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C~3 БОШИ 

Педагогика ннститутлари ва уннверситетлзрнннг ма
тематика, математика - физика, математика - инфор
матика мутахассиCJIИГН БУЛНlfЛарида Y~YB режасига 
Э.lсментар математика курсинннг киритнлншн, узбек 
ТИ.1Ида бу мавзу буАича дарслнкиинг iiу~лигн бу ~уллан
~3I/ИНГ яратилишига сабаб БУлдн. Ву курснинг мазмуни 
зрифметиканииг асосиА тушунчалариин ~арашдан бош
.1<1Н3.1I1, Энг олдин натурал сонлар вз улзр устидз аРllф
~ICTIIK амалларнинг 6ажарилншн курилиб, COH.blrHHHr 

GS"IННИШИ, ЭКУВ ва ЭКУКлар ~а~ида маълумотлзр 
берн.lади. Сунгра каср сонлар тушунчаСII КИРНТIIЛЗ.1I1, 
шу сонлар устида бажариладнган змаллар, МУН()СПО<JТ
:1.lp \аl\ида маълумотлар бернладн. Ву ТУШУНЧЗ.IЗР лупа 
)'рганилганидаи сунг бирлашмалар (комбинаТОРllка) "а
I\lIда маълумот 6ерили6, такрорланадиган ва такрор
.1анмаЙдиган 6ирлаwмалар ~аралади. Сунгра шунга 
таа.1.1Уl\ЛИ тенглама ва тенгснзликлаРНIIНГ ("1111.1I1i1lllflHr 
кS'рсатилиши талабаларнинг олдинги боблар.1ан О.1ган 
бll.1им.lаринннг ииа ~aM боАитилишига IIМКОН беради. 
Бу курсга та~рибнА ~исоб, ~а~Иl\ИЙ сон, КО\1Л:Il'I\С сон 
тушунчалари ва улар устида амаллаРНIIНГ Gажарилиш 

тартиби, айиан алмаштиришлар "ам кир"тишан. 
Тенглама ва теИГСИЗJIнкларни нложи борича KeHГpo~ 

)'рганишга ~apaKaT IpIлиниши талабаларнинг шу COJ\dra 
тааллу~ли масалаларни ТУFРИ ~ал ~ила олишларига 
ШdрОИТ яратаДR. Соили кетма-кетликлар ~аl\ида I\ис~ача 
маълумот берилиши математик анализ (таJ\ЛИЛ) курси
ни урганишда Т8.11абаларга анча ердам беради ва маКТdб 
математикасидаги ·ма'ЪJIумотлар умумлаштирилади. Ву 
курени баеи ~RлишДа шу со~аИИRГ ю~ори малакаnи му
тахасснсларининг фRкрлари ва ИЛFОР тажрнбалари ино
батга ОЛИИДИ. Вувд.ав ~Аилган асосиА Ma~caд: 
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1) И.ТlOiКИ борича мактаб математика курси MaЪJJY
мотnариии иnмий ну~таи назардан туnдириб, баён ~и
nиш; 

2) опий математиканинг айрим масаnnарини х.аn 
~иnишга пропедевтика яратиш; 

3) мактаб учун зарур, nекин опий математикада ало
,,\ида атрофnича ~араnмайдиган масаnаnарни муфассаn 
ёритишдан иборат БУnди. 

к.уnnанмани тайёрnашда шу сох.ада маъnум буnган 
адабиетnардан атрофnича фоЙдаnаниnди. Бунда ~уйида
ги беnгилашnар ишnатиnади: 

1. N - натурап сонпар тупnами; 
2. Z - бутун сонпар тупnами; 
3. Q - рационаn сонпар туплами; 
4. R - х.а~и~иЙ сонпар l'упnами; 
5. С - компnекс сонпар тупnами; 
6. {х I .} - хосса биnан берилган х сонлар тупnами; 
7. д{, Т, Н (af- 8, Т" Нз мое равишда 8- таърифга, 4-

теоремага, 3- хоесага кура); 
8. Л - коньюнкция бenгиси (ва); 
9. V - дизьюнкция бenгиси (ёки); 
10. V - умумийлик квантори (<<ихтиёРИЙ"t); 
11. 3 - мавжудлик квантори (<<мавжуд"t); 
12. g (х) ''Р (х) -''Р (х) кущад g (х) кущадга ~onди~сиэ 

булинади; 
13. а: Ь - а сон Ь сон га к.OnДlЩсиз БУ.lинади. 

Муаллиф 



I б о б. НАТУРАЛ СОНЛАР 

1- §. АРИФМЕТИКАНИНГ ФАН СИФАТИДА ~АРАnИШИ 

Арифметикани урганиш математика фанини урганиш
нинг асосий БОСl\ичларидан биридир. Арифметикани ат
рофлича ва ЧУI\УР урганиш математика ии урганишнинг 
МУJ\ИМ ка.~итидир. Арифметика деган ном грекча сон 
маъносини билдирадиган «аритмос» сузидан ОЛИНГdН 
булиб. у санлар ,\а,\идаги фандир. Арифметикада сон
ларнинг энг содда хоссалари ва ,\исоблаш ,\аидалари 
УргаНИЛdДИ. Сонларнинг мураккаБРОI\ хоссалари билан 
математиканинг «Сонлар назарияси» булими ШУFулла
нади. 

Шунга кура, арифмеТlIкада н"турал (N), бутун (Z), ра
ЦИОНaJJ (Q), J\аI\ИI\ИЙ (Л), комплекс (С) сонлар устида баiКа
риладиган арифметик амал ва муносабатларни I\араш би.1ан 
бирга прогрессия ва бирлаIifмаларнинг киритилиши арнф\!е
тика фани урганадиган объектнинг кенгайишига, ЧУl\урла
шишига катта ёрда\! беради. Маълумки, у'рта мактаб мате
матика курсида сон.lар ТУШУНЧ'JСИIlИ ~'рганиш била н бирга 
санли т5'пламни J\aM урганамиз. Maca,~aH, натурал сонлар 
тупл"'мини N = { 1, 2,. ,n. } КУРННllшда тасвир.lаЙ
мнз, бу ерда n сони N туплам элемеюи еки n сони N 
т5'пламга тегишли (n Е N) экани бизга маълум. Агар бизга 
А = {a l , а2 ' а4 }, В = {b1, Ьо, , Ьn} СОНЛ-i туплам

,13р берилган булса, у JoIолда А билан В нинг 6uрлашАЩСU 
(А U В)шу А еки В туплам элементларидан, А билан В 
нинг кеСUШ.4lасu (А n В) А ва В туплам элементларидан 
и борат туплам булади. MaCa.ilaH, А = {I. 2. З, 4}, В = 
= {З, 4, 5} берилган б}'ЛСа, А U В = {I, 2. З, 4, 5} ёки 
А n В = {З, 4} булади. Агар 1 упламнинг элементлари б9.'1-
маса, уни 6gш mуnла,w (J21) деб I\аралади. Арифметикада 
асосан сонли тупламлар устида I\УШИш, айириш, булиш, 
даражага кутариш, илдиз <'Иl\ариш, логарифмлаш амаллаРII
нинг бажарилиши сабабл~ бу амалларнинг хоссаларини 9Р-
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гаиищ уларнииг бажариnиш техиикаси биnаи таиишиш 
арифметика ии ургаиишиииг асосий ~исмиии ташкип ~иnади. 
Биз ургаиадигаи арифметика узиНIiКГ тузилиши, уидаги ма
тематик мамумотлариинг мазмуни ва вазифаси жи~атидан 
урта мактаб математикасининг ~уйи сиифnарда урганиnгаи 
арифметика мамумотларидан кескии фар~ I\ИЛИШИ биnан 
бирга шу сннфларда олинган математик мамумотларга ~aM 
тая нади . ~ рта мактаб ма1·ематикасида, умуман математика
да ургаииладиган математик I\ОНУИ ва ~оидалар тил НУI\ТЯИ 
назаридан дарак гаплар 6Улиб. уларни мазмуни жи~атидан 
шартли равишда - мулщазалар, мулщазавий формалар ва 
таърифлар тупламларнга ажратиш мумкии. Масалан, 30 со
ни 5 га I\ОЛДИ~СИЗ 6улинади - бу рост МУЛО'9lза. Самар
~aHД Россиянинг пойтахти -бу ёЛFОН мулщаза. Агар х Е R 
б)'Лса. xZ-5х+6=0 булади-бу мулщазавий форма, ЧУНКlI 
х2 -- 5х + 6 = О тенгламада 3 Е R ёки 2 Е R сомариии х 
нинг урнига I\УЙн6. тегишли амалларии бажарсак. у ТУFрИ 
тенгликка айланади ва ~. к. 

1- т а ъ риф. Рост ёки ёЛFонлиги бир ~иймат ли aHи~
ланадиган дарак гаn муло{аза деЙилади. 

МУЛОJ<;азалар уэииинг туэилишига кура содда ва 
мураккаб булади. МаСdлаи, 25 сони 5 нинг квадрати -
бу содда МУЛОJ<;аэа, агар берилган натурал сон 3 га ва 
2 га I\ОЛДИ~СИЭ булинса, у ~олда у 6 га ~aM ~ОЛДИI\СИЭ 
булинади - бу мураккаб мулщаэадир. 

Одатда. мураккаб МУЛОJ<;аза ёки муло~азавий формалар 
~уйидаги ООFловчилар ёрдамида ~осил ~илиннши мумкии: 

эмас. ёки ва булса. у 

~олда фа~ат ва фаl\ат ШУИДLl Бу боFЛОВЧИ-

лар мулщаза ёки мулщаэавий формаларни содцалаштириш
да МУJ<;ИМ а~амиятга эга. Агар олиб борнлаётган бу фикр
лашнинг маэмунига а~амият берилса, барча мулщазаларни 
рос' ёки ёлFOнлиги жи,атидан ушбу икки элементли туп
ламга аксланишини куриш мумкин: {ёлFOн. рост} = {о. I}, 

Математика .. а муло~аэалардан таш~ари МУЛОJ<;dэавиА 
формалар ~aM I\аралади. МулщаэавиА фОРМdларнннг 
таркибига номаълумлар ёки предмет уэгарувчилар ки
ради. 

2- т а ъ риф. Муло{азавий форма де6 таркибига би
рор туnламниН2 предмет узгарувчилари кирган ва 6у 
узгарувчиларни шу туnламнинг ани,\ элементлари би
лан алмаштирилганда муло{азага айланувчи дара к гаn
га аЙтилади. 
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Масалан, Р -" «х туб сон» - деган шарт N да ~аралаёт
га н буле а, у Х,слда Р (х) дарак гап мулщ.азавиЙ шакл' бу
ла ди" Чунки х = 2 б)'ЛСа, Р (2) - I rOCT, х =.. булев, 
р (4) li8 0- fЛfОН булади. 

Туплам узннинг тузилишига ва элеМfнтларининг сонига 
к ура "ар ХИJl булиши мумкин. А {а), az. аа} ва В = {Ь), 
Ь2 } тупламлар беРИЛГ11Н булеин. Бу тS"пламларнинг mугрu 
куnойmжаси ёки Декарт куnаuтжши 

А Х в = ((а), Ь); (а), bJ; (а2 , Ь); (а2, Ь2 ); (аз, Ь); 

(аз. Ь2)} = {(aj , Ь) I a j Е А /\ bj Е в, i = тз: j = 1,2} 

куринишида б)'лади. Бу fрда. агар А = В б)'ЛСа, у х.onда 

А Х А = А2 булади. А Х Ах.. х А = А" ни, одатда А -----
" 

тупламнинг n- даражали тугри куnайmмаси деАи.1ади Ба 

А" = {(а" а2, а,,) I aj Е А, i = Гп} 

куринишда ёзилади. 

3- т а ъ риф. А" mуnлаAtнинг и(mалган Р ~ием туплами 
А mуnлаAtда аНUl\ланган .Q- ар .муноса6ат дейuлади Ба 
I\уйидагuча ёзuлади: (a l , а2 , а,,) Е Р 

А тупла мдан олинган ар а2, аз, а" эnементлар Р 
муносабатда жойлашган деб ~аралади. 

4- т а ъ риф. А туnлаAtда аНUl\ланган n- ар аAtал де6 

А" m{jnлоAtни А mуnлаAtга 6ир l\uliAtаmлu ак.сланmирувчu 
CI акслантuрuшга оumuладu ва I\уuuдагича Uфодаланади: 

CI : А"-- А, CI (a l , а2, а,,) = а, о, Е А, i = 

= Гп, а Е А. 

Таърифдан келиб чи~иб, n = 1, 2, 3 булган х.on-
ларда тегишли амаллар унор, 6uнар, тернар. деАила-
ди. Демак, берилган бир неча (хуеуеиА х.onда иккнта) сон 
буйнча мамум "ондага аСОСАН инги бир сонни топиш а.мал 
деб аталади. Масалан, f (5,3) = 5 + 3 = 8; ~ (81,4) = 

V-= 81 = 3, ", (3,2) = 32 = 9 Ба х.окаэо. Лекин бажарилаёт-
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ган амалнинг Хilрактери у I\айси сонли тупламда бажари
лишига боFЛИ~ДИР. Агар амалнинг бажарилиши натижаСИ.J.а 
биргина сон келиб ЧИl\са, ама)) 6ир l{uU.чamлц, агар 6ир 
неча сон келиб ЧИl\са, амал куn I{UйAШmЛU деЙилади. Маъ
.тумки, арифметнка ва содда алгебрада I\уйидаги ТУFрИ ва 
тескари амаллар I\аралиб, уларни бажарилиш кетма- кеТ.1И
гига I\араб шартли равишда ушбу босl\ичларга ажратиш 
мумкин: 

Бос"ич ТS'FРИ .... nn.Р Тсскарн аМ8J1лар 

1- боСI\НЧ 1\5'ШНШ аАнрнш 

2- БОСI\НЧ к5'пайтнрнш б5'ЛНШ 

з- босl\НЧ даражага кутарнш и.lдНздан ЧНl\арнш; 

Бунда н куриниб турибдики, ТУFРИ амаJl.тарни СОН.1аРНIIНГ 
исталган со",,,сида бажарнш мумкин, лекин тескари амал.lар 
учун шундай сондар со",аси мар.жудки, у.lар бу сщада би

рор шаР1лар асоеида бажарилади. Лекин амаллар узининг 
тузи.lишига мое ",олда айрим хоесаларнинг бажарилншини 
·lаъминлаЙди. Масалан, ~ушиш ва купайтириш амаллари 
учун комму ... а гивлик, ассоциативлик хоесалари )'ринли бул
са, даражага кутариш ва логарифмлаш амаллари учун бу 
хоесалар уринли эмас, масалан, 1 (2,8) = IOg2 8 = 3 ва 

1 (8,2) = IOgH 2 =..!.., бундан 1 (2,8) =1= 1 (8,2) ёки '" (3,2) = 
3 

= 32 = 9; '" (2,3) =-~ 23 = 8, демак, '" (3,2) =1= '" (2,3). 
Сон тушунчасини кенгайтнришда шу сонли тупламда 

бажариладиган амаллар таърнфланади ва уларнинг 
хоссалари курсатилади. Бу уринда сонларнинг тор сща
лари учун аНИl\ланган хоссалар уларнинг кенг со",алари 

учун ТУFрИ булмаслиги мумкин. Масалан, натурал СОН
лар со\асида купайтириш амалини олайлик, яъни купай
тувчида неча бирлик булса, купаювчи шунча марта 
I\УШИЛУВЧИ I\илиб оли нади, лекин бун и иррационал 
сонлар УЧУН I\уллаб БУлмаЙди. Натурал сонлар купайт
маси исталган купайтувчидан кичик эмас, деган хоссани 
каср сонлар УЧУ Н ",ар доим ",ам I\уnлаш мумкин эм ас. 
Шунинг учун ",ам "айси сонли тупnамда I\айси амал 
I\араладиган булса, уни шу сонли тупnамдаги хоссасн 
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учун ИЗOJ\ЛОВЧИ фикрнинг берилиши маl\садга МУЕ~ФНI\
;1Нр_ 

Математиканинг арифметика, алгеБРd, тригономет
рия, геометрия каби б9лимларининг х.ар бирида асосий 
математик тушунчалар мавжуд б9либ, улар БОШЛЙ/iFUЧ 
ТУШУ/iчйлар деб аталади_ Арифметика б9лими учун бош
.1аНFИЧ тушунчалар жумласига «катталик» (МИl\дОР), 
«СОН», «caHol\:', «дарх.ол кейин келади:. каби тушунча
.1арни мисол I\илиб келтириш мумкин. 

Математиканинг I\олган б~лимларида I\араладиган 
математик назария ва I\онуниятлар арифметикада урга
нилган, аСОСЛ8нган I\онуниятларга таянади ва улардан 

фоЙдаланади. Арифметикада 9рганиладиган айрим 1\0-
Н~'ниятлар ва муносабатлар кишилик жамиятининг бутун 
ривожланиш жараёнида синовдан 9тraH ва 9рганилган
лиги сабабли уларни шундайлигича I\абул I\илинади. 
Шунинг учун х.ам ростлиги шубх.а ТУFдирмайдиган бун
дай математик фикр аксиома деб I\абул I\илинади. Агар 
бундай мулох.азаларни исботлаш талаб I\ИJПfнса, улар 
теорема сифатнда 1\8бул I\илинади. 

2- §. НАТУРАЛ СОН ~А~ИДА ТУШУНЧА 

Натурал сон тушунчаси жуда I\адимий тушунча 69-
.пиб, узининг 2000 йиллиl<дан ОРТИI\ тарихига эга. Одатда 
натурал сонлар деганда саНОl\да ишлатиладиган сонлар 

тушунилади. Натурал сон тушунчасини киритиш учун 
асосий бошлаНFИЧ тушунчалар сифатида frтуnлам», fr/ia
турал СОН», frБUР-/iатурал сон:. тушунчаларини I\арай
МИ3. Натурал сонлар орасида урнатиладиган асосий 
муносабат сифатида fiбевосuта кеЙU/i келадu» деган 
тушунчани киритамиз. Натурал сонларни кичик лотин 
х.арфлари й, Ь, с, d, ёки al а2, а" билан, бир со
нини эса 1 ОРl\али белгилаЙмиз. 

а = Ь битта ва фаl\ат БИТТ;J натурал соннинг "ар хил 
х.арфлар билан белгиланганлигини, й =1= Ь эса а ва Ь нату
рал сонларнинг "ар хил эканлигини билдиради. а натурал 
сондан бевосита кейин келувчи натурал сонни й' = t (а) = 
= а + 1 к9ринишда бf'лгилаЙмиз. 

5- та ъ риф. Наmурйл СО/iЛЙР де б, ихmиёрий й ва Ь 
!Jлеменmларu орасида «Ь сон а дан. бевосumа кеliuн. келадU1# 
муносабати урн.аmuлган. ба ушбу аксuомаларга бgйсуна
дuган. б{jш бgлмйган. N .сон.лu mуnлймга айrrшладu: 
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1.1 сони .{еч ~aHдaй сондан Keйuн кеЛAlaЙди. 
2. х.ар ~aHдaй а сон учун YHдgн беtЮCита кейин кела

диган 6иргина а' сон мавжуд, яъни а = Ь дан а' = Ь' бу
лади. 

3. )(ар ~aHдaй а =1= 1 сон фа~ат бllттагuна сондан 
6евосита кейин келадtt, яъни а',..", Ь' дан а = Ь булади. 

4. Агар А натурал сонлар туnлами учун 1 Е А бg
либ, а Е А учун а' Е А булеа, у Jfолда А = N б{}лади (и н
дукция аксиомаси). 

Натурал сонлар туплами бундай белгиланади: 

N= {I, 2, n, ю, ю"', }. 

Таърифга кура 1 натурал сони ~еч ~андай натурал сон
дан кейин келмайди, яъни l' =1= 1, У ~олда l' = 1 + 1 = 2 
ва ~окаэо 2' = 2 + 1 = 3, n' = n + 1, Шундай 
l\и:!Иб, натура.'! сонлар I\атори 

1, 2, 3, • n, (1) 

НИ ~осил I\ИЛДИК. Бу уринда натурал сонларга нисбатан 
тенглик тушунчаси учун I\УЙЕдarи муносабатларни келтн
риш мумкин: 

1. Ре Ф л е к с и в л и К (l\аЙтиш). х.ар I\андай натура л 
сон уз- узига т~нгдир, яъни а = а. 

2. С и м м е т р и к л и к (тескаРИJlанувчанлик). Агар а на
турал сон Ь натурал сонга тенг булса, у "олда Ь = а була
ди, яъни 

v а, Ь Е N: а = Ь <:> Ь = а. 

3. т р а н з и т и в л и к. Агар а натура.'! сон Ь натурал 
сонга, Ь эса с натура.1 сонга тенг булса, у "олда а = с бу
лади, яъни 

v а, Ь, с Е N:a = Ь " Ь = с ~ а = с. 

Маълумки, таърифдаги биринчи ва тур'гинчи аксиомалар
даги 1 сонини О (ноль) сони билан алмаштирилса, кенгай
тирилган натурал сонлар туплами 

N = {О, 1, 2, n, , ю, юо) 
0)0) 

w . } 

~осил булади. Энди "ар I\андай натурал сонни О, 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8, 9 раl\амлари ёрдамида ёзиш мумкин, маса.1ан, 
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Tjpr IOЭ !Dtгирма беш соннии 4, 2, 5 ра~млари ёрдамида 
425 .цеб еки 400 + 20 + 5 = 4· 1()2 + 2· 10 + 5 куриииwида 
ёэиш МУМКИII. У мумий ~олл.а ~p ... ндай натурал соиии 

а = Ь,. Ь,._, Ь2 Ь, = Ь,.· I(}II-' + Ь,._, ·10,.-2 + 
+ + Ь.·10 + bl 

кУpиIIИПJ.II,a тасвнp.naш мумкин, бунда Ь,._, , ,Ь, лар О 

,аан 9 гача булган р!ЩЗмлар на 0< Ь,. .;;; 9. Бу ерда 

Ь,.Ь,._, Ь2 Ь, натуpan соида Ь, бнрликлар, Ь2 унликлар, 
Ь, ЮЗ.IIикпар, Ь. wингmос:J.aР на ~окаэо хона paJYlммрн деб 
~ралади. Сунгра ~p уч хона бнр autфии ташкил этад.и. 
Бунда 1- сивф-бирлар, 2- синф-юшглар, 3- синф-ммлион
лар, 4- сииф - бнмиoиnaр, ~ сннф - тptJIJJIIOНЛЗр, 6- синф
DЦpIJIЛIIOIUIaр, 7 - с:ниф - КВИВ11UlJlllORлaр, 8- синф - секс
ткл..1ионлар синфлари деб аталад.и, ва ~oкa30. Мас.а..1ан, 
365 «5 653 783 634 COIIИAВ 5 та синф pa~ммpк мавжуд 
БУ.'IИБ, У 365 триллион 445 бнNIнон б53 мн.'1ЛИОН 783 минг 
011111 IOЭ ymu турт l/dJ уlQlJlЗдН. Шуиинг учун \зм нату
ра.1 сои..'арин YIQIIП на ёэиwлa синф хонал.арига сцаМНJП 
берк.'IC8. ке.."IНб ~ W ~ иroJIИКВИИГ QllJl.Ини 
oлвm IDIКOIIИ 1')'F1L'IЗ.AII. сои paJyb&.'laрининr ёэнлиши ~p 
бвр aoiввнr У:iИга ~ ~p хн.1 б5'Ш3В ва ~]lfprн куи
AI ~ узгаpиm жу.u IWUИP. 

нa-rypu совии ~ IteJl1"RPf3ВlOOlЭА5, c.uplp.' 
КеАВВ R.JIIIUP муиuca6al. аоосв"" эмас, бuкн ~ 0."
див R.JIЦID кувосабаПl acoaua ~ ~ ~1НШ III}'МIOПI. 

~ ~ НА TW,\JI mttJIAIIНII ~f_. 8А 1(?ПA81WI8. 
5У A&UUIAI't8Н"" A(D(:Мt XOCCA.IIAI'II 

НaТYJ:&1 COНur"""'" DJМТIL'II8DR мувосабаr. бuaв 6у 
couap JYnд"'Uo1 3I11.III беаюпа ~ a.IIiL'L1aJ8I с..арнш 
Ку-....... ~ JIaCUa lOИГ3 кeAa,.DI. 

6- т а .. р. ф. Hturl.!Jpa..A COIUllP mgrr '" миф a..иt!6~ 
Q.IIa.I ~ 6y.fll6. J а+)=а', а+Ь'=(а+Ь')' 
!OO"II 'AfR'" м2 БУ..taJ • БJ...... НiIIfI!IPILI аж.,.., lfYIUtnU 
а--.. J Те ..... 

М8са&8, I + ) = l' = 2. 2 ~ 3 = 2 ~ 2' = (2 + 2.' = 
=4'=5,3+ J =3'=4. ~ 1UfI8Itn аСРС8 2~3= 
= 5 ёа • _ ь 881YJIU muap Y"J8 JВ)"UJI с DJYPU 
СО8 -'''' а+6=с 6f--. 
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I-теорема. Натурал сонлар m!7nлаАШда I{gшuш QAIa· 

ли JCa83lCya ва ягонадир. 
1- натнжа. Ихтиёрий а ва Ь.наmурал сонлар gчун 

а + 1 = 1 + а ва а + Ь' = (а + Ь)' = а' + Ь 
gpuнлuдир. 

2-теорема. 

't;f а, Ь Е N:a + Ь = Ь + а. 
И с б о т И. Исбот ~и.,иш учун математик индукция усу

лидан фоЙдаланамиз. 

" 1) а = 1 бужин, У ;.;0.1..1.а а + Ь= 1 + Ь ~b + 1 =>а+ 
+ Ь= Ь+ а; 

2) Ь = 1 б)жа, 1 + Ь = 1 + 1 = 1 + 1 булиб, Ь = n 

бущанда 1 + n ", n -r 1 БУла.з.и, агар Ь = n + 1 б 5·.1СЗ , 

" 1 +Ь= 1 +(n+ 1)= 1 +n'--":"" n' + 1 =Ь+ 1 
булади, демак, 1 + Ь = Ь ~ 1 б5'.'JИШИ ке_1иб чи~ади. 

3) Энди теорема а = k учун 5'ринли БУ.'JСИН, яъни 

а + Ь = k -<:- Ь = Ь.+ k = Ь + о; 
4) Тоореманинг а = k' = k + 1 учун т5'FРИЛИГИНИ курса

тамиз, яъни 

k' + Ь = (k + Ь)' = (Ь + k)' = Ь + k' => 

=:,. k' + Ь = Ь + k' 
Демак, натура., сонларни ~)'шиш амали S'PltH а.1машmриш 
хоссасига эга экан. 

3- тео ре м а. 

V а, Ь, с Е IV (а + Ь) + с = а + (Ь + с). 
И с б о т и. Ихтиёрий а ва Ь натурзл сонлар учун с га 

нис6атан индукция аксиомасини lаlби~ ~иламиз. Агар с= 1 
бужа, у х,олда (а + Ь) + с = (а + Ь) + 1 = (а + Ь)' = а + 
+ Ь' = а + (Ь + 1), демак, теорема с= 1 да уринли. 
Энди с * 1 учун теорема шартини уринли де6, с + 1 учун 
уринли эканини курсатамиз. Яъни: (а + Ь) + с' = [(а + Ь) + 
+ с)' = [а + (Ь + с»)' = а + (Ь + с)' = а + (Ь + с'), демак, 
теорема с' = с + 1 учун х,ам 5 ринли экан. Бундан унинг 
ихтиёрий с учун уринли эканлиги келиб чи~ади. 

а" а2, , аn натурал сонлар 6ерилган БУлсии. 
7- т а ъ риф. a l , 02' аn натурал сонлаРНllнг ии-
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гиндиси деб, S" = аl + а2 + + а" = I а, га аиmиllа
;-1 

" 
ди. S" = а/ + а2 + + а" =- ~ а; ЙИFиндидан S/=a/ = 

;=/ 
/ ",,+/ 

=! а; хамда S"+I=S" + a".J../ = ~ а, +a".J../ = I а, лар-
;=/ 1=/ ;=/ 

ни ёзиш мумкин. 
4- т е о р е м а. Бuр нечта наm!Jрал сонларнuнг йuгuн-

" т n+m 
дuси ассоциаmи8дир, Я'ЬNU ~ а; -i- ~ Q"+I = ~ а,. 

;=/ ;=/ 1=1 
И С б о т и. Бу теореманинг иеботини индукция акеио~а

сига еуянган ~o.,дa олиб борамиз. т = I булеин, У XOJ1Дa 
" т " ,,+1 
~ a j + ~ й"_1 = ~ а; + Й".J../ = ~ a j . 

;=1 ;=1 i=1 '=/ 
Энди теорема т = k учун уринли, яъни 

" - "Т. 
~ а, + I а,,+; = ! а, 
;=1 ;_1 ;=1 

деб, унинг 
яъни: 

т = k + I учун Урин.,и эканини К}РС<1тамиз, 

" _+/ "( Ir ) 
~ й; + ~ а,,+, = ~ + ~ а,,+; + а,,+н/ = 

( 
" k) ,,+. 

= ~ а; + ~ а,,+; + а,,+н/ = t1 а; + 
,,+. ",._+1 

+ й,,+.+1 = I й; + a"+k+1 = ~ й;_ 
;=1 ;=1 

Демак, теорема т = k + I да хам уринли. Шу би.'I:.:!Н тео
рема иебот БУлди. 

5-1· е о р е м а. Бuр нечта Ham!Jpall сонларнинг ЙUГUN
диси урин Q//Машmuрuш хоссасига эга. 

" 
Иеботи. S,,=!u;=a/+a2 + +а" ЙИFИНДИ бе-

;=1 
рилгаи. Эиди шу ЙИFИНДИДЗ lI\атиашаётган lI\ушилувчилар
нинг урииии мумкии булгаи lI\адар алмашmрамиз ва бирми
чи II\УшИJIУВЧИ урпидагиеиии a

il
, иккинчиснии a

j2 
ва хоказо, 
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n- сини О;,. op~ белгилаАмиэ, я'Ьни ! О, = а, + а, + 
'-1 • +. + о,. = а" + 0'2 + +Oi,. = I 0il БУладн. Демак. 

i_1 ,. ,. 
I 0j = ~ tJ/

1 
тенглнкнинг уриили эканини курсатншнмиэ 

1-1 .~' 
nозим. Бунинг учун индукция аксиомасннн ~ap ХИЛ ~OJIЛар 

1 1 

учун "улласак, яъни i l = I буnганда I 0'1 = а, = ! О, 
1-1 /_1 

уРИНJIНJIигини эътиборга о..lиб ва барча n дан кнчнк "ий
матпар учун теорема уринnи деб, уни im+1 = n, т < k, k= 
= т + q, n = k + I = т + q + I ~оли учун ~aM худдн 4-
теоремадагидек текшириш ва исботnаш мумкин. i,. = n бул
ган х;о..'1да бундай ёза о..lа~нэ: 

n k t 

! aJ1 = ~ ajl+o,.= I o/+at+1 = 
1=1 ;=1 1-1 

k+1 11 

'\' 01 = 'V о .. ..... ..... 
;=1 1-1 

Демак. шу БИ.1ан теорема исбот ""линди. 
ЮК;ОРlцаги МуЛQ\'Iзаnардан JO'ЙIWIпt натнжаларви кел

Тllриб чик;ариш му~кин. 

2- Н а т и ж а. Aгnp /{УШUJlУlJlШAaрдан 6ирини 6uрор сон 
IiШJар ОРГ7Jrтшрuлса, tlитнди -{а .... ШII сон 1{fJдap opmaдu. 

l1 с б о т И. S = а + Ь ЙИFИНДИ бернлган БУлснн. ИККИН
ЧII r;5·ШII.1УВЧIIНИ k сон "адар оpnирамиэ; 51 = а + (Ь + k) 
б~':lIJб, ЙИFНН.:r.ини гуру;.;лаш хоссаснга куРа 51 = (а + Ь) + 
-+- k = S + k б5'ла;J.И. демак, Sl = 5 + k. шуии исботnаш 
Kt:paK 3..'1.11. 

3- Н а т 11 Ж а. Агар 6ир I{[JшUАУt1ЧulШ 6ирор сон /{адар 
орmmuрuб, UКfШНЧU I\УШUJlувчuнu шу СОН I{Qдap кa .... йIl
rтшрсак, UUFUHaU gзгар.w.aiJди. 

Натурал сонлар тупламида бир ~а1ЛН бажариладн
ган аМ3.'lЛардан БИРIi бу купаАтирнш awaлидир. Маълумки, 
урта мактаб математикасида соиларни купаlтнpиw амали 
"Ушиш амали ОРl\али киритнл8ДИ. Чунончи 5·4 амали 5 Х 
Х 4 = 5 + 5 + 5 + 5 = 20 оPl\8ЛН амалга OUDIрнл8JLИ. Бун-

4та 
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дан келиб чи~иб, а натурал сонни Ь натурал roнга купай
тиришиинг а· Ь = а + а +. + а тарзида амалга Оl.l}ири-

Ь та 

лишини курганимиздан сунг, купайтиришнинг ~ушиш ор~али 
умумлашган ~оидаси: а·Ь ни топиш учун а узгармас бул
ганда ихтиерий Ь учун ~уллашни ~араб чи~амиз. J) а· J = 
= а; 2) а· 2 = а· J' = а + а = а· 1 + а; З) а· 3 = а· 2' = а + 
+ а + а = (а + а) + а = а· 2 + а => а· 2' = а· 2 + а ва ~OKa
зо а·n' =а·n +а. 

8- т а ъ риф. а ва Ь натурал сонларнu куnайтuрuш деб, 
шу сонлu туnламда аНUl\ланган ва 1) а·1=а, ва 2) а·n'= 
= а·n + а хоссалар билан берuлган алгебраuк амад· 
га auтuладu ва а· Ь ёки аХ Ь курuнuшларда ёзuладu. 

б-теорема. Натурал (онлар туnлаАШда куnайmuрuш 
амалu МQ8жуд ва Ягйнадuр. 

Бу теореманинг исботини у~увчиларнинг узларига ,..а во
.'Ia ~иламиз. Бу теоремадан I\уйидаги натижани келтириб 
чи~ариш мумкиа. 

4- н а т и ж а. И хmиёрий а ва Ь натурал сонлар УЧУН 
J ·Ь = Ь· J ва а'Ь = аЬ + Ь муносабшnлар УРШiЛидuр. 

Натурал roН.'Iарни купайтириш ама.1И "iуйидаги хосса.1ар
га эга. 

7-теорема. Vm, n Е N:m·n=n·m. 
И с б о т и. Бу теорема ни исООТ.1аш учун индукция ак

еиомаеидан фоЙдаланамиз. 

n = 1 булеин, у ~олда т·n = т·1 Н. J ·т=--=n·т, яъни 
теорема n = 1 учун уринли. 

Эндн теорема n = k учун уринли, ЯЪНI1 m·k = k'·m деб, 
ун инг n = k' = k + J учун уринли эканини курсатамиз: 

m·k' д! б m.k + т=- k·m + т H~ k'm => mk' = k'm, бун
дан V n Е N, т Е N :т·n = n·т. Шу билан теорема ие-
601' ~илинди. Демак, натурал сонларни купайтириш ама.1И 
урнн алмаштириш хоссаеига эга экан. 

8-теорема. V т, n, k ЕN:k(т+n)=kт+kпЛ 
А mk +nk. 

Исботи. Бу теорема ни исботлаш учун n га нисбатан 
индукция аксиомасини татби~ I\иламиз: 

n = J булсин, У ~олда k (т + n) = k (т + J) д/8 km' = 
= km + k Н. km + k· J = km + kn, бунда н n = J булганда 
теореманинг уринли эканлиги келиб ЧИI\ЗДИ. Энди теорема 
n = 1 УЧУН уринли, яъни k (т + l) = km + kl деб, унинг 

дlб k=l + 1= l' учун 9ривли эка.ниии курсатамиз: k(m + 1') = 
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ilfб k (т + 1)' д/В k (т + 1) + k = (km+kl)+k Т, km+(kl+ 
afB 

+ k) = km + kc' Демак, натуptЛ сомарни купakrириш 
ама.~и таРl\атиш (дистрнбутивлик) хоссасига эга ЭКI\Н. 

9-теорема. V m, n, k Е Н: (m'n)k= m· (n·k). 
И с б о т Н. Индукция аксиомасиии k га нисбатан I\уллай

миз. 

k = 1 булса, (т· n) k = (т· n) ·1 д/В т . n = т . (n 1) = 
= m· (n· k), демак, теорема k = 1 учун уримн. Энди теорема 
ИХТllёрий k учун урннли, яъни (т· n) . k = т (" . k) деб, унинг 

k'=k+-l учун Урин.ш эканини курсатамиз: (m·n)k' дf8 (mх 
Xn)·k+mn=m(n.k)+mn ТВ m(nk+n) д/В m(n k'); 
(mrz)k'=m(n·k'), бундан теореманинг k'=k+l учун уринли 
:жани келиб чи~ади. Демак, натурал сомарни купайтириш 
амали гуру~лаш хоссасига эга экан. Шу билан теорема 
исбот БУлди. 

9- т а ъ риф. Берилган а 1 , а2 , , аn натурал сонлар-
n 

нuнг куnаUт.маси деб Рn = а 1 ·а2 аn = П ai га admUла-
1-1 

ди. 
Таърифдан бевосига P1=al ; 'P2=al'~; ; Рn+ 1 = РnХ 

n n+l 
Х an+1 = П a j an+l :.c П a j ларни ~ОСИЛ ~иш мумкин. 

j=1 1=1 
IO-теорема. а1 , а2, • ,аn натурал сонларни купаА-

тириш амали гуру~лаш, урин алмаwтириш ва та~а11lШ 
хоссаларига эга. 

Бу теоремзнинг исботи бевосита 4- ва 5- теоремаларнинг 
исботига ухшаш булгани учун уни УI\УВЧIUJарнивг уэларнга 
мустаl\ИЛ бажаришни ~aВOlJa lpIЛамиз. 

Юl\орида кеЛТИРИ.'IГан теоремалардан "yllwlrн натижа
лар келиб ЧИI\ЗДИ. 

5- н а т и ж а. Бир неча куnайmУВЧUNllll2 "gfUJiimMacuнu 
бuрор сонга кgntll1mupuш учун уша ctJIIIШ "gпaйтувчU/lар
нинг бuрорmшuга куnаtimuрuш к'lфqIIiWр: 

уа, Ь, с, d Е .У: (аЬф4- (a°d)(b·c). 

б- н а т и ж а. БерuлгйН cow.&p неча COHHuнг "Оnшlm
.масuга куrzшimuрuш УЧ1J;Е." " н оонни бuринчu tcUnшJ
mувчuга, ..fОСUЛ бgАШН ,;IIШЩ Uккuнчu "gnailf1lllll'lЩ!it' 
ва -\,оказо кgNJJltnЩllltll', . р. 

7- н а т и ж а. IJ;UP iIIJtfIJ "I1fUUlmувчuнuнг "gn.QJlпulQcuHu 
БОШI{a к.g~:iflttiJltnuрuш учун иlCКlJ/IIJ "gndtnJllJ-
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нине куnаЙmувчu.7арuнu кеmМа- кеm куnайmuрuш КUфоя
дир. • 

8- н а т и ж а. И кки tlUFUHaUHU бuр- бuрuга куnш.imuрuш 
учун бuрuн'Ш ЙUFuндuнuнг :{ар бuр 1fУШUЛУfJ1ШСUНU UЮШн
'11l iШFUндuнuнг {ар бuр 1fушuлувЧllсuга :{адма-:{ад КУ
nайтuрuб, натuжаларнu 1ffjшuш кuфоядuр. 

9- н а т и ж а. )(ар ~йндaй соннинг нолгй кfjnаЙm.мшu 
нолдuр: 

ь·о=о+о+. +о=о=?ь·о=о·ь=о. 
ь та 

10- н а т f: ж а. Агар икки Сан куnаиmмаси НОЛЬ булса, 
у :{олда куnайтувчuлардан камида бири ноЛь сонидир. 

Шуидай ~илиб, иатурал соиларни ~ушиш ва купайти
риш амаЛJlари киритилди. Бу амаллар натурал сонлар туп
ламид'\ бир ~ийматли бажариладиган амал булиши бнлан 
бирга у.1ар учун урин а.1маштириш, гурух;лаш ва тар~атиш 
~онуниятлари уринлидир. 

4- §. СОНЛИ ТЕНГСИЗЛИКЛАР ВА УЛАРНИНГ 
ХОССАЛАРИ 

Натурал сонларнннг ТЕ"нглиги рефлексивлик, симметрик
лик, транзитивлик шартларига БУЙсуиади. ТенгсиЗJIИК ту
шунчаси эса тенг лик тушунчасига ~apaMa- ~арши тушунча 

булиб, а =1= Ь муносабаlНИ белГ';'ЛII ифодалаш ор~али иисон 
онгига еткаэилади, яъни а =1= Ь иф(ща ё а> ь, ё а < ь, ё 
а ~ Ь ёки а ~ Ь куриниш.'1ар ор~али белгиланади. Шунииг 
учун х;ам тенгсиэлик уэининг туэилишнга кура ~атъий 
ёки но~атъий булиши мумкин. 

10- т а ъ риф. Агар берилган а, ь, С натурал СОн лар 
УЧУН а = Ь + С mенглик урuнли БОлеа, у {олда а натурал 
сон Ь наmура.l сондан каmma (ь сон асандан кичи К) дейи
лади ва 1fуuuдагuча белгuланади: а > Ь (ь < а). 

Математикада «Тенг», (катта. ва (кичик. тушунчалар" 
бир- бирини х.ар доим ту.1дириб, уэвий 60Fланншда булади. 

Il-теорема. tt т, n Е N :m +n=l=n. 
И с б о т и. Бу 1 еореманииг исботини индукция аксиома

сига таяниб исботлаЙМJl3. 
n = 1 булсин, У Х;О.'lда т + n = т + 1 = т' =1= 1 * т + 

+ 1=1= 1 =? tn + n=l= n, демак, теорема n = 1 учуи уринли. 
Энди теорема ИХТJlёрий n учун уринли, яъни т + n::р n 
деб, унинг n + 1 учун уринли Жанини курсатамиэ: т +n+ 

~f6 ~! I 

::.: т +.' = (т + .у.. .'. ~\ ~reor-ни: 



n' == n + 1 учун ~aM 9риили !tКани келиб чи~ади. Шу би
лаи теорема исбот БУлди. 

12-теорема. Va, Ь, cE.N: а>ЬЛЬ>с=;оа>с 
(траИЭНТИВ.'Iик). 

И с б о т и. Бу теорема ии 10- таърифга асослаинб исбот 
~иламиз, яъни а > Ь у<;ун шундаА бнргнна k Е N мавжуд
ки, а = Ь + k ва Ь > с учун 3 1 Е N булиб, Ь '''''' с + 1 бу

~flO 
.пади. Бундан a==b+k=c+l+k=;oa=c+(I+k) ===> 
=;о а > с. Шу билан теорема исбот ~илинди. 

IЗ-тсорема. Va, Ь, cEN: 1) а",·,Ь=>а+с=Ь+ 
+ с Л ас = ьс; 2) а > Ь =;о а + с > Ь + с Л ас > ьс; З) а < 
< Ь=;О а + с < Ь + с Л ас < ьс. 

И с б о т и. Теореманинг шартига кура а, Ь, с натура.'1 
соилар булганн учун ~мдa 10- таърифга асосан: а > b~ 

тз 
=> а = Ь + k => а + с = Ь + k + с => (J + с о..: (Ь + с) + k=;. 
~IO Т8 
=> а + с > Ь + с; а = Ь + k => ас = (Ь + k) с => ас = 

д{ 10 
=bc+ke =>ас>ьс. 

1) ва З) хоссалар "ам шунга S'хшаш нсбот ~нлннадн. 
Тенгснзлнкнинг МОНОТОIIЛИГИ натура., сонлар тУп.'1амнда 
уринли экан. Теорема ис'JQтлаitди. 

14-l'еорема. Va, Ь,сЕ1\": l)а+с=Ь+сЛас= 
= ьс => а = Ь; 2) а + с > Ь + с Л ас > ьс => а > Ь; З) а + 
+с<Ь+с Л ас<Ьс=>а<Ь. 
Бу теорема I З- теорема га тескари теорема булгани учу" 
унннг исботи 1 з- теорема исботига ухшашдир. 

15-теорема. Va, Ь, n, kEN: I)ac"-bf\k"'~n=> 
=;о а + k = Ь + n Л ak -= Ь,,; 2) а> Ь л k -= n => а + k >Ь+ 
+ n Л ak > Ьn; З) а > Ь л k > n => а + k > Ь + n Л ak > 
>Ьn. 

И с б о т и. Теоремани исботлашда З) хоссани исбот ~и
.nиш билан чегара.панамиэ, ЧУНЮI l\олганлаРИНlIНГ исбо'rи шу 
З) нин г исботидан келиб чи,\ади. Шу сабаб.'IИ шартга асо
сан (J > Ь ва k > n булга .. и учун: 

~{ 10 _ \ d 10 а > Ь -> а - Ь + с 'k Ь + + ( + 1) / + =;о а -t- = " с =;.. а 
d/IO 

k>n= .. k=n+1 
+k>b+n 

6УЛад.и ёки 

ak = (Ь + с) (n + l) = Ь (n + l) + с (n + l) - Ьn + Ы + с (n + 
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~f 10 + f) = Ьn + (ы + с(n + l)) => ak > ЬN. 
Шу билан теорема исбот ~ИJlИИДIt. 

16-теорема. (Архимед аксиомаси). Ихтuёрuй а га Ь 
натурал сон лар учун шундай n натура л сон lrЮ8Жуд,,", 
аn > Ь 6улади. 

17- т е о р е м а. а еа а' натурал сонлар ~gшни нату
рал сонлардuр. 

Бу теоремаларнинг исботи унча мураккаб булмагани 
учун уни Уl/jувчюарнинг узларига ~вола ~ИJlамиэ. 

11- н а т и ж а. Барча натура/l СОН/lар ичида J сони энг 
кuчи" натурал сондир. 

5- §. НДТ)'РАЛ сонлдРНИ дАИРиw ад 6fЛИW 

Юl/jори.:rа к5'риб )'ти.lган ~ушиш амалида а ва Ь натурал 
сонлаРНIIНГ ЙНFIIНДИСИНII топиш маезласнни JYlл I/jlfЛган БУл· 
сак, энди бf'ВОСllТа бунга ~apaMa- ~pwи маезлани, яъни йи
FИНДИ ва бир fi5шнлУВЧИ маълум булганда иккннчи ~ши
JIУВЧИНИ ТОПIlШ ~!аса.1асини ~ I/jиламнэ, яънн а = Ь + х 
дан х к5'ши.1УВЧИНИ топиш маезласи I/jУЙИJlади. 

I 1· т а ъ р н ф. БеРllлган а сондан 6ери/lгйН Ь сонни аии
РШlJ Uеб. беРll,lган Ь сон 6иАан ~gшUАганда ЙUfuндucи а 
,'ll mенг б!i.lган. с санни тоnишга аиmuлади ва ~yЙидaги· 
ЧQ i;зu.шдu: 

а - Ь = с <:> а - Ь + с. 
Бу аiiнриш а\\а.11\ {(-» ишора билан белгиланиб, а Ба Ь 

('(JII.lЗpНlmr аЙIlР\tаси а - Ь куринишида ёэиладн. Агар бу 
;1 \(;1.1 натура.1 сон.",ар тупламида ~раладиган булса, у ~ол

.1а а - Ь= с да а Е N, Ь Е N ва с Е N шартларга куРа 
а > Ь бу.lIIШИ та.1а6 ,\илинадн. Лекин, с = О булишн бево
Cl!та а -~ Ь 6~'.lНШlfНИ таъмиилаАдн. Дема к, lOIIiоридаги МУ
.lf)\азадан ке.1иб ЧИl\аднки, а хамаювчи, Ь айирилувчи Ба с 
аинрма 65'.1иб, у кенгаЙТИРИJIгав натурал соилар тУплами
НИНГ элемеНТlI 65'лиши учун каыаюВЧII айнрилувчидан ки
чикмае булищи .1Озим экан. 

18- т е о р е м а HamYPfJA COlUDp mgnлa..wuда а - Ь AlQ8-

жуд булишu учун. а ~ Ь 6улшuu эарур еа еmaрлuдuр. 
Агар а - Ь .мавжуд 6уIШJ, у ~..tдa У Я20надuр. 

И с б о т и. Теореманинг Ш8pn1га кура а - Ь = n, n Е Н. 
булгани учун, бундаи а = Ь + n ии ёэа оламиз ва 10- таъ· 
рифга асосан а ;;;;. Ь буладн. эвди tJ - Ь нинг иroвaлиrнни 
кУрсатамнэ. Шартга кура ~ - ь мавжуд, 6ylwtН tJ - Ь = n 

19 



БУлади. Энди а - Ь айирманинг сон ~нйматинн НфоДaJJОВЧИ 
n дан фар~и т СОН ",ам мавжуд б)'ЛСИН демик, у ~олда т. 
n Е N булгани учун х;ар доим n ~ т + скуринишида ёзиш 
мумкин. 10- таърифга асосан n > т бу.lиб, а = Ь +- n ва 
n = т + с га ~aMдa а = Ь + т экаНJlигига асосан а = Ь + 

d'lO + n = Ь + т ~ с = а + с - а > а БУ_1ади. Бу ~олнинг эса 
б)'ЛИШИ мумкин эмас. Шу билан теоремаисбот ~И.1ИНДИ. 

12- н а т и ж а Агар натурал тенглuкнuнг uккала то-
монидан бuр хuл uфоданu айuрсак, meнглuк узгармш1дu, 
я'ы-Iu 

а = b~ а - n = Ь - n. 

Энди айириш амалининг баъзи хосса.1арини келтирамиз. 
1. Агар икки соннинг аЙuр.иасuга aUuрuлувчu ffушuлса, 

камаювчu -\осuл буладu. 
ofll 

Шартга асосан а-Ь мавжуд, а-Ь =с- а = Ь + с 
Т2 

х;амда а - Ь = с - (а - Ь) + Ь = с + Ь = Ь + с = а. демак, 
(а-Ь) + Ь = а. 

2. Берuлган сонга икки CQfj айирмасини ffУШUШ учун 
кaAtaЮ8ЧUНU ffуши6, aiщрuлувчuнu айuрuш КRpaк: 

а + (Ь -с) = (а -г Ь) -с. 
И с б О т и а + (Ь - с) = х БУ.'1СИН дей.'1ИК, тенг ликнинг 

.иккала томонига с ни ~ушсак, а -г (Ь - с) + с = х + с ва 
dfll 

(Ь - с) + с = Ь экаилигидан а + Ь = х + с _ х =-= (а + Ь) -
- с БУлади. Демак, а + (Ь -- с) = (а + Ь) - С. 

3. Берuлган сондан ЙUFuндuнu айuрuш учун бу сон
дан ffушилувчuларнu кетма-кет айириш лозим. 

4. Берuлган сондан айирмани айuрuш учун бу сондан 
камаювчини айuриб, айирилувчини ffушиш ЛОЗUМ. 

5. Агар камаювчuни бирор k сон I\aaap камайтирuлса 
(орттuрuлса), аЙирм.а шу сон I\aaap камаяди (ортадu). 

6. Агар камаювчu ва айuрuлувчuни бир хuл сон t-ta
дар орттирuлса (камайтирилса), айирма gзгарм.аЙди. 

Бу ю~орнда келтирилган хоссаларни текшириб КУ
ришни Уl\увчиларнинг узларнга х;авола I\ИJlамиз. 

Юl\орида аАтиб утганимнздек, купайтириш амалига 
тескари амал бу булиш амалидир. Булиш амали узи
нинг бажарилиш техник структурасига кура БОШl\а 
арифметик амаллардан фаРI\ I\илади ва бирмунча мурак
каБРОI\ бажарилади. 
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12· т а ъ риф. и кки КУnйl"tmувчuнuнг Kl}nйl"tmACQCU ва 
куnйl"tmувчuлардан. бирu бериА2аН булu6, uккин.чu кУnailmllв. 

чини monuш аАСали COH.lapHU булuш дейилади ва "уЙида· 

гича ёзuладu: 

а:Ь ~ки ~. 
ь 

Демак, таърифга асосан а;;. Ь булганда а: Ь = с булса, 
у ~олда а = Ь·с БУ.'1ади. Шунинг учун ~aM, а ~ Ь б5'лганда 
а: Ь = с мавжуд бу,')са, у ж.о.'1да у ягона БУлади. 

Юl\оридаги таърифдан I\уйндаги натижа.ларни ~осил "Н
лиш мумкин. 

lЗ- н а т и ж а. n Агар берuлган. н.атурал сонни 0.1-
дин бuрор н.олдан. фаРI<jЛU сон.га б[jлuб, кеuин шу сонга 
"!inайтuрсак, соннин.г узи -{ОСИА булади; 

2) Берилган натурал тен.глuкнинг uккала то.монин.и 
берuлган. натурал сонга булuн.са, тенглuк узгар.маЙдu. 

Бу натижаларнинг исботн бевоснта 12-таЪРНфдан 
келнб ЧИl\адн. 

Эндн булиш амалинниг хоссалариии к:9рнб ЧИl\амнэ. 
19- т е о р е м а. КуnаЙт.ман.u нолдан. фар"лu бuрор 

сонга 6улиш учун куnаЙтувчuлардан. 6ирини шу сон.га 
бу.lиш кuфоядuр: 

>.;ja, Ь, cEN:(ab):c=(a:c)·b. 

И с б о т н Теоpt'манииг шартнда бернлгани буйича (аЬ) = 
: с = t деб оламиз, у ~олда 1'2. таърифга асосаи аЬ == ct БУ· 
лади. (а:с) . с = а га асссаи (а: с) . сЬ = ct ~ (а : с)· Ь = t = 
= (аЬ): с- (00): с = (а: с} ·Ь. Шу билан теорема исботлаидн. 

20· т е о р е м а. Бuрор сонни икки сон булин.АСасига 
куnайтuриш учун. шу сонн.и бgлuнувчцга куnайтирuб, 
б!iлувчuга булиш лозUAC: 

>.;j а, Ь, с Е N : а (Ь : с) = (аЬ) :с. 

И с б о т " Теореманинг шартида ~РИ.1Гани б)'йича а (Ь:с) 
= t деб оламиэ, CS'Hrpa унинг икка.'1а томонннн с га кУ· 
пайтирамнэ: 

а (!? : С)·С = с! - НЬ: с)·с = Ь <:> (аЬ): с = t с:> а (Ь: с) = t = 
lab = ct 

= (аЬ): с. Демак, а(Ь: с) = (00): с. Шу билан теорема исбо1-
ланди. 

21· теорема. >.;ja, Ь, cEN: l)а:(Ьс)=(а: Ь):с=(а: 
: с): Ь; 

2) а: (Ь: с) = (ас) : Ь. 
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И С б о т и . Теореманинг waртида берилган ифодани а: 
df 12 

: (ьс) = t деб белгилаймиз, у ~~дa а: (Ьс) = t <:> а = bct <=> 

<:> [а: Ь = ct, <=> l(a: Ь): с = t, <:> (а: (ос) =(а: с): Ь = (а: Ь): с. 
а: с = bt (а: с) : Ь = t 

Шу билан теOJ>еманинг биринчи '{ИСМИ иеботланди. 
Энди теореманинг иккинчи ,{ИСМИНИ ие6отлаймиз, шартга 

df 12 {(Ь' с) . с = Ь 
кура а: (Ь: с) = t "* а = (Ь: с)· t ~ ас = (Ь: с) ct~ ас' = bt 

~ (ас): Ь = t = а:(Ь:с). Демак, а: (Ь: с) = (ас): Ь. Шу билан 
теореманинг иккинчи '{ИСМИ ~aM иебот "илинди. 

22- те о р е м а. V т, n. k Е N: 

1) (m+n):k=m:k+n:k; 
2) (m-n):k=m:k-n: k. 

И с б о т и. Теореманинг шартига к)'ра (т + n) : k = t деб 
белгилаймиз: 

l
т = (т: k)· k. 

(m+n):k=t~m+n=tk==> n=(n:k)·k. ~ 
(m:k)·k + (n:k)·k = tk 

Ts 
<:> [(m:k) + (n:k) J k = kt ~ t = т: k + n: k <:> (т + n):k = 

=m:k+n:k. 

Теореманинг нккинчи '{иемн ~aM ХУДДН шунга ухшаш 
небот ,{илннади. 

23- т е о р е м а. 1) Агар БУлин.увчин.и k марта ортти
рилса (камайтирилса), бgлин.ма k марта ортади (камая
ди); 

2) Агар бgлувчин.и k марта орттирuлса. булин.ма k 
марта камаяди; 

3) Агар бgлин.увчин.и ва БУлувчин.и n марта ортти
р илеа (камайтирилса), бgлин.ма узгармаЙди. 

Бу теореманинг иеботи ю'{орида кеnтириnган теоре
ма неботnаридан бевоеита кеnиб чи'{адигаи булга ни 
УЧУН ун инг иеботига тУхтаnмаЙмиз. 

Умуман, 6еришан сонлар узаро кетма- кет булиш а'-lали 
билан (a:b:c:d кабн) бoFnанган бужа, у ~олда бу амал чап
дан унгга "араб кетма- кет бажарилади. яънн 60:4:3:5 = (60: 
:4): 3: 5 = [(60: 4): 3] : 5 = (15:3):5 = 5:5 = 1. 

Шунинг учун ~M булиш амалини бажариш бош"а амал
.'!арни бажаришдан маыум томоилари буйича иураккаБРОI\. 

22 



Агар берилган ифодада биринчи, иккинчи ва учинчи бос~q 
амалдари I\атнашса, аввал учинчи, с9нгра иккннчи, кейUн 

бнрннчн ООсI\ИЧ аМaJ1J1ари бажарнлади. Агар I\aвc ишлатил
ган булса, аввал "авс нчидаги амаЛJlар бажарилиб, cYHrpa 
ю~орндаги тартнб I\оидага асосан бажарилади. 

Мисол ва масалалар ечиw 

1. Раl\амларининг йиrИНДifСИ раl\амлар ЧaJ1а квадратига 
тенг булган икки ХОНaJ1И сон топинг. 

Е Ч и ш Маеаданинг шартига кура 1 ОХ + у = х2 + ху + 
+ у2 нн еза оламиз. Бундан 10x + у + ху = (х + у)2, бу 
ерда х ~ 9 ва у ~ 9 эканини эътиборга олсак, 1 Ох + у + 
+ ху ~ 180; (х + у)2 ~ 180; х + у ~ 13 булади. Агар х + 
-+ у = 13 бужа, !ОХ + у + ху йиrинди х = 9, у = 4 бул
ганда энг катта I\ийматга эга булади, бундан !ОХ + У + 
+ ху ::s;; 130; (х + у)2 ..;; 130; х + у ~ 1 1 . 

Агар х + у = 11 булса, 10x + у + ху ~ 110 булиб, бун
дан х + у = 1 О еки х = 9, .ч = 1 - масала шартини ~aHoaT
лантиради. 

Худди шунга 5'хшащ х + у = 9 ва х + у = 4 булган 
х,ОЛ.1ардан 6, 3 х,амда 1, 3 ~ийматларни топиб. из.'1анаетган 
икки хонали 91, 63, 13 сон.'1арни х,оснл I\иламиз. 

2. Агар берилган 42х4у беш хонали сон 72 га I\ОЛДИI\
сиз булиниши маълум б5'лса, .1; ва у раl\амларни топинг. 

Е ч и ш Масаланинг шартига кура 42х4у сони 72 сони-

га I\ОЛДИI\СИЗ булинади. яъни: 42х4у = 72·58 + (х + 2) 8у 
бу.'1инмада биринчи pal~aM 5 булади, чу"кн 72·6 = 432 > 
42 х. Иккинчи pal\aM 8 еки 9 булиши мумкин. Arap 8 бул
са, булинмада (х + 2) Ву уч хонали сон 72 га БУ,1ИНИШИ 
лозим. Бундай сонлардан фаl\ат унлар хонасида 8 раl\ами 
I\атнашадигани 288 булиб, х + 2 = 2 ва у = 8 булади. Агар 

иккинчи раl\ами 9 булса, у х,олда (х - 5) 6у уч ХОНaJ1И сон 

72 га каррали булишини, яъни 42х4у = 72·59 + (х-5)6у ни 
эътиборга OJJсак, унлар хонасида 6 сони I\атнашгаии эса 3БО 
БУлади. Бундан х - 5 = 3, у = О, яъни х = 8, у = О була
ди. демак, изланаетган сон 42048 экан. 

3. Раl\амлари купаl'fтмасининг иккилангаНllга теиг бул
ган икки ХОНaJ1И сонни топинг. 

Е ч и ш. Берилган икки ХОНaJ1И сонни аl ао = 10х + У 
куринишида излаАмиз. Масаланинг шартига кура 10х + У = 
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= 2ху б5'либ, бу ерда О < х ,.;;;; 9 Ба О <; У ~ 9 булиши МУМ-

кии. 10 х + у = 2ху, у = 2ху - IOх; х = 11 б\".1ади; 
• 211- 10 • 

aJau Е N эканини эътиборга олсак, у ",о.1да '2у - 10 дан 5 < 
< у Е;;; 9 экани кt>либ ЧИl\адн. Демак, у = 6 Ба Х = 3 сон
лари масала шартини '"iаноатлантирад.и. И.3.1анаётгаи сон З6 
экан. 

4. (360 + х) 1002 = 731460 теИГ.1икдан х ни ·гопинг. 
Е Ч и m 1) 731460: 1002 = 730; 
360 + х = 730; х = 730 - 3БО = 370 .1емак. х = 370. 

Муста~ил ечиш учу" мисол ва масала .. ар 

х.исобланг: 
1. 1657720 105 _. [942690 20 1 ~ (168 Х 28 - 4 Х 

х 863)1' х 37 
2.202400: 1010100-41 х [(45360-37'260) х37-

- 14 Х 20000) 1. 
3. (28348 - 2.3115) ·1134 - 3718008: 34426 - [471006-

- (264 . 309 - 1 7856») : 99. 
4. х уэгаРУ8ЧИНИ топинг: 
а) 501 (х - 694) = 164829;', 
6) ((х+ 2)·81-3530)·21 = 714; 
8) (5х + 178)· 15 + 90 I : 45 = б3; 
г) IH8x - 98): 2 + 56] ·З6 -2681: 500 = 4; 

д) 315: [3б - 115 + 29 ·3 + 15 ] = 21; 
5х - 198 

е) 400: !2000: [10002 -(х + 2926) -96611 = 8. 
5. Бирор соннинг К8адратн булган шундаА турт хона

ли сон топингки, унинг бнринчи pal\8MH нккинчи pal\aMH 
била н, УЧИНЧИ раl\ами эса туртинqи раl\ами билан бкр 
хил БУленн. 

6. Шундай нккн хонали сон топингкн. унинг pal\aM
лари ЙИFинднеининг куби уша еоннинг К8адратига теиг 
булеин. 

7. Раl\амлари х + у + z = ху. х + z = у муносабатларни 
I\аноатла//тирадига/f ва ани" квадрат 6У.1ган барча турт хо
нали сонларни топинг. 

В. 4·4 4 - В· В В айирма тула квадрат экзни-

2n та n та 

ни исботланг. 
9. Fалла тоэалаАдиган нккнта машнна режага кура 
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24 кунда 7680 ц rалла тоза.lаши керак эди, лекии улар 
режадан таШl\ари 1680 ц ОРТИI\ rалла тозалади. Бириwчи 
'.,ашина нккинчи машинадан 480 ц ОРТИI\ rалла тоззлади. 
Бу машнналарнинг "ар бири 9рта "исобда бир кунда 
I\анча rа.'Iла тозалаган? 

10. Автомобиль уч I\атнашда 22 кг 750 г бензин сарф 
к.и.1ДИ. УЧИIIЧИ I\атнашда иккинчи l\атиашдаГНД4Н 1 кг 
625 г ОРТИI\ бензин сарф I\ИЛДИ, иккинчи I\атнашда эеа 
биринчи I\атнашдзгидан 2 кг 875 г ОРТИI\ бензии сарф 
I\ИЛДИ. Агар автомобиль учиичи I\атнашда биринчи "ат
нашидан 36 км ОРТИI\ йул юрган булеа, у иккинчи "ат
нашда неча километр йул юрган? 

11. Пойафзал дукони бир кунда 88000 сумлик аеллар 
ва балалар ое" кийими еотди, бунда аеллзр оё" кийими 
балалар ое" кийимидан 5200 сумлик ОРТИI\ сотилди. Бир 
жуфт болалар оё" кийими 400 сум, 7 жуфт болалар оё" 
кийими "анча турез, икки жуфт аеллар оё" кийими шун
ча туради. )\ар I\айси оё" кийимидан "анчадан сотилган? 

12. Икки киши 500 тул карам кучати сотиб олишиб, 
баравардан лул тУлашди. Бир кишининг лолизига иккин
чиникидан 40 тул ОРТИI\ кучат кетди ва у иккинчи киши
га 50 тийин лул берди. )\ар I\айси киши I\анчадан кучат 
эккан ва 10 дона кучат I\анча турар экан? (Текшириб 
куринг.) 

13. Ер юз ида "ам сувда, "ам I\УРУl\да яшовчилар, 
урмаловчилар ва баЛИl\лаp1fИНГ 17000 тури "иеобланган. 
Агар урмаловчилар тури >\ам сувда, ",ам I\УРУl\да яшов
ЧИJ1ардан уч марта кул, баЛИl\лар тури эса 7000 та кул 
булеа, буларнинг ",ар "айси туридаи айрим-айрим I\анча? 

14. Учта ер майдонидан 1396 т 5 ц буrдой йиrиб 
олинди. Биринчи майдондан иккинчига "араганда 35 т 
7 ц ОРТИI\, учинчи майдондан эеа иккиичидан 113 т 4 ц 
ОРТИI\ ",осил олинди. Агар "ар бир майдоининг бир гек
таридан бир хил -21 ц дан "I0СИЛ олинган булса, "ар 
бир майдондан I\анчадан "осил олннган ва "ар бир май
доннинг юзи I\анча? 

15. Кутубхонадз 65000 дона узбек, чет эл ва рус тил
лардаги китоблар бор. Чет эл тилидаги китоблар узбекча 
китоблардан 25600 дона кам, рус тилндаги китоблар эса 
чет эл тилидаги китоблардан 2200 дона ОРТИI\. Кутубхn -
нада нечта узбеКЧ8, чет эл тилида ва русча китоб бор? 

16. БОF туrри туртбурчак шаклида булиб, буйи 280 м. 
эни 204 м. БОF энига лараллел I\илиб, 3 булакка БУлинди. 
Бунда БОFНИНГ буйи бири ИККИllчиеидан 31 м кам ва 
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учинчисидан зз м орти~ ~нлиб 3 б~лакка б~лииади. 
Катта маАдондан кичик маАдонга ~apaгaHдa )95 ц 84 кг 
орти~ мева АИFиб олинади. БОFдан АИFиб олинган ~aMMa 
мева ~осилнни ани~ланг. 

17. 4 та ауднторияда утказилган дареда 870 нафар 
талаба I\атнашди, бунда биринчи аУДИТОРИJlда иккинчи· 
дагидан 60 та ОРТИI\ талаба ~атнашди, иккинчи аудито
рияда учинчидагидан 20 та кам, учинчи аудиторияда 
туртинчидагидан 50 та кам талаба I\атнашди. Х;ар ~аАси 
аудиторияда нечтадан талаба булган? 

18. Пассажир поезди икки ша~ар орасидаги масофа
ни 15 соатда босиб Утади. Тезлиги ундан соатига 35 км 
ОРТИI\ булга н сстрела:t поезди шу масофани 8 соатда 
босиб Утади. Ша"iарлар орасидаги масофани топинг. 

19. Тошкентдан Бухорогача темир Аул б)'йлаб 596 км. 
Эрталаб соат 1 О да Тошкентдан Бухорога I\араб поезд 
йу.1га чи~ди, эрта.lаб соат 11- у 9 минутда Бухородан 
унга ~араб соаТlfга бирннчи поезддан 2 км 500 м орти~ 
йул юрадиган бош~а поезд йулга ЧИ~.J.и. Иккала поезд 
ке4 соат 5- у 49 ~ИНУТ.J.а У4рашиш.J.И. х.ар "аАси поезд
ниНг тезлигини -'iисобланг. 

20. Соат 14- у 45 минутда Тошкентдан паррандачилик 
хужалигига ~араб автобус Аулга чи~ди. Соат 15 да пар
оандачилик хужалигидан БОUl~а автомобиль уига I\арши 
Аулга чиl\ди. Автобуснинг тезлиги соатига 40 км, авто
мобилнинг тезлиги эса соатига 44 км. Хужалик Тошкент
дан 45 км масофада жоЙлашган. Автобус билаи автомо
билнинг учрашиш ва~тинн топинг. 

21. А пристандан тезлиги соатига 1 О км булган паро
ход Аулга ЧИI\ДИ. 9 соатдан кеАин у В лр.истанга келди, у 
ерда 3 соат 40 минут туриб 0pl\ara l\аАтди. Пароход В 
пристандан ЧИ~l\анидаи I\анча Bal\T кейин у билаи бир 
Ba~Tдa А пристандан чи~иб, сув о~ими билан келаётган 
сол билан учрашади? Сувнинг о~ими тезлиги соатига 
3 км. 

22. Нкки пароход пристандан бир томонга ~араб Аул
га 4И"ДИ. Биринчи пароходнинг тезлиги соатига 25 им, 
иккинчисининг тезлиги соатига 20 км. Биринчи пароход 
тайинлаиган пристанга иккинчисидан 4 соат олдии етиб 
келди. Шу пристанлар орасидаги масофани топииг. 

23. Соат 9 да Тошкентдан Душанбага I\араб соатига 
40 км тезлик билан пассажир поезди А~лга чи~и. соат 
11 да эса унинг кетидан соатига 58 км тезлик билан 
тезюрар поезд Аулга ЧИI\ДИ. Агар ~аракатиииг хавфсиэ-
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Jlиги учу н поеЗДJlар орасидаги масофа 8 км дан кам б9n
масnиги керак буnса, тезюрар поездни утказиб юбориш 
учун пассажир поезди соат нечада тухташи керак? . 

24. Тошкентдан Самарl\андга бир Bal\TAa икки маши
на ЙУJIГа ЧИI\ДИ: бирн юк машинаси буnиб, соатига 48 км 
дан, иккинчиси енгиn машина буnиб, соатига 82 км дан 
йул юради. Енгил машина Самарl\анддан 60 км масофа
да булганида юк машинаси Самарl\анддан 232 км масо
фада эди. CaMapl\aHMaH Тошкентгача булrан масофани 
аНИl\ланг. 

25. А станциядан соатига 40 км тезлик била н бир 
поезд Аулга ЧИI\ДИ. 2 соат 15 минутдан кеАин А станция
дан иккинчи поезд соатига 65 км тезлИк билан Аулга чи
I\иб, биринчи поезддан 4 соат олдин В станцияга етиб 
келди. Станциялар масофасини топинг. 

26. А пристандан кундуз соат 12 да сувнинг ОI\ИМИ 
билан сол ОI\ИЗИ_IДИ. Сувнинг тезлиги соатига 3 км. 10 
соатдан кеАин шу томонга I\араб соатига 8 км тезлик 
билан юрадиган буксир пароходи йулга ЧИI\ДИ. Буксир 
пароходи солга етиб олган паАтда уларга етиб олиши 
учун соатига 16 км юрадиган моторnи катерни шу прис
танга I\ачон ж9натиш керак? 

11 б о б. СОНЛАРНИНГ БJ'ЛИНИШИ ВА БJ'ЛИНИШ 
БЕЛГИЛАРИ 

1- '. T~& 8А M~PAKKA6 СОНЛАР 

Бирдан катта ~ap I\андай натурал соннинг булувчи
лари е иккита, еки иккитадан ОРТИI\ б9лнши мумкин. 
Масаnан, 3 сонининг буnувчиnари бир ва узи, 6 сони
нинг булувчиnари эса 1, 2, 3, 6 сонларидан иборат. 

13- т а ъ риф. Фа~ат и",сита булувчuга (l га ва УЗU
га) эга булган. ва бuрдан. катта булган. сон. туб сон. дейи
ладu. 2) Нккитадан. OPTи~ булувчuларга эга булган. сон. 
мураккаб сон. деЙuладu. 

Мисол: 1) 2,3,5,7,11,17,19,23, .-тубсонлар
дир. чунки бу сонлар фаl\ат бирга ва узига булинади; 

2) 4, 8, 9, 10, 12, ... - сонnарининг булувчилари ик
китадан ОРТИI\ ва Юl\оридаги таърифга асосан мураккаб 
сонnардир. 

Маъnумки, бир СОИИ 13- таърифга кирмаАди, шунииr 
учун у на туб ва на мураккаб сон деАиnади. 

Биз кenгусида туб сомарни р ~арфи ердамида ёки ЛО-
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зим булганда индекс бнлан Рl' р!, Р" куринишларда 
ёэамнз. 

24- т е о р е м а. Бирдан фйIJl{ли {ар I{андай натурал 
сон камида битта туб БУЛУ8чига зга. 

И с б о т и Бирор т натурал сон бернлган БУлсин. Агар 
т =. р б улса , у J>\oJYAa теорема исбот булган БУЛI!ДН. Эн,.).и 
т =1= р б5'ЛСИН деЙ.1ИК, у ~олда 1 < q:s;;; т сон мавжуд бу
либ, rn =с qll, n < т 65'.1а;l.И. Бу ерда q = р б5·.'lса, у ~o.1Дa 
теорема исботлана,:tН, q =1= р б5'Jlса, q = lk булнб, бу ~олда 
т = /kn 6)лади. Агар 1 = Р б5'.'1са, у х,о.lда 1еорема нсбот
.1анади. агар 1=1= Р б5'лса, шу жараён давом этиб, чемн "ia
дамда т5'хтаЙди. БУН;l.аЙ СОН.lар "iaТOPH албатта 'губ сон 6и
.1ан тугалланадн 83. демак, т сон а.1батта ~еч БУ.1магаllда 
битта туб б)'~1УВЧllга эга б)·лади. Шу билан теорема исбот
ландн. 

25- т е о р е м а. х.ар I{андай мураккаб сон бир ва 
фаl{ат биргина усул билан туб сонлар куnайтмаси ша/(
лида таС8ирланиши мумкин. 

И с 6 о т н т беРИ.1Ган мураккаб сон б5 лсин ва PI' Р2' . 
Р 11 учун РI < Р2 < < Р" шарти Урин.1И 6У.'1СНН дей
.'IНK. 23, Teopt'Maгa аСОС1ll т нинг х,еч б)·.lмаганда битта туб 
б)'ЛУВЧИСИ бор, яъни т = p1mj' 6улиб. бунда Рl - туб ~OH. 
агар тl ~aM туб сон б)·.1са. У :,\олда теорема исбот була
ди. Агар тl =1= Р бу.1еа. Ю"iори,.).аги усулни "iУл.1аб, 
т = РI . Р2т2 нн \ОСИ.1 "И.1аМ·IЗ, агар т2 туб сон бужа, 
у ~олда теорема иебо1 булади. Аксинча б)'лса, у ~oддa 
т = РI . Р2' Рз ·тз ва J>\оказо, маъ,.,1УМ f! "iадамдаи сунг т = 

= Рl . Р2' Рз Р" ёки р j 1\ i = тn .'1ар такрорланса, 
а. а.. аn 

у "мда т=Рl'Р2 Р", ajEN. i= 1, n к5'риннwдaёЗIIШ 
мумкин БУладн. Энди, т сон бир в;щтда икки хил туб ку
паЙТУВЧ~1арга ажралсин дейлик, яъни 

т = Pl'P2 Р" (1) 
ва 

m=ql'q2 ql' (2) 

бу ерда 

т = qlq2 q" q" + I q/ 
булишини иаэарда тутамиз. "оси.l "илишан (1) ва (2) дан 
бевосита 

Рl'Р2 Р" = qlq! q" q/ (Н 
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булиб, бу (3) нинг иккала то~toнида "еч БУ.1маганда каМИJl.а 
биттадан туб сонляр топиладики, улар устма- уст тушади, 
яъни Р. = q. б5',тIСИН дей.1ИК, у ",олда жараённи давом ЭТ1ир
сак, n -- 1- "адамдан сунг Рn = qn булиб, (3) дан l=qn+1 q, 
\ОСIIЛ булади, бундан qn+1 = 1, , q, = 1 экани келиб 
ЧIIl\ади. Шундай I\и.lиб, "ар бир мураккаб сон ни бllргина 
усул бнлан туб сонлар купайгмаси куринишида ёзиш мум
кии экан. 

26- т е о р е м а т муракк.аб соннинг энг кичuк туб бу
лувчucu ут- дан катma эма.с. 

И с б о т и. Берилган т мураккаб СОНlшнг энг кичик туб 
6У'_1УВЧИСН Р БУЛСIIН, У ,\олд.а т = рт. БУJlиБ, т,;;;' р бу
.'Iади. Бундан mm.;;;. р2т• га эга буламиз ва натижада тенг-

СИЗЛИКIIИ т. га б5·.'Iиб, т ;;;. р2 ёки р ~ l/r m ни "ОСИ,1 "и
.'Iамиз. Шу би.1ан теорема исООт.'Iанди. 

М и с о л 919 сонининг энг кичик туб БУ.'1УВЧИСИНИ то
пинг. 

Е ч и ш. Бунинг учун v9i"9"" дан кичик булган туб 
сонлар 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,29 эканини аНlщлаб, 
919 ни шу сон.'1арнинг "ар бирига бу.'1иб ЧИl\3миз, натижа
да 919 уларнинг "еч бирига булинмайди, бунда н 919 нинг 
узи туб сон экан.'1ИГИ келиб ЧИ!',ади. 

27- теорема. Туб сонлар сони чексuздир. 
Бу теореманинг исботини 5'"увчиларнинг узла рига "аво

ла l\ИЛамиз. 

2-§ • СОНЛЛРНИНГ 6'iЛИНИШИ 

Ю"орида ва 12- т.'!ърифда сонлар а = bq муносабатда 
булса, у ",олда а сон Ь сонга "ОЛДИI\СИЗ булинади деган 
тушунча келПlрилгаи эди. Шунинг учун а нинг Ь га "ол
ди"снз 6улиниши одатда а;Ь куринишда ёзилади. Леки н 
амалиётда ",ар доим "ам а сон Ь сон га I\ОЛДИI\СИЗ будина-

вермайди, у "ОЛДИ"ЛИ, яъни а = b·q + г, О ~ r < Ь були
ШИ мумкин, бу ерда r IfOAдu~ деЙилади. 

28- т е о р е м а. Агар берuлган ЙUFuндuда Jfap бuр 
~gшuлувчu берuлган сонга БDлuнса, у Jfолда ЙUFuндu 
JfaAC шу сонга булuнадu,' БDлuнмалар ЙUFuндuсu ЙUFuндu
нинг БDЛUНАСасuга тен.гдuр. 

Исботи. Теорема шартига кура берилган а., a t , •• , 

а n сонлар бирор берилган oq сонга булинади, яъни a j = qbj Л 
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---- ~ 
л i = J, n берн.nган булнб, S~ = ~ а/ :q эканини курса-

/=] 

тишимиэ талаб )/\илинади. Демак: a j = qb/ Л i = т.п- га 
~ ~ 

асосан S~ = ~ а/ = q . .I ь I ни еэа onамиэ. бундан S~ = 
;=] j=] 

= q(b1 + Ь2 + + Ь,,) булади ва 12- таърифдаги а =:bq 

га асосан S~:q БУлади. Бунда н S~=q·c БУлиБ. q·c= 

= q (Ь1 + Ь2 + + Ь,.) БУлади. Сунгра тенгликнин 

]jKKa.'la томонини q=I= О га БУлсак. у ~олда с = Ь1 + Ьа + 
+ + ЬN БУладн. Шу билан теорема исбот )/\ИЛИНДИ. 

29- теорема. Агар берuлгш-« а 8й Ь сонлар учун a:q 
ва b:q булса, у ~олда (а - b):q бgладu. 

И с б о т и. Теореманинг шартига кура ва 12- таърифга 
асосан а = ~~l ва Ь = qb1 ни еэа onамиэ. Бундан а - Ь = 

~~ qa] - qb1 = q (а1 - Ьд. Демак. а - Ь = q (аl - bJ) га асо
CJН (а - Ь): q БУлади. Шу билан теорема исбот )/\илинди. 

14- н а т и ж а. Агар и1(1(и соннинг ЙUFuндuсu ва бuр 
!f!lu"цувчu берu.лган сонгй .6УАинса. у ~олда uккuнчu 
"i!lШU.1увчu ~aA шу сонга бgАuнадu. 

И с б о т и. Шартга кура т = n + k булиб, q бериша!l 
б5.1УВЧИ БУлснн. Теоремзнивг шартига кура m:q на n :q. яыII� 
т = чrn 1 ва n = qn1 БУnaдн. k:q эканини курсатамиэ. Шарт
Дi1Н ;n = n + k дан 11- таърифга асосан т - n = k HII t:за 
О.lамlf3, ЭНДИ )/\нАмзтларни урнига )/\уйсак qm1 - qn 1 = 

Т. 
= k с> q (m 1 - n1) = k булади. Шунга кура, 12- таЪРИфJ.<lН 
k (m\ -nt ) БУлиБ. k: q эканн келиб чи)/\ади. Шу билан на
ТИЖi1 IIсботланди. 

Бу натнжага НН.IIукци" аксиомасини татби)/\ )/\нлиб. у 
IIСТ<I.1Ган чекли АВFИНДИ учун урннли эканини курсатиш 
м\'мкнн. 

- :ю- теорема. :уа, Ь. cEN:a:b Л b:c~a:c. 
Исботи. Шартга кура а= Ь·а1 ва Ь = СЬ1 будани 

учун а = Ь ·аl = СЬ1 'Йt = с·(а1 ·Ь1); а = с·(а1Ь 1) бу.'1ади. 
Бундан а с экани келиб щади. Шу бн.nан теорема НСООТ
ланди. 

31- т е о р е м а. Агар и1(1(и COHHuнг ~ap бuрuнu УЧUНЧU 
сонга булuшдон ~AгaH ~OAди~ap узара тенг БУАса. у 
~о.лда бу сон.лйрнuнг аЙир .. аси ШJl сонга ~Адu~us бg
.лuнадu. 
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И с б о т и. Теорема шартига к9'ра а = qal + r ва Ь = 
= Фl + Г, У Хаолда а - Ь = qal + Г - (qb. + г) = qa1 -
- qb1 = q (а I - Ь1) БУлади. Бундай Хаолда 28- таърифга a~ 
сан a-b=q(a~ -Ь1) булиб, (a-b):q БУлади. Шу билан 
теорема исбот ~илинди. 

Ю,\орида куриб Утилган 13- 1аъриф Вl1 бош,\а мулщаза
.'Iарга асосан "ар ,\андай мураккаб а сон ни а = pf' . p~' 
p~" = а,. аn_ 1 aza. = a,..IOn-1 + + а.· 10 + а l кури-
нишда еэиш мумкин эканлигини биламиз. а = pf' . p~', 
Р';n эса а СОНlшнг каноник ёЙил ... аси "ам деб аЙтилади. 

Шунинг учун х,ам й сон булинадиган сонларни pf" p~. .. 
p~" ларнинг ичидан излаш лозим б)'лади. АГl1Р сон a=pf" p~: 
куринишда берилган булса ва унинг ихтиерий булувчисини 
k десак, у х,олда бу k булувчи ~iE 10, 1, 2, cti 1/\ i = 

= т:-n (л) ~арти билан ани,\ланган k = pf" p~. .. р~П(6) 
дан иборат БУ.'1ИШИ aMa.lJДaH бизга маълумдир. Масалан, 
180 СОIIИНИНГ БУЛУВЧИJIарини 180 = 22·32·5 дан изласак, 
улар 1, 2. 3. 4. 5. б. 9. 10. 12. 15. 18. 20. 30. 3б, 45, 
БО. 90. 180 дан иборат эканлигини куриш мумкин. яъни 
k = 3б булиши учун Pl = 2. Р2 = 3, Рз = 5 лар учун ~l = 
= 2; ~2 = 2; ~~ = о булиши еки k = 45 булиши учу н ~I = 
= О, ~2 = 2; ~3 = 1 булиши лозимлигн талаб i\ИЛilнади. 
ШУНИIIГ учун х.ам берилган соннинг БУ.'1увчиларини топиш
ни Юt<;орида келтирилган шарт а('осида таН.'Iаш ёрдамида 
х.а.'l ,\ИJlиш мумкин. 

32- те о р е м а Агар берuлган икки соннинг купайт
... аси р туб сонга 6gЛll.нса. у ~олда куnаЙmувчилард.JН .\еч 
бул ... аганда 6ири и/у р га булuнади. 

И с б о т и Теорема шартига кура а Еа Ь СОН.'Iарнинг аЬ 
КУ'пайтмаси р га БУ.'lинади. а сон р га БУ.'lинмасин дейлик, 
у х,олда авар сомар"и au + ри = 1 шарт буйича боFЛов
чи шундаА и ва v сонларни топиш МУМКИIIКИ. бундан аЬи + 
+ рьи = Ь булиб. аЬ:р ва p·b~p эканидан Ь:р БУJIИШИ ке
.'Iиб ЧИl\ади. Шу била н теорема исООт "илинди. 

33- те о р е м а. Агар бuр нечrna а1 • а2 • аз, ..., ап 
сонларнuнг KYnaйmACйCи берилган р туб сонга булuнса' 
у ~олда улар uчuдан р сонга БУЛll.надuган ка ... uда бummа 
кgnaйmуf1'Ш monuлади. 

Бу теореманинг ис6оти бевосита 32- теоремадан келиб 
чиt<;адн. 

Бнз Юl\орида соиларнннг були ниши га онд аАрнм фнкр ва 
муло~арRН курнб ЧIЩдИК. Бу кУриб ЧИI\илган .. улщаэа-. 
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лар бевосита, бери.1ган сонлар муракка6 сон 69'лса, У.1ар
нинг б5'.'lувчилари нечта булиши мумкин ёКII уларнинг 65'
лувчилари ЙИFИНДИСИНИ топиш мумкинми каби саволларга 
олиб келиши та6Иl!ЙДНР, Шунинг учун ~aM сон узининг ка
ноник ёйилмаси а = p'f' ' p~J p~" билан берилган 6улса, 
у ~олда ю,\оридаги каби саВОЛ.1арга жав06 беришга JriapaKaT 
I\иламиз, 

34- теоре м а а = pr' 'p~. 
барча натурал бgлуtJIШлар сони 

ра" 
" 

натуfЮA СОlUЩнг 

" 'т (а) = (а, + 1) (а" + 1) = j~l(ai + J) 

буладu. 
И с б о т и. Юl\орида КМ1ирилган мулщаэага асосан ~ap 

I\зндай а натура.1 соннинг натурал БУ.1увчиларини (л) шарт
га асосан [б] ёрдамида топиш мумкин. Шу са6а6ли а сон
нин г 6арча натурал булувчиларини топиш учун мумкин 

булган барча <~l' ~2' ~,,> т5'пламларни I\араш лозим 

булади. Шунга асосан [л] даги ~ap бир ~; мустаl\ИЛ равиш

да а; + 1 I\ийматни I\абул I\ИЛИШИ мумкин, бунда н ~" ~2' 
рз, , р" ларни ино6атга олсак, у "iолда а соннинг бар-

" ча натурал булувчилари сони 't (а) = П (a j + 1) дан ибо-
1-1 

рат БУладн. 
Мисол. а=60 булсин, у Jriолда а=23 ·3·5 БУладн. 

't (а) = (2 + I) (1 + 1)(1 + 1) = 3·2·2 = 12 та. Х;аl\Нl\атзн JriaM 
60 сонининг булувчилари 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 
30. 60 дан иборат, Шундай I\И.1иб, берилган а иатурал сон
нинг натурал 6УJlувчилари сонини курсатувчи формула юза
га ке.'1ДИ. Агар а сон бутун сон булса, У "iо.1да унинг б}'
дувчилари сони натурал булувчилар сонидан икки марта 
куп булади. 

35- т е о р е м а. Агар а = pr' . p~. fP.a" беpu.шJН на-
турал соннинг каноник ёйиМtш:u бgАСа, у ~лда унин.г на
турал бgлувчuларu UUFUHaUCIl 

6 (а) = 

бgAi1ди. 

pf,+1 -1 

p,-I 

p~. +1 _ 1 

р.-I 

р:"+ 1_1 

Р,,-I 

И с б о т и. Теоptманинг шартнга кура а = p'f' ... /Р,." 
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6еришан, ю~оридаги Щ шартга асосан (6) нн ~ap доим 
ани~лаш мумкин эканлигини Э'Ьтиборга олсак, у ~олда 

6 (А) = I~,p~· p~" ( 1) 

булади. :,\оснл ~~илинган (]) дан 6евосита (1 + Рl + r. + 
+ + Рlа,) (1 + Р,. + p~ + + p~") ~осил б}'
ладн. Сунгра ~ОСИЛ булган ~ap бир ~aвc ичидаги ЙИFИНДИ 
геометрик прогреССИR ташкнл I\нлгани учун бундай лрог
рессия ~адлари ЙИFиндиси формуласига асосан 

(l + Рl + + ра,,) (] + Р" + P~ + + p~,,) = 

" 
=П 

;_1 

РТ'+'-I 
Pi-I 

ни ~осил ~нламиз. Натижада (1) нинг с,андарт кури"НИшда
ги ЙИFИНДИСИ 

" о(а)= П 
i =-1 

p~i+ '-1 
Pi -1 

дан иборат БУлади. Шу билан теорема ис6от I\ИЛИНДИ. 

3-1. СОНЛАРНИНГ &.,ЛИНИW 5ЕЛГИЛАРИ 

Математнкада соиларнинг булиниш белгилари ту
шунчаси жуда му~им а~аМИJlтга эга БУлиБ. бу тушунча 
асосида сонларнинг БУлувчиларини. булинувчиларини 
топиш, уларнинг хоссаларини урганиш мумкин булади. 
Мактаб математика сида сонларни булиниш белгилари
нинг содда ~оллари билан чекланилганлиги сабабли биз 
бу тушунчаии атрофлича ~ал ~илишга ~apaKaT ~иламиз. 

а = а1 10" + а_1 ]0,,-1 + аllО+ао (1) 

иатуpa.'l сон берилган були б, шу а соннинг 6ерилган Ь сон
га булиниш ёкн булинмаcnигинн анн~аш талаб ~илннаёт
ган БУлемн. У ~OJIда 28- теоремада берилган маъnумотларга 
таяниб, . 

]0 = bql + '1: IOS = bq. + '.; ; 1 о" = bq" + '" 
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,арни х.оси.1 ~иламиз, CS'Hrpa топилган бу натижаларни (1) 
га ~уйиб, . 
J = й1l (bq" + , ,,) + йn _ I ~bq" _ 1 +'''-1 ) + 

-т-г)+йо 
нинг I\авсларини ОЧll6 itхчаМ.'Ннгандан кеЙIIН эса 

+ G1 (bql + 
(2) 

,1 = b(a"q n + й n _ 1 q ,,_: + + Q t ql) + (ао + й,'! + 
+ ап ' ") О) 

ни х.осил 1\и.1ам,,) А-гар (3) да мое равишда 

(а" q" + ..... Qtql) Ь = Q 
ва 

(aO+al'l+ +а,,',,)=1 

;хе6 6е.lги.1асак, у ~o.1дa а = Q + 1 х.ОСИJ\ 65'.1ади. х.осил 
1\и.1инган натижадан К)'рини6 турибдики. Q: Ь, лекин 1-:- ь 
б~·.1гани учун а-'-Ь БУ.l.ЦИ. БорДII' Ю, агар а Ь ва Q:b 6)",,
са, у ~o..1дa 1 ~b БУ.1аJ,И 

Шунинг учун ~aM х.оеи.l ~1инган а.=." Q + 1 формула ни 
й сон БУ.1ИНИШИНИНГ умумий х,о.1Н ,.1еб l\аРilШ ~умкин 

1) 2 r а б у л и н и w б е .'1 г и Л а р и Бу х,ол учун 1 О 
аа унииг даражаларини 2 га б5'nсак. I\О,1ДИ~ х,ар д,)н м 
НО.1га тенг 65'.lа.1И ва (1) х,амда (3) га aCQCaH 1 = а" бу, 
.1иб. агар бериnган а соннинг охиргн ра~ами 2 га I\ОnДИI-; 
сиз б5',1ииса. у х,О.1да бу сон Z га 1\0.1ДИI-;('И3 б)'.1ина;lИ Д,(" 
r ан Х\',10сага ке.1а ми) 

;2":1 га вз 9 га /")\.l~ННШ бt'.'j'I!СI1 Бунню учун 

.1агн 10 кинг .1аража.lарнин ] оп", (~ + j) n 94" --j I 

;.(:~ РИНИШ.1<! иФО.1d.lасак хо.ца 

J ~ й" 19.4.,- ~ и: 19 f 1) +-.1u Q (а, 4, t--

- :.1" lа" '.,... oJ' + .,.' iJ,) 

\uсил 65'.1а.,1И БУН;l3 6иринчи 1\5'wи.1УВЧИ 3 гь ва 9 га 
КО.l.1Иi\СИЗ б5',lина.1И. ЭН.1И ИККИНЧI' ИИFИН.1ИНИН~ 9 ~" 9:1 

j га БУ.1ИНИШИ зарур.1ИГИ кеди6 чИto;3.!lИ, ~ЪЮI уШбу КОI1.1а 
5рин.1И: агар берилгаll а соннинг ?акам.lари ЙИГИН;1Jj(I' 
9 га ва 3 га I\О,1.1ИI\СИ3 6У.1инса ) :>i0.1;la 6у сон 9 га Ба 
3 га ~О,lДИI\СИ3 б5'.1ина.1Р. 

3) 5 г а б у .1 И Н И Ш б е ,1 г и С и Бу \мда J СОl/.1а 
катнашаётган 10 нинг ,1аража.1ари 5 га к,0.1,1;'''('И3 бvлина,1И 
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Шунинг учун '1 ='2 = ',,= о булиб, 1 = Ql БУладн. 
Бундан бундай ~оида КeJlиб чи~ади: охирги ра~ами 5 га 
~ОЛДИ~сиз булинаднган соилар ва фа~ат шундаА соилар 5 га 
~о.IIДИ~СИЗ булинади. 

4) 4 ва 25 га булиниш белгилари. Бу~
да 1 О нинг даражаларини 4 га БУ.1ИШдан ~осил булга н ~ОЛ_ 
дmVIap '1=2. '2="= =',,=0 БУлиБ. l=йе+2Й1 
бул~дн, яъни соннинг 4 га були ниши учун, унинг бирлик 
ра~ми билан уилик ра~ами иккиланганннннг АИFИНДНСИ 4 га 
БJ.1ИНИШli зарур ва е1арлиднр. 1 = йе + 2й. ни 11 = йО + 
+ 2Йl + &1 = 1 + 8а1 = й. йе ~ОСИЛ БУладн. Бундан, охир
rн икки ра~амидаи тузилган сон 4 га булинаднган сондар 
ва фа"ат шундай сон 4 га були ниши КeJlиб чи~адн. 

Масалан, з64 сонида 64 соии 4 га булинади, демак, 
Зб4 сони ~aM 4 га були нади. 

Худди шунга ухшаш, охирги икки ра~амидаи туэилгаи 
сон 25 га булинадигаи соилар 8а фа~ат шуидаА соилар 
25 га ~олди~сиэ БУлииади. 

Масалан, 1275 сонида охирги икки ра~амидаи Rборат 
сон 75, бу 25 га ~ОЛJl.и~сиэ булииаJl.И. дема к, 1275 ~a .. 
25 га ~ОЛдR~сиэ БУлииадR. 

ШундаА ~и.'1иб. z* ва 5· га булииадигаи сои..'I8р учуи: 
агар берилгаи соннииг охирru k та ра~"и.аан туэилган сон

.'I8р z* ва 5· га ~олди~сиз булинса. у ,\олда фа~ат шундай 
сонлар z* ва 5· га БУлинадн. 

5) 7 г а б 5' л и н и ш б е л г и с и. Беpнлнwига кУРа Ь = 
= 7 БУ.'1гаии учун 

10= 7 + 3. 
I()I= 7·14 -i-2. 
I()I = 7 142 -7- б. 
10'= 7·1428+4. 
1 ()I = 7· 14285 ...:- 5. 
10' = 7 142857 ~ 1 

.13p1H >\осв..1 J9L'WIИ3. 107 да эса ина , = 3 ~OIWU\ т3крор
.1аllгаИII учуи УИИ давом :nтирмаАми). ТOПИJIган нangu,,18~ 
ни (1) га 1\51icax. У ~.aa а = Q + 1 18 1 = а. + З!lt ~ 
~ 2а, -+- ба: - 4a~..L ~ + й. ~ за, + 2De..L J\OCИJI 69-
.'I8.АИ. Энди бу JOIIDL1yвqи.18Р кmффнпиeятларнии 7 га мос
.1aumrpиб бнр ~IICJdtИН ажp;rntj QJI8)1113. НЪНН 1 = а. + :ю. + 
~ 2аа + (7а, - aJ + (1,.. - За., + (7йt - 2а.) + = 
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= 7 (аз + а4 + а, + а, + a lO + al1 + ) + 
+ (йо + 3а! + 2а2 + а, + ~ + 2аа + . . . )-

12 
- (аз + За. + 2a~ + lIg + 3a lO + 2аl1 + 

11 

.) ни х,осиn "Н-

ламнз. Натижада, охирги 1:1 -11 айирма 7 га 1\0000ДИl\СИЗ бу
линса. У х,O.IIда беРИ.'Iган а сон х,ам 7 га l\о,,1ДИl\СИЗ булини
ши келиб ЧИl\ади. 

М И С О л. 586067542 сонининг 7 га булинишиии аНИI\-
ланг. 

542 
231 

10 + 12 + 2 = 24 
40 + 24 - 25 = 39, 

067 
231 

0+ 18 + 7= 25 

586 
231 

10 + 24+ 6 = 40 
39 сони 7 га БУлинмаЙди. 

демак, берилгвн сон 7 га БУлинмаЙди. 
6) 11 г а б у .11 И Н И Ш б е .11 г И с и. Берилган а сонда 

I\атнашаетган 10 нинг даражаларини 11 га булишдаги 
I\ОЛДИI\ х,ар доим 10 еки 1 бу~ади. демак, беРИ.IIГан СОН
нинг жуфт уринда турган раl\амлари ЙИFиндисидан ТО" 
уринда турган раl\амлари ЙИFИНДИСИНИ айирилганда 
х.осил б5'лган айирма 11 га булинса, у х,олда шундай 
СОН.lар ва фаl\ат шундай сонлар 11 га I\ОЛДИI\СИЗ були
нади. 

М и с о .11. 1) 5679 сонининг 11 га булинишини аНИI\
ланг. 

-(5+ 7) + (6+9) =-12+ 15= +3. Демак, 3 СОНИ 11 га 
БУлинмаЙди. Сон 11 га БУлинмаЙди. 

2) 2079 нинг 11 га булинишини текширинг. 
(0+9)-(2+7) =0. Демак, сон 11 га булинади. 2079: 

:11 = 189 х,осил БУлади. 

4- §. ИККИ ВЛ )'НДЛН ОРТИ~ СОНnЛРИИНГ )'М)'МИR 
6Jn)'ВЧИСИ 8Л 6JnИИ)'8ЧИСИ 

а натурал сон берилган булиб, а мураккаб сон бул
син дейлик, у х,олда унинг 1 ва а дан БОШl\а булувчилари 
бир билан а соннинг орасидаги сонлар булиши керак. 
Бундан, берилган а соннинг булувчилари сони чеклн 
эканлиги келиб ЧИl\ади. Масалан, а=30 сонининг булув
чилари 1, 2, 3, 5, 6, 15, 30 еонлари. а=75 еонининг булув
чилари зеа 1, 3, 5, 15, 25, 75 еоилари БУлади. Лrар бир 
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88l\т .. а зо 88 75 СО8J1арввивr 6fJfYВЧIIJI8Р. 69мав СОВ
лари. топиш TaJla6 J\llJlВИСа. 6у СОИJlар 1, З. 5, 15 6fлuв. 
5улар у..,у.IШU БУА1J8'UUар .аеб аталаАВ. Лепв 6у yvy
.. ий 6f.IIyВчилар ИЧИАа зо 88 75 СОИJIарввв бf ... а.urав 
сзиr катта у .. у .. иi 6fJl}"ВЧВ:' (ЭКYD) 15 СОВВАан .борат 
3KaUHГНBR кУрсатиш КУIIПВ.uр. 

I~ т а'Ь р В ф. а 8а Ь COНAllPHUНZ 3112 IШТТа у..,у..,ий 
БУАУВ'lиси де6 шу COfU.ар у..,у..,ий БУАУВ'IUAaРuн.uнг 31U 
IШТТ4Сша аЛтUAaдu га l{yЙuдa.ги,", беАгиAiJlUlди: 
D (а, b)=d. 

5у таърифнивr I18Э11)'виrа кjpa D(a, Ь) = D(b, а) = d 
ив езнш IIYllКИв. 

14- 'ГcJ'ЬiIНФ.IiIВ бeвoarra ~ мас:амии I\Уйнш IIYII
кии: d = 1 6V.1СЭ- чв? 

15- та ъ р'и ф. kap а tfa Ь COIUtЦ1 У"ун D (а, Ь) = d= 1 
бу."а, !I ~o ... дo а 80 Ь СОНАаР узаро туб СОНАаР дeйu..fQ
ди 8Q '{yйидaг:иtta беAaJ.шнaдu: (а, Ь) = J. 

зб- т е О Р е м а. а tJtl Ь UJH.tap у" УН а: Ь бума, у ~оАда 
а tJtl Ь СОНАарнинг у..,у..,ий БYAglNUAiJPU Ь ц)1UШ1I2 буA!/fI'fU
Ааpu бuАаН бuр ..шА БУ.taiJи аа D (а, Ь) =- Ь БУAOiJи. 

Н с 6 О т R Т eopeмaннвr ша pтнra асосан, шуцаА q сои 
мавжуJIКИ. а = bq бу.13,;UI. Ь: 1 БУ 1ICИR, У х,ол.аа bq : 1 6}.1116. 
бyluaВ a:1 б~.lЦИ. демак, а на Ь COILIIapRНиr уvyмиА Gy
ЛУ8'111J13РИ Ь roнивиr бу.1)'В'IИJI3pR.UН иборат б)'М.:1И. 

14- таърнфra асосан D (а. Ь) = Ь БУ.ЩЮI. Шу бн.uв 11!0-

рема нсбот f\Н.1IIR,.DI. " 

37- тео ре м а. Aгtrp а аа Ь (а> Ь) СОН.Аар '-"УН а = 
= bq + r бу""а, !I .{оАда D (р. Ь) = D {Ь, г) 6y..иJдu. 

НС бати. Шаprra к5-ра а= bq + '. буи.u 0< r < Ь. 
Аrзр a:1 ва b:t БУ.1Са. у ~ 28-noopeJla ва 14- lOCC3ra 
аоосан ,: t 65·,,1a,IR. БYJI»II а ва Ь COIIJIapRНиr булylJllНJl3p1f 
r 1\0JWD\IIIIIIf ~ бj.'УВЧlL1apII бfJIQJI. Шу бн.п.ав бнpra. 
28- таърифга аоосав Ь ва r вииr б)'Jl)"В'lИAaри а вннr 1\311 
бу.1)'8IIII..1aри б)·лa.;uI. 

Эн.ан D (4, Ь) - D (Ь, г) 3КaJlllRII курсатаllВЭ. Бyинвr учув 
D(a, Ь) = d ва D(b. г) = d. БУ.llRБ. d. > d > О бf.IICIIII, У ~'I
Ja lOI\DPI»f'В r = а - ьq ra ва 29- теоремаrз асосав а на Ь 
RИJIJ" f8pчa JIycбaт 6Y.'l}'В'DLUP' r НИВf ~.. бfЛ)'lll'Dl.llapt 
БУ4'Ia,P. бyqaн d1 > d > О ёu d > d. > О 69J11111D1 МYМlOlR 
ЭII3C. демв. D(a. Ь) = D(b. г) бf.IIЦII. Illy би.1аВ reopeмa 
вc6oт~. 

~ T~op~lIa. A.srp а., Ь CtJItМP II'Ч/Н trl.6 б9 •• 
шgндай q., q,. • ". + I ., r 1. r It ' '. aJН.ItJ(J ... 
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жgдки, a=bq.+'.; Ь = 'Iq,+ '2; '1 = 'Iqз+,з; , n- 1= 

= , nq n + 1 БУлса. у ,\о.1да D (а, Ь) = , ""* О б5'лади (Эвклид 
а.., горит ми) . 

Исботи. Бу т.?ор~мзнн исботлаш учун 'n-2='n-IQn+ 

4-,,, ва '" _1 ='n Qn"'-I муносабатларидан,,, _ 1 "n за '''_1 
"" БУлиБ. бу жараенни бошлаНfНЧ ~aдaMгa ~араб юритсак. 
а"" за Ь "" зканига ишонч ,\оси., ~иламиз. у ,\о.1Да 14-
таъриф ва 37- теорема га асосан D (а. Ь) = -'1\ .. ка ни келиб 

чи~ади. Шу била н Teo~Ma исбот ~илинди. 
Ю~орида келТИРИ.1ган 14- таърифни a l , а2 • а .• сон-

.1ар учу н татби~ ~И.1Сак. у ~олда бевосита D (а\, аа. 
а,,) 77 d ни ,\осил ~ИJlамиз. яъни беРИ.'lган a l • а2, а" 

соиларининг булувчилари ичида знг капасини d ор~а.1И 
бе.1Гилаган бу.,а~из. 

:39- т е о р е м а. пгар а.. а2 , ,а" со НJШРн.uн.г их-

mиёpuй жgфmu gчgн D (a j • a j ) = 1 Л i"* j i. j= 1. n 

БОлеа. g {олда D (а., а2 • а,,) = 1 БУ.lа;tи. 
40- теорема а\, а а, а" еонлар Ijчgн D(a l • а 2 

аз, а" _ 1) = d" _ 1; D (dn _ l' а,,) = d" булеа, g -{олда 

D (а •. а2 • а,,) = d" БУлади. 
Бу теоремаларнинг исботини У~увчи.,арнинг узларига 

>\авола ~llЛамиз. 

М и с о л. 30, 45, 75 сонмрининг знг катта умумий 
булувчисини топинг 

Е ч и ш. D (30, 45, 75) = D (D (30, 45), 75) = D (15, 75) = 
= 15. 

демак, D (30, 46, 75) = 15. 
41·теорема. Агар а еа Ь еонмр IjЧIIН D(a, Ь) = d 

'а Ь) булеа, g -{олда D I-i' d = 1 6уладu. 
И с б о т и. Теореманинг шартига кура D (а, Ь) = d. У ,\0.'1-

да шундай х. у соилар мавжудки. а = dx. Ь = dy булади. 
Энди D (х, у) = 1 зканини курсатамиз. Бунинг учун теска
рисини фараз ~иламиз, яъни D (Х, у) = d l > 1 булсин дей
.'lик, у ,\олда шундай х. ва УI сонлар мавжудки, х = d.X 1 

ва У = dlYI БУлади. Бундан а = dd1x1 ва Ь = ddtYl ни ~o
сил ~иламиз: D(a, Ь) = dd l булиб, dd l > d БУлади. Бундан 
3са D(x. у) = d1 > 1 деган фаразимиз НОТУfРИ БУлиБ. d l = I 
булади. Шу би.naн теорема исботланди. 
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42- т е О р е м а. й ва Ь СОН.lарнuнг ."{ар ~aHдaй умуми:.. 
6/j.1увчuси у,1арнинг энг катта у.мумиЙ булувчиси1Шнг 
-\'йм булувчисидир. 

М и с О .1. 30 ва 45 СОН.1арининг умумий б~'.1увчи.1ари 
у~арнинг энг катта умумиА б~лувчисининг булувчиси 
::IкаНЮIИ к~рсатинг. 

Е ч и ш. 30 нин г БV.1,'вчи.1ари 1. 2, 3. 5. 6. 10, 16. 30 
{j~·.lиб. 45 ники зса 1. З. 5. У. 15.45 .• lекин .зо ва 45 нин:
РIУМИЙ б~'лувчи.1ари 1. 3, 5. 15. демак. О(З0, 45) = 15 
б:"lГЗНI! уч\'Н 1.') СОНИ 1. 3, ,') ,а \ам ",.о.l.lИК.СИЗ б~·.lЕ
наДII. 

43- те О р е м iI .4гар а ва Ь сон.ЮР IjЧУn D (а. Ь' = d 
6y.lca. У .{олда D(ak. bk\ = dk бу.lади 

Бу ю~орида ке.1Тири.1ган теорема.1арнинг исботи ис
БОт.1анган теорема.1ар исБОТИ.lан беваСlIта ке.1"б ЧИI\С1-
Дllган б\'.1Гани учун у.1аРНII ке.1Тирма.lИК. 

БеРII~ган й ва Ь сон~арнинг умумий бf~увчиси ТУ
шунчаси билан биргаликда умумий б~линувчиси ~ки 
карралиси тушунчаси Ji,aM мавжуд БS'.'1иБ. бу тушунча 
математикада МУJi,им ах,амиятга эгадир. 

15 ва 21 СОН.1ари бери.1ГЗН булеин. 15 еонигз булинади
ган СОН.1Зрнинг умумий к}'риниши 15 k ва 21 еонига t'iу.1И
надиган еонлзрнинг умумий куриниши 21 n (k, n Е оУ) 65'.1иб, 
.1екин бир ВЗl\тда 15 га ва 21 га I\О.1ДИl\еИJ БУ.rlинадиган 
СОН.1арнинг умумий куринищини 105 m. т Е N куринишда 
ёзиш мумкин. яъни: 105. 210. 315. 420 • ЛеЮIН бу 
топилгзн умумий БУ.1ИНУВЧИ сонларнинг ичида 15 ва 21 
сонига эиг кичик карралиси 105 еонидир, Бу 105 сонини 
топиш учу н бери.1ган сомарни ю~орида куриб утилган ту
шунчаларга бевосита суяни6. 15 = :3·5 ва 21= З· 7 курини
шидаги туб купайтувчиларга ажратамиз. еунгра 15 ва 21 
сонларининг туб купайтувчиларида 3 I\зтнашаётгани учун 
3 НИ бир марта. 5 ва 7 бир мартадан "атнашаётгани учун 
ударнинг узларини 0.1и6. 3·5 7 купайтмани тузамиз ва 105 
соннни "оси.1 "И.1амиз, 

16- т а ъ риф. Берилган СОН.1арнинг энг кичи" у мумий 
6улиНУ8Чщи деб, бу сонларнинг Jfap бирига булинаiJиган 
энг кичик соней аиlТШлади ва К (а,. й~. , а,.) кйринuши

да белгиланади. 

Агар n = 2 б}'ЛСа. К (а" а2) ни, n = 3 бу.1са, К (а,. а 2 , 
аз) = К [К (а,. а2). аз) ни ёзиш мумкин. 

44- те о р е м а. а га Ь СОНАарнинг у.мумии 6УАиНУ8Чиси 
шу COHAapнuнг энг кичи" карра.1исига 6улинади. 
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И с б о т и. n сон берилган а ва Ь сонларнинг умумий 
булинувчиеи булеин. К (а, Ь) = t булеин дейлик ва n сон t 
га булинмайди деб фараз l\илаЙЛIlК. Теорема шартига аео
сан n:а ва n:t JViMAa t:a ва t:b экани маълум. 16- таъриф 
~Mдa I\илинган фаразга асосан n = tq + " r < t БУлади. 
Бундан r = n - tq булиб, 29- теорема га аеосан бир вal\TAa 
г:а ва г:Ь булади ва r < t булгани учун К (а, Ь) = r < t 
булади, бу ~олнинг булиши эса мумкин ЭМ8е. Демак, n: t 
булади. Шу билан теорема иебот БУлди. 

45- т е о р е м а. а ва Ь COHAlJPНUHZ УАСУIIIUЙ б!1.11UНУ8ЧUCU 
а·Ь 
--- га БУ.llUн.ai)u. 
D (а, Ь) 

Иеботи. 14-таърифга аеоеан D(a, b)=d булиб 
а = ({х; ь = dy БУлади. n сон а ва Ь нинг умумий булинув~ 
чиеи булеин, яъни n = а/, бундан n = dx / булиб, .!!.. = 

Ь 

= _dx_1 = dx I = ~ . t. Бу ерда ~ / Е N ва D (х, у) = 1 
Ь dy у у 

булгани учун /:у булиб, t = У k булади. Натижада n = 
= dx/ = dx yk га аеосан ва Ь = dy эканинн эътиборга олиб, 

а а Ь б" 
х = - = ни ~оснл I\lUlамиз ~aMдa у = - улади. 

d D (а, Ь) d 
а Ь а· Ь 

Демак, n = d - k = k; k Е N ни ~O-
D (а, Ь) d D (а, Ь) 

сил I\И.1амиз. Шу билан теорема иебот I\КЛИНДИ. 

Бу келтирилган иебоrдан берилган а ва Ь соиларнннг 
а· Ь " 

энг кичик карралиеи булади дега'l хулосага келиш 
D (а, Ь) 

мумкин. 

40 

М и с о л. К (108, 45) ни топиог. 

Ечиш. Бунинг учун K(I08, 45) ии топами]: 

_108/45 
902 

45 I 18 
-З6 2 

18 I 9 
-18 2 

о' 



• 108·45 
Демак. D(l08.45) =9 булиб, 1(108. 45) =-- = 10815= 

9 
= 540. 

46- т е о р е м а. а да Ь сондарни бирор t =1= О сонга бg-

линеа, у -\,олда 1( (; , -7) = к (а. Ь): t БУлaдu. 

И с б о т и. 1( (а. Ь) берилган булеин, у ~OJIдa К (; . 
а Ь 

Ь) t t • (а t = ( а Ь) булади. 42- теорема га аеосан D - , 
, D _ - t 

t • t 
а Ь 

~ ) = D (а. ь) (
а Ь' t t _ 

булади. Демак. К t' ,) = D (!!... !!..)-
t . t 

а Ь 

t t аЬ /( (а, Ь) 

= D(a. Ь) = D(a, Ь)! = --- Шу билан теорема ие-

t 
бот ~ИJlИНДИ. 

47- те о ре м а. а ва Ь сонлар учун шундaii n сон .tIQ8-

:жудки, К (an, Ьn) = К (а, Ь)· n БУJlади. 
48-теорема. al'~' ,а" еонлар учун К (а1 , а,. 

, а,,_.) = S ва К (S, а,,)' = Н булеа, у -толда К (а1 • а,. 
, а,.) = Н бgдади. Агар а1 • а2 • а" еонлар учун 

D (а, аl, а,,) = 1 булеа, у {олда 1( (а1 а,• • а,.) = 
" = п at буладц. 

1=. 
Бу теоpt'маларнинг исботи анча осон булганлиги учун 

уларни у~увчиларнинг узларига ~a~la ~иламиз. 

Миеол ва маеаJlалар ечиш 

1- м и с о л. 48 соиининг барча булувчилаРIiНИ, булувчи
лари сонини на уларнинг ЙИfиндиеини топинг. 

Е ч и ш. 48 = 24. 3 куринишида таевир.ааw мумкин. 48 
нинг булувчиларини топишда эса 48 = zt· 3 нинг узидан 
фойдaJIaнилади. яъни 2"·30. 21·30; 21·31; 2"·31; 2'·30; 2'·3; 
2' . 3; 24·30; 24·3. бундан эса 1, 2. 3, 4. б, 8. 12. 16. 24, 
48 ~OCИJI бу Jlади. 

Агар "( (а) ОIЩ8ЛИ а натурал соннинг барча турли нату-. 
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ra.l б5·.lувqИJlари СОИИИИ. (J (о) ОРl\а.1И эса шу б9J1увчи.lар 
ЙНFIfНДИСННН бе.1гн.1асак. у х,о.1да т (48) =. 10. (J (48) = 124 
б~qи. • 

2-мисо.1. 21 ва 56 СОН.1арн орасидаги туб СОН.1ар жад· 
Ба.ШНИ тvзинг 

Е ч н Ш. Бунинг учун 21 дан 56 гача 65·.1гаи еон.13Р 
жа..lва.1ИИИ тузиб о.lамю. Сунгра 2 га. 3 га. 5 га, 7 га. 
11 га. 13 га. 17 га, 19 га, 23 туб сои.1арга карра.'1И б5·.'
ган сон.lарнинг тагига чизамю, яъни 

21. 22. 23. 24. 25. 26. 27. 28. 29, 30 ЗI. 32 

З3. 34.35. 36. 37. 38. 3~ 4~ 41. 42. 43.44 ---- ---
45, 46. 47, 48. 49. 50. 51. 52. 53. 54, 55. 56 -- ----- ---

Натижада 23. 29. 31. 37. 41. 43. 47. 53 губсон.1ар 1\0.1.1И. 
3- м и с о .1. 2346 ва 646 СОН.lарининг ЭК~'Б ва ЭКУК ;IНl1 

топинг 

Е ч и ш. Бунинг учун ЭВ""1И'] а.1ГОРИТ~ННИ татБИI\ I\И.11I· 
МИJ. ЯЪНИ: 

23461646 
1938 3 

__ 6461408 
408-1-

408'238 
-2381-1-

_ 2381170 
170 -1-

_ 170\68 
136 2 

_ 68134 
68 1Г 
'о 

Дe~aK. охирги но.1дан фаРl\ЛИ 1\000ДИl\ 34 6улиб, У бери.'!
ган сонларнинг ЭК~'БиДир, яъни: 

D (2346, 646) = 34, 
2346·646 • 

Энди, К (2346, 646) = - .- = 44574 БVJJади, 
34 • 

Бу миеолни туб к5'паЙтирувчи.'!арга ажратнш усу.'И би
лан ~M ечиш мумкин, яъни 
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2346 = 2·3·17·23 
646 = 2 17 19 

D (2:346. 646) ~~ 2· 17 = 34 (ЭКУБ) 



к (2346. 646)=2·3·17·19·23=44574 (ЭКУК) Xio-
СИ.1 6Улади. . 

4- м и с о л. Барча натурал '1 .lap учун '1 ('12 + 5) ифода 
б га каррали эканини ис60гланг 

И с 6 о т и. Индукция аксиомасидан фоАдаланамиз: 
1) '1 = 1 ва '1 (n2 ..J- 5) = 1 . (1 ~ 5) = 6 65·.1и6, У 6 га 

карралидир; 

2) n = k да n(n~.l.. 5) = k{k2 - 5) ни 6 га каррали деб, 
fI = 1l+ 1 учун уринли эканини к у рса та миз. яъни n(n2+5)= 
=(k+ I)[(k+ 1)2,5J = k{k2 +5)+3k(k~ 1)+ 6 Xiоси.rJ 
б5·!lади. Бунда k(k2 + 5) + 6 ифода 6 га каррали, 3 k(l;, + 
- 1) ифода 3 га ва k (k + 1) ифода 2 га каррали. демак. 
k (k2 ..J- 5) + 3 (k + 1) k + 6 ифода 6 га карра.1И эканидан 
fI (n 2 + 5) ифода ихти~рий HaTypa.l '1 да 6 га каррали эка
ни ке"1И6 чи~ади. 

5- м и с о ,1. Ихтиерий натура.1 '1 да '11 ~ 6 '13 -+- 11 n~ + 
-+ 6'1 ифода 24 га ~олди~сиз 6улинишини исботланг 

И с 6 о т и. '1 = 1 да nl + 6 n3 -1- 11 nt ..... 6 n = 1 + 6 + 
-+ 1176=24 6ули6. 24:24 6улади. n=k да k~+6k3+ 
+ 11 k 2 + 6 k = (k - 3) (k - 2) (.'l- 1) k : 24 ;J.e6. '1 = k -+
+ 1 да (k+ 1)4+6(k+ 1)3+ II(k-+ 1)2+6(k+ 1)= 
= (k - 2)(11 - 1) k (k + 1) 6Улиб. кетма- кет келган туртта 
соннинг купайтм"си 24 га ~олди~сиз 65·.1инади. Демак. их
тнёрий натурал '1 да n1 -+- G n3 -+- 1I nt + 6 n ифода 24 га 
~О.1ДИ~СИЗ булинади. 

6- м и с о л. Берм'ган з!n-I + 40'1 - 67 llфода 64 га 
~о.1Ди~сиз булинишини исботланг 

И с 6 о т и. '1 = 1 да з2n 1"1 + 40'1 - 67 ,= 33 + 40· 1 -
- 67 = 0:64 булади. 

'1 = k да (з2n+ 1 -+- 40 k - 67) ;64 деб '1 = k + 1 да урин-
2~ 3 6 .111 эканнни курсатамиз. яъни: 3 т ..... 40 (k + 1) - 70-: 

= 9·32t -ч + 40 k - 67 + 40 = 9(32k - 1 ..... 40k- 67) + 
+ 64 (9 - 5 k) БУлиБ. иатижа 64 га карралидир. дема к, 
VnEN: (32n

+
l 

..... 40'1-67):64. 
7- м и с о л. V n Е N: (зЗn+2 + 2~n-'-I): 1I экан"ни исООт

ланг 

Ис60Т и. '1 =- 1 да JjH-~ + 2~n-I = 3~ ..... 3" = 275 = 
11 25: J 1 булади_ '1 '= k да (зJAo-1 

..... 2~k-I): 1I уринли десак. 
-- k ' 1 з3k-+- 5 . 2~k-5 - 27 .}I.-~ , 16' 24k+1 = n--..;J.a ~-.) Т 

= 16 (з3kТ2 "' 24n
TI) + II_з3k-2 6У.'1ади. 

V (з3n+2 , 24n+ 1 . 11 ..1e~,aK. V '1 Е.: "! ):. 
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Муста~ил ечиш учун мисол ва масалалар 

1. 2320 ва 2350 сонлари орасида туб сон бор ёки йу~-
ЛIJГИНИ ани~ланг. • 

2. к.уЙидаги СОН.lарни туб купайтувч,:лар купайтмаси 
куринишида тасвирланг: 420, 126, 525, 529, 1514, 1817, 
67283, 1224433, 221703, 28303937, 3082607, 138364854, 
16304642, 121844682. 

3. 218 + 318 ни туб купайтувчиларга ажратинг, унинг 
каноник ёйилмасини туэннг. 

4. n нинг барча натурал I\ий~атларида n2 + 4 мураккаб 
сон эканини исбоТ.1анг. 

5. Агар 4 р2 + 1 ва 6 р2 + 1 туб СОН.'1ар булса, у J\ОЛ
да р туб сонни топинг . 

6. р > 5 туб соннинг квадратини 30 га булганда ~ОЛ
дик,да 1 ёки 19 "осил булишини курсатинг. 

7 Агар р ва q туб сонлар булиб, улар 3 дан катта 
БУ,1са, у ,\олда р2 - q2 сон 24 га каррали эканини курса
тинг. 

8. Агар берилган А сонни А = а2 + Ь2 = с2 + d2 кури
нишда тасвирлаш мумкин СУ.1са, у 'Iолда А мураккаб сон 
эканинн исботланг (а, Ь, с, d - бутун. сонлар). 

9. 2352 + 9722 ни К)'пайтувrlяларга ажратинг. 
10. 310 + 3Ь + 1 соннн купайтувчиларга ажратинг. 
11. n натурал соннинг шундай I\ийматини топингки, 

n + 10, n + 14 ва n + 20 туб сонлар б5'лсин. 
12. к.уЙидаги сонлар бир Ba~Tдa туб сонлар була 0.'1-

маслигини исбоТJ1анг: 1) р + 5 ва р + 10; 2) р, р + 2 ва 
р + 5; 3) 2n - 1 ва 2n + 1 (бунда n > 2). 

14. Агар р ва 8 р2 + 1 туб сонлар булса, у "олдз 8рЧ-
+ 2 р + 1 "ам туб сон эканини исбот.lJанг. 

к.уЙидаги сонларнинг ЭКУБ ва ЭКУК ини топннг: 

1) 1403 ва 1053, 7) 24700, 33250. 
2) 36372 ва 147220, 8) 3640, 14300. 
3) 10140 ва 92274; 9) 41382, 103818. 
4) 35574 ва 192423; 10) 3327449 ва 6314153; 
5) 56595 ва 82467; 11) 179370199 ва 4345121. 

15. 48 ва 129 сонларининг умумий булувчилари сони ва 
умумий БУJlувчнлари ЙИFИНДИСИНИ топинг . 

16. 54, ·88, 144 ва 162 СОН.lарининг умумий булувчила
рини ~a уларнинг ЙИFИНДИСИНИ топинг, 

17. 720 ва 1200 сонларининг булувчилари сонини то
пинг. 
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18. Берилган т Е N сон учун m"Н J ва (т + 1)m еОlfnар
ни та~~осланг. 

19. йо = 01 = 1, Оn+2 = Оn+' +Оn соилар учун 2 аn+ , аn < 
< a~+2 < (аn+ , + 0,J2 + 00 )'ринли эканини иеботnанг. 

20. Агар 01 = 1, аn = Оn_] + n; Оп' n Е N БУ.'!са, n2 + 
+ 2 n < аn + аn+ , < (n + 2)2 эканини исботnанг. 

21. 1234 ху сони 8 ва 9 га ~OnДИI\СИЗ буnинса, у ,\on
да х ва у раl\амларни топинг >;амда 1234 ху ва Yl234 -х
нн ] аl\l\осланг. 

22. Агар берилган хур 138 еонии 7 га булганда, 

138 хур еонни 13 га булгаида 1\0nДИI\дЗ 6 сони >;осил бул

са ва х 1 ур 8 еонии 11 га БУ.'1Ганда "ОnДИl\да 5 сони >;0-
сил буnса, х, у ва р ра"ам.lарини топинг ва >;оси] булган 
сонnарнинг энг каттасини ажратинг. 

23. &РИJIГан сонnарнинг энг капа умумий буnувчиси 
(ЭКУБ) D (а, Ь) = d ни топннг. 

а) 1232, 1672; б) 135, 8211; в) 549, 387; 
г) 12606, 6494; д) 29719, 76501; е) 459459, 519203; 
ж) 738089; 3082607. 

24. I\уйидагиnарни топинг: 

D(n; 2 n + 1); D (I ОП + 9~. n + 1); D (3 n + 1; 1 Оп + 3). 

25. D (~; ;) = 1 фаl\ат ва фаl\ат х = К (о, Ь) булган 
>;onдагина булишини ис6отланг. 

. а+Ь 
26. а, Ь ва с ТО" сонлар учу н D (а, Ь, с) = D (-2- , 

а+с Ь+С) u -2 -, -2- булишини нсботnанг. 

27. I\уйидаги системаларни натурал I\ийматларда ечинг: 

{х+ у = 150, {D(x, у) = 45, 
D(x, у) = 30; х:у = 11 :7; 

{х: у = 5:9, {ху = 20, 
D(x, у)=28; К(х, у)= 10. 

{ху = 8400, 
D(x, у)= 20; 

28. а, Ь, с мусбат бутун сонпар учун I\УЙИдаги муноса-
ба1"Ларня исботланг: 

К ( Ь ) = аЬС D (а, Ь, с) 
О, ,С 

D (а, Ь) D (а, с) D (Ь, с) 
ва 

D (о, Ь) D (о, с) D (Ь, с) К (О, Ь) К (а, с) К (Ь, с) = oltJIr;l, 
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29. а ва Ь натурал COHJJap учун D (а, Ь) = D (5 а-+-3 Ь; 
3 а + 8 Ь) муноса6ат УРИНJJИ зкаНИ!iИ иеботJJанг. 

30. Агар D (а. Ь) = 1 булеа, у ~()';lдa, ~ + -1 - каер 
а а + Ь 

~ие~армае зканини иебоТJJанг 
31. I\уйидаги та.~а6нинг УРИНJJИ зканини исООтJJанг. 

а) (6211_1):35; 6) (4"+ 15n--I)~9; Б) (2511+3+5".з""'2): 
17; г) (6211...;... з" ... 2 -+- 3") : 11; д) (з211+2 - 8n - 9) : 64; 

е) (з3"+2+ 5·2.311-1): 19; ж) (2"+5 ·з4" + 53"+1) :37; з) (7,,-2 -+
+82"+1):57; и) (l1"-2TI~"+I):133; к) 2"+2· 3"+5n-4) 
: 25; .'1) 52"+1 - 2,,-4 ...;... 2"+1): 23; м) (з2"+2.52" _ зЗ""'2i"): 

1053; н) (4":- 15n -1):9; о) 1918 +69" ЙИFННДН 44 га 
6" ) 26"-178 ..L nII+178 26" 2" фо 2 k 6-УJJинади; n . ~ - - и да n = у.,-

ганда ва збn+ 178 - 3"1""178 - збn + 3" ифода n = 2 k 6У.,ганда 
1969 га ~OJJди~сиз булинади. 

III б об. КАСР СОНЛАР 

1- §. КАСР СОИЛАР ~А~ИДА Т~Ш~ИЧА 

HaTypaJJ сонлар устнда бажариладиган амаnnардан 
~ушиш Ба купайтириш амаллари шу еонли туплам эле
ментлари ораснда бир ~ийматли бажариnиши, айириш 
Ба булиш амаллари зса шартли раБишда бажарилиши 
~а~ида маълумотларга эга БУлдик. Лекин натурал сон
JJap тупламида а+х=Ь куринишдаги тенглама Ь<а бул
ган ~олда ечимга зга эмас, шунинг учун натурал сонnар 

тупламидан KeHГpo~ маз мун га зга булган туплам бутун 
сонлар тупnами эканлиги мактаб математикасидан маъ
лумдир. Маълумки, ми~дорларни, кесмалар уэунликла
ри, юэлар, ~ажмлар, жисм ОFирликлари Ба ~окаэоларни 

~aMMa Ba~T ~aM бутун сонлар ёрдамида улчашнинг 
нмконияти БУлаБермаЙл:и. Х;а~и~атан ~aM, бирор ми~
Дорни маълум улчов БИРJJИГИ ёрдамида улчаш нати
жаси бутун сон булиши учун У уЛЧОБ 6ирлиги УJJчана
ётган МИI\.lОР..1а 6утун сон марта булиши таJJаб I\нли
нади, бу ;';ОЛ зса ;.;ар доим ;.;ам мумкин булавермаЙди. 

АВ кесмани улчаш талаб I\НJJинаётган булеин деЙЛик. 
Бу кесманинг УЗУНЛIIГИНИ l (АВ) ор~али белгилаЙмиз. Бу 
кеемани у.,чаш учун узунлиги l (CD) = 1 булган CD 6ирлик 
кесманн танлаб OJJамиэ. 

Маълумки, кесма УЗУНJJиг., I\уйидаги шарт ларга 6уйсу
нади: 
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1) 1 (АВ) УЗУfL1НК !oIaифнАмас: 1 (АВ) ~ О. агар А = В 
б~·.1са, У ~OJJда 1 (АВ) = О: 

2) l(AB) = 1 (ВА) БУ.laДН: 
3) [(АВ) = ЦАС) +- ЦСВ), яъин Kec~a б5'.1аК:taрн УЗУН

,1нк.lарининг ЙИFННДНСИ шу кеС!>lанинг УЗУН.lигига тенгднр. 

АВ кесма уэуилигини улчаш учун шу ю~орида келти
РИ.lгаи wартларга таяигаи ~o.1дa ~УЙИ.!lаги ~олларни K~'
риб чи~амиз. 

1- ~ о л. Агар АВ кесманинг устига CD бир.1ИК кесмз
нн А учдаи боwлаб кетма-кет ~уйиб qи~~анимиздз CD 
кесма АВ кесма усти га бутуи сон марта жоЙ.lаwса, у 
\o.lДa натура., СОН ~осил буладн. 

2- ~ о л. Агар АВ кесмага CD кесманн кеТ!>IЗ- кет жоЙ· 
.lаштириш иатижасида АВ кесма.1ан бирор Е В кесма ортиб 
ёки етмай ~o.lca, у ~o.1дa MablY!>l б5·.18.1ИКИ, CD кесма .-1В 
Г3 тУ.1И~ буту н сои мзрта жой.laШ!>lаЙз.и. БундаА ~o.1..13 СО 

кес!>IЗии n тз тенг б5·.1акка б~.1амиз. с5'нгра ~ 1 (CD) Y3~H-
" .1икдаги кес!>IЗии .-1В Kecмarlt учи.1ЗН ООШ.lаб ~уАгаНИМИ3Jа 

~ HCD) У.1ЧОВ бнр.1ИГИ т марта т5·.1ик iКой.lашса ~ ~o.l.1a 

-1В} ~ ~. HCDI б5'Д1И ва i f CD, ;'l\аНlfНИ зъ'!'ибоD~а 
n 

О-1саl\, ~ ,\о.l.1а 1(.-18) ...::. б5.1ази 

()даТ.lа БУН.1аЙ 5·.1чаш.lар K(lCP tpijuиона.l COH.13pHV K<".~· 
; ирнб ЧНl\3радн. БУН.1аЙ СОfL1ЗР Т\·П.13". iCi: :Jtluumt<l '., 

.1.Jn тyn.ta.ttU .lеб I\apa.la.ll~ 

Ш • , "/ . 
ундан ~Н.1Иu. К\'РНННШJ,dГ;' "ilcr ·Л,.(Н·· :\O('l~.~ 

" 
':;,11\ бу еРЗil т 1i.a(f)~н.i! cYfJcJmt. r: .1/11 \ f1a.JIt" J,t'Ии.13.1" 

. "' 17· т а ь риф -1гап ..:.. вё - /Щеп/аг IIЧ;J~:1'1 "1\.] 

А.арти 6ажаpu:u:.Q. у ~O.IOa t5.r., "асо ./r.J f' ''1 .. 11., ;Jf'UL. .ШrJI. .;'; 
т - .. 

ICtjpuнuшоа t':,и.июr. 
rr 

И 3 о "i. «Теиг» Jегани '()[~.uv. Ш\ нинг .IИ .1еган маън() 

Н;' билдирмайди .\\асз.1ан ~ = ~ Ч\ Нк/· 
~ fo 

8 -= -t 1) О\ 

:1 " 
еОЗд - ва - каср.1ар MHКJOp жихатизан ГE.'нr . 4 ~ •. 

.1Е.'КИН 

.'1ари турлича.il.Нр. 

Касрпар учун ~УЙlU,aги хосса.,ар >"РIIН.1И.:lИР: . 
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1. Хар ~ндaй каср йзu-узuга meнz: .2.. =..!. (peф.rJек-
ь ь 

СИМИК хосс~си), ЧУНКИ аЬ = 00. 

2. Агар ~ = ~ булеа, У ~олда ~ =.!. 6yAtJди (СИМ-
ь d d Ь 

метРИКЛИК хоссаси). 
х.а~и~атан ~aM, ad = Ье дан еЬ = da ни ёэа мамиэ. 
3 А а с 6· б с 1 б- а . гар - = - ули, - = - улса, у ~o.'1дa - = 

ь d d n Ь 
1 = - 6улади (транэитиВJIИК хоссаси). 
n 

х.аl\и~атан ~aM: 

~ = ~ => ad = Ьс I =>adne= be!d => an = Ы=> 
ь d 

с / d =-; =>nс= ld =>~ - / 
ь--; 

4. Агар.!!.. кацнuнг сурат dO. .4I(Jхражи1Щ нолдан 
q 

фар1fли m'76О сонга куnсШmирсак ёки 6й~ак, YHиlЦ "uйAta-

ти узгармайдu, яънu: .!!... = L!!!.:фо р q т = qpm ёки .Е.. = 
р : т 6. --.:1 = -- улuvU, 
q т 

q q т q 

Энди бир нечта касрларни умумиА махражга келти
риш масаласи билан ШУFулланамиэ. 

18- т а ъ риф. Бuр н.еча касрни УAtУAtuй JCахражга 
келтuрuш де6, 6у касрларн.ин.г lfuЙ",атларuн.и gэгартuр
масдан уларн.u 6ир хил махражга ОАuб кеАУ8чи ОАJCйш
тирuшга аЙтиладu. 

М и с о л. L ва т касрдарни умумий махражга келти-
q n 

ринг. 

Е Р р·n т m·q -
ч и ш. - касрни -- ва - = -- куриниwда ал-

q q·n n n·q 

маштирамиэ, наТ.Jжада бир хил махражли Ева.!!!! каср-
nq nq 

лар ~осил булади. 
Касрларни умумий махражга келтириш учун махраж

ларнинг ~аммасига б9линадиган ихтнёриА сонин таилаw 
ёки шу махражда ~атнашаётган сонларнинг энг кнчик 
умумиА булинувчисиии топиш лозим. Касрларии умумиА 
махражга келтиришдаи олдии уна ~ас~артираwга a~a-
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мнят бернш керак. Касрларни умумий махражга келти
рншда ~уйидаги хусусий ~олларни ~араш мумкин: 

1. Бирорта ~aM махраЖJJар жуфтн умумнй купайтув
чнга эга эм ас. Бундай ~олда махраЖJJЗР уэаро туб сон
.lap БУJJиБ, умумий махраж УJJарнинг купайтмаси булади. 

2. к.ИСl\армаЙдиган касрларнннг энг катта махражи 
"олган махраЖJJарнинг ~ap бирнга БУJJннади. У ~олда 
капа махраж ~олган барчз махраЖJJарнинг энг кичик 
умумий булинувчнсидан иборат БУлади. 

И э O~. Хар ~андай бутун соннинг махражи бирга 
тенг деб кеJJишиб ОJJинган. 

49- т е о р е м а. Агар иккuта ~uс~ар.чаЙдuган каср 
узаро тенг булса, у ~олда уларнинг сурати суратuга ва 
.",ахражu .чахражига тенг буладu. 

И с б о т н. Шартга кура .!!.- касрда D (р, q) = 1 ва !!!... да 
q n 

D (т, n) = 1 ~aмдa ..!!... = т бернлган. 18- таърнфга асосан 
q n 

р рn т mq. рn mq _ - = - ва - = - БУJJиБ, - = - дан рn = mq ни е за 
q qn n nq nq nq 
мамнз. Бу тенг лнкнннг чап томони р га БУJJинадн, демак, 
уIIГ томони ~aM р га БУJJинади, mq ЁР. Лекин D (р, q) = 1 
б)'JJганн учун т: р БУJJнБ, т = p·k БУJJадн. Иккинчи томон
дан, чап томон ~aM т га БУлннадн. Лекин D(m, q) = 1 
65'лганндаll р 1т 6улн6, р = mkJ БУJJади. Бундан тр = mpk1k 
БУо1и6 ва k, k1 Е N экаНlfНИ эЪтиборга OJJС8к, k1k = 1 дан 
k 1 = 1 ва k = 1 БУJJади. Демак, р = mk1 ва m = pk лардан 
Р = m ва рn = mq дан q= n эканн келиб ЧНl\адн. Шу би
.1ан теорема исбоТJJандн. 

2· 1. клер (OНJ1AP )'СТИДЛ ЛМЛnnЛР 

19- т а ъ риф. ~ вa.f.. касрларнинг ЙUFUндUcu 
Ь d 

де6 

ad + Ьс • ад • .:I~_.. б .. -.:1 
касрга аumuл U ва ~уuuvu<:uча елсшлаrиwU: 

bd 

м и с о JJ JJ а р. 

= 1+2=2 
5 5 

~ +.:..= 
Ь d 

iJ2 4\) 
1) -+ - = 

з ~ 5 

шJ+ьс 

bd 

10+ 12 22 
15 =15; 

1 2 
2) -+--

5 5 

15- н а т и ж а. Агар берU/I2QН tШFUндuда l{атнашaimгtJН 
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IfgшuлувчuлаpiJaн бuрини iiкu UККйласUНU унга mенг БОд
ган каср бидан алмашmuрuлсu. ,rtXUЛ булi'aН UUFUндuнuнг 
'fUй.Aцuпu узгар.lltШдu .. 'l'Ъни: 

1 . 

а ''] 

'1 ~~ ::]~ ь ы� .... ~ _ .:.. = ~ + ' 
=- = .:.. ь d ы� d ~ ~ 
d d d d1 

а L' й! Са 
~--- ~----

ь d "1 а l 
Натнжани исбоТ.lаШ.1а /)иринчи \0.1 /)1I.1I1H чеклаиамиз: 

-;=~ _ub\=a.b_ab.dd=u.badl=> hdd+cbbd= 
Q QI] 
~ = ~ cd = (d .... cdbb: = cdbb j J а. 1 

d d 

= a 1bdl1 - cbb.d_lad - cb)b.d-~ lu.d + сЬ\)ы .... 
uа -1), 

:> 
!Jd 

.Jj<J -~ "'1 
~IJ 

Натижанннг иккиичи \CJ.1И .\"~\I Ш НГ" :~ .'\шаш и('б'J~' 
.lднади. 

50- т е ') \1 <1 . • ""UCp.1U/JНl, Joiil''':'''' "';.нU.2и !i;ю~ 
машruрuU& ва гljРУХ.laШ Xocca.la/J",:(; .си 

И б и, ", , 
С О Т Jt - ва - каСр1ар f>t-РИ.1:аt1 I'i\ .1С>I/I 

.2- таърифг" dCC..o:<lH 
.Jf.l "1 ?< .JJ 

" {И .,,; 

аа = 1)\, la.l. 
bd .J 

Теоре\lэ.:хаГi-l И"КИiiЧИ \()':~i:lг.; б"·.1i:1Ш.:х~ l\a·~tJ.',,>,;~ 
:.-\oIумиЙ \Iа.\t>аЖга ке.lТИРИ~, ':~!i':J" -:,D:-Х.lаш Х'),', 
нииг ~·рин.1Н ~канига ишонq \'ОСИ.1 КИ.1ИШ \1\ \I"Иf; 

20- Т а ъ [1 it.t, .::.. ~ "ис /J./U (}HLcH, ,:Цrlillim .Чu': ~ 
J • 

ас . ,J, . 

-, fJnUHU !/,r1a е 3Lc. !и' "; К(J(pги аumи.lш11< 8Q 
~a ~ 

м и С о .1 ., d Р J) 
4 ~ , 

..l 

.::' 

2~ 

.. ;.; 

2) 2-
i I 

18 
= 

7 77 

16- н а т и ж а. Агар берuлган КУl1аilТ.tCада lfaT!iau..a"'· 
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ган кУnайТУВЧIl.lаРНlIнг БUРlIни ё1\и UK1\a.laCUHlI УН'Ра 
тенг каср билан а.lмаштuрuлса. куnайтма узгармаЙдu. 

1) а .- аl 1 
ь ы � ~ .!: ~ = ас а1 l.... = ~; 
с с Ь d bd Ь1 d b1d 
-.::=-

d d 

2) .!: =!!} ва 
ь ы� 

с ~ БV .. lса. 
d d l • 

ас UI'I б" - улади. 
bd b1d l 

Каерларни купайтириш амали урин алмаштириш ва 
гуру~лаш хоееclларига эга. 

2 1· т а ъ риф. .!: га"':" касрларнuнг айирмаси деб, ~ = 
ь d Ь 

с х _ а с х 

= - + - meнглuкнu ва БУIIUНмасu де6, - = - . 
d У Ь d 11 

mенгllикни Ifаноатланmuрадиган ~ касрга аЙтиllади. 
у 

Л " х а с б" х а с • 
инрма - = - - -, УJlИнма - = - - КУРННИlWlар-

у ь d У Ь d 
да ёзилади. 

ШундаА ~илиб, аАириш оали ~ушиш амалига, булиш 
амали купаАтириш амалига теекари амал еифатида ТdЪ
рифланади. 

а с 

Лгар - ва - касрлар берилиб. ad > ьс шарти бажа-
ь d 

а с 

рилеа, у ~олда - > - деб ~ара.'1ади. 
Ь d 

Каср еонлар уетида амал бажариш асосан шу амалиинг 
берилишига ~араб бажарилади. Каерлар узининг тузилиши 
жи~ати.nан икки тургя - оддий ва унли касрларга булинади. 
Оддий касрлар ~aM икки турга. яъни ТУFРИ ва нотУFРИ 

а 
каерларга ажралади. Лгар берилган - каер учун а < Ь 

ь 

шар1И уринли б)жа. у ~олда бу каср mYFpu, а> Ь булса, 
Hom!iFpu каср деб аталади. Т5'rри ва НОТУFРИ каерлар учун 
турт асосиА арифметик амал ю~орида ке.IJТИРlL1ган ~ондалар 
асосида ~арилади. 

22- т а ъ риф. Агар берuлган касрнинг махражu Он 
ва уннинг даражаларu Ор"йЛU uфодалйнгйн БDлей, у ~ол
да бундай каср DНЛU каер ~еаuлйдu. 
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I 2 11 125 
Масалан. -. • • -- ва ~окаэо касрлар унли 

10 10 100 lqoo 
касрлардир. Бу касрларни махражсиз ~aM ёзиш мумкин. 
яъни 0.1; 0.2; 0.11; 0.125 ва ~оказо. 

Касрин махражсиз 9или каср wаклида ёзиш учу н су
ратиии ёэиб, махражда ~анча ноль б9лса, шунча рd~амни 
9игдан чапга саналади, шуидан кеАин саналган pd~aM
лари и вергул билан ажратиладн; агар сураТДdГИ pa~aM
Jlар санаш учун етмаса, бу ~ОЛД8 чап томонга ~9шимча 
ноллар ёэилади. Нdтижада у бундаА 9~илади: 8ввал 
вергулгача ра~8млар билан ИфОД8ланган сон аАтилади, 
с9игра сбутун:, с9эи аАтилади В8 ундаи кеАии каср MdX
ражи ~aAд этилиб, с9НГР8 вергулдаи кеАинги ра~амлар 
бнлан нфодаланган сон аАтнлади. 

МИСОJ1. 0021 = _21_ 3255=3 255 = 3255. 
, 1000" 1000 1000 

2 =- 2.000. 0= 0.000 ва ~окаэо. 
23- т d Ъ риф. ~нлu касрда вергулдан олдин ёзилган 

раl{а.wлардан иборат сонни !Jнли касрнuнг характеристи
каси. вергулдан кеаин ёэuлган раl{йА4лардан uборат СОН
Ни унuнг мантиссаси деl1uладц. 
М и с о л. 34, 671 КdСРНИИГ характеРИСТИК8СИ 34, ман

тнссаси эеа 671. 
~НJlH касрни умумнА ~олда o~ 0 .. _1 01' Ь1Ь. Ь. 

КУРИНИШД8 ифодаланади. бу ерда 0/1 0 .. _1 а l унинг ха-

рактеРИС1·икасн. b1b. Ь. эса маитиссасидир. Берилган 

9нли касрии 1 011 ~aдap камаАтириш учун уиииг вергу.1ННИ 
9игдаlf чапга ~араб k хона суриш, )011 ~aдap орттирнш 
учуи вер/'улни чапдан унгга ~араб k хона суриш кифоя
дир. 

Унли касрлар устида ~ушиш ва аАириш амаЛ.1арини ба
жариш худди натурал сонлар устидаги амамар каби баж'~
рилиб. вергулни у ~ушилувчиларнинг ва аАирилувчиларнинг 
~аерида БУлеа. АИFИНДИ ва аАирмада шу жоАига ~уАиш ке
рак. 

Мисоллар. 1) 0.6273 + 3.004 + 12.17 = 15.8013 

+ 0.6273 
3.004 

12.17 

15.8013 

2) 1.204 - 0.6308 - 0.5732 

u 



1,204 
0,6308 

0,5732 

Унли каерларни купайтириш КУДДИ натурал еонларнн 
к5'пайтириш каби бажарилиб, бунда купаювчи ва купай
тувчнда нечта унли хона ра~амлар булеа, купайтмада 
"а м унгдан чапга ~араб шунча pa~aMдaH кейнн вергул 
I\уйнлади: 

х 3,25 
0,5 
1,625 

+ 2 та 
1 та 
3 та 

,-, аn Q1b1 ' b/r 
,у Н Л И К а е р.'1 а р н и б \'.'1 И ш. Биэга А = /r 

• 10 

Сп' 'ld1 d rn 
ва В = 1от унли каерлар бери.1ган бу.1еин. Бу 

каер.lар"инг булин!wtаеини 

А:В= 
аn • Q1b l b/r СП' 'ld1 d rn 

101< 10rn 

аn Q1b1 Ь. 10rn-k 
СП 'ld1 d rn 

куринишида ифодаланади. I?Y ерда шуии ~айд ~илиш 
керакки, унли каерни унли каерга булишда "ар доим 
"ам чекли унли каер чи~авермайди, балки чекеиэ унли 
каср "оеил булиши "ам мумкин. 

з- О. ОДДНА КЛСРНН 9НЛН КЛСРГЛ ВЛ 9НЛИ КЛСРНН 
ОДДИА КЛСРГ А ЛАЛЛНТИРИШ 

Арифметикада берилган оддий каерни унли каерга ай
лантириш маеалаеи узига хос а"амиятга эга. Бернлган 

.!!... оддий каср учун (а, Ь) = 1 шарти бажари.'1ган бу.'1еии 
ь 

деЙ.1ИК, у "олда Ь соннинг каноник ёйил!wtаеига а"амият 
Q 

берамиз. Бунда - касрнинг махражи Ь учун ушбу "оллар
ь 

Д2н бири булиши мумкин: 

1) Ь = 2(1; 5f>; 2(1 5f> буладн; 

2) Ь = ~ p~' p~' р': ёки Ь = 5(1 p~' 'n . р n' 
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ь = r 5" р;' pr~ б}'лади; 

3) Ь - 1, 1, 1" . ....L. 2' 5 \ . - 1 б" - Р, p~ Р". Pj-r-. " I - ,n улади. 

51- т е о р е м а. /(uc~apACaiVJuzaH оддий каср чеК.1и 
унли касрга айланиши учун АСахражининг каноник ёйuл

АСасида 2 ва 5 дан бош~а туб куnайтувчuлар булмаслигu 
зарур ва етарлидuр. 

И е бо т и. к.ие"iармаЙдиган .! каер беРII.1Ган .БУлиБ, бун
ь 

да Ь = 2<1; 511; 212 511 БV.'Iеин. 
а IJ ;. 5~ _ а а а 211 

Бу ~олда - = - = -- еки - = - -~ - , 
", ~ 10<1 Ь 5~ 1011 

а iI а 211 5~ а 211-", 
eКit 

~ 5/1 ~ > а учун еки 
ь JO<1-11 1011 

а а 512 - rs 
а> р учvн - б}'лган чеК.1И )'н.111 каер Х,оен.1 • Ь 10<1 
б}·.lади. 

а а 

Учvн а < Ь БV.'IиБ. О, (IС2 ( __ '1_' ._----'с " 
,,- 10" Ь - • ь 

БV.1СИН деЙЛик. Агар ~ учуи (о. Ь) = 1 б \".'I Н б, ~ = . ь - ь 

'1'2 '" БV.'1СЗ, Ь = 10" ==-о 2" . 5" б'·.1ади. Бу ~ол 
10" - . 

учун теорема небот б}·лди. 

'1" '" 
10" 

каср "iИС"iараднган каер булеин деЙлик. у ~O.,-

да С'С2 С = dk ва 10" = dl булиt'i, .!! = !!.. экаНЛИГJfдан 
" " I 

Ь = l БУJlади. Энди l нннг каноник ёйидмаеида 2 ва 5 дан 
Т~Ш"iари бнрорта р туб еон буленн дейлик, у ~олда 1= р' 
65'либ, ld = p/d = 10" буладн. Бундан 10" ~a р га булнна
ДН. БУНI1НГ ~ булиннши мумкин эмас. чунки 10" фаl\ат 2 
Ба 5 га ёки 2" ва 5" га булинади. Шу бн.'Iан теорема бу 
~o.'lДa ~M иебот I\НЛННДИ. 

а • " ь - "iИСl\арм~е ОДДИИ TYFPH касрнинг махражи иинг ка-
Ь 

наник ёйилмаеида 2 ва 5 туб сонлари I\атнашмаснн, яъни 

Ь 1, tn....L. 2 5 . -1-= Pi Р" • Р; -r-; I = . n. (1) 
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( 1 i ,а асосан а ни fi га б}',1ганда ~ОСИ,1 б5,1адиган "о.'Jдиto;

,l:"р " '* О, i = 1.fI 65',1ади. Бунин г учу н а ни 10 га К)
паЙТllриб, Ь га б5',1а\lИЗ: 10 а = bql - '1' бунда 0<,. < Ь 

• ~ а -/. '. б- б О Б V 
б\ ,1ади, "VНДЗН - - - - - - \',1И,' I = v.1СЗ, У yo.l-.' 10 \О. ,,, 

Дd ~ Ун.111 каср 6{,1адн, шарпа асосан 6\'нинг БУ".1IIШИ 
10 " , 

М\'\lКИН эмас, Ю~ори.1ЗГИ усу.lда 6У,lИШНII заВО\l эттирамиз, 
яъни 

lOa = bq. - ' •. 
10 , 1 =- bq2 - , 2' 

10'I=Ьqэ-,э 

lI;1РНИ топамиз, С5'нгра 10a=bq,"';""" га 10'l=bqt-"'z 
дан, нн топи6 К\'ЙС<'К, \. уо.ца .! = 10 ql - Q2 - i уо-

I '., \ Ь : 02 1 ()Jb " 

СИ.1 БУ.'Iади. XY.L1.11 illYHra 5'хшаш. ~a'b.1Y~ k- JV3..1;!M..1aH 
• а 10·- QI- I()~-"Q,. ~ -.,.. 10Q. 1- q. '11: 

кt'ИI1Н - = - - - -- HII 
Ь Icf 10· Ь 

а 

Х,ОСИJl ~иламиз, Бундан ь = О, qlq2 

мумкин, 

r k 
q. - -k - ни ёЗIIШ 

10 Ь 

Энди БУЛИII~а ва ~О"..lи,\нинг баъзи хоссa.nарини куриб 
чн,\амиз: " 

1 о , i сон.lар О < " < ь булнб. но.1га тенг була OJIМЗЙ

дН, чунки акс "0.1..1<' берилган каср чек,'IИ }'H.'III касрга айла
нади, бу 3са шартга зиддир, 

2" Барча qj 6У,lНIIмадар 10 ДЗН кичик сонлар булнб, 

улаРНifНl' бутун сон зкаН.1ИГИ "о.'I..1и"лн б5'лиш хосс~сидаН 
ке.'Iи6 чн"ади, 

30 Барча ,\OJI..lн"лар :'\Эр хн.'! б5'J1а 0.'1 мзйдн , чунки '; < Ь 
Ба Ь чекли сон экаНJJИГ"..1ан. турлича ,,0.1ДЩ~ЛilР Ь - 1 та 
дан куп була OJIмайди, 

4~ " ларнинг бирортаси х,ам но.'1ь б5'ла OJIМЗСJlигига 

асосан 1\000ди~ар ва булинмалар даврий раВИШ..lа такрорлаН::I-

дн: 'l='~+I; '2='~+2; ва ql=qt-rl; q2=qt+2' 
Ю"орида ке.1Тнрилган мaъ.nyMoTгa асосан бзрч;! 1\000ДИI\

лар :'\Эр хил 65'.'Iа о.lмаС.1иклари MaЪJIYM ва '11: =', 6улсин 
де6 фараэ этамиз ~! 'OJIда 10"11: = bq1t+1 ....... , .~' ва IO', = 
= bql+l + '1+1 6У,lади, Бундан 10 ('11: - ',) = О даН (q1t+1 -
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-q'+I)Ь = 'НI -"+1 булади. Бу теНГ.'iиКНttнг чап JQfCMIf 

Ь га булннади, демак, унг ~исмн J\3M булиниши керак, ле
кнн '.+1 < Ь ва 'ЦI < Ь булгаtfН учун 'НI -"+1 = О бу
лиши зарурдир. Бундаи (qHI - qЦI) Ь = О булнб, Ь =1= О 
эканидан qHI = q'+1 эканн келиб чн~ди, Бу ~OCM ~МИН

ган наТИЖ8JIарга суянган ~олда '.+1 = "+1; '''+2 = "+2; 

ва qHI = q'+I; qH2 = q'+2; qHi = q'+i' ларнн еэи
ШIIМИЭ мумкин. Худди шунга ухшаш, '._1 = "_1 ва qlt-I = 
= Ч'_I ва ~оказодан охирнда '1 = "-It+1 ва ql = q,-It+1 лар

га эга буламнэ, буерда l-k=т десак, '1=''(+1' ql=q'(+1 
ларнн ~OCM ~И;J.aмиэ. 

50 Энди 0=',( ва ql = qT+1 БУ.1НШИНН курсатамиэ. 

~а~JЩатан ~ЗМ, 100 = Ьчl + '1' 10',( = ЬчНI + ''(+1 

эка н.'1Н гида н ва, 1 = ''(+1 г;.\ асосан 1 О о - q lЬ = 1 О , '( -
-qТ+IЬ екн 10(0 -'т) = (ql-q'+I)Ь БУлади. Шартга кура 
(10, Ь)= 1 эканннн Э'Ьтиборга олсак, 0=',( ва ql=q'TI 

экани келиб чи~и. 

б" Чl' q. ва '1' '., ~ралаетган жараенда яго-
надир ва шу била н бирга.. 'i= 'н; ва q, = Ч,(+, бу.'1иб, 
а ~ - = О, qlq2 Ч'( + -- дан ва 0=',( га асосан 
Ь 10'( Ь 
а а - = О, qlq. q, + -'( - эка н" келиб Ч~:JДи. Бу ерда 
ь 10 Ь 

'f - д(llJР !lЗ!lНАuги деАилнб, .!!.. = О, (qlq. Ч'() курини-
ь 

шндаги соф давриu УНАи К/ХР "ОСМ БУладн. я'ЬНи: 
/J а 1 '-----_ = qlq.··· q'( + __ qlq • ... q'( _ (Qlq. Q'( 

Ь 10'( 10'( Ь - 10'( + 10'1 10'( + 
+ _а_) = qlq. Q'( + qlq. q'( = о 

10'( Ь 10'( 102'1 + , (qlq.· . Ч'() 

Агар уни оциА кa~pгa аАлантирсак, у "олда: 

О, (Ч1Ч. q'() = Ч1Ч. ' Ч'( (IO~ + 1~. + I~'( + .. ) = 

10'( QlQ. Q. 

Ч'( 1 = 10'(-1 
1--

10'( 

= qlq. = 
QlQ. Q. 

99 .. 9 
'1 

КУРIIНИШндагн одднА каср ~ОСИЛ БУлади. 
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М 2 • • йл 
иеол. - оДДин каерни унли каергз а антиринг. 

11 
Ечиш: 10·2=11·1+9; 10·9=11·8+2; 10·2= 

= 11 1 + 9; демак, 2. =0, (18) булиб, '(=2, '1 =9; 
11 

" = 2; Га = 9; Г4 = 2 эканндан '1 = '2+1; Чl = q2+1 БУладн. 
Бу мисолдан курнннб турибдики, Ь = 11 туб сон булганлнги 
сабобли ~ каер соф О, (18) даврнй унлн каерга аЙЛанади. 

11 
Миеол. О, (36) ни оддий касрга аЙлантирннг. 

~ 4 а 
Е ч н ш. О, (36) = 99 = Ii ~осил БУлади. Энди биэга ь 

касрнинг махражи Ь = 2а . Рl " p~,. еки 511. Рl" p~,. 
каби булеин дейлик, яъни: 
а Q·5a - 1I 1 Q·5a - 1I • а·5 а-II 
- = = -.-- булеин, у ~олда 
ь loa. р 10a р р 

= А, (Ч1Ч! q'f) буЛИб, А даврнй каернинг характеристика-
еидир (А нолга тенг булиши ~aM мумкин). 

Демах, ~ = ~.A, (Ч1Ч! q~) = 10la [А + О, (Qlq, 
Ь 10 

--- А 0,(Q1QI Q~) А + О 00 0(--
Q ») = - + = - , , .' Q1Q, .•• 

, 10a 10a lOа а Т8 

-q;) = в, С1С1 Са + 0,00 . О (Ч! qa q~) = в, 
а Т8 

С lС' • Са (Qlqz q~). 
Бу В, С1С. Са (Q1Q, Q'C) чекеиэ уми каердир, бун-
да маълум гypy~ ра~амлар даврий равишда такрорланадн, 
шу билан бирга давр дар~ол вергулдан кейин эмае, балки 
бирор жойдан бошланади. Бундай касрларни аралаш дав
ршl gнлu касрлар деб аталади. 

Мнеол. ~ каерни уми касрга аЙ.1антиринг. 
22 

3 15 1 15 1 ( Ечиш. -= -= -' - =- 1,(36)= 0,136) 
22 110 10 11 10 

30 122 
-22 0136 
во' 
-66 

140 
132 
80 
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J : ,С 2 С ~(q,q~ qT) каСрllИ ОДДИЙ касрга айлантириш 

ra.1a6 I\И:IИllган 6'·.lСИН. БУ/III'V \'чун ~= О, C,C~ 
'1 

',(Ч,Ч2 Ч,) .1еб f>E>.lrИ.,аЙ.1ИК. О. C:{~ [,(q.q~ qT) ни 

1 О" га К}'паЙТlfРИ(, б\'.lа~И1. lIатижа.1д .!!!.. 
fI 

_1_ (["2 С,-
10" 

---- ,,(~ " у.ч. ч, 

+ О, (Ч,Ч2 ч,1/ ~C 10" - (\ОТ -1110" 

,-, ,,,/\0' -11 - ч,Ч, Чт 

110' - 11 )(," 

( J ~ ': " ln' - (.(2 , ч,Ч, q, 

(l0' _ 11 ,с,n 

{l ~ :: (" '1, Ч! ч" - {.С'! (r, 

!I!j 9 00 о 

t '1 

х,осил 6)·лади. Дe~aK. НО.1Ь характеристика.,и ара.1аш .1авриЙ 
унли касрга тенг БУ.1гаll О;J.Дий касрнинг сурати иккинчи 
давргача 6~'лган ~антисса ptЩaМЛдРИ БИ.lан ифода.lанган 
сондан биринчи давргача б5'лган ~aHTHcca ра~аМ.,ари БИ.lан 
ифодаланган СОIfНИНГ айирмасига тенг булнб. махражи зеа 
БИРIfНЧИ даврдагн раl\аМ.lарни 9 ра~ами билан ва биринчи 
давргача маllтисса ра~амлари ~нча БУ.lса. шунча /lo.'Llap 
билан алмаштнришдан х,осил БУ.lади. 

Мнсол 0.6 (41) касрни оддий касрга аЙ.lЗНТИРИНГ. 

Е О 6 (4) _ 641 - 6 _ 6З5 _ 127 
чиш. - 990 -990-198' 

Барча куринишдаги чексиз даврий унли каср сонлар 
рационал сонлар. бундай сонлар т5'пламн эса рационал 
сонлар тупла~и деЙилади. 

4· §. ТА~РИ&ИR ~ИСО6nАШnАР 

А. С о н л а р н и н r т а ~ р и б и й ~ и й м а т л а р и. 
Маълумки, кундалик х,аетимизда айрим х;оллардан таш
~ари х,амма Ba~T ани~ сонлар билаи змас, балки та~ри
бий аии~лаиган сонлар билан иш куришга туrри келадн. 
Та~рибиА сонларнинг х,осил булиш манбаларн хилма-хил 
БУлиБ. бу сонлар асосан: 
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- улчов асбобларннннг анн~маслнгн, 
- ~лчаш жараёнининг х,ар хиллнгн ёки шаронтнннг 

узгариши, . 
- куриш ва сеэиш органларимиэнинг маълум дара

жада ани~сиэлиги, 

- айрим х,олларда сонларнн яхлитлашнинг зарурлн
ги каби шароитлар натижасида юэага келишини х,исоб
га О.lИШИМИЭ зарурдир. 

Шунннг учун "Iам айрим х,олларда улчанадиган ми~
Дорнинг ани~ ~ийматини топишдан воэ кечиб, бири бе
РИ.lган ми~Дорнинг х,а~и~ий ~ийматидан кичик, иккинчи
си зса капа б~лган икки сонни топишга ТУFРИ келади. 
Бундай х,олда ми~Дорнинг ~ийматини та~рибий сонлар 
ёрдамида ифодалаш имкониятига зга буламиз. Масалан, 
бlfРОР моддани }·.'1чаган.з.а у 8,864 г дан орти~, 9,128 Г 
дан кам келди деЙлик. Бундай х,олда бу модданинг OFHp
.'1игини тахмннан 9 г деб оламиз. Келтирилган мисолдан 
к5'риниб турибдики, та~рибий сонларни \оснл ~илишнинг 
яна бир усули бу сонларни яхлитлашдир. 

Шу билан бирга яхлитлашни к~п сонли нарсаларнн 
х,нсоблаш натижасида ани~ натижа х,осил ~илиш амалий 
жн\атдан мумкин булмаганда "Iам ~улланади. Масалан, 
ша\ар ёки ~ишло~ ах,олисини х,исобга олнш жараёнида 
"х.'1нтлаб айтиш бунга мисол була олади. 

Бундан т:-tш~ари, айрим сонларни, маса.lан VЗ: sin 37', 
Ig17, 11 каБИ'lарни х,нс06лаш . .натижасида та~рнбий сон \0-
сил бу.'lади, чунки бу сомарни ани~ х,исоб.1аб, натижасини 
айтиш мумкин эмас. 

Та~рибий сонлар билан ишлаш жараёнида, айрим 
х,исобчилар та~рибий сонлар устида тегишлн амалларни 
бажариш ~оидасини етарлича билмасликлари натижаси
да НОТУFрИ натижага эришадилар. 

М и с о л ТУFРИ туртбурчак шаклидаги ер майдонининг 
б5'ЙИ 446,5 М<Х <447,5 м ва эНl! 210,5 м<у<211,5 м 
бу.1са, унинг юзинн топинг 

Е ч и ш Агар ТУFРИ туртбурчак ~лчамларннинг урта ариф
метик ~иймати билан чегараланиб. у = 211 м ва Х = 447 м 
деб олсак, у х,олда S = ху = 94317 кв. м б5'лади. Агар бе
РИ.1Ган улчамларни у = 211 ± 0,5 ва х = 247 ± 0,5 К}'ри
нишида ифодалаб, унинг юзини сунгра ~уш Тfнгсизлик асо
сида ифода.lасак, у х,олда 93988,25 кв. м < S <94946,25 КВ.М 
к5'РИНИШдаги натижа "IОСИJ\ б}·лади. Хоси.1 "илинган нати
жада "Iатто юэлик хона ра~амига х,ам ишониш мумкин эмас

лиги очи~ куриниб турнбди. 
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1800 180· 
Худди шу каби, 1 рад ~ - ~ - ~ 570 19' 29" деб 

:t з ,14 
куп "iолларда ИШ.'lатамиз. Лекин 11 ~ 3,14 "iaM ~упм Ta~
рибий ~иймат б5·.'lганлиги сабаблм 1 рад::::; 570 деб ншлат.,ш 
мa~caдгa муВОФНI\ЛJtГИНИ I\айд ~илиш мумкин. 

Б. АБСОJ1ЮТ аа нисбий хатоликлар "iа~ида 
тушунча. Соннмнг ани~ аа шуб"iали ра~амла
р и А = 32,855 сони берилган БУлсин. Бу сонни 0,01 гача 
ани~ликда яхлитлаш натижасида а = 32,86 хосил булади. 
Одатда а = 32,86 сони А = 32,855 СОНIiНИНГ 0,01 аНJЩ.1ИК
даги та~рибий I\иймати булганлиги учун хаТО.'IИК 
а - А = 32,86 - 32,855 = 0,005 ёки А - а = - 0,005 дан 
иборат булиб, /А - а 1= 0,005 булади. Шунннг учун ани~ 
А соннинг таl\Рllбнй I\иймати булган а сон учун а < А ёки 
а > А экани маълум б5·.'1са, у "одда а мос рааишда к.аМи 
бuлан ёки орmиги билан олuнган mа1{рибuй 1{uймат деб 
~араладн. 

24- т а ъ риф. Асар А соннинг та1{рибuй 1{uйматu а 
СОН булса, у -\"слда. А - а аиирманинг абсолют 1{иймати 
та1{рuбий 1fuuматнuнг {а1fU1fUЙ абсолют хатолиги дейu
ладu ва IA - аl = сх курuнuшда белгuланадu. 

24- таърифдан келиб ЧII~адики, а/ ар а < А булса, у ХМ
да А = а + а аа а> А б)'лса, у "iО.'lда А -а = -(а
- А) = - сх => А = а -. сх б)'.'lади. 

А сон номаълум б)'лганда а таl\рибий соннинг абсOJJЮТ 
хатO.'I~;ГИ хам номаълум б}'.'IИШИ аёндир. 

25- ,. а ъ риф. Агар а та1fрuбuй соннинг {й1{U1{UЙ аб
солют хаmолuгu учун а ~ Д а муносабат fjрuнлu булеа, 
у {олда д а еон а нинг аБСОАют хаmо//игu чегарасu дейu
ладu. 

Бу таърифдан бе!!осита IA -аl = а ~ да (:) IA - аl ~ 
~Дa(:)-.1a~A-a~Дa~a-Дa~.4 ~a+дa=> 

=>А=а±МА 
буладн, бу ерда О < 8 < 1. Агар 8 = 1 булса, у ХQ.'1да 
А = а ± да деб I\араш IA - а/ = Д а деб тушуниш билан 
умуман бир хилдир. 

Ми сол. А = 17,7 ± 0,1 булса, у ХO.'lда 17,6 ~A E;;;17,8 
БУJ1иБ, м = 0,1 булади. 

26- т а ъ риф _ а та1{Рuбuй соннинг нucбuй хатоАиги 

деб, ~ = {, сонгааиmuладu. 
а 

а та~рибий сониииг нисбий хаТОЛИГl4 сузи уриига кешу
сида ба ёки {, (а) КУРИНliшидаги бeJJгилаШJIарнинг БИрl!НИ 
ишлатамиз. 
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1- м и с о л а = 2,8 ± 0,007 сонннинг нисбий ХJТОЛИГ~Н 
ТОП;{НГ. 

Е ( ~ а 0,007 1 
ч и ш () а) = -- = -- = -. 

а 2,8 400 

2-мисол Агар a=21O сони () (а) = 0,3% нисбнй ха
толик билан улчанган булса, унинг абсолют хатолигини 
1'опинг. 

Ечиш ~a=210·0,003=0.63. 
К)~орида келтирилган фикрлардан куриниб турибди

ки, та~рибий сонларнинг абсолют хатолиги охирги ca~
ланган хона бирлигидан ошмаслиги, агар чексиэ ту~~иэ
лар ~атори ташланса, камайиши худди шу хонанинг бир
лигига тенглиги равшандир. 

Бирор А соннинг та~рибий ~иймати а мавжуд булсин 
дейnик ва а сонда n та белги бор деб фараэ этаЙлик. 
Агар а соннинг максимал абсолют хатолиги чапдан охир
ги n- хонанинг бирлигидан ошмаса, а сон n та uшончлu 
6елгu 6uлан олuнган Ta~pu6uй ~UЙА(ат ~aMдa абсолют 
хатопик n- хона бирnигининг ярмидан ошмаса, у ~onдa 
мактаб математикасидаги ~оидага асосан яхлитлашга 
(т5'ЛДИРИШ I\оидаси) кура n та ишонч.1и бе.'1ГИ бор таl\РИ
бий "иймат де!iмиэ. Масалан, А =42,399812 сонида 5 та 
ишончnи раl\амни ~осиn I\ИnИШ учун туnдириш I\оидаси 
буйича 8, 1, 2 ни ташлаб юборсак, I\олдириnадиган 9 
pal\aM бир бирликка ортиб, 42,400 сони ~осиn буnади. 
Бунда абсолют хатопик 0,0005 дан кичик буnади ва 
42,400 сонининг учта охирги ра"ами А соннинг учта мос 
раl\амларига ТУFрИ кеnмаса >\ам бу сон бешта ишончли 
pal\aMra эга. Бу тушунчани умумnаштириш маl\садида 
"iуйидаги жадваnни кеnтирамиэ: 

Нисбий ,.толик 

БНРIIНЧII 
~.""ТЛR 

10 % \ 5 % \ 1 % \ 0.5% \ 0.01 % \ 0.05% I 0.001%\ 0.005% Р"1\II1fИ гача га... гача гач. гач. гаЧI гач. гача 

I I 2 2 3 3 4 4 5 
2 I 2 2 3 3 4 4 5 
3 I I 2 2 3 3 4 4 
4 I I 2 2 3 3 4 4 
5 I I 2 2 3 3 4 4 
6 I I 2 2 3 3 4 4 
7 I I 2 2 3 3 4 4 
8 I I 2 2 3 3 4 4 
9 1 I 2 2 3 3 4 4 . 

-

61 



м и с о n. 84.42 сонининг нисбнА хатоnиги 1 % га тенг 
булса. унда нечта ишончли pa~.M бор? 

Е ч н Ш. Бунннг учун 8- сатр ва 1 % ли устуннинг 
кесишган жойидаги сон 2 ни топамиз. демак, 84,42 сони
да 2 та ишончли pa~aM бор. 

В. Т а ~ р и б и й с о н л а р у с т и Д а б а ж а р и л а Д и г а н 
амаллар натнжаларининг хатоликларини T~ 

п и Ш х ~ а ± ~ а ва у ~ Ь ± ~ Ь сонлар бери.'Iган булеин, 
у J\олда ю~орида куриб УТllлган шартларга асосан a-~ а ~ 
~ х ~ а + ~ а ва Ь - ~ Ь ~ у ~ Ь -1:- ~b эканини эътиборга 
олиб. х + у ~ (а + Ь) ± (~a + ,1 Ь) нн ёзиш мумкин. Бунда н 
~ (а ..l.. Ь) = ,1 а + ~ Ь БУлади. демак, ЙUFuндuнuнг абсолют 
хатолиzи I{УШUЛУ8Чuлар абсолют хатолuкларuнuнг UUFUH
дисига тенг. 
М и со.'1 Х ~ 5,732 ± 0,001, у ~ 7,111 ± 0,002 булса, у 

J\OJ1да х + у ~ 12,843 ± 0,003 БУлади. 
ЙИFИНДИНННГ нисбий хатолиги ю~оридаги мулщазага 

~ (а + Ь) ~ а + ~ Ь 
асосан 6 (а + Ь) = = БУлади. Бундан 6 (а+ 

а+Ь а+Ь 

+Ь)= ~a+H = ~ +~= _a_.~a+ _b_.~. 
а-Ь a..j..b а+Ь а-Ь а а+Ь Ь 

,1 а ·1 Ь 
Энди, масалан - = 6 (а) ва - = 6(Ь) лар учун б(а)<6(Ь) 

а Ь 

булса, у х,олда 6 (а + Ь) ~ ~ 6 (Ь) + _Ь_ 6(Ь) = 
а+Ь а+Ь 

= ~ 6 (Ь) ~ 6 (а + Ь) ~ 6 (Ь) 
а+Ь 

экани келиб чи~ади. Демак, ЙUfuндuнuнг нuсбuй xamОllигu 
I{УШUЛУ8Чuлар нuсбuu хатолuкларuнuнг 9нг ICammacuдaH 
иртмайди, 

Мисол. x~5,732±0,001, y~7,111 ±0,002 булеа, 
у х.олда 6 (а + Ь) < 6 (Ь), чунки 6 (а) = 0,000 1 8, 6 (Ь) = 

= 0,00029 ва 6 (а + Ь) = ~ (а + Ь) = 0,00023. 
а+Ь 

Arnp x=a±Aa~a-Aa<x<a+~~ у=Ь±АЬ
=> Ь - А Ь ~ х <; Ь + А Ь га асосан ~уш теНГСИЗЛИКJIaрни 
~ДJlаб аАирсак, 
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a-~a<x<a+~a 
b+~b~1I~b-~b 

а - Ь - (~a+~b) <t -1I<а - Ь+ (~a + М) 



:-;осил 65.1и6, БУН;J.ан .• -:.j ~ а - Ь ~ (~a ...... ~ Ь) ни ~за 
(" ... lамИЗ . 

..1емак. аЙUРАЮнuнг а6СО.voт :<атО.lигu кaAЮJ08IIu да 
айuрuлувчu абсолют хатолuкларuнuнг UUFuндш:uга mенг, 

~a - 1Ь 
!-JМUнг нuсбuй хamолuгu ~a Ь (а - Ь) =- . буладu 

а-п 

Агар берижан х ~ а ± 1а ва у ~ Ь ± 1 Ь .1арни а -1 а <: 
~ х ~ а ...... .1 а ва Ь -1 Ь ~ у ~ Ь -+ .1 Ь К~·РИНi1Ш.l3 (),;1и6, 
(а -.1 а) (Ь -1 Ь) ~ ху ~ (а - 1 а),Ь + ~ Ь) эканнни ИНО
батга олсак, ху ~ аЬ == (Ь 1 Q ~ а 1Ь) нн ёза о..1амиз . ..1e!wlaK, 

.100 .1а 1Ь • 
.1(аЬ)=Ь.1а+а1Ь ва Ь(аЬ) =- = - ~~ 6,,·.,а.:l.И. 

ah .J ~ • 

Бернлган х ~ а ± .1 а ва у ~ Ь ± .1 Ь СОН.1ар БУ.1ннмаси
HV.Hr хатолигнни топишда а±.1а>О ва Ь ± 1 Ь > о шарт.1ар-

a-~a х а-.10. 
га асосан ~ - :s;; куш теНГСН~1НКНИНГ чап 

b-~a !I Ь-.1а· 

аа унг ТОМон.1аРН..1ЗГh каср.lарнннг суратини !wIахражнга 65· 
" <1 b.1a-и.1Ь .. а 

:lи6, нхчам.1ангаН.:I.ан сунг - :Е;;; - ~ - + 
• _: 11 Ь 

Ь ~ а - а .1 1; б" б#." - .7.1 <1 - (J .1 Ь #.. \'.1 И ,,\·Н.1ан - ~ - :::: u\ 
If/. • . !I ~ Ь' • 

• 1а.1Н. Бундан нucбuй XaffliJ.luK 6( ~ I со ь lat - Ь (Ь) 6Олиши 
~!?шб чul{Oдu. Б~ xy.l0ca.lapHVo ~H~o.l.1~P.10 .:-ина/) куришн" 
r:увчиларнннг 5'~1apHгa x,a1lO.13 I\И.lами:, 

а та~рн6нй соннинг а" .1Зражаснш -;аргн.lИ" . \ у' = 

~(a·o aIIZI-ОО <l~<l-i..i j\..Jr 

rt "1.- • ~ 

- а j j \.; ~c..:... j ~ .J \,/ 

о; 

.,,-; 
..J~!wIЗк. дОt]G.Ж.:l"iUhi i.l6,>J.IЮrт. .-.:.:un(J.lU~ .. 

. \ , 
w -:а "1 J 6.1 

",4С6uй хаnю.zигL. Ь I а" 

б !!.laдU 

~ ,J' 
-: h!/J ,~b \а") = nЬ.а! 

Агар. б~ ep.:l." rr НI' ~н.laH a.l!w1i1 иm: ре о: к хо.ц<' 

.la 
.-;. Оаража.IU uлОUЭнuн<: а6со.!юrn хатцu,>и \. J " --1'1 J 0'-' 

8с. нuc6rШ хатолuгu 6 () '"а) = ~ ь (о) б~.1dд.,· 
~нсол ва масалаларн~ хато~нклаРНR ~исобrа о~иб 

ечишда I\уйидаги тарти6га a~a.1 I\ИnНШ .103ИМ: 

6з 



- даставвал ~арфий формула - моделни тузиш; 
- ечилиш алгоритмини аНIi~лаш ва амалларни ба-

жариш; 

- топилган натижани яхлитлаш йули билан та~ри
бий жавобни ани~лаш; 

- ишончли ра~амларни ани~лаб, натижанинг аб
солют ва нисбий хатоликларини ю~орида келтирилган 
~оида ва формулалар асосида топиш зарур. 

Мисол ва масалалар ечиш 

1- м 11 С О Л Касрларнинг ЙИfИНДИСIfИИ топииг: ..!. + !. + 
9 9 

+~+~. 
9 9 
Е ч и ш. Берилган касрларнииг махражлари бир хил 

булгани учун уларнинг суратларини ~ушиб, махражнинг 
узини ~олдирамиз: 

..!.+!+~ +~= 1+2+4+5 = ~=!.= 12... 
99 б 9 9 933 

3 7 + 5 А"' ....J(R 2- м и с о л. - + - - nИfиндини ~Н\:U\Nlаиг. 
8 10 12 

Х, и с о б л а ш. Х,ар хил махражли К8срларии JUfшиш
да уларни энг кичик умумий махражга келтириб, сунгра 
суратларини ~шиб, ЙИfИНДИ остига УМУllиА lIахражни 
ёэамиз: 

~ + z. + ~ = 45 + 84 + 50 = 179 = 1 59. 
8 10 12 120 120 120 

325 
3-мисол. х,исоблаиг: 10--7 -' 32-6 -' 

4 L3' 24' 
2 7 1 1 9--4- 7 -: 3-. 
5 10' 2 3 

3 2 9-8 1 5 
Ечиш: 10--7 -=3--=3-; 32-6-= 

4 4 12 13 24 
24 5 19 =31--6 -=25-; 
24 24 24 

2 7 4 7 14 7 7 
9--4-=9--4-=8--4--4-

5 10 10 10 10 10 10' 
1 1 15 10 3 15 3 3 9 7 -:3 -=-:- =-.-= _.- =- =2 
2 3 2 3 2 10 2 2 4 4 

4- м и с ОП. Х,исоблаНГ: 
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(2~+O,75)'..! I (1 ) ( 2 
а) (45,:_44,з):0,~I; б) 2 4"- з+0,5+0,25: -'3+ 

+ 2) + 125:[ (75 - 6 2) . ~ + 31 : ~1. 
12 "13 2 

( 
1 ) 4 1 4 

2 "2 + 0,75 . i"i 3 4' 1i 
х.исоблаш. а) (45,5-44,3):0,2 = 1]..:2. -

5 5 
13·4·5·1 13 = -_.- ==::-; 
4·11·б·5 66 

б) ни I\исмларга ажратиб ечамиз: 

1) 2 ~ - (..!. +..!. + .!.-): (! + 2) = 2 ..!. -1 = 1 ..!... 
4 3 2 4 3 12 4 4 ' 

2) '(75 -62).2 + 31: ~= ~ + 62 = 625' 
о' ) 13 2 13 ' , 

3) 125:62,5 + 1 + = 2 + 1 + = 3 +. 
1 1 

5· м и с о л. Айниятни исбот ланг: 1:2 + ""2т + ... + 
+_._1_=_n_. 

n \Ii+ 1) n + 1 

И С б о т и . Индукция аксиомасидан фойдаланамиз n = 1 да 
11. u k 1+ + 1 - = - -аИНИ5!Т ТУFРИ. n = да - . . . _ 

1·2 2 1·2 k(k+l) 

= _k_ айният уринли деб, унинг n = k + 1 учун ТYFри-
k+l 

лигини курсатамиз: 

_1 _1 + + 1 + 1 =_k_+ 
1·2 + 2·3 . . . k (k+ 1) (k+ 1) (k+2) k+ 1 

1 k (k + 2) + 1 = k (k + 1 + 1) + 1 
+ (k + 1) (k + 2) (k + 1) (k + 2) (+ 1) (+2) 

k (k + 1) + k + 1 = (k + 1)2 = k + 1 

(k+l) (k+2) (k+l) (k+2) k+2 

Демак, айният VnEN да ТУFРИ. 
6· м и с о л. АЙНИЯТIIИ исботланг: 

s= 1 + 1 + ... + 1_ 
n 1.2.3-4 2·3·4·5 n (n + 1) (n + 2) (n + 3) 

= + [ + - (n + 1) (n ~ 2) (n + 3) ]. 
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Исботи. n= 1 JUi аАннят 9РИНЛН. n=k JUi S'рннли 
деб, унинг n = k + 1 учун ~ринли экаииRИ к9рсатамиэ: 

1 1 [ 1 
S. + 1 = S. + (а + 1) (а + 2) (а + 3) ~(. -г 4) = 3 6" + 
+ 1 ] + I 

(. + 1) (. + 2) (а + 3) (. + 1) (. + 2) (. + 3) (. -t- 4) 

1 [1 1 ] 
= 3 "6 - (а + 2) (а + З) (а + 4) . 

Демак, бернлган ифоJUi VnEN да уринли жан. 
7-мисол. 

S = ж+l +'ж+З + ж+7 + 
n 2 4 8 

+ .х+2n-I 
2" 

_ (z-I) (2"-1) + n 
- 2 

тенг ликнинг ТУFРИЛИГИНИ курсатииг. 
ж + 1 (х - 1) (2' - 1) 

Исботи: n = 1 да -- = + 1 теНГЛ;IК 
2 2 

уринли. Тенглик n = k учун S'ринли деб, унинг n = k + 1 
учун фрилигини ку-рсатамиз: 

~ 1 • 
S =S + .х+:с'+ -1 =tж-I) (2"-1) +k+ 
_+1. 2 2 

+ .r + 2* + 1 - I = (ж - 1) (2* + 1 - 1) + (k + 1). 
2 2 

Демак, теиглик VnEN учун туrри 9~H. 
8- М а с а л а. Агар ~ap бир ИШЧII соатига таХМИlfан 

1 3- КВ." деворни суваса, 6 ишчи кунига 7 соацан иш-
3 

лаб, узунлиги 128 м ва баландлигн 3,5 м БУ,lган деворни 
неча кунда суваб чи~ади? 

. 1 
Ечиш. 1) 128·3,5= 448(кв. м); 2) 3- 7·6= 

3 

= 140(кв,М); 
3) 448: 140:::::: 3 кунда суваб булар экан. 

Муста~и.ll ечиw УчУн мисол ва мacuалар 

1. 
0 .... +8 (5-0.8~)-5:2~ 

7 ( 2--2·90. 
1 -·8- 89-2 б:-) 34 -8 ,. 8, 5 
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5 --4 - :5-( 4 1) 8 
45 ,) 15 2 0,3:0,001 2 

2. -2 9 .34-+ +-. 
(4 -+075).3 - 7 70 7 

3 ' 13 

-+0,425-0,005:0,1 6-+5-(
3 ) 3 I 
542 

3. 1 1 + 5 • - 0,05. 
305 ..... -+3- 26:3-, 'б 3 7 

1 1 2 2 
3 -·1 9 + 19 5'4 - 3 5 + 4 - + 2 -
з' ,. 2' 3 15 

4. б2 : (1 ) . - - о Iб О 5 1 - + 4 1 
75' '20' 

[1 
5. 

1 . 17 ) J 5:( -:ю + О,б - 0,005 ·17 

5 1 23 
-+1 --1-
6 3 30 

1 
4,15+12" 

+ 5 
33:4-:; 

:0,25. 

( 4 5· 1 ~ - б 75).0 б6 
J 3 ' • 

6.-[ 41 2 
4 

1 и·о,22:0,3 - 0,96 

3,(3) 0,3 + 0,(2) +"9 :2 3 +(0 2-.!).1 6 , 40 • 

( 
3) 3 ( 0,216 ) 188+2 - .- --+056 :05 

, 25 16 О, t5 ' , 
7. -- 13 2б + ( 3 2) 

0625- -:- 77:24- + - ·4 5 , 18 9 ' ... 15 • 

( 
1 7) 18 r ] 2 8. Iб"2 - li '9 'зз + 2,2· L 0,(24) - 0,(09) +li· 

( 
32 13') 

1 - -- ·3 б 
0,128:3,2+0,86 БЗ 21 ' 

9. 5 2 
- . 1 2 + О 8 О 50.')·- - О 002 6" • 5 • 

1 
3 - :10 + 0,175:0,35 

10.' 3 ,,'51 
175-1 -.-

1756 

_0_,1_25_:_0 ,_%5_t_I-.-.:.~:...:_2_,5 
11. 

(10 - 22:2,3)·0,46 +1,6 

(!.!._2.):1 4 
18 15 ' 

- (о,5-f)-з 

+(~+ 1,9}O,S. 

fJ7 
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1 
[(1- 6 ,35):6 ,5 + 9,8999 ].1"2.8 

12. 1 1 : 0,125. 
[(1,2:36)+1'5:0,25-1,8(3)0],14" 

2- - - : 13 -+ 3 -·0 (26) 

1;'. ( l' ) 1 ·0,5. 
18 - - 13 777 .-
2' 85 

( 
з8 1) 8 3 
45 15 9 65' 

1 ( 3 ) 1 ( 1 23) 12 375:1 - + 1 5:3 - ·2 - + 1 --- :-
, 2 • 4 2 7 49 147 

14. 1 ( 1 ) 2 ( 5 17) 18 
2:3 '5+ 3'4 :13 :3' - 218 - 36.'65 

[( 
13 9) 9 1 53 4625--·- '- +2 5:125:675 1-, 182б' 4 ' , , 68 

15. ( 1 ) ( 5 7 ) 2'-0,375 :0,125 + 6'-12 :(0,358-1,4796:13,7) 

[(3 ~- 2 ~+ 2 ..!...)'1~ - ~. (3 .!... + ~)] 1 2-
12 18 24 31 52 2 6 13 

16. 19 (13 13 5)" 2 1 4 . 
-: 5 - - 2 - + - + 1 - - - - -

, 84 42 28 24 27 3 9 

( 
13 ) 1 --1,5 ·1,5 

[(з.2-1'7):0'003 20 :62+ 1,364:0,124. 
17. 29 3) -( 14}1 (35 -1' ·4:0,2 2,44 + 1 23 "8 

4 { 6 [ (2,3+5:6.25).71_ 20 ,384:1,3}. 
18.51': 8,4,1" - 80,0125+6,9 

[4-З,5(2 ~-I~)]:o,16 
19. :r 

2 3 1 
3 - --:-

7 14 6 
23 49 . 

41 --40 -
84 60 

0,016:0,12 + 0.7 1,2:0,375 - 0,2 
20. 4 2 

6 -:15 - + 08 
25 5 ' 

х 

( 
28 17) 

О,125х 1 6з -21 ·0,7 

21. (~-~)'8 !..- =0,675.2,4-0,02' 
24 40 16 



9 (1 !..!. - 0,945: 0,9) 
х 20 

22. 1,05:0,24 - 15,15:7,5 = --.:.-�..:..,!;:----4~.!:--: 7-....:~ 
40 8 

15,2·0,25 - 48,51 :14,7 ( ~-!.-~:2.!...).1...!. 44 11 66 2 5 
23. х 

= 3,2 + 0,8· (5 + -3,25 ) . 

аксиомасидан фоАдаланиб, l\уАидагиларни исООт-Индукция 
ланг: 

3 + 5 + + 2n + 1 _] 1 
24'"4 з6 n2 (n + 1)' - - (n + 1)1 

25. (1 - .!...) (1 _.2) . [1 _ 1 ] = n + 2 • 
4 9 , (n + 1)1 211 + 2 

1 1 1 n 
26. -+-+ + =--. 

1·3 3·5 (2n - 1) (2n + 1) 2n + 1 

27. _1 + ~ + + n~ = n (n + 1) '. 
1·33·5 (2n-I)(2n+l) 2 (2n+l) 

28. _1_ +_2_ + + n == 
1·3·5 3·5·7 (2n-l) (2n+ 1) (2n+3) 

n(n + 1) 

2(2n + 1) (2n + 3) • 

29. + 1 + + 1 
а (а+ 1) (а+ 1) (а+2) (a+n-I)(a+n) 

n 

а (а + n) 

l\уАидаги масалаларни арифметик усуллар билаи ечинг. 
ЗО. 1) Таl\рибиА сонда охнргн pal\aM ниманн K~pca

тади? 
2) к.аЙсн )\олларда таl\рнбнА сонларнинг аННI\ЛНГИ 

каср хонасннинг раl\амлари сони билан аНИl\ланади? 
к.аАси ~олларда I\ийматли РЗl\8млар сони билан аНИI\
ланади? 

31. 2 ~ СОIIИНИНГ I\ИЙматини 0,05 гача ащликда Tal\

рибий J{исобланг. Хосил б~лган сон берилган сондаи 
катта ёки кнчик була оладими? 

З2. 9752 сум 52 тиАнн 9800 с9мгача ЯХJIитланди. 
Абсолют ва иисбиА хатоликларни топинг. 

33. 100 кг гача аНИl\лнкда олннган 567800 кг таl\РИ
биА соннннг ннсбнА хатоJlигини топннг. 
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34. 4,666 ... сонини тfлдиРИШ l4\оидасига асосаи учта 
ишончли pal4\aM билан ёзинг. АБQ)ЛЮТ вз нисбий хзтолик
ларни топинг. 

35. Вир буюмиинг УЭУНЛИГИIfН улчаганда ками билан 
5,82 мм, ОРТНFИ билан 5,83 мм ЧИI\ДИ. ~лчаш аНИI4\ЛИГИ 
I4\знча? 

36. I(учанинг уэунлиги ва Москвадан Санкт-Петер
бурггача булга н масофа улчаб ЧИI\ИЛДИ. Вириичи ~олда 
1 м гача аИИl4\ликда 1 км ЧИI4\ДИ; иккиичи ~олда 1 км гача 
аНИl4\ликда 651 км ЧИIl\дИ. I\аАси улчаш аНИI4\РОI4\ ЧИl4\l4\ан? 

37. Ника учуи берилган ундан бирлар аНИl4\лигидаги 
таl\рибий соннинг енига ноль еэиб еКИ бор нолни таш
лаб булмаАди? 

38. Вуйи 1,42 м ва зни 71 см бfлган тунука 4,5 кг 
ке.lаДи. Шу тунуканинг 1 КВ. дМ бу.'1агининг ОFИРJIIIГИ 
l4\анча (1 г гача аНИl4\ликда)? 

39. Алюминийнинг солиштирма О.FИРЛИГИ 2,7 г/см 3 . 
~I\У8ЧИ бу ОFИРЛИКНИ тажрибада топиб, 2,5 г/см3 ни >\0-
СIIЛ I4\ИЛДИ. ~лчашнинг нисбий хатолигиии топииг. 

40. Масштаб ЧИЭFИЧИ билаи I\аламнииг уэуилигини, 
дафтар еки китобиинг fлчамларини улчанг, ~осил булга И 
МИl4\дорларни ва уларнииг хатоликларини еэинг. 

41 
7 5 9 • • 

. -, -, - касрларии веprулдан кеиии туртта каср хо-
9 7 13 

наси билан езиладиган уили каср шаклида еэинг ва >\ОСII:l 
булган соиларнинг Х81оликларини топинг. 

42. Икки ишчи бирга ишлаб, бир ишии 6 кунда бажа
ради. Биринчи ишчи бу иwни еЛfИЗ fэи 10 кунда бажара
ди. БИРИI:IЧИ ишчи бир неча кун ИШ.1ади, иккинчи ишчи ун
дан кеАнн ншлаб, l4\олган ишни тамомладн. Уларнииг икка-

1 
ласи 12 - иш куни сарф I\ИЛИШДИ. х.ар бир ишчи неча 

2 
кун ишлаган? 

43. ЭлеК1'Р билан ишлайдиган иккита шамол машина 611-
рин-кетии 7 соат ншлаб. биргаJIИкда 3 киловатт-соат энер-

3 
гия сарф l4\илади. Иккинчиси - кнловатт-соат энергия сарф 

8 
I\ИJlади. х.ар бир шаМD.ll машинаси неча соат ишлаган? 

44. Ериинг уртача ярим диаме три 6.37128· 108 см, 

Ойнинг диаметри Ер диамеТРИI\ИНГ ~ I\ИСМЯИИ ташкил 1\1\-
11 

лади. Ой диаметрини километр.18Р била н ИфоДЗJIанг. 
45. Вир стаканга тулдириб чой I4\УЙИЛДИ, сунгра чой

нииг О, (3) I4\ИСМННИ тукиб, унинг урнига сут I4\УЙИЛДИ, 
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c)lHrpa яна 0.6 ~исмини т9киб, яна стаканнинг 0,75 ~HC
м"Нгача сут ~уЙнлди. Стаканнинг lI\анча lI\исмига сут ~Y
йилган? ~андай ~исмига чой ~уАилган? 

46. Хужалик Jl;aMMa ерининг .:!. ~исмига rзлла зкилган, 
5 

1З 
~олган ернинг -- ~исми полиз ва утл~ ~илинган. 

Зб 

Хужаликнинг ~олган ери урмондан иборат. Хужалик
нинг экин майдОНИ урмондан 217 га орти~; rалла экил-' 
ган ернинг О, (3) ~ИС1dига жавдар, ~олганига буrдоА 
экилган. Неча гектар ерга жавдар ва неча гектар ерга 
б\'FдОЙ экилган? 

- 47. Цехда ОFИРЛИГИ 3,2 кг дан булган 120 та самовар 
тайерланган ва унга 20 та патиис ясалган.Сарф~илин
ган Jl;aMMa материалнинг 0.96 II\ИСМИ самоварга кетган. 
Х;ар бир патниснинг ОFИРЛИГННИ топинг. 

48. Бир харидорга бир туп га3JIаманинг 0,2 ~исми, ни-
З 

КИН'Iисига к;о.1гаи газ.'1амаНИНГ"4 ~ИСМII СОТИЛДИ, шундак 

кейин тупда 14,2 м газ.1ама ~олдн. Тупда неча метр газ
лама булган? 

49. Хужалик уз аъзоларига биринчи куни 9,36 т жавдар, 
1 

иккинчи куни БИРilНЧИ кундагидан 1 -- марта кам, учинчи 
2 

2 
куни дастлабки IfК~И кундагининг ls I\исмича жавдар 
Tap~aтraH. БеРИ.'1Ган Jl;aMмa жавдар олинган Jr\aMмa Jl;G-

4 
сил нин г -- I\ИСМJIНИ ташкил ~илади. Х9жаликда I\анча 

25 
жавдар ЙНFилган? 

50. 480 га ер майдани уч булакка БУлинди. Июшнчн 

б)'лакнинг юзи биринчи булак юзининг ! ~исмини ташкил 
З 

I\иладн, учинчи булак юзи иккинчи булакнинг ярмиНli таш
кил I\ИЛадн. х,ар ~айси булакнинг юзи ~анча? 

IV б о б. I(ОМБИНАТОРИI(А (БИРЛАШМАЛАР) 

Комбинаторика --- дискрет математиканинг бир булими 
БУ_1и6, асосан чекли тупламлар билан иш кУради. Комби
наторика берилишига кура такрорланаднган ва такрорлан
майднган: уринлаШТIlРИЩ урин алмаштириш, гуру'V'ашлар-
га булинади. • 
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Чехли тупламлар табиати жщатидаи узига хос хусуси
ятга зга булиб, матем.атиканннг к5'пгина масалanарини ~an 
J9U1ишда ~атнашади. А ва В соНJfИ гупламnарнинг А U В 
биpnашмаси А ва В тупnамлар эnементларидан (бир кид 
эnементдар бир марта I\атнашади) иборат туплам, ударнннг 
А n В кесllшмаси 3СЗ бу тупламлар учум умумиА булган 
злеыентлардан иборат туплам бу.1ади. 

Мисол. А- 11,2,3,41 ва В= 13.4, 5! тупдамдар
нинг биpnашыаси ва кесишмасини l"ОПИНГ. 
Ечнш. А U В= 11,2,3,4,51. 
Шу А Ба В сонли туплам.rtарнинг кесишмасн А ва В 

туплам.lар учун умумиА булган эnементлардан таllЖИЛ топ
ган А n В = 13, 41 тУпдамдир. 

Мзтематикада берилган тупдам эnементлари CRнOFИНИ 
а~аш учун махсус белги ншnатилиши мумкин. Масалан, 
А туплам эnементnари санOFИ N (А) = 4, В ники эса N (В) = 
= 3 БУлади. 
М а с а л а. Барча ТУРТ конали соидар саНOFини ани~ланг 
Е ч и ш. Маълумки, барча турт хонали СОНJJарнинг УМУ-

миА куриниши ala~4 булади. Бунда ~ap бир хона бир
лигида турган ра~амнинг I\ИЙМi,JТ "абу" ~илиш имконияти 
0< й1 ~ 9. О ЕО; аа ЕО; 9, О ЕО; йз ~ 9, О ~ й4 ~ 9 булганлиги 
сабабпи, барча ТУРТ хонали сонларнинг санOFИ 9000 та жан. 

Агар бу масаnaни тупnам тушунчаси ердамида ~ал ~и
ладнган булсак, А 1 = 11, 2, ., 91, А 2 = Аз = А. = {О, 1, 
2, . , ., 91 булгани учун N (А) = 9, N (А2)= N (АЗ> = 
= N (А4) = 1 О булиб, N (А1 Х А. Х A~ Х А4) = 9000 келиб 
ЧИl\адн. Бу масanанинг ечимидан бевосита N (А) = 4 булга н
да ва 

АхАхАх х А = А It дан N (А х .. х А) = -----. 
= N (А)· N (А) .. N (А) = (N (A»II = 4 It экани келиб чи-

I\ИШННИ куриш ыумкин, Демак, 

N(A U В) = N(A) + N(B) -N(A n В) 
БУлади. 

Бу тушунчани n та туплам биpnашмз('и учун татби,\ 
IQIЛсак, у ~onдa 

11 11 

N(.~lAa) = ~ N(AJ- ~ N(A j n A j)+ N (А 1'П 
I 'F i 
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А. ПА,) + 
1t + (- I)t - I N (П А,т> + 

",~I 

n 
+ (_I)n-I N( ПА). 

~-I ~ 

+ 

Бу ф:>рмулада А}, А 2, , Аn тупламnарнинг уэnаридан 

таШl\ари улгрнинг мумкин булган барча к€сишмanари ~aM 
I\атнашади. Агар узаро кесишувчи тупламларнинг сони TOI\ 
бу.1са, у ~OJIдa (- 1) t = 1 булиб. жуфг булса, (_ I)k = 
= - 1 булади. Бу Юl\орида келтирилган фикpnар I\УЙИДI\ 
К)'риладиган мавзуларни ~an I\илишда ф:>ЙДа.1ИДИР. 

1- 1. fpИНЛАWТИРИШ 

27- т а ъ риф. Берилган n та елементли туплам эле
ментлаpuдан k тадан О/lи6 тузилган ва элементлаpu ёlШ 
злементлiJ.рининг тарти6и 6ила.н фар~ ~илувчи турли хил 
гУРУ>iлар уринлаштириш деЙилaдu .. 

Уринnаштиришлар бернnишига кура такроpnанувчи ва 
такроpnанмайдиган БУлади. 

т а к р о р л а н у в ч 11 У Р и н л а ш т и р и ш . А = 12, 31 
туплам бернnган БУлсин. Бу тупnам элементпаридан авва.1 
иккигадан, сунгра учтадан такрорnанувчи уриндаШТIfРИШ ту
замиз, яъни: (2, 2), (2. 3), (3", 2), (3, 3), бундай такрорда-

нувчи уринnаШТИРИШJlар сони ~ = 23 = 4 та; (2, 2, 2), (2, 
2, 3), (2, 3, 2). (2, 3, 3), (3, 3, 3), (3, 3, 2), (3, 2, 3), (3, 2, 
2), бу ~OJIдa B~ = 2' = 8 та ёки B~ = N (АI) = (N (А) f = 8. 

28- т а ъ риф. Берилган n та элементдан k mai!aH олu6 
тузuлган. УРUНllйШmuришларда I(Qмиди бuр элемент бuр 
ва ундин opmu~, лекин k тадан opт~ булмаган марта 
1fаmнашса, у >iОлда бундай уринлашmupuш такрорланувчu 

уринлаштuриш дейuлади га в: (бунда n ~ k БУnlfШИ мум
кин) 0P1fOAU белгuлaнaдu. 

МИ соn. Бернnган B~= {а}, а2 , аа, а.1 туплам элемент
nар:tдaн учтадан onиб тузилган такроpnанувчи уринnашти
ришлар сонини аНlЩJlанг. 

Е ч и ш. B~ = 48 = 64 та. 

52- теорема. n та элементдан k maдaH ОAUб тузш
ган барча maxрорла.НУ8Ч.и !Jринлаштиришла.р сони nk га 
meнг. 

И с б о т Н. k га нисбатан математик индукция усуnини 
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~УллаАмиэ. k = 1 булганда в: = в ~ = n буладн, ЧУIIКН ~ap 
бнр гypy~дa биrrадаи элемент булltб, туплам n та элементлн 
булгани учун уринлаШТИРИWJIар сони n та б9ладн. Теорема 
k = р учу н уриилн булеин, яънн в: = пР БУJlиБ, бунда ~ap 
бир гypy~ (а\. а .... а/) да ртадан элемент булнб, бар-

Р ТI 

ча уриилаштиришлар сони пР та БУлади. эндн ~ap бир гу
ру~даги элементлар сонини биrrага (а\, а. а,. а, + 1) орт
тирсак. У J\олда бундаА уринлаШТМРИUJJlар сони n марта ор
тади. Бунда н ~;; I = n . B~ = n. n р = пр + I б9ладн. Ле-

мак. k = р + 1 БУшанда. уриилаштирншлар сони nР+1 та бу
лар экан. Шу билан теорема иебот ~илиндн. 

Мисол А = Ix\. Х2• х,. x.1 тупламни В = (9\. У •• 9,1 
тупламга неча Хил усул б~lан акслантириш мумкин? 

Е ч и ш. Бунинг учун аввал N (А) = 4 ва N (8) = з 9Ка
ннни топамиэ. Сунгра в; = 81 эканига ишонч ~QCIUI r~ила
миэ. 

Математнкада такрорлаиадиган уринлаштирншлар билан 
бирга такрорланмаАдиган урин..,аштиришлар J\aM ~аралади. 
Масалан. А ={а. Ь. е. dl туплам ЭJJементларидан нккнтадан 
~илиб таКРОРЛilнмаАдиган уринлаштиришлар тузаМIIЭ: 

(а, Ь), (а. с). (а, d). (Ь. а). (Ь. с). (Ь. d), 
(с. а). (с. Ь). (с. d). (d, а). (d. Ь). (d, с). 

.... )\осил булган натижадан куриниб турнБДIIКИ. 4 тз зле
ментдан 2 тадан олиб туэилган такрорпанмаАдиган уринлаш
ТИРИWJIар сони 12 та булар экан. 

29- т а ъ риф. Берuлган n та 9леJ4ентдан k тадан 
олu6 т9зuлган УPUНAQШnшрuшларда ~ap 6ир MeJ4tнm 6ир 
J4apmaдaH 1famнашu6. г9Р9:{лар 6ир-6ирuдан 9лtJ4tнтларu 
ёки 9леJ4tнтларuнuнг тарmuби 6uлан фар1f "иАСа. 9 :{ОЛ
да 6ундай gРUНАаштuрuшлар такрорлаНJ4айдUган Орин
лаштuришлар деЙUADди ва (Arangiment - gРUНАаштuриш) 
A~ Ор1fалu 6елгuланадu. 

М и с о л А = I а1 • а., , а" \ ,.умам ЭJJементларидан 
иккнтадан ~илиб такрорланмайдиган УРИJUlаШ'гиришлар 
туэннг. 

Е .. и ш. А = I а 1 • а •. 
A~ ни тузамиэ, яънн: 
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(а\. а.), (а!. а,). (а1 • aJ. 
(а.. а\), (а.. а,), (аа. а.), 

,а,,] туплам злементларидан 

, (а1 , а,.) (n - 1) та 

, (а.. а,.) (n - 1) та 



(а", а1), (а,... aJ. (а" aJ, , (а", a"_1 ) (n - J) та 

демах, ~p бир ~aтopдa (n - J) та гypy~ булиб, n та ~a
торда n (n - J) 1'3 гypy~ булишиии ЭЪТltборга олеак, у ~ол
да A~= n(n -1) ~улар экан. 

Бу MНCOJIдaH куриниб турибдики. n та элементдан 3 та
дан олиб тузилган барча такроpnанмаАдиган урннлаuпириш
лар сони A~ = n (n - 1) (n - 2) та булар эка н . 

53- т е о р е м а. n та ВАементдан k тадан олuб ту
зилган барчо тахрорланJtaйдиган gРUНAD.штuрuшлар COH~ 

A~=n(n-l)(n-2) (n-(k-l)] 

бgлaдu. 
И с б о т и. А = 101' 02' • а,,! тупламнииг а1 элемен-

тини биркичи элемент еифатнда танлашда n та имконнят 
мавжуд булгаlUIИГИ учун унн N (Х 1) = n ор~али белгилаА
лик. зидн о. элемент учун n - 1 та имконият ~олади. унн 
N (Х.)= n - J о~и белгнлаАмнз. аз учуи N (XJ = n - 2 
та ва ~оказо 0* учун N (Х.) = n - k + 1 та имконият ~O-

ладн. Натнжада Юl\орнда куриб Утилган муносабатга асо
сан 

A~ = N(X1)N(XJN(Xa) •• N(X*) = n (n -1)(n -2) •. 

(n -(k-I») 

БУладн. демак, 

A~ = n(n -I)(n -2) .• (n -(k-l». 

Шу била н теорема иебот I\ИЛИНДИ. 
М И С О Л. 30 кишнлнк мажлнс учуи раис ва котибни не

ча хил усул билаи еаАлаш мумкнн? 
Е ч и ш. Мажлиеда 30 киши булса, ундан икки кишиии 

саЙJIаш керак. Улардаи бнри раНС, иккиичиеи котиб БУлади. 
демак, уларии ANo = 30·29 = 870 хил уеул била и саАлаш 
мумкин экаН. 

Х;осил I\илинган A~ = n (n -1)(n -2) (n -k + 1) 
формуладаи I\УЙНдаrn хуеуеиА натижаларни олиш мумкин: 

1) A~ = n (n - 1) (n - 2) (n - k + 1) = 
n(n-I) ... (n-k+ 1)(n-k) ... 2·1 

1·2·3 .. . (n-k) 
= nl 

(n-Тt; 
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А.= nl . 
n (n - k)1 ' 

2) А ~ = nA"-I. 
n-I' 3) А: = n(n -"I).А ::; ; 

4) А: = пА" . n-. n-I' 

" 5} А n = 1 --А .+1 
n-k n 

2- О. fpHH АnМАШТНРНW 

Математикада уринлаштириш тушунчаси бевосита урин 
a.nмаШТllРИШ тушунчаси билан бoFли~дир. 

30- т а ъ риф. Берuлган n та ЭАеА4ентлu туnAQ.AI эле
А4ентлаpuдан n maдaн олцб тузuлган ва фа1{ат ЭАеА4ент
ларuнuнг тартuбu бuлан фар~ ~uладшан {jрuнлаштuрuш
лар {jPUH аЛА4ашmuрuшлар дейuладu ва (Permutatsia
(jPUH алмаштuрuш) Рn ор~алu 6е.!гuланадu. 

Мисол А={а, Ь, с! туплам ЭJI~ментларидан такрор
ланмайдиган урин алмаштиришлар тузинг. 

Е ч и ш. А ТУПJlам Э,ilементлар сони N (А) 70"" 3 булгани 
учун 6арча урин а_lмаштиришлар (а, Ь, с), (а, с, Ь), (Ь, а, с), 
(с, Ь, а), (Ь, с, а), (с, а, Ь) булиб, РЗ = )·2·3 = б та. 

54- т е о р е м а. n та эле A4eHmдaн n тадан олuб ту
зuлган барча mакрорлаНА4ai1дuгaн (jPUH аЛА4аштupuшлар 
сони Рn = n! 6уладu. 

И с б о т и. Бунинг учун 53- теоремани хулосасидан фой

дa.nанамиз, яъни A~ дагн k ни n била н алмаштирамиз. 
у J\ОЛда 

А: =n(n-l)(n-2) 3·2·1=nl, Рn=А: =n!. 

Шу билан теорема исбот БУ.'IДИ. 
Бу теоремадан -l\Yйидаги хулoca.nарни келтириб ЧНl\ариш 

мумкин: 

) Pn=nl=nPn_l=n(n-l}Рn_2 =n (n-l) (n-

-2) ~n-з; 

А " nl ~ 2) n = дан Р n = А n Р n-" ни J\OCM ~амиз; 
(n-k)1 

nl А " -~-3) n = i(n-k)У 
Рn 

= , агар k = Обулса, 
Рn-. 
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БУладн. 

A~=-II_I- = 1 
111 

I 
Мисоn. A~ + 3A~= "2 тенгламани ечинг. 

Р" Р" s 2 --+3--
Е А.+3Ах Р,,-з РХ - 2 чиш. = = 

Рх + 1 (ж+I)Р" 

Р" (Р z _ 2 + 3 Р ж _ ~ . (х - 2) Р ж-З + 3Р ж-Э 
(.:+1)P,,·Pz - Э'Р,,-2 • (x+I)P"-З' Р"_2 

х-2+3 I I == =-
(ж + 1) Р"-2 Р "-2 2 

Бундан РХ-2 = 2; х-2 = 2; х= 4. 
Демак, теНГJ,аманинг ечими х = 4 экан. 

Р (n· - 9) 
м и с о л . n+2 ифодани соддanаштиринг. 

Рn+4 
Р n+2 (nl - 9) 

Ечиш. -...:;..:...:.....;.---
Р n+2 (n+3)(n-3) /1-3 

Рn+4 (n + 4) (n + 3) Р n+2 = n + "4' 

3- 1. rYPY'V!AW 

ГУРУJVIашnар таКpoJJJIанувчи ва такроpnанмайдиган тур
ларга ажратилади. ТакроpnанмаЙДllгаll ГУРУJVIаШЛ<IР УЗИIIИНГ 
табиати жи,\атидан ургаНllшга анча ~улаЙдир. 

31- т а ъ риф. Берuлган n та элеменmдан k тадан оли6 
ту3lJлган. "амда узин uнг maртиби га элеAfeнтларu билан 
бuр- бuридан фар'f 'fuладиган такрорланмайдиган урин
лаштиришлар гуРУJfлаш дейиладu га (французча СоmЫлаi
siол - гуруJfЛаш) C~ Ор'fалu белгuланади (бу ерда n > k). 

Мисол. А = (а, Ь, с) дан иккитадан ГУРУJVIашларни 
тузннг. 

Ечиш. А = la. Ь. с! тУп.1ам эnементларидан иккитадан 
уринnаштиришлар 6 та булади: (а, Ь), (а, с). (Ь. а), (Ь, с). 
(с, а),. (с, Ь). Энди бунда н 31- таърифдаги шарт буйича (а, Ь), 
(а, с), (Ь, с) жуфтликларни ажратамиз. Демак, 

A~ 3·2 
С2=3=-=-

з Р. 1.2 

БУлади. 
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55- l' е о р е м а. т та !JAI!..wнmдaн n тадан о.лuб. ту
ЭUAгaН 6арча такРОРAiJНJlafШU2QН гуру~лfJШAiJР сони с:. = 
= А;:': Р,. еа тенг. 
И е б о т И. Математик ИНДУКЦИЯ уеулидаи фоАдаланамиэ. 

n = 1 б9леин. C~ = A~:Pl = т БУЛJJБ, n = 1 да тенглик 

урннлидир. n = k б9лгаида C~ = А:':Р .. уринли деб, У n = 
=k + 1 учун ~И уринлн зкаиини кУрсата",из. Бунииг учун 
т та элемеитдаи k тадаи Q.IIИб тузилган ГYPY'VIapra k + 1 
элементнн ~ушсак, иаТНЖ8да (k + 1) та элемеитли ГУРУ'VIЗР 
~оснл булад.t. Натижада (k + 1) элемеитли rYPY'VIap сони k 

т-k 
та элемеитли rYPY'VIap сонидан -- марта ошади, яъи\\ 

!k,+ 1 

С.+I = т-k С. 
т k.+l т 

бу.'1ади. 

Дема к, 

СН' = т - k с! = А:' (т - k) = А .+,,: 
т k + 1 т PJ( (k + 1) Pt+1 

экани келиб ~ади. Шу билан теорема иебот ~нлинди. 
J. ГУРУ'VIашлар 

~ = ст;;" 
хоссага зга, Р т 

Иеботи. Сп". = A~:P" = рm-",р" 
Рm 

Р m-(m-n)Рm_ 
Аm-n 

= _m_ = С т - n Шу билан иебот ~илииди. 
Рm-II т 

2 Ст + С"+' = Сn+1 бу' ЛИШИИ\4 иеботл~нг . n m т+' . 
Рm 

И е б о т и. Маълумки, С;:, = ,-"р,,--,р..---
,. m-n 

Рm 
Cn+l= 1 
т PII+1 Р m-II-

эканидан 

Р Рm ,... + CII+I _ т + Р Р 
I..,,'~ т - Р Р n+' m-n-' па 11 m-п 
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Р", ( 1 
=р; Р"'-II 

+ 1 )_ (m+l)Р", 
(n+l)PI/I_ II _ 1 , -(n+l)РII Р'''_1I -

Р"'+I =C II + 1 . 
Р Р 111+1 _ 11+1 (",+1) - (11 + 1) 

~ОСИЛ БУЛЯДlf. Демак, берилган тенглик уринли экан. 
3. Ушбу аАниятни исботланг: 
с: + CAo~1 + + С: = C:t\, n ~ k, n, kEN. (1) 

И е б о т и • Бунииг учун матемзmк индукция уеулндан 

фоАда.панзмиз. n = 1 булеин. у ~олда С: = q булиб. (1) 

теиглик Уринлидир. n = т учуи С: + САО t 1 + + С:' = 
= C:'~I уриили деб. (1) иииг n = т + 1 учун ~aм ryFрИЛИ 
гиии курсатамнз: 

САо+СI' + +СII +СII -С" +С"+I -CII+I .. Ао + 1 '" "'+1 -- т+l "'+1 - т+2 

Шу билаи (1) исбот t<;ИЛИНДИ. 

4- О. ТАКРОРЛАНnЧИ 'РИН АЛМАШТИРИШ 

n та элемеитли А туплам элеМентлари т та гypy~гa 

'" ажратилган БУлсJ.lИ, яъии: А = U 8 ва 81 n 8/ = flJ 
(1=1 (1 

i. j = 1. т шарти бзжарилсин. х,ар бир rYPYJ\ra кирган· 
элемеитлар соии мое равlШIдЗ k1• kz, k", бул-
сии. А тупламнинг элем.ентлари соии N (А) = n та. уиинг 
t<;ИСМ "'rупламлари элементлари сони мое равншда N (В1) = 
= k1• N (В2) = kz, N (В.1) = k". . N (В т) = k", БУ'lганли-
ги учун. бундан k1 + kz + + k", = n эканлнги кe.rlИб 
ЧИl\ади. Натижада куриниб турибдики, В1 тупламнн А туп
ламдан c~. та усул билан ажратиш мумкии, у ~OJIда "ОЛ-

• k 
ган n - k1 элементдан 8 ! тупламни Cn'-II, та УСУ" 
билаи ажратиш мумкин ва ~oкa30. Демак. В1 • 82' 
В,. тупламларии ажратиш ва купаifтнриш Jo\оидасига acocalJ 

N (k 1• ka• 

nl 
=--

k ) =С'" ·С", ·С", 
m n n -11. n-".-k, 

т-I 

n- '" k. 1 

- I j==1 

k11 (n-k1) 1 k ",1 (n - k1 - k.-

С"III ",_1 
n - r,kj 

j=1 

-k'''_I)I 
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"1 
~II ~~! •.. ~ml 

"i0CJlЛ б9лади. Шундай ~ИJJиб, n та э.nементдан тузилган 
такроpn;tнувчи 9Рии алмаштиришЛflр СОШI ~уйидагига .тенг: 

N(k k k ) _ 111 
1. l' т - "'11 "'.1 ~ml 

Бу ю~орида келтнрнлган М;tълумотлардан к9риниб.турнб
дики, агар k = n б9лса, такрорланмаАдиган 9Рии алмаштн
pНIWlap, агар k < n б9лса, такроpnанадиган 9Рнн алмашти
pНIWlap ~ОСНЛ б9лади. 

1- м и с о л. Шахмат тахтасининг бнринчи чltЭИFИГЗ 2 та 
от, 2 та фил, 2 та рух, фарэ"н ва ШЩНlf неча хм усу.'! 
билан жоАлаштириш мумкин. 

Е ч и ш. Масаланинг шартига к9ра k1 = 2, k. = 2, k, = 2, 

k .. = 1, k. = ), ~>I = 8. 

демак, 

81 
N(2, 2, 2, 1, 1)= 2! 21 21 I! 11 = 5040 та усул. 

2- МИСО.'I. А = !а" а., й:>.. Ь" bi, Сl, с.1 т9мзм э"'1е-
мент.'1аридан туэнлган .такроpnанувчи )'рин алмаштиришлар 
сонини топинг . 

Е ч н ш. А т9плам ЭJlементларини 9эаро кесишмаАдиган 
81 = la1 , а2, азi. 82 = (b l , b.l: 8з = Iс1 , c~1 ~исм т9плам
ларга ажратамиэ. Натижзда N (81) = 3, N (8.) = 2, N (8З> = 
= 2 ~ОСНЛ б5'либ. ~) j = 7 б9ладн. ~a~ бнр гуру~аги 
~ap хил урин алмаштиришлар сони мое равишда 31 21 21 
б9лади. N (А) = 7 булганлиги сабабли А туплам элемент.'!а
ридан туэнлган 9Рин алмаштирltL1JЛар сони 7) буладн. Бун· 
дан мумкин булган барча такрор.'1анувчи .9РИН алмашткриш
лар сони шу 7 та элементдан туэилгаи урин алмаштнрнш
лар сонидан 31 21 21 марта кам б9л;ци, яъни 

71 
N(З, 2, 2) = = 210 ТЗ. 

З' 21 21 

Муста~ил ечиш учун миС'О.'1 аз масалалар: 

1. ~исобланг: А:6 : A~: в:: 8~: Р7: q: C~: Cf6. 
2. Тенгснэликларии текширинг: 
а) Ciз < с '7t'; б) C"'I8" ..>~; в) 5C~ < CII~2' т, n Е N; 
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r) ~ > 1IC~_2; д) C:+~ - C~: <; 10; е) A:'+I:C::::: > 
> 14Р.. • 

3. I\yйидагиларни исботланг: 

а) .С: + С*;I = C~+I ; 

б) С':, + СIII"-I + + C;'_IO = C;.t11-с:.-t.IIО ; 
В) C~+2C:S+ +n~=n.2,,-I; 

r) _о:. + C~ + + С: = 2 11; 

д) ~ + 2C~ + + (n + I)С: = (n + 2) r J
; 

е) о:. -C~ + + (- 1)"С: = О; 

ж)со_...!.с l +.!..с2+ + (_1)" 
" 3J" 5 " 2n + 1 

С:= Р,,2" 
(2n + I)I!' 

буерда 1·3·5. (2n+ 1)=(2n+ I)I!; 
з) q+C~+ +~= C~+I. 

4. к.уitидаги теигламаларнw tчинг: 

а) С ;ж+ 1 : С ;;~I = 2: 3; б) А;_I - С ~ = 79;! 
,..'l 2 2 3 

В) 3l. .. +1 - 2А ж = х; г) С х+1 : С х = 4: 5; 
1 .- 2 3 ж-I 

д) 12 С .. + СЖ+4 = 162; е).А х+1 + С х+1 = 14 (х + 1); 

з ж-2 - 14· ) сж-4 - 2-АЗ. ж) Аж + С х - х, 3 ж+1 - 15 x+l' 

и) А;+З = С;+2 + 20; К) C~ + ~ = 11· С;+ 1 • 

5. Тенгси3JIИКНИ ечинг: 

а) С4.-1 - С;-I - : А ~-2 < О; б) с;:;: 

В) с;:;: < 21; г) 3C~+I + Р2·Х ;;. 4А ~ 

3 
>'2; 

143 Р • 
6. Умумий ~ди х" = C~+5 - --. ,,+5 булган (х,.) кет· 

96 Р 
,,+З 

ма· кетликда неч-га манфИЙ ~Д бор (n Е N)? 
7. У мумий ]\аДИ 

_ 195 А:+з EN 
х---- n 

" 4Рn Р ,,+1 ' 

6-2823 81 



UУШCl.n \X,J I\t::Tмa- к~ликда нечта мусоат ~ оорлигини 

аlПЩJJанг. 

8. Умуuий JY1ДИ 
_A~+4 ~ 

x/I- --- 4Р , nEN 
р /1+2 /1 

булган (x,J кетма- кетликдз манфий JYlдни ·топинг. 

v 60 6. ~~и~иА COНnAP 

1- §. ~АI(ИI(ИА СОНпАР ВА УJlАР УСТидА АМАМАР 

Мактаб математика курси >\Змда ю"орида курнб ymлган 
мавэулардан маЪJ1умки, N = 10, 1, 2, , n, , Ш, ••• 

.. ",'" 1- U Z I Ш, , (J) • ~ нзтура.'l сонлар туплами, =. 
- 4, -- 3, - 2, - 1, О, 1, 2, .1 бутун сонлар т·уплами, 

Q = {-;- /' q Е N /\ р Е Z } рационал сомар туплами ус
тида бажариладиган аМЗJ1лар ва муносабаТ.'Iарни мушо~ада 
"илиш натижзсида айрим ХУЛOCЗ.'lарни келтириб чи"ардик. 

Шунингд~к, нхтиерий рационa.)f L = А. t 1 , t2 tn q 

еки L = А, Ь1Ь2 • 
q 

Ь. (t 1 .~ • • t,J ёки ; = А (t1 t,J 
сонларнинг чексиз даВРhЙ унлн каср шаклида тасвирланиши 

~""даги маЪJ1умотлар билан ':'Э.нишднк. Лекин математика
да х2 = 2, 2х' - 3 = О, x~ - 3х + 1 = О каби теНГ.1амалар 
~M мавжудки. бу'тенгламалар рациоНaJI сонлар тупламида 
ечимга эга эмас. Шунннг учун бу тенгламаларни . ечиш .за
руратн бевосита сон тушунчаСIIНИ кенгайтириш лазим экан
лигини та"озо "илади. 

56· т е о р е м а. К вадрапш Ul\JCuга mенг булган раци 0-
нал сон мавжуд эмас. 

Исботи Фараз "илаЙ.пик, квадрати 2 га тенг булган 

рационал сон мавжуд будеин, яъни t L)2 = 2. (р, ч) = 1. 
. q 

Бундан р2 = 2ч2 БУлади. бу тенг ликнинг унг томони 2 га 
булинади, демак. р2 - жуфг сон. у ~OJIда р оони 2 га бу

, Лllнади. Р = 2k БУлса. 4k2 = ч2. 2. бунд;lН cf = 2k2 БУ.1I1Б, 

q = 2.-z экани келиб чи"ади. демак • ..!!.... касрнинг сурат ва 
q 
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махражи 2 га ~ис~ради, бу эса ~ИЛ инган фараэга энДДир. 
Шу билан теорема исбот БУлди. Дема к, квадрати 2 гa~ тtIIг 
раnионал сон мавжуд эмас экан, ч~нки 

У2 = 1.414 
1 

24 
r 

100 
4 96 

281 I 400 
1 281 

282 4 I 11900 
4 11296 

~аралаётган бу ~олда квадрат и..,диэ чи~ариш жараёни ~еч 

бир тугамаАди. Акс ~олда у2" бирор ч~кли унли касрга тенг 
булар эди ва ШУIIИНГ учун У рациоиал сон булар ЭДИ. Ву 
эс:а ЮI\ОРИда IlсООтланган жумлага ЗИДДllр. Шундай ~илиб, 2 
дан кмдрат И.IIдиэ ЧИl\арганда чексиэ УИ.llи каср ~ОСИ.II бу
.1ади. Бу каср даврий була олмайди, у чексиз даврий бул
маган унли каср булади. 

Даврий булмаган чексиэ УИ.llи касрларга OJIиб КeJlздиган 
яна бир масманн l\ар~Алик. Маълумки, рационал cOНJIap 
узлукенэ МИl\дорларни УЛЧаШ учун етарлн эмас. Бу масала 
кесмаларни улчаш, Улчовдош. ва улчовдош булмаган кесма
лар ~I\Ида My~oкaMa юритишгз OJIliб келади. 

Берилган АВ кесманинг УЭУНJIИГ .. Нlf 1 (АВ) ОРl\aJlИ ИФО
далайлик. у ~o.IJAa I\уйидаги фикрлар уринли булади: 

1) АВ кесма учун 1 (АВ) ~ О булиб, А = В булса, У ~ол
да l (АВ) = О будади; 

2) АВ кесма учун ~ap доим 1 (АВ) = 1 (ВА) УРИНJIидир; 
3) Агар С HYI\Ta А ва В НУI\Тдлар орасида жойлзшган 

булса, у х.ома 1 (АВ) = 1 (АС) + 1 (СВ) БУJlади; 
4) Агар ED кесма учун 1 (ED) = 1 булса, у ~ОЛд;l ED 

кесма бирлик кесма БУлади. 
ED бирлик кесма ва АВ кесма берИ.IIГан булсин (1-

чизма). 
32- т а ъ р н ф. Агар ED кеСAlанu Ш!Jндаи n та mенг 

6УАакка бfiАиш AlУAl1ШН булсакu, натцжада ED НШlг 

...!.. бfi/lQ2Ц 6ерuлган АВ кесAlO.нцнг цчuда 6црор т 6уmун 
n 
СОН Alйртл ЖОЙЛQшса, у {ОАда АВ кеСAlа CD кес ... а бuлйН 
УAlУAluй !Jлчоедош деЙЦЛQ-)U. 
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Бу ЮII\Оридаги таъ-
А ~ • рифдан келиб Чiil\иб. 
• ,.III ~p fl\Зндай икки кес

(. f 

1· раем. 

8 

n 

А ""W'----"" 

2· раем. 

Е 

ма УЛЧОВдОШ булади
ми? - деган саВOJlНИ 
~араб Чff~аА.пик. 

57- теорема. Не
maлган квадратнинг 
дuагоналu унин.г то
ЖJНАарu бuАаН УА
чО8дош ЭAUJC. 

Исботи. Теска
рисини фа раз ~НJlиб 
исботлаЙмиз. Фа раз 
fl\ИлаЙлик. ABCD ква
дратнннг АС днагона -
ли унинг АВ томони 
БНJIан улчовдош бул
еин. У ~o.r:дa бу кес
маларнинг умумий У.1-
чоmf булади, яъни 

шундай кеема мавжудки, у АВ кеемагз роса n марта, АС 
кесмага роса т марта жойлашади, ЯЪНJI 1 (АВ) =nl (NK). 
I (АС) = тl(NК). /(NK) = 1. Бундан ACEF квадратнинг 
юзи AВCD квадратнинг юзидан роса 2 Mi\pтa катта эканини 
БНJIган ~олда S АСЕР = 2s ABCD еза оламиз. Энди lI\ийматлар-

ни уз урнига I\УЙсак, m2=2nl булиб, (';)2 = 2 ~осил була-
• т 

ДН. Леки н олдинги теоремага аеосан - рационал сон була 
n 

олмайди, демак, I\ИЛИRган фараз НОТУFРИ. )\ар lI\андай квад
ратнинг диагонали унинг тамани билан улчовдош эмае экан. 

Бу Юl\орида КЕ'ЛТИРlfлган муло~.заларга таянгаи ~олда 
l\Yйидаги хулосаларни ке,пириш мумкин: 

1. Агар АВ кеема ЕО У3УНАUlС 6иРАиги БUАан gJlЧО8дош 
БУАСа, у .~OAдa YHUOf.Z УЗУНАuгu рационаА еон БUАан uфа
даАанади. 

2. Агар АВ кеема ED УЗУНАUК БUРАuгu 6ИАан УJlЧов
дош булмаса, унинг узунлuгu -\,еч 1{андаiJ fXЩuoнаJl сон 6и
Аан ифодаланмаЙдu. 

)\ffi\Иl\атан ~aM, АВ кесмзга ED ни ИКЮI MJPТ:'l. I\уйган, 
дан кейин ED даН кичик СВ кеема "олди ДЕ'ЙЛик. Бу х,ол
да АВ HtlHr уэун.'1иги таl\Рllбан 2 сони билан ифода.паНИШII 
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таБИИЙ. Уэунлик бирлнги ED нинг ~ булагини С ну~таАЗН 
10 

бошлаб СВ га l'iуйиб Чiщамиэ, М-1салан, 5 марта l'iуйгандан 
кейин С' В I'iОЛДИI'i кеема ~oeM булди деМик. Сунгра ED 
НJlНг ~ булаГИНIf С' В га ~уямиэ, саккиз марта ~уймган-

100 
дан сун г с" В кесма I\олдиl'i ,\ОЛДИ деЙлик. АВ нинг узу н
лиги таl'iрибан 2,58 га тенг булади. Бу жараенни кеТ
ма- кет давом этrирмса, АВ кесманинг уэунлиги даврий 
булмаган чекеиэ уми каср бмаН,ифодаланади. U1ундай I\И
либ, кесма.'1аРНII улчаш масаласи биэЮ! рационал еомар туп
ламини бу тупламга мусбат чекеиэ давриймае уми каер
ларни I\УШИШ бllлан кенг~йтириш эарурлигига о,,']иб келди. 
Маълумки, алгебранинг э~тиёЖJlари муебат чекеиэ даврий
мае уми каерлар билан бир "аторда манфий чекеиэ даврий
мае унли каерларни х.ам бир вal\Tдa I\араш эарурлигини Т1-
1\030 I\илади. 

Чекеиэ давриймае унли каерлар била н таевирланаД\lган 
еомар uррацuoнал сонлар деб аталади. 

Ми сал. v2, vз: V5 ва 3,1415926536 ..• каби еон
лар иррационал соtlлардир. • 

33- т а ъ риф. Рацuoнал ва uррацuонuл сонлар бuрго.
Аикда .{ШfU'ftm СОНАар де6 аmаладu да у R курuнuшда 
6елгuланадu. 

1 
Ми сал 5,634729 15.25; 3-; 3(231); .181, 

4 
23372 кабмар х.зI\Иl\ИЙ еонлардир. 

х,аl\Иl\ИЙ еанларни а = А, Pl' Р3 Р" 
~ = В, q. q! q" " = с, [,. [2 [" каби 

КУРИНИШЛdрда еэамиэ. 
Агар берилган а вi\ ~ х.аl\ИI\ИЙ еонларнинг бутун I\ием

лари ва мое унли хона раl\амлари бир ХIIЛ булеа. у ~ОЛда 
а = ~ БУлади. 

а ва ~ уэаро тенг булмаган муеоот х.зl\ИI\ИЙ санлар бул
еи~ агар бу СОlfJlЗРНИНГ бутун I\иемлари ~ap хил БУлса. у 
х.олда бутун I\иеми катта булгани катта ~lIсобланади. Агар 
а ва ~ сонларнинг бутун I\иемлари узаро тенг булиб, вер
гулдан кейинги мое унли хона раl\амларини таl\I\ослаш на
тижаеида бир хил уили раl\амлаРllдан каттаеи аНИf\ланеа, 
шу х.аf\IЩИЙ сон катта ~иеобланади. Масалан, 5,6348 > 
>:3,9901 37,1269 ... > 37,0394 уз < v5; 
0,152131 > -8,4132J ва х.окаэо. 
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Беpиmaн JIIеки маяфнй ~l\иlQlA сондан ~Acн бирннинг 
абсолют l\иАматн ЮfЧНК б5'лса, Ушаниси капа б9лади, "маса
лаи, - 37,1269 < - 37,0394 ... , чунки 37,1269 .. " > 
> 37,0394 . ..; - 0,3333 < - 0,3332 чунки 
0,3333. . > 0,3332 . 

}\а~I\ИЙ сонлар учун уwбу xocca.nap уриклиднр: 
1) CI = ~ булеа, g -{о.сда ~ = CI бgAaдu; 
2) Агар CI > ~ ва ~ > '\' бgАСО, g -{ОАда CI > '\' бgllaдu; 
3) Агар CI>" бума, uхmuiРuй V СОН gчgн' CI ± '\' > 

> ~ ± '\' бgAJJдu; . 
4) Агар CI >" бg.шб, '\' > О бума, у -{ома CI '\' > ~ '\' 

tIй ~ > !. бgАадu; 
V V 1 

5) Агар CI > О, "> О бrJAUб, CI > ~ бума, g -{ОАда j""> 

> 1-- БУАади. 
а. 

Булардан намуна снфатНД8 ~ нинг нсботнни ке.лТhраМI13. 
Берилган а, " ва '\' сонларни Юl\орнда КeJmfр...лган фикрлар
га суянган J\олда та,\к.ослаАмиэ. а > ~ ва " > '\' булгани учун 
А > В ва В > С БУлзди. Бундан А > С булнб, хоссанинг 
уринли эканн келиб ЧИl\ади. Arap А = В - С б9лса, у J\ОЛ
да Рl > q. ва q. > 11 булиб, бундан Рl > 11 экани келнб ЧН
~ДИ. Агар Рl = q. = /) булеа, у ~олда кеАннги мос paf\8M
ларни "аргймиэ ва, ни~шrr, маълум мое ум" pal\aмдaH бow
лаб CI ва ". '\' сонлари ораснда CI > " ва "> '\' булса, У ~ол
да CI > l' БУЛИUJlfНИ таъмимаЙДи. Шу БИJlан z" хоссанинг 
урннли экани исботланди. 

I'OJJган хоссаларни исООт.1аwни УI\УВЧJt.1арнинг уэларига 
~вona этамиэ. 

CI = Р .. PIP. Р,. берилган ~I\ИI\ИЙ ыусбат - сон 
БУЛСJlН. Агар вергулдан с)'нг турган J\аммз к.1СР хона..,арн 
ИолдаН фарl(ЛИ булеа, у ~OJJдa Ро < CI ва а < Pu + 1 БУлиБ. 
Р. < CI < Ро + 1 муносабат CI ~I\III\ИЙ соннинг Р, ва РО + 1 
рационал соилар opIV!JIи бtЦомн.uшu деб I\аpanади. Бунда 
Ро сои CI сониинг 1 гача aнl.ЩAUICдa К.аАШ бuАаН ОАUIШIН 
nщрибш1 'ruU.lfamu, Ро + 1 эса 1 гасш ~икдa opmuFU 
БUIlaН OAUНгaн тtV{рuбuй I\UIlAlamu ~uAaдu. 

Шунингдек, ~гap 

Р +..fL<CI<P + ",+l 
о 10 е 10 

булса, Ро + -El...., Ре + Р. + 1 лар CI соннннг 0,1 гача анщ-
10 10 

86 



лuкда ка.ми ва ортири билан олuнган та'}ри6ий '}иЙ.мат
лари деЙилади. 

Ву жараённи ДЗВОМ эттирсак, У ~ОЛДЗ 

ро + -EL +.l2.. + .. . + Рn 
10 10' 10n 

ва 

Ро + !:! + ..!?!.- + . . . + Рn+l 
10 102 lOn 

чекли касрлар а соннинг 10- n гача анu'}лuкда KOМU еа ар
тири билан олинган тах.рибиЙ х.иЙматлари деб '}араладu. 

Демак, а >;ах.их.иЙ соннинг 10- n гача аних.ликдагu ка
.ми бuлан олинган та'}рибий х.иЙ.матини тоnuш учун бу 
соннинг унли каср билан тacвиpидaгu олдинги n та унлu 
хонасини сак,лаб, кейинги >;ам.ма ра~.мларuни ташлаб 
юборuш керак. Ка.ми билан олuнган та'}рибий '}иЙ.мат-

нинг охирги унли хонасига 1 ни х.ушсак, 10-n гача ани'}
ликдагu ортири билан олuнган тах.рибиU х.иЙ.мат >;осил 
буладu. 

,58- те о р е М а. И хтиёрий е > О сон берилган булсuн, 

ихтиёрий а иррачuонал сон учун шундай r ва -, рачионал 
санларни тоnиш М-у.мкинки, r - r < е булиб, r < а < r 
булади. --

и с б о т и. а > О иррационал сон берилганбулсин: 
а = Ро. Р1Р2РЗ ... рn .... 

+ Рl + + Рn " Г=Ро -
- 10 !ОП 

- Рl 
r =Ро+ 10+ 

булсин дейлик, у вак;тда !.. < а < r булади. Етарлича кат
та n учун 

1 
Г-!..= J()п <е 

булишпни ~ap доим таъминлаш мумкин эканИlШ эътиборга 
олинез, у ~олда теорема а > О учу н небот булади. 

Худди шунга ухшащ а < О учун ( = - r ва ? = 

-!.., алмаштнришини бажариб, юк;оридаги шартларни УРИНЛII 

эканини таъмннлаш мумкин. Демак, теорема нсбот БУлди. 
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Мacanан. у2 соннни рационал СОИЛ8р ор~али талаб ~и
лииган аНИl\Ликда l\уАидагича бцалаш мумкин: 1 < У2 < 
< 2; 1.4 < У2 < 1.5; 1.41 < V2 < 1.42; 1.414 < у2 < 
< 1.415; 1.4142< V2 < 1.4143; 1.41421 < V2- < 1.41422 
ва ~окаэо ~иилашиwларии ~ОСИЛ ~илаМI'Э. Бунда и к9риинб 
турибдики. 1; 1.4; 1.41; 1.414; соилар кетма-кетлиги 

v2 еонинннг ка .. и билан. 2; 1.5; 1.415; 1.4143; 1.41422; 
. сонлар кетма- кетлнгн ОРТНFИ билан алинган Т8JU>ИбиА 

I9tАматларидир. 
Бу сонлардан мое равиwда 

Ul)' и •• и2• и". (1) 

COНJIИ кетма- кетлнкни ~ОСНЛ I\ИЛНШ мумкин. 

34- т а ъ р н ф. Агар бериАгйН I! > О учgн шундaIl N. 
Jlfasжgд бgмаки. Ne < n БУАгйН 6арча и .. :raдAap ва А уз

гар.llас сон !f'IУН 1'1" - А 1 < I! бg.tea. 9 ","0.1100 А сон и" 
Kef1l.Jlfa- KeтдuкниHг .IIUAlumu деЙU.llади sa lim"" = А oplfa-

. n ..... C8 

Аи бе.llгuАанадu. 
59- т е о р е м а. а ва fJ. 1%'< Р ~al{U'{uU СОН.Аар учун 

шундшl чексuз Kgn ~ ~аlfulfUU сонлар AIlJ8Жgдкu. а < ~ < 
< fJ БУ.Аади. 

Иеботи. а=РО'Р.Р2 Р" .fJ=qo' q.q2 q,,=O 
булеии (даврн 9 дан и бора т булган каерлар булмаеии). 
Эиди чекли УМИ каерларни солиштириб кураМIIЭ: 

Ро. РОо Рl; Ро· РIРа; 

qo; qo· q.; qo. q.q.; 
Шартга кура а < fJ булгани учу н ЮI\ОРидаги кетма- кетлик
да тартиб билан борганда. пастдаги кетма- кетликка I\apa
гаида кичик булган Ро • Р 1 Р2 Р. сон топилиб. Ро' Р. Р2 · .. 

р._, = qo' ql q2 q._I' лекин Р" < q. (бунда Ро < qo 
булишн ~aM мумкин) БУладн. Эндн бу урннда а нниг k та 
раl\ЗМИНИ С8lV1агаи ~олда , нниг I\HAMaTH учун '=Р •. р.Р.· .. 

Р. tH1 tH2 YНJIH касрнн тузамиэ. КеАинги 'Н1 t.+2 
хона раl\амлари l\андаА булса ~aM ,< fJ БУладн. РН2+ 9 
~алда t.+1 еифатида РНI дан катта булгаи соинн ала .. иэ. 
у ~олда а ~ БУлади. Бундан бевоснта а < , < fJ 9Канли
гига ишонч ~ОСИЛ l\ИЛамиэ. Эиди tH1 t.+2 pai\аМJl~РИНИ 
бнроита хонадан боШJlаб нхтиёриА равншда танлаб алиш 
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МУ~IIШН булганидан а ва ~ ораснда чексиз куп , сонлар 
мавжуд эканлиги келиб чи~ади. а ва ~ СОН.'Iар манфиА бул
ган 'l.олда 'l.aM ис6от шу УCJIубда OJIиб борилади. Шу б.,лан 
теорема ис6от ~нлинди. 

511З' 'l.озиргача рационал сонларнигина бир- бири бнлан 
I\}"ШИШНИ биламиз, яънн 

.!!!..+.!..= mp+kn. 
n р пр 

Энди икки сондан бири ёки иккаласи иррационал булганда 
уларнинг йиFиНДIIСИ, аАирмаеи, кулаАтмаеи ва булинмаси 
l\андаА ани~ланишини куриб ЧИl'\амиз. а = 1,41421 . ~f\
I\ИI\ИЙ сон берилган булеин, а нинг 1 гача, 0,1 гача, 0,01 
гача, ,10-/1 гача ва ~оказо аНR~ликдаги ками билан 
олинган та~рибиА l'\иАматларини мое равишда ~O' EI' ~1' 

~, ор~али ва ОРТИFИ билан олинган таJl\рибий I\ИЙ-

матларини мое равишда llo, а;, ~, , а/l' ОРJl\али бел-
ГlI.laeaK, у ~олда 

~ = 1; ~ = 1,4; ~I = 1,41; ~3 = 1,414; ~4 = 1,4142; 

~6 = 1,41421; ва ао = 2; а1 = 1,5; а2 = 1,42; 

a~ = 1,415; а .. = 1.4143; 

ларни ёза оламиз. 
I\Ушиш. а ва ~ мусбат ~I'\ИI'\ИЙ сонлар берилган булеин. 

5у еонлаРНhНГ ками билан олииган мое та~рибkЙ Jl\ийматла-
рини I\ушиб, /0 = ао + Ьо; t l = a l + bl ; t/l = а/l + Ь/l; 

уеувчн кетма- кетлиКни, ортНFИ б-;lЛан олннган :мое Tal'\
рнбий ,\нАматларини I'\ушиб, То=ао + Ьо; Т1 = а\ + Ь1 ; Т.= 
= а2 + b~; , Т/I = а/l + Ь/l; -камаювчи кетма- кетлик
ни ~оеил I\иламиэ. Натижада бевосита 3- теорема га асосан 
е> О учун шундаА N1 мавжудки, N1 < n булганда а/l-

Е -
- а < - ва шундай N2 мавжудки, N2 < n булганда Ь/l -

-/1 2 

- Ь/l <.!. б5'либ, энди Ne ~ mах {Np N2} деб олсак, Т/I-
- 2 

- tn = (а/l + Ьn) - ~/I +.Ё/I) = ( а/l - Еn) + (b/l-~,) < е бу-
лади. Бундан шундай ~l'\иl'\иА у сон мавжуд буладики, 
t/l ~ у" Т/I муносабат УРИНJIИ БУлади. 
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35- т а ъ риф. а га ~ .{aI{~uU СОНАарнuнг йuтuндucu 
cz + ~ деб, барча а + Ь СОНАар бu.лaн, барча ii + jj СОН лар 
орасида жойлawган у -'{~и"шl т:онга аиnшладu: 

~+~~y~a+b. 
Юl\орида келтирилган фикрлар, 3- теорема ва (1) муно

сабатдан cz + ~ = у шартини I\аноатланmрувчи у еоннинг 
ма8ЖУДJIИГИ ва ягоналиги келиб ЧИI\гди. 

Ха~ИI\ИЙ еонларни I\Ушиш: 1) cz + ~ = ~ + а; 2) ('=1 + 
+ ~) + у = а + (~ + у); 3) cz + О = cz хоссаларга эга экан
лигинн иеботлашни У~У8чиларнинг узларига ~a I\и.lа
МИЭ. 

Юl\орнда келтирилган ~ < cz < а муносабатдан -а < 
< - а < - а БУЛИШИ/l1t инобатга олсак, а - а < о < а - а 
дан cz + (- а) = о муносабат уринли булиши келиб чи~ади. 

К у п ~ й т и р и ш. а _88 ~ мусбат ~аI\ИI\ИЙ соилар ~Mдa 
а < cz < а 8а Ь < ~ < Ь муносабатлар берилган булеин. 
- З6- та ъ р н ф. Иккu мусбаm а да ~ .{Ш{U"IШ COHНUн.г 
куnайmмаси деб, барча а Ь да аЬ кgрuнишдагu кgnaйm.ча
лар орасuдагu у .... lЩu/fUiгсоНаg аиmиАади: 

~~<y<ab. 
60- т е о р е м а. R СОНАи mgnламда куnаиmuрuш амаАU 

мas:жуд да ягонaiJUр. 
Неботи. Бернлган cz ва ~(a<a<a ва b<~< Ь) 

мусбат ~аI\ИI\ИЙ сонлар УЧУ н мумИин булган барча !! ~ KS'
пайтмалар а ь куринишидаги купаАтмаларнинг исталгани би
лан Юl\оридан чегараланганднр. яънн ~~ ~ у. лекин шу 

88I\ТНИНГ узнда у ~ а Ь булади, ~ ~ сонларни оpтrИРJ!Ш ва 

а, ь еоиларни камайтириш МУМКИН.1ИГИ бу ерда теНГ.1НК 
бeJJгиеини ташлаб ю60РhШга имкон берадн, демак, у сон КУ
паЙТИРИШНIIНГ таърифини I\зно.1тлзнmради. 

Энди купайтмз (1. ~ = у нин г ягона ЭКdнинн курсзтамиз. 
Е > О СОН учун шундай N J номер ТОПИ.'lадики, N 1 < n дэн 

- I! 
бошлаб I а - а i < - ва шундай N 2 номер топилаДИкн, 

n _n 2Ьn 
- е N .. < n дан бошлаб I Ьn -Ьnl < -=- булади, у ~OJIДЗ шун-

- 2a/l 
дай N e ;;;.. тах {N" N2} мавжудки, Ne < n дан бошлаб 

90 



1 а" Ь" - !!n.Ёn I = 1 а:. Ь,,"":" on.!?n + аnЁ n - ~" ~" I -
os;;; 1 а" 11 ь,. - ~" I + l.Ёn 11 -а:. -!!n I < е 

булади, б)IНдан 

I а" Ь" - ~n~n I < е ва а" Ь" > ~nEn > о 
эк~нлигига асосан а" Ь" - а" Ь" < е булиб, 3- теоремага асо
сан а· ~ = у соннннг ягона эканлнги келиб чи"ади. 

Берилган R сонли туллам )'зинннг таркибига Q с R ра
ционЗ}I сонлар тулламини олганлнгини эътиборга олсак, у 
,\о.1да Q да бажариладиган амал.1ар ва муносабатлар R да 
,\ам баЖарилади, чуиончи ушбу хоссалар уринлидир: 

1° а·О=О·а=О. 20 a,.~=~·a. 30 (a·~)·y=a·~·y). 

40 а.l =а. 50 (a,+~)y=ay+~y Л ya+y~. 

1 60. V а Е R. a=F=O учуи а· - = 1. 
а 

Бу хоссаларни нсботлашда I\YЙIIДЗГИНИ эътиборга ОЛIШl ло
зим: агар иккала кулаАтувчн НОЛДЗН $tрI\ЛИ булса, у ,\ол
да 

а Щi ~ бир хил ишорали булганда а· ~ = 1 а 1 1 ~ 1; 
а, вз р '\Эр хил ишорали буnrанда а· р = - j cr.1 1 ~ 1. 

37- т а ъ риф. 1) а ва ~ .{а~UI\UЙ сонларнuнг aUtlpACocll 
а - ~ деб, cr. = ~ + х шарmuнu ~анoamJlaнmuрувчu х .{~и
~ий С()нга айmuАади. 

Таърифга кура х = cr. - р БУлади. 
2) Агар ~ =t= О 6gАuб, а ихтuiРuи булеа, а ва р сон-

а . 
Jlарнинг Ii" БУJlUН.масu деб, ~x = а тенгJlамани "аноат-

ланmuру8ЧU Х сонга айтиJlадu. 

Таърифга кура х= ~ = а:р булади. 
р 

Ха,\и,\ий соилар тулламида А р х и м е Д а к с и о м а с н 
бажарилади: Jfap ~Hдaй .мусбаm а ва р .{tЩU~uU СОНJlар 
учун шундай n натурал с()н мosжудкu, па > ~ буладu. 

Исботн. А < а ва ~ < в шартларини "аноатлантнради
ган иккита мусбат А ва В рационал сонларни onaмиз. Ра
ЦHOнan сонлар тулламнда шундзй n натурал сон мавжудки, 
пА> В БУлади. Танланишнга кура, а > А дан па> пА 
(монотоилик шартига KY~ ни ёза оламиз. Бундан nа, > 
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> пА > В > Р БУ,1JJБ, па > ~ экани келиб чи"ади. Шундай 
"илиб, бу акеиоманинг уринли ~канлигн иеботланди. 

2- 1. ~А~И~ИА соннинг 6)'Т)'Н ВА I(АСР ~ИСМИ. 
~А~И~ИЙ соннинг МОД)'ЛИ .. 

а = РО> Р,Р2 Рэ Р,. ~"и"ий сон берилган бул-
еин. Бу а ~"и"ий еоннинг бутун ,,1!eMH вергулдан чап то
монда жомашган еонлар, каер "неми вергулдан унг томон
да ЖОЙJIаwган еонлар, яъни 

а = Ро' Р,Р 2Рз Р,. = РО + 
+ О, Р, Р2 Рз Р,. 

38- та ъ риф. а {а1{U1{UЙ COHНUHг буmун I\UСАШ де6, а 
сондан каmmа бgлмаган 9нг кammа буmун сонга аа,nцла
ди ва (а) курuнишuда бе~гuланадu. 
М и е ол. З,7; 5,128; 8; - 5,8 еонларининг бутун "ием,,

ни топинг. 

Е ч и ш. Таърнфга кура (а) ~ а эканндан (3,7) = 3, 

(5,128) = 5, [8] = 8, [- 5,8) = -·6 ни ~ОСИЛ "нлаыиз. 
х.а"и,\иЙ соннинг бутун "нсми уз навбатида (a)!!t;; с1 < 

< [(1) + 1 муносабатга БУЙеунади. Чунки таърифга К)'ра 
(5,128) !!t;; 5,128 булиб, бундан 5 ~ 5,128 < 6 муноса6ат 
УРИНJIti, у ~O;1дa [5,128) с;;; 5,128 < (5,128) + 1 ни ёэа о.'1а
миэ. 

Ю,\орида келmрилган маълумотлардан I\УЙИд;lГИ XOC~
лар кеЛJJб чи"ади: 

1) Агар а, Ь Е z бу~а, у {олда (а + Ь) = (а) + (Ь] 
буладu; . 

2) Агар С1, р Е R булса, у {олда (а + Р) > (С1) + [~) 
бgладu. 

МиеО,1. а= 3,789 ва Р = 4,842 еонлари АИFиндиеининг 
бутун "иемини уларнинг ~ap бирининг бутун i\исмлари йн
Fиндиеи ОРi\али ифодаланг. 

Ечиw. u+Р=3,789+4,842=8,631, ('iYHдaH (8,631)= 
=8; 

(а) = (3,789) = 3; (Р) = [4,842) = 4; 

Демак, (С&) + (Р) = 3 + 4 = 7 ва (а + Р) = (8,631] = 8 
булиб, бундан (а + Р] ;;;.. (а] + [~] БУлади. 

39- т а ъ риф. и )jй1{U1{UЙ соннцнг {а} кшр I\UСАШ деб 
бuрдан кuчик ва манфuй 6gлмаган О Е;;; {С&} < 1 соней ай
muладu. 
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СоRНИН"г бутун I4;ИСМИда курилгаи [(1) <; (1 < [(1) + 1 ~~ш 
тенгсизлнкдаи О ~ (1 - [ (1) < 1 муносабатии ёэа оламИз. 
Бунга ва О ~ {(I} < 1 ra асосан {(I} = (1 - [(1) буnишига 
ишонч ,\ОСИЛ ~илиш мумкин, яъни (1 = [(1) + {(I} БУлади. 

Мисоn. 3,7; 5; -1,7 сонларининг каср I4;ИСМИНИ то
пинг. 

Е ч и ш. {(I} = (1- [(1) га асосан: 

{3,7} = 3,7 - [3,7) = 3,7 - 3 = 0,7; {5} = 5 - (5) = 
= 5 - 5 = О; {- 1, 7} = - 1,7 - [- 1,7) = - 1,7 -

-(- 2) = - 1,7 + 2 :=а 0,3. 

Маreматикада '\3I4;ИI4;ИЙ соннинг бутун ва каср ~исмлари 
билан бнр ~aтopдa унинг абсолют ~иймати (модули) тушун
чаСI1 ~M му,\им урин тутадн. 

40- т а ъ риф. а га - (1 ~lЩШfш1 сонларнuнг .манфш1 
булАСагйН IfUйМanш а сонниш абсолют IfUЙ.мamu (модУАи) 
дейuладu га / а I кабu 6елгuланадu. Бу таърнфга кура 

{ а, ar:Jp а ;;;. О булсз, 
/(11 = 

- (1, агар а < О б5·JIС3. 

Мисол. 3,125; -6,45 сонларининг моду.1ИНН топинг. 
Ечнш. Таърифга кура 13,125/=3,125; 1-6,45/= 

= ....:... (- 6,45) = 6,45. 
Соннинг модули тушунчаси ~уйидаги муносабатларнн 

1\3 ноатлантнради: 

1°. V-a. aER:lal=l-а/,lаl;;;.О, /а\;;.а. 
~ V х, ь Е В: / х I = ь ЛЬ> О <:> х = ± Ь. 
зо V х, ь Е В: I х I = 1 ь 1 <:> х = ± Ь. 
4°. V х, ь Е В: / х I < ь ЛЬ> О <:> - Ь < Х < Ь ЛЬ> О. 
50 V х, ь Е В: 1 х / > ь ЛЬ> О <:> (х > Ь ЛЬ> О) V 

V (х < - Ь ЛЬ> О). 

60 V а, Ь Е В: / а I -1 ь / ~ I а + Ь 1 ~ / а \ + \ ь /. 
7° V а, Ь Е В: I аЬ I = 1 а \1 Ь 1; \ : I = I f I л ь * О; 

/ al2 = а2 • 

80. уа. Ь Е В: / а + Ь / = 1 а 1 + / Ы <:> аЬ > О. 
Маса.ч ... н, х lIИНГ 12х + 11/ = I х + 61 + I х + 51 тенгла

мани l4;аиоотлантнр"диган ~ийматлари туплаМliНИ излаш (х + 
+ 6)(х + 5) > О теНГСИЗЛIIКНННГ ечнмларн тупламнни излаш 
бнлан тенг кучлн эканлнг .. бевосита во дан келиб чи~ади. 
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3- §. СОНnИ ОРАnИ~nАР ВА МРИ ЧИЭИW 1(000ДИНАТAJlАР 
СИСТЕМАСИ 

Мактаб матеМЗ11lКЗсидан маълумки, Ох сон у~идаги 
• барча ну~талар би

г • . ~ .. 
_.о а' !JJ 

3- рас ... 

tr;;;;;:;:;;;J 
и а. '6- -х 

4- рас ... 

- . --~ &~ .. aJ '»'>'»"Y§."WL .r 
О ь Q 

лан R сонли туп
.1ам элементлари 

ораснда ~p дои м 

узаро бир ~иАмат.1И 
мослик урнатиш 
мумкин. Бунда ;.;ар 
бир х Е R га Ох 
у~ида А (х) , ИУl\та 
мое I\уйилган бу
лади. 

41- та ъ риф. 
1) J(€ЩUI\UU сон.лар 
туnламui)a [а; Ь] 
сегме н.т деб, а ва 
Ь сон.лар о pacUдaги 
а ~ х ~ Ь тен.гсuз-

6j ~ bvLZL-~ ликнu I\ан.оатлан.-
() !J Q , . х rrшру8Ч.'! барча х 

5- расм. 

J I 1---=-1i'!; 

Il/t..JQ Att,J-·~ 

.fa1fU1fuu СОН.1ар 

т{jnла.мига aLjmu
ладu. 

Бу ТУШУНЧiНlИнг 
геометрик тасвltри 

3- ЧИJМilДi1 кедтири.,-

6· расм. ган. 

2) Агар х соилар туплами а < х < Ь теНГСИЭJIик билан 
(4- чизма) беРИ.1Ган 6улса, у ~олда бундай соили тУп.lilМ 
ин.тервал деб аТ&li1ДИ ва (а; Ь) ор"али б~ЛГl\ланади. 

3) Агар х сонлар туплами х> а ехи х < Ь теНГСИЭJIик
лар, х ~ а ёки х ~ Ь теНГСИЭJIиклар Орf\али беришан БУ"с.1, 
у ~олда улар мое равишда (а; + 00) ёКII (- 00; Ь) интер
валлар, [а; + 00) ёки (- 00; Ь] ярим ёпи" Ба ярнм очи" 
интерваллар ОРl\али белгиланади (5- а, б чизма). 

4) Барча '\3"Иl\ИЙ сонлар туплами R = (- 00; + 00) ор· 
I\~ЛИ белгиланади. 

Х;з,\и,\ий сонлар ryпламн УЭJIУКСИЭJIик хоссасига эга: агар 
~I\JЩиА сонларнинг ,\уйидаги иккита 

а.. а2, , а,. ва ~I' Р2' , ~II' • (1 ) 
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кenca- кетлиги ичма- ич ~y
Йи.1J гаи ушбу 

(а,: ~,], [CI.~; ~2)' 
[аlI; ~II]' (2) 

~~-t,/1 
I fr 4' ., 

t- '\- 6 1., 
'1I1t,1 6It~, l. сегмеитлар кетма-кетлиги-

ни ани'V'аса, У х.олда их- tJ 
тиёрий n Е N учун (1) се г
ментларнииг х,аммасига те

7· рас ... 

гишли биргина х.а~и~ий аll .s;;; s.s;;; ~II СОИ мавжуд БУлади. 
Ot сон УI\И узинииг саНОI'\ боши, улчов БИРЛIlГИ ва Ау

налиши билан беРl1Лгаи булсин (6- чизМ21) , Сон УI\ИД3 11> О 
коордииатали А (t1) ва t l > О коордииатали В (/2) HYl\тaлap
ни ОJlаЙлик. Бунда А (t 1) ~'ГtI О НУI\ТЗдан t1 масcфi унг
да, В HYI\Ta эса /2 масофа чапда жойлашган БУлади. Энди 
А ва В НУl\талар орасидаги d МilсофанtI ,",исоБЛ!lАмиз: 

d = р (А, В) = АВ = АО + ОВ = 1/1 - О 1+ 10 - 121 = 
= 1/1 - I11 = I I! - /11, 

Я1они 

d = Р (А, В) = \ t2 - t1 1. 
61-теорема. КООрдинаталар у"идагu uхmuершl А(/I) 

да В (/J ну"mалар орасuдаги масофа шу ну"mалар коор
дuнamаларu ш1uрмасUНwtг модулuга mен.г, я'Ънu 

d = АВ = 1 t 1 - /2\ = 1/2 -- /11. 
ИсБОТII. 1. Агар беРi1лган А ва В НУl\талар устма-уст 

тушса, У х.мда А (/1) =В (tJ * t1 =/! булиб, d = р (А, В) = 
= о БУлади. 

БеРИЛГilН А ва В НУl'\талар устма- уст тушмасин ва В 
"YI\Ta А HYI\TaAaH унгда жойлашган БУJIС\lН: 

а) А ва В НУl\гмар О НУl\тадан 5'нг томонда жой.'1ашган 
б5'·lСИН. (7- чизма) , у х.олда 11> О, t2 > О, 12> 11 бу
либ, АВ = ОВ -ОА = 
=d = t 2 -/1 = 1/2 -t] \; 
t2 - /1 ~ О б 5'.1ади, Агар 
t1 = О БУ.'1СЗ, А HYI\Ta О 
билан устмз- уст тушиб, 
бу ,",мда 

d = АВ = t2 = I tl -

- о 1= 1 /1- 111 
б)'лади; 

~/=/t7-t1) 
~_t~~ .. : 
I ~., 6 1 81 

I 
jfrt,J с BrtzJ t 

В- расм. 
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Q=ltz-t,1 I 
1- .1 1.. t, ..j. 

б) А ва В ну~таЛllр О 
НY~TaдaH тур.лн томонларда 

I ' ! 8/f1J __ 
Aft,1 q t 

.жоЙЛЗшган буленн, яъни А 
HY~тa О HYl'\тaдaH чалда, В 
HY~тa унгда буленн дей
лик (В- чизма). Бунда d = 
= АВ = АО + 08, яъни 

9- расм. 

tI=/f~-t,/ 

:: .~ ~t, ~ 
I ~ rfi 

d = t 2 + (- t , ) = t 2 - t] = 
= 1 tз -t] 1; 

I 1· _ I _ 

A(f,JI,fJ. " t 

В) А HYl'\тa коорДIIната 
бошидан чалда жомашган 
булиб, В HYI'\Ta О HYf\Ta 
била н уетма- уст тушеин 
дейдик (9- чизма), у ~о.пда 

10- расм. "i d = - t] =- 1 t 2 - t] /. 

г) А ва В ну"тадар бнр наf\тда координата.'lар бошид<ш 
чал томонда ЖОЙJ1ашган булеа (10- ЧИЗМ<J), у ~Mдa 

d = АВ = (-t])-(-t2) = t 2 -t 1 = It2 - t]l. 

Демак. коорднната",ар Уf\lfда ихтиёрнй А ва В HYf\Тaдap 
ораеИД.1ГИ мас$ d = Р (А; В) = АВ = 1 t2 - t1 I га 1енг б5'
лар экан. 

I 
МИ(Ол ва масалалар ечиш 

1- м и с о л. А (3) на В (- 2) Нуf\талар ораеидагн масо-
фанн толинг . ' 

Ечиш. 

d = ~3 - (- 2) 1 = 13 + 21 = 15 I = 5; 
ёки d = 1 - 2 - 31 = 1 - 51 = 5. 

2-мнсол. А (-4) на В (-15) Нуf\Талар ораеидагн ма
еофани топннг. 

Ечиш. 

d = АВ = / - 15 - (-- 4) 1 = I - 15 + 4/ = 

=/-111= 11. 
3- м и с о л 1 х 1 < 3 тенгсизликнн "аноат лантнрувчи еон

лар туллаМИНII толинг. 
Е ч IIШ. 
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Ixj < 3< af9 -:> - 3 < х < 3 - х Е (- 3; 3). 
4-мисол. ,х-21=5 тенгламаRИ ~тлантирадигаи 

СОН.1аРНIf топинг. 

Е ч и ш. 9- таърифга асосан; х < 2 б)'Лса, - (х - 2) = 
= 5 ~ 2 - х = 5 ~ х = 3; агар х ;;;. 2 булса, У ~олда х
- 2 = 5 ~ х = 7. Демак, бу сонлар {- 3; 7} булар экан. 
А гар reoметрик ну~таи назардан ~apacaK, координаталар 
YI\HAa ЖОМilшган А (2) НYl\TaAaH 5 бирлнк мaco$i нарнда 
жойлашган НУl\таларнинг координаталари мое равишда - 3 
ва 7 65·лар эка н . 

5- м н с 0.1. I х + 2! ~ 5 тенгсизликни "аноатлантнрадиган 
сонлар тупл~мнни топинг. 

af9 
Е ч и ш. I х + 2! ~ 5 <=> - 5 ~ х + 2 ~ 5 ~ - 2-

- 5 .s;;; х ~ 5 - 2 ~ - 7 ~ х ~ 3 =>- х Е [-7; 3). 
б- м и с о л. I х - 3 I ;;;.. 2 т~нгсизлнкни "аноат лантиради

ган сонлар тупламини топинr. 
д/9 

Ечиш. Iх-з I ~ 2<=> (х-з ~ 2 V х-з ~ -2)~ 
~ (х ~ 5 V х ~ 1) =>- х Е (- 00; 1) U [5; + 00). 

v I б о б. КОМПЛЕКС СОНЛАР 
1- ,. КОМПnЕКС сон тvш)'.нЧАСИ ВА VnAP VСТИДА 

АМAnnАР 

М",тематикаД<1 СОНЩiРНИ урганиш уз навбатида N с: 
Z с: Q с: R кетма- кеТЛllкда (у рта мактаб математикаси
да 5·",увчиларнинг би.1ИШ имкониятларнни ~ис06га олган 
>io.1ДЗ) амалга ОШИРИШIШИ сир эмас. Шунинг учун ~M R 
~аI\ИI\IIЙ сонлар маЙДОНllда "ушиш, айирищ купайтириш, бу
лиш, даражага кУтарнш. и.1ДИЗ чи"ариш ва логзрифмлаш 
амаЛ.lаринннг уринли булнши билан математнканинг 'У1мма 
муаммолари х.а.1 бу.1ади деган фикрга келмаслик керак. Ма
тематнкада х2 + 1 == О, х2 + Ь2 = О, (х - а)2 + ьа = О каби 
шундай тенглаМЗJ:ар мавж.удки, бу тенгламалар R сонли 
тупламда ечимга зга э~ас. Мате~тнканинг бу ички талаби 
R х.аI\И,\ИЙ сонлар туплаМИНII шундай тенглзмзлар ечимга 
эга б5'ладиган сонли тупламгача кенгайтиришни таl\ОЗО ,\и
ладн. 

Бнр сон!и тупламни JfККННЧИ сонли тупламгача кенгаА
тнрнш маС'1ласи узига ХОС "атъийликка зга булнши талаб 
,\илинади. 

7-2823 97 



Бирор ·в сонли тупnам А тупnамRИНГ энг кнчик (мини
мзn) кенгаЙ'rмаси 6улиlПИ учун ~уйидаги шартларнинг 00-
жари.1ИШИ тзnаб ~иnинади. • 

1. Кенгаяётган тупnам кенгайган туплзмнинг ~исм туп
лами булиши nозим. 

2. Кенгаяетган туnламда бажариладиган амм ва муноса-
6атлар кенгайган туп.lамда бир ~ийматли бажзрилиши ЛОЗИМ. 

3. Кенгайган тупламдаги :1Мал ва муносабатлар кенгаяёт
ган тупламда чеКJIaнмаган '1·зртибда бажарилиurn шарт змас. 

4. Кенгаяётган ва кенгайган тупламnар орзсида ораЛИI\ 
туплам булмаслиги jIOЗИМ. 

Ана шу ЮI\Орllда кмтиришан туртта шарт юзасидан R 
нинг С комплекс сонлар тупламигача кенгаЙIfШИНИ Урин.1И 

деб ~араш мумкин. Математикада V - 1 = i * i 2 = - 1 
6елгиnаш кирит1tлзди ва .мaв~yAC бuрлu" д,еб ата.1ЗДII. Afilp 
барча JV3I\ИI\ИЙ СОИЛ11р билан i ни бирга.lIIкда ~apacaK, у 
Jl\ОЛда янги сонли тупламнинг юзага келишини куриш МУМ
кнн. 

42-та ърнф. % = а + Ы = (а, Ь); а, Ь Е R кУрuн.uшu:Эа
ги сонлар mуnлаАСU КОАСnлекс сонлар mуnлаАСU деЙuлаJu. 
бу ерда i2 = - 1. 

% = а + Ы = (а, Ь) комплекс СОЮ,а а комп.lекс соннин г 
~ШiU~UЙ ~UCАШ, Ы УlПIнг .AC(JlJJfyAC ~ucми. Ь зса АСавх;уАС 
1{исминин.г коэффuцuен.mu деЙилзди. 

43- т а ъ риф. Агар берuлган. %1 = (а, Ь), %2 = (с, d) 
КОАСnлекс сонлар учу н а = с ЛЬ = d булеа, у .'{олда z 1 = Z 2 

деЙuладu. 
44- т а ъ р ii ф. Берuман, г1 = (а, Ь) ва г2 = (с, d) KO.!tn

лекс сон.ларнuнг ЙUFUНдUCU деб Z = (а + с, Ь + d) КО41n
Аекс сонга шlrтш.лaди. 
М и с о n. г1 = (2, 7) ва г~ = (3, - 4) нинг ЙИFИнд,исини 

топинг 

Ечиш. Z=ZI+ZI=(2, 7)+(3, -4)=(2+3, 7-t)= 
= (5, 3). 

Z = (О, О) ноль КОАСnлекс сон деЙиnа;J.И. 
45- т а ъ риф. Z = (а, Ь) "о!,{nлекс сонга 1{аРЗAtа-1{а.? u u 

комплекс сон деб -г = (-а, - Ь) сонга аt"imuладu. 
62-те.оремз. tjZl' г, Е С: г, + г2 = г2 + г1' 
Нсботи. Берилган г1=(а, Ь) ва г2=(С' tf) учун 

г1 + г2 = (а, Ь) + (с, d) = (а + с, Ь + d) = 
= (с + а, d + Ь) = (с, d) + (а, Ь) = г, + г1 * 

* г1 + г2 = г2 + г1· 
Шу билан теорема исботnанди. 
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63-теорема. V Z],1I ,Za E C:(1]+1J+Z,=Zl-+
+ (Z2 + 1з), 

и с 6 о т И. 1] = а + Ы; 12 = С + di; 1" = т + n; берм
ган, теорема шартига кура (11 + 12) + 1з = (а + ЬО + (с + 
+ di)) + т + n; = (а + с) + (Ь + d) i] + т + n; ='[(а + с)+ 
+ т ] + (Ь + d) + n ] i = [ а + (с + т)] + [Ь + (d + n ») i = 
=~+~+W+~+w+~n=~+~+~ 
дt:мак, ~ушиш а!.!З.'IИ учун гуру\лаш хоссаси уринли экаR. 

Уш6у Z + 0= z; Z -t- (-1) = О хоссалар ~aM ю~оридаги 
хосса!IЗрга ухшаш исбот I\ИЛlIнади. 

Бу х.ОС"Л I\илинган натижзлардан Z. - 12 = (а + bl)
- (с + di) = (а - с) + (Ь - d) экани ~aM кели6 ЧИI\ЗДИ. 

46- т а ъ риф. Z. = (а, Ь) ва 12 = (с, d) "ОAlnлекс санлар
нuнг к[)nшimмасu z.· Z2 деб (ас - bd, ad + Ьс) "ОAlnле1СС 
сонга айmuлаdu ва Z = ZI . 12 = (а, Ь) (с, d) = (ас - М, 
ad + Ьс) курuнuшда ёзuладu. 

Л\ и С о л. Z. = (2, 5); Z2 = (3, 1) 6ернлган. 1 = 11'1! ни 
топинг. 

Ечиш. z=z\,z2=(2, 5)·(3,1)=(2·3-5·1,2·1+ 
+5·3) = о, 17). 

Алгебраик шаК_lда берилган ZI =а+Ы Ба 1 2=C+di КО!.!П
лекс сонлаРНIIНГ кУпаЙТ!.!<lСИНИ z = Z\ • Z~ = (а + Ы) (с +di)= 
= (ас - Пd) + (щJ + Ьс) i куринишда ёзиш мумкин. Худди 
шунга ухшаш. у.lарнинг а.lгебраик ЙИFИНДИСИНII бундай ёзиш 
мумкин:' 

11 ± Z2 = (а + Ы) ± (с + di) = (а ± с) + (Ь + d) i. 
б4-теор~ ма. V ZJ. Z2 Е С: ZJ '11 = Z2' 11' 

ИсБОТИ.z,""-(а. Ь) ва 12 =(C,d) комплекс сонлар
нинг купайтмаСII: Z = ZI . Z2 = (а, Ь)· (с. d) = (ас - bd, ad + 
+ Ьс) = (са - dh. da + сЬ) = (с, d) . (а, Ь) = Z2 'ZI' 

демак. купайтириш амали учун урин а.'IМЗШТИРИШ хос
С:JСИ 5ринли. 

б5,теоре·ма. VZl' Z2' ZЗЕ С: (z,'Z2)'1З =Z1'(z,·Z.). 
1 t С б о т и. Бу теоремани исбот ~илишда 63· теоремани 

х,амда ;3 = ;2.; = - 1 . i = - i эканлигини эътиборга ола
миз. у х,олда 

(Z\'Z2)'Z~= [(а, ь)·(с, d)J(m, n) =, (ас-М, м+Ьс)(т, n)= 
= (ас -bd)m -(щl + Ьс)n, (ас -bd)n +(00 + Ьс)m) = 
= (а (сm - dn) - Ь(сn + dm), Ь (ст.- dn) + а (сп + dт)] = 

= (а, b)(crn - dn, сп + dт) = (а, ь)(с, d)(m, n») = 
• = Z\·.(11 ·1,) • 
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Демак, к9паАтириш амали учун ГУРУ'VШШ хоссаси 9Рин· 
ЛИ. 

- КупаАтириш амали учун 2· 1 ,,; 2, 2· О = О хоссаШlр ,\ам 
9Ринли. 

46- та ъ риф. а) % = (а, -Ь) = а - Ы КОАСnllекс СОН б.:
РИАган 2 = (а. Ь) = а + Ы KOAU1llfКC сонга "gшlШ КОАСnllекс 
СОН дейuлaдu; 

б) V a2+ЬS -\"~~ сон 2 = а + Ы комплекс соннинг 
АСОдУ/Ш aeйuдaди ва 121 = V al+ы OPl{llAU белгuланадu. 

46- таърифга асосан 2' Z = (а, Ь)· (а. - Ь) = (а' + Ь2. 00-
- 00) = (аl + ЬS. О). де мак, 2 z = а2 + Ь2 . 
Бундан 1211 = а: + ЬS булиб. бундам 2 Z = 1212 экани K~
JIиб ЧИК3ДИ. 

Бу ~осил ~илинган натижага таянган ,\олда 1212112 = 
= (212J (ZI zJ = (2;ZI)(2.Z J = 1 21 \2 12212; 1 212212 = 121 12. 1 221: 
ни JriОСИЛ ~иnамиз, бундан 

121221 = 1 ZI 1 . 1221. 

Демак. КОАСnлекс сонлар KynaйmмacиHиHг АСодУЛU улаРНIl'fг 
жодумаpu Kgnar1m.Acacигa meHZ. 

Бу ~ОСИЛ I\илиигаи натижадаи 2, = а, + bJ га 22 = а2 + 
+ b2i сонпар УЧУН 

(ai + lif) (a~ + Щ) = (а, а2 - Ь, Ь2)2 + (а, Ь2;+ а 2 Ь,)2 
айииятии келтирвб ЧИI\ариш мумкин. 

47·таъриф. 2 КDАСnлекс соннинг 2, КОАСnлекс сонга йй
,AUHACllCU де6 (с. d) (х. у) = (а. Ь), (с, d) * о mенгл(UfJРU 
lf:aНOaтllaHmupaдuгaH 2: = (х. у); х у Е R КО.чnлекс со/са 
a1lmuладu га бундай 6елгuланaдu: 

21 = 2 : 21 = (а, Ь). (с. d). 

Де мак. 2 = (а. Ь) = 21 '22 = (с. d) (х. у) га асосан (а, Ь) = 
= (сх - dy. су + dx) булади, бундан 

{ 
сх - dy = а. б. б ас -;- bd ЬС - ad 

)'ли х = ' у = ---
су + dx = Ь • с2 + Ii' ' с2 -+- d' 

JriОСИЛ БУлади. Бундаи эса 

2. = (х. у) = ( ас+ .'),! 
келиб ЧIIl\ади. с3 +-;[J; 
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м и с о л. (2 + 3i) (х + yi) = 5 - 2i тенгламани I\aHoaT
лантирадиган Z = х + yi комплекс сонни топинг. 

Ечиш. 
(2+3i) (x+yi) = 5 - 2i ~ (2х - 3у) + (3х+2у) i= 5 - 2i 

{ 
2х-3у = 5, {6Х-9У = 15, 13 20 20 

~ =? у=- ; У=--
3х+ 2у = --2 6х+ 4у = -4 13 

~ 

{ 4Х-6У = 10, =?13х=4; х=.±.. 
9х+6у = -6 13 
Д +

. 4 20. 
емак, х yt = 13 -тз t. 

ZI' г2' •.. , гn комплекс сонларнинг купайтмасини топиш 
учун аввал г1 . г2 ни, сунгра (ZI' г2) . гз ни ва J\оказо 
(гI ,г2 ... Zn_I) 'гn купайтмани топамиз. 

Агар гI = г2 = . . . = гn булса, у х;олда ZI' г2 .•• гn = 
= г] = г~ БУлади. Бунда н гn = (а + ьпn х;осил БУлади. Бу
ни х;исоблашда асосан I\ИCl\а купаитириш формулаларига 
суянган хрлда аввал (а + Ы)2 ни, сунгра (а + Ы)3 = (а + 
+ bi)2 (а + Ы) ни ва х;оказо услуб билан х;исоблашни 

f 
1, агар n = 4k булса, 

. i, агар n = 4k + 1 булса, 

i
n 

= l- 1, агар n = 4k + 2 булса, 
- i, <lrap n = 4k + 3 булса, 

муносабатга таянган х;олда амалга оширилади. 
1- мисол. Z = (2 + 3i)2 ни х;исобланг. 
Ечиш. z=(2+3i)2=4+ 12i+9i2 =4-9+ 12i= 

= -5 + 12i. 
2- м и с о л. Z = (3 + 2i)3 ни х;исоблаНF. 
Е ч и ш. Z = ( 3 + 2i)3 = 27 + 54i - 36 - 8i = (5 + 

+ 12i)(3+2i)=-9+46i. 
3- м и с о л. г2 = -. 5 + 12i тенгламани I\аноатлантирувчи 

Z комплекс сонни топинг. 

Е ч и ш.ff.z КО~lПлекс сонни х + yi куринишда:излаймиз: 

W~(.~+'yi? =1-:5 +~12il~~x2 - у2 +!.2xyi = - 5 + 12i, 

бундан ={ ~:y !212 - 5,1; булиб, (x~" у) = (2, 3); (х, у):';' 
= ( - 2, _. 3) ечимларни х;осил I\иламиз. Дема к, изланган 
ечим г1 = ~ ~ 3i; г2 = - 2 - 3i. 
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!/ 

Q 8 

11· раск. 

А 

2- ,. КОМПnЕI(С СОННИНГ 
ТРИГОНОМЕТРИК ША КЛИ 

z = а + Ы комплекс сон 
берилган БУлсин. Уни хОу те
кисликда геометрик таnl\ИН 

этамиз (11- чюма). Бу ерда а 
ва Ь параМt:трларга боFЛИI\ 

Х раВИШД<I А HYI\Ta 1. 11. 111, 
IV чоракnарда БУЛIIШЛИГИ О os;;; 
ер os;;; 2л ни таъминлаЙди. )(,0-
сип булган АОВ туrри бур
ча~,и учбурчакдан: 

р = АО = У а2 + Ь' . АВ = р sin ег. ОВ = р cos ег, 
ь 

АВ: ОВ =tg!p, !р ~--= arctg -
а 

ёки arg z = ер, у ~олда z = а + Ы комплекс сонни 
z = а + Ы = Р cos ер + i Р siп ср = Р (cos 'Г + i siп ср) 

куринишида езиш мумкин, 
х.осиn булган z = р (cos ер t i sill ср) КУРИНИШИД<lГИ ком

плекс сон 1CO.JInAeкc соннинг mрuгономеmрик шахЛU дейи
.'IЗДИ. 

М и С о n. I\yйидаги соиnарнн тригонометрик шаклда ифо
даланг: 

1) z = vз + i; 2) Z = - 8; 3) Z = 3i; 4) Z = 2 - 2i. 
Ечиш. 1) а= VЗ; Ь=I бу.'1гаИnИГIf учун р= Va2+bl = 

= 2 rn = arctg --= = -. Демак z = 3 + i = 2 cos -l;t v- (П + 
, т уз б ' , 6 

+ . . П) 
t SIП б . 
2) а = - 8. Ь = О, Демак. р = 8, q; = arctg О = л, 

яъни z = - 8 = 8 (cos л + i sin л). 

3) а = о; Ь = 3, у ~onдa р = 3 булиб, СР = arctg ~ дан 
а 

ср = - упади. уидан z = t = COS - t SIП - • ;t б" Б 3' 3 ( ;t +. . :r) 
2 2 2 

4) а=2; ь= -2 булиб, р = 2 V2; !p=arctg (-1) = - ~ 
4 

зканиданz=2-2i=2V2 [cos (-~)+i sin (-~)]= 

= 2 V2 (cos : - i siп : ). 
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ZI = а + Ы Геа Z, = с + di комплекс' сонлар бер\1.11Ган 
65'либ, уларнннг lригонометрик шак.ли мое равишда 

ZI = Рl (cos <Тl + i sin ср,) ва Z3 = Р% (cos СР% + i sin CPJ 

бу.'1са, у ,\олДlt z,· Za = Р!Р2 (cos СР1 + i sin CPl)(COS СР2 + 
+ i sin СР2) = РI Р2 (cos q>\ COS СР, - sin СРl sin СР2) + 
+ i (sin q>1 cos СР, + cos СР! sin СР,)] = РIР! [cos (СР1 + СР2) + 
+ i sin (СРl + СР2)]. 

11 

Агар ZI' Z%' zn комплекс сонлар учун Z = П Z, ни 
1-1 

топиш талаб ~илинса, у ~олда ю~оридаги мулщаэадан бево
сита 'U'Йидаги натижани ёза оламиз: 

n 11 11 11 

Z = П Z. = П Р (cos ~ ср + i sin ~ cpJ. 
1=1' j=1 j 1_1 I 1-1 

Бу ерда ~атнашаётган комплекс сонлар учун ZI = Z2 = 
= Z,. муносапат уринли БУлса. у ,\ОЛД.J Z = Z~ = 

• = rr (cos nср\ + i sin n Ч\) булиб, бунда н (cos ср + i sin cpf 
= cos nср + i sin n ср натижани ёза мамиз. ~оеАЛ бу лган 

(cos ср + isin ср)n = cosncp + i sin n ср 
формула М-уйвр фирмуласи деЙилади. Агар бу ерда n нн 

I 
- билан 8Лмзштирсак ~aMдa 
n 

[ c~ncp=c~a, дан ncp=a.+2kn, kEZ 
slП nq> = SIП а. 

булишини эътиборга О.'1сак, у ~олда 

1 I 

zn= pn~ cos (J...J..n
2kЛ + isin (J.+1I

2k1l ), kEZ 

ни ~оеил ~иламиз. 

66- теорема. "12-1' z2 EC: 

) 1 - 1 I ..\ I ZI I IZII . о· а IZl Z2 - Z\ IZ21, б} - = Iz-' z2=1= • 
Zz 21 

В) IZ\ + zzl Е;; IZ11 + IZ21; г) IZ1 - z21 :!i; IZ11 + Iz.l; 
д) 1 IZ11-/z21 1 :!i; Iz11 + Iz21: е) Ilzl\ - \z211 ~ IZl - ZII, 

и с б о т и. Ю"оридаги 46- таърифга асосан а) ва б) 
шартлар уринли эка"и ~"ида бевосита ижооий хулоса "и
Jlиш мумки". 

Энди В) шартнинг ури~ли эканини курсатамиэ: 
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%1 + Z. = (Рl cos СРl + Р. cos СР!) + i (Рl 5in СРl + Р. 5in ср.) б9'либ. 
46- таърифга асосзи IZl + z.1 = (РТ ~!CPl +2PIPI 005 СРl cosCP.+ , .. 
+ 2 • + 2 •• + 2 . . + 2 • ~ \-Р2 COS <Р. Р, 51П <Рl Р.Р. 51П <Рl 51П <Р. Р2 5Щ <PII = 

= V Pf + ~ + 2plP2 COS (<Pl - <р.) БУлади. COS (<Рl - <р.) ..; I 
булганн учун: 

Iz1 +z.I=S;;;V ~+P~+2PIP2 =Pl+p2='zll+lz.l. 
Демак, 

1%1 + z.1 ~ 'zll + Iz./ (1) 

уринnи БУnади. Агар (1) даги Z2 ни - Z2 билан алмашm
риnса. IZ1 - Z.\ =s;;; IZ11 + 1-z21 = Iz11 + IZ21 БУnиБ. IZ1 - z21 о;;;; 
~ Iz11 + Iz.1 БУnади. Энди \ ZI: = l(zl + zJ - z21 ~ 'ZI + 
+ z21 + IZII БУnади. бундан /zll- !z21 о;;;; IZl + z21 ::tкани келиб 
щади. Бу ~OCИn ~иnинган натижаnaрдан д) Ба е) Х0СС8.'1ар 
бевосита кenиб ЧJЩади. 

67-теорема. z=a+bi+O комплекс СОН га tfnEN • 
УЧУН шундаЛ J{ap хил а1 • а2 • а" комплекс СОН лар 

АШ.8жудlШ. аГ= zM = rn буладu. 
Исботи. n = I булганда Теореманинг исООтli равшан. 

Эндн теорема ни n;> 2 учу н исботлаЙмиз. Шартга асосан z= 
=Р (cos <p+i 5iл <р); z+ О. а" =z шартни ~аноаТ.'1антирадиган ct 
KOMnJ,eKc сонни а = Рl (005 Ф + i 5in 1jJ) К~'ринишида изпаЙмиз. 
Умуман а-" = z шартини ~аноатлантирувчи сонпар жуда кУп • 
• '1екин уnaрнинr фа~ат n таси ~p хил БУnиБ. ~олгаилари 
такрорпаииwи мумкин. z=afl =pf (cos n1jJ+i 5in пф) форму.,а-
дан фоЙДапанаloUtЗ. 46- таърифга асосан izl=p'j. яъни p=p'j. бу 

ердан Рl=У;Р: Рl>О' р>О. СУнгра иккита КОМП.'1екс соннинг 
тенгnигидан cos пф = cos <р Л 5in n Ф = 5in <р БУ.1иБ. бундан 

ер + 2k n 
пф = <р + 2kл; k Е Z, '" = , k Е Z. n Е N, а .. = 

n 

= ~'p( COS. ер +n
2 

kn + i 5in ер +n
2k tI) ~осиn БУnади. Бу 

ерда k = 0,1. . .• n - 1 ~:йматларни бериш натижаси
да n та ~p хм нnдизни топамнз, .'1екин a

fl
+1 = аl; 

а-,. = а. а2n = ао • устма-уст тушишини куриш 
",._( ер + 2t1n +.. ср + 2лn ) 

мумкин. яъни а" = )' Р cos n t !i1Л n . = 
"/- ( ер •• ер) = )' Р cos - + t 51Л - = (10' 

,n n 
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Шу билан теорема исботnанди. 

1- м и е о л. Z = Vз + j соннинг учинчи даражаnи ил
дизини топинг . 

Е ч и ш. р = Уа2 +' tr = 2; ер = ~ булгани учун 
6 

71 71 
_ _ б + 211k б + 2 nk 

а,,= ~/ 2( cos 3 + isiп 3 ), 

бу ерда k = О, 1, 2 I\ийматларни бериб, ао , а 1 , а2 Нn· 
дизnарии топамиз: ао =}I cos - , SIП -; аl = 302- ( 71 +.. 71) 

18 18 
з '2 ( 1371 + .. 1371) 3 '-2( 2571 +.. 2571) =" cos- 'SIП -; а2 =}' eos-- t SIП -- . 

-, 18 18 18 18 
2· м и е о л. Бирнинг n- даражали иnдизини ТОПJJИГ, яъпи 

шуидай а. сопларни топингки, a~ = 1 булеии. 
2nk 

Е чи ш. Бу ерда р= 1 ва Ч' = О, У ~олда а. = cos-+ 
n 

+ .. 2nk k 01 t SIП -- = n ' ~ , , n-I. 

Агар n = 2 т буnса, бу илдизnарнииг ичида фаl\ат ик· 
китаен 'УЩИI\ИЙ иnдиз булади: ао = 1; а,.. = - 1. 

n = 2m + 1 булса, у ~олда фаl\ат битта ао = 1 ~аI\И'\ИЙ 
илдиз бу лади. 

Шу билаи бирга I\уйидаrw хоссалариииг уринли булиши
ни "ам курсатиш мумкин: 

/a,,1 = 1; а.·а,.. = аАо+т ; а.,: аm = а._m; а;' = аAlm ' тЕ Z. 
ZI . Z2 нинг Юl\орида кептирнnгаи триroнометрик шак· 

лига аеосан 

( 
2nk 2nт ) •. ( 2 nk 2 nт ) а.·ат = eos -- + -- +, SIП -- + -- = а.+m 
ппп n ' 

'" (2nk)+ . .. ( 2nk) а" = cos т· -n- 151П т· -n- = аAlm • 

к.олгап хоссаларии "ам шу каби иеботnaш мумкии. Демак, 
2 nk +. . 2 лk k О 1 2 1 нлдизлар CI. = eos- I SIП -, =", , n-
n n 

БУлади. 

з· §. z = а + ьi КОМПЛЕКС СОН )'СТИДА БOW~А 
АРИФМЕТИКАЛАР 

Юl\орида Z = а + Ы КУРИНllшидаги еонлар устида I\УШИЩ 
айириш, купайтирищ булиш ва даражага кУтарнш aмanпa· 
рини ва уларнииг хоссanарини Ургандик. }\ар бир сонли ТУп· 
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ламда айирнш ва булиш амалларини ~1\A даражада бажари
ЛИШННН ургаииш ~p доим JYtM шу. фан вакилларини ~изи~
тнрнб к~лгаилиги маълум. Шунинг учун z = а + Ы кури
нишидаги комплекс сонларга ухшаш комплекс COНJJap мав
жудлиги ва улар устида БУ..,иш аWl.1IИ ~p доим ~M бажа
РИ.,иwи мумкинлигини урганиш узига хос а'\8миятга эгадир. 
6из z = а + Ы куринишидаги COНJJap устида ~Ушиш ва ку
пайтириш аМiыларининг бажаРИJIИШННИ курдик: 

(а + Ы) + (с + di) = (а + с) + (Ь -+- tl)i; (1) 

(а + Ы) (с + di) = (ас - bd) + (щl + bc)i. (2) 

Энди шундай маСЗЛdНИ уртага ~УЯЙ.'IИК: (1) шартни ca~
;Iаб ~о.'1нб. (2) купайтириш ~оидаснни янги ~ОИД:l БWIан ал
маштириш натижасида инги сонли сист~мага утиш мумкин
ми? Бунинг учун i 2 = -1 дес.ак, яна z=a+bi куринишидаПI 
сонли системага тушиб ~ола~из. Шунинг учун бу янги из
.1анаётган СОН.'IИ систе~ilД8 i 2 = i . i. ЭНДИ i l = Р + qi кури
НIIШИ.J.а б5'ЛСИН деЙJ1ИК, у х.олда 

(а -+ Ы)(с";- di) = а(с + di) + Ы (с + d;) = ас + adi + ьс; + 
+ bdil = (ас + bdp) + (ad + ьс +. bqtl)i' (3) 

х;оснл БУШ1.J.И. Бу янги сисимада ~уйидаги талабларнинr 
бажарилишини таъминлайлик: 

1. а (а = а + Oi) х;а~и~ий сонни z = Ь + с; комплекс сон
га купаЙТИР/UJГ1\нда наrnжа комплекс системадаги ~би бул
син, яъни 

(а + Oi)(b + ci) = аЬ + aci, 
(Ь + ci) (а + Oi) = аЬ -t- aci. 

Arilp с = О б)'лса, у х,олда (Ь + Oi)(a + О;) = аЬ + О; ~мдa 
(а + О;) + (Ь + О;) = (а + Ь) + Oi. 

2. ZI в1\ Z2 =\<1'dD.l а, ЬЕп учун (az 1)·(bz2) = (ab)(ZIZJ шарт 
бажарилсин. 

3. ZI. Z2' Z3 комплекс сонлар учун: (ZI + Z2)'ZЗ = ZIZ, + 
+ Z~d ёки ZI (Z2 + ZS) = Z1Z2 + ZIZЗ шартлар бажарилсин. 

Ю~оридаги (3) шартдан бевоснта Z1Z2 = Z~1 ва (ZI ·zJzз = 
= ZI . (Z2 'Z3) муносабаТ.'1арнннг УРНIIЛИ экани куриннб туриб
дн. КелНШ;UJган i 2 = Р + qi шартга асос.ан 

il - q; = р,* (; - .!L)2 = Р + .L 
2 4: 

IIИ ёза оламиз. Бунд~ 1\сосан ушбу учта х,олни ~араб qи~ай
.'1I1К. 
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1. р + L = - kl - МltифнА сон бfлсин, демик.. у 
4 

(
' q 1. \2 u q 1. 

~олда - - + - I ) = - 1 булиб - - + - l = I деб 
2k k ' 2k k 

бе.rrгиnасак, i = ..!L + k 1 ва 12 = - 1 экани келнб ЧlЩзди. 
2 

Бунда н а + Ы = ( а+ 1- q )+ bkl курннишидаги комплекс 
сон J\ОСНЛ бfлиб, бу z = а + Ы куринишдаги сокли система 
билан устма-уст тушади. 

I (1 )2 II. Р + -7- = kl (k=l= О) булса, у ~олда. - ~ + k i = 

= 1 J\ОСНЛ булади, (- 2: + +- ё) = Е деб белгиласак, Р = 

= 1 булиб, бундан z = а' + Ь' Е . куриниwидаги сонлар J\ОСКЛ 
БУлzди. Бу сонлар устида к)'пайтириш амали 

(а' + Ь' Е) (с' + d' Е) = (а' с' + Ь' d') + (а' d' + Ь' с')Е 
курини1UЩl бажариnади. 

Одатда бунд.~Й сомарни иккилама (икки юзnамачи) сонпар 
де6 атanади. 

Ш. Р + - = О бу.'1са, У J\О.'Jда Il-- = О; l- - = ql - ' . q)2 . q 
4 \ 2 2 

= L десак, i = ..д..... + L, L2 0 = О булиб, z = а + bL курини-
2 . 

Шllдаги дуал сон лар J\ОСНЛ б)·Jlади. Агар УЛilр УСТlfда ку
пайтириш амалини бажарсак, у ~олда 

(а+ьц (с + d L) = ас+-(aJ + ЬС) L 
куринишидаги сон ~осил БУлади. 

Масалан, (1 + Е)х = 1 + О·Е тенгламани ечишнк талаб 
Jl\илинган булеин. Бунда 1 + Е соининг I\ушмаси 1 - Е сон 
эканнии эътиборга олсак, у ~олда (1 - f:2) . х = 1 - Е бу
либ, О·х = I - Е J\ОСИЛ булади. 

Худди шунга ухшащ х = а + bL булса, бундан x·L = 
= ai-=l= 1 эканини куриш мумкин. Шунинг учун ~ОСИJl I\и
линган нккилама ва ДУilЛ сонлар устида булиш амалини J\aM
ма вal\T ~M бажарнш мумкнн булавермас экан. Демак, бнз 
учун энг Jl\улай турт арифметик амал бклан биргп дзражага 
к5'тарнш, илдиз ЧИJl\ариш ва логарнфмлаш амалларини ба
жариш мумкин булган сокли система z = а + Ы; i 2 = 1 
К)'риниwидаги coнnap системаси экан. 
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МУСТЦИ.l ечиш учун 8СО" ва мacuaмp 

1. )\исобланг: а) jl00; б) i 30t В) - i l - 2it + i + 2; 

г) (3 - 2i)2 - (1 + 2i)3 + (1 + i)(2 + 3i); 

д) (1 +i)'; е) б +.и. ж) (7 + 2;) (1 :- i) . 
2l -3 + l 

2. х нннг ~андай ~tfйматларида: а) 2х - 5ix - 3 - х'; 
ифода ~а~и~ий ёки соф Maв~M булади; б) ZI = х' -6 + 
+3xi7 ва Z2= XI -lOi-х сонлар учун ZI =Z2 б~лади; В) Z) = 
= - 4.\;i + 3 - 11х ва Z2 = x2i - 21i + 4.\;2 сонлар уэаро 
~ушма сонлар булади; г) х2 + i6 - i' - х· i11 

=-: О бу лади. 
3. БеРНJIг<tн сонлаРНJI "ушма комплекс сонлар купаАтмаси 

(z z) шаКJIида тасвирланг: а) 7 + 3i; б) 12 - 7i; В) 9а + 7Ы. 
4. Берилrан Х1 ва Х2 илдизлаРИГ<t кура ~а~""ий коэqxpи

циентли квадрат тенгламани тузинг: 

) 1 2 · 1 2' б) 4 - 2; 4 + 2; а Х1 = + l; Xz = - 1; Хl = --.; Х2 = -, -.. 
1 - I l-r l 

5. Z комплекс COHНlI топинг: 

а) V"Z == 2 - 3i; б) ~'z = 5 +i; В) Z2 = 3 + 4i; г) Z2+ Z= 
= -9+3i. 

6. I\уйидаги теRгламаларни комплекс сонлар со~сида 
ечинг: 

а) х2 -х+1 =0; б) х2 -8х+25=0; В) 27х'=8; 

г) 8х3+1 = О; д) 16xt = 625; е) xt + 81 = О; 
ж) xt + 4х! + 3 = О. 

7. Комплекс теКИCJIIlКда "уйидаги тенглик ва тенгсиз
ликларни ~аноатлзнтирадиган z ну"талар тупламини ТОПl1НГ: 

а) /zl= 1; б) Izl ~2; В) Izl>3; г) 1 <lzl <2; 
д) Iz-11=2; е)lz+i/=з;ж)lz-21>2; 3) 1 <lz-2;\<2. 

8. Муавр формуласидан фоЙдаланиб. cos за = 4 cossa. -
- 3 cos а.. siл3 а. = 3 siп а - 4 siл3 а. формулаларнн нсбот-
ланг. 

9. I\уйндаги комплекс CQнларнинг трнгонометрик шак-
лини 1'ОПИIIГ: 
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а) 3 + 3i; б) - 2 + 2VЗi; В) 5V 3-5i; г) 4;; д) 6. 

10. Комплекс соннинг алгебранк шаклиии топинг: 



11 
~) Izl = 1, argz = -; 

4 
511 

В) Izl = 3, argz =-; 
б 

11 
б) :z! =2, argz= - "2; 

311 
г) Iz/ = 1, arg z = - 4'" . 

VII Б О Б. ф)' н к ц и я 

1- §. ф)'ltlЩИЯ )(А~идА ТYIU)'НЧА 

МaтeMamкaдa функция тушунчаеи му~им тушунчалардан 
биридир. 9"рта мактаб математикаеидан ма'ЬJlУМКИ, матема
тикада, reoметрик фllгураларнинг тенглнги, ухшашЛltГИ, T5'F
ри qизи~ ва текисликларнннг параллеллиги. перпендикуляр

.тунги ва ~окаэо каб", тушунчзларнинг 'УЗр биринн МУШО'УЗда 
I\нлеак. улар бнр нарса объектининг иккиичи нарса объекти 
би.lан бирор муносабатини ифодаловчи "онуният ёки I\оида
нинг бернлиши аеоеида юзага КМ<tётганини куриш МУМКИН. 
Лекин ~аралаётган муносабаr ёКI1 ~оидаларнинг 'УЗр бири УЭII
нинг ани~ланаётг~н ео~аеига ~араб бажарадиган ваЗllфаси тур
личадир. Масалан. текиеликда учhурчаклзр ва айланмар бе
рилгзн бу.'1еин. Мавжуд барча учБУРЧЗКJlарни Х тупламга, 
аЙJ1aналарни У тупламга киритаii.'1ИК ва бу туп.ТЗМЛilР эле
ментлари ораеидаги боFЛЗНIIШ I\ОНУНИЯТИНИ ~ap бир учбур
чак учун унга таШI\И чизилган ;:tЙ.тзна мавжуд Дt'б ClНИl\лай
лик. у "Мда 'УЗР бир уч6урчакка бипа ТilШI\И чиэилган 
aii.'MHa мое КМilДИ, Ar'lp бу ерда эркин олннаёТГClII учбур
чакларни х, унга мое раВIIШд;\ ТОПИJlаёТГilН айланаларни у 
ОРI\;:tли 6елГИЛilС.1К >\амда y.'Jap орасидаги БOFланиш "ону
ннятини f ОРI\МИ исIХ)дilласак. у "мда бу жараённи у =f(x) 
ифодз. ~КИ формула ОPl\али 60F лаш МУМКИН, МilтеМilтикада 

буидай 60FлаНIIШНИ у = '(х). ёки xfy. ёки х Е Х 1 у Е У, ёки 
(х. '(х» КУРИНI1Ш.1арда ифода I\ИЛИШIДИ. 

48- т а ъ риф. Берuлган. )( mуnла.мдан. олuнган. >iap бuр 
х ЭАемен.mzа У m(jnламн.ин.г aн.U.'f бuр элеяен.mu мое /{/jйuл
ган. булеа, у .{олда бун.даЙ мослuк фун.кция дейuлади ва 
I\уйuдагича белгшшнади: у = f (х), бу ерда х - эрклu (jз
гарувчu-аргум.енm, у эеа м.ажбурUЙ [jзгарувчи - функция 
деб аmаладu. 

М и е О л л iI р. 1. У = ЗХ да ~ap бир J\;:tI\ИI\ИЙ х I\llitMaT 
учун аНJЩ бир мусбат у I\ИЙмат мое I\УЙII.lган. 

2. ': х Е х -+ х2 Е У мослаштириш I\ОНУНИЯТИНИ rах,ли.'1 
I\ИЛсак. ~ap бир 'УЗI\ИI\ИЙ х ,\иймат УЧУН aH~ бир маНФIIЙ
мае 'УЗI\ИI\ИЙ у I\иймат М')~ I\УЙилган. 
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49- т а ъ риф. а) Бер/LШJН. f(x) фунlЩuядa х aplYJ4eHtn
Huн.г олшиu J4YJ4KUН булган 1{ш1J4amAaРU туnлаJ4U '(х) 
функцuянuн.г йНW{AllНши ео.{асu ~йu.лaди &1 D:Jtn' =D({) = 
= {Х/3У, (у = , (х))) курuншиида белгuлaнaдu. 

б) Берuлган {(х) функццянuнг барча I'jUUJ4amлaрu туn
лйJ4u YHuн.г {jзгарши eO.{Qeu дейuладu ва 'т' = Е ({) = 
= {у 1з х (у = {(х») курuн.иш'ида 6елгuланадu. 
М и С о л л ар. 1. у = х' ФУИJщиянинг аии~лаииш со~си 

D (у) = R, уэгариш со~си Е(у) = [О; + ос». 
2. '(х) = Ig х функциянннг аlUЩJlаниш СЩ::IСИ D (f) = 

= (0;+ 00), узгариш со~си Е (f) = (- ао; + ао) = R. 
3. '(х) = siп х функциянинг ани~ланиш со'v'си D(f) = R 

ва узгариш со;.;.аси E(f) = [-1; 1). 
4. {(х) = J! х-2 + Vl х фуНКltиянинг аНИI\ланиш со

~аси D(f) = 0 буш туплам, узгариш сщаси E(f) = 0 дир. 
5. у = 5 функциянинг ани~ланиш cox,aCl1 D(y) = R ва 

узгариш со=\Зси Е(у) = {5}. 
{(х) ва g(x) функциялар беРИЛГdН БУлсин. Агар '( х) функ

ЦИЯНliНг ани~ланиш сох,ilСlfдан олинган б:\рча х лар учун 
'(х) = g(x) муносабат Урин.1И булса, У х,олда f = g деЙи.1а
ДИ, яъни: V xED(f) : D(f) = D(g)лf(х) -= g(x) ~f(x) = g(x). 

Мяълумки, агар {: Х - у ·булса. у J{'олда, ~О/lУНИЯТ 
Х туллам Э.1емент.1арини У тулламга акслантируочи "ОНУ
ният булиб, У уз навбатида сюръеКТI/В, инъеКТИ!J ва биек
тив БУ.li1ШИ мумкин. 

Агар Х = D от f = D(f) 8.'1 I т{ E(f) с:}' еки {сХ х У 
б5·.'Iса. у ,\ОЛД<l f акслантириш Х mцnлам э.zе.м.ентларuнu 
у mуnЛIJмга акеланmuрадu, агар Х ~ D(f) ва Е(,) = У бул
са, У ,\0.1;1.11 {аксЛ1НТИРИШ Х mуnла.м. элеменmлaрuнu У тОn
лйм ycmuгa аКС.1антuрuладuдеЙилади. Математикада {сА х В 
аКС.'lантиришни В·4. к5'ринншида "ам беJlгиланади. 

Бrрилган {~OHдa асосида акслантнришдаги А тупл<:~, 
НИН Г rбразu деб {(А) = (f(x) х Е А} га. проо6разu деfl Г1(А) = 
= (xED ({) I {(х) Е А} га "Йти.'1ади. 

50· т а ъ риф. {: Х _ у а!Сl:Лантuрu!uда: 
а) у mуnла.м.нuнг Jtap бuр элементu .{еч б[jlLМйга.нда Х 

ту".юянинг бuр элеменmuн.uнг образи булеа, у ~олда бун
дай аксланrnuрuш еюръекmuв ёки Х ни У Huнг устига 
акеланmuрlШJ деUu.ладu, яънu 

, : (У УЕ УНз х Е Х) (у = ((х»; 

б) у mуnла.мнuнг ~ap бuр элеJ4eнmu Х тgnлaJ4НUн.~ 
бumтaдaн. opmul'j булмаган SAeJ4eHтuHuнг образи б{jllса, 
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· бундай аксланmириш Х ни У га инъекmив аксланmllриш 
дейилади, яъни . 

{: (vy Е У) (У х1, Х2 Е Х) (у = {(Х1) Л У = {(х2) ==?Х1 = х2); 
В) у mуnламнинг Jfap бир элеменmи Х m{jnламнинг 

aHи~ бuр элеменmининг образu булса, У Jfолда бундай ahC

ланmириш узаро бир ~uймаmли ёки биекmив аl(слаl-lmuриш 
деЙuладu. 
М и с о л л а р: f: х ER -+ х2 Е R+, бундан куриниб туриб

дики, сюръекция бажарилаётибди. 

2. f = {(х. У) Е Ю1 У = х} акслантириш инъективщф. 
3. f ={(х, у) ER х R+ IY= 2х } куринишидаги аксшштириш 

биею ивдир. 
Юl\орида кеш иришан мулох,азалардан куриниб турнбди

ки, f функция КУПЧИЛИК х;олларда х;аI\ИI\ИЙ сонлар туплами
да ающланган булиб, узининг геометрик м азмунига кура 

{(х,у)Е R2 l х Е RлУЕR ЛхfУ} = Г, 
HYl\Taolap туплаМИНld теКШИРi1Ш ёки аНИl\лашга мос келади. 
Юl\орида R J\сЩИI\ИЙ сонлар туплами БИiIС\Н Ох сон УI\НДRГИ 
НУI\ТLlлар туплами орасид? узаро бир l\ийматли мослик у р
натиш мумкин эканлиги J\3l\ида айтишан эди. Бунда н келиб 
ЧИl\иб, хОу ТУFрИ БУРЧRКJIИ координаталар текислнгидаги 
~I\талар туплами била н R х R ТУПоlЮl элементлари орясида 
узаро бир I\ийматли мослик мавжуд эканига ишонч х;осил 
l\ИЛИШ мумкнн, хОу т5тРИ бурчаКоlИ декарт координаталар 
текислигини шартли ТАрзда (12- арасм) туртта чоракка (квад
рантга) эжратилади. Декарт коордишпалар текислигида олин
ган ихтиёрий А нук;тани аввал Ох Уl\ига, сунгра Оу УI\ИГ'l 
проекциялаб х;амда хо ва Уо НУl\таларпи топиб, А НУl\танин!' 
хОу текисликдаги координата.lарини мос раВИШДё. (хо • Уо) ор
l\3ЛИ ифодаланади Ба уни А (хо Уо) куринишида ёзилади. Шу
нинг учун: 1 чоракдаги А (Хо,Уо) НУl\танинг хо Ба !/о коор
динаталари х;ар доим мусбат б~лади: хо > О, Уо > О. Шу ка
би II чорак учун А (-ха, Уо), III чорак учун А (-хо, _. !/о)' 
IV чорак учун А (хо ' -Уо) булади. 

Маълумки, Ох сон ук;ида олинган А (11) ва В (t2) HYi\TR
лар орасидаги АВ = d масофани АВ =; t2 -t1 \ формула 
ОРI\,ШИ ифодалаган эдик. Энди I\;уйида хОу Декарт коорди
наталар СlIстемасида бсрилган икки HYl\Ta орасидаги Mq:o~a
ни аНИl\лаш формуласини х;осил I\иламиз. 

68- те о р е м а. хОу mекuслuкда берuлган А (Х1' Yl) Ба 
Е (Х2 ' У 2) НУl\талар орасидаги масофа 

d = АВ = V (Х2 _. х1)2 + (У2 -- Yl)~ б)'лади. 
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11 

у. r-- -~-. А (Х;,У..) 
р 1· О 

о 
111 

й) 

I 
I 

х. 

'У 

у 

8. ~-A,L?18 
Az. г-- 1]) 

( 

~ l 
I I _ 

of 4, 8, ох 
12· ра!:м. 

и с б о т и. Берилraн АВ 
кесмани Ох ва Оу у~рига 
~иялаАмиз: унииг Ох 
~ИДdГН проекцияси А 1В. = 
= Ixl-xll. Оу у~идаги про
екцияси А 2В2 = I У2 - у.1 
буnиб (12- б раем). АпВ 
учбурчакдан Пифагор тео
ремасига ~cocaH d = АВ = 
= V Al)t + 8fYJ БУnади. Бу 
ердан AD = A1B1 ва BD= 
= A~2 га асосан 

d - АВ - , /А в1 + А 82-- - у • I 1 2-

= }/(X1 - х1 )1 + (YI-Yl)2. 

М И С о., пар. 1. А (2. 
-5)ва В(-3. 7) HYl\тaJlap 
орасидаги масофани топинг. 

Ечиш. d = 
= }/(-3 _2)2 + (7 + 5)2= 

=У25+144 = }/lб3 = 13 
узун. бирл. 

2. f(x) = 
%1- 4% + 3 

%' + 4 

функциянинг аНИl\nаннш со~сиии топннг. 
Е ч и ш. Бу функциянинг аНИl\ланиш со\Зси XI - 4x+3~ 

~ О БУ.1ган барча Х пардан иборат булгани учун. бундан 
х ~ 3 ва х ~ 1 ни топамиэ. Бундан D (г) = (- 00; 1) U 
U О; 3) U (3; + CID). 

,/_ j/_ 1 
3. '(х) = у 9 - х + х - 4 + % _ 6 функциянииг аНИI\-

лаНlIШ со\асини топинг . 
Е ч и ш. Беришан функциядаги иррационалnикнинг арвф

метиклик шарти ва каср махраЖIIНltНг налдан фttРI\ЛНnНК 
шартиг,з асосан: 

! 9 - х;;а. о. I Х ,,;;; 9. 
-4+x~O (:) x~4, 

x-б~О х~б 

ни ~осил I\ИЛ1МIIЗ. бундан D(f) = [4; б) U (6; 9J. 
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4. {(х) = IOg2 (х - 3) + sin V х + 4 + ,/" 1 функция-
10....:.% • 

нннг аН~JJаннш СО'У!СИНИ ТОПIIНГ. 

Е ч И ш. Бу ФУНКЦИЯЮ4НГ аНlflVlаниш CO~CH 

( 

Х - 3 > О, j Х > 3, 
х - 4 ~ О, <:> х ~ 4, 
IO-х >0 Х<О 

га кура D(f) = (4; 10) БУJJади. 

5. ! (х) = 2% + 1 Функциянинг ушбу ~иймаТJJарини то
zI-1 

пинг: а) 1(2), б) ! (2а), 8) ! (а + 3), г) ! (-х), д) t<lx\). 
Е ч И ш. а) ! (2) = 2·2 + 1 =~; б) ! (2а) = 2· 2а + 1 

,21 - 1 3 (2а' - 1 

4 а + 1; 8)! (а + 3) = 2 (а + 3) + 1 = 2а + 7 . 
4al - 1 (а + 3)1 - 1 a~ + ба + 8 • 

г)!(_х)=2 (-%)+1 =1-2х; д)!(lхl)= 2/xl+1 
(-х)2 - 1 х2 - 1 /%2/ + 1 

21xl+ 1 
х2 _1 

Муста~ил ечиш учун IIИСО.ll ва масалалар 

1. хОу текисликдз ~уАJ{даги ну~та.1арни ясанг: 

А(2, 7); 8(3,0); C(J, -.4); DЩ 5); Е(--I, 2); F(-4;-3) 

О(-2, О); Н(О, - 3); l( (-3 -1 , 2 .1..); L (Y2,-V3). 
2 2 

2. Координата.1арн, I\уйндаги теНГЛ3МЗJJllР системасини "а
ноатлантирувчи НУ~lаларни ясанг: 

I 5х + 2у = - 1, {Х2 + у2 = 25, { yZ - 4х = О, 
а) 1 2х _ у = 14; б) х + У = 7; с) х2 - 4у = О. 

3. Абсцисса.'1ари - 4, -3, -·2. - 1, О, 1, 2, 3 ва 4 га 
тенг. ординэплари эса <1) у = 3х - 5; б) у = ха тенглама 
билан аННI\JJанувчн HYI\T<lJJ<lPHH ясанг 

4. (3, 2) HYI\Ta 6ерНJJГЯН: унга абсЦИСC<lJJар ва ордината
пар УI\JJаРИГIl нисбатан, координаталар бошига нисбатан СИМ
метрнк булган НУl\тзларни ясанг ва упар орасидаги масофа
ни аНИ~ЛIIНГ. 

5. Мунтазам OJJТибурчакнинг томони а га тенг. Коор
динэталар боши OJJТибурqакнинг марказида, абсциссмар УI\И . 
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унинг икки ~арама-~арши учларидан Утган деб, OJJтиБУРllак 
учларининг координаталарини топинг. 

6. Учбурчакнинг учлари: А (;-2,1); В(4, 8); с (10,6). Бу 
учбурчакнинг ички бурчаклари орасида утмас бурчак борми? 

7. Ох y~ДiI координаТЗЛIlР бошидан ва А (9, -3) HY~тa
ДIIH бир хил узо~ликда турган ну~тани топннг. 

8. Мунтазам олтибурчакнrtНГ иккита ~ушни rч~ А (2, О), 
В (5, 3 Vз) ни бил ган J\олда унинг марКЗЗII О (х, у) НII то
пинг. 

9. А(I,З) В(4,7); С(2, 8); D(- I, 4) га кура ABCD 
П"РМЛeJIОГрамм экаНЛhГИНН текширинг ва АВ томонини асос 
деб, унинг баЛIIИДЛИГИНИ J\исобланг. 

10. Агар {(х, у) IxE Хл.уЕ У Axfy} = Г, булса, у >\олдi1. 

Р, = = {(х, У}Е N 2 1 у = х + I} ни топинг. 
1 •• 11. к.уЙидаги функция,,1:1Р ~айси орали~а айнан тенг 
булади: 

х2 
- 1 lo/:, (.1+1) 

а) у = -- - 3 ва У = х - 2; б} У = 2' ва у = 
х-I 

= х + 1~ В} У = V х2 
- 4х+4 ва У = х - 2; 

г) у= Vx-I V 2х+ 1 на .,y=V(x-l)(2х+I}. 
12. I\уйидаги функцияларниfU'· аНIЩланиш сох,?сини то

пинг: 

а) !J = УХ"+5; б) ц= Jog %-2. 
Ig(9-x) • I .. +2' 

в) У = V х2 + 4х - 5 Ig(x + 1); I 

г) у= Ух2 -5х+6. ) =10 (2_.'J"x_ 2Jr X'+I. 
(10.1 + 5" Д У gfo V - , -, 

..,41j 1 
е) у = t' т 10g .. 16 -logs<.tl -4x +3; 

) V .1-1 1 
Ж у= 10 -_.--' go.~ х -, 5 .(2-36 

13. ФУНКЦIIЯНИНГ ~иЙмаТ.'Iар сох,асини топннг: 

а) у = v 2 + х _. х2 ; 

и) У = log~ (1 - 2 cosx); 

2.1 . 
д) У = 1 + хз ' 

lИ 

.1-1 
б) У -= -"-'-1; 

Х'Т 

г) у = siп х + sin Ixl; 

е) у = 2СОЗ Х'; 



2 
ж) У= .; 

з- SIn % 

1 

3) У = Jf J Х' - Х 
и) У = 2 siп 5х + 3 cos 5 х. 

2- §. ф)lНКЦИЯНИНГ БЕРИЛИWJ)lС)lЛЛАРН 

Математикада функциянинг беРИJlИШ усулларидан ./Куда 
куп учрайдиганлари анаJlИТИК, график ва жадвал ёрдамида 
берилиш усулларидир. 

1. Аналитик (формула) усулда берилиши. 
5 1- т а ъ р 11 ф. Агар функциянuнг f\иймаmuни mоnиш 

учун aPгYMeHmHuнг уеmида бажарилшuи лазим бумах 
а.малларни бог ловчи ифода курсаmилгах булеа, У {олда 
функция анаЛllfnUК уеул бu.ШН берилган деЙилади. 

Мнсоллар: 1) у х2 -5х+ 1. D(x)=R, Е(у) = 

= [_ :1; + со> }: 

2) у = х2 
-- 5х + 1. х Е [1; 3); 

3) у = х2 
- 3х + 4, х Е О; 5); 

4) У = VI-x функция аналитик усулда 
бери.~ган. D (у) = (- ос; 1 J; Е (у) = (О; + со»; 

5) у = V siп х- 3 функция аналитик усулда беришан, 
D(y) = Q!; Е (у) = 0'; 

б) а) у = V х-I + V 1 х функция аналитик усулда бе· 
РИJIган, D w) =с {I} ва Е (у) = {О}; 

б) У = Vlog2 siп Х функция х;ам аналитик усулда~берил-

ган, D(Y)={; +2kл!k Е Z} ва Е (у) = {О}; 

7) У = V l-x2 функция аналитик· УСУЛ.J.а берилган булиб, 
D(y) = [-1; 1) ва Е(у) = [О; 1) ва бу ерда f ~онуният 

13- расмда кеЛТИРИJIггндек МОС.~икни ифо.J.алаЙди; 
I 

8) У =~ . функ-
1 -ХI -1 1) , _Х 

ция аналитик куринишда 
бери.lган, D(y) = (-1; 1), 
Е(у) = [1; + 00). SX·: 

!I К)~орида келтирилган 
аналиmк функцю:.,.'!р би' 
лан бир ~aTOpдa шундай 

о 

13· расм. 
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функциялар ~aM баркн, улар I\UCAtaH анаAU11ШIC фУНIЩUЯАОР 
деб атa.rrади. чунончн 

1
1, агар Ix/ > 1 БУ~са, 

9) f (х) = О, агар Ix\ = 1 булса, 
- 1, агар IxI < 1 БУлса. 

1 О) f (х) = { 1, агар х - рацнонал сон БУлса; 
О, :1гар х - иррацнонал БУлса. 

Бу функция Дupuхле фУНICЦUЯCU деАилзди. 

1
-1, агар х < О булеа, 

11) {(х)= signx= О, агар х = Обулса, 
1, агар х> О БУлса. 

бунда D(f) = R, E(f) = {-1; О; 1}; 
12) {(х) = [х) -«антье нкС» -х нинг бутун I\ИСМИ. 
13) f (х) = {х} = х - [х), х IЫ.HГ каср I\ИСМИ. 
АнаЛНТIfК усулда берилган функцияларнинг шундайлари 

х.ам учрайдики, унда I\атнашаётraн узгарувчилар бири ИК
кинчиснга нисбатан ошкора ифодалзuмаган булади. Бундай 
функцияларни математикада ot1JКDp.мac фУНICцuялq.р деб ата
лади. 

14) ху-х+ 1 =0; rx2 +yl = 1; хЭу+~1 =0; ху+ 
+xyl= 1, sinx+cosy= 1;'log2x+ytgx=sinx функция
лар ошкормае функциялардир. 

11. Функциянинг график усулда бери.'1ИШИ. 
zQy ТУFрИ бурчакли Декарт коордннаталар текислигида 
у = f (х) функцияни I\зраЙЛик. Эрк.rlll узгарувчи х га x1• 

х.. , ХII ' I\l1йматларни бериб, мое равишда YI, YI- •.• 
УII • J{ийматларнн х.ОСIIЛ ~иламнз. Сунгра координа-

тмар текислнгнда (XI. УI). (х!. У2)' , (Хn ' УII)' коор-
дннаталарга МОС келувчн Нуf\таларнн ТОШI:'ШЗ. 

52- т а ъ риф. Берилган у = f (х) функция УЧУН КООР
динаталар mеКlIслигида IJJYHaau НУ"iПlалар mуnлами мав
жуд 6улсаки. 6у mУllла.идан олuнган иxmuёpий (хо• уо) НУ1\
та учун уо = f (хо) муноеабаm уринли булеа. у .rолда бу 
НУ1\maлар mуnламu у = f (х) нинг графигu деииладu. 

Берилган у = f (х) функциянинг графиги - бу теКI1СЛИК
нинг шундай HYI\TMap тупламики. унд;)ги НУl\та.lарнинг ко
ординаталари фа"ат м .фаl\ат у ;= {(х) ни "аноаТ.'1аитнрадн 
ва узида бошl\З НУl\таларни с.:щламаЙди. 
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хОу текисликда бе
p".lf:lH l НУl\талар туп
.1амининг координата

.1арини аНИI\JL1Ш УЧУН 

Оу Уk,ига параЛJJел 
TYfPH чиэи~ар Утка
ЭНЛaJ. >\ар бир ТУFРИ 
ЧИЗИI\ бу тупламни 
биттадан ОртИl, бул
маган НУК,тада кесиб 
S'тади (14- расм). ОХ 
\'КИ;J.а олинган [а; Ь] 
кеСмадан tfХiиёрий ХО 
нук.та олиниб. у opl\a

A9~ 

~ __ ~' 
~I X-i i I I I I 

. о J К. 6 х 
14- раем. 

ли Оу Yl\Hra параллел I\ИJlиб у,.каэилган туrpи ЧИЗИI\ l HYI\Ta
лар тупламини А IfУl\тада кесиб утади, Бу НУi\ТnНИ Оу ук.ига 
проекцияласзк. у х,OJIда хо I\ийматга мос булган Уо =f(xo) 
I\lIймат а НИl\ла нади. Бундан А (хо • Уо) Е l НУl\танинг коорди
наталари (хо • Уо) эка ни аНИl\ланади. 

Функция график усулда 6ернлса. унинг 'УЗР доим 'УЗм 
ана.'!ИТиК ифодаСИНИ топиш МУМКИН булавермаЙДи. Айрим 
>\о.1ларда OJIий математикаНJlНГ махсус ус.rrу6ларини тат&1м; 
l\и.1и:.lI натнжасида унинг аналитик ифодасини таl\рибан ТО
пиш мумкин. 

1 1 1. Ф у н к Ц и я н и н г ж ~ Д в а л у с у л и б и .1 а н б е
р 11.1 Н Ш и. Амалиётда жуда КУ" х,о.l'fJIарда бhР уэгаРУВЧllга 
туr.1И к,иймаТJlар 6ериш асосида ИККIIНЧИ уэгаРУВЧIIНИНГ IfUЙ
",аmлар жадваAll туэилади. :У'ргаНИJlаётган >\одисаНIIНГ 
текис содир БУЛИШII. сакраб содир БУлиши. уэилиб-уэилиб 
СО.lир булиши каби мзса.1аларни х,ал I\lIлишда х,амда айрим 
тиббий масалаларни еЧllшда. ер УСТИ ва tfчки (геOJlОГИК) уэ
гаришларни, I\азилма 6ойликларнинг J\ЗЖМJlНИ топишда ав
ва.'! iКадвал усулига суянган х,OJIда унинг аналитик усулига 

таl\ри6ан ёки ,ШIlJ\ Уlllшлар >\ОСIiЛ I\ИЛ 1:1 нади. АМа.'!иётда бу 
усу.'! уэининг ТУЭИJIишига кура -::нча I\улаЙдир. 

М И с о л л а р. 1. 

-5 1--з I О 40 3 I 8 

: I 
5 15 

-10 I --6 I О 6 I 16 30 80 10 

Бу жаД8..1Лда YCTYНJIapдa жойлашган катаклардаги COtL'!ap 
-5 3 15 1 40 

Нllс6ати -- = - = - = - = - ни J\В.pacaк улар-
--10 6 30. 2 80 • 

117 



ВНВГ бир-бнpиra тенглиги !I = 2х муносабат мавжуд эuнли-
гнни курсатнб турибдн. 

2. 1 
9 15 90 -

З .. 
1 1 

12 З - - 9 
З 5 зо 

Бу жадвалга СННЧИК.i1аб "арасак, х,ар б:.р вертикал ка так
лардагн сондар купаАтмаси )'згармас сон 3 экан.лиги куРи-

нади. Шу сабамп бундан ху = 3 ёки У = 2. куринишдаги 
х 

аналктик ифода х.ОСИJl бу JlЗдн. 
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МУСТЦИJl СЧИW учун МIICOJI ва маса ... а.аар 

ФУI<КЦИЯRИНГ аНИl\Ланнш сох.аси D (f) ни топинг: 

1. Нх) = V1 -х + 2. ([х) = --1--
xl + Зх'-2.r 1 

+ у 2+х' 
З. '(х)= ~xI- З.х -\- 2 

.х+1 

5. f(x) = VIg(зХ=:"27х2). 
х2 -9 

7. '(х) = Ig --о 
.х2 -1 

9. {(х) = и .х2 -9. 
t' .хт4 

4. {(х) = VЗх -х' . 

6. {(х) = log.log1 (х - 3). 

8. {{х) = 'п XI- 4х· + Зх 
х-1 

1 
10. '(х) = . 

хl -5.х+б 

Функциянинг узгарнш сщасн Е (f) нн топинг: 

11. '(х) = х+2. 12. f(x)= .x
1
+x+2. 

х-3 xI-х+2 

13. {(х) = ~. 14. {(х) = (-1)& . 
1 +х-

15. '(х) = .r-5. 16. '(х) = Ig _1_. 
2.1-4 .х-1 

17. '(х) = V X~1 • 

19. f(x)=V li(x+ 1)· 

.х+1 
18. '(х) = 'п --о 

х-1 

20. f (х) = Ig(sin х - 2). 



з- § .• )'НКЦИЯНИНГ ЗНГ М)'~ИМ хоссAJI..4PИ 

"'актаб матемаТИКLlеl1да ~рганилган функцнялар 9SИIIJfнr 
тузилиши ЖИ~ТНДilн eOД11.8 куриниwдaгн функциялзр б~ЛНб, 
"ар бир тур фУНКЦИЯНJtНГ характер"н" урганишнинг 9Эllга 
хос хуеуrияти мавжудДир. ШуиltНГ учун ~aM мактnб мате
М;\Тllкаендамн, олиА математиющ.,ми, ~аАсlt бос~нЧДIt ypraНlt
Jlншидан ~атъи назар, функциянииг умумий характерини 
)'рг"нишда ~уАндаги тушунчалар MY~M ах,аМИЯТI'З ,га: аин~
.1iiНИШ ва узгарнш сща.1ари; Чt'гаралаllганлнги, жуфт ва 
ТОI\ЛИГН; даврнА.1НГИ; уснш ва камаАншн; знг капа ва ,нг 
кичltК ~нitматлаРIt; узлукеизлнги; графнгн. Ю~орндагн мав
зу.~арда ФУИКЦltянинг аНIt~лаНIIШ ва узгарнш ещаларнни ку
рltб утднк, 'ИДИ 1,000ган хоссаларни ~aM куриб чи~аАлнк. 

1. ФУИКЦИЯIIИIIГ чегаралангаил:ни. I\аралаёт
ган фуикцняниж миши мумкltН булгаll ~нАм()тлари туп.1а
ми )'зннинг ТУЗИ.1ИШИ ЖIIх,аТIIДiШ J\ilP Xlt.1 БУЛIIШИ -- ~уАи· 
даи, ю~оридаи. ~уitи ва ЮJ\оридан чt'гаралаиган БУЛIIШИ ёки 
чегараЛi\иган б)'лмаслиги МУМКИII. 

53- т а ъ р 11 ф. f (х) функция ани~ланган Х сонли mВn· 
ламд(l}( олинzан ихтиёриll х учун шундаli А СОН МlJ8Жуд 
6улсшщ А <: f (х) J4/1HocOOaт gpuнли булеа. у -\олда f (х) 
ФУНКЧUЯ ~yйидaH lU!гaplJAaHгaH деl1uладu. 

!\УЙU чnара.fарнuнг 9Н.? каmmш:u ани/{ I\УЙU чегара 
деЙuлади. '. 

М н е о л л а р. 1. У =-о 2Ж ФУИКЦИЯНltнг "уйн чегараеини 
ТОПIIНГ. 

Е ч и ш. D (ч) = в, Е (у) = (О; + 00) зканини зътиборга 
OJ1сак, у х,олда исталг!tн манфий х,З~III~ИЙ сон ~уАи чегара 
булиши ва улар орасида ,нг капаеи НМЬ зкан.~ИГН paвwaH. 
Демак. бернлган функция ~уАllдан чегараmшган ва А - О 
аНИJ\ ~уАи чеГllрадир. 

2. / (х) = xJ + 2 ФУНКЦИЯНIIНГ аНIII, l\уАи чt'гараСИНII то
пинг. 

Е ч и ш. D ({) = R ва Е ({) = (2; + 00) эканидан f (х) :> 2. 
Демак, А = 2 БУлади. 

:i. f (х) - siп х - 3 ФУНКЦИИНИНI' ~уйи чегараеини топииг. 
Е ч И ш. D (/) = R ва Isiп хl .;; 1 экаНИIIИ 3ЪТltборга М

сак, у х,мда Е (() = [- 2; - 4) экаН.1НГИ равшан. Бундан 
А :0.' -4; А = -10; А ~= -7 сонлари I\уйlt чегар.1 булнши 
бlt.~dН бирга aнн~ ~уйи чегз?' А = - 4 БУладlt. 

54- т а ъ риф. &рилган. f (х) функцuя ани~лаНZ(l}( Х СОН
Аи mgnлаА4~ о.шнган UXf1Juёpuй х учун шундall В сон мав-
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:жуд 6B/ICQКU, {(х)< В бg~а. у .{олда {(х) функция Ю'fоpu
дан чегараланган деЙuладu. 

Ю1fOpu чегараларнuн.г энг Юl'Шги aнu'f ЮlfOрu чегара 
деЙUладu. 

Мисоллар_ 1. ((х) = Vl-x· Функциянинг аНJЩ ю~о
ри чегарасини топинг. 

Е ч и ш. f (х) функциянинг ани~аниш сщаси D (J) = 
= [- 1; 1], ~ийматлар со~си Е(Г) = [О; 1]. Демак, В ~ 1 
шартни ~аноатлантирувчи барча В лар унинг ю~ори чегара
си, В = 1 эса ани~ ю~ори чегарасидир. 

2. {(х) = - хl - 4 х + 1 функциянинг ающ ю~ори чега
расиии топииг. 

Е ч и ш. f (х) функциянинг аНИl\Ланиш со>;аси D (f) = R 
були б, {(х) = -r -4х + 1 = _·(х + 2)2 + 5 га асосан 
Е ({) = (- OD; 5] бу.'1ади. Бундан В ;;;;, 5 булиб, В = 5 ани~ 
Ю~ОрlI чегара буладн. 

55- т а "Ь риф. f (х) фУНICцuянинг анU1\Ланuш co-t'йСuаан 
ОАинган ихmuёрuй х учун шундаи А> О мавжуд 6B~aкu, 
If (х) I =s:;; А 6y~a, у ~олда f (х) фУНlCl~UЯ чегараланган дейи
ладu. 

Бу таърифдан келиб чи~адики, ! {х) ФУНКЦIIЯНИНГ ани~
ланиш со>;асидан D.'1инган ихт"~риit х учун шундай - А ва 
А сонлар мавжудки, - А =s:;; f (х) =s:;; А БУлади. 
М и с о л. f (х) = siл х ФУНКЦИЯКIIНГ чеГ::Jраланганлигики 

курсатинг. 
Ечиш. f(х)=siлх фуккцияникг ани~лакиш со>;аси 

D(f) = Н, узгариш со>;зси E(f) = [-1; 1], яъки, Isinxl :Е;; I 
экаклигидан ихтиёрий А ~ 1 сон i (х) == sin х фуккциянинг 
чегарзси булади. 

МатеШlтикада шундай фуккцкялар мавжудки, улар на 
ю~оридан ва ка ~уйидан чегарал::Jкгак; чукокчи f (х) = .\.8 + 

Х· + х2; f (х) = tg х; f (х) = -- ва >;оказо. Буидай функция
х2 + 1 

ларни ~M ургаllИШНИНГ узига хос ХУСУСJlятлари мавжуддир, 
II. Фуккциянинг жуфт ва то~лиги. Бернлган 

фуккцияки урганишкинг МУ"lим хусусиятларидан бири, бу 
укикг графИГIlКИ хОу текисликда ординаталар у~ига ёки 
координаталар (юшига нисбатitН сим метрик жоА:лашишинн 
ургакишдан и бора rД!fр. Бу эса бевосита функциякикг жуфт 
ва ТО~ЛИГh тушунчасига ОЛllб келаДJf. 

56- т it Ъ риф. 1 Агар 6еpuлган Х СОН/Ш mуnлв.м учун. 
-хЕх 8й хЕ Х БУЛЕа, у ~олда Х туплам коордuнаmaлар 
бошuга нucбаmан CUAlJAempUIC жойл(lUЦан деЙuлaдu. 

2. Агар f (х) фующuянuнг аниlfланuш CO~йCи Х КООР-
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динаталар бoшuга Hиc6amaн CиJНмempиK БУЛUБ. uхmuё/JUU 
х Е Х IjЧIjН f (х) = f (- х) булеа. у ~олда f (х) жуфm функ
ция деЙuладu. 

М 11 С О л. f (х) = х2 ; f (х) = V 1 - 2 х!; f (х) = -1- ; 
..t4 + 1 

f (х) = 2'" жуфт функциялар эканлигини курсатинг. 
Е ч и ш. Маълумки. берилган функциялар учун А (х. f (х» 

ва В (- х. f (- х» IfY1\тзларнинг координаталари уларни ~a
ноатлантнради. Шу билан бирга 

f ( - х) = (- х)' = XI = f (х); f ( - х) = V 1 - 2 (- х)2 = {(х); 
{(-х) = 1 =f(x); {(-х) =2(-"" = {(х). 

(-..t)4+4 

Бундан бу функцияларнинг жуфт экан.,иги равшаllДИР. 
57- т а ъ риф. {(х) фljнкциянuнг ани'fЛанuUl сща.си коор

динаmалар БОUJига нисбamaн cиJНмempиK 6улиб, ихmиёрий 
х Е Х учун f( - х) = - {(х) булса, у ~OAдa f (х) mo'f функ
l/UЯ деЙилади. 

Мнсол. {(х)=х; f(x)=.r+x; f(х)=siпх; {(х)= 
= arctg х тщ функциялар эканлигнни курсатинг 

Е ч и ш. Б~ри.'1ган функцияларнинг ани~ланиш CO~CH 
координаталар бotuнга ннсбатан симметрик булиб. ихтиеркй 
х учу н А(х, ((х» ва В(-х, -f(x» ну~талар координаталар 
6ошига нисбатан сим метрик ЖQЙJ1ашишн 'l.амда {(-х)=-х= 
= -f(x); {(-х) = (-х}"'+(-х) = -{(х); f(-x)= sin (-х) = 
= --siп(х) = -f(x), {(-х) = arctg(-x) = -arctgx= -f(x) 
экаllлигндан бу функцня .. 1арнинг TO~ эканлигнга ишонч '1.0-
сид ~иламнз. 

Математикзда f (х) = ar + Ьх + с. f (х) = х' + х2; f (х) = 
= _.t_'_ каби жуда куп функциялар мавжудки, бу функция-

..t'+ 1 
.. 1Зр на жуфт ва на ТО~ИР. Вундай функцняларнинг алщида 
О.'1ннган хусусиятлари ~~ИДЭ фикр юритишнннг узигз ХОС 
<I=\ЗМНЯТИ бор. 

69- т е о р е м з. Анu'f.AalШШ сщаси Х коордuнamалар 60-
шига нuсбаmан cиJНJНeтPUK булган .\ар ,\андай функцuянu 
>jap бирu шу сщада aнU'fAaHгaH ва бирu жуфm, UККUн'Ш
си эса mo'f фУНКЦUялар UUFUHaUCU билан ифодалаш JНy ... -
"ин. 

И с б о т и. Теоргмзнинг шартига кура у = f (х) функция
нинг аНiЩЛЗНИШ СО'l.ЗСИ Х координаталзр боши га нис6атан 
снмметрик. Шу Х сщзда аНJщланган шундай Уl = (J1 (~) ва 
!/2 = ~ (х) функциялар мзцудки, f (х) = qJ (х) + ~ (х) эка ни-
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нн курсатамиз. Бунин г учун fp (х) нн q; (х) = I (х) + / (- х) 
2 

куринишда ТiiНJlаЙмиз. Бу функц"я учун 

«р(-х)= {(-х)+{(-(-х» = /(-х)+{(х) = 
2 2 

= ((х\ ~{(- х) = «р(х), 

ЯЪШI ч: (х) - жуфr функция. Эндн ",(х) ни "'(х) = 1 (х) -1 (-.r) 
2 

КУРИIIИШда таНJI<1СЗК, у х,олда 

", (_ х) = 1 (- х) - f (- (- х» =:....1 (,--_.~\")_-.....:f.....:(...;.x) 
2 2 

= -(f (х)-! (-х» = _", (х) 
2 

БУJlиБ, бундан ", (х) нинг TO~ функция экаИJlИГИ ке.!lиб чи~а
дн. у х,ОJlда «р(х) + ч(х) = f(X).L;(-Х) + f(t)-f(-x) 

= f (х) БУJlиБ, шу бктrан теорема исбот БУJlДИ. 
М И С О Л . У = z' функциянЦ. жуфТ ВI\ TO~ фу НКЦИRJJiI Р 

ЙИfИНДИСИ куринишида ифодзланг. 

Е ч и ш. у = 2-" функциянииг аНИ~Jlаниш сщаси D (у) = 
= R координаТЗ.'lар бошига нисбатан сим метрик. «р (х) = 

2'< _ 2-Х ~ _ 2-Х 

= -2-- ва", (х) = 2 x,tIM шу R да ани~ланган 

6УЛ1l6, у = z' = «р(х} + "'(х} БУлади. 
Бу ю~орида келтирилган тушунчани яна J\aM умумлаш

тириш мумкин, яъни: Q2(lP 6ерuлган f (х) функцuянuнг aHи~
ланuш сщасu (хо, О) Hy~maгa ние6атан СИАСАСеmрик 6у.щ6, 
шу СO>jадан олuнган {ар 6ир х учун f (2 хо - х) = f (х) 6ул
са, у >jолда f (х) шу (хо, О) Hy~maдaH Оу га nаралле.1 6у
лu6 уmувчu mYFpu чuзu~~а ние6атан СИАСАСеmрик 6уладu. 

М 11 с О д. У = sin х функция (; , о) HY~TaдaH утувчи 
ва Оу у~ига параллел ТУfРИ чиэи~~а симметрик: 

sin [ 2 ( ; ) - х] = sin х. 
111. ФУНКЦhЯНИНГ уеиш ва камаЙиши. Матема

тикада фУ.нкциялар узннинг ~НJЩJJIIННШ сох,асида еки унинг 
булаrнда уеиши, камайишн ёки бир ХИЛ ~ийматга эришишн 
мумкин. Шунинг учун функцнянинг уэинивг ани~ланиш со-
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\ЗСIlд.а усиши ва кам:iЙИШИИИ ан~аш унинг табиатини ур-
гаllИШНИНГ MY~IIM томонларидан бири ~исобланади. . 

57- т а ъ риф. Агар f (х) QНи~ланган Х co~aдaн О/ШIЦQН 
uxmuipuu х!. х! I{ЦЙ.мamлар учун хl < х! булганда [(хl) < 
< f (х2) 6YJICa. у ~олда f(x) шу co.taдa усуf1lШ деЙилади. 
М и с о л .1 а р. 1. у = Х функция нинг ани~ланиш со~аси 

R БУ.1иБ. усувчи БУ.1ЗДИ. 
2. у = х2 функция R да ани~ланган, лекин х Е [О; + (0) 

да МОН010Н усувчи БУлзди. 

з. У = sinx функция [-; + 2kл; ; + 2kЛ] да-l 
дан 1 гача усади. 

58- т а ъ р н ф. Агар f (х) аНU~ЛQНган Х сщадан ОАинган 
ихmuёpuй X1• х! ~иЙАСатАар учун х1<х! булганда f(x1»/(xl ) 
булеа, у ~олда f (Х) шу сщада каАСаювчи деЙиладu. 
~rМисоллар. 1. y=(~)-t функция (-00; +(0) да ка
маювчи. 

2. у = logO.5 Х функция хЕ(О; +(0) да монатон камая
ди .... 

З. у' = sin х!функция х Е [ ::. + 2 k л; ~ + 2 k 11] да - - о 2 2 
1 дан - 1 гача монатон камаяди . 

59- т а ъ риф. Агар f (х) анu~ланган Х co~aдaн ОАuнган 
ихmиёpшl X1, Х2 ~иЙАСаl7lлар у'шн Х1 < Х1 булганда f (xJ Е;; 
~ f (х2) буJICа, у -\олда функция шу сщада каАСаЙАСшlдиган 
функция, Х1 < Х2 6УlШlНда f (xJ ;;;. f (х2) 6yJICu, f (х) шу со
-\ада YCAfQljauгaн функция дейилади, 

М и с о л л а р. 1. 11 = V х + Ix/ функция х Е ! - 00; + (0) 
да Кi.1маЙмаЙДllган функциядир. 

2. у = {х2 аггр х< О БУ,lса, 
О, агар х;;;. Обулса, 

функция R да усмайдиган функцнядир. 
~. муман, математиКЗДЗ усувчи, камаювчи, усмайдиган, 

камаймайдиган функцнялар бир суз БН . .lан ACOНOfnOH Функ
l{иялар деЙИ.1ади. 

IV. Даврий функциялар. Табнатда ва техникада 
шундай вo~ea ва ~одисалар учраЙДики. у.1ар узинннг табиа
ти ЖИ'\Зl идан ТlIкрорланиб ту ради. Масалан, Ернинг }\уёш 
атрофида ёки Ернинг уз у~и атрофидit доимо аЙ.lаниб тури
ши х,амда айрим технологик жараёнларнинг ЦIIКЛИК такрор
ланиб туриш", математикзда даврий функцияларни урганиш 
зарур эканлигини курсатади . . 
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60- т а 'Ъ риф. Агар f (х) функцuянинг ани~ланuш сща
си Х дан олuнган ихmuерий х учун шундай Т > О сон 
.м.авжуд га х ± Т Е Х б!}либ, г(х) = '(х + т) ёки f (х) = 
= f (х - т) булеа, у .{ОАда f (Х) функция Т даврлu даврuй 
функция деЙилади. 

Мисолла р. '1. Нх) = siпх учун Т = 2п сон мавжуд 
ва sin х = siп (х + 2 л) ёки siп х = siп (х - 2 л) БУлади. Де
мак, функция давриЙ. 

2. f (х) = х - [х) функция учун Т = 1 СОН м.авжуд ва 
liхтиёрий xED(f)=Rдa x+I--[х+I)=х-[х) бу
лади, бундан f (х) = f (х + 1). Демак, берилган функции 
давриЙдир. 

3. I (х) = {I, агар х Е Q бjЛсг. 
О, агар х Е I булса, 

функция учун ихтиёрий рационал сон давр БУлади. 

4. Нх) = ~ х функцияда f (х + 2 п) = 
1+ 51П Х 

cos (х + 2 п) CO~ х f • 
--~. ~-. -- = . = (х) буша ни учун ,\ам, 

I + SIП (х - 2п) I + SIП Х 
бу ФУНКЦIIЯ даврий на даври 2 л дир, 

Агар I (х) даврuu функЦI.lЯ '{)улеа, у :{олда давРllарнuнг 
ичида энг кuчuгu f (х) нинг энг кичик даври деЙuладu. 

70- т е о р е м а. Агар f (х) функЦI.lЯ анU1fЛШШШ сщасuда 
Т (Т > О) даврга зга булеа, у :{олда Т га карралu kT, 
k Е z сон .\ам унuнг даврu 6!}ладu. 

И с б о т 11. Аввал f (х) нин г аНИl\Jlаниш сох.асидан 0.111 н
ган ихтиёрий х ва k Е N учун х + kT ва х - kT лар унинг 
аНИl\Ланиш со~асига теГИllmи жанини курсатамиз. Бу
нинг учун k = n да бу шарт УРИНЛI:I, яъни (х + nТ) Ба 
(х - nт) ну~талар Т даврли Нх) функциянннг аНИl\Jlаниш 
сщаснга тегишли БУлсин. деЙЛнк. У ,\олда f (х) функuия 
Т даврли булгани учун 60- таЪРllфга ?сосан I (х + nТ) = i (х) 

. були б, [(х + nТ) + Т) ва [(х - nt) - Т) лар {'ки [х + (n + 
+ 1) Т) ва [х - (n + 1) Т) лар f (х) нннг аflи~ланиш сщаси
га тегишли БУлади. Энди f (х) = f (х + kr) ёки f (х) = f (х
- kT), k Е z эканини курсатамиз. 

Бунинг учун k б}'йича индукцияни I\УллаЙмиз. Агар 
k = 1 б улса , f (х) = f (х + Т) ва f (х) = НХ - Т) бу.1Иб. 
60- таърифга асосан f (х) даврий экани маълумдир. Теорема 
k = n учун 5'РИНЛИ деб. k = n + 1 учун уринли эканини 
курсатамиэ. f (х + nт) + т) = f (х + nТ) = f (х) ёки f (х -
- (n + 1) Т) = f «х - nt) - Т) = f (х - nт) = f (х) БУЛ:ЩII. 
Бундан k = n + 1 учун ,\ам уринли экаНII келиб чи-
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~. Демак, f (х) = f (х + kТ), k Е z булиб, шу билан тео-
рема исбот б~лди. • 
М и с о л. {(х);= tg х ФУНКЦИЯНИНГ знг КНЧИК даври n 

6улса, n n ~M унинг даври зканини курсатинг. 
Е ч и Ш. Шартга асосан Т = n булиб, f (х + т) = tg (х + 

+ п) = tg х = f (х). Бундан 60- таърифга асоеан {(х) = {(х + 
+ т) = {«х + Т) + Т) = f «(х + т) + Т) + т) = •. , = 
= {« ... (х+Т) + т) + +Т) = '(х+n Т) = '(х+n п). 

V. Ф у н К ц И Я Н И Н Г У 3 л У к с н з л и г и. Берилган f (х) 
ФУНIЩИянинг аНИlVlаниш сох,аси Х дан олинган l\иАматлар 
кетма- кетлиги Хо. xl , ., Х", ни ва бирор а НУl\тани 

~раЙЛИК. 
'.. Маркази а НYI\Taдa булган ихтиерий (а - б, а + б) ОЧИI\ 
ораЛИI\ а НИН Г б- атрофи деЙилади. Агар а НУl\танинг 
б- атрофида Х нинг а дан фаРI\ЛИ х ну~таJlари мавжуд бул
са, а HYI\Ta Х нинг' 1\УЮ1fЛU" НУ1\macu деЙил:щи. 

f (х) ФУНКЦИЯ х сщада берилгаи ва а I\УЮI\ЛИК н~таси 
БУлС'ин. 

61- та ъ риф. Агар 8> О сон УЧУ/t ШУ/tдай б> О сон 
rrюnu~aкu, Ix - аl < б булганда If (х) - А! < е бу.1Са, у ~ол
да х aprYMellT а га u/tmuлганда функциЯ А сонга mенг 
ЛU.llumгa эга дейuлaдu ва lim {(х) = А бuлан белгuлан.адu. 

х-о 

МаЪЛУМКИ. а HYI\Ta Х нин г чап (а - О) ёки унг (а + О) 
I\УЮI\ЛИК НУl\таси булиши мУМКИН, У ",олда 61- таЪРliфНИ 
Нт f (х) = А ёки lim f fx) = А 0pl\a1i\l и:родалаб. мое раВIfШ-
х.--о х- .. а+о 
да. А сон f (х) нинг чаn ёки ун.г лuАСUmu деб аЙтилади. 

Функциянинг х apГYM~HT хо га интилгандаги liт f (х) ли-
.1'-.1. 

мити ",аl\Ида еуз борганда х аргум?нт хо I\ийматни I\абул 
"ИJ1маслигини. ёКJI бу I\ИЙмат ",апо ФУIIКЦИЯНИНГ аник.ланиш 
сох,асига тегишлн булмаслигини еКII теГИШJ1Н бу.1С'а ",ам, 
lim ((х) ни "ОСИ.1 I\lIлишда f (хо) ни ,lIсобга ОJI~пс.:1ИК мум-
Х-ХО 

кин зкаНЛIIГИIlИ к.аЙд I\МИШ жонздир. Бу ерда айни шу 
lim f(х) = {(хо) булган >\ОЛ а",амиятга эгадир. 
Х--+Х. 

Бирор ХО I\УЮI\ЛИК НУl\тасига эга БУ·.1ган Х СЩtiдаги' f (х) 
ФУНКЦИЯНИ l\араЙJ!ик. Бу хо НУl\тада ФУНКЦI-IЯ тайин f (хо) 
I\иймат,га эга БУлеин. 

62- т а ъ риф. 1. Агар f (х) фУ/tКЦUЯ ХО 1\УЮf\.~UК НУ1\
macuгa эга булган. Х сщада а/tU1\ланган бg.1U6. lim {(х) = 

.1'-хо -о 

= lim {(х) = lim {(х) = {(хо) булса, у -,"олда {(х) фУНКЦUЯ 
х ---+.1'.+0 z.-..r. 
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у ---r /1 
"4 I 

J 

о к 

15· расм. 

!I 

х 

~ 
16· расм. 

х. HYlftмдa УЗАУКСUЗ 
дeЙUAaдu. 

2. А.?ар f (х) ФУНК
ция ra, Ь) нuнг {ар 
()uр Hy~a L/;З
АУКСUЗ бg.IIЩ, У .ro,iaa 
у шу кесмада уЗ.7I.'\
cuз деЙUАади. 

М и с ол. Hx)=x~, 
Х f (х) = sin х функция

лар уз.ларининг IIЮЩ
ланиш сщаеида уз.1УК

еиздир. 

VI. Функци Н-
нинг графиги. 

MaTeMaTHJ<aДCI куп ~оллар.:.ta 
функциянн график ~OJlат.:.tз 
берилмаCl\- да, лекин уни гра

фик таевир.1ашга х,ар вa~T IIН
тилннади. График жуда аен ва 
курга::sмали булгани учун 
ifiункциянинг хоееаларинн lек
ширишда беб..1х,о ердамчи "У
рал хизматини )·таЙди. Бирор 
у =..о f (х) Функциянинг aHIII\.la
НI1Ш еох,аси Х СОН.111 т)'п.lам
ДIlН иборат б5'леин х,<lмда хОу 
координата теКlI".1ИГИ (15-

раем) 6еришан булеин; х Ба У нинг бнр- бирига мое 6нр 
жуфг ~ийматиlПI ОJтаЙJIИК, бундай жуфгликнинг хОу теl\ие
ликдаги образи D (х, у) ну~тадир, х узгарувчи узининг op:=t
ЛИfИда узгарганда 6у D HYI\T1 6ирор АВ ЧИЗИ,,"НИ чиза.J.И. 
Бу ЧliЗИf\ f (х) функциянинг геометрик образи 6у.1н6. ФУНК
циянuнг графuгu дейилади ва у = f (х) ёки F (х. У) = о 
тенглам~ АВ ЧUЗUlfнuнг mенгАамаси деЙи.'lади. Маеалан, 
lб- ва 17- р:1смларда 

У = ± V 1 - х2 Ixl os;;; 1 
ва 

у = ± V х3 
- 1 'х/ ~ 1 

Функцияларнииг графнклари таевирланган. 
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17-раси. 

!I 

, /. 
,'" О 

" " ,,' " ,," 

" 

""i''''' 
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\ 

.......... ' ... ""+, ......... ~ " ... "'Т'''':.> ", ... 
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1( 

ФУНКЦИЯНlfнг графигини таl\рибан ясаш учун х га тур.'1И 
I\ийматлар бериб. и = {(х) формула ёрдамид"l и НИlIГ мое 
I\ийматларини топамиз яъни 

~\XO Х, Х2 
У Уо У, У2 

• Х" ••• 

ив, . 
ва ЧИЗМllда (хо• Уо). (Х,. У,).. НУl\таларни ясаЙмиз. НаТII
жада бу НУl\таларни СИЛЛИI\ ЧИЗИI<; бишш туташтирсак, IIЗ
ланган ЧJfЗИI\НlIНГ Т3l\рибий графИГIIНИ ~OCrl.'1 I\ИЛII~ИЭ. Гра
фИК наl\а;щр о:"\исталнк. эъти60р била н ЧlIЗи.1С2 нз ундаги 
НУl\талар Hal\aAap зичро" 6линган булса, чизилган чиэи" 
'(х) функция графигининг шу "адар ани" нусхасини 
беради. Маълумки, функциянинг геометрик образини 
~ap ва"т тасаннур этишимиз мумкии б)·жа-да, .1екин бу 
образ х;ар Bal\T "ам бевосита билиш маъносида тушуниn
ган ЧИЗИl\дан иборат БУлавермаЙди. 

Бу Юl\оридаги келтирнлган тушунчаларга суянган 
"олда y=f(x) Функцияни содда текшириш ма"саДllда 
I\уйидаги санолларга жавоб топиш УНIIНГ графигини 
чнэншда МУJ\IIМДНР: 

а) анн"nаниш со"асини топиш; 
б) узгарнш сщаснни топиш; 
в) чегараланганnигини аННl\nаш; 
г) даврий - давриймаслигини аНИl\nаш; 
д) жуфт ва ТОI\ЛИГИНИ аНИl\лаш; 
е) усиш ва камайиш ораnи"nарини ани "паш; 
ж) координата Уl\nари билаи кесишиш ну"таnарини 

аНИl\лаш; 

з) графигини ясаш .• 
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Функцияни содда теКШИРИШД8 шу саволларга жавоб 
топипса. у ~onдa унинг графигини хОу теКИCJIикдаги ~o
латнни ани~ ва К~РС8т .. аnик аоосида геометрик тасвири
ни ясаш ИМКОНиЯтига зга БУnамиэ. 

Мус ТЦИ.II ечиш учун мнсQ.II ва масалалар 

J. У = r+ I функция учун /(0), НО,2), {(О,5), ,( - ~) , 

х+О, {(;~:), x+l; 1( .... -;1). х+о, 2{(x)-f(2x) + 
+ { ( i) нн топкнг. 

2. ((х) = 2 х2-3 х+ J функциядан фоАдг:lаниб, f (I-a)
- {(а - J) = О теНГJlамани ечинг. 

3. {(х) = х2 - 3 х функциядан фоАД8JIаниб, {(t - 2) + 
+ f(3 - t);;.. О тенгсиЗJIИКНИ ечинг, 

4. БеРИJlган: 

'(х) = {tix, агар х;;.. J булса, 
1, агар х < 1 булса, 

{(- 8), {(I), {(4) ни TOnllHf. 

5. к.уЙндаги ФУНКЦИЯJlарнИ1fГ усувчи Ба камаювчи зкани-
ни аНИf\.'1анг: {(х) = х + 1, {(х) = 4 -х, {(х) = 3х, 

I 
{(х) =-

;r 

6. к.уЙидаги ФУНКЦИЯЛ"РНlшг жуфг ва ТОf\Лнгн J\Змда 
уснш ва кама ниш ораЛНf\ларнни аНИf\Jlанг: {(х) = 3 х2 - 1, 
f(x)=r-3x+ 1, {(Х)=\Х' , f(x)=\x-II, у='!! 
y=Z'-I. 

7. {(х) = х2 функциянинг давриймас эканини нс6отланг. 

8. f (х) = cos;r. функция даврнй БУJlса, унинг махра-
1 - cosz 

жини нолга ай.'lантнрувчи Нуf\ltIлар чексиэ куп эканлнгнни 
исбоТ.'Iанг. 

9. Агар ФУНКЦИЯ х2 + у2 = 25 ОШКОРМ<lс ~олда берилган 
БУ.'IС2, У ~олда унн параллел КУЧИрI1Ш натижасида (х _ 1)2+ 
+ (у + 3) = 25 ФУНКЦИЯ ~ОСИЛ булиши МУМКИ" экан.'1ИГИНlI 
ис6отланг. 

] О. х2 + у2 - 5 х + 3 у + 7,5 = О тенглама амана тенг
.'Iамаси эканини исботmlНГ ва унинг геометрик rnсвирини 
ясанг. 

J 1. у = f (х) функция графнги - 1 ~ х ~ 1 да берилган 
буncа, у ~олда Т = 2 давр буйича уни дэвом эттирннг. 
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12. Агар 21 (х) - 1 (.2..) = _х - ; x=l= О. х =1= 1 берилган 
х х-I 

б5·.lез, 1 (х) ни топиш мумкинмJt (аеосланг)? 

4· §. ТЕСI(АРИ функция М~НДЛ тywунЧА 

Математккада бернлган Функцияга теекари фуяхциянннг 
маВЖУДЛIlК маеалаеи унинг бош~а маеалаларн ~aTopH MY~HM 
ах.амиятга эгадир. У = 1 (х) функция бнрор Х еоJ\Зда берил
ган бу!:еин ва Х аргумент Х ещада уэгарганда бу функция 
~абу.l "и.нан барча I\иАматлар тупламини У билан ифода
.1ае<lК, у ~олда У ещадагн У = Уо учун Х ещада х = хо 
"иАмат топнлаДнкн, бу "нАматда У = f (х) функция учун 
f (хо) = Уо буладн, ШундаА ,\и.1нб, у нинг У ещадан олин
ган х,ар бир "иАматнга х нинг БИТ'га еки бнр н,:чта К,нАмат
.1ари мое келадн, шу бнлан У e0x,tlдa бир "ийматлн еки куп 
~ийматли х= <р(у) функция анн"ланиб, у у= '(х) функцияга 
теекзри деб "ара.1ади. 

М и е 0.'1 л а р. 1. У = aZ а > 1 функция Х = R да уэга
ради. унинг "иАмат лари ещаен У = (О; + 00) оралh~ була
ДII, шу биЛ1Н бирга бу ораЛНJW!ги ~ap бир у га Х дан 
бilргина Х =, /og" у мое келади. Бу х.олда теекар" функция 

бир "иАмаМllДilР. 
2. У = X~ функция "чун х аргумент Х = R да уэгарса, 

!J Е у = [О; + 00) да уэгаради~ - Бунда У ещадuн олннган 
х,ар бнр у учу н Х нннг нккита ""йматн мое I\уйилади: 

х = ± Vy. Бунда Т€екари функция нккн "нЙматлндир. Шу
нинг учун У = x~ функция га тескари функция IJзланает
ганда аргументнинг шундай "иАМilтлар ео~еl1 топишани 
маl\булки, бунда Х нинг J\Зр бнр "nйматига у нинг ани" 
б"ттадан орти" б}'лмагон "нАмати мое келеин, ЯЪНII: V Хl' 
Xz Е х : х. =1= Ха - 11 (XI) =1= 1 (х2) булеин, аllа шу ещага мое 
теекарн функцияни излаш ма"садга мувофи~ир. 

f (х)=х2 функцияга х Е (- ох>; О] оралНl\да тескари функция 

х = - 1-- ~y, х Е (О; + ОХ» оралиl\дЗ эса тескари функция 
х = VY булади. 

БЗ- т а ъ риф. Агар 6ериJlган у = 1 (х) фУНКЦUЯ ани,,· 
ланган. CO.'faдaн ихmиёрий иккиmа :{ар хиJl I{uймаmга ФУНК
циJIНин.г .'fap ХИJI "uймаmu МОС кеАса. у :{олда 1 (Х) фУНК
ция mескаРUJlанувчu фУНКЦUЯ деЙUJlйдu ва уни Х = к(у) = 
= 1-/ (У) ор"аJlи 6еАгиланадu, 

У = {(х) <:> х = 1-1 (У) еки, жуфrлнк тарэида ифодзласак, 
(х, У) Е f <:> (у, х) Е {-' БУлалн. 
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Мисоллар. 1. f=l(x, у)ЕRхR+lу=2.r,функu.няга 
тескари функция ,-1 = !(у, х) Е 11+ х R\ х = )ogsY} булади. 

2. f = '(х, у)Е [- ;; ;] х (- 1; 1)IY = sinxl функ-
цияга тескари функция ,-1 = I(Y, х)Е (-1; 1) х [- ; ; 

; ] Ix = агс sin у} булади 
71-теорема. Агар у = '(х) функция (а; Ь) кесмада 

А40НОmoн gсувчu ёКIJ. ка.мaIOtI'Ш булса, у шу co~a теска
puланувчидир. 

И С б о т и. у = f (х) функция [а, Ь) да усувчи булсин, 
У J\ОЛД3 ихтиёрий X1, хаЕ [а. Ь) учун Хl < Ха"" f(Xl) < f(xJ 
б~'.1ади. демак, б3- таърифга аеосан f (Х) тескарнланувчндир. 

Теореманинг иккинчи I/iИСМИ J\8M худди wyндай исбот 
I\н.1ИНадн. 

,\1 и С о .1. f (х) = 1 ОХ функциянииг [- 3, 4) ораЛИl~да тес
карилаиувчи экаииии курсатииг. 

Е ч и ш. f (х) функция аргумеитнинг (- З, 4) СОJ\асида 
10-3 даи 10' гача 5'сади, яъИИ ихтиёрий Х). Х2 Е (- 3, 4) 
киймзыар учун Х) < xz б5',1ГЯRда 10Х ' < 10

Х

' => f (х) < НХ2) 
6У.1З.lН. Демак, 63· таърифгз асосан f (х) = 1 ОХ фуикцияга 
тескари функцня f (х) = Ig х 6у.lи6, У (10-3, 104) да аНlЩ' 
.1ангандир 

72- т е о р е !>'I а Агар у = I (х) функция узul'tul'tг анu~ла
,.,ии. сщасида фа~аm усувчи (ка.маювчu) 6у.1са, у ~олда 
y~a тескари ФУЮЩUJl ~~ усувч.u (каАСаювчu) 6уладu. 

И с б о т ~ i 1· Teopt:Mara асосан у = f (х) а НИl\ланга н А 
cOJ\3дa f (.tj нинг у\ < У! 65',1ган ихтиёрий ИККИ I\ИЙМilТl1 
б~·.1са. ;(x1) < f (xs) 65·,1н6. Х) < -'": б)·лади. у = f (х) ФУНКЦИЯ 
инъектив экан.1игндан ва б3· таърифга асосан х =, гl (у) 
мавжуд 65·.1и6. 11) < У: - .\) < ."(2 ~ г l (Уl) < г l (У2) 6y.~aДII 
..1емзк, у = f (Х) фуикцияга тескари ф~'нкцня х,ам 5'СУВЧIi 
(камаювчи) б)',1ади 

Ама.1иётда у = f (х\ функциянинг графиги 65'йича унга 

тескари х = гl (у) фуикцияиинг 6ир I/iИЙМАТJlИМН ёки й5',,
.1ИГИИИ тушуниш ОСОIUНР, Чунончн Ох Yl\l\a паралле.Т\ 65'.'1-
ган ТУFРИ ЧИЭНI/i графикии фаl\ат бктта HYlliTaдa кесса, у х,ол
да тескари фУНкция 6ир "iНЙМЗ1o'IИ, акс Х.o.'IДЗ куп I\I!Ймат..1Н 
М.'1ади . 
. Ми сол ,1 3 р. 1. у = 3 х - 2 функцияга тескари функ

ция Мdвжуд.1ИГИНII ва ун}! ана.1rtтик ифодасиии курсатинг, 
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Ечиш. у = 3х-2 чизи~и фуккаия ва D(y) =8 ва 
Е(у)=8 булиб, Vx\, x.E8:x1 <x2 -3х\<3х.-3х\-
- 2 < 3 Ха - 2 => Уl < уз эканидан функция 8 да Усувчи. 
Энди бунга тескарн функцияни И3JIаш учун у = з х - 2 

1 
тt'нглltмани х га нис6атан ечамиз, яъни х = - (у + 2) ~осил 

3 

булади. Маълу мки, у = 3 х - 2 ва х = ..!... (у + 2) функ-
3 

циялар хОу координаТdлар текислигида биргина ну~талар 
тупламини ташкил ~иладн. Шунинг учун ~M У = {(х), 
х Е Х функциядан унга тескари х = ,-1 (у), У Е у функция га 
утишда Х ва У тупламларнинг ролларнни узгартирамиз. 

Одатда х = ,-1 (у) нин г урни/'а у = гl (х) = g(x) куриннш
да езилади. Натижада у = f (х) тенгликнн (хо, Уо) HY~Ta 
"аноатлантирса, у ~олда у = ,-1 (х) тенгликни (x~, yJ жуфт
лик '9tноатлантиради. Демак, (хо, у.) ва (x~, yJ нy~тa.nap 
хОу координаТа.1ар те-
кислнгида у = х TYF
ри чнзи~",а нисба
T<lH симметрик жой
лашган ну",талардир. 

Бундан у = f (х) ва 
у = ,-1 (х) функция
ларнинг графиклэри 

"аралаётган оpaJJИJIiдЗ 
у = х функция графи
гига нисбатан симмет
рик жомашган булар 
экан (18- чизма). Бу 
юК,оридаги муло)\зза

Л<lрдан куриниб туриб
дики, масала ОХ ва 
Оу у~ларнинг рол
ларини аJJмаштириш

дан иборат булгани 
сабабли, буни 6dжа
риш учун хОу текис
ликни биринчи коор
динат бурчаги биссек
трисаси атрофида 1800 
га аЙJJантириш кифоя
дир. 

!I 

!J 

18- расм. 

.r 
19- раСIL 
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2. У = х' функцияга х Е [О; + 011) да тескари функциян" 
топинг ва графигини ясанг. 

Е ч и ш. у = х2 функция Х Е [О;· + 011) да монотон усувчи. 
яъни ХI < Х2 => УI < У! булади. Бу орали,,~а мое равишда 
у Е [О; + 00) да узгаради. Демак. у = ух функция у = x~ 
функцияга х Е [О; + 011) да тескари функция булади. Бу Н

дан у = VX- деб ёзиб, унинг графнгини (19- чизма) У = x~ 
нинг х Е [О; + (10) даги шохчасини у = х ТУFРИ чизи~~а ннс
батан симметрик кучирнш натижасида ~оеил ~нламиз. 

Муста~кл ечиш учун МI!С)Л на МZСlJIAЛ&Р 

1. к.уЙидаги функция.nарнинг аНИI\o'lаниш со~синн топинг: 

а) у = r - х2; б) У = V х - 3; в) У = У х2 - 5 х + 6 ; 

г) у = x~ ~ 2 ; д) у = IOg2 (г - 2 х2 + 1); е) у = 2У .1-1. 

2, к.уЙидаги функцияларнинг узгариш сщасини топинг: 

а) у = х2 
- 1; б) У = V 4 - х; в) у = v х2 

- Х ; 

г) у = Ig(x-3; д) у = '{I-x+ Vx-2; е)у = 2101 • .1 

3. к.уЙидаги функция.nарни~г графикларини ясанг: 

а) у = х2 + 1; б) У = V х2 
- 1; в) у = IIхl - 11; 

г) у = 2 .. -1; д) У = log.(x2 -4х + 3); е) 'УI = \x\--I. 
4. к.уЙИДЗги функцияларга ~аралаётган оралн~да тескари 

функция мавжудми? Бир ~ийматлими? Графигини ясанг: 

а) y=2x2-1; хЕ[О; +00); б) у=3х2 -2, xE[-3; 3); 
в) у = у х2 - 1. х Е (- 011; - 1); г) у = у 1 - х2 , 

xE[-I; О); д)у=lоgа(х-I), xE(I; +011); 
е) у = 2.1+1, xE(-IО; 3). 

5- 1. Ф)'ИКЦИЯЛАРИИИГ композицияси 
Математикада функция тушунчасини урганиш бевосита 

функциялар композицияси тушунчасини урганишга олиб ке
лаДII. 

64-0 ърнф. Агар {:Х -у га «р: У - Z 6gлu6, ф:Х
- Z 6gлса, у ~олда Ф фующuя q> га f фУНlЩUЯАарнuнг 
ко.мnозuцuяcu дейuладu га Ф = q> f ор~Лll 6елгuлaнадu. 

f • 
Мнсоллар. 1. х-(х+ 1) -(х+ l)I=>(g of)(x) = 

= Z = (х + 1)1. 
Il f 

2. х - х' - х2+ 1 => (f о g)(x) = t = хl+ 1. 
73- т е о р е м а, f га q> фУНlЩUЯАарнuнг rro.мnOЗUЦUJICU 
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1) D(fc <р) = {x:<p(x)ED(f)}; 
2) VxED(lcrp) учун (10 <р)(х) == Н<р(х»; 
З) 1 11' = {(х, 1 (11' (х» I rp (х) Е D (!)) 
шартларни ~аноатлантирувчи функция булади. 

И с бо т и. Функциялар композицияси муносабатлар 
композицияси снфатида тушунилади. Шунинг УЧУII 1 q> 
композиция бундай (х, у) жуф1ликларнннг шундай z учун 
бир 8aI\TдiI (х, z) Е <р ва (z, у) Е 1 ларда бажарилишинн таъ
мннлайдн, яъни 

1 с q> = {(х, у)lз z«x, z)E q> л(z, у)Е т. 
Теореманинг шартига курс: <р функция (х, z) Е <р га асосан 
х Е D (q» ва z = 11' (х) iамда 1 функция (z, у) Е 1 эканлиги 
дан z Е D (f) <:> 11' (х) Е D (f) Ба У = 1 (z) = 1 (11' (х» булади. 
Бундан D (f <р) = {х I q> (х) Е D (j)} экани кеJJиб ЧИl\ади. 
Шу би.~ан бирга (х, у) Е 1 q> <:> у = 1 (Чi) /1. q> (х) Е D (1) экан
лигидан беВQCита 1 <р = {(х, l(ff(x»))q>(x)ED(f); булиши ке
либ ЧИl\ади. Дrмак, 1 rp композиция шу учта шартни 
~аноатлаНТIfРУВЧИ у = ,(<р(х» функция булар экан. 

Н а т и ж а. Берuлган 1 ва <р функцuялар комnoзuцuяеu 
урин йлмашmuриш хоссасига эга эмас, яъни V 1, <р Е Ф: 
: 1 <р =1= <р с 1. 

Бу натижанинг исботи бевосита ЮI\ОРИда ке • .пирилган 
мисолда z =1= t ~ (х + 1)2 =1= х2 + 1 экаН.~игидаll келиб чи~а
ди. 

74- т е О р е м а. Агар 1, <p;.g Е Ф булUб, 1: х - У, <р: у
- Z ва К: Z - т булей, у {олда (к <р) f] (х) = (, (<р 

f)J (х) булади. 
И с б О т и. Ю"орида куриб утилган (х, у) Е 1 с q> <:> 3 z «х, 

2) Е <р л (z, у) Е f) <:> 3 z (х q> z Л z 1 у) ХОССЗJJарга асосан х (к 
u <р) f] i<:> 3 у(х 1 у л у (g <р) t)<:> 3 у 3 z (х 1 у л у q> z Л zgt)<:> 
<:>зz 3У «х 1 у л yrpz) Л zg/)<:>3 z(x(<pof) z Л zgl)<:>x (к о (ч> с f))t. 

Демак, функциялэр КОМПОЗIЩИЯСИ (к с (ч> f)J (х) = (g ~ 
<р) о 'НХ) гурУ,х.лаш хоссаСИГr: эга экан. 

Мисол. x-x·~x2+14.ln(r+ 1)=>(goq:of)(x)= 
. I 1"" _ .0/ 

= /л (х' + 1) булиб, х -- х' - Iл (х2 + 1) еки х -- х' + 1 
I 
-Iл (XI + 1) :iканидан (g с ер) о f] (х) = (к о (ч> о ')] (х) = 
= /л (х· + 1) келиб чи~ади. 

Олдинги мавзуда беРlIлган f функцня инъектив t'iулса. 

У = 1 (х) <:> х = ,-1 (у) буnнши ~~ида мзълумотга зга 6у,'
ган эдик. 

75- т е О р е м а. Агар f га g иHиKmив ФУНlщuялар 

6!iлеа, у ~олдй (gоlг l 9,-1 с g-I БУладu. 
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Иеботи. Теореманинг шартига кура 1 ва g инъектнв 
функциялардир. Оnдинги теоремада К~ТИРИJIган ма ълу мот
nарга аеосан 

х (g о {Г 1 У ~ У (, о f) х ~ 3 z (у f z л z g х) ~ 
~ 3 z(zf-I y лх,-Iz) ~ 3 z(xg-I Z Л Z ,-Iy) ~ 

(/-1 -1) 
~x О, У 

б" Д (1)-1 1-1 -1 б" упади. емак. g о = о g улар ~KaH. 

х Е Х да аНlI~ланган у = 1 (х) инъектив функция берил
ган буnеин деЙnнк. У ~onдa у = 1 (х) учун х Е х ва у Е У 
шартлар урннnи ~канnнгидан y=l(x) ~x= 1-1 (у) муносабат-
nарнни ёэа onамиэ. Бундан V х Е Х учу н ,-1 (1 (х» - х бу
лнб, гl (f) : Х - Х ни берншн ёки х = ,-1 (у) дан 1 (х) = 
= у = 1 (ГI (у», у Е у булиб, 1 (f-I) : у -)" эканини курнш 
мумкнн. Бу муnщаэалардаll келt!б ЧН~lIб, у = 1 (х) инъек

тив функция учун 11 = ,-1 (х) функция тескари функция 
булса, у ~onдa (f о ,-1) (х) _ Х - ({-I О f) (х) ~канинн куриш 
мумкин. Масалан, у = х + 1 ва у = х - 1 функцнялар R 
да уэаро тескарн, у = zж, хЕВ ва у = log,x функциялар 
х Е (О; + 00) да уэаро тескарн функция.~ардир. 

М.со.. ва мас/Uалар ~ч.w 

1. Агар 1 (/) = 2 tl ва t = е(х) = sin х буnса, у ~олда 
D (f) HII топинг . 

Е ч и ш 1 (/) = 1 (g (х» = 2sinzx эканини эыиборга onсак, 
у ~олда D (п = R БУJlади. Ю~орида келтирилган мнеолдан 
куриниб турибдики, функцияларнинг компоэицияеи уз lIа8-
оо.тида мураккаб функцияни ~осил ~ИJlар эк"н. 

2. Агар 1 (х + 1) = X
Z + 2х + 2 на 1 (х +..; ) = х2 + 

+ -.!.., х =1- О булса, у ~олда 1 (х) ни топинг . 
ха 

Е ч и ш. 1 1 (х + 1) = х2 + 2х + 2 = х' + 2х + 1 + 1 = 
= (х + 1)2 + 1, бундан х + 1 ни х билан а.1маштирамнз, у 
~onдa 1 (х) = r + 1. 

( 
1 ) 1 1 1 2. 1 х + - = r + - + 2 - 2 = х' + 2х - + - -
z х' х х' 

- 2 = (х + ~)2 - 2. демак, бундан бевоснта 1 (х) = х' -·2 

экани келиб чи~~ди. 
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з. f (х + у) = f (х)· f (у) шар; ни ~аноатлантирувчи (одда 
функцняларни топинг. . 

r. ч и ш ИЗJJанаетган функцияни f (х) = а", а > О, а.,;. 1 
КУРИIIИШД~ нзлаймиз, у ~олда f (х + у) = а" + У = а" 'all бу
ладн, 1 (х) = а"; 1 (у) = а!/ эканини эътиоорга олеак, у \ол
да f (.1' + у) = а" + 11 = а" аУ = f (х)· f (у) будиб, берилган reHr
дик ни ~аноатлантираДif, Демзк, бернлган тенгликни ~al:oaT-

д<tНТИРУВЧИ энг еодда фуикция 1 (х) = а", а > О, а '* 1 бу
лар эка н , 

4. Агар 1 (.1') функция (О; 1 J да берилган булиб, f (О) = 
= I(I) = О ва Ух), х.Е (О; 1) учун f (х) + .1',.) ~ {(х)} + f (.1'.) 

2 
булеа. у ~олда 1 (.1') ФУНКЦt1Я (О; 1 J да чекеllЗ куп ноль 
~иЙмаТ.'Iарга эришишини иеботланг. 

Иеботи (О; 1) дан олинган .1') ва .1'. учун х) = Х. бул
еии, у ",олд:! 1 (Х\) ~ 21 (.1'1) б}'либ, f (Х1) ;;., О булади. Агар 
.1'1 = О 8;) Ха ~~ 1 булса, У х.олда берилган шартга аеосан 

O~f(+)~I(O)+I(I)=O булиб, ft~)=O БУлади. 
J<оснл ~нлингаи натижага индукция уеулини татби~ ~нлиб. 

n = k да 1 (+.) = О булеин десак. у ",олда у n = k + 1 да 
~aM бажарнлишини курсатамиз, яъии: 

( 
I ) ,о + I ( I ( I ) O~! 2-+1 =f(2k+I)<'1(0}+1 2i')=O, демак, 1 zt+1 = 

=0 булади. демак, f ( ~ ) = о эканиии еза оламиз. Шу би
лан аЙТllЛгаи фикр иебот ~НJlИИДИ. 

5, Агар {: R-R вах,уЕRучуиl(х)~хва I(x+y}.s;; 
~ f (х) + f (у) булеа, у ",олда f (х) == х булишини иеботланг. 

И е б о т и. Шартга кура 1: R - R эканидан х = У = О 
буле ин, у ~олда 1 (О) ....; 21 (О) булнб, бундан f (О) ~ О ва 
1(0).s;;;0 эканндаи I(О}-О булади. vxER учун у=-х 
булеин деАлик, у J\ОЛда f (х) ;;;;t 1 (х + ( - х» - 1 ( - х) -
== - f (-х) ~ х 6ули6, 1 (х) ~ х ва 1 (х) ~ х экаиидан 1 (х) -
== х экани келнб чи~ади. Шу 6НJ1aH фикр ис60тланади. 

МУСТЦ." e'alW учун _Со.. .а масаламр 

1. J\yйидагн шартларни ~анonтлантирувчи содда функ
цияларни топинг: 

а) f (х + у) = f (х) + f (у); б) {(ху) = '(x)f (у); 
В) f (xy)~ '(х) + {(у). 
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2. Берилган функциялардан 1 (х) ни топинг: 
а) '(х + 1) + '(х + 2) = 2х + 3; б) 1 (sinx) + 1 (cosx) = 3; 

в) Агар 1 (х) = cosx, х Е [о; ; J б~лса. 
1) 1 (2х) = 2f (х) - 1; 2) 1 ( ;) = V.,....\ -T-:-~-(X"""') ни исботланг; 

г) '(х)+21 (-;-)=х. xER'\.IOJ; 

д) (х - 1) 1 (х) + 1 (~) = _\ -. х Е (О; 1); 
х х-\ 

е) 21 (х) + 31 ( ~) = х2• хЕ R'\.{O}; 

ж) 1 (x+I)+21 (X~2J\=x. xE(-I; 1). 
х-2 хт\ 

3. Агар '(х) = r + ах2 + Ьх + 1 функцияда а Ф Ь * О 
булиб, У С1, ~, У ~а"и"ий "ийматларда нолга айланса, у ~o.1· 
да 1 (2) ;;. 27 булишини исботланг. 

4. {: R - R булиб, V х. У Е R учу н (f (х) - 1 (у»2 ЕО;; 'х -
- у;Э бажарилC<l, у ~олда f (х) == С эканини исботланг. 

5. Агар 1 (х) ва g (х узлукснз функциялар булнб, 1 (g (х» == 
== g (1 (х» булеа. у ~олда 1 (х) "* g (х) <=> f (' (х» * g (g (х» 
эканини исботланг. 

6. Берилган 1: R - R; х, у Е R учун хl (у) + УI (х) == (х + 
+ у) f (х) f (у) шартини "аноатлантирувчи барча 1 (х) ни то· 
пинг. 

7 Берилган f:Z+-R ва т, nEZ+, n ~m учун '(n + 
+ т) + f (n - m);s 1 (3n) Ш'lРГНIt "аноаТ,lаНГИРУВЧIf 1 (х) 
ни топинг 

8. Берилган f:Q-Q; х.уЕQучун f(l}=2 ва '(ху)== 
!S f (х) f (у) - f (х + у) + 1 шарт.'13рНИ "аноатлантирувчи 
f (х) ни топинг. 

в- §. АсосиА СОДДА ФУНКЦИЯЛАР МI(ИДА ТУШУНЧА 

1. ЧИЭИi\ЛИ функция ва унинг хоссаJ1i1РИ. 
65- Т а ъ риф. у = kx + Ь куринишдаги функция чц-

зиl\ли фун-кция деЙuлaдu. Ага,? k = О булса у ~олда у = Ь 
функция узгарм.ас функция деЙuладu. 

М и сол л ар. у = 2х + 3 фУНКЦИlI чиэи~ли булиб, k =2, 
Ь = 3; у = - 0.5х + 4 ЧllЭи:,ли функцнядэ. k = - 0,5; Ь = 4 
ва' ~окаэо. 

Агар у = kx + Ь функцияда Ь = О булса, у ~олда бун
дай функция myFpu nроnорциона.л БОFла1tUШ деб аталзди ва 
у у = kx куринишда ифодаланади. 
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ЧН3IЩJIН фУНКЦИЯНИRГ аАрим хоссал"ри бимн танишамиэ. 
АНИ1VIаннш сщаеи R СОМИ тупламдан иборат. 
7&- т е о р е м а Агар f (х) = kx + Ь ЧЦЗU'fлu функция 

УЧУН: 
а) k =0 бgм:а, f (х) функцuя жуфт; б) Ь=О бgлСй, f (х) 

функция mo~; В) k"* О, Ь "* Обулса, f (х) фУНКция на жуФт 
ва на I1lOl{ БУлaiJи. 

Исботи. а) k=O булса, f(x)=kx+b=b, бундан 
f (х) = Ь були б, f (- х) = Ь ва f (х) = Ь БУлади. Бу тенглик
.'ырдан f (х) = f (- Х) ни еза оламиэ. Демах, k = О булганда 
f (Х) жуфr фуНКЦИЯ эка н . 

б) Ь = О булсин, У ~олда f (х) = kx + Ь = kx булади. 
Бундан t ( - х) = k ( - х) = - kx = - t (Х) б5·либ, демак, 
Ь = О булганда f (х) ТO~ функция 3Кан. 

В) k "* О ва Ь"* О булса, У ~ОЛД,I f (- х) = k (- х) + 
+ Ь = - kx + Ь булиб, kx+ Ь "* - kx + Ь "* - kx - Ь экан, 
лигндан t (х) "* f (- х) "* - f (х) БУладн. Бунд.'IИ k"* О; Ь"* "* о да f (х) функция на жуфr ва на ТO~ экани келиб чи~ади. 

Агар бир вa~Tдa k = О, Ь = Обулса, f (х) = О булади 
ва бу фуНКЦНЯНН жуфг екн ТO~ деб х,укм ~ИJlИШ мумкин, 

77 - т е о р е м а. Агар беPUАга.Н f (х) = kx + Ь чизн~ли 
ФУНКЦUЯ !J'IYH: 
а) k > О булса, ((х) усувчи; б) k < Обулса, f (х) КйAIйЮ8'Ш; 
В) k = О бf}ма, {(х) У3i!l1р,мш: бумди. 

Иеботи: f (х) = kx + b;-k"* О, Ь"* О бермгзн булеин. 
v- XIX1 Е R учун Xl <: Х1 булеин, у ~олда {(х,) = kx, + ь, 

{(x1) = ы� + Ь учуи f (ха) - {(х.) = k (xl - Xl) булиб, k (х! -

- х.) нинг ишораси k нннг ишораснга бoFmщ булиб I\ОЛdДН. 
а) Агар k > О буяса, х. < Х1 учун k (х! -х.) > о б5'ла

ДИ, буидан f(x l ) -. f (Xl) > О <=> f (xJ) < f (ха) буладн. демак, 
f (х) ЧЮИI\ЛИ ФУНКЦИЯ учун k > О булса, У R да уеувчн бу
лади (20- а чизма); 

б) Агар k < О булев, Хl < Х1 учун k (Х1 - х.) < О эканн
дан '( х,) - f (х.) < о <=> {(х,) < f (х,) булади (20- б чкэма). 

!I 

х ~ 

.) 5) 

СО· рас ... 

SJ 

g~ 
tr.r/~tk;O 
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j 
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11 
L 

демак, f (.1') ЧJIЗИI\ЛR 
• фуRIПUUI • < о да Кdll3-
~чи буnа,1И; 

В) Лrар • = о б5·л
C:t, f (.1') = • .1' + Ь = Ь 
бу.1иб f (.1") = Ь - узraр-

, ......... !' i_ .,( мас БУ.1а.lИ (20- 8 чиэма). 
78-теорема. у = 

= • .1" ФУНКЦUJlIШН2 гра
фиги кооpдuнQЛU1лар 60-
ШJJдан уmy8ЧU mYF{JU 
"U3U~ 6gлoiJu. 

С' , 

!I 

21· РIС". 

х 

И с б о т и хОу те-
КНC.I'Iнxдa коордииатала р 

бошидан ва А (1; k} нук.· 
Т даи 1 тУгрн ЧН3Н~НИ 
утказаМИЭ. Бу 1 туrpи 
чиэик,да ётУВLИ ~p бир 
H~TaHHHГ кropДlfнатаJlа

ри у = k.l' тенг ламани 

~оатланТИРНШННИ КУР
С<lтамиз. Бунинг учун 
k > О булган ~олни теК
ШНРИШ билаи чегарала
намиз. L TyrpH чнэн~да 
В (.1", у) ну~тани onиб, 

уиинг ОХ УWГИ В) п~кциясини ~ОСИЛ ~МIIЭ. Знди 
.6 ОАА. на .6 ОВВ) учбурчакnарнинг ухшашnигидан ВВ) 
:АА. = ОВ1 :ОА • .. у:. = .1': I - у =kx БУлади. Энди Q (.1", 
у') HY~Ta L да mаАди ва YHI1Hr коордииаТ8Л'Jри у = kx 
теНГММIIИИ tylноатлаитирмаАди. Лекин Р иу~", L да ет
гани учун унинг коордииаталари у = • .1' ни ~аиоаТJJaНТИра
ди (21· а чнзма). Агар берилган L ТУFРИ чизи~ билаи ОХ 
УI\И орасидаги бурч~кнн ер ор~али беnгил!!rnк, ер = L Л Ох, у 
,\OJIда АА): ОА) = t,ep .. k: I = tg!p ~ k = tgep б5·лнб,одатда, 
L НИIIГ ОХ УI\И билан ташкил этган бурчакнн шу туrpи чн
ЭИI\НННГ тангеНСН деган НОМ билан J\aM ЮРИТIIЛ~ДИ. Шунннг 

учун '\3" ер бурчак k> О булганда О < ер < ; оралНк,да, 

k < О буnган,IIa ~ < ер < n орал .. ~ уэгарнши тушунарлн 
2 

булса Kt>paK. Демгк, у = kx функциянинг графиги коорди
иатаnар 6ошндан утувчи TYff\H чиэи~ булаДf!. Бу ю~орнда 
келтирилгаи фикp.naгга суянгаи J\ОЛда !I} = k1x +Ь. ва 
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Уа = k,x + Ь. функцняларнинг графикларн ~а~ИДII ~уйндаги 
фнкрларни айтиш мумкин: . 

1. Агар k\ = ka ва Ь\ = Ьа булса, у\ = Уа устма-уст ту
шадн. 

2. Агар k1 = k. ва Ь\ #: Ь! б5'лса, у ~олд~ уларнинг гра
фиклари L\ 11 L, БУЛIIДИ. 

3. Агар k 1 -:f= k. булса, у ~олда L J ва L, кесишади. 

4. Агар k l = - k: булеа, у ~o..1дa LJ...L L. БУлади. 

11. Даражали функциялар ва уларнинг 
хоееалари 

Бу бандда кУри.падиган даражали Функцняларнинг КУР
еаткичн нхтиёрий бутун сон экаНЛIiГННИ О.'JДиндан келишиб 
0.:1амиз. 

66- т а ъ риф. Ушбу У = ха. курuнишдаги функция да-
ражалu функция деUиладu. 

Мнеоллар. у=х, у=х',у=х\О, у=х-13ва~оказо. 
1) У = х2"', т Е N булеин, у ~олда: 
а) Ани~ланиш со~си D (У) = R; 
б) ~ згариш ео~си Е (У) = [О; + ос); 
в) f (х) = i'" учун f (- х) = (_х)2т = х2т = f (х), де

мак, f (- х) = f (х) жуфт функция; 
г) АргумеНТНIIНГ 

( - ос; О) оралИI\д?н олнн
ган нхтнёрнй - xJ, -Ха 
~нйма"lЛllрН учун - Xl < 
< -Ха ~ xr'" > xi'" бу
либ, - Xl < - х! -

~f(-хJ»f(-х2) була
дн. Бунда функция + ао 
Д'lН О гача камаяди. Ар
гументнинг [О; + ао) да 
олинган нхтиёрий Х\ <Ха 
~нйматлари учун f (х\)< 
< f (х,) булиб, фуикция 
усади; 

д) f (х + т) =(х+Т)2m + 
2m 

#:х = f (х) - функция 
даврий 9мае; 

е) Функцияиииг гра-

, 

22- рас ... 

~ ~ ~J'~ ~ :~ 
J 
I 

~ 
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фигини ясаш: ЮI<;ОрИда ке.'1тирилган фактnарга таяниб, у = 
= х2 (парабола), у = х4 ва ~окаэо Функциялар графигини 
ясаЙМIfЗ (22- чизма). • 

79- т е о р е м а. Ж уфm функцuянuнг графuгu ордината
лар y/fuza нuсбamан симмеmрик булади. 

И с б О т и. Берилган У =" f (х) функция теорема шартига 
кура жуфт, яъни f (- х) = f (х); (хо , Уо) HYI<;Ta у = f (х) 
нин г графигида етадиган ихтиерий HY~Ta булсии, у ~олда 
Уо = f (хо) = f (- хо) буnиб, (- хо; Уо) HY~Ta ~aM f (х) функ
ция граФи гида етади. Лекин ХО ва - хо к.иЙматnар ОХ )'I\И
да КООРДlfнзталар бошига нисбатан симметрии булганnиги ва 
бу I\ийматларга Уо I\ИЙ~ШТНИНГ мое 1\}'Йи.1ишидан (хо • Уо) Ба 
(- хо• Уо) ну"таларнинг ордината.'IЗР 5'I\ига нисбатан сим мет
рllКЛИГИ кеnиб чи~ади. Шу билан теорема исбот БУnди. 

2) У = х2m + 1. т Е N буша, у ~олда: 
а) АНИI~ланиш сщаси D (у) = R; 
б) S'згариш соJv1си Е (У) = R; 
в) Беришан f (х) = х2т + I учун f (_ х) = (_ х)2m + I = 

= - f (х) БУлади. демак. функция то,,; 
г) f (х) = х2m + I учун '(х + Т) = .(х -+- т)2m + I '* x2m+1 = 

= f (х), демак. f (х -r Т) '* f (~) функция даврий эмас; 

\40' 

д) Функция узинннг бутун ilии~л"ниш сох,асим усади: 

у 

r-.l 
I 

, I 

~!f/": / "1 ~ ~ ..1 I ~"1' 
I 

1, 

df 
~:I 

1 а А 

-1 

23· расм, 



>.;jXIX2 E R:x1 < Х2 ~ f (X1) < f (Х2); 
е) Ю~орида келтиридган мзълумотларга таяниб. У = х; У = 
= .r'; У = х" ва J\Оказо Функциялар учун ~ийматлар жадва
.'Iини тузиб, еунгра уларнинг граФI1ГИНИ ясаймиз (23- чизма). 
у = r нин г графиги кубик парабола деЙилаДh. 

80- т е О р е м а. To'f фун-кцuян-uн-г графигu координ-ата
лар бошuга н-ucбarnан. СИМАСеmрик б[jлади. 

И е б О т и. Теорема шартига кура У = 1 (х) функция TO~, 
яъни f (Х) = - 1 (х) булади. (хо, Уо) HY~Ta У = 1 (х) HIfHf 
графигида етадиган ихтнернй HY~Ta булеин, у J\олда Уо = 
= 1 (хо) булади. Бунда хо ни - хо билан алмаштирамиз. 
Натижада 1 (-хо) = -1 (хо) = - Уо булиб, (-хо; -Уо) IIYI\
та "ам у = 1 (х) функция графигида етиши маълум БУлди. 
(хо ' УО> ва (- хо• - Уо) НУl\талар координаталар бошига иие
батан симметрик эканлигидан тщ Функциянинг графиги 
координаталар бошига ниебатан еиммеТРI!К экаН.'Iиги келиб 
ЧИl\ади. Шу бllо1ан теореМ1\ иебот.lанди. 

З. 1 (х) = х-n , n Е N булса, У "o.IJДa иккита "OJI юз беради. 
1. f (х) = х -2т, т Е N булеин, у "OJIда: 
а) Ани~ланиш ещаеи D (f) = R\.{O} еки 

D (f) = (- 00; О) U (О; + (0); 

б) ~згариш ещаеи Е (f) = (О; + (0) булади; 
В) f (х) = х -2171. т Е N учуlJ~ f (- х) = (- хг2171 = Х -2т = 

= 1 (х), яъни функция жуфтдир; 
г) Аргументнинг (- 00; О) дан О.l1инган ихтиерий -Хl' 

- Ха. - X1 < - Х2 ~ийматлари учун f (- X1) < f (- х2) бу-, 

" 
~- рас ... 
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либ, функция усади, аргументнинг (О; + 00) opan~дaH оли н
ган ихтиериА Xl' Х2 , X1 < Х2 ~мйматnaрн учу н Xl < Х2 ~ 
* Xi

' 
> х;' ~ xi2т > х;2т ~ / (Xl» / (xJ булишинн э'Ъти

борга олсак, у х.олда шу OpanHl\дa функция камаювчидир; 

д) / (Х) = х-2т учун / (Х + Т) = (Х + Т)-2т*- х-2т =/(х), 
демак функция даврий эмас; 

е) Бу Юl\орида келтириnган асоснй маъnумотларни Э'ЬТИ
оорга олиб, у = х-2 , У = х-· ва х.окаэо функЦНJIЛЗР учуи 
I\ийматлар жадвалинн тузиб, графигн чизнлади (24- ЧИЗМо:1). 

11. / (Х) = X-(2т+l) БУленн. у х.олда 
а) АниJVI3НИШ сщаси D (!) = (- 00; О) U (О; + 00) = 

= R".{O}; 
б) S'згариш сщаси Е (!) = (- 00; О) U (О; + 00); 
в) Функция I\УЙИдан х,ам, ЮI\Оридан х,ам чегаpanанмаган; 

г) / (х) = х-2т- I учун / (х + т) = (х + n-(2т+l) 7= 

!I 

, 
о ., 

-1 

25· рас ... 

х 

*- х-2т- ' = / (х). ЯЪНИ даврий эмас; 
д) / (х) = х -(2т+l) учун / (- х) = - / (х), яъни Нх) - то" 

ФУНКЦИЯ; 
е) ЮI\ОРИда кеЛТllриnган асосий маъnумотларнн эътибор

га onиб, у = x-1 , У = х-а, у = х-I; ; У = х- (2m + 1) КУ
РIIНИШидаги функцияnар учун I\ийматлар жадвалнни тузиб. 
графигн (25- чиэма) ясалади. 
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MYCTal\llJl ечВW учун IIМСОЛ ва маc:uалар 

]. y=2x-1. y=_l_. y=.2.... y =_I_. y=xI+x 
х- 1 хl (x-l)1 

фунхцияларни текширинг. 
2. I\уйидагн ошкормас берилган функцияларнинг график

ларннн ясанг: 

,хl + 'у/ = ]. 'хl -+- XZ + у = О; ,Х - ]/ + 'УI = ]. 

3. l\уАидаги теигсизликни ~аноатлантирадиган жуфтлик
лар ташкил ~илган ну~талар тупламOiНИ топннг: 

!х>О. jX+Y>-]; {Х>2. {У+7>0. 
IУ > О. I,Y - 2х < ]; у < 2. х - у + ] = О. 
у + х < ]. у = х - 4; 2х - у + 4 < О. 

4. l\уАидаги функция.lарнинг г рафик.lаРИНI I ясанг: 

у = х2 -r; у = 2х2 
- Х - 1. !I = х 'х;; 

(х' -1- х, агар х ~ 1 бу.lса, 
У = '; -x~. агар х> J бу.1са. 

7.'. Ф)'НIЩИJl ГРАФИКЛАРИНИ АЛМАWТИРИW 

МатематиКЗ.1З ФУНКURЯ.1арнинг график.lарнни чизнw ) Ч} Н 
\ар ДОI;М ~M жадва.l гуэнб 5·тирмасзан. к5'п J\О.l.lарза /)е. 
РИ.1ган Функuиянинг граФИГИНI, унинг co.:ua к5риннwнга 
таянган (маса.lан. у = (х ,. б)~ нннг графНГIIНУ. Ь = х' нинг 
:рафигиг<: Тi'яннб ЧН3ИWI XG.1.l" ясаwга =\араК<11 li,t\.lИНi1.lИ 

к 

- .Y.. ..... ".I"~I ........ -..... , ............ 
" 

~·pae .. 
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1 . у = f (х) Ф у н к Ц и я fI И 11 Г Г раф и г и г а т 3. Я Н И б 
У = kf (х) н и н г г раф и г и н и я с а ш. Бу масал.ани Xia.l 
I\МИШ учун k параметрнинг OJIиu1и мумкин булган "иймат
.1:1р со~сини IO'Йllдагича СОJVIларга ажратзмиз: 

11) k = 1 булганда у = kf (х) функция у = f (х) функция 
билан устма-уст тушади, бунда масзла у = f (х) функциянинг 
графигини ясаш билан алМlIштирилади; 

б} k = - 1 булса, У XiOJlда У = kf (х) функция у = 
= -- f (х) била н алмаwa;tн, натнжада (хо, уо) ну"та у = f (х) 
нннг графи гида етса, у "OJIда (х, - Уо) ну"та 3С."I. у = - f (х) 
ФУНКЦИRНИНГ графИГНдll етади. Бундан, у = f (х) функция 
графигини Ох Уl\ига нис6атан (26- чиэма) симметрик КS'чи
риш натижасида у = - f (х) функция графиги XiOCM БУлади. 

В) Агар 0< k < 1 булсз, У = kf (х) функция (27- чиэ~а) 
ОХ Уl\ИНИ В ну"тада кеснб, Оу У"ItНИ О ва А НУl\талар ора
сидан кеси6 ут'Ци, згар -·1 < k< О БУJlса, б) XiOJlЭт рУЙ .. бе
ради. 

г) Агар k > 1, 6уща, у = kf (х) ФУНКЦНЯНIIНГ (27- чнз~а) 
графиги Ох Уl\ИНlI У = f (х) кабl1 В НУl\тада кеснб, Оу 5'1\11-
ни эса ОА нинг давомида, коордннаталар бошидан k· ОА ма
софада кесиб утзди, агар k < - l 6улса, шу Гр"фик~Ох 
у~ига нисбатан сим метрик кУЧИрнлади. 
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Мисол у=х-l. у=2 (х-l), y=-2~(x-~I), 

!/. ч-,\ 
... ,'1 

~{\: I 
-)" // 
",/ J,~1-' 

" ~',1 --/" , 
I ",,\1-' 
-----------;,'~~\~ 

о х 

27. pac.w. 



у = х2 , У = 2х!, У = 
= - 2х' функциялар
нин г графИКЛIlРИНИ 
ясанг. 

у 

Я с а ш. БерилГIIН 
Ц = х - 1, Ij =2 (х
~I). у =':""2 (x-I) 
фУНКЦИЯЛ.:lр учун бош-
лаНFliЧ х;олатни анJЩ- tJ I п'\ Х 
.10ВЧII функция сифа-
тида у = х - -1 ни ~-
раЙ",из. у = х - 1 
ФУНКЦIIЯНИНГ графиги 

т5·FРИ ЧIIЗИ') экани ва 
у (28- чизма) (1; О) 
ва (О; - 1) ну')та- 28- рас ... 
~1apдaH 5тншини бил-
ган х;олда (1, О) ВII 
(2,2) ну')таЛIlР ОРl)али 
91 УВЧИ ТУFРИ чизи') 
У = 2 (x--I) нинг гра
фиги, (1; О) ва (2; 
- 2) НУl)талC:lр ор~и 
5·тувчи T9FPH ЧНЗИl) 
У = -2 (x-I) нинг 
графнги экани ойдин-

лашади. .t;1 '\. х 
х у дди шу услуб 

6И.1аll у = х2 ни БИ.1-
га н х;o.nда у = 2х2 ва 
У = - 2х3 функция-
лар графикларини (29- I 
ЧII3\Ш) ясаЙмиз. l' 

2. у=! (х) функ-
Ц И Я Н И Н Г Г раф и- 29- расм. 

Г И Н И б и л г а н х; о .'1-

Д а у = f (х) + Ь н и н г г раф и г и н и я с а ш . Берил
ган у = f (х) функциянинг графиги бизга MaЪnYM де6 ')араб, 
у = f (х) + Ь функциянинг графигини ясаш уз навба1Ида бе
ри.'1ган у = f (х) функция графигини Оу у')и буйича Ь масо
фага парамм кучириш, демакдир (30- чизма). Шунинг учун 
х;з М беРИЛГIIН (хо. Уо) HYI)Ta у = f (х) фуикциянинг графl!ГИ
да ётса, у х;o.nда (хо, Уо + Ь) ну"та У = f (х) + Ь функциянинг 
графигига тегишли буnиши lUуб'У!сиэдир. Ву зса (хо• Уо) НУ,,-
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у 

QI~ 

зо- раем. 

х 

тани (хо • Уо + Ь) HY~
тага уткаэиш берил
ган ну~тани Оу у~и 
буйича Ь масофага па
раллел кучиришни бил
диради. Масалан. у=х 
нинг графигини 31-
чиэмада Ь бирликка 
параллел к}iчирилиши. 
32- чизмада у = х· 
функциянинг графиги

ни Ь бирлнкка па
раJlЛел кучирилиши 
курсаТИJI гаи. 

3. у = f (х) Ф у н к ц и я н и н г г раф и г 11 Н И б и д г а 11 
~ О Д Д а у = ! (- х) в а у = f (х + а) н и н г г раф и г и н и 
JI С J Ш Бери.lган у= f (х) функция графllгида (хо• Уо) HY~Ta ёт
син. яъни Уо=! (хо) будсин, У Jo;o.'lДa (-хо • Уо) НУl\танинг КООР
дината.тари у = f ( - х) функцияни l\аноаТ.1антиради: Уо = 
= f (- хо» = Уо = t (хо)· Демак, у = t (- х) ФУНКЦИЯННIIГ 
графНГIIНИ Jo;оси.l I\I!.'ТИШ учун У = f (х) нин г графигнни Оу 
у"ига Нllсбатан сим метрик к)·чнриш е·1ар.1ИДИР. 

М и с 0.1 !I = 2' га rзяннб (3:3- чизма), у = 2-Х функ
UlIЯНННГ графIlГННИ. !I = log~ х НiIHr графнгига Т:Jяннб (:Н
чиэма). !I = log~ (- х) нинг графнгнни ясаш Оу Yl\lIra HI1(
батан СИММ~РНI\ КУЧИРI1Ш ёрдамида бажзри.1аДI1. 

Эн.]и у = f (х) ФУНКЦlжа таяниб у -= f (х + 11) Функциянннг 
графигннl' ясаш \чун 6евосита у -= ; (х) Функциянннг rpi1-

J( 

J( 

3)· рас .. 32 raCM 
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фигини (хо • О) нук-тадан 
а> Обулса. чапга, а<О 
бу.,са унггэ суриш ки
фоядир. 

М И С ол у=х2 нинг 
графигини билган ~олда 

у = (х - ~)2 нинг гра
фигини (35- чиэма) ясаш 
у= х2 нинг графигинн 

~ бирликка S'нггз су-
2 
рllШ БJlлан амалга оши

РИЛДJl. 

Берилган функция-
нинг графИГИНII бундай 
кучирнш одатда Ох ук-и 
буйнча параллел кучи
риш деб юритилаДII. 

LUундай функциялар 
~M учрайдики, уларнинг 
графикларини ясашда 
"эм ординаталар, ~M 

абсциCC<tЛар Уl\лари буйи
ча параллел кучиришга 
ТУFРИ келади. 

4. У = f (х + а) + Ь 
Ф у н к ц и я н и н г г р а
фигинн ясзш. у= 
= аха + Ьх + с квадрат 
уч~д берилган булеин. 
Бу функциянинг графи
гини яеаш учу н аввал 

у 

,/ 

о 

, 
'~ /" I ~ 

33- рас ... 

!I 

34- рас ... 

~ 

к 

ундан 'ГУЛИ,\ квадрат ажратамиэ, яъни у=а (х!+ : х+ :)= 
__ (2 + 2Ьх + с fJ2 + fJ2) (+ ")2 4ас - fJI -а х· - --- - =а х - + __ _ 

2а а 4az 4а2 2а 4а 

у = а (х + ~)I fJ2 - 4ас • 
2а 4а 

1) Ани~ланиш ео~си D (у) = R; 
2) ~эгариш ео~си: 
а) агар а> О БУJlСЗ • • Е (у) = (_ fJ2 - 4ас + 00); 
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ция -

9 

)( 

33- расы. 

б) агар а < Обулса, 
lJ2 - 4ас J Е (у)=( -00; - ; 

40 
3) !I = ах2 + Ьх +с функ

ция на то" ва на жуфт 
функциядир; 

4) а) Агар а > О б5'л-
I ь \ 

са, х E~ - со; - 20 ) ораЛIII\-

да функция + со дан 
ьz - 4ас 

гача кама яди, 
4а 
Ь 

хН --; +:ю) да эса функ-
20 

fJI- 4ас u _-.:...;;.... дан + со гача усади; 
40 

ь 
б) Агар а < О булса, хЕ (- со; - - орали~да функция 

2а 
Ь!-4ас Ь 

_. со дан - гача усади, хЕ (- -, + со) да эса 
4а 2а 

lJ2 - 4ас 
функцня - дан - со гача к~маяди; 

4а 

5) у = ar + Ьх -i- с функция учун а (х +Т)2 + 
+ Ь (х + т) + с *" ахl + ЬХ + с б5'.1гани сабаб..ш функция 
даврий эмас; 

б) Функциянинг графИГIIНИ а > О учун чизиш билан че
гараланамиз. Бунин г учу н аввал у = х2 функциянинг (:36-

чизма) графигини ясаймиз, 
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36- рас ... 

сунгра у = а (х + ~)2 нинг 
графигини чИ]иб олиб, УНII 
ординаталар УI\И йуналиши 

б"· lJ2 - 4ас О 
уиича - > ма-

40 
софага параллел КУЧllраМIIЗ. 
Натижада ~ОСIIЛ буша н 
график у = ах2 + Ьх + с 
функцИЯНИнг графиги бу
ладн. ШУнд;lЙ "илиб, У = 

)( = f (х + а) + Ь функция-
нинг Графигини ЯС1\шда 

у = f (х) н"нг графигини 



аввал Ох УI\И буйича а 
бирлик маеофага парал
лел кУчнриЛi!ДИ. Нати
Жdда изланган график 

ОЛJ1Нади. 

5. У = If (x)l, У = 
== f (ixi) Ф у н к Ц и я л а р
н !I Н Г Г раф и к.'! а р и н и 

я е а ш . а) У = f (Ix/) 
функция нин г графигини 
ясзш vчvн шvни эъти-

БОРJ'З О'.'IИш керакки, х;;;.О 
булеа, ixl =х булиб, У= 
=f (Ix) функция у = f (х) 

у 

х 

37- раем. 

билан уетма-ует тушади, агар х< О бужа; У = f (Ixl) = 
= f (- х) бу.'Iиб. 1-- хl =--= 'хl эканидан У = f (Ix:) функция 
жуфт К! унинг графиги Оу Уl\ига ниебатан еимметрик жой
лзшади. 

М и е о л. У = /хl - 1 функция графигини яеанг. 
Я е а ш. :s > О булгзнда у = Ixi - 1 функция У = х - 1 

била н аJJмашинади, х < О да у = Ixl - 1 функция У = 
= - (х+ 1) БИJJан а.'Iмашинади. Демак, у=х-l функциянинг 
графигини х ;;;. О учун Оу Уl\ига ниебатан еllмметрик кучи
риш, натижаеида (37- чизма) :х.оеИJJ булгзн график у = 1xl- 1 
функциянинг графиги бу.'Iади. 

б) у = lf (х)! HV,Hr графИГИНJI яеашда f (х) ;;;. Обулса, 
If (х) 1 = f (х) ва t (х) < О БУJJCа, if (Х)I = - f (х) эканидаll 
фойдаJJзннб I\араеак, у х.олда f (х) ;;;. О БУJJПIНда у =~ /f (х)1 
нинг графиги У = f (х) нинг гря.фиги билан уетма-ует туша
ди, f (х) < О б5'лган ораЛИl\да У =, f (х) функциянинг гр<'фIlГИ
ни Ох 5'l\ига ниебатан 
симметрик акелантиреак, 

у х.олда у = /f (х) / функ
циянинг графигини х.оеил 
I\иламиз. 38-чизмада у= 
= Ilxl - 11 функция гра
фl!ГИ келтирилган: 

l·f(x)=V2-х+ 
+ V 1 + х функциянинг 
аНИl\ланиш еох.аеИНiI то

пинг. 

. Е ч и Ш. ФУНКЦIIЯ 'ир
рщионал 6ушанлиги учу н 

!I 

х 

38- раем. 
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{2 - х ;;;.. О, <=> {х Е;; 2, <=> _ 1 Е;; х Е;; 2 ". D (л = r -1' 2) 
1 +х;;>О х;;;..-1 ' 

булади. 
2. 1 (х) = log1 (х2 - 4х + 3) ФУНКЦИЯНhНГ ани~аниш СО

~СИНIf топинг 

Е ч и ш . Берилган функциядаги узгарувчи логарифм иша
раси остида булганлиги ва мусбат булиUJИ шартига асосан: 
r - 4х + 3 > О <=> (х - 3) (х - 1) > О б~либ, бундан D (f) = 
= (- 00; 1) n (3; + 00) келиб ЧИlljади. 

3. t нин г I\андай IIjИЙматида у = 2х2 + 7х + t функциянннг 
графиги А (-10; 150) HYIliTaдaH утади 

Е ч и ш. А HYIljTa бернлган функциянинг графи гида ёти
ши учун унинг координата.лари шу функцияни ТУFрИ тенг
ЛIfКка аАлантириши JIOЗИМ, яъни 150 = 2 ( - 10)2 + 
+7(-10)+1 <=> 150= 200-70+1 ~ 150 = 130+t~t= 20. 
Бундан t = 20 булганда у = 2х2 + ix + 20 Функщ'янинг 
графиги А НУlljтаД;iН Утади. 

4. 1 (х) + 21 (~) = х, х * О тенгламани ечинг. 
Е ч и ш. Тенгламадан куриниб турибдики, у 1 (х) функ

цияни суперпаэициялаш наТИЖ<lСНlIа ~aclm IIjНЛlIнган. Буни 

ечиш учун х ни ..!... билан аЛмаштирамиз, 1 (~) + 21 (х) = 
.1' .1' 

1 l ' 1 ) 1 = -; ~осил БУл"lДИ. Энди 21(х) + 1\ ~ = ~' 

1 (х) + 21 ( + ) = х 
СИСlемаwи тузиб, сунгра биринчи тенгламадан иккинчнсини 

2 2 -г 
~адлаб айирсак, у ~олда 31 (х) = - - х; 1 (х) = -.-- I\З-

х Jx 
ланган функция ~ОСИЛ БУл;щи. 

2 _.1'1 
Т е к ш и р и ш. 1 (х) = -- функцияд:t Х HII 

3.r к 
била н 

(
1) 2xj-1 •• 

алмаштирамнз, яъни 1 -; = 3.1' ~ОСИЛ булади, сунгра 
2_.r2 

тоmtлган натижаларнн берилган тенгламага IIjУЙсак. -- + 
3к 

2.1" - 1 2 - z1 + 4г - 2 3к' +2 =X~ =х<=>-=х<=>х=х 
Эх 3х 3х 

6Улади. 
2-х' 

Демак. топилган 1 (х) = -- ечим теигламанинг НЛдН3И 
Эх 

экан. 
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5. {{ (2х + 1) + 2g (2х + 1) = 2х, 
{(_Х_') + g (_х_) =-' х, х + I системаю! ~aHoaT-

х-I х-I 

лантирувчи {(х) Ба g (х) функцияларни топинг. 
Е ч и ш Аввал системада ~атн~шаётган {(х) ва g (х) 

функциялар аргументлаРJ:НИНГ бир хил булишига эришамиэ. 
Бунннг учун биРИНЧII тенгламада 2х + I = t => 2х = t - 1 

х 
tlлмаштиришни, иккннчи тенгламада эса = z алмаш-

х-I 

тиришни бажарсак, 

{ (t) + 2g (t) = t = 1, 

{ (z) + g (z) = _1 -, z * I 
1-1 

теtlгламалар ~ОСНЛ б)'лнб, бунда берилган система 

{

f(.).) + 2g (х) =х ~ 1, 
{ (х) + g (х) = -

х-I 

системага тенг кучли булишини МУРИШ мумкин. Буидан 

r - 4х + 1 хl - 3 + 1 
{(х) = , х * I ва g (х) = , х+ 1 ечим-

I-x х 

ларнн ~осил ~нлtl .. иэ. 

Муета..... e08IW- учун 8СО". аз llaca.uAap 

1. l\уйиДdГИ фУНКWtRJlарнниг хусусий ~нйматларини то-
пинг: 

х-I 
а) {(х) = ; {(О), {(I), f(-З); 

tl +Зх+2 

б) {(х) = V r' - 4х; {(- 1), {(2), {(3); 

в) {(х) = yg=-:tz ; {(О), {(I), {(- 2)' 
х+1 

г) {(х) = х ; {(О), {(-I); {ООО). 
COlnX 

2. l\Yйидагн функцияларнинг графикларини ясаиг: 
3 х+з 

а) g = 2х - 1; g = XZ + 2х - 1; !J = - --; у = -, 
z+1 .1+2 

1 
У = х' - 5; g = (х - 1)' - 8; !J = + 5; !J = 

(х-4)' 

----4. 
(х + 1)1 
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б) У = {I, агар х';;; Обулса, 
(х - 1)2, агар х > О. БУ.'lса; 

У = {lxI. агар - 1 ~ х ~ 1 булса, 
2 -х·, агар Ixj> 1 булса; 

1, агар - 2 .;;; х ~ - 1 булса, 
- х, агар - 1 ~ х Е;;; О булса ; 

У =\у=\х+ II-!x-I!; 
1, агар О < Х < 1 б5'.'lса, 

У = /1 -/х/' - /XI + 1, 
В) Агар '1 (х), 'а(Х) Ба 'а(Х) ФУhкция.1ар (а; Ь) да aHHI\· 

лангнн ~Mдa '1 (х). '2(Х) функцимар чегаР~Ланган булмаса, 
у ~олда ~уйидаги фУНКЦИЯЛIiРНИНГ чегараданганлиги J\аI\ИДЗ 

Нllма деЙhШ МУМКIIН: '1 (х) + '2 (х), '1 (х) + '3 (х), '1 (х)· '2 (Х) 
'.(Х)"з(4 fl(x) , 'I(X)? 

12 (Х) 1з (Х) 

3. К;уйидаги функцияларнинг МОIIОТОН.1ИК opa-'lИ~арИНll 
тол инг: 

I 
у = 1 - 2х, у = Г, у = 3 - 2х - х2 , У = --. 

-. Х + I 
Х .t 

У --- у=--
-I+xl ' l~xT:r 

4. У = (х - 2)(х + 4) функцнянинг графигидан ФОЙдз.lа
ниб, (х - 2)(х + 4) > О, (х - 2)(х + 4) <О тенгсизлик.ларнн 
ечинг. 

5. у = r - 7х - 31 функциянинг графнгн: 
а) А (3; - 43), б) В (- 8; 89). В) С (- 5; - 22) НУ"iтз

лардзн утадими? 
6. Ь нин г I\зндай ~нйматида у = х' -т- Ьх - 19 функция

нинг графиги (- 11, - 30) НУl\тадан Утздн? 
7. Агар у = ах2 + Ьх - 48 функцнянинг графиги О; 2) 

Ба (2; 10) н~талардан утиши мзълум булса, а Ба Ь ни ТО-

линг. 

Уж- 1 21%- 21+ 1 u 

8 з) Агар , (х) = ва rp и) = 6у.lса. 
. х .(1- 1)2 

f(rp (t» ни ТОЛИ Н Г . -':-' --:-_ 
б) Агар f (х) = V г-I 6улса, f( V х2 + 1 ни толинг , 

В) Агар '( 3х-I ) = х+ 1; x=l= 1; x=l= -2 6у.1СЗ, '(х) 
х+2 х-I 

ни толинг. 
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г) АгClР {(1 + +) =х2 -1, x=l=O бужа, {(х) ни '[о
пинг. 

д) {(х) = ах2 + Ьх + с булсз, {(х -i- 3)- 3 {(х + 2) + 
+ 3! (х + 1) - f (х) = О экзнини исботланг. 

9. к.уЙидаги функционал тенгламаларни ечинг: 

а) (x-l)f(x)+f(~) = _1_; б) {(х) + xf (-X-)=2; 
х х- , \2.1.'- 1 

В) 2f (/_.1.'-)-3f ( 3Х-2) = 13.1.'-4· 
х -- , 2х + , 2.1.' - 3 t 2 

1 О, к.уЙидClГИ систеМClларни ечинг: 

а) {f(2x+ l)+ep(x-l)='x, 
f(2x+ 1)-2ер(х-l) --:- 2х2 ; 

б) 1! (: 1,1) + хер ~x+~ 1) = 2х, 
f (;=J) + ер (;=I)=x ---1; 

В) {f(2X+2)+2ep(4X+7)=x-l, 
f (х - 1) + ер (2х + 1) = 2х; 

• 
г) {f(4x + 3) + хч; (6х + 4) = 2; 

f (2х + 1) + ер (3х + 1) = х + 1; 

д) {f(3X - 1) + ер (6х -·1) = 3х, 
f (х + 1) + х2 ер (2х + 3) = 2х2 + х; 

е) I f (2X-l)+ер(I-Х)=х+l, 

f (_Х ) + 2ер ( , ) = 3. 
х+' 2.1.'+2 

11. хОу текисликда НУl\талар тупламини топинг: 

1) У = 13х-21 +2-3х; 
3) у = Ilx + 21--lx - 21; 
5) тах ох!, IYI) = 1; 

2) У = Ix - 31 + \2х - 11; 
4) miп (х, у) = 1; 

7) Ixl + Iyl = 1; 
6) тах (х, у) = miп(lх!, 'у\); 
8) 'х + УI = IYI + у; 

9) у = 'х + 11 - 21х - 21 + 10) х ixl + у lyl = х - у; 
+ \х+ 2/-х; 

11) у = х2 _ .1.' - 6 
.1.'1 - 3.1.'+ 2 

13) у = х siп х; 

'п х 12) у =-, 
.1.'2 
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v 111 боб. ИФОДАЛАРНИ ААНАН AJJМAWТИРИШ 

1- §. 1(fТ1х,АД п'.ш)'НЧАСН 

Алгебра фанида бирJVIд ва K)'nJVI.]. тушунчалари, шу ЖУМ
ладан, бутун рационал и4:0да тушунчзсн муXiИМ 3Xi3миятГ1' 
эгадир. Бу тушунчаларнинг асосий хоссалари билан танишиб 
ЧИl\аЙЛик. 

67- т а ъ риф. Берилган но.маълу.м узгарувчu.лaр, СОНАОР 
во ударнинг даражаларини куnаumириш амоди ёрда.мида 
БОFдаuдигон ифодо 6upJiaa деUилади. 

Мисол 5а2х. 2Ь3 (-3)Ьс2 , хyl ва ООШl\а.'lар БИРJVIдга 
мисол була олади 

А гар берилга н би РXiаДНJ. 2Ь1 (- 3) Ьс! = 2 (- 3) ЬСcl = 
= -.6ЬСс2 к5'ринишида ёЗИJlса, у х.олда Xiосил I\НJlинган ифода 
бир:rаднинг KOHOНUK шокли Дt?б аталади. БирJVIДНИНГ кано
ник Шilк.1ИНИIIГ сон купайтувчиси бирх.аднинг к.оЭффUЦ~Н
mи деЙилади. Агар берилган бирXi3д х, у. z узгарув
чилар ва А Xi31\.ИI\НЙ сон ёрдамида 

Ах·' У ., Zk" (1) 

куринишида берилган БУ.1са, у- .х,олда k1 + k2 + +kn= 
= т сон шу бирXi3ДНИНГ доражаси деб аталади. 

68- т а ъ риф Агар берилган нолдон фаРl{ли бирJf'lдАОР 
бир хил аргу.менmларнинг 6ир хил даражаларидан иборат 
булса, У ~олда бундай бир~aiJларни ухшаш бир~oiJлар дейи
лади. 

М и с о Л. 2x2y1z; 3x2y1z - ухшаш бирх,адлардир. 
69- т а ъ риф. Бир неча биР:{аднинг ОАи6pauк UUFUH

дucи к ущод деUилади. 
z g 1 

Мисол. (x-yf,r'-2x2+ 5х+ 3; '2 +'3 + -. ифо-
" б" z + у - I 2 2 Z далар купXi3Д улиб, + х + у; - + .t' каби ифе>-

х g 

ДdJIap эса кущаД эмас. 
КУПXi3длар узининг берНJIИШИГ? х.амда Xi3дларннинг коэф

фициеН1'ларига к.граб к.аЙси сонлн майдонга манеуб эканли
гини аИИI\JlЗШ мумкин. Р еон.'И майдон беРНJIган булеин. 
Агар а,. 01' • ОП Е р булиб. 

Нх) = оох" + oJx
n
-

t + + аn. йо =1= О (2) 

купх.ад беРНJIган булса (n Е N). У х,олда У Р СОНАи .маЙдон
да берилган n· даража.tU (deg f = n) к yn~aд деЙt!лади. 

Is.t 



М НС 0.1 Л 3 р. з) {(х) =3г - 2хl + 6 кущад Q cOНJ1ap маА-
донида берилган учинчи даража.'1И куп~аДДlfр; . 

б) f (х) = VЗх7 
- 0.8х· + лг + х ~I\ИI\ИЙ сонлар маА

донида беРl'лган куп~ддир; 

В) f (х) = x10 
-- (l - 3i) xЬ+ir+(l +п r +...!... комплекс 

2 
СОНJ1зр маАдОНl1да берилган куп~ир; 

г) Т\(х)=2
Ж +2 -Ж+lоg2х ва Т2 (х)=siпх+3сosх+ 

+ 5 tg ж каби ифодалар х узгаРУВЧИГi: нисбатан ТJJaHcцeH
дент амanларни уз ичига олгани учун КУПJVIд эмас. 

Маълумки. куп~длар берилишига кура бир узгарувчили 
ва куп узгарувчиnи кущаДЛilрга ажpanади. 

70- т а ъ риф. 1) Агар (2) нинг 6арча коэффlЩJенmла-

ри ва а" = О булеа. Ij .{олда f (х) ноль кучад дейuладu ва 
f (х) = О "урuнuшuда ёзuладu. Агар f (х) "учад х нинг 
барча I{uймаmларuда а га тенг БУJ\са. у .{олда f (х) = а 
дейuладu; 

2) Агар {(х) = аох" + а\ х ,,-1 + + а" ~ Ij!(x) = 
= Ь&Х" + Ь\х 11-1 + + Ь" куn.{адлар IjЧIjН ао = Ьо • 
а = Ь1 • • а" = Ь" булеа. Ij .{олда f (х) ва ер (х) аинан 

meнг ICgn~лар деЙuлади. 
3) Агар (2) да ao:F О. n = Обулиб. f (х) = a~ = ао 

булеа, у .{олда f (х) ни НОЛUНЧU даражалu (deg f = О) деб 
amаладu. 

, (" 11-1 3 ) р сонли маАдоида f х)=а&Х +a1x + +а"_1 х+ 

+ а" (2) ва ер(х) = ЬОХ 11 + + Ь" (3) кущадnар бе-

рилган ва {(х) ва ер (х) бу куп~дnарнинг функциоиan 
аниl\ЛЗМЗСИ булсин деЙЛик. 

81- те о р е м а. Берuлган Р да аНUl{ланган f (х) ва ер (х) 
кучадлар учун. 

f (х) = ер (х) ~ 7 (х) = ~ (х) 
булади. 

И с б о т и Теорема ш~ртнга кура f (х) ва ер (х) лар Р да 
ающпанган куп~ар БУлиБ. f (х) ва ер (х) лар эса упарни 
анИl~JlОВЧИ функцияnaрдир. Агар f (х) = ер (х) булсин десак, 
у ~олда (3') га асосан ва '(х) ва ЧJ(Х) купщ буnганлигн 

учун f (х) = ер (х) булади . .t (Х) ва ер (х) лар нол ь буnмаган 
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(deg{ = n) даражздари кущаДJlар бу:,син деАлнк. {(х) = 
" ,,-, , () Ь "+Ь "-'+ +Ь = аох + a1x - + а,,; 'Р ~ = ОХ lх . " 

БУJlСИН, У ",о..ца {(х) = <р (х) эканидзн а; = Ь/ Л i = г.-n 

(4) БУ.'IIlБ, V хоЕР УЧУН {(хо) = ЙОХо" + а\хо"-' + -т
+ а,,; <р (хо) = ЬО x~ + b1 х"о' + + Ь" БУлиБ. (4) га 
асосан {(х) = <р (Х) б~·.lади. Бундан {= <р ~ т = iP эка ни 
келиб чи~ади. 7 = (f БУ.1СНН дейлик, у ",о.ца ихтиёриit хо Е 
ЕР учун {(ха) = aox~ -+- а1 х";' -+- + а" ва <р (хо ) = 
= Ьox~ +Ь\х"о' ~ + Ь", у ",OJща, (4) га асосан {(xu) = 

= <Р(Хо) ва h(xJ ) = f(x~) -Ч(Хо)= о бу.lиб, Р да h(x) к)'п

х,ад но.дь кущадга аЙ.,,знади. Бундан 7 = cf ~ f = <р экани 

ке.'Iнб ЧИl\ади. Демак. t = ч с:> 7 = <Р 
Мисоо1. {(x)=x3 -4х";"'2х2 ...J,..) ва ч(Х)=-4х+2.х2+х3 +1 

кущаДJIар узаро тенг к5·щад.'Iардир f (а, Ь)=(а2 +3аЬ) (2а3-
-2а) кущами Нф:JДа берншан бу.1СИН дейдик Ба f (а, Ь) да 
теГИШ,1Н амал.'Iарни кпМ'З, ке')' бажариш натижасltДII f (а, 
Ь) = 2а6 + 6а4Ь - 2а'Ь _. 6а2Ь2 кущадни ",осид ~иламнз. 

Агар бернлган ифодада I\атнашаётган амалларни баж,з· 
риш натижаснда яна ",ам содда ифодага эm б5'линса, у ",ал
да "'ОСИЛ булган натижа берилган ифоданинr айнан алмаш
тири.lган натнжасн деЙИ,1адн. 

7)· т а ъ риф. Агар кgщад узаро gхшаш буЛ)lQ2tШ бир· 
{адлар UUFUHauCU ёрдамида берилган булса, у J(олда у ка
ноник куринишда берилган куn.уад деtiuлади. 

Купх,адлар берилиши жи",аrидан турли хил булиши мум
кин. Агар КУП",<lДД3 ~<lтнашаётган узгарувчилар сони икки 
ва ундан орти~ бу.lса, у ",олда бундай кущад,парнинг ичиДII 
симметрик кУпх,аД.1арни урганишнинг узига хос муЖtИМ то· 
монлари мавжуд. 

72· та ъ риф. Агар Т (х, у . z) кучадда "ат' 
нашаёmган х, у, z узгаРУ8чuларнинг уриНАаринu их· 
тuёрий maрзда аЛAlаштuрсак {о1А1 узгармаса, у ~OAдa бун
дай кущад cиAtМeтpиK куn{ад деUuладu. 

Мисол. {(х, y)=2x4+7x'y+9x2y2+7x!f+2y f. СИМ' 
метрик кУпх,аддир. 

УUlбу 
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" 
Р(х, у, z) = I А; x lr

/ у" zq; '(3) 
;_1 

кущадда k j + /; + qj = n; Л j = т:-n ларнинг ичида 
энг катгаеи Р(х, у, , z) нинг даражаеи дейилади, агар 

k j + (; + +qj = n; Л j = Г:-;-БУ.'1са, У ~олДII Р(х, у, . 
z) n- даражали бир жинсли кущlIД деЙИJIllд.i. 

М и е о л. Р (х, у) = 5х3 у2 + 4ху· - 6х2уЗ + 3х4у кущад 
5- даражали бир жинели кУщаддир. 

82- т е о р е м а. Агар даражаси k га тенг 6gлган. бuр 
жuнслu f (х, у, z) кущаднинг х, у, z узгаРУ8Чи-

ларинu t
Jt

, t/l' tz га аЛ.4tllшmирилса, 6у куn{ад tl< ку-

nаtimУВЧUAарга эга БУlUJди: f (tx. ty, tz) = t·f (х, 
у, , z). 

Иеботи Берилган '(х, у, z) = 

куп~д бир жинсли булганлиги учун 

+ q/ = k Л i = т:-n 
ЭНДИ куп~аднинг ушбу A1x 1<, У " 

ни олиб, ундаги х, у, , ~ ни tx, ty, 
тирсак, У ~олда 

n 

~ -,'. q. .. А,х у' ... z' 
;=1 

kj+l; + + 

zq, айрим ~ди
, tz га алмаш-

A1 (xt) .'. (ty)" (tz,q, = tl< A1Xl<, у" zq, 

келиб ЧlЩЗди, чунки k1 + [1 + + ql = k. Бундаll куп

~аддаги ~p бир 'У!д tl< купайтувчига эга булади, демак, 
f (х, у, , z) бир жинсли булгани учун t k ~Mмa 'У!д
ларнинг умумий купайтувчиси були б I\олади. Шу билан тео
pt:M? иебот I\ИJlИНДИ. 

Миеол. '(х. у, z)=axy+byz+cxz булеин. у ~олда 
f (tx, ty, tz) = t2 (аху + byz + cxz) БУладн. 

КУП'У!дларнинг берИJIИШИ узига хос а'У!миятга эга: 

1. f (х) = йох" + a1x n-' + + аn_1 х + аn кУщад 
х ~'lга"увчи даражаеининг пасайиб бориш тартибида бер:tл-
ган. 

2 ср(х) = йо + йIХ + йZX' + + а"х" куп~д х нинг 
даражаси ошнб бориш тартибида берилган; 
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3. '(х, у, %) = ar + dx1y + /х + Ьуl + су%1 + ky + ц3 + 
+ 1 лекеикографик ~олатида берилган куп~д; 

• n _.n-I 
4. Р(х, у' . , %) = Рn (у, , %)х +Рn- I (у,. . %)х + 

+. + РО (у, ,%) куп~ад бир узгарувчининг дара-
жаси пасайиб бориши тартибида ёэилган; 

5. Р (х, у) = (allr + а12ху + а22у2) + (а1х + а2У) + йо 
кущадда аргументлар бир жинели 'гартибда жоЙЛашган. 

2· 1. кrпх,АДnЛР )"СТИДЛ ЛМЛnnЛР 

Р еоили майдонда аНИJVIанган 

n 

'(х, у' , z) = ~ Ajx·' у" 
zq, 

j =- о 

ва 

n 

'J' (х, у' , z) = ~ В; х·; y'l %q, 
__ =:О 

кущадлар бсрилган булеин, 
73- т а ъ р.1 ф. Р СОНАи АСайдонда ани/{лаl'tган f (х, у' 
, z) га 'J' (х, у, .. ,z) КуnJfадAiJрнuнг ЙUFUндucu ва 

куnaйmACQШ деб f (х, у, ., z) + 'J' (х, у, .•. ,z) ва 
f (х, , z) ''J' (х, у, z) куn:{адларга aйmиAaдu, бунда 

'(х, у, , z)+ 'J'(x, у' 

n 

n 

, z) = ~Ai х·' 1/" 
,-о 

+ ~ Bjx "'Iy"j ... %"1 
1= О 

zq,+ 

булиб, АСОС :{адлар КQэффtЩueнmларuнuнг ЙUFuндucи оли
ниб, сунгра уни каноник кgриl'tишга ICeлmuрuладu, 1COnaйm
АСасида f =t= О, 'J' =t= О булеа, 
f·'J' = A1B1x ",+"", у" + '." zq,+q," +А.В1х··+""' у,.+,," zq·+q', 

булади. 

Бу ю~оридаги маълумотлардан куриниб турнбдики, агар 
degf> deg'J' булса, у ~oдд" deg('J'+ f)~degf ва d~g(f·ff')~ 
~ deg f + deg'J' булади. 

74- т а ъ риф. Агар Р СОНАи АСайдонда берилган 
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Р(х, у, 

купх,ад учун 

Р(х, у, 

11 

, z) = ~ Ajx"i у" .• Z·' 
t -о 

11 

z) = ~ (- Ajx "; У'l 
1-0 

zqj) 

кущад AUJ8жуд буШJ, у ~lIда - Р(х, у, . ,Z) кущад 
Р(х, у, , z) га ~paмa- ~ршн купщ деЙилади. 

83- т е о р е м а. KaнoНUK курuнишдагu иKкuтa HoJ/дaH 
фар~1IU Kyn{aдHи~ 

1) Kynaйmмacи ~aAC НОIlдан. фар~1IU бgмдu; 
2) куnaйmувчUllардан бupu бuщад бу/UlCfШl, у ~oJ/дa 

KYruu1m.wa lCyn~aддa ~еч БУllмаганда шaшma ~aд бумдu; 
3) куnаиmАСа Kyn~aдНUHг даражасu куnaйJnувчu кущад

лар даражаларuнинг ЙUFUндш:ига meнг буладu. 
И с 6 о т и Теореманинг шартига кура 

f (х) = /10-\:" + Q\x,,-I + + а,. 
ва 

!f (х) = ь".\"'" ...... -Ь:х I?I-' + .J.. Ь ... 

KYn~aon.llap беРИ.1Ган V!~a Ьо* О. Q Q 7'= О 6у.1СИН У ~OJ1да 
f . ер =1= О 65·.1а.1И БунllЗН 1\ ftИНГ исбот~ ке.1и6 чи~ади 

Купайтувчи к5·ща,i1аР.1ан х,еч БИРИНIIНГ бир"а.J. 6~·.'1i1 o.~. 
!lfаслиги к5·паЙпtа.з.а ~еч б\.1~гаН.1а ка!lfИ.1Э иккl-':~ :>,ад 6}" 
.1ИШИНИ таЪ!lfин.1аЙди . 

Шартга к5'ра ао* О b=r= О экаН.1ИГ~.J.?" I (х\ ~. (х) ,-= 

= а"·,' ".,..т + - IGt Ь ~ Ь и ,~ - а Ь б\."i6 OUu- "m- 19j fI.- го т .. 

ao=l= О, Ьо *" О экаНtlдан йоЬо * О 65'.1а:1,: БУН.1ан deg (/!f) = 
= т + n = deg; .;... deg ~ б~·.'UI.1И Ш~ 6Н.lан ~eope""a 11с60т
ланади. 

КУпх.аднн [\5'ШИШ ва кУпайтириш a!lf3.1.1apfl I\УЙIIДЗГII хос· 
саларга эга: 

v- R(x), Тщ, Q(x), -- R\x)c Р: 

1°. R+T-T+R 
rr. (R + Т) ~ Q _ R + (Т -+- Q) 
3О. (-R)+R-R+(-R)-O. 
4°. R·T'ii!iiE.T·R. 
5О • (R·n·Q-R·(Т·Q). 
6'. (R+ n·Q-R·Q;-ТQ" QR+QT 
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Бу хоссалаРllН беВОСJlта ю~орида куриб утилган маьлу
моТ.'1арга таяниб нс6отлаш МУМКIIН. 

Куш~адларнн кУпаЙтир"шнннг. узига хос томонлари мав
жуд БУлиБ. унн соддалаштнриш Ma~caДHдa ~уйидаги схема

ТИК куринишни КЕ.'лтирамиз: f (х) = аоХ" + а1 х ,,-1 + + 
+ а" ни ер (х) = ЬиХm + Ь1х m-' + + Ьm га купайтириш 
схемаси: 

f ( ) " ,,-1 х = аоХ + аlХ +a"_l x + a" 

ЬоХ
m JJ ".f-m + Ь ,,+m-I. 

а оХ а 1 uX -г m+l+ Ь '" + а,,_, ЬоХ а" ох 

bjx 
m-I r/J m+,,-I, +- o"b1x 

.,,-1 
а lХ --,-

Ьт а,,_, Ьmх +а" Ьm 

I ,,+m + ( Ь + ( Ь) "+"1-1 ...J.... + 
,. ер iaoЬox а1 о ,аэ .} х , ' 

i + (а"Ь",_ 1 --т- а"_1 I Ь.,,) х -г а"Ь." 

м и с о л л ар. 1. f (х, а) = 4хЗ - 4ахl - 5a1x - 8а3 ва 
ер (х. а) = - r + 2х' + 2а2 х + 4а'. ~ (х. а) = 5х1 - 5ах2 + 
+ 90В кущадлар берилган. Т (х, а) = f (х, а) + ер (х. а)
- 'ф tx, а) кущадни топинг. 

Е ч и ш. I\УЙИдаги схематик ~ушншга асосан: 

f (х. а) 4х' -4ах2 -5а2х -8а3 

ер (х. а) -хЗ + 2х2 +2a1 x +4а' 

+ I -'ф(х, а) -5хЗ + 5ах2 -9а' 

т (х. а) 1=--2X3 + (а+ 2)х· -За2х - lЗа8 

2. f (х, а) = х4 
- За2х3 + 2ха3 

- а4 ва ер (х, а) = 2r' + 
+ х2а - зas кущадларнинг купайтмаСИНIf топинг. 

Е ч и ш. f (х, а)· ер (х. о) ни топиш учун ю~орида келти
рилган купаАтириш услубидан фоЙдa.nанаыиз: 
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IJ! (х. й) I f (х, а) = ~ - 3х'й' + 2ха8 - at 

2х' 

х2а 

-3а1 

f-IJ! = 

2х7 
-- 6х'а2 + 4~aI- 2xlat 

х8а - 3х6а8 + 2ХЭа· - г'" 

- Зх· aI + 9х'''' - 6ха8 + 3a~ 
2х" - (6а2 

- а) х8 
- Зх6й8 + х·аа + 9r'fi'

- х1а' - 6хаl + 3а7 

э- §. I(ИСI(Л I(gплйтириш ФОРМ)"ЛЛЛАРИ ВЛ НЬЮТОН 
6ИНОМИ 

Куп~адларни купайтириш еки тенглама ва тенгсизлик
ларни ечнш Жllраенида тайер формулалардан унумлн фойдз
ланиш математикани УРГёlНИШда алс~ида 3'У'мнятга эгадир. 
Бу формулалзр математикада ~ие~а купайтириш формулала
ри но~и бил"н маш~урдир: 

I _ (х + у) (х + у) =..: (х + у)2 = х2 + 2ху + уа. 
2. (х--у)(х-у) = (х-у)2 ="' х2 -2ху + у2. 
З. (х - у) (х + у) = х2 

- у2. 
4. (х + у)3 = х' + Зх2у+ Зху' +уа. 
5. (х_у)3 =.~ -Зrу + Зху2 -уа. 
б. (х-у)(г -ху + уl) =_~-ya. 
7 (х+у)(х2 -ху+.у2)=хг+уа. 
8. (х + а) (х + Ь) = х2 + (а + Ь) х + аЬ. 
9. (х + а) (х + Ь) (х + с) = r' + (й + Ь + с) х2 + (аЬ + 

+ ас + Ьс)х + аЬс. 
10. (Х1 + Х2 + + х,,)2 = .r, + ~ + + x~ + 

+ 2 (X 1X2 + XIX, + + х" _ I хп>. 
f (х. у) = х"-I + х,,-2 У + х,,-з уа + + ху ,,-2 + у,,-I НИ 
IJ! (х. у) = х - у га купайтириш l'алаб ~илинаетган булеин. 
у ,\олда 

х х У -т х У ху У 
\ 

,,-1 + ,,-2 , ,,-з 2 + + "-2+ ,,-1 

х х" + х,,-I У + х,,-2 У + + а "-2+ ,,-1 
Х У ху 

,,-1 ,,-2 а 
-х у-х у-

,,-1 " 
-ху-у 

-у 

х" _у" 
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ЯЪНИ (х - у) (х .-1 + х·-2 У + X1l-3 у' + +ху_2+ 

+ 11-1) 11 11 
У =х-у 

Буни I\ИСl\ача 
11 

( ) 
~ "-! [-1 11 11 

х-у ~X у =х-у 

1-1 

к~ринншда ёэнш мумкии. 
ЮI\ОРИда ~ОСИЛ I\нлинган натижаларга таянган ~o"yдa 

I\УЙRДaГИ тайёр натнжаларни ёэиш мумкнн: 
211 211 _ ( + у) ( 211-1 211-2 + 2/1-3 у2 
Х -у - х х -х у х -
211-1) 

-у , 
х' - у' = (х + у) (хЪ _. х'у + х3у2 - х2уl + ху· - у'). 

х211+ ' + ~I = (х + у) (X 2n _x2n
-

1y + х211-2 у2 _ + 
+ у211), 

х' + у' = (х + у) (xt -xly + х2у2 -ху3 + у'). 
Ньюmoн бшюми номи билан маш"~ур булган ушбу фор

мула DРuн.шдuр: 

(а + Ь) 11 = а" + C~ а 11-1 Ь + C~ а n-2 Ь2 + C~ а II-ЗtJ3 + 
+С: Ь ". 

Исботи. Бу ёйилма х,аI\Иl\ат;J.Н ~M нкки '\<1д ЙИПIНДИ

сиRИНГ n- даражасн ja + Ь)" НИ беришини курсатамиэ. Бунинг 
учун математик индукция усулидан фоЙдаланамиэ. 

n = 1 булганда (а + Ь)" = (а + Ь)l = а + Ь УРИНДIl. 
n = k булганда (а + Ь)" =С ~ а k + cl а "-1 Ь + + 

+ С: Ь" уринли деб. У n = k + 1 учун уринли эканини к)"р
сатамиэ. 

Бунда 

" (а + Ь)" = (а + Ь) " (а + Ь) = (а+ Ь) I c~t - Iь! 
i= О 

БУлиБ. 

I (j а " + cl а "-1 Ь + + cZ-1 ab k
-

I + С: Ь k 

а I c~ а "+1 + ck а " Ь + + с:- ' а2Ь "-1 + С: аЬ k 

ь I + c~ а " Ь + ... + с";' аЬ " + С: Ь "+1 
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d а -+1 + (с2 + с1) akb + ... + (ct-I + с%) аЬ· + 
+ С: ь·+1 

х,оси., булади х,:шда d-' + С: =d+,; с2 = d+,; С: = ctJ\ 
эканинн эътиборга олсзк, у х,олда 

(а + ь)НI = с2 + I а k+1 + C~+I аlr Ь + + c:tl Ь k-I 

х,осИJI булиб, фор~ула n = k + 1 учун х,эм УРННJlи экани 
келнб, ЧtfI\<lДИ. 

Демак, 

(а + Ь) 11 = C~all + C:.all
-

I ь + C~all-? Ь' + 
11 

,~ /11-( ь/ 
Clla -i=O 

к)'ринишидаги бином ейчлмаси ТУFрИ экаи. 

Агар а = Ь = I булса, у х,олда 
11 

11 '" / 2 = ..... CII• 

i-O 

+ C:b
lI 

-

ЯЪНIf бином ейилмаси коЗ4$ициентларииинг ЙНFИНДИСИ Z' га 
тенг. Агар n - i = а; i = ~ деб ва cz + ~ = n ни х,исобга 
~~иб, ю~орида келтирилган формула га ~УЛЛАсак, у х,олда 

11 

(а + Ь) 11 = '~C~all-/ bi= ~ _nl_ аа.ь" 
~ а!РI 
1=0 1'%' О ) 

\a.+1'=1I 

КУРИНtfШИдаги формула х,осил бу"нб, бу формула БИНОМИ1Л 
коэффициентларнинг такрорланувчи урин ммашгириш билаи 
ифода.,анган куриниши булади, 

Бу ~оидани т та ~)'ШИJIувчининг n· даражаси учун х,ам 
еэиш мумкин: 

т та ~ 
1&. " ..... '1'-0 

nl (а + Ь + ... + с) 11 = 
, -' 

аl pl ... уl 

а.+ "+ +.,_11 

al&b" С"'. 
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Эндн бином форwyласиtUtнг аАрим хoccanарини куриб чи
~аАпик. 

1) (а + ь)n RИНГ ёйилмасида (n + 1) та JY!д бу,ладн; 
2) 'Вйилмада бирикчи ~днинг даpaжanарн ю~орндан паст

га камайнб барса. нккннчи ~аднинг даражалари ОРl11б бо
ради; 

3) Бином ёйилмасидаги ~aдnap коэфtJlщиентларининг 
ЙИFННДИСИ 2 n га тенг; 

4) Бином ёйилмасинннг бошидан ва охирндан баро6ар 
узоlVlнкда турган JY!дnаринннг коэффнциентлари узаро тенг 
булади; 

5) Агар бином даражаси ТO~ булса, бином ёйилмаСИДLl 
нккита, агар жуфт булса, битта знг катта коэффицментли 
JY!д БУЛЗДII. 

Бином ёйилмасида исталган JY!днинг ишораси, коэффи
цнентн ёки даражаСhНИ аниJVIЗШ учу н умумий JY!oд формула" 
си деб аталадиган 

Т = с• n-" Ь k k+1 па 

формуладан фойдаланилади, 

Мисол ва мас'злалар ечиш 

М и с о л л а р. 1, (х+ 2)' ёiiилманинг учинчи ~адини ТОПIIНГ. 
Ечuш. Т2 + 1 =q~22 = 1O·22х3 = 40х3. 
Энди айнан алмаШТНРJlШларни куриб }'тамиз. 

2 2 2 2 2 . 2. (х1 + Х2 + +хn) (al + й2 + + an)-tа1Х1 + 
+ l1tX2 + .+ йN хn)2 

ни айнан алмаштиринг. 
Е чиш. Бунда 

(х1 + х ~ + + х ~)(a ~ + a~ + + й ~) 
купайтмада бllРИНЧИ ~aBC ичидаги JY!P бир ~УШИJIувчини 
иккинчи ~aвc ичидаги I\ушилувчиларга бирма- бир купайти-

риб, натнжаларни I\УШс.."IК, у ~олда a~ Х7 л i = i~ j = 
~ КУРIIНИШИдагн ~адлар ЙИFИНДИСИ Xiоси.'1 б)'лади, {а 1Х 1 + 
+ а2х, + + аn хn)2 ни очи б чи~сак. ат xj + а ~ х ~ + 
+ a~ x~ 6члан 2 (x1x2at a2 + + йlй:JXlx, + + 
+ аnа n-I Хn_1 Хn) куринишидаги ифода ЙИFИНДИСИ ~ОСИ.l 65'
лади. Топилган натижаларни )'ЗИН:lНГ урнига ~уйиб, теГfl [!-
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ли амалларин бажаргзидаи сунг, иаТУ.ЖаНН ~уАидаг,и кiри
нишда ёза оммиз: 

2 2 2 2 2 2 
(Х1 + Х2 + + ХII) (а 1 + а2 + + аll) - (йtXl + 

+ аll хlI)2 = (ajXl - alx2)2 + (йаХl - аlх.)1 + 
+ (аll Хll_ 1 - аll _ 1 хlI)3, 

Бу иатнжа Лаграяж allнuяmu деб аталадн, 
3. (а + Ь + с) (а + Ь - с) (а + с - Ь) (Ь + с - а) ни сод

далаштиринг. 

Е ч и ш (а + Ь + с) (а + Ь - с) (а + с - Ь) (Ь + с - а) = 
= [(а+Ь) +с) [(а+Ь) -;;) [с+(а -Ь)] [с- (а-Ь») =[ (а+Ь)2-
- cI] [с· - (а - Ь)2) = 2aZb2 + 2а1с· + 2Ь1~ - aI- Ь' -с'. 

4. (ах + Ьу + с: + dt)2 + (Ьх -ау + d.z -ct)1 + (сх
- dy - а: + Ы)2 + (dx + су - Ь: - ш)1 ни СОд118Лаштирииг. 

Е ч "ш . (а2х2 + Ь2у. + C2
Z2 + tPt2 + 2аЬху + 2асц + 

+ 2adtx+2bcyz + 2bdyt + 2cdzt) + (b1xl + a2y2+tPz· + с2/2_ 
- 2аЬху + 2bdxz - 2bcxt - 2adyz + 2acyt - 2cd.zt) + (с2х2+ 
+d2y2+a2z1 + lJ2t2 

- 2cdxy- 2acxz+2bcxt+2adyz -2bdyt
- 2abzt) + (d2x2+c2y2+lJ2z2+a2t2 + 2cd.xy- 2bdxz - 2adxt-
- 2Ьсу: - 2acyt + 2abzt). 
Энди ухшаш J!iадларни ихчамлаб, ~олган ифодани ГУрУJ!i.'1аш 
усулидан фоftде1Ланнб купайтувчиларга аж ратсак , натижада 
берилган ЙИFИНДII (а2 + 111 + с2+ tP) (х2+у2 + Z2 + t2

) купайт
мага тенг эканини курнш м·Умкин. Бу тенглик Эйлер all
нцягтш номи била н маш,\урдир. 

5. Р(х) = (х + 1) (х + 2)(х + 3)(х + 4) + 1 ни тула квад
рат шаКЛllда т ~свирланг. 

Е ч и IU. Берилган купайтмани иккитадан ~илиб шундай 
гурух;лаймизкн, натнжада ,\осил буладиган квадрат уч'wJ,л.'\Р 
купайтмасининг иккинчи х;ади 5х булсин, яъни: 

Р (х) = (х+ 1) (х+ 4) ) [(х+2) (х+ 3)] + 1 = (х2 +5х+4) (х2 + 
+5х+6)+ 1 =(х2+ 5х)2+ IO (хl + 5х) + 25 = (хl + 5х + 5)2, 

6. Т (х) = х3 - 3х2 + 5х - 15 куп~дни купайтувчиларга 
ажратинг. 

Е ч и ш: Т (х) ни купаЙ1"уВЧИ.'lарга гжратишда гуру~аш 
усули ~улай: 

Т(х) = (х' - 3х2) + (5х- 15) = хl(х-з) + 5(х-3) = 
=-=(х-3) (хl +5). 

7. а3 + 1J8 + с' -3аЬс ии купаЙ1"уВЧJUJарга ажратинг. 
Е ч и ш. Бунинг учу н беРИJlГан ифодага ЗаЬ (а + Ь) ни 

~ушиб, аАирамиз: 
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а' + bI+cI-3аЬс = a8 +bI+3ab(a+b) +c3-3аЬс- 3аЬ(а + 
+ Ь) = (а + Ь)3 + с3 - 300 (а + ь !j- с) = (а + Ь + с) [(а + 

+ Ь)2 -с(а +Ь)2 + с2] - ЗОО 

(а + ь + с) = (а + Ь + с) (а2 + ьz + с2 - 00 - ас - ьс). 

8. f (х, У, z) = ху2 + п2 + ух2 + yz2 + zx2 + zy2 симмет
рик КУПJ\Здни симметрик ФУНКЦИR куринишида Т<JСВИР-1анг. 

Е ч и ш f (х, У, z) =с ху! + xz2 + ух2 + yz2 +zx2 + zy% ни 
(х + у + z) (ху + xz + yz) = х2у + x2z + xyz -+ ху: + xyz + 
+ y2z + xyz + xz2 + yz2 

ифода билан та~~осласак, 3 xyz орти~ча экани куриниб ту
рибди. Агар 1) = х + У + z; 12 = ху + xz + yz; t~ = XYI ak 
blaШ11fРИIWIар бажарсак, у ,\олда f (х, У, z) = t)t 2 - Зt, КУ
ринн~ги ифода >\ОСИЛ булади. 

9. f (х) = х4 - r - х2 + 2х - 2 куп>\адни R да купай
тувчиларга ажратинг. 

Е ч и ш. Бунинг учун НОWl'Ь.1УМ коэффициентЛ?рни ки
РИТIIШ усулидан фойдаланамиз, яъни 

fW=x4-r-~+Ь-2=~+ш+~~+а+~ 
ни ёзиб икки куп>\3днинг тенглик шартидан. фоЙДЗЛанамиз. 
Бунда I\3всларни очиб, сунгра коэффициеНТ-1аРНi1 тенг.ilЗШТИ
рамиз: 

j

a +с = -1, 
b+ac+d=-I, 
ad + ьс = 2, 
bd= -2 

система ,\ОСИЛ БУЛНБ, бундан а = О; Ь = - 2; с = - 1; d = 
= 1 ~ а = - 1; с = О; d = - 2 ~иЙмат.1арни аНИlV1аЙмиз. 
Демак, f (Х) = х4 - ха- х2 + 2х -- 2 = (х! - 2) (х2 - х + 1). 
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МУСТЦИ.ll е .... ш учун маса.llа ва IIИCOlLllар 

I\уйидаги куп>\адларни купаЙТУВЧI'~lарга ажратинг. 

1. f (х) = х4 - 1. 
2. {(х) = r + х - 2. 
3. f (х) =-= ха- 9х' + 2Зх + 15. 
4. {(х) = (~- 1)3 + (2х + З)3 -- 27х1 + 8. 
5. (х) = x t+ 5х1 + 4х2 - 24х - 24. 
6. (х) = х' + 4х4 -6xl-- 24х2 -27х - 108. 
7. ((х) = х(х - 1) (х - 2)(х - 3) - 15. 



8. f (х) = (х + ]) (х + 2)(х + 3)(х + 4) - 3. 
9. '(х) = (х - 4,5)4 -+- (х - 5,5)4 - ]. 
]0. '(х) = (х + 3)~ + (х + 5)' - ]6. 

4- §. К9П~ЛАрщtНГ 69ЛННИlUН 

75- т а ъ риф. Р сон.ЛU маЙдон.да берuАгаН F (х, У, •. z) 
ва Q (х, У, z) "gn>iадлар УЧУН 

F(x, У, z)=Q(x. у. z) Т(х, У. z) (]) 

mен.zлuкнu 1f:аноаmланmuру8ЧU Т (х, У, ,z) жа'.Jжуд 
булеа, у .\'олда Т (х. У • . , ,z) во Q (х. у, ,z) Щjrz-
>iадлар F (х, У, .., z) "gщадн.uнг бgлувчuлaрu деЙuладu. 

Агар бер"лган Р майдондан олинган F (х, У, , z) куп-
~aд учун а Е Р, а =1= О мавжуд булиб, F (х, У, , z) = 
= а [ .;- F (х, у, z ) 1 булса, у ~олда а сон кущад
нинг 6Улувчнеидир. Коэффициентлари' берилган кущад 

коэффициент.lаридан нолга тенг булмаган купайтувчи билан 
фаРt<; t<;илаДИПIН х,ар I\андай кущад берилган кУщ.зднинг 
mривиа.l булувчuларu, БОШ1f:а хuл бgЛУ8Чuларu mривuал 6[jл
Atazaн 6[jлувчuлар деUuладu. 

М и е о л. f (х, у) = xt -!t кущаднннг тривиал булмаган 
6УЛУВЧИJJари: х - У, x~ - у2, х2 + yl, х;а + х2у + ху2 + уа, 
r - х2у + ху2 __ уЗ. 

)\аl\Иl\атан ~aM. х4 - у4 = (х - у) (х + у) (х' + у2) = (х'
- у2) (х2 + у2) = (х + у)(г - х2у + ху2 -!Г) = (х - у)(х' + 
+ х2у + ху2 + уЗ). 

84· те о Р е м а. Агар F (х. у, . ,z) "gn.\,aa т (х, У .• , 
z)o;i= О к[jщадга 6улuнса, у ","олда бumтa ва фа1f:am бummа 
6fpUHAta KYII>iQa Atавжуд. 

Исботи Теорема шзртига кура F = T·Q мавжуд, 
Q (х. У, .• z) HIIHr ягона эканлигинн курсатамнз. Фараз 
I\Н.'IзЙ.lIIК, 6у х,олда Q (х. у.. .. z) ва Q! (х, У, • z) 
бу.'JИН:'lзлар мавжуд булиб. Ql =1= Qz булеин •• у ~олда теоре
манинг шартига кура F = QIT; F = Q2T (1) булиб, бундан 
TQl = TQ2 экаНIIДJН Т (Q - Q2) = о (2) БУлади. Фаразга ку
ра QJ=I= Q2 б5·лганJt учун (2) дt'Л Т = О экани келиб чиt<;ади. 
Бу \О.lНИНГ булиши мумкин эмас, демак, теорема исбот 65'.1-
,lJ 1. 

Рационал коэффициентли кущадларда булиш амади ~p 
J LlI\T :х,ам бажаРИw1авермаЙ;.и. Масалан, F нин г даражаси 
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deg F < deg Q булса, у ва~тдэ Т =1= О нинг ~p ~идай ~ий
МЗ11lда ~M (1) айният уринли булмзйди, чунки deg(T·Q);;;;' 
;;;. degQ, лекин deg(T .Q)=I= deg F: 

Мaъnyмкн, Р да бернлган бнр кущад нккннчи кущадга 
~p донм ~M I\ОЛЩСИЭ БУлинавермаЙДи. Аммиётда жуда 
куп ~олларда ~ОЛДИ~ куп~Д ~ОСИЛ БУлади. 

85- те о р е м а. Р AЦlaдoHдa берuлган ! (х) ва ер (х) Ф О 
"ущадлар учун 

! (х) = ер (х) g (х) + r (х) (3) 

ни 1\Qн.oamлaнmuрувчи бuтmа ва фШ\шn битma g (х) ва 
r (х) "Yn~aдAap AUJ8жуд бgлuб, deg r < deg ер ё"и r (х) == О 
БУладu. 

И с б о т Н. f (х) = а,. х " + а,. _ 1 x,.-I + + а1х+ 00 ва 
ер (х) = ь",х'" + Ь"'_I Х ",-1 + + Ь1х + ЬО кущадлар 
берилган булсин: агар т > n булса, у ~OJIда g (х) аЕ О ва 
r (х);;;;;;! (х) булгандагина (3) айния1' S·ринли булади. Агар 
n ~ т булсз, у ~ОЛда f (х) ни ср (х) га БУЛIIШ натижасида 

а 

f (х) - ь: х,.-'" ер (х) == O~_I ~-I + a~_2 х,.-2 + 
+ + а" (4) 

~ОСНЛ булади, бунда 
, а,. Ь 

а =а ---,.-1 ,,-1 Ь", ",-1 

Бундан f (х) = а" Ь-",' х ,,-'" ср (х) + R (х) булиб, бу ерда 

R ( ) , ,,-1., ,,-2 + +' б" Б х = Й,._I Х -r- а"_2Х ао упади. у ер-

да deg R = n., n. = n - 1 ва a~, =1= О були б, n1 ;;;;. т булса, 

у ~OJIда f (х) билан ~андай нш курган булсак, R (х) билан 

~M шундай иш куриб, f (х) = (а,. Ь;;;I х ,.-111 + a~. b~1 х"'-'" ] Х 
xep(x)+R' (х) нanvкara эришамиэ. i\олди"да т дан ""ст да
ражали кущад ~ОСИЛ булгунча булиш ишини давом эттира
миэ. Бу жараЫ бевоснта f (х) = ср (х) g (х) + r (х) га ке.'lТН
ради. 

ЭндИ g (х) ва r (х) нинг ягоналнгини курсатамиз. Фараз 
I\ИЛЗЙЛИК, g (х) ва r (х) дан бош"а g (х):р gl (х) В1 , (х) :р 
=1= '1 (х) ~M (3) ни ~аноатлантирсин: 

'(х) = cp(x)g(x) +,(х) ва !(x)=CP(X)gl(X)+'l(X), (5) 

у ~олда 
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IP (x)(g (х) - gl (х) ) = , (х) - '1 (х) ,. (БJ 

булиб, deg('-'l) <deglP булгани учун g(X)-gl(Х) були
ши ва IP (х) Ф Обулганидан, (х) Ф'I (х) булиши керак, лекин 
бунннг булиши МУМКIIН эмас, демак, IQIлинган фараэ натур
ри. Бундан (3) ни ~ноаr.llаНТИРУВЧII g (х) ва , (х) нинг яro
на экзнлиги к~либ чи~ади. 
М н с 0.'1 • t (х) = 8xt + 8х' - 20х· + 40х3 - 50х· + ЗОх -

- 10 кущадни IP (х) = 2х· + Зг - 4х2 + бх - 8 кущадга 
булгандаги булинма на ~олди~нн топинг. 

Ечиш. 

_ 8xt+8xi-20х4+40Г-50,r-ТЗОХ-10\2х.+зr-4,r+БХ-8 
8х'+ 12х'-lбх4+24r-З2х2 4хl-2х + 1 
- 4x'-~+ 1 бr-18хZ +ЗОх 

- -4xi-6х4+8r-12хl+1бх 

2х· + 8r - бхl+ 14х - 10 
-2х4 + Зr -- 4хl + бх - 8 

5r -2..r + 8х-2. 
Демак, g(x) = 4х·- 2х + 1 на ,(х) = 5г - 2х· + 8х - 2. 

Агар f (х) куп~д IP (х) кущадга ~олди~сиэ булинса, У 
х;олда бу IP (х) I f (х) куринишда белгиланади. 

Энди купх;ад.IJарнинг булиниши x;a~Hдa ~уйидаги хоссз
ларни келтирамиэ. 

10. Vf(x), IP(Х), t(x)EP:IP(x) I {(х) л t(x) I IP(Х) ~ 
~ t (х) I f (х), яъни f (х) Kyn~aд IP (х) га, IP (х) 300 t (х) га 
"iолдu'fСUЗ булuноо, У -{олда f (х) куn-{ад t (х) га 'fоАдu'fCUЗ 
БУлuнадu. 

И с б о т и. Шартга кУр.1 IP I f ~ f = IPg ва t I IP = tgJ ~ 
~ f = IP g = tgJg ~ t I {. 
т Vfl(X), {2(Х), ,f,,(x),IP(x)EP:IP(x) I 1 (х) л t= 

-- " = 1, n ~ IP (х) ! {; (х), 
i -=. I 

яъни 1; (х) л i = ~ ларнuнг -{ар бирu IP (х) га БУАUН
са, У ~о.Ша уларнuнг tlUFUндucu ~аАС IP (х) га булuнадu. 

Иеботи. Шартга кура IP I {; л i = '(fI ~ f l = cpgj л 
" " 11 

-,~ '"" ~ л i = 1, n ~ ... {
' 

= IP ~ К; >Qo1P I ~ f l • 
I~ 1 I~I 1_1 

30. V {l (х), {а (х), . ,},,(х), t (х) ЕР: 3: I1 (х) [t (х) ) {,(x)]~ 

169 



" =*- (х) I n '! (х), пни 11 (х), I1 (х), 
1=1 • 

',,(х) ларнинг 

камида бири t (х) га 1{0лдиI{CUЗ бgлuнса, у ~oAдa уларнuнг 
Kynaйmмacи ~aм t (х) га 1{0лдиI{Cиз булuнади. 

Бунинг исбоm бевосита 20 дан КeJlhб чи~ади. 

40 V 11 (х), 12 (х), , 1" (х), t (х) Е Р ва V ер1 (х), ер2(Х) 
11 

, ер" (х) ЕР: t (х) I li (х) Л i = гп =*- t (х) I ~ 111 (х) ер j(x)] , 
j=1 

ЯЪНlI 1, (х), 12 (х), 
нuб. Ч', (х), ff2 (х), 

1" (х) лар t (х) га I{OлдШ{сиз були

!Р" (х) иxтuёpий кущадлар булса, 

" 
у -\,0.100 ~ I j (х) ер, (х) йитнди t (х) га 1{0лдиI{CUЗ були

(= 1 

нади. 

Исботи. Шартга кура 1, = tg j Л i = г:-n булга ни 

" . -- ~ 
учун 1. ер; = tg j epj Л i = 1, n ~ t I ~ I j ер, буnадJt. ,= I 

50 ИСГМАган 1 (х) кущад нолuнчи даражали Kgn:t;aдza 
б[Jлинади. 

60 V 1 (х), t (х) Е Р: t (х) I 1 (х) ~ at (х) I 1 (х) л а+ О. 
-ТО. Агар 1 (х) 8ll t (х) кучадАар бир- бирuгa I{OAaиl{

сиз БУАинса, у ~олОО УАар бир- биридан a=l= О узгармас 
куnшlmУ8Чи билан фаРI{ I{UAaдu. 

76- та ъ рн ф. 1) Агар 1 (х) 8ll ер (х) кущадларнинг 
умумий БУЛУ8ЧUси d (х) бу икки KgnJfaaHUHZ Jfap бир у.МУ
мий булувчucига булuнcа, У ~лда d (х) кучад 1 (х) ва 
!р(х) кущад:шрнинг знг катгм умумий булувчucи деЙи.1а
ди ва D а. 'Р) = d (х) куринишида белгилшшди; 

2) Агар deg d = О булеа, 1 (х) 8ll IP (х) уэаро туб дeйu
лади; 

3) Берилган 1 (х) ва ер (х) куn:{адларнинг знг кичик уму-

мий карралиси деб К [1 (х), IP (х) ] = {(х) .ер (х) га ai1тuAaau. 
d(x) 

1 (х) Е Р за а Е Р бериnган БУnеин. 
86- т е о р е м а . Берилган 1 \х) кgщаднu х - а иKКU

Jfaдza булишдан Jfосил булzан I{олдиl{ 1 (а) га тенг 6улади. 
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И с б о т и . Теорема шартидаги булувчи х-а бнринчи да
ражал", булгани учун x,oclt.ТI БУЛllдиган г (х) f\ОЛД~ ё НОЛИIIЧИ 
даР..1жали куп~'t еки ноль булади. f (х) = (х - а) g (х) +г (х) 
булнб. х = а булса, f (а) = (а - а) g (а) + г (а) дан f (а) ==г (а) 
БУлади. Шу билан теорема исбот БУлди. 

77- та ъ риф. Беpu.лган Р майдонда аНU1fЛaнг.tlН F (х) 
Kyn~aдHи шу маидонда аНU1fланган f (х) ва ер (х) кущад
лар куnайmмacu шаклuда Uфодалаш МУМКИН булеа, У ""ол
да F (х) ни Р да куnаt1mУ8ЧUларга ажралувчu кучад де
t1uладU. 

Мисол. f(x)=xI+2x'+xl +x+ 1 ни R да купай
тувчиларга ажратинг. 

Е ч и ш, f (х) = XI + 2х3 + х2 + х + 1 = XI + х' + х2 + 
+ х' + х + 1 = x;z (х' + х+ 1) + (х' + х + 1) = (х' + х + 
+ 1)(x;Z + 1), 

87- те о р е м а. Берuлган, Р моодонда аНU1fланган f (х), 
deg f ;;> 1 KYn~aдHU, шу майдонда mарmuбu, сон куnооmув
чuларгача булган аНU1fЛUкда бuргUl-!а уеул бuлан аНU1fлан
ган, КеАmUРUЛМйt1диган куn:{адлар 

f (х) = tJ (х), (2 (х) t • (х) (7) "уnаШnМйСU !шаклuда 
uфодалаш мумкин. 

И С б о т И, ( 1 (х), (2 (х), (Ао (х) лар ~p да келl'ИРИЛ-

майдиган КУщадлар. Агар Нх) == (, (х) б)'лса. теорема исбот 
БУлади. Энди f (х) ~ (1 (х) булсин дt>МИК, у х,олда f (х) HIfHf 

даражасига нисбатан индукцияни тат6Jщ ЭТамиз. Агар n = 1 
б5'лса, у х,олда ах + Ь купх,ад Р да келтирилмайдиган бул
ган" учун (7) ТУFРИ БУлади. Фа раз f\ИJIa йлик , даражалари n 
дан кичик булган кущадлар учун теорема уринли БУЛСhН. 
Эндиn- даражали купх,адлар учун х,ам теореманинг ТУFРИ.'1И
гини курсатамиз. Х;аf\Иf\аi<J.Н х,ам, f (х) келтириладиган б5'л
са, у х,олда уни иккнта тривиал буnмаган б)'лувчиnар купайт
маси 

{(х) =fl(X)'f2(X) (degfl< n ва degf2< n) 

шаклида езиш мумкин. 
Фаразга асосан 

{l (х) = (1 (х) (2 (х) t1 (х) 

ва 

{l (Х) = ('+I (х) •• t. (х) 

шакnида езиш мумкчн. Бундан 

f (х) = {l (х) {;(х) = (1 (х) (. (х) 
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еки 

f (х) = t1 (х) t2 (x~ (. (х) (8) 

~осил буладн. Энди (8) нинг яroна эканини курсатамиэ. Фа
раз ~илайлик, f (х) икки уеул билан келтнрилмаАдиган ку
паЙ1"увчилар купаАтмаеига ажралган булеин: 

f (х) = (1 (х), t2 (х) t. (х) = ql (х) q, (х), (9) 

бундан куриниб турибдики, ql (х) g, (х) купаАтма (1 (х) 

га булинади. Шунинг учу н купайтувчилардан камида бири 
( 1 (х) га булинади. Умумийлик учун ql (х) ни (1 (х) га бу
линади десак, у ~OJJда t1 (х) = Clql (х) БУлиБ. еунгра (9) 
t2 (х) tk (х) == c1Q2 (х) q, (х) БУлади. Шу жараенни 

мaъ.nYM Q2 (х) q, (х) купайтувчиларга татби~ этиш ор/{.а 
ли шуларнинг х.ар бирига чап томонда айнан тенг булган 
кУпх.ад т9FРИ келишиин ани~аш мумкин. Шу билан 1еоре
ма иебот булди, 

Бу теоремадан келиб ЧИJo\.иб, умумий ~олда 

f (х) = ct1a. (х) t'f. (х) t~~' (х) ta; (х) 

куринишида езнш имкониятига эга буламиз. 

78- т а ъ риф. Агар f (х) кущад Т й. (х) га 6YAин.u6, 

лекин ~+I (х) га 6gлuнА4йСй, Т (х) куn:{ад f (х) нuнг а: 
карралu кgnaumувчисu деiJuладu. 
М и с О л. f (х) = х!' + х4 + .r - r - х - I кущад учун 

т (х) = х2 + х + I кущад икки каррали куnaйтувчидир, 
чунки '(х)=(х2 +х+ 1)2(X-II. 

79- r а ъ риф. .4гар х НUHг а сон I{UUACйl1Шда F (х) 
куnУ,ад нолга aiJланса, у :{олда а сон F (х) нинг uлдuзu 
деiJuладu. 

Миеол '(х)=х2 -5х+6 купщ х=2 ва х=3 
ларда f (2) = О ва f (3) = О б5·,1ади. Демак, f (х) нинг илдиз
лари 12; з: дан иборат эка н . 

88- т е о р е м а х = а сон F (х) КУnJfаднuнг илдuзu 6у-
лиши УЧУН F (х) нuнг х - а га 6улинuши эарур ва еmар
лuдuр. 

И с б О т и. Зар у р л и г и. х = а СОН F (х) нинг илдизи 
булеин, у ~олда 79- таърифга асосан F (а) = О булиб, F (х) 
ни х - а га булишдан ЧИ~l{Зн Jo\.OJJДIЩ, 86- теоремага аеосан 
, = о БУлади. Демак, F (х) купщ х - а га ~(),IJДJЩеиз 65'
линади. 

Е т а р л и л и г и . Знди F (х) кущад х - а га Jo\.OJJДИI\СИЗ 
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булиясия, иъни F (х) = (х - а) q (х), у ~OJIда , = о булгани 
учун F (а) S!II ,(а) ЕЕ О булиб, F (х) куп~ х - а га буЛМна
дн. Шу билан теорема исботлгнди. 

89- тео ре м а. Агар I(х), (deg' = n) "учад Р да k та 
myр.ш (11' (12' , (1. Ullдuзлaрга !Jгa 6УlICа, у .\'олда У 

(х - (11) (х - ( 2) (х - (1.) "пnaиmмaгa 6у.шнaiJи, 
Исбот. 88- теоремага асосан 1 (х) = (Х-(l1) 1) (х) га эга 

БУлгмиз. Шартга кура 1 (х) нинг ИЛДН3И (1. булганн учун 
, (1%1) as о эканидан , (а.2) = (1%2 - 0:1) '1 (1%2) =- О булнши ке
либ ЧН~ДН. Бунда 1%.+ 1%) эканидан 11 (1%1) ES! О БУладн. 
Бундан 12 (х) = (х -1%2) '2 (х) БУnaди. Демак, булардан 
, (х) = (х - (1,) (х -I%J '2 (х) ~ОСtIЛ БУлади. Бу жараённи 
давом ~рнб, маъnуи k f\Здaмдан сунг 1 (х) кУпх.адии JU'
йидагича ёэиш мумкин: 

, (х) = (х -1%1) (х - (1:> (х -1%.) 1" (х), 

бунда 1" (х) - даражаси n - k булган кУПJ\ЗДДИр. Шу билан 

теорема исбот ~илинди. 

мнем ва масалалар ечиш 

1. , (х) = ~. + 6х + 8 ни куnaАтувчиларга ажратинг. 
Е ч и ш. , (х) = х· + бх + 8 = х2 + 2х + 4х + 8 = (х! + 

+ 2х) + (4х + 8) = х (х + ~} + 4 (х + 2) = (х + 2) (х + 4), 
2. Р (х, у) = 2х' - 128х2у' ии купаЙl увчиларга ажратинг. 
Е ч и ш, Р (х, у) = 2х' - 128х2у3 = 2х2 (ХЭ - б4уl) = 

= 2х2 (х - 4у) (х2 + 4ху + Iбу2). 
3. Р (х, у) = (х + y)~ - х' -!I' ни куnaйтувчиларга аж

ратинг. 

Е ч и ш , Р (х, у) = (х + у)6 - х' - уЪ = х6 + 5х4у + 
+ 10 ХЭу2 + IO х2у' + 5 х!! + !I' - x"-rj' = 5 ху (х'+2 х2у+ 
+ 2х!Г + 11) = 5ху [(ха - уа) + 2 ху (х + у) J = 
= 5 ху (х + у) (х2 + ху + у). 

4. , (а, Ь) = а' + а' + alЬZ + Ь· - Ье нн купайтувчиларга 
ажра11tнг. 

Е ч н ш. f (а, Ь) = а' + tГ + аЧr + Ь4 -- ь' = (а' - Ь') + 
+ (а4 + a1b! + ь·) = (а2 - ЬZ) (а' + a21J2 + ь·) = (а· -+ а2Ь2 -+ 

+ Ь') (а' + aZ
b 2 + Ь') (а2 -1J2 + 1) = (а4 + 2a21J2 + Ь4 

-

-а2fiZ) (al.-ЬZ+ 1) = (а! + ab+bI)(a2 - аЬ+Ь2)(а2 -1J2+1). 
5. I(а) = а' + 9а2 + 27а + 9 ни купаЙТУВЧlfларга ажра

тинr. 

Е ч и ш. f (а) = а' + 9а' + 27а + 19 = а' + 9а2 + 27а + 
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+ 27 -8 = (а+ 3)1-21 = (а + 1) (а+3)1 +(а + 3)+ 4] = 
= (а + 1)(а' + 3а + 19). 

б. f (а) = а" (а' + 14) + 49 K~g~ддi! а - ТOI\ сон булса, 
'(а) : б4 эканлигини исботланг. 

Ечиш. {(а)=аl (а2 + 14)+49 =а4 + 14а2 +49=(а2+ 
+ 7)2 булади. Шартга кура а = 2n - 1, n Е N - ТOI\ сон 
булгани учун f (а) = {(2п - 1) = (2n - 1)1 + 7J2 = (4n2 -

- 4n + Ь)l = 1 б (n2 - n + 2)2. 
Энди (n2 - n + 2) : 2 эканини к~рсатамиз: 
1). Агар n жуфт сон булса, n' ~M жуфт булади. Бун

дан n2 - n + 2 ~M жуфт булиб, (n2 - n + 2) : 2 булади; 
2) Агар n ТOI\ сон булса, у Xiолда n· ~M ТOI\ БУJlИБ, 

n· -. n жуфт сон булишидан (n2 - n + 2) : 2 экани КeJJиб 
ЧИJ\ЗДiI. Демак, 1 (а) : 64 эканлиги равшандир. 

Мустаl\ИЛ ечиш учун мисол ва масалалар 

1. Р (х) = х· - 5х + 2; Q (х) = х' + 3х + 6 кущадлар 
берилган. I\уйидагиларни топинг: 

а) Р (х) + Q (х); б) 2Р (х) - 4 Q (х); В) Р (х)(3 Q (x)J; 
г) (Р (x)+Q (x)J2. 

'. I 
2. 1 (х, у) = х· - 3х2у + 4ху2 + 5у3 ни х = 1 -; 

з 

1. бл 
У = - 2" I\ииматларда Xiисо анг. 

3. f (а) = а (2а + 1) - а2 (а + 2) + (аЗ - а+3) ифоданинг 
I\иймати а га боrЛИI\ эмаслигини исботланг. 

17-\ 

4. КУпх.~д.'1арни купайтувчиларга ажратинг: 

а) f (х) = х4 + х2 + 1; б) f (х) = х18 
- 1; 

В) f(х)=2х4+хЗ+4х2+х+2; д) ((х) = 3х8 _х18 + 1; 
с) ((х) = х8 + х4 + 1; н) ((х) = х4 - 12х1 + 
п) ((х) = х' + х4 + 1. + 47х2 -60х; 

5. Симметрик кУпх.адларни купайтувчиларга ажратинг; 
а) 6х· - 11.\..3 У - 18х2у2 - Ilxy3 + 6у4; 

б) 2х4 - х3у + 3х2у2 - ху3 + 2у4; 
с) 2х' + 7ХЭу + 9х2у! + 7ху3 + 2у4; 
д) 2х4 - :гу + х2у2 - ху3 + 2у4; 

е) 18a4 -21a'b-94a2b2 -21abz + 18Ь4; 
н) 3х· - 8х'у + 14x' y2 - 8хyl + 3у·; 
п) (х + у + z)'-x'-!l-zl; 



о) (х + у + г)8 - .ха - у' - ZI; 
р) (х + у)(х + г)(у + г) + хуг. 
б. АНТlIСИММетрик кущадларни купайтувчиларга ажра-

ТИIIГ: 

а) y'lZI(yl _г2) + rz2 (г2 -х2) + ry'l (r _ у2); 

б) х (у2 - г) + у (г2 - х2) + Z (х2 _ у2); 

с) (Ь - с) (Ь + с)2 + (с -- а) (с + а)2 + (а - Ь) (а + Ь)'; 
д) а (Ь - сУ' + d (с - аУ' + с (а - Ь)3; 
е) х(ц + г)(у2 _г2) + У (г + х)(г2 _х2)2 + г(у + х)(х2 -

_у2); 

н) (у - Z)I + (z - х)1 + (х - у)l. 

7. Агар а + Ь + с = О булса, ~уйидаги аЙНhятларнинг 
S·РИН.1и эканини исботланг: 

з) а2 (Ь -+- с)2 + Ь2 (с + а)2 + с2 (а+Ь)2 + (al+b2 + с2) (аЬ+ 
+ас+ Ьс) = О; 

~~+~+~+3~+~~+~~+~=~ 
с) а4 + Ь4 + с4 = 2 (a2iJ2 + Ь2с2 + а2с2); 
d) 2 (а4 + Ь4 + с4) = (а2 + Ь2 + с2)2; 
е) (х - а)3 + (х - Ь)3 + (х - с)8 + 3аЬс = хЭ; х = (а + 

+ Ь + с) :2; 
п) а(х- Ь)(х - с).+ Ь (х-- а) (х - с) + с(х -а) (х - Ь)+ 

+ 2(х -а)(х - Ь)(х-с) = аЬс; х = (а + Ь + с) :2. 

14. Агар f (х) бутун кoэфf>ициеНТJIИ кУпх.зд б)'л"а, V а, 
Ь Е z учу" {(а + УЬ) + {(а - УЬ) бутун сон ЭКЗIIИНИ НС
ботланг. 

15. (1 + 2х - 4х2)248 Х (l-7х+5х2)34I куп=\Зднинг коэф
фнциентлари ЙИFННДИСИНИ топинг . 

1 б. f (х) = x100 
- 3х + 2 кущадни <р (х) = х2 - I га б)'л

гандаги ~олди~ни топинг. 

5- §. клер- РАЦИОНАЛ ИФОДАnАРНИ ААНАН АnМАШТИРИШ 

Математикадз бутун рационал ИфоДЗ.'lзр билан бир ~a
торда каср- рационал ифодаЛIlР ~M МУJ\ИМ ах,амиятга эга-
дир. . 

80- та ъ риф. Каср- pйЦUOHaA ифода (алгебраик каср) 
деб, рацuонал сонлар .маидонида аНUl'jланган {(х, у. 
z. а, Ь, . ,с) ва <р (х. у, , z, а, Ь, .. • с) К!ill{ад
.. щ"uнг (нолга БУЛlШJдан. mаШ1flJPU) БУлuн.масuга аumllла-
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дu ва F (х, У, z, а, , е) = 
, (ж, 1/, • . • , '. а, . . . , с) ( 

, ер х\ У, 
Ip ( .. , 1/, , " а, , с) 

, %, а .. , е)+О 

"gpuнuшида б~AZUланадu. 
Берилган каср-рацнонаn ифодадаги уэгарувчиnарнинг ~a

буn ~нnиши мумкин булган I\нйматnар туnnaми ШУ каср
рaцuонал ифодaнuнг aнu~ланиш ещаси деUuладu. 

Каср- рационаn, умуман, рацнонал ифодалар купинча Q 
еки R соили майдонларда ~аралади. Умуман. рационал ифо
дanaрни айнан алмаштириш ифоданинг аНИJVIаннш СО'У!сини 
ани~лаб олинганд.>н кейин амалга оширилади. 

81-таъриф. Беpuлган F(x, У, , Z, а. , е) (1) 
рaцuоНйЛ ифода ~аралаёmган Р eo~aдa I (х. у. ". '. а, ... с) 

q (х. у, , '. а, с) 

[D ({, q) = 1, q=l= О, F = f] (2) ~иe~ap.мac рацuоНйЛ мер-
га аuнан mенг булса, (2) uфода (1) нинг ш1нан ШlllCЛ ал
.мащmuрuлган нarrшжаси деUuладu. 

х-у 

x~- 1 

ж' + ж+ 1 ' 
Мисол, Х+II, х2 + yt т Z2 

1-.(-y-z' 
а2+I>1 

а'-ЬЗ ' 
ах' + tlx+ с 

ва х,окаэо алгебраик касрлардир. 
(а+Ь) (Ьх' + сх) 

82 Ф А Р (х, у • ... , z. а • .... с) - т а ъ р и . гар еа 
т (х. у. z, а. с) 

Р 1 (х, У, ... , Z, а .... , с) алгебpuuк касрларда ~аmнaшаёm-
T1 (х, У, , z, а, , с) 

ган. узгаРУfJЧuларнuнг о/IUШU .му.мкин булган ~uU.маmлар 
co.~acидaн олuнган ~ap бuр ~иU.мam УЧУН 

Р(х, у. 

т (х, у, 

. , Z. а, .••. с) 

Z, а, , с) 

Р1 (х, У • ... , Z, а, ... , с) 

Т1 (х, У, z, а, , с) 

meнzлuк бажарuлса, У ~олда бу касрлар аИнан mенг деiш
ладu. 

Ж-У I 
Мисоллар. 1) -- ва -- айнан тенг касрларднр . 

.. a_yl х., у 

2) xL..y' = (х - У) (х + У) _ = ж + у аАнан тенг 
xS_Ys (х-у) (х' + ху + у1) х! + ху + уа 

касpnaрдир. 

90- т е о р е м а. 
Р(х, у • ... , " а, .... с) ва Р1 (х. у' ... , Z, а ..... с), • (1) 
т (ж, у, , Z, а, , с) T1 (ж, У, , " а, , с) 
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т 1 =1= О. Т =1= О КJJCpМJp аинан mенг 6gAUШU учун 

Р(х, У, ,Z, а, ,с)Т1 (х, У, ,Z. а, ., с) = 
= Р1 (х, У, , с) Т(х, У, с) (2) 

6gJШШU заРУР га еmaрлидuр. 
И е б о т и. Е т а р л и л и г и. Теоремаиинг шартига кура 

узгаРУВЧИЛ<lРНИНГ олиши мумкин булган ~ийматлар тупла
мида (2) шарт уриили ва ШУ билан бирга Т ва Т1· кущад
ларни волга :!йлантиpitдиган илдизларнинг чекли туплами 
уларнинг ани~ланиш ео~еидан ЧИl\арилганлиги маълум ~и

линган булганлигини эътltборга ·олсак, у ~олда Р Т1 = 

= P1T =>!.. = Р1 келиб чи"ади. 
т Т1 

3 - Ш • Р Р1 • 
а ру р и и л и г и. артга кура - ва - каерлар учун 

т Т1 
Т =1= О. Т 1 =1= О, булиб. у.1ар бу касрларнинг олиши мумкин 
булган ~иЙмат.1ар еох.аеида ани"ланган, 77- таърифга асосан 
~ = Р1 булеин деЙЛIIК, у х.ОЛДI\ PT1 = P1T ни ёза оламиз. 
т Т1 
Агар х.осил ~илинган натижани k = T1P - Р1 Т деб ~pa
сак, у ~олда k == О БУлиБ. PТ1 - P1T == О, бунда н P1T = 
= РТ 1 экани "осил 6}'лади. Шу билан теореМI\ иебот "и
ЛИНДIl. 

БеРUJ1ган Р (х. . •• z. а •.. ' .• с) I{UCl{apMйC КйСрнинг су-
т (.1', .• z. а, с) 

рапш ва махражuнu К (х. у. , z. а, , с) =1= О куn:{ад-
га кУnailmuрсак. KacPНUHг I{шlМanш узгармaii.дu. 

Р (.1') ва Р\ (.1') раЦИОН3.1 каерлар беРИЛГI\Н булеин. Бу 
т (.1') Tl(~) 

каер.'1ар учун ушбу хоссалар УРIIИЛИ: 

1 о. Р (х) == Р (.1') _ рефлекси влuк; 
т (.1') Т (х) 

2'. Р (.1') == Р1 (.1') => Р\ (.1') ас Р И _ сuммеmpuклuк; 
т (х) Т1 (~) Т1 (х) Т (х) 

30. Агар Р (.1') == Р1 (.1') ва Р1 (х) == Pz (.1') булса, У ~олда 
т (х) Т1 (.1') Т1 (х) Т. (.1') 

Р (х) == Р. (х) _ mранзu.muвлuк. 
т (.1') Tz (х) 

Бу хоссаларнинг х.а"и~тан ~aM уринли эканини текши
риб куришни Уl\Yвчиларнинг узларига х.авола "иламиз. 

Р Р 83- та ъ риф. - ва -! алге6pauк касРМJрнинг алгебра-
т Т. 
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ИIC Йшин.диси деб РТ1 + Р1Т lCасрни, lC"nаатАСаСи деб 
. ТТ1 1:/ 

РР1 Kacpнu аUmllлади. 
ТТ1 

91- т е о р е м а. Агар.!.. ва !i алгеб раиlC lCасРJl(lрнинг йи-
Т Т1 

'индucu ва куnайm.4lасида "amнашаёmган КО.4lnоненmАар' 
нинг биринu ёки иккаласинU унга аuнан :neнг БJ}лган алгеб
раиlC каср билан аЛ.4lашmириllCа, ,,"осил БJ}лган UUFUMU ва 
кJ}nш'Jm.м.а aв8allгUCигa айнан mенг БJ}лади. 

И е б о т н. 90- теорема шартига кура !.. ва Р1 алгебраик 
Т Т1 

Р Р' Р1 Р; 
каерлар учун - == - ва - == -, берилган. 

Т т' Т1 Т, 

Бу тенгликларни мое равишда J\ад.1аб I\УШсак ва кулайтир 

Р Р1 РТ1+ТР1 Р'Т; + Т'Р; РР1 Р'Р; 
сак, - +- = == , ва -==-,-, 

Т Т1 • ТТ1 Т'Т, ТТ1 Т Т, 

,\осил БУлади. Шу била н теорема исбот 1\и.'1ИНДИ. 
Алгебраик касрларни I\УШИШ в3 кулзйтириш амаллари 

I\УЙИДЗГИ хоссаларга эга: 

1 
Р Р1 Р1 Р Р Р1 Р1 Р ) - + - = - + -; _. - ... - . --J}PUH ал.4lаш-
Т Т1 Т1 Т Т Т. Т. Т 

muршu.. 

2) (~+ Р1 ) + Р. = ~ + (Р1 + Р. ); ( РР1 ) Р. = 
Т Т1 Т. Т Т1 Т. ТТ. Т. 

-.Р (Р. Р.) = - - . - - гуруJfЛаш. 
Т Т. Т. 

З) (Р + Р1 ) Р. Р р. + Р. р. .,. - - -=. = - . - -' - - КI:/nаиmupuшнинг 
Т Т1 Т. Т Т. р. Т. 

UUFuнaигa нucбamaн mар1fйmиш хоссаси. 

~ Агар ~ ва Рl алгебраик каерлар берилган булиб.!!.. Р1 
Т Т1 Т Т1 

Р Р Р т • 
ни толиш талаб I\илинеа, у ,\0.'] да - 2 = - ...!. булади 

Т Т1 Т Р1 
Р 

бундан -
Т 

ДНо 

Рl Р Т1 РТ1 Р1 О б - = - - = -; - =1= эка ни кепи Чlща-, 
Т1 Т Рl ТР1 Т1 

р 

- алгебраик каер 
Q 

беРИЛГdН булеин деМик. Бу касрни 
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n- даражага оширсак. l'E..)n = Е.. . Е.. Е.. = р ... р 
Q Q Q Q 9··· Q' 

рn 

= - ~ОСИЛ БУлади. Qn 

Мисол. (~Y)' = З2х16у1 

24Зz6 

n марта 

Мисол ва масалалар ечвw 

r- 5ху+ бyl 
1. касрни к.ис~ртиринг. 

9у1- х' 

n марта 

Е ч 11 Ш. Бу касрнн "ис"ЗРТИРИШ учун аввал сурат 83 
махражндан умумий кулайтувчини ажратиб оламиз. Бунин г 
учун касрнинг сурат ва махражинн кулайтувчиларга ажра
тамиз: 

х! - 5ху + 6yZ = (х - 2у) (х - Зу); 9у2 - х2 = 
= (3у-х)(3у + х), 

натнжада 

х! - 5ху + бу2 _ (х - 2у) (х - Зу) = _ % - 2у 

9/f - х2 - (х - Зу) (х + Зу) х + ЗII 
2у-х 

ни ~осил k.иламиз. Демак. натижа -- БУлади. 
'. х, Зу 

а+З a+t 2. --- ВiI касрларни УМVМИЙ махражга келти' 
ба-За2 4a6-1 ба8 • 

ринг. 

Е ч и Ш. Бернлган каСрШlрНИНГ маХр21жларини аввал КУ
лайтувчиларга ажратамиз: 

а+З 
-- 83 

за (2 -а) 

a+1 

4а8 (а-2) (а+2) 

Энди касрларнинг махражларини таl\"ослаймиз 83 унда "ат
нашаётган ифодаларнинг энг кичик умумий булинувчисини 
толамиз: 

а + З а + 1 __ 4~(а_+.:........;З:):....а_2 ~(a_+:....-:..2) 
---83 =* 83 

-За (а - 2) 401 (а - 2) (а+2) - 12а8 (а - 2) (а + 2) 

З (а + 1) 

120' (а - 2) (а'+ 2) 

ларlDt ~ОСИЛ "иламиэ. Демак, умумий махраж: 12а' (а -
-2)(а + 2). 
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- ~+b+1 ~ 3. Касрпарнкнг купаАтмасннн топннг: 
18ж1 жI-1 

Е q н ш. Касрпарнннг купаЙТа&аСИ ~оидасига асосан 

~ + 2% + I ~ = (х + 1)1 9х = х+ I 
18х3 z8-1 18х1 (x+l) (х-I) 2(х-I) 

_ аl - 2аl аl--4 
4. Касрпарнииг булинмаснни топинг: : -=-~ 

за + З ЗаI+6а+З 
Е ч и ш. К 1срп<tрНИ бу,шш ~оидасига асосан: 

а3 - 2а' а' - 4 = а2 (а - 2) З (аl + 2а + J) = 
за + 3 За2 + ба + 3 3 (а + 1) (а-2) (а+2) 

а' (а + 1)2 _ а' (а + 1) 

(а+ l)(a+2) а+2 

БУлади. 
4Ь 2b+11-2b 5. -- + -- - -- ЙИFИНДИНИ ~исоблаиг. 

4113- 1 З - БЬ 4Ь + 2 
Ечиш. 

4Ь _ 211+ 1 + 211- 1, = 
(211 + 1) (211 - 1) З(2Ь-I) 2 (211+ 1) 

= 24Ь-2 (211 + 1)I+З(2Ь- 1)' 4111+%+ I 

б (211 - 1) (211 +JI) б (2Ь-1) (2Н 1) 

(211 + 1)1 

6 (2b-l) (2HI) 

2Ь+ 1 

б (211-1) 

6 %'+9х+2 . касрни содца касрпар АИFИНДИСИ 
(х- 1) (х+ 1) (х + 1) 

ор~и ифодаланг. 

Ечиш. ха+9х+2 = ~+~ + ~ деб, 
(х-I) (х + 2) (х + 2) х - I х + 1 z + 2 

тенгликиинг чзп томониии содцалаштирамиз: 

А 8 С -+--+--= 
z-I х+ 1 х+2 

Ах· + ЗАх + 2А + 8х2 + 8х - 2В 1- Cxl - С _ 

(x-I)(x+ 1)(x+2) 

(А + 8 + С) у2 + (ЗА + В) х + 2А - 28 - С 

(x-I)(x+ 1)(~+2) 

Энди икки кущаднинг тенглик шаРТИДЗR фойдзлаииб, 
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системаlDf ,\ОСИЛ ~илаМIIЭ. Бу система ни алгебраик ~УUQIШ 
УСУЛIIД3Н фойдаланиб ечиб, А = 2, В = 3, С = - 4 ~иА
маыарни ,\ОСИЛ IVfламиэ, яъни берилган каср содда касрлар 
ор~али бундай ифодаланnди: 

xI+9%+2 = _2_ + _З ___ 4_. 
(%-1)(%+1)(%+2) %-1 %+1 %+2 

7. Ифодани соддалаштирииг: {(х) = (1 _!) (_1 __ 
11 %- I 

--1 +1). . 
ж-2 

Ечиш. 

'f(x) = (1-~)(-I - -1 + 1) ~ 
% %-1 %-2 

- (:) 

(:)Х (%- 1) (%-2) 
( 

.r - 2 .r - 2 - (% - 1) + (% - 1) (% - 2) 

х (х -,- l){х - 2) + О 

(
xI-З% + 1 

~ %(%-1)' 

х(х -1){х - 2)+ О. 

демак, 

%1- Зх-f- 1 
'(х) = л х(х-·l)(х-2)+О. 

%(%-1) 

8. Ифодани соддалаштиринг: 

f (о, Ь, с) = 6 - с + с - а + а - Ь 
(II-Ь) (а - с) (Ь - с) (Ь--а) (с-а) (с -6 ) 

Ечиш. 

1(0, Ь, с)= Ь-с + с-а + а-Ь (:) 
(а - Ь) (а-с) (Ь -: с) (Ь-а) (С - а) (с-6) 

1

_1 ___ 1_+_1 __ 1_ +_1 __ 1_, 
~ а-Ь а-с Ь-с Ь-а с-а с-6 

6- С 1 1 
_:.....--- =- - -; о+Ь; о+с; ь.,ьс 
(а - 6) (а+Ь) а - 6 а - с 

~ 

(

_1_ + _1_ + _1_ + _1_ +_1_ + _1_ 
~ а-Ь а-Ь ь-- С ь-- С с-- /J С - /J ~ 

0+ Ь; 0+ с; boFC 
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1
_2_+_2_ +_2_. 

~ а-Ь b+~ с-а 

а =F Ь; b=F с; a=F с. 

демак, 

1
-2- + _2_ + _2_, 

{(а, Ь. с) = а - Ъ Ь - с с - а 
a=Fb; a=Fc, b=Fc 

Умуман каср- рзциона.'1 ифодаларни айнан алмаurrириш 
жараёни шу ифодада беРlUlган арифметик ёки алгебраик 
амалларни энг ~ис~а ва I\Yлай' усуллардан фойдаланиб ба
жариш натижаснда яиги ифодани J\ОСНЛ ~илишднр. Бу жз
раёнда энг МУJ\ИМИ б<>РlUlган ифоданинг ани~ланиш cOJiiaclt 
торзймаСЛJfГИ ёки кенгаЙмаслигидир. Агар бунин г иложи 
булмаса, у 'tолда уиинг ани~ланиш сщасини кенгайган со
~гa нисбатан текшириб куриш ма"садга мувофи"дир. 

Муста~"л ечиш учун МIICO 1 ва масалалар 

1. Касрнинг аНИl\ланиш СЩЗСИНJf топ инг: 

а) х + 1; б) х + з; B).r + 5; г) .t"' + х' + 3 ; 
х - 1 х2-4 r + б х;"4 - Вх 

.11-4 
д) . . 

хl -7х+ 10 

2. Касрларнинг сон ~lIйматини топинг: 

2х - 3у х! - 3х! + 5 
а) ; х= 0,5, У = 0,2; б) {(х) = • 

l-ху .t"'-з ... 
х= 0,5; 

х-у 

В) --
.... +ЗYl ' 

1 

1 
Х = 1- у = 2' 

з' , г) {(х) = х + 1 

х=--. 
3 

3. Касрларни ~ис~артиринг: 
6Зxtуl 2х! - Вх' .1'2 - 4.1' + 3 5аIЬ7 - 4аbl 

а) 'б) 'В) 'г)---
77yt , 12.1'&' .r;z - бх + 5 ' 1 Oatb'-Вalb1 ' 

аЗ + 5а -L 25 х2 + Yl -t- .1'1 _ у2 
д) ; е) . 

2а' - 25аа х: - YZ - X1 - 11 
4. Ифода.1UРНИ соддалаштиринг: 
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а) (_а +1) .(] _ ~). б) ('2т+1 _ 2т-I). 4m • 
а+ 1 ' 1-аl ' 2т-1 2т+1 'IОт- 5' 

В) - + - : - - - + - ; ( Х3 У)(Х 1 1) 
у' х у2 У Ж 

r -----. ----. ) ( ха ',.(х+а ж-а). 
ж-а ж+ а а х 

д) ---+ а---; ( 1 3 3) ( 2а - 1) 
а + I а8+ 1 а2 - а-'-I а + 1 

е) (~х2+Ж _ х+ 1 )(1 + х+ 1_ r+5X); 
XI- 1 х' + х+ 1 х х' + х 

К) х- ---т-у -- - ------( 
4ХУ ,) I х у 2ХУ ). 

х + У ~x + У g - ж жl - li ' 

( 
1 1) ь2 + 4аЬ - а' 

л) а2 _ fi!- + a~ -+- 2аЬ -;- tJ1 

М) (_Ь2_+_1 ) (_а-_ь __ а_), 
, а3 - QbI а -i- ь, а2 + аЬ Ь1 + аЬ ' 

Н) ( 2х! + 3х _ 3х -'- 2 + 4х - l' 2ж + 3; 
4.(' + 12х+9 2t -;- 3 2х -;- 3) 2х - з 

о) (За + 2 _ 1803 - а - 9 + за - 2) а2 --7- 10a + 25; 
За2+1 904- 1 За2_1 9з4 - 1 

п) _х_у_ [ х2 
. _ ·2ху! + у2 ]; 

Х + у (X~_yl)(X+Y) х 4-2х1у"-;-у4 (х-у)! (х+у) 

р) , .. I , a~ -7- Ь2 (ба - Ь 6аЗ -!.. ЬЗ - а2Ь -1- 6аЬ2 а"':- Ь ) 
аЬ . а2 _ fil 2аЬ2 _ 2а2Ь -т- a~ -т- Ь! • 

) ( 
2х2У + 2ху 7х -i- у ..L Х - У \) (2 z). 

С -- ,-- х -у , 
\7х3 + х2у + 7ху! + уз х2_у. х2,у2, 

Т) 2 - х + ( _1_')2 ( Х ~ 2 _ 2 - х . 4х2+2х+ 1 ); 
5 1 - 2х 4х' - 4x2 -+-.t 1-8x" 2х· + ж 

х) 1 + j ~ 
х (х- у) (.t -z) (x-t) У (у- х) (у- z) (у-о 

+ 1 + ___________ _ 
1 (1 - х) (1 - у) (1 - t) t (1 - х) (t - у) (1 - ;) 

6- §. НРРАЦИОНAJI ИФ ОДАЛАРНИ дА НАН ДЛМДШТИРИШ 

- l' 84- та ъ р и ф.~ Агар 6ерuлган.·· алге6раuIC J.,uфодаларда 
турт арифJ/lefТШIC амад &1 даражага ошuрuш а.малuдан 
таш~арu uлдuз ЧUl\арuu/ .амалu .\,йм к.атнашса, 6ун.даЙ 
uфодалар uррaцuонал ифодалар де6 аталадu. 
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м н с о .. л а р. J. vзa· ь' + V 2а'Ь . х8 + .., 4Irb ""'да 
иppeuиoнaл ифодадир. 

V2 1/ 3· ./~ • 
2. " ~ т, ифода 'YIM ирраlUfOИ3Л нфо.uАВР. 
V2УЗ-У2 

85- т 8 'ь Р Н ф. МанфtШAIDC а сон.нан.г n- даptlЖQ.AU apuф
_тик ullдuзu деб, n- даражocu а га meН2 бgА2tlJ« •• I(JJ(-

фuUAIQ& Х сон.га аиnшADiJи lIll х" = а ёкн х = уа tegpuнu.
ишда 6еAtUAQIШдu. 
М н с о л л а р. J. V-i = 2. бу ерда арифметик ИJJДИ3 2. 
2. ., - 8 = - 2. бу ерда - 2 аpифиernк JUlДИЗ БУ.l8 

OIIмвАди. чунии а;> О wapт бузи.1аДИ. 

З. VXi = I х 1, бу ерда арифметик JUlднз: 
I х I = J х. агар х;;;' О б5-лса: 

I - х, агар Х < О булев. 
92- т е о р е м а. ){ар 1{aндaU AlшЩJuйJU1C "'Q.I{IЩUU а сон 

II'CJIH шундай 6UPi!UHQ AUlнфu.йAlас "'Q1{U1{UU Х сон AlQ83IC!Ja
IШ, унинг n- aapa3lCocu Q га mеН2 бgладu. 

И с б о т Н. Теореманииг исботини нкки ~исмга ажрата
мнз ва а8вал шундаА манфиАмас Х -сон битгагнна эканнни 
курс.намнэ. Фараэ ~илаАлик.·х" = а Ш1РТИНН ~тланти
рувчн манфнАМ<lС сонлар Х, ва Х2 БУлнБ. xj = а ва X~ = а 
бажарнлсин. у J\ОЛда xj = а = r; ~ r: = х; ~ Х' = Х2 экани 
келиб ЧИ~ДН, чунки турли мусбат ~~H~HA сонларнннг да
ражалари турлидир. 

Энди х" = Q reнглик уринли эканннн курса·га,,"з. Маъ
лумки, унли я~инлаwиш шартига асосан ~p доим 0< Хl < 
< х < Х; шаprини ~ноа1ЛаНТИРУ8ЧИ Х' ва х; ~~и~иА сон
ларни шундаА Т8нлаш мумкннки (У боб), х1 < хn < х;n бу
лади. Бу ерда rt ва х;n лар учун ~ > о сонни шундай тан
лаш мумкинки. Nг < n дан бошлаб. х;n -xj = (Х; -X1) Х 
x(x;n-l+xl ·x·n-2+ +Xln-I)<en~-I бажарилади. АЪНИ 

х;n ~ r: булиши билан бирга xj < а < х;n ва r: < xn < х;n 
лардан х" = а эка ни келиб чи~ади. Шу билан теорема нсбот
Л8НДН. 

Н а т и ж а. Агар а > О б!1J1са. у ",Qлда (V; уа = а > О 
БDАtЮи. 

Демак. ф~;) = а <:> v; y;~ у; = а ни еза 
n тв 

OIIв .. иэ. 
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93- т е о р е м а. Берuлган х ;;.0 га у;;;;.О CQнлар учун Х> у, 

Х < у ёкu х = У б улеа, у -\,олда мое равuшда V; > ~, 
;-; < У'у, n Е N ёкu у-:; = V; 6уладu. 

И с б о т и. 92- теореманинг шартига кура х ;;;;. О ва у ;> о 
булгани учун х ва У орасида ~p доим х > у еки х < у, 
еки х = у муносабатлардан бнри содир булиши J\a~И~НЙ 
сонларни та~~ослаwдан маълум. 

Н '!Г n г- !!/- v-
х > у <=:. J' х ух> r у у ~ 

n та n та 

~ (v~)n > (v;)n 
булиб, х, у Е В+ экаНЛlfгидан (у;)n > (v;)n => ух > 

>уУ экани келиб ЧИl4\ади, еки У; > VY- Ба х, У Е R+ 
nг- ~~ 

эканини эътиборга олиб х,амда ух> r у ни узин и- уэига 

n .мар1'а купаАтирсак, j,/; > у-у ~ ()I-;)n > (j/Y')n _ 
=>х>у БУлади. 

I\олган х,олларни ~M ХУДДII шу усул бllлан исботлаш 
мумкнн. Шу билан теорема исбот ~илинди, 

Берилган манфиiiмас ~I\И~ИЙ сандан илдиз чи~ариш ама
ли ~уАидаги хоссаларга эга: 

1°. Куnаиmманинг n-даражалu uлдuзu {ар бuр lCynail
mувчuдан олuнган r}ша даражалu uлдuзлар "уnаиmм.асига 
mенг буладu: 

V-a-
I 
а-2-· --а-,. = V~ V а2 j/ а,.. 

и с б о т и. Ю~орнда келтирилган 79 - 80- таърифлар, 
91 - 92- теоремалар ва натижага "\сосан 

". ~ j 
V~ y~ 

nг-

аl у' а1 

al'~ • 
а" V а" 'Vr а" .•• )1. а ... 
v-nг-= t аl J' а2 Va,y 

V nг- v-
булиб, 80- таърифга асосаи а l . а2 а" = у' а.· а2 

}i"-;,. БУлади. Шу ~at1 теорема исбот ~илинди. 
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~. БgлuнмаНWlг 'n- даражалu uAдuзu 6gлuнуtl'UJlШНё 
уша даражалu uлдu.зuнu 6улуf1lШНUнг шу даражалu uАдизи-
га 6gлuнган.uга тен.г: • 

" /"а: ~a V ь = ';1;;-
и с б о т и. 1- хоссага асосан 

~ = } й ... J' й = _}_й_ _ ~ => / ~ = ~ ,,-- ,,/"- (",--)" ''''-)'' "r- ,,~-
Ь ".- n -- ("--)" -1,,-- "1 Ь "".' }"Ь .• Ь JlЬ \}'Ь t' ",Ь 

n 

30 n- даражалu uлдизн.u k- даражага ошupuш учун ИА
дuз осmидаги uфодан.u k- дарfJ3lClШJ ошuрuш кифоядuр: 

(j;r;)k = i/ ak 
И с б о т и. 10 да а ! = а2 = а• десак, 30 хосса исбо1' 

БУлади. . 
40 И лдuз "урсаткичu 6uлан. даража "Урсат"uчuн.u 

lIk -- ,,--
1\UС1\артuрuш 1-fouaacu у а• = V а. 

И с б о т и, Тенг ликнннг нккала томонини nk- даражага 
lIk - - lIk 

кутарамиз: ( J/ ak ) = ak тенглнкнннг унг ТОМОНИНJI ШУН-
дай а.1мзштирсак 

(j/;)1Ik = [(V~TY = ak 

"У--натижага зга БУламlIЭ. Демак, ak = а" => а = а => at = 
"r-

=уа. 

Мисол. j/-2аз =j;'2 j:r;;a = V2. y-~; y~ = v';; 
vi1i = ,а 1· 

50 И лдu:iJан uлдuз ЧUf\арuшда uлдuз "урсanvшчларu 
{jзаро "цnаЙтuрuлuб. uлдuз осmидаги uфода узгармайдu: 

n,rkr _ "k'-

'" } а = }/ а. 
6. Даражо.дан n- даражалu uлдuз ЧU1\арuшда асосдан 

шу даражалu uлдuз ЧUf\арuб, уни уша даражага ошuрu
Аади: 

i/ аlt = (i/; )k. 
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7~ /(уnaiiтувчwcu uлдuз uшоршu остидан чu"ариш.sа 
uлдuз остига кuрuтuш AlУAlКИН: а ;;, О, Ь;;;.. О УЧУН 

уа"Ь = а Vь;rаJVь;=IY~, .~ -
80, Нлдuз курсаткuчларuнu УAlУAlUЙ курсаткuчга кел-

тuрuш. y~, у. а2, "у а. ифодалар берилган бул
еин ва Пр n2• , n" лар учун К (n •• n2' • n,) = II 

бу.ТIеин, у 1\ОЛда n = n. d.; n = n2 d2• n = n"d" булиб, 

~}~-; = "у! d!.. '!о/"-; = "J/~ ...д, 
,.. .' у 2 uz 

11 г-;t;: 

=у а,,'" 

ни 1\ОСИЛ ~иламиэ, бундан 

"V- ", r- "" г- ~/" d а. V а2 ••• у а" = у a'f •. a2' 

90, Агар uлдuз курсаткuчu то" сон 
ccтuдa JНанфuй СиН булеа, У >;олда 

~,,+.!/"- 2"+. г-
у -а = -- у а. 

"~ а = k 

.~" 
булuб, uл{Juз 

1rI"'- n r-
100, у Ь ва J/ а u.llдuзларни тйJ\lfОСЛаш УЧУН аввал 

uлдuз курсатКUЧАарUНU YAlYJНuй uлдuз курсаткuчига кел
muрuли6. uлдuз ocтUдaгu ,сонлар ёки ифодалар узара 
тйJ\f\OCланадu: 

m 1--- n <-- mnr- mn~- . 
1/ Ь \! у! а ~ у ь" V J/ ат ~ ат V ь" 

(у - белги бир йуЩl >, <, = ларнн англатади.) 
Мактаб математикасидан маъ..1УМКИ, рационал ва ирра

ционал ифодаларни айнаи алмаurrирнш жараёнНд8 даража 
тушунчаеи MYJQiM аJV\МИЯТга эгадир. ЯЪИII а" = а·а ... а. 

--.~ 

n 
а ва ji 1\З~ИI\ИЙ сонлар берилган булеии. Агар еР 

Ба ыl IIфодалар берилган б5·лса, (fl- - даража, 
а - даража асоси, а - даража курсаmкuчu дейи-

лади, Агар IX = L КУРИНИШНд8ги рационал сои булса, 
q 

Р -; v- О' р у х.олда аОо = а = аР, а;> КУРИНИШllда. IX = - -
q 

Р 

булса, аа. = CL - -; = q _ I ; а> О К}·РИНИIlL'13Рда ифодалана-
)1 аР • 
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дн. Ворди- ю а = ..!.... ~ = ~ БУлиБ. а = ~ (:) ..!... =!. бул-
q n q n 

р ft' 

са. у ~олда аа. = а" (:) а q = а 11 буладн. дара:ка ~Аидаги 
хоссаларга эга. 

1 
1) fP • а" = аа.+II; 2) fP :а" = аа-II ; 3} а-" = 7' а+О, 

4) (аа.)" = a .... tI ; 5) (а . Ь)а. = fP . ьа.: 

б) (~)a. = аа. . 
Ь ьа. 

Мисол ва маcaJlалАр ечиw 

1. V'375.= -,rз:)25 = ~3·5' = ~5Г rз = 5 ~3. 

У- v- 5·- v- 5 r-2. 2а8 - б4а' = а V 2а - 2а 2а = - а .,; 2а, 

а;;;;а о. 

3. V 3-,....\/-3=3=~=T= = Vj;r'З1 .3З:rз = VV 320·311·3= 

50 r - ~ r;:;:; = r 338 = У 27. 

4. Касрларнинг махраж..1арини иррационалликдан чи~а
ринг: 

h 3 3 1 
а) __ О б) . В) . г) ==--==----:0:'= 

~ .ж'уl' уБ: _.1"2' 1'5 - 2 ' ~ -1'2х'+ 1'4· 
Ечиш. Бу ерда а-Ь = (Va + Vb)(Va - Vb); а ± 

± Ь = (~a)8 ± (Гь)3 = (t'a ± "I"b) (1' а2 4= l' аЬ + lYb2) 
каби формулалардан JV\Mдa ю~оридаги 1° - 10°· хоссалардан 
фойдаланамиэ: 

а) 6.2х = ~:,~.'~~t = 2х ух 1YYi = 2 ух V' yi" 
t х'У' )' х'у' ху у 

х. у>О; 

б) 3 = Э (у5 + У2") 3 (J1"5 + .,'2) 
У5 -У2 (У5- Y2)(y'S +у2") 3 

=Vs +V2; 
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3 _ 3 (1У25 + 1'40 + 4 ) _ 

В) -,5 _ ~Г -=- (-,5' - 2) (1f25 + "40 + 4) -

3 (-,2& + 1'40 + 4 = _ (1У25 + 1" 40 + 4); 

) 1 17 +rf" 
r 1'xi - "Бi + 1'4 = (1'жr + 1'2) (1' ~ - if't't+ tt)-
1'Жi + -,2 

ZI +2 
5. Агар А> О, В > О. А' > В бjлса. 

УА ±В= V А+ ~A'-B- ± VA---~-7=lJ--- (1) 

ЭК8И11Н11 нсботJlакг. 

ИсБОТR. VA+B + Jt! А--УВ = х ~ OIDK. 

r = U + 2 V А' В БУ.'JИБ. х = 1/~ 2 А - 2 УА' В 
БУ.'1Ц11., буцан 

r r у--Jt А. + vв + V А -у'В = 2 "\1 А + : - г (2) 

r -~ 
J ,Г А + V в - Jt' А - VВ = 2 "\1' А - }' 2N - D (3) 

~OCНJI 69 .... (2) ... (3) ни ~ кjшиб afgqraк, (1) ии 
,\0CXJf ~. шу бк.uв (I) иcбar 1QIJbIIШP. 

J -4 __ ," 4-

6. ( 4 ' zz - fI - 3 •.. r'!I')' . (4 ~ zI+, - ~) 
,,. ж- ~fI • Z+-ri 

МФО»В CQUaЛaПmIJIIПU'. 
Е. R Ш. Ифо.u ~ сщаси бв.'IaВ бq8мaII._ 
уни~ 

I 

( 
; i:i -!I _ 3 1~ ...... )-"2 (f; ~ ~, __ ~) -= 
4 - ~- , ... !1 4 _ ~_ 
,r-." ',.r-.,~ 

= ( ( ; -; - "tV ) (. z! - ~ r "t'"i - t·~ ) 
; Z--ev 

1 --
4~-N- ) 

-э.хt'N, 
(

1 (. -;+ rw)(~ zr -~ r 1N ~ ~) 
.. - 1Ir.; 
.. ж~." 
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..v:-:;-) [(4 r - ~)IJ 4,- 4 -- ,.,--- v 11 = JI ~ - V у )' х ( )" х -., у ) =. 

4r.:- (4 - ,.,-) • 4 -(4 ,- ,~-:)'f-""~ 
"х ух- VII )"Х} х- VY f 

= [( 4 _ )2 ] {- = I ~/x - 1fY I = 
"x-lУУ 

I ~x, агар ~ -х > 1Уу булса; 
= -- ~ . х: агар ~ -х < ru БУлса. 

7. V 138384 нн ~lfсобланг. 
Х. и с о б,1l а ш. Илдиз остидаги 138384 сонини устунлар

га (~ap бир устунда иккитадан paJ4iaM булади) ажратамиз: 
13' 83' 84' Сунгра чапдан биринчи турган устундаги 13 
сонига а~амият бериб, К8..1драlИ 13 дан катта булмагаи сон
ни топаМhЗ. У 3(32 = 9 < 13; 42 = 16> 13), сунгра 13-
- 32 = 4 булиб, шу 3 ни 2 га купайтириб, 4 нинг чап то-
монида :!'урган ЧИ~И~НI!нг чап :0- У13'83'84 = 372 
монига езамнз, кеИlIII 4 нинг VHr 

томонига иккинчи устундаги сон 67 __ 9_ 
83 НII ёзамlfЗ, натижада 483 БУлаАИ. >< 7 483 
Энди 6 нииг "нг томонига ба Х -- - 469 
Ха =!I ,;;;;; 483 шартини J4iаlюат- 742 --1-484 
лантирувчи paJ4iaM а = 7 ни то- х 2 I - 1484 
пиб, с}'нгра 483 - 469 айирмани 
топамиз. Шу уринда 67 + 7=74 О 
ни уларнинг тагига ёзамиз, яна 
ЮJ4iОрИдаги жараённи бир каррз такрорласак, 3, 7, 2 сонла
рини ~оси., f\ИJlамиз. дема к , 3722 = 138384 эканн келиб ЧII
J4iади. 

8. VS сонидан 0,01 аНИJ4iликда ИJIДиз чи~ринг. 
Е ч и ш. УБ;-оёГоо---ОО = 2,236 

" -

х 42 100 
2 84 

х 443 1600 
3 1329 

х 446б 27]00 
6 26796 

----

304 
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Демах, Vs сонининг 0,01 анщликдаги ИЛДИЭИ 2.24, яъни 
v5 ~ 2.24 БУлади. 

МУСТЦllJI ечиш учун МИ(ОJl ва масалалар 

1 r .. r- 6,---
1. .' (1 --" 3 2 - .. 27 ни соддалаШ1ИРИНГ. 
2_ Агар х Е;;; 5 БУЛСil. Х + 5 - У(х -- 5)2 = 2х эканини 

курсатииг. 

З. (4Ч'( х2 
- 5у "., ху + ху "., у2 ) - 2х у"., ху ни соддалаш· 

тиринг_ 

4_ Ама.1Ларни бажаринг: а) (; уаЬ - 6а3Ь2 va'b + 
8-- а' А-+"J' a·b~: -ь- J аЬ2 ; 

б) - ..!! - - } r тn + - ~ -а!Ь2 .l!-- • ( а V - аЬ - аl V -) V-
'Ь т n Ь' n т 

ИфодалЗРНI1 соддалаштиринг: 

(
' аГа +ЬV-b _ .. r- ') ( уа + },--ь- )2 

5. V - .г Ь r аЬ а - Ь , а + r , I 

6_ (У/+а +Yl-а):(VI3_ а• +1). 
}r x+ I I 

7. :-г-
1 +}Г-Х +х хl _} х • 

8. (Y~ __ 1_')2 (~Гй --: 1 + .. Са + 1 ). 
2 2Уа; \ уа + 1 1-Уа 

9. [(j/(1 - t'-b)-+ (VQ + "b)-21: ( y~ ~ уь )1. 
y-i]i--l- У ЬЗ 2 .гь 

10_ Уа+уь :(а--Ь)+ Уа+УЬ' 

II.а( Ya+~ь )-I+ь ( Уа+УЬ )-1 
2Ь)Г а \ 2аУЬ 

( 1 a
l +4) ( а У2) 

12. а- У2 а'-У8,: У2 + 1 + --;;- -

( 
1 ) ml

- n' 
13·1 m-уmn + mfymn -m'+mп+n:! 
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14. ( 1 + . _ 0'+ 1)'(1 +.2...) 
2+2Уо 2-2Уо I-a' о . 

15. (о + 2 _ о + ! ) Уа-У2 
у2а У 2Q + 2 0- y2iJ 0+ 2 

• 1 

Iб. (V:~+8 -4): (~~+ 8 -б~'ii») 2 
.. /0+2 ,,,0-2 

1 1 - -
17. (Vaa- I +уй)2 (t'aa+l_j·a)' 2+1. 

t'a - 1 \ Va -t- 1 

18 (v- у;; + у ) (У;- УУ-
. \ х- У;-+ У; . Ух-+УУ" + Ух-Уу- + 

+ 2 у.ху ). 
х-у . 

19. [~~~ +~x +VX]3+<4X+ 1) +(J"xVX-+l)2. 
}х +,,0 

20 - -- - --r 
Зf ~ х ;. J-1 

(1-2X)-1 
• 2 1 1 Зх-2 
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э- 2х -з з-э-
х х -х 

1 

21. --УУа (Va j +ауач -Vа2 -аУа2 -Ь2 у 
22. [ (~~ - ~0_)3+2x+o J3 + 

(VX - V'0)8 -х- 2а 
2 

+ V(-а'-+---'З-а'-=-х-+-:-3ах~2;'-+:--:;:г) J : а. 

23. [(~iа+V:!;:-(Н'Ь)2 -(ai-b+)(a~+ 

1 3 

+ Ь 2)-IJ: (4Ь) 2' 
.!.. 1 

02 +ь2 

24 ( 0- 4Ь 0- 9Ь ) 
. о+у ab-& - о + БУоЬ + 9Ь . 

1 

Ь "2 

1 1 

02" _ зь2 



25. 
( а-ь)з _ _ 
Уа' + уь + 2аУо +Ьуа уаЬ -о 

3а1 + 3ЬУаЬ + ауа -Ьуа 
(Уа -vь>' +202 :уQ:j..ьу-;;- эуОЬ-зь 
~~~~~--~~~-+ . 

ауа+ьуь а-Ь 
26. 

27. [ I 1 I -2 - (Уа ;- y~ )-I]<ab) -1-. 
(а 2+Ь'2) а2_ь2 

[ 

1 
--а 

2 
28. 3 . 3 + 

э ,.....:. 1 э - 1 t., а+ J'la+I)(ra+n- l ) 

+~'a- ]-3 

29, 
[ 

а ра + :-ar -J/~]' I(} 'а- V'X")I + 
а+ -.r а 

+ 3(; 'а + ~~)2J. 
'. 

/ 7· §. ТЕНГ()иЗJlИКЛАРНИ ИС50ТЛAUI 

Математикада тенгсизлнк тушунчаси куп учрайднган ту
шуичалардаи бириднр. Тенгснзлик R сокли тупламда "ара
ЛJlб, шу т5'пламдан QЛннган сонлар еки алгебраик ифода 
ларии катта, кичнк Ба тенг тушунчаларн ердамида бoF
.'IаЙди. 

86- т а ъ риф. Агар берцлган. цфода R сонлц мйдонда 
аНU/fланuб, ИlУ .мailдoHдa кaтma га кцчик uшораларu бц
даН БOFланган булса, у .fолда бундaiJ. uфода теНi!JCUЗЛЦ/С 
деЙUладu. 

МItСол. а) 5>3; б)2х-6>7; в)а2+3аЬ>Ь' 
53 ~окаэо. 

Сон.'Iи тенгсизлнклар "у йидаги хоссаларга эга: 

1. Va,b,c, ЕR:а>ЬлЬ>с~а>с. 
2. "rfa,b, т EH:a>b~a+m>b+mYa-rn>b-m, 
3. Vа,Ь,с,dЕR:а>Ьлс>d~а+с>Ь+d. 
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4. Va, Ь, с, d Е п-: а> ЬЛ с < d~ а - с> Ь- d. 

5. Va,b,c EB-:а>Ьлс>О~ас>Ьс. 
б. Va, Ь, с ER-a> Ьлс < О ~·ac < ЬС. 
7. V а, Ь, с, d Е R+ : (а > Ь Л с > d) ~ ас > bd. 

8. Va, Ь, с, d Е R+: (а > Ь лrс < d) *.2.... > ..!!.... , с d 

ЮI\ОРИдаги параграфларда бу хоссалар куриб утилгани 
учун уларнинг исботига тухтаб У'I'ИрмаЙМilЗ. 

94- Т е о р е м а. йl, а2 , а" манфиuмас сонларнuнг 

урта арифметик 1fUuмamu уларнинг урта геометрик ~иЙ· 
JUJJ7Шдан киrшк эмас: 

аl + аа + ... + а" 
n 

n 

;;;;. " а1 а2 а" 

бунда mJ!H2AUК а1 = а2 =. = аn 6улган.да содир 6{jладu. 
И е б о т и. Математик индукцпяни татБИI\ I\иламиз: fl = 

-- al-+-u2 = 2 булеин, у ~OJIдa 11 а1 а2 ,.;; 2 БУлади. Бу ерда 

.. ~ .. r- XI +x~ • • 
J' аl = хl' J' аl = х2; ХIХ2";; '. 2 булади. Шартга кура 

оХl ~ О, Х2 ~ О Э~RИНИ Э'Ьтиборга OJIиб, xf - 2Х1Х2 + ~;;;;.o; 
Xf+~ 

(хl - XJI ;;;;. О га БУламиз. Демак, Х1 ва Х2 .'1ар учун -~;;;;. 

;;;;. ХIХ. уринли ва бундан а. + а2 ~ 2У а, а2 5'РIIН.'1И экани 
~ k ,--,,--

келиб ЧlЩlди. Энди n = k учун ~ а; ~k V П а 1 УРIlн.'1И 
1=1 i=1 

деб, у n = 2k учун уринли эканини курсзтамиз, яъни 
аl +а. + аа +а, , -+- а2Ао_1 -;- aZk 

а1 + а. + + aZk -2- -2- - , 2 

~ k;;;;' 

. Va1 +а. a2k_1 + а2 1! 
;;. -2-· 2 ~ 

_I!f 2У 
;;. V 11 a 1G2 ' У й,а! У a2Ao-l а2" = JI а 1й2 а2" 
Демак, 

аl + а! + ... йtI! 2.1!/ 
2k ;;;а. У 81' а. й!" 

Бу неботимизда теореманинг n = k учун Урннли.'1НГ;\: 1'1 
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YHHHr n = 2k учун УРИНJlII эканннн келтирнб чщардик .• Ле
кин берилган СОН.'1арнинг сони k ra КllрралН булмаган ~OJJ
лар учун ~озирча тенгсизлик исботлангани AY~. Бунннг учун 

n = k да УРИНЛIf ~МДII a~,= а1 + аl +_ --. + а" деб 

~уйидагини ~ОСИЛ ~МIIМИЗ: 

"--I:.'/" ..- а1 + а.+. - -+ а,,+ а.+, 
V ~'" ан, ..., - - = 

-'- а. + а1 + аl + . -k а,,+,. ka.+
I
+ а,+/ 

k = k+l k+1 

"--1:.'( = а.+, =:>- у а1а2 a.a"+loe;;;;a,,+,=> 

_аl-а2 - а,,-а.н' oe;;;;aZtl =>а1а. а"ое;;;; at,,:\:: фа1а._. _al<~ 

" -"( ое;;;;а,,+, => у а1 - аа . а" ое;;;; ан,-

Демак. а1 + а2 + + а,,;;' kva1al а" ёки 

" V" ~ ai;;;'n - П а; БУлади. Шу била н теорема исбот 
i=' .-, 
~ИЛI'НДИ. 

95-Teop~Ma_ а,. а2 • 

гар_монuк lfш2маmи шу 
.матидан Kamrna ЭAUJJ:: 

а,. .мусбam сонларнuн.г урта 

сонлйрнинг урта гео.метрuк IfUQ-

"/ n 
} а1 "а! а,,;> -,. -'+ +а-' а l -r ~ ". " 

и с б о т II бевосиТtl 93- теоремадаи келиб чи~ади. Чунончн 
,. 

"...., 1 " 
~-;;~n\ 
i~ I 

П", -1 1 ai" дан ва - > -в => В > А муносабат-
i~1 А 

лардан 94- теорема Х,ОСМ ~илинади. 
96- теоре.ма. а 1 • а2 • • а" сонларнинг Орта к8ад-

paтuк IfшLttamu шу сонларнинг урmа арифжf1'ШК l{UQ.мamu 
.мод улuдан. кичик ЭАСйС: 

у " 2....~a2 
n~ 1 

;_1 
>-;-I~all· 

1-1 
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И с б о т и. Буиинг учун (а1 + а,), = a~ + 2а1а2 + a~ ~M
да 2а1а, ~ ar + ~ ни эъmборг;"\ o;tсзк, у ~олда 

(а1 + aJ2 = ai + 2a1йs + a~ ЕО;; 2a~ + ~ = 2(ai +~) (::> (а1 + 

( а
2

+а
2

) I +йs)2~2(a~+a~)(::>(a1+йs)2 = 4 12 2, (::> 

E;V a~~~ 
а1 + а2 

2 I~ 

БУлади. Энди 2 Е; n < n + 1 учун (а1 + а2 -t + а,,)2 s;;; 

.;;; n (ai + а; + +a''>''~lta, 1.; { ~ ~a; 
эканини эътиборга олган ~олда у n+ 1 учу" уринли эканини 
курсатамиз, яъни 

(а1 + а. + + all+I)' ~(n + 1)(ai + а; + + 
+ a~+I) (::> (а1 + as + + a,,+I)! ~ 

~ (n + 1)1 ( af+ ~ + + ~+I ) (::> 

n+l 

1 -""" 1 ~ 2 
11+1 { "+1 

(::> -- а. ~ -- ai 
n+l I ~ '1 n+l~ 

6Улади. 
Шу билан теорема исбот ~илинди. 

97 - т е о р е м а (Коши - Буняковскнй тенгсиз.1ИГИ). Ее-

рuлган а; ва Ь" i = т,-n учун (ЙlЬ1 + й2Ь2 + . + й" Ь,,)2 ~ 
~ (ai + й~ + + a~)(bТ + + b~) б[Jлйдu. 

Тенглuк 3сй фaJ\{lm ai = kЬiлi = (n б(JЛгйндaгuна бажа
рuлЩJu 

И с б о т и. Бу теНГСИ3JIIIКНИ исбот.1аш учун (а 1х + Ь1)2 + 
+ (Й2Х + Ь2)2 +. + (й"Х + Ь,,)2 = ах2 + 2Ьх + с; а > О 
муносабатдан фоЙДаланамиз. Маъ.лумки, ах! + 2Ьх + с нфода 
V х Е R да манфиймас БУЛИШ~1 учун ь2 - ш: ~ О булиши за-

" а " 
рур ва етарлидир. Бундан Ь = I а; Ь;; а = ~ a~; с = ~ b~ 

i=1 ;=1 ;=1 
эканини эътиборга олсзк, теорема исбот ~илинди. 
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98- т е о р е м а. а, ва bi Л i = 1, n ~а1}U1}UЙ сонлар учун 

. { !(ai - bi )2 ~ ~! ~ а7 + { ~ Ь7 6уладu. Тенглuк 
i=1 ,~I '=1 

фа1}аm а, ,'со k bi , i = 1~ n 6улганда содир 6уладu. 
И с б о т и. (а," - Ь)2 = а; - 2ai Ь, + b~ нинг унг томони

ни бироз кучайтирсак, у х.олда 

(a i ~ Ь)2 ~ а; + 2lai \\ bil + Ь;= (V a~ у +2 V aj V Ь? + 
+ (V Ь; )2= (1/' a~ + Vb~T 

х.осил булади. Бунда н бевосита v-~(a, - Ь ,)2 ~ V ~ a~ + 
+ v Ь; ёза оламиз. Шу билан теорема исбот "илинди. 

99- те о р е м а (Бернулли тенгсизлиги). Берuлган h > о, 
ва ихmиёрий k> 1, k Е Q учу н (l + h)k > 1 + kh 6уладu. 

100- т е о р е м а (Гёльдер тенгсизлиги). Агар р > 1, q> 1 , 
I I " хР q -- + -. = 1, х> о, у > о 6улса, у ~олда ху ~ - + L 
р q р q 
6уладu. 

Теоремаларни исботлашни Уl\увчиларнинг умарига х.аво
ля. I\иламиз. 

Мисол ва масалалар ечиш 

1. Агар '(х) функциянинг граф ИГИ "аралаётган орали~а 
I\зваРIЩЛИГИ билан ю"орига I\aparaH ва а i Л i = 1-:;:i, а1 + 
+ а2 + . . . + аn = 1, a i Е R булса, у х.олда шу ораЛИI\

дан олинган х1 , х2, .•• , ХN учун 
{(a 1x 1+a2x z+··· +anxn)~ 
~ а1 {(х1)+а2! (х2)+ ... + !I 
+ anf(xn) (1) 
БУЛИШИНIf исботланг. 

И с б о т и. Математик 
индукция усулидан фойда
ланамиз. n =2 булеин. Ма
сала шартига кура . I\apa-
лаётган ораJIИI\ (39- чизма) О 
а ~ х ~ Ь булеин, бунда 
АА1ВВ1 трапецияни I\арай-
миз: 

Afa~o) Nfк,ОJ BfQ,OJ х 

39- расм. 
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f (а) = АА1 • 1 (Ь) = 881' 

NN1 =NK+KN1 = '(а> + A1K 8jL=/(a)+ 
A1L 

+ !..::.2. [1 (Ь) - 1 (а)] = Ь - к f (а) + !..:::....2. f (Ь). 
Ь-а Ь-а' Ь-а 

f 
Ь-к к-а к-а К-КI 

бунда н Х) ;;..-- f (а) + -- {(Ь). бу ерда -- = - = 
Ь-а Ь-а Ь-а "'1-"'1 

Ь-к жt-к 
=а2• -- = --= аl десак. а1 ;;.. О. а2 ~ О. Cl1 + Cl% = I 

Ь-а х.-хl 

булади; бундан Cl 1X 1 + ClZX1 = ~ 
к.- ХI 

Х1 + .:..::!! 
Х; - ХI 

·Х2= 

= Х булиб, 

f (Х) = f (Cl1 Х1 + Cl2XZ) ;;а. Cl 1 f (Хl) + Clzf (Xz) (2) 

~осил б~лади. Демак, n = 2 да (1) тенгеиЗJIИК УРИIL:)И бу
лади. ЗнДII тенгеиЗJIИК n = k учун уринли деб, унинг 
n = k + I учун уринли экан}!ни курсатамиз, яъни: Хl. Х2 • 

, Х.' XH1; Cl,;> Олi =i, (n' + 1) ва Cl 1 + Cl2 + + 
• !%. + Clk + ан, = I булсин, У ,\олда xk = Х. + 

а. +ak+1 
а + • +1 X/ri-I муносабати аНИJVIанган булеин деЙJIИК, у 

а-. + а-.+I 
~олда а. Х. + ClH1 ХН1 = (а. + alr+,) X~ = a~ х; (бу ерда a~ = 
= а. + а.+, деб OJIИНДИ). энди {(а1 Х1 + IZ2Х2 +. + 
+ a/r+, XH1) = f (аl Хl + + Cl/r_' Х._, + a~~);;a. alf(x,) + 
+ a2 f(xz) + + а; f(xJ = а 1 f (xJ + aJ (~z) + + 

+ ("'. + a.+I) f xk + ~ X k+' ( 
С&. a/r' , 

CI. + ан, а"" + !%t+J 
) ~ 

;;;. аl! (Х1) + aJ(xJ + + Clk f (х.) + (хн, f (Хн,) 
БУлади. Демак, ихтиерий n учу н 

f (аl Х1 + a.xt+· + а" х,) ;;а. а1 f (Хl) + Cl% f (Xz) + . .. + 

урннлидир. 

198 . 

+ а,.! (Хn) 



Мвco.n ва мac'.u.qp ечвш 

1. у = 'п Х, х > О функция усувчи аа ~аваpцлиrи 00-
1 

= а" = - десак, у ,. а) = а! = паи ю~орига J\Зраган. 

~o.'Iд..st 'п [-;- (Х1 + Х2 

+ 
+ х,,)];;> -;- (Inxl + 'ПХ1 + 

+ Jnx,,), 

бундан Хl + Х! + ,,----
+ Х" ~ n J ~ XI Х" 3КaIIН келиб 

Чlщадll. 

2. r + 4уl + 3z2 + 14> 2х + 12у + 6z ни исботмнг 
Исботи. Айирмани ба~OJI!lШ усулидан фойдманамиэ: 

(х2 + 4у2 + 3z2 + 14) - (2х + 12у + бг) = (ХI - 2х + 1) + 
+ (4yl- 12у + 9)+ (3z2-6z + 3) + 1 = (х'_1)1 + 

+ (2у - 3)2 + 3 (z _ 1)2 + 1. 

х.ОСВJI I\и.1ингаи охирги ЙИFИнди уэгарувчиларнннг ~p 
~андай I\ИЙМг1Ида мус6ат, демак, бернлган тенгсизлик урин
лидир. 

3. Агар а > О, Ь > О, с > О, d > О булса, а + Ь + с+ 
+ d ~ 4~ "abcd ни исбот.'1анг. 
И с б о т и (Дедуктив усу."'. 93- теоремага асосан 

a..Lb...,...c..Ld _ ~(a+ь c+d )' 
4 -2 2 + 2 ;;;. 

;;;. v а -; h . ~=; d ;;;. V Vab. V cd =} abcd 
4. VnEN:Jg(n+ 1) >_з_+ 1gn булишини исбот-

10 n 
ланг. 

И с б о т и (Аналитик усул). Тенгси3JIИКНННГ иккала томо-

нини 10 n га купайтирамиз: Ig:(n -f. 1) > _3_ + Ign <с> 
1011 

(:> 10nlg(n+ 1) >3+ 10nJgn(:>JR(n+ 1)IО">З+lgn1О" <с> 
(:> Ig(n + 1)1011 > Ig 1000n)О" (:> Ig(n + 1)10" > Ig21onl0n (:> 

(:> (n + 1)" > 2n" (98- теорема га асосан УРИIIЛИ). Дем . .',\к. 
V n EN:Jg(n + 1) > ~ + 19n уринлидир. 

1011 

5. Агар а;;;' О, Ь ~ О, с ;;> О, d :> Обулса, V(a+c)(b+d):> 
;;;;. Vaь + VCd булишиfВI исботланг. 
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Исботи. Фараз ~илаЙЛик. V(a+c)(b+d) <.,too+Vcd 
булеии, у ~OJJДa унинг иккапа ТОf10НИНИ киадратга кутарсак. 

аЬ + ad + ьс + cd< 00+2 V а Ь с d + cd <:> ad + Ьс > 
<2У ahcd. 

93- теоремага асосан бу ~олнинг булиши мумкин эмае. 
Демак, ~илинган фарзэ НОТУFРИ, шу билан тенгеиэликнинг 
ТУFРИЛИГИ иебот ~илиндн. 

1 1 
6. Агар "Е н. "> 1 булганда """Zl + з. + + 

+ -1- < 1 булишини иеботланг. 
n1 

Исботи. Та~~ослаш уеулидан фойдаланамиэ: 
1 1 1 1 1 1 
->-,-<-. -< . 
21 123' 2·3 n3 (n-I)·n 

Энди (уу тенгеИЭЛИКЛЗРНI-! ,\адлаб I\УШсак. у ,\олда 

1 1 1 1 1 
"21+31'+ +-;Z-<12+2'З + + (n-I)n 

1 
булади ва = -- - -- ЭкаНIlНИ эътиборга олсак. 

(n-I)n n-I .. " 
1 1 1 1 

бундан - + - + + - < 1 - - < 1 экани келиб 
21 3' n' n 

ЧИf\Зди. Шу билан тенгсиэлик исбот ~~линди. 

МУСТЦИЛ еЧIIW учун мисол ва масалалар 

1. ТенгСиЭЛI1Кларни иеботланг: 
а) Агар " ;;;. 3 бужа, 2п > 2n + 1 булад8; 
б) Агар " ;;;. 5 БУлса. za > n2 БУJlади; 
В) Агар " ;;;. 10 булса, za > n3 БУЛ:ЩИ. 

1 1 1 1 
2 --+-- + + -- >-, nЕН . 

. n + 1 n + 2 2n 2 
n-I 

3. 1 + n·2 n < 2R • "> 1, f! Е Н. 
n 1 

4. nЕН: "2< 1 +""2 + + 211-1 ~n. 
R 

( 
n )п 2 5. n ЕН: а) nl> 3" ; б) n! > n n > 2; 

В) nl < (" -; 1 )п; г) "1> 2R
-

1 
n;;;;' 3; д) (2n -1) 1 < 

< "2n-1; n > 1. 
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+ 

6. 2а' +". + CI;> 2а(Ь + с). 
7. (а + Ь)(Ь + с)(а + с) ;;. 8аЬС; а;;;' О, Ь > О. с> О. 
8. а + Ь + с> V аЬ +}Гаё + V ОС, а > О, Ь > О, 
с ;;>0. 

9. аЬ + ас + ос > V аЬС (Уа + уь + ус). а;> О, 
Ь ;;;.0, с;;;;. О. 

10. а(1 +Ь) + Ь(1 +с) + с(1 +а);> ЬУ аьс, а;;> О, Ь:>О, 
с>О. 

( 
1 \11+' ( 1 )11 

11.1+11+1) >1+-;.n Е N. 

~.г=-;--; у - 1 1 
12. 2 t' n + 1-2 т< --г=- + у + 

J т m+ 1 + 
1 '1/- ~/-+ уп < 2,. n -2,. т-l т < n, т,n EN. 

13. j_. ~.~ 
2 4 б 

99 1 
/00 > 12' 

14. Агар xl , Х • • 
XI Х2 -+-+ 
XJ .IJ 

Х" ЕН+ булса, У ~Ow1ДЗ 

Х" 1 Х + ---- + -" > n булишини исботланг. 
Х" XI 

15. Arзр х >-1; 0< а< 1 булса, (1 +х)СЖ< 1 +ах 
бу.1ИШИНН, агар х > 1 ва а < О etut а > 1 булса, (1 + х)СЖ > 
> 1 + ах булншини исботланг. 

16. Агар cJ, Ь Е Н+, mEZ (бутув сон) булса, 

( 1 + : )'" + ( 1 + :)'" > 2 ",+1 

эканини исботланг. 

17. Томонлари м()с равишда 
a.Lc 

туртбурчакнинг юэн S .s;;; --' 

mшг. 

а, Ь. с, d бул~н нхтиёpItЙ 

ь + d булишини исбот-
2 

18. а,Ь,сЕН ва -1";х';;; 1 да jax'+bx+cf";;; I бул
са. У ~олда Ixl ~ 1 да 'схl + Ьх + al с;;; 2 тенгсизликнинг урин
лн эканини исботланг. 

19. Агар at>O, i= Т:N, a1·at а" = 1 булса, (1 + 
+ a l )(1 + a t ) • (1 + а..! ;..2" БУлади. 
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20. Агар a
j 

> О, а2 > О булса, а7; a~ ;;;;. ( а 1 ; а2 )n 
булади. 

21. Агар a i >0, i= 1,n булса, (a 1 +a2 + ... + аn)х 
х (~ + . .. + _1_);;:;;. n2 БУлаДII. 

а1 аn 

IX боб. ТЕНГЛАМА ВА ТЕНГСИЗЛИКЛАР 

Н. ТЕНГЛАМА БА ТЕНГСИЗЛИКЛАРНИНГ ТЕНГ КУЧЛИЛИГИ 

Тенглама ва тенгеизлик тушунчаеи УI\увчига урта мак
таб математикаеидан маЪ.1УМ. '(х, у, ... , г, а, Ь, •.. , с) 
ва ер (х, у, ... , г, а, Ь, ... , с) функциялар берилган ва 
уларнинг аНИI\ланиш еох,аларll мое рзвишда А ва В туплам
лар булиб, А n в = с булеин. 

87- таъриф. Агар '(х, у • ... , г. а, Ь, .•. , с) ва 
<р (х, у, ... , г, а, Ь ... , с) функция учун 

f (х, у, •.. , г, а, Ь, ••. , с) = <р (х, у, . " , г, а, Ь, •. " с) 
(f;;;;.<рлt;;:;;.<р) (1) 

mенглuк (mенгсuзлик) бажарилса, у >;олда !( 1) mенглама 
(mенгсизлик\ деЙилади. 

(1) НИ х,ар доим 

F (х, у • •.• , г, а, Ь, • .. , с) = О (Р > О, Р;;:;;' О) (2) 
куринишга келтириш мумкин. 

Миеолла р. 1. ах2 +Ьх + с + О, а * О (ах2 +Ьх + c~ 
~O) бир номаълумли квадрат тенглама (тенгеИЗJiИК) дир. 

2. ах + Ьу = с (ах + Ьу ~ с) икки номаълум ЧИЗИI\ЛИ 
тснглама (тенгсизлик) Дир. 

3. ахn + ьуn + сгn = d (ахn + ьуn + сгn ::;; d) уч номаъ
лумли n- даражали тенглама (тенгеизлик) дир. 

88- т а ъ риф. Агар х = 0:, У =~, ... , z = у I}иiiмаmлар
да Р(х, ... , г,Г!,Ь, ... , с)=О (Р::;;О) mенглама (тенг
сизлик) mYFpu mенгликка (mенгсизликка) айланса, у )(олда 
(о:, ~, ... , у) сонлар системаси (2) нинг ечи)rfи деiiилади. 

Агар (2) ни I}аралаёmган сонли mуnлаJrfда х, у, ... , г 
узгарувчиларнинг (2) ни mYFpu mенгли кка (mенгсизликка) 
аiiланmирувчи сон I}иймаmлари мавжуд булмаса, у :{олда 
(2) ту сонли mуnламда ечимга зга эмас деiiилади. 

МиеО.'1лар. 1) х2 + 1 = О тенглама R да ечимга эга 
эмае, С да ечимга эга: х = ± i. 
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2) 2х2 + 3х - 5 = О тенглама Q да {- ~ ; I} ечймга 
зга. 

3) 2хl + 3~ -3 = О тенглама Q да ечимга зга эмас, R 
да ечимга зга. 

Шунинг учун 'У!м бернлган тенг ламанн l\аАси сонлн туп
ламда ечиw талаб "клннса, ~ЧИМIi шу сонли тупламда из
.'1аНlIДИ. 

Тенгламани ечнw деб, бу тенгламада I'lIтнашаетган уз
гарувчиларнинг тенгламанн TYfPH тенглнкка айлантнрувчн 
I\НЙматларнни топншга аЙТI'Дадн. Тенгламаларнн ечнwда 
унннг анИI\ланнw СОJ\ЗСИНН топнш 'У!Р доим J\Зм му,\им тад

бир J9tсо6ланавермаЙДи. Шундай тенгламалар учраwи мум
кинки, уларнннг аНИl\ланиw СОJ\ЗCини топиw тенгламанн 

ечиwдaн J\ЗМ мураккаб булиwи мумкин, бундай ~олда то
пил ган ечимларни текwириб KYPНW мal\caдra мувофи~нр. 
Тенгламанн ечнwда аниlV'laНИW СО'У!снга эътибор берилса, у 
JijОЛда тенгламада тегишли алмawтирнwлар бажариwдa аин,,
ланИlU СО'У!сннннг торайнwн ёки кенгайиwига алщида а'У!
мнят берилиwи, сунгра топилган ечнмлаРНII алщида шарт
лар билан олнниши лозимдир. 

Мисол. V х'-х - 2 = х - 3 тснгламани ечннг. 
Е q и Ш. V х2 - Х - 2 = х - 3 тенгламанинг чап ТОМОНН 

(- 00; -1] ва (2; + 00) ео\Зл;tрда аНИJ\Ланган ва х2 - х
- 2 ~ О манфнй змае,. лекин унг томони х;;;;' 3 да манфий 
эмас. Бундан куриннб турибдики, тенгламанн (3; + 00) да 
жуфт даражага оwирнw мумкнн, натнжада х = 2,2 нн ~осил 
I\иламиз. Топилган ечим 2 < 2,2 < 3 булгани учун тенглик
ни тУТРи тенгликка айлантира олмаАди, Демак, у Е'чим змае. 
Тенглама ечимга зга эмае. 

Соддалнк учун 
F (~, у, z, а, Ь, с) = О (F ~ О) (3) 

ва 

{(х, У, z, а, Ь, , с) = О ({~O) (4) 
тенглама (тенгсизлик) лар берилган БУлснн. 

89- т а ъ риф. Агар (3) тенгламанuнг (тенгсизлuкнuнг) 
:{ар I{йHдaй ечUAШ тенгламанинг (тенгсuзлuкнинг) ечuAtu 
бgлса, у ~OAдa (4) тенгАаАСа (тенгсизлuк) (3) нинг нarrш
жасu дeaUJlйди. 
м и с ол л ар. 1. 2х - 6=х тенгламанинг натнжаеи (2х

- 6)1 = ~I. 
2. х - 2 > 1 тенгсизликиннг наrnжаси (х -- 2)(х2 + 3) ;> 

~x2+3. 
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(3) ва (4) тенглама (тенгеиЗJIИК) лар бирор В co~дa aHH~
ланган булеин. 

90- т а ъ риф. Агар 8 сщада (3) meниама (meнzcизлuк) 
нинг ечuмлар тgnлаAtU (4) meнгЛаАСа (meнzcизAUК) ни ечuм
лар тgnлами ва аксинча, (4) meнгЛаАСа (meнгсUЗAUК) Huнг 
ечuмлар туnлами (3) тенглама (тенгсизAUК) нинг 
ечи-члар туnлами булеа, у ~лда (3) ва (4) meнгла-ча 
(тенгcuзлuк) лар В сщада meнг кучли (эквивалент) meнг
ла-ча (meнгсuзлuк) лар дeЙUAaди. 

2 _ 2 1 5х(ха+ 1)+1 
Миеол. х +6-5х ва х +6+ %1+1 = .1:2+1 

(х2 -+- 6 ;;;,. 5х ва XZ + 6+ V х2+ 1 ~ 5х + V х2+ 1) тенглltма
лар (тенгсизликлзр) R да тенг кучлидир, чунки 90- таъриф
ни ~ноотлаитиради. 

Берилган f (х. а, Ь, . ,с) Ба ер (х, а, Ь, ,с) Ба 
t (х. а, Ь,. ,с) ларнинг ани~ниш ещалари мое равишда 
D (п. D (ер) ва D (t) булеин. 

101- теорема. Агар D(t):=.D(f)nD(!p) булеа, у {олда 
f =!р (5) ~ f + t = ер + t(6) (! > ep~! + t > ер + t) БУлади. 

И е б о т и. Теореманинг шартига кура (5) нинг ихтиёрий 
бир ечимини хо дееак, у J\о.'1да J (хо • а, Ь. .., с) = !р (хо• а, 
Ь. ,с) (5') ТУFрИ тенгликка аЙЛанади.D(t)~D(f)ПD(ср) 
га аеосан xoED (t) булганлиги учун f (хо, а. • с) + 
+ t (хо , а ,. ., с) =ср (хо ' а. . .• с) + t (хо , а, , с) 
(6') тенглик ТУFРИ тенгЛикдир. Агар (6') нинг ~:!p икка
ла томонига - t (хо , а, , с) ни ~ушеак, у ~()J]да (5') 
ни ~оеи_'1 ,,"иламиэ, натижада 90- таърифга асосан (5) ва 
(6) тенглама (тенгсизлик) лар тенг кучли б5'ЛiЩИ. 

1- натижа. D(f) nD(cp) да f = ep~f-ep = О булаДII. 
102- те о р е м а. Агар D (t) ~D (f) n D(!p) ва t=t= О бул

са, у {олда 

БУлtJдu. 

{= ep(5)~f·t = ep·t(7) 
(! > О Л f > ер ~ {! > ер [) 

И е б о т и, 1 О 1- тeo~Maгa аеосан' = ер (5) ечимлар туп
ламида D (t) ~ D (f) n D(ep) га асосан t (х, а, Ь, .. , с) маъ
нога эга Ба t (х, а. , с) =t= О эканига асосан (7) нинг ~aM 
ечим.'1ари булади ва аКСlIнча ~M юз беради. Бундан 89 ва 
90- таърнфларга аеосан (5) Ба (7) лар узаро тенг КУЧ.'lНДIlР. 
Шу билан 102- теорема иебот БУлди. 

103- теорема. Агар В сщада '(х. а, Ь, , с);;;;' О 
ва !р (х, а, , с) ~ О бgлеа, у ~олда 

f = ер (5) ~ '" = ер", n Е N (8) 
бgладu. 
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Исботн. 103- тropeмаНИRГ шартига кура В = D(f) n.D(ep) 
булиб, f ~ о ва ер ;;> о маълумдир. Шундзй хо Е В мавжуд
кн, f (хо• а, Ь, ., е) = ер (хо, а, Ь,. • с) булиб, хо (5) 
нниг илднэи. БУлади. Энди В да (5) нинг нккала ТОМОИЮJИ 
n· даражага оширамиз, натижада 

(! (хо' а, Ь, , e)JII = (ер (хо , а • е))n <:> (! (хо' а, • . ,e)Jn-

-{ер (хо, а, e)Jn = (! (хо , а, • с)-ер (хо, а, , c)Jx 

х I! (хо , а, Ь, • с»)"-I + (! (хо , а, • ej"-Jep(xo, а, ...• е)+ 
• 

+ + (ер(Хо , а, снn-I = О 

~ОСИJI БУлади. Бундан 89- таърифга асосаи (5) нинг ечими 
(8) иинг ечими БУлади. 102- теорема га асосан (8) нин г ечи
ми (5) иинг ечими эканини куриш мумкин. Бундан 90- таъ
рифга IiСосан (5) ва (8) тенг кучлидир. Шу билаи теорема 
исбот ~илинди 

104- ТIe о Р е м а. Агар берилган а > о, а+ 1 сонлар учун 
В со,{ада '(х) ва ер (х) муе6am булеа, у ,{олда f (х) = <р(х}<:> 
<:> loga f (х) = loga ер (х) 6уладu. 

Бу теореманинг иеботи бевосита 1021 ва 103- теоремалар-
дан келиб чн~ади. . 

105- те о Р е м а. Агар {(х) функция D (f) да монотон 
усувчи булеа, у ,{()лда {(х) = х (9) ва {{{ (х») = х (1 О) mенг
ламалар узаро meнг КIjЧЛU булади. 

И е б о т и. Теореманинг шартига кура {(х) функция D(f) 
да монотон усувчи на шу билан бирга (10) тенглама (9) нинг 
нап.жасидир, чунки (9) нинг ~p бир ечими (1 О) НII ".ано
атлантиради. Чунки хо (9) нинг ечими булса, у х,олда {(хо)= 
= хо эканидан {{! (хо)) = {(хо) = ХО БУ.~адн. 

Энди (10) нинг ~p бир еЧI1МИ (9) ни "iаноатлантиришини 
курсатамиз, яъни {({ (хо)) = хо булеин. Фараз "iилаilrJик. 
{(хо)+ хо булеин, у х,олда {(хо) > хо еки {(хо) < хо булади. 
Бундан {(хо) > хо булеlfН, у ~олда {[{(хо)) > { \ХО) > ХО бу
либ, fI{ (хо ») = хо га ЗI!ДЦИр. Демак, (9) ва (10) тенг куч
лидир. Шу билан теорема иеботланди. 

Миеоллар. 1. ~ 1 + VX- = х - 1 тенглама 

1 + V 1 + Vx = х тенгламага, бу эса 1 + VX- = х тенг
ламага тенг кучЛиДИр. 
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2. r + 1 = 2~ 2х - 1 теНГ.'1аманинг шаклиии уэгартир-

(ZЭ -i- 1 )3 
1 + -2- z3 1 • 

сак, ... =X<::t,+ = х экаиини куриш мумкин. 
Мустаl\ИЛ ечиw учун мнсOI ва масалалар 

к,уйидаги тенгламалар R да тевг кучлими? 
xI-4 

1. --2 = -4 ва х-2= -4 . 
.1'-

2 . .1'(.1'-2) .!. = Sx' ва 3(х2-2х + 
х2 +81 + 3 3.1'1 + 3 ) 

+ 2 (х2 + 1) = 5х2 • 

3. х-2 = 7-2х ва (х:-2)I = (7-2х)2. 
4. 3xJ- 1 = 4х - 2 ва (3х - 1)· = (4х-2)4. 

5. f (х) = !р(х) ва [! (х)]2 = [ер (х)]2, 
6. '~(x) = ер (х) ва (! (х)] 11 = ('Р (Х)]II; kEN. 

2Н_I f - 2k+1 
7. V '(х) = ер(х) ва f (х) = (ер (х)] ; kEN. 

8. хl - 1 = О ва V х' - 1 = О. 

9. V f (х) V ер(х) = О ва V f (х)· (j) (Х) = О. 
10. Ь (r) = 11 (.1') + 12 (.1') ва 11 (х) = {~ (.1') • 

ерl (.1') ерl (.1') + СМ.1') ерl (.1') ер2 (.1') 

I\уйидаги тенгсизликла р R да тенг куч.'1ими? 

2~ 

1 1 
11. х > 1 ва х + -- > 1 + --о 

4-.1' 4-% 

12. 3х+ 1 > 1 ва (3х+ 1) +.t-4 >х-3. 
13. х-3 >2 ва (х-3)(х + 1)2 > 2(х + 1). 
14. х-з >2 ва (х-З)(х-I) >2(x-I). 
15. -х2 -5х+ 6>0 ва х2 +5х-6>0. 

16. х-I >0 ва (6х2 +Зх+5)(I-х)<0. 
17. 2(х-х2 -З)(l-4х) >0 ва 4х-l >0. 

1 1-2~-~ 1 
18. -- >2 ва >0. 19. - >2 ва 

.1'-3 .1'-3 .1'-3 

О %-2 
1 > 2 (х - З). 2. -- > О ва (х - 2)(5 - х) > О. 

5-.1' 



21, %-2 
ха (5 _ х) > О ва (х - 2)(5 - х) > О. 

22. 1 1 
(%+5)2 > (%+1)1 Ба (х + 5)1 < (х + 1)1. 

х t 
-, -- > . ва хl 

- 3.1 + 2 > .11-
- 3х + 1 х' + Зх т 2' 

23. 

-Зх+ 1. 

5 
5-х 4 

24. -х>4 ва-- >-. 
х+ 1 .х+ 1 

2- §. 6ИРИНЧИ ВА ИККИНЧИ ДАРАЖАЛИ ТЕНГ ЛАМА 
8А ТЕНГСИЭЛИКЛАР 

91-таъриф. Ушбу 

ах + Ьу + ... + CZ:= d (ах + Ьу + + cz ~d) (1) 

курuнuшдагu тенглама (тенгсuзлuк) бuрuнчu даражалu 
теН2Лйма (тенгСUЗАUК) дейuладu 
М и с о л л а р. 1. ах = Ь - бир номаълумли liИЗИI\ЛИ тенг

.'lама. 

2. ах + Ьу = с - икки номаълум.1И ЧИЗIЩЛИ тенглама. 
3. ах + Ьу + cz > d - уч номаълумли ЧИЗИI\ЛИ теНГСИЗ-

лик. 

1. Бир номаълумли ах = Ь ЧИЗИl\ЛИ тенг ламада: 
а) Агар а*О ва Ь*О tiУЖJi, У х,олда х = Ь:а БS'лади; 
б) агар a=l= О ва Ь = О булса, У х,олда х = О булади; 
В) агар а = О ва Ь* Обулса, l'енг лама ечимга эга эмас. 
г) агар а = О ва Ь = Обулса, теиг лама чексиз куп ечим-

га lra БУладн. 
Мисоллар. 1. 2х+3=х+5теигламани ечинг. 
Е ч и ш. 2х + 3 = х + 5 (:) 2х - х = 5 - 3 (:) х = 2. 
2. 2х + 3 = 3х - 3 теНГЛЗМJiни ечинг~ 
Е чи ш' 2х + 3 = 2х - 3 ~ ~ - 3 тенглаМ::t ечимга эга 

ЭМJiс, 

11. Бир номаълумли ах >Ь ЧНЗИI\.'lИ тенгсизликнинг ечими: 
а) агар а > Обулса, х > ~ булади; 

а 

б) агар а = О булнб, Ь < Обулса, ихтиёрий J\ЗI\ИI\ИЙ сон 
тенгсизликни I\аноатлантиради; 

В) агар а < О .БУлса, х < - ..!!... БУлади. 
а 

111. Бириичи даражали ИККII номаълумли 
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ах + Ьу = с (2) 

тенгламанинг ечими 

(2) ни ~ноатnантирув
чи (х, у) жyфrnИКJIар 
тупламидан иборат бу-

tlUW""'" - \ ... пади. ,..- _. х Агар ах + Ьу > с 
n (ёки х + Ьу < с) тенг-

40- расм. 

nикни I\аноатnантирувчи ечимлар 

ган co~дaH иборат БУлади. 

СИ3JJик бери.nган 65'л
са. у ~onдa тенгсиз-

40- чизмадаги штрихлан-

92- таъриф. Уш6у 

ах2 + Ьх + с = О. а * О. (3) 

куринишдаги mенглама квадрат meнглаAla дeЙи/llJди. Бу 
ер.з.а а, Ь, с лар парамеlрлар булиб, уларнинг турли к.иЙмат
ларида турли квадрат тенгламaJlар ~оси", БУлади. 

Квадрат тенгламалар ах3 + с = О, ах2 = О, ах2 + Ьх = О 
чала К8адраm тенглаAtалар ва ах2 -:- Ьх + с = О, а +- О ту
лu"i квадрат meнгЛaAtа ~aMдa - х2 + рх + q = о келmuри.z-

• ган квадрат meнглаAlaларга ажралади. 
Бу тенгламаларнинг ечи.nиши мактаб математикасидан 

маълумдир_ Мактаб математикасидан М3ЪЛУМКИ, ах' + Ьх+ 
+ с = О, а +- О теНгламани ечиш учун аввал ундан Т)'.1ИI<. 
квадрат ажраПlJlади, сунгра радикал ёрдаМ1iда унинг ечим
лари топилади: 

ах2 + Ьх + с = а ,\"2 + - х + - = а х + - -h с ) ( Ь)3 
о о 20 

lJ2 - 4ас _ О (+ Ь)2 ь' - 4ас I + ь 1_ -~x -= ~x--
~ ~ ~ ~ 

V fiJ - 4ас ,Ь V b~ - 4ас = ~x -т - = ± ; 
4~ ~ 4~ 

х = _b±J;r fiJ-4ас (А) 
1.2 2а 

Агар бу ерда D = Ь2 
- 4ас деб белги.nасак. X1.2 = 

- Ь ~:o буnади. 

106- т е о р е м а. (3) квадрат mенглa.Atа R да: {Ш\UIfUЙ 
{ар хил илдuзга эга 6gлиши учун D > О. {Ш\u~uй 6ир хил 
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uAдuЭАО.рга ага бgAUШU учун D = О; uАдuзга эга бgJlNШ
Аиги учgн D < О бgJlUШU эарур ва еmaРJlидuр. 

И с б о т и. ХаI9f~таи JYlM, 

х+- =-( Ь)' D 
2а 4at 

(4) 

да D > Обулса, теиг лик аии~игаи були б, бундаи Х1 = 
- Ь -:а y'lf ва Ха = - ь--;: y'lf J\З19f~ИЙ ~ Р хил илднэлар-

ии ~осил ~нламиз. 

Агар D = О булса, у ~OJIда (х + 1...)1 = _D_ =0 булиб, 
2а 4а2 

хl = х! = - ..!!..... бир хил илднзларга эга БУламиз. Агар 
2а 

D< Обулса, (4) 1t'иглик мавжуд булмайдн, теиглама ил
дизга эга БУлмаЙдн. Шу билаи теорема исбот БУлди. 

Агар (3) тенгламада Ь = 2k булса, у ~OJIда ах! + 2kx+ 
-k± У k2 - ас + С = О, a=l= О теигламанинг ечимини х= ---'----

а 

формула ор~али топнлади. 

(3) тенгламанн х2 + ..!!..... х+ .!... = О курннишга келтириб 
а а· 

Ь с 
ва р = -; q = - ор~али белГИ.'lаб, 

а а 

х2 + P.~ + q = о (5) 

га келамиз. (5) келтирАлган квадрат т~нглама БУлади. 
107--rеорема (Виет теоремаси). Агар Хl ва х! 

сонлар (5) нинг uлдuзларu БУлса. у ~олда Х1 + Х! = - Р 
ва X1 ' Ха = q БУладu. 

И с б о т и. ТеOJ)еманинг шартига кура X1 ва- Ха тенглама-

нинг илдизлари. Сунгра (А) га асосан Хl = - ..E..+Vt.-ч 2 4 

ва х! = - -f - V ~- -=q булиб, Х1 +Ха =2( - ~ )=-р 
булиши J\Змда 

x1,xa = (- ~ + V~~ q)(-f-V ~~ -q)= 
РЗ р2 =---+q=q 
4 4 

экани келиб чи~ади. 
Шу билан теорема исбот ~нлинди. 
Бу теоремадан ~восита х' + рх + q = х' - (X1 + xJx+ . 
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+ Х1 'Ха = х2 -X1X-X2X + X1X2 = (X-X1)(X-XJ еки аГ+ 
+ Ьх + с = а (Х - X1) (Х - х2) ,\ОСИЛ булади. 

Квадрат тенгламаларни ечиш.lJЗ купаАтувчиларга ажратнш 
усули ~M узига хос му,\имдир. Агар Ь КоэффlЩИентни Ь = 
= Ь1 + Ь! кУ'ринишида а: Ь1 = Ь2 : с шарти бажариладиган 
~илиб ифодаЛilШ мумкин булса, у ~o.nд;\ 

ах' + Ьх + с = а (х - а) (х - ~) 

га эга БУламиз. 
М и с о Л. х2 - 5 х + 6 = О ~ х· - Зх - 2х + 6 = 

= (х-З) (х-2)=0 БУ.1иБ. БУНД1Н{ 2; З} ечимларни ~ОСИЛ ~и
ламиз. 

9З- та ъриф. Ушбу 

aг+bx+c~O, а*О (6) 
курuнuшдaгu f1WнгcuЭАUК lCIJaдpam f1Wнгcuздик деЙUладu. 

Мисол. 2х2 +Зх-l >0, х2 -Зх+2 ~O, 

х' - х - 5 < О, х2 - Зх + 6 ~ О квадрат тенгсизликлардир. 
1. ах2 + Ьх + с ::::> О тенгсизлик берилган БУ'лсин, у "ол

да, агар: 

!I 91 

х 
о x,=Xz .f 

41· раск. 42· раск. 

1) а> О ва D > Обулса . .1:"1' Х2 Е R булиб, Х1 < Х! учун 
ечим (-""; xIJU(XZ; +"") БУлад.: (41-чизма); 

2) а> О ва D = О булс.:1, Х 1 = хаЕН булиб. ечим ХЕН 
булади (42- чизма); 

З) а> О ва D < Обулса, X1, Х2 ~ R булиб, ечим ХЕ R 
булади (4З- чизма); 

4) а < О; D > Обулса, X 1' Х.,ЕН булиб, Х1 < Х2 YQYH 
ечим (x1; Х.) булади (44- чизма); 
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, 
!J 

о ~ 

о х \ 
43-раеи. 44-раем_ 

5) а < О ва D = О 6УJJЩ X1 = Ха Е R 65'ли6, Х: = X1 ечим 
6улади (45- Ч!Шta); 

6) а < О ва D < О 6улса, X 1, Ха ~ R 6улиб, ечим 6уш 
туплам 6У.1ади (46- чизма). 

Мисол. Х' -5х + 6 > О тенгсизликни ечинг. 
Ечнш. а= 1; О=1 >0. x1=2; ха =3; ечим (-00; 2)U 

U (3; + 00) 6У_'1ЗДИ. 
11. aX;I + Ь..: + с :s;;;; О теНГС;IЗЛИК учун: ~" 
1) а> О ва D > О бу_,ганда (41-чизма) Xj , Х2 ЕН булиб, 

X 1 < Х. учун ечим [x1: Х2] бу.'1t1ДН; 
2) а> О Ба D = О 6улганда (42-чизма) X 1 = X2EH~ бу

ли6, ечим Х = X 1 = Х, 6У.1аДЯ; 
3) а> О ва D < О 6улганда (43- чизма) X 1 , Х, ~H 6УnИб, 

тенгсизлик ечимга эга эмас; 

!I gr 
о х о ~ 

(\ 
45- раем. 46- рас .. ·, 
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4) а<О ва D>O булганда (44-чиэма) х1 , х.ЕВ булиб, 
Х1 < х. учун ечим (- CIO; х1 ) U [х.; + CIO) буладн; 

5) а < О ва D = О буnrанда .(45- чиэма) Х1 = х.ЕВ 155'
ли б, ечим хЕВ буnaди (IVIтьий т~нгсиэnик учу н ечим хЕВ, 
,{xJ буладн); 

б) а < О ва D < О булганда (46- чиэма) х1' х. f R булиб, 
ечим х Е R БУлади. 

Мисол. х2 -6х+8 О т~нгсизпикни ечинг. 
Е ч и Ш. а = 1 :> О &1 D = 4; Х1 = 4; х. = 2 були б, ечим 

(2; 4) оpanи~ булади 
М о Д у л ь ~ а т н а ш г а н б и Р У э г а р у в ч и л и т е н г

лама ва тенгсиэликларни ечиш. 

94- т а ъ риф. Агар 

f (х, у, ... , z, а, Ь, , с) = О; 
и(х, у, , z, а, с) ~OJ (1) 

'тенгла.lШда (meнгсUЗАuкда) {jзгарувчuлар AWдул 6елгucu ОС· 
muда Ifйmнашса, у ~олда 6ундай. mенгла.waлар (mенгсuз
лuклар) модуллu meнгламалар (meнгсuзлuклар) деЙuладu. 

М и с о л л а р. Ix - 21 = З; Ix2 + 2 х + 41 = 5; 
12 х + 31 + 14 х - I! > 4. 

Модулли тенгламаларнинг l\Yйидаги туpnарини куриб чи-
~"йлик: --

1. {' f (х, у, z, а, Ь, , с)1 = k, с:> 
k;;;.O 

(:) {' (х, у, 
k;;;.O 

v {f(x, у, 
k;;.O. 

. z, а, Ь, 

,Z, а, Ь, 

, с) = k. V 

,с) = -k, 

Тенглама бир уэгарувчили булган ~олда: 

{~~b = k, (:) [! (х) = k Л k ;;;. О) V (f (х) = - k Л k ~ О»). 

м и с о л. 'х - 21 = 1 тенг Лttмани ечинг. 
Е ч и ш. ,х - 2/ = 1 с:> /(х - 2 = / л х -- 2 ;;;. О) V (х - 2 = 

= -1 л х - 2 < О) J с:> [(х = 3 л х ~ 2) V (х = I л х < 2)) ~ А = 
= 'х\х = 1; х = 3}. 

11 f (\х, а, Ь, , с\) = k. 
Хусусий ,\олда ~уйидаги куринишдаги теНГ.'lамани f\араЙJ!ИК: 
f (Iax + bl) = k с:> [! (- (ах + Ь» = k Л ах + Ь ~ О V 
V f(ах+Ь)=kЛах+Ь>О). 

Маълумки, ФУНКЦИЯНIfНГ жуфтлик хоссасига асосан CL сон 
f (Ix, а, Ь, с\) = k теllГ ламанинг илдизи булеа. у ,\ол-
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да - (1 ~M шу тенг nаманинг иnдиэи БУnади. Шунинг учун 
нккаna системадан биринн ечиш етарпидир. 
М и с о n. х' -IX\ = б тенгnaмани ечинг. 
Ечиш. }·усуn. x'-lхl=б<:>(хl-х-б=ОЛх:> 

~ О) v (х' + х - б = О Л х < О)) <:> (х' - х - б = О Л х ;> . 
~ О ".. (х = 3 Л х ~ О) v (х = - 2 Л х ;;;. О» V (х' + х - б = 
= О Л х < О => (х = - 3 Л х < О) V (х = 2 Л х < О))) <:> 
<:> [(х = 3 Л х ;;;. О) V (х = - 3 Л х < О) J ~ А = {х\х = 3; х = 
= -- 3} = {-3; 3}. 

2- у с у n. х' - IX\ = б <:> Ixll -IX\ = б ~ ох\ = 3 V Ixl * "* - 2) * Ixl = 3; А = {-3; 3}. 
ш. 1I (х, о, Ь, , с)1 = ер (х, о, Ь, . с). 
Бу ~onдa 1I (х, о, Ь, ( c)1 = ер (х, о. Ь 

j
/(x. о, Ь, 

<:> 1 (х, о, 

ер (х, а, 

j
' (х, о, Ь, 

V I(х. о, 
ер (х, О, 

с) = ер (х, о. с). 

, с) > О, 
• с);;;. о. 

, с) = -- ер (х. о. 

• с) ~ О. 
, с) > о. 

v 

, с), 

с) <:> 

м и с о n пар.} :9 - 3 х\ = 14 - 5.\1 + 12 х + 51 тенгna
мани ечинг. 

Е ч и ш. 10 + ы = Ia\ + IbI·e> аЬ ;;;. О га асосан 

19 - 3 хl = /4 - 5 xl + 12 х + 51 <:> (4 - 5 х) (2 х + 5) ~ 0<:> 
<:> - 2,5 .;;; х .s;;; 0,8. 

Демак, ечимnaр 1УП.'lЗМИ: А = {xl- 2,5 .s;;; х .s;;; 0.8}. 
2. 19-ЗХI < 14-5хl + 12х+ 51 тенгснзnикнн ечинг. 
Е ч и ш. 9 - 3 х = 4 - 5 х + 2 х + 5 буnиб, [а + Ы ~ 

..;;; :al + Ibl <:> аЬ < О га асосан 

(4 - 5 х) (2 х + 5) < О <:> (х < - 2,5 V х > 0,8). 

Жавоби. xE(-оо; -2,5)U(O,8; +00). 
3. 'х + 2 а\ + 'х - aI < 3 х тенгсизnикни ечинг. 
Е ч и ш. Агар о > О буnса, у ~onдa - 2 о < о буnади; 

агар о < О буnса, у x,onдa 0< - 2 абупади: 
Ix+ 201+ \х -аl < 3х <:> [(х+2а;;. О ЛХ -o~ О Лх + 20 + 
+x-а<3~V~+2а<олх-о;;,ОЛ-х-2а+х-
-0<3~v~+20;;;.ОЛх-о<ОЛх+20-Х+0< 

< 3 х) V (х + 2 о < О Л х - о < О Л х + 2 о + х - о > 3 х») с:> 
<:> [(х ;;;. - 2 о Л х ~ а Л х ;> о) V (х < - 2 о Л х ;;;. о Л х > 

213 



> - а) v (х :> - 2 а Л х < а Л х > а) v (х < - 2 а Л х < 

<алх>-=;)]. 
Жа воби. Агар а < О БУлса. У ~OJJдa хЕ[2а; +(0); 

агар а = О БУлса. у ~OJJдa Х Е (О; + (0); аг$ а > О бу.lса. 
у ~OJJдa хЕ (а; + (0). 

MYCT811t ил ечиw учун МИСОл ва масалалар 

к,уйидаги тенгламаларни ечинг: 

214 

1. а) x(x-15)=3(l08-5x); 
б) (х - 7) (х + 3) + (х - 1) (х + 5) = 102' 
в) (3х-8)2 - (4х _6)2 + (5х -2)(5х f 2) = 96; 
г) 3х'-11 + 74-2.1'2 = 10; 

8 12 

д) 5.1' + 7 2.1' + 21 = 8 ~ 
.1'-2 .1'+2 3 

2. <!) r+12x=-35; 
в) 3 х2 - 5 х - 2 = О; 

б) r - 7 х + 12 = О; 
г) 5 х2 - 8 х + 3 = О; 

д) 4х2 --17х-15=0. 

з.а)~- 13 7+18% 
r-l %%+.1'+1 х3-1 

б) 2 =_1_+ 2.1'-1 
жt-х+1 х+1 ХЭ+1 

в)_13 __ 17.1'+10 =_._5_; 
ХЭ+1 5х2-5х+5. .1'+1 

г) х+ 36 = .1'+6 _ .1'1-.1'+ 16 

х'-1 х-l %'+.1'+1 

4) 
1 20.1'+1 7-5х 

. а • 
4.1' + 8 4 х' - 16 х-' - 4 .1' + 4 

2 1 .1'-4 
б)-----+-, -=0; 
x~-4 хl -2х гт2% 

В) 1 _4_=.1"+ 10% 
.xI-хl +х-1 х+1 .1'·-1 

582 

4х' + 21 

1'3 +х'+х+ 1 _ 

20 
г) -----=--

х' - 4 хl - 1 Х' - 3 .1' + 2 r+3.t+2 • 



1 1 1 1 
5. а) -- + -- = -- + -- ; 

%+2 %+20 %+4 %+8 
1 1 1 1 

б)--+--=-+--; 
ж-б %-4 %+2 %-7 

1 1 1 1 
В)-----=-----; 

.1"-8 %-2 %- 11 %-10 

1 1 1 1 
r)-- +--=--+--

% - 9 % - 7 ,r + 18 % - 10 

I\yйидаги тенгсизликларни ечинг: 

б. а) х'-х-90 < О; 
В) - х2 - 2 х + 48 < О; 
д) 25x2l -10x+ 1 > О; 
ж) -x2I-12х-l00<0; 

б) бх'-7х+2>0; 
г) 8xl +)Ox-З>0; 
е) 49 х' - 28 х + 4 < О; 
э) 4х'-4х+ 15<0. 

7. а) 35% 
4 + 10х-бхl 

_ х + 2 + 3х - 1 ~ О; 
3х+ 1 %- 2 

б) 25х-21 + 2х-3 ~ %+4 
2.r+5,r-12 х+4 2х-3 

В) 13 + 1 .s;;_б_ 
2~+y-21 2у+7 ~-9 

_Х--,+_1_5_ < _1_ . 
х2 ":"':25 ~x+2 

г) ,r + 9 
х'-3%-10 

8. ТеНГJlамани ечинг: 

(х' + х + 1) + (х2 + 2 х + З) + (х' + 3 х + 5) + . + 
+ (х' + 20х + 39) = 4500.] 

9. а нинг ~'1ндай ~ийматида 9 х2 
- 2 х + а = б - ах 

тенгламанинг илдиэnари тенг булади? 
10. т нин г tylидай ~ийматларида х3 - х + m" = О тенг

лама ~а~ИJ9fЙ ~p хил, ~~III4\ИЙ бир хил илдиэ.ilарга эга 
булади? 

11. k нинг ~андай ~ийматида (k - 12) х2 + 2 (k - 12) х + 
+ 2 = О тенглама ~~и~ий илдизга эга булмайди? 

1 1 
12. Берилган Xl = У ва Х2 = У илдиэ-

10- 72 10+ б 2 
лари га кура квадрат тенглама туэинг. 

13. а нинг ~андай ~иАматнда х' + ах+а+2=О тенглама 
илдиэnарининг нисбати 2 га тенг буnaди? 

15 
14. а иинг JViндай ~ийматларида х2 - - Х + а = О 

• 4 
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тенгламакннг нлдизларн Х) = ~ муносабатни ~аноатлантира
дк? 

15. а КИНГ ~андай ~иАматИдЗ' r + ах + 1 = О Ба х' + 
+ х + а = О тенгламалар умумий ечимга зга булади? 

1 б. 2 r - 3 ах - 2 = О тенг ламанинг нлдизлари Х) Ба Ха 
б " -3 + -3 _« __ 
улез, x1 Х2 ни ~ИUJ\NlC:IIиг. 

17. т нинг ~андай ~нйматларида (т + 4) х2 + 2 mх + 
+ 2 т - б < О тенгсизликнинг ~чими R булади? 

18. k га нисбгтан ~уйидаги тенгсизликларнинг ечими 
буладиган ва булмайдиган оралИJV'IЗрни ургаиинг. 

а) (k-I)x'-(k+ I)x+k+ 1 >0; б) (k-2)xl +8x+ 
+ k+ 4 <О; 

В) х! + kx + k > О; г) kr - 4 х + 3 k + 1 < О; 
д) г-бkх+2-2k+9k2<0; е) (k-3)x' -3x-k+1 >0. 

19. l\Уйидаги тенгламаларни ечинг: 

а) Iх-21 + 'х-31 + '2х-81 = 9; 
б) 14x-II-12x-3/ + Iх-2/ = О; 
В) !х - 11 + Iх + 21- Iх - 31 = 4; 
г) !х - 1 -:х + 21 - 12 х - 51 + 13 - хl = - 3; 
д) lII/xl-21-11-21 =2. 

20. к,уйидзги naраметрлlf тенгламаларни ечинг: 

а) 2Ix+al-jx-2al =3а; б) x=2Ix-al-2 Ix-2a'; 
2а1 

В) а--- =0; г) Ix+3al--lx-al =2а; 
Ix+a/ 

д) !х! _а3/ = (х + 3а)l; е) х + 21х+аl 
х 

а 

х 

Модулли тенгламаларни ечIlНГ: 
21. 12х-х2 -1/ = 2x-xl -l. 
22. 15 х - х' - б = хl - 5 х + б. 

l\уйидаги тенгсизликларни аналитик усулда ечинг: 

23. 12х + 71-/3Х + 51 > О. 
24. 12 х + 51 -/3х - 71 < о. 
25. Ix -11 + 12 х - 61 < 3. 
26. х-l + 'х-31 > 2. 
27. Iх-l/ + 'х+ 21-lx-3i > 4. 
28. 'Х + 2 + 'х + 11 + 'х - 41 > 9. 
29. Ix - 11 -Ix - 21 + ~x - 3: -\х - 41 + \х - 5) .;;; 3. 
30. 'х+ 2,-lx+ 1 + Ix,-Ix-I/ + ,х-21 > 2,5. 
31. Iхl-х-бl > 3+ х. 
32. /r-бх+81 < 5x-r. 
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33. /5х _·х2 -61> х2 - 5х + 6. 
34. Ix2 -3х + 21 > 3х-х2 -2. 
35. I X2+6x+51>x2 -8х+ 16. 

xt - Ixl-6 38. ;>2х. 
х- 2 

4х-I I 39. ~ х+ 11. 
(х- 1/ 

3- §. ЮI\ОРИ ДАРАЖАЛИ ТЕНГ ЛАМА ВА ТЕНГСИЗЛИКЛАР 

95-таъриФ. Ушбу 

aoxn+alxn-l+ ..• +an_lx+an=O(~O), ao=l=O (1) 

mенглама (mенгсuзлuк) юк,ОрU даражалu тенглама (meнг
СUЗЛUК) деЙuладu. 

Миеол. 2х!\ + 6х4 -3х3 + 2х2 + 7 х + 6 = О бешин
чи даражали тенгламадир. 

Агар (1) да ао • а!, ... , аn Е z булса, у х.олда (l) ни 
буmун коэффuцuентлu юк,ОрU даражалu тенглама дейи
лади, Агар ао = 1 булса, у х.олда (1) ни келmuрuлган тенг
лама деЙилади. 
• 108-теореМ<1. Агар 

хn + а1хn- 1 + . . . + an_1x + аn = О (2) 
бутун коэффuцuентлu тенглам,а буту н ечuмга эга булса. 
у :r;олда бу ечuм озод :r;аднuнг булувчuсu буладu. 

И е б о т и. Теореманинг шартига кура (2) бутун коэффи-
циентли були б, бутун х = k ечимга эга, яъни kn + a1kn

-
1 + 

+ ... + аn_ 1 k + аn = О булиб, бунда н аn = k (_ kn- 1 -

- a1k
n

-
2 
-- ••• - an_ 1) булади. Х;осил I\илинган натижа

нин г унг томони ИКК!iта бутун еоннинг купайтмаеи булган
лиги учун an,k булади. Теорема иебот БУлди. 

Купинча f (х) = аnхn + Jn_1X
n
-

1 + . .. + a1x + ао куп
х.адни х - а икки х.адга булишда булинма ва I\ОЛДИ,\НИНГ 
коэффициентларини I\уйидагича топилади: изланаётган булин
манинг булувчига купайтмаеи билан f (а) нинг ЙИFиндиеи 
f (х) га тенг булиши керак, яъни f (х) = (х - а) g (х) + I\; 
I\ = f (а). Бундан Ьn_ 1 = аn ; аn_ 1 = Ьn_2 - а bn_ 1, . .. ёки 

Ьn_1 = аn; Ьn_2 = аn_1 + а bn_ 1; Ьn_з = аn_2 + а Ьn_2; ••• , 

I\ = ао + а Ьо БУлади. Бу натижани I\уйидаги жадвал кури
нишида ёзамиз. 
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~ 

I а" ] а,,-I I Q"-:l I I а, I 
I I Ь,,"-з = 

а Ь"_I = а" Ь" _ :l ~ = а"-2 + К. = ао + а.Ь, 
=а"_1 т ' + аЬ"_2 I 

+аЬ_1 I 
-- --

Бу схема Горнер cxeJ/CQCU деirnлМII. 
109- те о ре м а. Агйр буmун коэффuцuенm.AJJ (1) meнг-

лa.tlй J!... , (р, q) = 1, paцuонал uлдuзга sгй бgAaJ, У ~олдй 
q 

р озод JfaдHUHZ бgлу8'ШСU, q бош Jfйд коэффицuенmи йо 
нuнг 6ул!J8ЧUСU 6gлaдu. 

и с б о т и. Теореманинг шаргига 

(1) нинг II.1ДИЗII булгани учун 

кура g, (р, q) = 1, 
q 

( 
р )" р ,,-1 

йо -;- + й1 (,q) + +й"_1 J!.... +й,,=О 
q 

(3) 

були б, бундан 

",,-1 "-1+ " О йоР +a1p q+ +й"_1 pq й"q = (3') 

~ОСНЛ бу.'1адн. Бу (3') дан 
" ( 11-1 11-2 ,,-3 t 

й"q = Р -йоР -йlР q -ЙJ1 q-
-~. _ й qll-I) (4) 

• 11-1 

~ОСНЛ булиб, бундан й,. нннг р га б5'ЛИНИШИ куриниб ТУ

рибдн. XyДДII шунга ухш:=tщ (3') дан tlo нинг q га булини
шини курсатиш мумкин. Шу бнлан теорема .исбот ,\нлинди. 

9б-таъриф. J/ш6у 

QoX
2n+1 + Q1i ll + + йllхll+ 1 + ').а,.хll + ').IЙ"_I х"-I + 

+ + aJ.2n+1 = О. (5) 

11+ 11-1 + 11-2 йоХ а1х UzX + +й1Х+йо = О (6) 

куриниlllидаги meнгЛйJICалар "aйmJlCй mенгмJICй)IЙР дейu
лади. 

М 11 с О л. 2 r + з х4 - 2 х' - 6 х2 + 81 х + 486 = О 
(Л = 3); 4 х8 + 5 х6 - 3 х4 + 11.r:3 + 6 х2 + 20 х - 32 = О 
(Л=-2) r.8 x'+5x'+2xZ +5x+ 1=0 (л.= 1) I\aiIT.\4a 
тенг ламаларднр. 
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110-теорема. То" даражалu 1ftltlfflMa meнгАа'Жа 
х = - л uлдuзга эга б.ljладu. 

И е б о т и. Теореманинг шаprига кура (5) ни оламиэ ва 
уни ~УЙllдагича алмаштиргмиэ: 

йо(х211+ 1 + л211+ 1) + a,x(x2ll
-

1 + л211-1 ) + + 
+ а"х" (х + л) = О. (7) 

Натнжада Х = - л ни алмаштирсак. у ~олда (7) нин г чап 
томони нолга тенг буладн. щу билан теорема иебот "и
линди. 

lll-rеорема. Даражacu 2n бgлган 'fLlumMa тенглама 

С СОНМР мaйдoнuдa у = х + ~ алмаштuрuш ор"алu n
к 

даражалu meн.гламага келтUРIнuб. n та квадрат тенгла
ма ~ОСUЛ БОлaдu. 

И е б о т и. Теореманинг шартнга кура 

"11 + 211-1 + 11 + ' 11-1 + ~ 2 n-2 + аоХ· a1x + а"х д an_1x д an_r 
+ + лnао = О (8) 

n О б" "+ n-I+ + тенгламани х -=1= га уламиэ. натижада йОХ аlХ .. 
л лn-I лn 

+ an_1x + а,. + аll_ 1 - + + а, ~I + йо -;; = О ~ОСИJI 
к х - К 

булади. Сунгра, гуру~ашда .. еунг 
, Л"' ' ).11-1 ' 

йо (х" + х") + а,'( х"- I + -;;;- ) + + а,. = О 
Л тенгламада у = х + - белгилашни кир~амиэ. Бу ерда 
х 

лт 
х'" + -. т Е N ЙИFИндн У га ниебатан f т (у) !lи ~осил ~и-

кт 

лиши маълумдир. Эндн т га ниебаrан математик ИндУкция 
). 

усулнни татБИI\ "иламиэ: т = 1 булеин. у ~олда у = х + -
к 

Л1 

булнб. талаб бажаРJ1лади. т = ~ б)'J1Га!ца х2 + --:; = 
х-

НI л·Н1 = у2 _ 2л булади. т = k + 1 булганда Х -+- -k-I = 
х + 

= fk+1 (у) булеин деб, т = k + 2 учун курсатамиэ. 

xk+2 + лk+2 = (Xk+1 + лk+ 1 
) (х + !:..) _ л (хА. + лk ) 

J'+2 \ xk+ l ' к \ xk 
эканндан • 
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~2 А"+2 
Х + х"+2 =YIH1 (Y):').I,,(Y)=lt+2(Y) 

~ОСИJI булиб, у У га нисбатан n- даражали 1'еиглама 
БУлади. Бу тенглама С да n та ечнмга зга зканлнги

А 
дан уни Yl' У2' ,У,. ор~ли ифодаласак, УI = Х + -; 

.t 
А А 

У: = х + - ; У" = х + - квадрат теНГ.1амаларни ~O-
х х 

сил ~нламиэ. Бу тенгламаларнинг ечимnари (8) нинг ечим
ларидан иборат БУлади. Шу билан теорема исботланди. 

М и сол, х7 
- 2 х'+3 х' -х4-хВ+3х2 - 2 х + 1 = О (9) 

тенгламани ечинг. 

Е ч и ш. 110- теорема га асосан (9) <=> (х + 1) (r' - 3 r + 
+ бх4 - 7 х3 + бх2 

- 3х+ 1) = О були б, бундан х + 

+ 1 = О ёки (х" + ~.) - 3 ( XZ + x~ ) + б ( х + ~) - 7 = О 
ларнн ~OCH"I ~и.'1амиэ, У = х + ~ белгнланишига кура 

х 

1 1 r + ~ = !I - 2, х3 + -:;;- = уз - 3 У эканлнги УЗ - 3 у2 + 
+ 3 у - 1 = О еки (У - 1)1 == О тенг ламани беради. Бун-

1 
дан х + - = 1 га кура %1 = - 1, Х2 = хз = Х4 = 

Х • 

1 .vз 1 ,Vз 
= '2 + l 2' Xs = х. = Х7 = '2 - l 2- натнжаларнн ола-

Д С { 1·1 .У3} б" миэ, емгк, да ечим - , '2 ± l -2- у.1ади. 

Энди 

х" =Ь (10) 

куринишидаги нкки ~аДJIИ тенгламани ечишнн куриб чи,\ай
лик. Бунда ушбу ~оллар булиши МУМКИН: 

1) n = 2т - 1 булсин, У ~олда у= х2т- I функция 
Х Е ( - 00; + 00) да монотон усувчи булганлttги учун 

x2m
-

1 = Ь тенгламанинг ечими: а) агар Ь > О булсз, 
2m-I,~-

х= уЬ; 
б) агар Ь = Обулса, х = О; 
В) агар Ь < Обулса, х = - 2"у'Ь БУлади. 

r) n = 2 m буле"н, у ~олда у = ?" функция А= (О; + (0) 
д.а ~ТЪНЙ- монотон усади, В = (-00; О] д.а ~тъий 
монотон камаЯДJI. Шунинг учун x2m = Ь тенгламани А да 
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на В да ало~ида ечамиэ. А орали~: агар Ь > о булеа, 
2",--

Х1 = V Ь ; Ь = Обулса, х = О; Ь < о б5-лса, ечимга ~гa 
2~/-

эмае. В орал~ эса: Ь > о булса, Ха = - у Ь; Ь < Обул-
са, ечим ЙУI\. Демак, хn = Ь тенглама учун: 

I Ь>О I Ь-О Ь<О 

x2m- 1 = Ь I 2m-I,-- I %1 = О I 2m-I~ 
%1 = V ь Xt =- V ь 

~m=,b 
XI=2~T. 

х=о ечим Ay~ 2m--
Ж,. = - }' ь 

хn = 1 куринишдаги тенгламани С да ечиш учун еоннинг 
тригонометрик шаклидан фойдаланамиз, яъни 1 = еos 2 k n + 

. . 2 k n/- 2 k .' 2 k 2 k 11 + I SIП n дан х" = J- eos n + I SIП :11 = eos -- + 
n 

" 2kl1 Б 1 2п + ISIП -- ТОПИJJaДИ. ундан 80 = ; 8. = еos - + 
n n 

.. 2 n k О (1) 2 (n - 1) n + I SIП -- ; = , n - ; 8n _ 1 = eos + 
n n 

., 2(n-1) + ISIП :11; X1 = Ео; Х2 = 81; Хn = 8n _ l . 
n '. 

Бу маълумотларга таЯНГ8Jf ~олда ax2n + ЬХN + С = О; 
а =1= О, тенгламани ечиш мумкин, 

)\аI\ИI\ИЙ еонли майдонда берилган Р (х) кущад учун 
Р (Х) > О; Р (Х) ~ О куринишдаrn ~мдa Р (х) ва Q (х) лар 
учун р (х) > О (:) Р (х) Q (х) > О куринишдаГII тенгеизликлар 

Q(x) 
берилган булеин, Бундай куринишдаги тенгеиз,,,икларни ечиш 
учун Р (х) ёКII Q (х) ни купайтувчиларга ажратамkЗ, яъни 
Р(х) учун 

Р (х) = а (х - X1)'%' (х - х2)а., (х - X/t)a./t (х2/ + РIХ + 
+ qJ~1 (хl + Р",Х + q",) ~'" 

уринли булеин. Бу ерда х2 + PjX + qj; i = 1, т; 
V Х Е R : Х! + Р,Х + q j > О, i = 1, т булса, у ~олда, 

Р(х) >0 (:)a(x-x1)a.,(x-хJа., (х_х,,)а./с >0 (1) 
булади, 
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Фараз цилаЙJIИК. Р (х) кущаднинг ~ци~ий нлдизлари 
Х1 < Х2 < < Х. тартибда ЖОЙJIашган БУлсин. У ~олда 

Р(х) НИНГ ишораси (-00; x l ); (~1; х2); (X/t; + 00) лар
НИНГ ~p бири.да купайтувчиларнинг ва а нинг ишорасига 
I\араб аниJVUiRaДИ. Хусусий ~олда а1 = а! = = а. = I 
булганда (1) ни I\аноатлантирадиган оралИI\НИ I\YАидагн жад
валда куриш мумиин: 

I 

I (_<D; "') I (",; "'.) I (".; ".) I 
х - "1 I - 1 + I + I 
х - Х! I - I - I + I 

I I I I 
Х - ". I - I - I - I 
а>О. I + I - I k= 2n I 
а> О. '~. I + I - I k=::?n+ I 

Е 

::= g n \ - I + I - I 1:1., 

а<О \ + I - I + I k =2n- l-1 . 
-

Юцори даражали тенгсизлик.ларни бу ечиш усули интервал
лар усулu деб аталиб. натижани 1'1::3 аниf\ЛЗШ учун I\удай
дир. 

Мисол ва масалалар ечнw 

1- м И·СОJl, 1. r - 2 r -'х + 2 >0 тенгсизликни ечинг. 
Е ч И Ш .. Р (х) = r - 2 х2 - Х + 2 > О ~ (х + I (х -

-1)(х-2) >0. Р(х} = О буладиган I\ИЙматnaр туплаМIf: 
{- 1; ]; 2}. Энди Р (х) нинг ишорасини мое оралИl\ларда 
аниJVUiЙМИ3: 

222 



I (-"';-1) I (-1; 1) 1 (1; 2) (2; +..,) ! 

ж+1 \ - 1 + \ + \ + 
, 

ж-1 \ -
1 

- I + \ + 

I 
t:-2 I - I - \ - 1 + 

р (~) 
\ - . 1 ~ I -

1 + I 

Демак, берилган теНГСИ3JIикни ~аноаТЛJнтирадиган l\lIЙмат
.'Jap туплами: А = (- 1; 1) U (2; + 00). 

ж-4 ж-2 
2- МИСОЛ81 + -- >-- теНГСИ3JIикни ечннг. 

ж-з ж-1 
ж-4 ж-2 %-4 • %- 2 

Е ч и ш. 1 + -- > -- (:) 1 + -- - -- > О ~ 
%-з %-1 %-з %-1 

%2-4%+ 1 
<=> > О (:) (х - 1) (х - 3) (х2 - 4 х + 1) > О; 

(х-1)(ж-З) 

(х - 1) ~x - 3) (х2 - 4 х + 1) = О буладиган I\ИЙ\1атлар: 

Х) = 2 - у 3; Х! = 1; хэ = 3; х. = 2 + J З .• 

Э Р (х) -
иди -- нинг ишорасини аНИК;IaИМИЗ: 

Q (х) • 

1 (-..,; х;) \ (х,; ж,) \ (х,: Х,) \ (х,: z.) I (ж.; +.,) 

ж- Ж, \-1+ \+ + 1+ 
ж-%, 1-1-1+ + 1+ 
ж-х, \ - 1 - I - \ + 1 + 

__ ~'-I 1-[-'-+ 
~ ~:: \ + I \ + \ - I + 

ж - х& 

ж'-4х+1 • 
Демак, > О нн l\аноаТЩlитнрадиган l\ниматлар 

(х-1) (х- з) 

т)'плами: 

А=(-оо; 2-~'-3)U(I; 3)U(2+J-З; +(0). 

3-МИСО.'1. Ушбу тенгламани ечинг: 

xt + 2х2 +5_х'+ 4х-12 = О. 
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Ечиш. Биринчи усул. Бу тенгламад3 all=1 ва ао = 
= - 12 б:9лгани учун ао нннг ± 1, ± 2, ± З, ± 4, 
± б, ± 12 булувчиларини еэиб дrl8ммз, сунгра Горнер схе
маеи буйича тенгламанинг илдиз.naри туnлaмини аНИJVlай
миз: 

2 5 4 - 12 

з 8 12 о 

-2 б о 

Дсмак, тенгламанинг J'лднзлар туплами R да {I; - 21. 
С:9нгра 

х4 + 2ха + 5х2 + 4х- 12 = (х- l)(x+2)(x2 + Х + 6) = о. 

[ 

-1 ± iУ2З 
х2 +х+6=0 х= 2 Бундан [х - 1 = О <;) х = 1 
х+2=0 

х= -2. 
Демак, тенгламанинг илдиз.naр туплами С да 

{Io -20 -1 0 ±iУ2З l. 
, , 2 ) 

И к к и н ч и у с у л (купайтувчиларга ажратиш усули): 

х4 + 2 r + 5 х2 + 4 х - 12 = (х4 + 2 r) + 
+(5х2 + IOx)-(6х+ 12)=(х+2)(ХЗ+5х-6)= 

=(x-l)(x+2(x2 +x+6) =00 

{ 
- 1 ±; V2З} Бундан, тенгламанинг илдизлар туплами -2; 1; --2-- . 

У ч " н ч и у с у л (номэълум коэффициентларни кирнтиш 
усули): берилган тенгламани r + 2 r + 5 х! + 4 х - 12 = 
= (х2 + ах + Ь) (х2 + сх + d) куринишида езиб OJIиб, ~aвc
ларни очиб ЧИl\Змиз, сунгра кущаднннг Куп>,адга тенглнк 
шартини >\исобга OJIган >\олда а = 1, Ь = 2, с '-= 1, d = 6 ни 
ани~лаймизо 

4-мисол.#(х2 +х+ 1)2_Зх2 -3х-1 =0 тенглама
ни янги узгарувчи киритиш усули билан ечинг о 

Е ч н Ш", (х2 + Х + 1)2 - 3 х2 - 3 х - 1 = О <;) (хl + Х + 
+ 1)2_3(x2 +х + 1) + 2 = О <;) {~2:-~t:;~oi <;) 

~ {t = 1, V {t = 2, ~ {Хl + Х + 1 = 1 <;) 

t = хl + Х + 1 t = х2 + х+ 1 х2 + Х - 1 = 2 
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[r + = О [Х = О [Х = - 1 
~ х' + ~ - 1 = О ~ х = - 1 -; уТ v Х = - 1 -t: .,rs 

ТеНГ.lаманинг илдизnaр т5'плами: {о; - 1; - 1 ~ J/5} . 

19-Х( 19-х 5-мисол. Х· -- Х+--} = 84 тенгламани снете-
х-l х+l 

мага келгириш усу.,н БИ.lJан ечниг. 

Ечиш. Х -,- Х+ -- = 84 ~ 19-Х( 19-Х) 
х 7 1 Х71, 

j
"Y(" + У) = 84, \"У(Х + У) = 84, 

19-.f xy..L (х -1- У) = 19 
~ у=-,-, ~ " ,~ 

х,1 19-х 

" + 1 + О У = ;+l; х + 1 + О 

~ u+v=19, [J=Х+У, ~ и=ху. [J=Х+У, j
utl = 84, u = ХУ, jll = 7 Л [J = 12, 

19-х 19-t 
у=--, Х+ 1+0 у=--'; х+ 1+0 

х+ 1 х+ 1 

V )и = ХУ, tI = ,,+ У, ~ ху ==1:':" r V 
u=12Л[J=7. j'X+ Y =12, 

=19-х. х + I + 0 У х+l 
У х+l' x+I+O ... 

IX+Y=7, [Х=3 
ху = 12. х = 4 

V . 19-х ~ -
У = х + 1 ' х = 6 - ,/ 29 

1"+1=#=0 x=6+J
r
29. 

Демак, ~рклган теигламанинг ечнмлари туплами: 

{3; 4; 6- t -29; 6 + ,/-29}. 

, 6- м и с о л. l\уАндаги параметрля тенг па мани ечинг: 

~+ х+Ь =2. 
х-Ь х-Ь 

х+а , х+ь 
Е ч и ш. -- -то -- = 2 ~ 

х-Ь х-а 

15-2823 

V 
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~ {X1- а2 + x.1-tJI = 2(."( - а)(х. - Ь), ~ 
X=fkQ, х=#=Ь 

j
a + "=#=0. 

а+Ь 
~ {2 (а+Ь) х = (а+Ь)2, <о х = ---"2"' V 

х+а, х=#=Ь х=#=а, 
х+Ь 

j
a + Ь = о, ja + b=l= О, \а = -Ь. 

V О·х=О, ~ х=(а+Ь):2, V O.x=O,~ 
Х =1= а, (а + Ь) : 2 =1= а хор а, 

X=l=b (а + Ь):2=;'=Ь X=fkb 

(

b=l= ± а, (Ь = -а, 
«о х == /J + Ь V х -+ ± а. 

2 о·х=о. 

Ж а в о б. 1) Агар Ь =;i= - а ва Ь =1= абулса. {а; t'}; 
2) агар b=l= -а ва Ь = а бул~, ,,; 
3) агар Ь = -а булса, R ......... {- а; а}. 

Муста~ИJ1 ечиw учуи··мисо.1 ва масаламр 

Тенгламаларни счинг. 
1. х' - 3х - 2 = о. 
2. х'-19х-30=0. 
3. 2х' - x~ - 1 = О. 
4. ха + х - 2 = О. 
5. ха +4х2 +6х+4=0. 
6. 6х4 - 13х3 - 27х' + 40х - 12 = о. 
7. 9х2 + 4х' = 1 + 12х4 • 
8. х4 + -r + х2 + Х + 1 = о. 
9. хъ + r + х = о. 
10. хъ - 6x~ + 9х3 - 6х2 + 8х = О. 
11. 2х4 + з-r - 4х2 + Зх -+- 2 = О. 
12. x4 +5t'+2x!+5x+ 1 =0. 
13. х8 + 4х8 -10х· + 4х2 + 1 = о. 
14. х' + ЗХЪ + бх4 + 7 х' ...j.. 6х2 + Зх + 1 '"= о. 
15. (х' + х' + 1)2+ (хЭ-х~ + 1)2 = 2х4 • 

Тенгсиэликларни ечинг. 
1б. 2х2 -х + 3> О. 
17. 4х2 + 2х + 5 < О. 
18. (m-1) x2 -2(m+l) х+m-3>О. 
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19. ~-2х-....!+m+I>О. 
т т 

20. 3 (о + 1) хl - 6 (а' + а + 1) х + 7 (aI-l) < О. 
21. 3 (i - 1) r - 2 (2k - 1) х + 2k - 1 > О. 

1 2 
22. х2 + 2х + 1 > - - - . 

а aZ 

Параметрларнинг J\8HдaA ~иАматлаpIWI IO'Аидаги тенгсиэ-
nикларнннг ечими R ТS'пnам булади? 

23. ах' + (a-l) х-2 < О. 
24. (Ь3 - 1) х' + 2 (Ь - 1) х + 1 < О. 
25. (m-2)х2 -mх-l < О. 
26. т вниг ~андай I\ийматлари тупnамида - 2 < х ~ 1 

Т~НГtИЗnИК mх: - 2 (т + 3) х + т < О иинг ечими булdДИ? 

Тенгси3.lJJfКЛaРНН ечянг. 

27. (x+2)(x-I)(x-3»0. 
28. (х + 3) (х + 2) (x-I) (x~3) > О. 
29. 5 (х + 3) (х - 2) (х - 3) < О. 
30. (х + 3) (х + 2) (х + 1)1 (х - 2) (х' + 3х + 5) > О. 
31. (х - 7) (х + 3)' (х - 2) х' (х + 5)' > О. 
32. (х - 2)3 (х + 1)2 (х + 3)4 (х - 4f (х - 8) > О. 
33. (х- 1) (х2 - ])(г-I) (х4 - ]) < О. 
34. (х + 2) (х - ])2 (х- 2) (х2 + 3х + 5) < О. 
35. (г - 2х2 

- 5х + 6) (х3 - Х + 1) > О. 
3б. r + 5x~ + 3х - 9 > О. 
37. х4 - 6г + ]0х3 -б'ж <О. 
38. ж"' - 3х3 + 3х2 - 3х + 2 < О. 
39 (ж- 1) (1'- 2)] ZI (ж-I) - (ж- 1) О . >. 44 --> 

(.z - 3) (Z. - 4) • х' + 1 • 

40. zI-3 ~O. 
zI+4.ж+3 

41. ,1 - 4.( + 3 > О. 
1"-7ж+IО 

zI-1 
42. >0. 

3ж-7 - 8ж' 

43. zI-8.r+7 >0. 
жl - 2.t + 3 

45 (, - 1) (жz - ж + 1) О . < . 
x~-I 

4б .t' - 2х + 1 О . > . 
3.r-5-жl 

47. 4z1-5.ж-1 >0. 
2xI- 5..t- 3 

48. (ж + 1) (6+ 2) \ж+ 3) > О. 
(2ж - 1) (ж + 4) (3 - х) 
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4-1. ИРРАЦИОНАЛ ТЕНГЛАМА ВА ТЕНГСИЗЛИКЛАР 

97-таърнф. Агар '(х, у.'" , z. а, Ь, ,. ,с) ва 
(J) (х, у, , z. а, Ь. с) uррационал фУЮСЦURлар 
булеа, у .{олда 
f (х, у. z, а, Ь,. ,с) = 
=ЧJ (х, у,. ,Z, а, Ь.. ., с) (f ~ ЧJ) (1) 
тенгла.м.а (mенгсизлшс) иррau,uон.ал тенzлаАСа (mенгсuзлик) 
деЙилади. 

V-- У- .'r- 5--Мнсол. 2x-3=x-l; x+l+vx=.rxl-1 
лар иррацнонал тенгламалар, V х - 1 > х - 3; 
"Jr XZ - 2х-5 < х+ б IIррацнонал теНГСИЗJIlfклардир, 

112- т е о р е м а. Комплекс сонлар АСайдонида иррацио" 
нал m.eнглаАСаларнинг ечц.ми рau,ионал mенгламаАар сие" 

тeMacиHuнг е'Ш.мuга тенг куч лUд ир . 
И с б о т и. Ха~и~атан ~aM, агар 

'(х, у, , Z, ';;"R (х, у, i)" = о (2) 

тенглама С да "аралаётган булса, у. ~олда 

'(х, у, Z, у' R (х. у, . • z) = О ~ 

{
' (х, у, ,z. и) = О. 

~ иn = R (х, у, • z) (3) 

буладн, Бундан курнниб турнбдики, (2) нинг ~p "андай 
ечими С да (3) нинг J\aM ечими булади ва. Аксинча, (3) нннг 
ечими (2) нин г J\aM ечими БУлади. 

Иррационал тенгламаларни ечишни куп ~OJlЛарда сонли 
майдонда амалга оширишга х.аракат "илинади. Шу бонедан. 

аввал уни f\ЗАси турга мансуб ва ~андай услуб билан ечиш 
мумкин эканлигини аНИl\Лаш МУJolиМДИр. Масалани бир но" 
маълумга нисбатан J\ал ~илинса. уни n та номаълумли н'нг" 
ламалар учун ~1M "I\уллаш мумкин. 

1. даражага кутариш усули БИJlан ечиладн
ган тенгламалар. 
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~'(x, а Ь, 

{
' (х. а, Ь, 

~ (J) (х, а, Ь, 

'(х. а. Ь, 

, С) = (J) (х,а, Ь, 

, С) = [ЧJ (х, а. Ь, 
, с) ~ О, 
• С);;;а. О. 

, с) ~ 

e)J2.t, kEN, 



Мисол. У2х+3+У5х+ 1 = YI2x-i- 13 тенгламани 
еЧIIНГ. 

Е ч и ш. у 2х + 3 + У 5х + 1 = У 1 2х + 1 3 ~ 
(::>(2У2х+3(5х+ 1) =5х+9/\2х+3;;;.0/\5х+l ;>Ол 
/\ 12х + 13;;;. О) ~ (4 (2х + 3) (5х + 1) = 25х2 + 9Ох + 81 Л 

л Х ~ - - /\ х ~ - - л х ~ - - ~ 15х - 22х - 69 = 3 1 13) ( 2 
1\ ~ 2 --- 5 --- 12 

= О Л х ;;;. - + ) ~ [(х - 3) (1 5х + 23) = О Л х;;;. - + ] . 
Дe~aK, ечим А = {хl х = 3} 6улади. 
Иррационал тенг.'1амаларни ечишда х,ар донм х,ам анИI\

.1аниш сах,аСIIНИ ОЛДИllдан топи6 о.'1иш шарт эмас. аввал 
тенгламани ечи6. сунгра тош!Лган еЧliмларни reКШIiРИШ ва 
\;Н,ВI\IIЙ ечим.1арни ажратиш м,щсядга МУВОфИl\дИр. 

3-- -- --
м и с о л. у' 2х + 1 + 10/ 6х + 1 = 'V'2x - 1 тенг ламани 

~чинг 

Е ч и ш Тенгламанииг иккала ТОМОНIIНИ ку6га кутарамиз: 

2х + 1 + 31о/(2х + 1)2 (6х + 1) + 3 'V'(2x + 1) (6х + 1)2 + 
+6х+1 =2х-1. 

Энди У'хшаш ~ДJlарни ихчамла6, соддалаштирсак, 

3 1'У(2х + 1) (6х + 1) (1о/2х + 1 + 1о/6х + 1) = - 6х - 3 ёки 
V'(2x + 1) (6х + 1) (2х - 1) = - 2х - 1, 6ундан (2х + 1) х 
:< (6х+ 1) (2х-l)= - (2х+ 1)3 65'.'1116, Х\ = -0,5; х 2 .з = О ни 

топамиз. Бу топилган натижаларни тенгламадаги х нинг )'р
нига i\уйсак, фаl\ат х = - 0,5 ечим уни ТУFрИ теНГ_1IIкка 
аЙ.l<1нтиради. Демак, ечим А = {xlx = - О,5} 65',1ади. 

11. Я н г и у з г а р у в ч и к и р и т и ш у с у л и б 11 .'1 а н 

Е:чиладиган тенгламалар. Масалан, f(x,~ qJ(X»=O 
тенгламани унга эквивалент 6улган ушбу сиCТt'\lага к.уЙи
даГllча келтириш мумкин: 

f (х, v" qJ (х) ) = о ~ [f (х, и) = О Л un 
= q: (х») ~ 

(::> {[f (х, и) = О Л u 2k + I = «р (х) Л n = 2k + 1) Л (f (х, и) =-~ 
= 0/\ u2"= qJ (х) Л «р (х) ;.. 0/\ n = 2k)]lk Е N}. 

1-мисол. УЭх-2+Ух+2=а тенгламани ечинг. 
Е ч и ш. у Эх - 2 + У х + 2 = о ~ (VЗу2 - 8 = а-у f\ 

3у. - 8 = (а _ у)а, 

-- 2 (у = у х+2, a-у;;;.О, ~ 
А У = V х + 2/\ х ;> - л Q > О) ~ 2 

3 0>0, х;;;'-
а 
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1

2!1 + 20У - 8 - а! = О, 
О ~Y ~a, а> О, 

<:> 2 
х;;;. -

3 

(У = ~ (-о - VЗQI + 16), 

<:> {Q <. У2 "';;' а, а> О, V 

IX ;;' з' За' + 16 ;> О, 

\у = Ух+2 

Iy = + (-а + vЗа' + 16), (у = ~ (-а+У3аl+16), 
у{О ~Y :s;;;a, а>О, {0.s;;;.!.(-а+узаЧI6)<а,~ 

2 '/-- с> 2 
х;;;' -, У= r х + 2, 2 . 

I 3 х ....... у2 -х+2 
tЗа2 + 16;;;. О I - з' - , 

Iзаl + 16 ~ О 

<:> а;;,;. 2 Уб, х;;';' ~ ~ I
Х = у2 - 2, У;;;' О, IХ = ~ (2а' + 4 - aV3a' + 16), 

3 3 а ~ 2Уб. 
3 

ЖdВOб. 1) а< О булганда хЕ 0'; 

2) О :S;;;a< 2Уб 'б)'шаНДl хЕ 0; 
з 

.r- I 
3) а;> ~ булгаНАа А = {xfx = - (2а' + 4 -

3 2 
- а уза: + 16)}. 

2- м и с оп. х2 + 3 - Y2rr...,....---::-3x--:-+'"":2~= 1 ,5 (х + 4) тенг
ламани ечинг. 

Ечltw. х2 +3-У2х'-3х+2= 1,5(х+4)<:>2х2 + 

+ 6-2 V 2х' - 3х + 2 = 3х + 12 (::> {У = Y2x'_3x+~.~ 
У'-2у-8=О, у;;;' О 

(У = !: ~x~ - 3х + 2, {У2Х2 _ 3х + 2 = 4, 
(::> [У _ (::> 2х2 - 3х + 2 ;;;. О (::> 

у- -2 . 

(::> 1[: : з,52, ~ А = {-2; 3,5) 
2xl -3x + 2;;;.0 

БУЛIДИ. 
Бу усу .. ни 6ир 03 кyчaAmриб, иррационал тенrЛЗlWlарни 

рационал тенrммалар СИСТ~l\Iасига кеnтириб ечиш мумкин. 
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.м 11 СО л. 1"9 - х + 1"7 + х= 4: тенгламани ечинг. 

\
.,9- х = и, 

Ечиш. 1"9 -х + 1"7 + х = 4 ~ ",f""+""x = v, ~ 
u+t'=4 

и:+U=4. ШJ=4, I
U1+ul ZO 16, {U+V=4, 

~u=v='2= 
~ --О> --

и = 1"9 - Х, и = 1"'9 - х, = .,9=X~ 

и = 1"1+х у = 1У7 + х, ~x= 1. 

Демак, ечим х -= 1 БУлци. 
111. Модуль JJ\атнашган тенгламага ке,1ТН

риб ечилsдигап теНГJl8малар. 
М и с о л. J\уЙидагн тенг ламани ечинг: 

~Г5+x-4Yx + 1 + ~-10+x-6Yx+ 1 = 1. 

Ечиw. VS+x-4V:+i +~/I0+х-6Vх+l = 

= 1 ~ {У<и - 2)2 + У(У - 3)2 = 1. ~ fIY-21+lу-31= 1, ~ 
у=Ух+ 1, х+ 1;..0 ty=Yx+1.x+1~0 

\

0 I!!i; у. <; 2, ~2 < У ~ 3, 
~ y-2+y-3=-.I.V iJ.-2-у+з= 1, V 
y=Yx+l~O У =x+1~0 

\
У> 3. {-l OS;;x ~3, (2< У ~3, ./у > 3, х>8, 

V y-2+g-3= 1, ~ ,"-- v 1 = J, J У = 3. 
yI=х+ I~O J' х+l=2 lЗ<Х~8 yZ=x+l>O. 

Жавоб. -1";; x~ 3 оралИl~да А = {х:х = 3}; 3 < x~ 8 
Opa.111~дa жЕR; х >8 o~ жЕ". 

lV. Ирра.ционал тенгламаларни ечишда l\уАндаПf л.ЭА
лер алN8ШТИРНШJl8Р~;: 

1. Агар а >0 6YJlC8. l Г a..t2 + Ьх + с = I z j- х VQj; 
2. Агар , > О бужа, 1" аха + Ьх +, = 'Х: + yёI 

&паи биргз ж = $iпt. Х = tgt тригоиометрик 8ЛlWDТИpиш
_рин ~ ~УJLUШ мa~ мyвoфIщдир. 

Ми С ОЛ. J-r. - z' + к == а тенгмыани в.нг. 
Е~и •. JlI--xI + z .. a.{VI-х'-cJ-хЛI~~I) .. . .. 



(Х = sint - ~ - t - ~ -с:> '2 .... -2' 

sint + eost = а 
-с:> 

х = sint _!!. -t-~ , 2 ......... (. 

sin (! + ~ ) = а _ 
, ")12' 

1. Агар lal > У'2 булеа, тенглама ечимга эга Эмае. 
2. Агар - V2 or;;;; а or;;;; V2 бужа, у ~олда: а) - ~ or;;;; 

2 

or;;;; t :Е;; ~ булгани учун -~ or;;;; t + ~ or;;;; з n булиб, - У2 or;;;; 
2 ...... 2 

or;;;; sin (' + ~) or;;;; 1 БУ.1ади. Бундаи - ;2:ЕО; ;2 ..; 1 бу
либ, - 1 ~a ~ V2 булади. демак, - V2 or;;;; а< -1 да 

А n ,+:I"I :1"1_ 
тенглама еЧlfмга зга Змае. гар - - or;;;; - < - еки .. .. .. 
- ~_ or;;;;sin (t+~')< yl_ булса, -1 :IO;a< 1 БУЛlfБ, 

J' 2 .. , 2 

[
:l"l • О t . о :1"1_ 

тенг лама + - = аге s\л ~, = агс s\л ,n;. - - еки 
.. У2 ,2 .. 

. t . ( . о :1"1 ) а 1 V-I 02 
Х = sln = S\Л агеs\Л V'2- -.~ = ,.'2-' )12- - -"'2 х 

х ~ = а - y2="Q2 ечимга эга бу· лади' 
J 2 2 • 

u агар - or;;;; t + - or;;;; - еКII ~ or;;;; Sln + - :Е;; 
~) :I't :I't 3;"[ _ 1 • (f t :1"1) 1 

4 4 4 .2 • .. 

ёки ) or;;;; а or;;;; J- / 2 б5',lса. у ~O.'lДl тенглама: 

)) t -+ :I't • а - а - )/2 - 02 
. - = аге sm ~ еКIf Х = ечимга' 

4 .2 2 ' 

2) t + ~ = л - аге sin ~ ёкм х = а + Y2-::::Qi'" ечимга 
4 • 2 2 

зга булади. 

демак, берилган теНГ.'1аманинг ечими {а ± Y22=Qi"}. 
Иррационал тенгламалаРЮI ечишда aiiрим с у н ъ и й а л

м а ш т н р '~ ш Л а р ~aM I\\ллани.lади. 
Мисо.') У2х2 +3.1.'+5 + J.r2:-х-::'2--=3-х-+~5'-=эх тенг

ламани еЧIIНГ. 

Е ч н ш . ТсНГ ламанинг ~ap иккала том:mИIIИ 

Jt' 2х2 + Зх + 5 - J/2x2 
- 3х ...l.. 5 га купаАтнрамиз. натн

жада тенгликнинг чап томони 6х ни, унг томон и 

ЭХ W2x' + Эх + 5 - У 2х2 -3х + 5) ни беpaдJl. Демак, 
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берилган тенглаМ:1 x(V2x2 + 3х + 5 -V2x2 -3x+5~2=O 
куринишни олади. Бундан Х1 = О ва V2x2 + 3х -~- 5 -
- V2x2 

- 3х + 5 = 2 ни х.осил I\иламиз. С5'нгра 
V2x2 + 3х + 5 + V2x2 -3x + 5 = 3х ва V2x2+3x+5-
-v 2х2 

- 3х + 5 = 2 ни х.адлаб I\УШсак, у х.олда 
2 V 2х2 + 3х + 5 = 3х + 2 ёки 8х2 + 12х + 20 = 9х 2 + 
+ 12~ + 4, ёки х2 = 16 хрсил булиб, бундан Х2 = 4, Х3 = 
= - 4 булади. Топилган ечимларни тенгламадаги х нинг 
урнига I\уйилса, текшириш натижасида ечим {4} экани ке-
либ ЧИl\ади, . 

Иррационал тенгсизликларни ечиш иррационал тенглама
ларни ечишдан I\исман фаРI\ I\илади: 

1. Д а р а ж а г а к у т а р и б е ч и л а Д и г а н т е н г с и з-

ликлар~: ____ ~ ____ ~ 
а) }/f (х, а, Ь, ... ,с) < ljJ (х, а, Ь, ... , с) тенгеизлик 

{
f (х, а, Ь, .•. , с) < [1jJ (х, а, Ь, ... ,C)J2k, kEN, 
f (х, а, Ь, . , . ,с) > О, ljJ (х, а, Ь, . , . , с) > О 
рационал' тенгеизликлар еиетемаеига эквивалентдир; 

• 
б) 2ky ljJ (х, а, Ь, •.. ,с) < f (х, а, Ь, ... , с) ёки 

2k-t'j ( ) f ( . )' , v ljJ х, а, . . . , с,;;;;' х, а, .•. ,с КУРИНilшдаги тенг-

сизликлар мое равишда ljJ (х, а, Ь, ... , с) < [f (х, а, Ь, 
... , C)]2k+' ёки ljJ (х, а, ..• , с) ;;;;. [f (х, а, •.. , c)]2k+', kEN 
тенгсизликларга эквивалент булади. 

I-мисол. Vх+З< х-з тенгеизликни ечинг. 

V--3 ~ 3 {Х + 3 ;;;;. О, х - 3 > О, 
Е ч и ш . х + < х.- ~ х + 3 < х2 - 6х + 9 ~ 

j
'X > -3, {Х >3, {Х >3 

~ х>3, ~ [х< 1~ х>6'=>А={х/х>6}. 
х2 - 7 х + 6 > Ох> 6 . 
Демак, ечим (6; + 00) булади. 
2- м и е о л. V х - 5 + V2x + 1 > Vзх - 4 тенгеизлик

ни ечинг. 

Ечиш. 

Vx-5 + V2x + 1 > VЗх-4 ~(2 V(x-5) (2х + 1) >ОА 
Ах -5;;;;. ОЛ2х+ 1;;;;. О А3х-4;;;;. О) ~ [(х- 5) (2х+ 1»0 л 

АХ ;;;;. 5 Л х;;;;. - 0,5 Ах;;;;' :] ~[(x- 5) (2х + 1) > О А 
АХ;;;;' 5]~~> 5. 

233 



Демак, берилган тенгснзликни ~ноатлантирадиган IIjИЙ
матлар туnлaми: А = {х ,х > 5}. 

3-миеол. yx:t=a- 1 /Z" <Ух+2а теиrcязликr Х+II 
ии ечинг. 

Е ч и ш V х + а - У' а2 
< V х+ 2а ~ (х + а > ОЛ 

х+а 

Л х + 2а ;;. О Л х + а -Ial < JI ~(x-+-:-::-2a-:-)-\x--'-+-a~) ~ ((а < О Л 
Л х > - а Л х > - 2а Л х + 2а < V (х + 2а) (х + а)У 
V (а '= Олх > О Л х < VXi) V (а> О Л -а < х лх > - 2ал 
ЛХ < У (х + 2а) (х+а») ~ «а < О лх > - 2ола (х+2о)< 
< О) V (а = О Л х > О Л х < х) V (а> О Л х > - а Л х < О) V 
V(a > UЛх > -аЛх > Олr < х! + Зах+ 2aZ)J<=>(a < ОЛ 
Л х > - 2а) \' (а > О Л х > _! а). 

3 
демак. tleрилган l'ен/"('hЗJ!ИКНИ ~аноатлантирадигзн ~иймат
.'1ар туплами: 

а) агар а < О бужа. у ~OJIда А = (- 2а; + 00); 
б) агар а = О булса, У ~OJIД.a А = 0, 

В) агар а> О б5'.'1са. У ~олда А = (- !. а; + 00). 
3 

П. Рацнонал еиотемалар .в.Н3ЮНЪХЦИJlеИГа 
келтириб ечнладиган иррационал т~нгенэлик 

j~/', (х, а, Ь. , с) > ер (х, а. ,с) тенгсиЭJJИК 

{
' (х. а. Ь. • с) ~ О, V 
ер (х. а, Ь,. • с) < О 

V {ер (К, а, Ь, • с) ~ о. 
f (х, а. Ь. с) > (ер (х, а,. ,I1J2

., k Е N 
рационал тенгеИ3.'1ИК.'lар еиетемаларининг ДИЗЮNыщияеига 

эквивалентдир. 

М ие ол. у х2 
- 3х + 2 - х - 3>0 тенГСИ3JJикнн ечинг. 

Ечиш Vx2 -3х+2-х-З>0<=>Ух'''':'''Зх+2 > 
> х + 3 ~ (х2 - 3х + 2 > О Л х + 3 < ()) V (х2 - Эх + 2 > 
> (х + 3)2 Л Х + 3 ~ О) <=> «х - 1) (х - 2) > О Л х < - З) V 
V (9х + 7 < О Л х > - 3) <=> [(.1' < - 3) V (х ;;;а. - 3 Л К < 

< - ~H~(x< -ЗV -3 ~x< -i· 
демак, бермган тенгеиэликни ~анаатлантираднган ~T

лар туплами: A={xlx< -~) 
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111. Рациона., аралаш системага келтириб 
ечиладиган иррационал тенгсизлик. 

(

! (х, у) > о, 
f (х, ?ер (Х)) > О<=> уn = ер (х), <=> 

nEN 

<=> {! (Х, у) > О, V {НХ, у) > О, 
у2Я = ер (Х), ер (х) ~ О, k Е N y~Hl =ер (Х), k Е N 

аралаш снстемага эквивалентдир. 

Мисол. х- Y2-x~0 тенгсизликни ечинг. 
")/-- {х- у ~ О 

Е ч и ш. х - v 2 - х ~ О <=> у2 = 2 :::.. x~ 2 - х ~ О <=> 

<=> У= У2-х <=> у = V2-x <=> -2 ~ v 2-x~l, 
(

2 - у2 - У ~ О, (- 2 ~ у ~ 1, { ") /_ 

, 'x~2 <=> 
x~2 x~2 . 

{
2 - х ~ 1 <=> 1 ,,;:: х ,,;:: 2 

<=> x~2. ""'"'" . 

Демак, теНГСИЗЛИКНИ:l\аноатлантирадиган I\ийматлар туплами: 
A.={xll ~x~2}. 

IV. М у л о х; а заю р и т и ш ё Р д а м и Д а е ч:и л а Д и r а н 
иррационал тенгсизликлар. 

Мисол. Ух-2 + VЗ-х > Vx-l- У6-хтенг
сизликни ечинг. 

Е ч и ш. 6ерилган те нгсизликнинг аНИl\ланиш сох;аси 

х - 2 ~ О, IX ~ 2, 
3 - х ~ О, х ~ 3, 2 3 

О <=><=> ~X~. x-l~, x~l, 

6-x~0 x~6 

Аргументнинг 2 ~ х ~ 3 ораЛИFида }Г х - 2 + V з - Х > О 
булиб, 2 ~ х ~ 3 ~ 1 < х -1 ~ 2; 3 ~ 6 - х ~ 4 эканини 
куриш мумкин. Бундан V х - 1 - V 6 - х < О булиб, х уз
гарувчининг 2 ~ Х ~ 3 ораЛИFида тенгсизлик уринли эканн
ни куриш мумкин. Демак, тенгсизликнинг ечимлар туплами 
А = {х 12 ~ х ~ З} БУлади. 

Маълумки, иррационал тенглама ва те нгсизликларни 
ечишнинг геометрик усули х;ам кенг таРl\алган булиб, у 

Уl\увчиларга мактаб математикасидан маълумдир. 
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Муста~ил ечнw учуи миcon ва маC&llалар 

Тенглама.1Jарни ечинг: . 
У

'5=7 7 (Х+"З 
4. -. -3 + 1/5--=2. 

х -r ,,- х 

1. х- yX=-! = 7. 

2. х2 + Ух2 + 20 = 22. 

3. ~+ 11х+3 = 2. 
1Ух+2 5 5.1/ х + 2 VX+ 1=з. r х+ I х 

6. у5 /' 16х +Jl5 гх _ 1 = 2.5. 
х- 1 16х 

7 б - 3/"--1 V--""-I-. V1•5 У х--;-- Х-7=0. 

8. У х - а = х2 + а. 
к,уйидаги теНГ.lама.lаРНII даражага кутариш усули билан 
еЧIIНГ: 

9. УХ + J-Yg=x·= Y2x-12. 

10. VП9-У х2 -7 = 2. 

11. У 10 - ха + У х2 + Э = 5. 

12. y-~+ V20 ;x=·Y6. 
13. У3х2 

- 2х + 15 + У3х2 
- 2х + 8 = 7. 

14. V 4х Э + "V5X"+i = YI5x + 4. 
15. УХ7+9 + уХС9 = У] + 5. 

16. У 2х2 + 3х + 5 + У 2х2 
- ЭХ + 5 = х. 

17. V(x-I) (х-2) + У(х-3Цх-4) = Yi. 
18. Ух+5+Ух+3=У2х+7. 
19. V х + а = а - ух (а - параиетр). 
20. Уа=х + УЬ - х = V а + Ь - 2х (а. Ь- параметр

лар). 

21. v-х - Ух - а = а (а - параметр). 

22. J -а - V х + а + х (о - параме'I·Р). 

23. У3х + 5- Ух-2 = а (а-параметр). 
I\уйидаги тенгламаларни рационал снстемага ёки модуль 

IQiтиашган тенгламага келтириш усули билан ечинг: 
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24. У(х - 2)1 + У(Х + 1)2 = У(Х +-2) •. 
25. V х· - 4.1' + 4 - V х· - бх + 9 - У x',.---,2 .... x-+-....I. 
26. V х + 5 - 4У х + 1 + V х + 2 - 2У х + 1 '=" 1. 

27. 1/5 +.1' + 4Ух + 1 .= 2 + УХ+1. 
28. Vx+2+2Vx+ 1 + Ух + 2-2yi+Т -2. 
29. Yxr:t9 + V х· - 7= 8. 
30. YIO-x· +Ух'+3=5. 
31. V 4х + 2 + V 4х - 2 = 4. 

32. У2 х + У9='Х = 5. 
33. ;;x-+-8-Vx---8 = 2. 

34. у9-Ух+ 1 +V7-+-V=x=+=1 са 4. 

ТенI'CИ3IIИКЛЗРНН еqинг. 

35. У(Х-З) (2-х)<3+2х. 

36. ЗУ 6 + х-х2 + 2> 4х. 
37. У2х2 + 5.1'-6> 2-х. 

38. (1 + .1') V r + J > x~.::- 1. 
39. (ж- 2) Ух' ....... -1 >.1'2 + 2. 

40. У 2r + 1 + У.l' + 1 < 1. 

41. У2х+ I-VХТ8>з. 
42. YГ-':ti' + V 6.1' - r > 3. 
43. УжI+3.1'+2-Ух'-.I'+ 1< 1. 
44. У.I' + б > V .1' ~ I +- V 2,t - 5. 
45. У.I'+ 2-У.l' 5';)/5 ,t. 
46. У%=2-уХ=Э > - )/х=5. 
47. У?.I'- 13- VЗ.l' -19> YS""'".I'--"""'Z1= 

48. У.l'+ У.l'- У.l'- Y,r,> ; i x~xy..:-
fI-.., va=; ~ 1з - .. yr.;:-:; 1 

49. _ .- <-,-
(1-.., YS-lo-.r-(5+sJ .... -х 

50. :' - 9.:r8 ...:- 6.r < 3.... . 
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51. V х2 -х > -x}f2. 
к.УЙJlдаГJl теНГСИЭJlикларни график усулд8 ечииг: 

52. У%-I ~2. 
53. Ух+2>х2• 

54. У х + 1 > У х - 1. 
1 у-55. -> х. 
х 

к.уЙидаги параметрли тенгсиЭJIИкларни еЧlAИГ: 

56. У2х+ 1-Ух-I < а. 

57. Y~+Va' х>а. 

58. V2.>:+m >Х. 

5-1. 1(9РСЛТI(ИЧЛИ ВА J10ГЛРИс)МИК ТЕНГЛлМЛ 
ВА ТЕНГСИ3J1ИI(J1АР 

• 
К 5' р с а т к и Ч .'1 Н В а л о г а риф м и к и Ф о Д а л ар. Кур

саткичли ва логарнфмнк ифодалар ~aмдa улар устида бажа
рнладиган аМЗМ8РНИ ургзниw математикада алО~да а~з
мнятга ЭI·адир. 

98- т з ъ р н ф. у = аХ, а > О фУЮЩUJl К урсаmкuчлu функ-
~~~~. . 

Маълумкн, курсаткичли фунхuнялар туплзмига' у = х%; 
У = (x_I)2X куринишидзги ФУЮЩИRJJaРНИ х,зм КНри1'ИW кум" 
кин, лекин бу функuиялар элементар функuиялар эмае. 6из 
I\УЙИда ФЗI\ЗТ элементар функциялар х,аl\ида фикр юритамиз. 

м'исол f (.1') =~; f (х) = 10%; f (х) = з2%+1; 

( 
1 )% . / (х) ="2 элементар курсаткичли функuняларднр. 

f (х) = аХ, а> 1 функция I\УЙНдагн хоссаларга эга: 
1°. ~згарuш СЩасu Е (!) = (О; + (0). 
20. АНUlfланuш СЩасu D (/) = R .{~W{Uй С01tAар туп

ламu. 

3°. ФУНКЦUЯ УсУ8чuдuр: х,зI\Иl\Зтан х,зм, V Х1 ' х. Е п, Х1 < 
Х Х I А % Х, б" < Х2 => а ' < а '=> (х1 ) < / (xJ 6Улади. гзр а ' = а ул~ 

са, у ,fОЛ& Х1 = Х2 6gладu. 
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Демак, аХ' < аХ' Л а> 1 => Хl < %2 келнб ЧИl\ади. 
40 Агар х- + 00 бgЛCQ,1/ .{олда а"_ + 00 бgладu. 
)\Зl\Иl\Зтан х,зм, V М Е Л учун 3 рЕ R : х :> р - аХ > М, 



у 

х - -, ;:а. 

47. раем. 48· раем. 

6У:JaДИ. Фараз ~илаА.'1ИJ(, а = I + h, h > О булсин, У ~олда 
Бернулли теНГC1fзлигига асосан (1 + h)" > I + nh булади. 

n = р ни шундаА таНJlаш мумкинки, ph> М бажарила
ди. Бундан х нинг шундаА катта ~иймати х > Р мавжудки, 
а Z > М булади. Бунда н х _ - 00 булеа, у ~олда а" _ О бу
лади. 

5". f (х) = az', а> 1 функция R да УЗЛУl«uздuр. 
60 ФуНКUИRНИНГ графиги 47· чизиада ке.'lтирилган. 

М и с ол. f (х) = z'" ва f (х) = ( +) .. ФУНКUИR.'1арнинг гра
фикларннн исанг 

Е ч JI ш. Бу функцияларнинг графнкларини ясаш учун 
"ийматлар жадвалИН:f 1Узамиз ва графнк.'1ар чизаМIIЗ (48-
чизма). 

I I -2 I -1 I О I 1 I 2 

2" 
1 1 1 

2 I 4 - -
4 2 I (U I I I "2) 4 2 1 "4 ;-

- --- --- ---- -- -

113-теорема. а>О ва а",. 1 булга н Jfap lf'lНдtШ а еа 
.мус6ат В сон 'учун 6иргина шундаи .fй1fUIpШ а сон .tUl,
жудкu, а ниШ а· даражасu В га тенг 6улади. 

Исботи. Ани~ик учун а> 1 БУлсин. х- + 00" 

=>ах .... + оо вз x_-оо=>аZ_Они Э'Ьтиборга о.lиб, аНИRГ . 
2» 



буту н даражаларини курнб чи~ЙЛик. а-2, a- I
, cf, aJ , 

а2 , • Бу сонлар орясида wундай а", а,,+1 сонлар мавжуд_ 
ки, cf.e;;; в < cf +1 бу.lади. Энди· [р, р + 1] ни тенг 10 та 

,,+ !L ,,+Q.+I 
булакка булиб, а 10 .е;;; В< а 10 шарт билан QJ сонни 
танлаб оламиз. Сегментни тенг 1 О булакка булlWIНИ чек-

- а 
сиз давом зттирсак, cr. n < cr.<cr.1I шартига буйсунувчи a-n:s;;;; 

ЕО; В < аа.,. тенгсизл;кни ~ноатлантирувчи ками билан а?:.1I 
B~ ОРТИFИ билан аа.1I ани~ланган сонлар кетма-кетлиги >;0-
сил БУлади. Агар Ii~ cr.n = liт аll =а. зканини эътиборга 

n-" CXI - n ..... CI;I 

олинса, у >;олда аа. os;; В < аа 6улиб, аа: = В, cr. = р, qlq2qэ. 
>;осил БУлади. Шу билан теорема исООтланди. 

Курсаткичли ифодалар ~уйидаги хосса.'lарга зга: 
1. Агар аХ, аУ, х, у Е Н, а >0 булеа, аХ. аУ =d'+JI буладu. 
2. Агар аХ, аУ, х, у Е Н, а >0 булеа, аХ: аУ =aCZ

-" бgладu. 
3. Агар a·r , а > О, хЕН булеа, зу Е н учун. (aZ)Y = ап 

бgладu. 
4. V х Е Н, аХ, Ь", а > О, Ь > о учун. (аЬ)' =azьz буладu. 
99- та ъ риф. Ь еонн.uн.г а асосга кура логаpuфмu деб, 

Ь сон.нu {осuл ~лиш учун. a·'eoн.н.u куmaриш керак бул
ган. да ража курсаткuчuга шlmuладu ва 1fуйuдагuча бел
гuлан.адu: х = 10ga Ь, бунда а > О, Ь > О, а =1= 1. 

Логарифмик ифодалар ~уйидаги хоссаларга зга: 

1. 99- maърuфга кура a lOKa ь = Ь; а > О, Ь > О, а, Ь 1 
2. Агар 10gaN = logak, а, N, k > О булса, у :{олда N =k 

буладu. 
3. Агар х > О, У > О; а > О, а =1= 1 булеа, у :{олда 

I~ (х у) = I~x + 10~Y БУлaдu. 
И с б о т и. АЙтаЙЛик. х > О, У > О булсин, У >;олда х = 

= а 10&'0 -" У = alOfla " булади, бундан ху =a1o&,0 -" + 10&'a" бу-
лади. Логарифмнинг таърифига кура х· у = a1o&'0 -"" бушани 
учун х· у = alOfla (6") = a1o&'a ... +IO&'a" дан lo~ (х у) = logaX + 
+ loga у БУЛади. Агар х < О ва у < о булса, loga(x, у) = 
= lo~ Ixl + loga Iyl БУлади. 

4. Агар х >0, у >0, а> О, а =1= 1 бgлей. у :fолда 

1~ ~ = logax-logay БУладu. 
у . 

5. Агар х > О. у > О, y=l= 1. k, n Е н булеа. у :{олда 
n I~ 

log". х" = k logk Х = log"./II Х . 
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6. Агар а, Ь, е>О, а, е*1 v ]ogcb 
булеа, у Jtолда loga Ь = - . 

logca 
т, n, k Е R булеа, у {олда 7. Агар а, Ь >0, а';' 1, 

log:n ьm = (: У 10~b. 
8. Агар а, Ь > о, а, Ь =1= 1 булеа, у {олда a1o'Ia ь =blO1:a Ь. 
Бу хосса.lар ёР.J.а~Пl.Jа к5·рсаткич.,и Ба .,огарифмик Ифо

даларни айнан а.1Wllllтириш.1арга .J.оир ~1ИСО.l.'Iар ке.,тирамиз, 
logaJ"a2-1 .log~_IJfa2- 1 

1- м и с 0.1. F = ифодани сод-
10&". (а2 - 1) . log "V/;; ~/ а2 

- 1 

да.,аштиринг. 

Е чи ш. БеРIL1ган ифоданинг ани~ланиш сох.аси: 
!og,,} , а2 - I . ]og~_1 Уа2 - 1 

А={а:а> 1}. F = = 
, IOg,,2 (а2 - 1) . lоg-~Га уа2 - 1 

log,,} -~" - 1 - I og~}/ а" - 1 1 
= ' , = loga Уа2 1 =c-Ioga(a2-1). 

logaJ a",-l,loga }/a2 -1 2-
1 -

Дe~aK, F = - Ioga (а
2 - 1). 

2 

• 2- м и с о.,, Агар М1 = a
k

, ,ьn" 1'11 = с!'. bQ
, Ба IogN,M = 

= а бернлган булса, М2 = a
lt

• ,ьn" "'2 = d" ,b
Q

• сонларга 
кура Iogs • М2 ни х.исобланг, 

Е 1 М logc_\f.l k-nl . 'o~ Ь 
чиш. ogN 1 = = а булгани 

, log.,_' 1 P17Ql . log"b 
k1 - :11.r 

учун loga Ь = х десак, --- - =- ~ б5-.1а,:щ, бундан: 
Pl - Q1 .r ... 

х = !!.1 - ар.!. = 1, Бу::.:::::: :::ga ь '--= 1 булгани учун 
nl- aql 

I М k2 + nz[ -;;. ~-GL1 6V1ади ogv 2 . - t' ,',- J' • 

-. P2+q zl 
з- мисол. Iоg~.5б =:: 65'.1са, log714 ни х.ис06ланг. 

, ' . j - "--'-2 7 а - 3 
Е ч и ш. 10g985б , '.-'5 = а; 10g27 = х; х = __ О 

_ - 2 j ='gz 7 1 - 2а' 
1 14 _ 1 -1- 10,,: -: = ~ = _ а + 2 
og, - I - ~ - 3' og:. I ~ 

100- т а ъ р р. ~ _ )' шб у 
,: ,:;:; = loga х, а:> О, a=l= 1 

функция лсгщ::.ф~-; функция деЙилади. 
f (х) = l~ х. а:>{), а =1= 1 функция ~уйидаги хоссаларга зга: 
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JI , 1° Ан~AйlШШ coJfQCU 
D (f) = (О; + CIO) 6Умдu. 
. Т. ~:шJptlШ со-{асu 
Е (f) = R ~~IUplЙ сонлар 
тYnAйAlи. 

30 у = log .. х - Al.(JНD-
тон функция. агар а> 1 

. _ 6ул.са, УСУВ'Ш; О < а < 1 
'К 6улса, ICaAЦJЮвчuдир. 

40. АргУNeНЛIJШнг 
(О; + CIO) ораАwида у = 
=Iog"x. а>О. a:;Fl функ· 
ция УЗ/lУкш.здир. 

50 Графиги 49· 'fИзмада 
келтирилган. 

49- рас... К5'рсаткичли ва лога· 
рифмик тенгламалариинг 

бир неча хусусий ~олларини ва уnарни ечиш усулларини 
келти~из. 

1. J(Z) = 1, а >0, а* 1 к;,ринишдаги тенглама· 
л а р. Бу тенг ламани ечиwдa (а (ж) = 1, а > О. a:;F 1) <=> '(х) = 
= О муносабаrнинг уринлилиl"идан фойдаnанилади 

Ми·сол. 2ж'-Sz+б = 1 тенглаиани ечинг. 
Е::Ч и ш. 2ж'-5z + 6 = 1 <=> х' - 5х + 6 = О<=> 

<=> (х - 2)(х - З) = О<=> [х - 2 = О, <=> [х = 2. 
х-З = О х = 3. 

Демак, ечимлар туплами: А = {х/х = 2, х = 3}. 

11. а'(Ж)=а~Ж) куринишдаги тентnамаnар. Бу 
тенглам~рни ечищда (а!(Ж)= а"·), а > О, а* 1) <=> (f(x)
- ер (х) = О) муносабатнинг уринлилигидан фоЙдаланилади. 

5 
.z2-- z '-Мисол. 3 7 = V 9 тенгламанн ечинг. 

". - .!. Z f - 5 2 
Е q и Ш. 3 1 "'" V 9 <=> xl

- -:;- Х --:;- = 0<=>7 х' -

5 '2 - О [7х + 2 = О, <=> [х = - :' - х- - <=> x-l=О 
х= 1. 

А = { х I х = - +; х = 1 }-
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III. с/<ж) == Ь, а > О, Ь > О, а..] к у р и н и ш Д ar и 
тенгламалар. Бу тенглама берилган шартга кура '(х)= 
== logab тенгламага эквивалент БУлади. 

IV АойlU+А-,+ А 1 а".r+"· + .. +Аm ·alU+A-m = N к У ри
н и w Д а r и т е н r л а м а л а р. ko < k2 < < kт булган

да, берилган тенглама М ·а".r+", = N куриниwидаги тенглз
мага эквивалент БУла.ди, бу ерда М = Ao·a"'-"'+A1·a"'-·'+ 
+ .. + Ат ·aA-m-fl, 

Ми с ол. 53.1_ 2. 53.r-I_з ·5:и-2==зоо тенгламани ечинг. 
Е ч н Ш. 53.1 - 2· 53.r-1_ З ·5:и-2 = ЗОО <:>5Эz-2 (52-2·5 -

- З) == 300 <:> ]2·53.1-2 = ЗОО <:> 53.1-2 == 52 <:> Зх- 2 = 
== 2 <:> х = - => А = xlx = -l з { 4 -

4 з J' 
У. Ао · a"f(z) + А1 . а("-I) ,Щ + + А" = О к у р и н н-

w Н Д а r и т е н г л а м а л а р. Бу тенгламани ечишда ~уАидаги 
муносабатдан фоiWlланилади: 

Аоа"!(.r) + A1a("-I)f(.r) + + А,,= 0<:> 

<:> {АоУ" + А1у,,-I + + А"_I У + А" = О, 
У = d(.r) , а > О, а ;F ]. 

Логарифмик тенгламалар 'YIM берилиwига ~араб бир не
ча турга булинади: 

1. Логарнфмнинг Jog f(x)=~ff(x)=a". а>О, а+], 
а \f(x) > О 

таърнфи ва хоссалаРНД8Н фойдалаННб ечнл~ 
д и r а Н те Н г л а м а л ар. 

Мисол. log-.!6 {х2 -5х)==2 тенгламани ечннг. 

Е ч н ш. log ,- (х2 _ 5х) == 2<:> j х2 
- (5х = (V6)1, <:> 

}' 6 \ х2 - 5х > О 

{ 
r - 5х - б = О {х2 "':"" 5х - б == О <:> ' V '<:> 
х >5 х< О 

{Х == -] {Х = б" <:> • V ' 
х< О Х >5 

A=={xIX=-]; х=6}. 
11. А"Iоg:f(х)+А,,_llоg~-lf(х) + + A 1 ]ogJ(x) + 

+Ао=О курннншндаl"'l' тенгламалар. Бу тенглама 
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I
A~" + A"~I y"-I + + А1у + Ао = О, 
У -Ioga{(x), а>О, а+l, 

{(х) > О 
аралЗlU система га эквивал~нг б~лади. 

3. П о т е н Ц и р л а ш у с у л и б и л а н е ч и л а Д и r :) н 
тенгламалар. 

Ми с ол. loga(x - 2) + logz(x - 3) = 1 т~нгламани ечинг. 
Ечиш. logz(x-2) +Iоg,(х-З) = 1~ 

~ { logl [(х - 2) (х - З») = 1, ~ { (х - 2)(х - 3) = 2, 

х>з х>З ~ 

~{X2 - 5х + 4 = О, ~ JX - 1 = О, V JX - 4 = О, 
Х>З \х>3 Iх>з 

А = {xfx = 4}. 
,,10гарифмик теигламаларни ечишнинг бо~fo\З УСУЛ,lЗРН 

;,.;ам мавжуд булиб, улар аАнан алмаштиришдар бажари.l
гандан кеАин куриб Yl1UJraH УСУ.'lJIарнинг бирортасига Kt:.l· 
тирилади. 

Курсаткичди reнгламзларнинг турлаРИ;J.а11 яна бирн 

[{ (х))"'(Х) = {(Х), [{ (х))",(ж) = [{(x)J'!X, ; 

куринишидаги тенг ламалардир. Бу куринишдаги I еНГ.lа\ы· 
.1ар 3.1ементар курсаткичли тенгламалар эмас. Бу теНГ.'lамз
.1ар курсаткичли тенгламалар, курсаткичли функuия ва .10-

гарифмларнинг хоссаларидан ФОЙда.1аниб ечилади 

Маеман, [{(х))"'Щ = {(Х) тенгламани ечишда унга экви, 
валент булган аралаш системалар тузилиб еЧИJlЗДИ, яънн 

U~)jOP(.r). = {(x)~ Х -'У 111' (x)1 :Е;;; k, V .IT х) > 'у {{ ( ) -о ( {(х) = 1, - ( о 

q>(x) + о k Е R 111' (х) = 1 

V [{ (х) = - 1 Л 11' (~) КУЩад {(х) = - 1 
нинг илдизлари TO~ сондан иборат. 

Бу тенгламаларни логарифмлЗlU усули билан >\ЗМ ечиш 
мумкин, яъниj 

[{ (х»)",(ж) = {(х) ~ Ig \{ (х)\",(Х) = Ig I{ (х)! ~ (<р(х) - 1) Ig~{ (х)1 = 
о {<р(Х) = 1, 

= ~ Ig " (х)1 = О. 
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м и t О .1. х" = Х тенг ламани ечинг. 
Е ч н Ш. х" = х ~ х Jg /xl = Ig I х I ~ {Jg I х I = O,~ 

х=1 

~ {~:: f 1, А = {xlx = 1; х= -I}. 

(! (хН ",(ж, = (! (X)Ji(Z' куринишдаги тенглама ~aM худди 
шунга ухшаш ечилади. 

Курса11(ИЧЛИ ва логарифмик теНГСИ3JJикларни (ёки сис
темани) ечишда тенгсизликларни ечишнинг умумий II\ОИда
ларига амал II\ИЛИШ БИ.'1ан биргаликда курсю кичди ва .10-
гарифмик функцияларнинг монотонлик хоссмарига ~aM a~
мият 6ерилади. 

КУрсаТКИЧ.1И ва логарифмик теНГСИ3JJиклар асосан lI\уАи
даги куринишларда булиши мумкин: 

1) а/щ > а~Щ ~ f f (х) > q; (х), V { , (х) < q; (х), 
(а>1 О<а<l; 

fщ { f (х) > log.b, {' (х) < I 8gab , 
2)а >b~ V 

а > 1; Ь > О 0< а< 1, Ь >0; 

З) At . а"/Щ + А "-1 a(II-I) '(ж) + + Ао > О ~ 

~ I А" i' + А"_I gll-I + + Ао > о, 
t х = a/(It.), а> О, а =1= 1; 

4) А) а"Ж + ". + A1aIU +11, + ...z.. А alU+"m > N~ • т 

~p.a""Ht >N; 

5) rt (ХНСР «) > 1 ёки и(хнСР(Ж) < 1; 

\

f(X) >at, \'(х)< at, 
6) 'o~ f (х) > k ~ а > 1, V О ".;; а.< 1, 

f (х) > О f (х) > О; 
7) 10ia fl(X) + lo&,f,(x) + + lo~f,,(x»k~ 

~ i 10~ i~ ft (х) > k, 

1ft (х) > О, 
t а >0, а =1= 1. 

1- мисол. ~+6 > ~ теНГСИЗЛИКRИ fЧИИГ . 
• 
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Е ч:и ш. 2.<1+6 > i'.< ~ х2 + 6 > ~x ~ XI - 5х + 6:>0 ~ 
~(x - 2)(х- 3» O~[(x - 2».0 л(х -.3)>0)У(х- 2) < 
< Олх.-.З< O»)~(x >3У х< 2); 

А = {xlx < 2,У х > З}. 
2- м и с о Л. (х- 2)"'-6'<+8 > 1 тенгсизликни ечинг. 
Ечиw. 

(х _i2'Y-6'<+8 > 1 ~ [(х - 2 > 1 лх! - 6х + 8 > О) V (0< х
- 2 < 1лхt -:6х]+ 8 < О)) ~ [(х 1> Злх 1> 4) V (х:> 3лх < 
< 2)У(2< х< Зл2< х< 4)J~(x >4У2< х< З), 

А = {х/2 < х < З V х > 4}. 

3- мисол. log.<_1 (х2 -1) >0 .теНГСИЗЛИКН;i ечинг. 
Ечиw. 

log.<_1 (х'-I) >O~[(x-I) > 1лхZ-11> 1)У(О< x-l< 
< 1 Л О ~< r --:- 1;< 1) ~ [(х > 2лxl . > 2) У( 1 < .х < 2 Л 1 < 

< х2 < 2))~(I<x< V2V2< х); 

А = {х!1 < х< У2У2< х< + оо}. 
4-мисол. log"I'(x2 +2x)< 1 тенгсизликни ечинг. 
Ечиw, 

log ... (х2 + 2х) < 1 ~ lo~ (х' + 2х) < log.,.'al ~ 

~ {[(О < а2 < 1 лх! + 2х > О лх! + 2х > a l ) ::> 

=>(0< al < 1 ЛХ >Олх! + 2х-а' >О)У(О< а'< 1лх< 
< -2лх2 + 2х _а2 >0)) V [(а! > 1Лх' + 2х>0 лх' + 2х< 

< а2) ~ (а! > 1 Л х > О Л х! + 2х - аl < О) V 

V (а' > 1 Л х < - 2 Л х' + 2х - а' < О))} ~ {[(О < а2 < 1 Л 

Лх >yт-:t=az-1) v'(0<a2 < 1 Лх<-(V1+аt+ 

+ 1») v [(а' > 1 Л - 1 - У1 +а! < х < - 2) v (а' > 1 Л О < 

< х < У1 +а2- 1)]). 

Демак, 0< lal < 1 булганда тенгси3JlИКНИНГ ечими 

А = {xl- QO < х< -(1 +Y1+a:l)} V {х ,У1 + а' -1<х 
< + оо} 
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булади; I а I > 1 булганда тенгснзликнннг ечнми 

А ={xl-(l + Уl+а2)< Х< -2} U {xiO< х< 

<Уl+а'-1} 
булади; а = О. а = 1 булганда тенгснЗJlИК мз'Ьносннн 'ф~о
Тадн. 

МУСТЦ." tчIIw учув _COJI ва .. са.аа .. ар 

Ифодаларнн СОддaJlаштирннг: 

1 1 

1. F = (25 iOi;5 + 45 ,ос,7) "2 
1 

'ос Ь/l ,- IOIJ~ ;- lое/l.У_ -Ioc!';-
2. F = V а' - 2 у а у Ь + 2 /1 У Ь. 

3. т! = а2 
- ь' деб. log. + Ь т + log" _ ът -

- 2 log/l+b т log/l_b т. 

Ифодаларни СОДД3.'lаштиринг: 

4. (Iog..b + logoa + 1) (Iog"b - log.bb) logba - 1. 
Ir"~ 1 ь--

5. (е; Ь'ос .... ';; а'ОС." ъ ) 2Iog,,_b (а + Ь). 
l' 

"2 
6. [(I~ а + lo~ Ь + 2)) - 10gt а - log.b. 

7 1 2 2+ I . 10j1 .. (1°1'''+ 1)+ . og. х ogzx х 
3 Jor I lorоЖ 

I -+ 2" log~ х· + 2 2 

8. log/lb-lоg ъ_зуi/}"Ь :log",b-11 • 

log~b-Iog~ Ь 
ъ" Ь .. 

I 
"2 

9. (6 (logb а .log".b + 1) + lоg.tГ1+ log~ Ь) -

- log. Ь. а > 1. 

10. Vlog11 Р + log~n + 2 (loglIP -lоgIlР р) . YloglIP . 
..!.. ~ • 1 

11. -1·. +1 . У2 log" Ь. а >1. ( 
loe;HI )2 (loiaH1 )2 - Т 
21og" Ь _ 2 log. Ь 
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I\уйндаги тенгламаларни ечинг: 

12. y2· .. ·-14 .5 .. = +. 
13. 

12"'+4 
1424..- 1728 

,,'-16.--151-

14.3.16 4 =48+24+ 12 + 

[ 3/' 1 2 1'" 15. ~ (5+ 33 + 27 + )225 = 15181. 

"'~I ~ .. --1 го .. +v-1 б. у 32· У 1 - 8 = о . 
.. ~;- "--6!>/ 17. f 322.0;-60 - У 4з..--40 = о. 

"+:'2;- .. +_3; 
18. 5· r 3125"+ 1 = У 15625..-+2. 

19. 0.(2)-;; тО.(зн" = 0.(2) +у-тО.(з) _ .. 0.(2)':"j~/ т2 . 

20. 2 y"'+iV 2 .'6-=4 vi+i. 
_"; 3",-! /--:ё=Э 

21. r у 23"'+1 - У 8 =0. 

22. 27Х - 8· (о, (3)J3X - 6 ·3Х + 12 ·3-'" = 3:73 
23. 22Х .9" - 2·6з..--1+ 42 .. --I·i"-2= о. 

24. 4",НГ.r'-2_5·2 .. -I + У.rt=2 =6. 

25. з",-1 __ 15_ + з,,-2 _ ~ = о. 
з..--1 з .. -2 

26 l().r + 10-Х = 5. 
• IОХ - 10-'" 

27. ldg.. х + log".x + loga,x = 11. 

28. 6 -log7x (1 + 4·94-210« 1"3'3) = log. 7. 

29. log1! (4З" + 3х - 9) = Зх - х IOg11 27. 

30. х2 log .. 27 ·Iog.x = х + 4. 

31. Vlog~x+log~5+2=2.5. 

32.log",mlog ~ = 1. 
ут 2т-ж 
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33. log,3 + 21og4x = 1°8. у'- Х log~ 16. 

34. Jf 3log~ х - 1 - 9log; 2 = 5. 

35. lоgvз х + logj 'Э- х + + lоgl.-З Х = ~6. 
I\yйидаги теНГСИЗЛИJ<..1ЗРНИ ечинг: 

36. (+)''''_2'''+1)0.5 >(+у-х 

37. (~)2r ~)" (~)" 
7 20 <625· 

5 г--т-:-; 9 --1-

38. ~/ ("7) > 1 343· 

.2... ..!...+ з 
, Jf Jf 

39. 3 + 3 >84. 

40. з2r- 1 + з2"-2_ i"-4 < 315. 

41. з,,+1 + 18 ·3-" > 29. 

42. Ig2x - 2 Ig х - 8 .,.;; о. 
1 1 I 

43.- log:aX> - - -loglo х. 12 3 4 

44. log"_1 (х + 1) > 2. 

45. log.(9""-1 + 7) - 1 < log, (3"-1 + 1), 

I 
46. logJ:2 ·log 2 >--

~ log • .I: - 6 
16 

47. lоgз" -;- + log5 х < 1. 

х-I .1:+ I 
48. log. ·Iog, -- < log log 1 

.1:+1 ~ 3".1:-1 
2 

49. log log, (V ,%2+ 1 + х) < lоgз log (У х2+ 1 - х). 
1 I 

3 '5 

2-2 10''''- 'o,~" 1 50. х <_. 
J: 

.1:2 _ I 
51. logl 10gB --< о. 

х-2 
"2 
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8- §. ТЕНГЛАМЛ ВЛ ТЕНГСИЭJIИКЛЛР СИСТЕМЛЛЛРИ 

101- та'Ъриф. ТенгЛa.tlQAар ~теJlQal де6 

j

MX'y, , z,a, Ь с) = О, 

,. (Х, 1/, z, а, Ь, ,с) ~O, ~ 

',,(Х,У, ,z,a,b, ,с)-О 

{ '/(X~.!!.... 
~ j = 1, k 

, z, а, Ь, , с) = о, 

"gpuнцшдшu сисmeА4ага ailmuАади, 6у ерда х, у, z 
Аар узгаРУВЧUJIар ёк.и НО.IШЪлум JlЦ'fдорлар, а, Ь, , с 
IIllр параметр лар де6 аталад,и. 

Сш:теAtаllU ечиш де6 HOМ8ъ.nYM мн~орларнинг шу сис
темани ~аноатnaнтнрадиган ~ийматлар тупламини топишга 
аЙтнлади. 

Берилган система узининг ани~ланиш со~сида ечимга 
эга б}'лса, бу система 6иргаАикда 6улган, ечимга эга бул
маса, 6Upгilлuкда 6ijлмаган система деЙИЛади. 

Агар система чекли сондаги.ечимга эга булса, aIШI{ сис
тема, чексиз куп ечимга эга булса, ан""мйС сисmeJЮ де
Йклади. 

102- т а ъ риф. Агар 

,/ (Х, у, , z, а, Ь, , с) = О Л i = 1:1 
Сш:mеМйltUнг х.ор 6ир ечuмu 

СР/ (Х, у, z, а, Ь, , с) = О Л i = 1, k 

cucтеманцнг ечu.ltU. ва акеuнча, 6улеа, у ~олда 

деЙuладu. 

{ '/(X,~ j = 1, k 

{ 
СР/ (Х, у, 

~ -
i = 1, k 

• z, а. Ь. , с) =0, 
~ 

z, а. Ь, , с) = (). 

Тенгламалар системасининг эквивалентлигинн анн~ловчи 
~уйидаги теоремаларни келтирамиз. 

114-теорема.Агар'/(х,у, z,a.b, с)= 

= О Л i = G сиеmеманинг ихтиёрий тенг.IIQJЮCида 6ир 
gзгарувчuнu 60ШI{Q узгарувчuлар орl{QЛU uфoдa/lll6, I{олган 
те~лаAtllларга I{YUUJICa, ~ocи.1 6улган систеAtO. авваАгu 
сuстемага s"вuвалtнт 6улaдu, я'Ънu 
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{ 
{! (х, У, . о • , z, а, Ь, .. о , е) = О, 

-- ~ 
i = l,k 

I 
fi(q; (У, ... , z, а, Ь, .. о , е),. У, . о • z, а, о •• е) =-0, 

~ х = q; (У, . о О , z, а, о •• , е), 
. i = i"k , 

6уладu. 

115-теорема. Агар {{i(X,y, 0'0, z, а,Ь, 0'0' е)= 

= О дан {! (Х, у. " . , z, а, Ь, ... , е) = 01\ i = 1, k 1\ k < 
<n~q;J(X'y,. о', Z, а,Ь, ... , e)=Ol\j= l,k 

булеа, У :fолда 

{! (Х, У, ... , Z, а, Ь, с) = 01\ i = 1, n ~ 

~ {q;j (Х, у, ... , Z, а, Ь, . , . , е) _ = О ~ ~ = [k, 
{l (Х, У, ... , Z, а, Ь, ... , с) - 01\ t - (k+ 1 ),n 

буладu. 

116- т е о р е м а. Агар {; (Х, У, .•. , z, а, Ь, .. , , с) 

= 01\ i ~ 1, k системанuнг uхтuёрuй тенгламаеuга унuнг 
анu~ланuш ещасuда анu~ланган q; (Х, у, ... , Z, а, Ь, ... с) 
функцияни ~ушеак ёки айиреак, :fоеил булган система 

ft(X, У, ... , Z, а, Ь, ... , с) = 01\ i = "т,k 
сисmемага эквивалент булади. 

Алгебра курсида тенг ламалар системаси I\уйидаги ТУР
ларга булинади: 1) ЧИЗИI\ЛИ тенгламалар системаси; 2) раци
онал тенг ламалар системаси; 3) иррационал тЕ'нг ламалар еие
темаси; 4) куреаткичли тенгламалар системаси; 5) лога риф
мик тенгламалар системаси. 

Биз I\уйида >\ар бир тур тенгламалар системасини ечиш
ни миеоллар ОРl\али тушунтирамиз. 

1. SТрнига I\УЙИШ усули. 
1- м и с о л. Системани ечинг: 

{ 
х2 - ху + у2 + 2х - 2у - 3 = О, (1) 

Х + У = 4. 
Е чи ш. (1) ~ {Х2-Х(4--Х)+(4-Х)2+ 2Х-;-2(4-Х)-3=О, 

y~4-x ~ 

{ 3Х2 
- 8х + 5 = О, jx = ~, {х = 1, 

~ o~ 3 V ~ 
У = 4-х у=4-х 

у=4-х 

~ А = {( {-->~-); (1, 3)} 
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2- .. ,СО". Otcтevaви ечивг. 

jr +!I ~5. 
l.1'У= 2. 

Е ~ R ш. (Z, ~ {~;! 4 = 5. ~ Р - 51 + 4 = О со 

~{T = 4, '/ f!! = 4. 
!г = 1 i.r = 1. 

Дewaк. .1' = ± 2: у = ± 1; !I = ± 2; .1' = ± 1. 

11. А.небраик ~fшиw усу.1И. 

1- МИ СО.1. СнстttUии eoutиг. 

(.1'2+ !г~.1'-Y= J8. 
1.1'2 - if -7- .1' - У = б. 

(2) 

(3 ) 

Е ч и ш. Бу с нстемаии ечиш учуи а.1rt4'аик ~ушвш усу
лидан ФОЙла.1ЗНЗКНЗ, JiЪИИ 2.1'2 ..... 2х = 24 ехи г + .1' -

- 12 = О, бундан х. = 3, .1'2 = - 4 х,оси.l б)'лади, .1'. = 3 
НJ! 6иринчи .1'2 + у2 + .1' + У = 18 П'нг ламаД:Юf .1' fзгарувчи 
RНиг урнига ~уйсак. g2 + у- б = О П'нг.'I3МЗ х,оси.'I буnaди, 
бундаи: УI = 2. У2 d - 3. _ -

демак. 1) .1' = 3 Л У = 2; ~} .1' = 3 Л У = - 3; 
.1' = - 4 учун wy жараённи такрорласак: 3) .1' = - 4 Л 

Л У = 2; 4, .1' = - 4 Л У = - 3. 
деыак, А = I (3; 2); (3; - 3); (- 4, 2); (- 4. - 3) 1. 

2 Си . {'г-ху - 11 = 5, - u и с о л . стеиани ечинг. 2r + ху _ 1011 = 11. (4) 

Ечиш. 

(4)~{11xl - 1 Jxy- lIy! = 55, 
- JOx2 - 5ху+ 5Оу! = - 55. 

Бу сис-reМ8.11.8ГИ ТЕнглама.'1ВРНИ х,адnаб ~5шсак, .г-
• ( % ) I - lбху + 39у2 = О х.сси., бу.1З.1И. У =F О. деб, у -

-lб( ; )+39=0 к5'ринишдаги TtHr.'1aMara зга буламиэ. Бун-
дан х = 13у Щi .1' = Зу х,оси., б5·лади. Сунгра (4) кинг би
ринчи nнгламясига х = 13y ни х уэгарувчининг урнига 
~~Аиб, х,осил булган ТЕигnaмани ечсак: 

1 I 
111 == ~; у, = - ----== . Бундан: 

.. 31 ., 31 
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j 
13 

х=--

.'":Т' 
у=--' 

1'-31 

13 --, Х=- )"31 

1 
у = - JГЗТ 

Шу жараёиии х = ЗУ учуи ~M I\улласак, 
)x=3,IX=-3, 
lY = 1 lY =-1 

ни топамиз. Натижада (4) ни I\аноатлантирадиган жуфТJIик-

{ 
13 1 13 1 

лар ryплами lJ"31' 1"31): (- 1"31 ' - 1 "31 

(3, 1); (- 3, - 1 ) } 65'''Щ:l,И, 
И з о JIi. ЧИЗИ~'1и теНГ.,а:-.tЗ.1i.1Р системаси «А..,гебра ва сои

лар иазариясlU курсида 5·ргани.lган.1ИГИИИ иазарда тутиб, 
унга тух', алиб Утирмаilмиз. 

Ш. Тенглама.'1аРНIIИГ t~f( f(х) ,I=x~ 
--k--

е:> f (х) = х э к в и в а .1 е н т .1 И Г И 11 а и Ф о Й ,J. а .1 а и и б е ч и -
ладигаи системалар 

Мисол. Сисгемани ечинГ' 

1

.\.3.+ 2х2-+ 2х = у. 

УЗ + 2у2 -+- 2у = 2. 

z3 + 222 -+- 2z = х. 

(51 

Е ч и I!J. Бунинг учун f (t) = с3 -;- 2t2 + 2t Функцияни ~
раilмиз. f' (t) = 3f2 -r- 4t + 2 ~оси.'1а t Е R да f' (t) > О булга
ни учу н бу функция 5'сувчидир. Шу БИ.13Н бирга (5) е:> у = 

= f (х) /\ х = f (2) /\ 2 = f (у) е:> х = f (f (j (х») эканлиги· 
даи ва тенгламаларнинг тенг КУЧЮt.1иги )о\аlQfдаги теоремага 

асосан (5) е:> f (х) = х б5'-'1ади. Бундан хЗ + 2х2 -+- 2х = х е:> 
е:> х (х2 + 2х + I) = О е:> Х (х + 1)2 = О. 

Демак, ечнм I (О, О, О): (- 1, - 1, - 1) I БУлади. 
IV. Симметрик тенгламалар системаси: 

а) {х" + у n = А, 
х+у = В, 

б) {Хn+Уn=А, 
ху=В. 

1- мисол. Системаии ечииг: {ха + уа = А, 
х+у=В. 

(6) 

253 



Е ч и ш. Бунин г учун х + у = в нинг иккала томонини 
кубга с.ширамиз. наmжада (х + V)8 = ха + уа + Эху (х + у) 
~ОСИЛ бу лади. Бундан ва = А + ЗВху еки ху = ~ = с 

ЭВ 

ни еэа оламиз. демак. (6) ~ {х + ус= в, БУлади. 
ху= 

х + у = в л ху = С ~ t2 - Bt + С = О ва D =. в! - 4с ;;. О 
га асосан (t1 , (2); (t2• (1) ечимларни топа оламиз. 

2· мис'ол Тенгламалар системасини ечинг: 

{
Va=x - Vy х = Vi. (7) 
УЬ х+ Vy-х=Vу. 

Е ч и ш. Тенгламалар системасининг аНИ'VIаниш со~сини 
топамиэ: 

(а - х ;.. О Л Ь - х ~ О Л У - х ~ О Л У ;.. О) -
~ (а ;;;. ь ;.. х Л а ;.. у ~ О Л У ;;. х). 

(7) ни ~адлаб I\УШсак ва ~длаб айирсак, (7) га тенг кучли 
I\УЙИдаги система ~ОСИЛ булади: 

{
Va х + Vb " х = 2 V~ . (8) 
Va-x- Vb-x = 2Vy-x 

(8) нинг иккала томонини Kвaдpaтra оширсак, 

{a+b-2Х+2 V(a-x) (Ь-х) =4у, (9) 
а + Ь - 2х- 2V(a -х) (Ь-х) = 4у -4х 

система ~ОСИ.I] булади. Сунгра (9) ни ~длаб I\ушиб ва 
~длаб айирсак, l\уйидаl'И тенг кучли 

8у = 2(а + Ь), (10) • у = -4-' 

1 

а+Ь 

_ еки (11) {х - V(a -х) (Ь -х) х = V(a-x) (Ь-х) 
• 

система >\ОСИJl БУлади. 
(11) СИС'lеманинг иккинчи тенгламасидан х;' О булиб. 

(а + Ь) х = аЬ экани КeJJиб ЧИl\ади. Маълумки. х;' О ва 
а;;' Ь ;;;а х, а ~ О, Ь;;. О ва а ;;. Ь булншидан I\УАиД8ГИ НИКИ 
~ол юз беради: 

1) а = Ь = О булса, а;;;;' у;;. О дан х = у = О булади; 
• 00 а+Ь 

2) а > О, Ь > о бужа. у ~олда х = --о у = --
а+Ь 4 

илдиэлар >\осил БУладн. а < О, Ь < О булса, система ~аI\И· 
I\ИЙ ечимга зга БУлмаЙДи. 
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з- м и с о л. Системани ечинг: 

{ 2
Х '3У = 24, 

2 у ·3Х = 54. 
Ечиш. Би'ринчи усул. 

{ 
2Х • зУ = 23 . 3 
2У ·зХ = 2.33' 

( 12) 

тенгламалар системасини ~адлаб купайтирсак ва ~адла6 
булсак, 

{Х + У = 4, 
х-у=2 

система ~осил булади. Бундан х = з, у = 1 БУлади. 
И к к и н ч и у с у л. Агар системадаги ~ap бир тенглама

ни логарифмласак, у ~олда 

х Ig2 + У 19 3 = 3 19 2 + 19 3 1 19 21 19 3 
х 19 3 + У Ig 2 = 192 + 3lg 3 - 19 3 - I~ 2 

а) х (lg22 - Ig23) = 3 (lg22 - Ig23) '* х = 3; 
б) У (lg23 - Ig22) = Ig23 - Ig22 '* У = 1. 

Демак, х'= 3, У = 1. 
~аълумки, тенгсизликлар системаси дейилганда бир неча 

уогарувчили тенгсизликлардан бир нечтасининг биргаликда 
к;аралиши тушунилади. Масалан, 

f (х, У, ... , z, а, Ь, ..• , с) ~ О (13) 
курин'шдаги тенгсизлик бuр н.еча узгарувчuлu mен.гсuзлuн; 
деб I\аралади. 

103- т а ъ риф. Бuр н.еча узгарувчuлu mен.гсuзлuн;лар 
сисmемаси деб 

1
'1. (~' ~' .' ' .. : ~' ~' .Ь, . ... '. '.C).~ О: (14) 

. , Ir (х, У, . . . , z. а. Ь. . . . , с) ~ О 

сисme.мага aIlmuладu. 
Хусусий ~олда 

{
A1x + В1У + С1 > О, (15) 
А.х + В2У + Са > О 

еистемани куриб ЧИI\аЙЛив:. Геометриядан маълумки, сиете
мада I\атнашаётган "ар бир тенгсизлик Ajx + В/У + Ci = О, 

i = 1:2 ТУFРИ ЧИЗИ!) билан чегараланган текиеликни аник;' 
лаЙДи. ЭНДИ (15) тенгсизликmр еистемаеининг ечимлари туп
ламини топЗЙЛик. 
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!I 

Q) 4j 
50- раем. 

1- А,х + В,у -- С, = О, А 2х -i- В2У "' С2 = О тYFРИ чи
ЗИl\дар пара.1лед б5'.1маеин, у х,о.1да (15) учун у < k,x + 
- Ь} Л У > kzx + Ь2 Л k , =1= k2 х,оли ~'рин.1И будеин деЙ.11tК, 
бундан 

{
k,x + Ь1 > k2x ...L Ь2 , ~ {Ь1 - Ь2 > (k2 - k,) х, ~ 
k, =1= k2 k, =1= ka 

I Ь, - С! I Ь, - Ьа Х> х< . 
~ kz - k, V - kz - k1 

k , >k2 k2 >k1 

булиб, умумий ечим, 

f ы� - С2 k k J 1), - Ь1. k k Х> , 1> 2' х< , 2:> " 
kz - k1 ,k2 - kl l k 2x + Ь2 < У < k,x - Ь ! l k1x - [;2 < У < k,x + Ь} 

б.~.lади (50- а, б чизма), 
Агар (15) учун В, > О, 

В2 :> О шарт бажаРlf.'теа, у 
х,олда (15) еиет~ма 

J у > k,x -+- Ь, еистемага тенг 
!у > kzx + Ь2 
куч.1И БS',lИШИНИ куриш МУМ· 
КIIН, бундан умумий еqим (51-
чизма) 

"/ \.- .. Ik,x-b
l

• 
:v 1: Х I 

агар х > Ь• - ·~l 
k 1 - k~ 

эгар х < _6. - Ь) 
k,-k,' 

51-расм, 

256 

у>1 
I k2

X 
- Ь2 , 

k, =1= k2 
(5'леа, 

~ 



2. A1x + B1y + С! = О 
аа А 2х + В2У + С2 = О, 

т5'Frи ЧИЭИl\лар параЛ.1ел Ба 
VC'fMii- уст тушганда (15) 
еl!стемадаги "ар иккала 

Тt-IIГСIIЗJ1ИКНИ бир Баl\тда 
~аноатлантирадиган ечим

НI!НГ умумий I\ИСМИ Мзвжуд 
б~'лса. у ~олда уша сща 
система нин Г ечимлар ТУПJlа
МИНИ аНИl\лайди, акс ,\0.1да 
(15) "истеманинг ечим.lар 
т5'ПШIМИ буш булади. 

1- м и С 0.1, Ушбу сие' 
теман" ечинг Ба графигини 
чизинг: 

JY-X + 1 >0. 
L2х-у-З >0. 

52, рас .... 

Е ч и ш {1I- х + 1 > О, <:> {У > х - 1, <:> 
2х-у-З>0 у<2х-З 

~ {Х - 1 < У <" 2х - З, (52- чизмз). 
х >2 

х 

2- м и с о л Ушбу системiiни ечинг B~ графИJ'ИНИ ЧИЗинг: 

Ечиш. 

J'ц >хl_х-б - ' <:> 
ш< Зх-I 

{У >х2-х-6, у< Зх- 1. 

! У >хl_х -6, 
~ У < Зх - 1, <:> 

lх2 -х-б < эх-I 
Jу>х2 -Х-б. 

~ 1 у < Зх - 1, <:> 

,-I<х<5 

j
Y>(X-0,5)1-6,25. 

<:> У < Зх - 1, (53- чизмз). 
-1< х< 5 

17-2823 

!I 

53· рас .. , 
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2u 

МУСТЦ8.11 ечиш учуи .. сем U M.CU."ap 

ТеНI'лзмалар системасини ечинг: 

1 {уl_ХУ = -12, 
· хl-ху = 28. 

/
Х + у + ~ = 9, 

. g 

2. (х + у) х .;....",,:,....:..:..- = 20. 

б {и' + иа = 15, 
· а' +иu = 10. 

7 сх + ау + bz = О, 

3. {х:уl + х'у' = 12, 
хуа -х'у' = 4. 

4. {х4 + 11 = 82, 
ху = 3. 

5. {х' + уа = 35 • 
х + у = 5. 

/
Х +'у + z = О, 

(х + Ь)2 +I<Y + с)1 + (z +~a)' = а' + ~ + с'. 

I з +2L=I. 
x'+y'-I х 

8. 4.( 
х2 + у2 + У = 22. 

{ (х- у)(х2 _ уl) = За3, 
9. (х + у) (х' + yZ) = 15аа; R да ечинг. 
10 {х'+У3=19, 

· х'у + ху' = - б; R да ечинг. 

11 {Х2 + хуз у' = 91, 12. {;.-и + и - VU - u=2. 
. х + Уху+ у = 13. VU"+V- Уи и = 8, 

13. {УХ+У + ~:t=Y = б. 
;·'(х + у)' (х - у)2 =.8; 

.,. х - у = fJ деб белгиланг. 

Ух+у =и; 

14. {Y2x-y+I1-Y~x+y-9=3. 
}i2x-y+ 11 + j/3х+u-9=З. 

1
'11 g - 2 '11 х = 1 

15. r х r g • 

У5х+у + У5х-у = 4. 



16. {V(X +ly)2 = 3, 
}I(х- у)2 = 1. 

j 
1 I 4 

18. У х + УУ" = э' 
ху = 9. 

17. {и! + и' = ии+ 13. 
U + tI = V ии + З. 

19. {З(2-VХ . уГ1 +1O(2+Vх+у)-1=5, 
4 (2 - }I х - у)-1 - 5 (2 + }I х + у) -1 = З. 

20. {2(}lх + VY) = 3}1ху, 21. {х-=у = &2. 
Х + у = 5. V х + VY = 4а. 

22. {~+ yi = 10, 23. IVxt y+ VX-;y =14, 
t' х +., у = 4. 

!VX~y - Vx~/ =3. 

24. {~X + ~y = 3, _ 25.!ух - VY = V ху , 
~x'- ~xy + ~уl=З. 4 

х+ у = 5. 

J\yАllдаги тенг ламалар снстемзсини ечинг: 

211"-1 - 5 
{Х -, 

26. х 11"+2 = 125. 
27. {8<J12)'Ж- 9= 0,59 - Э, 

lоgэ (х - 2у) + log. (3х+ 
+ 2у) = 3· 

28. 2 2 + 2 2 = 2,5, j ~ ~ 
Ig(2x- у) + 1 = Ig(y+2x) -lg6. 

j 
~ Ж+II 

29. 2 3 + 2 6 = 6, 

r + 5у2 =6ху. 
30. {2:.З;=61, 31. j (i+у)·2"- 2Ж 

=6,25,. 
3 ·4 = 12. 2ж-з r--V х+у=5. 
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32. j2X- У Е;; 1, 
4х +у;;;;. 1, 
4x-у;;;;.I, 

У Е;; З. 

34. I У > х2 
- 1, 

1.у< l-x2 

ва график усулларда ечннг: 

ЗЗ. jX + У >0, 
x-у>О, 

х-у;;;;'х +у. 

35. (О < х2 
..L у2 < 1, 

Х I у> О, 

х+у>х2 +у2. 

х б о б . СОНЛИ КЕТМА-КЕТ ЛИКЛАР 

1- 1. СОНЛИ КЕТМА- КЕТЛИКЛАР х.А~ИДА Т)'Ш)'НЧА 

а, Ь, с, . элементлардан ташки.l 10лган А (чеК.1И ёКII 
чексиз) туллам ва 1, 2, 3, n, натура.'! сон.'1зр бе· 
ри.аган б5'лсин. Агар натурал COH.laP I\аторининг J\<IP бир со
нига А тулламнинг бнрор 3.'1ементи МОС i\УЙи.1ган 65·.lса. 
у ~олда шу ТУЛ.1ам 3.'IемеНГ.'lаридзн Г\·ЗИ.lган кетма- "ет· 
лик бtрилган деЙилади. 

Бу мос.лик )'з нав6атида ФУНКЦИ!t 6~·.lиб, унинг анщ.lа
ниш сщаси натурал сонлар, узгариш сщасн А тул.1а~ 3.1e
ментларидан иборат булади. 

104- та ъ риф. АнU1{ЛйНUШ сщасu натура.7 СОН.1ар 
туnламuдан ёки бuрuнчи n та натурал сонлар тУn07Й
мидан uборат бул.ган функциЯ кетяа-кет-1UК деЙuладu. 
Агар кеmма- кеmлих {адларu СОН.lардан иборат бу.'Il:а, 
СОНАЦ кеmма- кетлик деЙилади. 

Одатда, кетма- кетлик - бу натурал аргумент.1И функ· 
циялардир де6 I\аралади. Бу функциянинг i\ий~ати кетма· 
кетлuкнuнг {ади дейилади, яъни: f 111 = и\, f \2) = и 2 , • 

f In) = и". 6у ерда и\ - 'Keт~a- кеТ.1ИКНИНГ биРИНЧII 
~ади, и2 - иккинчи ~ди, UЗ - учинчи J\<IДИ, и" ЭСа n хади 

дейилади ва ~оказо. 
Шундali i\илиб, "\. и2 • из. 

кетма- кетлик ~осил БУлади. 
"". яъни 

1 1 1 
Мисо.'! {(I) = -; {(2) =-; '(З) = '-, 

2 3 4 

U/l1 

1 1 1 
/( 100) =- {(n)= -- кетма- кетликни-

101' "n71' 2' 
1 • • 

куринишда тасвирлаш l\}'Л8идир. 
з n+l' 
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СоНЛИ' кетма· кетлик..,ар усувчи, )'смайдиган, камаювчи. 
камзймаlднган турларга зжраладн. Агар берилган кетм:,,· 
кеТ.1ИКИИНГ ~ДJJapн иккинчи ёки бирор ~ддaH ООш.lа6 орти6 
барса, у ~олда буидай КЕтма· кетлик усувчи, агар иккинчи 
ёки 6нрор ~aддaн 6оШ.1а(j камайса, камаювчи де6 атз.1ЗДИ. 

Агар берилган ! и,,! кетма· кет.lикда элем?нт лар сони 
чеК.1И булса, чеКАU кеmма· кеmлик, элеменмар сони чексиз 
б\'.lCt1, чексuз кеmма· кеmлuIC деЙИ.'1а.J.И . 
. Мисоллар. 1) 15,25,35. 45,55,65. 75, 85,95-

чек.1И кетма- Keт.'lНK. 
1 1 

2) -; , - чексиз кетма· кеТ.1ИК.1ИР. 
2 3 11 

СоН.1И кетма· кеТ.lик..lар )(5'П ,\олларда ЧОРМУ.'1а ёрдамнда бе
РИ.lIIШИ мумкин, чуноичи: 

1) и" = n2
; 

Р" 2) U = - cosnz' 
" 5 • 

А" 

3) U __ (- I)"sin f ,,- . 
(11- 1)(.""-1' 

" 
4) "" = 1I~ 

Соми кетмэ· кеТЛИК.'IaРНИ формула ёрдамида ~РНJ11IШИ 
ичнда рекуррент ФОрму.'Ia асосида бери.1ИШИ MY~M урин ту· 
тзди. 

105· т а ъ риф Аг.ар бepu..шzн формула кеmма, IC~m· 
Аикнинг 6ирор {aдUдйН БОШАа6, OAдUHги JfaдAiJpU opl{aAu 
кeЙuнгu {йдлйрuнu келnшpu6 ЧWfйРСй, у {олда у реICуррзнm 
формула деЙuлйдu. 

М и с о л л а р 1) йо = аl = 1; а" + 2 = й".,.. 1 -;- й" рекур· 
рент Форму.'1а 'Фllооначчи соми кe"lMa· кетлиги 1; 1; 2; 3; 
5; 8; ни :<\ОСИ.'1 l\Иnади. 

2) й] = 1; а",. 1 = (n - 1\ й" рекуррент форму.1З 1; 2; 

б; . соми кетма· кетликlIИ ~ОСНЛ ~нлади. 

3) al = О; й. = 1, (n + 2) (n -т- 1) а,. + 1 - n
• 
а" =- О ре

куррент форму.'laДИР. 

демак. рекуррент ФОРМУJl2НИ умумий курннншда и" = 
= f (и1 , ~, , "" _ I ) каби ифодanаш )\гМ мумкнн. 

Умуман, математнкада ~ кетма· кетnнклари" форму
ла ёрдmiид,з берилиши бу кетма- кетлнкnарнинг харахтерини 
аlpoфnичa 9рганиш учун шаромт ира тади. 
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2- '. АРИ.МЕТИI{ ПРОГРЕССИЯ 

f\yйкдаги сонли кетма-кетликлар бериnган булсии: 

1) 1; 2; 15; 25; 35; 18; 47;- 84; 95; 108; 
2) 1; 2; 3; 4;. ,n; 
3) 2; 5; 3,4; 8,5; 8,54; 15,6; 
4) 2; 7; 12; 17; 22; 
Бу сонлн кетмз- кетликлаРНLf та'VIИn ~нлсак, у ~OJIдa 2) 

ва 4) кетма- кетликларнннг n- ~адини мое равишда бирннчн 
щн ва бирор узгармас сон ор~а.,И нфодалаш мумккилнги
ни курамиэ, чунончи: й" = 1 + (n - 1) d ёки й" = 2 + (11-

-1)d. 
Бу боFланишлардан бевосига й,,+1 = й" + d муносабагнн 

ёзиш мумкнн. 
106-таъриф. U"+I=u,,+d рекуррент формула биllaН 

берилгйн (и,,) кетмй- lCетАиlC арифметиlC nрогрессuя дейи

лйдu. бу ердй d - прогрессия аиирмаси деЙuлади. 
М и с о л. -:-3; 5; 7; 9; (1) (-:--арифметик прогрессня 

белгиси) кетма· кетликда U I = 3; и2 = 5 = 3 + 2 = и I + 
+ 2; и2 = u1 + 2; из = 7 = и2 + 2; и" = un_ 1 + 2; 
демак, un+1 = иn+2 =и,,+ d; [.{,,+I ='и" +d (d =2) куринишнда 
ёзиш мумкин, бундан (1) нинг арифметик прогрессия экан
лиги КУРИНhб турибди. 

117- т е о р е м а. Арифметик I1рогрессиЯНШiг уму Alий 
~aди и" = U1 + (n - 1) d булади. 

И с б о т и. Индукция аксиомасига кура: 11 = 1 да и" = 
= и\ = и1 + (1 - 1) d = и. жумла уринли. энди n учун 
уринли деб 11 + 1 учун уринли эканини к)·рсатамиэ, яънн 

U,,+I = и" + d = U l + (n -1)d + d = u1 + (n - 1 + 1) d = 
= u1 + I1d; U,,+I = u1 + nd булиб, формула (n + 1) УЧУН 

",ам S·ринли ЭКани келиб чи~ди. 
Демак, и" = U1 + (n - 1) d формула арифметик прогрес

сиянинг исталган ~ДИНИ топишга ИМКОН берадиган умумий 
~и формуласи экан. 

118- т е о р е м а, Арuфмеf1WК nрогрессuяда V р, q (р + 
+ k), (q - k) Е N: ир + uq = ир+" + Uq _ t · 

Исботи. 117-теоремаrа асосан ир+" =Uo+(p+k)d; 
и,_" =ио + (q - k) d ларни ёза оламиэ бундан и"+,, + Uq-l/ = 
= ио + (р + k) d + ио + (q - k) d =ио + pd + ио + qd =и р + 
+ Uq БУлади. 

282 



Демак, Ир + ИЧ = Up+1r + ич-Ir уринли экаи. 
119-Teope м а. БерuМQН 

"о , U1' " 2, , " n' (1) 

арuф~еmu" прогрессия У"!lН 2иn = "п-I + "п+ 1 урннлиднр. 
И С бо'Г и. 106- таърифга асосан "п+ 1 = "п + d булгаии 

учун "n+l - " п = d эканидаи ип -"n-I = d; "п_ 1 - " .. _ 2 = 
= d, .. " 3 -"1 = d ларни ёзиш муыкин. Бундан d = d 
ЭКtlНИдан "п+ 1 - "п = d = "п - "п_ 1 булиб, ",,+I - " .. = 
= "" - ""_I б)'лади. Бундан 2lJ" "-' ",,+I + "п_ 1 экани ке
.IIиб чи~адн. Демак, ариф~егтшк nрогреССИJlнинг uккuнчu 
>;адидан 6ашла6 т.ар 6ир т.ади 'fушнu т.адлар uигиндиси
нинг урта ариф~етu" 'fшj~атuгa тенг экан. 

-7- U1' " 2, "", (1) арифметик прогрессия берил-
ган булеин. Бу арифметик прогрессиянинг дастnабки n та 

" ]!"аДННИИГ йиrннДНси 5п = "1 + "2 + + "" = ~ "I& ии 
1&-1 

"араЙмнэ. 
120- т е о р е м а. (1) ариф~етuк npoгpeccи1lНинг даст

ла6ки n та JjaaUN"Hl uШ'индucu 

га теиг. 

Sra = "1 + " .. 
2 

n 

И с б о т и. Теореманинг ш:-ртига кура 

5п ="1+ и2+ +"n (2) 

бериnган, бу ЙНFИИДННИ I\ушнлувчиларнинг урнини МОС ра
вишда аnмашПlриб. 

S" = " n + "п_ 1 + ""_2 + + Uz + "1 (3) 

куринишда ёза мамиэ. Сунгра (2) ва (3) ни ]("Здnаei ~ушсак, 
25" = (и 1 + ",,) + ("1 + "n-l) + + (и" + "1) ]!"осиn бум
ДН, бу ерда U 1 + "" = "2 + "п-l = = "" +"1 эканинн 
эътиборга олеак, у ]!"мда 2sra = ("n + "1) n = ("1 + ",,) n 

БУnадн. Буердан s" = "1 ~ ",. n эканн келиб чи~. 
"1 + "1 + (n - 1) d 2"1...j. (n - 1) d 

яънн sn = n = n ]!"осил 
2 2 

БУлади. Шу била н тeop€Ma иебот БУnдИ. 
М и с о л. -7- 1; 3.5; б; 8,5; .. арифметик прогрессия

нинг даетлабки 20 та ]!"адннинг ЙИFИНДИСИИИ топинг. 
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Е ч и ш. Бt:рилишига кура "l = 1, d"O"· и. -"1 = 2,5. 
Бундан u2o =Ut+(20-1)d= 1 + 19·2,5 =48,5. га тенг 

(I - 48 5) 
экани келиб чи~ади. Бундан 5» = . . 20= 49,5· 1 О = 

2 
= 495 булади. демак, 520 = 495 экан. 

з- ,. ГЕОМЕТРИI( ПРОГРЕССИЯ 

Ушбу сонли кетма- кетлиКJIЗР берилган б5'ЛСИН: 

1) 1; 2; 5; 7; 16; 84; 145; 
2) 3; 5; 7; 9; 11; 13; 
3) 2; 4; 8; 16; 32; 64; 
4) 3; 4; 7; 11; 18; 29; 47; 

Бу кетма· кетЛlIкларнннг биринчисининг тузилишнда ~еч 
tylНдай ~онуният лаЙI\8ЛМЗйд.и, иккинчиси аРИфМe"fИК лрог
рессия ташкил I\илади, учинчисида эса иккинчи JYЩДЗн бош
лаб ~p бир ~aд 2 узгармас сонига кулайтириш натижасида 
кейинги 'l.адни 'l.осил I\ИЛМОI\дЗ, туртинчисида эса учннчи 
'\,Эддзн 6ошлаб '\,Эр бир кейинги '\,ад олдинги икки 'l,ЗДнинг 
ЙИFИНДИСИдан иборатлигини куриш мумкин. 

107-таъриф. Ушбу .. 

"" = U"_I' q, q+ О, "о *' О (4) 

рекуррен.т формула 6uлан. берuлган (и,,) KeтltЦJ- кетлWt 

геометрик nрогрессия деЙuладu. буерда q - nрогреССИЯ 
.щuражu дet1цAaди. 
М и с о Л. -:--7- 1; 2; 4; 8; 16; 32;. (77- геометрик 

лрогрессия беЛгиси). лрогрессияда "" = 2,,-1, q = 2. 
121- т е о р е м а. r еОАСеmрик nрогреССllянuн.г умумuй -\а-

ди 

"" =.!f.1 q"-I (5\ 

6gладu. 
И сботи. Индукция УСУ.'Iига кура, n = 1 да " 1 = " 1 65'

либ, теорема уринли, ЭНДll теорема n учун уриили деб, 
унинг n + 1 учун уринли эканики курсатамнз, яъни ",,+I = 
= U q га асосан u = U q = и пfI-1 q = U q" бу·-" "+1,, 1 '{ 1 
либо бундан теореМilНИНГ n + 1 учун "ам уринлилиги ке.1иб 
чи~ади. демак, (5) формула исталган n Е N учун уринлидир. 
Шу билан теорема ис60т БУлд,и. 
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·\\ИСОЛ. -:-:- (и") да " 1 =0,25; ч= +БУлса, "" ни ~O
пинг. 

1 ( I '/1-1 I (1 \"-1 Ечищ. "" ="1 q"- = 0,25 -) = -. -) = z , 4 Z 

( I )"+1 ' 1 )"+1 =,"2 ;"" = l2" б~.,адн. 
122-теореыа. Геометр"/( nрогресс"яiJа иxтuёpий бу

тун сон k у"ун "" . "., = ""...." "11_. б!lАад". 
И с б о т и. 107- Т8ърифга асосан ."" ="0 q" жанндан 

"Н" ="0 . qII~ ва "q_. = "о . tf-· б~лнб, бундан ",,+. Х 
Х "11-41 ="0 . чРН "о tf-" ="0 qII "о' qI1 жани келнб 
ЧИ~. Демах, ихтнёриА бутун k УЧУН"р ril1 = р+.""_,, 
уриlfЛИ зкан. 

12З-теорема. х,ар '{андай мус6ат ~aдAи геометри/( 

nрогРecalяда "" = V""_I """:'1 иринАидир. 
Исботн. Тео~манииг шартнга K~pa (и") учун "/:> О; 

i=:r;; булгани сабаблR Y""-I·",.+I= Y"O·q"-I·"О·q"1- I = 
с= Y<иu . tf)1 = "о q" =",. 3Кalfини курищ мумкин. Демак, 

и"+1 2 Х 
reoметрнк ПРОГPfCсиида ",.: ""_1 = -- = q => и,. =""_1 

"/1 
Х ",*1 булар экан. 

124-те о ре ы а. (",J 2t!01Itетр"1С nрогресс"янuнг даст

.Аабки n та ~aдиH"~ UuF"НoдUCU 

S = u,.q- "1 
,. q-1 

БУАОО". 
Исботи. 124-теор.?м.'1НИИГ шартнга Ktpa (и") нииг даст-

лабки n та JYlДИиииг АиFИНДИСН 

" 
'/1 = "1 + "2 + "з + + "" = ! "/(6) 

/~1 

дан иборвт. энди (6) IDIИГ W иккала томоиини q ra ку
п.аАтирамиз: 

q . 5/1 = U 1 q + "2 q + "3 q -tт + "" q = "7 + "з + 
+~+ +~+~~ т 

СУигра (1) ./lЗИ (6) н f ~1 аАи Рс3к , q s~ - 5/1 = "/1 ч- и 1 

• 
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БУлади. Бунда н 5
n 

= 118 q - иl = 111' q8 - "1 ~ОСИJI ~Уладн. 
q-I q-I 

Шу биJraн теорема исбот ~лииJlИ. 
111' q8 -111 

МаЪJIуlfКИ, агар I q 1> 1 БУЛС't1, 5 = форму-
n q_1 

u 11' q8 
ладаи; агар I q I < 1 булса, Sn = ~1_ фор.,уладан фоЙД8-

I-q 
JlЗнилздн. 

Мнем 8а маса .. а .. ар eo8IШ. 

I-миеол. -:-: (un):I; 2; 4; 8; ГЕ'Ометрик прогрес-

сияиинг дастлабкн 10 та 1\3дининг ЙИFиндисини топннг. 
Ечнш u,=I; u2 =u\q=2; q=2 эканндзн U IO = 

2' 2- 1 = 1·2)~) = 2' булиб, 51. = 210 - 1 = 1024 - 1 = 

= 1023 булаrvt. 
2- м и с ол. Учта ~p хил еон бир вal\Tдa I1I,ЗМ арифме

тик, 1\3101 геометрик прогрессия ташнил ~ла олмаслигини 

курсатинг. 
Е ч и ш. Фараз м.илаЙлнк, берилган u l • и2 , и, сонлар бир 

вам.тда _:- u l ; и2 ; u;, ва _. -: иl; и2 ; и~ булеин. МaЪJIyмкн, 

122- "reOpeMara асосан 2и 2 = и l + из ва 123- "reOpeMara асо-

сан и~ = и)· из булиши лазим, яъни 2... (и) + uз) = V и) . из 
2 

булади. Бундан (и\ - иУ = О булиб, и l = и, = из шартига 
олнб келади. Бу м.арама- "арUfИЛИК миеолдаги фикрнинг 
уринли эканини курсатади. 

3- м и е о л. Берилган 1; 5; 1 З; 25; кетма- кет ликнин г 
ёнма- ён 1 урган ~адларининг айирмаеи арифметик прогрессия 
ташкил "илеа, у ~олда унннг биринчн n та ~адининг ЙНFilН
диенни топинг . 

Е ч н ш. Шартга кура ар а2; аз. аn кетма- кетлик 
~уйидаги 

а2 - О) = d; аз - а2 = 2d; аn - аn_) = (n - 1) d 

хоосаен билан бернлган. бу натижаларни "iадлаб ~ушсак, у 
n(n-I) 

~олда аn = О) + d "iосил БУлади. sn = а) + а, + 
2 -

+ аз + + аn га асосан ва 
2 3 4 3 

а1 + - d; а. = а l + - d; 
2 2 

эканинн эътиборга олеаи, у "iолда 
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- - :: 2 . 3 + . (11 - 1) . 111 d-
S. = ":- - -.- - -2- ... -г 2 ( -

=,.....;---=-;1·2+2-3+ . __ +(n-l)-n] 
- 2 

65-.12..2 =::~ 1-2 + 2 - 3 + 3 - 4 + ___ + (n -1) -n = 
= !;: - 2, --i-- (32 --·3) + .. _ + (n2 - n) = 

= т- - :: - ~: - . . . + n2 - (2 + 3 + 4 + _. _ + n) = 

-- :'1211+1) -1- (11-1)(11-2) =~(I12-1) 

б 2 3 
• 11 (112 - 1) d 

эканиви ~собга OJIсак, бунда н Sn = па] + 6 бу-

либ, й1 = 1; d = 4 га асосан sn = + -n (2n 2 + 1) 2\ОСИЛ бу
ладн. 

4- м и с о л. Агар -:- (аn) булса, у 2\олда 

s= + + ... + 
аl . а2 .. - Qk аl . а2 - ... Qk+] 

1 +------
ни х,исобланг. 

. l' 
х.исоблаш_ Бунингучунf(n)= деб 

• аn аn+] - .. Qn+k-2 
белгилаб оламиэ, у х,олда 

f (n) - f (n + 1) = 1 
аn аn+] - - - Qn+k+2 

аn+] аn+2 ... Qn+k-J аn аn+! ... Qn+k-l 

(k -1) d 

6улади. Бундан 

S = 1 {Г! (1) - t (2)] + [f (2) - t (3)] + ... + 
(k- 1) d . 

+ [f (n) - t (n + I)J} = f (1) - f (11 + I) . 
(k- 1) d 

х,осил булади. ДeM~K, 
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S = 1 ( 1 ) 
(k-I)d а1 а2 а._) а,,+1 а,,+2 Q,,+k-) 

ЙИFИНДИ ~оси.'I б5·.'Iади. Агар й ~ 1; d = 1; k = 3 булеа, 

-1-+ I + + __ ...:..1 __ _ 
I ·2 3 2 3 4 n (n + 1) (n+ 2) 

I '1 1 ) 
= '2 ( "2 - (n т 1) (n + 2) 

БУ.'lади. 

Мустаl\ИЛ ечиш учу" мнеOJl ва масаJlалар 

1. 7 билан 35 орасига шу сонлар би",ан бирга ариф
метик лрогрессия :-;осил I\иладиган 6 та сон жойлашти
ринг. 

2. 1 БИ.'Iан 25 ораСllга ЖОЙollаштирилганда арифметик 
лрогрессия :-;ОСИ.'I б}·.lадиган 5 та сон толинг. 

З. 2, 14,26 I\аторнинг кетма-кет кешан ~ap икки "ади 
орасига 5 тадан )'рта арифметик сон ЖОЙЛ8ШТИРИНГ. Бу 
I\аторни тузинг. 

4. й ва Ь сон",арнинг орасига· шулар билан арифме
тик лрогрессия :,\осил I\ИJlадifган т та сон жоЙлаштиринг. 
Шу лрогрессиянинг дастлабки учта "адини толииг. 

5. Арифметик лрогрессиянинг айирмасини ва "адлари 
ЙИFИНДИСИНИ толинг: . 

1) й) = 5, й" = 105, n = 26: 
2) й) = -10, й" = -20, n = 6; 

3 7 
З) йl = - й = 3 - n = 26' 4' "8' • 

4) й) = й, й" = 9а + 8Ь, n = 9. 

6. Геометрик лрогрессияни нг биринчи ва охирги :-;а
дини толинг: 

1) n = 8, q = 2. Ss = 765; 

2) n = 5. 
1 7 

q='2' S& = 3 __ О 
8 • 

З) n = 4. 
2 

S4 =- 65; q=-' 
3' 

4) n = 12. q = 2. Sa = 4095. 
7. Арифметик лрогреееиянииг биринчи ~адини ва 

айирмаеини топинг: 
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1) йа +й5 -lZз= 10, 2) Sа-S~+Й2= 14, 
йl + йО = 17; SJ + аз = 17; 

3) Ба, + lОа, = О, 
S4 = 14. 

8. Арифметик прогрессиянннг биринчи ~адини ва 
айирмасини топинг: 

1) й7 -йз =8, 2) й4 :а6 =-I, 3) Й~+Й~2= 1170, 
й2 'й7 = 75; а2 й& = - 1; й7 + й15 = 60. 

9. Геометрик прогрессиянинг биринчи ~адини, мах
ражини В8 ~адларн сонини топинг: 

1) й7 -йs = 48; 2) й6 - й4 = 216; 
йв +й, = 48; й3 -йl = 8; 

S,. = 1023. SII = 40. 

10. 8enосипедли киши А "ИШJIO"дан жунаб, бнринчи 
соатда 10 км, ундан кейинги ,\ар бир соатда шундан 
олдинги соатдагига "араганда 1 км орти" юрди. ~' билан 
бир ваl\тда А дан 7,5 км узщликда б5·.1ган В "иш.10I\дан 
"нинг кетидан иккинчи веJJOсипедли киши ж~нади. Ик
кинчи киши БИРИНЧII созтда 12 К". ундан кейинги \ар 
соаТ..1а шундан олдинги соатдагидан 1 .. j ЮI ОРТИI\ юрди. 
I tккинчи ве.10СllпеД.1И киши БИРИНЧII КИШИГ:J неча со
атдан кейин етиб о.1а;:l.II? 

11. Бир-биридан 1'53 м масофада булга н икки жисм 
бир-бирига "араб \аракат "ила БОШ.1ади. Биринчи жисм 
секундига 1 О м юради. иккинчи ЖИОI БИРИНЧII секунд
да 3 м, УН.lан кеilинги :">\ар бир сеКУН!lда шундан О.'J!lИНГИ 
секунддагига "араганда 5 м ОРТИI\ юради. Бу ЖИСМ.lар 
неча сеКУНД.J.ан кейин учрашади? 

12. К~пбурчакнинг периметри 158 см, томонларининг 
узунnикnари эса айирмаси 3 см булган арифметик прог· 
рессия ~осиn "иnади. К~пбурчакиинг энг катта томони 
44 см. К~пбурчакнинг неча томони бор? 

13. Т~FРИ бурчакnи учбурчакнинг томонnари арифме
тнк прогрессия "осип "иnиши мумкинми? 

14. Учбурчакнинг томонnари биnан периметри ариф
метик прогрессия "осип "иnа опадими? 

15. T~pттa соннинг оnдинги учтаси арифметик прог
рессия, кейинги учтаси геометрик прогрессия "осип "и
пади. Иккита четки соннинг ЙИFИНДИ-СИ 37, иккита ~pTa
даги сонnарнинг ЙИFИНДИСИ 36. Шу сонnарни топинг. 
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16. Туртта сои арифметик прогрессия ~осил ~илади. 
Агар 'уларнииг биринчисидаи 2 ии, иккинчисидан 6 ни. 
учиичисидаи 7 ИИ, туртинчисидаи 2 ни аАнрилса, ~осиn 
булган сонлар геометрик прогрессия ~осил ~илади. Шу 
сонларни топинг. 

17. Туртта сои геометрик прогрессия ~осил ~иnади. 
Агар уларнинг бнриичисидан 2 ни, иккинчисидаи 1 ИВ. 
учиичисидан 7 ни, туртинчисидан 27 ни олинса, ~осиn 
булган сонлар арифметик прогрессия ~осил ~илади. Шу 
СОНЛdРНИ топинг. 

18. Арифметик прогрессия билан геометрик прогрес· 
сиянинг биринчи ~адлари тенг буnиб, 5 га баравар; ариф
метик прогрессияиинг иккиичи ~ади геометрик прогрес· 

сиянинг иккинчи ~адидан 10 та орти~. Шу прогрессия
ларни топинг. 

19. Бир киши янги бир хабарни икки танишига аАт
ди, уларнинг ~ap бири ~aM бу хабарии икки танишига 
айтди ва ~. к. Хабарни бировга еткаэиш учуи ярим соат 
Bal\T кетади ва ~ap гал шу хабарни эшитмаган одамлар
га аАтилади деб ~исоблаб, 2 миллион а~олиси булган ша· 
~apдa бу хаб.арни "амма эшитиши учуи I\анча Bal\T ке
тишини топинг. 

(Жавобни 1 соатгача аНИI\ЛИК билан беринг.) 
20. Х;аво тортувчи насос поршенининг "ар бир ~apa-

1 
катида идишдаги ~авонинг -8- булаги ЧИ~Jlб кетади. 

Агар дастлабки босим 760 мм сим. уст. булса, поршень 
йигирма марта "аракат I\илгандаи кеАин идишдаги "аво
нинг босими i\анча булади? 

(Жавобни 1 мм сим. уст. гача аНИi\ЛИК билан беринг.) 
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