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So‘z boshi

"M atem atik fizika nietodlari" kursi matematikaning fizikadagi 
beqiyos effektivligiga yaqqol niisoldir. U fizik jarayonlarni va 
qominiyatlarni m atem atik yo i bilan talqin qilisli naqadar uuunili 
('kanligini ko‘rsataqi. Kurs davomida talabalar fizika sohasidagi 
masalalarni m atem atik korrekt formada qo'yish, boshlangich va 
chegaraviy shartlarni talqin qilish va yechishni o ‘rganadi. Matern­
al,ik fizika tenglam alari soliasidagi tan olingan metodlarning deyarli 
hammasi mazkur darslikda keltirilgan. Nazariy material! arga 
ularni tushuntiradigan deyarli qirqta misollar keltirilgan. Yuzdan 
ortiq mashqlar o ‘zlarining yechimlari bilan berilgan. Bu misol 
va mashqlardan ko‘rinib turibdiki, m atematik fizika fanining 
tushunchalari va nietodlari to iq in , massa hainda issitjlik tarqalishi 
jarayonlarini to iiq  ravishda qamrab olgan, m atem atik fizika 
nietodlari yordamida bu sohalarda yechib bo‘lmaydigan masala 
yo'q.

Ushbu kitob rnualliflarning ■ 0 ‘zbekiston Milliy universiteti 
fizika fakultetidagi ko‘p yillik ish ta jribasi asosida yozilgan. 
M atem atik fizika nietodlari sohasida ajoyib m atem atik natijalar 
va yutuqlai juda ko:p, ammo fizik-taiabalarga o'tiladigan kursda 
amaliyotga yaqin bo‘lgan masalalarni yechish nietodlari va ularga 
misollar birinchi c/rinda turishi kerak. Mualliflar 0 ‘zbekislon 
univcrsitetlarining fizika fakultetlari bakalavr-talabalari uchun 
ushbu kitobning foydasi tegadi degan umiddadir.

M u a llifla r



I BOB. MAXSUS FUNKSIYALAR

§1. Silindrik funksiyalar (Bessel funksiyalari)

Quyidagi ko’rinishdagi tenglama

x2y"(x) +  xy'(x) +  (x 2 -  u2)y(x) -  0 (1)

silin d rik  (yoki B ess e l)  tenglamasi deyiladi. Koyin ko’rairiizki, ushhu tipdagi 
tenglainalar matematik fizika tenglamalarini silindrik sist emada ochganimizda 
paydo bo’ladi. Tenglamaning yechimini

OO

y(x) =  Xя c-nX" =  x"(m I г I x  +  c-iX2 +  c3x 3 +  ■ • •)
T1-0

ko’rinishda qidiramiz. Tenglamaning yechimini bundav ko’rinishda qidiiish 
F roben iu s1 m eto d i  deyibwJi. Husilalarni topaylik:

OO

y' =  Y 1  <n(n + s)xn+ 1 =  лгц.г" 1 + (s +  \)cixs +  (s +  2 ) c2x *+1 + ■■■
n—0

OO

y" ~  cn(Tl +  N){n + 8 -  I )x" ' S •’ =
n- 0

=  s(.s — l)< v * 2 4 .s'(.s' 4 I )C[XS 1 4- (s 4- 2)(s 4- l)c 2x s 4- • ■ ■

Oxirgi uchta tengliklarni (l)-ga olib borib qo’yamiz va ж-ning har bir darajasi 
oldidagi koeffisientlaini yig’ib nolga tenglashtiramiz. Umumiy ko’rinishda

OO

£  [c„(n 4- s)(n  4- s  -  l)x Tl1 f  cn(n  4- s)x,,+s 4- (x2 -  i/2)cnxn+s =  0. (2)
n—0

Bu cheksiz qatorning birinchi bir necha hadlarini ochib yozib olaylik:

Cos(s -  l )x s 4- Cxs(s +  l ) i s+1 4- • • • 4- c$sxs 4- Ci(s 4- l)x s+1 4-----

+ (x 2 -  i/2)(c0x* 4- C1X',+ 1  4----- ) =  0.

Ferdinand CJmrg Frobenius (1840-1917) - ncmi.s mnteinatigi
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/• ning dnrii jjusi eng p ast b o ’lgan luwl x ", uning oldidugi l«Kitfihi«iillariii 

yig'aini/,:
Co(s2 -  i/2) =  0. (3)

1 monomning oldidagi koeffisientlarni yig’aylik:

П[(.s +  l ) 2 - V ]  =  0 . (4)

IJmuiniy ko’rinishda (2)-ning yechimi quyidagicha:

1 3 Cn- 2- (5)
(s +  n )2 — v 

(3)-dan quyidagi xulosaga kelamiz:

Co =  0 yoki s =  ±v. (6 )

('IV dan esa
Ci =  0 yoki s =  ± i ' — 1 .

Bizning maqsadimizga
,s =  v va Cj =  0 (7)

deb qabul qilish mos keladi. Ko‘rilayotgan differensial tenglama - ikkinchi 
tartibli, s =  — v hoi ikkinchi yechimni berishi kerak, ammo bunday 
tanlangan ikkinchi yechim  ̂ =  n butun son bo‘lgan hollarda mustaqil yechim 
bo'lmaydi (buni keyin (ll)-formuladan ko‘ramiz). Shuning ucliun ikkinchi 
yechimni boshqacha yo‘l bilan keyin ta ’riflaymiz. Demak, (5)-formula quyidagi 
ko’rinishni oladi:

Cn — о Го C,n -2- (8)71 +  2l/U
Bu formulaning nomi - reku rren t m u n osab a t , uni (7)-formula bilan 
solishtirsak faqat ĉ , c-2, C4, cq, . . .  largina noldan farqli ekanligini ko’ramiz, va 
ci =  сз =  C5 =  • • • =  0 bo’ladi. Ya’ni, faqatgina juft indeksli cv, lar noldan 
farqli. Shu sababdan qulaylik uchun

n =  2к, к =  0, 1, 2, 3 , . . .

deb olamiz. Bu bizni

C2fc== 2k  - 2{k  +  v) °2(k~x) ^
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formulaga olib keladi. Ushbu rekurrent munosabatni yechish qiyin emas: 

„ ___________ 1 - t - A V - ______________C2(A: 2)2k qi, Q/J I \ '2(к 1) ( j ty2к • 2 (k  +  и) ЯК 4  v '  22Л;(Л; 1) • 22(A f  v ){k  +  */ -  1)

=  ( i>* ^
1 j 22kk\(k +  j/)!

Demak, quyidagi yechimni topdik:
OO .

n -0 v 7

(l)-tenglama chiziqli boigani uchun Cq koeffisientni tanlab olish o’ziinizning 
qo’limizda. Odatda uni

I
00 ~  2*^!

ko’rinislida tanlab olish qabul qilingan. Hosil bo’lgan funksiya silindrik, yoki 
B e s s e l  fu n k s iy a s i  2 deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

n—0

l.l-m ash q .

• <»)n-0  4 '

M  x) = (- 1
ekanligiga ishonch hosil qiling.

1.2-m ashq. Agar и — n butun son 1ю’!на

J n(x) -■ (~l)nJ  .„(x) (11)

ekanligini ko’rsating.

Bessel tenglamasi ikkinchi tartibli tenglama, demak, lining ikkita chiziqli 
mustaqil yechimi mavjud bo’lislii kerak. Ikkinchi yechimni ((>) ga qarab ,s =  
—is ga mos keladigari qilib tanlab olishimiz mumkin del) o’ylashiiniz mumkin, 
ammo (ll)-dan ko’rinib turibdiki, и =  n butun son bo’lgan holda bu yechimlar 
mustaqil bo’lmaydi. Shu sababdan ikkinchi yecliim boshqacharoq ko’rinishda 
olinadi. Uning ta ’rifi:

(12)
sill V7Г

2Silindrik tenglama va silindrik funksiyalar shveytsar matomatigi Daniel Bernoulli (1700 - 1782)
tornonidan ochilgan, ашшо neuiLs matematigi va astronomi Friedrich Wilhelm Bessel (178*1 1846) bu
teughunauiiift yeohimlarini birinchi bo‘lib Idassifikatsiya cjilib chiqqan
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I ti inday Ьш1н1> olingan funksiyalar ТУемтсшп ftm km yiilnrx  deyiladi Ko’rinil»
I in ilidiki, i/ — 11 liolda bu inunosabatning surati va nmxraji noly,« leng, liui 
!'I fopilal 1 qoidasi bo’yidia ochish kerak.

1.3 -m ash q  и — тп butim son bo’lgan holda

ov au

ekanJigini ko’rsating.
Chiziqli tenglama yechimlarining ixtiyoriy chiziqli kombinatsiyasi yana shu 

tenglamaning yechimi bo’ladi. Masalan,

H ll](x) -  J v(x) +  iN v{x), Щ 2)(х) =  J v(x) -  iN„(x:) (13)

funksiyalar (ularning nomi - birinchi va ikkinchi tur H an kel 5 fu n k s iy a la r i) 
ham Bessel tenglamasi (lj-ning yechimlaridir. Bundan keyin Bessel funksiyalari 
uchun keltirib chiqariladigan rekurrent munosabatlar mana shu to’rta funksiya 
uchun o’rinlidir.

§1.1. Bessel funksiyalari uchun hosil qiluvchi funksiyasi

Quyidagi rnunosabatni isbot qilaylik:

g(x ,t) =  eW  *> =  J 2
71* -ПО

Bu tenglikning chap tomonidagi g(x ,t)  funksiya Bessel funksiyalari ning hosil 
qiluvchi funksiyasi deyiladi, qator esa shu funksiyaning Laurent qatoridir. Isbot 
qiyin emas:

x / t i  \ x i x ^ r —r 1 / xt\  ^  1 /  x\ k9(x,0 = e.l* -E jj i  -ЕнЫ  =
/=0 4 ' fc=0

^  ( - l ) fc /x\t+bу  i z i L  (T )
*-> l\k\ 42/

tl~k .
i.fc—о

Quyidagi alrnashtirish kiritaylik: I. — к =  n. unda I =  n +  к bo’ladi va n soni 
—oo dan oc gacha o’zgaradi:

W J H , .  t  ( f ^  ( ! ) - ) > .  t  * « , .
n - - o с \A;=0 4 /  71- 00

3Karl GottfricxJ Neumann (1832-1925) - nemis inatematigi
4 Guillaume Fransois Antoine de l’Hdpital (1661-1704) -  fransuz niat.emat.igi, nia t.ilida - Лопиталь.
5Hermann Hankel (1839-1873) - nernis mat.einat.igi
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§1.2. Bessel funksiyalari uchnn reknrrent m unosabatlar

Hosil qiluvchi funksiyadan foydalanib rekurrent munosabatlarni keltirib 
diiqaraylik. Buning uchun (14)-tenglikdan bir marta L bo’yicha, bir marta 
x bo’yicha hosila olamiz. t bo’yicha hosila olaylik:

^ g ( x ,t )  =  f  ( i  +  j i )  е !(И ) =  £  n J n(x)tn~ '■
71 = — OO

Bu tenglikning chap tomonini ochib yozaylik:
OO OO o o

I  £  M x )tn + 1  ■Jn(x)tn~2 =  £  n J n(x)ln~l .
77= — OO 71= - O O  П = - О С

Tenglikning chap va o’ng tomonlaridagi t” darajalari oldidagi hadlar bir-biriga 
teng bo’lishi kerak:

x x
2 11 b "2 ̂ n 1 2 ~  ( ̂  b 1) ■ Ai.;  ■

yoki,
277,

■In ](x) +  j n+t(x) =  —  J n(x). (15)

Demak, bizga (n — 1 )-  indeksli va (n) —indeksli Bessel funksiyalari berilgan 
bo’lsa biz (n + 1 ) — indeksli Bessel funksiyasini ular orqali ifodalab olishimiz 
mumkin ekan. Bunday munosabatlar reku rren t  munosabatlar deyiladi. 
Hosilalarni o’z ichiga olgan rekurrent munosabatlar ham bor. Buning uchun 
hosil qiluvchi funksiyadan x bo’yicha hosila olamiz:

r)ft#<‘ i)= Ё  r̂ x),n-
'  '  71=  -  OO

Yana (14)-ta’rifni ishlatamiz, ya’ni, olingan tenglikning chap tomonini u 
yordamida ochamiz:

, OO OO OO

- x] 2 E Ĵ tn l = E ■W"-
71— — OO 71- - —  OO 71=  —OO

Chap va o’ng tomonlardagi t ning bir xil tartibli darajalarini solishtirsak,

J n- i(x )  -  J„±i(x) =  2 J'n(x) (16)

ko’rinishga ega bo’lgan rekurrent munosabatga kelamiz.



l.l-inlttol

=  i  (./ i(.t) -  ./i(x)) =  i ( - ./ ,(z )  -  ./,(•'••)) =  - M x ).

(IS) vi). (IG)-larni keltirib chiqarishda biz faqat, butun indeknli ВоянН 
limksiyalari J n lardan foydalandik, ammo ular

• ixt iyoriy butnn bo’lmagan и indeksli silindrik funksiyalar uchun o’rinlidir;

• hainina silindrik funksiyalar uchun - J v, H i1'2'1 - o’rinlidir.

Rekurrent, inunosabatlarning yana bir qulay formasi bor. Ularni olish uchun 
(15)- va (16)-larni bir marta qo’shamiz va bir marta ayiramiz. Natijada

, n n ,
Jn-1 ~  J n  ̂ ~ Jn  va Jn f 1 " Jn ~ J nx x

ko’rinishdagi munosabatlarni olamiz. Ularning birinchisini xn ga va ikkinchisini 
x n ga ko’paytirsak quyidagi tez uchrab turadigan munosabatlarga kelamiz:

d
dr

xnJ n(x) - x nJ n_ i(x )
d

dx
-[x  nJ n(x )j = - x  nJ n+1(x). (17)

Bu munosabatlarni eslab qolish yanada oson bo’lgan ko’rinishga keltirib 
olishimiz qiyin emas:

d
xdx

[xnJ n( x ) ] = x n- ' J n. ,(z ) va
d

xdx
Jn {x ) *Лг+1(*̂ )

1.4-m ashq. Quyidagilarni isbot qiling:

( J i )  [ * w ]

(-Y J„(x)
\xdx J xv (- I) ’

-m  i

i Jv+ m (x )

(18)

(19)

(20)

§1.3. Bessel funksiyasi uchun integral tasavvur

M x )t n

formula chap tomondagi funksiyaning Laurent qatoridir. Kompleks 
o’zgaruvchila.r nazariyasidan ma’lumki, qator koeffisienti (bizning holda bu J n) 
uchun quyidagi formulaga, egamiz:

J"W  = 2 (21)
С



n  butun son boiganda С  kontur koordinat, boshini o’z ichiga olgan yopiq 
konturdir, masalan, birlik radiusli aylana.

§1.4. Yariin butun indeksli Bessel funksiyalari

(lO)-qatorda v =  1/2 deb olaylik:

( - 1)* ,x \ ‘* + in
•Л/2{x) =  Y2

n=0 k\(k +  1/2 )—  (-V2)! \ 2 J

(22 )

Legendrening ikkilash formulasi deyiladiga.ii

k\ ( k +  0 ! =  л/тг2 ' 2А:“1(2А:+ 1)!

formuladan foydalansak ([9|, 19-bet) yuqoridagi qator quyidagi ko’rinishga 
keladi:

2 ^  { - \ ) kx2k+1 f T
sm x.

nx k it  (2 Л + 1)! \ nx 
Xuddi shunday yo’l bilan is =  — 1/2 holm ham soddalashtirishimiz mumkin: 

( - 1)* X\2k 1/2 т2к 1/2о 2*+l/2
4 ------- -- ----------

J 2~2ку/ж(2к)\

cos X.

Ana endi (20)-rekurrent munosabatni ishlataylik. Undan kelib chiqadiki, 

.W 1/2W  =  ( - l ) mr m+V2 ( — г ■h/ 2(x )
\ x d x  J л /х

=  ( - 1  r rm+1/2
f —\xdx

s in i

Xuddi shu yo’sinda (19)-ni ishlatsak quyidagini olamiz:

J — m—1/2 (*̂ ) „7П +1 / 2
» \  771a \ /cos

7Г у

\arim butun indeksli Bessel funksiyalari Helmholtz tenglamasini sferik 
sistemada yechganda ham paydo boiadi (6-bobning ohiridagi shar uchun 
issiqlik tarqalishi masalasining yechilishida paydo boigan (75)-tenglamaning 
analiziga qarang).
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t; I .ft. Mavhiuu argumentli Bessel funksiyaluri

Agar (1 )-silindrik tenglamada x —> i.x almashtirish bajarsak,

x2y" +  xy' -  (x2 +  u2)y =  0 (23)

tenglamani olamiz. Albatta, J„(ix) funksiya bu tenglamaning yechimi, ammo 
bu holdagi yechim uchun quyidagi belgilash qabul qilingan:

h (x )  =  i~~vJ v{ix).

Keltirib chiqarisli qiyin emaski,

”  f_/ix \ 2k+l' 1 fx \ 2k+v
Iv{x) =  * * !( *  +  „)! ( " 2  )  =  ^  /c!(fc +  ^  ( 2 )

n=0 n=0

Ikkinchi yechim odatda

! M £ H rM
2 sm 1У7Г

ko’rinishda tanlab olinadi. Bu funksiyaning nomi Macdonald funksiyasi (ba’zi- 
bir kitoblarda - Kelvin funksiyasi). Xususiy hollar:

M *1  -  К - т Ы  -  «-*.

§1.6. Bessel funksiyalarining nollari. Ortogonallik munosabatlari

(l)-tenglamada x -  fcr almashtirish bajaraylik:

jd ? J J k r )  d,Jv(kr) , , 0 9  т ,, ч 
r2— +  r — j —  +  (*: r 2 -  v )J,j(kr)  =  0. 

ar2 dr
Bu tenglamani

i  ( r  +  ( fc2r “  7 " )  =  0  (2 4 )

ko’rinishga keltirib olaylik. Shu tenglamani bir gal ki parametr bilan, bir gal k2 
paiametr bilan yozib olib, ki li tenglamani J„ (k2r) ga, k2 li tenglamani J^ k ir )  
ga ko’paytiramiz va birini ikkinchisidan ayiramiz. Natijada

J„ (k2r ) (rJ',,(kir))' -  JA k ir )  (r J [ { k 2r ))' =  {k\ -  k\)rJu(k ir)J„ (k 2r)

11



formulani olamiz (liar bir slitrih - r bo’yicha hosila). Tenglamaning chap 
tomonini bizning maqsadimiz uchun qulayroq ko’rinishga keltiraylik:

■IJMr) (rJ'v(k\r))' -  J v(k yr) (:rJ'v{k2r ))' =

d,
dr

r ( j v{k2r ) ^ - J v(k ir)  -

Demak,

1

J  J v(k i r ) J v{k2r)rdr =  ( г М к 2г ) ~ М к 1Г) - r M b r ^ J v f a r )

(25)
Faraz qilaylik, k { va k2 sonlar quyidagi tenglamaning yechimlaridan bo’lsin:

a J v(k) + P k J l(k )  =  0, a  + P > 0, a  >  0, P > 0. (26)

Unda (25)-ning o’ng tomoni ky ф k.2 holda nolga teng boiadi va biz olamiz: 

l

J J v{ h r ) J„ (k 2r)rdr  =  0 , куф  к2. (27)
о

ку =  к,2 holni quyidagicha ko’ramiz. (25)-ning o’ng tomonida к2 =  ky +  6 
deymiz va 6 —»• 0 limitga o’tainiz:

k\Jv(k\ +  S )Jl(ky) (ky +  8) J l/(ky)J'l/(ky +  6 )

1
2 -  g£  (M k i) J l(k y )  +  kyJv{ky)J',:(ky)).J l ( k i )

Bessel tengiamasidan

кр'Лку) +  k\J'(k\) =  (i/2 — k\)Jv(ky) 

kelib chiqadi, shuni ishlatib

1

J
1 г  -| 2

J v{kr) rdr — -  
2 m

1 / v2 
+  2 (  k 2 M k ) (28)

12



munosabatga kelaitiiz. (27)- va (28)-fomiulalnr Bessel limksiyalai ining o'/aro 
ortogonalligini va normasini ko’rsatadi.

(2(i)-ga qaytib kelaylik. Agar ft =  0 bo’lsa к soni .!v(k) =  0  tenglamaning 
yechiini, ya’ni, Bessel funksiyasining noli bo’ladi. Bessel funksiyalarining nollari 
masalasi adabiyotda keng muhokama qilinadigan masaladir. Ma’lumki, ./ц(0 ) — 
I bo’ladi va Jo(k)  ning birinchi noli k\ =  2.4844 ga teng, qolgan nollari shu 
songa taxminan птг, n  =  1 ,2 ,3 ,.. larni qo’shib olinadi. J„ (k), n  > 1 holda 
Bras*;] funksiyalari koordinat boshida nolga teng bo’ladi ./„(0) =  0, ularning 
boshqa nollarini matematik ladvallardan topish mumkin.

§1.7. Helmholtz tenglamasi silindrik sistem ada 

Quyidagi Helmholtz!' ten g lam asi deb ataladigan tenglamani

Д/ +  k2 }  =  0

silindrik sistemada ochamiz:

i a  f _ a j \  , i s 2/ ,  d 2f  , 2

rdr  VrW +^  + ̂  + f c / ” °'

Ushbu tipdagi tenglama matematik fizikaning ko’pgina qismlarida uchraydi - 
elektromagnit nurlanisli masalalarida, issiqlik tarqalishi inasalalarida va h.k. 
Masalada silindrik simmetriya bor deb faraz qilamiz, boshqacha so’z bilan 
aytganda, г ga bog’liqlik yo’q deymiz: / =  f(r ,tp ). Yechimni

f ( r ,  tp) =  Д(г)Ф(</?)

ko’rinishda qidiraylik:

Ф(<р) d f  dR (r)\  R(r) drФ{^p) 
r dr \ dr )  r 2 dtp1+ -V •' Л  + k2R(r̂ {ip) = 0.

Bu tenglamaning quyidagi ko’rinishga kelishini tekshirib ko’rish qiyin einas:

r  d  r r d j p \  +  k V  _  1 Л М  _  A 
R (r)a r  \ dr J  Ф{4>) dip2

Tenglamaning o’ng tomonida yangi konstanta A paydo bo’ldi. Uning kelib 
chiqishining sababi quyidagicha. Tenglamaning cliap tomoni faqat r  ning 
funksiyasi, o’ng tomoni esa faqat ip ning. Demak, r ni o’zgartirsak, tenglikning 
o’ng tomoni o’zgarmaydi, bu degani, chap tomoni ham. Xuddi shunday,

(tHerman Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894)- nemis fizigi. Rusohasi - Гельмгольц
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tp ni o’zgartirsak tenglikning chap tomoni o’zgarmaydi, demak, o’ng tomoni 
ham. Xulosa - tenglikning ikkala tomoni ham o’zgarmas son, shu sonni A deb 
belgiladik. Bu son musbat bo’lishi kerak. buni t.ezda tushunamiz. Natijada biz 
ikkita tenglamaga egamiz:

ТГ г ( Г- Ч г )  + ( f c V - A ) R ( r )  =  0 ;

#Ф(<р) 
dip2

Ikkinchi tenglamaning yechimi:

+  АФ(<̂ >) =  0.

Ф(<^) =  C\ COS (у /х  ф) +  C2  sm (V X ip ). 

tp va ip +  2n burchaklar bir nuqtaga mos kelgani uchun yechimdan

Ф (ip) ф(<р +  2n)

boiishini talab qilishimiz kerak. Bu degani, y/X — m, rn. =  0. 1. 2, ... bo’lishi 
kerak. Shuni hisobga olsak, R  uchun tenglamamiz quyidagi ko’rinishni oladi:

r 2R"(r) +  rR'(r) +  (k2r 2 -  m 2) R(r) =  0 . (29)

Agarda kr  =  i v a  у =  R deb belgilasak, tenglamamiz

x2y"(x) +  xy'(x) + (x2 -  m 2)y(x) — 0 (30)

ko’rinishga keladi. Bu esa Bessel tenglamasi (l)-ning o’zidir, faqatgina u 
yerda ixtiyoriy bo’lgan son v ning o’rniga butun son in turibdi. Agar 
Helmholtz tenglamasini sferik sistemada yechsak, yarirn butun indeksli Bessel 
funksiyalariga kelamiz - (75)-tenglamaga qarang.

1.5-m asbq. ( 14)-formulada t — c‘° alinii.stil.iri.sli bajarib

OO

=■ J n(T)c 'nt>
-OO

forrmilaiii oling.
1.6-m ashq. Yuqoridagi formuladan quyidagilarni koltirib chiqaring:

ЙО

cos^sin#) =  J„(x) cos(ri0); (31)

.TO

sin (x sin 0) =  ^  J„(x) sin(n0). (32)
-  :x;

14



17-innshq в — 7t/2 dob olib yuqoridagi formulalardan

cosi =  J 0(x) -  2J-z(x) -} 2Jn(x) 4----

sin i  =  2J| (x ) — 2 J3(x) -+-■■■

Iиi ni keltirib chiqaring.
1.8-mashq. в =  0 deb olib

I — J 0(x) + 2■/■2(2') -f- 2J^(x) + 2./,j(x) -f

liii uiulani keltirib chiqaring.
1.9-mashq.

7Г 7Г
J  cos(nO)cos(mO)dO — ^a„m, J  sin(nO)sm(mO)dO ~ ^ 6 nm (33)

irnuiosabatlardan foydaslanib 

i/cosC

— f  sin(xsin0)sin(n0)dfl =  |  ̂’
7Г J  I -w ),

■Цх), n  - juft;
о, n  - toq.

0, n  - juft;
n  - toq.

ekanligini isbot qiling.
1.10-m ashq. (14)-formulada t — ie’° almashtirish bajarib

formulani oling (Jacoby-Anger formulas!).
1.11-m ashq.

=  Jo(x)

formulani keltirib chiqaring.
1.12-m ashq. Schlafly integralidan

7Г
J n(x) — — J  dO cos(n0 — x sin в), n — 0 ,1 ,2 .3 , . . .  (34)

0

ekanligini keltirib chiqaring.
1.13-m ashq. (15)-formuladan foydalanib -/r,(x) ni ./0(.r) va ./i (.t) orqali ifodalang.
1.14-m ashq. (34)-formuladan foydalanib Jo(Q) — 1, •/„((>) =  0, n >  1 ekanligini isbot 

qiling.
1.15-m ashq. (34)-formuladan foydalanib J q(x ) =  - J j ( x )  ekanligini isbot qiling.
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§2. Legendre polinomlari. Sferik funksiyalar

Oddiy elektrostatik masaladan boshlaylik. z =  a  nuqtada joylashgan </ zaryad 
A nuqtada quyidagi potensial hosil qiladi:

1 q
47Г£() П  '

Rasmdan ko’rinib turibdiki,

r\ =  \/r'2 +  a2 -  2ra  cos в.

Bu formulani masalaning geometriyasidan 
kelib chiqadigan vektor munosabatdan 
keltirib chiqarish qiyin emas:

Г| =  г  a —> r2 =

=  r2 + a2 — 2r • a = r2 + a2 — 2m  cos
l.l-rasm : z- o ’qida joylashgan zaryad

Demak,

<p{ r)
47Г£0

(r2 +  a2 -  ‘2ra  cos 0) 1/2 =
1

47Гe0r  i a “ a
2 -  cos1 +

7 Г

ekan. Quyidagini faraz qilib: r a, olingan ifodani a / r  bo’yicha qatorga 
yoyaylik. Qator koeffisientlari facial cos0 ning funksiyasi bo’lishi mumkin:

OO

n=0
(35)

Hosil boigan qatorning koeffisientlari Pn(cos 0) L egen d re7 p o lin om lar i  
deyiladi. Ularni quyidagi hosil qilish funksiyasi orqali ta ’riflash qulaydir:

g(x ,t)
I

\J 1 -  2xt +  t2
=  £ p „ (x ) t» . (36)

n=0

§2.1. Rekurrent munosabatlar

Hosil qilish funksiyasining ta’rilidan ko’rinib turibdiki

Po(x) =  g {x ,t  =  0 ) =  1.
7 Adrien-Marie Legendre (1752-1833) - fransuz matcraatigi. Ruschasi - Лежандр
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I\ ix) =  Ĵ .<ч(хЛ)  = x- (;w)
(=0

Albat.ta, bittama-bitta P„ larni bu tartibda hisoblab topish katta ishni talab 
(|ila.di. Rekurrent munosabatlardan foydalanib Pn(x) larni topish bu nuqta,i- 
na/ardan katta qulaylik tug’diradi. Ularni topaylik. Bulling uchun <7(2:,/,) m 
bir marta I bo’yicha, bir marta x bo’yicha differcnsiallaymiz.

W z J )  ----------x - t  = y n p n { x ) l n ~ \

dt (1 - 2xt +  t~W2 V ’
4 ' n—0

Tenghkning chap tomoni:

_______ _____________ = _____ E J l L ____ У "  p  ( x ) t n
( 1 - 2xt. +  t2)3'2 1 - 2xt +  t2 ^  n{ )
4 7 it—- 0

Demak,
OO ОС

(j; -  t) У  Pn(x)ln =  (1 -  2x1 + l2) У  пРп(х )Г  1
П=?0 П—0

ekan. Bu tenglikdagi t, ning bir xil darajalari oldidagi koeffisientlarni 
tenglashtirsak, quyidagi birinchi rekurrent munosabatni olamiz:

(2n  + 1 )xPn(x) =  (n +  1)P„, i(x) +  riPn i(x) (39)

1 .2 -misol. n — 1 deylik:

За:2 -  1

Uii<Ih.ii tiiahqari,

3 xP i(x)  =  2 P2 +  P0 -> P2(x) =

Bu yerda (37)- va (38)-formulalar ishlatildi.
1 .3-misol. n -- 2 bo’lsin.

5:rP2 =  3P3 +  2 Pi -> P3 =  - x  -  -x .

1 .16-m ash q .
(39)-dan foydalanib / 5 (1 ) 111 keltirib chiqaring.
1.17-m ashq. P0(x), Pi(x), P2(x). Р3(х)\тР.1(х) larning - 1  <  x  <  1 sohadagi 

grufiklarini chizing.
(39)-dan ko’rinib turibdiki, Pn{x) - x-ning n-darajali polinomi.
Endi hosil qiluvchi funksiyadan x bo’yicha hosila olamiz:



yoki,
oo oo

(1 -  2x 1 +  I2) J 2  K ( * ) t n =  I E  В Д Г
n = 0  n = 0

Yana chap va o’ng tomondagi t ning bir xil darajalarining oldidagi 
koeffisientlarni tenglashtirsak, quyidagi rekurrent munosabatni olamiz:

K +  i(x ) +  К  i (*) =  2xP'n(x) +  P„(x). (40)

Agar (39)-ni differensiallasak, ikkiga. ko’paytirsak va. undan (40)-ni ayirsak yana 
bitta muhiin rekurrent munosabatni olamiz:

Г;1+Лх) -  К__1(х) =  (2п +  1)1>и(х).

Yuqoridagi uch munosabatlardan foydalanib quyidagilarni ham keltirib 
chiqarishimiz mumkin:

К - i( * )  =  - n P H(x) +  xP ^ x)- Р'пП{х) =  x.P'n(x) +  (n +  1 )Pn(x);

(1 -  x 2)PlXx) =  nPn i(x) -  nxP,,(x).
(41)

Oxirgi formulani olishda undan oldingisida n —> n — 1 almashtiramiz va paydo 
bo'lgan P't j ning o’rniga shu uch formulaning birinchisini ishlatamiz.

§2.2. Differensial tenglam a

Legendre polinomlari bo’ysunadigan differencial tenglamani keltirib chiqaraylik. 
Buning uchun (41)-ning ohirgisidan bir marta hosila olaylik:

- 2 xPlXx) +  (1 -  x 2)P :(x )  =  n P i_ t(x) -  n.Pn(x) -  nxP'n(x).

(41)-ning birinchisidan foydalanib bu yerda,gi P'n__x ni yo’qotishimiz mumkin, 
natijada quyidagi differensial tenglamaga kelamiz:

(1 -  x2)P"(x) -  2xP'n(x) +  n(n  4-1 )Pn(x) =  0. (42)

Bu tenglamaning nomi - Legendre tenglamasi. Uni boshqa formada ham yozib 
olishimiz mumkin:

d_
dx ( I - * 2)

2 dPn(x)
dx

4- n(n +  1 )Pn(x) =  0. (43)

Agar o’zining kelib chiqishi bo’yicha x =  cos в ekanligini eslasak, Legendre 
tenglamasi quyidagi formaga keladi:

1 d ( ^ ndPn(cosO)\ 
sin 0 d6

^si +  n(n + l)P n(cosO) =  0. (44)
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H*2.*t Xususiy hollar

(il(i) dn x — I deb olaylik:

2 t +  t* * - n=0 

Ikkinchi tomondan oc

—  = Vi".

I )einak,
Pu(l) =  1

ekan. Endi (x , t) -> (~:r, —t) almashtirish hajaraylik:

- OO OO

_ = = _ _  -  Y .  w e -  -  E
V I " ' n=0 n—0

I )(‘mak,
/ > „ ( - * )  =  ( - l ) " P n ( :r )

ckiLii. Xususan,
P „ ( - l )  =  ( - l ) "

bo’ladi.
8-bobdagi VIH.l-misolda P„(0) ning qiyinati kerak bo‘ladi. Utii topaylik.

»(0. 1) “ ( Г п ^  =  Е р»<0)1"
n-0

dan kelib chiqadiki, uning yoyilmasida L ning toq darajalari uchramaydi. 
I )euiak,

P > n + i(0 ) =  0. (4 5 )

Binomial koeffisicntlaniing ta ’rifidan

____ _______ v -  ( - 1  /2)i ,2n _  v - ______Г ( 1/2 )______ fin
(1 +  *2)1/2 ' 2L, ( - 1/2 -  n)!n! ^  Г(1/2 -  п)Г(п +  1)

(lannna-funksiyalar uchun quyidagi (|9|, 18-bet)

г ( Н г ( Н ) = ^  ™ г ( О * ^
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formula] ardan foydalanib qatordagi kocffisicntni quyidagi ko'rinishga kelti- 
rarniz:

Г(1/2) cos(n7r )r  (| 4- n)
l '( l/ 2 - - n )l’(n +  1) 4- 1)

Quyidagi Legendrening ikkilash formulasi deyiladigan ([9]. 19-bet,)

Г (2з) =  22г- 1тг-1/2Г (2)Г Q  +  .

va gamma-fun ksiyaning zl'(z) =  Г (г 4- 1) hossasi ko'rilayotgan kocffisicntni 
quyidagicha ifodalashga imkon beradi:

сов(птг)Г (| +  n) __ 2F (2n)
V / <V>.n Г’nrl'ln 4-

Demak,

(—l)"(2n)! 
22пГ(п)Г(п 4 1) 22,i(n !)2 '

"(2n)!
(46)

§2.4. Ortogonallik

Ortogonallik inunosabatlari maxsus funksiyalar uchun judamuhiin rol o’ynaydi. 
(43)-ni Pm(x) ga ko’paytiraylik:

(J - x ’ )
2\dPn(x)

dx 4- n(n 4-1 )Pm(x)P„(x) ^  0.

Shu tenglamaning o’zini n <-> m  almashtirib yana bir marta vozainiz va ularning 
birini ikkinchisidan ayiramiz:

(1 -  х г)Р'п(х) P n =  - P n P m [ n ( n  4- 1) -  m(rn +  1)J.

Chap tomon quyidagi xossaga ega:

(1 -  x 2)P'n{x) (1 -X *)P'm(x)

A
dx P n , (1 -  x 2)P'n{x) - p . (1 - x 2)p ;n(x)
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OlingRii munosabatni х  bo’yicha-1 dan 4 1 gaeha integmllayiniz, bundn lining
i linp tomoni nologa teng bo’ladi (ixtiyoriy n ,m  lar uchun), o’ng tomoni <*ui 
Inqut n Ф m  dagina nolga teng: 

j

J dxPn(x)Pm(x) =  0 , n ф rn. (-17)
i

Itu munosabatni sferik koordinat sistemasida ham yozib olishimiz mumkin:
7Г

J  / „(cos 0) I\n(cos 0) sin OdO =  0 , n ф rn. (48)
о

n =  m  holda yuqoridagi tenglikning chap va, o’ng tomonlari 0 =  0 ko’rinishga 
ega. Shuning uchun bu holrii boshqacha yo’l bilan ko’iib chiqamiz. Hosil qilish 
limksiyasining kvadratidan integral hisoblaylik:

(49)

1m unosabatni olishda biz (47)-ni ishlatdik. Chap tomondagi integralni 
hisoblash qiyiri emas:

J

l r
dx 1 , 1 +/,

=  — In -
2 xt +  t2 t 1 - t

- 1

Ikkinchi tomondan

1 , 1  + t  (  t2 i4 lG \ ^  2 2n 
J ln ~ t ~ 2 ( l +  3 +  5 +  7 + " ' J  • {;,0)4 ' 11—0

(ln(l f  t.) =  t — t2/2 4- t3/3 -  (49)-ning ohirgi qismi bilan (50)-
in solishtirsak Legendre polinomlarining "normasi" ning kvadratini topgan
bo’lamiz: )

/ * ^ < * >  =  ^ 7 7  <5I>
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Yana hosil qilish funksiyasiga qaytib kelaylik - (36)-ga. Kompleks analiz 
qoidalari bo’yicha undan quyidagi integral formulani olamiz:

1 / .9 (2 ,0

§2.5. Integral tasavvur (Shlafii integrali)

С

Kontur С  - (  =  z nuqtani o'z ichiga olgan ixtiyoriy kontur. (-kompleks 
o’zgaruvchi. Bu formulani qulayroq ko’rinishga keltirish uchun

s/\ - 2*( + C2 = 1 - (V 
almahtirish bajaramiz, bu yerda 7/ - yangi o’zgaruvchi. Bu holda

, ,  J - O i ,2---- . ■ =  2 —---- -diiif  -  1 iy- -  1

boiadi va integral quyidagicha formaga keltiriladi:

/• (rf -  1)"
P

27tz • 2" J  (r) — z)rH 1 
с

d,i). (52)

Bu integral ScM ifli*  integrali deyiladi. n butun bo’lmaganda integral osti 
funksiyada uchta tarmoqlanish nuqtasi bor - i] — z, ±1. Shu sababdan konturda 
ikkita kesma bo’lishi kerak - (-1) dan —00 gacha va 1 dan 2 gacha - (I.2)-rasmga 
qarang.

1.2-ra.sm: Schlafli integrali uchun kontur

"Ludwig Srhlafli (1814-1895) - sliveytsar uiaU’nmtigi
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Rodrigues formulasi

( 'tiucliy teoremasi

in (slab Schlafli inlegralidan

В Д  =  f v S * *  -  1Г  (5 3 )l un\ dxn

lomiulani olamiz. Bu - Rodrigues9 formulasi deyiladi.
1.18-mashq. Bevosita Rodrigues formulasidan quyidagilami keltirib chiqaring:

« ,(* )  =  1, Я ,(*) =  1 А (я» _  i) =  x> f t (x )  =  ^ | l ( * » - i ) >  =  i ( 3 * * - l ) .

§2.7. Laplace tenglamasi sferik sistem ada

Laplace10 operatorining sferik sistemadigi ko’rinishini quyidagicha:

1 3 /  0ди\  1 д  (  . пди\  1 d2u
=  V  tfr )  +  r2 am o d d  l,sm 80 )  +  r2 sin2< W

Laplace tenglamasi
Au  =  0

ning yechimini sferik sistemada o’zgaruvchilarni ajratish metodi bilan 
qidiraylik:

u(r,0,ip) =  H(r)Y(U, ip).

Bu holda,

Y d (  ,d li\  R  3  j  . ,.dY \  R d2Y
д “ - т е  ( r *  j +  ( sm e m  ) + “  ( ’

tenglainani olamiz. Agarda shu tenglamani r l ga ko’paytirsak va RY  ga bo’lsak

I A  Гг2—  ̂ = - i
R d r \ dr J  Y

1 d (  dY \  1 <92У
sm 0

sin 0 dO \ dO )  sin 0 dip■

tenglamani olamiz. Bu tenglamaning chap tomoni faqat r ga bog’liq. o’ng 
tomoni esa (0, ip) ning funksiyasi. Demak, tenglikning na chap, na o’ng 
tornoni hech qanday o‘zgaruvclii emas, konstanta ekan, shu sababdan biz o’ng

Benjamin Olinde Rodrigues (1795-1851) - fransuz matcmatigi 
,0 Pierre-Sirncm Laplace (1719-1827) - fransuz rnatematigi. R ub tilida - JIaiuiac.
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tomonning oxirida hozircha noma’Ium konstanta A kiritdik. Shu sababdan 
uslibu tenglama ikkita tenglainalar sistemasiga aylanadi:

Ikkinchi tenglamada yana bir marta o’zgaruvchilarni ajratish mumkin:

Y(0,<p)---Q(в)Ф (р). (57)

Bu holda (56)-tenglama

Ф Ы  d (  . ,< 1 Щ 0 )\  0 ( 0 )  сРФ(<р) , 4 , .

do ^  + л е <*)ф ̂ = 0

ko’rinishga keladi. Uni sin2 0 ga ko’paytiramiz va 0Ф  ga boiamiz: 

sin 0 d (  . d B (0 ) \ 2 /, 1 й2Ф(у?)
! T 5 5 ( “ e - d r J  +  As,n' (' - - ф - * ^  = "-

Chap tomon faqat 0 ga bog’liq, o’ng tomon - faqat ip ga, tenglik ixtiyoriy 
в , larda bajarilishi uchun ikka.la tomon ham konstanta bo’lishi kerak. O’sha 
konstantani ц  harfi bila.n belgiladik. Natijada bitta xususiy hosilali tenglama 
o’rniga ikkita oddiy hosilali tenglamaga ega bo’lamiz:

d2Ф(<р) , N
- ^ y + , ^ )  =  0; (58)

d
Sil‘ °d9  V iU°  dO J  +  (Asiir 0 ~  /-<)0 (6') =  (59)

fj konstantani aniqlaylik. Buning uchun (58)-ning umumiy yechimini yozib 
olamiz:

Ф(^) =  Cl cos y/jiip +  c-2 sin yffup.

ip— burchak, burchak 2ir ga o’zgarganida biz yana o‘sha nuqtaga qaytib kelamiz. 
Demak,

Ф (if +  2n) =  Ф(<р) 

bo lishi kerak. Bu shart bajarilishi uchun esa

//. =  m2, rn =  0, 1, 2, 3 , . . .
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('kan. Koeffisient shunday tanlab olindiki,

2тг

bo’lishi kerak. Demak,

Фт(ч>) =  (00)

J  d<p Ф*т(<р)Фп(<р) =  S„

munosabat bajarilsin.
A konstantani aniqlaylik. Buning uchun (59)-tenglamada o‘zagruvchini 

quyidagicha almashtiramiz: cos в =  x ((59)-tenglamani (43)- va (44)- 
tenglamalar bilan solishtiring). Bu almashtirishdan keyin (59)-tenglama 
quyidagi ko‘rinishni oladi:

d
dx (61)

A - konstanta, u o‘zining kiritilishi bo‘yicha m ga bog'liq emas. Shining uchun 
ishni yengillashtirish maqsadida m =  0 deb olamiz. Hosil bo‘lgan tenglama

d ^(1 -  +  A20 (x ) =  0 (62)
dx \ dx

ning yechimini silindrik tenglamani yechganimizdek Frobenius metodi bilan 
izlaymiz (x =  0 nuqta, atrofida):

OO

0 (x )  =  ^ 2  V "  =  °o +  cix  +  C2X2 +  c3x3 -I----- . (63)
n—0

Qydinki,
OO

в '(х )  =  ^ 2  ncnx n~x =  ci +  2c2x +  3c3x 2 H----- ,
n—0

00
©"(1 ) =  ^ 2  n (n ~~ 1 )cnXn~2 =  2c2 +  6 C3X +  I 2C4.T2 -i----- .

71=0

Topilganlarni (62)-ga olib borib qo‘yamiz va x ning bir xil darajalari oldidagi
koeffisientlarni yig‘ib chiqamiz:

OO

У 2  [n(rl -  l)cnx "' 2 4- (A2 -  n(n  +  1 ))cnxn] =  0 .
ra=0
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Bu tenglik bajarilishi uchun x ning bir xil darajalari oldidagi koeffisientlar 
yig'indisi nolga teng boiishi kerak, buning uchun

A2 — n(n  +  1)
071+2 = " ( n + l ) ( n  + 2)Cri

boiishi kerak. Koiinib turibdiki, (63)-qator |x| =  1 nuqtalarda yaqinlashuvchi 
boirnaydi, chunki bu hollarda

2 1.
n—too

Demak, qatorni uzib, uni polinomga aylantirish kerak. Buning uchun

A =  n(n f  1), n  =  0 ,1 ,2 ,3 ,...  (64)

desak. yetarlidir. Bu holda (62)-tenglama Legandre tenglamasi (43)-ning o‘zi 
boiadi:

| ( ( 1 ^ ^ ) + „(„ f l ) e w  =  o

va O(x) — Pn(x) boiadi.
A uchun topilgan qiymatni R(r) uchun (55)-tenglamaga olib borib qo‘yarniz: 

| . ( ^ ) _ „ („ + 1 W r )  =  0.

Bu tenglamaning yechimini R  ~  r s ko'rinishda qidirsak, s — n va ,s =  —7i — 1 
boiib chiqadi, ya’ni

R(r) =  Arn -I- B r  -n~1, A , Б  -  const. (65)

Agar koi ilayotgan masala r =  0 nuqtani o‘z ichiga olgan boisa,

R (r) ~  rn

deb olish kerak. Agar tashqi chegaraviy masala (Vll-bobga qarang) 
ko'rilayotgan boisa,

R(r) ~  r  1

boiadi.
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§2.8. Umumlashgan Legendre polinomlari

(61)-tenglamadagi A aniqlangandan keyin, tilling ko'rinishi quyidagicha bo'ladi:

d
dx

(1 -  x2)
d0 (x)

dx
+ ( n(n +  1)

m2 \ 
1 — x2/

0 (x) =  0 . (66)

Bu tenglama m =  0 holda Legendre polinomlari uchun (43)-tenglamaning 
o;zidir. Uning ixtiyoriy butun rn dagi yechimi u m u m lashgan  L egen dre  
p o lin om i  deyiladi va u quyidagicha yoziladi:

0 (а;) =  / -  =  (1 -х - 2Г /2^ е д . (67)

Umumiy holda bu yechimni tekshirish bir muncha liisob-kitobni talab qiladi.
1.19-m ashq. Legendre polinomlari /  n(x) uchun (43)-tenglaniani bir marta

differensiallab

bclgilash kiritilsa tenglama

dx + !)■ i )  p- ( x ) = 0

ko'rinishga kclishini ko‘rsating. Olingan tenglama (G6)-da m — 1 deb olishga teng.
Uslibu mashqdagi amalni m  marta. bajarsak, (67)-forinulaning to‘g‘riligiga 

isbonch hosil qilish mumkin. Ko’rish qiyin einaski,

/*’(x) =  Pn(x), P {(x) =  (1 -  x2) 1/2 =  sinfl,

P£(x) =  3 x (l -  x2) 1//2 =  3cos0sin0 va h.k.

Agar (67)-formulada Pn(x) uchun Rodrigues formulasini ishlatsak, 

p r
J ri

1 rfui+n
■’m(x) =  ——-(1  -  x 2)m/2— — -(x 2 -  1)" v > 0n„p > Л,гт+гЛ '2пп \ ' dxm+ 

munosabatni olamiz, undan ko’rinib turibdiki,

—n < m  <  n

bo’lishi kerak.
Umumlashgan Legendre polinoinlarining xossalari juda ko’p, ulardan faqat 

ba’zi-birlarini misol sifatida keltiraylik:

P"‘( - x )  =  ( - l ) n+mP„m(x), P ” (± l )  =  0, m  > 0, va h.k.
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Umumlashgan Legendre polinomlari uchun quyidagi ortogonallik va norma 
sharti bor: l

/
-1

dx P™{x) IT (x )  =  2 (n +  w |; §nk. (68)
In  -f 1 (n — my.

Sferik sistemada:
7Г

f  /T (cos0 )/ f4 cos 0) sir. Ode =  (n +  m)j
./ 2?г +  1 (?t — my.

1.20-mashq.
Р"(ств) = (2n -  1)!! siii" 0, n = 0, 1,2: ... 

ekanligini korsating. liu yorda (2n -  1)!! =  1 ■ 3 - 5 ■ 7 • • • (2 n -  1). Masai an,

P,1 = ( l - x 2)1/2 = siu0, Pj = 3(1—I2) = 3sin20, =  1 5 ( l - x 2)3/2 =  15sm3 0 va h.k

§2.9. Sferik funksiyalar

(57)-formula bizga Laplace tenglamasi yechimining burchak qismi Y(0, <f) ni 
beradi. Agar (60)- va (67)-formulalarni hisobga olsak Y ni quyidagicha tanlab 
olishimiz muinkinligi oydin boiadi:

Bu formuladagi koeffisient shunday tanlab olinganki,
7Г 2 7Г

I  I  dMY™1*(e,<p)Y£2(e,(p) =  6n,n26mim.J:, dCl =  sin OdOdtp, (70)
0 0

Yo =  ~ 7 j= ,  =  J J - s m O e * * ,  Y ?  =  \ t f c o s 0 ,  V, 1 -  Oe
\/47г V о7Г V 4-гг V 87Г

boisin. Sferik funksiyalarning bir necha xususiy holini keltiraylik:

Y° — * Y
0 "  / и Г

Undan tashqari

У2(0,<р) =  у /Щ ± ± Р п(соb 0). (71)

Shu paytgacha yiqqan bilimlarga asoslanib, Laplace tenglamasining sferik 
sistemadagi eng umumiy yechimi quyidagi ko'rinishga ega boiishi kerak degan 
xulosaga kelamiz:

oo m =n

u(r, d,tp) =  Y l  У ]  [аптГп +  bnmr  n" ‘] Y™(0, <p). (72)
n= 0 ТП— - П
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Laplace tenglamasi ga olib kelgan masala sferik simmetriyuga ega boMgunda 
bu tenglama sferik sistemada yeehiladi. Olingan yechiuming birinchi <|isnn 
rnY™(0,<p), n  =  0 ,1 ,2 ,.. sferaning ichki sohasida r < R ishlatiladi, 
r n =  0 ,1 ,2 ... qism esa sferaning tashqi qisinida ishlatiladi.

Faraz qilaylik sferaning ustida r =  R  yechim ga teng bo'lsin:

Laplace tenglamasi uchun chegaraviy masalalarning aniq qo‘yilishi 7-bobda 
muhokama qilingan, bu yerda bizni Anm koeffisientlarni topish qiziqtiradi. Anm 
koetfisientlar (70)-mimosabatdan foydalanib topiladi:

Bu munosabatning bir xususiy holi keyingi paragrafda inuhim rol o‘ynaydi. 
(71)-dan foydalanib quyidagini yozamiz:

§'2.10. Legendre polinomlari uchun qo'shish teoremasi

Fazoda ikkita vektorlar ri va r2 berilgan bo'lsin, ular orasidagi burchakni 7  deb 
belgilaylik (I.3-rasmga qarang). Aga.r r ( ning sferik sistemadagi koordinatlari 
Г|. (>[, ip\ va r2 ning sferik sistemadagi koordinatlari r 2, 02, ^2 bo1 Isa,

u(R,9,v) = /(0,v) = 'Zl E А™У?{в,<р). (73)

(74)

А,м =  I  dn Y ?  (0, tp )f{0 , ip) =  j  di Щ 0, v ) Pn( cos 0). (75)

Ikkinchi tomondan

00 m=n F?—X T  
f(0,<p) =  Y i  S  AnmYrln(0 ,p ) =  — ,

n- 0 rn=—n

chimki P,'“( 1) =  6n,fiPn( l)  =  6m0 va natijada

bo'ladi. Demak.

(76)

cos 7  =  cos 0 \ cos 0-2 4- sin 0\ sin $2 cos(< î — <ръ) 
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1.3-rasm: Qo‘shish teoremasiga oid

bo'ladi. Bu munosabatni Г) va г2 vektorlar orasidagi skalar ko‘paytmani ikki 
xil yo‘I bilan ifodalash orqali isbot qilish mumkin. Birinchidan,

г 1 • r2 =  r2r2 cos 7 .

Ikkinchi tomondan xuddi sliu skalar ko‘paytma

r l • Г 2 =  Г 1хГ 2х +  Г 1уГ 2у +  T\z r 2z —

— Г1Г2 [sin 0\ sin 02(cos <pi cos ip2 +  sin ipi sin p 2) +  cos (h cos 2̂]

ga teng. Shu ikkala formulani solishtirish (77)-formulaga olib keladi. 7  ga 
mos keluvchi azimut ф ni rasmda ko‘rsatganimiz yo‘q, chunki uning keyingi 
mulohazalarda ahamiyati yo‘q.

Legendre polinomlari uchun qo‘shish teoremasi quyidagidan iborat:
. rn -n

n ,(c°s7 ) =  £  Y ? {0 и Vi)Y*m(e2, v=2). (78)
m-~—n

Buni isbot qilish uchun Pn(cos7 ) ni (0i,<£i) burchaklar bo‘yicha (73)-qatorga 
yoyamiz:

00 m —n'

P „ (C 0 S 7 ) =  ^  ] T  A n‘m (02,ip 2) Y y { 0 u ipx).
n '= 0 m = vf

Bu yoyilmada (02, ip2) burchaklar parametr sifatida qaralyapti. Qatorda 
haqiqatda faqat n' =  n hadgina qoladi, aks holda ifodaning chap va oiig 
tomonlari har-xil juftlikka ega bo'lib qolishi mumkin:

m=n
P n  (COS 7 )  ~  E А пт {02,Ч > 2 ) У п ( в иЧ>\)-

m - — n
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Лип (#2, <P2) =  j  УтТ'^и ^l)Pu(cOS7 ) (Й Ц ^. 

I iii formulaga (76)-ni ishlatsak

Koellisientlar quyidagicha aniqlanadi:

лпш(р2̂ 2) = = ^ f i Knn*№.̂ )
•kanligi kelib chiqadi. Shu bilan qo'shish teoremasi (78) isbot qilindi.

§2.11. M isollar

1.4-misol. 2-o’qida koordinat boshidan a  va —a masofada joylashgan -\-q va —q 
zaryadlar sistemasi (dipol)ning kuzatish rmqtasi A da hosil qilgan elektrostatik 
inaydonini toping (I.4-rasmning a)-qismi) (r a yaqinlashuvida).

+4

7/
/1 ._u -4

7.

я 2a

-2q a

/
/
2c, - 0

-4 -2 .

I.4-rasm: Zaryadlar sistemalari

a  nuqtadagi zaryad hosil qilgan maydon
00

q ( a \n 4
47T£o7' E «■(.»»)(“)"■ 

/1=0 АтГСцГ
1 +  P\ (cos в) —VP2 (cos 0) -  +  -

г =  —о nuqtadagi zaryad hosil qilgan maydon

'P (-q ) — 4тгецг
У Г п { с о н О ) ( ~
я-0 47Г£о Г

1 — Pi (cos в) — +  Р 2 ( COS 0 ) - 2  -

Superpozitsiya prinsipi bo’yicha to'liq maydon ikkalasining yig’indisiga teng, 
noldan farqli bo’lgan birinchi had aniqligida (yuqori tartibli hadlarni tashlab 
yuborainiz, chunki a / r  -C 1):

2q ( a\a , <lal:os^



Bn formulaning vektor ko’rinishiga o’taylik. Buning uchnn avval dipol momenti 
degari kattalikni kiritamiz: d — 2qa, bu yerda a =  { 0 , 0 , a } ,  shundan keyin 
formulainiz quyidagi ko’rinishga keladi:

1 d r
4?TC() r:i

1.5-m isol. 1.4-rasrnning b)-qismida ko’rsatilgan sistema uchun elektrostatik 
maydonni toping (r S> a yaqinlashuvida) (sistemaning nomi - ch iziq li 
kvadrupol).

Uehta maydonni qo’shib chiqishimiz kerak: 
z =  a  nuqtadagi zaryad hosil qilgan inaydon

(o)

*\м)" 47Г egr

OO

n—0

Q
4пЕ()Г

1 +  l Ji (cos &)- +  / 2(cos 0)—- 4 ■ 
г гг

z =  —a nuqtadagi zaiyad hosil qilgan maydon

(-a) _  Q 
(̂+я) 4тге0г 4тг £()Г

1 —1\ (cos 0) -  4- A  (cos 0 )— -----

0  nuqtadagi zaryad hosil qilgan maydon:

(o ) _  - Q

 ̂ 2ч) ‘Ztvsqt

Umumiy maydon:

Р2{сш 0)-1-  4  ■ • • =  ----- ..,,(.4cos2fl -  1) 4-
47Г£(,Г Г 2 47ГЕ0 7

Uning vektor formasi:

q 3(a • r I2 -  a2r2
4neQ

Quyidagi kattaliklaini kiritaylik:

A j  =  £ ? ( 3  U fj - S i j ) , n, —

Kiritilgan kattalik DtJ - sistemaning kvadrupol momenti deyiladi, yig’indi 
harnma zaryadlar bo’yicha, nx esa birlik vektor. Bu holda

If :
1 DijHiTij 

87Г£о 7’3
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1.21-m ashq. Kuzatish nuqtasi uchun r  < и tx>‘lsa (ya’ni, koordinat boshidan 
zarvadgacha masofa kuzatish nuqtasigacha masofadan katta bo‘lsa) potensial uchun quyidagi 
ifoda to g £ri bo‘lishini korsating:

Ushbu m&shqda olingan natijani (35)-formula bilan bitta formulaga birlashtirish 
mumkin:

Bu yerda ikkita masofa kiritilgan - r> va r<, ularning biri zaryadgacha masofa, 
ikkinchisi - kuzatish nuqtasigaeha masofa. r ;> belgi ularning ka.tta.sini, r< belgi 
(«a kichigini bildiradi.

1.22-mashq. 1.4-rasmning c) qismida ko‘rsatilgan chiziqli oktupol deyiladigan sistema 
uchun olektr potensialni toping.

§3. Kvant mexanikasida impuls momenti
Bu paragraf asosiy tekstga kirmaydi, uni (>. 1 -paragrafdan keyin o‘qish tavsiya etiladi. 

Impuls momenti quyidagicha ta’riflanadi:

Momentning kvadratini sferik sistemada ifodalaylik. Buning uchun :r. y. z va r. Ô ip larni 
bog'laydigan formulalami olish kerak:

L  -  [rp],

bu yerda p — -v'ftV. Impuls momentming komponcntalari:

Moineutning kvadrati:

x ~  v sin в cos (p, у — r  sin 9 sin ip, z =  r  cos в,

-----------------  z у
v — J x 2 v2 +  22, 0 — arccos ко — arctan

r  x
Shulardan foydalanib djdx ni hisoblaylik. Birinchidan:

or x  .—  =  — =  Sin У cos ip, dx r
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Demak,
У . „ У 1 У sin tp У

—  =  S1110COS<£ —  f -  cos в COS tp—- ------------
dx d r v *  dO r  sin 0 dip

Quyidagilami ham xuddi shunday yo‘l bilan topish mumkin:

У . ,, . У 1 „ . У cos tp 8
—  =  sm d sm u i-— h -  cosf/sm tp—  + ---------- — ;
У?/ Ут r * дв  r s in e  dip'

0 nd 1 • nd—  -  COS0—  -  - s m e —r.
dz dr r  dO

Bu formulalar yordainida harakat [uiqdori momenti oporatori L  komponentalarining sferik 
sistemadagi ifodalarini topamiz:

L ,  =  ih 

Lv — —ih

■ 9 „ 9
S” ‘ <Pgjj +  C tg  0  COS ‘P~Q~

c o s ^ - c t g e s i n ^

L , =  - i h
a_

dtp

Olingan formulalardan foydalanib impuls momentining kvadrati quyidagi ifodaga 
tengligini ko'rsatish qiyin emas:

L 2 =  L i  -I L\ +  L i =  - f t 2 U ^ 0 ~ )  4  - A n : ~
sm 0 dO \ dO J  sm 0 d p 2

Laplace opcratorining sferik sistemadagi ifodasi (5i)-dagi

A, i s / ,  a \  i у2
in 0 00  \ д в )  ' sin2 в dip* (79)

qism L a p la c e  o p era to r in in g  bu rch a k  q ism i  deyiladi. Demak,

L 2 =  - h 2A 0y..

(56)-tenglamani olingan ma’lumotlar asosida

L 2V(0, <p) =  h 2XY(0, tp)

ko‘rinishga kcltirish mumkin. Bu esa harakat miqdori momenti opcratori kvadrati uchun 
xususiy qiymatlar masalasidir, bu masala §2.7.-paragrafda yechilgan, lining yechimi (64)- 
formula orqali ifodalanadi. Demak,

L 2y (0,tp) =  h2n(n  +  1)K((?, tp). n — 0 ,1.  2, . . .
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§4. Hermite polinomlari 

§1.1. Hosil qilish fumksiyasi

Hermite11 polinonilarmi boshqa hamina klassik polinomlardek hir neeha 
yo’llar bilan kiritish mumkin. Biz yana hosil qiluvchi funksiya metodidan 
loydalanamiz:

0~' f-71
д (х ,1 )  =  е ^ +2х1^ ^ Н п( х ) - .  (80)

П—0

Uu formula - Hermite polinomlari IIn(x) ning ta’rifidir. Ta’rifning chap 
tomonini Taylor qatoriga yoysak,

1 t2
1 -  t2 +  2x1 +  - ( - t 2 +  2x t f  H-----=  1 +  2xt +  —[4.x2 -  2] +  • • ■

darrov topishimiz mumkinki

Я 0(х) =  1, Jh {x )  =  2x, tf2(x) =  4x2 - 2, va h.k. (81)

(80)-ta’rifdan bevosita ravishda quyidagi xususiy hollarni keltirib chiqarishimiz 
mumkin:

Ihn{ 0 ) =  ( - 1) " ^ ,  ! h n < m  =  0 , //„(-*) =  (-l)"//„(x). 
n!

§4.2. Rekurrent munosabatlar

Rekurrent inunosabatlarga o’taylik.

‘A °° fit °° tH~̂
- g { z ,  t) =  (—2t+2x)e~t2+2xt =  { -2 t+ 2 x )  £  //„(x)- =  £  Hn(x) — — .

n=n ‘ 71-0 '

Bu tenglikdan
f fn+ i(x) =  2xH n(x) -  2nH„ ] (x) (82)

rekurrent munosabatga kelamiz.
/n+l 30 I ti

— g(x,t) =  2t,e~t2+2rt =  2 £  A/„(x)—  =  £  / ^ (х ) - ,
n=0 n=0

yoki,
2nHu-i(x )  =  H'n(x). (83)

Ikkita rekurrent munosabatni topdik: (82) va (83).

“ Charle Hermite (1822-1901) - fran&uz matematigi. Rus tilida - Шарль Эрмит
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Ta’rif (80)-bo’yicha

§4.3. Rodrigues formulasi

du

t=o
Shu formulani qulai ko’rinishga keltirish uchun

e

deb olamiz. unda

t2-f‘2xf _  e  ( t -1)2 ‘ i 2

( F ‘ - I 2 + 2 x t

t=0

x, d"
= e — e 

d t n

= ( - l ) " 7 T e " r) ax '1

(84)
2 d n

formulaga. kelamiz. Bu - Hermite polinomlari uchun Rodrigues formulasi.
1.23-m asliq. Rodrigues formuJasidan foydalanib //„(x) ni n — 0. 1,2 lar uchun toping 

va ularrii (81)-formulalar bilan solishtiring.

§4.4. Differensial tenglam a

(83)-ni (82)-ga olib borib qoyamiz va hosil bo’lgan munosabatdan x bo’yicha 
hosila olamiz:

Hn+i(x) =  2xH n{x) -  H 'Jx) => H 'n+1 (x) =  2tf„(x) +  2xH'n{x) -  H'7[{x). 

Bu tenglikning chap tomonida (83)-ni yana bir marta ishlatsak

//"(x) -  2 x (x) +  2n //„(x) =  0 (85)

tenglamaga kelamiz. Bu - Hermite tenglamasi.

§4.5. H erm ite polinomlarining ortogonalligi va normasi

Quyidagi munosabat o’z-o’zidan oydindir:

e **g(x, t)g(x, s) =  e *?е -*2+ **е ~»Ч2х» =  ^  ^  e ^ H n(x)H m(x)
П—0 771=0

Qulay ko’rinishga keltiraylik:

g - x 2 e - ( 2 -t-2x * e - . s 2 + 2 i s  _  e  ( r -  ( * + < ) ) 2 +  2 r f

t n S m 

Tl\ Tll\
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( imp va o’ng tomondan x  bo’yicha integral olamiz:
OO „ OO/  °° °° f-TI Qrn r

*>• “ и#* - Е Е я  /* «
« —A «*1—П ' ’ **^  n—0 m-- 0

( imp tomondagi integral oson topiladi:
OO°° °° *Г2 ЛЯ Г

i / d x e r x2Hn(x)H m(x ). z—•' ' n! m! /__n ---- n •'f l = 0  7 / 1 -  0

Kksponentaning t.a’rili bo’yicha

,2st _  (2 - 0 *, ,  =  £

Demak,
=0 n!

J  d x e  1 Hn(x)H m(x) -  j 2;n,^  n f  m’ (86)
-00

Kvant mexauikasida garmonik ossillator masalasini yechganimizda toiqin 
funksiya Hermite polinomlari orqali ifodalanadi:

г *3''2// (xi
'Фп(х) =  ' , (87)

•y/2"7i! v/tt

Yiujoridagi formula bilan solishtirsak,
OO
J dx ipn(x)il>m(x) =  6nm (88)

-OO

ekanligini ko’ramiz.
1.6-misol. Yuqorida aytganimizdek Hermite polinomlari chiziqli ossilla- 

torning kvant analizida uchraydi. r3ir oichamli Schrodinger tenglamasi

ga ^ (x) =  |A;x2 potensialni kiritamiz. Bunday potensial F  =  —U'(x) =  - fc r  
chiziqli qaytaruvchi kuchga olib keladi. Bu tenglamada к =  ш 2 va (  — 
s/Vnu)/fix ahnashtirishlar bajarilsa, Schrodinger tenglamasi
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Ш )  =  c -£,/2w( o

almashtirish bajarilsa quyidagini olamiz:

H "{i) -  //'(0 +  ( ^  -  l )  Я  (О =  0 . (89)

Hosil bo'lgan tenglamaning yechimini Frobenius metodi bo‘yicha qidiraniiz:

//(0  =  C„£" — Co + + C‘2̂ ~ +  ■ • • 
n

Qulaylik uchun a  =  2E /(hoj)  -  1 belgilash kiritilsa, c„ koeffisient lar uchun 
quyidagi rekurrent munosabat kelib chiqadi:

a — 2 n
Cn+2 — 7 ; гтт , ,, % f-'n ■

(// +  1 )(я  “I- 2)

jcjt/Or»-(~21 nisbat katta n larda cheklangan emas, demak, bu cheksiz qator 
yaqinlashuvchi bo‘lmaydi. Shuning uchun qatorni a =  2n tanlash asosida n- 
tartibli polinomga aylantiramiz. Bu esa birinchidan, (89)-tenglamaui Hermite 
tenglamasi (85)-ga aylantiradi, ikkinchidan kvantlangan ossillatoming yaxshi 
ma’lum bo'lgan energetik sathlarini beradi:

ko'rinishga keladi. Olingan tenglamada
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II BOB. IKKINCHI TARTIBLI XUSUSIY 
HOSILALI DIFFERENSIAL 

TENGLAMALARNING KLASSIFIK ATSIYASI

§1. Ikkita mustaqil o‘zgaruvchili hoi. Umumiy nazariya

Ikkita mustaqil o’zgaruvehilarni (x ,y ) noma’lum funksiyani esa u(x ,y )  deb 
belgilavmiz. Noma’lum funksiyaning xususiy liosilalarini esa quyidagicha 
belgilaymiz:

du (x ,y ) du (x ,y ) d2v.(x,y)
U.T о  > Й » ^ x x  7̂  о ’ox  ' ay o x 1

d2u(x ,y) d2u(x ,y)
Ury =  ' Uyy <hf2 '

Noma’lum funksiya, uning hosilalari va mustaqil argumentlar orasidagi quyidagi 
funksional bog’lanish

У 1 UX) t l r x , U ry, Uyy) 0  ( 1 )

ikkit.a o'zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama 
deyiladi1. Agar tenglama

a 11 Uxx “b 2a|‘/U-xy ~t“ 2̂2Uyy F 1 (x . у , U, Ux i ĵ/)  ̂ (2)

ko’rinishga ega bo’lsa (va a n , «12 hamda a-22 koeffisientlar faqat 2 , t/ larga 
bog’liq bo’lsa) bunday tenglama y u qori tartib li h o s ila la rg a  n isbatan  
ch iz iq li ten g lam a  deyiladi. Agar koeffisientlar an , «12 va a n  noma’lum 
funksiya и va/yoki ux, iiy larga bog’liq bo’lsa, tenglama kvaz ich iz iq li deyiladi. 

Quyidagi ko’rinishdagi tenglama

a\\uxx + 2a\2Uxy +  a22'uyy +  b\ux +  b̂ Uy +  cu J  (x , у) =  0 (3)

agar O ij,b i,c ,f lar faqat x ,y  larga bog’liq bo’lsa, ch iz iq li ten g lam a  deyiladi. 
Agar f ( x ,  y) — 0 bo’lsa, (3)- tenglama b ir  jin s li  ten g lam a  deyiladi.

'A lbatta, bu inimosabul ixtiyoriy (x .y .u )  lar uchun ayniyat bo’lmasa. Masai an, quyidagi tenglik Ixtiyoriy 
(x, y, u) lai uchun ayniyat bo’lib tenglama bo‘bi olmaydi: cos(ttx -|- u,,) -  cos ux cos uy +  sin ux sin uv — 0
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Bizning maqsadimiz x ,y  larning o’rniga shunday vangi o’zgaruvcbilar

c =  tp(x,y). г ) - ф ( х ,у )  (4)

kiritishki, natijada ko’rilayotgan tenglama biz uchun qulay bo’lgan k a n on ik  
deb ataladigan ko’rinishga. kelsin. Mana shu almashtirish ni (2)-tenglamaga 
qo’llaymiz. Albatta, almashtirish yakobiani noldan farqli bo’lishi kerak:

d { ( ,  V) , n
d(x,y) ~ Qxr}y W/j' +

Hosilalarni almashtirishdan boshlaymiz:

du д(, du drj du ihi
Ux dx =  Jfr. iK  +  dxlhj =  x̂U< +  4xUv' Uy =  dy +  VyUv’

d  n 2 , 2uxx =  —  (Cr«< 4- T)xUrj) —  CjU(( 4- 2CxVcu î +  TLuvn +  ( XJUC 4- rixxu,t,

U xy =  T ~  (Су Щ  4- T )y U ,) =  (5 )

4~ [C xV y  4 С у П х )н (т1 4' 4- 4- T)Xy U tl,

d  „ > 9
(Cj/«c 4-  i jy iijj ) 4~ 2 C yV y^O i 4- fjyitjirj "b C'yyii^ 1 ijyyu.r;.

Bu formulalarni (2)-ga olib borib qo’vsak uning ko’rinishi quyidagi holga keladi:

+  2а]2и<,/ 4- a22ww  4 F  =  0, (6)

В u yerda

«и  =  4- 2al2CxCy 4- я-ггСу, «22 =  4- 2а.пГ)хт)у 4- a22r^,

(7)
«12 =  «llC 4x +  «12 (Cr% +  »/Av) +  a nCyT)y.

F  - noma’lum funksiyaga. va uning birinchi tartibli xususiy hosilalaiiga 
bog’liqdir.

Endi С va 77 o’zgaruvchilarni shunday tanlab olavlikki. yangi koeffisient- 
larning bir qismi nolga teng bolib chiqsin. dn va d22 larni nolga tenglashdan 
boshlaylik. (7j-tenglaniaiiing birinchi va uchinchi qismlarining ko’rinishi bir 
xildir, ya’ni

allzx 4" 2<ll2ZxZy 4- « 22^  =  0. (8)
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Мяпа shu tenglamani yechib 2 =  z(x, y) funksiyani topsuk vu (, -  г(./', и) deb 
olsak an =  0 bo’ladi, ?/ — z(x ,y )  deb olsak « 22 = 0  bo’lmli,

Teorenia. (8 )-tenglamaning yechimi

«11 dy2 — 2a i2dxd,y +  a^ dx2 =  0 (!•)

tenglamaning umumiy integrali <p(x, y) =  const, ga tengdir.
Isbot.

dip — 0  =  ipxdx  +  Wydy

dan
dy_ _
dx 'fy

kelib chiqadi. Bu degani (9)-ni

(2 ц  ( — V  +  2 ( l\ 2—  +  U-22 =  0
\<PyJ Vv

ko’rinishga keltira olamiz. Bu tenglamani

a li Vx +  +  а2‘2<р1 — 0

ko’rinishga keltirsak (8 )-ning o'zini olainiz(z — ip(x, y)).
(9)-tenglama (2)-ning x a ra k ter is t ik  ten g lam asi deyiladi, uning umumiy 

integrali esa (2)-ning x a ra k te r is t ik a s i  deyiladi.
(9)-ning ikkita yechimi bor:

dy _  a n  +  \Znf2 ~ fli.ia 22 
dx  «и

_______  ( 10)
dy _ fl.12 -  v7 «12 -  a ll«22 
dx  «и

Agar D =  « j2 —« ii«22 belgilash kiritsak, (2)-tenglama I) -ning ishorasiga qarab 
quyidagi uch xil turga bo’linadi:

1. D >  0 -  giperbolik;

2 . /5 =  0 -  parabolik;

3. D  < 0 -  elliptik.
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Keyin biz ko’rainizki, tenglama o’zining tipiga qarab alohida xususiyatlarga ega 
bo’ladi - har bir tipdagi tenglama faqat ma’lum tipdagi fizik jarayonlarnigina 
ifodalaydi. Bundan kelib chiqadiki, D - ning ishorasi (2)-tenglamaning muhim 
bir xarakteristikasidir. D - ning ishorasi (4)-almashtirishga bog’liq emas:

<*12 — « n «22 =  («12 — а,ца22)(С?.1]у — CyVx)2! (11)

ya’ni, tenglamaning tipi (4)-aIma.shtirish bajarilganda o’zgarmaydi.
2.1-m ashq. (ll)-iinmoHabatni keltirib chiqaring.
Shu uchta holni alohida ko’rib chiqaylik.

§ 2 . G ip e r b o l ik  h o i ( D  >  0 )

Bu holda (9)- va (lO)-ten glamalarning ikkita har xil yechimi bor:

<р(х,у) =  ги y) =  c2. (12)

Shu yechimlardan foydalanib,

(  =  <p(x,y), r) =  ip(x,y) (13)

almashtirish bajaramiz,. Natijada a u — 0 va a22 — 0 bo’ladi va (2)-tenglama 
quyidagi k a n o n ik  ko’rinishga keltiriladi:

d 2u
=  UC4 =  Ф(С,т/: и, uc , uv) (14)

Bu yerda Ф =  - F / ( ‘2a\2). Tenglamamizni yana bir boshqa ko’rinishga 
keltirishiiniz mumkin. Yangi almashtirihs bajaraylik:

С =  t +  Z, 1) =- t -  2,

yoki,

( =  Ш
2 2

Bu holda

du I / du du\ Du _  1 / ди ди\ д 2и 1 

a c “ 2 \ d t + d z ) ’ =  dQdi-, =  4 “  Uzz)'

Demak, tenglamamiz

Uu ~ uzz =-= Фх(х,у , u, uv) (15)

ko’rinisliga keltirildi. Bu ko’rinish giperbolik tenglamalarning ikk in ch i 
k a n on ik  k o ’r in ish i deyiladi, ((14)-esa birinchi kanonik ko’rinish edi).
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I iu holda.,
dy _  a  12 
dx «и

bo’ladi va, xarakteristikalarning soni ikkita emas bitta bo’ladi. Mana shu bitta 
vcehimdan foydalanib, yangi £ o’zgaruvchi kiritamiz, 7) sifatida esa ixtiyoriy bir 
funksiya olishimiz mumkin:

С =  Ч>(х,У), V =  T j ( x , y ) .  (16)

Bu yerda i}{x,y) - ixtiyoriy funksiya (p (x ,y )  ga chiziqli bog’liq bo’lmagan). 
J) =  0 dan kelib chiqadigan «12 =  у/ЩТай va undan tashqari <pxdx 4- <fydy =  
C,rdx +  Cydy =  0 munosabatlardan foydalansak

«и =  (V “TTCz +  \f^n Cy) =  0 ,

a  12 =  (v/aI7Ci +  v ^ C y ) {y/anVx +  V ^ V y) =  0 

ekanligini topamiz. Demak, p arabo lik  ten g lam an in g  k a n o n ik  k o ’r in ish i

ищ =  Ф3(С, V, и, Щ, Ч'ч) ( 17)

bo’lar ekan (Ф3 =  — F/a%i).

§4. Elliptik tenglama (D < 0)

Bu holda haqiqiy xarakteristikalar mavjud emas, chunki (lO)-ning o’ng 
tomonlari kompleks funksiyalardir:

§ 3 .  P a r a b o l i k  t e n g l a m a  ( I )  — 0 )

dy w •, dy a.12 +  '«\Ana22 -  a?2 , ло^—  =  Л(.т,?/ , —  = \(x,y), X(x, y) = ----------------------------- . (18)
dx dx an

Birinchi tenglamaning yechimi ip(x,y) =  с kompleks funksiyadir, shunga 
yarasha <p*(x ,y) =  c* ikkinchi tenglamaning yechimidir. Shundan foydalanib 
yangi o’zgaruvchilarni quyidagicha tanlab olamiz:

(  =  „  =  ^ 1 ,  (19)
4 2  2 i '

Ya’ni, kompleks funksiya <p(x,y) ning haqiqiy qismini С deb oldik, mavhum
qismini esa r; deb oldik. if{x ,y )  ning ta ’rifi bo’yicha

dx J  \ dx J  \ dy J  \ dy
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Kompleks tenglikning haqiqiy va mavhurn qismlarini alohida nolga ten- 
glashtirishimiz kerak, buning uchun

ip =  С +  гг/, ip* =  С -  Щ  Ч>\ =  Сх -  v l +  2^*7/*,

^  ~~ ф хф у  CrCy VxVy хЛу  "Ь i'Cytyx

munosabatlardan foydalanamiz. Natijada

° 11 Ст + 2 a 12 Сх Су +  «22 Су =  «11̂  +  2аг2Т]хГ/у +  (1227%,

ya’ni
«11 =  «22> (20)

va
« и С  xV *  +  « ] г ( С х т/у +  Су7/* )  +  «ггСгД/у =  «12 =  0  ( 2 1 )

munosabatlarni olamiz. Demak. e llip tik  ten g lam an in g  k an on ik  k o ’r in ish i

ЩС +  um =  ф4(С, rh u, v<: uv) (22)

bo’lar ekan (Ф4 =  —F /а ц ) .
Xulosa qilib olingan natijalarni bir joyga yig’aylik. Xususiy hosilali 

ikkinchi tartibli ikki o’zgaruvchili (2 )-tenglamani quyidagi uch xil ko’rinishga 
keltirish mumkin ekan (kanonik ko’rinishga keltirib olganimizdan keyin ixtiyoriy 
o’zgaruvchilarni ishlatishimiz mumkin):

• giperbolik tip: uxx -  uyy = Ф, yoki uxy =  Ф2;

•  parabolik tip: uxx — Ф3;

• elliptik tip: uxx +  uyy Ф4.

Bu tenglamalarning ixchain va sodda ko’rinishi ularni k a n o n ik  deb atashga 
sabab bo’lgan. Bunday klassifikatsiya nuqtaga bog’liq: a,,j koeffisientlar 
tekisliktadi (x, y) - nuqtaning funksiyasi bo’lgani uchun D ning ishorasi bir 
nuqtadan ikkinchisiga o’tganda o’zgarishi mumkin va demak, tenglamaning 
kanonik ko’rinishi ham o’zgarishi mumkin.

2.1-misol. uxx — 2uxy — 3uyy +  u y =  0.
Koeffisientlarni topamiz: an =  l ,a i 2 =  — l ,a 22 =  ~3.
Diskriminant D  — 4 > 0, demak, tenglamamiz giperbolik tipga tegishli 

ekan. Xarakteristik tenglama:



X arakteristikalar:
С =  x -  у, Tj =  Зх +  у.

Demak, Сх =  1, Су =  —1, V.г — 3, щ  =  1. Hosilalarni ЫноЫнуНк: 

их — щ  +  Зич, иу =  —и.( +  иv, va h.k.

Tenglamaning kanonik ko’rinishi:

u 0> +  - 4 ) = -  0.

2 .2-misol. yuxx +  uvy =  0 .
Bu tenglamaning nomi - Trikomi tenglamasi. U aerodinamikacla uchraydi.

Koeflisientlar: Оц = y ,a \2 =  0 ,022 =  1. Diskriminant, D =  —y, va’ni, 
tenglama

• у < 0 sohada giperbolik;

• ?,'>() sohada elliptik;

a) у <  0 giperboliklik soha. Xarakteristik tenglama:

(iy l -  1
d r  ' / —y

X arakteristikalar:

С =  72x +  y f- t f- .  П =  |x- -  x/ - ул. 

Tenglamaning kanonik ko'rinishi:

v<v + 6(^3 у̂ ~ u’>} =

b) у > 0 elliptiklik sohasi. Xarakteristik tenglamalar:

—  =  l i  1 
dx sfi)

Ularning umumiy integrallari:

ip =  ~x ±  iy /y 3.

Yangi o’zgaruvchilar:
, 3 f-^
( =  2Xl V =  - V y -
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2.3-misol. xuxx -  2y/xyuxy +  yuyy 4- |uy =  0.
Koeffisientlar: вц =  x, =  -y /x y , ao2 — y. Demak, D =  0, tenglama 

parabolik tipga tegishli. Xarakteristik tenglama:

Uning umumiy integrali:
С =  y/x +  <fy.

Ikkinchi musta<iil o’zgaruvchi sifatida ixtiyoriy (lekin Q ga chiziqli bog’liq 
bo’lmagan) o’zgaruvchini olishimiz mumkin. Masalan, 77 =  y/x. Kerakli 
hosilalarni hisoblab berilgan tenglamaga olib borib qo’ysak

1 .
Ujjri “l" Щ/) — 0

TJ

ko’rinishdagi parabolik tenglamaga kelamiz.

2.2-m ashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: uxx -  6uxy 4- 10ц,у 4- ux -  3uy =  0.
2.3-m ashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: 4uxx f  4uxy 4  uyy — 2uy — 0.
2.4-m ashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: uxx -  xuyy — 0.
2.5-m ashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: uIX — yuyv =  0.
2.6-m ashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: xuxx f yv-yy =  0.
2.7-m ashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: y2uxx 4  x2uyy — 0.
2.8-m ashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: x 2uxx + y7uyy =  0.
2.9-m ashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: x2v.xx -  y2HyV =  0.
2.10-m ashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: y2uxx — x'2uyy — 0.
2.11-m ashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: ( l + x 2)uxx +  (l+ t/2)uyy + xux \-yiiy~ 2u — 0.
2.12-m ashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: :r'2uxx — 2xuxy 4 a.yy — 0.
2.13-m ashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: y2uxx +  2yuxy f  Uyy — 0.
2.14-m ashq. Kanonik ko’rinisliga keltiring: y2uTX +  2xyuTy +  x2Uyy =  0.

§5. n ta  mustaqil o‘zgaruvchili hoi

Mustaqil o‘zgaruvchilarni x i, X2, X3, x n deb belgilaymiz. Noma’lum 
funksiyaning argumentida esa bu n ta o'zgaruvcliini qisqalik uchun bitta x 
harfi bilan belgilaymiz: u(x) =  u(x\, 12 , 2:3,..., xn). Yuqori hosilalarga nisbatan

Tenglamaning kanonik ko’rinishi:
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chiziqli bo'lgan ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamaning 
ko‘rinishi quyidagicha bo'ladi:

TI  rvO 11 A
U \ —л OIL , . . , _ _.

*,j=l J i=l

Bu yerda ац, bi va с koeffisientlar uzliksiz bo‘lib koordinatalarga bog'liq bo'lishi 
mumkin: a l} — <iij(x), bi =  bi(x), с =  c(x). Yozilgan tenglainani kanonik 
ko‘rinishga keltiramiz. Buning uchun x koordinatlar ustida

Xi -> С» =  C:(x), i =  1 , 2 , n,  (, G C \ R n), det y r j ' j  Ф 0

(24)
almashtirish bajaramiz. Almashtirish determinanti noldan farqli bo'lgani uchun 
x  =  x(£) ni topishimiz mumkin (determinant noldan farqli bo‘lgan hamma 
nuqtalarda). Shuni hisobga olib й(С) =  u (x (())  deb belgilaymiz. Hosilalarni 
hisoblashga o‘tamiz:

du dQ Эй
dxi dx, dQ '

d2u d  dQ du _  ^  dQ dC,k d2u d 2Q du
dxidx-j dx.j ^  d n  dQ ^  dx,. dxj dQkdQ +  dx.dx.j dQ '

Topilgan hosilalarni (23)-tenglamaga olib borib qo'yamiz:

V '  ( dQ^^Kk\ , \ " ( X  '  I \  "  д '20  \  ,

h i  v . f e aij dXi dXj J d a d c  h  \ h д х * г b i ij dxidx>)

+cu(C) =  /(C)-

Ikkinchi tartibli hosilaiarrring oldidagi yangi koeffisientnlarni quyidagicha 
belgilaymiz:

мо = Е ^ ) | ^ -  (25)
i,j=1

Qolgan hadlarning hammasini bitta Ф(С, u, дй /'dQ) harf bilan belgilasak 
(tenglamaning kanonik tipiga ularning daxli yo‘qligini bilamiz) yangi 
o'zgaruvchilar tilida berilgan tenglama quyidagi ko‘rinishga keladi:



Tenglamaning klassifikatsiyasi nuqtaga. bog'Iiqligirii avvalgi paragrafiarda 

ko'rdik, shuning uchun ma’lum bir :rn nuqtaga o'tamiz. Bu nuqtada Co =  C(£o) 

bo‘ladi. Keyingi muloliaza.larni yaxshiroq tushunish va soddalashtirish uchun

(25)-formulada

dQ

=  d x ,
(27)

deb belgilaymiz, unda (25)-formula

aik(Go) =  E  ay(xo)<Mfcj (28)
i j =1

ko‘rinishni oladi. Bu yerdag'i har bir ikki indeksli kattalikni n x n o‘lchamli 

matritsa deb qarash qulaydir. 0 ‘zitiirig ta’rifi bo'yicha qu matritsa x —> 

С koordinat almashtirish matritsasidir, matritsaning indekslarining o‘rnini 

almashtirsak transponirlangan matritsaga o‘tgan bo'lamiz: =  qjk, shuning 

uchun (28)-formula matrik formada quyidagi ko‘rinishni oladi2:

d = qaq1 . (29)

(23)-difFerensial tenglamani kanonik ko‘rinishga keltirish shunday qu matritsaga 

olib keladigan x —> С koordinat almashtirishni bajarishki natijada a matritsa 

diagonal ko'rinishga kelsin va uning diagonalida faqat +1, 1 yoki 0 sonlar 

bo‘lsin: a*/ =  ak^kh ak — ±1,0. Bu holda (26)-tenglamaning ikkinchi hosilali 

hadida faqat к, =  I bo'lgan hadlar qoladi. Chiziqli algebra kursida bunday 

almashtirishni hamma vaqt bajarish mumkinligi isbot qilinadi. Bu masala

11

dijOiiaj (30)

i j = l

kvadratik formani

=  det(p) ф  ° (3i)
*=i

almashtirish yordamida
П

i , j =  1

2Matriksalarnmg ko‘paytirish qoidasini eslatib o‘taylik: п у п  bo'lgan A vu В  matritsalar berilgan bnl‘sa, 

ulaniing ko‘payt.masi quyidagicha aniqlanadi: (AB)ij =  ^  AikBkj.
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formaga keltirish masalasi bilan bir xil. Chiziqli algebra ktirsida isbot. qilinadiki, 

(30)-formani hamina vaqt

к m

E a 2~ E  m^ n (32)
»--J i= fc+ -l

ko'rinishga keltirib olish mumkin.

(30)- va (31)-larni (28)- va (29)-formulalar bilan solishtirilsa p va q 

inatritsalar o'zaro tra.nsponirlangan ekanligi ko‘rinadi: q =  pT.

Ma’lumki, к va rn sonlar (31)-almashtirishga bog‘liq einas (bu tasdiq 

kvadrati к formalarning inersiya qoriuni deyiladi). Demak, differensial 

tenglamaning kanonik ko'rinislii faqatgina >ц3 koeifisientlarning xq nuqtadagi 

qiymatigagina bo‘g‘liq ekan.

(24)-almashtirish natijasida (23)-tenglama quyidagi kanonik ko'rinishga 

kelsin:
* n2 m a2

E
O u \ ^ О U

L  Ш  + Ф ( Л * / Э С , « , С ) = 0 .

г---1 i = * + l  4

Agarda к =  п yoki к =  0, тп =  п bo‘lsa, olingan tenglama elliptik tenglama 

deyiladi. Bu holda tenglama,dagi ikkinchi tartibli hosilali hadlarning hammasi 

bir xil ishorali bo'ladi. Agar in — n boiib 1 <  к < n — 1 bo‘lsa, tenglama 

giperbolik deyiladi (xususan, agar к =  1 yoki к — n — 1 bo‘lsa, tenglama 

normal giperbolik deyiladi). Va nihoyat, agar rn < n bo'lsa, tenglama 

parabolik (xususan, m =  n — 1 boMib к — 1 yoki к = n — 1 bo‘lsa, normal 

parabolik) deyiladi.

2.4-misol. uxx + 2uxy + 2uyy + 4uyz + 5uzz =  0 tenglamani kanonik 

ko'rinishga keltiring.

(30)-bo‘vicha

Q =  a'f +- 2o!j«2 + 2«2 + 4п2«з + 5г*з 

forma tuzib olamiz. Bu formani darhol

Q =  (ai + «2 )2 + («2 + 2a3)2 + Q3 

ko'rinishga keltirish mumkin. Ko'rinib turibdiki,

f t  =  q j  +  do , f a  =  «2 +  2 q 3, /0з =  a-л (33)

belgilashlar kiritilsa boshlang'ich forma

Q — Pi + 02 + ft)
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«1 =  Pi — P2 + 2/?з, «2 =  P2 — 2Дз, аз =  Ря 

kelib chiqadi, bularui

ko'rinishni qabul qiladi. (33)-forimilalardan

matrik ko'rinishda olsak, p4 matritsa topilgaii boiadi;

detp =  1 ekanligi ko‘rinib turibdi. q matritsa p ga transponirlangan bo'lishi 

kerak:
/ 1  0 0

q = pr =  I -1 1 0

V 2 - 2  1
(transponirlash - satrlar va ustunlarning o‘rnini almashtirish). Olingan matritsa

(27)-formulaning ma’nosi bo'yicha Q va x, y, z o'zgaruvchilarni bogiaydigan 

matritsadir:
, 4  / / ^

У
V Сз J  \ 2 - 2  1 J  \ z

Ya’ni,

Ci =X, (2 = V - .T, Сз = 2.x- - 2у 4- л.

Hosilalarning hammasini hisoblab chiqib tenglamaga olib borib qo'ysak, u 

kanonik ko'rinishi elliptik bo'lgan tenglama ekanligini topamiz:

M(iO + Ч 2С.2 + иСзСз =  0-

2.15-mashq. и,, — 4uTy t 2uxz + 4uyy 4- uzz 4 3ux — 0 tenglamani kanonik ko‘rinishga 
keltiring.

2.16-mashq. uxx — 2uxy — 'hi,-. + 3uyy — 2uyz 4 3u„ =  0 tenglamani kanonik ko‘rinishga 
keltiring.

C1 \ /
' 1 0 0

C2 = -1 1 0

Сз /  \v 2 -2 1
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I l l  BOB. GIPERBOLIK TENGLAMA LA 1ШЛ 

OLIB KELADIGAN FIZIK JARAYONLAR

§1. Torning ko’ndalang tebranishlari

[Jzunligi I bo’lgan ingichka torning ko’ndalang tebranishlari masalasini ko’rib 

chiqaylik. Uning bosh va oxirgi nuqtalarini a va b deb berlgilayiniz. 

Torning muvozanat holatidan siljishini kichik deb qaraymiz, ya’ni, biz kichik 

tebranishlar masalasini ko’ramiz. Torning x koordinatali nuqtasining t vaqt 

moinentida o’z muvozanat holatidan siljishini u(x, t) deb belgilaymiz.

Siljish kichik deganimiz tga =  

du(x,t)/dx ham kichik bo’ladi 

deganimizga tengdir. Bu holda siljish 

natijasida torning uzunligi o’zgairnaydi 

deb olishimiz kerak (chunki uning 

o’zgarishi ikkinchi tartibli kichik son 

bo’lib chiqadi):

i, ______
I — J \fdu2 + dx2 =

a

=  /  (ш )2(1х - ь - a
и

Tor bo’yicha taqsimlangan tashqi kuch 

zichligini F(x, t) deb belgilavlik, bu kuch 

har bir nuqtada torga perpendikular yo’nalgan bo’lsin. Torning taiangligini 

T(.r) deb belgilaymiz, albatta T(rr) nutadan nuqtaga o’tganda o’z yo’nalishini 

o’zgartiradi, lekin uning son qiymati T — |T| o’zgarmaydi. Bu tasdiq torning 

uzunligi o’zgarmasligidan kelib chiqadi - torning uzunligi o’zgarmas ekan uning 

tarangligi hain o’zgarmaydi. Tor massasi zhichligini p(x) deb belgilaymiz, ya’ni 

p(x)dx - torning x. va, x + dx nuqtalari orasidagi rnassadir. Torning mana shu 

kichik dx eleinenti uchun harakat tenglamasi - Newton tenglamasini tuzamiz:

T sin п\хЫх - T sin a\x + F(x , t)dx =  p (x )dx ~  (1)

Tfxldx)

ITI.l-rasm: Torning ko’ndalaug tebranishiga 
doir
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(Newton qonuni: ta’sir qilayotgan kuch- rnassaxtezlaoish). Siljishlar kichik 

bo’lgani uchun
tga du

sm a =  ~ j= = = =  ~ tga =  — . 
s jl + tg2a ox

Ya’ni,

, . du(t, x + dx) du(x,t) d2u(x,t) ,
sm a ^  - sina ,  ~ -------------- i-— ~ — „ч dx.

ox ox dx1

Demak,

torning kichik ko’ndalang tebranishlari tenglamasi ekan. Bu tenglamani 

quyidagicha yozib olamiz:

+ (3)

bu yerda /  =  F/p, a2 =  T/p. Uni bizga ma’lum bo’lgan kanonik ko’rinishda 

ham yozib olishimiz mumkin:

utt - a2uxx = f. (4)

Ko’pincha bu tenglama bir o ’lchamli to ’lqin tenglamasi deyiladi.

Keltirib chiqarish jarayonida taranglikni o’zgaruvchan deb olsak, (2)-ning 

o’rniga

д2и d (  du\

tenglamani olgan bo’lar edik.

§2. Sterjenning bo’ylanma tebranishlari

Bizga bir sterjen berilgan bo’lsin. Bir o’lchamli bo’ylanma tebranishlari 

haqida gapirar ekanmiz, sterjenning har bir kesimi deformatsiyasiz x o’qi 

bo’yicha o’z muvozanat holatidan siljiydi, deb qaraymiz - (III.2)-rasmga qarang. 

Tashqi kuch (agar mavjud bo’lsa) x o’qi bo’yicha yo’nalgandir. u(x,t) 

funksiya (x-) nuqtaning L vaqt momentidagi o’z muvozanat holati (x) dan siljish 

kattaligini ifbdaJaydi. u(t, x + dx) funksiya esa (x + dx) nuqtaning t vaqt 

momentidagi o’z muvozanat holati (x + dx) dan siljish kattaligini ifodalaydi. 

Sterjenning boshlang’ich uzunligi dx boigan bir bo’lagini olamiz - i v a i  + dx
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koordinatalar orasidagi. Kichik tebranishlar haqida gup ketuyotgiuii uchun 

hamina yoyihnalarda dx ning birinchi darajasi bilan cheklanumiz:

u{t, x 4- dx) ~ ii(x, t) 4- ux(x, t)dx.

Bu forinuladan ko’riuib turibdiki, sterjenning nisbiy cho’zilishi (sterjen 

bo’lakchasining I vaqt momentidagi uznnligining t =  0 vaqt inonientidagi 

uzunligiga nisbati)
u(t, x 4- dx) - u(x, t)

~ ~  ~ U x 
ga teng. Hooke1 qonuni bo’yicha

T = ESux.

Bu yerda E - Young moduli, S - sterjen kesiini.

Bu holda taranglik T ning son qiymati 

x ga bog’liq bo’ladi chunki sterjenning 

uzunligi o’zgaruvchandir. Yana harakat 

tenglamasini tuzaylik:

T(x -f dx) - T(x) 4- F(x , t,)Sdx =

III.2-ra.sm: Sterjenning keaimlaji

t ( id 2u(x,t)
= pdxS .

Bu yerda F(x,t) - sterjen bo’yicha taqsim- 

langa kuchning xajrn zichligi, S - sterjen­

ning kesim sirti. Chap tonionni qatorga yoyamiz:

( f u
T{x + dx) - T(x) =  ES  (ux(t, x + dx) - ux{x, t)) ~ E S-^dx . (6) 

Olingan tenglama
. d2u . .

a ?  + ^  = ( ^
yoki,

utt - a2uxx = /. a.2 = —, J - — (8)
P P

ko’rinishga ega bo’ladi. Biz yana giperbolik tipdagi tenglamani oldik: (4)- va

(8)-tenglamalar faqatgina a? ta ’rifi bilan farq qiladi. Biz keyin ko’ramizki, a - 

to’lqinning muhit bo’yicha tarqalish tezligini beradi.

Olingan tenglamalar - (4) va (8) - t.o’lqin tenglamasining bir o’lchamli 

ko’rinishi. Ikki o’lchamli to’lqin tenglamasi

utt ^  {цхх 4" Uyy) f . (9)

‘ Hubert Hooke (1635-1703) - buyuk ingliz oliini. Rus tilida - Роберт Гук.
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ko’rinishga ega bo’ladi. Bunday tenglamaga, biror ikki o’lchamli sirtning 

(masalan. membrananing) tebranishlari masalasini ko’rsak, kelar edik. 

Quyidagi tenglama esa

Utt a (UXT “b Uyy 'T UZz) “  ( 10)

yoki,

utt- a 2Au =  f  (11)

uch o’lchamli to’lqin tenglamasi deyiladi.

§3. Giperbolik tenglainalar uchun chegaraviy va bosh­

lang’ich shartlar

Masalaning bir qiymatli yechimini topish uchun shu masalaga mos keluvchi 

boshlang’ich va chegaraviy shartlarni berishimiz kerak. rJo’lqin tenglamasi v;iqt 

bo’yicha ikldnchi tartibli tenglama bo’lgani uchun noma’lum funksiya u(x, t) va 

uning vaqt bo’yicha birinchi tartibli hosilasi boshlang’ich vaqt, momenti t =  0 

berilgan bo’lishi kerak:

u(x, 0) =  <p(x), щ(х, 0) =  гр(х).

Bunday shartlar boshlang’ich shartlar yoki, Caushy1 shartlari deyiladi. 

Agar masalada faqat boshlang’ich shartlar berilgan bo’lsa., bunday masala 

Caushy masalasi deyiladi. Boshlang’ich shartla,riling fizik inanosiga to’xtalib 

o‘taylik. Masalan, ip(x) ^  0 va ф(х) =  0 bo’lsin. Bu - tor (sterjen) 

nuqtalarining boshlang’ich siljishi noldan farqli va boshlang’ich tezligi nolga 

teng degani (dutor, rubob, gitara va shunga o’xshash asboblarda uchraydigan 

boshlang’ich shart). ip(x) — 0 va ф(х) ф 0 bo’lgan hoi esa tebrauishning 

boshida torning (sterjenning) hamma nuqtalarida muvozanat holatida. turibdi, 

lekin ularga boshlang’ich tezlik berilgan (masalan, bolg’acha bilan urib) 

degani. Bunday boshlang’ich shartlar pianino, do’mbira va shunga o’xshagan 

asboblarga mos keladi.

Chegaraviy shartlarga o’taylik. Agar tor yoki sterjenning uzunligi chekli yoki 

yarim chekli bo’lsa, unga chegaraviy shartlar qo’yishimiz kerak. Ular quyidagi 

turlarga bo’linadi.

1. Uzunligi I bo’lgan tor (sterjen) ning boshi va oxiri mustahkam biriktirilgan 

(masalan, devorga):

u(t. 0) =  u(t, I) =  0.

2 August in-I,onis Cauchy (1789-1957) - fransuz Rus tilida - Огюстен-Луи Kouiu
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и(тЛ)\х_и =  u(x, t)|I= i — 0.

Umumiy Isold a chegaraviy nuqtalar berilgan qonun bo’yicha liarakat qiladi:

w (x , t )U = 0  =  M i ( 0 ,  M(X > l )\x--4 =  M O

Bu yerda m(t) va /*2(0 funksiyalar - berilgan funksiyalar.

2. Sterjenning (torning) xq nuqtasiga berilgan i/(t) kuch ta’sir qilayotgan 

bo’lsin:

Boshqacha yozsak:

Haqiqatan ham,

du

dx

bu,

— uD WO

т

Tdx\x=̂  ~ ^  S'n a \x=xa 40-

Agar shu chegaraga hech qanday kuch ta’sir qilmasa, ya’ni shu chegara 

ozod bo’lsa,

du

dx
- nT — 0,

deb yozishimiz kerak.

3. Tor(sterjen)ning chegarasida elastik kuch ta’sir qilsin. Chap chegarada: 

('Tuj- — /гы)1=о =  0, yoki ux\x̂ o — hu|I=o, h =  k/T. O ’ng hegarada: 

(-Tux - ku)x;-i — 0, yoki ut\x-m — -hu\x-̂i. Ishoralarni quyidagicha 

tushunish mumkin. Chap chegarada taranglik kuchi manfiy yo’nalishga 

ega, o’ng chegarada taranglik kuchi musbat yo’nalishga ega.

Umumiy holda uchinchi chegaraviy shart

m*U=o =  h(u - 0(0)

ko’rinishda yozilishi kerak, bu yerda 0(0 - berilgan funksiya, u torning shu 

chegarasining berilgan harakatini ifodalaydi.

Masalada liam boshlang'ich, ham chegaraviy shartlar berilgan bo'lsa bunday 

masala arala.sh masala deyiladi.

3.1-misol. Ikkala uchi mahkamlangan tor berilgan. Tor nuqtalarining 

boshlangich tezligi nolga teng, boshlang’ich siljish esa ip(x) = ax(x — I) 

ko’rinishga ega.
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It ~  & —  0 .

Masalaning shartida tashqi kuch haqida hech narsa. deyilmagan, shuning uchun 

tenglama bir jinsli.

Boshlang’ich shartlar:

u(x, 0) =  ip(x) = ax(x - I), ut(x, 0) =  tp(x) ----- 0.

Chegaraviy shartlar:

ы(0, t) =  u{l, t) =  0.

O ’zgaruvchilarniiig o’/garish sohasi:

0 <  x <  /, 0 <  t <  oc.

3.2-misol. Erkin tushayotgan liftning shipiga I uzunlikdagi og’ir sterjen 

osib qo’yilgan. Lift uning tezligi v0 ga erishganda keskin to’xtaydi. Sterjenning 

tebranishlari masalasi qo’yilsin

Yechim. x - o’qini liftning shipidan pastga qa.rab yo’naltirainiz. g - erkin 

tushi&h tezlanishi. Bu holda tenglama:

Un (l iljj — //-

Boshlang’ich shartlar:

u(x, 0) =  ip(x) =  0, ut(x, 0) =  -ф(х) =  v0.

Chegaraviy shartlar:

?/(0, t) =  0, ux(l, t) =  П.

O ’zgaruvchilarning o’zgarish sohasi:

0 < x < I, 0 < t < oo.

3.1-mashq. Ideal gaz bilan to’ldirilgan bir uchi ochiq truba o’z o’qi yo’nalishida v tezlik 

bilan ilgarilanma harakat qilaypti. t — 0 vaqtda truba to'satdan to’xtaydi. Trubaning yopiq 

uchidan x masofadagi gazning muvozanat vaziyatidan siljishi masalasini qo’ying.

3.2-mashq. Ikki uchi mahkainlangan tor uchun ko’ndalang tebranishlar masalasini 

qo’ying. Tor qarshiligi tezlikka proportsional bo’lgau muhitda joylashgan.

3.3-mashq. Bir uchi mahkainlangan ikkinchisi o’z tezligiga. proportsional bo’lgan kuch 

ostida bo’lgan bir jinsli elastik sterjenning bo’ylanrna tebranishlari masalasini qo’ying. Muhit 

qarshiligi hisobga olinmasin.

3.4-mashq. Og’ir sterjen o’zining liar bir nuqtasi muvozanat holatga keltirilib, siqib 

qo yilgan holatda vcrtikal ravishda bir ucliidan osib qo’yilgan. I - !) vaqtda sterjen siquvchi 

kuchdan ozod bo’ladi. Sterjenning majburiy tebranishlari masalasini qo’ying.

Yechim. Tenglama:
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3.5-mashq. t =  0 vaqtdan bosh lab olastik sterjenning bir uclii berilgan qonun fi(t) 

bo'yicha tebranayapti, ikkinchi ucliiga uning o‘qi bo'yicha yo'nalgan Ф(() kuch qo'yilgan. 

I = 0 vaqtda sterjenning ko'ndalang kesimlari o‘z muvozanat. holat.ida qo‘zg‘olmasdan turgan. 

Sterjenning tebranishlari masalasini qo'ying

3.6-mashq. IlI.2-misoldagi sterjenning quyi uchiga og'irligi P  bo'lgan yuk osib qo'yilgan 

bo'lsin. Masalaning qo'yilislii qay darajada o'zgaradi?

§4. Tebranish energiyasi

Tebranayotgan tor yoki sterjenning energiyasiui topaylik. Boshlang’ich shartlar 

quyidagicha bo’lsin: u(x, 0) =  uf (.r,0) =  0. Torning uzunligi I. To’liq energiya 

E =  К + U, К - kinetik energiya, U potensial energiya.

Energiyani tor(sterjen)ning kichik eleinenti uchun aniqlashdan boshlaymiz. 

dx uzunlikdagi torning kinetik energiyasi

К  2 1 , 2-am.v = —pnx'iq
2 2

ekanligini hisobga olsak, butun torning kinetik energiyasi

I
I

К = 7, f  dxpuf
о

ga teng bo’ladi.

Ta’rif bo’yicha "potensial energiya—- / kuch x siljish eleinenti" ga teng. 

dx elementga, ta’sir qilayotgan kuch Tuxxdx ga teng (T sin a|*+(tc — T sin а|ж ~ 

Tuxxdx), dt. vaqt ichidagi siljish utdt ga teng, demak

i t  i i

— U = J  J  TuXTdxdLut =  Tutux dt — J  Tuxuxtdt =

о « 

t

n о

= J  dtA J  u\dx = ~ ^ J  Tu2x(x,t)dx.

0 0 0 

Shundy qilib to’liq energiya quyidagiga teng:

(
1

E =

0



Energiya uchun ifodani umumlashtirish inaqsadida, torning ko'ndalang 

tebranishlari tenglamasi (5)- va sterjenning bo'ylanina tebranishlari tenglamasi 

(7)-larni unmmlashtirib quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

, , a 2u a (  
"Ш? - T , V

Bu yerda

р(х) > 0, q(x) > 0, p(x) > 0.

Boshlang‘ich va chegaraviy shartlar o'zgarinasin.

Quyidagi kattalik mana shu tenglamaning energiya integrali deyiladi:

i

E  =  - J  dx (p(x)u2t + p(x)u2x + qu2) . 

о

(12)-bilan solishtirganda bu ifodada paydo bo'lgan qo‘shimcha had qir ning 

ma’nosi (bu had (13)-tenglamadagi qu qolshimcha had bilan bog‘liq) ko'rinib 

turibdi: bu had potensial energiyaga qo'shilgan hissa.

Energiyadan vaqt bo‘yicha hosila hisoblaymiz:

-  J  dx [рщиа + puxiixt +  quitt] •
о

Ikkinchi hadni bo‘laklab integrallaymiz:

h
dxpuxuxt =  puj-u.

i i

J  dxut— (puT).

Natijani energiyaning hosilasiga olib borib qo‘yib (13)-tenglainani hisobga 

olsak,
i i

dE f
—  =  / dxufF(x,t) + рихщ

ni olamiz. Birinchi had tashqi kuch F  bajargan ishni ifodalaydi, ikkinchi had 

boshlang‘ich shartlarni hisobga olganda nolga teng bo'lib ketadi. Agar tashqi 

kuch boimasa

d,t
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bo'ladi. Bu - energiyaning saqlanish qonuni. Tashqi kuch mavjud liolda

dE f , .
—  =  y  dxutF(x, t)

0

ga egarniz.

§5. Aralash masala yechimining yagonaligi

Eng umumiy ko‘rinishdagi giperbolik tenglamaga qaytaylik:

Bu yerda

p(:r) > 0, q(x) >  0, p(x) > 0.

Tenglamaga quyidagi boshlang'ich va chegaraviy shartlar qo'yilgan bo'lsin: 

u(x,0) =  (p(x), ut(x,0)=if>(x), u(0, t) =  fn(t), u(l,t) =

(15)

Faraz qilaylik, masalaning yechimi ikkita bo'lsin: iii(x,t) va U2(x,t). Bu 

yechimlarning farqini

v(x,t) =  щ (х,1) - u2{x,t)

deb belgilaymiz. (14)-tenglama bilan bog'liq bo'lgan aralash masalalar 

yechimlarining yagonaligini isbot qilish v(x, t) =  0 ekanligining isbotiga tengdir. 

Noma’lum v(x, t) funksiya uchun masala quyidagicha qo'yilgan:

-  a i  ( р(г>ж )  + Ф М х ’ l) “  °' (16)

w(x,0)=0, U((x.0)=0, v(0, i) =  0, v(l,L) =  0.

Bu tenglama uchun energiya integralini yozib olamiz:

i

E =  \ J  dx (P(x)vt + P(x)vl  + 9«2) •

о

Bu ifodadan vaqt bo'yicha hosilani hisoblaymiz. (16)-tenglamada tashqi 

kuchning yo'qligi va boshlang'ich hamda chegaraviy shartlarning birjisnliligi



ga olib keladi (awalgi paragrafning oxiridagi hisob bilan solishtiring). Demak,

m  = m

ekan. (16)-dagi boshlang'ich shartlarni hisobga olsak

i

E(l) =  E(0) =  ^  I  dx (p(x)v? + p(x)vl + qv2)

ekanligiga kelamiz. Ammo energiya integralidagi liar bir had - musbat had, 

musbat hadlarning yig'indisi nolga teng bo'lishi uchun ularning har biri nolga 

teng bo'lishi kerak. Biming uchun esa v(x, l) =  0 bo'lishi kerak. Demak, 

(14)-tenglamaning (15)-shartlar bilan aniqlanuvchi yechimi yagonadir.

GO



IV BOB. PARABOLIK TENGLAMALARGA 
OLIB KELADIGAN JARAYONLAR

Molekulalar orasidagi to’qnashuv jarayonlari parabolik tenglamalar tilida 

ifodalanadi. Buni quyidagi ikkita misolda ko’raylik.

§1. Issiqlik tarqalishi masalasi

Issiqlik tarqalishi tenglainasini keltirib ehiqaraylik. Quyidagi belgilashlaidan 

foydalanamiz:

•  u (t , t) muhitning г =  (x, y, z) nuqtasidgi t vaqt momentidagi temperatura;

• p(r. t) - muhit zichligi, uni izotrop deb qaraymiz;

• c(r)- muhitning issiqlik sig’iini;

•  k(r)- issiqlik o’tkazish koeffisienti;

•  F(t, t)-issiqlik manbasi zichligining intensivligi.

Issiqlik o’tkazish koeffisienti к issiqlik oqimi q(r, /,) (birlik sirtdan birlik 

vaqt ichida o’tgan issiqlik miqdori) va temperatura gradientini bog’laydigan 

kocffisient:

q(r, t) = —kVu.

Bu munosabat Fourier1 qonuni deyiladi. Bu qonundagi minus ishora 

issiqlik oqimining temperatura gradientiga qarama-qarshi yo’nalganligi bilan 

bog’lik. Albatta, bu chiziqli munosabat faqat temperatura gradienti kichik 

bo’lgandagina o’rinlidir, umumiy holda temperatura gradientming j^uqori 

darajalari ham kirishi kerak, ammo biz ushbu gradient kichik deb olamiz. Bu 

holda chiziqli qonunning o’zi yetarlidir.

Ixtiyoriy V hajm uchun issiqlik balansini tuzaylik.

Issiqlik oqimi natijasida (f, t -I- dt) vaqt ichida shu hajm ichidagi issiqlik 

iniqdorining o'zgarishi

Q i =  — J  q • dSdt =  J kS7u ■ dSdi =  J  k-^-dSdl 

s s s

1 Joseph Fourier (1768-1830) - fransuz fizigi \"«i matematigl. Рус тилида - Ж о «х|) Фурье
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ga teng. Oxirgi tenglikka o’tishda biz sirtga normal birlik vektor n 

tushunchasini kiritdik. n  vektor bilan dS vektorlar bir xil yo’nalishga ega, 

shn sababli u yerda skalar ko’paytma belgisini ham yozmadik.

[ntegral oldidagi minus ishoraga 

to’xtalaylik. (IV.l)-rasmdan ko’rinib 

turibdiki, agar oqim tashqariga yo’nalgan 

bo’lsa. q va dS vektorlari orasidagi burchak 

o’tkir, demak, ularning skalar ko'paytmasi 

musbat bo’ladi. Oqim tashqariga bo’lgan 

holda hajm ichidagi issiqlik miqdori 

kamayishi kerak, shu sababdan integral 

iv.i-ra.4tn: Issiqlik oqimlari oldiga minus ishorasini qo’ydik. Agar

oqim ichkariga bo’lgan holni tahlil qilsak, rasmdagi ikkita vektorning skalar 

ko’paytmasi manfiy son bo’lishini ko’rainiz, integral oldidagi minus ishora bu 

gal hajm ichidagi issiqlik mi<|dorining o’sishini ta’minlab beradi.

Gauss teoremasi bo’yicha

Qi =  — J q • dSdt =  — divqdVdl =  J  div(A:Viu)dVdt.

Issiqlik manbai hisobiga paydo bo’lgan issiqlik miqdori:

Q i [  F(l,r)dVdt.

Mana shu ikki sabab bo’yicha temperaturaning (t,t 4- dt) vaqt ichidagi 

o’zgarishi:

u(t + dt, r) - u(/,, r) ~ utdt. (1)

Temperaturaning bunday o’zagarishga mana shu V hajm ichidagi issiqlik 

miqdorining quyidagi o’zgarishi mos keladi:

/
л

cp~dVdt.

Issiqlik balansi:

ya m,

Dt

Q s  — Q  i + Q-2,

j  dVdt ~~ div(/cgrad u) - f \ =  0.
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Hajrn va vaqt ixtiyoriy bo'lgani uchun 

3u
cp—  =  div(fc grad и) + F(r, t.) (2)

tenglamani olamiz. Bu - issiqlik tarqalishi tenglamasidir. Agar muhit bir 

jinsli bo’lsa, ya’ni с, p, к lar o’zgarmas bo’lsa, tenglamaning ko’rinishi

—  =  a2Au + / ( r, t) (3)

bo’ladi(a2 =  k/c.p,f = F/cp). Bir o’lchamli holda

ut =  a.2Uxx + }■

§2. DifFuziya masalasi

Diffuziya tenglamasini ham xuddi avvalgi para.grafdagidek balans prinsipida.ii, 

bu gal modda balansi prinsipidan keltirib chiqaramiz. Bu gal gap modda 

balansi haqida ketadi. Ushbu masalada u(t, r) - moddaning konsentra.tsiyasini 

bildiradi. Modda oqiini uchun quyidagi Fickr2 qonuni o’rinlidir:

q = —J)Vu. (4)

Bu formulada q - modda oqirni zichligi, I) - diffuziya koeffisient.i. Shu o(]itn 

borligi natijasida dt vaqt ichida S sirt ichidagi hajinda modda miqdorining 

o’zgarishi

TV] = - J  q ■ dSdl = J  d\v(DS/u)dVdt

S V

bo iadi. Integral oldidagi minus ishora yuqorida issiqlik tarqalishi masalasida 

muhokama qilingan. Hajinning ichida F(r, t) zichlik intensivligiga ega bo’lgan 

modda manbasi bo’lsin. Uning hisobiga hajm ichidagi modda miqdorining 

o’zgarishi

N2 =  J  F(r, t)dVdt

bo’ladi. Konsentratsiyaning shu vaqt ichida o’zgarishi

м(г, t + dt) — u(r, I) ~ utdt, (5)

V hajm ichidagi modda miqdorining o’zgarishi

/  1Jv

2Ad«lf Fick (1829-1901) - nemis fizigi.
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bo’ladi. Modda. balansini tuzajdik:

Undan biz quyidagi tenglamaga kelamiz:

^  =  div(DVu) + F.

Bir o’lchamli holda

u, =  (Dux)x + F.

Agar D =  const bo’lsa, uch o’lchamli holda

ut = D&u + F  (6)

bo’ladi, bir o’lchamli holda esa

Uf Duxx 4" f

tenglamani olamiz.

Olingan diffuzuya tenglamasining ko’rinishi issiqlik tarqalishi tenglamasidan 

farq qilmaydi. Sababi nimada? Sababi shundaki, ikkala jarayonlar asosida 

molekular to’qnashuvlar yotadi. Issiqlik tarqalishi - bu energiyasi kattaroq 

bo’lgan molekulalarning to’qnashuvlar orqali o’z energiyasi ni energiyasi 

kamroq bo’lgan molekulalarga tarqatishi bo‘lsa diffuziya jarayoni bir modda 

molekulalarining ikkinchi modda molekulalari ichiga o’zaro to’qnashuvlar 

asosida tarqalishi yotadi.

Issiqlik tarqalishi va diffuziya tenglamalari parabolik tipdagi tenglamalardir.

§3. Parabolik tenglamalar uchun chegaraviy va bosh­

lang’ich masalalar

Issiqlik tarqalishi va diffuziya tenglamalari vaqt bo’yicha birinchi tartibli 

tenglama bo’lgani uchun, bitta boshlang’ich shart - temperaturaning 

(konsentratsiyaning) muhitdagi boshlang’ich taqsimoti berilishi kerak:

m(:c,0) =  ip(x).

Chegaraviy shartlar quyidagi uchxil turga bo’linadi:

1. Chegarada ma’lum temperatura (konsentratsiya berilgan)

u\s =  Mo(rJ).

7V3 — /V] -Ь /V'2.
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Masalan. uzunligi I ga teng bo’lgan (0 <  x <  I) sterjenning 

ternperaturasini aniqlash masalasi haqida gap ketayotgan bo’lsa chegaraviy

shartlar

it(0, t) = щ, u(l,t) =  «2

ko’rinishida beriladi.

2. Chegarada ma’limi issiqlik (modda) oqimi berilgan:

Sterjen haqida gap ketgan xususiy holda. uning chap va o’ug chegaralarida

kux(0,t) =  qi, k u jl. t) =  -q2

deb yozamiz. Birinchi shartda ishoraning o’zga.rishi chap chegarada normal 

bo’yicha hosilaning x koordinata bo’yicha hosilaga teskariligidan.

3. Chegarada Newton qonuni bo’yicha issiqlik (modda) ahnashinishi ro’y 

berayapti:

bu yerda h - issiqlik (modda) almashinishi kooffisiont.i dnyiladi.

Parabolik tenglainalar uchun ham ko‘proq aralash masalalarni yechishga 

to‘g‘ri keladi.

4.1-misol. Boshlang’ich temperaturasi щ bo’lgan sterjenning chap uchida 

o’zgarmas iiy temperatura ushlanib turibdi. Sterjenning o’ng uchida o’zgarmas 

issiqlik oqimi q berilgan. Issiqlik tarqalishi masalasi qo’yilsin.

4.2-misol. Ingichka sterjenning boshlang’ich temperaturasi <p(x). Ikkala 

uchining temperaturasi o’zgarmasdir:

Sterjeiming yon sirti orqali temperaturasi щ bo’lgan tashqi muhit bilan Newton 

qonuni bo’yicha issiqlik almashinishi ro’y berayapti. Shu sterjen uchun issiqlik 

tarqalishi masalasini qo’ying.

s

Yechim.

ui — a2uxx — 0, 0 <  x <  I, 0 <  t < oo, 

u(x, 0) =  u0, u(0, t) =  Ml, ux(l, t) = q/k.

71.(0, t) — U\, u(l, t) =  U2, 0 < t < oo.



Yechim.

Masalaning shartidagi "ingichka sterjen" ni shu darajada ingichka deb 

qaraymizki, lining yon sirti bo’yicha tashqi muhit bilan bo’layotgan issirjlik 

almashinishi natijasidagi issiqlik oqimining zichligi

q = - -a(u - We)

ni butun sterjen bo’yicha uzluksiz taqsiinlangan manbaning ta ’siri deb 

qarashimiz nnimkin bo’lain. Ya’ni, tenglomani

ut = a2uxx 4- /

ko’rinishda qidiramiz. Manba intensivligi F =  fcp ni Gauss teoremasidan 

topamiz. Sterjenning uzunligi I, .S' =  pi - sirt yuzasi (p - periinet.r), shu sirt 

yuzasidan 1 sek da o’tgan issiqlik miqdori qS manba intensivligi F  dan hajm 

bo’yicha olingan integralga teng bo’lishi kerak:

qpl =  fcpSl.

Deinak, /  =  —̂  = ----lu ~ щ). Shularni hisobga olib masalaning qo’yilishi
cpb cpl 

quyidagicha ekanligiga ishonch hosil qilarniz:

Ul ^ U0),
cpl

u(x ,  0) =  “ (0, <) — Ub U ( l , t ) — U2, 0 <  t <  00, 0 <  X <  1.

§4. Konvektiv oqimni hisobga olish

Issiqlik tarqalishi va difTuziya tenglamalarini kcltirib chiqarganda. issiqlik 

tarqalayotgan rnuhitda va diffuziya ro‘y berayotgan muhitda konvektiv ha.ra.kat 

yo‘q deb faraz qilingan. Agar muhit nuqtalari v(r, I) tezlikka ega bo'lgan 

konvektiv oqimlarda ishtirok etsa, issiqlik (modda) bir nuqtadan ikkinchi 

nuqtaga mana shu oqiinlar yordarnida ham ko'ehiriladi. Agar aniqlik uchun 

modda ko'chishi jarayoni haqida gapirsak. modda ikkita sabab bo'yicha 

ko‘chirilayapti - molekular to‘qnashuvlar (ular Pick qommi (4)-da hisobga 

olingan) va konvektiv oqim hisobiga. Konvektiv oqimni quyidagicha hisobga 

olish mumkin. Muhitning t vaqtda r koordinatali nuqtasi v(r, t) tezlik bilan 

harakat qilayotgan oqim bilan ko‘chgani uchun, bu nuqtaning t + dl vaqtdagi 

koordinatasi

r(< + (it) ~ r (t) + (dr/dt)dt, — r(t) + v(r, l)dt,
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bo‘ladi. Shuni hisobgaolib, (1)- va (5)-formulalanii boshquclm. hisublash kerak 

u(r(t + dt), t + dt) - u(r(t), t) ~ u(r(() + v(r, t)dl, i -I- dt) - ii(r(t), t.) ~

~ (ut + v • Vu) dt.

Natijada. issiqlik tarqalishi tenglamasi (3) da qo'shimcha - konvcktiv hud 

paydo bo'ladi:

Vi + v ■ Vu — a2 A /. (7)

Diifuziya tenglamasi (6) ham xuddi shunday o'zgaradi:

щ + v - Vu - DA  - F. (8)

Mashqlar.
4.1-mashq. 0 < x : < I sterjeimiiig you sirti issiqlik o’tkazmaydi, ikkala uchi 

berilgan temperaturada iishlanadi Stei'jenning temperaturasini aniqlasli bo’yicha chegaraviy 

masalani qo’ying.
4.2-mashq. (Ли masalaga 8-bobda dclta-funksiyani o'rgangandan keyin qaytib keling.) 

Ingichka cheksiz termoizolyatsiyalangan stcrjen bo'yicha I. — 0 vatjt.flan bosblab o‘ng toinonga 

v tezlik bilan issiqlik manbai harakal qilayapti. Uning quvvati q ga tciig. Stcrjen bo'yicha 

issiqlik tarqalishi masalasi qo‘yilsin.

4.3-mashq. Radiusi R bo'lgan bir jinsli shaming icliida t — 0 dan hoshlab 

ozgarmas ziciilik Q bilan taqsirulangan issiqlik inanbalari ta’sir qila boshlaydi. Shar 

nnqtalariiiing boshlang'ich toriipcraturasi faqat markazgacha bo'lgan masofaga bog'liq dob 

issiqlik tarqalishi masalasini quyidagi chegaraviy shartlarda qo'ying:

a) shar sirtida nolga teng temperatura ushlanib turibdi;

b) shar sirtida tcmpcraturasi nolga teug bo'lgan tashqi rnuhit bilan Newton qonuni bo'yicha

konvcktiv issiqlik almashinishi ro’y bcrayapti.

4.4-mashq. Radiusi II va boshlang'ich tcmpcraturasi uolga teng bol'gan bir jinsii shar 

berilgan. Shar sirtining liamma nuqtalari o'zgarmas q oqim bilan isitilyapti. Shar ichidagi 

temperatura taqsimoti masalasini qo'ying.
4.5-mashq. Asosining radiusi a va balaudligi h bo’lgan bir jinsli silindr berilgan. 

Quyidagi hollarda silmdrning barqaror taqsiinlangan (vaqtga bog'liqlik yo'q) temperatuiasini 

lopish bo'yicha chegaraviy masala qo'yilsin:

a) Quyi asos va yon sirt temperaturalari uolga teug, yuqori asos temperatuiEsi faqat r ning 

funksiyasi;

1>) Quyi asos teniperaturasi nolga teug. yon sirti issiqlik o’tkazmaydi, yuqori sirti 

tcmpcraturasi Uo(r);

c) Quyi asos tcmpcraturasi nolga teug, yon sirti esa tcmpcraturasi nolga teug tashqi niuhit

bilan sovuTilvapti. yuqori sirti tcmpcraturasi tto(r).
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V BOB. TARQALAYOTGAN TO‘LQIN 
METODI

§1. Cheksiz tor: erkin tebranishlar masalasi

Cheksiz tor uchun quyidagi Cauchy masalasini yechamiz:

itt, - a?uxx — 0. 'j

u(x, 0) =  tp(x), ut(x,0) == ip(x), I (1)

0 <  t < oo, — oo < x < oo. J

Bu tenglainaui yechish ucliun xarakteristika metodidan foydalanamiz. Xarak- 

teristikalar:
d:r
—  =  ± a . 
dt

Bundan kolib chiqib,

£ =  x + at, r) = X - at (2)

almashtirish bajarsak,

Щг/ =  0 (3)

tenglamani olamiz. Bu tenglamaning yechimini uinumiy holda

u{Z,v) = H O  + g{v) (4)

ko’rinishda qidiramiz. Bu yerda Л,(£) va g(rf) funksiyalar o’z argumentining 

ixtiyoriy ikki marta differensiallanuvchi funksiyasidir. Demak,

u(x, t) — h(x + at) + g(x — at). (5)

Boslilang’ich shartlarni qanoatlantirish qoldi:

u(x, 0) =  h(x) + iK*) =  a(h'(x) - g'(x)) =  ф(х). (6)

Shartlarning ikkinchisini

+ с
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\^x)+h j dz%i’{z)^ C2 
X 0

X  

X()

Demak, (1 )-Cauchy masalasining yechimi

x+atu(x, 0 = '2 + at) + ̂(т «*)) + 2" J dz Hz) (8)
x -at

ko’rinishga ega ekan.

Olingan natijaning ma’nosiga kelaylik. /(£) =  f(x  + ai) - ning argument] 

o’zgarmasligi uchun dx/dt =  —a bo’lishi kerak. Demak, chapga —a tezlik bilan 

harakat qilavotgan sistemaga o’tsak to’lqinimiz /(£) = f(x + at) shu sistemada 

o’zgarmasdan turar ekan. Bu esa /(£) ko’rinishdagi to’lqin chap tomonga —a 

tezlik bilan harakat qiladi degani. Xuddi shunday, argurnenti x ai bo’lgan 

funksiya o’ng tomonga a tezlik bilan harakat qilayotgan to’lqinga mos keladi. 

u(x. t) funksiya esa boshlang’ich g’alayonning ikkiga parchalanib chap va o’ng 

tomonga tarqalayotgan to’lqinlar superpositsiyasi ekan.

§2. Cheksiz tor: majburiy tebranishlar masalasi

Endi quyidagi ko'rinishdagi Cauchy masalasini yechaylik:

uu ~ a2uzx =  f(x ,l), j

u(:r,0) =  <p(x), ut{x,0) =  ip(x), > (9)

0 < I < oc, -00 < x < 00. J

Bu yerdagi f(x, t) funksya tor bo’yicha taqsimlangan tashqi kuchni bildiradi. 

Xarakteristikalardan foydalanib, yana (2)-almashtirish bajarsak, quyidagi 

tenglamani olamiz:

-4 a\r, =  f(£,T)). (10)

Bir jinslimas tenglamaning to’liq yechimi birjinsli tenglamaning umumiy 

yechimi va birjinslimas tenglamaning xususiy integralidaii iboratdii. Bir

ko’rinishga keltirib quyidagilarni olamiz:

X

(7)

h(x) =  

g(x) =
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jinsli tenglamaning uiimmiy yechimi (8)-orqali ifodalangan. Bir jinslima.s 

tenglamaning xususiy integralini topish qiyin emas, uni bevosita (10)-dan 

keltirib chiqaramiz:

С ч

«(£>»?) = —̂2 J J d̂dvf{Ov)- (li)
(a ’In

Almashtirish yakobiani d£drj =  2ndxdt, ekanligini va (V.l)-rasmda ko’rsatilgan

V.l-rasm: Integrallash chegarularuii aniqlashga doir

integrallash sohasini liisobga olsak, (9)-niug yechimi

x fa/.

i l r
u(x, t) =  - (ip(x 4- at) 4- <p(x - at)) 4- —  / dzip(z)4

x—at.

(1 2)
t  X - r d ( t - T )

+ 2a / dT J  dytty'T}
0 x—a(t—r)

ekanligini topamiz. Bu formula D'Alembert} formula si deyiladi.

§3. Bir tomondan cheklangan tor. Akslantirish raetodi

Bir uchi mahkamlangan va. ikkinchi tomoni cheksiz bo'lgan tor berilgan bo'lsin. 

Torning mahkamlanish nuqtasini x — 0 deb olsak, mahkamlanganlik sharti

1 Joan-Bapt.isto lo Rond D ’Alembert (1717-1783) - fransuz oiimi. Rus tilida - Даламбср
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)/,((), t) =  G ko'rinishga ega bo'lac]i To'lqin tarqalayotgan soha x  >  f) bo‘lsin. 

Masalani quyidagicha qo‘yish kerak:

щ, - a2uxx =  0, |

u(x,0) = <p{x), ut{x,0) =  ip(x), u (0 ,t)-  0; > (13)

0 <  t < oo, 0 < x < oo. J

Toiqin tenglamasiuing 5-yechimiga yuqoridagi chegaraviy shartni qo‘llasak,

0 =  h(aL) + g(—at)

munosabatni olainiz. Demak,

h(x+at}

\

•h(-.x+at)

h(x-rat)

~h(-x+at)

V.2-ra.sin: Bir uchi inahlauiilangAii tor bo ‘yicha toMqin l.arqalishi

u(x, t) — h(x 4- at) — h(at — x) (14)

ekan. Bu yerda h{x + at) - o‘ngdan chapga harakat qilayotgan to‘lqin, 

-h (— x + a t ) esa chapdan o‘ngga harakat qilayotgan to‘lqin, ular V.2-rasmda 

ko‘rsatilgan. Fizik jarayon x > 0 sohada ro‘y berayapti, lekin (V.2)-rasmda 

qulavlik uchun x < 0 soha ham ko'rsatilgan. Shunday qilinsa, 14-formulaning 

talqini yengillashadi, uni butun — oo < x < oo sohada o'rinli deb qarash 

mumkin. Rasmdan ko'rinib turibdiki, bu holda t =  0 vaqtda boshlang'ich 

h(x) to‘lqindan tashqari (nofizik) x < 0 sohada —h{—x) ko‘rinishdagi to‘lqin 

ham berilgan, uning vazifasi x. =  0 nuqtada u(0, t) =  0 chegaraviy shartning 

bajarilishini ta’minlash. Bu soha masalaga kirmagan soha boMgani uchun, u 

yerdagi to'lqinlar rasmda slitrixlab ko'rsatilgan.

x > 0 o:qida o'ngdan chap tomonga harakat qilayotgan t,o‘l(]in h(x + at) 

chegaraviy x =  0 nuqtada devordan akslanib, ishorasini o'zgartirib, o‘ng 

tomonga harakat qila boshlaydi. Agar biron xq > 0 nuqtada I =  0 vaqtda 

g‘alayonlanish hosil qilinsa yetarli darajada katta bo'lgan I > 0 vaqt ichida 

ixtiyoriy x,\ > 0 nuqtaga ikkita to‘lqin galma-galdan yetib keladi: x,\ < tq
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boisa, boshlang'ich toiqinning chap tomonga ketgan qisnii va akslangan teskari 

ishorali toiqin, X\ > Xq boisa boshlang‘ich to'lqinning o‘ng tomonga ketgan 

qismi va akslangan teskari ishorali toiqin. Xarakteristikalardan foydalanib bu 

holatlarni (V.3)-rasmdagidek tasavvur qilishimiz mumkin. Toiqin tenglamasi

V.3-rasin: Bir uchi mahkamlangan tor

uchun xarakteristikalar x ±  at — const formula orqali aniqlanadi. 1, =  0 da .7i0 

nuqtada boshlangan to‘lqin uchun const =  xq ga teng. Demak. x — at =  Xq. 

Akslanib qavtayotgan toiqin uchun esa x—al — —x0. 0 ‘alayonlangan nuqtadan 

chapga ketgan to‘lqin uchun x+al — xn. Mos keluvchi xarakteristikalar rasrnda 

strelkali chiziqlar bilan ko‘rsatilgan.

Kuzatish nuqtasi Xi > Xq holni ko'raylik, unga (V.3)-rasmning birinchi qismi 

mos keladi. хи nuqtadan o‘ng tomonga ketgan tolqin X\ nuqtaga t\ =  (arj — 

x0)/a vaqtda keladi, xuddi shu xt nuqtaga chap tomonga ketib x =  0 chegarada 

akslanib qaytgan toiqin t2 — (xi + Xq)/a vaqtda yetib keladi. Demak, X\ 

nuqtadan I j va t2 momentlarda ikkita toiqin o'tar ekan - biri to‘g‘ri toiqin, 

ikkinchisi akslangan toiqin.

(V.3)-rasmning ikkinchi qismi Xy < хц holga mos keladi. Bu holda ham 

X i nuqtadan ikkita toiqin galma-gal o‘tayapdi: ty =  (xo — X\ )/a vaqtda .To 

dan chapga ketgan toiqin, t2 =  (x0 - x{)/a + ‘Ixyja =  (x0 + X\)ja vaqtda 

chegaradan akslanib qaytgan toiqin.

liar gal ham akslangan toiqin go'yoki (hktiv boigan) x'0 =  —Хц nuqtadan 

chiqib kelayotgandek ko‘rinadi. Shuning uchun akslangan toiqin uchun 

x — at =  — xo.

Yechim qidirilayapgan soha x > 0, ammo formal nuqtai nazardan 

formulalarni — oo < x < oo soha uchun yozganimiz qulayroq. Yechirnning 

butun x o‘qiga davomini u(x,t) deb belgilaymiz. (14)-dan kelib chidagiki, bu 

funksiya toq boiishi kerak: u(x, t) =  —й(—х, /,). й(х, t,) ning toqligi ?7(0, i) =  0 

chegaraviy shartning avtomatik ravishda bajarilishiga olib keladi. Boshlang'ich 

shartlarni ham butun x o'qiga toq ravishda davom ettirainiz:

tp(x, t) -» ф(х, t) =  -<p(-x, t), i[>(x, t) -> ф(х, t) =  -ф(-х, t).
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Albatta, koTilayotga.il funksiyalarning sinli o'zgarmasligi кегак: й £ 

C2(R2), ф G C2(R), ■ф € C X(R). Yangi kiritilgan й,ф,чр funksiyalar tilida (13)- 

masalaning qo'yilishi (l)-masaladan farq qilmaydi. Shuning uchun ko‘rilyapgan 

inasalaning yechimini darhol yozib olish mumkin:

x+at

l  _  ] г
u (x , t) =  - { if(x  + at) + ip{x - at)) + —  I dzip{z). (15)

x-at.

Bu formulani haqiqiy to'lqinlaiga keltirish uchun x — at > 0 va x — at < 0 

sohalarni alohida ko'rish kerak (har gal ham x > 0).

a) x — at > 0 : Bu sohada !p(x — at) =  ip(x — at), ip(z) =  tp(z). Demak,

x + a t

i l f
u(x, t) = - (ip(x + at) 4- ч>(х - at)) + —  dz i ’(z), x > at.

2 2ci J  »
x —a.t

b) x -at < 0 : Bu holda ip(x - at) =  -<p(-x + at), ip(z) =  -ip(~z),z < 0. 

Demak,

x+at.

u(x, t) =  i  {<p{x + at) ip( -x + at,)) + J  dzt]:(z), x < at.

- x + a t

Xuddi shu yo‘l bilan bir uchi ozod bol‘gan

«*(0, t) =  0

yarim cheksiz tor masalasini ham yechish mumkin. Bu holda ham to‘lqin x =  0 

nuqtada akslanadi, ammo bu holda u o‘z ishorasini o'zgartirinaydi:

h'(at) + g\~at) =  0, => k(at) — g(-at) + const.

Bu holga to‘g'ri keluvchi yechim:

u(x, t) = h(x + at) + h(at - x) + const.

§4. Akslantirish metodi: cheklangan tor (sterjen)

Tor(sterjen)ning ikkala uchi mahkamlangan bo‘lsin:

u(0, t) — u(l, t) =  0.
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h(x) =  h(x 4- 21)

boiishi kerakligi kelib chiqadi. Demak, h(x) - davri 21 boigan davriy 

funksiya ekan. (V.4)-rasmning birinchi qismida xo nuqtadan chap tomonga 

ketgan toiqin ko‘rsatilgan, uning vaqt bo'yicha 21/a davrli funksiya ekanligi 

ko‘rinib turibdi. Ikki chegarada akslanishi natijasida bitta nuqtaga bir necha

Bu shartlarning birinchisi (14)-ga olib kelga.n edi, ikkinchisidan esa

V.4-rasm: Ikki uchi mahkamlangan tor

nuqtalardan chiqqan toiqinlar bir vaqtda kelishi munikin. (V.4)-rasmning 

ikkinchi qismida ( i, t) tekisligidagi bir M  nuqtaga a  va (1 nuqtalardan chiqqan 

toiqinlarning kelishi koisatilgan. a  nuqtadan chiqqan toiqin o‘ng devordan 

bir marta akslanib, /3 nuqtadan chiqqan toiqin esa bir marta o‘ng devordan, bir 

marta chap devordan akslanib M  nuqtaga kelgan. Bu toiqirtlarni fiktiv boigan 

a va ft nuqtalardan chiqib, to‘g‘ri yetib kelgan, deb qarashimiz muinkin.

D ’Alembert formulasini bu holga moslash uchun nnga kirgan hainma 

funksiyalarni 21 davrli funksiyalarga davom ettirish kerak. Bu masala |3]- 

kitobda ko‘rib chiqilgan.
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Mashqlar.
5.1-mashq. |21-kitobniiig Il-bobidagi 52-57 sonli masaklarni уосЫЬ chiqing.

5.2-mashq. uxx - 2uxy - 3uyy — 0 tenglamaning uiiiumiy ycchimini toping.

5.3-mashq. 3uxx — 5uxy - 2uw; I 3ux I uy — 0 tenglamaning umumiy ycchimini toping.

5.4-mashq. Пщ, + nnx 4 buy + nbii — 0 tenglamaning umumiy ycchimini toping.

5.5-mashq. Avvalgi masalaning natijasidan foydalanib

uxy - 2ux — 'Auu + 6u — 2eI+"

tenglamaning umumiy ycchimini toping.

5.6-masliq. x2uIX — y2um =  0 tenglamaning umumiy ycchimini toping.

5.7-mashq. Cheksiz tor bo'yicha f(x  — at) to'lqin harakat qilayapti. Shu toiqinni 

boshlang‘ich shart sifatida olib t > 0 da tor bo'yicha tarqalayotgan to:lqinni toping.
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VI BOB. FOURIER METODI

§1. Xususiy funksiyalar va xususiy qiymatlar masalasi

Klassik matematik fizikaning dcyarli hamma tenglmalarining fazoviv qisrni 

quyidagi ko’rinishga egadir:

—div(p grad u) + qu =  Am. (1)

Bir o’lchamli holda bu tenglamaning ko’rinishi quyidagichadir:

— (pu')' + Qu =  Ait. (2)

Agar (l)-dagi operatorni

L =  -div(p grad ) + q (3)

deb belgilab olsak, (1)- tenglama bilan bog’liq bo’lgan chegaraviy masalalarni 

quyidagi ko’rinishda yozib olishimiz mumkin:

Lu — Ait,

Bu yerda S-tenglama o’rinli bo’lgan sohaning chegarasi, n-shu chegaraga tashqi 

normal , n va ft lar chegaraviy shartlarni anicjlab beradilar, a + ft > 0. 

Albatta, funksiya и tenglama berilgan (1 sohada va uning chegarasi S da 

kerakli bo'lgan silliqlik, ya’ni, uzluksiz hosilalarga ega bo'lish xossalariga ega, 

deb olamiz. Ushbu masalaning yechimi и funksiya operator L ning xususiy 

funksiyasi va A son esa L ning xususiy qiymati deyiladi. Masala A 

ning shunday qiymatlarini topishdan iboratki, burida berilgan tenglamaga va 

chegaraviy shartlarga bo’ysunuvchi и funksiya inavjud bo’lsin. Bunday masala 

xususiy qiymatlar masalasi deyiladi. Bir o’lchamli tenglama (2)-haqida 

gap ketganda bunday masala Sturm-Liouvil.le1 masalasi. deyiladi. Odatda 

xususiy funksiyalar va xususiy qiymatlar soni ko’p bo’ladi va liar bir xususiy 

qiyinat Ari ga o’zining xususiy funksiyasi un rrios keladi. Shuning uchun

Lun =  A nun, n — to'plam (5)

1Charle-Francois Stunn (1803-1855) va Joseph Lkmvillc (1809-1882) - fiansuz inaternatiklari. Rus tili<la

- Шарль-Франсуа Штурм пн Жо:1еф Лргувиль
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deb yozamiz. Xususiy qiymatlaming to'plami {An} L operatorning spektri 

deviladi.

Xususiy qiymatlar masalasi bilan bir necha misollarda tanishamiz.

6 .1-misol. (2)-da p =  1, q =  0 va 0 < x < I bo’lsin:

и" + A и =  0. (6)

d2
Bu deganimiz, biz L = - ~—r operatorning xususiy qiymatlarini qidiryapmiz: 

dxi

d?
и + \u =  0 => Lu =  A u, L =  — — .

dx2

Chegaraviy shartlarni quyidagicha tanlab olamiz:

w(0) =  u(l) =  0, (7)

ya’ni, /3i =  /32 =  0 va a i =  q2 =  1.

Xususiy qiymatlar A < 0 ,  A =  0, A > 0  bo‘lishi mumkin. Qo‘yilgan 

chegaraviy shartlarga faqatgina A > 0 mos kelishini isbot qilaylik.

1. A < 0 boisin. Bu holda (6)-tenglamaning umumiy yechimi

u(x) =  ciexV ^  + c2e-xVM 

bo‘ladi. Birinchi chegaraviy shart w(0) =  0 dan

ci + c2 =  0

kelib chiqatli. Ikkinchi chegaraviy shart u(l) =  0 dan

cie 'v^i- fc2e ^  =  0

kelib chiqadi. Bu tenglamalarning yechimi ci — c2 =  0 boiadi. Demak, A < 0 

boiishi mumkin emas.

2. A =  0 boisin. Bu holda (6)-tenglamaning umumiy yechimi

u(x) = с i + c2x

boiadi. Chegaraviy shartlar yana c\ =  c2 =  0 ga olib keladi.

3. A > 0 boisin. Bu holda (6)-tenglamaning umumiy yechimi

u(x) =  Ci cos(\/Ax) + c2 sin(\/Ax) (8)

boiadi. Birinchi chegaraviy shartdan

и(0) =  C] =  0 
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kelib chiqadi. Ikkinchi chegaraviy shartni ishlatamiz:

u(l) =  C2sin(\/AI) =  0.

c2 7̂  0 deb 

yoki

s /K l =  nx, n = 1 ,2 ,3 ,...

П 2 7Г2

~j2 1 'Д — 1,2,3,...

A„ =

deb olishimiz kerak. Masalaning xususiy qiyinatlari ixtiyoriy butun son n ga 

bog’liq bo’lib chiqqani uchun xususiy qiymatlarga ham indeks n ni biriktirib 

qo’ydik. Demak, (6)-(7) xususiy qiymatlar masalasining yechimi quyidagicha 

ekan:
i2ir2 . / nnx \
-p-, M x) =  ^2sin [—j- )  , n =  1,2,3,... (9)

6.2-misol. Yana p =  1. q =  0 va 0 < x < I bo’lsin:

u" + Xu — 0. (10)

Ammo chegaraviy shartlarning birini o’zgartiramiz:

«(0) =  «'(/) =  0, (11)

yoki, =  0, /% =  1 va a j =  1, q2 =  0 bo’lsin.

Bu holda ham A < 0 va A =  0 variantlar chegaraviy shartlarga mos 

kelmasligini tekshirib chiqish qiyin emas. Demak, A > 0.

Tenglamaning umumiy yechimi o’sha:

u(x) =  C] cos(v/Ax) 4- c2 sin(-\/Ax). (12)

Birinchi chegraviy shartdan yana c\ =  0 kelib chiqadi. Ikkinchi chegaraviy 

shartni qanoatlantirish uchun

V\l — 7Г, n ~ 0,1, 2. 3,...

deb olishimiz kerak. Demak, (10)-(11) xususiy qiymatlar masalasining yechimi

(n + i ) 27T2 I  (rt 4- 5) 7Г \
An = --- p--- , Un{x) = c2 sin I --- J , n =  0, 1, 2,3,... (13)

ekan.
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6.3-misol. Yana p =  1, q =  0 va 0 < x < I bo’lsin. Chegaraviy shartlar

esa:

u'(0) =  «'(/) =  0, (14)

Pi =  f t  =  1 va a i  =  «2 =  0 boisin. Yana yuqoridagidek tahlil qilib A < 

0, A =  0 hollar chegaraviy shartlarga mos kelmasligini topishiiniz mumkin. 

Tenglamaning umumiy yechimi vana o’sha:

u(x) =  C\ cosfVAx) + C2 sin(\/A:z;). (15)

Chegaraviy shartlarni qoilasak, xususiy qiymatlar masalasining (14)- 

chegaraviy shartlarga mos keluvchi yechimi

. П 27Г2 /Т1П \
A n =  -p-~, u,i{x) =  Cl cos x j , n  =  0,1,2,3,... (16) 

ekanligini topamiz.

Hir narsaga ahamiyat berish kerak: uchchala misolda differensial operator 

bir xil edi, ammo har gal bitta chegaraviy shartni o’zgartirib turdik. Bu 

misollar xususiy qiymatlar masalasi uchun chegaraviy chartlarning ahamiyatini 

ko’rsatadi. Albatta, shunday bo’lishi kerak ham - tabiatdagi hamma toiqin 

jarayonlar o’sha bitta toiqin tenglamasi bilan ifodalanadi, ammo har gal har 

xil toiqin kelib chiqishiga sabab har xil chegaraviy va boslilang’ich shartlardir 

(keyin ko’ramizki, boshlang’ich shartlar (l)-dagi q ga ta’sir qiladi).

6.4-misol. (56)- va (64)-formulalarni solislitirsak, sferik funksiyalar 

Y”l(0, ip) Laplace operatorining burchak qismi boigan

1 3 ( ■ л d \ 1 32

operatorning (minus ishora bilan) n(n -I- 1) xususiy qiymatiga mos keluvchi 

xususiy funksiyalari ekan:

Ф) =  n{n + l)Y™(0, p).

Buning to iiq  isboti I.§3.-paragrafda berilgan.

§2. Fiinksiyalarning ortogonalligi va normasi

Bizga kerakli boigan yana bir necha tushunchani kiritaylik. Buning uchun 

yaxshi maium boigan ba’zi bir tushunchalarni umumlaslitiramiz.
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Bizga ikkita uch o’lchamli vektor berilgan bo’lsin - /  va g (bu yerda 

vektorlarni strelkalar bilan belgilaymiz, shunisi qulayroq). Ularning skalar 

ko’paytmasi quyidagicha aniqlanadi:

з

/ •  9 — fi9i + f ’9'2 + /з.9з =  fi9i-
i—\

Agar n o’lchamli fazoning elementlari bo’lgan vektorlar f  va g berilgan bo’lsa, 

bu holda, ularning skalar ko’paytmasi

71

/ • 5  =  ^ / ,5 , :  (17)
1 = 1

ko’rinishda aniqlanadi. Ko’pincha skalar ko’paytma uchun quyidagi belgi 

ishlatiladi:

f-9  = [ fJ i]  ■

Ikkita vektorning skalar ko’paytmasi tushunchasiui umumlashtirib ikkita 

haqiqiy funksiya f(x) va g[x) larning skalar ko’paytmasi tushunchasiui 

kiritamiz:
ь

(/, 9) =  J  f(x)g{x)dx.

a

Biz bunda awalgi forrnuladagi vektor indekslar bo’yicha yig’indini 

funksiyalarning argumentlari bo’yicha uzluksiz yig’indi - integralga 

almashtirdik. Agar ko’riyapgan funksivalarimiz kompleks bo’lsa, ularning 

skalar ko’paytmasi quyidagicha ta’riflanadi:

b

(/.5) = J  f(x)g{x)dx.

a

Agar f  ■ g =  ^J, [ij = 0  bo’lsa, bunday vektorlar o’zaro ortogonal deyilar edi, 

xuddi shunday, agar

(/,<?) =  0

bo’lsa, f(x) va g(x) funksiyalar o ’zaro ortogonal deyiladi. Masai an, awalgi 

paragrafdagi (—cP/dx2) operatorining xususiy funksiyalari (9)-larni olaylik. 

Ular uchun:



Ko’rinib turibdiki, n /  m ltolda un(x) va urn(x) funksiyalar o’zaro ortogonal 

bo’lar ekan:

(un,um) = 0, п ф т .

Ya’ni, {un, n — 1,2,3,...} funksiyalar to’plami o’zaro ortogonal funksiyalar 

to’plamini tashkil qilar ekan.

Qulay tushunchalaidan biri - norma tushunehasi. U quyidagicha kiritiladi:

ll/ll = Ж Т ).
Ko’rinib turibdiki, oddiy uch o’lchamli fazoga qaytsak, bu formula vektorlarning 

normasi, yarii, uzunligining o’zi bo’ladi. Agar ||/|| =  1 bo’lsa. funksiyaning 

normasi birga teng deyiladi.

(9)-sistemaga qaytib qo’shimcha ravishda

( Urn) 3mm 0, 1, 2, ...

bo’lishini talab qilsak, bunday normalari birga teng va o’zaro ortogonal 

funksiyalar to’plami {un, n =  0,1,2,...} ortonormal sistema deyiladi. (9)-

/2
funksiyalar to’plamini ortonormal sistemaga aylantirish uchun c2 =  у  -j deb 

qabul qilishimiz kerak. Shunda quyidagi cheksiz ketma-ketlik

n =  1, 2,...

0 < x < I intervalda ortonormal sistemani tashkil qiladi. Bu sistemaning 

element,lari o’zaro ortogonalligini yuqorida ko’rdik, har bir elementining 

normasi esa birga teng:

[|м„||2 =  (м„,ы„) =  1. (19)

(Quyidagini ko‘rsatish qiyin emas:

1

/
nnx rrinx I 
dx cos —— cos — — =  -dmn.

0

Ushbu misoldan ko‘rinib turibdiki.

Uj,{x) =  у  у cos (~y~) , n =  0.1,2,...

funksiyalar to'plami ham 0 < x < I intervalda ortonormal sistemani tashkil 

qiladi.
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Ortonormal sistemajarning ahainiyati nimadan iborat? Oddiy misol - uch 

o’lchamli fazodagi o’zaj*0 perpendikular ortlar sistemasi

{ex,ey, ez} =  {ei,i — 1,2,3}. (Ci,ej) =  6lj.

Bu sistema uch o’lcham li fazoda ortonormal bazis rolini o’ynaydi. Bu degani, 

uch o’lchamli fazodagi ixtiyoriy vcktor A ni mana shu ortonormal sistema 

bo’yicha qatorga yoyislnmiiz mumkin:

3

A Axex + Ауёу + Azez =  У ]  Ai<?i. (20)

£=1

Matematik fizika teaiglamalarining yechimlari bo’lgan funksiyalar awalgi 

paragrafda ko’rsatilgani dek, cheksiz ketma-ketliklarni tashkil qiladi. Bu cheksiz 

ketma-ketliklar ortonormal sistemalarga aylantirilgandan keyin mos keluvchi 

cheksiz funksional fazol^jda ortonormal bazis rolini o’ynaydi.

Biror bir funksional fazoda (ya’ni, elementlari funksiyalardan iborat bo’lgan 

fazoda) bizga bir to’pla*n G va ortonormal sistema {<£„} e G berilgan bo’lsin. 

Yuqorida (20)-formula orflali ixtiyoriy uch o’lchamli vektorni {e;, i — 1,2,3} 

ortonormal sistema boV ielia qatorga yoyganimizdek ixtiyoriy /  e G funksiyani 

ham ortonormal sitema {<pn} g G bo’yicha qatorga yoyishimiz mumkin:

f(z) =  '%2 cn<Pn(x)- (21)
П

Bu qator f(x) funksiyasining Fourier qatori deyiladi. {y?n} ning 

ortonormalligidan c„ — ( / ,  ip„) ekanligi kelib chiqadi:

( / 1 -fin ) ~ ^   ̂(-m (^mi (Рп) У  , Сгп̂ тп — (Ц ■ 
m m

Sistema {tpn} G to’liq deyiladi, qachonki J £ G uchun uning (21)-qatori shu 

fazoning normasi bo’yicha tekis yaqinlashsa:

Ц/ -/n|| — >0, n — > oo, (22)

Bu yerda
П

I n  ~  ^  ] Cm tpm . 

rn~l

Boshqacha so’z bilan aytgajida, {ipn} G da to'liq bo’lsa, G da noldan fanjli va 

hamma ipn larga ortogonal bo’lgan funksiya topilmaydi.
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6.5-misol. [— 7т. 7г] intervalda davriy va / (  —тг) — f ( n )  sliartga

I >o’ysunadigan funksiyalar to’plainini ko’raylik va quyidagi sistemani kiritaylik:

= —7= .  exp( inx), n =  0, ±1, ±2,...
V2 n

yjT) lai shu davriy funksiyalar to’plamiga kiradi va to’liq ortogonal sistemani 

tashkil qiladi:

7Г

(ipn, ipm) =  ~  J  exp( ix (n  - m ))dx  = Smn.

-7Г

Ixtiyoriy f(x) ni shu sistema bo’yicha qatorga yoyamiz:

./(*) =  y =  cn exp (inx).

I in qator /  ning Fourier qatoridir. Qator koeffisientlari uchun rna’lum forrnulani 

olamiz:
71

<-r, =  (f,<pn) =  J f ( x )e x p ( in x )d x .

1,2,... vaYuqoricla koisatilgan ediki, sin (,Jj £ ) , n

\/fcos(2Jj :£) , n 0,1,2,... funksiyalar sisteinalari ham ortonormal bazisni 

tashkil qiladi, demak, ular bo'yicha ham 0 < x. < I intervalda tegishli juftlik 

hossasiga ega boigan funksiyalarni sinus va cosinus Fourier-qatorlariga yoyish 

mumkin.

Xususiy qiymatlar masalasidagi L operatorimizga qaytib kelaylik. Uning 

spektri va xususiy funksiyalari ning asosiy xossalari quyidagi tasdiqda 

n mj assamlashgandir:

(l)-dagi L operatorning xususiy qiymatlari manfiy boimagan, sanoqli 

eheksiz, cheksizlikka intiluvchi va karraligi chekli boigan sonlar to’plamini hosil 

qiladi:

0 5; An < Ai < A2 • • • £5 A„ <  • ■ • —> oc.

Xususiy funksiyalar {un} o’zaro ortogonal, to’liq va haqiqiy funksiyalar 

to'plamini hosil qiladi.

Biz bu tasdiqning isbotini keltirib o’tirmaymiz, uning isbotini |3] kitobda 

t.opish mumkin. Faqat bir narsani aytib ketamiz: {un} to’plamga kirgan 

funksiyalarni har doim normalashtirishimiz mumkin, bu degani, ixtiyoriy toiiq 

ortogonal sistemadan toiiq ortonormal sistemani (bazisni) olishimiz mumkin.
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Mateinatik fizikaning harxil sohalarida (ayniqsa, kvant incxanibtsida) 

uchraydigan operatorlarning hammasi ( l)-ko’rinishga ega ho’lavermaydi, ular­

ning xususiy funksiyalari ham shunga yarasha haqiqiy funksiya bo'laverinaydi.

§3. O ’zgaruvchilarni ajratish metodi - Fourier metodi. 

Giperbolik tenglamalar

Matematik fizikada eng ko’p qo’llanilacligan metodlardan biri - o’zgaruvohilarni 

ajratish metodi. Uning mohiyati quyidagicha. Biz yeclmyotgan tenglamaga 

kirgan funksiya u(x, y, z, t) fa.qatgina bir o’zgaruvcliining funksiyasi bo’lgan 

funksiyalar ko’paytmasi sifatida izlanadi. Masalan, dekart koordinat 

sistemasida

u(x,y, z) =  X(x)Y(y)Z(z)T(t),

sferik sistemada:

u(r, 0, p, I) =  R{i-)Q(0)Q>{tf>)T{l),

va h.k. Natijada, xususiy hosilali differencial tenglama to’liq hosilali differensial 

tenglamalar sistemasiga keltiriladi, ularni yechish esa ko’p marta osonroqdir. 

Afsu.ski, bu yo’l hamma inasalalarda ham o’tavermaydi - faqat ma’lurn 

differensial operatorlar ma’lum koordinat sistemalaridagina o’zgaruvchilarni 

ajratishga yo’l qo’yadi.

Bizning kursimizga oid bo’lgan shuuday misollardan bir nechtasi keying) 

paragraflarda ko’rsatilgan.

§3.1. Erkin tebranishlar masalasi

Quyidagi masalani ko’raylik:

fltt ^ M'T.r - Oj

u(0.1) — u(l, /,) =  0, 

u(x, 0) =  ip(x); u,(x. 0) =  гр(х),

0 < t < oo. 0 < x < I.

Bu - ikkala uchi mahkam biriktirilgan / uzunlikdagi torning (sterjenning) erkin 

tebrariishlari masalasi. Ham boshlang‘ich, ham chegaraviy shartlar berilgan 

masala aralash masala deyiladi. Yechinmi

u(x,t) =  X(x)T(l) (24)

(23)
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X(x)T"(i.) - a2 X"(x)T(t) =  0 (25)

ga, kelamiz. Boshqacha so’z bilan,

X"{x) V V )_ (Ж]

X(x) a?T(t)

Tenglamaning chap tomoni x ning funksiyasidir, o’ng tomoni esa I ning 

funksiyasi. Agar x ni (i ui) o’zgartira boshlasak tenglikning o’ng (chap) tomoni 

o’zgarmaydi, demak, haqiqatda tenglikning chap (o’ng) tomoni ham x ga (L ga) 

bog’liq emas ekan. Ya’ni, tenglikning ikkala tomoni ham bir o’zgarmas songa 

teng ekan, shu sonni -A deb belgilaylik:

X(x) a?T(t) 1

Nat.ijada, biz bosbidagi bitta xususiy hosilali differensial tenglamaning o’rniga 

ikkita oddiy differensial tenglamalar sistemasiga egarniz:

X"(x) + XX (x) =  0, A'(0) =  X(l) =  0;

(28)

T"(t) + Xa2T(t) =  0.

Hosil bo’lgan tenglamalarning birinchisiga inasaladagi chegaraviy shartlarni 

ko’chirdik, chunki chegaraviy shartlar masalaning fazoviy qismiga qo’yilgan 

shartdir. (28)-sisteinaning birinchisi yuqorida muhokama qilingan xususiy 

qiymatlar masalasi (6)-(7) ningo’zidir, uning yechimlari (9) ham bizgainaium:

П ~ 7 Г ~  /7 7 7 Г 7 '\x n = —p ~ ,  Xn(x) =  c2 sin ( — - )  I n =-- 0,1,2 ,3,... (29)

A > 0 boiib chiqdi, (27)-dagi ishora tushunarli bo’ldi. Agar A < 0 bo’lsa, ikkala 

chegaraviy shartlarni qanoatlantira olma.4 edik ( §l.-paragrafdagi muhokamani 

eslang).

( 28)-ning ikkinchisining yechimini toj»ish qiyin emas (A ning qiymatlarini 

xususiy qiymatlar masalasidan olamiz):

, ч rvnat , rnrat 
Гп(1.) =■ a„ sin—--- h b„ cus—-— , n =  0,1, 2,3,... (30)

Chiziqli tenglamaning to’liq yechimi uning xususiy eychimlarining superpozit- 

siyasidir:

ko’i inishda qidiramiz. Buni tenglamaga qo’ysak,

nnx (  . nnat rural, \ 
un(x, I) =  у sm -у- ^a„sm— -- f  bn cos—-j— J ■ (31)

1
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Bu yechim o’ziniug fazoviy qismi orqali chegaraviy shartlarni qanoatlanti- 

radi. Boshlang’ich shartlarni qanoatlantirish qoldi. Buning uchun Fourier 

qatorlari nazariyasini (yoki ortonormal qatorlar haqidagi nazariyarii) eslasak 

vetarlidir:

/ \ -< , . //,71 J.
u(x, 0) =  <p(x) =  6nsm~— , (32)

— 1
OO

/  t~\ \ > /  n n 7 T a  • n 7 T X  ,

ut(x, 0) =  'Ф(х) =  2^  a„---sm— . (33)

n=l

Ikkala qatorni s'm(nmx/l) ga ko’pavtiramiz, 0 dan I gacha integrallaymiz va

i

/ , . mix rrmx I
dx sin —  sin ——  = -Smn (34)

о

ekanligini eslayiniz. Natijada,

i
1

an =  —-— f  dxip{x)sm—~, Ьл —— “ f  dxipix)sin--— (35) 
nan J I I J  I.

о о

formulalarni olamiz.

Topilgan yechimni yana bir qulay holga keltirib olishimiz mumkin:

/ .4 „  , . пттх . frnraL \
un(x, t) =  Xn(x)Tn(t) =  Nnsm-|—sin f — — f  an J , (36)

bu yerda

Л?1 "b bnJ tgon bn/o,n.

Yechimning bu tasavvuri shu bilan qulayki, undan shu yechimning fizik 

ma’nosini bevosita aniqlash mumkin: (36)-forrnula xususiy chastotasi 

wn = —j—, (maksimal) amplitudasi Nn, tugunlari soni (0 < x < I da) (n — 1) 

bo’lgan turg’un to ’lqinni ifodalaydi - (VI.l)-rrt.4mga qarang. Har bir 

chastotali tebranish (turg’un to’lqin) garmonika deyiladi. Ba’zi bir hollarda 

garmonika so’zining o’rniga moda so’zi sihlatiladi - tebranish modasi degan 

termin ham bor.

Quyidagi terminologiya ham kong tarqalgan: u>i — —  chastotali tebranish 

asosiy ton deyiladi, qolgan tebranishlar T2X 2, T3X 3, ... obertonhr ketma- 

ketligini taskil qiladi. Torning xususiy chastotalari uuing fizikaviy xossalari

8(i



bilan bog’langan:

птта пт! /T

w" =  ~ r  =  Т у 7

(.41)- va (36)- forrnulalardan foydalatiib tebraiiishlarni ocliib yozaylik:

/  2tt at.t • 11 x ■ (vat. \ , T . 27Г.Т 
■«(x. £) =  iVi sin —  sm I —— b 1 + I\2 sin —j— sm . + 0-2 +

4-A 3 sin ■
3nx

T
sin I

(37)

3irat

w
+ a3 4-...

Bu (Vl.l)-rasmda. ko’rsatilgan garmonikalarning birinchi uehtasi. Qatorni 

ochib yazganimizdan maqsad garmonikalarning amplitudalari Nn laming rolini 

muhokama qilisli. Muayyan misollar shuni ko’rsatadiki, n oshib borishi bilan, 

Nn kamaya boradi. Ya’ni, liar bir keyingi garmonikaning umumiy tovushga 

qo’shgan hissa.si kamroq bo’ladi. Ammo inana shu tebranishlarning yig’indisi 

to^sh  tembr'mi tashkil qiladi.

n-garmonikaning energiyasini (12)- 

formuladan topishimiz iinimkin:

■ dx =

К  + bl) ■

Vl.l-rasm: Turg’un t-o’lqinlar

muvozanatdan siljitilgan:

Ut{x, 0) =  ll>{:x)

(38)

Bu verda M — pi - torning to’liq massasi.

6.6-misol. Ikki uchi mahkam biriktir- 

ilgan tor kengligi 26 bo’lgan bolg’acha zarbi 

ostida quyidagi boshlang’ich tezlik bilan

0, 0 <  x < Хц — 6, 

vo, Xo — 6 < x < xo + 5,

0, x0 4- 5 < x < I.

Shu torning erkin tebranishlarini toping.

Yecliim. Torning ikkala uchi biriktirilganligi w(0, t) = u(l, t) =  0 ekanligiga 

teng. Boshlang’ich siljishiiing yo’qligi: u(x, 0) — tp(x) =  0, 0 < x < I.
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Tenglama bir jinsli bo’lishi kerak, chunki masalada tor bo’yicha taqsimlangan 

kuch berilmagan:

utt - a2uxx =  0.

Masala qo’yildi. Uni yechishga. o’tavlik.

Norna’lum funksiya. u(x, t) da o’zgaruvchilarni ajratamiz:

u(x, t) =  X(x)T(l).

Natijada, yana o’sha (28)-tenglamalar sistemasiga kelamiz, chegaraviy 

shartlarni hisobga olsak (29)-formulani olamiz:

T17TX
X n(x) =  c„ sin--— , n =  1,2,3,....

Demak, umumiy yechim

OO /  x

, .4 v~^ . Т 1 7 Г Х  (  . i m a i  , j i t t g . L  \ 
u{x, I) =  > .sm—j— I «„Sin-—  -f bncos—T— J

/1=  J '  '

ekan. Boshlang’ich siljishning yo’qligidan

u(x, 0) =  0 =  2_^ sm——  a„ = >  bn =  0, n =  1,2,3,... 

fl=l

okanligi kelib chiqadi. Koeffisionl: an (35)-fonnulaga asosan

I
1 / ,, s . nnx 2г;ц /' . nnx , 4vnl nnxо ппб

(in = ---/ w(xjsin—-—dx =  ---  / sm -— dx — r-sin----sin---
nnn ./ I nna J  I. n-n2a I I

0 r0 -A

ga tengdir. Demak, masalamizning hainma chegaraviy va boshlang’ich 

shartlarni hisobga olgan yechimi

. . 1 . nnx . rmXQ nnS nnat,
u{x,t) =  —x- > -irsin—— sm— -— sin——sin--- =

n2a n2 I I I I
n— 1

4v0l ( . nx . nx0 . 7гЛ nat 1 2n 
=  —x— < sin— sm——sm— sin— - -I- -sin—  

nla [ I I I I 4 I

т ai )

r + '}

2nx . 2nxg 2nd 2na1, 
sm—-— sm ——sin—-— |-

1 . Зпх . 'Зпха . 3nfi 3nal. 
+-sm——  sin—-—sm—— sm

ko’rinishga ega ekan.
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E’tibor bering: W2 =  ~y~ chastotali garmonikaning (obertonning) arnpli-

71 CL
tudasi birinchi garmonika cji — —  ning (asosiy tonning) amplitudasidan 4

marta kam, undan keyingi garmonikaning amplitudasi esa birinohi garmonikaga

nisbatan 9 marta kam va li.k.^

Agar shu yechimda v0 =  —— deb olib S —> 0 limitga o’tsak, x — a0 nuqtada
2 po

1 impuls beruvchi ko’ndalang zarba olgan torning tebranishlari masalasini 

yechgan bo’lamiz:

21 1 'пжх nnxо ■ mto-t
u(x. t = ---> —sin— -sin—-— sin—-— .
4 '  it p a  n  I I /Г П-1

§3.2. Majburiy tebranishlar masalasi

Tebranish masalasiga tor bo’yicha taqsimlangan tashqi kuch f{x, t) ni 

kiritaylik:

uu - a?uxx =  /(;x. t), 

u(0,t) — u(l, L) = 0 , 

u{x, 0) =  f{x); Uf (x, 0) =  ip{x),

0 < t < oo, 0 <  x < I.

Chegaraviy shartlarni hisobga olib, bu masalaning yechimini quyidagi 

ko’rinishda izlash tabiiydir:

ОС

/ \ , \ . 7l7tX / \
u(x, t) =  ^ 2  un(t)sm— . (40)

7 1=  1

Boshqa hamma funksiyalami ham xuddi shunday Fourier qatoriga yoyamiz:

i
4— '  4 7171X  „ , . 2 f  , ,, , . ТПТХ 

fix, l) = Y l fn{t)sin— , f„(t) =  у J  dxfix, t) sin—

(39)

I
, , . П7Г.Т 2 [ . nm:

fix ) = 2_^ipnsm—— , f„  =  j  dx<p{x) sm—

n = l  n

(41)
о

i

,, . v -' / • nnx i 2 f  j  к  \ ■ nnx wix) =  2_^фпs in - y , V’n =  у / axtZ>(a;)sin-y—.
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Bu qatorlarni (39)-tenglamaga olib borib qo’sak quyidagi tenglamaga kelamiz:

OO

Е 7ПТХ
{un(t) + u lu j t )  - /„(*)} =  0, Wn =  (42)

. П7ГХ 
31П----

I .................. - V X J J —n J
71= 1 I

Demak,

un(t) + w2nun(t) - f n(t) =  o, U(0) =  <pn, 7/(0) =  V’„- (43)

Umumiy metodga asosan birjinslimas tenglamaning umumiy yechimi bir 

jinsli tenglamaning umumiy yechimi va bir jinslimas tenglamaning xususiv 
yechimlaridan iborat:

Un{t) = u<£\t)+v£\t). (44)

Erkin tebranishlar tenglamasining yechimi maium:

un\t) =  ansin(ujnl) + bncos(uint). (45)

Bn jinslimas tenglamaning xususiy yechimini topish ham qiyin em ^:

t

unJ(t) — —  /"sin(wn(f - r ) ) /n(r)dr. (46)
wn J 

0

Bularni (44)- va (40)- larga olib borib qo’ysak, (39)-masalaning yechimini 
topgan boiamiz:

u(x, t) =  X ^ s i n ^  | ^>nsin(u/J) + +

+ ~  J * in K ( i - r))/„(r)dr l .

§3.3. Birinchi umumiy chegaraviy masala

Chegaraviy shartlar birinchi turga tegishli umumiy holda boisin:

utt - a2uxx =  f ( x, t),

“ (o, t ) ^ m ( t ) ,  u(i,t) = 

u(x, 0)=<p(x)- щ(х,0)= ф (х ) ,

0 <  t. < oo, 0 < x < I.

(47)

(48)
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Bunday masalaning yechimini quyidagi ko’rinishda izlaymiz:

u(x, I) = U{x, I) + v(x, L). (49)

Agar U (x, I) funksiyani maxsus ko’riiiishda tanlab olsak:

U(x, t) =  JUi(t) + у(д2(0 - Ml(0) (50)

yangi noma’lum funksiya v(x,t) bir jinsli chegaraviy shartlarga bo’sunadigan 

bo’ladi:

v(0,t) =  v{l,t)=0 . (51)

Natijada, v(x,t) uchun awalgi paragrafda ko’rib chiqilgan masalani olamiz:

%  - a2Vxi  =  /(z , 0 .
v(0,t) — v(l, t) =  0,

v(x, 0) =  <p(x); vt(x, 0) =  ф(х), 

0 < t < oo, 0 < x < I.

(52)

Bu yerda

f(x ,t) =  f(x ,t) -  utt{x,t), сp(x) = tp(x) - U(x, 0), ^(z) =  V>(.t ) -  Ut.(x, 0).

§3.4. Statsionar ozod hadli chegaraviy masala

Awalgi punktdagi masalamizning bir xususiy holini ko’raylik: 

utt - a2uxx =  f(x),

u(0 ,1) =  Mi, u(f, t) =  U-2, 

u(x, 0) =  tp(:г); мг(х,0) =  ^(x), 

0 < t < oo, 0 < гг < /.

(53)

Tenglamamizdagi ozod had va chegaraviy shartlar vaqtga bog’li<i emas. Bu 

holda yechirn quyidagicha qidiriladi:

u(x, I) = v(x, I) -I- w(x). (54)

Shu tarzda kiritilgan ikkita yangi v(x,t) va w(x) funksiyaJarni quyidagi 

masalalarni yechimlari sifaticla izlaymiz: 

w(x) uchun masala:

a2w"(x) + f(x) =  0, w(0) =  м-i, w(l) =  m2. (55)
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v(x, t) uchun masala:

vtt - a?vxx =  0,

v(0,t) =  v(l,l) =0 ,

v(x, 0) =  ip(x) - w(x); vt(x, 0) =  ip(x),

0 <  I < oo, 0 < x < I.

(56)

(55)-tenglama toiiq hosilali tenglama, uni yechish <|iyin emas, (56)-masalani 

esa ko’rib chiqqanmiz.

6.7-misol.

Quyidagi masala yechilsin:

utt - uxx =  26, b =  const, u(0, t) =  u(l, t) =  0, u(x, 0) =  ut(x, 0) =  0.

Yechish

(55)- ga muvofiq

Bti - erkin tebranishlar masalasining o’zi, uning yechimi (31)-formula bo’yicha

Bizning holimizda ф(х) =  0 boigani uchun an =  0 boiadi, bn ni esa 

quyidagicha topamiz:

w"(x) + 2b =  0, tu(0) =  w(l) =  0

tenglama va chegaraviy shartlarga egamiz, buning yechimi:

w(x) =  —bx(x — I).

Shunda v(x, t) uchun quyidagi masalani olamiz:

vtt - vxx =  0,

f(0, t) = v(l, t) =  0.

v(x, 0) =  bx(x - I); vt(x, 0) =  0,

0 < / < oo, 0 < x < I.

(57)

о

Ko’rinib turibdiki, b2 =  b4 --= b6 =  • • • =  (). n =  2k + 1 boiganda

8 bl2

62k+1 (2k + l ) 3/r3
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Demak,

u(x , t) =  -bx(x - /) +- v(x, /.),

bu yerda

S ill----- ;-----  G‘OS
(2А: +  1)7гх ( 2 k  +  l j n a t

8Ы2 7ГХ 7rat 
—r- sin—  cos —- +

7Г'> I  /

о on* w o
7Г I  I

1 . 37ГХ 37rai I . 57ГХ 57raf

Ko’rinib turibdiki, asosiy garmonika - birinchi garmonika, keyingi hadlarning 

amplitudasi (va demak, tovushga qo’shgan hissasi) garmonikaning nomeri 

oshishi bilan keskin kamayib ketadi.

Quyidagi inasalani yechaylik:

uu — a2uxx =  g, it(0, i) =  0, ux{l,t) — 0, u(x,0) — kx, и((х ,0 )= 0 .

(58)

Bu masalaning ma’nosi - bir ucliidan shipga osib qo’yilgan sterjen ikkinchi 

(ozod) ucliidan elastik ravishda tortilgan va t =  0 vaqt momentida qo’yib 

yuborilgan. Yecliimni quyidagicha qidiramiz:

Agar w(x) ni quyidagi masalaga bo’ysundirsak,

o?w"(x) + 5  =  0, w(0) =  0, w\l) =  0 

v(x, t.) uchun bir jinsli inasalani olgan bo’lamiz:

vu—a2vxx =  0, u(0, t) =  0, ux(l. t) =  0, u(x, 0) =  kx—w(x), ut(x: 0) =  0.

§3.5. Misollar

Og’ir sterjenning tebranishlari masalasi

u(x, t) ~ v(x, t) + w(x).

(59)

w ni topish oson:

(59)-ni yechaylik.

v(x,l) =  X(x)T(l)
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deb olsak, X(x) uchun

X"(x) + \2X{x) =  0, X(0) =  X\l) =  0 

masalani olamiz, uning yechimi bizga ma’lum:

. f 2n + l 
X{x) =  ci sm I —— ■nx

Demak, umumiy yechim quyidagi ko’rinishga ega:

'j(x,t) =  y~^sin

n=0

2n + 1 

21
-ТГХ

2n + 1

21
nat ) 4- bn sin

2 n + 1

21
-7Г at

Vt(x, 0) shart bizga bn =  0 ekanligini beradi. Ikkinchi boshlang’ich shartni 

olaylik:

£ f
n--0

nx I un =  kx — - A '- I)

Bundan

I

an̂ J d x [ k x  - ± х  ( / -  I )  

0

ni topamiz. To’liq yechim:

2n + 1 \ 81 (—l)na?k(2n + l ) —gl 
sm I ——— nx 1 —

21 (2 n + l ) 3

81
£
n—0

{-\)na2k(2n + 1) - gl . (2n  + 1

(2 n + l)3
sm

21
7ГХ COS

2n + 1 

21
nat

Tashqi kuch davriy bo ’lgan ho]

Quyidagi masalani yechaylik:

uti—uxx =  cos t, 0 <  x < 7Г, u(0, i) =  u(n, t) — 0, u(x, 0) =  щ(х, 0) =  0. 

Chegaraviy shartlar yechimni quyidagi ko’rinishda. qidirislmi taqazo qiladi:

w(.t, t) =  un(t) sin nx.
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OO

(un(t) + n2u(t)) sin nx =  cos t.

«=1

Ikkala tomonni sin nx ga ko’paytirib integrallaymiz (0 dan n gacha):

un(t) + n2u(t) — —  (1 - (—1)") cost. (GO)
7ГП

n =  1 holni alohida ko’rishimiz kerak, chunki bu holda rezonans bor:

4
щ + Ui =  — cos t.

7Г

Bu tenglamaning xususiy yechimi

_ / ч 2
Ui(t) =  —t sin t.

7Г

Uning umumiy yechiini

2
u\№) = —t sin t + Ci sin t. + c<i cos t.

7Г

Amino boshlahg’ich shartlardan fi — c-i =  0 ekanligi kelib chiqadi. n =  ‘2,3,... 

hollar uchun esa (60)-ning yechiini (boshlang’ich shartlarni hisobga oldik):

4 1
u J t)  = --- -— -(cost - cos ni), n =  2k + 1, 1,2,3,....

7ГП n-  — 1

n =  2k juft bo’lganda boshlang’ich shartlarni hisobga olsak yechim trivial 

bo’ladi. To’liq yechim:

2 1 1
u(x. t) =  — £sin£sin.T + — V '  — --- — --- -r(cos t - cos(2к + l)t)sinnx.

7Г n k(2k + ])(k ■+iy  K ’ ’

Albatta, bu yechimning qo’llanilish sohasi kichik t lar bilan cheklangan - vaqt 

o’tishi bilan birinchi had ckeksiz o’sa boshlaydi va kichik tebranishlar sohasidan 

chiqib ketiladi.

Mashqlar
O’zgaruvchilarni ajratish metodi bilari quyidagi masalalarui yeching: 

fi.l-mashq.

utt — 0 < x < l, и((). I.) — 0, u(l, I) — /,. u(x, 0) =  u((i, 0) — 0.

Tenglamamizning ko’rinishi quyidagicha bo’ladi:
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6.2-m ashq.

u « ~  uxr, 0 <  x <  1, u (0 ,t) =  i 4- 1, u ( i . t )  =  i" 4- 2, u(x,0)  =  x  +  1, uf (x ,0 ) — 0.

6.3-m ashq.

Un — Uxx — 4u, 0 <  x <  1, n (0 ,1) =  « (1 . t) =  0, u.(x, 0) =  x2 — x, « i (x ,  0) =  0

6.4-m ashq.

=  Un 4- tt, 0 <  x <  2, u((), I) =  2(. u(2, t) =  0, u (x ,0 ) =  0, ut(x, 0) =  0.

6.5-m ashq.

Utt — uxx + u ,  0 <  x <  I. u (0 ,t) =  0, u ( l . I) — t, u(x, 0) =  0. щ(х, 0) =  x/l.

6.6-mashq.

uu -  a?uxx — 0. « (0 , t ) — u(l, t) — 0, u(x, 0) =  0, u,(x, 0) — sin ~ j~ -

6.7-mashq.

uu - a 2uxx =  0, u(0,t)  =  ux( l . t )  =  0. u (x ,0 ) — sin ut(x, 0) =  sin — .

6.8-m ashq.

7ГЗ/ 37Г JC
Utt -  a,2uxx =  0, « (0 , i )  =  ux(l, t) — 0, u(x, 0) =  x, ut(x. 0) =  sin —  4 sin

6.9-m ashq.

IX ОС 37ГЗ/
щ,. -  a2uxx =  0, Ux(0, f ) =  u(i, i )  =  0. u(x, 0) =  cos — , ti,(x, 0) =  cos + cos

6.10-m ashq.

uu — u2uxx =  0, ux(0, t) =  u*(f, t ) =  0, u(x, 0) =  x, ut(x, 0) =  1.

§4. Parabolik tenglamalarga Fourier metodini qo’llash

O’zgaruvchilarni ajratish metodini parabolik tenglamalarga qo’llash yoilarini 
ham bir necha misollarda ко’rib chiqamiz.
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§4.1. B ir jinsli chegaraviy masala

Eng sodda masaladan boshlaymiz: uzunligi I bo’lgan sterjeuniug ikkala uchida 
nolga teng temperatura ushlanib turibdi, sterjen bo’yicha temperaturaning 
boshlang’ich cjiymati - <f(j;). Sterjenning i vaqt momentidagi ternperaturasini 
toping.

Berilgan masalaning rnatematik ko’rinishi quyidagicha:

Ikkinchi tenglikdan keyin noma’lum o’zgarrnas son Л ning paydo bo’lishi 
yana o’sha rnantiqiy inulohazalardan keyin kelib chiqadi: galma-galdan t, va 
x o’zgaruvchilarni o’zgartirib chiqsak na chap tomon va na o’ng tomonning 
o’zgarmasligini ko’ramiz. Demak, ikkala tomon ham o’zgarmas songa teng ekan, 
bu sonni —A deb belgiladik. A > 0 bo’lishi kerak, buning sababi Xuddi (29)- 
tenglaniadan keyingi ko’rsatilgan sababning o’zidir. Natijada, quyidagi ikkita 
tenglainani olamiz:

Bu sistemaning birinchi qismi bizga yaxshi ma’lum bo’lgan xususiy qiymatlar 
masalasi, lining yechimi ham bizga ma’lum:

ut — a2uxx =  0, 
u(0, t) =  u(l, t) =  0, 
u(a:,0) =  ip(x);
0 < t < oc, 0 < x <  /.

(61)

Yechiinni quyidagi ko’rinishda izlaymiz:

u{x,t) =  X {x)T (t).

(62)

(63)

X'\x) +  АЛг(.т) =  0, X (0 ) =  X  (I) =  0;
(64)

T ( t )  +  A a2T{t) =  0.

V  , 4 . " ‘ IJ-X n(x) =  C.2 S i l l— , n =  1,2,3,... (65)

Ikkinchi tenglainani yechaylik:
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Ikkala funksiya oldidagi noma’lumlarni birlashtirib bitt.a xususiy yechimni 
olamiz:

777ГТ /  \
u„(.x, t.) =  X n(x)Tn(t) =  ansin-y1- exp f ----- - — t )  . (67)

Xususiy yecbimlarning superpozitsivasi to’liq yechimni beradi:

I V "' • niTX {  \ u(x, t ) = } / «„Sin—  exp I ----- - — t j . (68)
n— 1 ' '

Boshlang’ich shartdan foydalanib. an koeffisiontni topamiz:

o° l,
E . rmx 2  f  , , . . 777ГЗ: „ 4

a„sm——  =  ip (x ) = >  an =  -  / rfa:y)(r)sm—— . (69)

о
Masala to’liq yechildi.

§4.2. Tashqi manba bo’lgan hoi

Quyidagi bir jinslimas niasalani ko’raylik:

щ -  a2uxx =  f (x ,t ) ,  
m(0, t) =  u(l, t) =  0, 
u(x,0) =  <p(x);
0 < t  <  oo, 0 < x < I.

Awalgi masalaga nisbatan o’zgarish bitta - issiqlikning sterjen bo’yicha 
taqsimlangan tashqi manbasi paydo bo’ldi (agar bu dissuziya masalasi bo’lsa, 
bu manba - modda manbasi bo’ladi). Bunday masalalarning yechish metodi 
giperbolik tenglamalarga qo’llangan metod bilan bir xildir. Yechimni sinus- 
Fourier qatoriga yoyish metodi bilan qidiramiz:

OO

/ .4 / 4 . TITIX
u ( x , t )  =  у J Un it )sm— . (71)

7 1=1

Chegaraviy shartlar bu formulada avtomatik ravishda hisobga olindi. 
Masaladagi boshqa funksiyalarni ham sinus-Fourier qatoriga voyairiiz:

oo oo
, \ • nnx Г, ч v~^ r , , TITTX

Ф )  =  2 ^  ¥>»sin— f{x, t) =  22  fnit)sm—~ .  (72)
n=1 ' n=l

Shuni aytish joizki, fransuz matematigi Fourier mana shu masalani yechish 
davomida o’zining mashhnr Fourier qatorlarini kiritgan, ynqorida yozilgan 
qatorlar shu qatorlaning bir xususiy holidir.
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(71)- va (72)- qatorlarni (70)-ga olib borib qo ’ysak

tcnglamani olamiz. Bundan kelib chiqadiki, un koeffisi^nt|ar qUyjc|agj 
innsalaning yechiinidir:

I in tenglamani yechish qiyin emas (masalan, o’zgarmaslarni vat ja R̂jya|asj1 у0у  
operatsion metod bilan). Natijada, (70)-masalaning yechimi îf'atidn quyidagi 
fonnulani olamiz:

§.r>. Umumlashgan hollar

Xnddi giperbolik tenglamalardagidek, yana ikkita muhim ll0i]arc]a to’xtab 
o’tishimiz kerak, matematik nuqtai nazardan ular giperbq^ holdan farq 
qilmagani uchun ular ustida qisqa to’xtab ketamiz.

§Г>. 1. Birinchi umumiy chegaraviy masala:

ko’i mishda qidiriladi. Natijada, v(x,t) funksiya uchun chegaiHvjy s}la,rt]ari bir 
I i i i h I i bo’lgan masalani olamiz, bunday masalalami esa yechis}lni у 1а т ;2
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(X f t  Tl
Unity) H ^ n ( 0  =  Jny

u(x , t) =  si
n~ 1

oo . nnx
sm—— (pnexp ■t +

(73)

о

Щ -  a2uxx =  J'(x, I),
u(o,t) =  m(t), u(i,t) =  p2{t), l
u(x, 0) =  ifi{x):
0 <  t <  oo, 0 < x < I.

(74)

1 ill holda yechim

//I.(.r, t) =  U{x, t) +  v(x, t,): U{x, t.) =  Hi{t) +  ~(fjii (/) _



§5.2. Manba statsionar bo’lgan hoi

Tashqi manba statsionar boisin: / =  f (x ).  Bu holda yechimni

t/,(x, t) v(x. t) +  w(x)

ko’rinishda qidiramiz va chegaraviy shartlarni (agar ula.r bir jinsli boimasa) 
w(x) ga tashlaymiz. Maqsad - v(x, t) uchun bir jinsli chegaraviy shartli 
masalani olish.

§5.3. Misollar

Sterjenning chap uchi issiqlik o ’ tkazmaydi, o ’ng uchida » 2 tem peratura berilgan

Quyidagi masalani yeching:

/I
u, — uXT =  0, ux(0,1) =  0, u(l. I) =  u2, u(x , 0) =  —x.

Yechimni quyidagicha qidiramiz: u{x,t) =  «2 +  v(x,t). v(x,t) uchun quyidagi 
masala olinadi:

Sterjenning chap uchi issiqlik o ’tkazmaydi, o ’ng uchida Q  issiqlik oqim i berilgan

Davom etamiz:

v(x, t) =  X (x )T {t )  => X'(0 ) =  X{1) =  0 =► X (x )  =  cos — -7ГХ =>

2 n +  ]
—~ n x  exp

(2 n +  1 )2u2n2 
4P 4

—
2
/ лс( f x - щ) c o s ---- -—tit

21
2 n 4 1 4[(2n +  1)тг(Л -  ц2) ( - 1 Г  -  Л] 

тг2(2 п +  I )2
о

ut -  а2ихх =  0, и(х, 0) =  0, их(0, t) =  0, ux(l, t) =  Q/k.

Yechimni
и(х, t,) =  Ах2 +  Их -f v(x, t)
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ko’rinishda qidiraniiz. Nima uchun? Ikkita chegaraviy shartlarni ikkita 
noina’lum A va В lar orqali ifodalamoqchimiz:

w,(0, t) =  B +  vJO, t) =  0 => В  =  0, vx(0, t) =  0.

uJl, t) =  Q/k =  2Al +  v j l ,  t) ==> A =  <) =  0.
21 к

Demak,

'Ф ', 0 =  +  « (M )-

v uchun ска quyidagi masalaga kclamiz:

vt -  a2vxx =  Uj(0, t) =  0, vx(l, t) =  0, v(x, 0) =

Huuiiig yechimini o’z navbatida

v(x,t) =  ~ - t  +  v(x,t) 
к I

ko’rinishda qidiraniiz. Hamma amallarni bajarsak

, Qx2 Q n 2 Ql 2 Q I ( - 1 )ra 11 TiTtx г п2л 2а2 l
” ( I -11 =  Ш  +  n r '  -  e i  -  л  £  — j i -  “ » — cxp t — p - ‘ )

7 i = l

yechiin topiladi.

Qor ostidagi yerning sovish tezligi

Yerning ustida, I qaliulikdagi qor yotibdi, havo temperaturasi T2 va u juda past. 
Qor ostidagi yer sirtining boshlang'ich temperaturasi Ti va qor sovug‘i ostida 
и pasaya boshlaydi. Yerdan ma’lum bir miqdordagi issiqlik oqiini bor q bor. 
Qancha vaqt ichida ycr sirtining temperaturasi To gacha tushadi?

Masalaning qo‘yilishi:

u, -  a2uxx =  0, ux((), I) =  - p  u(l, I) =  T2, u(x, 0) =  T] +  - ( T 2 -  Ti),

0 <  х  <  /, 0 <  L <  oo.

Hu yen la boshlang'ich temperatura Yer sirtidan qor sirtigacha chiziqli o‘zgaradi 
deyildi. Yechimni

u(x, t) =  T2 -  |(.r -  /) +  v(x, t.)
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X  у; (t=0 da)

VI.2-ra.sm: Yer sirtining sovishi

ko'rinishda izlaymiz. Bunda v(x, t) uchun quyidagi masalaga ega boiamiz

vi -  crvxx =  0, vx(0, t) =  v(l,t) =  0, v(x, 0) =  (x -  I) 1 + T'2 Z 7'' 
к /

Standart metodlarni qoilab, quyidagi yechimni olamiz:

u(x, I) =  T2 -  f  (ж -
к 7rz

1 00 (2n+l)ira
~ ~ ~  21 е -а 2(2п+1)2тгЧ/(21)?

(2n +-1)2

Tushunarliki, yechimda faqat n — 0 had sezilarli boiishi mumkin, shuning 
uchun

u(x, t ) ~ T 2-  | (x  -  I) 4 - -
АС 7Г

-aV</(2/)2
21)

yechim yetarli darajada yaxshi yaqinlashuv boiadi. Koiinib turibdiki, 
u,(0,tn) =  T0 boiishi uchun (a2 =  k/(cp))

4l2cp 7Г2 To -  T2 +  ql/k
.8  Tx - T 2-  ql/k

vaqt kerak.

M anba tem peraturaga proporsional

Quyidagi masalani ko’raylik:

Щ — uxx =  -4u, 0 <  x <  7Г, u(0, /.) =  u(n, t) =  0. u(x, 0) =  x2 — nx.

Ikki xil yo i tutishimiz mumkin. Birinchisi yechimni u{x, L) — e~4lv(x,t) 
ko’rinishda qidiramiz, shunda v(x, I) uchun masalaning qo’yilLshi bizga tanish 
boigan lmlga keltiriladi:

vt -  vxx =  0, 0 <  x < n, v(0, t) =  v(n, t) == 0, v(x, 0) =  x2 -  nx.
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Ikkinchi tomondan birinchi tenglamada bcvosita u(x,t) =  X (x )T ( t )  deb 
olishimiz mumkin, bu holda tenglama

X T ' -  X "T  +  4X T  =  0

ko’rinishga keladi, bu yorda o’zgaruvchilarning ajralishi oydindir, masalan:

T '  A X "  Л 2_  +  4 _  — ==-A .

X  uchun oldin bir necha marta yechgan inasalamizning o’zirii oldik. T  uchun

T  +  (4 +  A 2)T  =  0

tenglainani olamiz. Chegaraviy shartlarni hisobga olsak

Xn(x) =  Ci sinnz

bo’ladi, T  uchun esa
ГГ (  Л  л  - 4 t - n 2tl \ tf —

yechimni olamiz. Umumiy yechim

u(x,t) =  e u У "  gn sin nxc ,'J(1
П

4(—1 +  (—1)” )
a,, =  — I dx(x‘  — TTx)su\nx = ---------- r,-------.гп =  ~ f  dx(x2 — -nx) :

0

Shar uchun issiqlik tarqalishi masalasi.

Markazi koordinat boshida, radiusi a, boshlang'ich temperaturasi f (r ,0 ) 
bo'lgan shaming sirt; temperaturasi nolga teng qilib ushlanib turilibdi. Shar 
uchun temperatura taqsimoti masalasini yeching.

Masalaning qo‘yilishi:

ut =  A u, u(a, 0, t) =  0, u(r, 0,0) =  v(r, в),

0 < r < a, 0 <  в <  7Г, 0 <  t < oo.

Ma.salaning sliarti bo‘yicha unda tp burchakka bog‘liqlik yo‘q, demak, и =  
u(r,0,t). Yechimni u(r,0,t) =  f (r .  9)T(t) ko‘rinishda qidiraniiz, unda

T'(t ) __ Af{r,0 )
f ( r , 0 )
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munosabatga kelamiz. Demak. birinchidan

T(t.) =  Ce~u ,

ikkinchidan, masalaning fazoviv qismi uchun Helmholtz tenglamasiga egamiz:

A  f (r ,0 ) +  \f(r,0) =  0.

Albatta, A >  0, aks holda temperatura o‘z-o‘zidan o'sib ketishi kerak.
Masala sferik koordinat sistemasida yechilishi kerak:

1 d (  2df(r ,e )\  1 д (  d f (r .  0) \

f(r,0) =  R(r)Q(0) almashtirish quyidagi munosabatga olib keladi:

1 d (  2dH{r)\ 2 1 d (  . d.B(9)\
R(r)dr  \ dr )  Г 0(0)sin0d0 \ Ш d.0 J ~

Bu yerda ikkinchi noma’lum doimiy // ni kiritishga to‘g‘ri keldi. Bu noma’lunmi 
aniqlash qiyin emas, buning uchun 0 bo'yicha tenglamani yozib olish yetarli:

1 d (  .
sin 0 d,0 Sine~ d iT  J =  °'

Bu tenglama I-bobdagi §2.7.-paragrafdagi (62)-tenglama bilan bir xil, uni 
tahlil qilganiinizda ko‘rsatilgan ediki, /f =  n(n +  1), n =  0,1,2,... boiishi 
kerak. Ya’ni olingan tenglama Legendre tenglamasi, uning yechimlaii esa bizga 
maium:

©7i(0) =  Pn(cos9), n =  0,1.2,...

Masalaning faqat radial qismini yechish qoldi:

d_
dr ( f2^ )  +  (Ar'2 " n(n + l )) R(r) = °- (75) 

Bu yerda \/\r =  x va R(x) =  Z (х)/\/з: almshtirishlar bajarilsa 

x2Z" (x )  +  xZ '(x ) +  ^x2 -  ^ Z (x ) =  0

tenglama olinadi. Uning yechimi ya.rim butun indeksli Bessel funksiyasi 

Z (x ) =  Jn ,1/2(x ) =  ./n+l/2(V  Ar).
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Shu yerda chegaraviy shart u(a.O, t =  0 ni qo‘ llash kerak:

Jn+i/2{'/\a) =  0.

Demak, A son yariin hutun Bessel i'unksiyalarining nolla.ri orqali aniqlanar eka.11: 

V%o. =  tj£+1/2\ k =  1,2,3,

voki,

(/4n+1/2))2

To'liq yechim:

Ait =  — —^ , A; =  1,2,3,... 
az

v ri,Л

Boshlang‘ich shartni ishlatish qoldi:

u(r, fl, 0) =  cnkPn(cmO)  ̂ =  v (0, r).
, v rn,к

Legendre polinoinlari uchun ortogonallik va norma shartlari (47)-va (51)-larni. 
Bessel funksiyalari uchun ortogonallik va norma shartlari (27)- va (28)-larni 
ishlatish natijasida noma’lum r„* larni aniqlash mumkin2:

7Г a

cnk =  7---- 2/'- l ~- [  (Ш sin в I  drr3/2v(0,r)Pn (cos 0) ./„+j /2 (y/\kr ) ■
о о

M ashq lar

6.11-m ashq. You sirti issiqlik o ’tkazinaydigan ingichka sterjen berilgan: 0 <  x <  I. 
Slerjoiiiiing uchlari issiqlik o ’tkazmaydi, boshlang’ich temperaturasi u0(x )  — A  =  const.
I >  0 dagi temperatura taqsimotini toping .

6.12-mashq. Yon sirti issiqlik o ’t.kazmavdigan ingichka sterjen berilgan: 0 <  x  <  I. 
Sterjenning uchlarida o ’zgarmas u(t. 0) =  u1; и(t, I) -  u2 temperatura ushlab turilgan holda 
nndagi temperatura taqsimotini toping. Boshlang’ich temperatura u(0,x)  =  u0 =  const.

(i. 13-mashq. Yon sirti issiqlik o ’tkazmaydigan ingichka sterjen berilgan: 0 <  x <  /. 
Sterjenning uchlarida o ’zgarmas u(t, 0) =  u(t, I) =  и i temperatura uslilal) turilgan holda 
nndagi temperatura taqsimotini toping. Boshlang’ich temperatura u(0, x ) — Ax(l -  
/ ), Л — const.

2(2H)-ni ishlatganda Jnl |/г(\А1) - 0 ekanligini unutmang
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6.14-m ashq. Yon sirti issiqlik o ’tkazmaydigan ingichka storjcn berilgan: 0 <  x <  I. 
Sterjenning chap uchi issiqlik o ’tkazmaydi va o ’ng uchi o ’zgarmas u(l, t) — и2 tempcraturada 
ushlab turiladi deb midagi temperatura taqsimotini toping. Boshlang’ich temperatura

u(x. 0) =  —x, A — const.

6.15-mashq. Yon sirti issiqlik o ’ tkazmaydigan ingichka sterjen berilgan: 0 <  x <  
I. Sterjenning chap uchida u(0, t) — щ temperatura berilgan, o ’ug uchida tashqaridan 
o ’zgarmas q issiqlik oqimi berilib turibdi. Boshlang’ ich temperatura u(x, 0) — Uq(x). 
Temperatura taqsimotini toping.

O ’zgaruvchilarni ajratish metodi bilan quyidagi masalalarui yeching:
6.16-mashq. щ =  uxx. 0 <  x  <  l, ux (0, t) =  0, ux(l, t )  — 0, u (x ,0) =  x 2 -  I2.
6.17-m ashq. и, +  и -  uxx. 0 <  x <  I. u(0, t) =  u(l, t.) =  0, u(x,0)  =  1.
6.18-m ashq. ut — nxx -  4?i, 0 <  r  <  n, u (0, t.) =  n(ir, t) =  0, u(x. 0) =  x2 — nx.
6.19-mashq. щ -  a2uxx =  0, и(0, t ) ~ u ( l , t )  =  0, u(x, 0) =  Ax.
6.20-m ashq. u, -  d2uxx =  0, u(0, t) — ux( l , t )  =  0, u(x, 0) =  A(l -  x).
6.21-m ashq. ut -  a2uxx =  0, ux(0, t) =  и(/, t) =  0. u (x .0 ) =  A(l  -  x).
6.22-m ashq. щ -  a2uxx =  0, ux((). I) =  uX{1, t) -  0. u (x ,0 ) =  и».
6.23-m ashq. u< -  a2uxx =  -  fiu. u(0, t) =  u(l, i )  =  0, u(x. 0) =  Ax.
6.24-mashq. ut -  a2uxx =  0, u(0, t ) =  U\, u(l.  l )  — u2, u(x, 0) =  0.
6.25-mashq. ut -  a2uxx =  sin(7rx//), и(0, t) =  u(l , t ) =  0, u (x , 0) =  0.
6.26-mashq. O ’zgaruvchilarni ajratish metodi bilan IV.2-misolda keltirilgan masalani 

yechiiig.
6 .27-m asliq. ut -  a2uia; =  0, ux(0. t ) — hu( 0. /.) =* nx(l, t) =  0. u(x.O ) =  if (a:).
6.28-mashq. u, -  a2uxx =  0, ux(0. t ) -  /ш(0, £) =  0, nx(l , t) + hu(l, /.) =  П, 

u(x,0)  =  y>(x).

106



VII BOB. ELLIPTIK TENGLAMALAR 
UCHUN CHEGARAVIY MASALALAR

§1. Chegaraviy masalalarning qo’yihshi

Elliptik tenglamalarning ichida eng ko’p uchraydiganlari quyidagilardir:

Au =  0, Laplace tenglamasi;

Av, =  -/ , Poissontenglamasi; (1)

Au +  k2u =  0, Helmholtz tenglamasi.

Bu tenglamalar to’lqin, issicilik va modda tarqalishi jarayonlarining statik 
va statsionar hollariga mos keladi. Undan tashqari, ular elektrostatika.. 
gidrostatika va inagnitostatika masalalarida ko’p uchraydi.

Odatda bunday tenglamalar uchun chegaraviy masalalar quyidagicha 
qo’yiladi :

S chegarali V sohada o’rinli bo’lgan (1)- tenglamaning shunday yechimi 
u(x,y,z) topilsinki, u shu chegarada quyidagi shartlarning biriga bo’ysunsin:

u,s =  f  i - birinchi chegaraviy masala - Dirichlet1 masalasi; (2)

du
-—|s =  y9 — ikkinchi chegaraviy masala - Neumann masalasi; (3)
dn

— h(u ~~ /з) — 0 — uchinchi chegaraviy masala. (4)
dn

Chegaraviy shartlarning eng umumiy formasi:

( +  » и | =  /, a +  в  >  0, a >  0, ft >  0.
V dn J s

Вu yerda /ь/2,/3 - berilgan funksiyalar. Chegaraviy masalalar ichki va 
tashqi masalalarga bo’linadi. Ichki inasalaning yechimi biror bir cheklangan 
C, sohaning ichida izlanadi, tashqi masalaning yechimi qandaydir cheklangan 
sohaga t,ash<ii bo’lgan С sohada izlanadi. Ikkinchi holda yechiindan cheksizlikda 
uolga intilish talab qilinadi: и -4 0, r -»• 00 (Helmgholtz tenglainasidan 
tashqari).
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и funksiya yopiq soha G da garmonik deyiladi, qachonki bu sohada 
Д и =  0 boisa. и ikkinchi tartibli hosilalari bilan uzliksiz, soha chegarasida 
uzliksiz bo’lsa.

§2. Chegaraviy masala yechimining yagoualigi

Poisson tenglamasi uchun birinchi ichki masala - Dirichlet masalasidari 
boshlaylik:

A  и =  f. u|s =  u0.

Faraz qilaylik, bu masalaning yechimi ikkita bo’lsin: U| и г*2. Bu holda u =  
Mi — щ uchun

Aw =  0, w|s =  0 (5)

masalaga ega bo’lamiz. Quyidagi oddiy mulohazaga qaraylik:

J  dV(Vu)2 =  J  dVV(u4u) -  J  dVuAu =  j  й ~ dS =  0. (6)

a a a s

Oxirgi tenglikka o’tganda biz (5)-dan foydalandik. (V< i )2 > 0 bo’lishi gina 
mumkin, undan olingan integral (integrallasli sohasi ixtiyoriy) nolga teng ekan 
birdan-bir imkoniyat:

(Vm)2 =  0 —> й =  const —> «  =  0, G.

Demak, ichki Dirichlet masalasining yechimi yagona ekan.
Neumann masalasiga kelaylik:

du
A  и =  f, —

on
=  Щ.

s

Bu holda ham (6)-tenglik o’rinli bo’ladi, demak, yana ('S/й)2 =  0 bo’lishi kerak. 
Ammo bu galda

(Vu )2 =  0 —»• й =  const -> щ — U2 =  const (7)

debgina yoza olamiz. Demak, Neumanning ichki masalasini yechimiga ixtiyoriy 
o’zgarmas sonni qo’shib qo’yishimiz mumkin ekan - yechim yagona emas.

Ammo Neumanning tashqi masalasi yagona yechimga ega, chunki bu holda 
cheksizlikda yechimning nolga intilishi kerakligi sharti и —»■ 0, r —> oo (7)-dagi 
constantaning nolga teng bo’lishiga olib keladi: const =  0.
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Neumann masalasi uchun yana bir shartga egamiz (Gauss teoreinasidan kelib 
chiqadi):

j  * L dS  =  j  rtVAu = J  dVJ. (8)
s h с

Ko'rinib turibdiki, Neumann masalasi uchun chegaraviy shartlar ixtiyoriy 
boiishi mumkin emas, ular (8)-shartga bo‘ysunishi kerak. Masalan, Laplace
i englamasi uchun

j ,  ~ d S  =  j )  u\dS =  0 (9)

s s
boiishi kerak, aks holda chegaraviy masala noto‘g‘ri qo‘yilgan boiadi.

Helmholtz tenglamasiga oiaylik. Agar cheksiz fazodagi toiqin tenglamasida 
vechimning vaqtga bogiiqligini monoxromatik desak tenglama bir jinslimas 
Helmholtz tenglamasiga aylanadi:

d2u
2 -  Au =  -Аттр => и ~  exp(±ick0t) => Au + k' û =  4тгp.

Mu ammo shundan iboratki, sin (kr)/r funksiya. bir jinsli Helmholtz 
tenglamasining yechimidir. Bu degani, Helmholtz tenglamasining yechimlariga 
и ->• 0, r —> oo shartning qo’yilishi ularni bir qiymatli aniqlab bera olmaydi.

7.1-mashq. VIII.8-mashqning natijasidan foydalanib, shi(Ar)/r funksiya Au  f  k2u — 0 
tonglamaning ycchimi ekanligini ko’rsating.

Yechimning yagonaligini ta’minlash uchun ular Somrnarfeldning2 nurla- 
nish shartlari deyiladigan quyidagi qo’shimcha shartlarga bo’ysundiriladi:

Oil
u(x,y, z) =  0 (l/ r ), —---- iku =  o(l/r), r —» oo

- tarqaluvchi toiqin;

Ou
u(x, y, z) =  O (lf r ) ,  —— f- iku — o(l/r), r —> oo

- yig’iluvchi toiqin3. Bu shartlarning kelib chiqishi quyidagicha. Faraz qilaylik, 
uzoqdan bir chegaralangan sohaga (jismga, nishonga) yassi toiqin егк'Г tushsin, 
shu nishondan akslanib tarqalgan toiqin yetarli darajadagi uzoq masofada 
sferik toiqin ko'rinishiga ega boiadi:

p ik r

------ h o ( l / r ) .
r

v: Arnold Sommerfeld (1868-1951) - n<*mis fizigi. Rus tilida - Зоммерфсльл-
va o(jr) bclgilarnmg ma’nosi quyidagicha: 0 (x )/ x  —>■ A <  oo, x  —> oo va o{x)/x —» 0, x  —> oo.
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Paydo bo‘lgan f  (т/г) funksiya sochilish amplitudasi deyiladi. Ko'rinib 
turibdiki, ushbu tarqalgan to'lqin yagona bo'lishi uchun Sommerfeldning 
birinchi sharti bajarilishi kerak.

§3. Doira uchun ichki va tashqi chegaraviy masalalar

Doira uchun ichki va tashqi Dirichlet masalalarini ko’rib chiqaylik:

Ait =  0, a radiusli doiraning ichida, u\p=r =  f.

Bu yerda и =  u(x,y), f  =  J'(x,y). Doira uchun inasalani qutb koordinat 
sistemasida yechish qulaydir. Laplace tenglamasining qutb sisteinasidagi 
ko’rinishi:

1 а (  аи\ 1 д2и ,

Eslatib ketaniiz /г =  х2+у2, х =  р cos ip, у =  р sin ip. Yechimni Fourier metodi 
bo’yicha qidiramiz:

u(p,<p) =  R(p)<f>(ip). (11)

В uni (10)-ga olib borib qo’ysak,

Ф(у) d (  dR(p)\ R(p)d4(<p) 
p dp \ dp J p2 dtp2

tenglainani olamiz va uni quyidagi ko’rinishga keltiramiz:

P d (  dR(p)\ _____ 1 _ (РФ(p) _ 2
R(p) dp у  dp )  Ф(<р) dip2

=  A (13)

Chap tomondagi A2 konstanta yuqorida ko’p marta muhokama qilingan 
mulohazalar asosida paydo bo’ldi.

Shu bilan (lO)-xususiy hosilali tenglamani ikkita to’liq hosilali tenglamalar 
sistemasiga keltirdik:

(14)

Bu sistemadagi tenglamalarniiig ikkinchisining yechimi

Ф(<£) =  Acos(Xip) +  Bs'm(Xip). (15)

no



u(p, <p +  27t) =  u(p, ip)

boiishi kerak, ya’ni,
Ф(а»,¥> +  27г) =  Ф(р, ip).

Demak,
A =  n, n =  0, ±1, ±2,...

boiishi kerak. (14)-sistema.ning ikkinchi tenglamasi A =  n butun sonlarga 
bogiiq boigan quyidagi ko’rinishli yechimlarga cga boiib chiqdi:

Фгt(<p) =  An cos(nip) +  Bu sm(n<p). (16)

Masalaning radial qismiga kcdaylik:

Masalamizning yechimi bir qiymatli boiishi uchun

%  -  n‘R W  =  0 (17) 

Uning yechimini R, =  pP ko’rinishda qidirsak p. =  ±n  ekanligini topamiz. 
Demak, (17)-tenglamaning eng umumiy yechimi

Rn(p) — Cnpn + Dnp n +  E\np

ko’rinishga cga boiishi kerak. Bu formuladagi oxirgi had n — 0 holga to’g ’ri 
keladi. Ichki masala haqida gap ketayotgan boisa, D„ =  0, E  =  0 (p =  0 
da yechinming cheklanganlik shartidan), tashqi masala haqida gap ketayotgan 
boisa, Cn =  0, E  =  0 (p =  oo da yechinming cheklanganligi shartidan). 
Topilgan yechimlarning xususiy sistemalarini yozib olaylik:

“ n (p, -p) =  Pn (An cos (tup) 4- Bn sin (nip) ) , p < a;
(18)

un(p, Ф) — p n (An cos (тир) 4- Bn sm(ntp) ) , p > a.

Umumiy yechim mana shu xususiy yechimlarning chiziqli superpozitsiyasidan 
iborat:

oo

“ (p. ¥>) =  £  Pn (An cos(n^  +  Bn sin(ra^)), p < a;
n~0

(19)
OO

■u(p, ip) =  £  p n (Л„ cos (nip) 4- Bnsin(n<p)), p >  a.
n  - 0
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Лп va Вп koeffisientlami chegaraviy shartlardan topamiz:

OO
u(a, tp) =  y ;  a±n (/lncos(r^) +  Bn sin(mp)) =  /(<p). (20)

7 7 = 0

/(</>) ni Fourier qatoriga yoyaylik:

OO
/(<P) =  У  +  Щ  cos(nyj) +  Pn sin(mp)) (21)

7 1 = 1

Bu yerda

2тг 27t 27t

« 0 =  ~ J  / M 'V ,  an =  “  J  f(<p) cos (nip) dtp, Pn =  ^ J  f(<p) sin (np)dip. 
о о 0

(22 )
(19)- va (21)-formulalarni solishtirsak, ichki masala uchun:

•4n =  ? ,  A . =  ^ ,  Bn =  f\ ,  n =  1,2,3,... (23)
2 a71 a71

va tashqi masala uchun:

A ) =  y ,  j4„ =  ana'\ Bn =  f3nan, n =  1,2,3,... (24)

ekanligini topamiz. Shularni hisobga olib, yechimlarni yana bir marta yozib 
olaylik:

oo n
“ (P. V) =  7  +  E ( a )  (a "  cos(n^) +  ftn s in (n^ )), p <  a;

(25)
*=1

OO / \ n
u(P><P) =  V  +  S  ( ~  ) K.cos(n<p) + /0„sin(n(p)), p > « .

 ̂ „ i VP/

7.1-misol. Au =  0, u|s =  j4cos</? inasalani p =  a doiraning ichida 
yeching.

f(ip) =  A cos ip funksiyani Fourier qatoriga yoysak faqat ct\ =  A, va boshqa 
hamma kocffisientlar uchun a„ =  0, fin =  0 ekanligini topamiz. Demak,

p  X
u(p, ip) =  — COS Ip =  —.

а а,

J 12



fin
=  /■

Neumann masalasiga. kelaylik:

дч
dp

Tenglamaning yechimi o‘sha (18)-formula orqali aniqlanadi, bajarilishi shart 
bo'lgan (9)-formula doira uchun

2tt

J  dip}(a, <p) =  0 (26)

о

ko'rinishga ega boiadi. Bu shart,ni qanoatlantirmaydigan masala to‘g‘ri 
qo'yilmagan masala boiadi, uning yagona yechimi mavjud emas. Ichki masala 
uchun chegaraviy shart

OO

Да, V) =  E  na" J (A ncos(nip) +  Bnsin(nip)) =  A\ cos ip +  Hi sin</?+
71= 1

4-2 aA% cos(2 if) +  2 nB2 sin(2< )̂ +  Зо2Л3 cos(3^) +  3 a2B3 sin(3y>) +  ■ • ■

ko'rinishga ega boigani uchun До koeffisientni chegaraviy shartdan aniqlab 
boimaydi. Bu (7)-fonnuladan keyin muhokama qilingan noaniqlikning o‘zidir. 
Oxirgi formulani (21)-formula bilan solishtirsak, Dirichlet masalasidagi (23)- 
formulaning oiniga

A ^71  r ,  Pn л г» оAn ~ Г, Bn ~  ., _1 : 71— 1, 2,3, ... 
па11 1 nau 1

formulaJarni olamiz. Umumiy yechim

00 1 71
u(p, -  ( - )  (ct„ cos (nip) +  pn Sin(ny)) +  C, p < a

 ̂n \aJ
71— 1

ko'rinishga ega boiadi, bu yerda C- noaniq konstanta.
Tashqi Neumann masalasida bunday noaniqlik yo‘q, limp-*» и =  0 sharti 

Ao — 0 boiishiga olib keladi. Yechim

° °  1 /  CL \  П
u(p, tp) =  - a  Y ]  -  ( -  I (an c°s(nip) +  Pn sin(nip) ) , p >  a 

koiinishga ega boiadi, bu yerda (24)-forinulaning o‘rniga



ifodalarni ishlatdik. an va /3n lar (22)-Fourier formulalaridan topiladi (n — 0 
dan tashqari).

Mashqlar.
7.2-m ashq. Ichki va tashqi Dirichlet masalalarining yechimlarini quyidagicha 

birlashtirib:

, , ao . / < \ , a ■ t \\ i Г P/a> ichki masala;
“  P. Ч>) ~  T f  I- У , 1 (O n «» (n V ’)  +  Pnsm(nip)); t = { r ' ’2 '  I G//9, tashqi masala,n=l v

va cosn<pcos(nt//) +  sin (n (p )sin (nv) — cos(n(ip -  ф )) formuladan foydalanib quyidagi. 
Poisson formulalarini keltirib chiqaring:

u(p. ip) =

u{p,<p) =  '

7Г

h j

/ Ы ,  p ~  o..

^  p>a,
2i: J  p2 — 2ap cos(<p -  ф) +  a2

.  f i v ) ,  P  =  a .

7.3-mashq. Birlik aylana ichida quyidagi Diriclilct masalasini yeching:

Au =  0, u (l, ip) — cos2ip.

7.4-mashq. Birlik aylana ichida quyidagi Dirichlet masalasini ycching:

A u  =  0. г/.(1, ip) =  cos4ip.

7.5-mashq. Birlik aylana ichida quyidagi Dirichlet masalasini yeching:

Au — 0. u(l. ip ) — sin3̂ .

7.6-masbq. Birlik aylana ichida quyidagi Dirichlet masalasini yeching:

Au  — 0, u ( l ,  tp) —  s i n V  4  cos°<p.

7.7-mashq. R  radiusli aylana ichida quyidagi Neumann masalasini yeching:

л „ Эи |
Au  =  0, —  |r=H =  Лсо8<|?.

(26)-bajarilganmi yo ‘qmi?
7.8-mashq. R  radiusli aylana ichida quyidagi Neumann masalasini yeching:

л 9u
Au  =  0, -3 -  г=я =  Acos2 i,3. 

or
(26)-bajarilganmi ycrqmi?

7.9-mashq. R  radiusli aylana ichida quyidagi Neumann masalasini ycching:

dv, ,

9r Ш'^'
(26)-bajarilgamni yo‘qmi?

(27)

( 2 8 )
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§4. Helmholtz tenglamasi -  doira uchun chegaraviy 
masala

Doira uchun quyidagi xususiy qiymatlar masalasini ko'raylik:

— Аи = А и, и = 0 .
fj=a

Qutb koordinatlarida masala quyidagicha ko‘rini.4hga ega:

1 д ( ди\ 1 d2u . .
7Г +  2 я 2 +  Xu =  °> w(“ ’ v )  =  o. p ap \ op J pz opi

Nomaium funksiyani u(p,(p) =  R(p)Ф(^) ko‘rinishda qidiramiz, natijada 

Ф "(</?) +  рФ (у?) =  0, Ф(у?) =  Ф(<  ̂+  2тг)

(29)

p2R"(p) +  pR'(p) +  (Ap2 -  ц) R(p) =  0, R(a) =  0 

masalalarga egamiz. Birinchi masalaning yechimi yuqorida muhokaina qilingan 
((14) (16) forniulalarga qarang), bu yerda u yechinming boshqa formasi 
(julayroqdir:

Ф »Ы  =
imp n =  0,1,2,...

Ikkinchi tenglama Bessel tenglamasidir, uning yechimi Jn(\/\p). Chegaraviy 
shart Jn(VXa) =  0 xususiy qiyinatlarni beradi: \f\a =  p f ‘\ , / =  1,2,..., 
bu yerda - Bessel funksiyasi ning nollari: =  0, I =  1,2,...
Masalan,

/ i f  =  2,4048...; /4°’ =  5.5201...; p f ] =  8.6537..., 

p[l) =  3,8317...; /41’ =  7,0156...; p{1] =  10,1735...

va h.k.
Shu bilan ikkinchi masalaning yechimlari ham topildi:

K lip ) =  c„lJn (/4nl“ )  •

(Фк(</?)} funksiyalar (0, 27r) intervalda to:liq va ortonormal sistemani tashkil 
qiladi, Rni(p) funksiyalarni ortonormal sistemaga aylantirish uchun cnk 
koi'di.sientlarni quyidagicha tanlab oli.sh kerak:

1

Cfll
M

J  'Г‘‘ f)dp =  ~?2
1 IE



Bu formuiani koltirib chiqarishda (28)-ishlatildi. Shu bilan (29)-masalaning 
norinasi birga keltirilga.il yechinilari sistemasi topildi:

v * a j u(i4n)) I

etnv (n)
unl{p,y) =  — ----- a/ . , Anl =  ^ ~ ,  n =  0,1,2,...; / =  1,2,...

~  • ,(n)\ a2

(30)
Bu funksiyalar to'plami to‘liq ortonormal sistemani tashkil qiladi: (unk,u,rii ) =
finmdki-

Yechilgan inasalaning fizik ina’nosiga kelaylik. Quyidagi ikki oichamli 
to'lqin tenglamasi

«tt -
2 (  d2 d2 \

-  c2A  u  =  0

ning doira ichidagi statsionar yechimini topisli kerak bo‘lsin:

u(t, x, у) =  е~ш1й(х, у).

Bu holda й uchun Helmholtz tenglamasini olamiz:

,2
Ай +  к2й =  0, к2 =  — .

<r

Ko'rilyotgan masala - chetlari rnahkain biriktirilgan membraiianing tebran- 
ishlari masalasi, topilgan yechimlar sistemasi (30) - radiusi a bo‘]gan 
membranadagi turg'un to'lqinlar, garmonikalar. Umumiy yechim (e_<brt ning 
haqiqiy va mavhum qismlarini alohida yechim sifatida olamiz)

u(x, y, I) =  (ani cos(u„it) 4 b,u sin
j  ( em4> 
n V ' a ) 6 ,, с (

“>nt =  ~
n,t •/n(/4’l))

a

(31)
ko‘rinishga ega. a„j va koeffisientlar boshlang‘ich shartlardan topiladi.

Garmonikalar (30)-formulada kompleks ko‘rinishda berilgan, tebranishlar ni 
o‘rganish uchun yechimning haqiqiy qismini olamiz: Reu. Vll.l-rasmda 
cos (nip) ko’paytuvchi bilan bog’licj bo’lgan manzara n =  1, 2,3 hollar uchun 
ko’rsatilgan. "4 " ishorasi kosinusning musbat bo’lgan sohasi, ishorasi 
kosinusning manfiy bo’lgan sohasi. Agar inembrana sirti muvozanat. holatida 
shu varaq sirti bilan mos tushsa " +  " deb belgilangan sohalarda membrana 
sirti varaq sirtidan yuqoriga ko’tarilgan bo’ladi, ishorali sohada esa 
teskari - pastga tushgan bo’ladi. To’g ’ri chiziqlar sirt tebranishi amplitudasi
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V H .l-rasm : M em brana tebraiiish lariga oid

VII.2-rasm: Jo va J\ uiug gratiklari

nolga teng boigan sohalar. Ammo bu hali hammasi emas. r ,0 0 0  ->o va Jy
Iies.sel funksiyalarining grafiklari VII.2-rasmda ko’rsatilgan. Ko’rinib turibdiki 
liessel funksiyalari nxarkazdaii tarqalayotgan va iriarkazdan uzoqlas^gan sarj 
amplitudasi kamaya borayotgan turg'un toiqinlarrii ifodalaydi. $>lm y j j  |_ 
va VII.2-rasmlarni (garmonikalarning yuqori hadlariga mos keluvchi Vasmlarni 
ham) o’zaro ko’paytirsak, membrananing garmonikalari haqida ttusawur olgan 
boiamiz. VII.3-rasmda J-i(^p/a) cos(3tp) turgim toiqinga moR keluvchi 
uianzara, ko'rsatilgan. " - f" va ishoralarning va to‘g‘ri chiziqlarnij^ m a »n o s j 

yuqorida tushimthilgandek. Membrana W34 chastota bilan tebrau^jj ya’nj
lii.smda koiatilgan mauzarada " -I-•" va ishoralar 0/’3i chastota h;. ’ ' < • ь oi IJi|an о nil
ulmashinib turadi.

7.2-misol. Radiusi a boigan va cheti mahkamlangan membra,,ul ucjlun
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VII.3-rasm: .7з(д^p/a) coe(3y?) turg‘un tollqinga mos kcluvchi manzaxa

tebranishlar masalasi quyidagi boshlang'ich shartlarda yechilsin:

1. Boshlang'ich chetlanish u(p, 0) -■ AJo(pf}p/a) ga teng, boshlang'ich 
tezlik nolga teng.

2. Bashlang‘ich chetlanish va hoshlang‘ich tezliklar faqat p ning funksiyasi:

u(p, 0) =  f (p ), ut(p, 0) =  F(p).

Yechim.
1. Boshlang'ich tezlikiiing nolga tengligi (31)-formulada b„i =  0 ga olib 

keladi. anl koeffisientlar quyidagicha aniqlanadi:

f  7  о Л  (/ 4 " - )
ank — A / dpp / dip Jq̂  p/a)----------a =  ЛЗщПды.

I  {  \[ъа

Demak, yechim:
(0),

u(p, L) =  A cos — —  JQ ■
a \ a)

2. Bu holda (31)-formulada.gi koeffisientlar quyidagicha aniqlanadi:

a,и =  [  d2pf(p)unl(p, ip) -  --- I  dppf(p)J0 (/if0- )  J„,0;
■' a2ji W ) {  4 °

a

b,u =  77- /  d2pF(p)u„i(p, tp) =  —— —  [  dppF(p) Jo (//7(0)- )  <W  
шт J a2u]vlJ2(nf>) J v t»/
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OO

u(p>L) = 5Z  (“ «г cos(aj0;0 +  6()( sin(w<Mt)) J0 •

Masalaning yechimi:

i=i

§5. Helmholtz tenglamasi — tortburchak uchun chegar­
aviy masala.

Helmholtz tenglamasini yechisliga oid bir misolni ko’rib chiqaylik:

d2u cPu .
-T^ +  T 2 =  “ Am> u r. =  0, tte- <h/ (32)

0 <  x < I, 0 <  у < m.

Bu (x, y) tekislikda to’rtburchak ichida berilgan Dirichlet masalasi. Tort­
burchak chegarasi L da noma’lnm funksiya nolga teng. Shu vaqtning o’zida 
bu masala xususiy qiymatlar masalasidir, chunki bu masalaning yechimi har 
qauday A uchun ham rnavjud bo'lavermaydi. Masalaning yechimini

u(x,y) =  X (x )Y (y )

ko’rinishda qidiraniiz. Bu bizga quyidagini beradi:

* ' ( * ) .  n « )  , (B ,
а д  +  y (y )  ~  A' (33)

Bu tenglamaning mumkin bo’lgan ko’rinishlaridan biri:

Bu yerda biz yangi noma’lum doimiy fi ui kiritdik. Natijada, biz ikkila xususiy 
qiymatlar masalasini olamiz:

X"{x) +  MX (x )  =  0, X (0 ) =  X (l )  =  0;
(35)

Y"{y) +  v Y (y )=  0, Y (0) =  Y(m ) =  0, «/ =  A -  ц.

Bunday masalalarni yechishda tajribamiz bor. Birinchi satrdagi maslaning 
yechimi

kir4 2
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qiymatlar uchungina, ikkinchi satrqadi masalaning yechimi esa 

qiymatlar uchungina mavjuddir. Demak, A ham ixtiyoriy emas:

Yechimlarni ham keltiraylik:

X k(x) =  V r  sin Yj(y) =  # sin —
V « I V m rn

Umumiy yechim:

. knx . jny
Ф ,  У) =  Х к(х )¥ЛУ) =  X ]  -77=  sil1 - ~ sm -

rn,

\Xk) va { Vj}  to'plamlar to‘liq sistemalarni hosil qiladi, demak, masalaning 
boshqa xususiy qiymatlari va yechimlari yo‘q. Akj xususiy qiymatlar karrali 
bo‘lishi mumkin, uning karraliliga

M  _i_ jZ l — M  4. jZL 
/2 m2 Z2 m2

tenglamaning butun sonlardagi yechimlarining soniga bog'liq bo'ladi. Masai an,
I =  m =  1 hoi uchun A55 ning karraligi uchga teng: A55 =  A71 =  A|7.

7.10-m ashq. Laplace tenglamasi Au — 0 ning 0 <  x <  a, 0 <  у <  b to ’rburchak ichidagi 
yechimini toping. u(x,y)  shu to ’rtburchak chogaralarida quyidagi qiymatlarni qabul qiladi:

Tty nx
u(0, y) — Asin-^-, u(a, y) =  0. u(*, 0) =  .У sin— , u(x. b) =  0.

§6. Shar uchun Dirichlet va Neumann masalalari.

Radiusi n bo'lgan shar uchun ichki va tashqi Dirichlet va Neumann masalalarini 
yechaylik. Masalalarning qo‘yilishi quyidagicha. Ichki masala:



Ko‘rilyapgan sohada и £ С 2, chegarada esa и £ С  - Dirichlet masalasi uchun 
va и £ С 1 - Neumann masalasi uchun. Neumann masalasi uchun

J  dSf =  a2 J  dtt f (0 , ip) =  0

boiishi ham kerak.
Haqiqatda §2.7.-paragrafdagi (72)-formula Laplace tenglamasining sferik 

sistemadagi yechimlarim beradi, ammo u yerda chegaraviy shartlar muhokama 
qilinmagan edi. Tushunarliki, ichki masala haqida gap ketayotgan boisa, (72)- 
ning birinchi (rn ga proporsional boigan) qismini olishimiz kerak, tashqi masala 
haqida gap ketayotgan boisa (72)-ning ikkinchi ( r ' “ 1 ga proporsional boigan) 
qismini olishimiz lozim.

Chegaraviy shartni ifodalaydigan funksiya / =  ni sferik funksiyalar
bo'yicha qatorga voyamiz:

oo m=n p

f (0 , ¥>) =  £ £  * ) ,  Л™  =  J  с1П УтГ ( в , ip)f(0, <p).
n= 0  m = —n

Aytilganlarni (shu jumladan, §3.-paragrafdagi chegaraviy shartlarning muhoka- 
inasiiii) hisobga olib, quyidagi natijalarga kelish mumkin:

Dirichlet ichki masalasining yechimi:
oo m —n

u(r, 0,<р) =  У2 Y  AnmYn‘(0, </?)> Г < a;
n= 0 m = —n

Neumann ichki masalasining yechimi:
O O  in - l l

u ( r , 0,<p) =  V  -  ( - ) ” V  AnrnY ’"(0, v ) + C ,  r <  a; 
z '  n \aJ
n—1 m ——n

Dirichlet tashqi masalasining yechimi:
oo m—n

u(r, 0, *>) =  0  " E  А птУ ” ‘(в, y ) ,  r >  a ;
n—0 m — -n

Neumann tashqi masalasining yechimi:
oo - m = n

u(r, 0, V») =  -  £  ^  ( £ ) "  £  ¥>), »• >  «•
n =0  rn -  n

Paydo boigan hamma qatorlar yaqinlashuvchi boiadi va o‘zining yaqinlashuv 
sohasida tekis yaqinlashuvchi boiadi, buning isbotini 13J kitobning §25 dan 
topish mumkin.
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Bizga asosining radiusi a va balandligi li bo’lgan bir jinsli silindr berilgan 
bo’lsin. Quyidagi hollarda silindr temperaturasi u(r, z) ni toping:

1. Quyi asos va yon sirt temperaturalari nolga teng, yuqori asos 
temperaturasi faqat r ning funksiyasi;

2. Quyi asos temperaturasi nolga teng, yon sirti issiqlik o’tkazmaydi, yuqori 
sirti temperaturasi /(r);

3. Quyi asos temperaturasi nolga teng, yon sirti temperaturasi nolga teng 
tashqi muhit bilan bilan sovutilyapti, yuqori sirti temperaturasi f (r ) .

Bu masalaning qo'yilishi IV.S-mashqda muhokama qilingan. Bu yerda esa shu 
masalaning yechimi muhokama qilinadi. Masala silindrik simmetriyaga ega. 
shuning uchun tenglamani silindrik sistcmada yozamiz:

§7. Silindrda barqaror issiqlik taqsimoti masalasi

Masala.da <p ga bog’liq bo’lgan shartlar yo’q, shu sababdan tenglamadagi 
ikkinchi had barn bo‘lmaydi:

Д и =  0 =>■

Tenglamani topdik. Chegaraviy shartlarni yozib olaylik:

1. u(r, 0) =  0, u(a, z) =  0, u(7\ h) =  /(■/ );

2. м(r, 0) =  0, ur(a, z) =  0, u(r, h) =  /(r);

3. u(r, 0) =  0, uT(a, z) =■- —nu(a, z), a >  0, u(r. h) =  f (r ) .

Yechimni
u(r, z) =  R(r)Z (z )

ko’rinishda qidiramiz. Bu holda

tenglamalarni olib, ulardan quyidagi sistemaga kelamiz:

Z"(z ) -  A2Z(z) =  0
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Bu sisteinaning yechimlarini topish oson:

Z (z ) =  ci ch(Az) +  C2sh(Az), R(r) =  c3J0(Ar).

Chegaraviy shartlarni qo’llaylik. Uchala holda ham Z (0) — 0 bo’lishi kerak 
bo’lgani uchun C\ =  0 deb olisliiliz kerak, demak,

Z(z) =  c2sh(Xz).

Shu bilan xususiy yechimning umumiy ko’rinishini topdik:

u(r, z) =  cJo(Ar) sh(Az).

Qolgan chegaraviy shartlarni qo’llashga o’tamiz.
Birinchi masala:

u(a, z) =  0 => ./o(Aa) = 0  => \na =

Demak,
OO

u{r, z ) = J 2  СтЛ sh (/4,П)“ )  •
П=-1

Ikkinchi chegaraviy shartni ishlataylik:
oo / »

■u(r, h) =  f ( r )  =  Y2 СгЛ sh w 40)-
П~1 '

Bessel funksiyalarining (27)- va (28)- xossalarini ishlataylik: 

j drrf(r )J0 (/4a)0 = sh j drrJo « )  Jo (M"0>D =
0 n=1 (I

=  ^Cfcsh ( , / f ^ )  a2(J i (^ 0)) )2, 

chunki ) — 0- Shu bilan c„ koeffisient ham topildi:
a

----------- -— 7------г  [  drrf(r)Jo ( uj!'1- )  ■
a2 j? U 0))s  h(vL0)% )/  [  n)

To’liq yechim:

~  2Jo Ы',']г/а) sh ( $ ]z/a\ j
n{r,z) =  ~ ... , 7m----- 71m---- V -  / drrf ( r ) J* f e  ' )  •

t l  a2 J{(fj,n ) sh (//1 /t/rtj •/ V nJ
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Ikkinchi masala: Bu gal ikkinchi chegaraviy shart quyidagicha: 

uT(a, z) =  0, => ^n(Ao) =  -  Ji(Aa) =  0. 

Demak, \a =  /1 - ./j ning nollari. Yechim:
OO

u(r, z) =  Y  c-nJo (/4,"^) sh ( / 4 ^ )  •
П—1

Yuqori asosdagi chegaraviy shart:
°C , .

u(r, h) =  f ( r )  =  с-тЛ (fln)7̂ )  sh Ы п ] -
n = l  '

dan cn larni topamiz:

To’liq yechimni topdik: 

u{r, z) =
2J0 |[l^r/a^J1 sh |̂/in W a)

а2Л2(М")) sh 1

Uchinchi masala:
Bu galda chegaraviy shart murakkabroq:

ur(a, z) =  - au(a, 2), о  >  0. 

Buni quyidagicha yozishimiz kerak:

> ) +  fJfJg(Afl) — 0.

Agarda J(, deb, uning argumenti bo’yicha hosilani belgilasak, yuqoridagi 
tenglama quyidagicha yoziladi:

■ Ф а )  +  —./u(Aa) =  0.

Hosil bo’lgan tenglamaning ycchimlarini A„ deb belgilaylik. Yana yuqoridagi 
amallarni bajarsak, cn koeffisienti uchun quyidagi ifodani topamiz:

2
Cn

a2( l  +  а2а2/А2)./ц(А„)
0

a

J  drrf(r )JQ ( a „ 0  .
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VIII BOB. GREEN FUNKSIYASI METODI

§1. й-funksiya

Matematik fizikada moddiy nuqta, nuqtaviy zaryad, zaryadlangan sirt, va h.k. 
shunga o’xshash ideallashtirilgan tushunchalar ko’p uchrab turadi. Bunday 
kattaliklarniiig zichligini oddiy funksiyalar yordamida ta’riflab bo’lmaydi.

Masalan, massasi rn ga teng bo’lgan moddiy nuqta tushunchasini ko’raylik. 
Agar chekli massa bir nuqtada joylashgan bo’lsa, (shu nuqta koordinat boshi 
bo’lsin) uning zichligi uchun

(1)

deb olishimiz kerak. Tabiiyki, bunday funksiyaga oddiy funksiyaga qaragandek 
qaray olmaymiz - uni na. differensiallash mumkin, na integrallash. Vaholangki. 
jismning zichligidan olingan integral shu jismning massasini berishi kerak:

/d3xp(r) =  m. (2)

Demak, uuqtaviy kattaliklarniiig zichligiga boshqacha yondoshishimiz loziin. 
Buning uchun biz tajribada biror jismning nuqtadagi zichligini o’lchaganda 
haqiqatda shu nuqtaning kichik atrofida bo’lgan o’rtacha zichliknigina o’lcha.y 
olishimizni eslashimiz kerak. Odatda shu o’rtacha zichlik nuqtadagi zichlik deb 
e’lon qilinadi. Shunga asosan nuqtaviy zarra zichligi haqida gapirganiinizda 
uning massasini yetarli darajada kichik bo’lgan e radisuli shar bo’yicha bir 
tekisda taqsimlangan deb qarab, uning o’rtacha zichligi uchun (zarraning 
massasi birga teng m =  1 va u koordinat boshida. joylashgan deb olaylik)

Pe(r) 4те3’ (3)

О, Г > £.

ifodani ko’rish tabiiyroqdir. Albatta, e — > 0 limitda biz yana o’sha(l)- 
formulani olamiz, ammo (l)-dan farqli o’laroq bu gal pf dan hajm bo’yicha
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olingan integral shu hajmdagi massani beradi:

J pc(r)d'x (4)

Ana endi e —> 0 limitga o’tishimiz mumkin! Bundan ko’rinib turibdiki, e — >
0 limitni nuqtadagi limit ma’nosida tushunish, ya’ni, (3)-formulada bevosita 
e — > 0 limitga o’tish to’g’ri natijaga olib kelmaydi. Bu limitga (3)-funksiyani 
integrallaganimizdan keyingina o’tishimiz mumkin.

Shu inulohazadan xulosa qilib {p e(r), e — » 0} limitni sust limit ma’nosida 
tushunaylik. Bu degani, e — >• 0 limit faqatgina integral ostidagina ma’noga 
ega: ya’ni, bu limitga integral ostida р£(т) funksiyamiz boshqa ixtiyoriy bir

uzluksiz funksiya yj(r) bilan kirgandagina o’tainiz: {  J  pe4>d3X,E — -> o|. (3)- 

ta’rifdan keltirib chiqarish qiyin emaski,

(5)

Darhaqiqat, </?(r) funsiyaning uzluksizligi shuni bildiradiki, ixtiyoriy tj > 0 
uchun shunday e >  0 topiladiki, |r| <  e boiganda |[<£(r) ~ </?(0)]| <  rj . 

Natijada,

3

47T£3
J  Pe(rMr)d3X -  tp(0)

J  \<р(т)-<р(0 )\сРх<т1

J  И г ) -  V’ (O)] d3: <

(6)

47ГЕ3
jx|<e

ni olamiz. Demak, < (̂0) son f  d3rip(r)pe( r )  =  (<p, pE), e — > 0 ketma-ket.likning 
sust limiti bo’lar ekan. Ixtiyoriy uzluksiz </>(r) funksiya uchun bunday limit 
uning noldagi qiymati tp{0) ni mos qo’yar ekan.

Xuddi shunday, inassasi birga teng m =  1 nuqtaviy zarracha г  =  Гц nuqtada 
joylashgan bo’lsa, uning zichligi sifatida quyidagini qabul qilamiz:

3
-— |r - r 0| <  e; 

p£{Г -  Го) =  (7)

о, |r -  Го I >  £.

126



(G)-ni koltirib chiqargandek

Hm() / (>,(r -  To)ip(r)(fx =  tp(r0) (8)

ekanligini ham tekshirib ko’rishiiniz mumkin.
Bunday hoi matematikada quyidagicha ta’rifianadi: {/j£(r ),e  — > 0} ketma- 

ketlikning hukI. limit i yetarli darajada sillitj bo’lgan ip(r )  funksiyalar ustida 
aniqlangan chiziqli funksional v?(r0) ni bcradi *.

Har gal {рг(г),£ — > 0} deb yozib o’tirmaslik uchun

belgi kiritaylik. Bunda biz (birlik massali) nuqtaviy zarrachaning zichligini

p (  r) =  £(r)

deb belgilagan bo’lamiz. Massasi m bo’lgan zarracha uchun esa

p( r) =  m^(r)

deb yozishimiz kerak. Yangi kiritilgan 6— funksiyaning asosiy xossasi 
quyidagichadir:

ko’rinishda ham yoziladi. Yangi kiritilgan funksiya Dirakning deltn- 
funksiyasi deyiladi.

Agar Гд., к =  1, 2, 3,... nuqlalarda joylashgan nik diskret massalar sistemasi 
berilgan bo’lsa, bu sistemaning zichligi

lim pe(r) =  d(r) £-->0

(9)

Buni ko’pincha
{6, <p) =  <p(0) (10)

П

k= 1

formula orqali ifodalanadi. Ko’rinib turibdiki,

П

V

1 Funksional deganda biror bir f ( x )  funksiyadan olingan va shu funksiyaning ko’rinishiga bog'liq bo’lgan 
aniq integral - songa aytiladi.
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bo’ladi.
Xuddi shunday, nuqtaviy zaryadlar sistemasi ha<]ida gap ket.sa,

П
M r ) = £ e kJ ( r - r k)

*--=1

deb yozishimiz kerak.
Biz ko’rdikki, nuqtaviy inassa va shunga o’xshash tushunchalarni kiritish 

uchun sust limit tushunchasidan foydalanishimiz kerak. Bunday kattaliklarning 
nuqtadagi qiymati haqida gapirishning ma’nosi yo’q - bu shu kattaliklarning 
fizik ma’nosiga ham to’g ’ri keladi. Yuqorida aytganimizdek, tajribada faqat 
o’rtacha, ya’ni, integral kattaliklar o’lchanadi - kiritilgan J—funksiya ham xuddi 
shunday ma’noga ega.

Biz <5- funksiyani uch o’lchamli holda kiritdik, uning xossalarini bir o’lchamli 
holda o’rganish osonroq. Shuning uchun shu paytgacha aniqlagan xossalarni bir 
joyga yig’aylik:

1 £( \ f1. 6 {x  -  Xo) =  < n , 
1 0 , x /  x n.

OO

2. J  d x d (x  — xo) =  1;
— OO 

OO

3. J  d x f ( x ) 8 ( x  -  .t0) =  /(.To).

— OO

Birinchi xossa shartli ma’noga ega.
Uch o’lchamli 5—funksiya quyidagicha aniqlanadi:

й'(г ~ го) =  S(x -  x0)S(y -  yo)S(z -  zo).

Ba’zi -bir hollarda u <5® (r — ro) ko’rinishda ham belgilanadi.
Ko’pincha 6—funksiya oddiy funksiyalarning limiti sifatida ham ko’riladi. 

Fizik masalalarni yechganda ba’zi hollarda shunday qilish maqsadga, muvofiq 
boiadi. <5-ni oddiy funksiyalarning limiti sifatida berish uchun yuqoridagi uch 
xossaning bajarilishini tekshirib ko’rishimiz kerak. Shu maqsadda eng keng 
taiqalgan to’rta misolni ko’raylik va yuqoridagi uchta xossalarning e —> 0 da 
bajarilishini tekshiraylik (/ (x ) funksiya uzluksiz va cheksiz tartibdagi uzluksiz 
hosilalarga ega deb qaraymiz):
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I. Birinchi misol: SJx) =  4 “£ ’ , .
w  1 0. \x\ > e.

1. lim<S£(.r)
c-->o =  (  “  I  o,

oo, x =  0;

1*1 Ф o.

2. J  6£(x)dx =  J  -j^dx =  1.

- o o  - e
OO £

3. j lim I  f(x)6£(x)dx -  f (0 ) <  lim —  I  \f(x) -  / (0)
I e->0 J  e-И) J  I

—эо — £

11  / X'̂  \
II. Ikkinchi misol: 6e(x) =  —= -e x p  [ — r ) .

v/тге V £/

1. lim ie( i )
£ —>o

Г oo, x =  0; 
t 0, |*| ф 0.

2

2- 7 ;  J r x p {  ■ ? ■ ) “  7 ?  I exp ( V )  %  =  L

3.
1 /• 1

/(x)cte -  /(0)

<

oo 

-o o ОС

^  J  exp ( ?/2) |/(ej/) - /(0)1 dy - »  0, £ ->• 0.

Uchinchi va tortinchi misollar sifatida quyidagilarni olamiz:

. , , sin(ei)
III. be{x) = -------- , e -*  oo;

IV. de(x)

7ГХ

1 e
£ 0.

(11)

7Г X 2 +  £ 2 ’

Bu funksiyalar uchun ham uchala xossalarning bajarilishini bevosita tekshirib 
chiqisli mumkin.

Keltirilgan misollardan oydinki, <5-funksiya juft funksiyadir:

6(r  x) =  6{x). ( 12)

(5-funksiyaning hosilasini ham sust limit ko’rinishida kiritish mumkin. 
Buning uchun yana asosiy funksiya f (x )  laming yetarli darajada silliqligi va



ohoksizlikda yetarli darajada tez nolga intilishini ishlatamiz:

OO OG

(<*'>/) =  J  dx5'(x)f{x) =  <5(.x)/(a,')|^X) -  J  dx6(x)f'(x) =  -/ '(0 ). (13)
—OO - OO

Va shu mulohazani davorri ettirib, umuman olganda,

( * (n), f )  =  ( ~ l ) nf (n)(0) (14)

bo’lishini topish mumkin. Bu xossani

S ^ (x ) f (x )  =  ( - l ) ”fM (0 )6 (x) (15)

ma’noda ham tushunish mumkin. Xususan, n =  0 holda:

S(x)f{x) =  6(x)f{ 0). (l(i)

Umumlashgan funksiyalar ichida ong ko’p tarqalganlaridan hiri t.ot.a- 
funksiyadir (pog’onacha):

0{x) =  {  o! *  >  ° ;x < 0.

В u fimksiya uchun

■^0(x) =  5{x) (17)

ekanligini isbot qilaylik:

OO OO

(9\f) =  f  dxe '(x )(x )f(x ) =  0 (x ) f (x )\ \  -  j  df(x) =  /(0).

- O O  0

Л-funksiyaning Fourier tasvirini topaylik. Buning uchun

OO

3(x) — J  dk6(k)exp(—ikx)
— ОС

formuladan uning teskarisiga o’tamiz:

OO

S(k) =  J  dxS(x) exp(ikx) =  1. (18)
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Ya'ni, S - funksiyaning Fourier-tasviri birga teng ekan, bu esa bizga 6 - 
funksiyaning eng mashhur tasawuririi beradi:

OO

fi{x) = 77" f dkexp(-ikx). (19)2тг J
— oo

I in tasavvurdan foydalanib S(x) funksiyaning yuqoridagi uchinchi limit 
iormasini keltirib chiqarishimiz mumkin:

J-j

5{x) =  lim —— I dkexp(-ikx) =  lira
L~too 27Г J  L - > o c

sin (La:)
—>oo ТТХ

Uch o’lehaiuli S—funksiyaning integral tasavvurini topavliki: 

й'(3) ( г )  =  6(x)S(y)r)(z) —

oo oo oo

j dkxexp(-ikxx) j dkyexp(-ikyy) J  d.kzexp(-ik2z) =  ^

Mu formula mateniatik fizikada ko‘p ishlatiladigan formulalar qatoriga kiradi.
8.1-mashq. Quyidagini isbot qiling:

d'[o(x -- x0)] =  O 'K 1 ~  -T«)-

8.2-rnashq. Quyidagini ko'rsating:

«(/(*)) = = °-

Avvalgi misol sliu niisolning xususiy holiclir. Agar / (x ) =  0 tcnglainauiiig yechimlari bir 
nochta bo'lsa, {х\, i =  1 ,2 ....}

ho'ladi.
8.3-inashq.



funksiya uchun lim,,^,*, Sn(x)  — (5(x) ekanligini ko'rsating.
8.4-m ashq. Sferik (r, 9, tp) sistemada c5(r -  r (1) funksiya

5 (r — r0)<5(cosf9 -  cos90)/>(if — <p0)

bo‘lishini ko'rsating.
8.5-m ashq.

 ̂ m—oo

5 (^ i -  y>2) =  —  exp [ im fa  -  ip2)\
1П——ОС

ckanligini isbot qiling.
8 .6-m ashq. 0-funksiya uchun quyidagi tasavvurni isbot qiling:

OO

в(х) = ^ -  f
1 2m J

, e'XT f  1, x > 0; 
dr—  --< 0, *<0 .

§2. Chiziqli difFerensial operatorning fundamental 
yechimi (Green funksiyasi)

Matematik fizika tenglamalariuni yechishning vana bir muhim metodi - Green 
funksiyasi metodidir. Bu metodni kiritish uchun ixtiyoriy chiziqli difFerensial 
tenglamani olaylik:

Lw =  f, (21)

bu yerda L - biror differensial operator, masalan,

d2 d2 d2 d2 

L - A  = d ^  + a f  + o ? '  yok' L =
va h.k. Noma’lum funksiya u(x) shu tcnglamaning yechimi qidirilayotgan 
sohada va uning chegarasida yet.arli darajada silliq deb hisoblaymiz.

L operatorning fundamental yechimi, yoki Green2 funksiyasi G(x) 
quyidagicha kiritiladi:

LXlG (xh x2) =  £(xi -  x2). (22)

x deganda n-o‘lchamli fazo vektorini ko'zda tutamiz: x =  {x l ,x2, x3, ...,xn}. 
n =  3 bo'lganda x г bo'ladi. Shunga yarasha <5(a"X — x2) -funksiya ham n- 
o‘lchamli funksiyadir. LXl deganimizda operator x\ argumentga ta’sir qilayapti 
demoqchimiz. Fundamental yechim mavjud bo’lsa (22)-ning yechimini bir 
zumda yozib olishiiniz mumkin:

i ( x ) = u 0( x )+  j  dx' G {x .x ) f (x ' ) ,  (23)

2George Green (1793-1841) - ingliz matematigi. Rus tilida Грин.
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Ьщ — 0.

Isbot:

Lu,(x) =  J  fix' L(7(x,x') f (x ' )  =  J  dx1 t)(x -  x') f (x ' )  =  f (x ) .  (24)

щ(х) haddan chegaraviy shartlarni qanoatlaritirisli uchun foydalanish 
mumkin.

Quyidagi teorema differensial operatorlarning fundamental yechimlarini 
topishda muliim rol o'vnaydi:

Teorema:
e(ly - “  v .

lunksiyalar
d d2 n
di + a va W‘ +a

operatorlarning fundamental yedhiinlari bo'ladi.
Isbot:
Bevosita hisoblab toparuiz:

e(t)e al =  -  a6{t)e at +  a(){t)e al =  S(t)e~al =  6(t).

Bu yerda 16-- va 17- formulalar ishlat.ildi.
Tcoremaning ikkinchi qismini isbot qilish uchun quyidagidan boshlaylik 

(Z (t ) - ixtiyoriy ikki marta diffcrensiallaiiuvchi funksiya):

^ № ) Z { 1 ) )  -  6\L)Z(t) +  26{t)Z\t) +  0{l)Z"(l) =  -6{L)Z\t)+

+2 S(l)Z\l) +  0 (t)Z"{l) = 6(t)Z\t) +  0{t)Z"{L) =  6{t)Z\0) +  0(t)Z"{t),

bu yeida 15-formula n =  1 va n =  0 hollarda ishlatildi. Oxirgi natijadan kelib 
cliiqqan holda, quyidagini olamiz:

I>u yerda Щ)(х) bii jinsli tenglamaning ycchimi:

( d? Л  ч sin at Wl.
U + ° r “ )—  (25)

Teorema isbot qilindi.
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I^aplace operatorining fundamental yechimini topish uchun

Д С (г) =  ^ ( г )  (26)

t^nglamani yechish kerak. Buning uchun Fourier alrnashtirish rnetodidan 
foydalanamiz:

/ , p i- _  Г M l .

^ ) 3G(k) exP (—':k • r), <5(r) =  J exp(—гк • r). (27)

J3irinchisini (26)-ga olib borib qo’yaylik:

/ ( f lk - f  ffil-
^ з С (к )Д е х р ( - г к  r ) =  j  ^ ^ ( _ k 2)G(k)exp(-?:k • r).

(28)
£>emak,

/ { f ik  - f  r f ik
^ у 5( - к 2)С (к )е х р (-гк -г ) =  J  — -е х р (- г к  • r),

yc>ki,

О Д  =  - p  (29)

formulaga kelamiz. Shu bilan Laplace operatorining Green funksiyasining 
integral tasawuri topildi:

\ I f  d3k . ,

с{т) =  ~ Ш ч  ^ exp(~ ?k ' r )- (3°)

Ammo bu integralni bevosita hisoblash cheksizlikka olib keladi. Shuning uchun 
„D in g  o‘rniga

^  . . 1 Г d3k

C-‘ (r) = “ (SjS j  РТд5еХр(" ’к ■ Г) <31>
nj hisoblayiniz va oxirida A -> (J limitga o’tamiz. к iazoda sferik koordinat 
si^temasini kiritib, к va r vektorlar orasidagi burchakni 0, deb belgilaylik:

OO 2 27Г 7Г

G*(r ) =  - Щ з  /  j j q r x 2 J dV f  d9exp(-ikr cos0) =  
о о 0

oo
1 f  k d k  ,

=  " №  J {eM ik r )  -  ^ ~ ikr»  =
0

§3. Laplace operatorining fundamental yechimi
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JL f  (exp(ikr) -  exj)(—ikr)) =  — -—
2(2л)2гг ./ fc2 +  A2 ' "  4ttr

—OO
( )xirgi integralni hisoblashda chegirmalar nazariyasi va Jordan lcmmasidan 
loydalandik. Integral ostidagi funksiya к — ±гА nuqtalarda birinchi tartibli 
qutblarga ega3, birinchi integralni hisoblashda к — +гА qutb olinadi va Jordan 
Iciumasi bo'yicha kontur yuqori yarim tekisiikda joylashgan yarim aylaruna 
bilan to'ldiriladi. Ikkinchi integralni hisoblagaiida к =  — i\ qutb olinadi 
va Jordan leminasi bo'yicha kontur quyi yarim tekisiikda joylashgan yariin 
aylanma bilan t,o;ldiriladi. Oxirida A nolga intiltiriladi. Demak,

ning yechimini topisli mumkin. (23)-formula bo’yicha bu tenglamaning yeehimi

ga teng. Elektrostatikada nuqtaviy zaryad uchun / (r) -- p(r) =  e<5(r) 
okanligini hisobga olsak,

JNima uchun boshidar. Л — 0 deb olish mumkinmasligi endi tushunarli - bu holda integrallash konturi iJkki

maxsus nuqtalarga kiruiaydi.
1 U us tilida Кулон. Charles- Augustin do Coulomb (14.06.1736 - 23.08.1806) (Шарль-Оттоетсн де К улон )

(32)

yoki, umumiyroq formada

(33)

ckan.
Shu natijadan foydalanib, Poisson tenglamasi

-  - / (34)

(35)

ifodani olamiz. Bu - Coulomb4 qonuni. 
Hisoblaiimizdari kelib chiqadiki.

Д - =  -47rd’(r).
r

(37)



Bu formulani bcvosita tekshirib ko’raylik. lining uchun sferik koovdinat 
sistemasiga o'ta.ylik. Agar г ф 0 bo Isa.

Al  =  7‘ 1  ~ 0

ekanligiga ishonch hosil qilamiz. r — 0 nuqta maxsus nuqtadir, bu nuqtada 
hosila olib bo’lmaydi, amino Gauss teoremasidan foydalanib (37)-ning o’ng 
tomonida delt.a-funksiya borligini ko’rsatishimiz mumkin:

j d 3r A -  =  J  rf'Vdivgrad- — -  J  dS ■ г/г3 =  —in.
Oxirgi ikki formula (37)-ning yana bir isbotini beradi.

§4. Ikki o‘lchamli Laplace operatorining Green funksiyasi

Ikki o'lchamli Laplace operatorining Green funksiyasi (72

A 2G2(x,y) = G2(x,y) = S(x)S(y) =  d(r)
formula orqa.li aniqlanadi.

G2(r) =  ~ ln  r
Z7T

ekanligini isbot qilaylik. Bu esa

Д 21пг =  2тп)(г) (38)

ekanligini ko‘rsatishga teng. Fsbotni uch qismga bo'lamiz. Birinchidan,

Д 2 In r =  ( r i -  In r  J = 0 . г ф 0. 
r o  r \ or J

Ikkinchidan, Д 2 In r dan ixtiyoriy И radiusli doira, bo'yicha integralga Gauss 
teoremasini qo‘llaymiz:

2tt

j  d2rA 2 In r =  <j> dS • V  In r =  К J  d<p-jj = 27r.
' S »

Ikkita oxirgi natijadan delta-funksiyaning birinchi va ikkinchi xossalari 
bajarilganligi kelib chiqadi. Ixtiyoriy cheksiz silli<j / (r) funksiya uchun uchinchi 
xossasini tekshiraylik:

J  сP rA 2 In r/ (r) =  j  d2r A 2 In r [/(r) -  /(0) +  /(0)] =  27г/(0)+
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г =/ 0 da Д 2 In г =  0 bo‘lgani uchun integralga faqat r =  0 nuqtaning 
atrofi hissa qo‘shadi. Shuning uchun integralni kichik e radiusli doira 
bolyicha integralga almashtiramiz va integrallash o‘zgaruvchisi ustida r =  ef 
almashtirish bajaramiz. Bunda integral 0 <  f  <  1 bo'yicha olingan bo‘ladi:

J  d2r Д 2 Inr [/(r) -  /(0)] =  J  d2f  Д21пг [/(er) -  /(0)j 0.

Shu bilan (38)-formula isbot qilindi.

§5. Multipol yoyilma

Bizga VHI.l-rasinda ko'rsatilgan zaryadlar taqsimoti berilgan bo‘lsin. Shu 
zaryadlar sisteinasining P  nuqtada hosil qilgan elektrostatik potensialini 
topaylik. Elektrostatik potensial uchun tenglama

Д ^ =  - p

ga Green funksiyasi (33)-ni qo‘llasak, potensial uchun

* < R > =  i / r r V r

yechim kelib chiqadi. Agar sisteina. diskret zaryadlardan tashkil topgan bo'lsa,

y ( R )  =  ± . у
4-7Г  Z - J  R  -  r a

a

bo'ladi.
p(r) - cheklangan zaryadlar taqsiinotiga inos kelsin, ularni o‘z ichiga olgan 

sohaning o‘lchami a kuzatish nuqtasigacha bo‘lgan masofa R  ga nisbatan kichik 
bo‘lsin: a -C R. r <  a bo‘lgani uchun г < й  bo'ladi. Undan tashqari

|R — r| — V (R  -  r)2 =  v 'B 2 -  2R • r +  r2 =  R ^ - ^ cosO + Q 2

i) burchak R  va г vektorlai orasidagi burchak. Bundan kelib chiqadiki, integral 
ostidagi 1/|R — r| ifodaga Legendre yoyilmasi (35)-ni qo‘llash rnuinkin:

+ J d 2r  Д21пг [/(г) — /(0)].

1 1 n = 0
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VUI.l-rasm : Zaryadlar taqsimoti

^ (R ) =  h  I  -0 v \ d3r =  ^  dVp(r) ©  p" (cos,?)-

(VIILl)-rasmdagi burchaklarga diqqat bilan qaraylik. Sforik sistemada

dAr =  drr2d6 sin Od.fi.

demak,

oo 00 71
^ (R ) =  ^  J  drr2P(T) J  (iesin (9 J  d<fi ( ^ j  Pn(cosi9).

u=0 0 0 0

Qo‘shish tcoremasi (78) bo'yicha (1.3- va VUI.l-rasmlarni solishtiring)

4тг "Fn(c°si/) =  _ _  Y” \0 , ip )Y r(V ,  Ф),
m— n

bu yerda (9, 9?) burchaklar г vekfcor {0 - г va z-o‘qi orasidagi burchak) bilan 
bog'liq, (0 . Ф) burchaklar R  vektor (0  ~ R  va 2-0‘qi orasidagi burchak) bilan 
bogliq. Qo'shish formulasini integralga qo‘yaniiz:

Shu bilan potential quyidagi ko'rinishga keltirildi:

t . 1 / Л

<̂ R ') ~  4^7? ft"V  2 n +  1 ^  У,‘ 0̂ ’ =
П — 0  771—  — f l

(39)
OO

=  5 :  ̂ R )  =  Vм +  v<1’ +  ¥>« +  ■■ . ,
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______________  ОС 7Г 27Г

Qn =  drr2+n J  do sin 0 j dipp(T)Y"l(6,ip) (40)

о о 0

v a  _ _

^ ’(r ) = 4 ^ T l / S r t w ^ 0.*)-
m=—n

Olingan yoyilma (39) multipol yoyilma deyiladi. Ma’lum bir n uchun m 
suni m - n dan m — 4-n gacha bo‘lgan 2n +  1 ta qiymat qabul qilgani 
uchun Q™ lar 2n + 1 ta komponentaga ega bo'lgan kattalikni tashkil qiladi, ular 
sistemaning 2u-pol momentlari deyiladi - n =  1 da dipol, n — 2 da kvadrupol, 
n =  3 da oktupol va h.k. Agar sistemaning to‘liq zaryadi noldan farqli bo‘lsa 
yoyilma

= -----  f  d3rp(r) =  ———
*  4tt R J  11 1 AnR

haddan boshlanadi. Undan keyingi had

^ (1) =  h  ш ( g r l y f l * + Q ? y " * + g W *) >

sistemaning dipol momentiga mos keladi. §2.11.-paragrafda yechilgan inisollar 
mana shu multipol momentlarga tegishli edi.

8.7-m ashq. 1.4-misolning natijasidan foydalanib dipol inoment.i d  va (Q7\ m — — 1,0,1) 
lar orasidagi bog‘lanislilar quyidagicha bo‘ lishiiii ko‘rsatmg:

dZ} Qy “  — +  idy}, Q }  ~  — idy).

8.1-inisol. VIII.2-rasmda ko‘rsatilgan zaryadlangan halqaning elektr 
maydon potensialini toping. Halqaning to'liq zaryadi - q, halqaning radiusi
- a, A - kuzatish nuqtasi.

Zaryad taqsimoti quyidagicha ifodalanadi (delta-funksiyaning sferik sis- 
temadagi ifodasi VIII.4-mashqdan olingan):

p(r) =  \ 5 (r  — a)8(cos0).

Bu ifodani (40)-ga qo‘yamiz:

.------------- oo 1 2n

Q n = Q \ J ^ ~ J d r r n6 { r - a )  J  <i(cosfl)A(costf) J  d<pY.™{0,<p).
0 -1 0

bu yerda
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Sfcrik funksiyaning (GQ)-ifodasidan foydalanib у bo'yicha integralni birinchi 
hisoblaylik:

n(0) uchun (I-bobdagi 46)-forinuladan foydalanamiz, natijada a-radiusli 
zaryadi q boigan halqaning potensiali

§6. Xususiy funksiyalar, xususiy qiymatlar, Л-funksiya va 
Green funksiyasi

Chiziqli L operator berilgan bo‘lsin. fpn(x ) funksiyalar uning (A„ xususiy 
qiymatlarga lnos keluvchi) xususiy funksiyalarining ort.onormal sistemasini 
borsin:

2л

0

Demak, multipol momentlarning faqat 
m — 0 bo‘lgan hadigina noldan fartjli 
bo‘lar ckan:

X  Ammo P2u+1 (0) =  0 (I-bobdagi 45-
forinulaga qarang), shuning uchun inul- 

Vlll.2 rn.sm: Zaryadlangan halqa tipol momentlarning faqat juftlari qoladi:

R > a,

ko‘rinishda ifodalanishini topamiz. Albatta, R a, masofalarda

bo'ladi.

L<pn(:e) =  \„<pn{x). 
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:r deganda, /c-o'lchamli fazo vektorini ko'zda tutamiz: x =  {.ть x2, X3, x * , } .  
к =  3 boMganda x —> r bo'ladi.

(5-funksiyani quyidagi yoyilrna ko'rinishida qidiramiz:

Л(.т, -  x2) =  5Za„(;r2)v?„(a;i),
П

an(x2) — noma’lum koeffisient.lar. Bu formulaning ikkala tomonini ip*m(x\) ga 
ko'paytirib x,\ bo‘yicha integrallaymiz. Chap tomondan

OO

J  dxi ^ „ ( x , ) ^ !  -  x2) =  V*m(x2)

kclib chiqadi. 0 ‘ng tomondan (ipn laming ortonormalligidan)

E “ - w  j  <f‘xi ^*„(xi V n(x i) =  am(x2)
П

kclib chiqadi. Demak,

<5(2:1 -  X2)  =  ^  (41)
П

ekan.
Quyidagi birjinslimas tenglaina berilgan bo'bin:

L-0 +  A'(/j =  -p. (42)

Bu tenglama uchun Green funksiyasini quyidagicha ta’riflaymiz:

(L  4- A)G(xi -  x2) =  й'(х| -  x2).

Green funksiyasini L operatorining xususiy funksiyalar orqali ifodalaylik:

G(x, -  x2) =  У ^Ь „(х2)^„(х|).
П

Ko'rinib turibdiki,

(L  +  X)G(xi - x2) =  Y  K (x2)(Xn +  \)<pn(xi) =  ^  (p*n{x2)ipn(x 1).
71 П

Demak,

Tl
(42)-tenglamaning yechimi uchun quyidagiga egamiz:

■ф(х) =  - J  dnx' G{x -  x')p(x') =  ~



§7. Helmholtz tenglamasining Green funksiyasi

Quyidagi tenglaina Helmholtz5 tenglamasi deyiladi:

Д ^ (г ) +  к2ф(т) =  -4тгр(г). (43)

Laplace operatorining xususiy funksiyalari va xususiy qiymatlarini 
{vs„(r), -A;2} deb belgilaymiz:

Д^п(г) =  -*%<рп(т), n =  0,1,2,.... (44)

Helmholtz tenglamasining Green funksiyasini

G(ri -  гг) = ^ 2  bn(r2)y„(r1).
Ti

ko'rinishda qidiramiz. Helmholtz operatorining unga ta’siri i-ftmksiyani beradi: 

^ 2  ьп (? г ) { -к1 +  А2)^п(п) = d(ri -  r2) = ]T  ̂ ( r 2)^ (n ).
П 11

Helmholtz operatori uchun Green funksiyasini topdik:

G ( r i _ r j)  =  E « | t e M .  (45)

n 4

Agar bu forrnulada k2 - 0 deb olsak, Laplace operatorining Green funksiyasini 
topgan bo'lamiz. Rostdan ham, quyidagi funksiyalar

¥" (r ) =  '

(44)-ning yechimlarining ortonormal sistemani hosil qiladi. Bu funksiyalar (44)- 
ning yechimi ekanligini va ularning ortogonalligini ham tekshirish qiyin etnas:

(<?»(r), <Pm(Г)) =  - ~ 3  J  d3rei{k" k” ) r =  <5(kn -  km).

Demak, (45)-dan к2 — 0 hoi uchun quyidagini olainiz:

7 Tl 71
Agar to‘lqin vektorlari uzluksiz sistemani hosil qilsa, yig'indining o'rniga 
integralga o‘tish kerak:

5R u s  tilida - Гельмгольц

I?
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Laplace operatorining fundamental yechimi uchun (30)-formulani qaytatdan 
oldik.

Helmholtz operatorining Green funksiyasiga o'taylik. Uni ham Laplace 
operatorining xususiy funksiyalari orqali topamiz. Boshidan uzluksiz 
impulslarga o'tib (k„ q, Helmholtz tenglamasidagi к hilan adashtirmaslik 
uchun), quyidagini olamiz:

G(rj -  r2) = k l
d?q

(2t )3 J k2 — q2
*q (r i-r2)

Integral ostidagi funksiya q2 =  k2 nuqtada qutbga ega, bu maxsus nuqta 
integrallash konturining ustida yotibdi. Shuning uchun uni aylanib o'tish yo'lini 
ko'rsatishiiniz kerak. Haqiqiy o‘q ustidagi maxsus nuqta - qutbni aylanib o‘tish 
yo‘lini quyidagicha tanlab olainiz:

G (rj -  r2)
(2t t)

lim /
7Г)Л £->() /

dq
k2 +  ie — q2

- iq (r i- r2)

Bu holda qutblar q2 =  k2 +  ie tenglama orqali aniqlanadigan yangi nuqtalarga 
ko‘chib o;tadi. г - cheksiz kichik bo‘lgani uchun ularni q\ — к +  ie va q2 =  
—k - i e  deb belgilaymiz. Yangi qutblar haqiqiy o‘qdan q kompleks tekisligining 
yuqori va quyi yarimtekisliklariga siljiydi. Ularning yangi holati V III.3- 
rasmda ko'rsatilgan. Shu rasinning o‘zida Jordan lemmasidan foydalanib, q\

lm q
© lm q

I\\

c.

\
® \

Re ч \ ®
-k -ie //

У

(?)

Re <7

V III.3 -rasm : H elm holtz operatorin ing G reen funksiyasiga oid

va q2 qutblar uchun konturlarni qanday yopish kerakligi ko'rsatilgan: Jordan 
lemmasidan kolib chiqadiki radiusi cheksizga intiltirilganda C+ va C_ konturlar 
boyicha integrallar nolga teng.
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OO 7Г 2tj

G (ri-r2) =  J L jjm  J  j  sin yrW exp (-гг/In - r2|cos0) J  #  =
0 0 0
oo

=  W f r ,  - r 2| - 0  /  (exP ("W lr i -  r2|) -  exp (ig|ri -  r2|)) =
0

oo

=  2i(2jr)! !n  -  nl ЙХ /  ^  - f f i -  fe (exp -  r,l) -  exp(>,|r, -  r,|)).
—OO

Integralni q\ qutbni inobatga olib hisoblasak,

G (r! -  r2) =  -  — j—^------ Г exp (гЛ|г! -  r2|) (46)
l7r|r, -  r2|

formulani olarniz, c/2 qutbni inobatga olsak,

G(ri -  r2) =  - - -  t—1------ ; exp (—г/с|г) -  r2|) (47)
47Г|Г] -  r2\

javob topiladi. Bu ikki funksiyalar o'zaro koinpleks qo‘shmadir.
8.8-mashq.

ДС(г) +  k2G{ г) — Д(г)

tcnglamaga (46)- va (47)-formulalarni qo‘yib bovosita liisobla.sli orqali bu tenglamaiiing 
bajarilishini ko‘rsating.

§8. Green formulalari

Elliptik tenglarnani eliegaralangan sohada yechganimizda chegaraviy shartlarni 
hisobga olishimiz kerak. Green funksiyasi metodida bu ish quyidagicha 
bajariladi.

Bizga ikkita м(г) va v(r) funksiyalar berilgan bo’lsin. Masalaning yechimi 
qidirilayotgan sohani (7 deb va uning chegarasini 5  deb belgilaylik. Unda

u, v  £  C 2(G ) ,  u , v e  (7 (5 )

Integralni hisoblaylik:
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I  d V u A v=  J  dVV(uVv) -  J  dvVu • Vw =  J  u V v dS -  J  dVVu ■ V v  =
V V V S• V

-  / "  f H ® -  I dVVu • Vu
s v

(48)
fonnulani keltirib ohiqarishiiniz niumkin. Ba’zi-bir hollarda bu formula 
Greenning birinchi formulasi deyiladi. Agar bu formulada и va v 
funksiyalarning o ’rinlarini alrriashtirib olinganini yuqoridagidan ayirsak,

J  dV(uAv - vA7i) =  J  (̂ u~q----- u——J dS (49)
V s

fonnulaga kelamiz. Buning noini Greenning ikkinchi formulasi.

§9. Chegaraviy masalaga Grceri formulalarini qo’llash

Quyidagi chegaraviy inasalani ko’raylik:

Au =  f ( r) € G, ^ a ~  +  ftu ĵ =<p(r). (50)

• Agar a =  0, ft ф 0 bo'lsa bu Dirichlet, masalasi;

• Agar rv ф 0 , ft =  0 bo’lsa bu Neumann masalasi;

• Agar q  Ф 0, ft ф 0 bo’lsa bn uchinchi chegaraviy masala.

Albatta, bar bir masala ichki yoki tashqi bo‘ lishi mumkin. Bu baqidagi 
informatsiya G sohaning ta’rifida bcrilgau bo'ladi, deb qaravmiz. Masalan, 
G solia R. radiusli shaming ichi desak, ichki masala haqida gap ketayotgan 
bo’ladi. G soha shaming yoki ellipsoidning tashqarisi deyilgan bo‘ lsa, tashqi 
chegaraviy ma.sala haqida gap ketayotgan bo'ladi.

Green funksiyasidan esa quyidagilar talab qiliuadi:

A G  =  6 e G ,  ( ^ a ~ + / 3 G j  = 0 .  (51)

deb talab qilamiz. Gauss teoremasidan foydalanib,
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Avvalgi paragrafdagi (49)-formuIada. u(r) =  6’(r — r(l) deb olaylik. 
ДС(г -  r0) =  <5(r — го) ni hisobga olsak, quyidagiga kelamiz:

« Ы  =  J d V G { г -  r0) /(r )  +  J Э ^ г - д )  _ c ( r _  j 8 » ( p ) 
on ' on

dS.

(52)
го nuqta G  sohada yotibdi. Ikkinchi integral chegara S  bo'yicha olinadi, integral 
ostidagi r o ‘zgaruvchi mana sliu S shining ustida yotadi. n normal S sirtiiing 
bar bir nuqtasida unga perpendikular bo'lgan yo‘nalishga ega.

Agar birinchi chegaraviy masala ko’rilyapgan bo’lsa,

(7 =  0 , и

bo’ladi va yechim quyidagi holda aniqlanadi:

u(r0) =  J  dVG(r0 -  r)/(r) +  J  dSip(r

Ikkinchi chegaraviy masala uchun

dG | du
d n ! J’ dn

dG{ r0
On (53)

■ i p .

Ammo Green funksiyasiga qo'yilgan bunday shart Green funksiyasining ta’rifi 
bo‘lgan

A r(7(r — r') =  rt(r — r') 
formulaga ziddir, chunki bu formulaga Gauss teoremasini qo‘llasa.k,

J  d V A rG{ r -  r') =  J  =
shart kelib chiqadi. Shuning uchun Green funksiyasi uchun

dG l_ 
dn S

shart kiritish kerak, bu yerda S - V  hajmni o‘z ic-higa olgan sirtning yuz&si. 
Agar t.iishqi Neumann masalasi haqida gap ketayotgan bo’lsa, unda S =  oo 
va Green funksiyasi uchun ikkala shart bir xil bo‘iadi. Agar ichki Neumann 
masalasi haqida gap ketayotgan bo’lsa, uning yechirni

w(r0) =  J  dVG(rо -  r)/(r) +  (u)s -  f dSip(r)G(r0 -  r). (54)
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bo'lmli, bu yerda (u)$ - и funksiyaning S  sirt bo‘yicha o'rtacha qiyinati. Bu 
koustanta, ichki Neauman masalasi ixtiyoriy konstantagacha aniqlanganligini 

iniihokaina qilgan edik.
Uchinchi chegaraviy masala ucliun esa

du
On, — ---- u\s H---- , Tf“a c\ on a

u(r') =  I  dVG(r' — r ) / ( r )  — — I  dSG<fi<p. (55)
v s

(.Vi)-, (54)- va (55)- formulalar birinchi, ikkinchi va uchinchi chegaraviy 
i nasal alarning yechiinlarini beradi, ulardagi ikkinchi hadlar chegaraviy 
sliartlarrii o ’z iohiga olgan. Ularga kirgau Green funksiyasi G  Laplace 
tiprratorining cheksiz fazodagi Green funksiyasi l / ( —47r|r — r'|) ning o ’zi emas, 
balki (51)-rnasalaning yechimidir. Bu yechimni biz

G =  G0 4- w(r), G{)(r' -  r) =
1

4 7r|r' — r| ’
A v =  0 e  G

k<M inishda olishimiz kerak. Birinchi chegaraviy masala uchun G  

uchun I
1

=  0 bo ’lgani

|s 4тг|г' -  r| 

deb olishimiz kerak.

Misollar

o ’tkazgichdan tashqarida joylashgan zaryad

(VIII .4)-rasnming a) qismida o ’tkazgich sirtidan tepada turgan e, zaryadning P 
ku/.afish nuqtasida hosil qilgan potensialini toping. Masalaning qo’yilishi:

Atp =  -47re<J(r), ip\s =  0.

Ф )  =
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VlII.4-rasm : е  zaryad hosil (]ilgan potensial

Masalaiii ycchish uchun biz rnavhum zaryad —e kiiitclik, u t.ekislikdan pastda 
joylashgan. Elektromagnetizmda bunday metod akslantirish rnetodi deyiladi. 
Oydinki.

Д — =  — 47rd(r/) =  0,

chunki masala berilgan soha - sirtdan yuqorida yotadi, P  nuqtani yuqori yarim 
sirtning xohlagan joyida olsak ham liaimna vaqt r' ^  0 bo'ladi. Demak, <p(r) 
tenglamani ham, chegaraviy shartni ham qa.noatlantiradi.

T o ’g ’ri burchakli ideal o ’tkazgic.h uchim masala

Cheksiz to ’g:ri burchakli sohada joylashgan e zaryad hosil qilgan maydonni 
toping, to ’g’ri burchakning sirtida ip =  0. Bu masalaning yechimi

/ 1 1 1 1
tp =  e l --------- + ------------

\r  r ,  Г-2 r3

ko’rinishga ega bo’ladi ((VIII.4)-rasmning b) qisiniga qarang). Fiktiv zaryadlar 
Г], r2, Г3 nuqtalarga qo’yilgan.

§10. Issiqlik tarqalishi masalasi

§10.1. Issiqlik tarqalishi operatorining fundamental yechimi

Issiqlik tarqalishi (diffuziya) tenglamasining



umtimiy yechirnini topish uchun issiqlik tarqalishi operatorining fundamental 
yechimini topamiz:

(jft ~  а2Д)  =  6^ 6^ -  

l!u tenglamaning ustida uch o ‘lchamli Fourier almashtirishi bajarainiz:

j  d'r e,kr -  a2A^j G(r, i) =  j d ? r  егкт6(r)6(t) =  d(t).

Creen funksiyasi uchun quyidagi forinulani ishlatib:
. [  d^k - . . 

Ч г>0 =  у ^ р С И М ) е х р ( - г к - г )

(28)-formulani hisobga olib. yuqoridagi tenglamani

+  a2k2 ĵ G'(k, t) =  <5(i)

ko'rinishga keltiramiz. Bu tenglamaga §2.-paragrafning oxiridagi teoremaning 
birinchi qismini ishlatsak,

G{ k, t) =  0{l)e~a2kH

ekanligini darhol topamiz. Demak, izlanayotgan fundamental yechimning 
integral tasavvuri quyidagicha ko‘rini.shga ega ekan:

< 4 M ) - w  /

к vektor bo‘yicha integralni hisoblash qiyin emas. Buning uchun 
eksponentadagi ifodani to‘ liq kvadratga keltirish yetarli:

G(r,  t) =  0 (t) [  ^ e - a2(k +  W ( 2 a ^ - - 2/ (4 «20  =  ^ )  е- 4 Л .  
J (2тгг (2аутг0

§10.2. Cauchy inasalasining yochiini

( 'lieksiz fazoda ut — а2Дм =  /  tenglama uchun Cauchy masalasining yechimini 
Green funksiyasi yordamida ifodalab olishga hainma narsa tayyor. Cheksiz 
fazoda bu tenglamaga faqat boshlang‘ ich shart м (г,0 ) =  <*?(r) beriladi, 6- 
finiksiya yordamida bu .shartni tenglamaning o ‘ng tomonidagi manbaga qo'.shib 
qo'yishimiz mumkin:

t) -  o2Au(r, t) =  / ' ( r, 0 , / '( г ,  0  =  / ( г ,  0  ’+ <Ч1М Г)- (56)
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Ko’rinib turibdiki, bu formula boshlaiig‘ich shartni t =  0 vaqt moinentida ta’sir 
qiluvchi manba sifatida talqin qilishni taklif et.adi. Fizik mulohazalar nuqtai- 
nazaridan bu talqin manbaning ham, boshlang'ich shartning ham ma’nosiga 
mos kcladi. (5G)-formulalar issiqlik tarqalishi (diffuziya) masalasining ma’lum 
bir qo'yilishiga mos keladi. Bu masalaning yechimi (cheksiz fazoda, chegaralar 
yo‘q!) Green funksiyasi metodida quyidagicha ifodalanadi:

it(r, t) =  J  dr J  d3r'G( r — r' ,t — r ) / '( r ',  r )  =

(2̂ / ( Г ^ / АТ<Г' Т)еХР
г — гЛ  2

( 2 J (i -  t)V2 J J K ’ J 1 V 4a2(< -  r)
о

Bu formulaga / '  ning ta’rifini qo'yamiz:

“ ( Г' <) =  ( 2 /  A V (Г')еХР (  +

(57)

t

/  ( d 7 ) «  /  А '№ '- т > “ ■> ( -  4„ .(«  -  T;
(r -  r')

(58)

(57)-formulada integral ostida J(r) ni ishlatganimizda r  ni nolga yuqoridan 
intiltiramiz deb hisoblash kerak, buni odatda quyidagicha belgilanadi: r -> 0 . 
Olingan formula uch o'lchamli fazoga tegishli, uni bir o'lchamli fazo uchun yozib 
olish qiyin emas:

“ < M ) = /  4 tV (I ') cxi> ( -  ~ 4 ~ -^ f) +

. /  ( T ^ j w  /  dx'Kx', r )exp  ■

§10.3. Chegaraviy shartlar

Chegaraviy shartlarni inuhokaina qilish uchun issiqlik tarqalishi tenglamasini 
(3)-formada yozib olaylik (A: =  const deb olamiz):

cp—  =  kAu +  f . 
at
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Kslatib o‘tainiz, с - inuhitiiing issiqlik sig‘imi (muhitni iriuvozanatda turibdi 
deb qaraganimiz uchun с — c.p bo‘lislii kerak), p—inuhit. zichligi, к - issiqlik 
tarqalish koeffisienti. F- manba zichligi.

Muvozanatda turgan va uinumiy chegaraga cga bo’lgau ikkita muhit berilgau 
bolsin. Ikkita muhitning chcgarsida temperaturalar teng bo'lishi kerak 
(muvozanat shart.i):

Щ =  '«2-

I’ndan tashqari, bir muhitdan (fcj) chiqayotgan issiqlik oqiini ikkinchi inuhitga 
(Ar2) kirib kelayotgan issiqlik oqimiga teng bo‘lishi kerak. Ixtiyoriy sirt elementi 
r/S uchun bnni

jfcjVindS =  k,2V u 2dS

ko‘rinishda yozib olisli mumkin. Gradicntning sirt elementiga proyeksiyasi shu 
sirtga normal hosila bo'ladi, shuning uchun bu chegaraviy shartni

дщ du‘i 
^ =  ~dn

kvrinishda olisli qulaydir.
Agar muhitlar chegarasida tashqi issiqlik manbalari rnavjud bo'lsa

дщ du2 (s)
ky-:~------k2—-  =  q< '

on on

bo'ladi, bu yerda - manbaning sirt zichligi.

§ 10.4. Xususiy hollar

HosIilangMch tem peratura  faqat b itta  koord inataga  b o g ‘ liq

Faraz qilaylik, tashqi manba bo‘lmasin va

^(r) =  ip(x)

boisin. Bu holda u{x,y,z ,t)  temperatura ham koordinatlardan faqat x ning 
funksiyasi bo‘hb chiqadi:

“ ( I ’ 4  =  A V ( l ' )eXP I * 11» " )  =
OO

°^ )  f  , , , /ч (  ( x - x'Y\
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Biz bu natijani olishda yaxshi ma lum boigan

-ЭО
formulani ikki marta ishlatdik.

Endi faraz qilaylik. buturi boshlang'ich issiqlik x -  0 nuqta atrofidagi cheksiz 
kichik qatlamda mujassamlangan bol‘sin, bmii tp(x) =  <po<i>(:r) orqali ifodalash 
mumkin. Bu holda

Issiqlik (modda) x =  0 nuqtadan x =  / nuqtaga yetib borgan 
bo‘lsin, / nuqtadagi temperatura (konsentratsiya) boshlang‘ich temperatura 
(konsentratsiya) ipo bilan solishtirilganda sezilarli boiishi uchun eksponentadagi 
fakl.orning lari ibi bir alrofida bo'lishi kerak: l2/a?t ~  1. Demak.

Diffuziya masalalari uchun
I ~  VtD. (61)

Ya’ni, issiqliknirig (modda konsentratsiyasiriing) tarqalish sohasi o ‘lchamining 
tartibi vaqtdan olingan ildizga proporsional ekan.

Agar boshlang'ich temperatura (konsentratsiya) bitta nuqtadagina noldan 
farqli bo‘lsa (issiqlikning ma’lum bir miqdori r =  0 nuqtada inujassarnlashgan 
bo‘lsa),

tp{ r) =  4>0S{t)

bo‘ladi va (58)-forrnula bu holda quyidagi natijaga olib keladi:

/ \ 0(t) (  r2 \

t vaqt ichida issiqlik (modda) tarqalishi sohasi o'lcharni uchun (60)- va (61)- 
forrnulalar bu holda ham o'rinli, faqat endi / markazgacha masofani bildiradi.

Olingan formulaning fizik ma’nosini talqin qilaylik. Bu forrnuladagi <p0 
had o'zining kelib chiqishi bo‘yicha issiqlik manbai zichligi intensivligi F  bilan 
quyidagicha bog‘ langan:

F (r ,t )  =  cpip06(r)S(t).
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6—funksiyalarning o ‘lchamliklarini liisobga olsak, ( [<5(a:)] — [x]-1) cpipa ning 
o'lcbainligi issiqlik miqdori Q ning o'lchamligi bilan bir xil bo‘lib chiqadi ( SI 
sistemasida [Q] =  Joule, CGS sistemasida [Q] =  erg). Q =  1 deb olaylik, 
bu holda r =  0 nuqtaga t — 0 vaqt momentida (oniy) birlik issiqlik miqdori 
kiritilsa, u hosil qilgan temperatura /. >  0 da fazoda quyidagicha taqsimlangan 
bo‘ladi:

cpu. dan olingan integral butun issiqlik miqdori Q  ni berishi kerak, rostdan ham 
bu formuladan butun fazo bo'yicha integral hisoblasak, Q =  1 ш olamiz.

Y arim -fazodagi issiqlik taqsim oti: birinchi t.ur chcgaraviy  shart,

x >  0 yarim-fazo uchun birinchi chegaraviy masala berilgan bo‘ lsin: 
x =  0 sirtda ma’lum temperatura berilgan, uni nolga teng deb olamiz - 
u(0 , y, z; t) =  0 , x >  0 sohada temperaturaning boshlang‘ich taqsimoti berilgan
- u (x,y ,z ;0) =  tp(x,y,z).

Umumiy formulalarni qo‘llash maqsadida, masalaga x <  0 soha ham 
quyidagi yo‘l bilan kiritiladi: faraz qilaylik, t, =  0 vaqt momentida x <  0 
sohada ham temperatura taqsimoti berilgan bo'lsin, va u taqsimot

<p(-x, y, z; 0 ) =  -tp{x, y, z\ 0 ) (62)

shartga bo‘ysunsin. Bundan chegaraviy shartning t =  0 da avtomatik ravishda 
bajarilishi kelib chiqadi:

u(0,y,z ;0) =  v?(0 ,y ,z )  =  -tp(0 ,y ,z)  =  0 .

Boshlang'ich taqsimotning simmetriyasidan kelib chiqadiki, bu chegaraviy shart 
ixtiyotiy t >  0 da ham bajariladi. (58)-yechimda /  =  0 deb olamiz va dx' 
bo‘yicha integralni ikki qismga bo'lamiz: — oo dan 0 gacba va 0 dan oo gacha 
va (62)-shartni ishlatamiz:

o r - r t ' + e - ' ) *- 4 L - / d / = x P ( -  
(2aV^iy J J V 4a2f,

- О С  - O O

( x - x ' ) 2\ (  (x +  x')2
J  dx'ip{x',y',z') exp (  (XAJ r  )  ~ exp ( " 4a21
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Agar temperaturaning boshlaiig‘ich taqsimot i faqat x ga bo'gliq bo'lsa bu 
formulada y' va z' bo‘yiclia integrallarni hisoblab tashlash mumkin:

u(x, у, г; I) - m
2a\fwi,

OO

J  dx'ip(x') exp
An2t

exp
(.г +  x’f  

4 a2t

Y arim -fazodagi issiqlik taqsim oti: ikkinchi tur chegaraviy shart

Fazo x =  0 tekislik bilan ikki qismga bo‘lingan bo'lsin. Masalani quyidagicha 
qo'yamiz: x >  0 yarim tekisiikda boshlang'ich temperatura ip(x,y,z) 
berilgaii, x =  0 tekislik issiqlik o‘t,kazmaydigan bo'lganda x >  0 yarim 
tekisiikda temperatura taqsimotini toping. Bu shartlarni matematik ko'rinishga 
keltiraylik:

du dv
cpTt =  kAu ; щ(х, у, z) =  u(x, у, г; 0 ) =  ip(x, y, z), x >  0 ; —

:c=0
- 0 .

(03)
Chegaraviy shartni qanoatlantirish uchun masalani x с  0 sohaga siinmetrik 
ravishda davom ettiramiz, bunitig uchun boshlang'ich shartni

<p(-x ,y ,z) =  ip(x,y,z)

deb olsak, yetarlidir. Bu holda

dug
dx

dip{0 , y, z) __ d<p(0, y, z)
dx dx

bo'ladi. Masalaning sinunctriyaaidan ixtiyoriy vaqt momentida ham 
(du/dx) =  0 boiishi kelib chiqadi. Demak, boshlang‘ich shartni siinmetrik

x= 0
ravishda butun fazoga kengaytirsak, chegarviy shart bajarilgan bo‘lib chiqadi. 
Shuuing uchun (63)-masalaning yechimi (58)-formuladan osongina olinadi:

У, z ; t) =
0 ( t )

oo oo

(2«V7rZ)0  3 I  dy 7  dz' exp
— DO - o o

oo

■ J  dx'ip(x',y',z') exp
(x — x'): 

Aa2t

(,у -  y ' f  +  (z -  z1)1 
Ao?l

(x +  x')2 
4a21

exp

Chegaraviy shaft (du/dx) =  0 ning bajarilishi ko‘rinib turibdi.
lx= 0
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Ikkinchi chej raviy masalaning uir jmiy ko‘rinishiga o‘tish mumkin: x =  0 
chegarada vaqt ling ma’lum funksiya* bo'lgan issiqlik oqiini berilgan bo'lsin:

x--0

Boshlang ch : nart:
uQ(x ,y ,z )=  u{x,y,z\ 0 ) = 0 .

Agar be ,hlang‘ ich temperatura nc dan farqli bo‘lsa, uni yechimga qi f iib 
qo‘yish * iyin emas.

x =  ( tekisligida berilgan issiql' с oqimini shu tekislik bo'yicha taq> ini' jigan 
manba s- fatida qaraymiz: /  ~  q(t )<i(x). ( ) ‘ lchainliklarning tahlilida:

/  ~  ~  у q(t)6(x)

bo‘lishi kerakligini topish mumkin. Ammo bu manbadan chi ayotgaii issiqlik 
oqim ij  > 0 sohaga ham x <  0 sohaga ham ketayapti, h mir ,g uchua \iiii 2 ga 
ko'paytiiishimiz kerak:

2 o2
/  =  - -q(t)6(x) =  — q(t)6(-,)

Manba uchun bu formular (58)-ga qo‘ysa.1 b ri gan masalaning yechimi 
topiladi (integral ostida y ,?  larga bog'liqlik уУ q V j ‘lga«i Ufchtm ular b‘oyicha 
integrallab tashlandi):

t
/ \ a f  dr . (  x 2 \

u (x ,y ,z -t)  =  — j= / • yr .....i(r j exp —— --- ------- - .
к ф г / у /Г -т  ' (f — т))

Masalan, x =  0 nuqtadf. ((y, 21 tr dslikda h temperatura.



§11.1. To‘lqin operatorining fundamental yechimi

Ucli o ‘lchamli fazoda to'lqin tarqalishini (ll)-teriglama ifodalashirii keltirib 
cbiqargan edik. U tenglaniada a parametr to'lqin tarqalishi tezligi edi. Endi 
uni с harfi hilan belgilaylik. Quyidagi operator

B2
c2dt2 c?dt2 dx2 dy2 dz2

D ’Alembert, yoki to ‘lqin operatori dcyiladi. Shu operatorning fundamental 
yechimi G(l, r) ni topaylik. Uni quyidagicha ta‘riflaymiz:

( ^ 2  “  Д)  G ( t ,r ) =  S ^ (tT ) .

Bu yerda to'ft o'lchamli delta-funksiya o'zining odatdagi ma’nosiga cga: 
S^(t, r) =  <5(i)J(r). Tenglania ustida yana uch o'lchamli Fourier-almashtirish 
bajaramiz:

J  d3r e‘kr ~ а2Д^ G{r,t) = J  £ r  e'kT6{r)6{t) =  6{t).

Green funksiyasini ham u h o‘lcharnli Fourier-integraliga yoyamiz:

G(r, t, =  j  I) exp(—гк • r).

Natijada,

(да < T ^ ) c ( k .0  =  « (0

tenglamani olamiz. 133-bctdagi tc >rcma bo'yicha bu tenglamaning ye(;himi

G(k, t) =  =  V k2 (04)

Quyidagi integralni hisoblash qoldi:

, f  dPk cs.ilckl 
G{r, t) =  0(t) J  — — -------------e :p( ?k ■ r).

Sferik sistemaga o ‘tib avval burchaklar bo'yiera ii t 'grallarni hisoblaymiz:
‘2тх 7Г

J  dip J  dO sin 0 exp(-ikrcosd) — \ lkr -  e~'kr) .

о 0

§11. Uch o‘lchamli fazoda to‘lqin tarqalishi masalasi
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OO

G(r, t) == f dksin(ckl) (егкг -  e ikT) =
АттНг J

о

oo
=  ^  dk ( e ikrt -  eik,i) (eikr -  еГгкг) =

0

x.

__  ^  ^ ( 0  /*  i i  /  -ikct  _  _  g  ^ r>\ ___ ( ^ )

“  16тг2г ./ 1 M  ~
—oc

ос
_  С. 9(1.) I ^  / eik(r -<■') e~ ik(r~ct) _  eik(r+ct) _  e - ik(r+<*)\ _

167Г2Г J  V /
— OO

C$ ( £ )  , x - ,  C20 ( t )  2,2 2\
=  , (d (c i -  r ) -  d (ci f  r) )  — —- — d(e t~ -  r  ).

47ГТ 27Г

Haqiqatda oxirgi tenglik simvolik ahamiaytga oga, chunki #(/) borligi uchun 
£ >  0 va ikkinchi delta,-funksiyaning argumenti hech qachon nolga t.eng Wlishi 
mumkin emas. Shuning uchun haqiqatda

^ ( r >4) =  ~ 0  (66) 47ГГ

deb olishimiz kerak. Ammo yuqoridagi (65)-formula o ‘zining Lorentz- 
invariantligi sababli ko‘p hollarda qulay l)o‘lishi mumkin.

Formulaga 9(1) kirgani uchun I <  0 da Cl(r./.) — 0 bo’ ladi. Bunday Green 
funksiyalari kechikuvchi deyiladi.

§11.2. Ixtiyoriy harakatdagi zaryadlar liosil qilgaii maydon

j(r, t.) tok zichligi (harakatdagi zaryad) hosil qilgan kechikuvchi vektor- 
potensialni topaylik. Elekt.romagnit, maydon vektor-pot.ensiali (juyidagi 
tenglamaga bo‘ysunadi:

i)2A ( r ,  t) . . , , 47Г., .
_ ^ i - A A ( r , 0  =  - - j ( r , 0 -  (67)

Qolgan integral:
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Green funksiyasi metodi bo'yicha bu tenglamaning yechimi

Aix f
A(r, t) =  —  J  G(r -  r'A -  ') j(r ', t') d \ ‘ It'

ga teng. Green funksiyasi uchun (66)-formulani ishlatamiz*
t

~cc

Vlll.l-mashq natijasidan foydalanib yorug‘ lik tezligi с ni delta-funksiya 
argumentidan chiqarib tashlaymiz:

forrnulani olamiz. Topilgan ifoda kechikuvchi j, Hensial deyiladi. Bunday 
nomning sababi integral ostidagi tokning vaqt argumentida - I vaqtda r 
nuqtadagi potensialni t — |r -  r'| jc vaqtda r' nv jtada turgan zaryadlar hosil 
qiladi. Bu formulada elektroinagnit maydonning orug‘ lik tezligi bilan harakat 
qilishi hisobga olingan bo‘lib chiqayapti: r' nuq adan г nuqtaga yetib kelish 
uchun maydon |r -  r'|/c vacjt, sarf qilishi kerak, u kechikib kekdi.

Olingan formula (68) da tok zichligi vaqtga bog'liq bo'lmasin, dob faraz 
qilaylik: j =  j(r). Bu holda

forinulaga kelamiz. Olingan riatija Laplace operatorining Green funksiyasi 
orqali ham olinishi muinkin edi. Bunga ishonch hosil qilish qiyin emas - vaqtga 
bog'liqlik yo'qligida (67)-teuglama Poisson teuglamasiga aylanadi:

(33)-, (34)- va (35)-formulalarni eslash qoldi, ularui qoilasak, yana (69)- 
yechimga kelinadi.

OO

t' bo‘yicha integralni delta-funksiya yordamida hisol ash qiyin emas, natijada,

(69)

AA(r) =  — — j(r).
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Yana bir xususiy lwlni ko‘rib chiqaylik - harakatdagi zaryadlar hosil qilgan 
maydonni monoxromatik to‘lqinlargayo‘yish masalasini. Monoxromatik toiqin 
vaqtga sodda bo'lgan е~ш1 ko‘rinishda bog'liq bo'ladi, bu yerda uj - mana shu 
to'lqinning chastotasi:

(G8)-yechimda mana shu almashtirishlarni bajarsak va и =  ck formula orqali 
t,o‘lqin vcktori kiritsak kcchikuvchi inaydonning monoxromatik komponentasi

formulani olamiz.
Xuddi shu formulaga boshqa nuqtai nazardan kelish mumkin. A  va j  lar 

uchun monoxromatik holdagi vaqtga bog‘liqlikni (fi7)-tenglamaga qo‘ysak, u 
Helmholtz tenglamasiga aylanadi:

Bu tenglamaga Helmholtz operatorining Green funksiyasi (46)-ni qo‘llasak yana
(70)-yechimni olamiz.

§11.3. K irchhoff formulasi

Yuqorida topilgan hamma yechimlar birjinsli boimagan ((67)- va undan 
olingan) tenglamalarning xususiy integrallaridir. Birjinsli bo‘lmagan 
tenglamaning umumiy yechimi mana shu xususiy yechim + birjinsli 
tenglamaning umumiy yechimi bo‘lishi kerak. Shu yechimni topaylik. 

Masalaning qo‘yilishi:

Bu - Cauchy masalasi. Green funksiyasi metodidan unumli foydalanish 
maqsadida boshlang'ich shartlarni oniy ta ’sir qiluvchi manbalar sifatida 
qaiaymiz va (71)-tenglamadagi /  manbani quyidagi umumlashgan /  manbaga 
almashtiraiuiz:

A (r A) =  с -“ ‘ A (r ).
Albatta tok zichligi ham vaqtga shunday ko'rinishda bog‘liq boiishi kerak:

j ( r ,0  =  е~1“ 1](т).

uchun ,ik\l
(70)

(Д f  fc2)A(r) --------- j(r).
С

ux( г). (71)

/(г , I) =  /(г ,  I) +  ^д(1)щ(т) +  --У (0и„(г).
С с.
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Bunday vondashishga asos quyidagicha. Tenglamani yangi o'ng tomou bilan 
yozib olaylik:

Tenglamaning o ‘ng toinoni o‘zgargani uchun lining yecbinuni ham boshqa harf 
bilan bclgiladik. Bu tenglamani t, bo'yicha - c  dan e gacha integrallab c 0 
liinitga o‘tainiz. I — —e da u(r, l) va uning hamina hosilalari nolga teng, 
natijada, faqat quyidagi hadlar qoladi:

Delta-funksiyaning hosilasi kirgan oxirgi hadning nolga tcngligi ham oydindir:

Chap tomondagi ifodaning vaqt bo'yicha hosilasi delta-funksiya kirmagan 
bitta funksiya va delta-funksiyali haddan iborat, (17)-fonnulani eslasak, oxirgi 
tenglamaning integrali

ko‘riniyhga ega bo'lishi kerakligini tushunish qiyin emas, bu yerda yi - bir 
uzluksiz funksiya. Shu yerda yuqoridagi amalni yana bir rnarta bajaramiz: 
bu tenglikni I bo'yicha —e dan e gacha integrallab, £ -> 0 limitga o ‘t,amiz. 
Natijada, quyidagi hosil boiadi:

(73)- va (74)-formulalar f/.(r, /) funksiyasiga qo‘yilgan boshlang'ich shartlarning 
o‘zi, shuning uchun (72)-tenglamaning yechimi (71)-tenglamaning yechimining 
o‘zi. Bu mulohazalar boshlang'ich shartlarni (72)-tenglainaga o‘tish yo‘ li bilan 
hisobga olishning to:la-to‘kis isboti emas, aniq isbotni |3j kitobning §13 da 
topish mumkin.

Endi oxirgi hadni chap tomonga o‘tkazarniz:

3u(T
-  S(t)uo(r) = gi(r,t)) +  0{l)ui(r)

й (г ,0) =  ио(г). (74)
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(72)-tenglamamng qulayligi unga boshlang'ich shartlar manbaning qismi 
sifatida bevosita kiritilgan, bu esa bu tenglamaga Green funksiyasi metodini 
bevosita qo'llash imkoniyatini beradi:

u(r,l.) — Jdt'(ftr'G(r r\ I -  I1).

13u yerda Green funksiyasi sifatida. (66)-formula olinadi. Integral osti uchta 
haddan iborat, ularning birinchisi elektrornagnit potensial misolida keltirib 
chiqarilgan (68)-forrriula ko'rinishga cga (faqat koeffisient o'zgaradi), ikkinchi 
va uchinchi hadlarning ustida esa quyidagi amallarni bajaramiz. Ikkinchi had:

i  [c(L ~  l'] ~ |r "  T'\W )uAr')dl'dh'.

Birinchi delta-funksiyaning argumentida |r — r'| ga bog‘liq bo‘lgan hadning 
inavjudligi d3r' bo'yicha integraldan radiusi |r — r'| =  c(t — t') bo‘lgan sirt dST> 
bo‘yicha integralga o ‘tishga inikon beradi:

U] (r') ning argument! mana shu sirtning ustida yotibdi. Delta-funksiyadan 
foydalanib vaqt bo'yicha integralni oson hisoblaymiz:

4̂7 J  dS{r -rt}Mr)
Vaqt bo'yicha delta-funksiyani ishlat.gandan keyin integrallash sirti r =  cl 
radiusli sferaga aylanadi. Uchinchi had:

1 f  0(t _ j  ^  ^  _ |r T>\^’(t')i4)(T')dl'dh'.
47Г С J | Г — Г I

Yana birinchi delta-funksiyadan foydalanib d?r' bo'yicha integraldan radiusi 
jr — r'| =  c(i — t') bo'lgan sirt dSr, bo'yicha integralga o'tamiz:

ih J
Vaqt bo'yicha integralga delta-funksiya o'zining hosilasi bilan kirgan, (14)- 
foi rnulani n =  1 holda qo'llasak yuqoridagi ifoda quyidagi holga keladi:
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Olingan hamma formulalarni bir joyga vig'ib quyidagi KirchhojJ(i formulasi 
deyiladigan yechimga kelamiz:

м(г, I.) =  [  <ll'd;’r'G(T -  r'. t -  /, ') /(r', t') — f r f V - ■— r. ^ ^ 4 - 
J 'In J r -  r'l

+n b i  I d s ( r )  -  i b i  7  /  '“ W )»< | ((r)

(75)

§12. Ikki o‘lchamli fazo uchun to‘lqin tenglamasining 
yechimi

Ikki o‘lchamli fazoda to‘lqin tenglarnasi uchun Cauchy masalasi quyidagicha 
qo'yiladi:

d2a(x,y,t) (  d2 d2 \
^  +  Ф . 1 /.0  =  /(* .»• * ).c2dt.2

it = и 0(х,у). щ 
lt=o t=0

ui(x,y)- и e  С 2R x  T.

Tenglamaga kirgan operatorning fundamental yechiminining ta’rifi

dx2 dy

(  ci2 \ д2 в 2
b w _ A T 2(rJ) = W )! r={ l ,y} ,  Д2= _  + — .

г =  {x 7 у} bo'yicha Fourier almashtirish bajaramiz:

(jST 2  + *3) й Л  <) =  «(()■ 

(25)-formuladan foydalanib quvidagini olamiz:

sm(cfct)
G 2(k,t) =  cO(t)-

8.9-m ashq.

/
О(Д-Г) _ik-r j2 
v 'T ^ r 2

7t/2
e,k rd2r -2 т гЯ  I  dO cos cos в)

ekanligini ko’rsating.

6Gnstav Robert KirrlihofF (1824-1887) - huyuk nciiiis fizigi. Rus tilida - Кнрхгоф.
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siii x 
[x cosU) = ■ X

Ъ

8.10-mashq.
n /2
j  (10 c o s  9 J 0(2

okanligirii ko‘rsating.
Shu ikkala mashqning natijalaridan foydalanib Green funksiyasini olamiz: 

Г Ч . Л -  f  sin(fcrf) lkr d2k _  с 9(ct — r)
О  J к (2тг)2 2тг у/сЧ2 - г 2'

Formulada 0(rf - г) bor bo'lgani uchun 0(£) ni tashlab yubordik.
Yuqoridagi muhokama asosida Cauchy masalasini quyidagi ko‘riniahga 

keltirib olamiz:

3 t i ' 1  ~  Л2й г̂ ’ ^  =  ^ Г’ +  +  ^ ' ( О ио(г).

Topilgan Green funksiyasi G2(r, t) bu masalaningyechimini darhol yozib olishga 
imkon beradi:

9 { c { t - t ! )  -| r  -r'|) 

y/(?{t - 1 ' ) 2  -  ! r  _  r T 2

00

" (г',)= 1г/ а 7  
0

( д г \ о  +  ^ ( г Х О  + ^ ' ( 0 « о ( г' ) )  •

Birinchi had quyidagi ko'rinishga keltiriladi (qulaylik uchun =  r  va r' — p 
belgilashlar kiritaylik):

. 0 (Ф  - / / ) -  | r-r '| )
2я ,/ ./ -  t')2 -  |r -  r'|2

=  ^ J dTf  * р!{р'т)
J c 2(t — t ) 2 — |r — p|2

0 t/2
bu yerda 62 - markazi г nuqtada va radiusi c(t — r) bo‘lgan doirauing ichi. 
Agar ikki o'lchamli inasalaui z o ‘qiga bogiiqligi yo‘q uch o‘lchamli masala 
deb qarasak, bu doira ixtiyoriy 2 =  const tekislikning ustida yotadi. Integral 
ostidagi 0-funksiya argumentining ko‘rinishidan shu xulosaga kelamiz.

Ikkinchi had:
0 0  O . x

1 f  ,2 / f  в  (c{t. -  t') -  | r-r '| ) , , 1 /• d p U L(p)

^ . l d t J di 7 W  w  - Ir - r-p ( 1 1( 1 ~ Ъс I  ■■ iV T F '
0 Uci
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bu yerda [/,* - radiusi ct bo‘ lgan donaning ichi. 
Uchinchi had:

OO
J _  f  d‘ t' I „ „ Q M i - q - i r - r D  _  
2ttc j  J  ’

OO
„  - - 1  [ rfV  J d r S i r ) ^ ^  -  t )  - ir -  pn -  

2тгс J J дт \fcHV c2(1 -  t ?  -  lr -  P?

— J —IL f  d2puo{p) 
2ncdt J  J c 4 2 -  lr

Vc
Topilgan uchala hadlarni bir joyga yig‘amiz:

P 2

» ( r , () =  f  ( d r  [  — f e n * * )  4. 
2к J  J  sjc2(t, — r ) 2 — lr -  pi-’ 

о u7

L  /  щ (p) | 1 d / ' ___ dj.
W  J J c 2t2 -  lr -  p |2 27ГС ./

(fpui(p)  | 1 д r d2pu0(p)
27ГС ,/ у /cH2 — |r — p |2 2nc<il, J  c2/2 _  |r „  p |2 

Uct (Jet
Olingan formula Poisson formulasi deyiladi.

§13. Bir o‘lchamli fazo uchun to‘lqin tenglamasining 
yechimi

Bir oichamli fazoda toiqin tenglamasi Cauchy shartlari bilan berilgan bo‘ lsin: 
d2u(x, t) d2u(x, t)
~ ^ дГ 2----------- / M ’ V o  =  W()(x)’ =  (76)

Bir o ‘lchamli fazo uchun to‘lqin operatorining Green funksiyasi quyidagicha 
aniqlanadi:

J^m 2 ~ a ? )  G ^ x ' l) =  6
Ushbu Green funksiyasini hisoblab topib va undan foydalanib, D ’Alembert 
formulasi (12)-ni keltirib chiqaraylik.

Green funksiyasi uchun tenglamada x o ‘zgaruvchi bo‘yicha Fourier- 
almashtirish bajaramiz:

- j ^  +  k ' ^ G ^ t )  =6{t) .
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~ 4 , .sin(ckt)
G i ( k , l )  =  c O (t )----- ------ .

Fourier almashtirish bajarib Green funksiyasiga qaytib kelish inunikin:
o o  o o

G 1(x,t) =  f  dke~ikxGi(k, t) =  ^  J ̂ e ~ ikx (eiM -  e kkt) .

- O O  - o o

Integral ostidagi 1 /к  funksiyani 1 / ( k - i e ) ga almashtiramiz va integralni f  —> 0 
ma’noda tushunamiz:

OO

^ C . 6( t )  f  __d k  ;A;j; f  i.k.Ut X) f ik(ct+x)\
’ 4m J к -  ie V /

- oo

Jordan leminasidan foydalanib quyidagilarga kelinadi: 
x >  0 holda: ikkinchi had nolni beradi, birinchi liaddan

{*><) =  \c0{t)6{ct -  x)

kelib chiqadi.
x <  0 holda: ikkala had ham hissa qo‘shadi -

G ^x .t)  =  \c.0(t)( 1 -  9(\x\ -  cl)) =  ^c0(t)0(ct -  |z|).

Ko‘rinib turibdiki, ikkala formulani birlashtirish mumkin:

Gi(x, t) =  1 9(ct -  |*|).

0(t) ni tashlab yuborildi, chunki ikkinchi ^funksiyaning arguinenti kuchliroq 
shartni o‘z ichiga olgan.

Topilgan Green funksiyasi bir o‘lchamli to'lqin tenglamasining yechimi 
darhol beradi:

OO OO

u(x,t) ~ j  dx' J  dt! 0 [r(t -  t!) -  \x .r'|] •
— OO — OO

• ^f(x', t!) +  ^6{t')uiix') +  ^д'{1')и0{х')^ .

(25)-formuladan foydalanib quyidagini olamiz:
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Birinchi hadni quyidagi ko'rinishga keltiramiz (avvalgi formulalar bilan 
solishtirish qulayligi uchun integrallash o ‘zgaruvchilari ustida (x t ' )  —> (у, т) 
almashtirish bajardik):

OO CX) t. x-\-c(t-r)

\f dy \ dr6[c(t  -  r )  -  |a: -y \ ] f ( y ,r )  =  C-  j dr j" dyf(y ,r).

- Э О  - o o  о  x  c(t T)

Chegaralar quyidagicha aniqlanadi: 
x -  у >  0 bo’lsin, bunda c(t — t) — x +  y  >  0 —> у >  x  ~ c(t -  r);

x - y <  0 bo‘ lsin, bunda c(< — r) — у +  x >  0 I/ <  rr +  c.(t -  r).
Vaqt bo‘yicha integraldagi chegaralarning aniqlanishini tushunish qiyin emas. 

Ikkinchi had:
OO OO X i-c f

1

2c:
J  dy j  d r 0 [c(£ t )  \x i/|] <5(t)ki(t/) — ~~ J  d y u x(y).

- o c  - o c  ж- c t

Chegaralar avvalgi holdagidek aniqlanadi, <5(r) ning mavjudligi ularni vanada 
soddalashtiradi. Uchinchi had:

OO OO

Yc J ({У J dT°HL -  т) -  |x -  y\\ д'(т)щ(у) =
- O O  - O O  

OO OO

= ™  J  dy J  d,T6(T)uQ{y)^-0[r(t. -  r) -  \x -  y\\ =
- O C  - O C

OO

=  \ j  dyS(ct ~  \x  ~  y\) u°(y ) = \ (u°(x + ct) + u°(x  ~  ct)) ■
- o o

Hamina qismlarni bir joyga to‘plab yana, albatta, o'zimizga ma’lum bo’lgan 
D’Alembert formulasi (12)-ni olamiz:

x + c t  t x + c ( t - r )

u{x,t) =  -[u0(x + ct) +  u0(x-ct)]+^- Jdyu1(y) + <-  J  dr j  dyf(y,r).
x - c t  0 X—C{t—T)

Oxirgi had oldidagi koeffisientning V-bobdagi (12)-formulaning oxirgi hadi 
oldidagi kocffisient bilan farqi V-bobdagi (9)-tenglamaga /  ning (71)- 
tenglamadagi /  ga nisbatan boshqa kocffisient bilan kirganligi bilan 
tuslmntiriladi.
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Mashqlarga ko‘rsatmalar va ularning 
yechimlari

i . i .

1.2 . n >  1 butun son bo'lganda (—n)! =  oo, demak,
1

=  0 , к <  n.
( к — 7 i) !

Sliuning uchun Bessel funksiyasi qatori (10) к =  0 emas, к =  n haddan 
boshlanadi:

, / ч _  v '  ( - 1)* ( * Y k- n _  i z D !  ( * Y ‘ +  ( - 4 ) ,и1 f * Y ,+2
_ п)! \2 /  n! \2J (n + l ) ! l !V 2 /

С -1 Г'
=  ( _ 1 ) »  \  — b— ±2-----=  < -l )nJ n(x).

[ Щк +  п)\ V2 J У ' K ’jt=n v ’
1.3. l’Hopital qoidasini qo'llang.
1.4 . (18)-formulaga olib kelgan amalni m-marta qo‘llang.
1.5 . (14)-forinulada t — ew almashtirish bajaramiz va

L - -  = e ' °  - e  =  2i sin в 
t

ekanligidan foydalanamiz.
1.6 . e“ sin* =  cos(x sin 0) +  i sin(.x sin 0) dan kelib chiqadi.
1.7. Bevosita hisoblanadi.
1.8. Bevosita hisoblanadi.
1.9 . (31)-formulani cos(n0) ga ko‘paytirib 0 dan 7r gacha integrallaymiz:



Shu joyda birinchi mashqdan foydalanilsa, talab qilingan javob kelib chiqadi. 
Ikkinchi formula ham xuddi shu yo‘l bilan olinadi.

1.10.

t — — =  iel>> -f =  2i cos 0

forrnuladan kelib chiqadi.
1.11. (18)-formulaning ikkinchisida n — 0 deb olinsa, quyidagi kelib chiqadi:

d  ̂ Jq(x ) =
x dx

Bu ifodadan d/(xdx) bo‘yicha yaria bir marta hosila olamiz, uning o‘ng 
tomoniga (18)-formulani yana bir marta qo'Uaymiz:

= - (4 -) ̂  = (-1)’^
x d x j  \xd.x J x

va h.k.
1.12. (21)-int.egraldagi С  kontur nol nuqtani o‘z ichiga olgan birlik aylana 

(ieb olinsa z =  e'i#, dz =  ie‘ed0 va

2л- 7Г 271

JJx) =  - f -  I d9elJx)  =  —  I d0eixsin№ ine =  —  /  dQelx™ a- "*  +  —  /  (/0elTsinfl
27Г ./ 27Г ./ 27Г J

0  О 7Г

boiadi. Ikkinchi integralda 6* —»■ I? — n almashtirish bajarilsa quyidagi olinadi:
7Г

Jri(x) =  ^ J  M e -* *  (eixsinH +  .
0

n juft. boclganda:
71 7Г •

Л ( х )  =  ~  |  <Юе-<пв (eiisin0 +  g-«*sine) =  I  у  ^ cos(x s in  0) cos(n0 );

0 0 

n toq bo;lga,nda:
7Г 7Г

Л (х ) =  У  dee~ir*  (ег1я[пв -  e =  i y  (iff sin (ж sin 0 ) sin(n0 ).
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Tashlab yuborilgan integrallarning nolga tengligi ularning integral osti 
ifodalarining integrallash sohasida toqligidan kelib chiqadi. 8-mashqning 
natijalari bu ikki formulani birga ko'rishga imkoniyat beradi:

7Г

JJx) — — f  dO [c.os(:r sin 0) cos(nO) +  sin(x sin 0) sin(n#)] =
7Г J

о
7Г

=  — I dO cos [nO — x sin 0\.
к J

1.13.

, (  72 384 \ , , , f  12 192 \ , . .
Л М  =  ( l  -  - 5  +  -p -J  Л(х) + ( - - r ^ )  4 * 1

1.14. Bevosita hisoblanadi.
1.15. Bir toinondan

7Г

/  d0 sin(xsin0) sin^, 
7Г ./

ikkinchi toinondan
7Г IT

Ji(x) =  — dO cos(0 -  :rsin0 ) =  — J  d.0 sin(x sin 0) sin 0,

chunki

1.16.

7Г

J  d9 cos(x sin 0) cos в =  — sin (ж sin 6) 
0

P5(.t) =  I  (63x5 -  70x3 +  1 5 x ).

=  0 .
о

1.17. .Javob VIII.5-rasmda ko‘rsatilgan.
1.18. Bevosita hisoblanadi.
1.19. Bevosita hisoblanadi.
1.20.

p n < T ) =  _ L  <1 _  x 2 \ " /2  /  2 _  J\« =  _ L .  (1  _  x 2 ) ' l/2
n(- ' 2"n! '  dx2?!  ̂ ' 2"n! '   ̂ f/x-2"

X —
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VIII.5-rasin: /fo(ar), Pi(x), P2(x)1P$(x) va P+(x) laming grafiklari

=  ¥ n \ (1 x2) " /2 (2n)! =  (2n -  1)!! x2) ’,/2 =  (2n - l !̂! shl" 
chunki

(2/i)! =  2n(2n l)(2n - 2)(2n 3)(2n 4) • • • 1 =

=  2n ■ (2n -  2) • (2n -  4) • • • (2n -  1) • (2n -  3) • (2n -  5) • • • 1 =  2” ra!(2n -  1)!!

1.21. Potensial uchun

r) =  —— {r2 +  a2 -  2? a cos в) 1/2 
47T£(|

ifodani kichik parametr bo'yicha qatorga yoyish kerak, kichik parametr esa bu 
holda r/a  <  1, shuning uchun

ip( r) = 1
47tsqu j у-' [■

1 +  —cr a

47TCqCL
2 - cos в n=0

OO

Y .  p n {co s0 )

1.22. Zaryadlar sistemasining potensiali:

1<p( r )
47T£o r

2a
r

n — 0 , 1 ,2  hadlar nolni beradi, noldan farqli birinchi had n =  3 boigan had:

,ч  q T. , .j. , ,/ '. '1 , 3<7a'! 5 cos3 0 -  3 cos0
V'(r) =  -------/"a cos 0 12— +  • • • =  --------------------T--------- +  • - -

47Г£0Г Г 2llco r4

2.1-inashq. Bevosita hisoblanadi.
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2.2-mashq. D  =  —1 <  0, tenglama- elliptik. Q =  y + 3x, r; =  x almashtirish 
yordamida quyidagi kanonik ko'rinishga keltiriladi:

^  ~b Uf/ 0 .

2.3-mashq. D =  0, tenglama - parabolik. С =  У ~  \x > V — У +  5 х 
almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

'm 0?tC — 0 .

2.4-mashq. D =  x. x >  0 sohada D  >  0, tenglama giperbolik tipga 
tegishli. (, =  y +  |x3/<2, ту =  ?/ —|x3/ 2 almashtirish yordamida quyidagi kanonik 
ko‘rinishga keltiriladi:

Uc,; = 6( C ^ (uc “ Ur,)'

x <  0 sohada D  < 0, tenglama elliptik. (  — у, т/ =  |(—x )3//2 almashtirish 
yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

UCC — ~o~u v
1 

3»/
2.5-mashq. D =  у. у >  0 sohada tenglama giperbolik tipga oid D >  0. 

(  =  2^/y+x, r] =  2^/y—x almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga 
keltiriladi:

Uc" =  2 (C + r /)(“ C +  И") '
у <  0 sohada tenglama elliptik tipga oid D  < 0 .  (  ~  2^/ ?y, г/ — 
almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko'rinishga keltiriladi:

1
Щ< +  unn -  - щ .

2.6-mashq. Bu tenglama uchun D  =  —xy. Birinchi va uchinchi choraklarda 
U  <  0, ikkinchi va to‘rtinchi choraklarda D > 0. Birinchi chorakda (, -- 
2y/y, 77 =  2-y/x almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko'rinishga keltiriladi:

1 1 ”b Ur]7l ^ 0.

Uchinchi chorakda С =  2y/ ^ у ,  V =  2 y /^ x  almashtirish bajaisak, xuddi shu 
tenglamani yana olamiz.
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Ikkinchi chorakda (у > 0, x <  0) £ =  фу +  \J~x, г) =  фу -- 
almashtirish yordaniida quyidagi kanonik ko’rinishga keltiriladi:

V С
u ( ’l +  q2 _  rj2 U’l ~  £2 _  ~ 2 U< =  ° -

To‘rtinchi chorakda (y <  0, x >  0) £ =  у/~У  +  V х , V =  \/~У ~  V х 
almashtirish yordamida yana xuddi shu kanonik ko'rinishning o ’zini olaqmiz.

2.7-mashq. D =  ~ x 2y2 <  0, tenglama elliptik tipga oid. Q =  Ау2, r/ =  \x? 
almashtirish bu tenglamani quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiradi:

1 1
ua  +  uwl +  — щ +  — uv =  0 .

2.8-mashq. D  =  —x 2y2 <  0, tenglama elliptik tipga oid. (  =  lnj/, rj =  In a; 
almashtirish bu tenglamani quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiradi:

« «  +  um -  U(_ -  uv =  0.

2.9-mashq. Giperbolik tenglama: I) =  x2y2 > ( ) . (  =  y / x , r] =  xy 
almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko'rinishga keltiriladi:

2.10-inashq. D  =  x 2y2 >  0, tenglama giperbolik tipga oid. (  =  \{y2 — 
x2)i V =  kix2 +  Уг) almashtirish bu tenglamani quyidagi kanonik ko'rinishga 
keltiradi:

+  2 { e - 7 ? ) u" =  °-
2.11-mashq. D =  —(1 +  x 2) ( l  +  y2) <  0, tenglama - elliptik. 

С =  In (ж +  \Л +  x 2), г/ — ln (j/+  у Г  +  У2) almashtirish yordamida quyidagi 
kanonik ko'rinishga keltiriladi:

-I- ищ - 2u =  0.

2.12-mashq. D — 0, tenglama parabolik tipga oid. Q =  y + ln.r, rj =  y  — lnx 
almashtirish bu tenglamani quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiradi:

2.13-mashq. D  =  0, tenglama parabolik tipga oid. (  =  ^y2 —x, i] =  \y2 +  -x 
almashtirish bu tenglamani quyidagi kanonik ko’rinishga keltiradi:

u,m + xeZ+ ii)^4  +  Uq) = ° ‘

lim +  л (иг1 ~ u() ~
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2.14-nmshq. Parabolik tenglama: 1) — 0. (  =  |(?/2 — x 2), q =  A(x2 4  y2) 
almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko‘i inishga keltiriladi:

С V
U,m +  2U< +  rfi =  °-

2.15-mashq: (  =  x. rj =  |(x 4  т/ 4  2), £ =  |(3x 4- у — z) almashtirish

3 9
u(x +  v-w -  4  3u( 4  4  -Щ  =  0.

2.16-mashq: С — x, 77 — -Tj(x4?y),  ̂ =  2 x 4 ? /4 2 almashtirish yordamida 
tenglama quyidagi kanonik ko'rinishga keladi:

«СС +  Mw =  °-

3.1-mashq. Masalaning qo‘yilishi:

utt -  a2uxx =  0 , 7/(0 , t) =  0 , ux(l, t) =  0 , u(x, 0 ) =  0 , ut(x, 0 ) =  v;

0 < x < /, 1. >  0 .

Bu yerda a — у'троТро tovush tezligi, 7  =  cp/cy-
3.2-mashq.

utt — o?uxx =  —aut, 7i(0, f) =  u(i, t) =  0, 7/(x, 0) =  y>(x), wt(x, 0) =  i/’ (x);

0 < x  < 1 ,  t >  0.

3.3-mashq.

utt -  a2uxx =  0 , it(0 , t) =  0 , u,(l, t) =  ,

u(x, 0) =  У’ (х), 7t<(x, 0) =  V’O1)- 0 <  x <  /, I, >  0.
a - sterjen o ‘ng uchining elastiklik koeffisienti.

3.4-mashq.

utt -  a2« n  =  9 , u(0, () =  0, гб*(/, i) =  0, 

u(x, 0 ) =  Ui(x, 0 ) — 0 ; 0 <  x <  I, t >  0 .

3.5-mashq.

„ /л ф (0



и(х, 0) =  щ(х, 0) =  0; 0 <  х <  I, t >  0.

3.6-rnashq.

utt -  a2uxx =  g, u(0, t) =  u(l, t) =  0, u(x, 0) =  0,

Putt(l, t) =  - E S u x(l, t) +  P, 0 <  x <  I, t >  0.

Oxirgi chegaraviy shartning kelib chiqishi quyidagicha: Putt(l, t) —sterjenning 
x — I nuqtasiga ta’sir qilayotgan kuch, u ikki qismdan iborat - birinchisi 
qaytaruvchi elastik kuch —ESux(l,t), ikkinchisi - vukning og’irlik kuchi P.

4.1-mashq.

щ -  a2uxx =  0, u(0, t) =  щ, u(l. t) =  м2, u(x, 0) =  (p(x), u(x, 0) =  ip(x).

4.2-mashq.

ut -  a2uxx =  ~^(x -  vt), u(x, 0) =  <p(x), a2 =  k/(cp), - o o  <  x <  oo, t >  0.

4.3-inashq.

Issiqlik tarqalishi tenglamasi sferik simmetriyani hisobga olib yozilgan, 
masalaning shartlarida 0 va <p burchaklarga boglanish yo‘q. Chegaraviy 
shartlar: a) u(R.,t) =  0; b) ur(R ,t ) +  hu(R,t) =  0. Ushbu va keyingi 
masalalarda |«(0,i)| <  oo bo‘lishi kerak.

4.4-mashq.

Ut ~  i f ^ f )  =  ° ’ u{r' =  M R ,  t) =  | .

4.5-mashq. Tenglama:

1 9 /  du\ 1 d2u d2u

AU==Q => гд^{Гд ^ ) + ^ д 72 + д ?  =

Masalada ip ga bog’liq bo’lgan shartlar yo’q, shu sababdan tenglamadagi 
ikkinchi had ham yo’q:

I d /  du\ d2u
+  -Т-7Г =  0.

r dr V dr ) dz

Chegaraviy shartlar:
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1. u(r, 0) =  0, u(a, z) =  0, u(r, h) =  f ( r ):

2. u(r, 0) =  0 , uT(a, z ) =  0, u(r, h) =  f ( r );

3. u(r, 0) =  0, ur(a, z) — -a u (a , z), a >  0, u(r, h) =  f(r).

Temperaturaning barqaror taqsimoti haqida gap ketayotgani uchun bosh­
lang'ich shartlar yo:q.

5.2-mashq. Bu tenglama giperbolik tipga oid, D =  A >  0, uning ikkita 
xarakteristikasi (  — у — x va т) =  у +  3x. Demak, uning umumiy yechimi

u(x, y) — f  (y -  x) +  g(у +  3.t).

5.3-mashq. Bu giperbolik tenglama, uning xarakteristikalari (  — у — 
х/3 , г) =  у  +  2x. Tenglamaning kanonik ko'rinishi:

Bu tenglamani 

ko‘rinishda yozib olsak,

U<" 7 Uri ~  49'

3 \ 6

3 6 
4  ~ =  "4 g 4  +  /l(C)

ekanligmi topish rnumkin, bu yerda /i(C) - o‘z o ‘zgaruvchisining ixtiyoriy 
funksiyasi (argumentining o‘zgarish sohasida C 2 sinfga tegishli, albatta).

и =  v e ^ 7

almashtirish bajarib

V =  ^ r ? e ~ 3</7 +  / 2(C) +  g(v)

ekanligini topamiz, bu yerda /2  va g funksiyalar yana C 2 sinfiga tegishli ixtiyoriy 
funksiyalar. Yechim:

u(x, y) =  ^(y +  2x) +  f(3y  -  x) +  g(y +  2x)eS3y~x)/7.
I

5.4-mashq. u(x, y) =  v(x, y ) e bx~ay almashtirish bajarsak, vxy =  0 
tenglamaga kelamiz. Demak, berilgan tenglamaning yechimi

u (x ,y ) =  (f{x) + :g(y)) e - bT~av.
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5.5-mashq. u(x,y) — v (x ,y )e ix̂ 2y almashtirish bajarsak,

vxy =  2e~2x~y 

tenglamaga kelamiz. Uning yechimi:

v(x,y)  =  e 2xy  +  f(x)  +  g(y).

Demak, berilgan tenglamaning yechimi:

u(x, y) =  ex+y +  (f(x)  +  g(y)) e3x+2y.

5.6-mashq. Berilgan tenglama £ =  y /x  va ?/ =  xy  almashtirish orqali 
quyidagi kanonik ko'rinishga keltiriladi (II.9-mashqning yechimiga qarang):

Чч -  ^ 4  =

Demak,

ur/ — — u =  gi(rj), .91(77) E C 2 -  noina’lum funksiya.
ZT]

и =  y/rjv almashtirish bajarsak, bu tenglamaning yechimi darhol topiladi, 
undan esa

u(x, y) =  g(xy) +  s /x y f  

yechimni topamiz. B11 - birinchi kvadrantda. Urnuiniy holda,

u(x, y) =  g(xy) +  y/\xy\f 0 )

deb yozamiz, \xy\ - har bir kvadrantda musbat qilib tanlab olinishi kerak.
5.7-mashq. Boshlang'ich shartlar: u (x ,0) - p(x) — f ( x ), ?х((з:.0) — 

'ф(х) — - af'(x ), bularni (8)-formulaga qo'ysak, u.(x, t) =  f ( x  -  at) ekanligini 
topamiz.

6.1 -mashq. Yechimni
u(x,t) — у  +  t>(:r,() 

ko‘rinishda qidiramiz. v(x, t) uchun masala:

Vu -  Vxx =  0, v (0 ,t )  =  v(/.,t) =  0, v ( i ,0 )  =  0, u((x,0) =  —y .
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, . xL 21 1 . mix . mtl 
u (x j)  =  —  +  —, y  - r S in —— sill —— .

v '  I 7Г2 ^  П2 I. IП 1
G.l-mashq. Yechimni

u(:X, t) =  t +  1 +  X(t2 — t +  1) +  v(x, I.) 

ko‘rinishda qidiramiz. Bunda

Vtt -  Vxx =  - 2 x ,  u(0, t) =  v (l, t) =  0, v(x, 0) =  0, vt(x, 0) =  x I. 

Ikkinchi bosqichda
v =  v +  w(x)

almashtirish bajaramiz, bunda w(x) uchun quyidagi inasalani olamiz: 

w"(x) =  2x, w(0) -- w (l) =  0.

Uning yechimi:
w-'O) =  | ( x 2 -  1).

и uchun masala:

4t. ~  vTX =  0, 5(0, t) =  5(1, t) =  0, v(x, 0) =  - ^ ( x 2 -  1), vt(x. 0) — :r 1.О
Bu masalani yechish qivin emas, boshlang'ich masalaning yechimi: 

u(x, V) =  t -\-1 -J- x{t^ — t -j- 1) Ч- ~ {p? — 1) —

2 1 / (  — 1)" \
------ ^  —j sin(mr.r) I --------- cos(rc7rf) +  sin(n7rf) J .

6.3-mashq. Tenglama u(x,t) — X(x)T(t) almashtirish yordamida

П 0  . , x"(x)

Ж + а д -
ko‘rinishga keltiriladi. Natijada,

X"(x) +  AX(x) =  0, X (0 ) =  X ( l )  =  0 va T "(l) + (4 +  А)'Г(1) =  0 

masalalarni olamiz. Demak, yechiin
OC> _______  ______

u(x, t) =  У % т(ш гз :) (rincos { t̂\/A +  ti2it2J +  bn sin +  ri27r2^
n ~ 1

Bu masalani yecliib u(x,  t) ni topamiz:
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/ ч 8 sin[(2A: +  lW a:] г ,------- -------------———iИ(Х) /.) =  - - £  — -+  1)3 cos [tд /4 + (2 * + 1 )% 2 ]  .

6.4-mashq. Yechimni

u(x, t) =  1(2 -  x) +  v(x , t) 

ko‘rinishda qidirainiz. v(x, t) uchun quyidagi tenglamaga kelamiz:

vtt -  vxx - v  =  t( 2 -  x).

Uning yechimini
/  \ v—v , 4 nnx v(x, t) =  2 ^  vn(t) sin — -

71=1

ko'rinishda qidirish kerak. chunki v(0,l) — v(2,l) — 0. 0 ‘ng tornondagi 1.(2 — 
x) fuiiksiyani sin ^  bo‘yicha Fourier-qatorga, yoysak quyidagi tenglamaga 
kelamiz:

« „ (0  +  A 2nvn(t) =  A.; =

Uning yechimi:

ko‘rinishga ega. Boshlang‘ich shartlarni ishlatish quyidagiga olib keladi:

-  1 .

v„(t) =  +  a„ cos(Ant) +  bn sin(Ant).

Demak,
. ,  o o  -  OO

u(x, t) =  t ( 2 - x ) + — \  — 2 Sin Sin —  (a„ cos(Xnl.) 4 6n sin(A„t))
*  n=l TlX" 2 n I 2 

Boshlang‘ich shartlardan foydalangandan keyin quyidagini olamiz:

/ \ (  41 nix \ nnx
ф , I) -  1(2 - x) +  £  sm(A„<)j ™  — .

j \ It ft /

6.5-mashq. Yechish bosqichlari awalgi masaladan farq qilmaydi. Yechim:

. . xt 2 ( —l )n+1 /  1 . \ . ПТСХ 2 /П7Г\2
«<*, о  =  T  +  -  £  - j j r -  ( < -  j ; >'»( V )  j » » — , A. =  ( T )  - 1.

6.6-mashq. Yechim bitta garmonikadan iborat:



6.7-mashq. Yechim ikkita garmonikadan iborat:

Ъпх 57Гat 21 . nx . nat 
»(x , 1) -  sin —  .

0.8-mashq.

/ \ 81 ( - 1 ) "  • (2n +  l)7ra- (2н+1)тга/.
V — “ — я -------n=0 v '

21 nx . nat 21 . 3nx . 3nal
H---- sin —  sm —  +  - —  sin —  sin —

7ra 21. 21 ona 21 21
6.9-mashq. Yecbini uchta gannonikadan iborat:

7ГХ nat 21 3n x  . 3ant 21 bnx . bant
oT cos 5—  cos ~^r  sm ~оГ~ +  к—  cos ~oГ  8,11 ~')/21 21. Лаж 21 21 ban 21. 2/

G.lO-mashq. Umumiy yechim:

. ^  nnx (  nnat. . nnat\ 
u(x. t) =  2_^ cos — ( an cos —------ h bn sm —-— I ,

n=0 '  '

boshlang’ich shartlardan 

21
On =  - 2- 2 ( ( - 1)”  -  1) va Ьп =  0, и ф- О

П 71

va
l sin(mra) I

an =  bn -  - ^ T j
! n=o

ekanligi kelib chiqadi. Umumiy yechimdagi qavs ichidagi ikkinchi limida ii > it 
limitga ehtiyotkorlik bilan o‘tish kerak:

. . 1 I 41 A  1 (2n +  l)nx (2n l ) a n /
Q =  2* +  4 ~  ( 2 ^ + i y  C° H —  C° S — Йn—0 4

G.ll-mashq. u(x, t) - A.
6.12-mashq.

X
u(x, t) =  Ui +  -  (u-> « [) +

2 u0 -  Щ +  (u2 -  . nnx (  « W
+ -  L ------------------- — - — нш ~ т (,xp —

*  in=l /2
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г л  1 ■ (2и +  1)тга (  (2n +  l ) W  . u(x, I) =  щ +  —  -(7L { n3 sin -̂----- j-J—  exp ( -A------- J.--------L ) .

6.13-mashq.

I F ' -----------7 “ " V  P

6.14-mashq.

, „  , ( - > ) "  (2n +  l)trx ( (2» + ] ) V « 2 \
( > * 4 — v —  ^  5 Г Т Т  ™  2i — JF — ‘  J +n=0 4 /

____1____ (2n +  l)nx /  (2n +  l ) V a 2 N
7r2 (2n + 1)2 2/ 4  4/2 ‘ J ’

6.15-mashq. Chegaraviy shartlar hirjinsliinas bo'lgani uchun - 
u(0,t) =  щ, ux(l,t) =  qr/fc - yechim u(x, <) =  uv +  qx/k  +  v(x, t) 
ko'rinishda qidiriladi, bunda v(0,t) =  vx(l, I) =  0 bo'lib chiqadi:

„ ( Х . 0 , » , A - . a f  ( - 4 -  (s l ± ..... /- ( 2 » + D wsin -------—-------e x p ------------ ----------- 1
к Ь г ^ ( 2 п  +  1 Г  2/ СЛ,Ч  4/

i . +  ij7ra: /  f 2тг +  1Г7ГЧГ \
L ^ i m -  2/ ex i){ - — d — l) ■
71— 0  4  /

4(uq -  » ] )  у '  1 ;>i (2n +  l)nx  ̂ (  (2n +  l ) 27r2a2
7Г

6.16-mashq
oo

/  ,N П7Г:Г n2x2, 2lu(x, t) =  ^  a„ cos ——  e
n=0

I
2 [ / 2 ,2\ n7r:r , 4/2 . 4„ 2

a„ =  j  (x - I ) cos —  dx =  -T -5( - 1 )n, n /  0, ao -  - - /  < у t ri 7TZ 3
0

Yechim:

, ,4 ^,2 •« « т а  /  1 
u(x,t) =  - - l  +  _ £ _ « »  — e x p f ----------

n— 1 '
6.17-mashq.

, ^  4 ^  1 . (2п +  1)тга
u(x, t) =  -  > - — —  sin ------- ------- exp

7Г ' 2n +  1 /П—0
6.18-mashq.

8 1
u(x, t) =  -  -  £  7̂ — r^ 8in[(2n +  1 )x\ exp ( - A t  -  (2n +  1 )2t) .

n—0 ' '
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6.19-mashq:

, ч 2 A l ^ ( - l ) n . ш х  
u(x, / ) — --------> --- ------ sin -------exp

7Г П
7 1 -1

I t2 - )

6.20-mashq:

* м = —it z '
n--0

6.21-mashq:

1
(2 n + \ ) tx

- 2 ( - l  Г
. (2n +  l);rx 

sm ----------------oxj) (2?i +  1 )2a27r2
~ W

, . 8.4/ ^  1 u(x, t) = >
7Г2 — ' (2n 4  I )2

71=0

6.22-mashq: m(.t. /,) -  пц.
6.23-mashq:

(2?t +  1)7TX 
COS-------21-------exp

(2n 4  1 )2a27r2 
~ 4 p ~

u(x,t)

6.24-mashq:

x

2Al ( —1)" . nnx (  n2TT2a2t—  2_^ ----- — sm - j -  exp ( -f it
7T 1— '  П

7 i = l

(x, t) =  Щ 4  j ( u 2 -  и j) 4 -  У'/ 7Г ''
‘2 +  (  — 1)771̂ 2 . П71Х

sin ——  exp
’W / \  

l2 )

lim I, —>• oc da и ~  i/.i 4  j(?t2 — ^i) bo'ladi.
6.25-mashq: Yechimni u(x,t) =  v(x,t) +  w(x) kolrinishda qidinuni/., bunda 

w(x) funksiya uchun tenglama, chegaraviy shartlar va yechim quyidagicha:

a2w"(x) 4  sin ~  = 0. w(0) =  w;(/) =  0; w(x) — sin
I агп2 I.

To'liq yechim:

1 — exp
2тс a t
12

nx
T '

6.26-mashq: Yechimni quyidagicha qidinuni/: u(x,t) =  Mo 4  v(x,1). 
v(x,t) uchun quyidagi masala paydo bo‘ ladi (qulaylik uchun /( =  a/(cp) deb 
belgiladik):

vt — a =  —hv. v(0, i) =  •«] — щ, v(L I) — «2 ~ «о. v(x, 0) =  tp(x) — щ.
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Chegaraviy shartlarni bir jinsliga aylantirish maqsadida
X

v(x , t) =  Щ -  Uo +  y (u 2 -  Ml) +  v(x, I.)

almashtirish bajaramiz. й uchun tenglama:

i}t -  o2vTX =  —hi) -  /1 (m, -  w0 +  j ( u 2 -  u i) j  .

v uchun chegaraviy sharlar bir jinslidir. Noma’lum v ni yana ikkiga bo'lamiz: 
v(x,t) =  z(x,t) +  iv(x) va w(x) ni quyidagi tenglama va shartlarga 
bo‘ysundiramiz:

a2w"(x) =  hw(x) +  h -  щ  +  у(м 2 -  Mi)j , w(0) =  w(l) =  0.

Bu tenglamaning yechimi

.  y/ili\fhx щ  -  Щ -  (щ  -  iin)chy- ~  sJJix x.-------- 1----------------------------------- — sh------
sh—  “

w (t ) =  ( « ! - « o ) c h -------4— -----------------t=------------ — sh---------u j+ u ,,- - - (m2-U i).
л  .Л . V hi I 7

Shu bilan quyidagiga keldik:

, ,v , , , , «2 -  «0 -  («1 -  M o)ch^  v'/ix«(ж, i) =  M0 +  (М] -  M0)ch---------1--------------------- w ----------- 2_sh— — +  z(x, t) =
a shVM a

a

=  p(x) + z(x, t).

z(x,t) uchun masala:

zt -  a2zxx =  - hz, 2 (0 , t) — z(l, (!) =  0, г(х , 0) =  tp(x) -  p(x).

Bu masalaning yechimi:

, . . rmx (  п2ж2аг \
z(x, ч  =  sin —  exP ( ~ ht — )  ’

71 — 1 '
I

«»  =  J I ( < p ( x ) -p ( x ) ) s i n ^ -d x .

6.27-mashq: Masalaning fazoviy qismi uchun quyidagiga egamiz:

X(x) =  сi cos \x +  c2sinXx, A '(0 ) -  h X (0) =  0, X'(l) =  0.
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X k(x) =  С) ^cos\kx +  y  sin \kx j  , tg(Akl) =  k =  0, 1,2,...

Quyidagini hisoblab topish niumkin (bu bir munchu hisobni talab qiladi):

i

(>Y„, X m) =  c? ^  rfx In( i )X ,„ ( i )  =  0, m  /  rt.
0

Agar c'i ni quyidagicha tanlab olsak:

1 V^Ajt

Uning yechimi:

fi ri " \ 2 v/ft + /(A2 f  ft2)
J dx ( cos \kx +  Yh siu Xkx J

X k(x) funksiyaning normasi birga teng bo‘ ladi: | j А̂ .|| =  1. Natijaxla, 
{Х *(х ), к =  0 ,1 ,3 ,...}  funksiyalar to‘plami ortonormal sistemani hosil qiladi 
( Лn. A"rr>) &mn- Demak,

/
0 0  2 2  f  

u(x. t) -  akX k(x)e~x2kt, tik =  -  /  dxip(x)Xk(x).
n

6.28-mashq: Avvalgi mashqdan oz farq qiladi. Masalaning fazoviy qismi 
uchun quyidagiga egainiz:

X (x)  =  ci cos Ax +  C'2 sin Ax, X '(0 ) -  hX{0) =  0, X \l) -V hX(I.) =■ 0.

Uning yechimi:

X k(x) =  C\ ^cos \kx +  ~  sin A*;^ , tgfA*/) =  д 2 ^ 2’ * ~  ()‘ l ’ 2’ •••

Agar ci ni (juyidagicha tanlab olsak:

1 2v/2A£/i
, = = _   ̂ -  _ _ _ _ _

J  f  dx (cos A/tx +  sin Afrxj

X k(x) funksiyaning norinasi birga teng bo‘ ladi: 11Л-д:11 — 1. Natijada, 
{ X k(x). к =  0 ,1 ,3 ,...}  funksiyalar to'plami ortonormal sistemani hosil qiladi:
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oo 1
u(x, i) ----- ^ 2  а Л ( х ) е ~ А‘ ‘ , ak =  j  J  dxip(x)Xk(x).

(vVn, Хщ)  — fijMi • Demak,

k=0

7.1-mashq: VIII.8-mashqning natijasiga asosan

A sin kr .<> sin kr 
Д ---------=  - к2---------- .

7.2-mashq: Poisson forrnulalarining isboti quyidagi sodda hisobga 
asoslangan:

-’- + V  tn cos not =  - i + i  V  in(ein +  e " ')  =  - ----- + ------- 1— )  =
2 2 2 ^  ’ 2 2 1 1 — iem 1 -  t e m Jn = 1 // () 4 '

1 1 —t cos a 1 1 — t2 _  _)_.
2 1 + t,2 — 21 cos a 2 1 +  I.2 -  2t. cos a

7.3-mashq:

u =  \ +  cos(2vp) =  ^  f  i ( .x 2 - y2).

7.4-mashq:

и =  ^ +  у  cos(2<yo) +  j  cos(4<p) =  jj +  ^(.x2 -  i/2) -  ".г'2?/2 +  ^(.r4 +  ?y4).

7.5-mashq:

. P3 . % 3 3 2 1 з
u = T Sin ̂  ~ T sin(3v?) = 1y ~ 4X y + 4y

7.6-masliq:

1 су" 5
U "  2 ~ 32 cos(2<̂  +  I g  cos(4^) +  ^os(6<p) =

=  \ +  | (3 /2 -  x2) +  + </~ 6* V )  +  3i  (:ce -  y6 +  1 5 * V (У2 -  x2)) ■

7.7-mashq: (26)-shart bajarilgan.

и =  Ap cos у? +  С  =  Лж 4- С.
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7.8-mashq: (26)-shart bajarilgan.

7.9-mashq: (26)-shart bajarilgan.

P . , 3 p3 . у 9x2y 3y*
»  =  - - s m v  +  j j j j - M  +  C  “  _ J2 I F  ~ Ш

7.10-mashq: Yechimni u(x, y) =  v(x,y) + w ( x , y ) ko‘rinishda qidirami/,, v 
va w funksiyalar uchun quyidagi chegaraviy shartlarni olamiz:

iry
w(0, y) =  A  sin — , v{a, у ) =  v(x, 0) =  v(x, b) =  0;

7ГХ
w(0, ?/) =  w(a, iy) =  wj(rr, ft) =  0, w;(:r, 0) =  В sin — .

7’ uchun masala quyidagicha yechiladi:

v** +  =  0, v(x, y) =  X (x)Y(y) ,  X "  -  XX  =  0, Y "  +  AK =  0.
. 7ги ,7 г а :  7ПЕ

Y [y) =  ci sm — , A (x) =  c2ch“  +  c3sh-—.

Chegaraviy shartlarni ishlatish natijasida quyidagini olamiz:

> ( ч )  =  ^ = » т

w uchun masala ham xuddi shu yo‘l bilan yechiladi. Umumiy javob:

l 7r(a -x) i, n(b—y)sh ; ■ . тгу sh-^—— . nx
*(*,») —  - » - 5 s r  - 1 +  S - 5 5 T - ~  T -

8.1-mashq: Ikkala mashq bir xil yechimga ega. Sodda holdan boshlayini/,:
OO OO

J 6[a(x -  x0)\f(x)dx =  j  S{y)f(xn +  y / a ) ~  =
o o  — OO

Demak, <5[a(x — Zo)j =  5(x — xo)/\a\. Ko‘p o‘ lchamli holda:
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8.2-mashq: f (x )  ning teskarisi mavjud deb olamiz.

J 6 ( f (x ) ) ip {x )d x = J .6{y)<p(x(y))dx= J Ч уШ у)\^\^У =

bu yerda Xi nuqtalar f ( x ) =  0 tenglamaning yechimlari.
8 .3-mashq: Paragrafning ichida ko'rsatilgan inisollarga o ‘xshab bevosita 

hisoblanadi.
8 .4 -mashq: Sferik sisteinada.

d?r =  dxAydz =■- r2clr sin OdOdip =  r2d.rd(cos6)dip.

j  d3r/(r)d'(r — го) =  / ( го) bo'lishini ta ’minlash uchun 6(r — го) — ~
ro)d(cos0 — cos6o)^(<^ — V3») boiish i kerak.

8 .5-mashq: f(x)  funksiya 2n davrli deb olamiz. Bu holda uning Fourier- 
qaton uchun

i 00 7
^  E  f m =  I dxeimxf  (x)

m= —oo q

ga egamiz. Mashqdagi munosabat quyidagicha tekshiriladi:

00 271
f {x 0) =  J dxd(x -  x0)f{x)  =  i -  J2 c~mlX° J <ixeim*f{x)  =

0 m——oo Q

1 OO

E  = /<*•)•
m=~ oo

8.6-mashq: Jordan lemmasidan darhol kelib chiqadi.
8 .7-mashq:

---------- OO ^ 27Г

qT= \Iy  J  drrS/  ^ c o s0 ) J *pp(rte,v)vr{0,<p)
0 1 0

I.4 -misoldagi zaryadlar taqsimotiga (I.4 -rasmning a) qismida ko‘rsatilgan) 
quyidagi zaryadlar zichligi mos keladi:

p(r,9,(p) =  ~ 8 ( r  ~  a)[<5(cos0 — 1) — <5(cos0+ 1)].
7

cos0 b o ‘yicha delta-funksiyalarni hisoblaganda ularning argumentlarini cos 0  -f 
(1 — e), s —>■ 0 ma’nosida tushunish kerak.
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Vlll.S-mashq:

p±ikr p±ikr /  i
Д ------ =  V  • V - -------=  V  V - e ±iAT ±  ik --e ±ikr

{  1 Л 1 /  Г \ p±*Ax
=  ( Д -  J e±lkr +  V -  ■ V e±ikr ±  ikV e±ikr J =  -4тг<5(г)е±йг -  к 2- ----- =

plikr
=  — 47г<5(г) — к 2 - --------.

г
8.9-mashq:

/  4 ^ 4  ,  J 1  d , „ ^ r = ъ  j  rdr
J  VR2 - r2 ./ V W ^ r1.! J VR2 - Г2 v ;0 0 0

1 тг/2

/ (I'LL U f
....... . Jo(kRu) =  2tyR /  d9 cos 9 J0( к  В cos 9),

\/l - и? J
о о

Bu yerda, birinchidan, I.12-mashqning natijasi ishlatildi, ikkinchidan, 
и — cos 9 almashtirish bajarildi.

8.10-inashq:
ж/ 2 ™ V2

cos2fc+1 =
V 7  /  I

k—0
J  J0(x cos 0) cos OdO =  J 2  L l j L  I  
0 i==0 0

.. ( -1 )*  k\yft p \ 2fc 1
(k\)2 V2/ 2(fc +  1/2)! 2 '  4 2 / *!(*; + 1/2)!

£ ,  ( - l ) V *  _  Si „ *
k==0( 2 k + l ) \  X

Bu hisoblashda (lO)-formula v =  0 hoi uchun ishlatildi, undan tashqari, 
Legendrening ikkilash formulasi (22)-ham ishlatildi.
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