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MA'RUZA Nel
MAVZU: Differensial tenglama haqgida tushuncha. Mashqglar

Reja:
1. Differensial tenglama xagida tushuncha.
2. Differensial tenglamaga olib kelinadigan ba'zi masalalar.
3. Differensial tenglamalar nazariyasining asosiy tushunchalari.

Tayanch so’z va iboralar: differensial tenglamalar, differensial tenglamaga olib
kelinadigan ba'zi masalalar, oddiy differensial tenglama, xususiy xosilali differensial tenglama,
differensial tenglama tartibi, differensial tenglama yechimi yoki integrali, integral egri chiziq.

1.Tabiatda uchraydigan turli jarayonlar (avtomobil harakati, tayyorani uchishi, fizik,
ximik va biologik jarayonlar va h.k.) o‘z harakat qonuniga ega. Ba'zi jarayonlar bir xil gonun
bo‘yicha sodir bo‘lishi mumkin, bu hol esa ularni ishni o‘rganishni osonlashtiradi. Ammo
jarayonlarni tafsiflaydigan qonunlarni to‘g‘ridan-to‘g‘ri topish har doim ham mumkin
bo‘lavermaydi. Bu harakat qonunlarini tavsiflovchi no'malum funksiyalar va hosilalarini o‘zaro
bog‘lovchi munosabatlar differensial tenglamalar deyiladi. Jumladan
dy
= 1(0y)
birinchi tartibli oddiy differensial tenglama deyiladi.
F(x,y,Yy") =0 birinchi tartibli hosilaga nisbatan yechilmagan oddiy differensial tenglama
deyiladi.
y® =f(xy,Y,...y"™) - n-chi tartibli yuqori tartibli hosilaga nisbatan yechilgan oddiy
differensial tenglama deyiladi.
F(X,V,Y,...y™) =0 - n-chi tartibli oddiy differensial tenglama deyiladi.
Agar  f(XV,Y,..y"") vyoki F(xVVY,..,y™) funksiyalar XY, Y, Yy
argumentlariga nisbatan chiziqli bo‘lsa tegishli differensial tenglama chizigli deyiladi.
2. Differensial tenglamaga olib keladigan ba'zi masalalar.
1-masala. Massasi m bo‘lgan jism v(0) =V, boshlang‘ich tezlik bilan biror balandlikdan
tashlab yuborilgan. Jism tezligining o‘zgarish qonunini toping.
Nyutonning 2-qonuniga ko‘ra
dv
m— =
dt
Bu yerda F -jismga ta'sir etayotgan kuchlar yig‘indisi.
Jismga faqat 2 ta kuch ta'sir etishi mumkin deb faraz qiliylik.
1) havoning garshiligi: F =—kv, k>0
2) yerning tortish kuchi: F, =mg
Shunday qilib, matematik nugtai-nazardan

F.

a) F=F,;
b) F=F;
c)F =F +F, teng bo‘lishi mumkin.

dv dv
Q) F=F,=m_=mg :Ezgzjdvﬂ'gdt:wl(t):gwc,

v(0)=v, =V, (0)=C =v,, C=const.
vi(t) =gt+v,



_k
b) F = F:ﬂ:—kv: ﬂ:—£.|.dt:>In|v|:—£+InC:>v(t):Ce m
dt Vv m m

_k
v(0)=v,=Vv(0)=C=v,=V(t)=Vv,e m,

(g—f V)
_—j k =t+InC=

c)F=F+F, :>md—
dt

Ky

Mg :t+InC:g—£v:Ce7H =N
k m

k
g——V
m

k k
Ky e —g=v,0)=Ce ™ +9 vo)=v, c,=-Tc.
m k k
mg
.

Endi differensial tenglamalar fanining asosiy tushuncha va ta’riflarini keltiramiz.

3. Ta’rif. Erkli o‘zgaruvchi va noma'lum funksiya hamda uning hosilalari yoki
differensiallarini bog ‘lovchi munosabat differensial tenglama deyiladi.

Agar differensial tenglamadagi no'malum funksiya fagat bitta erkli o‘zgaruvchiga
bog‘liq bo‘lsa, bunday differensial tenglama oddiy differensial tenglama deyiladi.

Agar differensial tenglamadagi no'malum funksiya ikki yoki undan ortiq erkli
o‘zgaruvchilarga bog‘liq bo‘lsa, bunday differensial tenglama xususiy xosilali differensial
tenglama deyiladi.

Ta’rif. Differensial tenglamaga kirgan hosilalarning eng yuqori tartibi tenglamaning
tartibi deyiladi.

Misollar.
1) y"—y'cosx—x’y =0 ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglama.

2) x(1—y?*)dx+ y(1+x?*)dy =0 birinchi tartibli oddiy differensial tenglama.

k
v, (0) :C1+%:v0 = C, :vo—%: vz(t):(vo—%)e oy

3) x %~ y% birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama bo‘ladi
X

(z=2(x,y)).

Ta’rif. Differensial tenglamaning yechimi yoki integrali deb tenglamaga qo‘yganda uni
ayniyatga aylantiradigan har ganday differensiallanuvchi y =¢(x) funksiyaga aytiladi.

Ta’rif. Differensial tenglama yechimining grafigi integral egri chiziq deyiladi.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1. CanoxutauuoB M.C., HacpuramunoB T'.H. Oodouii ougppepenyuan menenamanap.
Tomuikent,  Y36ekucron”, 1994.
2. MMoutpsirun JI.C. O6vixnosennue oughgepyuanvruvle ypasuenus. M.:Hayka, 1969.
3. CrenanoB B.B. Kypc ougpghepenyuanvuvix ypasnenuii. M.: I'u3.®du3- mar. iureparypa.1958
4. dascroavl JLE. Jugpgepenyuanvuvie ypasnenus u eapuayuonnoe ucuunenue. M.: Hayka..
1965.
5. ®uaunnoB A.®. Coopruk 3a0au no ouggepenyuanvuvim ypasuenuam. M.: Hayka, 1979 (5-e
W3/IaHKE).

Mustagil ta’lim mavzulari
1. Differentsial tenglamalarga keltiriladigan ba'zi (fizika, matematika, biologiya, igtisodiyotga
oid) masalalar.



2. Bir jinsli va umumlashgan bir jinsli differensial tenglamalar.
Glossariy

Differensial tenglama - Matematika, fizika va texnikaning ko‘pchilik masalalarini
yechishda ko‘pincha izlanayotgan va berilgan o‘zgaruvchi miqdorlar orasidagi funksional
bog‘lanishni birdaniga topish qiyin bo‘ladi, lekin erkli o‘zgaruvchi izlanayotgan funksiya va
uning xosilalarini bog‘lovchi tenglama tuzishga muvaffaq bo‘linadi. Bunday tenglamalar
differensional tenglamalar deyiladi.

Differensial tenglama tartibi - Differensial tenglamaga kirgan hosilalarning eng yuqori
tartibi tenglamaning tartibi deyiladi.

Birinchi tartibli differensianal tenglamalar - erkli o‘zgaruvchi, izlanayotgan funksiya va

uning birinchi tartibli funksiyasini o‘zaro bog‘laydi. Shuning uchun uni F(xy.y)=0
ko‘rinishda yoziladi.
Differensial tenglamaning yechimi - differensial tenglamaning yechimi yoki integrali

deb tenglamaga qo‘yganda uni ayniyatga aylantiradigan xar ganday differensiallanuvchi

y=o(x) funksiyaga aytiladi.
Differensianal tenglamalarni yechish — tenglamani ayniyatga aylantiradigan barcha
funsiyalarni topish demakdir.
Keyslar banki

[ 2.,
Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: y—xy'=al+x7y’) :
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bolgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
Differensial tenglamalar deb nimaga aytiladi?

=

n 1 n-1
Quyidagi y( )= FOay1y "y( )) tenglama ganday tenglama turiga kiradi?
Oddiy differensial tenglama deb ganday tenglamaga aytiladi?
Xususiy xosilali differensial tenglama deb ganday tenglamaga aytiladi?
Differensial tenglamaning yechimi yoki integrali deb nimaga aytiladi?

abswn

Amaliy mashg’ulot-1
1. Quyidagi keltirilgan masalalarni yechish uchun grafik chizib, gidirilayotgan funksiyani

y=Y(X) deb belgilab, agar grafik dekart koordinatalarida chizilgan bo‘lsa, masala keltirilgan
migdorlarni *Y:Y" deb belgilab, ular orasida bog‘lanish hosil qilish kerak. U holda masalada

keltirilgan fikr diffrensial tenglamaga keltiriladi, undan gidirilayotgan funksiya Y = Y(¥)
topish mumkin.

2. Fizik masalada birinchi bo‘lib, aniqlash kerakki, qaysi o‘zgaruvchini erkli (x) va gaysi
o‘zgaruvchini qidirilayotgan funksiya (u) deb olish kerak. So‘ng erkli o‘zgaruvchi x AX ortirma
olsa, gidirilayotgan funksiya u gancha orttirma oladi:



y(X+Aax) = y(x) |

Bu ifodani AX ga bo‘lib va AX =0 da limitga o‘tib, differensial hosil qilamiz. Ko‘pgina
masalalarda shunday qo‘shimcha shartlar borki, ular orqali differensial tenglama yechimidagi
o‘zgarmaslarning giymatlarini aniqlash mumkin. Ba'zan differensial tenglama hosilasini fizik

& y
ma'nosi orgali juda oson tuzilishi ham mumkin: axir t-vaqt, dt migdorning vaqt bo‘yicha
o‘zgarish tezligi.

Ba'zi masalalarda, differensial tenglama tuzish uchun fizik gonunlardan foydalanish
mumkin. Odatda ular masalalar oldida keltiriladi, yoki juda keng targalgan, hammaga tanish
bo‘ladi.

Masalan, Nyutonning ikkinchi gonuni, harakat migdorining o‘zgarishi qonuni va hakazo.

Misol 1. 10 litr suv solingan idishga 2 litr minut tezlikda aralashma kelib tushadi,
aralashmaning har bir litrida 0,3 kg tuz bor. Idishga tushayotgan aralashma suv bilan aralashadi
va yangi aralashma shunday tezlik bilan idishdan chiqib ketadi. Idishda 5 minutdan keyin gancha
tuz bo‘ladi?

yechish: t-vaqt bo‘lsin, u(t) t- vaqt ichida idishdagi tuz miqdori bo‘lsin. (tajriba boshidan
beri) vaqt t dan t+Al ga o‘zgarganda idishdagi tuz o‘zgarishi yt+A)-y(t) p; topaylik. 1-
minutda idishga 2 litr aralashma qo‘shiladi. Bu 2At hajmda 932 At=0.6At 7 hor. 1kkinchi
tomondan At vaqtdan so‘ng idishdan 2At aralashma chigib ketadi. t vaqgtda (10 litr) suvda Y(®)

kg tuz bo‘lsin. 2At [itrli chigib ketayotgan aralashmada 0,2-At-Y() 7 bolishi mumkin, agar
bu At vagt ichida idishdagi tuz migdori o‘zgarmas. Lekin bu t vaqt ichidagi tuz miqdori At —0
da cheksiz kichik (chik) miqdorga o‘zgaradi. Shuning uchun chiqib ketayotgan 2A Jitr
suyuqlikda
0,2t-(y(t)+2) kg

tuz bo‘ladi, @ >0, agar At =0 poclsa. Shunday qilib, (t,t+At) vaqt ichida idishga
kirib kelayotgan suyuqlik ichida 0,6At ¢, chigib ketayotgan suyuqlik ichida

0,2-At(y(t) + @) kg tuz mavjud.

Bu vaqt ichida tuz miqdorini o‘zgarishi.

y(t +AAtz YO _0,6-0,2(y(t)+a), At—0

y'(t)=0,6=0,2y(t)
Chunki o —)O, At —>0 .

_ -0,2t
Bu tenglamani yechib; y(t)=3-ce funksiyani olamiz. 1=0 tuz yo‘q edi, shuning

uchun Y@ =3-ce®*?=3-c=0; c=3 y=3-3e% t=5
y(5)=3-e°*°=3-3¢™

ya'ni, minutda idishda
~19 kg tuz goladi.
Misol-2: O‘q Vo =400

teshib, undan v, =100 m/sek tezlik bilan uchib chigadi. Devorning qarshilik kuchi o‘qning
harakat tezligi kvadratiga proporsional deb olib, o‘qning devor ichida harakatlanish vaqti T ni

m/sek tezlik bilan harakatlanib, =20 sm galinlikdagi devorni

toping:
yechish: Nyutonning ikkinchi qonuniga binoan o‘q harakatning differensial tenglamasi
dv
m— =—kv’ 1
o @

ko‘rinishga ega (manfiy ishora devorning qarshilik kuchi o‘qning tezligiga qarama-garshi
yo‘nalgan bo‘lgani uchun olindi).



K

Bu o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. O‘zgaruvchilarni ajratib va M ni ky orqali
belgilab,

dv
V—2 = kldt
ni hosil gilamiz, bu yerdan
Ioge e
v yoki V
t = 0 da v=v, boshlang‘ich shartdan S = 1 /vo ni aniglaymiz; shuning uchun
1_ k1t+i (2
v v,
Agar bu munosabatda V=Y geh olsak, t=T bo‘ladi va binobarin, izlanayotgan T vaqt
1 1
—=kT+—
Vi Vo | tenglamadan topiladi, bu yerda

1(1 1
by o

T uchun topilgan ifodada noma'lum ki kattalik ishtirok etyapti. Uni aniglash uchun (2)
umumiy yechimini quyidagicha gayta yozib olamiz:
dt 1+kyt’

dx
bu yerda v tezlik dt bilan almashtirilgan. Bu tenglamadan integrallab topamiz:

X = 1 In(L+k, v,t)+c
k,

t=0 da x=0 (o‘q devorga kiradi) va shuning uchun € =0, t=T va X=h (o‘q
h= 1 In1+k,v,T)
devordan chiqyapti) shuning uchun 1 . (3) tenglamadan
v, = Yo
1+ kv, T
1+k,vT =2
bu yerdan Vi Shuning uchun h ning ifodasi ushbu ko‘rinishda bo‘ladi:
1 h
h= ki nY kol
1 Vi yoki Vi,

1

ky ning topilgan qiymatini (3) ifodaga qo‘yib, izlanayotgan T vaqtni topish uchun

formula hosil gilamiz.
T (1—1] (4)
Vl VO

Sonli hisoblashlarni bajarib



(vo =400-2L, v, =100-2L h=20cm I{e6om/l6j T =0,00108
cex cex sek in topamiz.
Misol-3: Aylanish o‘qining O nuqtasiga joylashtirilgan yorug‘lik manbaidan chigadigan
hamma nurlar reflektor ko‘zgusidan bu o‘qqa parallel bo‘lib qaytishi uchun reflektor ko‘zgusini
qaysi aylanish sirti bo‘yicha silliglash kerak.

4

"

N
A ol P \

yechilishi: lIzlanayotgan aylanish sirtining meridian kesimini olamiz. Koordinatalar
markazini 0 nuqtada tanlaymiz, OX o‘qgni esa aylanish o‘qi bo‘yicha yo‘naltiramiz. Agar OX o°q

bilan egri chizigning M(x.y) nugta siga o‘tkazilgan AT urinma orasidagi burchakni ¢ orqali
belgilasak, u holda masala shartiga ko‘ra; <SMT =& |kkinchi tomonidan, burchaklar tushish

T
burchagi (<OMN) va qaytish burchagi (<KNMS) ni A ga to‘ldiruvchi burchaklar bo‘lgani
sababli <OMA=<SMT va bundan <OMA=«  shunday gilib, OAM uchburchak teng yonli va
_ _ ' [z 2
OA=OM. Chizmadan: OA=AP-OP=y/y=X, OM =y{X"+y" " atiia ushbu differensial

tenglamani hosil gilamiz:
%—x:«/x2+y2 )]

yoki differensiallarda yozsak,
yax — (X +/X* +y*)dy =0

Bu x va u ga nisbatan bir jinsli tenglama. X= Y% va mos ravishda 9% =2dy + ydz
qo‘yish yordamida bu tenglamani o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltiramiz:

y(zdy + ydz) = y(z +v2° +1)dy yoki YOz = V22 +1dy, yerdan
gz _dy
2+l Y yoki In(z ++v2*+1)=Iny-Inc.

o‘rniga




ya'ni
ziyzii1=7.
C

irratsionallikni yo‘qotib, bu tenglamani soddalashtiramiz:
yechilishi: 1zlanayotgan aylanish sirtining meridian kesimini olamiz, OX.

2 2
(l—z-j =z’ +1 y_2e

c yoki ¢ ¢ .
Eski x o‘zgaruvchiga qaytib, quyidagi umumiy integralni hosil gilamiz:
y2:2c(x+%]. (2)
Bu simmetriya o‘qi OX o°‘q bilan ustma-ust tushadigan, parametri p=c bo‘lgan va uchi

C

koordinatalar boshidan chap tomonda 2 masofada yotadigan parabolalar oilasidir. Demak,
aylanish sirtlari aylanish paraboloidlari bo‘lib, ularning

y’+2° :20(x+%j

2 2
tenglamalari ma'lum qoida bo‘yicha u? ni y +2 orgali almashtirish bo‘yicha hosil
bo‘ladi.
Agar ko‘zguning diametri d va chuqurligi h berilgan bo‘lsa, parabola tenglamasidan
c d d?
X+—=hy=— cC=—,
2 2 deb, S ning giymatini aniglash mumkin: 8h " uholda parabola tenglamasi
) d2 2
T LT
4 (xususiy integral), aylanish paraboloidining tenglamasi esa
) - dZ dZ
Yy +£ —F X+16—h
(3) bo‘ladi.
1 Y =(x+y) ji arctg(x+y)=x+c.
o ¥'=(8x+2y+1)% i 8x+2y+1=2tg(2x+c)
3 (2x+3y-1)dx+(4x+6y—-5)dy =0 j: X+2y+3-In/2x+3y-7/=c.
4. (2x=y)dx+(4x—2y+3)dy =0. j: 5x+10y+c=3In|10x-5y+6].
5, y'=10"" j: 10°+10” =c.
_ X
y,+sinx+yzsinx y In tgx‘:c—Zsm—.
. ctg%—_t=t+c, z-t=2nk, keZ
7 Z'=cos(z-t). j: 2
g X'—x=2t-3, j: 2t+x—1=ce'.
g (t+2x)x'=1. j: t+2x+2=ce’
1o §'= AT 251 VAt 2s-1-2In(VAt+2s-1+2) =t+c
: J:
TEST
Differensial tenglama deb * Erkli o‘zgaruvchi va  |Erkli o‘zgaruvchi va  |Noma’lum Erkli o‘zgaruvchi va
. il d'g no’malum funksiya va  |no’malum funksiya |funksiyani no’malum funksiya
nimaga aytiiadi: uning hosilalari yoki bog‘lovchi bog‘lovchi hosilalari yoki
differensiallarini munosabatlar munosabat differensiallarini




bog‘lovchi munosabatlar
differensial tenglama
deyiladi.

differensial tenglama
deyiladi.

differensial tenglama
deyiladi.

bog‘lovchi
munosabatlar
differensial tenglama
deyiladi.

Oddiy differensial tenglama
deb nimaga aytiladi?

* Agar no’malum
funksiya bitta erkli
o‘zgaruvchiga bog‘liq
bo‘lsa, bunday
differensial tenglama
oddiy differensial
tenglama deyiladi.

Agar no’malum
funksiya ikkita erkli
o‘zgaruvchiga bog‘liq
bo‘lsa, bunday
differensial tenglama
oddiy differensial
tenglama deyiladi.

Agar no’malum
funksiya uchta erkli
erkli o‘zgaruvchiga
bog‘liq bo‘lsa,
bunday differensial
tenglama oddiy
differensial tenglama
deyiladi.

Agar no’malum
funksiya beshta erkli
erkli o‘zgaruvchiga
bog‘liq bo‘lsa,
bunday differensial
tenglama oddiy
differensial tenglama
deyiladi.

Differensial tenglama erkli
o‘zgaruvchiga nechta erkli
o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lsa,
xususiy hosila differensial
tenglama deyiladi?

*2 yoki undan ortiq

3 yoki undan ortiq

1 yoki undan ortiq

4 yoki undan ortiq

Differensial tenglamaga
kirgan hosilalarning eng

* Differensial tenglama

Differensial tenglama

Differensial tenglama

Differensial

yuqori tartibi nima deb tartibi o‘lchami o‘lchovi tenglama yechimi
ataladi?

Differensial tenglamaning

yechimi eki integrali deb Har ganday Har ganday uzilishga Har qanday Har qanday uzluksiz

tenglamaga go‘yganda uni
ayniyatga aylantiradigan
nimaga aytiladi?

differensiallanuvchi
funksiyaga aytiladi.

ega bo‘lgan
funksiyaga aytiladi.

funksionalga aytiladi.

funksiyaga aytiladi.

quyidagi tenglama nechanchi
tartibli differensial tenglama

y'—y'cosx —x’y=0

*2-tartibli

1-tartibli

3-tartibli

4-tartibli

quyidagi differensial
tenglamaning tartibini
aniglang:

x(l— y? )dx— y(l— x° )dy =

*1-tartibli

3-tartibli

5-tartibli

O-tartibli

quyidagi differensial
tenglamada erkli o‘zgaruvchi

0z 0z
nechta: X—=Yy—
OX

%y

*2 ta

5ta

3ta

1ta

Birinchi tartibli oddiy
differensial tenglamani
umumiy ko‘rinishini aniglang.

* F(x,y,y)=0

F(x,y,c,)=0

Birinchi tartibli differensial
tenglamaga go‘yilgan Koshi
masalasini aniglang:

y'=f(xy)

X=Xg = yO

y'=f(xy)

X =Y

X=Xg




MA'RUZA No2
MAVZU: O‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar.

Reja:
1. Birinchi tartibli differensial tenglama.
2. O‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama.
3. O‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama.

Tayanch so’z va iboralar: birinchi tartibli differensial tenglama, o ‘zgaruvchilari
ajraladigan differensialtenglamalar, o zgaruvchilari  ajralgan  differensial  tenglama,
o ‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama, birinchi tartibli differensial tenglama xususiy
yechimi, birinchi tartibli differensial tenglama umumiy yechimi.

1. Birinchi tartibli oddiy differensial tenglama umumiy ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:
F(xy,y)=0, )

bu yerda x-erkli o‘zgaruvchi, y-no'malum funksiyava y'= % -noma’lum funksiya hosilasi.
X

Agar (1) ni y' ga nisbatan yechish mumkin bo‘lsa, u holda

y'=f(xy) ()
bo‘ladi.
(2) dan differensial ishtirok etgan ko‘rinishga o‘tish oson, ya'ni
M (X, y)dx+N(x,y)dy =0 (3)

ko‘rinishga.
Hagigatan, agar y’=% desak, f(x,y)dx—dy=0, bu yerdan M(x,y)= f(x,y),
X

N (X, y) =—1va aksincha (3) dan (2) ga o‘tish oson.
Differensial tenglamani umuman aytganda, bitta funksiya emas, balki funksiyalarning
butun bir to‘plami qanoatlantirishi mumkin. Ulardan birini ajratib ko‘rsatish kerak, yani X=X,

bo‘lganda y =Y, ko‘rinishdagi shart berilishi kerak. Bu shart boshlang‘ich shart deyiladi va
quyidagicha yoziladi:
y|X:X0 =Y (4)
Ushbu,
y'=f(xy) (2)
{y|x=x0 =Y (4)

(2) , (4) masala Koshi masalasi yoki boshlang ‘ch masala deyiladi.
Teorema.( Koshi yoki yechimning 3 va ! hagidagi teorema). Agar (X,,Y,) nuqtani o‘z

ichiga olgan D — R? sohada f(x,y) funksiya uzluksiz va uzluksiz % xususiy hosilaga ega

bo‘lsa, u holda (2) differensial tenglamaning (4) boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi
y=¢(X) yechimi 3 va ! bo‘ladi.

Ta'rif. Birinchi tartibli differensial tenglamaning  umumiy yechimi deb quyidagi
shartlarni ganoatlantiruvchi y =¢(x,C), C =const funksiyaga aytiladi:

1) u ixtiyoriy o‘zgarmas C ning mumkin bo‘lgan har qanday qiymatida differensial
tenglamani ganoatlantirsa;

2) Dboshlang‘ich y|X:X =Y, shart qanday bo‘lganda ham undan o‘zgarmas C ning

shunday C,

giymatini topish  mumkinki, y=¢(x,C,)  funksiya berilgan boshlang‘ich  shartni



ganoatlantirsa, ya'ni Yo = (%, Cy) .

Ta'rif. Differensial tenglamaning umumiy yechimidan o‘zgarmasning mumkin bo‘lgan
giymatlarida hosil gilinadigan yechim xususiy yechim deyiladi.

2. Differensial tenglamaning eng sodda turi o ‘zgaruvchilari ajralgan tenglamadir.
Uning umumiy ko‘rinishi:

M (x)dx+ N(y)dy =0 (5)

Bu tenglamaning muhimligi shundaki dx oldidagi funksiya fagat x ga bog‘liq, dy

oldidagi
funksiya fagat y ga bog‘lig. Bu tenglamaning umumiy yechimini topish uchun, uni hadlab
integrallash orgali hosil gilinadi:

j M (x)dx +.|' N(y)dy=C, C =const.

Bu yerda o‘zgarmas C ni berilgan tenglama uchun qulay bo‘lgan istalgan ko‘rinishda olish
mumkin.

1-misol.
xdx+ydy =0, M(x)=x, N(y)=y

dex+jydy:C,

X2 2

XY _c=xyy?=20=C7,
2 2
x> +y?=C?
Bu markazi koordinatalar boshida bo‘lgan, radiusi C, bo‘lgan kontsentrik aylanalar oilasidan
iborat.
M, (X)N, (y)dx+ M, (x)N,(y)dy =0 (6)
ko‘rinishdagi differensial tenglama o ‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama deyiladi.
(6) da N,(y)M,(x)=0 ifodaga bo‘lib, uni o‘zgaruvchilari ajralgan (5) tenglamaga
keltirish mumkin:
ML0) g NaW) gy g
M, (X) N, (y)
buni esa integrallab umumiy yechim topiladi.

Ushbu
y'= fl(x) fz(y)
ko‘rinishdagi tenglama ham o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. y'= % desak, u holda
X
dy = fl(x) fz(y)| : fz(y) # 0,

1
f,(y)

dy = f,(x)dx,
integrallasak
dy
——=| f,(x)dx+C
sz(Y) J. '
bo‘ladi.

2-misol. Quyidagi differensial tenglamani umumiy yechimini toping.
X(1+ y*)dx — y*(1+x?)dy =0.
Yechish.
X(L+ y*)dx =y (L+ X*)dy = 0] : (L+X*) (L+ y°) # 0



X
1+x

y2
dX———dy=0
l+y

2

integrallaymiz.

X y® 1
dx— dy==InC
-[1+x2 Il+y3 =%

bu yerda o‘zgarmas C -ni yechim ko‘rinishi oson bo‘lishi uchun %InC deb oldik. Natijada
1In‘1+ XZ‘—lln‘l-i- y3‘ “Linc
2 3 6

hosil bo‘ladi. Bundan

(1+x)* =C(L+y°)? (7)
ega bo‘lamiz.
(L+x)(1+y*) =0
shartdan
y=-1

bo‘lishi mumkin. Bu y=-1 chiziq yechim bo‘lib, (7) yechimlar oilasida yotmaydi. Shuning
uchun berilgan tenglamani umumiy yechimi

Q+x°)° =C@L+Vy*)?, y=-1
bo‘ladi.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1. CanoxutaumuoB M.C., HacpuramuoB T'.H. Oo0outi oupppepenyuan menenamanap.
TomuikeHt,  Y36ekucton”, 1994.
2. Moutpsirun JI.C. O6vixnosennue ougpgepyuanvhuvle ypasuenus. M.:Hayka, 1969.
3. CrenanosB B.B. Kypc ougppepenyuanvnvix ypasnenuu. M.: I'n3.®du3z- mar. nuteparypa.1958
4. dabcroav JLE. Juppepenyuanvuvie ypasnenus u eapuayuonnoe ucuunenue. M.: Hayka..
1965.
5. ®ununnoB A.D. Cooprux 3adau no oughgpepenyuanvuvim ypasnenuam. M.: Hayka, 1979 (5-e
W3JaHue).

Mustagil ta’lim mavzulari
1. Hosilaga nisbatan yechilgan birinchi tartibli differensial tenglamalar. Yechim tushunchasi.
Xususiy va umumiy yechim.
2. Chiziqgli differensial tenglamalar. yechimning xossalari.

Glossariy

Xosilaga nisbatan yechilgan birinchi tartibli tenglama - y'=T1xy) ko’rinishdagi
tenglama.
- Y = f(xy) - _ - ruvehi
Koshi masalasi — tenglamaning y(Xq) = Y shartni ganoatlantiruvchi
yechimini topish masalasi.
Yechimning mavjudlik va yagonaligi xagidagi teorema — Agar (X0 Yo) nuqtani o0z
of
ichiga olgan D < R? soxada T (%Y) funksiya uzluksiz va uzluksiz oy Xususiy xosilaga ega

bo‘lsa, u xolda (2) differensial tenglamaning (4) boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi y=1(x)
yechimi Z va ! bo‘ladi.
Birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy yechimi - Birinchi tartibli



differensial tenglamaning umumiy yechimi deb quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi
y = T(x,c),c=const g nysivaga aytiladi:
a) Y ixtiyoriy o‘zgarmas C ning xar ganday giymatida differensial tenglamani ganoatlantiradi.

b) boshlang‘ich Y]xer= Yo o shart xar qanday bo‘lganda xam o‘zgarmas C ning shunday C.
giymatini  topish  mumkKinki, y =px.c) funksiya berilgan boshlang‘ich  shartni
Yo = §D(X0’Co).

ganoatlantiradi, ya'ni
Xususiy yechim - Differensial tenglamaning umumiy yechimidan o‘zgarmasning
mumkin bo‘lgan giymatlarida xosil gilinadigan yechimlar xususiy yechimlar deyiladi.

O‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama — M(x)dx+N(y)-dy =0 ko’rinishdagi
tenglama.

Keyslar banki
Keys: Masala o’rtaga  tashlanadi: Differensial tenglamani yeching:

(x+1)°dy—(y-2)*dx=0_

Keysni bajarish bosqgichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar

Birinchi tartibli oddiy differensial tenglamaning umumiy ko‘rinishi qanday bo‘ladi?
Koshi masalasi deb nimaga aytiladi?
3. Birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy yechimi deb gaysi shartni
ganoatlantiruvchi funksiyaga aytiladi?
Differensial tenglamaning eng sodda turi qanday ko‘rinishida bo‘ladi?
5. Qanday ko‘rinishdagi differensial tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama

deyiladi?

™=

B

Amaliy mashg’ulot-2
O‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar quyidagicha yozilishi mumkin:

y'=1(x)-9(y) @
yoki quyidagi ko‘rinishda
M (x)-N(y)dx+ p(x) Q(y)dy =0. )

Bunday tenglamalarni yechish uchun tenglamaning ikkala tomonini shunday ifodaga
ko‘paytirish kerakki, tenglamaning bir tomonida faqat x, ikkinchi tomonida fagat u o‘zgaruvchi
golsin. So‘ngra ikkala tomonini integrallash kerak. Bo‘lishda extiyot bo‘lish kerak, chunki
ifodani nolga aylantiruvchi qiymatlarida yechim yo‘qolib qolishi mumkin.

Misol 1. Quyidagi tenglamani yeching.

X y?y'+l=y. 3)
Tenglamani (2) ko‘rinishga keliramiz.
xzyz%z y—1; x2y?dy = (y —1)dx.
X
2
Ikkala tomonini * (y-9 ga bo‘lamiz:
? dx
y dy=—
y-1 X

O‘zgaruvchilari ajratildi. Tenglamani ikkala tomonini integrallaymiz:



2

y? dx | y 1
—dy=|—; —+y+iIn|y-l=—=+c.
Iy—l d J.xz 2 y+nly-1| X

X*(y-1) ga bo‘lishda X=0va ¥ -1=0 ya'ni Y =1 yechimlar yo‘qolishi mumkin.

Ravshanki, ¥ =1 funksiya (3) ning yechimi, X=0yechim emas.

2. ¥'=T(ax+hy) ko‘rinishdagi tenglamalar o‘zgaruvchilari ajraladigan ko‘rinishga
z=ax+by yoki =&+ by +c, ¢~ ixtiyoriy o‘zgarmas, almashtirish yordamida keltirish
mumkin.

Misol-2, O +Y)dx+(xy+X)dy =0 gifferensial tenglamani umumiy yechimini toping.

yechish: x#0, ¥#0 gep faraz qgilib, berilgan tenglamaning ikkala gismini xu ga
bo‘lamiz. Natijada o‘zgaruvchilari ajralgan quyidagi tenglamaga ega bo‘lamiz:

(1+ EJ dx+ [1+ ij dy =0.
X y
uning integralini topamiz:

j(1+§)dx+j(1+%jdy:|n|c|.

X+In|x|+In|y|=In|c].
In|xy|+Ine* =In|c|, xye*¥ =c.
Oxirgi tenglik berilgan differensial tenglamaning umumiy integralidir. Uni topishda
x#0, ¥ =0, gep gabul gilgan Edik. Ammo X=0 va ¥ =0 ham berilgan tenglamaning yechimi

bo‘lishini osongina tekshirish mumkin. Ikkinchi tomondan, ularni umumiy integralida =0 deb
topish ham mumkin.

Demak, X =9 ¥ =0 perilgan tenglamaning xususiy yechimi.
3 201+ %2y —
Misol 3; X(¥" +Ddx=y"@A+Xx7)dy =0 gitferensial tenglamaning umumiy yechimini
toping.

2 3
yechish: Tenglamani @+x)A+y7) =0 ga bo‘lib, o‘zgaruvchilarini ajratamiz:
xax  y?
2 3 0
1+x° 1+y

Integrallab, quyidagiga ega bo‘lamiz:
L |1+ X |—£In |1+ y° |:£Inc.
2 3 6

Bu yerda kelgusi o‘zgartirishlarni osonlashtirish uchun ixtiyoriy o‘zgarmas sifatida
@+x°)°

llnC 32
6 olindi. Yugoridagi ifodani potensirlab, umumiy yechimni hosil gilamiz: @+y%)

2 / 2 _
Misol 4: Ushbu 1-y dx+V1-x"dy =0 tenglamaning umumiy integralini toping.

, 2 2
Tenglamaning ikkala tomonini 1=x"yJ1-y ko‘paytmaga bo‘lib, o°‘zgaruvchilari
ajralgan

dx N dy 0
J1- %2 \/1—y2
tenglamani hosil ~ gilamiz, bu yerdan umumiy integralni  topamiz:

arcsin x +arcsin y =arcsin ¢ Agar bu tenglikda sinuslarga o‘tadigan bo‘lsak, umumiy
integralning algebraik shaklini hosil gilamiz:



Bevosita tekshlrlsh y==

x\/l— y?> +yy1-x2 =C.

2
vi-y ga bo° lishda y=+1 yechimni yo‘qotishimiz mumkinligini qayd qilamiz.

L i haqgiqatan ham yechimlar ekanligini ko‘rsatadi.

Yoo = boshlang‘ich shart S ni topishga imkon beradi (C=0) ya
2 2 _
x\/l—y +y\/1—x =0 xususiy integralga olib keladi.
1 tgx-sin® ydx+cos® x ctgy dy =0. ifb: ctg’y=tg’x+c
o Xy'=y=y’ ifb: X1+ y? =cy;
3 xyy'=1-x? ilb: x*+y* =Incx®
_a+cx
4 Yy =al+x7y) jib: © ax+1
5 3e'tgydx+(1-e")sec’ ydy =0 ilb: tgy =c(l-€)*; x=0
6. YiOx=y jilb: y=csinx
11
7 (x+1)%dy—(y—2)*dx=0 ilb: 2—-y 2(x+1)°
g, Sec” x-sec ydx = —ctgx-sin ydy. ilb: tg°x+sin’y=c
9. (y+xy)dx+(x—xy)dy =0 jilb: X—y+In|xyl=c.
10. yy'+X=1. J/b (X—:I.)2 + y2 :Cz.
11. sina-sinﬂda=c05a-sin,8d,8_j/b: cos f=ccosa
13, 3e*sin ydx = (e* —1) sec ydy. jib: tgy = c(e* —1)°.
14 X yy-1=1. ilb: x(y>+c)=x*-1
15, Y +Xy'=0;  y(-1)=1 jlb: X+y=0
16. 2d+e)yy'=e*; y(0)=0 jlo: 2V =e"+1
g , \ x2+y2:2(ln 1+1j
17. @+ x)y"dx—(y" -1)x’dy =0; y(1)=-1 jlb: y .
1+y? =
18, (¥ +X)dx+(x*y—y)dy =0; y(0)=1, ilb: TR
y'sinx=ylny; y(zj =1
19 2 jib: Y=1
: : 7)_1, : 1
y'=(2y +1)ctgx; Y(Z)ZE- y2sin?x—=.
20. j/b: 2
TEST
Birinchi tartibli differensial y'=f(xy) y'=f(x,y) y'= f(x,y) y'=f(xy)
tenglamaga qo‘yilgan Koshi * , . .
masalasini aniglang: Yxex, = Yo Xlx=x, = Yo Ylx=x, = Yo Y x=x, = Yo




Birinchi tartibli oddiy

y'=f(y.c)

differensial tenglama umumiy * d(x,y,c)=0 F(x,y,y)=0 y'= f(x,c)
yechimi ko‘rinishini aniglang:
O‘zgaruvchilarga ajralgan M, (x)dx + M (x, y)dx+ N(x, y)dy =[oM 1(X, y)dx + Nl(x

oddiy differensial tenglamani
aniglang.

M, (x)dx+ N, (x)dy =0

+N,(x, y)dy =0

O‘zgaruvchilarga ajraladigan
oddiy differensial tenglamani
aniglang.

ML GON, () s
+ M, (X)N, (y)dy =0

M (x, y)dx +
+N(x,y)dy =0

M, (y)dx+
+N,(x, y)dy=0

M, (X )dx +
+ Nl(X’ y)dy =0

Quyidagi differensial
tenglama umumiy yechimini
toping:

x(1+ y3)dx— y2(1+ xz)dy .

*

:(@3+ x? )3 =g° (1+ y® )2

(1+ x*”)3 =In c(1+ y?

(] = ey

(L+x?) =cli+y®

Birinchi tartibli chizigli oddiy
differensial tenglamani
ko‘rinishini toping.

* y+P(x)y =Q(x)

y'=f(xy)

y'+P(x)z =Q(x)

M (x, y)dx+N(x, y)

Quyidagi funksiyani bir
jinslilik o‘Ichovini aniglang:

()= +y’

*1-0‘lchovli

2-0‘lchovli

3-o‘lchovli

4-0‘lchovli

Quyidagi funksiyaning bir
jinslilik o‘Ichovini aniglang:

X—X
f(x,y)=x+y¥

* 0‘lchovi yo‘q

2-0‘lchovli

1-oIchovli

0-o‘lchovli

f(X,y) 0 o*lchovli 1 jinsli
funksiyani ko‘rinishini
aniglang:

Birinchi tartibli bir jinsli
differensial tenglamani
yechishda ganday almashtirish

bajariladi?




MA'RUZA Ne3
Mavzu: Bir jinsli diferensial tenglamalar va ularga keltiriladigan tenglamalar.
Reja
1. Birjinsli funksiya. Misollar.
2. Birjinsli diferensial tenglama. Misollar.
3. Birjinsli diferensial tenglamaga keltiriladigan tenglamalar. Misollar.

Tayanch so’z va iboralar: n-o ‘Ichovli bir jinsli funksiya, bir jinsli differensial tenglama,

dy

bir jinsli differensial tenglamaga olib kelinadigan tenglamalar, — = f (

ax-+by+c
dx

ayxX+by+c

ko ‘rinishdagi tenglama, umumlashgan bir jinsli tenglama.

X va y ga nisbatan bir jinsli tenglama o‘zgaruvchilarini almashtirish yordamida osongina
o‘zgaruvchilarga ajraladigan tenglamalarga keltirish mumkin. Bir jinsli tenglamaga ta'rif
berishdan oldin bir jinsli funksiyaga ta'rif beraylik.

Ta'rif. Agar f(x,y) funksiyada x va y o‘zgaruvchilarni mos ravishda tx va ty ga
almashtirganda (t -V parametr) t" ga ko‘paytirilganda yana o‘sha funksiya hosil bo‘lsa, ya'ni

f(tx, ty) =t"f(x,y)
shart bajarilsa, f(x,y) funksiya n o‘lchovli bir jinsli funksiya deyiladi. (n-funksiya bir
jinsliligining o‘Ichovi deyiladi).

Bir nechta misollar ko‘raylik.

1-misol.

f(x,y) =X +y?

funksiya bir o‘lchovli bir jinsli funksiyadir, chunki,
f(tx,ty) = \/(tx)z + (ty)? =t\/x2 +y> =t (x,y).

2-misol.
X —_
fy)=-—
X+Yy
0 o‘lchovli bir jinsli funksiya bo‘ladi, chunki
f (tx,ty) = tx—-ty t(x—-y) Xx-y

= = =t°f(x,y),
tX+ty t(x+y) X+y (y)

ya'ni
f(tx,ty) =t°f (x,y).
Tasdiq.
f (tx,ty) =t°f (X, )
shartga bo‘ysinadigan 0 o‘lchovli bir jinsli funksiyani
fxy) =)
ko‘rinishida yozilishi mumkin.

Isbot. Hagikatdan ham, t parametrni tanlab olish mumkin bo‘lgani uchun t = 1 deb
X

olamiz.
U holda

1 1
Foy) = Foty) = FEx=y) = FA L) =p@).
X X X X
2-misoldagi f (x, y) funksiyani quyidagicha yozish mumkin:



xa-Yy 1-Y

f(x,y)=—2X =X _pd
x(1+X) 147 X
X X

Biz quyidagi 0 o‘lchavli bir jinsli funksiya bilan ish ko‘ramiz.
Ta'rif. Agar 1-chi tartibli y'= f(x,y) differensial tenglamaning o‘ng tomoni x va y ga

nisbatan 0 o‘lchovli bir jinsli funksiya bo‘lsa, u holda bunday tenglama bir jinsli tenglama
deyiladi.
Shunday qilib bir jinsli tenglamani

y :qo(%) (1)

ko‘rinishda yozish mumkin ekan.

Bir jinsli (1) tenglamani Y u(x) o‘rniga qo‘yish yordamida o‘zgaruvchilari ajraladigan
X

tenglamaga keltirish mumkin, u holda y=u-x, bu yerda u-yangi izlanayotgan funksiya.
Keyingi tenglikni differensiallab, y’=u’x+u ni hosil gilamiz. y va y' giymatlarini (1) ga
qo‘yamiz va quyidagini hosil qilamiz:
u'x+u=ge(u)
ux=gp(u)-u
o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama. Bundan
du - x = (p(u) —u)dx|x(p(u) —u) =0
du  dx
pU)-u X

hosil gilamiz.
Buni integrallaymiz:

Id—u J'%:J' du =In|x|+InC

pu)-u 7 x " pu)-u
du
InC|x|= j M ex- ej"’(“)‘u
p(u)-u
Integrallashdan so‘ng U o‘rniga y nisbatni qo‘yib, (1) tenglamaning umumiy yechimini hosil
X
gilamiz.
Ushbu

M (x, y)dx+ N(x, y)dy =0 (2)

tenglamada M(X,y), N(x,y)lar bir xil o‘lchavli bir jinsli funksiyalar bo‘lgandagina (2)
tenglama bir jinsli tenglama bo‘ladi.
Bu 2 ta bir xil o‘lchovli bir jinsli funksiya nisbati O ulchovli bir jinsli funksiya
bo‘lishidan kelib chigadi.
(2) ko‘rinishdagi tenglamani yechish uchun uni dastlab (1) ko‘rinishga keltirish kerak:
. M(xy)
N(x,y)

nisbat 0 o‘Ichovli bir jinsli funksiya bo‘ladi.
Masalan,

(y* —3x*)dy + 2yxdx =0
tenglama bir jinslidir, chunki y*—3x* va 2yx  funksiyalar ikki o‘lchovli bir jinsli
funksiyalardir. Tenglamani yechishdan oldin uni hosilaga nisbatan yechilgan shakliga keltirish



kerak:

N

< < X<

2y

y 3_

y jz '
Quyidagi

dy ¢ ax+by+c 3)

dx ax+by+c
ko‘rinishdagi tenglama bir jinsli tenglamaga keltiriladi. Buning uchun x va Yy -larni o‘rniga
yangi U va v o‘zgaruvchilarni quyidagicha kiritamiz:

X=U+a, Yy=V+/0 4)

Bunda « va g - larni shunday tanlaymizki, tenglama bir jinsli tenglamaga aylansin. Bunday
almashtirishda dx = du, dy =dv bo‘ladi. Bularni (3) ga qo‘yib quyidagini hosil gilamiz:

dv _ f[((au+bv)+(aa+bﬂ+c) ]

du au-+bv)+(aa+bp+c)
Quyidagi tengliklar bajarilsa, (5) tenglama bir jinsli bo‘ladi:
{aa+bﬂ+c:0 ©)
aa+bp+c =0

Bu sistemani « va £ ga nisbatan yechib, « va £ ni (4) ning o‘rniga qo‘yib, (3) tenglamani bir
jinsli giladigan giymatlarini aniglaymiz.

ab
Agar =0bo‘lsa, u holda (6) sistema yechimga ega bo‘lmaydi. Bunday holda (3)

tenglama o‘zgaruvchilarini ajraladigan tenglamaga
Z=ax-+hy
o‘rniga qo‘yish orqali keltiriladi.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1. CanoxutaunoB M.C., HacputaunoB I'.H. Ooouu oughghepenyuan menenamanap.
Tomikent,  Y36ekucron”, 1994.
2. IlonuTpsirun JI.C. O6viknogennue ougpepyuanvusie ypasnenus. M.:Hayka, 1969.
3. CrenanoB B.B. Kypc oughghepenyuanvuvix ypasnenuii. M.: ['u3.®@u3- mar. ureparypa.1958
4. Javcroavn JLE. Jupgepenyuanvuvie ypasnenus u eapuayuonnoe ucuunenue. M.: Hayka..
1965.
5. ®uaunnoB A.®. CoopHuk 3a0au no ouggepenyuanvuvim ypasuenuam. M.: Hayka, 1979 (5-e
W3/IaHKE).

Mustagil ta’lim mavzulari
1. Integral chizigq. Koshi masalasi. Yechimning mavjudligi va yagonaligi hagida teorema.
2. O‘zgarmasni variatsiyalash usuli.

Glossariy
Bir jinsli funksiya — Agar | (%Y) funksiyada X va Y o‘zgaruvchilarni mos ravishda t

va ¥ ga almashtirganda (t-V parametr) t ga ko‘paytirilganda yana o‘sha funksiya hosil bo‘lsa,
ya'ni

f(tx,ty) =t"f(x,y)
shart bajarilsa, T %) funksiya N o‘Ichovli bir jinsli funksiya deyiladi.



Bir jinsli tenglama — Agar 1-chi tartibli ¥ = T(%¥) differensial tenglamaning o°ng
tomoni X va Y ga nisbatan 0 o‘Ichovli bir jinsli funksiya bo‘lsa, u holda bunday tenglama bir
jinsli tenglama deyiladi.

Keyslar banki

2 2
Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: XY =Xy

Keysni bajarish bosqgichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
1. no‘Ichovli bir jinsli funksiya deb nimaga aytiladi va u qanday shartni bajaradi?
2. Bir jinsli tenglama deb ganday tenglamaga aytiladi?
3. Bir jinsli tenglama qanday ko‘rinishda bo‘ladi?
24,2 _
(y“3x%)dy + 2yxdx =0 tenglamani bir jinsli ekanini isbotlang?

_ [ 2 2
5. FOy)=yx=+y funksiya ganday funksiya turiga kiradi?

Amaliy mashg’ulot-3
Bir jinsli tenglamalar

-
XJ yoki M (X, y)dx+ N(x,y)dy =0
ko‘rinishda yozilishi mumkin. Bu yerda M,N lar bir xil darajali bir xil jinsli funksiyalar
yani
M (kx,ky) =k"M (x, y)
N (kx,ky) =k"N(x,y), VkeR.
Yt
Bir jinsli tenglamani yechish uchun tenglamada y=u yoki X almashtirish bajarish
kerak. Natijada tenglama o‘zgaruvchilari ajralgan ko‘rinishga keladi.
Misol 1. XdY = (X+¥Y)dX teng1ama yechilsin. Bu tenglama bir jinsli differensiya tenglama
ﬂ :1+X
chunki dx X
Y= gesak, dy =tdx+xdt gy ifodani tenglamaga qo‘yamiz:
X(tdx + xdt) = (X + xt)dx = xdt = dx = dt :%:t: In| x|+c.
X
Eski o‘zgaruvchilarga gaytamiz.
y=X(In| x|+c)
Undan tashgari X =0 yechim bo‘lish davrida yo‘gotilgan edi.

. 2x2y':x2+y2 . . . . o .
Misol-2. differensial tenglamaning umumiy va boshlangich shartni
ganoatlantiruvchi xususiy yechimni toping.

2 2
yechish. 2% yg XY funksiyalar ikki o‘lchovli bir jinsli bo‘lgani uchun berilgan
tenglama bir jinsli bo‘ladi.
y =Xu,

y'=xu'+u



almashtirish bajaramiz.
2X7(U+Xxu") = X%+ (xu)?,
2x°(u+xu’) =x*(1+u?),x=0
deb tenglamani ikkala gismini x? ga bo‘lamiz. So‘ngra o‘zgaruvchilarni ajratamiz:
2u+ 2xd—u =1+u’
dx
2xdu = (1-2u +u?)dx.
du dx J~ du dxjjd(u—l) 1

—=—= -=|— ~=—In|x[+In|c|-
(u-13° x (u-1) 2X (u-1° 2
1 1
———==1In|x|+Inc, 1=@Q-uw)In{cy|x]|).
—=5ixl+ (1-u)In(cyfx)
y

Oxirgi ifodani u ning o‘rniga X qiymatini qo‘yamiz:

1:(1—¥Jln(c\/|7|), x:(x—y)ln(c\/|7|).

Uni u ga nishatan yechib, berilgan defferensial tenglamani umumiy yechimini topamiz:
X

y=X-———"7"—
|n(c I |)
yd)=0 boshlang‘ich shartdan foydalanib, o‘zgarmas s ning giymatini aniglaymiz:
Ozl—i, Inc=1, c=¢e
Inc

Demak, berilgan tenglamaning xususiy yechimi quyidagicha ko‘rinishda bo‘ladi:

X
=X—-——
T g

2. Bir jinsli tenglamaga

y.zf(amblymj

ax+by+c
tenglama koordinata boshini

ax+by+c =0

{ax+by+c:0
chiziglarning kesishish nugtasiga ko‘chirilgandan so‘ng keltiriladi. Agar to‘g‘ri chiziglar
kesishmasa ax+by =k(ax+by) va tenglama y'= F(ax+Dby) ko‘rinishga keltiriladi va bu
tenglama Z =ax+hy yoki Z=ax+by+c
tenglamaga keltiriladi.

almashtirish bilan o‘zgaruvchilari ajraladigan

3. Ba'zi tenglamalar y==" almashtirish yordamida bir jinsli tenglamaga Kkeltiriladi.

Odatda m soni oldindan nomalum. Uni topish uchun Y =% almashtirishni tenglamaga
go‘yiladi va bir jinslilik sharti talab gilinadi. Agar shunday m ni topish mumkin bo‘lsa tenglama
bir jinsli tenglamaga keltiriladi, aks holda yo“q.

4.0 4 _ 2,6
Misol-3: 2Xx7yy'+y" =4x tenglamani almashtirish yordamida bir jinsli ko‘rinishga
keltiring.

yechish: Y =% deb quyidagiga kelamiz:



2m-1

2mx* -zt 2t 24m =48

Bu tenglama bir jinsli bo‘ladi, agar barcha xadlarining darajalari teng bo‘lsa:

4+(2m-1)=4m=6 p, verdan M=3/2 Shunday gilib tenglamani bir jinsli korinishga

—_2_3/2 .. .. .. .
y= almashtirish bajarib keltirish mumkin.

y.:yw/xz—yz y=Yy 1_(1
Misol-4: Ushbu X yoki X

umumiy yechimini toping.
yechish: O‘ng tomoni nol o‘lchovli bir jinsli funksiyadan iborat.

Y_u

X almashtirish bajaramiz, u holda
tenglamaga qo‘yamiz:

jZ
bir jinsli tenglamani

y=Ux= y'=u'X+U_ u va y' ning giymatini

U'X+U=U+y1+u? =u'x=y1-U?
Quyidagi ozgaruvchilari ajraladigan tenglamani hosil gilamiz:
du du _dx

X— =+/1-u?
dx yoki V1-u* X

integrallab topamiz:

arcsinu=Inx+Inc.
_ Y_y y
Bu yerdan Y =sin(Incx). gpgi x debo‘rniga qo‘ysak, X
gilamiz. Bu yerdan u ni x orgali ifodalash oson: ¥ =*Sin(Incx)

Umumiy yechimni topdik.

=sin(Incx)
ni hosil

Amaliy mashg‘ulot Ne 3

1 (X*+y?)dx—2xydy =0 i y2 = x? —CX.
y-xy'=yln>

2 y i y=xe

3 xdy-—ydx=ydy; y@)=1 j: x=-y@+Inlyl),

YXy =Xy i arctg%ﬂncwlx%y2 =0.

5. ydy+(x—2y)ax=0. j: x=(y=x)Inc(y-x).

— XAy oy

6.y—x(y «/e_) j:e*+Incx=0,

7 (Y2 =3x*)dy+2xydx=0; y()=-2 i 3y’ =8(x2—y2).
y—xy':xsecl; y@=rx. sinz+ln|x|:0

8. X J: X .

X

g, (3y* +3xy+x*)dx = (x* +2xy)dy i Hy) = ode |

y'==—+ :
ol el
10. X j: X/




%
(y? =3x?)dy + 2xydx = 0;

Y -2y -x

y2 +2xy —x*’
y(ﬂjz +2X dy

(xy™-y)arctg L =x
11. X

12.

13.

_Z =0,
14. dx dx y
X— yCOSX

15. X

16.

Xy =y(y* +x°)
XY=y _.y

X X
ds s

dt t

17.

tg
18.

t

S

19.

y
X

xw=y@+m } y@d) =

20.

8y +10x)dx+ (By + 7x)dy =

:1=0

y(0)=1

y@Q=-1

y(0)=+5

jdx+xcos%dy:0

0.

1

=

y

2

X* +y?

j =€
J y3: yz_Xz

jpy=-%x

YarctgY
X -

i y? =5+ 2./6x.

sinX+In|x|:c.
N X

J.

jo O+ y)*(2x+y)*=c

XZ

j: x:xe272

sin y
X
J:

jy=xe?

TEST

= =CX

s? = 2t? In%

quyidagi differensial
tenglamada erkli o‘zgaruvchi

674 oz
nechta: X— =Y —
OX

%y

*2 ta

5ta

3ta

1ta

Birinchi tartibli oddiy
differensial tenglamani
umumiy ko‘rinishini aniglang.

F(x,y,c,)=0

Birinchi tartibli differensial
tenglamaga go‘yilgan Koshi
masalasini aniglang:

y'=f(xy)

X =Y

|

X=Xg

@(y,y")=0
y'=f(xy)

;

X=Xq = yO

Birinchi tartibli oddiy
differensial tenglama umumiy
yechimi ko‘rinishini aniglang:

F(x,y,y)=0

y'=f(y.c)

O‘zgaruvchilarga ajralgan
oddiy differensial tenglamani
aniglang.

M, (x)dx +
+N, (x, y)dy=0

M (x, y)dx+ N(x, y)dy =

oM, (x, y )dx+ N, (x

dy -

O‘zgaruvchilarga ajraladigan
oddiy differensial tenglamani
aniglang.

M (X, y)dx +
+N(x,y)dy=0

M, (y)dx+
+ Nl(X’ y)dy =0

M, (x)dx +
+ Nl(x’ y)dy =0

Quyidagi differensial
tenglama umumiy yechimini
toping:

x(1+ y3)dx— y? (1+ x? )dy =:Q3+ x* )3

(1+ x3)3 =In c(1+ y?

(L) =l y°

(L+x?) =cli+y®

—

Birinchi tartibli chizigli oddiy
differensial tenglamani
ko‘rinishini toping.

y'=f(xy)

y'+P(x)z =Q(x)

M (x, y)dx+N(x, y)

dy =




Quyidagi funksiyani bir
Jinslilik o*lchovini anigfang: *1-0°Ichovli 2-0‘lchovli 3-0‘lchovli 4-0‘lchovli
f(x)=/x* +y?
Quyidagi funksiyaning bir
jinslilik o‘Ichovini aniglang:
X — Xy * o‘lchovi yo‘q 2-0°Ichovli 1-o°Ichovli 0-o°Ichovli
f(xy)= .
X+Yy
MA'RUZA Ne4
Mavzu: Birinchi tartibli chizigli tenglamalar.
Bernulli, Rikkati, tenglamalari.
Reja
1. Chizigli tenglama va uni yechishning o‘rniga qo‘yish usuli.
2. Ixtiyoriy o‘zgarmasini variatsiyalash usuli.
3. Bernulli tenglamasi.
4. Rikkati tenglamasi.

Tayanch so’z va iboralar: birinchi tartibli chizigli tenglama, o ‘rniga go ‘yish usuli,

ixtiyoriy O ‘zgarmasni varitsialash usuli, Bernulli tenglamasi, Rikkati tenglamasi.

1. Ta'rif. Noma'lum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chizigli
bo‘lgan tenglamalar birinchi tartibli chizigli tenglamalar deyiladi.

Birinchi tartibli chiziqli tenglamalarning umumiy ko‘rinishi quydagicha bo‘ladi:

bu yerda P(x), Q(x) lar X ning ma'lum uzluksiz funksiyalari (yoki o‘zgamasidir).

y'+P(x)y=Q(x),

(birinchi darajali)

1)

Agar (1) tenglamanig o‘ng tamoni Q(X) =0 bo‘lsa, (1) tenglama chizigli bir jinsli (

boshgacha ma'noda ), aks holda, ya'ni

deyiladi.

Q(X) #0 bo‘lsa chiziqli bir jinsli bo ‘Imagan tenglama

Aytaylik, (1) tenglama bir jinsli bo‘lmasin, yami Q(x) #0 teng bo‘lsin. Bu tenglamani
integrallash (yoki yechimini topish)ning ikki usulini keltiramiz. Birinchisi a) o‘rniga qo‘yish
usuli va ikkinchisi b) o‘zgarmasni variatsiyalash usuli.

Bir jinsli chizigli tenglama bo‘lgan holni alohida qarab chiqish shart emas, chunki
Q(x)=0 bo‘lganda (1) tenglama ayni vaqtda o‘zgaruvchilarni ajratiladigan tenglama bo‘ladi.

a) o‘rniga qo‘yish usuli. (1) tenglamada y=u-v deb o‘zgaruvchini almashtiramiz.

Bu bilan y o‘rniga izlanyotgan yangi o‘zgaruvchi, masalan, U ni kiritgan bo‘lamiz, shu sababli

ikkinchi o‘zgaruvchi

vV ni yordamchi o‘zgaruvchi deb qarab uni o‘z hoxishimizga ko‘ra

tanlashimiz mumkin. Kelgusida shunday qilinadi ham, ya'ni (1) da y=u-v almashtirish
bajaramiz. y va y' ning u va v orqali ifodalarini (1) ga quyamiz:

y' =uv+uv
u'v+uv' +P(X)uv = Q(X)
u'v+u(v' + P(X)v) =Q(x)

(2)

Yordamchi funksiya v ni tanlash mumkinligidan foydalanib, uni o‘rta qavs ichidagi ifoda 0ga
aylanadigan gilib olamiz, ya'ni

V'+P(X)v=0

talab gilamiz. Bu o‘zgaruvchilarga ajratiladigan tenglama. (3) dan

3)




V+P(X)V=0= d_ ~P(x)dx=>In|v| =—[ P(x)dx+InC =
Y

v=ce [P (4)
v -ni bu ifodasini (2) tenglamaga qo‘ysak, U uchun o‘zgaruvchilari aratiladigan tenglamani hosil
gilamiz, ya'ni (3) o‘rinli bo‘lsa (2) quyidagicha bo‘ladi.

u'v=0Q(x)

(4) dan esa

ce "%y Q)

Cu' = Q(x)ejp(x)dx : (5)

Cdu = Q(x)ejp(x)dxdx

u= %[J.Q(x)ejp(x)dxdxjtcl}. (6)

y =u-Vv bo‘lgani uchun (4) va (6) dan (1) tenglamaning umumiy yechimi uzil-kesil quyidagicha
ko‘rinishida bo‘ladi:

y _ g JPwo [J'Q(x)ejp(x)dxdxjtcl] (7)

(3) tenglamaning integrallashdan hosil bo‘lgan C o‘zgarmas u ni v g@a
kupaytirganda gisgarib ketgani uchun (4) yechimda oldindan C =1 deb olish va (3) chi
tenglamaning umumiy yechimi o‘rniga

B —IP(x)dx
v=e
xususiy yechimni olish mumkin edi, amalda shunday qilinadi. O‘rniga quyish usuli bitta (1)

tenglamani o‘zgaruvchilarga ajraladigan ikkita (3) va (5) tenglamalarning yechimlarini izlashga
olib keladi.

1-misol. y'—ay =e™ tenglamani o‘rniga qo‘yish usuli bilan yeching.

b) O‘zgarmasini variatsiyalash usuli. Bu usulda bir jinsli bo‘lmagan (1) tenglamani
(Q(x) #0) yechimini izlash o‘rniga dastlab unga mos bir jinsli

y'+P(x)y=0 (8)

tenglamani yechamiz, bu tenglama o‘zgaruvchilari ajladigan tenglamadir. Uning umumiy
yechimi:
~[P0gax )
Bu yerda C o‘zgarmasni C =C(x) funksiya deb garaydigan bo‘lsak, u holda C(x) formulani

shunday tanlab olish mumkin ekanki, (9) funksiya bir jinsli bo‘lmagan (1) tenglamaning
yechimi bo‘lar ekan.

%jt P(x)y:O:ﬂ:—P(x)dx: y=Ce
X y

C(x) funksiyani topishi uchun y:C(x)e_IP(x)dX funksiyaning hosilasini hisoblaymiz, y
va Yy’ ning ifodalarni (1) tenglamalarga qo‘yamiz, ya'ni
y'=C'(x)e 1" _c(x)P(xe
bo‘lgani uchun (1) tenglama ushbu tenglamaga o‘tadi:
c'e " _crope ™" +cPe T =q(x)
e " =Qu) (10)

Biz yana o‘zgaruvchilari ajraladigan va noma'lum funksiya C(x) bo‘lgan tenglamani hal
gilishga keldik.  (10) dan

—_[P(x)dx



jp(x)dx

C'(x) =Q(x)e
dC(x) = Q(x)e) ¥ dx

c() =] Qe ax+C,
kelib chigadi. Bu (10) ni umumiy yechimi bo‘ladi. C(x) ning tanlangan ifodasini (9) tenglikka

go‘yib bir jinsli bo‘Imagan (1) tenglamaning izlanayotgan yechimini yana (7) ko‘rinishda hosil
gilamiz:

y = e 17" UQ(x)eIP(X)dXdHCl] 7)

Oldingi (7) bilan bir xil bo‘lar ekan.

Bu usulning nomi Co‘zgarmasni X ning funksiyasi deb garab, uni
variatsiyalaganimizdan (o‘zgartirganimizdan) kelib chiqqan.

Bu usul o‘rniga quyish usuli kabi (1) tenglamani o‘zgaruvchilarga ajratiladigan ikkita (8)
va (10) tenglamaga keltirildi.

2-misol. % —yctgx =asinx tenglamani o‘zgarmasni variatsiyalash usuli bo‘yicha

X

yeching.

3. Bernulli tenglamasi.

Bernulli tenglamasining umumiy ko ‘rinishi:

y'+P()y=Q(x)y", neR, (1)

bu yerda n=const. n=0 da Bernulli tenglamasi chizigli tenglamaga aylanadi, n=1 da
o‘zgaruvchilarga ajraladigan tenglama bo‘ladi, chunki uni

y'+[P(x)-Q(x)]y=0
ko‘rinishga keltirish mumkin. Shuning uchun n=0, n=1 deb faraz gilamiz.
Bernulli tenglamasini tegishli o‘rniga qo‘yish orqali chiziqli ko‘rinishga keltirish mumkin.
Buning uchun tenglamaning ikkala gismini y" #0 ga bo‘lamiz:
1
n-1 = Q(X) *

VAN
y y

=z deylik, u holda

n-1 "~

, 1,
Z'=—(n-1y"y =(1—n)Fy

va Bernulli tenglamasi ushbu ko‘rinishga keladi:
1 7

Fy :1—n

!

21 P(X)Z2=Q(x)
1-n

Z’+(1-n)P(X)z=(1-n)Q(x)
Bu z ga nisbatan birinchi tartibli chizigli tenglama, bu tenglamani yechishni bilamiz. Misol
ko‘riladi.

4.Rikkati tenglamasi.

Ba'zi tenglamalar o‘zgaruvchini almashtirish yordamida Bernulli tenglamasiga keltiriladi.
Masalan, Rikkati tenglamasi uning bitta xususiy yechimi ma'lum bo‘lganda Bernulli
tenglamasiga keltiriladi. Ushbu

Y'+p()y+a()y* = f(x) (12)
ko‘rinishdaga tenglama Rikkati tenglamasi deyiladi.



y=Y,(x) funksiya (12) tenglamaning xususiy yechimi bo‘lsin. Agar y=y,(X)+z2
almashtirishni bajarsak

Y=y, 00+ =y, (X)+ 2"+ pO)(y,(X) + 2) + )y, (X) + 2)* = ()
kelib chigadi.

¥y () + p(x)y,(x) +a(x)y; (x) = f(x)
ekaniligini e'tiborga olsak, ushbu

z'+[p(x) +20(x)y,(X)]z+0(x)2* =0
Bernulli tenglamasi hosil gilamiz.
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Mustagil ta’lim mavzulari
1. O‘zgaruvchilari ajralgan va unga keltiriladigan differensial tenglamalar.
2. Bernulli va Rikkati tenglamalari.

Glossariy
Birinchi tartibli chizigli differensial tenglama — Noma'lum funksiya va uning hosilasiga
nisbatan chizigli (birinchi darajali) bo‘lgan tenglamalar birinchi tartibli chizigli tenglamalar
deyiladi.
Chizigli bir jinsli differensial tenglama — ¥ *P(X)Y=Q(X) tenglamada Q(x) =0
bo’lgan hol.

Bernulli tenglamasi — y+ P(X) y=Q(x)y",neR ko’rinishdagi tenglama.

i 2 _
Rikkati tenglamasi — y'+p(x)y+a(x)y” = 1(x) ko’rinishdagi tenglama.

Keyslar banki
xdy

-2xy =3
Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: dx .
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni
keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
Birinchi tartibli chizigli tenglamalar deb (nima) ganday tenglamaga aytiladi?
Bernulli tenglamasining umumiy ko‘rinishi ganday?
3. Ba'zi tenglamalar o‘zgaruvchilarga almashtirish yordamida qanday tenglamaga
keltiriladi?
Qanday ko‘rinishdagi tenglama Rikatti tenglamasi deyiladi?
Rikatti tenglamasi orgali Bernulli tenglamasini keltirib chigaring?

=

ok



Amaliy mashg’ulot-4
1, Y+a()y=b(x) @) tenglama chizigli tenglama deyiladi. Uni yechish uchun avval

bir jinsli Y ta()Y=0 (2) tenglamani yechish kerak. Uni o‘zgaruvchilarini ajratib yechish
mumkin.

dy =—a(x)dx
y

Umumiy yechimdan o‘zgarmas s ni ©=C¢(X) funksiya deb va topilgan yechim ¥ = Y(X)
ni (1) ga qo‘yib s(x) topiladi.

2. Ba'zi tenglamalarda x o‘zgaruvchini funksiya, u o‘zgaruvchini argument deb olinsa,
chizigliga aylanadi.

_ 3y _
Masalan; ¥ = (2x+yI)y" y=y(x) tenglamani quyidagicha yozamiz:

ydx = (2x + y3)dy:>%—gx:y2
dy vy

va tenglama (1) ga o‘xshab yechiladi.
Bayon qilingan bu usul ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash (yoki Langranj) usuli
deyiladi. O‘rniga qo‘yish usulini kiritish mumkin.
3. Bernulli tenglamasi
y+a(x)y=b(x)y" (3

1
=z

ikkla tomonini y' ga bo‘linib, y" almashtirish bajarib, chizigli tenglamaga
keltiramiz.
4. Rikkatti tenglamasi:

y+ax)y+b(x)y’=c(x)  (4)

umumiy holda kvadraturalarda yechilmaydi. Lekin uning biror AL Xususiy yechimi

topilsa tenglama y=vn()+z almashtirish yordamida Bernulli tenglamasiga keltiriladi. Ba'zan

(4) tenglamaning xususiy yechimi o‘ng tomon s(x) ko‘rinishga garab topilishi mumkin.

] 2 _ g2 —
Masalan: Y 7Y =X —2X tenglamada y=aX+D imashtirish bajarsak, chap va o‘ng
tomonda bir xil hadlar paydo bo‘ladi. Noma'lumlar oldidagi koeffitsientlarni tenglashtirib
xususiy yechimni topamiz, lekin buni har gachon ham qilib bo‘lmaydi.

. 6 a
yray=sa o R Gt
Masalan: X" tenglamada yuqoridagi fikrlashlar xususiy yechimni X
ko‘rinishda olishga undaydi. Uni tenglamaga qo‘yib, a noma'lumni topamiz.
. a a? 2a 6
y=——=>-—F+—=—F=>-a+2ax=6=
X X* X X

=2ax—(a-6)x"=0=>2a=0=a+6=0.
bunday a yo‘q.
2 ' w2 —
Misol-1: (X =X)y+y=x"(2x-1) tenglamaning umumiy yechimini va y(=2)=2
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi xususiy yechimni toping.
yechish: Berilgan tenglamaning ikkala gismini X —x#0 ga bo‘lib, uni (1) ko‘rinishdagi
tenglamaga keltiramiz:
Ly X(2x-1)

y'+
X2 —X X2 —X




X (2x—a) _ x(2x-1)
x(x-1)  x-1

1 1. _
—x  x(x—a)’ b(x) =

y=¢e a(x)dx (J-b( ) J'a(x)dxdx C)
formulaga asosan berilgan tenglamaning

Quyidagi
umumiy yechimi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

[ dx
y —e J.x(x—l) (J X(2X 1)E -[x(x l)dX-l-C]

x-1

Bu yechimdagi integrallarni topamiz:
[ x A, B __ 1 A__1B-1-
X(x=1)|x x-1 x(x-1)

_I(——+—]dx_—ln|x|+ln|x 1=In

X— 1

_1dx =‘
X

IX(ZX 1) "= d J-x(2x—1)'x
x-1 B x-1

= i_f(Zx—l)dx =+(x*—X);

v)
=+x—1

x-1
X tenglamadan hosil bo‘ladi. Topilgan

X

bunda musbat va manfiy ishoralar
(a) va (v) integrallarni umumiy yechimga go‘yamiz:

- x-1
=e | (i(xz—x)Jrc):‘—X
x-1

S(EXP=x)+C) =

=J_r— (Ex(x=1)+c)=x +C—X1

Undan Y2 =2 shartni ganoatlantiruvchi xususiy yechimni ajratib olamiz:
3X

2=4- 2¢ =Cc=-3=y=x ——1
2
xdy 2xy =3

Misol-2;  dx differensial tenglamani umumiy yechimini toping.
yechish: Bu tenglamaning barcha hadlarini x? ga bo‘lib, qayta yozamiz:

dy_ 2,3

dx x2 X2

a(x)=——, b(x)=—
X* bo‘lib berilgan tenglama

Demak, berilgan misolda
ﬂJra(x)y:b(x)
dx tipdagi birinchi tartibli chizigli differensial tenglama ekan. Berilgan

tenglamada Y =YV deb olamiz, u holda
dy du uﬂ

dx dXx  dX almashtirishdan so‘ng quyidagiga ega bo‘lamiz:

X (vd—u+u%j 2Xuv =3
X dx

szd_u+ XU %—ZXUV =3
dx dx



xzvd—u+ux/xy—2v/=3 (%)
d

yoki dx X
X dv_ 2v=0
Bu yerda v ni shunday tanlaymizki, dx bo‘lsin.  Xuddi shuningdek
xv[xd—u—Zu}+x2uﬂ:O xd_u_2u:0
dx dx tenglamada u ni ~ dX bo‘lsin deb tanlash mumkin.
xﬂ -2v=0
dx tenglamada o‘zgaruvchilarni ajratib, v ni topamiz:

o 0

v X bundan Inv—2Inx=Inc yoki v=cx’, Yugqoridagi aytib o‘tilgani ¢ = 1

bo‘lganidagi V= S xususiy yechim bilan cheklanish mumkin. v ning ifodasini almashtirilgan (*)
tenglamaga qo‘yib u ni topamiz:

xzd—u=3 du=ﬂ

dx  yoki x*

u= —is +C. y=u-v
bundan X formulaga u va v uchun topilgan ifodalarni qo‘yib,
berilgan chizigli differensial tenglamaning umumiy yechimini hosil gilamiz:

y:cxz—i.
X
ﬂ_§ =—x3y2
Misol-4: Ushbu dX X Bernulli tenglamasini umumiy integralini topaylik.
1dy 31_ 5
. -
Tenglamani ikkala gismini u? ga bo‘lib, quyidagini hosil gilamiz: ¥~ 9% XY
1 1dy dz
v * Yo o
y deb olamiz; uholda Y % OX ya tenglama ushbu ko‘rinishga keladi:
—+—Z=X
dx X
%+§4_—:0
Bu chizigli tenglama variatsiyalash usuli bilan integrallaymiz. Bir jinsli dx X
c
tenglamaning umumiy yechimi: x* . Bu yerda c=Cc(X) dep quyidagini hisoblaymiz:
dz _de(x) 1 3c(x)
dx dx X x' yp chiziqli bir jinsli bo‘lmagan tenglamaga qo‘yamiz:
,
dC(X)'iB_3C(4X)+§C()3() =x . de(x) = x°dx C(X):X_+C1 . .
dx x> x* 4 X yoki = %% bu yerdan 7 , binobarin
x' ¢ 1
-Z-:—+—3 -
bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning umumiy yechimi 7 X boladi = ni Y bilan
almashtirib, quyidagini hosil gilamiz:
4 7
1. x.a y(X—+Clj=x3 ady y_, 2
1.y 7 ¥ yoki Jdxox j Y =exAX
ﬂ+ﬂ:x3 yzlx“+£2
2 dx x i 6 X°



3 (@+y)dx= (J1+ y?siny —xy)dy i XyJ1+ y? +Cosy =c

, x=cy2—1
4. yedx—(2xy+3)dy =0 j: y
y_iJrab—ea
5. xy'+y—-e“=0; y(@)=b j: X X
y'— yz_l_xzo; y(0)=0 y:i(xle—x2+arcsinx),/l+—x
6. 1-x ] 2 1-X
: 1 X
y'=ytgx=—-; y(0)=0 Y=
7 COS X j;~ cosx
.3y _
8. y=— =X i y=cx’—x°
L2y e* c-e™
Y+—= y= 2
9. X X i 2X
_ C—C0S2X
10. Y'COSX—ysinx=sin2x ji = D cosx
y_Inc(x+\/a2+x2)
11, @ +x)y+xy =1 ji Ja? +x°
Inctg5
12. Y= ytgx =ctgx j: COS X
emx
, mx ) mz-a y=ce ™+ ; 2)m=-a y=(c+x)e™
13 Y+ay=e ji ) y m+a ) y=(+x)
14. 2ydx+(y*~6x)dy =0 i y’ —2x =cy’
: 1 1 1.1
y'= x=ce” +>y*+>y+=
15 -y i Y YTy
y'=—y x:ylny+E
16. 2yIny+y—x j:

2
. y=ex(ln|x|+x—]+cex
17. X(y=y)=@+x")e ji 2

18. Y+Y®'(X) = @(X)P'(x) =0, ®(X)~ perilgan funksiya.
Y= ce®™ + d(x) -1

X
19. Y- ytgx=secx; y(0)=0 j: " cosx
_& +rab-e’

00, X'+y—e'=0; y(a)=b j: g X

Y X

Y % yM)=0 =——(x-1+In|x
21 Y T xr1 ye) J: AETRa

2 _ 242 . —z

5y HOIK=(xexC )t x() =7 j: x=—tarctgt,



TEST

Quyidagi funksiyaning bir
jinslilik o‘Ichovini aniqlang:

X—X
f(x,y)=x+y¥

* 0‘lchovi yo‘q

2-0‘lchovli

1-o°Ichovli

0-o‘lchovli

f(x,y) 0 o*lchovli 1 jinsli
funksiyani ko‘rinishini
aniglang:

“ f(x, y>=¢{§j

Birinchi tartibli bir jinsli
differensial tenglamani
yechishda ganday almashtirish
bajariladi?

ey ¥
X

dy [ ax+by+c
dx ax+by+c
b
a b

bo‘lsa, ganday almashtirish
bajariladi.

tenglamada A = #0

*

X=a+U, y=LF+V

X=ou,y=p

ﬂ—f ax+by+c
dx ax+by+c
b

a b

bo‘lsa, ganday almashtirish
bajariladi.

tenglamada A = =0

* z=ax+hy

z=hy

Z=ax+C

Birinchi tartibli chizigli
tenglamani yechish usuli
nomini aniglang.

* Ixtiyoriy o‘zgarmasni
variatsiyalash usuli

Anigmas
koeffitsientlar usuli

Ketma-ket
yaginlashish usuli

Ketma-ket yo‘qotish
usuli

O‘rniga qo‘yish usulida
ganday almashtirish bajariladi?

*y=uv

y=u’v

y=u+v

Umumlashgan bir jinsli
tenglamada ganday
almashtirish bajarilishini
aniglang.

* y:Z

y=2Z+X

y=uv

Quyidagi tenglamaning
umumiy yechimini toping:

g Yy

X

* y = xsin(Incx)

y = xIn(sincx)

y = xIn(coscx)

y = xtg(Incx)

Tenglamaning umumiy
yechimini aniglang:
1 sinx
y+oy=——
X X

1
y_;(c—cosx)

1 .
y_;(c—sm X)

1 .
y = =(c—cossinx
X

)y = %(c —arccosX




MA'RUZA 5
5. Mavzu: To‘liq differensialli tenglama. Integrallovchi ko‘paytuvchi.

Reja:
1. To‘liq differensialli tenglama .
Funksiya to‘liq differensialli bo‘lishining zaruriy va yetarli sharti.
3. Integrallovchi ko‘paytuvchi.

N

Tayanch so’z va iborlar: to‘liq differensial tenglama, tenglama to‘liq ba:lishining
zaruriy va yetarli sharti, integrallovchi ko ‘paytuvchi.

1. Agar
M (X, y)dx+ N(x,y)dy =0 (1)

tenglamaning chap tomoni birorta U (X, y) funksiyaning to‘liq differensiali, ya'ni
M (X, y)dx+ N(x, y)dy =dU (x, y)

bo‘lsa, (1) tenglama to ‘lig differensialli tenglama deyiladi. Bu holda uni quyidagicha yozish
mumkin:

dUu(x,y)=0
Buni integrallash bilan quyidagi umumiy integralni (yechimni) hosil gilamiz:
U(x,y)=C

Quyidagi savolning yuzaga Kkelishi tabiiy: ganday shartlarda (1) tenglama to‘liq differensialli
dU(x,y)=0 tenglama bo‘ladi va U (X, Y) funksiya ganday topiladi? Quyidagi teorema bu
savolga javob beradi.
2. Teorema. Ushbu

M (X, y)dx+N(x, y)dy (2)
differensial ifoda (bu yerda M (X,y) va N(X,y) funksiyalar XOy tekislikning D sohasida
aniglangan va uzluksiz bo ‘lib, uzluksiz

M(xy) . ON(xy)

xususiy hosilalarga ega) birorta U(X,Yy) funksiyaning to lig

oy OX
differensialli bo ‘lishi uchun D sohaning barcha nugtalarida
oM  ON
— = 3)
oy OXx

shart bajarilishi zarur va yetarlidir.
Isbot. Dastlab bu shartning zarurligini isbot gilamiz. Buning uchun shunday U (X, Y)

funksiya mavjudki, uning uchun dU =M (X, y)dx+ N(X,y)dy bo‘ladi deb faraz gilamiz
va (3) tenglikni isbot gilamiz. U (X, y) funksiyaning to‘liq differensialli

dU (x,y) =aa—';:dx+gdy

oy

ifoda bo‘ladi. U (2) ga teng bo‘lgani sababli istalgan 0X va dy uchun o‘rinli bo‘lgan
M (X, y)dx+ N (%, y)dy = de+gdy
OX oy

ayniyatga ega bo‘lamiz. dX va dy oldidagi ko‘paytuvchilarni tagqoslab topamiz:

M(x,y)=aa—LX’. N(x,y)=%



1-tenglikning ikala tomonini u bo‘yicha, 2-tenglikni X bo‘yicha differensiallaymiz, natijada:
oM _ o°U oN o°U
oy xoy o ox  oyox

ou  oU
U eC?(D) bo‘lgani uchun =—— bo‘ladi.
OX OyoX
Teorema shartiga ko‘ra aralash hosilalar teng bo‘ladi, ya'ni
oU  oU
OX0y  OyoX
: . oM ©ON . : . . e
Bularni chap tomoni —, 6_ mavjud bo‘lgani uchun (xususiy hosilalar uzluksizligidan)
X
oU  oU
bu hosilalar mavjudki, yani U € C*(D) bo‘ladi, = aralash hosila teng bo‘ladi.
OX OyOX

M N
Bundan a—zi— kelib chigadi.
X

Endi yetarliligini isbtlaymiz. Buning uchun (3) shart bajarilgan deb, faraz gilamiz. (2)
ifoda birorta U (X, y) funksiyaning to‘liq differensialli bo‘lishini, ya'ni

‘Z—LX’=M(x,y>, %=N(x,y) @

tenglik o‘rinli ekanligini isbot gilamiz.
Bu bilan masala xususiy hosilalai ikkita differensial tenglamadan iborat (4) sistemani
ganoatlantiruvchi U (X, y) funksiyani topishga keltiriladi:

(4) tenglamalarning birinchisini olamiz:

ouU
8_ =M (X, Y) buni [XO, X]oraliq bo‘yicha integrallab quyidagi yechimni topamiz:
X

U(x.y) = [ M(x y)dx+gp(y) ©)

Xo
bu yerda X, D sohaning birorta P,(X,,Y,) nugtasining absissasi ¢(y) esa uning VC
0°‘zgarmasning o‘rnini bosuvchi birorta funksiya, chunki X bo‘yicha differensiallasak, yana
oldingi tenglama hosil bo‘ladi (@, (y) =0). ¢(y)ni shunday aniglaymizki, (4) tenglamalarning
ikkinchisi ham ganoatlantirilsin. (5) ni ikkala gismini Y bo‘yicha differensiallaymiz, u holda

ou 0 ¢
— == | M(x,y)dx+¢'(y)
oy ayxjo
: oU _ - : : : :
biroq E: N(X,Yy) bo‘lgani uchun va aniq integralni parametr bo‘yicha differensiallash
teoremasiga ko‘ra

0 | oM (X, )
Z M (x, y)dx = [ 2222 g
8ij0 (xy)xX[ T



bo‘lgani uchun

N (X, ) = fwdxw’(y)

Xo

Shartga ((3) shart) 8M:8_N ga ko‘ra
oy OX

. tON(X,Y)
o' (Y)=N(X,y)— | ————dx
XJ; OX

Keyingi integral

ide:N(x,y)
OX

X

o = N Y) = N(Y)

ga teng, shu sababli
?'(¥)=N(xY)=N(xy)+N(%, y)=¢'(y)=N(x.y)
ni [yo,y] gacha integrallaymiz (Y bo‘yicha) bu yerdan

o(y) = [ N(x, y)dy+C

buyerda y, D sohadagi P,(X,,Y,) nugtaning ordinatasi, C -o‘zgarmas.
@(Y) ni topilgan qiymatini (5) tenglikka qo‘yib, quyidagini hosil gilamiz:

U y) = [ M y)dx+ [ NGy o(y) ®

Xo Yo
Shunday gilib U (X, y) funksiyaning mavjud ekanligini ishotlanibgina golmasdan, hatto
bu funksiyani topish uchun formula ham Kkeltirib chiqarildi.

Aslini olganda tegishli masalalar yechganda tayyor (6) formuladan foydalanmasdan,
umumiy holdagi kabi yo‘l tutish mumkin (yoki aniq integrallarni anigmass integrallar bilan
almashtirish kerak)

Misol ko‘riladi.

1-misol. (7x+3y)dx+ (3x—5y)dy =0

oM 0O
3. Agar — :8_ shart bajarilmagan bo‘lsa, u holda (1) tenglama to‘liq differensialli
X

tenglama bo‘lmaydi. Biroq bu tenlamani #(x,y) funksiyaga ko‘paytirish bilan uni to‘liq
differensialli tenglamaga keltirish mumkin. Bunday funksiya berilgan differensial tenglama
uchun integrallovchi ko‘paytuvchi deyiladi. Har ganday differensial tenglama uchun
integrallovchi  ko‘paytuvchi mavjud, Biroq uni topish oson emas. (1) tenglamaning
integrallovchi ko‘paytuvchisini qanday izlanishini ko‘rsatamiz.

Ushbu

#(X V)M (X, y)dx + (X, y)N (X, y)dy =0



tenglama to‘liq diffrensialli tenglama bo‘lishi uchun

o(uM) _ o(uN)
oy OX

yoki

ou oM ou  oN
MM _or, N
Yy M
N@_Ma_ﬂ:ﬂ@ﬂ] -

OX oy oy OXx

shart bajarilishi kerak.

(7) tenglik birinchi tenglamaning integrallovchi  ko‘paytuvchilarining differensial
tenglamasidir, chunki uning har bir yechimi (1) tenglamaning ikkala tomoniga
ko‘paytirilgandan so‘ng uni to‘liq differensiallardagi tenglamaga  keltiriladi. £(X,y) ni
topish uchun xususiy hosilali (7) differensial tenglamani integrallash kerak. Umumiy holda
bu masalani yechish giyin. Agar ¢ fagat birgina X yoki Yy o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lsa,
masala ancha soddalashadi. Biz shu ikki holni garaymiz.

1-hol. g2= u(X) bo‘lsin. U holda (7) tenglama ushbu ko‘rinishini egallaydi.

N d4(%) W(@_a’\'j

dx oy X
yoki
oM _oN
d
pX)_ oy x
,u(x) N
bu yerdan
oM _oN
OX
Inu(x)= ay—dx+C,
u(0) =
ya'ni
M N
Iay axdx
u(x)=e N (8)
(VCo‘zgarmas nolga teng deb olingan, chunki gandaydir  bitta integrallovchi
ko‘paytuvchiga ega bo‘lsak, kifoya).

oM  oN

oxX .
Bu holda ayT ifoda Yy - ga bog‘liq bo‘lmasligi ravshan.

d
2-hol. 4= u(y) bo‘lsin. U holda (7) tenglama ushbu ko‘rinishda bo‘ladi: -0

dx
v 44 _ oM oN
dy oy  ox



yoki

M N
d
n(y) oy ox dy
w(y) M
bu yerdan
m_an
- WN 24 dy
u(y)=e (9)
buyerda C =0 deb olingan.
M _oN
Bu holda M ifoda X-ga bog‘liq emas.
(1) tenglamani to‘liq diferensialli tenglama ko‘rinishiga keltirish uchun qaralayotgan xususiy
N
hollarda odatda quyidagicha yo‘l tutiladi. __8_ ifoda tuziladi va uning N ga nisbati
X
olinadi. Agar bu ifoda Y ga bog‘lig bo‘lmasa, integrallovchi ko‘paytuvchini topish uchun (8)
oM
formuladan foydalanish kerak; aks holda —— _8_ ifodaning M ga nisbati olinadi, agar bu
X

nishat X ga bog‘liq bo‘lmasa, u holda X ga bog‘liq bo‘lmagan x4 ko‘paytuvchi mavjud va uni
(9) formula bo‘yicha topish mumkin.

1= 1(w(X,y))-ko‘rinishidagi  integrallovchi ko‘paytuvchi. @(X,Y)- berilgan
funksiya

M (X, y)dx+N(x, y)dy =0 (1)
Ny M —@)
OX 6y oy (7)

Ou_0Ou 0w 0Op_0ou o0
X Ow ox oy 0w oy’

N 20y du dw_ (M N
dw ox  ow oy oy o

(0 0oy (M N
20 Vo My ”(ay éxj

oM ON

1ow__ oy ox
U Ow N@_Méw

OX oy



1(@) =" = £ () = f ((x, )

bog‘lig bo‘lsa = (1) tenglama uchun 2= g((X,Y)) integrallovchi ko‘paytuvchi
1) o(X,y) =X o(X,y) =y = u(x), u(y) mavjud.

) o(xy)=xty (10)da 22=1 92 11
OX oy
oM _oN
oy oX
Nam - COEY)
bo‘lsa, u holda 2= (X y)mavjud.
3) (X, y)=x*+y’ (10) da
&_ZX, y y
M N
oy  oXx _ 2, \,2
2(XN £ yM) oY)
bo‘lsa, u holda 2= £(X* + y*) mavjud.
ow ow
4) w(X,y)=X- 10) da —=Yy, —=X
) o y)=X-y (10) da —-=y Y
M N
oy OX
YN XM = o(xy)
bo‘lsa, u holda zz= g(X-Yy) mavjud.
5) @(X, y)zl (10) da
X
oo __y do _1
x K o X



oy OX y

;1 =)
-2 N-=M

X X

bo‘lsa, u holda i = ,u(l) mavjud.
X

H1(X, Y) = 14,(X)14,(Y) ko‘rinishida integrallovchi ko‘paytuvchi gidiramiz:
WOy O (M N
X oy

U

20X, Y) = 14 (X) 4, (y) i (7) ga qoyamiz
oM ON

Nﬂz(Y)aMT(X)—MM(X)aﬂjT(y):M(X)#z(Y)(E—&}M(X)ﬂz(w 40

1 _aﬂl(x)_M 1 .6/,12(y)=6|\/| _ON

() ox my) oy X
%_%:N%(x)—l\/lwz(y),
bu yerda
1 owm(x) _ om(x)
= = d1
POOTLR o
() = ejm(x)dx’
Oy () L _om(y)
——===y,(Y)dy = p,(y) = !
wy) AN
1(y) = ol
Misol.

(y* —4xy)dx+(2xy> —3x*)dy =0 (x>0,y>0) (1/4y°> <x<2/3y%)
tenglama umumiy yechimini toping. Bu tenglama to‘liq differensialli bo‘lmaydi.

M =y*—4xy, N = xy®> —3x°
va

aM=4y3—4x, a—N=2y‘°’—6x:>6ﬂ;«r&a—l\l
oy OX oy OX
Berilgan tenglama (X, Y) = £4(X) £, (y) ko‘rinishidagi integrallovchi ko‘paytuvchiga

ega, chunki



@—@:4y3 —4x—(2y® -6X) = (2xy3—3x2)z—(y4—4xy)-g: NZ_m2
oy oX X y X y
Bundan

Jédx L2 J%dy 2

0= vi)=1 = = my)=e " =y

Demak, £(X,Yy)=x*y?. U holda
X2y?(y* —4xy)dx + x2y?(2xy® —=3x*)dy =0 =

= (x*y°® —4x%y®)dx + (2x%y® —=3x*y*)dy =0
Oxirgi tenglama uchun esa
M _ 6x°y° —12x°y* = Z—N =6x°y° —-12x°y* =
X

Bundan tenglama to°liq diffenrensialliligi kelib chigadi. Bu esa tenglama to‘liq yechildi degani.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1. CanoxutnuuoB M.C., HacpuramuwoB [I'.H. Oodouii ougppepenyuan menenamanap.
Tomuikent,  Y36ekucron”, 1994.
2. Moutpsirun JI.C. O6vixnosennue oughgepyuanvruvle ypasuenus. M.:Hayka, 1969.
3. CrenanoB B.B. Kypc oughghepenyuanvuvix ypasnenuii. M.: ['u3.®@u3- mar. ureparypa.1958
4. Javcroavn JLE. Jupgepenyuanvuvie ypasnenus u eapuayuonnoe ucuunenue. M.: Hayka..
1965.
5. ®ummnnoB A.®. Coopnux 3adau no ougpepenyuanrvnvim ypasnenuam. M.: Hayka, 1979 (5-e
W3/1aHKE).

Mustagil ta’lim mavzulari
1. O‘zgaruvchilarigi nisbatan bir jinsli va umumlashgan bir jinsli tenglamalar.
2. To‘la differensial tenglamalar.

Glossariy

To'liq differensial tenglama — Agar M Y)dX+N(X ¥)dy =0 tengiamaning chap

tomoni birorta Y (%:¥) funksiyaning to‘liq differensiali, ya'ni M(x, y)dx+N(x, y)dy =dU(x, y)

bo‘lsa, (1) tenglama to‘liq differensialli tenglama deyiladi.
To’la differensial tenglama bo’lish zarur va yetarli sharti - Ushbu

M(x, Y)dX+N(XY)dy  gifferensial ifoda (bu yerda M*¥) va NOY) funksiyalar XOY
oM (X, y) AN(x,Y)

tekislikning D sohasida aniqlangan va uzluksiz bo‘lib, uzluksiz oy va O

xususiy hosilalarga ega) birorta Uxy) funksiyaning to‘liq differensialli bo‘lishi uchun D
oM _oN
oy oX

sohaning barcha nugtalarida shart bajarilishi zarur va yetarlidir.



oM oN

Integrallovchi ko’paytuvchi — Agar oy X shart bajarilmagan bo‘lsa, u holda (1)
tenglama to‘liq differensialli tenglamaga aylantirish uchun tenglamani ko‘paytirish lozim
bo’lgan #(x,y) funksiya.

Keyslar banki

y'+ - y>=0
Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: x+1
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni
keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
Qanday tenglama to‘liq differensialli tenglama deyiladi?
2. Qanday shart bajarilmasa N(x,y)dx+N(x,y)dy=0 tenglama to‘liq differensialli tenglama
deyiladi?
Berilgan differensial uchun integrallovchi ko‘paytuvchi deb nimaga aytiladi?
4. N(x,y)dx+N(x,y)dy=0 tenglama to‘liq differensialli tenglama bo‘lishi uchun qanday
shart bajarilishi kerak?

5. (y* = 4axy)dx + (2xy® —3x?)dy =0 (x>0,y>0) (L/4y><2/3y%)

tenglama to‘liq differensial tenglama emasligini isbotlang?

=

w

Amaliy mashg’ulot-5

X 2
. y= x—2+ce2J
L YHY=xy i [

dy 'y 2
— 4+ L =X
2 x| x y i y(x* +cx)1
2xyﬂ—y2+x=0 y2=xlnE
3. dx J X
ydx+(x—lx3yjdy:0 NI -
a, 2 i oyroy
5 3xdy = y(l+xsin x —3y*sin x)dx i y*(3+ce**) = x
y C. y
. x>0,[-=In—; x<0,/==Incx
6. Xy'+2\/xy =y ji X X X
1
7YXy =xy’ i ltce”
8. 3y y 4y i =x+1 y@)=-1 i yP=x+ce; y'=x—2e"*
y= 1
9. A=x)y'-xy=xy*; y(0)=0,5 i 3i-x*-1
RN
10, V*+2xy=2xy° i y: 2
1
v+ y?=0 y

11 7 x+1 i C@+X)[c+In|1+x][]



—hXx

10 Y (ay'+y)=x ji ny"=ce ® +nx—a
2
xdx:(x——ysjdy . ,
Y j: X =¥ ey
1. W' +y=y’Inx i y(@+Inx+cx) =1
15, Y= Yigx+y’cosx =0 ji Y(x+c)=secx
2
y'+ﬂ: 2\/2y | y:(CHn(COSX)ng)
16. X  cos’ X j: X
y= X—4In2 |ex |
17. xy'—4y—X2\/§=0 J: 4
2 -2
ydy‘aizdxzb—dzx CyP=cex ——
18. X X J: a
I 1 X) — 2
_Ye®-y" o(x)—
19. P(x) berilgan funksiya.
_9(x)
j: X+C
2 " 2 _
o0, (@X°yIny-x)y'=y j; w(e-In"y)=1
TEST
O‘rniga qo‘yish usulida * \ — ) — 102 =
ganday almashtirish bajariladi? y=w y=uv y=uw y=u=+v
Umumlashgan bir jinsli
tenglamada ganday * v @ _ _u _
almashtirish bajarilishini y=1 y=z+X y= y=w
aniglang.
Quyidagi tenglamaning
umumiy yechimini toping:
* y = xsin(Incx) y=xIn(sincx) | y=xIn(coscx) | y=xtg(Incx)

_YHX -y
X

Tenglamaning umumiy
yechimini aniglang:
1 sinx

X X

Y+

1
y—;(c—cosx)

1 i
y—;(c—sm X)

1 .
y == (c—cossinX
X

)y

1
~(c—arccosx
X

Quyidagi tenglamalarni gaysi . ) ' 2 ' 2 _

biri Bernulli tenglamasi * y'+P(X)y _ Q(x)y"‘ y+P(x)y +Q(x)y* = F(x y+Q(X)y = F(X) y+Q(X)y = F(X
hisoblanadi:

Bernulli tenglamasi ganday N Lo —
tenglamaga keltiriladi? * Chizigli Bir jinsli Eyler Rikkati

. I . 2 - 4 : y+P(x)y* =Q(x)

Rikkati tenglamasini aniglang. y+P(X)y+Q(X)y = (y)rQ(x)y = F(X) xzy‘+P(x)y2 -0

Rikkati tenglamasi avval - . . O‘zgaruvchilarga

ganday tenlamaga keltiriladi? Bernulli Lagran] ajralgan Klero
Rikkati tenglamasining u

H iri * — =uv = — =

yechishda ganday almashtirish y= yl(x)+ z y y= y Y=Y, (X)Z

bajariladi.




Differensial tenglama to‘liq
bo‘lishining zaruriy va yetarli
shartini aniglang:

(M(x, y)dx+ N(x, y)dy =

N—"

LN oM
ox oy

M _oN
OX  OX

o°’M _9°N

O°M _ 0°N

6X2 ayz

X0y OXdy




MA'RUZA Ne6 (Ne7)
Mavzu: Koshi masalasi yechimi mavjudligi va yagonaligi .

Reja
1. Koshi masalasi hagida tushuncha.
2. Mavjudlik va yagonalik teoramalari. Koshi, Pikar-Lindelef, Peano teoremasi.
3. Ekvivalentlik lemmasi. Gronuoll lemmasi.

Tayanch so’z va iboralar: birinchi tartibli differensial tenglama uchun Koshi masalasi,
Koshi teoremasi, Pikar — Lindelef teoremasi, Pikar teoremasi, ekvivalentlik lemmasi, Gronuoll
lemmasi.

Koshi masalasining qo‘yilishi:

d
d—y = (x,y) 1)
X

tenglama berilgan bo‘lib, unda f(X,y) funksiya R? tekislikning D sohasida aniglangan,
uzluksiz va | interval OX o‘gidagi interval bo‘Isin, X, ni oz ichiga oladigan | intervalni va shu

| intervalda aniglangan uzluksiz differensiallanuvchi hamda ushbu

1°(x,0(x)) e D (xe)
2.9'(x) = T (x,0(x)) (xe) ?
10-(/)(Xo) = Yoo (Xm yo) eD

shartlarni ganoatlantiruvchi y = ¢(X) funksiyani topish talab etiladi. Bu masala gisgacha

y'=f(xy) @
{y(xo):y0 (2)
kabi yoziladi va (1) tenglama uchun Koshi masalasi (yoki boshlang‘ich masala) deyiladi.
Yugoridagi 1°, 2° va 3° shartlarni ganoatlantiradigan funksiya | intervalda Koshi masalasining
yechimi deyiladi.

Har bir (1) ko‘rinishdagi differensial tenglama uchun Koshi masalasi (1) va (2) ning
yechimi bormi? Agar bunday yechim bor bulsa yagonami?- degan savollarga javob berish kerak
bo‘ladi. Bu savollarga javob beradigan teoremalar mavjudlik va yagonalik teoremalari deb
yuritiladi. Quyida ulardan asosiylarni keltiramiz va Koshi-Pikar teoremasini isboti bilan beramiz.

1-TEOREMA(Koshi teoremasi). Agar f(X,y) funksiya D sohada aniglangan va
of (x,y)

uzluksiz bo‘lib, uning Yy bo‘yicha xususiy hosilasi , biror G(Gc D) sohada



aniglangan va uzluksiz bo ‘Isa, u holda:

1°. (1) tenglamaning X, —Ni 0z ichiga oladigan biror intervalda aniglangan va har bir berilgan
(X5, Yo) € G nugta uchun y(X,) =Y, boshlang ‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi mavjud.
2° . Agar (1) tenglamaning ikkita ¥ = ¢@(X) va Y =/(X) yechimlari X, da ustma-ust tushsa,
ya'ni o(X,) =w(X,) =Y, bolsa, u holda bu y=¢(x) va y=w(X) yechimlar aniglanish

sohalarining umumiy gismida ustma-ust tushadi.

TA'RIF. Agar f(X,y) funksiya D sohada aniglagana bo‘lib, shu funksiya uchun

shunday L >0 son mavjud bo‘Isaki, ixtiyoriy (X,Y,) € D, (X,¥,) € D nugtalar uchun ushbu

‘f(x,yl)—f(x,yz)‘£L|y2—yl| (L)

tengsizlik bajarilsa, u holda f(X,y) funksiya D sohada Yy argumenti bo‘yicha Lipshits
shartini ganoatlantiradi deyiladi, L esa Lipshits o ‘zgarmasi deyiladi.

2-TEOREMA (Koshi-Pikar-Lindelef teoremasi). Agar

d
d—y = f(x,Y) 1)
X

tenglamada f (X, y) funksiya:
19 D= {(X, V)X, —as<X<X,+a,Y,-asy<y,+ a} tugri to ‘rtburchakda uzluksiz
(demak, unda chegaralangan, ya'ni 3M >0 | f (X, y)| <M ) boIsa,

2°) 'Y argumenti bo‘yicha Lipshits shartini qanoatlantirsa, u holda (1) tenglamani (2)

: b
boshlang ‘ich shartni  ganoatlantiradigan va |X—XO|Sh, h:mln(a,m) intervalda
aniglangan yagona yechimga ega bo ‘ladi.
3-TEOREMA(Peano teoremasi). Agar f(X,y) funksiya D sohada aniglangan va

uzluksiz bo‘lsa, u holda D sohaning berilgan (X,,Y,) € D nugtasi uchun (1) tenglamaning

ikkinchi shartini qanoatlantiradigan kamida bitta yechimi mavjud bo ‘ladi.

Pikar teoremasini isbotiga o‘tishdan avval zarur ikki tasdigni keltiramiz:

1-Ekvivalentlik lemmasi. Agar Y = ¢(X) funksiya X, nugtani oz ichiga olgan biror |
intervalda aniglangan bo ‘lib, (1) va (2) Koshi masalasining yechimi bo ‘Isa, u holda Y = @(X)

funksiya | intervalda

y() = Yo+ [ f (. y(z))dz ®)



integral tenglamaning yechimi bo ‘ladi, va aksincha, agar Y =@(X) funksiya | intervalda
uzluksiz bo ‘lib, (3) tenglamaning yechim bo ‘Isa, u holda Y = @(X) funksiya (1) va (2) Koshi
masalasining ham yechimi bo ‘ladi.

Isbot. Yy =¢(X) funksiya (1) tenglamaning yechimi bo‘lgani uchun uni ayniyatga
aylantiradi, ya'ni:

4209 £ (x.000).
dx

Bu ayniyatni X, dan X gacha (X, €1, xel) integrallaymiz. (@(X,) =, ekanini hisobga

olib):
o(X) =Y, + [ f (. p(z))d7
X0

Bundan y=¢@(X) funksiya (3) integral tenglamaning yechimi ekani kelib chigadi. Endi

Y = @(X) funksiya (3) tenglamaning yechimi bo‘lsin. Undan ¢(X,) =Y, ekani va

X

Sy j e ptei)= 0+ j f(p(e)dr) = (1 0(0)

o'(x)
dan y = @(X) funksiya (1) tenglamaning yechimi ekanligi kelib chigadi. Lemma isbot bo‘ldi.

2-Gronoull lemmasi. Agar U(X) funksiya [X,,X, +h] intervalda u(x) >0, uzluksiz

bo ‘lib, shu intervalda ushbu

u(x) < A+B[u(r)dr, A20,B>0 (@)

Xo

integral tengsizlikni ganoatlantirsa, shu U(X) funksiya uchun quyidagi

u(x) < Ae®C7 x e[xy, X, +h] ()
tengsizlik o ‘rinli bo ‘ladi.

Isbot. Ushbu
u(x) = e®*7y(x)

belgilashni kiritamiz. Lemma shartiga ko‘ra U(X) >0, bo‘lgani uchun V(X) >0 va v(X) ham
[XO, X, + h] intervalda uzluksiz bo‘ladi. Shuning uchun V(X) funksiya o‘sha yopiq intervalning
biror X, X, €[ X, %, +h] nugtasida maksimumga erishadi. (4) munosabatga U(X) funksiya

uchun ifodani qo‘yib, X =X, deymiz:



e® Ny (x,) =u(x) < A+B[e®y(r)dr <

Xo

¥ B(r—x,) |®
< A+Bv(x) [ €2 dr = A+ By(x) " —| =
= A+v(x)e?" ™ +v(x)

Bundan V(X,) < A kelib chigadi. Demak,
u(x) = v(x)e®* 7 <y(x )ePt ) < AgBt)

yani u(x) < Ae®*7) Lemma isbot bo‘ldi.
Gronoull  lemmasidan  natija  sifatidla A=0 bo‘lganda (5) ga ko‘ra

u(x)=0, xe&[X,,%, +h] kelib chigadi.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1. CanoxutamuoB M.C., HacpuramunoB T'.H. Oo0ouii oupppepenyuan menenamanap.
Towkenr, “ Y36ekucron”, 1994.
2. Moutpsirun JI.C. O6vixnosennue ougpgepyuanvhuvle ypasuenus. M.:Hayka, 1969.
3. CrenanoB B.B. Kypc oughghepenyuanvuvix ypasnenuii. M.: 'uz.®@us- mar. nureparypa.1958
4. dawcroavl JLE. Jupgepenyuanvuvie ypasnenus u eapuayuonnoe ucuunenue. M.: Hayka..
1965.
5. ®ununnoB A.D. Cooprux 3adau no oughghepenyuanvuvim ypasnenuam. M.: Hayka, 1979 (5-e
W37aHue).

Mustagil ta’lim mavzulari
1. Chiziqgli differensial tenglamalar. Yechimning xossalari.
2. Integrallovchi ko‘paytuvchi va uning mavjudligi hagida teorema.

Glossariy

d
. . o f(xy) . . f(x, ) 02
Koshi masalasi — dx tenglama berilgan bo‘lib, unda »Y) funksiya R

tekislikning D sohasida aniglangan, uzluksiz va | interval X o‘gidagi interval bo‘lsin, %o ni 0%z
ichiga oladigan | intervalni va shu | intervalda aniglangan uzluksiz differensiallanuvchi hamda
1°. (x,p(x)) eD (xel)
2°.¢'(x) = f(x,p(x) (xe )

30. — , ’ D B : ; — . . -
(%) = Yo (¥0.Yo) € shartlarni ganoatlantiruvchi ¥ =) funksiyani topish

{y'= fxy) @
talab etiladi. Bu masala gisgacha Y6) = Yo
masalasi (yoki boshlang‘ich masala) deyiladi.
Koshi teoremasi - Agar F(xy) funksiya D soxada aniglangan va uzluksiz bo‘lib,
of (x,y)

uning y bo‘yicha xususiy xosilasi oy , biror G(G<D) soxada aniglangan va uzluksiz

ushbu

2 S :
( )kabl yoziladi va (1) tenglama uchun Koshi




bo‘lsa, u xolda :

1°. (1) tenglamaning %o i 0z ichiga oladigan biror intervalda aniglangan va xar bir berilgan
(XO’ yO)EG nugta uchun y(xo)z Yo boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi mavjud.
20 . Agar (1) tenglamaning ikkita y:(p(x) va y:"’/(x) yechimlari %o da ustma-ust tushsa,

ya'ni (D(XO):’//(XO):yO, bo‘lsa, u xolda bu y=0(x) y=w(x) yechimlar aniglanish
soxalarining umumiy gismida ustma-ust tushadi.

Lipshits sharti - Agar F(xy) funksiya D soxada aniglagana bo‘lib, shu funksiya uchun
shunday L=0son mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy (x,¥;)eD (xy,)eD
‘f(X,yl)—f(X,yz)‘SL|y2—yl| (I—)

tengsizlik bajarilsa, u xolda f(xy) funksiya D soxada u bo‘yicha Lipshits shartini
ganoatlantiradi deyiladi, L esa Lipshits o‘zgarmasi deyiladi.
Koshi-Pikar-Lindelef teoremasi - Agar

dy _
- Ty M

nugtalar uchun ushbu

tenglamada T (%Y) funksiya:
19) D={(xy): % -a<x<x+, Y,-h<y<y,+b |

tugri to‘rtburchakda uzluksiz(demak, unda chegaralangan, ya'ni AM >0 | f(x, y)| <M) bo‘lsa,
2% Y bo‘yicha Lipshits shartini ganoatlantirsa, u holda (1) tenglama (2) boshlang‘ich shartni

[x=%,|<h, h—min(a,ij
ganoatlantiradigan va
bo‘ladi.

Peano teoremasi - Agar F(xy) funksiya D sohada aniglangan va uzluksiz bo‘lsa, u

intervalda aniglangan yagona yechimga ega

xolda D sohaning berilgan (XO’yO)ED nugtasi uchun (1) tenglamaning ikkinchi shartini
ganoatlantiradigan kamida bitta yechimi mavjud bo‘ladi.

Gronoull lemmasi. Agar U(X) funksiya [XO’X0+h] intervalda U(X)ZO, uzluksiz
bo‘lib, shu intervalda ushbu

u(x) < A+ Bj‘u(r)dr,Azo, B >0

Xo

integral tengsizlikni ganoatlantirsa, shu U(X) funksiya uchun quyidagi
u(x) < Ae®) x e [x,,%, +h]
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Keyslar banki
Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching:

(L-x*)y'=xy=xy*; y(0)=05
Keysni bajarish bosqgichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

¢ to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).



Nazorat uchun savollar
Koshi masalasi qanday qo‘yiladi?
Koshi masalasi deb nimaga aytiladi?
Lipishu o‘zgarmasi deb nimaga aytiladi?
Ekvivalentlik lemmasini isbotlang?

agrwpnE

Gronoull lemmosini isbotlang?

xdx = (x* =2y +1)dy

Amaliy mashg’ulot-6

x* =ce® +2y

1. J:
5 (X+D(yy'-D=y* o Y=o+ D —2(x+1)
3 X(E'-y)=2 jr e =ex+x
4 (X*=1)y'siny+2xcosy =2x-2x’ j; cosy = (x* =1 Inc(x* -1)
y(x)=| y(t)dt—x+1 )
5. '<|J. i Y= e -1
j (x—t)y(t)dt = 2x + j y(t)dt )
6. 0 0 j: y =-2e
2,1 2,2 2
XY +Xy+XYy =4, y=—-
7. X xususiy yechim.
2 4
YE ot
J: X CX —X
3y1+y2+£2=0; yzl—x~e. i, 2,%
X X j X CXT74X
9. X —(@x+DY+Y* ==X Y =X= sy yechim.
X
y=X+——
j: X+C
y=X+2+ 4
10, V' —2Y+Y =5-x% y= X+2=yususiy yechim  j: ce” -1
y=e -
17, Y F2ye -y =eTre’ y=e'- xususiy yechim  j X+C
TEST
dy _ f( ax+by+c J
dx ax+by+c
b * = = = =
tenglamada A — 0 z=ax+by Z=ax z=by Z=ax+c
&
bo‘lsa, qanday almashtirish
bajariladi.
Birinchi tartibli chizigli .
tenglamani yechish usuli * Ixtiyoriy o‘zgarmasni Anigmas ilzletn:]ai\-ﬁet I Ketma-ket 3|'i0 qotish
nomini aniglang. variatsiyalash usuli koeffitsientlar usuli yaginiashish usu usu
O‘rniga qo‘yish usulida * \ — ) ing2 -
ganday almashtirish bajariladi? y=w y=uv y=uw y=u+v




Umumlashgan bir jinsli
tenglamada ganday

* p— a = —_ =
almashtirish bajarilishini y=1 y=z+X y=g y=w
aniglang.

Quyidagi tenglamaning
umumiy yechimini toping:
* y = xsin(Incx) y =xIn(sincx) | y=xIn(coscx) | y=xtg(Incx)

Y -y
X

Tenglamaning umumiy

C . 1 ) 1

yechimini aniglang: 1 1 - == (c—cossinx)y = =(c—arccosX

.1 sinx * y==(c-cosx) y==(c—sinx) y X( )y X(

+ =0 X X
y xy X
Quyidagi tenglamalarni gaysi , - . 2 . 2
biri Bernulli tenglamasi = y+P(x)y = Q(x)y“ y+P(y + Q) =F(x] y+Q(x)y? = F(x)| y+Q(x)y* = F(x
hisoblanadi:
Bernulli tenglamasi ganday L S . .
tenglamaga Keltiriladi? * Chiziqgli Bir jinsli Eyler Rikkati
Rikkati tenglamasini aniglan ' P(x) (X) 2= ( ')I— (X) 4= F(x) 2 2 yl"'P(X)yB :Q(X)

9 glang.| y+P(x)y +Q(x)y” = F(y}}Q(x)y" = x2y'+P(x)y? =0

Rikkati tenglamasi avval * Bernulli Lagranj O‘zgaruvchilarga Klero

ganday tenlamaga keltiriladi?

ajralgan




MA'RUZA Ne 8.

Mavzu: Hosilaga nisbatan yechilmagan tenglamalar. Parametr kiritish usuli.

Reja:
. Hosilaga nisbatan yechilmagan birinchi tartibli tenglama.
. n-chi darajali birinchi tartibli tenglama.
. Y - ga nisbatan yechilgan va x gatnashmagan tenglama.

. X- ga nisbatan yechilgan va y gatnashmagan tenglama.

.y yoki x ga nisbatan yechilmagan tenglama.

S 01 AW N P

. Parametr kiritish usuli.

Tayanch so’z va iboralar: hosilaga nisbatan yechilmagan 1-chi tartibli tenglama, n-
darajali birinchi tartibli tenglama, y-ga nisbatan yechilgan va x gatnashmagan tenglama, x-ga
nisbatan yechilgan va ugatnashmagan tenglama, u yoki x-ga nisbatan yechilmagan tenglama,

parametr Kiritish usuli.

1. Shu paytga gadar hosilaga nisbatan yechilgan, ya'ni

y'=f(xy) )
ko‘rinishdagi differensial tenglamalarni tekshirish bilan cheklanib  keldik. Birog, oldingi
ma'ruzalarda aytib o‘tilganidek, birinchi tartibli tenglama umuman aytganda,

F(xy,y)=0 2)
ko‘rinishga ega bo‘lishi mumkin, shu bilan birga (2) ko‘rinishdagi tenglamadan (1) ko‘rinishdagi
tenglamaga har doim ham o‘tish mumkin bo‘lavermaydi. Bunday holda (2) tenglama hosilaga
nisbatan yechilmagan differensial tenglama deyiladi. (2) differensial tenglamani integrallash
masalasini parametr Kkiritish usuli bilan hosilaga nisbatan yechilgan tenglamani integrallash
masalasiga keltirish mumkin.

(2) tenglamaning ayrim xususiy hollarini qarab chigamiz va ularni integrallash yo‘llarini
ko‘rsatamiz.
2. n-darajali birinchi tartibli tenglama. n-darajali birinchi tartibli tenglamaning chap

tomoni y’ ga nisbatan butun ratsional funksiyadan iborat, ya'ni quyidagi ko‘rinishga ega:
()" + P (Y + P (Y)" .+ Py + P, Y =0,
bu yerda n butun son, p,,p,, Ps,.., P, lar x va y ning funksiyalari.

Bu tenglamani y’ ga nisbatan yecha olamiz deb faraz gilaylik. Bunda y" uchun, umuman

aytganda n ta har xil ifoda hosil bo‘ladi:



y'=f(xy), ¥y =1Ly, y=1fxy). 3)
Bu holda (2) tenglamani integrallash birinchi tartibli n ta (1) tenglamani integrallashga keltirildi.
Ularning umumiy integrallari(yechimlsri) mos ravishda quyidagilar bo‘lsin:
D, (x,Y,C,)=0,d,(x,y,C,)=0,..,@.(x,y,C,)=0 4)
(4) integrallarning chap tomonlarni o‘zaro ko‘paytirib, nolga tenglaymiz:
D, (x,Y,C) D,(x,Y,C,)-... D, (X,y,C,)=0. (5)
Agar (5) tenglamani y ga nisbatan yechadigan bo‘lsak, (2) tenglamaning yechimini hosil
gilamiz. Hagigatan ham, (5) tenglamaning har ganday yechimi (4) tenglamalarning birini,
binobarin, (1) tenglamalarning birontasini va shunday qilib, (2) tenglama (1) tenglamalarga
yoyilgani uchun uni ham ganoatlantiradi. Umumiylikka ziyon keltirmasdan, (5) dagi barcha
C,,C,,..,C, o‘zgarmaslarni bitta C bilan almashtirish va tenglamani
D,(x,Y,C)- D,(X,Y,C)-... D, (x,y,C) =0 (6)
ko‘rinishda yozish mumkin, bu (2) tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi. Bunga ishonch hosil
gilish uchun (6) tenglamaning n ta tenglamaga ajralishini ko‘rish mumkin:
@,(x,y,C)=0, D,(x,y,C)=0,...,&,(X,y,C) =0 (7)
Bu yerda C - istalgan qiymatlarni qabul qiluvchi ixtiyoriy o‘zgarmas, shu sababli (4)
tenglamadan hosil gilinadigan barcha yechimlar (7) tenglamadan hosil gilinadigan yechimlar

orasida bo‘ladi.

Misol. Ushbu (y')z—%=o tenglamaning umumiy integralini topamiz. Tenglamaning

chap tomonini ko‘paytuvchilarga ajratib, quyidagini hosil gilamiz.

Jxy

)(y +

bu yerdan y'— =0 va y'+ =0. Bu ikkala tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan

Vy
a

tenglamadir. Uning umumiy integrallari:

Shuning uchun berilgan tenglamaning umumiy integrali ushbu ko‘rinishda bo‘ladi:

3
—C)? _X
Wy-Cr-gz
3. y ganisbatan yechilgan va x gatnashmagan tenglama. y ga nisbatan yechilgan va

X gatnashmagan tenglama



y=o(y)) (8)
ko‘rinishda bo‘ladi.
Bu holda parametr Kkiritish usulini qo‘llash magsadga muvofigdir. U qaralayotgan
o‘zgaruvchilarni parametr orgali ifodalash va yechimni parametrik shaklda izlashdan iborat.
y' = p deylik. U holda berilgan tenglama
y =o(p) (9)
kurinishda yoziladi. Agar x ni p va C orqali ifodalovchi yana bitta tenglama topish mumkin

bo‘lsa, u holda bu ikkita tenglamadan iborat to‘plam (8) tenglamaning parametrik shakldagi

umumiy yechimi bo‘ladi. Ulardan p ni yo‘qotib, X,y va C orasidagi munosabatni, yana
odatdagi shakldagi umumiy integralni hosil gilish mumkin.
Ikkinchi tenglamani quyidagicha topamiz. y'=p tenglikni dx=ﬂ ko‘rinishda gayta
p
yozib olamiz, bu yerdan x:jﬂ+c. Bu yerdagi integralni bo‘laklab integrallaymiz:
p

I%:%+I%+C=%+I@+C,

Demak,
x=1+j—¢(pzdp+c (10)
p p

(10) va (9) tenglamalar sistemasi (8) tenglamaning parametrik shakldagi umumiy yechimi
bo‘ladi. Agar iloji bo‘lsa, bu tenglamalardan p ni yo‘qotib, @(x,y,C) =0 shakldagi umumiy
integralni hosil gilamiz.

4. x ga nisbatan yechilgan va y gatnashmagan tenglama. x ga nisbatan yechilgan va 'y

gatnashmagan tenglama
x=o(y) (11)
ko‘rinishga ega.
Yuqoridagidek ish ko‘ramiz. y'= p deymiz. Tenglama quyidagi ko‘rinishda yoziladi:
x=(p) (12)
y' = p tenglikni bunday yozib olamiz: dy = pdx. Bu yerdan
y:I pdx = px—jxdp+C
yoki
y=po(p)— [p(p)dp+C (13)

(12) va (13) tenglamalar sistemasi (11) tenglamaning parametrik  shakldagi umumiy



yechimidir. Ulardan p parametrni yo‘qotib, @(X, y,C) =0 umumiy integralni hosil gilamiz.

Shuni gayd etish lozimki, (9), (10),(12) va (13) tengliklardagi p o‘zgaruvchi ixtiyoriy
parametr rolini o‘ynaydi va istalgan boshga harf bilan almashtirilishi mumkin.

5. x yoki y qatnashmagan, biroq y yoki x ga nisbatan yechilgan bo‘lishi shart
bo‘lmagan tenglama. x yoki y gatnashmagan, biroq y yoki x ga nishatan yechilgan bo‘lishi
shart bo‘lmagan tenglama ushbu ko‘rinishga ega:

F(y.y)=0 (14)
yoki

F(x,y)=0
Shu bilan birga tenglamadan y ni (birinchi tenglamada) yoki x ni (ikkinchi tenglamada),
shuningdek, p=y’ ni t parametr orgali ifodalash mumkin deb faraz gilamiz. Yuqoridagi 3 va 4

hollardagi kabi bu yerda ham tenglamaning umumiy yechimi parametrik shaklda hosil bo‘ladi.

Masalan, F(y, p) =0 tenglama bo‘lgan holni ko‘raylik.
y =¢(t) deb, tenglamadan p = (t) ni yoki aksincha, p=w/(t) deb tenglamadan y=¢(t) ni
topdik deb faraz qgilaylik. U holda, bir tomondan dy= pdx=w(t)dx, ikkinchi tomondan
dy =¢'(t)dt. Bu dy uchun ikkala ifodani taggoslab, y'(t)dx=¢'(t)dt ni hosil gilamiz. Bu

yerdan

dx:wdt va x:jﬂduc.
w(t) w(t)

Umumiy yechim parametrik shaklda quyidagicha yoziladi:

X= j¢—(t)dt+C
w(t) (15)
y=o(t)
Misol. y=a,1+y'?* tenglamaning umumiy yechimini topaylik. p=y’'=sht deymiz, u
holda y =av1+ sh’t =acht.
dy . dy . : G
Ushbu d—= p tenglikdan dx=— ni topamiz. dy =asht dt bo‘lgani uchun dx=adt va
X p

x=at—C. Umumiy yechim parametrik shaklda quyidagicha yoziladi:
x=at-C
y =asht
t parametrni yo‘qotamiz. Buning uchun birinchi tenglamadan tni topib, 2-chi tenglamaga

go‘yamiz. Natijada t:ﬁ va umumiy yechim
a



x+C

y=ach

bo‘ladi.

6. Parametr Kiritish usuli.

F(xy,y)=0 (1)
tenglama ushbu x=w(u,v), y=x(u,v), Y =w(u,v), (u,v—parametrlar) parametrik ko‘rinishda
yozilgan bo‘lsin, u holda

F(w(u,v), 2(u,v),o(u,v)) =0
tenglamaga egamiz. Agar vy,y,o funksiyalar biror ochig T to‘plamda aniglangan va

differensiallanuvchi bo‘lsa, unda

dx:a—l//du +8—de, dyzﬁ—zdu+a—ldv
ou ov ou ov

bo‘ladi. Endi

ﬂ:a)(u,v)

dx

bo‘lgani uchun
é)—;(du +6—Zdv= a)(u,v)[a—l/ldu +a—l//dv}
ou ov ou ov

tenglama u va v parametrlar orasidagi differensial bog‘lanishni ifodalaydi. Bu tenglamani

quyidagicha yozish mumkin:

(8—7( - a)a—"[/)du = (a)a—l// - a—}()dv
ou ou oV oV

Agar Z—Z—wZ—W #0 bo‘lsa, uni no'malum funksiya, vni esa erkli o‘zgaruvchi deb, ushbu
u u
oy Oy
du_“ov o .
dv oy _ov
ou ou

hosilaga nisbatan yechilgan differensial tenglamaga kelamiz. Shunga o‘xshash, agar

wa_y/_a_;( # 0 bo‘lsa, u holda ushbu
oN OV
o _ v
av_au  au 3)
du oy oy
a)i_i
N OV

differensial tenglamaga kelamiz.



Agar (2) yoki (3) differensial tenglama kvadraturalarda integrallansa, u holda berilgan (1)
(2) tenglamaning umumiy yechimi

tenglama ham integrallanadi. Hagigatan ham, agar
u=u(v,C) bo‘lsa,
u=u(v,C)

x=w(u(v,C),v)
y=xU(v.C),v)

(bu yerda, v-parametr, C - o‘zgarmas) (1) tenglama umumiy yechimining parametrik ko‘rinishi

bo‘ladi.
(3) uchun umumiy yechim
v=v(u,C)

x=y(u,v(u,C))
y=2u,v(u,C))

ko‘rinishda (bu yerda, u-parametr, C - o‘zgarmas) bo‘ladi.
Masalan, F(x,y,y)=0 tenglama y= f(X,y") ko‘rinishda yozilish mumkin bo‘lganda

u=x,v=y'. x=f(y,y') ko‘rinishda yozilganda esa u=y,v=y' deyilishi lozim. Birinchi

holda
X=X
y=f(xv)
y'=v
va
of
v
dv o
OX

differensial tenglamaga ega bo‘ladi.
Ikkinchi holda

va

differensial tenglamaga ega bo‘ladi.



Foydalanish uchun adabiyotlar
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Mustagil ta’lim mavzulari
1. O‘zgarmasni variatsiyalash usuli. Bernulli va Rikkati tenglamalari.
2. Parametr kiritish yo‘li bilan tenglamalarni integrallash.

Glossariy

Y ga nisbatan yechilgan va X gatnashmagan tenglama - yzqo(y) ko‘rinishda
bo‘lgan tenglama.

X ga nisbatan yechilgan va y gatnashmagan tenglama - x=o(y) ko‘rinishga ega
tenglama.

Keyslar banki
Keys: Masala o’rtaga  tashlanadi: Differensial tenglamani yeching:
(x+ y*)dx—2xydy =0
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni
keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
Hosilaga nisbatan yechilmagan differensial tenglama deb nimaga aytiladi?
n chi darajali birinchi tartibli tenglama qanday ko‘rinishda bo‘ladi?
U-ga nisbatan yechilmagan va x qatnashmagan tenglama qanday ko‘rinishda bo‘ladi?
X-ga nisbatan yechilgan va u qatnashmagan tenglama qanday lo‘rinishda bo‘ladi?

NS

o

1y _
F(xy,y)=0 tenglamani paralitrik ko‘rinishda qanday yoziladi.

Amaliy mashg’ulot-7
To‘liq differensialli tenglamalar.
Integrallovchi ko‘paytma.
Ushbu tenglamani garaylik:
M (X, y)dx+ N(x, y)dy =0 @
Agar (1) tenglamaning chap tomoni biror F(x,y) funksiyaning to‘liq differensiali bo‘lsa
(1) tenglama to‘liq differensialli tenglama deyiladi. Bunday holda (1) tenglamani yechish uchun
dF = Fdx+F,dy=M(x y)dx+N(x,y)dy =0 ekanligidan (% ¥)=C yechimni olamiz,
oM  ON

bu yerda s-ixtiyoriy konstanta. Buning uchun % 9X boclishi kerak.



2 3 2
Misol-1: Berilgan (2X+3X7y)dx+(x"-3y")dy =0

M _oN
oy oX
shartni tekshiramiz:
%:SXZ, %=3x2.
oy OX

Demak, berilgan tenglama to‘liq differensialli tenglama. Shuning uchun
F =2x+3x%y, F,=x"-3y’

_ ‘v 2 ) 3
Bu yerdan F _IFXdX_I(2X+3X YId+ oY) =X XY+ 0(Y)- p(y) funksiyani topish

uchun F =X +XY+0() itodani F = X -2y’ ga go‘yamiz:
X’ +'(y)=x"=3y*, @'(y)=-3y".
Demak ?(Y)=-y’+c
F=x*+xy-y’=c.
deyish mumkin.
Misol-2: Ushbu (2xy +3y*)dx +(x* +6xy —3y*)dy =O0. differensial tenglamani yeching.
Bu tenglamada M(xy) = (2xy+3y%), N(xy)=x"+6xy-3y* bo‘lib,

ON(XY) 0, , ,
T Z (x24+6xy—3y?) =2X+6
5 ax( Xy —3y°) y
M(x,y) 0

—(2xy +3y?) =2x+6
5 aX( y y ) y
bo‘ladi.

oM (X, y) ON (X, y)

Demak, & x
Bu esa berilgan tanglamaning chap tomonidagi ifoda biror funksiyaning to‘liq

differensiali bo‘lishini bildiradi:
du(x, y) = (2xy +3y?)dx + (x* + 6xy —3y?)dy.

Ravshanki,
ou(x,y) 2
— 27 = 2xy +3y°,
o y+3y
au(x,y) . 2
———==X"+6xy—-3y". (**)
oy
U y) _ 2xy +3y°.
Endi X

tenglikning har ikki tomonini x bo‘yicha integrallab topamiz:
2
u(x, y) = I(ny+3y2)dx = 2y%+3y2x+c(y) =X’y +3xy* +c(y).

Bu tenglikdagi S(u) ni topish uchun
u(x, y) =x*y +3xy* +c(y). (***)
ni u bo‘yicha differensiyalaymiz:
ou(x,y) 0, , 2 2 .
— = = — (XY +3xy“ +c(y)) =x"+6xy+c'(y).
oy oy

Demak (**) munosabatga ko‘ra



x* =6xy+Cc'(y) = x> +6xy -3y’

1 _ 2
ya'ni c(y)=-3y bo‘ladi.
Bu o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamadir. Uni yechamiz:

c(y)=-3y"= dZ—(yy) =-3y* = dc(y) =-3y“dy
=c(y)=-y*+C,.
Bunda Sj-ixtiyoriy o‘zgarmas son. Topilgan s(u) ni (**) tenglikdagi s(u) ni o‘rniga

. 2 3
qO‘ysak, unda U(X, y) =X y+3xy y +C1.

ekanligi kelib chigadi.
Shunday qilib, berilgan tenglamaning yechimi
u(x,y) =x*y+3xy’—y*+c, =¢

yani X Y+3Y° =¥’ =¢" pocjadi,
Bunda S*-0‘zgarmas son.
2. (1) tenglama to‘liq differensialli bo‘lmasa quyidagicha ish yuritiladi. (1) tenglama biri
m(X, ¥) # 0 fnksiyaga ko*paytiriladi:
m(x,y)-M (X, y)dx+m(x,y)-N(x, y)dy=0 (4)
shundan so‘ng bu tenglama to‘liq differensiyalli tenglamaga aylansa, uni yuqoidagi usul

bilan yechish mumkin. Bu holda ™ Y) funksiya integrallovchi ko‘paytma deyiladi.
Agar M,N-differensiallanuvchi, bir paytda 0 ga aylanmasa integrallovchi ko‘paytma

mavjud. Lekin, umumiy holda m(X,y) p topish uchun biror bir qoida yo‘q. Ba'zi tenglamalarni
yechishda integrallovchi ko‘paytma topish uchun mavjud ushbu formulalardan foydalanish
mumkin:

d(x, y)ydx +xdy, d(y?)=2ydy

d(ﬁJ:de;ZXdy’ d In(y):y
y y Y va hakazo.
Misol-3. Tenglama yechilsin:

ydx — (4x*y + x)dy =0 (5)
Avvalo, to‘liq differensialni tashkil etuvchi ko‘paytmalarni ajratamiz.

ydx — xdy = —x*d (l

Xj bo‘lganligidan (5) tenglamani —x? ga bo‘lamiz va hosil qilamiz:

d(ljwydy:o :d(lm(zyz):oj
X dx

Bu yerdan

X+2y2 =C
X .

Bo‘lishda X=0 yechim yo‘qotilgan edi.

Izoh: (5) tenglamani —x? ga bo‘lgandan keyin to‘liq differensialli tenglama olganimiz
1

uchun integrallovchi ko‘paytma X’ ga teng.

2 _
Misol-4: Ushbu (x+y")dx—2xydy =0 tenglamani yeching. Bu tenglamada
M(X,y) = X+Yy?, N(X,y)=-2xy



My) ,, NKY)
bolib, ¥ OX

M (x,y) , IN(xY)
bo‘ladi: O OX

Berilgan tenglama to‘la differensial tenglama emas. Integrallovchi ko‘paytmani topamiz.
M (x,y) _ ON(x,y)

oy OX
Awvalo N(x,y) ni hisoblaymiz:
M (X,y) ON(X,Y)
&y  x _2y-(2y)_ 2
N(x,Y) Ty X
dinu(x) 2 (x)—i
Unda dX X polib, Na(x)=-2InIx], 7N bottadi. Berilgan tenglamani

1
u(x)=— ) ) . .
X" ga ko‘paytirsak, u to‘la differensial tenglamaga aylanadii:
2
X+Yy 2Xy
- dx——-dy=0
Bu tenglamaning chap tomonidagi ifoda uchun
2 2
x+2y dx — 2x2y dyzldx— 2xydy — y“dx _
X X

X x>

2 2
:dln|x|—dy—:d(ln|x|—y—j
X X

2

y

d (In | x|— ] =0
bo‘ladi. Unda tenglama ushbu X ko‘rinishga keladi. Bu tenglamaning yechimi

2

In|x|—y—=lnc,
X

2

x=c-el
ya'ni X bo‘ladi.
3. Ba'zan (1) tenglamada biror o(x.y) funksiyaning to‘liq kvadrati ajratilsa, u holda (1)
tenglamada (x,u) o‘zgaruvchilardan (x,2)
soddalashadi, bu yerda  =#(X.¥) |

3 —
Misol-5: yax —(x°y +Xx)dx =0 tenglama yechilsin. Yuqoridagi misoldek to‘liq

differensialga ajratamiz:
d (lj + xydy =0
X

ni (V%) o‘zgaruvchiga o‘tilsa tenglama

Z=Y/X desak,

y* y y
dz+2-dz=0=z+y'Inz=e=Z+y° In(—j:e.

z X X

yechimga kelamiz.

Misol-6: OV + Y )dx+(x* —xy’)dy =0

tenglama yechilsin. Hadlarni shunday ixchamlaymizki, to‘liq differensial ajralsin:
x(ydx + xdy) + y*(ydx — xdy) =0,



xd (xy) + y°d (ﬁj =0.
y

X
Xy=u, —=V

X ga bo‘lib,

y

uZ
du+—2 dv=0=>
v

1. (X+y)dx+(x+2y)dy =0

5 (X +y*+2x)dx+2xydy =0

3.
xdx+ydyzw
4. ty
2xdx  y? —3x°
3 . —dy=0
5 Y y
(x+e0dx+@{}—5)dy:o; y(0) =2
6. y
2
{4—y—2de+ﬂdy:O
X X
7.

(x* =3xy* +2)dx —

(3x*y—y*)dy =0

g 3x‘e’dx+(x%’ ~1)dy=0
g €’dx+(1-xe”)dy=0

10, 2X cos® ydx + (2y

—x*sin2y)dy =0

deb almashtirish bajaramiz:

du dv

—2+—2:0:>u_1+v_l:C.
u® v
XZ
_ ?+xy+y2:C
j:
X3
_ §+xy2+x2:C
j:

4 3
X——§x2y2+2x+y—=C
2,2 y
X°+y°—2arctg==C

J: X
j- X2_y2:Cy3
2 X
_ X?+yey:2
j:
ji Ax* +y® =X
i xe’ —y=c
ji y+xe? =c
i x?cos’ y+y?=c

Quyidagi tenglamaning
umumiy yechimini toping:

y.:y+\/><2—y2

X

* y = xsin(Incx)

y = xIn(sincx)

y = xIn(coscx)

y = xtg(Incx)

Tenglamaning umumiy
yechimini aniglang:
1 sinX
y+oy=
X

X

1
y—;(c—cosx)

1 .
y—;(c—sm X)

1 .
y == (c—cossinX
X

)y = %(c —arccosX

Quyidagi tenglamalarni gaysi . ) ' 2 ' 2 _
biri Bernulli tenglamasi « y+P(x)y = Q(x)y“ y+P(y+Qlx)y* =F(x] y+Q(x)y? = F(x)| y+Q(x)y* = F(x
hisoblanadi:
Bernulli tenglamasi ganday N Lo —
tenglamaga keltiriladi? * Chizigli Bir jinsli Eyler Rikkati

I T ) 2 - 4 ! y+P(x)y* =Q(x)
Rikkati tenglamasini aniglang. y'+P(X)y+Q(X)y = ()()I—Q(X)y = F(X) xzy'+P(x)y2 -0
Rikkati tenglamasi avval * Bernulli Lagranj O‘zgaruvchilarga Klero

ganday tenlamaga keltiriladi?

ajralgan

N—"



Rikkati tenglamasining

yechishda ganday almashtirish | * y =y, (x)+z y=uv y=— y=vy,(x)z

bajariladi.

Differensial tenglama to‘liq

bo‘lishining zaruriy va yetarli 2 2 2 2

shartini aniglang: * ﬁ :@ % :@ 0 '\Z/I = 0 |>| o™ = o'N

(M (x, y)dx +N (x, y)dy = ) ox oy ox  0OX OX oy OX0y  OXoy

Quyidagi Koshi masalasini

yeching:

{ZXCOSZ ydx-+(2y =" sin2y ks y+y?=0| xtg’y+y*=0 |y*cos’y+x*=0|x’sin®y+y*=0
y |x=O: O

Quyidagi tenglama uchun

integralovchi I§o‘paytuvchi 1 1

ganday bo‘ladi: * ,u(x) == ,u(X) _— ,u(x) == ,u(x)= X3

(x2 —y)dx+(x2y2 +x)dy =0 X X




MA'RUZA Ne 9
Mavzu: Maxsus nugta va maxsus yechim.
Reja:
Maxsus nuqgta.

Maxsus nugta turlari.

Maxsus yechim.

A W npoE

O‘ramalar.

Tayanch so’z va iboralar: maxsus nugta, tugun maxsus nuqgta, dikritik tugun maxsus
nugta, egar maxsus nugta, fokus maxsus nugta, markaz maxsus nugta, maxsus yechim, o ’rama
chiziq.

TA’RIF. Differensial tenglama yechimining mavjudligi yoki yagonaligi buziladigan
nugtasi bu tenglamaning maxsus nugtalari deyiladi.

Boshgacha qilib aytganda, Koshi teoremasi shartlari buziladigan nugtalar maxsus
nuqgtalar deyiladi. Maxsus nuqgtalar orgali yo birorta ham integral egri chiziq o‘tmaydi, yo bir
necha chiziq o‘tadi.

Koshi teoremasini shartlari faqat yetarli bo‘lib, zaruriy emasligini qayd qilib o‘taylik.

Shuning uchun f(x,y) funksiyaning uzilish nugtalari orasidan va a hosila mavjud bo‘lmagan

nuqgtalar orasidan izlash kerak, biroq bu nugtalarning hammasi ham maxsus nugqtalar bo‘lishi
shart emas.
Integral egri chiziqlar maxsus nuqta atrofida o‘zini har xil tutishi mumkin. Maxsus
nuqtalarning mumkin bo‘lgan ayrim turlari bilan misollar orqali tanishamiz. Bir jinsli
,_aXx+hy
a,Xx+b,y
differensial tenglamani qarash bilan chegaralanamiz. Bu tenglamaning ko‘rinib turgan maxsus
nugtasi (0,0) bo‘lib, unda o‘ng tomon aniqlanmagan. Koeffitsientlar orasida turli munosabatlar
maxsus nugta (koordinata boshi) atrofida integral egri chiziglar joylashishining u yoki bu tipiga
olib keladi.
1-misol. Ushbu

, 2
y == ®
X

tenglamani tekshiramiz. O‘zgaruvchilarni ajratib va integrallab umumiy yechimni topamiz:



y=Cx* ()
Shunday qilib, umumiy yechim uchi koordinatalar boshida bo‘lib absissalar o‘qiga urinadigan
parabolalar oilasidan iborat ekan. Maxsus nugta atrofida integral egri chiziglar joylashishning
umumiy ko‘rinishi 1-rasmda tasvirlangan. Integral egri chiziglari ana shunday joylashgan
differensial tenglamaning maxsus nugtasi tugun deyiladi.

2-misol. Ushbu tenglama berilgan:
y=2 3
X
Uning umumiy yechimi y=Cx, ya'ni koordinatalar boshidan o‘tuvchi barcha to‘g‘ri chiziqlar

(ordinata o‘qi ham, chunki yechimni x=Cy ko‘rinishda yozish mumkin edi) oilasidan iborat.

Bunday nugta ham tugun (dikritik tugun) deyiladi. Ushbu hol oldingi holdan har bir integral egri
chiziq maxsus nuqtada o‘zgaruvchi yo‘nalishiga egaligi bilan farq giladi. (2-rasm).
3-misol. Ushbu

y=-2 )
X

tenglama uchun umumiy integral xy=C dan, ya'ni asimptotalari koordinata o‘qlaridan iborat
bo‘lgan giperbolalar oilasidan iborat. Xususiy holda, C=0 da x=0 va y=0 (koordinata

o‘qlari)ni hosil gilamiz. Bu integral egri chiziglar koordinatalar boshidan o‘tadi, qolgan hamma

chiziqlar esa maxsus nuqta orqali o‘tmaydi. Bu turdagi maxsus nuqta egar deyiladi.

yl

o AN
e o

4-misol. Ushbu tenglamani garaymiz:

Y=y (5)
X-y
y =ux o‘rniga qo‘yish (5) ni
2
Xﬂ:1+u
dx 1-u

ko‘rinishga keltiriladi, bu yerdan o‘zgaruvchilarni ajratib va integrallab topamiz:



InC +arctgu—%ln(1+u2) =Inx

yoki

Xv1+u? = Ce?

Eski o‘zgaruvchilarga qaytsak,

arctg Y
X

x> +y? =Ce (6)
Qutb koordinata (x= pcose, y=psing) larga o‘tib, (6) tenglamani p=Ce? ko‘rinishga
keltiramiz. Bu koordinatalar boshi atrofida cheksiz sondagi (@ — —o0da) o‘ramalar hosil

giluvchi logarifmik spirallar oilasidir. Maxsus nuqta atrofida integral egri chiziglar oilasining
ko‘rinishi 4-rasmda keltirilgan. Bunday maxsus nuqgta fokus deb nomlanadi.
5-misol. Ushbu tenglamani garaylik:

y'=-—. ()
y

Bu tenglamani integrallash x* +y* =C=C? ni, ya'ni markazi koordinatalar boshida bo‘lgan
radiusi C,ga teng aylanalar oilasini beradi. Maxsus nuqgta orgali bitta ham integral egri chiziq

o‘tmaydi(5- rasm). Bunday maxsus nuqgta markaz deyiladi.

NS
N/
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2. TA’RIF. Differensial tenglamada uning umumiy yechimidan ixtiyoriy o ‘zgarmasning
xech bir giymatida hosil qilinishi mumkin bo ‘Imagan yechimi maxsus yechim deyiladi.

Maxsus yechimning grafigi umumiy yechimga kirgan integral egri chiziglarning o ‘ramasi
deb ataluvchi chiziqdan iboratdir. Bu chiziq o‘zining har bir nuqtasida oilaning u yoki bu
integral egri chizig‘iga urinadi shu bilan birga o‘ramaning turli nuqtalarida oilaning turli integral
egri chiziglari urinadi(6-rasm).

Demak, o‘ramaning (maxsus yechimning) har bir nuqgtasi orgali eng kamida 2 tadan

integral egri chizig‘i o‘tadi, ya'ni uning har bir nuqtasida yechimning yagonaligi buziladi.



Bunday nugtalarni biz maxsus nuqgtalar deb atadik. Shunday gilib, maxsus yechim maxsus
nuqgtalardan iboratdir.
Agar F(x,y,y)=0 tenglamaning umumiy integrali @(x,y,C)=0 bo‘lsa, o‘ramani

topish uchun quyidagi tenglamalar sistemasi xizmat giladi:

D(x,y,C)=0 ®)
D¢ (x,y,C)=0"

Bu yerda C ni yo‘qotib, y=¢(x) funksiya hosil qilamiz. Agar bu funksiya differensial
tenglamani ganoatlantirsa va @(x,y,C)=0 oilaga tegishli bo‘lmasa, u holda u tenglamaning

maxsus yechimii bo‘lib, uning grafigi @(x,y,C) =0 oilaning o‘ramasidan iborat bo‘ladi.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1. CanoxutamuoB M.C., HacpuramnoB T'.H. Oo0ouii oupppepenyuan menenamanap.
Towkenr, “ Y36ekucron”, 1994.
2. Moutpsirun JI.C. O6vixnosennue ougpgpepyuanvhuvle ypasuenus. M.:Hayka, 1969.
3. CrenanoB B.B. Kypc oughghepenyuanvuvix ypasnenuii. M.: 'uz.®@us- mar. nureparypa.1958
4. dawscroavl JLE. Jupgepenyuanvuvie ypasnenus u eapuayuonnoe ucuunenue. M.: Hayka..
1965.
5. ®ununnoB A.D. Cooprux 3adau no oughghepenyuanvuvim ypasnenuam. M.: Hayka, 1979 (5-e
W37aHue).

Mustagil ta’lim mavzulari
1. To‘la differensial tenglamalar. Integrallovchi ko‘paytuvchi va uning mavjudligi haqidagi
teoremalar.
2. Lagranj va Klero tenglamalari.

Glossariy

Maxsus nugta - Differensial tenglama yechimining mavjudligi yoki yagonaligi
buziladigan nuqgtasi bu tenglamaning maxsus nugtalari deyiladi.

Tugun maxsus nuqgta - Maxsus nuqta atrofida integral egri chiziglar joylashishning
umumiy ko‘rinishi 1-rasmda tasvirlangan. Integral egri chiziglari ana shunday joylashgan
differensial tenglamaning maxsus nugtasi tugun deyiladi.

Egar maxsus nuqgta - Maxsus nugta atrofida integral egri chiziglar joylashishning
umumiy ko‘rinishi 3-rasmda tasvirlangan. Integral egri chiziglari ana shunday joylashgan
differensial tenglamaning maxsus nuqgtasi egar deyiladi.

Fokus maxsus nugta - Maxsus nuqta atrofida integral egri chiziqlar oilasining ko‘rinishi
4-rasmda keltirilgan maxsus nuqta fokus deb nomlangan.

Markaz maxsus nuqgta — shbu tenglamani garaylik:

X

y'=—-=
Y

2 2~ _ (2

Bu tenglamani integrallash XT+y'=C=C

radiusi C, ga teng aylanalar oilasini beradi. Maxsus nuqta orgali bitta xam integral egri chiziq
o‘tmaydi(5- rasm). Bunday maxsus nuqta markaz deyiladi.

Maxsus yechim - Differensial tenglamada uning umumiy yechimidan ixtiyoriy

ni , ya'ni markazi koordinatalar boshida bo‘lgan



o‘zgarmasning xech bir giymatida hosil qilinishi mumkin bo‘lmagan yechimi maxsus yechim

deyiladi.
Keyslar banki
tashlanadi:

Keys: Masala Differensial

(X* +y* +2x)dx+2ydy =0

o’rtaga

Keysni bajarish bosqgichlari va topshiriglar:

tenglamani

yeching:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
1. Differensial tenglamasining maxsus nuqtalari deb nimaga aytiladi?

2. Maxsus nuqta atrofida integral egri chiziqlar joylashishining umumiy ko‘rinishini

tasvirlang?

Differensial tenglamaning maxsus yechimi deb nimaga aytiladi?
Maxsus nuqgta yechimi deb nimaga aytiladi?

Maxsus yechimning grafigi ganday chizigdan iborat?

ok w

Amaliy mashg’ulot-8
i x*+2xy—-3y=C

J:

1 (3" +2y)dx+(2x-3)dy =0

o (3X7y—4xy*)dx+(x’ —4x’y +12y’)dy =0 X’y —2x°y? +3y* =C

x20052y+x_c

3 (xcos2y+1)dx—x*sin2ydy =0 i 2 -
4 (¢ —xy*)dx+(2y* ~x*y)dy =0 i X' =x*y?+yt=c

xd

2 yzz( 2y 2—1jdX x+arcth:c
5 X +y X4y ji X
6. edx+(xe’—2y)dy=0 i xe’ —y*=c
7 yxldx+x’ Inxdy =0 j X =C

xdx+ydy ydx—xdy

= 2 2 y_
o iy X pVEY=C
H 2

y-+sin x2 cos“(xy) 2 dy +sin ydy =0

9. cos”(xy) cos”(xy) j: tg(xy) —cosx—cosy =cC

(1+x4/x2+y2)dx+(1+«/x2+y2)ydy=0 %\/(Xz +y*)° +x—%y2 =C

10. J:
TEST
Quyidagi Koshi masalasini
yeching:
{ZXCOSZ ydx+(2y— X”sin Zyk%ﬁ@ y+y>=0| x*tg’y+y>*=0 |y®cos’y+x>=0|x*sin*y+y*=0
y |x=O: O
Quyidagi tenglama uchun 1 1
integralovchi ko*paytuvchi * ,u(X) =— y(x) =S ,u(X) =— y(x) =x°
ganday bo‘ladi: X X




(x2 - y)dx+(x2y2 + x)dy =0

Koshi masalasini yechimining
mavjudlik shartini aniglang:

2

, . — mavjudva | f(x,y)—2-tartibli | — — mavjud va
= f(x, * (X, y)—uzluksiz 2
y ( y) ( y) hosilasi mavjud 0 .
Yoo =Yo uzluksiz uzluksiz
-0
Koshi masalasini yechimining o2 f
agonalik shartini aniglang: * i — 2-tartibli — i
y gl i ini aniglang Y mavjud va f(x,.y). 2ta.rt|bI| >~ — mavjud va f(x, y)—uzluksiz
y= f(X, y) . hosilasi mavjud
uzluksiz uzluksiz
Y lxex, = Yo
Y .
y'= = tenglamani (0,0)
X
maxsus nugtasini nomini * dikritik tugun Egar Tugun Fokus
aniglang.
2
y':—y tenglamani (0,0)
X *Tugun Fokus dikritik nuqta Markaz
maxsus nugtasini nomini
aniglang.
' y .
y'=—-2 tenglamani (0,0)
X * Egar Fokus Markaz Tugun
maxsus nugtasini nomini
aniglang.
, X+ .
y= tenglamani
Xy * Fokus Egar Dikritik tugun Markaz
(0,0) maxsus nugtasini
nomini aniglang.
X
y'=—= tenglamani (0,0)
y * Markaz Fokus Dikritik tugun Egar

maxsus nugtasini nomini
aniglang.

Differensial tenglamada uning
umumiy yechimidan ixtiyoriy
o0‘zgarmasning hech bir
giymatida hosil gilish mumkin
bo‘Imagan yechim nima deb
ataladi.

* maxsus yechim

xususiy yechim

umumiy yechim

maxsus nuqta




MA'RUZA Ne 10
Mavzu: Lagranj va Klero tenglamalari
Reja:
Klero tenglamasi
Klero tenglamasining umumiy yechimi
Lanranj tenglamasi
Lagranj tenglamasining umumiy yechimini parametrik ko‘rinishi.

NS

Klero tenglamasi . Quyidagi
y=xy"+y(y) 1)
tenglama Klero tenglamasi deyiladi, bunda yw(y’) y’—ning funksiyasi. Tenglamani yechish
uchun y'= p(x) belgilash kiritamiz. U holda (1) tenglama
y=xp+y(p) (@)
ko‘rinishga keladi.

Bu tenglamani, y’:$ ekanini hisobga olib, differensiallaymiz:
X
, d iy d :
y'=p+xPay(p) L, y=p,
dx dx
dp .. .\dp
= X— —,
p=p+ dx+W(p)dx
bundan
dp ., .\dp
X— + — =0,
™ v'(p) i
yoki
d :
() =0.
X
Bu tenglama
dp
—=0 3
dx )
yoki
X+y'(p)=0 (4)

bo‘lgan holda ayniyatga aylanadi. Har ikki holni garaymiz.
A) (3) tenglamani tegrallaymiz:

jdp:0:> p=C.
Endi quyidagi
y =xp+y(p)
p=C

tenglamalar sistemasidan p parametrni  yo‘qotsak, berilgan (1) tenglamaning umumiy
yechimini hosil gilamiz:

y=Cx+w(C) (5)
Geometrik nugtai-nazardan bu yechim tugri chiziglar oilasini tasvirlaydi.

Hosil gilingan (5) yechimni tenglama bilan solishtirib, Klero tenglamasining umumiy
yechimi undagi y' hosilasini ixtiyoriy o‘zgarmas C ga almashtirish orqali hosil gilinishini
ko‘ramiz.

B) (4) tenglamada p ni x ning funksiyasi sifatida topamiz. Quyidagini



{y=xp+w(m
P = Py(X)
tenglamalar sistemasidan p parametrni yo‘qotib

Y = XPo (X) +y(Py (X)) (6)
funksiyani hosil gilamiz. Bu funksiya (1) tenglamaning yechimidir. Hagigatdan ham, bunga
ishonch hosil gilish uchun (6) dan y’ ni topamiz:

pO( ) (X)) dpdo (X) ’
X

Y= Py (X) +X——=+vy'(p,

yoki

Y= P+ (X (py () .

(5) ga ko‘ra oxirgi ifoda quyidagi ko‘rinshga keladi, yani X+y/'(p)=0 dan
y' =P (%) ()
Endi y va y' ning (6) va (7) formuladagi qiymatlarini (1) tenglamaga qo‘ysak,
XPo (X) + ¥ (Py (X)) = XPq (X) +w( Py (X))
ayniyat hosil bo‘ladi. Demak, (6) hagigatdan ham berilgan tenglamalarning yechimi ekan. Bu

yechimni (5) umumiy yechimdan C ning birorta ham giymatida hosil gilib bo‘lmaydi.
Ma'lumki, bunday yechimlar maxsus yechimlar deyiladi. Ko‘rayapmizki, bunday yechimni

{y=xp+w(m
x+y'(p)=0
sistemadan yoki quyidagi
y=xC+y(C)
{X +y'(C)=0
tenglamalar sistemasidan C ni yo‘qotib hosil qilish mumkin. Ma'lumki bu yechim
y=Cx+w(C) umumiy yechimning o‘ramasini aniqlaydi. Demak, Klero tenglamasining
maxsus yechimi y=Cx+y(C) to‘g‘ri chiziglar oilasining o‘ramasini aniqlaydi.
Shunday qilib, Klero tenglamasini yechish uchun avvalo berilgan tenglamada y’ ni
C ga almashtirib, uning umumiy yechimini topish kerak:
y=Cx+w(C).
Shundan so‘ng quyidagi
y =xC+y(C)
{X +y'(C)=0
sistemadan C ni yo‘qotib, maxsus yechimni (uning grafigi integral egri chiziqlar oilasining
o‘ramasi bo‘ladi) topish kerak.
Misol. y=xy +(y' —y'®) tenglamani yeching.
Yechish. y =xC +(C —C?) umumiy yechim bo‘ladi. Bu tenglikning ikki tomonidan C
bo‘yicha hosila olib, hosil bo‘lgan sistemani birgalikda yechamiz

y. =0=x+(1-2C) = 553
Buni umumiy yechimga qo‘yib berilgan tenglamani maxsus yechimni hosil gilamiz:
X+1)°
BIYCEE
4

Lagranj tenglamasi. Ushbu



y =xop(y) +w(y) (8)
tenglama Lagranj tenglamasi deyiladi, bunda ¢(y"), w(y’) lar y' ni ma'lum funksiyalari.
Bunday tenglamani ham p parametr kiritish usuli bilan yechiladi. y"= p(x) deb
belgilaymiz. U holda (8) tenglama ushbu ko‘rinishga keladi:

y =xo(p)+w(p) (9)
Buni x bo‘yicha differensiallab,

! ’ d ’ d
p=y =¢(p)+X¢(p)d—p+w(p)—p,
X dx

yoki
: 'y 9P
P—¢(p) = (xe'(p)+y(P)) o (10)
tenglamani hosil gilamiz. p—¢@(p) =0 yoki p—¢(p)=0 hollarni garaymiz.
a) p—@(p)=0 bolsin. (10) ni :—X ga nisbatan yechib, quyidagi  ko‘rinishda
p

yozamiz:

d_ ¢ _ v'(p)
dp p-¢(p) pP-—9(p)

Hosil gilingan tenglama x va :—X ga nisbatan chiziglidir va demak
p

X =®(p,C) (11)
umumiy yechimga ega bo‘lamiz. (11)ni (9) ga qo‘yib,uni p va C orqali ifodalaymiz:
y =@(p,C)o(p) +w(p) = f(p.C) (12)

(11) va (12) bizga Langranj tenglamasining umumiy yechimini parametrik ko‘rinishni
beradi:
{X=<D(p.C)
y=1(p,C)
Bu sistemada p parametrni yo‘qotib, Langranj tenglamasining umumiy yechimini
quyidagi ko‘rinishda hosil gilamiz:
F(x,y,C)=0.
Tenglamaning umumiy yechimidan hosil bo‘lmaydigan maxsus yechimi bo‘lishi
mumkin. Bu quyidagicha bo‘ladi:
b) p—¢(p)=0 bo‘lsin, yani biror p=p, da ¢(p,) = p, bo‘lsin. Ushbu
{y=><(p(p)+vx(p)
P =P
sistemadan p ni yo‘qotib,
Yy =Xx¢(p,y) +w(p,)
yechimni hosil gilamiz. Bu esa Langranj tenglamasining maxsus yechimidir.
Misol. y=x+Yy" tenglamani yeching.
Tenlamaning umumiy yechimi

x = 3(In(p—1) + (p;1)2)+c

y=3(|n(p—1)+%)+0+ 0’



va maxsus yechimi y = x+1 bo‘ladi.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1. CanoxutauuoB M.C., HacpuramunoB T'.H. Oodouii oupppepenyuan menenamanap.
Towkenr, “ Y36exkucron”, 1994.
2. Moutpsirun JI.C. O6vixnosennue ougpgepyuanvhuvle ypasuenus. M.:Hayka, 1969.
3. CrenanoB B.B. Kypc ougppepenyuanvrvix ypasuenuti. M.: I'n3.dus- mat. nuteparypa.1958
4. dawscroavl JLE. Jugpgepenyuanvuvie ypasnenus u eapuayuonnoe ucuunenue. M.: Hayka..
1965.
5. ®uaunnoB A.®. Coopruk 3a0au no ouggepenyuanvuvim ypasuenusm. M.: Hayka, 1979 (5-e
W3/IaHKE).

Mustagil ta’lim mavzulari

1. Y =1(xy) tenglama yechimining mavjudligi va yagonaligi hagidagi teoremaning isboti.
2. O°ng tamoni maxsus ko‘rinishda bo‘lgan chizigli o‘zgarmas koeffitsientli differensial
tenglamalar sistemasini yechish.

Glossariy
Klero tenglamasi - Quyidagi ¥ = ¥ () tenglama Klero tenglamasi deyiladi.
Klero tenglamasining umumiy yechimi - Y =X *¥(¥) io'rinishdagi Klero

tenglamasining umumiy yechimi y=Cx+ ‘//(C) dan iborat.
Lagranj tenglamasi - Ushbu Y = X@(Y) +¥(Y) tenglama Lagranj tenglamasi deyiladi

Keyslar banki
Keys: Masala o’rtaga  tashlanadi: Differensial tenglamani yeching:

(x* +y* +1)dx —2xydy =0
Keysni bajarish bosqgichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
1. Klero tenglamasi deb nimaga aytiladi va u ganday ko‘rinishda bo‘ladi?

2. Klero tenglamasini maxsus yechimi y=ex+y (C)to‘ g‘ri chiziglar oilasining
o‘ramasini qanday aniqlaydi?

3. Logranj tenglamasi deb nimaga aytilidi va u qanday ko‘rinishda bo‘ladi?

4. Logranj tenglamasining umumiy yechimi qanday ko‘rinishda bo‘ladi?

5. Logranj tenglamasining maxsus yechimi qanday ko‘rinishda bo‘ladi?

Amaliy mashg’ulot-9
2

y _
1 (x+y))dx—2xydy =0 j Inlxl=Se =
X, X _.
o YA+xy)dx—xdy =0 iy 5
1 1
i (y’ —Inx)dy =0 “Inx+>y*=c
37 J y 2



4. (xcosy—ysiny)dy+(xsiny+ycosy)dx=0

5 (X —y)dx+xdy

=0

6. 2xtgydy+(x* —2siny)dy =0

7. (

e** —y*)dx+ ydy =0

g, (L+3x’siny)dx—xctgydy =0

9. Yidx+(yx—1)dy

=0

10, (X =3y*)dx+2xydy =0

ji (xsiny+ycosy-siny)e* =c

M:iz; x+X=C
j: X X
~Inu=Incosy; xzsiny+%c052y=(3
J:
j: IIJ:e_ZX; yZZ(C_ZX)eZX
,u=_i _L+x3=C
j: siny siny
y:l; xy—Iny=0
i
_ 1 . 2 _ 3 2
M=—7, Yy =CX" +X
i X
TEST

Differensial tenglamada uning
umumiy yechimidan ixtiyoriy
o‘zgarmasning hech bir
giymatida hosil gilish mumkin
bo‘lmagan yechim nima deb
ataladi.

* maxsus yechim

xususiy yechim

umumiy yechim

maxsus nuqta

Maxsus yechimni topish . {‘D(X’ y.c)= {CD(X' y,y',¢)= { (x,y)=0 {CD X,y',c)
formulasini toping. @ (x,y,c)= @ (x,y,y',¢c)= @, (x,y)= (x,y',c)
Klero englamasini anialang. |+ gy (y) | y=xy?eply) | y=xeply) |V
yﬂirl?f Eglfﬂﬁﬂluﬂmg = y=cx+y(c) y=x+y(c) | y=x(c)"+w(c)| y=c>x+w(c)
Kirotrgamasin mssss |y () (1) %= yily)+ wly) | = yily) s ply)| Y~ ¥ A0V vl
L nglanasig = yoly ) py) |y =xoly)+uly) | x=yoly)rply) | Y 7Y o)

ko‘rinishini aniqlang.

Lagranj tenglamasining
maxsus yechimi ko ‘rinishini
aniglang.

* y:X¢(po)+‘//(po)

y'= X(”(po)""//(po

y =Y'o(py)+v(

po) = quo(po)""//(

M)

Quyidagi tenglamaning
maxsus yechimini toping:

y=x+y°

*y=x+1

y=Xx+3

y=X+2

y=X+4

Birinchi tartibli chizigli
tenglamada Q(X) ganday
bo‘lsa, chizigli bir jinsli
tenglama deyiladi?

Q(x)=0

3
ushbu Y = CX” chiziglar
oilasi gaysi diffirensial
tenglamaning yechimi?




MA'RUZA Ne 11
Mavzu: Yuqori tartibli differensial tenglamalar. Koshi masalasi. Mavjudlik va
yagonalik teoramelari.
Reja:

1. n—tartibli differensial tenglama.
2. Yechim, umumiy yechim, xususiy yechim tushunchalari.
3. Koshi masalasini qo‘yilishi.
4. Koshi, Pikar-Lindelyof va Peano teoremalari.

Ushbu
F, Y, YY) =0 (1)
ko‘rinishdagi  tenglama n—tartibli oddiy differensial tenglama deyiladi. Bu yerda
F(X, Y, Y., Y) funksiya (n+2) o‘lchovli R™? fazoning D, , sohasida aniglangan. Ko‘p
hollarda (1) tenglama ushbu

y© =10y, Y YY) (2)
ko‘rinishga keltiriladi. Bu tenglama yuqori tartibli hosilaga nisbatan yechilgan yoki kanonik

ko‘rinishdagi  n—tartibli  oddiy differensial tenglama deyiladi. (2) tenglamada
f(XY,Y,.... y"™) funksiya (n+1) o‘lchovli R"* fazoning D, sohasida aniglangan.

Agar (1) va (2) da n=1 bo‘lsa, 1-tartibli oddiy differensial tenglamaga ega bo‘lamiz.
Bu holni biz ko‘rganmiz. Endi n > 2 bo‘lsin.

1-Ta'rif. (2) tenglama berilgan bo‘lib, f(X,y,Y',... y"?) funksiya R" fazoning
D,,, sohasida aniglangan bo‘lsin. Agar | intervalda aniglangan biror y=g(x) funksiya
uchun quyidagi uchta

1% p(x) eC"(1)
2%, (%, 9(X), 9 (X) 9" (X)) € Dy X € | ©)
3% o™ (x) = F (%, 0(x),9'(X),.., p" 7 (x)), x € |
shart bajarilsa, u holda y = ¢(x) funksiya | intervalda (2) differensial tenglamaning yechimi
deyiladi.

(2) tenglama yechimining grafigi, ya'ni y=¢(x) funksiyaning grafigi uning integral
chizig i deyiladi.

Eslatib o‘tamizki, 1- tartibli  differensial tenglamalardagi  kabi  yuqori tartibli
differensial tenglamalarda ham yechim ba'zida oshkor y =@(X) ko‘rinishda yozilsa, ba'zida
oshkormas ®(x,y)=0 funksiya ko‘rinishida yozilishi mumkin. Yechimni ba'zan
parametrik ko‘rinishda x = X(t), y =y(t) t e | (t- parametr) izlash ham qulay bo‘ladi.

2-Ta'rif. (2) differensial tenglama va x,C,,C,,...,C, o‘zgaruvchilarning biror o‘zgarish
sohasida aniglangan xamda x bo‘yicha n marta uzluksiz differensiallanuvchi

y =p(x,C,,C,,...,C,)
(4)
funksiya berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy (X,Y,Y',..., Y"™?)eD
y=¢(xC,,C,,..,C,)
y'=¢'(x,C.C,....C,)

nugta uchun ushbu

n+1

()

y©? =9"?(x,C,,C,.... C,)
munosabatlar C,,C,,...,C, larning



Co=vi(X ¥, Y, Y'P)
C, =y, (X, ¥, Y, YO)

Co =y (XY, Y Y)
giymatlarini bir giymatli aniglasa va bu giymatlarni ushbu
y® =9"(x,C,,C;,..., C,) (7)
tenglikka qo‘yish natijasida (2) tenglama hosil bo‘lsa, (ya'ni tenglamani ganoatlartirsa), u
holda (4) funksiya (2) tenglamaning D, ,, sohasida aniglangan umumiy yechimi deyiladi.
Shunday qilib, (2) differensial tenglamaning umumiy yechimi n ta ixtiyoriy
o‘zgarmasni 0°z ichiga oladi.
(2) differensial tenglamaning barcha yechimlarini topish asosiy masaladir.
Umumiy yechim formulasi (4) ni olaylik. Unda C,,C,,...,C_ larga ma'lum giymatlar bersak,
tegishli yechim hosil bo‘ladi. Umuman aytganda, (2) tenglamaning (4) formula o‘z ichiga
olmagan yechimlari ham bo‘lishi mumkin.
(2) differensial tenglamaning umumiy yechimi formulasi (4) dan C,,C,,...,C,
larga giymatlar berib, hosil gilinadigan har bir yechimi (2) tenglamaning xususiy yechimi
deyiladi.

(6)

Xususiy yechimni izlash Koshi masalasining yechimini izlashga keladi. Agar (2)
tenglama, (X,, Yo, Yo Yo' 2) € D, nuqta va ushbu

V(%) = Yor ¥/ (%) = Yo Y2 (%) = Vo 8)
munosabatlar berilgan ~ bo‘lsa, (2) differensial tenglamaning (8) tengliklarini
ganoatlantiradigan yechimini izlash (2) tenglama uchun Koshi masalasi deyiladi. Unda (8)
tengliklar boshlang‘ich shartlar, X, Yo, Yg,--- yo(nfl) giymatlar esa boshlang ‘ich giymatlar

deyiladi. n=2 bulganda  Koshi masalasi anig  geometrik ma'noga ega. Masalan,
y"=f(x,y,y") tenglama uchun y(x,)=Y,, Y'(X,)=1Y, shartni qganoatlantiruvchi integral
chiziq tegishli sohaning (x,,Y,) nuqtasidan berilgan vy, burchak koeffitsientli urinma bilan
o‘tishi lozim.

Agar (2) differensial tenglamaning umumiy yechimi (4) ma'lum bo‘lsa, tegishli
Koshi masalasini yechish uchun ushbu

P(%: C1, Gy ey Cy) = Yo,
9" (%9, C1, Cy ey C,) = Yo,

(0(n71)(X0!C1’ Cys Cn) = yo(n_l),
tenglamalar sistemasini C,,C,,...,C, larga nisbatan yechish kerak bo‘ladi. Bu sistema yagona
yechimga ega bo‘lishi, bittadan ortiq yechimga ega bo‘lishi yoki umuman yechimga ega
emasligi mumkin. (9) sistema yagona yechimga ega bo‘lganda (2), (8) Koshi masalasi yagona
yechimga ega deyiladi. Aks holda tegishli Koshi masalasida yagonalik buzilgan bo‘ladi.

Agar (2) differensial tenglamaning xususiy yechimi ®(x, y) =0 ko‘rinishda berilsa, bu
munosabat berilgan differensial tenglamaning integrali deyiladi. Agar umumiy yechim
@(x,y,C,,C,,...,C,)=0 ko‘rinishda yozilgan bo‘lsa, bu munosabat (2) tenglamaning
umumiy integrali deyiladi.

(2) differensial tenglamaning barcha (xususiy va maxsus) Yyechimlarini topish
differensial tenglamani integrallash jarayoni bo‘ladi. Tenglamani integrallash jarayoni noaniq
integrallarin  hisoblashga kelganda differensial tenglama kvadraturalarda integrallanadi
deyiladi.

©9)



Endi (2) differensial tenglama uchun yechimning mavjudlik va yagonalik
teoremalarini keltiramiz.
1-Teorema (Koshi teoremasi ). Agar (2) differensial tenglamada ushbu
(Y, Y y(”‘l)),i,ﬂ,..., -
oy oy oy
funksiyalar D, ., c R"™ sohada aniglangan va uzluksiz bo‘lsa, u holda:
1°. (2) differensial tenglamaning biror | integralda aniglangan,
y(Xo) = Yo y'(xo) = y(l)r--’ y(n_l)(xo) = yo(n_l)i ((Xo’ Yo Y6,---, yo(n_l)) € Dn+l)
boshlang ‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi mavjud.
20, Agar y=¢(x),xel, va y=w(x),xel, funksiyalarning har biri (2) differensial
tenglamaning yechimi bo ‘lib, berilgan X, uchun
P(Xo) =W (X0), @'(X) =¥ (%) e (P(n_l) (%) = ‘//(n_l) (%)
bo‘lsa, y=¢(X) va y=w(x) yechimlar aniglanish sohalarining umumiy gismida ustma-ust
tushadi. Boshgacha aytganda, agar x, el, n1, nugtada ¢ (x,) =y (x,),i=01..,n-1
bo‘lsa, u holda 1,1, intervalda ¢(X)=w(x) bo ladi.
3-Ta'rif. Agar f(x,y,Y,... y™?) funksiya D

.4 < R™ sohada aniglangan bo‘lib,

bu funksiya uchun shunday L =0 son mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy (X, Yy, Yire ¥, ) € D

n+l?

(Xy1 Yz Voreo Y, ) € D, ., nugtalar uchun ushbu

n-1 ) )
FO4 Yo Vo Y270) = £ 06, Yo Vi Y2 ") < LY |1 =9, L= 0 (L)
i=0

tengsizlik  bajarilsa, u holda f(x,y,y'..., y"?) funksiya D, , sohada vy,y',..,y"™" lar
bo‘yicha Lipshits shartini ganoatlantiradi deyiladi, L esa Lipshits o ‘zgarmasi deyiladi.
2-Teorema (Pikar-Lindelyof teoremasi). Agar f(X,V,Y.... y™®) funksiya

D.., € R™ sohada aniglangan va uzluksiz bo‘lib, shu D_, sohada vy,V',..., y"™® lar bo vicha

n+l n+1
Lipshits shartini ganoatlantirsa, u holda har bir (X,, Yo, Yore Yo' ) € D
shunday o°‘zgarmas h>0 son topilsaki , natijada (2) tenglamaning (8) boshlang ‘ich

shartlarini ganoatlantiradigan va | :{x:|x—xo|sh} oraligda aniglangan yagona yechimi

nugta uchun

n+l

mavjud bo ‘ladi.

3-Teorema (Peano teoremasi). Agar f(x,y,Y'.., y"®) funksiya D_, sohada

n+l
aniglangan va uzluksiz o lib, (Xg, Ygr Yoren Yoo 2) € D, bo‘lsa, u holda (2) differensial
tenglamaning (8) boshlang ‘ich shartlarini qanoatlantiradigan kamida bitta yechimi mavjud.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1. CanoxutaunoB M.C., HacpurmunoB T'.H. Oo0ouii ougpgepenyuan memnenamanap.
TomuikeHT,  Y36ekucton”, 1994.
2. Moutpsirun JI.C. O6vixnosennue ougpgepyuanvruuvle ypasuenus. M.:Hayka, 1969.
3. CrenanoB B.B. Kypc ougghepenyuanvuvix ypasnenuii. M.: I'nz.®u3- mar. nureparypa.1958
4. daberoav JLE. Juppepenyuanvuvie ypasnenus u sapuayuonnoe ucuunenue. M.: Hayka..
1965.
5. ®umunnoB A.D. Cooprux 3adau no oughgpepenyuanvuvim ypasnenuam. M.: Hayka, 1979 (5-e
W3aHue).

Mustagqil ta’lim mavzulari
1. Hosilaga nisbatan yechilmagan birinchi tartibli differensial tenglamalar va ularni integrallash



usullari.
2. Eksponensial matritsani hisoblash.

Glossariy

Umumiy yechim - (2) differensial tenglama va XCp.Coon Gy o‘zgaruvchilarning biror

o°zgarish soxasida aniqlangan xamda X bo‘yicha " marta uzluksiz differensiallanuvchi
y=¢(xC,,C,...C,)

funksiya berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy (X Y.Y'ss Y 2) € Dy
y=9(xC;, Gy, C,)
y'=¢'(x,C,,C,,...C,)
y" =9 I(x,C,C,,..,C,)

nugta uchun ushbu

munosabatlar C1.Cp,.C

" larning
C,=w,(X,y,y,..y"™)
C,=w,(xy.y,..y"")
Co=v,(xy,y,.y"?)
giymatlarini bir giymatli aniglasa va bu giymatlarni ushbu
y" =9"(x,C,,C,,..C,)
tenglikka qo‘yish natijasida (2) tenglama xosil bo‘lsa, (ya'ni tenglamani qanoatlartirsa), u xolda
(4) funksiya (2) tenglamaning Dra soxasida aniglangan umumiy yechimi deyiladi.
Koshi teoremasi - Agar (2) differensial tenglamada ushbu
1 (n_]_) af af 6f
f(Xy yuy [EELS ] y )l_l_ﬂ"'lW!
oy oy oy
n+l

funksiya lar Dy =R soxada aniglangan va uzluksiz bo‘lsa, u xolda:
1°. (2) differensial tenglama ning biror I integralda aniglangan,

Y(Xo) = Yo y’(xo) = y(,J’--wy(nil) (Xo) = yo(nil) , (X01 Yo Y(’)’---yo(nil) = Dn+1)
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi mavjud.
20 Agar Y=PMXell o Y=y (X Xely finksiva laming xar biri (2) differensial
tenglamaning yechimi bo‘lib, berilgan Xo uchun
006) =Y (%), 0'06) =9 (%) 9"V 00) =X 0). P Y= yaY=w(X)
yechimldar aniglanganglanish soxalarining umumiy gismida ustma-ust tushadi.
Boshgacha aytganda, agar *© € LAl nugtada 0V (%) =y (%) i=01..n-1
LNl intervalda 20 =¥ (X) potladi,

i (n-1)
Peano teoremasi - Agar PG Y, Y y7) funksiya Do soxada aniglangan va

bo‘lsa, u xolda

’ (n—l)
uzluksiz bo‘lib, (%0 Yo-Yor--¥o ) €Dha bo‘lsa, u xolda (2) differensial tenglamaning (8)
boshlang‘ich shartlarini ganoatlantiradigan kamida bitta yechimi mavjud.

Keyslar banki
X2
y? -y X—y+—=0
Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: 2 .
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni



keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

=

Nazorat uchun savollar

2. Differensial tenglamasining yechimideb nimaga aytiladi?

&

y(n) = f (X1Y1y1’---’ y(n_l))

5. Koish masalasini yagona yechimga ega bo‘lishini isbotlang?

Amaliy mashg’ulot-10

1 (sinx+e”)dx+cosxdy =0

o (xsiny+y)dx+(x*cosy+xInx)dy =0

3 (< +y*+2x)dx+2ydy =0

J:

(S

u=e"’; e’cosx=c+Xx

. (xX*+y*)et =c

Qanday ko‘rinishdagi tenglama p-tartibli oddiy differensial tenglama deyiladi?

tenglamaning xususiy yechimi deb nimaga aytiladi?

(n) _ (n-1)
y© =T 0ayiYren Y )tenglama uchun.Koish masalasi deb nimaga aytiladi?

Inu=-Inx; ,uzl; xsiny+Inx=c
- X

J:
R
4 (< +y)dx—xdy=0 j:ﬂ_F’ Ty
x’y?+2In==c

5. X2y3+y+(x3y2_x)y1:O J y

5. (X +y +1)dx—2xydy =0 i x* —y? —1=cx

7 (y+x3)dy+(x—xy)dx =0 j x> +y?=C(y-1)°

1 1
2y+(Xt > [dX+| 3y + X+ > |dy=0 TP _
8. o)) (xtg) ji Y rXy+2xy +In(x+y)=c
TEST
Birinchi tartibli chizigli
tenglamada Q(X) ganday * Q(X)= 0 Q(X);t 0 Q(X) -1 Q(X)z X
bo‘lsa, chiziqli bir jinsli
tenglama deyiladi?
3
ushbu Y = CX” chiziglar o ¥ 2
— / — v/

oilasi qaysi diffirensial Xy = 3y y p— eXy y = 3yé y=Xxy
tenglamaning yechimi?
y' =ax* +by” tenglam
a a va B ning ganday
giymatlarida *i_lzl a+ =1 —l—izl a—-pf=1
y = z ™ almashtirish b« a p
yordamida bir jinsli
tenglamaga keltiriladi.
y' +2ye* —y? =e™ +e . ) ) )
Rikkati tenglamasini bitta y1=¢ Yy =¢ Y, =¢€ y=x+1
xususiy yechimini toping.
Agar y1 va 'y, — birinchi tartibli
chizigli tenglamaning ikkita Y,
turli yechimlari bo‘lsa, *y=y +c(y, - y,) Y=Y, y=-"* Yozib bo‘lmaydi
tenglamaning umumiy yechimi Y,
y1 va y, yordamida ganday




yoziladi?

Quyidagi funksiyalardan gaysi

yzdx—(xy+ x3)dy:0ten e 1 1 1
glama uchun integrallovchi x® y x? y2
ko‘paytuvchi bo‘ladi?

Quyidagi funksiyalardan gaysi

y(x + y)dx + (xy +1)dy = x L 1 1 1
tenglama uchun integrallovchi y x? x° y2
ko‘paytuvchi bo‘ladi?

e % funksiya quyidagi e *dx —

Hamma javoblar

)2 x _ e‘xxydx—(x2+y2)dy:0
y dx+(e y)dy_ ) —(2y+xe’x)dy: ) noto*g'ri

tenglamalardan gaysi biri
uchun integrallovchi
ko‘paytuvchi bo‘ladi?

Agar
M (x, y)dx+ N(x, y)dy =0

M (X, -
tenglamada (%¥) ya *m(x, y)=[xM + yNJh(x, y)=xM + yN m(x, y)= X+Y Im(x,y)=[xN+yl
N(x, y) m-tartibli bir jinsli YT+ N
funksiyalar bo‘lsa, u holda
integrallovchi ko‘paytuvchi
ganaga ko‘rinishda bo‘ladi?

Shunday egri chiziglarni
topingki, uning har bir

nuqtasiga o‘tkazilgan urinma 1

koordinata o‘qlari bilan *Xy = +a? y=— Xy = +23a? y= a*
birgalikda yuzasi 2a? ga teng a

bo‘lgan uchburchak hosil

qilsin.

MA'RUZA Ne 12
Mavzu: n-tartibli differensial tenglamalar.Tartibi kamayadigan differensial tenglamalar
Reja:
1. n—tartibli differensial tenglamalarning kvadraturada integrallanuvchi ba'zi turlari.
2. Tartibi  kamayadigan differensial tenglamalar.

Tayanch so’z va iboralar: y"=f(X) ko'rinishidagi tenglama, F(x,y™)=0
ko’rinishidagi  tenglama, F(y™® y™)=0 ko’rinishidagi tenglama, F(y"?, y™)=0
ko rinishidagi tenglama, F(y™)=(y™)* +a,(y™)'+..+a_,(y™)+a =0 ko rinishidagi
tenglama

1.y"=f(x) ko‘rinishdagi tenglama. Mavjudlik va yagonalik teoremasining



shartlarini bajarilishi uchun f(x) funksiya biror | intervalda uzluksiz bo‘lishi yetarli.

Shunday deb faraz gilaylik. Bu holda differensial tenglamani n marta ketma-ket integrallab ,
umumiy yechimni topish mumkin:

y(x) = JX.JX-I f (x)dxdx..dx + (ncill)! (X—%)"™" +

X Xo X

Cz _ n-2 —
+(n_2)!(x X)" 2 +..+C,_,(Xx=X,)+C,. (1)

(1) formula y™ = f(x) tenglamaning barcha yechimlarini o‘z ichiga oladi va

umumiy yechim bo‘ladi. Maxsus yechimlar yo‘q.

2. F(x,y™)=0 kofrinishdagi tenglama. Agar bu tenglamani y™ ga nisbatan
yechish  mumkin  bo‘lsa (yani y™ =f,(x), k=12...), u holda bu tenglamalarning
integrallab, berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimini topamiz.

F(x,y™) =0 tenglama y™ ga nisbatan yechilmasin deylik. x va y™ lar parametrik
ko‘rinishda yozilishi mumkin deb faraz gilamiz, yani x=w(t), y™ = »(t). U holda
dy™™® = y™dx ga ko‘ra dy™™ = y(t)y/(t)dt. Bundan

y(n_l) =ntC), y(n_Z) =1,tC.,C)),.,y= 1, (t,C.,C,,..., C)

Shunday qilib umumiy yechim x =w(t), y = ,(,C,,C,,.., C,) bo‘ladi.

3. F(y"™",y™)=0 ko‘rinishdagi tenglama. a) Tenglamani y™ ga nisbatan yechish
mumkin  bo‘lsin: y™ = f(y"?). Agar z=y"™" desak, z'=f(z) ga kelamiz. Bu
o‘zgaruvchilari ajraladigan birinchi tartibli differensial tenglama. Uning umumiy yechimi

dz
k=C,+ -2
f(2)
bo‘ladi. Bu tenglik z ga nisbatan yechilishi mumkin bo‘lishi ham, bo‘lmasligi ham mumkin.
Agar uni z ga nisbatan yechish mumkin  bo‘lsa, (yami z=w,(x,C,)), u holda
yo =y, (x,C,) dan y=y,(t,C,C,,.,C) umumiy yechim kelib chigadi. Mabodo
yugoridagi tenglik z ga nisbatan yechilmasa, yana parametr kiritish usulidan foydalaniladi.
b) Tenglamani y™ ga nisbatan yechish mumkin emas, ammo y™ = »(t), y"® =w(t)

)
parametrik ifoda malum deylik. U holda dy™? =y™dx dan dxzdy(n) :W((tt)) va
y X

X = j % +C, kelib chigadi. Endi dy™? = y™®dx dan
X

- . (t)
02 _ [ yovgx ¢, = [p)- Y D+ c
yo? =y .= [w®) 5 G
ni hosil gilamiz. Shunga o‘xshash muloxazalar yuritib,
dy™® = y™3dx,....,dy = y'dx
tengliklarni integrallaymiz va y:Iy’dx+Cn dan y uchun parametrik ifodani topamiz.

Ma'lumki, x ning parametrik ifodasida bitta (C,) ixtiyoriy o‘zgarmas, y? da ham bitta
(C,), y"® da2ta(C,vaC,),..., y"" da n-2ta, y daesa n—1 taixtiyoriy o‘zgarmas
gatnashadi. U holda x va y larning parametrik ifodalarida n ta ixtiyoriy o‘zgarmas
gatnashadi. Demak,

_ry/(t)dt e )
X_I X(t) +Cl'y‘IVO“HCn(—;cn(t,cz,c:3,...,c;n))



umumiy yechim bo‘ladi.
4. F(y™?,y™) =0 ko‘rinishdagi tenglama. Ushbu z=y™? almashtirish berilgan
tenglamani F(z,z") =0 ko‘rinshga olib keladi.
a) Oxirgi  tenglamani z" ga nisbatan  yechish  mumkin bo‘lsin  deylik:
2" = f(z). Bu tenglama 1) bandda ko‘rilgan usul bilan integrallanadi, yani
277" =21 ()7’ = d(z")* =2f()dz= 2" = ZI f(z)dz+C =
dz =>x+C, = j az :
+J2[ f(2)dz+C, + 2] f(2)dz+C,

Oxirgi tenglikdan z —ni topib bo‘lsa, u holda z =y™? almashtirishdan tenglamani

umumiy yechimini topish mumkin. Agar z—ga nisbatan yechilmasa yana parametr Kiritib
umumiy yechim topiladi.

b) Berilgan tenglama y™ ga nisbatan yechilmasin, ammo y™? =y (t), y™ = y(t)
parametrik  ifoda  ma'lum  deylik. Ma'lumki, dy™™® =y®@dx, dy"? =y"™Pdx. Bu
tengliklardan

:>z’=i\/2_[f(z)dz+C1:>dx=

(n-1) (n-2)

dy

)

dy
y™ oy

yoKi
y" Py = yPdy™? = y(t)y/ (tdt
munosabat kelib chigadi. Bundan
Y = £ 2] 7y Bdt+C, .

Keyingi mulohazalar 2 banddagi kabi bo‘ladi. x uchun topiladigan ifodada ikki
ixtiyoriy o‘zgarmas (C, va C,) gatnashadi. Oxirgi tenglamani ketma-ket integrallab borsak,
yana C,;,C,,..., C, —ixtiyoriy o‘zgarmaslar ishtirok etadi. U holda umumiy yechimni bunday
yozish mumkin:

X = I d%(n"lj) +C, :_[ v'® +C,,
y £ 2] 2y Bt +C,
y=o(t,C,,C,,...,C,).

5. FYM) =™ +a(y™*+..+a_,(y™)+a =0, a =const,i=12,..,k
ko‘rinishdagi tenglama. Bu differensial tenglamani y™ ga nishatan k —tartibli algebraik
tenglama deb qaraymiz. Uning haqgiqiy ildizlari p,, p,,.., p;, S<k bo‘lsin. U holda
y® =p;, j=12,., s differensial tenglamani n marta integrallasak,

n n-1 2

X X
y= pjE+C1m+...+cn_2§+cn_lx+cn

kelib chigadi. Undan:
n! X"t x°
pj :F(y—Clm—...—Cn_zE—Cn_lx—cnj.
Shu topilgan p; —ni berilgan tenglamada y™ o‘rniga qo‘ysak, uning umumiy yechimi

n-1 2

n! X X
Fl—|y-C,——-..-C ,—-C_x-C ||=0
[Xn (y 1 (n _1)| n-2 2| n-1 nJJ

hosil bo‘ladi.
Agar



Y™ +a (XY, Y Y)Y T i+ a (Y Y YO (Y™ +
+a, (XY, Y,.. ") =0, a; eC(D,,)

differensial tenglama ko‘rilsa, u holda uni y™ ga ko‘ra k —tartibli algebraik tenglama deb

garash mumkin. Agar haqiqiy ildizlarni topish mumkin bo‘lsa, u holda ushbu yuqori hosilaga
nisbatan yechilgan

Yy =p, (%Y, Y YUP), =12, s<K
tenglamalarga ega bo‘lamiz.
2. a) n-—tartibli differensial tenglamada noma'lum funksiya y va uning ketma-ket
kelgan xosilalari y,y',..., y** qatnashmasin deylik. U holda differensial tenglama
F(X7 y(k)’ y(k+1)7"'7 y(n)) = O' k ::l"_n (1)
ko‘rinishda  yoziladi. Bu holda y® =p(x) deyilsa, F(x, p(X), p'(X),... p" ™ (x))=0
(n—k) —tartibli differensial tenglama hosil bo‘ladi, ya’ni tenglama tartibi k birlikka pasayadi.
Adgar uni integralldash mumkin desak, d(x, p(x),C,,C,,...,C,,)=0 ni hosil gilamiz. Endi
p(x) =y® bo‘lgani uchun @(x,y“,C,,C,,.,C ,)=0 ni hosil gilamiz. Bu k —tartibli
differensial tenglamani integrallasak umumiy yechimga ega bo‘lamiz.
b) Agar n—tartibli differensial tenglamada erkli o‘zgaruvchi oshkor holda gatnashmasa,
ya'ni tenglama
F(y, Y y©) =0 (2)
ko‘rinishda bo‘lsa, y ni yangi erkli o‘zgaruvchi, y'= p(y) ni yangi noma'lum funksiya deb,
ushbu almashtirishni bajaramiz (x—y, y—p):

»_dp_dp dy dp_
Cdx dy dx pdy—pp:>
_d dpdy _ dp dp,. 2dp
ix dy( dy)d plp ()]

y=ply)=y

" dlﬂ _

d " !
y" = +p( p)—pp+pp2,---

k k-1
Bu hisoblashlar yordamida d—zl miqgdor p% ,d k?
dx dy dy

matematik induksiya wusuli bilan ko‘rsatish mumkin. Shu  almashtirishni  bajarsak,
(n—1) —tartibli

migdorlar orgali ifodalanishini

@ d n lp)
dy e d n-1

differensial tenglamaga kelamiz. Demak, ko‘rilayotgan holda differensial tenglamaning
tartibini bittaga kamaytirish mumkin. Agar hosil bo‘lgan tenglamaning umumiy yechimi

o(y, p,Cy,..., 1) =0

Fl(y1 pi

yoki
CD(y, CnCiy) =0

bo‘lsa, shu munosabat berilgan F(y, Y0 Y™) =0 tenglamaning oraliq integrali bo‘ladi.

Endi berilgan differensial tenglamaning umumiy integralini topish uchun uning oralig integralini
1-tartibli differensial tenglama sifatida integrallash kifoya.

OAgar (2) F(y,Y...y"™)=0differensial tenglamada F(y,Y'..., y™) biror
d(y,Y',... Y"?) funksiyaning to‘liq differensiali bo‘lsa ya'ni

F(Y, Y ,y(“))— CD(y Y e YO



munosabat  o‘rinli bo‘lsa, u holda (2) tenglamaning  bitta  birinchi  integrali
@(y, Y., Y") =C, ko‘rinishda yoziladi. Bu esa o‘zgaruvchi navbatida berilgan differensial
tenglamaga garaganda tartibi bitta kam (n—1) —tartibli differensial tenglamadir.

s)Agar F(X,Y,Y',... y™)=0 tenglama vy, y',..., y™argumentlariga nishatan bir jinsli,
ya’'ni

F(xty,ty',...ty™) =t“F(x, y, ¥',..., Y¥™)

bo‘lsa, u holda y:eIde, z=12(x) yoki y'=yz almashtirish bajarib tenglamani tartibini bir
birlikka pasaytirish mumkin.
Misol. x?yy” = (y — xy')? tenglamani yeching.
d) Agar F(X,V,Y',.., y) =0 tenglama umumiy holda bir jinsli bo‘lsa, ya’ni
X — kx

y —>k"y
yr N km—lyr

"

yu - km72y

y® s kmny ™
almashtirish natijasida, tenglamani bir jinsli giladigan m—ni tanlash mumkin bo‘lsa, u holda
x=e', y=u(t)e™ almashtirish bajarib, tenglamani tartibini pasaytirish mumkin. Hosil bo‘lgan
tenglama uva t—ga bog‘liq bo‘lib, t oshkor gqatnashmaydi. Bu biz ko‘rgan b) holga to‘g‘ri
keladi.
Misol. x°y” = (y —xy’)? tenglamani yeching.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1. CanoxutamnoB M.C., HacputmunoB T.H. Oo0ouii ougpgepenyuan memnecnamanap.
TomuikeHT,  Y36ekucton”, 1994.
2. Moutpsirun JI.C. O6vixnosennue ougpgpepyuanvhuvle ypasuenus. M.:Hayka, 1969.
3. Crenanos B.B. Kypc ougppepenyuanvnvix ypasnenuu. M.: I'n3.®du3z- mar. nuteparypa.1958
4. dabcroav JLE. Juppepenyuanvuvie ypasnenus u sapuayuonnoe ucuunenue. M.: Hayka..
1965.
5. ®ununnoB A.D. Cooprux 3adau no oughghepenyuanvuvim ypasnenuam. M.: Hayka, 1979 (5-e
W3aHue).

Mustagqil ta’lim mavzulari
1. Mavjudlik va yagonalik teoremasi.
2. Matritsali differensial tenglamalarni integrallash.

Glossariy

(n) _
y'=1(x) ko’rinishidagi tenglama yechimi -

y)= [ [ . foodxae.dxe (n(ill)!(x_ X))+ ; ‘izz)! (X = %)™ 2 4o Gy (X— X) €,

integraldan iborat.

n+1

' (n-1)
Lipshits sharti - Agar POy Y y) funksiya Dpa =R soxada aniglangan
bo‘lib, bu funksiya uchun shunday L>0 son mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy



(% Y1, YooY ") €Dy g (X, Y, YQ,---Yz(n_l)) €D,
nugtalar uchun ushbu

n-1 X i
00V Yo V") = £ 00V Yo "N < LY 1 =y, L 20
i=0
' (n-1) i (n-1)
tengsizlik bajarilsa, u xolda, PG,y y7) funksiya Di.a soxada Y'Y Y lar
bo‘yicha Lipshits shartini qanoatlantiradi deyiladi, L esa Lipshits o‘zgarmasi deyiladi.
Keyslar banki

Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: ¥ =X y=Iny",
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bolgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

¢ to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
1. p-tartibli differensial tenglama qanday ko‘rinishda bo‘ladi?

n
F (Xl y( )) =0 tenglamani umumiy yechimi qanday ko‘rinishda bo‘ladi?
3. p- tartibli differensial tenglamada no'malum funksiya u va uning ketma-ket kelgan
1,11 (x-1)
xosilalari Y Y Y gatnashmasi, u xolda differensial tenglama ganday
ko‘rinishda yoziladi?

no

&

1 My —
Qanday munosabat berilgan Fiuy...y")=0 tenglamaning oraliq integrali bo‘ladi.
5. Tartibi kamayadigan differensial tenglama deb nimaga aytiladi?

Amaliy mashg’ulot-11
Hosilaga nisbatan yechilmagan tenglamalar.

1. F(¥.¥) =0 tenglama quyidagicha yechilishi mumkin.
a) Tenglama Y ga nisbatan yechib olish, ya'ni ¥ ni x,u orqali ifodalash. Bir necha

y'=1(xy) ko‘rinishdagi tenglamalar paydo bo‘lishi mumkin. Ularni har birini yechish kerak.

b) Parametr Kiritish usuli.

F(X¥,¥)=0 tenglamani u ga nisbatan yechish mumkin bo‘lsin, ya'ni tenglamani
y="1(xy) ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsin.

U holda

d 1
P==y ®
X
deb Y=T1(p) (2
tenglikni olamiz. (2) tenglikni ikkala tomonidan to‘liq differensial olamiz va dy ni pdx bilan
almashtirib quyidagini olamiz:
M (x, p)dx+N(x, p)dp=0

Agar bu tenglama yechimini X =#(P) ko-rinishda topish mumkin bo‘lsa F(*¥:¥) =0
tenglama yechimining parametrik ko‘rinishda topamiz:
x=p(p), y=(p(p), p)
x=T1(y.y) tenglama ham shu ko‘rinishda yechiladi.
Misol-1. ¥ =X+Y=INY" tenglama yechilsin. P=Y" parametrik kiritsak



y=x+p-Inp 3)
tenglikni olamiz. (3) ning ikala tomonidan to‘liq differensial hisoblaymiz va dy = pax deymiz:

dy:dx+dp—d?p, de:dX+dp—d—§,

(p—l)dx:pT_ldp.

dx:%:xﬂn p+C
a) P #1 bo‘lsa, P
Buni (3) ga qo‘yib olamiz:

X=Inp+c, y=p+c (5)
rni yo‘qotsak P = e,
y = eXﬁC +C. (6)
b) P=1 bo‘lsa (3)-tenglik asosida
y=x+1 (7) ni olamiz.
Misol-2: Ushbu

2

y‘z—y'-x—y+X?:0

differensial tenglamani yeching.
2

T 1 X
O(x,Y,y) =y =y X=y+— .
Bu tenglamada 2 bo‘lib, u tenglama U ga nhishatan
yechiladi:
12 X
=y oy x4+
y=y -y >
Keyingi tenglamada Y = P deb, uning har ikki tomonini differensiallaymiz:

2

- px+
Y= p* P+
2
dy:d(pz—px+%j:2pdp—pdx+xdx:(2p—x)dp—(p—x)dx.

Endi @Y =Y "X =P-0X o cishini e'tiborga olib topamiz:
pdx=2p-x)dp—(p—x)dx = p:(2p—x)3—p— p+X=
X

:(Zp—x)-d—p:Zp—xzﬁzl (2p—x+0)
dx dx

dp
P
Ravshanki, dX  tenglamaning yechimi P =X*C po‘ladi.
XZ
y=p" - px+-—
Yuqoridagi 2 hamda P=X*C tengliklardan r ni yo‘qotib topamiz:

2 S 2
y=(x+c) —(x+c)x+?:?+Cx+C
Bu berilgan tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi.
2. F(4¥.¥)=0 tenglamaning ¥ =?X) yechimi maxsus deyiladi, agar uning har bir
nuqtasidan boshga yechim o‘tadi va uning urinmasi Y=¢(X)  yrinmasi bilan bir xil va bu



nugtaning ixtiyoriy kichik atrofida u bilan ustma-ust tushmaydi.
Agar F(x,y,y), F,, F,
maxsus yechimi

hosilalar uzluksiz bo‘lsa T Y:¥)=0"(8) tenglamaning

F,.=c (Fy. = ﬁ}
2 ©)

Tenglamani ganoatlantiradi. Shuning uchun maxsus yechimni topish uchun (8), (9)
tenglamalardan Y ni yo‘qotish kerak:

r 8F ¥
F(X7y7y):0l F(XayaY):O
y .

Hosil bo‘lgan p(x,y)=0 tenglama egri chizigning diskriminantasi deyiladi.
Diskriminanta chizigning har bir shoxi F(%Y:¥)=0 tenolamani yechimi bo‘ladimi degan
savolga javob berish kerak, ya'ni uni har bir nuqtasida boshqa yechimlar urinib o‘tadimi deb
tekshirish kerak.

Misol-3: ¥ =X+y=Iny’ (10)
tenglama maxsus yechimlari topilsin.

Bu tenglikni y' bo‘yicha differensiallaymiz:

01t

y
(10) va (11) tenglamadan Y ni yo*qotamiz.
(11) tenglamadan Y'=1 yni (10) tenglamaga qo‘ysak, diskriminanta chiziq tenglamasini
olamiz:
y=x+1 (12)
Tekshirib ko‘ramiz: bu chiziq maxsusmi? Buning uchun avvalo, u (10) tenglamaning

yechimini tekshiramiz: X+1=X+1 (ayniyat). Demak, (12), (10) tenglamaning yechimi. Endi
uning maxsuslikka tekshiramiz, ya'ni unga boshqa yechimlar har bir nuqtada urinib o‘tadimi

degan savolni ravshanlashtiramiz. ¥ = V(). y =Y, (x) yechimlarning * =% nugtada urinish
shartlarini topamiz:
yl(xo) =Y, (Xo)7 yll(Xo) = ylz(xo) (13)
(6), (12) yechimlar uchun bu shartlar ushbu ko‘rinishlarni oladi:
e +c=x,+1 e°°=1

Ikkinchi tenglikdan ©=X  munosabatni topamiz. Uni birinchi tenglikka qo‘ysak

L% =1+% munosabatni olamiz. Bu tenglik barcha xo lar uchun o‘rinli. Shuning uchun har bir

Xo da (12) yechim (6) oilaning har bir egri chizig*i bilan urinadi, bu chiziq uchun €~ % ocrinli.
Shunday qilib, har bir nugtada (12) yechim birorta ham nuqgtada ustma-ust tushmaydigan
(6) yechim bilan urinadi va (12) yechim maxsus.
Agar yechimlar oilasi parametrik ko‘rinishda yozilgan bo‘lsa, urinish shartlari shu kabi

tekshiriladi. Bunda Y = P ekanligini nazarda tutish kerak.

3. Agar chiziglar oilasi P ¥:©)=0 FXY.¥)=0 pino vechimi boclib, ¥ =2X)
urinishdagi bog‘lamga ega bo‘lsa, u tenglamaning maxsus yechimi bo‘ladi. Agar #(x,y.¢)
funksiya 1-hosilalarga ega bo‘lsa, bog‘lamni topish uchun S ni

¢(Xr Y, C) = 0’ %(X, Y, C) =0
oc .



Tenglamalardan yo‘qotish kerak va bu chiziq bog‘lam bo‘lmasligini tekshirish kerak
ya'ni uni har bir nuqtada oila a'zolari urinib o‘tishini aniqlash kerak. Bu tekshirishni 2-punkt
oxiridagi keltirilgan (13) shartlar asosida olib borish kerak.

vy -2 y+1=0

1. X i (x*c® +1-2cy) (x* +¢c*—2cy)=0; x*—y*=0
o Ay) -9x=0 i (y+c)y’=x°
2 2
X——y+c x-2 1c|=0
3. YY) ~(y+Dy+x=0 i\ 2 2
4 YY) =2xy' +y=0 j Y et =206 X -y =0
(Y)Y +y? =1 y(0)=1 yzlcosxiﬁsinx
x=sinp+Inp
6. X=siny+iny’ ji y=psinp+cosp+p+c
{x:ep+pep+c
7 y=()e o ly=pe’
{pr——+c
g Y=(y)’+2Iny’ i y=p°+2Inp
4 = 2 2; I — :C
9. 4y=X2+(y1)2 J y X +p nlp Xl + p—X
YY)’ [0 p y*+p’
g = In +y“+arctg—=c, x=In .
2y’ oy 2p  y=e
TEST
Agar

M (x, y)dx+ N(x, y)dy =0

tenglamada ™ (x¥) ve *m(x, y)=[xM + yN|Jth(x, y)=xM + yN m(x, y)=—+Y m(x, y)=[xN + yI
N (X, y) m-tartibli bir jinsli Y=

funksiyalar bo‘lsa, u holda
integrallovchi ko‘paytuvchi

ganaqga ko‘rinishda bo‘ladi?

Shunday egri chiziglarni
topingki, uning har bir

nugqtasiga o‘tkazilgan urinma 1

koordinata o‘qlari bilan *xy =+a’ y=— Xy = +2a’ y=a’
birgalikda yuzasi 2a? ga teng a

bo‘lgan uchburchak hosil

qilsin.

Differensial tenglamalar tuzish
yo'li bilan Y = CX? chiziglar
oilasiga ortogonal chiziglar
oilasini toping.

*2y? +x% =c y =cX

Quyidagi tenglamalardan gaysi| * (x2 + y)jx —xdy=0a xy/Cos% = yCos% - / y

biri bir jinsli tenglama emas?




y' +P(X)y=Q(x)
tenglamani integrallovchi
ko‘paytuvchi gqanaqa
ko‘rinishda bo‘ladi?

) eI p(x)dx

—j p(x)dx

J- p(x)dx

I p? (x)dx

Agar chizigli differensial
tenglama Klero tenglamasi
bo‘lsa, uning integral
chiziglari oilasi nimadan iborat
bo‘ladi?

* To‘g‘ri chiziglar
dastasi

Giperbolalar

Aylanalar

Parabolalar

Berilgan tenglamaning tipini
aniglang:
ysinx+y'cosx=1

*Chizigli

Bernulli

o zgaruvchil
ari ajraladigan

Rikkati

r_3y_X2

y tenglamani

yechimini aniglang.

* y=cx® +x°

y=cx+ X

y = cxe”

y =cx® +2%°

(2xy+3x2)dx+ x?dy =0

tenglamaning umumiy
yechimini toping

*xy+xi=c

X°y+y =c

xX*’y—x=c

Qanday almashtirish
yordamida

: 2
y =y?—— tenglamani bir
X
jinsli tenglamaga keltirish
mumkin?

*y=zx"!

MA'RUZA Ne 13
Mavzu: n—tartibli chizigli tenglamalar.
Chizigli bir jinsli teglamalar xossalari.

1. n—tartibli chizigli tenglamalar.

2. n—tartibli chizigli differensial operator.

Reja

3. Chiziqli bir jinsli teglama yechimlari xossalari.

Tayanch so’z va iboralar: n-tartibli chizikli tenglama, n-tartibli chizikli differensial
operator, n-tartibli chizikli bir jinsli tenglama yechimlarining xossalari

1. n—tartibli differensial tenglamalarning muhim xususiy holi

differensial tenglamalar bo‘lib, ular
Y+ P ()Y + o+ ()Y + P, (XY =a(X)

ko‘rinishda yoziladi. Bu yerda p,(X),..., P,4(X), p,(X),q(x) —funksiyalar biror |

n—tartibli chizigli

(1)

intervalda

aniqlangan va uzluksiz bo‘lib, q(x)—funksiya (1) tenglamaning o ‘ng tomoni yoki ozod hadi,
P, (X),..., P4 (X), p,(X) — funksiyalar esa uning koeffisiyentlari deb yuritiladi.

Agar (1) tenglamada q(x) —funksiya | intervalda aynan 0 gat eng bo‘lmasa, u holda (1)
tenglama chizigli bir jinsli bo ‘lmagan tenglama deyiladi. Agar (x)=0, xe |l bo‘lsa, mos

differensial tenglama

bo‘lib, chizigli bir jinsli tenglama deyiladi.

y® + p, ()Y + L+ ()Y + p, ()Y =0

@)

Endi (1) differensial tenglama uchun Koshi masalasi yechimining mavjudligi va
yagonaligi bilan shig‘ullanamiz. (1) tenglamani yoqori hosilasiga nisbatan yechish mumkin:




y® =a(x) - p, )y —. = P ()Y = P (X)y - 3)

Umumiy belgilashga ko‘ra [ y™ = f(X, Y, V',..., Y"™) ]
FOGY Y YOP) =000 = P ()Y == P ()Y = P (X)Y - 4
Bu funksiya D ,= {(x, VYY) i xel, —o<y® <400, i=012,..., 0 —1} sohada
aniglangan. Agar p,(X),.... P, (X), P, (x),q(x) —funksiyalar [x,,x,]=1 oraliqda uzluksiz bo‘lsa,
u holda (4) funksiya tegishli D n-2)
ganoatlantiradi. Hagigatdan ham, f funksiya X,vy,Y'..,y™" bo‘yicha —oo<y® <40,

sohada Xx,y,Y',..., Y bo‘yicha Lipshits shartini

n+1

(i=012,..,n-1) intervalda uzluksiz va uzluksiz hosalalarga ega, chunki % =-p,,(X) va

of

m
max(L,, L,,...,L,)=L>0 dasak, f funksiya Lipshits shartini ganoatlantiradi. Bundan

P, (%) [x,%]-da  uzluksiz.  Agar max

xe[x, ;]

=L, L >0 i=0L2..,n-1,

X, €[X,,%,] uchun (1) tenglama y(x,) = ¥y, Y (%,) = ¥, i=1,n—1 shartni ganoatlantiruvchi
yagona yechimga egaligi kelib chigadi.

2. Endi (2) differensial tenglamani alohida o‘rganaylik. Noma’lum funksiya y(X) ga
nisbatan  (2) tenglamaning chap tomonida ko‘rsatilgan amallar (differensiallash,
p, (X) funksiyalarga ko‘paytirish va qo‘shish) qo‘llanish natijasida ~ n—tartibli chizigli
differensial operator deb yuritiladi va L[y]deb belgilanadi, ya’ni:

LIyl=y® + p,()y"™ +..+ pa ()Y + p, (X)y (5)

Bu operatitor yordamida (1) va (2) tenglamalar
LLyl=q(x) (1)
L[y]=0 2°)

ko‘rinishda yoziladi.
Kiritilgan L[y] operatorning muhim ikki xossasi bor:
i LIy, +y,1= LIy, ]+ LIy,] v, C", y, eC";
2°. L[Cy]=CL[y], yeC", C =const;

Bu xossalar aslida haqigiy o‘zgaruvchining kompleks funksiyalari uchun ham o‘rinli, C
ham kompleks bo‘lishi mumkin. Birinchi xossani isbot etish uchun (5) ifodadagi y va uning

hosilalarini qo‘yamiz:
LY, + Y21 = (0 + Y2) ™ + PO + Y2) "™ et P (O +¥2) + P (O +Y,) =
= (V" + P OOYS et P OV + Py (VL) + (VS + P Y™ et Py (X)Y5 + Py (X)Y,) =
= L[y1]+ I—[yz]-
Bu xossadan_ushbu
k Kk
L[E yil= Zl Lly] yieC" i=1k

formulaning to‘g‘riligi kelib chiqadi.
Ikkinchi xossa ham birinchi kabi isbot etiladi. Yuqoridagi ikki xossadan ushbu natija
kelib chigadi:

L[Zciyi] = ZCiL[yil (6)

bu yerda C,,C,,.., C, —ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar. L[y] operatorning yuqorida keltirilgan
xossalariga asoslanib muhim teoremalarni isbotlash mumkin.
1-teorema. Agar y=Y,(x), y=VY,(x) funksiyalar | intervalda (2’) tenglamaning



yechimlari bo‘lsa, u holda y=y,(X)+Yy,(x) funksiya ham | intervalda (2’) ning yechimi
bo‘ladi.

Isbot. Teorema shartiga ko‘ra L[y,]=0, L[y,]=0. Bundan 1°-chi xossaga ko‘ra
L[y, +VY,]=L[y,]+ L[y,]=0. Teorema isbot bo‘ldi.

2-teorema. Agar y,(x) funksiya | intervalda (2’) tenglamaning yechimi bo‘lsa, u holda
C,y,(x) (C —ixtiyoriy o‘zgarmas) funksiya ham 1 intervalda (2”) ning yechimi bo‘ladi.

Isbot. Shartiga ko‘ra L[y,]=0, L[y,]=0. 2°-chi xossaga ko‘ra L[Cy,]=CL[y,]=0

kelib chigadi. Teorema isbot bo‘1di.
1-natija. Agar y,(x),Y,(X),..., ¥, (x) funksiyalar | intervalda (2’) tenglamaning yechimi

k
bo‘lsa, u holda shu intervalda ZCi y, funksiya ham (2’) ning yechimi bo‘ladi.
i1
Isboti 1 va 2-teoremalardan kelib chigadi.
3-teorema. Agar Kkoeffitsiyentlari p,(x), xe |l (i=12,..,n) haqiqiy bo‘lgan (2’)
tenglama y(x) =u(x) +iv(x) kompleks yechimga ega bo‘lsa, u holda u(x) va v(x), xel har
biri (2’) tenglamaning yechimi bo‘ladi.
Isbot. L[u(x)+iv(x)]=0 dan Lfu(x)]+iL[v(x)]=0 ga ega bo‘lamiz. Bu ayniyat
bajarilishi uchun L[u(x)]=0, L[v(X)]=0 bo‘lishi zarur va yetarli. Teorema isbot bo‘ldi.
Agar 1-natijada k =n bo‘lsa, u holda n ta ixtiyoriy o‘zgarmasni o‘z ichiga olgan
y=C ¥, (X)+C,y,(X) +...+ Cy,(X) (7
funksiya ham (2’) tenglamaning yechimi bo‘ladi. (2’) tenglama n—tartibli bo‘lganidan uning
umumiy yechimi formulasi n—ta ixtiyoriy o‘zgarmasni oz ichiga olishi lozimligini biz bilamiz.
Unday bo‘lsa, (7) formula bilan berilgan funksiya (2’) tenglama uchun umumiy yechim bo‘la
oladimi. Bu savolga javob vy, (X),Y,(X),..., ¥,(X) yechimlar orasidagi munosabatga bo‘g‘liq.

Buni keyingi mavzuda ko‘ramiz.

MA'RUZA Ne 14
Mavzu: Funksiyalarning chiziqli bog‘ligligi.
Fundamental yechimlar. Vronskiy determinanti. Xossalari.
Reja:
1.Chizigli bog‘liq va chiziqli erkli funksiyalar.
2. Funksiyalarning chiziqli bog‘ligligiga misollar.
3. Vronskiy determinanti.

Tayanch so’z va iboralar: n-tartibli chizikli tenglama, n-tartibli chizikli differensial
operator, n-tartibli chizikli bir jinsli tenglama yechimlarining xossalari, chizigli boglik va
chizikli erkli funksiyalar, Vronskiy determinanti va xossalari.

Biror | intervalda aniglangan ¢, (x),®,(X),..., ¢, (x) funksiyalar berilgan bo‘lsin.

1- Ta’rif. Agar bir vaqtda nolga teng bo‘lmagan shunday ¢, c,,..., ¢, 0‘zgarmas sonlar
mavjud bo‘lsaki, | intervalda ushbu

@ (X) +,0,(X) +... + o (X) =0 1)

ayniyat o‘rinli bo‘lsa, u holda ¢,(x),®,(X),..., ¢, (X) funksiyalar | intervalda chizigli bog liq
deyiladi.

Agar yugorida aytilgan «,@,,...,, sonlar mavjud bo‘lmasa, ya'ni (1) ayniyat
o‘zgarmaslarning fagat nolga teng qiymatlaridagina, ya’ni ¢ =, =...= ¢, =0 o°rinli bo‘lsa, u
holda ¢, (X), @, (X),..., ¢, (X) funksiyalar | intervalda chizigli erkli deyiladi.



Natija. Agar | intervalda ¢ (x)=0,1<i<k bo‘lsa, u holda ¢,(X),®,(X),...,»(X)
funksiyalar | intervalda chizigli bog ‘lig bo ‘ladi.

Kk
Hagigatan, C, #0,C,=C,=..=C_,=C,, =..=C, =0 deb tanlasak, > C?#0 va
i=1

C.¢.(x) =0 bo‘ladi.

Agar A, A, Ay,..., A, ba'zi kompleks sonlar, f,(x), f,(X),.., f,(X) lar x ga nisbatan
ko‘phadlar bo‘lsa, ushbu

F(x) = f,(x)e™ + f,(x)e™ +...+ f_(x)e""

ko‘rinishda yoziladigan har bir F(x) funksiya kvaziko ‘phad deyiladi.

1-lemma. Ushbu F(x) = f,(x)e™ + f,(x)e’® +...+ f_(X)e™* kvaziko ‘phad berilgan va
Ay Ay Agyens Ay lar o ‘zaro turli sonlar bo ‘Isin. Agar shu kvaziko ‘phad biror | intervalda aynan
nolga teng bo ‘Isa, u holda hamma f,(X), f,(X),..., T, (X) ko ‘phadlar nolga teng bo ‘ladi.

Isbot. Isbotni m soni bo‘yicha induksiya bilan isbotlaymiz. m sonni kvaziko‘phadning
tartibi deb ataymiz. m=1 bo‘lganda 1-lemma to‘g‘ri, chunki bu holda F(x)= f,(x)e** va
f,(x)e™ =0, xe | ayniyatdan f,(x) =0 kelib chigadi. Endi m—1 dan m (m>2) ga induktiv
o‘tishni bajaramiz. Agar F(X) ko‘phad | intervalda aynan nolga teng bo‘lsa, u holda bu natija
ushbu

G(x) = p"(F(x)e ™)
kvaziko‘phad uchun ham o‘rinli (bu yerda p —differensiallash operatori, | esa f,(x)
ko‘phadning darajasi). Bevosita hisoblash yordamida
G(x) = g, (X)e% ™) + g, (e +...+ g, (x)el )
ni ko‘rsatish mumkin, bunda
g, () =(p+4-4,)"f(x), i=12,..,m-1
G(x) kvaziko‘phadning tartibi m—1 ga teng. Shu G(x) kvaziko‘phad | intervalda aynan
nolga teng bo‘lgani uchun induksiya faraziga ko‘ra barcha g,(X),d,(X),..., 9., ,(X) ko‘phadlar I
da aynan nolga teng. Faraz etaylik, f,(x), f,(X),..., f, ,;(X) ko‘phadlardan birontasi masalan,
f,(X) nolga teng bo‘lmasin, ya'ni f,(x) #0,xe . Shu f (x) ko‘phadning darajasi k bo‘lsin,
yani f,(x) =a,x" +ax“* +..+a,, bunda a, = 0. Bevosita tekshirish mumkinki:
0,(0) = (P+ 4 —4,)" Fi(X) = (4 = 4,) " apX" +..

Endi g,(x)=0, xe | ayniyatga ko‘ra (4, —A4,)"
A, # A, gako‘ra bundan a, =0 kelib chigadi. Bu ziddiyat f,(x), f,(x),..., f,.;(x) ko‘phadlar I
da aynan nolga tengligini ishotlaydi. Demak, F(x)= f_(x)e’™ ga egamiz. Bundan F(x)=0

a, =0 tenglikka ega bo‘lamiz. Ammo

bo‘lishi uchun f_(x) ko‘phadning barcha koeffitsientlari nolga tengligi kelib chiqadi. Shunday
gilib, F(x)=0, xe | ayniyat o‘rinli bo‘lsa, f (x)=0, Xe | ayniyatlar ham o‘rinli bo‘lish
isbot etildi. 1-lemma ishotlandi.

Misollar. 1. Ushbu 1, x, x?, ..., x* funksiyalar (—oo,4+00) intervalda aniglangan bo‘lib,

ular shu intervalda chizigli erkli. Bu tasdiq ixtiyoriy, chekli intervalda ham o‘rinli.
Agar teskarisini faraz etsak, bir vaqtda nolga teng bo‘lmagan o,,a,,.., ¢, lar (yani

K
Zajz #0) uchun ko‘rilayotigan chekli yoki cheksiz intervaldan olingan X ning barcha
i1
giymatlarida
a, + o X+ a, X + .. +ax =0



ayniyat o‘rinli bo‘lishi kerak. Ammo algebraning asosiy teoremasiga ko‘ra bu tenglik X dan
ko‘p bo‘lsa k —ta qiymatidagina o‘rinli. Bu ziddiyat yuqoridagi fikrni isbotlaydi .
2. Ushbu
ek, e, L, e Kk =k, i j

funksiyalar istalgan | intervalda chizigli erkli. Buni isbot etish uchun shu funksiyalar |
intervalda chizigli bog‘liq bo‘lsin deylik, ya'ni bir vaqtda nolga teng bo‘lmagan shunday
o, Q,,..., ot sonlar mavjudki, | intervalda

F(X) = " + o, +...+ e =0
ayniyat o‘rinli. Bu ayniyatning chap tomonida turgan funksiya kvaziko‘phad bo‘lib, unda
f,(X)=a,..., I, (X)=a,. 1l-lemmaga ko‘ra F(x)=0 ayniyat bajarilgan bo‘lsa, undan
o, =a,=..=a,=0 kelib chigadi. Bu esa «,,a,,..,a, larning tanplanishiga zid. Demak,
berilgan funksiyalar | intervaloda chizigli erkli

S

3. Ixtiyoriy | intervalda ushbu 1, cosx, cos funksiyalar chizigli bog‘liqdir.

N | X

Hagigatan,
X
a, -1+ a, - COSX + a, - COS” 5= 0

ifodada o, =1, @, =1, a; =-2 deyilsa, trigonometriyadagi 1+cosx = Zcoszg (bunda
X —ixtiyoriy) ayniyat hosil bo‘ladi.

Yuqorida funksiyalarning chizigli bog‘ligligi va erkinligi tekshirildi. Tekshirish ta’rif
bo‘yicha olib borildi. Agar @, (X), @, (X),..., ¢, (X) funksiyalar | intervalda aniglangan va uzluksiz
bo‘lishidan tashqari yana ba'zi shartlarni qanoatlantirsa, tekshirish soddalashadi. Shu maqgsadda
@, (X), @, (X),..., ¢, (x) funksiyalar | intervalda (k —1) tartibgacha hosilalarga ega bo‘lsin deylik,

ya'ni ¢, (x) e C**(1), i =1,k . Ushbu

2 ®, O
o [

W (X) =W[p, @, 0 1=| ? 2)
P! Pl L et

determinant Vronskiy determinanti yoki Vronskian deyiladi.
1-Teorema. Agar ¢, (X),®,(X),..., ¢ (X) funksiyalar | intervalda chizigli bog ‘liq bo ‘lib,

(k=1) taribgacha uzluksiz hosilalarga ega bo‘lsa, u holda 1 intervalda bu funksiyalardan
tuzilgan Vronskiy determinanti aynan nolga teng bo ‘ladi.
Kk
Isbot. Teoremaning shartiga ko‘ra &y, a,,..., &, Zajz # 0 lar uchun I intervalda
i1
¢, (X) + 2,0, (X) +... + 4, (X) =0
ayniyat o‘rinli. Uni (k —1) marta differensiallab,
4@ (X) + 0 (X) + ... + 2P (X) =0
a0 (X) + a0 P () + o+ o P () =0
ayniyat hosil gilamiz. Bu ayniyatlarmi «,a,,..., ¢, —larga nisbatan tenglamalarning bir jinsli

K

sistemasi deb garash mumkin. Ammo 20(]-2 # 0 bo‘lgani uchun bu sistema trivialmas (trivial
i=1

bo‘lmagan (noldan farqli)) yechimga ega. Algebradagi ma'lum teoremadan sistemaning



determinanti (ya'ni Vronskiy determinanti) aynan nolga teng bo‘lishi kelib chiqadi.
Isbot etilgan teorema funksiyalarning chiziqli bog‘liq bo‘lishi uchun faqat zaruriy shartni
beradi. Boshgacha aytganda agar biror | intervalda (k —1) marta uzluksiz differensiallanuvchi

@, (X),,(X),..., ¢, (x) funksiyalardan tuzilgan Vronskiy determinanti aynan nolga teng bo‘lsa,
bundan u funksiyalarning chizigli bog‘ligligi, umuman aytganda kelib chigmaydi. Masalan,
quyidagi ikki funksiyani olaylik.
—(x=2)% 0<x<2 0 , 0<x<2
(pl(x):{ 0 , 2<x<4’ (pZ(X):{(x—z)z, 2<x<4’
Bu funksiyalar 0<x <4 oraligda W[e,¢,]=0. Ammo ¢,(x), ¢,(x) funksiyalar shu
oraligda chizigli erkli. Hagigatan ham, 0 < x <2 da
—(x=2)* 0
-2(x—-2) 0‘

2<x<4 da

W ‘o (x —2)?

0 2(x-2)

Bulardan 0<x<4da W(x)=0. Ammo, 0<x<2 da o0, (X)+a,p,(X)=0 ayniyatdan

a, =0, 2<x<4 dashu ayniyatdan o, =0 kelib chigadi. U holda ¢,(x), ¢,(x) funksiyalar
shu oraligda chizigli erkli.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1. CanoxutnuuoB M.C., HacpuramunoB [I'.H. Oodouii ougppepenyuan menenamanap.
Tomuikent,  Y36ekucron”, 1994.
2. IlouTpsirun JI.C. O6vixnogennue ougpepyuanvuvie ypasuenus. M.:Hayka, 1969.
3. CrenanoB B.B. Kypc oughghepenyuanvuvix ypasnenuii. M.: ['u3.®du3- mar. ureparypa.1958
4. Javcroavy JLE. Jupgepenyuanvuvie ypasnenus u eapuayuonnoe ucuunenue. M.: Hayka..
1965.
5. ®wmnmnoB A.®. Céoprux 3adau no ouggepenyuanvuvim ypasnenusm. M.: Hayka, 1979 (5-¢
W3/1aHKE).

Mustagil ta’lim mavzulari
1. Maxsus yechimlar va ularning mavjudligi.
2. Avtonom sistemalarning xolatlar tekisligi.

Glossariy

Chizigli bog’lig funksiyalar - Agar bir vaqtda nolga teng bo‘lmagan shunday o1,02,.. .0k

o‘zgarmas sonlar mavjud bo‘lsaki, I intervalda ushbu

0191(X)Qu202(x)Q. .. Q akpr(x)=0 1)
ayniyat o‘rinli bo‘lsa, u xolda @1(X), @2(x),... @k(x), funksiyalar I intervalda chiziqli bog‘liq
deyiladi.

Chizigli erkli funksiyalar - Agar yuqorida aytilgan as,02,...0x sonlar mavjud bo‘lmasa,
ya'ni (1) ayniyat o‘zgarmaslarning faqat nolga teng qiymatlaridagina o‘rinli bo‘lsa, u xolda
01(X), P2(x),... ok(x), funksiyalar I intervalda chizigli erkli deyiladi.

Vronskiy determinanti - Ushbu

PP Py

W(X):W[¢1’¢21--§0k]=

(k-1)

2

(k-1)

k-1
, 0% (k-1)

- Py



determinant VVronskiy determinanti yoki Vronskian deyiladi.

Keyslar banki
172 1 _
Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: y(y) —2xy +y=0 .
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bolgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni
keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
1. Jintervalda chiziqgli bog‘liq funksiyalar deb nimaga aytiladi?

2. Jintervalda chizigli erknli funksiyalar deb nimaga aytiladi?

3. Kvazi ko‘pxadini ta'riflang?

4. Kanday ko‘rinishdagi determenant Vranskiy deteminanti yoki Vronslan detsiladi?

5. Tenglamalarning bir jinsli sistemasi deb qanday ko‘rinishdagi sistemaga aytiladi?
Amaliy mashg’ulot-12

2
X=2p——+C
p
1 Y= +2Iny’ i y=p°+2Inp
4y=x"+p* In|p-x]=C+
2 4y =x* +(y')? ji y P p=x] p—X
eX:M Ina/p2+y2+arctg£:c x:lny2+p2
3 2y ji y 2p y=¢
4 YO Y (x=y)-x=0 ji Y=X+C ya x*+y*=c’
2
o x( /1+1i1] ¢ 2
—y= ) X C(v—0) =
5 X(y) +2xy -y=0 ji yoki (y—c)” =4cx
(x=c)’
=1+ ;o y=1
6. V=1+(y)) J g 7
Xzzyl_% X=2p-——; y=p’-=+c
7 () ji p p
TEST
Agar chizigli differensial
tenglama Klero tenglamasi * To‘eri chizidl
bo‘lsa, uning integral © %rltc imq ar Giperbolalar Aylanalar Parabolalar
chiziglari oilasi nimadan iborat astas
bo‘ladi?
Berilgan tenglamaning tipini *Chizigli Bernulli o0 ‘zgaruvchil Rikkati
aniglang: ari ajraladigan
ysinx+y'cosx=1
g2 * y — eyd 2 _ 2 _ X — oy 3
y' = 3y —Xx tenglamani y=0Cx"+X y=CX+X y =cxe y =CX" +2X
yechimini aniglang.
(2xy+3x?)dx+ xPdy =0 |* X’y +x*=¢ Xty +y’=c X'y—x=c X —c
tenglamaning umumiy




yechimini toping

Qanday almashtirish
yordamida

y =y? —% tenglamani bir
X

jinsli tenglamaga keltirish
mumkin?

Quyidagi tenglama qaysi tipga
tegishli

(xcosy—y?)dy+(siny+x

* to‘la differensial

dx=0

Bernulli

X ga nisbatan
chizigli

hosilaga nisbatan
yechilmagan

Boshlang‘ich shartli masala
nechta yechimga ega

y'=xy-Yy°, y(0)=0

*1

yechimga ega emas

Tenglamaning tipini aniglang
y

Xy =y—xe*

*Bir jinsli

Bernulli

Chizigli

to‘la differensial

y
3x—y?
tenglamaning yechimini
toping.

Ushbu y'=

*x=cy> +y?

y =3x* +cx?

y =cx® + x?

y =cx+ X’

Ushbu y =cx? chiziglar
sinfning differensial
tenglamasini toping

*xy'=2y

y'=y*

y x=3y

yx-=y

MA'RUZA Ne 15

Mavzu: Funksiyalarning chiziqli bog‘ligligi. Vronskiy determinanti. Xossalari.
Fundamental yechimlar. (davomi)

Reja

1.Funksiyalar chizigli bog‘ligligini Vronskiy determinanti yordamida tekshirish.
2. n—tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglamaning umumiy yechimi hagida teorema.
3. Fundamental yechimlar sistemasi.

Tayanch so’z va iboralar: fundamental yechimlar sistemasi, funksiyalar chizigli
bog ‘ligligini Vronskiy determinanti yordamida tekshirish, n-tartibli chizigli bir jinsli differensial
tenglamaning umumiy yechimi hagidagi teorema.

2- TEOREMA. Agar ¢,(X), ®,(X),..., @,(x) funksiyalar

yoKi

tenglamaning |

y© 4+ p, ()Y 4+ p,(X)y =0

L[y]=0

1)
(1)

intervalda aniqlangan va tegishli boshlang‘ich shartni ganoatlantiradigan

yechimlari bo‘lib, ulardan tuzilgan Vronskiy determinanti biror X =X,,X, €| nuqtada nolga

teng bo‘lsa, u holda |

chiziqli bog‘liq bo‘ladi.
Oldingi mavzuda isbot etilgan 1-teorema chiziqli bog‘liglikning zaruriy shartini, bu 2-
teorema yetarli shartni beradi.
Isbot. Ushbu tenglamalarni ko‘ramiz:

intervalda W[g,, @,,..., 9,]1=0 va ¢,(x),9,(X),..., ¢,(X) funksiyalar




@, (Xo) + 0, (%) + .o+ a0, (%) =0
a0 (X) + @y (Xg) + o+, @) (X%,) =0

)

algol(nil) (Xo) + azgo?fnil) (Xo) + o+ angprgnil) (%) =0

Bu sistemada o, a,,..., e, larni noma'lum deb qaraymiz. (2) sistemaning determinanti

W@, (%), 2, (%) @, (%) =W (X,) =0 bo‘lgani uchun shu sistemaning nolga teng bo‘lmagan
(trivialmas) yechimlari ham bor. Ulardan birortasi &, aj,..., @, bo‘lsin. Endi ushbu

P(X) = @, (X) + a0, (X) + ... + 2,0, (X) 3)
funksiyani ko‘raylik. Bu funksiya 13-ma'ruzadagi natijaga ko‘ra | intervalda aniglangan bo‘lib,
(1) tenglamaning yechimidan iborat. ¢(X) funksiya uchun boshlang‘ich shartlar quyidagicha

yoziladi:

(X,) = Zn:aio(oi (%),
o (4)
PV (%) =D e (%,), j=12,..,n-1.

i=1
(2) munosabatlarga ko‘ra, ravshanki @(X,) =0, ¢@'(X,) =0, ..., "Y(x,) =0. Teoremani
ishot etish uchun ¢(x) =0, x el ekanini ko‘rsatish lozim. Ammo Pikar teoremasiga ko‘ra faqat
p(x)=0, xel yechimgina ¢(x,)=0, ¢'(X,) =0, ..., ""P(x,) =0 boshlang‘ich shartlarni

ganoatlantiradi. Demak, ¢(x)=0, xel. Bundan > (a)*#0 tengsizlikka ko‘ra
i=1

@, (X),®,(X),..., ¢, (x) funksiyalarning | intervalda chizigli bog‘ligligi kelib chigadi. Endi, agar
¢(x) funksiyadan (n-1)—tartibgacha hosilalar olsak, n ta ayniyatga ega bo‘lamiz. Uning
determinanti W[, @,,..., ¢,]=0, x el bo‘ladi.

3-TEOREMA. (1) tenglamaning | intervalda aniglangan ¢, (X),®,(X),..., ,(X)

yechimlari chizigli erkli bo‘lishi uchun bu yechimlardan tuzilgan Vronskiy determinanti |
intervalning biror x, nuqtasida noldan farqli bo‘lishi zarur va yetarli. Shu bilan birga agar

W(x,) #0 bo‘lsa, u holda W(x) =0, xel; agar W(x,) =0 bo‘lsa, u holda W(x) =0, xel
bo‘ladi.
Isbot. Yetarliligi. W(x,) =0 deylik. ¢,(X),®,(X),..., ¢,(X) yechimlarning chizigli erkli
ekanini ko‘rsatamiz. Bu yechimlar chiziqli bog‘liq bo‘lsin, ya'ni «,, ,,..., a,, z (@)® #0 lar
i=1
uchun 1 intervalda
@ (X) + 0, (X) +... + 2,0,(X) =0

ayniyat o‘rinli. Undan (n—1) tartibgacha hosilalar olib, x = x, deymiz:

0, (Xo) + 00, (%) + o + 2,90, (%,) =0

@i (Xo) + @05 (%) + o+ @0, (X,) =0

0" (X,) + 08" P (%) + .+ @, 0" P (X,) =0

bundan " (a’)? # 0 bo‘lgani uchun W (x,) =0 ekani kelib chigadi. Bu esa W(x,) =0 ga zid.
i=1

Demak, W(X,)#0bo‘lsa, ¢,(X),,(X),..., ¢,(X) yechimlar chizigli erkli. Ammo



W(x,) =0 bo‘lsa, W(x)#0, xel bo‘lishi ham kelib chiqadi. Haqiqatan, agar
W(x) =0, x, #X, bo‘lsa, bundan | da W(x)=0 masalan, x=x, da ham W(X,)=0 ekani
chigadi, bu esa W(x,) =0 ga zid.

Zarurligi. ¢,(X), 9,(X),..., @,(x) funksiyalar | intervalda (1) tenglamaning chiziqli erkli
yechimlari bo‘lsin. U holda W(X,) # 0 bo‘ladi. Aks holda W(X,) =0 dan W(x)=0, xel va
demak, ¢,(x),®,(X),..., ¢,(X) yechimlarning chiziqli bog‘ligligi kelib chigar edi. Teorema to‘la
isbot bo‘ldi.

Ushbu ¢, (x), ¢,(X),..., ¢, (x) funksiyalar | intervalda (1°) tenglamaning (X, € I )

(%) =1 9,(%)=0, ..., ¢,(%)=0
(%) =0, ¢;(%) =1 ..., ¢,(%)=0

boshlang‘ich shartini ganoatlantiruvchi yechimlari bo‘Isin. Endi (1”) tenglamani

y© ==p )y = p, (Y .= Py ()Y = P, (X)y
ko‘rinishda yozsak, bu tenglamaning o‘ng tomoni y,y’,y",..., y"? larga nishatan ixtiyoriy
sohada Lipshit shartini qanoatlantiradi. Ko‘rinadiki, D ., = R™? sohada Pikar teoremasining

n+2
yugoridagi shartlarini har birini ganoatlantiradigan yagona yechimi mavjud. Shuning uchun
10 ..0
01..0
W@, (X0), @, (Xg)se-os @ (%)= —140
00 ..

tengsizlikka ko‘ra n—tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglamaning nta chizigli erkli
yechimlari mavjud. Endi umumiy yechim hagidagi teoremani keltiramiz.
4-TEOREMA. Agar ¢,(X),®,(X),...,»,(x) funksiyalar (1°) differensial tenglamaning |

intervalda aniqlanmagan chiziqli erkli yechimlari bo‘lsa, u holda umumiy yechim ushbu
y=Cin(X) +C,00,(X) +... + C,90,(X) (5)
(C,,C,,...,C, —ixtiyoriy o‘zgarmaslar) formula bilan yoziladi.
Isbot. ¢ (X),®,(X),...,»,(X) funksiyalar | intervalda chiziqli erkli bo‘lgani uchun
WLy, ¥,0es ¥,1#0, xe l. Masalan, X, €l nuqtada ham W(x,)=0. Endi y=¢(x), xel
funksiya (1°) tenglamaning ixtiyoriy boshlang‘ich shartni, ya'ni
(%) = Yo, @' (%) = Yo ree (9(nil)(xo) = yc()nil)

munosabatlarni ganoatlantiradigan yechimi bo‘lsin. Bunda ikki holni qarash lozim bo‘ladi.
Awvalo | intervalda ¢@(x)=0 bo‘lishi mumkun. Bu yechim (5) folmuladan

(C,=C, =...=C, =0 bo‘lganda) hosil bo‘ladi. Endi ¢(x) #0, X | bo‘lsin, (5) ga ko‘ra
Yo = a1 (Xo) + 2,00, (%) + . + 2,90, (Xo)
Yo = o101 (Xo) + @05 (Xy) + .. + 00, (%)
Yo = " (%) + @08 (%) + .+ 2,08 (%)
Ko‘rilayotgan holda (6) sistema C;,C,,...,C —larga nishatan asosiy determinanti W(x,) =0

(6)

bo‘lgan bir jinsli bo‘lImagan sistemadir. Bu sistema yagona C_,CJ,...,C’ yechimga ega. Demak,
P(X) =Cp,(X) +Clp,(X) +...+ C o (X). Olingan ¢(x) yechim ixtiyoriy boshlang‘ich shartni



ganoatlantiradigan sodda (trivialmas) yechim bo‘lgani uchun (5) formula umumiy yechim
formulasidir. Teorema isbot bo‘ldi.

Biz yuqorida n ta chiziqli erkli yechimlar ((1”) tenglama uchun) mavjudligini ko‘rsatdik.
Bundan (1°) tenglamaning chiziqli erkli yechimlari maksimal soni ndan kam emasligi kelib
chigadi. Ammo n-tartibli chiziqli bir jinsli (1”) tenglamaning chiziqli erkli yechimlari soni n
dan ortiq bo‘lmaydi. Haqigatan, isbot etish uchun (1°) tenglamani ixtiyoriy (n+1) ta yechimi
chizigli bog‘liq ekanini isbot etish yetarli. @ (X),,(X),...,®,(X), xe | funksiyalar (1°)
tenglamalarning yechimlari bo‘lsin. Agar ¢, (X),®,(X),..., ¢,(X), x € | funksiyalar chizigli erkli
bo‘lsa, u holda yuqorida isbotlangan 4-teoremaga ko‘ra shunday C’,C;,...,C} o‘zgarmas sonlar
topiladiki, ushbu

Pna (%) = Clo(ol(xo) + Cé)@z (%) +. Cr?(”n (%), xel
ayniyatga ega bo‘lamiz. Bundan ¢,(X),®,(X),...,¢,.,(X) yechimlarning | intervalda chizigli
bog‘liq ekani kelib chigadi. Agar ¢, (x),®,(X),...,@,(X) funksiyalar 1 da chiziqli bog‘liq bo‘lsa,
u holda

o0, (X) + 2,0, (X) + ...+ 2,0, (X) =0, xe l, Z:(ocio)2 #0

i-1
ayniyat o‘rinli. Demak,

a1¢71(X) + a2¢2 (X) t+.o..t angon (X) + 0 : ¢n+l(x) = 0’ Xe I
ayniyat ham o‘rinli. Bundan yana ¢,(X),®,(X),...,®,,,(X) yechimlarning | intervalda chizigli
bog‘ligligi kelib chiqgadi.

1-TA’RIF. n-—tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglamaning chizigli erkli
yechimlari ¢, (X), ¢,(X),..., @,(X), X € I yechimlarning fundamental sistemasi deyiladi.

Bu ta’rifga va 4-teoremaga ko‘ra bir jinsli differensial tenglamaning umumiy yechimini
topish uchun fundamental sistemaga tegishli hamma yechimlarni ixtiyoriy o‘zgarmaslarga
ko‘paytirib qo‘shish kerak.

5-TEOREMA. Agar biror | intervalda aniglangan ¢, (x),®,(X),...,,(X) funksiyalar
chiziqli erkli bo‘lib, n marta uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda bu funksiyalar yagona
n —tartibli chiziqli bir jinsli differensial tenglama yechimlarini fundamental sistemasi bo‘ladi.

Isbot. Berilgan fundamental sistemaga ushbu ikkita chizigli bir jinsli differensial
tenglama mos kelsin deylik:

y® +p )y 4.+ p,()y =0, (7)

y® +q,()y" +..+q,()y =0, (8)
buyerda p,(x) eC(l), g (x) eC(l), i=12,..,n.Endi p,(X)=0q,(x), i=12,..,n, xe | ekanini
isbotlaymiz. Buning uchun (7) dan (8) ni hadma-had ayiramiz:

[p.(¥) = q (0)IY "™ + ..+ [P, (X) — 4, ()]y =0 (9)

Bu differensial tenglama ham (7), (8) tenglamalar kabi ¢, (X), ¢,(X),..., @,(X) yechimlarga ega.
(9) tenglamada biror j (<j<n) uchun p;(x)—q;(X)=0, xel bo‘lsin. U holda
P;(X)—q;(x) 20 bo‘lganda (9) tenglama (n—1)—tartibli bo‘ladi va u n ta chizigli, erkli
@ (X), 9,(X),..., »,(X) yechimlarga ega bo‘lishi kerak. Bu ziddiyatdir. Shunday Kkilib,
pj(X)qu(X)l xel.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1. CanoxutamnoB M.C., HacputmunoB TI'.H. Oo0ouii ougpgpepenyuan memnenamanap.
Tomuikent,  Y36ekucton”, 1994.
2. Houtpsirun JI.C. Obviknosennue ougpepyuanvusie ypasuenus. M.:Hayka, 1969.



3. CrenanoB B.B. Kypc ougppepenyuanvrvix ypasuenuti. M.: I'n3.dus- mat. nuteparypa.1958
4. dawscroavl JLE. Jugpgepenyuanvuvie ypasnenus u eapuayuonnoe ucuunenue. M.: Hayka..
1965.

5. ®uaunnoB A.®. Coopruk 3a0au no ouggepenyuanvuvim ypasuenusm. M.: Hayka, 1979 (5-e
W3/IaHKE).

Mustagil ta’lim mavzulari
1. Parametr kiritish yo‘li bilan tenglamalarni integrallash.
2. Chegaraviy masalalar uchun Grin funksiyasini qurish.

Glossariy
Chizigli bir jinsli differensianal tenglamalar — yugoridagi (1) da @) =0 poIsa.

Yechimlar fundamental sistemasi - n- tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglamaning
chizigli erkli yechimlari @i(x), @2(x),.., ¢n(x), x € I yechimlarning fundamental sistemasi
deyiladi.

Keyslar banki

_ , . ) ) - y=(y)*+2Iny'
Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: .
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

¢ to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
funksiyalar chizikli bog‘ligligini. Vronskiy determinanti yordamida tekishring?
2. p- tartibli chizigli bir chizigli differensialtenglamani umumiy yechimi xaqida teremani
aniglang?
Fundamentalechimlar sistemasi deb nimaga aytiladi?
Fundamental yechimlar sitemasi o‘rnli bo‘ladigan teoremanini isbotlang?

=

»ow

Amaliy mashg’ulot-13
1 vy (2y —y') = y®sin 2x ji Incy =x+sinx; y=0

arctg4+%ln ((4-1)/(u+1))=+x+c

o Y Y =Y 4=y y=0 y=x1

3 X(y=xy')’ =xy?-2yy' ji X*+(cy+1)°=1 y=0

4 YOy —y)=y-2xy' i (cx+1)%=1-y?* y=+1

5 Wy —2x)=x" -2y’ i 2(x—c)?+2y° =c? y==x

6. VoA -yt -2xty =xt-4x? i y=ce™ —x?

7 Y(y-2xy')? =2y i y?=c’x—c; 4xy’=-1

TEST

Boshlang‘ich shartli masala  |*1 2 yechimga ega emas |3
nechta yechimga ega
y'=xy-y’, y(0)=0
Tenglamaning tipini aniglang |*Bir jinsli Bernulli Chizigli to‘la differensial




y

Xy =y—xe*

a3 2 _ayl 2 ] 2 _ 2
Ushbu y' = y i *X=Cy’+Yy y =3Xx" + X y=CX" +X Yy =CX+ X
3X—-y
tenglamaning yechimini
toping.
Ushbu y =cx? chiziglar *xy' =2y , 2 yXx =3y y'x? = y?
sinfning differensial y=y
tenglamasini toping
F(X y(k) y(k+1) y(n)) =0
P k) _ (k1) ' (n) _
tenglamaning tartibini * y =7 y =7 y =12 y =7
pasaytirish uchun ganday
almashtirish bajariladi?
N (ny _
F(y,y,y ;---,y )_O " (nZZ) (n+1) (")
tenglamaning tartibini *y'=p(y) y =7 \ =7Z yp=z
pasaytirish ganday
almashtirish bajariladi?
Agar X ning
* Agar Y ning o‘rniga o‘rniga KX , Y ning
F(X, Y, Y., y™) = 0| ¥ ning o'miga o'miga Ky, vax
) ) [ | ’
] ky', vaxk 0 hi
tenglamada qaysi (n) Agar yh va un:)r:g bir Agar x argument K y(n) ning
almashtirish bajarilsa, y va |} o _hecha tartibli gatnashmasa ' ,
. . : . . ning o-rniga xosilalari gatnashmasa o‘rniga
uning xosilalariga nisbatan bir ky ") ky (n)
jInS|I deylladl qo‘yilganda qo‘yilganda
tenglama o°‘zgarmasa. tenglama
o‘zgarmasa.
agx"y™ +ax"ty 4.
+a .y +ay=0 A1 -1)1-2)..(4 el i)+ a i 4. P agA(A—1)+ %(z 4
a +a +..... + a
(bu yerda aj — o‘zgarmas son) +ayd (ﬂv _1) (ﬂv - 2) A —_[hir;;r)_;r: 0 0 ' Puat a-nfl'(% n)+
Eyler tenglamasining _
harakteristik tenglamasini + ""anfll T8, = 0
yozing.
e ) ) =
+a,(x)y = f(x) A o)+ PV )=
/ _ _ _
Xy < X< X tenglamauchun | J (XO ) =Yo y() =, y(XO ) =Y
N (X1)+§)’(X1): 0

umumiy chegaraviy masalani

yozing.




3. Misolllar.

MA'RUZA Nel6

Mavzu: Ostrogradskiy-Liuvill formulasi.
Reja:
1.0Ostrogradskiy-Liuvill formulasini keltirib chigarish.
2. Ostrogradskiy-Liuvill formulasini qo‘llanishi.

Tayanch so’z va iboralar: Ostrogradskiy — Liuvill formulasi, Ostrogradskiy — Liuvill

formulasini qgo ‘llanilishi.

Fundamental sistema mos chiziqli bir jinsli differensial tenglamani to‘la aniqlagani uchun

bu differensial tenglamani topish masalasini qo‘yish mumkin.

Endi ¢,(X), ®,(X),..., ,(x) funksiyalar | intervalda aniqlangan bo‘lib, yechimlarning
fundamental sistemasini tashkil etsin deylik. Ixtiyoriy ¢(x), x el yechim shu funksiyalar bilan
chizigli bog‘liq bo‘lgani uchun ¢,(x),®,(x),...,»,(X),o(x) funksiyalardan tuzilgan vronskian

aynan nolga teng bo‘ladi (y; = ¢ (X), Yy =@(X)):
Y2

WIY1, Yo Yoo Y1 =

Yi

(n-1)

Y1

Y5
(n) (n) (n)
Yi7oYa e Yy

(n-1)

(n-1)

YA

(n-1)
y

y(n)

1)

Aslida biz izlangan differensial tenglamani yozdik. Bu tenglama chizigli bir jinsli ekaniga
ishonish uchun (1) dagi determinantni oxirgi ustun elementlari bo‘yicha yoyamiz:

WY, Vs Yo 1Y =

Vi Y Yo
Yi Yo Yn
iy ey

n n n
A R T

vy 4L+ (-D)"

Y1 Vs Y
yi Y, Yo
(n-1) (n-1) (n-1)
Vi Y e Yy
n n n
vy v

y=0 (2

Ravshanki, chizigli erkli yechimlar uchun W[y,, Y,,..., ¥,]1# 0. Shuning uchun (2) tenglamaning

hamma hadlarini W[y,, ¥,,..., ¥,] # 0 ga bo‘lamiz. Natijada

LIyI=y® +p()y"? +..+ p,(x)y =0
ko‘rinishdagi tenglama hosil bo‘ladi. Masalan, (3) dagi p,(x) uchun ushbu

yl y2 yn
Y1 Vs Y,
-2 -2 -2
y oy Ly
D A L

pl(x) ==

WY1 Yo Yol

3)

munosabat chigadi. Bundan vronskian uchun muhim formula chigarish mumkin. Uning uchun

avval



i Yoo Yo |l ¢
dw(x) _d Vi ¥ o || 7 ”
dx dx (H) ..... ( n,l)(n,l) JOD YD 0D
2SR A

A AR
ayniyat o‘rinli ekaniga ishonch hosil gilamiz. Yo‘l elementlari bo‘yicha determinant hosilasini
olamiz:

Vi Y, e Y Y, Y, Y,
yl y2 yn y]; yf yy y];r yi yrr
dw(x) dyi Vs - Vi b " e
T:& lllllllllllllllllllllllllllll — fernsnnnnnn sararnnnnn snnnnnnns e el P +
0 g el I YR e O Ty
SR VLR O B I VAR
Vi Yoo o Yo | Vi Y2 oo Ya
Yi o Yo Yo | V1 Y5 Yn
o [ s e ol P,
ZS A A I A A T

My Q) My Q)
Yoo Yoo e Vn Yoo Yoo e Vn

Ravshanki, vronskianning hosilasi n ta n—tartibli determinantlar yig‘indisidan iborat bo‘lib,
oxirgisidan avvalgi (n—1) tasining har biri 2 ta bir xil yo‘l elementlariga ega. Shuning uchun

ular nolga teng bo‘lib, faqat oxirgi determinant qoladi. Bu esa izlangan determinantdir. Shunday
gilib ushbu

W'(x)

W (x)

formula hosil bo‘ladi. Uni birinchi tartibli o‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama kabi
integrallaymiz:

pl(x) ==

NRCIGEE
W(x) = Ce 1o’

Bundan x=x, da C=W(X,). Demak,

, Xpel, xel.

W0 =W (x)e "% (4)

formulaga egamiz. Bu formula Ostrogradskiy-Liuvill nomi bilan ataladi. Ostrogradskiy-Liuvill
formulasidan avavlidan ma'lum natija (ya'ni W(x,) =0, bo‘lganda W(x) =0, xel, W(x,) =0
bo‘lsa, W(x) =0, x el ekani kelib chigadi.

Yana bu formuladan ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamalarni ularning bitta
xususiy yechimi ma'lum bo‘lganda integrallash uchun foydalaniladi. Hagigatan,

y'+ p(X)y' + po(x)y =0
tenglamaning xususiy yechimi y =w/(X), X €|, bo‘lsin. (4) formulaga ko‘ra
X - X)ax
l//'( ) y,‘zcle [ p00a
w'(x) y

yoki

(Y - yp' () =Ce 1"



Bu birinchi tartibli differensial tenglama bo‘lib, unign chap tomoni u =

' (x)

natijasida to‘liq differensialga keladi, ya'ni

diy . G Jnoom

dxlw () w*(x) '
Bundan

[ G gl i,

() - yp(x)
y=C {pl(x)dxdx +C,w(X)

kelib chigadi.

Misollar. 1. Fundamental sistemasi ¢,(X) =cosaX, ¢,(X)=sin@x bo‘lgan differensial
tenglama tuzilsin.
(2) formulaga ko‘ra

COSwX

sin wx y
—wsSinwXx  wcosax y'|=0
— @’ CosSawX —w’sinawx y"
yoKi
COS X sin wx COS WX sinox | | |~wSinaX  wCOSaX
—wsinaXx  wcoswX’ |- w?cosax —a?sin a)xy "L 0 cosax — o sin coxy B
Bundan:
ay' + o’y =0
yoKi
y' + o’y =0.
2. Yechimlarning fundamental sistemasi ¢,(X) =1, ¢,(X) =cosx bo‘lgan tenlamani
tuzing.
1 COSX Y
0 —sinx y'1=0
0 —cosx y"
yoki
y"—ctgxy’=0
bo‘ladi.

3. y"+—y'+y tenglamaning bitta yechimi y, = snx bo‘lsa, uning umumiy yechimini
X

toping.
Yugqoridagi formulaga ko‘ra
j —dx
_sinxle +C, [ —dx|= S'”X(c _Ctgx) |
X sin’ x
ya'ni
:ﬂ(c _Cotgx).

4. Yechimlarining fundamental sistemasi x, x* bo‘lgan tenglamani tuzing. Izlanayotgan
tenglama



X x° y

2X y'1=0
0 2 y"
yoki
X2y" —2xy+2y =0
bo‘ladi.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1. CanoxutaumuoB M.C., HacpuramunoB T'.H. Oodouii oupppepenyuan menenamanap.
Towkenr, “ Y36exkucron”, 1994.
2. Moutpsirun JI.C. O6vixnosennue ougpgepyuanvruvle ypasuenus. M.:Hayka, 1969.
3. CrenanoB B.B. Kypc ougghepenyuanvuvix ypasnenuii. M.: I'n3.®@u3- mar. nurepatypa.1958
4. dawcroavl JLE. Jugpgepenyuanvuvie ypasnenus u eapuayuonnoe ucuunenue. M.: Hayka..
1965.

5. ®uaunnoB A.®. Coopruk 3a0au no ougpgepenyuanvuvim ypasuenusm. M.: Hayka, 1979 (5-e
W3/IaHKE).

Mustagil ta’lim mavzulari
1. Lagranj va Klero tenglamalari.
2. Shturm-Liuvill masalasi. Xos sonlari va xos funksiyalar.

Glossariy

—_X[Pl(é)dé
Ostrogradskiy-Liuvill ~ formulasi - YV (X)Ce ™ Ko el xel
Ostrogradskiy-Liuvill nomi bilan ataladi.

Keyslar banki

formula

, . . . . . ( ) 1)3 _ 12
Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: Y(Y =X y.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar
1.Determinantlardan hosila olish qoidasi ganday bo‘ladi?
2. Ostrogradskiy-Liuvill formulasini keltirib chigaring?

3. Ostrogradskiy-Liuvill formulasidan kelib chigadigan zaruriy va yetarli shart nimadan
iborat7

4. Ostrogradskiy-Liuvill formulasi qo‘llanishga doir misollar keltiring?

Amaliy mashg’ulot-13

p » 5p%. .,
x=-Pyc 5y=c2-2P . yr_y4
5 y 4 y

, X +xpy/2Incp =1; y:J—r[«/Zlncp—\/leij
o Xy =xyy +1 i: ncp

3 Yy = i Py =Y P yi2p+e)=p' y=0

1 5Yy+(y) =x(x+y")




2xy' -y =y Inyy'
yl — e><y‘/y

y=xy' = x’y"
y=2xy" +y2y"
y(y—2xy") = y*

L N o g &

J
i C.=Inc,; y=ex

. y?=2c,—clnc; 2x=1+2In]|y|

j @ =cylpl-L y=xp-xp’ y=0

J

i y? =2¢°x+¢%; 27x*y* =1

TEST

. 2p°x=c—c?p?, py=c; 32x> =-27y*

8 (X)yﬁ + al(X)y/ +
+a, (X)y = f (X)
X, £ X <X, tenglama uchun

umumiy chegaraviy masalani
yozing.

8, (x)y" +a,(x)y" +2,(x)
tenglama uchun umumiy
chegaraviy masalaning Grin
funksiyasi ko‘rinishini yozing
(Y1(x) va y2(x) — tenglamani
yechimlari)

y" =f(x) y(0)=0,
y(l) =0 chegarviy
masalaning Grin funksiyasini
ko‘rosating.

SinsCosx

alxs)-|

0<x<s

S<X<r&

ko‘rinishdagi Grin funksiyasi
gaysi chegaraviy masalaga
tegishli?

SinxCoss

i
y" =2y,y(0)=0,y(1)=0
masalaning hos giymati va
hos funksiyalarini toping.

Agar o‘zgarmas koeffitsentli
yuqori tartibli chizigli
tenglamaning o‘ng tomoni

P.(x)}e”, (P, (x)—ko' pxad)
ko‘rinishida bo‘lsa, bitta
hususiy yechim gaysi
ko‘rinishda bo‘ladi?
(Hamma javoblarda s —
karralilikni bildiradi)

7>S,1 = Qm+s (X)ey

a,X"ay™ +ax "ty 4

x = In|t|

x =In[t|+e’




+a_xy +ay=f(x)
ko‘rinishidagi Eyler
tenglamasini o‘zgarmas
koeffitsientli chizigli
tenglamaga keltirish uchun
ganday almashtirish bajariladi?
(x>0 deb faraz qiling).

a,(x)y" +a(x)y' +a,(x
tenglamani yechishda ushbu

Ostrogradskiy —Liuvill
formulasi qo‘llaniladi:

i Y, [ p(x)ax
i Ve
bu formuladagi r(x) deb
nimaga teng?

=Ce

«pl) = 2

a,(x

N—"

Quyidagi funksiyalardan gaysi
biri chiziqli bog‘liq?

*6X +9, 8x+12

X+2,X—2

Sinx, Cosx

Mavzu: O‘zgarmas koeffitsientli chizigli bir jinsli tenglamalar

1.  Xarakteristik ko‘phad.
2. Xarakteristik tenglama .
3. Xarakteristik tenglamaning barcha ildizlari har xar xil va haqiqiy.

MA'RUZA Nel7

Reja




Tayanch so’z va iboralar: n-chi tartibli o ‘zgarmas koeffitsientli chizigli bir jinsli
differensial tenglama, xarakteristik ko ‘pxad, xarakteristik tenglama, xarakteristik tenglamaning

barcha ildizlari xar xil xaqiqiy bo ‘Igan xol.

O‘zgarmas koeffitsientli chiziqli bir jinsli tenglama quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

u MQp1y®HQp2y™Q....Qpn-y1)QPnyq0 (1)
bu yerda ry,ra,...,r, koeffitsientlar yuqoridagi ko‘rilgan umumiy holdan farqli o‘laroq
o‘zgarmasdir. Bu holda xususiy yechimlarning fundamental sistemasini izlash n-chi darajasi bitta
algebraik tenglamani yechishga keltiriladi.

Xususiy yechimlarni dastlab uge™ ko‘rinishida izlaymiz:
Endi u Dgre™ , ud D0 Dgr?e™ ,.,u™Mq ugr'e™ bolgani sababli (1) tenglamaning chap tomoni
uchun quyidagini hosil gilamiz:

L[e” [=r"e” + pr''e” +..+p, €7+ pe” =e™(r"+ pr't +..+p,,2+p,)

Shunday qilib, (1) tenglamada uqu™ o‘rniga qo‘yish uni

e™f(r)q0 (2)
ko‘rinishga Keltiriladi, bu yerda f(r)gr"Qpir"*Q.....Qpn-1rQpn-ni  berilgan differensial
xarakteristik ko‘phadi deyiladi.
(2) ifodadagi e™ ko‘paytuvchi X ning hech qanday giymatida Oga aylanmaydi. Shuning uchun r

son

f(r)q0 3)
tenglamaning ildizi bo‘lgan holda va fagat shundagina yqe™ funksiya o‘zgarmas koeffitsientli
chizigli bir jinsli (1) differensial tenglamani ganoatlantiradi.
(3)algebraik tenglama berilgan differensial tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi. U
(1)differensial tenglamadan izlanayotgan funksiyaning hosilalarini r noma'lumning mos
darajalari bilan almashtirishdan hosil bo‘ladi, bunda funksiyaning o‘zi nolinchi tartibli hosila
sifatida r ning nolinchi darajasi, yani 1 bilan almashtiriladi. (3) xarakteristik tenglamaning
yechimi (1) differensial tenglamaning birorta xususiy yechimlari sistemasini beradi. Bunda (3)
xarakteristik tenglamaning ildizlari har xil bo‘lishi mumkin. Shuning uchun shar qaysi holni
alohida-alohida garaymiz.
Xarakteristik tenglamaning barcha ildizlari haqigiy va har xil, ya'ni xarakteristik tenglama karrali
ildizlarga ham, kompleks ildizlarga ham ega emas.
Algebraning asosiy teoremasidan ma'lumki algebraik tenglama uning darajasi qancha bo‘lsa,
shuncha ildizga ega bbo‘lgani uchun xarakteristik tenglamaning roppa—rosa n ta har xil
ry,r2,.....1n ildizi bo‘ladi.bu ildizlarning har biriga differensial tenglamaning xususiy yechimi mos
keladi. Demak, n ta xususiy yechimini topamiz:

=e”,..y, =6
y Y (4)

Endi Vi Y funksiyalar sistemasi fundamental, ya'ni, y1,y2,....,yn funksiyalar chizigli erkli
ekanligini ko‘rsatsak yetarli bo‘ladi. Buning uchun bu funksiyalar sistemasining Vroskiy
determinantini tuzish lozim. Biz ng3 bilan chegaralanamiz. Ixtiyoriy n uchun xuddi shunday
ko‘rsatiladi.

nq3 vroskian ushbu ko‘rinishda bo‘ladi:

X AToX A T3X

ere<’e 111
[yl’ y21 y3] = rlerlererzxrBersX = e(r1+r2+r3)x r:Lr2r3

2 AGX 2 AT X pa2 ATaX 2,22

re"r,e™"re" (Al P A

w (5)
Bu yerda determinantning har gaysi ustunidan e™ ko‘rinishdagi ko‘paytuvchi qavs tashqarisiga
chiqarilgan. So‘nggi determinantni uchburchak qoidasidan foydalanib hisoblaymiz.
Determinantning uchunchi ustunini 1-chi va 2-chi ustunlaridan ayiramiz. U holda



111 1 1 1 11
N |=h—hLhL-r L+ -+
2,.2,.2

2 2.2 L2 .2
WG =6 =l g ) (rers) q(ra-rs)(ra-rs)[r2Qrs-r1-rs]q
0-(ra-r2)(ra-ra)(r-rs)

bu yerda 1-chi ustundan ri-r3 umumiy ko‘paytuvchi 2-ustundan 270 umumiy ko‘paytuvchi

tashqgariga chiqgarilgan va 3-chi tartibli determinant 1-chi satri bo‘yicha yoyish orqali 2-chi

tartibli determinantga keltirilgan. Shunday qilib, 3ta funksiyadan iborat sistema uchun
W(y1,y2,ys]qe1229 (-1)3(ra-r2)(ra-rs)(r-rs)

Umumiy holda ham xuddi shunga o‘xshash ushbu formula o‘rinli bo‘lishni ko‘rsatish mumkin:

11........ 1
oY P
AU AU e I-U b
W[y1yo,....... ,ynlq't 2 n
11........ 1
[yl

pn-tpn-t
bu yerda 't 2
deyiladi. Bundan
W[ywYa,....... ,yn] el Q- QX (1) (r1-r2)(r1-r3). ...(r1-n)(r2-rs). . . (fn-1-rn)#0
Xarakteristik tenglamaning barcha ra,ro,...,rmildizlari shartga ko‘ra turlacha, ¢™ funksiya esa hech
ganday x larda nolga aylanmaganlagi uchun
Wly1ya,....... ,yn]#0
Bu bilan xarakteristik tenglamaning barcha ry,ro,...,rn ildizlari haqiqiy va har xil bo‘lsa, xususiy
yechimlar sistemasi (4) fundamental bo‘lishni isbatladik. Demak, bu sistema funksiyalarining
Y,Ce¥ +..+C.e"

"o lg(-1)"(r1-r2)(ri-r3)....(r1-r)(r2-r3)...(rn-1-rn)#0 Vandermand determinanti

(7)
chizigli kombinatsiyasi differensial tenglamaning umumiy yechimini beradi.
Misollar.
1. yoooooo-5y0000Q6yH g0 tenglama uchun r3-5r2Q6rq0 xarakteristik tenglama z200,
r.q2, rsq3 ildizlarga ega. Fundamental yechimlar sistemasi yiql1, y20e?, ysqe®* . Differensial
tenglamaning umumiy yechimi

y =C+C,e”* +c.e*
2. yOOv-5y0000Q4yq0 tenglama uchun xarakteristik tenglama r*-5r2Q4q0, uning ildizlari
r2q=1, r34£2. Differensial tenglamaning umumiy yechimi yqC16*QC,e*QC3e*QCse %

Foydalanish uchun adabiyotlar
1. CanoxutaunoB M.C., HacpurmunoB T'.H. Oo0ouii ougpgpepenyuan memnecnamanap.
TomuikeHT,  Y36ekucton”, 1994.
2. Moutpsirun JI.C. O6vixnosennue ougpgepyuanvhuvle ypasuenus. M.:Hayka, 1969.
3. CrenanoB B.B. Kypc oughghepenyuanvuvix ypasnenuii. M.: ['uz.®@us- mar. nureparypa.1958
4. dabcroav JLE. Juppepenyuanvuvie ypasnenus u sapuayuonnoe ucuunenue. M.: Hayka..
1965.
5. ®umunnoB A.D. Cooprux 3adau no oughghepenyuanvuvim ypasnenuam. M.: Hayka, 1979 (5-e
W3aHue).

Mustagqil ta’lim mavzulari
1. Yugori tartibli differensial tenglamalar. M~ tartibli differensial tenglamalar.
2. Ikkinchi tartibli differensial tenglamalarni darajali gatorlar yordamida integrallash.

Glossariy



O‘zgarmas koeffitsientli chizigli bir jinsli tenglama - O‘zgarmas koeffitsientli chizigli
bir jinsli tenglama quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
u @Qp1y®Qp2y™Q....Qpn-y 1 IQpnyq0 (1)
bu yerda ry,ra,...,rn koeffitsientlar.
Harabkteristik ko’phad - (1) tenglamada uqu™ o‘rniga qo‘yish uni
e™f(nq0 (2)
ko‘rinishga keltiriladi, bu yerda f(r)qr"Qpir"'Q.....Qpn-1rQpn-ni  berilgan differensial
xarakteristik ko‘phadi deyiladi.
Harakteristik tenglama -
f(r)q0 3)
tenglama berilgan differensial tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

Keyslar banki

) " _
Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: y 13y*+36y =0 .

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni

keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar

1. Ofzgarmas koeffitsentli chiziqgli bir jinsli tenglama qanday ko‘rinishda bo‘ladi?
2. Xarakteristikko‘p xad deb nimaga aytiladi?
3. Differensial tenglamaning xarakteristik tenglama deb nimaga aytiladi?
4. Xarakteristik tenglamaning barcha ildizlpri xar xil va xaqiqiy bo‘lishini ko‘rsating.
5. Ixtiyoriy N= 3uchun Vranskiy determinanti ganday ko‘rinishda bo‘ladi?
Amaliy mashg’ulot-14
X2
1, 2 y:Cx"‘CZ; y=—"
1. Y=Xy +Yy i 4
il 1 _ .
2. Y=X¥y'+Yy J: y=C+C maxsus yechim yo‘q.
3 y = xyhl+ 1+ (y})? i y=cx+1+c%; x> +y* =1
1
y=xy'+— y=cx+1; y® = 4x
4, y J: c
X2
=cx—C% y="—
5 V=X -y’ i Y=
6. V=X —ayl+(y")’ i y=cx—avl+c?; X +y*=a’
1 2
y=xy'+ =CX+—; y=15x3
7 2(y")? i Y 2 Y

TEST

ax"ay™ +ax "ty 4

wa xy +ay=f(x) t
ko‘rinishidagi Eyler <X = e X =gt x = In|t| X = In|t| +e
tenglamasini o‘zgarmas
koeffitsientli chizigli
tenglamaga keltirish uchun




ganday almashtirish bajariladi?
(x>0 deb faraz qiling).

a,(X)y" +ay(x)y' +a,(4
tenglamani yechishda ushbu

Ostrogradskiy —Liuvill
formulasi qo‘llaniladi:

i Y, [ p(x)ax
Vi Y
bu formuladagi r(x) deb
nimaga teng?

=Ce

< ()= &0

a,(x

N—"

Quyidagi funksiyalardan qaysi
biri chiziqli bog‘liq?

*6X +9, 8x+12

Sinx, Cosx

(2x+1)y” +4xy’ —4y =0
tenglamaning bitta xususiy
yechimini toping.

2
ushbu (x—a)” +by? =1
chiziglar oilasi qaysi
diffirensial tenglamaning
yechimi?

Hech birining
yechimi emas

y= a(X)Z almashtrish
yordamida
Xy =2xy'+(X* +2)y =

tenglamada birinchi tartibli
yoqotib soddalashtring.

0 *z

14

+z=0

2"+4z=0

2" —47=0

Yechimni

Yy, =ax+ b ko‘rinishda
izlab,

X?y"In x— Xy’ + y = Otengl
amaning bitta xususiy
yechimini toping.

y, =2x+1

y, =2x-1

y, =X+2

a ning ganday giymatlarida
y"+ay =1,

y(0)=0, y(1)=0 masala
yechimga ega emas?

~a=(27 -1z’

a:(27z—1) V4

aning ganday giymatlarida
y"+ay = f(x)
y(0) =0, y(1)=

chegaraviy masalaning Grin
funksiyasi mavjud bo‘ladi?

*azk?r?

O

a=kr

y"+4y'+ 3y = 0tenglaman

ing umumiy yechimini yozing.

*y=ce* +c,e

—X 3x
y=ce " +c,e

X —3X
y=ce” +c,e

X 3x
y=ce" +c,e

Mavzu: O‘zgarmas koeffitsientlar chiziqgli bir jinsli tenglamalar.

MA'RUZA Ne18

Reja

1.  Xarakteristik tenglamaning barcha ildizlari har xil kompleks ildizlarga ega.

no

3. Misollar.

Xarakteristik tenglamaning ildizlari karrali.




Tayanch so’z va iboralar: xarakteristik tenglamaning barcha ildizlari xar xil kompleks
ildizlarga ega bo ‘Igan xol, xarakteristik tenglama. & >1 varrali T= 0iIdizga ega bo ‘lgan xol,

xarakteristik tenglamaning a>1 yarrali F#0 ildizga ega bo‘lgan xol, xarakteristik
tenglamaning karrali kompleks ildizga ega bo ‘Igan xol.

f(r)q0 xarakteristik tenglamaning ildizlari har xil kompleks ildizlarga ega bo‘Isin.
Umumiy yechim uchun

_ X X
y=Cce" +...+Ce¢e (1)

ifodaga olib kelgan mulohazalar bu yerda ham o‘z kuchini saqlaydi. Biroq (1) ifodada noqulay
chunki €@ ko‘rinishdagi kompleks funksiyalarga ega, biz esa haqigiy funksiyalar bilan
cheklangan edik. Shuning uchun (1) ifodani xarakteristik tenglama kompleks ildizlarga ega
bo‘lgan holda ham faqat haqiqiy funksiyalarga ega bo‘ladigan qilib o‘zgartirishni magsad qilib
qo‘yamiz.

Aytaylik, rqaQbi xarakteristik tenglamaning kompleks ildizlaridan biri bo‘Isin. f(r) ko‘phad faqat

haqiqiy koeffitsientlarga ega bo‘lgani uchun, algebradan ma'lumki I ga-bi qo‘shma kompleks
son ham xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘ladi, ya'ni

f(rq0g>f(T )q0g>f(r )gf(r )gOg>r-ildiz.
atbi qo‘shma kompleks sonlar juftiga 2 ta xususiy yechim
ykqe(aQbi)x va ysqe(a-bi)x
mos keladi. Bu 2 ta yechim o‘rniga ularning ba'zi kombinatsiyalarini ko‘ramiz, bular ham L[y]q0

(2) tenglamani yechimlari o‘ladi. Chunonchi, y kq(YkQys)/2 va y sqQ(yk-Ys)/2i funksiyalarni
ko‘raylik. Bu ham (2)ni yechimlari.
Eylerning quyidagi formulalaridan

ix —ix ix —ix

,Sinx =

cosx = (I*™ = cos x £isin x)

foydalanib, YivaYsni quyidagicha o‘zgartiramiz:
(a+bi)x (a—bi)x ax f Aibx —ibx
- + e +€ e (e +e
= Yetys _ _ e )eax cosbx
2 2 2

3_/5 _ Y=Y _ p(asbi)x _ a(a-bi)x _ a8 gin
2v

Shunday qilib, xarakteristik tenglamaning qo‘shma kompleks ildizlari jufti rksqatbi ga
differensial tenglamaning xususiy yechimlari jufti ykge®cos bx, ysge®sinbx ni mos keltirish
mumkin. Umuman yechimni yana xususiy Yyechimlarni ixtiyoriy koeffitsientli chizigli
kombinatsiyasi kabi hosil qilish mumkin, biroq bu yechim endi (1) ko‘rinishga ega bo‘lmaydi.
Xarakteristik tenglamaning har bir r hagiqy ildiziga e™ ko‘rinishdagi xususiy yechim,
xarakteristik tenglamaning qo‘shma kompleks ildizlari jufti atbi ga e*cos bx, e® sin bx
ko‘rinishdagi xususiy yechimlar jufti mos keltiriladi.
Misol. 1. y'-2y*Q5yq0 differensial tenglamaga mos xarakteristik tenglama r?-2rQ5g0. Uning
ildizlari ri2q1£2i. U holda differensial tenglamaning umumiy yechimi yqcie*cos2xQcze*sin2x,
bo‘ladi.

2. y'1-8yq0. r3-8q0 xarakteristik tenglama. Uning ildizlari r1g2, rz,aq-ii\/g-

U holda umumiy yechim yqgcie®Qcze™cos Vax Qcse™sin Vax

Xarakteristik tenglama ildizlari orasida karrali ildizlar ham bor bo‘lsin. Bu holda (1) ifoda
umumiy yechim uchun o‘z kuchini yaqotadi, chunki chiziqli erkli yechimlar soni h dan kichik
bo‘ladi. Haqiqgatdan, agar r xarakteristik tenglamaning o karrali ildizi bo‘lsa,u holda unga o ta
emas, balki 1ta ye™ yechim mos keladi va fundamental sistemani hostl gilish uchun (a-1)ta
yechim yetishmaydi. Bunday holda yetishmayotgan xususiy yechimlarni ganday topishni



aniglaymiz.
1)Dastlab, xarakteristik tenglama o>1 karrali (rq0) yechimga ega bo‘lgan holni tekshiramiz.
Xarakteristik tenglama bu holda
f(Nq(r-0)* o(rar®e(r), o(r)-(n-a)-chi tartibli ko‘phad, ya'ni

o(NgrQp, r*1qQ...... Qpn-« bo‘lgani uchun
Fo(ari(r™*Qps r**Q...Qpnw)q0
r"Qpar™Q..Qpn-arq0, Pn-o#0
ko‘rinishga ega bo‘ladi. Yuqoridagiga ko‘ra tenglama r ning kichik darajalarini o‘z ichiga
olmaydi. Bu holda (2) differensial tenglama ushbu ko‘rinishda hosil bo‘ladi:
(*) yPQp1y™Q....Qpn-oy®q0, ya'ni yuqoridagiga ko‘ra bu yerda o dan past tartibli hosilalar
gatnashmaydi.
Bunday tenglamani (a-1)dan yuqori tartibli barcha hosilalari aynan Oga teng balgan darajasi a
dan yuqori bo‘lmagan istalgan ko‘phad qanoatlantiradi, ya'ni yqf(x)gaix*'Q....Qa1XQQq

(0-1) tartibli ko‘phad (*)ni ganoatlantiradi.
Bunday ko‘phadlar cheksiz ko‘p, biroq ularning orasidan o‘zaro chiziqli erkli bo‘lgan a tasini
tanlab olish mumkin. Buning uchun

y1ql, Y20X, Y30X2,......,yaOQX*

deb olish yetarli.
Bu funksiyalar sistemasi chizigli erkli. Ikkinchi tomondan, darajasi

(0-1)dan yuqori bo‘lmagan har ganday ko‘phad bu sistema funksiyalarining chizigli
kombinatsiyasi sifatida hosil gilinish mumkin.
Shunday qilib, o karrali rq0 ildiz uchun differensial tenglamaning o ta chizigli erkli yechimlari
topiladi, ya'ni y101, y20X, Yaqx>,......, ya0Xx®?,
Endi (3) f(x)q0 xarakteristik tenglamaning o karrali bo‘lgan ildizi r170 sondan iborat bo‘lsine (2)
tenglamada yqgz 1 deb, o‘zgaruvchini almashtiramiz. U holda y(101gz( 01'7*Qrizl"*
yOooogqzOoo0o0o1*Q2riz0 01 7*Qre'zl"
yOOO000gz0000001Q3riz0 0 0 O1*Q3r"z0 D1F*Q r3z1'X
Bu ifodalarni (2) tenglamaga qo‘yib noma'lum funksiyasi z bo‘lgan differensial tenglamani hosil
gilamiz. U n-chi tartibli o‘zgarmas koeffitsientli chiziqli tenglama bo‘ldi, chunki uning barcha
hadlari 1* ko‘paytuvchiga ega bo‘lib, uni gisqartirish mumkin. Bu tenglamani z™Qq;z™
DQ....Qqn-121 Qg0 (4)
ko‘rinishda yozamiz. Xarakteristik tenglamasi ya'ni zql** (4) almashtirish bajarishdan hosil
bo‘lgan tenglama:

k"Qq:1k™Q.....Qqn-1kQ0nq0 (5)
bo‘lsin. Agar k son (5) xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lsa, u holda zql®* (4)differensial
tenglamani ganoatlantiradi. Biroq u holda

y = Zerlx — ekxeqx — e(k+r1)x (6)

(2) differensial tenglamani ganoatlantiradi va rgkQr: son (3)xarakteristik tenglamaning ildizi

bo‘ladi. Aksincha (4) tenglamada 2= Y& almashtirish bajarib (1) tenglamani hosil gilish
mumkin. Shuning uchun (3) xarakteristik tenglamaning har bir r ildiziga (5) xarakteristik
tenglamaning kqr-r1 ildazaga mos keladi. Shunday qilib,(3)va (5)xarakteristik tenglamalarning

ildizlari orasida " :k+r1tenglik mavjud shu bilan birga (3) tenglamaning har xil ildizlariga

(5)tenglamaning har xil ildizlari mos keladi va aksincha.

(3)xarakteristik tenglama o karrali rqrs ildizlarga ega bo‘lgani uchun (5)xarakteristik tenglama o
karrali kqO ildizga ega bo‘lishi kerak. Haqiqatdan ham (3) tenglamaning rqri ildiziga (5)
tenglamaning kqO ildizi va (5) tenglamaning har xil ildizlariga (3)tenglamaning har xil ildizlari
mos kelgani uchun kqO ildizning karraligi rgr: ildizning karraligiga teng bo‘lishi kerak. Biroq
bunday holda yuqorida isbot qgilinganiga ko‘ra (4) differensial tenglama o‘zaro chiziqli erkli
bo‘lgan ushbu o ta yechimga ega bo‘ladi:z1q1, Z2gX, Z3qX>,. ....,z(QX"* !

bular (2)differensial tenglamaning ushbu ko‘rinishdagi a ta yechimini beradi: yqz



-1,1X

y,=e¥,...,y, =x""e
Shunday qilib, (3) xarakteristik tenglamaning o karrali r1 ildiziga differensial tenglamaning rosa
a ta har xil yechimi mos keladi. Yana xususiy yechimlar sistemasi hosil bo‘lib, unda n ta
funksiya bo‘ladi. Hosil qilingan xususiy yechimlar chiziqli erkli bo‘ladi.
Awvvalgi mulohazalarimizda karrali ry ildiz haqgiqiy son deb faraz gilinmagan edi. Shuning uchun
barcha mulohazalar karrali ildizlar kompleks bo‘lgan xal uchun ham o‘z kuchida qoladi.
Masalan,a+bi kompleks ildizlar jufti 2 karrali bo‘lsa, unga quyidagi ko‘rinishdagi 4 ta xususiy
yechim mos keladi:
e®cos bx, e™sin bx, xe®cos bx, xe*sin bx.

Foydalanish uchun adabiyotlar
1. CanoxutamuoB M.C., HacputmunoB TI'.H. Ooouii ougpgpepenyuan memnenamanap.
Tomuikent,  Y36ekucron”, 1994.
2. Moutpsirun JI.C. O6vixnosennue oughgepyuanvruvle ypasuenus. M.:Hayka, 1969.
3. CrenanoB B.B. Kypc oughghepenyuanvuvix ypasnenuii. M.: ['u3.®@u3- mar. ureparypa.1958
4. dascroavl JLE. Jugpgepenyuanvuvie ypasnenus u eapuayuonnoe ucuunenue. M.: Hayka..
1965.
5. ®uannmnoB A.®. Coopruk 3a0au no ouggpepenyuanvrvim ypasuenuam. M.: Hayka, 1979 (5-e
W37aHue).

Mustagil ta’lim mavzulari
1. Kanonik ko‘rinishdagi N~ tartibli differensial tenglamalar yechimining mavjudligi va
yagonaligi hagidagi teorema.
2. Yugori tartibli oddiy differensial tenglamalar uchun Koshi masalasi yechimining mavjudligi
va yagonaligi hagida teorema.

Glossariy
Chizigli bir jinsli differensianal tenglamalar — yuqoridagi (1) da Q(X) =0 po¢jsa.

Harakteristik ko’phad - (1) tenglamada uqu™ o‘rniga qo‘yish uni
e™f(r)q0
ko‘rinishga keltiriladi, bu yerda f(r)qr"Qpir"?Q.....Qpn-1rQpn-ni  berilgan differensial
xarakteristik ko‘phadi deyiladi.
Harakteristik tenglama -
f(r)q0
tenglama berilgan differensial tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

Keyslar banki

IV m n _
Keys: Masala o’rtaga tashlanadi: Differensial tenglamani yeching: y©+2y"+y"=0
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo lgan asosiy formula, tushuncha va tasdiglarni
keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching (individual).

Nazorat uchun savollar

1. F (") =0 arakteristik tenglamaning ildizlari xar xil kompleks ildizlariga ega bo‘lsa, u
xolda umumiy yechim qanday ko‘rinishda bo‘ladi?
2. Xarakteristik tenglamaning kopleks ildizlari ganday ko‘rinishda bo‘ladi?

—atei
3. (Qo‘shma) Xarkteristik tenglamaning qo‘shma kompleks ildizlari jufti s =axel ga

differensial tenglamaning xususiy yechimlari jufti ganday ko‘rinishni mos keltirish mumkin?



4. p- tartibli o‘zgarmas koeffitsentli chiziqli tenglama qanday ko‘rinishda bo‘ladi?
5. Xarakteristik tenglamani ildizi qanday ko‘rinishda bo‘ladi?

1 y=xy Yyt

o y=@ry)x+yh

1

5 y=—5y1(2><+y1)
4 V=X oyt
y=2xy'+ %
5. y
xy"
oy =
6. y yl+2

7 y= y'x+al-y®
oy L 1
;. Wy

Amaliy mashg’ulot-15

2
y =c(x+1)+c?; y:—M
J: :
x=ce?-2p+2
. ly=c(+peP-p*+2

1 1
X==(cp 2 -
3(p P

1 1
y= E(chz +p?)

[ S—

i y=(c+ x+1); y=0

X =ct®> —2t%; y=2ct -3t o
J: P

.cy=(x-c)* y=0 Ba y=-4x
. y=cx+ail-c’; \/F—\/x?:\/a_‘?’
i (c—x)y=c?; y=4x

TEST

a,X"ay™ +ax "ty 4
wota,xy +ay=f(x)
ko‘rinishidagi Eyler
tenglamasini o‘zgarmas
koeffitsientli chizigli
tenglamaga keltirish uchun

ganday almashtirish bajariladi?
(x>0 deb faraz qiling).

x = In|t|

x = In[t| +e'

il /
a(x)y" +a(x)y' +a,(x)
tenglamani yechishda ushbu
Ostrogradskiy —Liuvill
formulasi qo‘llaniladi:
yl, yf = Ce_I Pl
Yi Y2
bu formuladagi r(x) deb
nimaga teng?

Quyidagi funksiyalardan qaysi
biri chiziqli bog‘liq?

*6X +9, 8x+12

Sinx, Cosx

(2x+1)y" +4xy’ —4y =0
tenglamaning bitta xususiy
yechimini toping.

*e—Zx




2
ushbu (x—a)” +by? =1
chiziglar oilasi gaysi
diffirensial tenglamaning
yechimi?

H(yy'+y?) =-y

y

"

0

Hech birining
yechimi emas

y= a(x)z almashtrish
yordamida

xzy”—2xy'+(x2 +2)y=0

tenglamada birinchi tartibli
yogotib soddalashtring.

*2"+z=0

2"+4z=0

2" —47=0

Yechimni

Yy, = aX+ b ko‘rinishda
izlab,

X?y"In x—xy’ + y = Otengl
amaning bitta xususiy
yechimini toping.

y, =2x+1

y, =2x-1

y, =X+2

a ning ganday giymatlarida
y"+ay =1,

y(0)=0, y(l) =0 masala
yechimga ega emas?

a= (27r —1)7z2

a

aning ganday giymatlarida
y"+ay = f(x)
y(0) =0, y(@@) =

chegaraviy masalaning Grin
funksiyasi mavjud bo‘ladi?

O

*axk?rz?

a=kr

y"+4y'+3y = 0tenglaman
ing umumiy yechimini yozing.

*y=ce +c,e”

X 3x
y=ce" +c,e




