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KIRISH
ANALITIK GEOMETRIYA PREDMETI HAQIDA

Tekislik yoki fazoda koordinatalar sistemasini kiritganimizda,
geometrik figuraga tegishli nuqtalar koordinatalarga ega bo‘ladi. Agar
figuraga tegishli nuqtalarning koordinatalari biror algebraik tenglamani
ganoatlantirsa, u algebraik tenglama bilan aniglanuvchi geometrik flgura
deyiladi. Masalan, markazi A(a,b) nugtada bo'lgan va radiusi R ga teng

aylana tenglamasi (x-a)2+ (y-b)2- R2=0 ko‘rinishga ega

bo“ladi.

Analitik geometriya kursida o‘rganish metodlarining asosini
koordinatalar metodi tashkil qiladi. Biz asosan figuraiarni ularning
tenglamalari yordamida o‘rganamiz, ya’ni algebraik tenglamalarini
o'rganish bilan shugullanamiz. Bu yerda algebraik metodlar asosiy rolni
o'ynaydi. Biz asosan birinchi va ikkinchi darajali tenglamalar bilan ish
ko‘ramiz. Analitik geometriya kursida o ‘rganiladigan geometrik figuralar
sinfi unchalik katta bo‘lmasa ham, birinchi va ikkinchi darajali
tenglamalar bilan aniglanuvchi geometrik figuralar fan va texnikada
juda katta rol o‘ynaydi .

Birinchi darajali algebraik tenglamalar bilan aniglanuvchi geometrik
figuralar —to ‘g ‘ri chiziq va tekislikdir. Ushbu asosiy geometrik figuralar
bilan siz elementar geometriya kursidan tanishsiz. Tekislikda ikkinchi
darajali tenglamalar ikkinchi tartibli chiziglarni, fazoda esa ikkinchi
tartibli sirtlarni aniglaydi. Yugoridagi misoldan ko‘rinadiki, aylana
ikkinchi tartibli chiziqgdir.

Fazoda (x - A)2+()'- b)~ +(z-c)2- R2=0 tenglama bilan

aniglanuvchi nuqtalar to‘plami esa sferadan iborat bo‘lib, u ikkinchi
tartibli sirtdir.

Analitik geometriya kursida vektorlar algebrasi ham o'rganiladi.
Vektor tushunchasi muhim fundamental tushunchalardan bo‘lib,
fagatgina analitik geometriya kursida emas, balki matematikaning boshqa
bo‘limlarida ham muhim rol o ‘ynaydi.

Bu darslik muallifning 0 ‘zbekiston Milliy universitetining mexanika-
matematika fakultetida o‘gigan ma’ruzalari asosida yozilgan. Darslik
universitetlarning mexanika va matematika yo'nalishlarining bakalavriat
talabalari uchun mo‘ljallangan.



| BOB
VEKTORLAR ALGEBRASI

I-§. Vektorlar va ular ustida amallar
1-ta’rif. Yo'nalishga ega bo'lgan kesma vektor deb ataladi.

Biz vektorni AB ko'rinishida yoki bitta kichik lotin harfi bilana ,b ,C

ko‘rinishida belgilaymiz. Vektorni AB ko'rinishida belgilasakAi?
nuqtalar mos ravishda vektorning boshi va oxiri joylashgan nuqtalardir,

vektorning uzunligi AB a ko'rinishida belgilanadi.

Agar vektorning boshi va oxiri bitta nugtada bo‘lsa, u nol vektor
deyiladi. Nol vektor yo‘nalishga ega emas, uning uzunligi esa nolga

teng. Nol vektor 0 ko‘rinishida yoziladi.

a+b

1-chizma. 2-chizma.

2-ta’rif. Ikkitaa = AB vab =CD vektorlardan b = CD vektor

boshini g = AB vektor oxiriga qo yilganda A B vektor boshidan CD
vektor oxiriga y o haltirilgan vektor, bu vektorlarning yig'indisi deyiladi va

a + b ko rinishida yoziladi.
Yugorida keltirilgan vektorlarni qo‘shish goidasi uchburchak goidasi
deyiladi.



3-ta’rif. Berilgan X hagiqgiy son va a vektoming ko paytmasishunday

vektorki, uning uzunligi \A\ a ga teng, yo halishi: X >0 bo ‘lganda a

vektor yo'nalishi bilan bir xil, X <0 bof1ganda esa a vektoryo halishiga

garama-qarshi bo 1adi. Ko paytma X a ko finishida yoziladi.
Vektorlar algebrasi deganda, vektorlar to ‘plamida vektorlami qo *shish
va skalyar songa ko‘paytirish amallari tushuniladi. Biz V bilan hamma
vektorlar to ‘plamini belgilaymiz. Bunda vektorlarimiz bir to‘g‘ti chizigda,
bir tekislikda yoki fazoda yotgan bo'lishi mumkin.
Vektorlarni qo‘shish va haqiqiy songa ko'paytirish amallari quyidagi
xossalarga ega:

1.Va,be V uchun;a +b =b +a —kommutativlik.

2.Va,b,c eV wuchun;(a +b)4c=a+(b+ c) -assosiativlik.

3.V aeF uchunBb gV c+b=0, tenglik orinliva b =-a

4. V<3G V uchun; a 1= a - tenglik o‘rinli.

5 \/a,bEV hamdaV Aci? uchun X(a + b) = Xci + Xb
tenglik o‘rinli.

6. \/X,pieR wva \/aeV uchun: a(X + ju) = Xa + jiia
tenglik o‘rinli.

7VA,jueR va \/aeV uchun X(jua) = (Xju)a tenglik
o‘rinli.

8.Va GV uchun a + 0= a tenglik o‘rinli.
Bu xossalarning ba’zilarini isbotlaymiz, ba’zilarining isbotini esa
o‘quvchilarga havola gilamiz.

Birinchi xossani isbotlash uchun ixtiyoriy ikkita a va b vektorlaming

boshini bitta O nugqtaga joylashtiramiz va 3-chizmadagi OABC



3-chizma. 4-chizma.

parallelogrammni hosil gilamiz. Bu parallelogrammdagi OAC
uchburchakdan OC =a+b tenglik, OBC uchburchakdan esa

OC =b +a tenglikni hosil gilamiz (3-chizma).
Ikkinchi xossani isbotlash uchun a vektoming boshini O nuqgtaga, b

vektorning boshini a vektorning oxiriga, ¢ vektorning boshini esab
vektoming oxirigajoylashtiramiz. Chizmadan quyidagi tengliklarni hosil
gilamiz

(a+2Z2)+c —0C <ci+(b+c)~OC

Har bira = AB vektor uchun b =BA vektor a vektorga garama-

garshi yo'nalgan, uzunligi esa a ning uzunligiga teng vektordir.
Vektorlarni go'shish qoidasiga ko‘ra AB +BA =0 tenglikni hosil
gilamiz.

Beshinchi xossani isbotlash uchun a va b vektorlaming boshlarini
bitta nuqtaga joylashtirib, ular yordamida quyidagi ABCD
parallelogrammni hosil gilamiz.



5-chima.

Berilgan A son uchun A a va A b vektorlarga qurilgan
parallelogramm ABCD parallelogrammga o xshashdir. Shuning uchun
uning diagonali uzunligi ABCD parallelogramm diagonali uzunligidan

|| marta “kattadir”. Bundan esa A(a + b) = Aa + ADb tenglikni hosil
gilamiz.
Oltinchi xossani isbotlash uchun A // >0 va A// < 0 hollarni

garaymiz. Birinchi holda $ va // sonlarining ishorasi bir xil bo'ladi.
Shuning uchun ulaming ikkalasi ham yoki manfiy yoki musbat bo'ladi.
Biz ularning ikkalasi ham manfiy bo'lgan holni garaylik. Bu holda ,

a (A +jU),Aa + jua vektorlar a vektorga qarama garshi yo'nalgan
bo'ladi. Demak, ular bir xil yo'nalishga ega. Ulaming uzunliklari esa

|9 + jlla gatengdir. Agar A va Il sonlari musbat son bo'lsa, yuqori-

dagi mulohaza takrorlanadi. 1 va Ll sonlarining ishoraiari har xil bo'lsa
biz yana ikkita holni gqaraymiz:

A+1//>0vasA+// < 0+Agar A+ JLL>0 bo'lsa a(A + jU),
Aa + (Jla vektorlara vektor bilan bir xil yo'nalishga ega.//a
vektoming boshini A@ vektoming oxirigajoylashtirib, ularning uzunligi

ham tengligini ko'ramiz. Qolgan hollar yugoridagidek mulohazalar asosida
tekshiriladi.



4-ta’rif. Bir toQ Ti chiziqga parallel vektorlar kollinear vektorlar
deyiladi.

Vektorlar bir xil yo‘nalishga ega bo‘lsa, a TT b ko‘rinishda, agar

garama garshi yo‘nalishga ega bo‘lsa, a'tX b ko‘rinishda belgilaymiz.
1-tasdig. Nol vektordan fargli a,b vektorlar kollinear bo-‘lishi

uchun 1 G R son  mavjud bo‘lib, a = /1b tenglikning bajarilishi zarur

va etarlidir.

Isbot. Vektorlar uchun a = Ab shart bajarilsa,a,b vektorlar

kollinearligini isbotlash sodda boiganligi uchun uni isbotlashni
o‘quvchilarga havola etamiz. Bu shartninig zarurligini ko‘rsatamiz. Agar

d, b vektorlar kollinear boisa, ularni parallel ko‘chirish natijasida bitta

to‘g‘ri chizigga joylashtirish mumkin. Shuning uchun ular / to‘gri
chizigda yotadi va ularning boshi O nuqtada deb hisoblaymiz. Agar

a, b vektorlar bir xil yo‘nalishga ega bo‘lsaX = j=J uchun a = Jlb
H

tenglik bajariladi. Agar a, b vektorlar garama garshi yo‘nalishga ega

a
bo‘lsa uchun a = JIb tenglik bajariladi.

5-ta’rif. Vektor yotgan tog ri chizig Q. tekislikka parallel boisa, bu
vektor a tekislikka parallel deyiladi.

6-tarif Uchta a, b,C vektorlar bitta tekislikka parallel bo'lsa,ular

komplanar vektorlar deyiladi.
Tabiiyki, agar vektorlar komplanar boisa,ularni parallel ko'chirish
natijasida bitta tekisllikka joylashtirish mumkin.



2-8. Chizigli erkli va chizigli bog‘lanishli vektorlar oilasi
vektorlar  oilasi vaw ta
sonlar berilgan bo'lsa, Ajtfi + A2CI2 + ... + Anan

vektor a\,Cl2,.--,ClIn vektorlarning chizigli kombinatsiyasi deb ataladi.

Chizigli kombinatsiyada gatnashayotgan sonlaming birortasi noldan fargli
bo‘lsa, u notrivial chizigli kombinatsiya deb ataladi.

Ta’rif. Berilgan | a\,Q 2 ,Cts an ( vektorlaroilasi uchun kamida

bittasi noldan fargli bo lganA [, Ao,---, An sonlar mavjud boib,
Aldl + AoCl2 + ...+ And)7 —0

tenglik o'rinli bo'lsa, \ a\,a2,Cl3,...,an j vektorlar oilasi chiigli

bog'lanishli deyiladi.

Izoh. Vektorlar oilasi chizigli bogManishli bo‘lsa, uning birorta
notrivial chiziqli kombinasiyasi nol vektor bo‘ladi.

1-teorema. Ikkita vektordan iborat oila chizigli bog'lanishli bo fishi
uchun bu oila vektorlariming kollinear bo fishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Oilaga tegishli ikkitaa vaf vektorlar chizigli bog'lanishli
bo‘lsa, kamida bittasi noldan farqli A\, Aosonlari mavjud
bo‘lib, A{a+ Aob= 0  tenglik bajariladi. AgarAjrO
bo‘lsa, @ = —Aj / A>)b tenglikni hosil gilamiz. Bu esa birinchi
tasdigga ko'rafi! vab vektorlarning kollinear ekanligini ko ‘rsatadi.

Va aksincha, a va b vektorlar kollinear bo'lsin. Ularning boshlarini
bitta nuqtaga joylashtirsak, ular bitta to‘g‘ri chiziqda yotadi. Bu to'g'ri

chiziqda vektorlar boshi joylashgan nuqtani koordinata boshi sifatida
olib, koordinatalar sistemasini kiritamiz. Vektorlarning oxirlarini A va B



harflar bilan belgilaymiz: @ = OA , b = OB mvektorlardan bittasi, misol

uchun @ noldan fargli vektor bo‘lsin. Demak, a ® 0 va O nuqta AB
kesmani biror A nisbatda bo‘ladi: BO!OA = X yoki BO = XOA

Endi b=-Xa tenglikni ko‘rsatamiz. Agar @, bvektorlar yo'nalishi

bir xil bo‘lsa, O nuqgta AB kesmaga tegishli emas va X <0. Agar a, b

vektorlar yo‘nalishi garama-qarshi bo‘lsa, X >0 bo'ladi. Shuning

uchun b va- Xa vektorlaming yo‘nalishlari bir xil. Ularning uzunliklari
ham teng:
| 6|=I1BO |=|X||OA|=|X]|]a|=]|-Xa |
Demak, bu vektorlar tengdir. Endi b=~Xa

tenglikdan —Xa +b = 0 tenglik kelib chigadi. Demak, a va&

vektorlar chizigli bog‘lanishli oilani tashkil giladi.

2-teorema.

1) Vektorlar oilasiga no! vektor tegishli bo‘lsa, bu oila chizigli
bog'lanishlidar.

2) Vektorlar oilasi birorta chizigli bog'lanishli vektorlar oilasini 0%
ichiga olsa, bu oila ham chizigli bogfanishlidir.

Isbot.

1) Berilgan ja\,az2,a3,...,an }oilada cy =0 bo'lsa, Xj =0,
Xj=\,i®j sonlar uchun X”"a” + X" ai2 + X™ai +...+
+ Xt ajm =0 tenglik o'rinli bo‘ladi.

2) Berilgan [a\,a2,a3,...,an } Oilada bir nechta ,

K= M <n, vektorlar chizigli bog'lanishli oilani tashkil gilsa,
ularning birorta notrivial chizigli kombinatsiyasi nol vektor bo‘ladi:



h 2h +4 + 1} Gi +...+ Aj a\ —0
6-chizma.
Bizagar=Ajt ,j =jk va = 0,j ®jk tengliklar bilan n ta
Xu h, h,-, K sonlarni aniglasak

Ajcij + A2ci? + A3a, + ...+ Anci® =0

tenglikni hosil gilamiz.
3-teorema. Uchta vektordan iborat oila chizigli bogfianishli bo'lishi
uchun ulaming komplanar bo 1ishi zarur va etarlidir.

Isbot. Oilaga tegishli uchta @, b va C vektorlar chizigli bog‘lanishli

bo'lsa, ulaming komplanarligini isbotlavmiz. Chizigli bog‘lanishlikning

ta’rifiga asosan, kamida bittasi noldan fargli cc,(3,y sonlar uchun

aa+fdb+yc=0

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Aniglik uchun a noldan fargli bo‘lsin, unda
awalgi tenglikdan



C- N a + f.lb tenglikni hosil gilamiz. Agar a,b va c vektorlaming
boshi bitta umumiy O nuqtaga joylashtirilgan bo‘lsa, oxirgi tenglikdan C

vektor Xa va fib wvektorlarga qurilgan parallelogramm diagonaliga

tengligi kelib chigadi. Bu esa ular bitta tekislikda yotadi deganidir, demak,
ular komplanar vektorlardir.

Va aksincha, a,b va c¢ vektorlar komplanar bo‘lsin. Ular chizigli
bog'ligligini isbotlaymiz.

Berilgan uchta vektorlar orasida kollinear vektorlar bo'lgan holni
chigarib tashlaymiz. 1-teoremaga asosan, ushbu vektorlar jufli chizigli
bog‘lik bo‘lar edi va berilagan uchta vektor ham chizigli bog'ligligi kelib

chigar edi. Shuning uchun a,b va ¢ vektorlar orasida hech bir jufli

kollinear bo‘Imagan holni ko‘rib chigamiz (xususan, ular orasida nol
vektor ham yo‘q). Vektorlarni bitta tekislikka ko‘chirib, ularning

boshlarini O nuqtaga joylashtiramiz (6-chizmaga garang). Keyin ¢
vektorning C uchi orgali a vab vektorlarga parallel to‘g‘ri chiziglar
o'tkazamiz, a vektor yotganto‘g‘ri chizigning b vektorga parallel to‘g‘ri
chiziq bilan kesishish nuqtasini A deb belgilaymiz va b vektor yotgan
to‘g‘ri chizigning @ vektorga parallel to‘g‘ri chizig bilan kesishish

nugtasini B deb belgilaymiz. (Ushbu nugtalarning mavjudligi,a va b
vektorlar kollinear emasligidan kelib chigadi). Vektorlarni qo‘shishning

parallelogramm qoidasiga ko‘ra C vektor OA va OB vektorlar
yig‘indisiga teng, ya’ni
c - OA +OB tenglik o‘rinlidir.
OA vektor noldan fargli @ vektorga kollinear (u bilan bir to‘g‘ri
chiziqda yotuvchi), demak, shunday A haqiqiy son topiladiki,



OA = la

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Xuddi shunga o'xshash, OB =/1b tenglik ham
o'rinli. Bu tengliklardan

c =Aa +jub
tenglik kelib chigadi. Oxirgi tenglikni A# + + (—Nc=0
ko'rinishda yozib olish mumkin. Bu tenglikdagi X, (, va —l sonlarning
kamida bittasi noldan fargli bo‘lganligi sababli, oxirgi tenglik a,b va
C vektorlaming chizigli bog'lanishligini ifodalaydi. Teorema isbotlandi.

1-natija. Agar a,b va c vektorlar komplanar bo ‘imasa, ular chizigli
erkli bo 1adilar.
2-natija. Ixtiyoriy uchta komplanar bo ‘imagan vektorlar orasida ikkita
kollinear vektorlar bo 1a olmaydi. Shuningdek ular orasida nol vector ham
bo 1maydi.
3-8.Vektorlarning o‘gga proeksiyasi
Vektoming o‘gqa proeksiyasi vektoming yo'nalishiga garab musbat,

manfiy yoki nolga teng bo'lgan son bo'lib, a vektoming £ o‘gga
proeksiyasi quyidagi qoida bo'yicha
aniglanadi: (7-chizma)

Agara =AB bo'lsa, A va B

nuqtalarning £ o'gdagi ortogonal
proeksiyalarini mos ravishda A', B' bilan
belgilaymiz. A'B' kesmaning £ o'qdagi

kattaligi @ vektoming £ o'gdagi
proeksiyasi deb ataladi. Proeksiya uchun

pr(a acos(p



tenglik o'rinli bo'lib, bu yerda ~-berilgan a vektor va, o°‘q orasidagi
burchakdir.
Proeksiyaning xossalari:

1. pr.Jla=Aprfa , X e R]
2 prf{a+b)=pr,a+pr,b
Isbot. 1 Birinchi pr.Xa = Apr, a tenglikni isbotlash uchun quyidagi

hollarni garaymiz:

a) X =0 bo‘lsaAa = 0 tenglik o‘rinli bo'ladi va natijada A' = B"
munosabatdan

pr Aa =20 vapr(Aa= Apr/?a—0
tengliklar kelib chigadi.
b) A> 0 bo'lsa,a TT b munosabatdan <p=xtenglik kelib chigadi;

bu (p yerda va y/ mos ravishda a va/? vektorlarning / o'q bilan

hosil gilgan burchaklaridir. Bu holda A& = Aa va demak
pr, \Xa Xa cosy7 = /pr,a.

B) A <0 bo'lsa, A a va a vektorlar uchun a b munosabat
o'rinli bo'ladi. Shuning uchun L= (p+ 71 tenglikdan quyidagi
munosabat kelib chigadi:

pr, {Xa)= Xa\cos{p+n) =-X a cos(p+ mM=Apr, a.

2. pr, [a+b"=pr, a + pr, b tenglikni isbotlashni keyinrogga goldirib,

skalyar ko'paytmani o'rganishga o'tamiz.



4-8. Vektorlaming skalyar ko‘paytmasi

Ikkita a va Db vektorlaming skalyar ko'paytmasi deb

(a,6)= |a b coscp ifodaga aytiladi. Bu yerda (p-a va b vektorlar

orasidagi burchak.
Skalyar ko‘paytmaning ta’rifidan bevosita quyidagi fakt kelib chigadi:
1-xossa. Ikkita vektorning skalyar ko'paytmasi nolga teng bo‘lishi
uchun ularning o'zaro perpendikulyar bo‘lishi zarur va etarlidir.

(a,b)=00(p =, alb

2-X0Sssa.

3-xossa. Kommutativlik (a , W)= {b ,aj-
4-xossa. [Xa , b)= A.(a ,b), X-gR
5-xossa. (@+ b,c)= (a,¢c)+ (b,c)

Beshinchi xossa isboti proeksiyaning ikkinchi xossasidan kelib chigadi:

\- .
{fa+b,cj=\a+b cos (p= prr\a+b)c = pi){a+b)

pr/a-\c\ +prtb-\c = ¢ cos Ct + c\cos o>

5-8. Bazis va vektorning koordinatalari

Ta’rif. Berilgan | e\,B2 en } vektorlar oilasi chizigli erkli bo'lib,

ixtiyoriy vektorni ularning chiziqli kombinatsiyasi ko ‘rinishida ifodalash
mumkin bo‘lsa, bu oila bazis deyiladi.
Quyidagi muhim faktlar o ‘rinlidir:



1-xossa. Birtekislikda yotuvchi
vectorlar uchun har ganday ikkita
nokollinear vektorlar bazisni tashkil
giladi.

2-xo0ssa. Fazoda yotuvchi
vectorlar uchun har ganday uchta
nokomplnar vektorlar bazisni
tashkil giladi.

Bu xossalarning birinchisi 1-
teoremaning bevosita natijasidir.

Ikkinchi xossani isbotlaymiz:

Bizga uchta nokomplanar

a,b,C vektorlar berilgan bo'lsin.

Ikkinchi punktda isbotlagan
teoremaga ko‘ra ular chizigli erkli
oilani tashkil giladi. Endi ixtiyoriy

d wvektorni olib, uni a,b,C vektorlar orgali chizigli ifodalash
mumkinligini ko'rsatamiz. Buning uchun a,b,C vektorlaming boshlarini
O nugtaga joylashtiramiz va d vektoming oxiridan a,b vektorlar
tekisligiga, a, ¢ vektorlar tekisligiga va C,b vektorlar tekisligiga paral-

lel tekisliklar o'tkazamiz. 0 ‘tkazilgan tekisliklarning a,b,C vektorlar

yotgan to‘g‘ri chiziglar bilan kesishish nugtalarini mos ravishda A,B,C
harflar bilan belgilaymiz.Vektorlarni qo‘shish qoidasiga ko‘ra

d =0A+0B +0C

tenglikni olamiz. Bu yerda OA, OB, OC vektorlar mos ravishda

a,b,C vektorlarga kollinear bo‘lganligi uchun shunday X,ju,v sonlar
mavjudki

OA = la> OB = jLib, OC = vc



tengliklar o‘rinli bo'ladi. Bu tengliklarni hisobga olib
d =/a+jub +vc
tenglikni olamiz.

Ta'rif Bizga je\,e2 ,—,en\ bazis berilib, 5 vektor uchun

a=«jex+aze2 +... +anen

tenglik o‘rinli bo‘lsa, [ax,a2,...,an\ sonlar @ vektoming koordina-

talari deyiladi.
6-xo0ssa. Har bir vektor berilgan bazisda o'zining koordinatalari bilan
yagona ravishda aniglanadi.

Berilgan a vektor uchun ikkita

a=ale]+a2e2+... +anen

a =blel+b2e2 + ... + bnen
tengliklar o'rinli bo‘lsa ularning birini ikkinchisidan hadma-had ayirib

(at-bl)e]+(a2-b2)e2+... +(an- bn)e,, =0

tenglikni hosil gilamiz. Bazisni tashkil giluvchi jvektorlar
chizigli erkli boMganligi uchun
a, - b =0, a2- b2=0, an- bn=0
munosabat hosil bo‘ladi.
6-8. Affin koordinatalar sistemasi
Fazoda yoki tekislikda affin koordinatalar sistemasini Kiritish uchun

birorta bazis va bitta nuqta tanlanadi. Agar {eve2,e,} bazis va O

nuqta berilgan bo'lsa, OM vektoming je,e2e,} bazisdagi

koordinatalari M nugtaning affin koordinatalari deyiladi.
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1-ta’rif. Berilgan ,€2,...,en}

bazis uchun
C
bajarilsa, ,...,€Nnj ~emttomor-
K mal bazis deyiladi.
) 2-ta’rif. Ortonormal bazis
9-chizma. yordamida berilgan koordinatalar

sistemasi to § Ti burchakli yoki dekart
_ koordinatalar sistemasi deb ataladi.
Teorema. Dekart koordinatalar
sistemasida vektoming berilgan bazisdagi koordinatalari, uning
koordinatalar o glariga tushirilgan proeksiyalari bilan ustma-ust tushadi.

Isbot. Bizga i,J,k ortonormal bazis berilgan bo‘lsa, ularning

boshlarini O nuqtaga joylashtirib OXYZ koordintalar sistemasini
kiritaylik. Agar

a=xi+yj +zk bo‘lsa, a vektoming boshini koordinata

boshiga joylashtirib, uning oxirini M bilan belgilaymiz. Agar M

nugtaning koordinata o'glariga ortogonal proeksiyalarini A, B, C harflari

bilan belgilasak OA =xi, OB =y j,0C =zk tengliklarni hosil
gilamiz. Ikkinchi tomondan OA, OB, OC kesmalarning kattaliklari
mos ravishda X,y,Z sonlariga teng bo‘lgani uchun x =pr(ha,
Y=Proyd - pra.a munosabatlarni hosil gilamiz.

1-natija. pri [a+ V) -prja+pl[b

Isbot. Bizga f,0‘q berilgan bo'lsin: shunday OXYZ koordinatalar



sistemasi Kiritamizki, OX koordinata o‘qi £ bilan ustma-ust tushsin. Agar

a=xai+yaj +zak,b=xbi+ybj +zbk,

a+b=(xa+byY (ya+b1l/ + (za+b

bo‘lsa, teoremaga ko‘ra prla =Xa wva prt=xh, prl[a+~b=xuh
tengliklami hosil gilamiz. Lekin vektorlarni go'shganda ularning koordinatalari

mos ravishda go‘shilgani uchun pr;(a+bj= xa+ xh munosabatni olamiz.

7-8. Vektor va aralash ko‘paytmalar

1-ta’rif. Tartiblangan ja, 6,cj uchlikdac vektor oxiridan a,b

vektorlar tekisligiga garaganimizdaa danb ga qisga burilish yo nalishi
soat mili yo'nalishiga garama-qarshi yonalgan bo‘lsa, bu uchlik o g
uchlik deb ataladi. Agar bu yo halish soat mili yo halishi bilan ustma-ust

tushsa, {a,b,c) uchlik chap uchlik deyiladi.
Quyida [a,b,c] o‘ng va \b,a,c\ chap uchliklar ko‘rsati!gan.
Shunda {a,b,c} [b,c,a] [c,a,b] uchliklar o‘ng, |b,a,c],

{a,c,b], {c,b,a\ uchliklar chap uchlik hosil giladi.



2-ta’rif. Ikkitaa va Jj vektorlarning vektor ko‘paytmasi deb shunday

vektorga aytiladiki, bu vektor kabi belgilanadi va:

1) [a,b\ ning uzunligi a va b vektorlarga qurilgan parallelogramm
yuziga tengdir: | \a,b\\=]a | | b |sing), (p"a”b;
2) \a,b\ vektor a va b vektorlarga perpendikulyar bo'lishi kerak:

\a,b\la” [a,6j%6;

3) a, b vektorlar va vektor ko'paytma \a,b\ o‘ng uchlik hosil

giladi:
Vektor ko'paytmaning xossalari:
1) [a,~J==- [b,0J;
2) [As,&]= A[sa.&l=-[n&.ir], AeR;

3 \a+b,c\= [a,cj+ \p,c\
4) [4,6]1=0 <Z>allb.

I-tasdig. (Yordamchi fakt). Berilgan QL tekislikda C. vektor va unga

perpendikulyar birlik e vektor berilgan bo‘lsin. Agarg vektor a
tekislikka perpendikulyar

v&e,C,g o°‘ng uchlik

bo‘lsa, a tekislikda

yotuvchi har ganday a
vektor uchun

[a,c\=pr_a-cg

tenglik o'rinlidir.



Isbot. I)Vektorlar tengligini ko'rsatish uchun ularning yo'nalishlari
bir xil va uzunliklari tengligini ko'rsatamiz. Vektor ko ‘paytmaning ta’rifiga

ko‘ra uninig uzunligi a va c vektorlarga qurilgan parallelogrammning

yuziga tengdir: | \a,c\ |=S- Chap tomondagi vektoming uzunligi esa
| prca | C ga tengdir. Agar parallelogrammning asosi sifatida C
vektorni olsak, uning yuzasi |cj h ga tengdir. Bu yerda h balandlik

bo‘lib, | pr-a \=h tenglik o'rinlidir. Demak, vektorlaming uzunligi

tengdir. Endi ularning yo‘nalishi bir xil ekanligini ko‘rsatamiz. Agar

Cl,C,g -o‘ng uchlik bo‘lsa, g va|a,cj vektorlar bir xil yo‘nalifhga ega.
Bu holda a va e vektorlar ¢ vektoming bir tomonida joylashgan va

prea=0 bo‘ladi. Agar a&,C,J -chap uchlik bo‘lsa, prea <0 va
preu g vektor g vektorga garama-garshi yo‘nalgandir. Demak,
Plea ¢l 9 vektoryo‘nalishi \a,c\ vektoryo‘nalishi bilan bir xil bo‘ladi.
Natijada [a,c]= pr.a- g tenglikni hosil gildik.
3-tarif Uchta a,b,C vektorlaming aralash ko paytmasi deb,
migdorga aytiladi va quyidagi ko rinishda belgilanadi:
abc = "a,b\c\

2-tasdiq. Berilgan nokomplanar (chizigli erkli)a,b,C vektorlar o ng

uchlikni tashkil gilsa, ularning aralash ko paytmasi ularga qurilgan
parallelipipedning hajmiga, aks holda esa hajmning manfiy ishora bilan
olinganiga tengdir.



Isbot: Biz a,b,C vektorlarga qurilgan parallelipipedning hajmini
V bilan belgilaymiz. AgarS bilana va b vektorlarga qurilgan
parallelogrammning yuzasini belgilasak, \a, b\ = Se tenglik o‘rinli bo'ladi.

Bu yerda e vektor ja,b] ko'paytma bilan bir xil yo‘nalgan birlik
vektordir. Skalyar ko‘paytmani proeksiya yordamida yozsak,

abc-S  pr-c tenglikni hosil gilamiz.

Bu yerda pr-c absolyut giymati bo'yicha vektorlarga qurilgan
va asosi a , b vektorlarga yasalgan parallelogrammdan iborat
parallelipipedning balandligiga tengdir. Agar a,b,C o‘ng uchlikni tashkil
gilsa, pr-c =h, agar a,b,C chap uchlikni tashkil gilsa, pr-c =-h
tenglik o'rinli bo'ladi. Bu yerdah qaralayotgan parallelipipedning

balandligidir. Shuninguchun v(a,b,cj= Sh formulani hisobgaolsak

biz bevosita tasdiq isbotini olamiz.
Endi biz vektor ko‘paytma xossalarini isbotlashga kirishamiz.



1-xossa isboti a,6,[0,bJ va «,&,[&,a] uchliklarning orientatsiyalari

har xil ekanligidan kelib chigadi: birinchi uchlik o‘ng orientatsiyaga,
ikkinchi uchlik chap orientatsiyaga egadir.

2-xo0ssani ishotlash uchun ikkita holni ko‘ramiz 4 > 0 va A <0«
Birinchi holda @ va Aa vektorlar bir xil yo‘nalishga ega va shuning

uchun a,b\Xa,b\va a,b,[a,b\ vektorlar bir hil orientatsiyaga ega.

Demak, [Aa,bj vaa[a, bj vektorlaruzunliklari teng va bir xil yo‘nalishga
ega.
Ikkinchi holda @ vaAa vektorlar yo'nalishlari garama-garshi va

a,b\Xa,b\vaa,b,[a,b\ vektorlar uchliklari har xil orientatsiyaga ega

bo'ladi.Bundan esa [/1a,b\ va \a,b\ vektorlar garama qgarshi yo'nalishga

ega ekanligi kelib chigadi. Demak, [Ha.6] va vektorlar bir xil

yo'nalishga ega va uzunliklari tengdir.
3-xo0ssa isbotini keltiramiz.

a)a,b, va € komplanar
vektorlar, e,c,g ~ o°‘ng uchlik

bo‘lib, e,g vektorlar 1-tasdiq

shartlarini ganoatlantiruvchi vektorlar
bo‘lsa, ikkita vektor ko'paytmani
quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

[a,c]=pr-ac\g va
[b,c ]=pr- b c\g = 14-chizma.

Endi proeksiya xossasidan foydalanib,

[a+Db,c]= pre(a+b) g=pr ajlg +pr~b



tenglikni hosil gilamiz.
b) a,b, va ¢ komplanar vektorlar emas;

Bu holda [a+b,c\,[a,c][b,c\ vektorlaming barchasic

vektorga perpendikulyar bo'lganligi uchun ular komplanar oilani tashkil
etadi. Demak, ular chizigli bog'lanishli bo'ladi, ya’ni kamida bittasi

noldan fargli X, X 2,X }sonlari mavjud bo‘lib

A,[a +b,c ]+X2[a,c J + X\b,c J =0
tenglik o‘rinli bo'ladi.Bu tenglikdan

X \a +b,c ]=-42[a,c ]-4 3[#,c J

tenglikni hosil gilib, uning ikkala tomonini b ga skalyar ko‘paytiramiz
va

X,(@+b)cb=-X} acb
tenglikni hosil gilamiz. Yuqoridagi aralash ko'paytma haqidagi tasdiqqa
ko‘ra

{a+b)cbvaach
aralash ko'paytmalarning absolyut giymatlari mos ravishda V(a+b)cb >
V@) parallelipiped hajmlariga tengdir.
Bu parallelipipedlarning asoslari sifatida mos ravishda a +b’b
vaa,b, vektorlarga qurilgan parallelogrammlarni olsak, ulaming

balandligi tengligini ko'ramiz. Shuning uchun Vacb = S\h va

V{a+b)cb ~ $2h tengliklardan va ularning asoslari yuzalari ham

tengligidan bu hajmlaming tengligi kelib chigadi.

Endi (a+b)cb va acb aralash ko‘paytmalar bir xil ishoralarga



egabo‘lishi,a +b, ¢, b uchlik orientatsiyasi a ,c, b uchlik orientatsiyasi
bilan ustma-ust tushishidan kelib chigadi. Demak, (a +b)chb ach-
Bundan esa J1{ = —J/17 munosobatni hosil gilamiz. Xuddi shunday usul

bilan\ = —A3 tenglikni isbotlaymiz.
Demak,

tenglik o‘rinlidir.

4-xossaning ishboti a va b vektorlar parallel bo'lganda ular orasidagi
burchakning sinusi nolga tengligidan kelib chigadi.

8-8. Vektor va aralash ko‘paytmani koordinatalar orgali
ifodalash

O'ng uchlikni tashkil giluvchi ortonormal £, e2~e> bazis berilgan

bo‘lsa, a,b, va c vektorlarni
a =axex+aze2+ abveb,
b =bxe}+b2e2+ breb;
c=clel+ c2e2+c3e3

ko‘rinishda yozib, skalyar, vektor va aralash ko‘paytmalami hisoblaymiz.
Skalyar ko'paytma uchun

(ad)) = axo{+a2b2 + ab tenglik hosil bo'ladi.
Vektor ko‘paytmani hisoblashda



[ei’e2] ~es > e2\e 2,e2\=¢{
munosabatlarni hisobga olib

\ci,b J=(0263-cr362)e, +{athx-a xbr)er + (axh2-a 2bx)er

tenglikni hosil gilamiz.
Qulaylik uchun vektor ko‘paytmani koordinatalari orqali

f- r- Ja2a— a3 a,

a, m h-b bx b2

ko‘rinishda yozish gabul gilingan.
Bundan foydalanib aralash ko'paytma uchun

ax ci2 a3
ab c- bl b2 br
c, G G

formulani hosil gilamiz.

9-8. Tekislikda qutb koordinatalar sistemasi

Tekislikda kutb koordinatalar sistemasini kiritish uchun birorta O
nugtani va bu nuqtadan o‘tuvchi o‘gni tanlab olamiz. Tanlangan nuqgtani

qutb boshi, o‘gni esa qutb o‘qi deb ataymiz va uni bilan belgilaymiz.

Tekislikda berilgan ixtiyoriy 0 nuqtadan fargli M nuqta uchun p bilan
\O M\ masofani, (p bilan esa / o‘q bilan OM nur orasidagi burchakni
belgilaymiz. Bu kattaliklar M nuqtaning qutb koordinatalari deyiladi va

M(p,<p) ko'rinishda belgilanadi.
Tekislikning O nuqtadan fargli nuqgtalari bilan qutb koordinatalari

o ‘rtasidagi moslik o‘zaro bir giymatli bo‘lishi uchunp v&(p kattaliklar

uchun quyidagi chegara qo'yiladi: Q <p< +qq, 0< <» < 271.



Agar (x,y) Dekart koor-

dinatalar sistemasini 15-chizma-
dagidek kiritsak, quyidagi

X = pcos<p, y =psm(p
bog'lanishlarni olamiz.Berilgan M
nugtaning Dekart koordinatalari

ma’lum bo'lsa,uning qutb
koordinatalarini topish uchun

P=7x2+y2

formula bo‘yicha birinchi qutb

koordinatani topamiz.lkinchi qutb

koordinatani topish uchun M nuqtaning gaysi chorakda joylashganligini
bilishimiz kerak va

p=arctg- (p-arcctg-
X’ Yy

tengliklardan foydalanishimiz kerak.

10-8. Silindrik koordinatalar sistemasi

Fazoda silindrik koordinatalar
sistemasini kiritish uchun biz fazoda
bitta tekislikni va unga tegishli birorta
O nuqtani tanlashimiz kerak.
Tanlangan tekislikda O nuqtani qutb
boshi sifatida olib, bu tekislikda qutb
koordinatalarini kiritamiz. Berilgan
tekislikka perpendikulyar va 0

nuqtadan o‘tuvchi o‘qni OZ o‘qi
sifatida olib, fazoda silindrik
koordinatalar sistemasini quyidagicha
Kiritamiz:

fazoda berilgan M nuqtaning



tekislikdagi proyeksiyasini N bilan, uning OZ o'qdagi proeksiyasini M
bilan belgilaymiz. Silindrik koordinatalar sifatida (p,(p,z) kattaliklami
olamiz. Bu yerda (p,d) - N nuqtaning beriigan tekislikdagi qutb

koordinatalari, z esa OM' kesma Kattaligidir.
Agar biz fazoda O XY tekislik sifatida tanlangan tekislikni, OX
0°‘q sifatida qutb o‘gini olib dekart koordinatalar sistemasini Kiritsak
X = pcosq>, X =psincp ,z =z
bogManishlarni olamiz. Bu yerda p, (p o‘zgaruvchilar uchun

0<p<+o00, 0<(p<2x

munosabatlar o ‘rinlidir.

Fazoda silindrik koordinatalar sistemasini kiritganimizda fazo bitta
0‘gga ega bo'lgan ichma-ich joylashgan (konsentrik) silindrlarga ajraladi.
Fazoning har bir nugtasi bu silindrlarning fagat bittasiga tegishli bo'ladi.
Agar nugtaning silindrik koordinatalarip, (p,z bo‘lsa, bu ngta yotgan
silindming radiusi p gateng bo‘ladi. Agar nuqta silindrlar o ‘giga tegishli
bo‘lsa, u tegishli bo'lgan silindming radiusi nolga teng bo'ladi. Yuqoridagi
tanlangan dekart koordinatalar sistemasida silindrlarning o‘qi Oz o‘gidan
iboratdir. Bu dekart koordinatalar sistemasida konsentrik silindrlar
tenglamasi

X2+y2=p2

ko'rinishda bo'ladi.
I1-§8. Sferik koordinatalar sistemasi
Fazoda sferik koordinatalar sistemasini kiritish uchun O xyz -Dekart

koordinatalar sistemasi kiritilgan deb hisoblab, berilgan M nuqgta uchun
markazi koordinata boshida bo‘lgan va radiusi p = |O M| gateng bo‘lgan
sferani garaymiz. Berilgan M nuqtaning Oxy tekisligiga proeksiyasini
M' bilan, OM vektor va Oz o‘gi orasidagi burchakni®? bilan,
O M 'vektor va Qx o‘gi orasidagi burchakni LY bilan belgilaymiz.
28



Burchaklami aniglashda (p burchak shunday tanlanadiki, Qz o'gining

musbat yo‘nalishi tomonidan garaganimizda, O x o‘gqini O M ' nurbilan
ustma-ust tushirish uchun soat mili yo'nalishiga garshi yo‘nalishda (p
burchakka burish kerak. Yugorida aniglangan p, <p, y/ kattaliklar M
nugtaning sferik koordinatalari deyiladi. Bunga sabab, fazoning
koordinatalari /? = const tenglamani ganoatlantiruvchi nuqtalari

to'plami sferani tashkil giladi. Fazoning har bir nugtasi radiusi koordinata
boshidan shu nuqtagacha bo‘lgan masofaga teng bo'lgan sferada yotadi.
Nugtaning dekart koordinatalari bilan sferik koordinatalari orasidagi

bog'lanish quyidagicha bo‘ladi:

X = psmi[/co$<p, 0<>(p<2a

A
ly = psiYKpCOSIf/, - <yl< —

17-chizma.

Odatda fazo nuqtalari bilan ularning sferik koordinatalari orasidagi
moslik o'zaro bir giymatli bo‘lishi uchun

0O<p<co, §<(p<2>x, Ocy/-<>X

chegaralar qo'yiladi.
Fazoda sferik koordinatalar sistemasini kiritganimizda fazo markazi



bitta nugtada bo'lgan sferalarga ajraladi. Agar nuqtaning sferik
koordinatalari p, (p, (// bo‘lsa, u yotgan sferaning radiusi p ga teng
bo‘ladi. Bu masofa nuqtadan koordinatalar boshigacha bo‘lgan masofaga
tengdir. Nuqta p radiusli sferada yotgan bo‘lsa,

(p va y/ burchaklar uning sferadagi vaziyatini aniglaydi.

12-8. Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini almashtirish

Orientasiya: Bir vektordan ikkinchisiga gisqa burilish yo‘nalishi soat
strelkasi yo‘nalishiga garama-qgarshi bo'lsa, bu vektorlar o‘ng ikKkilik,
aks holda chap ikkilik tashkil giladi deyiladi. Bazis sifatida biror ikkilik

tanlansa, biz orientatsiya tanlab olingan deb hisoblaymiz. Bizga j/, ] j
va ortonormal bazislar berilgan bo'lsin. Bu bazislar yordamida

kiritilgan Dekart koordinatalar sistemasilarini mos ravishda O Xy va

O 'x'y' bilan belgilaylik. Nuqgtaning “eski” va “yangi” koordinatalari
orasidagi bog'lanishni topamiz. “Yangi” koordinatalar sistemasi
markazining “eski” koordinata sistemasidagi koordinatalarini (a, b) bilan

belgilaylik.

Tekislikda M nuqta berilgan bo‘lib,uning Oxy va O 'x'y

sistemalardagi koordinatalari mos ravishda (x,y) va{x',y") juftliklardan

iborat bo'lsin.



Biz quyidagi tengliklarga ega
boMamiz:

OM =xi+yj, O'M =x'i"+y’j".

O0'=ai+bj

Har bir vektorni j/,/] bazis

orqgali ifodalash mumkinligi uchun
19-chizma.

i'— + M2j-
j*~a2\i+a2ll (1)
munosabatlarni hosil gilamiz. Bu ifodalarni
OM =00'+O0O'M >OM =xi +yj
tengliklarga qo‘yib
Xi+yj =ai+bj+ci\\x'i+a[2x"'j +a2\y'i+ a22y'j
tenglikni hosil gilamiz.
Bazis vektorlari j i,j j chizigli erkli oilani tashkil etganligi uchun
yugoridagi munosabatdan
X =aux'+a2y'+a
y =a2\x'+a22y'+b (2)
formulalami olamiz. Endi ay koeffitsientlarni topish uchun ikkita holni
garaymiz.
Birinchi hoi: j i,j j va | i\ f ] bazislar bir xil orientatsiyaga ega.

Bu holda agar (p bilan i va i vektorlar orasidagi burchakni belgilasak, j

vaj' vektorlar orasidagi burchak ham (p ga teng bo‘ladi. Yuqoridagi

(1) tengliklarning har ikkalasini/ vaj vektorlarga skalyar ko‘paytirib,



an =cos™ ,an =sin™ ad =-sin#?, a-2 = cos#?
formulalarni olamiz. Agar {/,7} va j bazislar har xil
orientatsiyaga ega bo‘lsa, j va /' vektorlar orasidagi burchak 1U—<p
ga teng bo'ladi. Bu holda (1) tengliklarning har birini ( vaj vektorlarga
skalyar ko'paytirib an = C0S<p ,an = sin$>, a2 =sin#>,

Ci22 =—°s(p formulalarni hosil gilamiz. Bu formulalarni (2)
formulalarga go‘yib, mos ravishda quyidagi ikkita formulalarni olamiz:

X = x'cosep- y'sin(p+a

y = Xx'sin<p+ y'cos<p +b (3)
Bu holda o‘tish determinanti uchun

tenglik o'rinli.

Ikkinchi holda bazislaming orientatsiyalari har xil va koordinatalarni
almashtirish formulalari

jx =x'cos<p +y'sin<p +a
\y =x'sm<p-y'coscp +b

ko‘rinishda bo'ladi. ~
Bu holda o ‘tish determinanti uchun J /'

tenglik o‘rinli bo'ladi. Demak, koordinatalar
sistemesini almashtirganimizda o ‘tish matritsasi-
ning determinanti musbat bo‘lsa, oriyentatsiya
o'zgarmaydi. Agar o‘tish matritsasining
determinanti manfiy bo‘lsa, oriyentatsiya qarama-
garshi oriyentatsiyaga 0 ‘zgaradi.



13-8. Birinchi bob bo‘yicha oralig nazorat uchun topshiriglar
namunalari

Variant Ne 1

1. a(a + b)= aa + ab tenglikni isbotlang.
2. Berilgan a -2i-j +3k, b=i-3j+2k , c=3/+2]- 4k

vektorlar uchun (x,a)=—5. (x,b)= —11, (x,c)= 20 shartlarni

ganoatlantiruvchi x vektorni toping.
3. Uchburchakning A (-1;-2;4) ,Bf~4;-2;0J va C(3;=2;1)
uchlari berilgan. Uning B uchidagi burchagini toping.

Variant Ne 2
1. (a +/.i)a=aa +[na tenglikni isbotlang.
2. Uchburchakning A(3:2;-3) ,B(5;\;-\) va C(I;=2;1)
uchlari berilgan. A uchining tashqi burchagini toping.
3. Berilgan a=2i 5 +3k , b =i-3j +2k , ¢ —3i +2j - 4k

vektorlarga qurilgan parallelipiped hajmini toping.

Variant Ne 3
1 @+b,c)=(a,c)+(b,c) tenglikni isbotlang.
2. Berilgan a=ai—3j+2k b=i+2j—ak vektorlar

perpendikulyar bo‘lishi uchunn a ning giymati gqanday bo'lishi kerak.

- A
3. Berilgan a va b vektorlar orasidagi (p burchak — gatengligiva

\a\-43 ,|b]=1 ekanligi ma’lum bo‘lsa, p-a +b va gq=a-b

vektorlarga qurilgan parallelogram yuzasi topilsin.



Variant Ne 4
1 [Jla, b]=\a,JIb]= n[a, b] tenglikni isbotlang.
2. Uchburchakning A (-1;-2;4) ,B(-4;-2;0j va C(3;—2;|)
uchlari berilgan. Uning B uchidagi tashgi burchagini toping.
3. 0 ‘ng uchlik tushunchasini keltiring.

Variant Ne 5
1. Ikkita nokollinear vektorlaming chizigli erkli ekanligini isbotlang.

. n
2 Berilgan a va b vektorlar orasidagi (D burchak 3 ga tengligi va

jo j—n/3 ,|i j= lekanligi ma’lum bo'lsa, p-a +b va g=a-b

vektorlar orasidagi burchak topilsin.
3. Chap uchlik tushunchasini keltiring

Variant Ne 6
1. Uchta nokollinear vektorlaming chizigli erkli ekanligini isbotlang.

2- a=i-3j+k, b=2i~j +3k vektorlarga qurilgan
parallelogramm yuzini toping.
3. Vektor ko‘paytmaning ta’rifini keltiring.

Variant Ne 7
1. Bazis va koordinatalar. Dekart koordinatalar sistemasi.

2. Berilgan a - {1,0},d = {1 ,1} vektorlar orgali ¢ = {- 1,0}

vektorni chizigli ifodalang.
3. Aralash ko'paytmani aniglang.

Variant Ne 8
1. Skalyar ko'paytmaning dekart koordinatalardagi ifodasini keltirib
chigaring.
2. Uchburchakning A(b;b;-\) , B(2;b;Db) C(-3;5;4)
uchlari berilgan. Uchburchakning yuzi hisoblansin.



3. Berilgan a ={2,-1,b}, b={l, 4,2} vektorlarning vecto

ko‘paytmasini toping.

Variant Ne 9
1.Vektor ko‘paytmaning dekart koordinatalardagi ifodasini keltirib
chigaring.

2. Fazoda M (—5;7;—6) va N{J—9\9) nugtalar berilgan.

Berilgan @ = {l;—3;1} vektoming MN vektor yo'nalishdagi o‘qga
proeksiyasini toping.
3. Berilgana = {2,- 1,3}, b = {I,4,2) vektorlarning kollinear
boMish yoki bo‘Imasligini aniglang.
Variant Ne 10

1. Aralash ko'paytmaning dekart koordinatalardagi ifodasini keltirib
chigaring.

2. Uchlari A(2;-1;1), 5(5;5;4) ,C (3;2;-1) ,Z2)(4:;1;3)
nuqgtalarda bo'lgan tetraedr hajmi hisoblansin.

3. Berilgan a = {2,-1,3}, b= {1,4,2},c = {3,1,- I} vektorlarning
komplanar bo‘lish yoki bolmasligini aniglang.

Variant Ne 11
1.Skalyar ko'paytmaning xossalarini keltiring.

A

2. Berilgan a va b vektorlar orasidagi Ne burchak 0

ga tengligi va

la]=n/3 ,jS|=lekanligi ma’lum bo‘lsa,p =a+b vzqg =a-b
vektorlari orasidagi burchak topilsin.

3. Berilgan o={2,-1,3}, b={1,4,2},c={3,1,-1} vektorlarga
qurilgan parallellopipedning hajmini toping.

Variant No 12
I.To‘gri chizigda koordinatalar sistemasini Kiriting.



2. Berilgana=ai- 3j+2k b=i+2j-ak vekto

perpendikulyar bo‘lishi uchunn (X ning giymati ganday bo‘lishi kerak .

3. Berilgan ci= {2,- 13}, b= {1,4,2},c = {3,1,—I} vektorlami
o‘ng yoki chap uchlik hosil gilshini aniglang.

Variant Ne 13

1.Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini Kiriting.

2. Uchlari 42:-1;1). S(5;5;4), C(3;2;-1), 2)(4;I;3) nugtalarda
bo'lgan tetraedr balandligi hisoblansin.

3. Berilgan a = {2,-1,3}, b= {l,4,2},c = {3,1,- I} vektorlaming
bir tekislikka parallel bo‘lishi yoki bo‘Imasligini aniglang.



Il BOB

TO‘G‘RI CHIZIQLAR VA TEKISLIKLAR
I-§. Tekislikda to‘g‘ri chiziglar

1. To‘g‘ri chizigning umumiy
tenglamasi ‘L

Tekislikda OXy Dekart

koordinatalar sistemasi — j
kiritilgan bo‘lsin.  Agar | _J

tekislikda biror | to‘g‘ri chiziq Mo(xo,y0) M (xy)
berilgan bo‘lsa, unda yotgan

nuqtalar koordinatalari birinchi 21l-chizma.

darajali Ax +By+C =0

tenglamani ganoatlantirishini ko‘rsatamiz. Tekislikda yangi O'Xx'y'
koordinatalar sistemasini shunday kiritamizki | to‘g‘n chiziq absissa
o‘gi bilan ustma-ust tushsin. Yangi O'x'y koordinatalar sistemasida™1
to‘g‘ri chizigdagi nuqtalarning koordinatalariy’= 0 tenglamani
ganoatlantiradi. Biz OX'y' koordinatalar sistemasidan eski OXy

koordinatalar sistemasiga o ‘tsak yuqoridagi tenglama Ax +By +C = 0
ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bu yerda koeffitsientlar quyidagi munosabatni

ganoatlantiradi: A 2+B2>0
Teskari masala qo‘yamiz, ya’ni berilgan tenglamaga

Ax +By +C =0 ko‘rato‘g‘ri chizigni aniglaymiz.
Koordinatalari*x + i~ + C = 0 tenglamani ganoatlantiruvchi
M (x0y 0) nugtani olamiz. Agar P bilan m (xqgy 0) nuqtadan o‘tuvchi

van = {A,B] vektorga perpendikulyar to‘g‘ri chizigni belgilasak,

M (x,y) nuqgta £ to‘g‘ri chizigqga tegishli bo‘lishi uchun M OM vektor



n = {A, B} vektorga ortogonal bo‘lishi zarur va yetarlidir. Ortogonallik

shartini skalyar ko‘paytma orqali yozsak
Ax +By +C —O0, (@)

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama to‘g‘ri chizigning umumiy
tenglamasi deyiladi. Agar (1) tenglamada A = 0 bo‘lsa, (1) tenglama
Ox o'giga parallel to‘g‘ri chizigni, B =0 va C - 0 bo‘lgan hollarda

mos ravishda Oy o'giga parallel va koordinata boshidan o'tuvchi to‘g‘ri
chiziglarni olamiz.

Bizga berilgan (1) tenglamaning hamma koeffitsientlari noldan fargli
bo'lsa, tenglamani

@)
A B

ko‘rinishda yozib va a = - belgilashlar kiritib, uni

Y ©)

ko‘rinishga keltiramiz. Bu tenglama
to‘g‘ri chizigning kesmalardagi
tenglamasi deyiladi. Bu holda to‘g‘ri
b chiziq koordinata boshidan o ‘tmaydi
va koordinata o‘qlaridan kattaliklari

mos ravishda a va b larga teng
bo‘lgan kesmalarni ajratadi. Bu
x  tenglama to‘g‘ri chizigni chizish
uchun qulaydir.
22-chiznia.



2-8. To‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi

To‘g‘ri chizigga parallel har ganday vektor to‘g‘ri chizigning
yo‘naltiruvchi vektori deyiladi. Agar to‘g‘ri chizigning bitta nuqtasi va
yo‘naltiruvchi vektori berilgan bo‘lsa,uning tenglamasini tuzish masalasini

garaylik. Agar a = {l,m} yo‘naltiruvchi vektor bo‘lib, M (xqg,}>q)

nugta to ‘g ‘ri chizigqga tegishli bo‘lsa, to‘g‘ri chizigning har bir M {x,y)

nugtasi uchun M OM vektor a = {i,m} vektorga kollinear bo‘lishi
kerak. Kollinearlik shartini yozsak, quyidagi tenglamani olamiz:
X—Xn Y~Yo
I m
Bu tenglama to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi deyiladi.
Yugoridagi (4) tenglamaning o‘ng va chap tomonlarini? bilan
belgilasak quyidagi parametrik tenglamalarni olamiz:
x=xq+&, y=yo+mt
Agar abssissa o0‘giga parallel bo‘lmagan L to‘g‘ri chizig OX o‘gini
A nugtada kesib o‘tsa,abssissa o‘qi bilan to ‘g‘ri chiziq orasidagi burchakni
(p bilan belgilaymiz. Burchak (p yagona ravishda tanlanishi uchun
to‘g‘ri chizigning birorta yo'naltiruvchi
a = {i,m\ vektorini tanlab burchakni

OX o‘gidan yo‘naltiruvchi vektorga soat
mili yo‘nalishiga garshi yo‘nalishda
hisoblaymiz. Bu burchakning

tangensini K bilan belgilasak
in
k
tenglikni hosil qgilamiz. To‘g‘ri
chizigning birorta M (x$,y8§)

nuqtasini bilsak, uning tenglamasini



Y-¥Y0 = k(x ~ x0) (5)
ko'rinishda yoza olamiz. To‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni hisoblash

formulalarini keltirib chigaramiz. Agar L\ va /,? to‘g‘ri chiziglar
Axx + B\y + Cj =0 va AyX+ B2Y 4C2 ~ 0
tenglamalar bilan berilgan bo'lsa, ular orasidagi burchak ularning

Ww={4,~}, M2 ={A2,B2} normal vektorlari orasidagi burcliakka

tengdir. Vektorlar orasidagi burchak bizga ma’lum bo'lgan

AnAn 4' B
cos(p- 1 10
Af +B? -\\JA2 + B\ (6)

formula bilan hisoblanadi. Agar Zj va Zo to'g'ri chiziglar mos ravishda

X-jc, _y-yX X-X2 y-y2
£X mx va 12 m2 A
tenglamalar bilan berilgan bo'lsa, bu to'g'ri chiziglar orasidagi burchak,

ularning yo'naltiruvchi ax={(txmx} va a2={12,m2} vektorlari

orasidagi burchakka tengdir. Bu holda ham to'g'ri chiziglar orasidagi
burchak skalyar ko'paytma yordamida

cos - —

formula bilan hisoblanadi. To'g'ri chiziglarning parallel yoki
perpendikulyar bo'lishi mos ravishda ularning normal vektorlari (agar
ular (5) tenglamalar bilan berilgan bo'lsa) yoki yo'naltiruvchi
vektorlarning (agar ular (7) tenglamalar bilan berilgan bo'lsa) parallel
yoki perpendikulyar bo'lishiga ekvivalentdir. Shuning uchun

4 -=n~- va AiAi +B,B2=0
A2 B2
tengliklar to'g'ri chiziglarning parallellik va perpendikulyarlik shartlaridir.
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Mustaqil ish — 1. Agarto‘g‘ri chiziglar (7) tenglamalar bilan berilgan
bo‘lsa, ularning parallel yoki perpendikulyar bo‘lishi shartlarini yozing.

To‘g‘ri chiziglar mos ravishda

y = kxX + bYvay - k2x + b2 9)
tenglamalar bilan berilgan boisa, ularning absissa o‘qi bilan hosil gilgan

burchaklarini O\va Ot2 bilan belgilasak, to‘g‘ri chiziglar orasidagi
burchak (p uchun

(p-a2-a,
tenglik o‘rinli boiadi. Bu tenglikdan

tg(p = tglaz- af)=192¢-793) = h K @
l+tgaltga2 1+ kX2

formula orqali

k2 ~k\
tg(p
+ KXK2

munosabatni hosil gilamiz.

Mustaqil ish-2. To‘g‘ri chiziglar (9) tenglamalar bilan berilgan boisa,
ular uchun paralellik va perpendikulyarlik shartlarini yozing.

3-8. Nuqgtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa
Bizga £ to‘g‘ri chiziq berilgan boisa, koordinata boshidan oluvchi
va | to‘g‘ri chizigga pegendikulyar to‘g‘ri chizigni L bilan, ularning

kesishish nugtasini M q bilan belgilaymiz. Agar n bilan L to‘g‘ri
chizigning birlik yo‘naltiruvchi vektorini belgilasak, un

« = {cos 6"sin
ko‘rinishga ega boiadi.



uchun OM vektoming L to‘g‘ri chiziqgga proeksiyasi OMn

vektoming uzunligiga teng bo‘lishi zarur va yetarlidir. Agar OMg
vektoming uzunligini p bilan belgilasak,

pr-OM =p

tenglikni hosil gilamiz. Proeksiyani skalyar ko‘paytma orqali ifodalash
natijasida biz

xcosO +ysmd - p =0

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama to‘g‘ri chizigning normal
tenglamasi deyiladi.

Agar M (x,y) nuqta tekislikning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsa, Nq bilan

M (X,y) nugtaning L to‘g‘ri chizigdagi proeksiyasini belgilasak,

M gN g kesma kattaligi uchun quyidagi M gNg=0ONg—O M g =

=ONg-~ p tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda ONO=pr-OM
bo‘lganligi uchun

M ON O =xcos0 + jysin# - P
formula M gN gkattalikni hisoblash imkonini

beradi. Bu kattalik M (x,y) nuqtaning/ to‘g‘ri
chizigdan chetlashishi deyiladi. Chetlashishning

absolyut giymati M {x,y) nuqtadan/ to‘g‘ri

M chizigga bo‘lgan masofaga tengdir. Demak,
nuqtadan to‘g‘ri
chiziggacha bo'lgan

X masofani hisoblash uchun
to‘g‘ri chizig tenglamasini



normal ko‘rinishga keltirish keyin esa nuqta koordinatalarini normal
tenglamaning chap tomonidagi o‘zgaruvchilar o‘miga go'yish yetarlidir.

To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasini normal ko‘rinishga keltirish
uchun uning ikkala tarafmi

1
A2+ B2

ifodaga ko‘paytirish zarur bo‘ladi. Buyerda tC = —p tenglik bajarilishi

kerak. Shuning uchun t ifodaning ishorasi C n*nS ishorasiga garama-
garshi bo‘lishi lozimdir.

4-§. Fazoda tekislik va to‘g‘ri chiziq tenglamalari
4. 1 Tekislikning umumiy tenglamasi

Fazoda Dekart koordinatalar sistemasi kiritilgan vaunda a  tekislik
berilgan bo‘lsin. Bu tekislikka tegishli nuqgtalar koordinatalari birinchi
darajali chizigli tenglamani qganoatlantirishini ko‘rsatamiz. Tekislikka

tegishli M 0(x0,y0,z0) nuqtani olib, a tekislikka perpendikulyar
birorta vektorni n bilan

belgilasak, M (x,y,z) nuqgta a

tekislikka tegishli bo‘lishi uchun

M gM vektorning n vektorga

perpendikulyar bo‘lishiga teng

kuchlidir. Demak, M(Xx,y,2)

nuqtaning koordinatalari
A(x-x0)+B(y-y0)+C(z-120)=0

tenglamani ganoatlantirishi kerak. Agar D=-Ax{ By0-Cz(belgilashni
Kiritsak,



Teskari masala qo'yamiz: Ax + By + Cz + D = 0 tenglamaberilgan

bo‘lsa, koordinatalari berilgan tenglamani ganoatlantiruvchi nugqtalar
to‘plami tekislikni hosil qilishini ko‘rsatamiz. Koordinatalari berilgan

tenglamani ganoatlantiruvchi birorta :0,y 0,Z20J nugtani olib,

={A,B,C} vektorga

perpendikulyar tekislikni a bilan belgilasak, bu tekislikdagi nugtalarning
koordinatalari berilgan tenglamani ganoatlantirishini ko‘ramiz. Va
aksincha, koordinatalari berilgan tenglamani ganoatlantiruvchi

nuqtalarning har biri a tekislikka tegishlidir.

4.2 Berilgan uchta nuqtadan o ‘tuvchi tekislik tenglamasi
Fazoda bir to‘g‘ri chizigda yotmaydigan (x(,yt,2{),

W (x2yY2922), M 3(x3,y3,Z3)
nuqtalar berilgan bo‘lsa,ulardan o‘tuvchi<2 tekislik tenglamasini
tuzaylik. Fazoning M {x,y,z) nuqgtasi a tekislikka tegishli bo-lishi

MtM, M\M2 MMM %ektoriar-
larning komplanar bo‘lishiga teng
kuchlidir. Bu vektorlaming
aralash ko‘paytmasi nolga teng
bo'lishini koordinatalar org”li
yozsak

X ~ Y-Yi z-7j
Xx2-X,y2-ylz2-z, =0

Xb-XX Yr-Y xzj-zj



4.3 Berilgan nuqtadan o ‘tuvchi va ikki vektorga parallel tekislik
tenglamasi

Bizga fazoda M q(xq,y Q,Z0) nuqta vanokollineara,” vektorlar
berilgan boisin. Berilgan nugtadan o ‘tuvchi vaa, b vektorlarga parallel
d tekislik tenglamasini tuzaylik. Bu holda M (x,y,Z) nuqtacc
tekislikka tegishli bo‘lishi uchun M gM ,a, b vektorlarning komplanar
bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Agar a =[a{,a2,a3},b ={bt,b2,b3} bo'lsa”aralash ko‘paytmani

koordinatalar orqgali yozsak

Y~Yo z~120
i, az2 03

b\ b2 b3

tenglamani hosil gilamiz.

27-chizma.
4. 4 1Kkki tekislikning o‘zaro vaziyati
Bizga dekart koordinatalari kiritilgan fazoda a vaft ikkita tekisliklar

mos ravishda quyidagi tenglamalar bilan berilgan bo‘Isin:

a:A x+5>+Clz+ [ =0, /?: AX+B2y+C22+D2=0.

Bu tekisliklar orasidagi burchak ularning normal vektorlari orasidagi

burchakka tengdir. Ularning w, ={Al,BI,CI] va n2={A2,B2,C2}
normal vektorlari orasidagi burchakning kosinusini



formula bo‘yicha hisoblashni a
bilamiz. Tekisliklarning parallellik
sharti ularning mormal vektorlari
paralleliigiga teng kuchlidir.
Shuning uchun bu shart

a2 b2 c2

ko'rinishda yoziladi. Tekislik- M
larning perpendikulyarlik sharti
ularning normal vektorlari
perpendikulyarligiga teng kuchli va

AjAy + B"B-, + C|C7 —0
ko‘rinishda yoziladi.

28-chizma.

5-8. Nugtadan tekislikkacha bo‘lgan masofani hisoblash

Fazoda a tekislik berilgan bo'lsa, koordinata boshidan bu tekislikka
perpendikulyar £to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz va bu to ‘g‘ri chizigning, tekislik

bilan kesishish nugtasini M 0 bilan belgilaymiz. To‘g‘ri chizigning ()Mo

vektorga parallel yo'naltiruvchi birlik® vektorini

ko'rinishda yozishimiz mumkin. Buyerda € vektoming koordinata o‘qglari

bilan hosil gilgan burchaklari mos ravishda cc,/3,y harflari bilan

belgilangan. Agar M Onuqta koordinata boshi bilan ustma-ust tushsa, e



vektor sifatida £ to‘g‘ri chizigga parallel ixtiyoriy vektorni olish mumkin.
Bu vektoming tanlanishi £ to‘g‘ri chizigda yo‘nalishni aniglaydi va
£to‘g‘ri chizig o‘qqa aylanadi. Fazoning M (X,Yy,z) nugtasior tekislikka

tegishli bo‘lishiuchun OM vektoming { o‘gqga proeksiyasi OM o vektor
uzunligiga teng bo'lishi lozimdir. Demak,

pr-OM =p
tenglik o'rinli bo‘ladi. Bu yerda p - koordinata boshidan a tekislikkacha
bo'lgan masofa). Bu tenglikda e vektoming birlik vektor ekanligini
hisobga olib, tenglikni

prOM =(e,Om)

ko‘rinishda yozamiz. Skalyar ko‘paytmani koordinatalar orqgali
ifodalasak,yuqoridagi tenglik

xcosa +ycos/3+zcosy-p =0
ko‘rinishga keladi. Bu tenglama tekislikning normal tenglamasi deyiladi.

Bu tenglama yordamida berilgan M (x0,v0,z0) nuqtadan a
tekislikkacha bo‘lgan masofani hisoblash mumkin. Berilgan

M{x0,y0,z0)nuqtadan a tekislikkacha bo‘lgan masofanid bilan,
M {x0,y0,z0) nuqtaning £o‘gdagi proeksiyasini N bilan belgilasak,

yo'nalishga ega bo‘lgan M ON kesmaning kattaligi Al(x0,y0,z0)

nugtaning a tekislikdan chetlanishi deyiladi. Bu chetlashishni $ bilan
belgilasak

8§=MaN =ON- OMO
tenglik o‘rinli bo'ladi. Bu yerda p = O M Otenglikni hisobga olsak
8=0ON-p

tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikda O M vektorning ON proyeksiyasini
skalyar ko‘paytma orqgali yozsak,



8 - xOcosa + ycos/?+ z0cosy - p

formulani olamiz. Bundan esa d uchun

j _JAX0+By* +™N-0+D
| n/n2+B2+CT

formulani topamiz.

Biz oldingi paragraflarda tekislikda nuqtadan to‘g‘ri chiziggacha
masofa formulasini ham keltirgan edik. To'g‘ri chiziqg va tekislik
tenglamalarini vektor ko'rinishda yozib, biz ikkita formulani bitta for-
mula ko‘rinishida yozishimiz ham mumkin. Hagigatan tekislikning

(to‘g‘ri chizigning) normal vektorini n = \A.B,C\ (to‘g‘ri chizig uchun

n = {A-#}) ko‘rinishda ,tekislikka tegishli (to‘g‘ri chiziqqa tegishli) nuqta

radius vektorini rObilan belgilasak, tekislik (to‘g‘ri chiziq) tenglamasini
(r-r,,,n)=0

ko'rinishda yozishimiz mumkin. Radius —vektori r, bo‘lgan

M (x0,y0,z0) nuqtadan tekislikkacha (to‘g‘ri chiziggacha) bo‘lgan
masofa skalyar ko‘paytmaning moduliga tengdir:

6-8. Fazoda to‘g‘ri chizig tenglamalari
Dekart koordinatalar sistemasi kiritilgan fazoda bizga (to‘g‘ri chiziq
berilgan bolsa, a ={c},a7,a,} vektorf to‘g‘ri chiziqqa parallel

vektorlardan bittasi bo‘Ilsin, M (x0.v0.z0) esa to‘g‘ri chizigga tegishli



birorta nuqta bo‘lsin. Berilgan M (x0,.y0,z0) nuqtaning radius-
Vektorini r0 bilan belgilasak, fazoda radius-vektori ~ bo'lgan M {x,y,z)

nuqtaning to‘g‘ri chiziqga tegishli bo‘lishi r-r0 va a = {dA,a2,a3}
vektorlarning parallelligiga teng kuchlidir. Bu shartni
r =r0 +at )
ko‘rinishda yozib,to‘g‘ri chizigning vektor ko‘rinishdagi tenglamasini
olamiz. Bu yerda/ parametr -oodan oogacha o‘zgarganda r vektor
oxiri | to‘g‘ri chiziq nuqtalarini hosil giladi. Yuqgoridagi tenglamani
koordinatalar orgali yozsak
x=x0+a,f ,y=y0+az2t ,z=z0+adt

tengliklarni hosil gilamiz. Bu tenglamalar to‘g‘ri chizigning parametrik
tenglamalari deyiladi. Agar bu tenglamalardant ni yo‘qotsak

Y-Yo z-~1z0
ax a2 a3

(2)

tenglama kelib chigadi. Bu tenglama/? to‘g‘ri chizigning kanonik
tenglamasi deyiladi.

6.1 Ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi
Fazoda radius-vektorlari mos ravishda r,,r7 bo‘lgan M, (x,,v, )
va M 2(xi,y2,22) nugqtalar berilgan bo‘lsa, bu nugtalardan o‘tgan £
to‘g‘ri chiziq uchun r,- 7,vektor yo'naltiruvchi vektor bo‘ladi.
Yuqoridagi (1) tenglamadagi vektor o‘miga r2—r[vektorni qo‘ysak,

M 0(x0,y0,z0) nuqta sifatida M }(x,, , z,) nuqtani olsakf to‘g‘ri
chizigning vektor ko‘rinishdagi parametrik tenglamasini



ko‘rinishda yozish mumkin. Agar (3) tenglamada/ parametrni yo'qotib,
uni koordinatflar orqali yozsak f to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasini

X ~*i Y-Yi z-zl

*2 %% Y2~Yyl 22**
ko'rinishda hosil gilamiz.

(4)

6.2 To‘g‘ri chiziq ikkita tekislikning umumiy gismidir
Bizga£ to‘g‘ri chiziq kanonik

X-x0=y-y0_12z-2z0
ax a2 a,

tenglama yordamida berilgan bo'lsin. Bu tenglamadan quyidagi ikkita
tenglamalami hosil gilamiz

Xx-x0 y-y0 y-y0*rz-z0
a, a2 ’ a2 a3 n
Bu tenglamalami
a2(x- x0)- a, (y - )=0,a?(y-y0)-a2(z-z0)=0
ko‘rinishda yozsak £ to‘g‘ri chiziq
a2(x-x0)-a\(y-y0)=0 va a3(y-y0)-a2(z-z0)=0
tenglamalar bilan aniglanuvchi tekisliklarning kesishishidan iborat
bo‘lishini ko'ramiz. Agar bizga ikkita a vap tekisliklar
A x+5"+C,z+D, =0 vaA X +B2y +C22+D2=0
tenglamalar bilan berilib
y 4, C "
"A2 B2 C2;

matritsaning rangi 2ga teng bo‘lsa,ular parallel bo'lImaydi va birorta £
to ‘g ri chiziq bo‘ylab kesishadi. Bu to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasini



tuzish uchun uning birorta nuqtasini va bitta yo‘naltiruvchi vektorini
bilishimiz yetarli. Biz koordinatalari

A{x+Bxy +Cx +Dx- 0

A2xX+B2y +C22+D2=0
sistemani ganoatlantiruviM 0(x0,y0,z0) nugtani topib, to‘g‘ri
chizigning yo'naltiruvchi vektori sifatida nx= {AXBXCX va

n2 ={A2,B2,C2} vektorlaming vektor ko‘paytmasini olamiz,chunki

bu vektor ko‘paytma £ to‘g‘ri chizigqa paralleldir.

7-8. Fazoda nuqgtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofani
hisoblash

Bizga fazoda £ to‘g‘ri chizig va unga tegishli bo'Imagan

M X(X,,Y,,zX) nuqta berilgan bo'lsin. Biz bilamizki to‘g‘ri chiziq va
unga tegishli bo‘lmagan nuqta orqgali bitta tekislik o‘tkazish mumkin.
Tekislikda nuqtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofani hisoblashni
oldingi paragraflarda o‘igangan edik. Buning uchun biz to‘g‘ri chizigning
tekislikdagi tenglamasini va nuqtaning tekislikdagi koordinatalarini
bilishimiz kerak. Lekin bu ish har doim qulay bolmaganlini uchun biz

bevosita £ to‘g‘ri chizigning

r =r0+at
tenglamasidan foydalanmogchimiz. Bizga to*‘g‘ri chizigning
Mo(xo,,y0,20)nuqtasi va uning yo'naltiruvchi a vektori ma’lum.
Agar N nuqta £ to‘g‘ri chizigga tegishli bo‘lib, MXx(x,,yxzX va
N nuqtalardan o'tuvchi to‘g‘ri chizig™ to‘g‘ri chizigga perpendikulyar
bo‘lsa, M, (x,,y,,z,) va N nuqtalar orasidagi masofaM, (x,,yX,zZX)

nuqtadan £ to‘g‘ri chizigqacha bo'lgan masofadir. Biz N M Xvektorni



ko'rinishda yoza olamiz. Buyerda cl = INM{|,e esa NM Xvektor bilan

bir xil yo‘nalishga ega bo'lgan birlik vektordir. Xuddi shunday * vektomi
a= ae,
ko‘rinishda yozib, NM Xva a vektorlaming vektor ko‘paytmasi uchun

7VM,a]l=da e5e2]
tenglikni olamiz. Bu tenglikdan

NM, a

a

formulani hosil gilamiz. Lekin bu formulada N nuqta koordinatalari
noma’lum bo‘lganligi uchun biz undan bevosita foydalana olmaymiz.

Lekin chizmadan ko‘rinib turibdiki, biz NM, vektorni



NM, =r, ~(r0+atx)
ko'rinishda yoza olamiz. Bu yerda ” -parametming N nugtaga mos

keluvchi giymatidir. Endi bu ifodani yuqoridagi formulaga go‘yib, ati,a
vektorlaming vektor ko‘paytmasi nol vektor ekanligini hisobga olib,

fo- oA
a

formulani yozamiz. Bu formulani koordinatalar orqgali yozsak, u

2 ) 2

Y\ Yo z\ zo0 *1  *0 z\ zo0 TrR K+r o
J + +

a2 ci3 ax a. a} az2

ko'rinishga keladi.

8-8. To‘g‘ri chiziglarning o‘zaro vaziyati

Bizga ikkitat x, 1 2 to‘g‘ri chiziglar mos ravishda

X~Xi _Y~WN _ z~zi X-X2_y-y2 z2-22
ai ci2 A3 bx 2

kanonik tenglamalar yordamida berilgan bo‘Ilsin. Bu tenglamalami vektor
ko‘rinishda yozsak ular

r-r +at var=r2+as
ko'rinishlarga keladi.
ParallelHk. Bu to‘g‘ri chiziglar bir tekislikda yotib, kesishmasa ular

parallel to‘g‘ri chiziglar deyiladi. Agarbiz uchta r2- r, = M {M 2,a va



b vektorlaming bir tekislikda yotishi shartini yozsak

Q~*l ¥Y2-Y1 722~17l
a, a. =0
bx b2 b}

tenglikni hosil gilamiz. To‘g‘ri chiziglar parallel bo'Imaganligi uchun a
va b vektorlar o‘zaro kollinear emas.

Ayqgash tog Ti chiziglar. To‘gri chiziglar bir tekislikda yotmasa ular
ayqash to‘g‘ri chiziglar deyiladi. Bu holda r2~r{=MIM 2,a va

b vektorlar komplanar bo‘lmaganligi uchun

*2-* Y2 -Yi1 72~2\
az2 ab

K
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Agar to‘g‘ri chiziglar kesishsa r2-rx- M {M 2,a va b vektorlar

komplanar bo'ladi, a va b vektorlar esa kollinear emas.

9-8. Ikkita ayqash to‘g‘ri chiziglar orasidagi masofa
Biz ikkita

r=r,+at var =r2+bs

tenglamalar bilan berilgant x, 12 ayqash to‘g‘ri  chiziglar orsadagi

masofani hisoblash formulasini keltirib chigarmoqchimiz. Ikkita
to‘g‘ri chiziglar orasidagi masofa
d=infd(A,B),Ae £{{Bei2

formula bo'yicha aniglanadi. Bu yerda d(A,B)- AvaBnuqtalar



orasidagi masofadir. Agar to‘g‘ri chiziglar kesishsa ular orasidagi masofa

nolga teng bo'ladi. Parallel ~ ,/ 2to‘g‘ri chiziglar orasidagi masofani

hisoblash uchun bitta A e £} nuqtani olib undan £2 to‘g‘ri chiziggacha
bo‘lgan masofani hisoblash yetarlidir. To‘g‘ri chiziglar aygash bo‘lgan

holda biz awalo mos ravishda *,.,/2to‘g‘ri chiziglarga tegishli bo'lgan
AQ va BO nuqtalar mavjud bo'lib, bu nuqtalardan o'tuvchi to‘g‘ri
chizigning £,, 12to‘g‘ri chiziglarga pedendikulyar ekanligini ko'rsatamiz.
Buning uchun biz AOBO vektorni

AOBO =(r2+bs0)-(/", +at0)

ko'rinishdayozib, uning a va b vektorlarga pedendikulyarlik shartlarini
yozamiz. Bu shartlarni skalyar ko‘paytma orqali yozsak,ular

ko‘rinishga keladi. Bu tengliklar s0,t0 noma’lumlarga nisbatan chizigli

tenglamalar sistemasidan iboratdir. Bu sistemaning asosiy determinanti g
noldan fargli, chunki

munosabat o‘rinlidir. Demak, (5) sistema yagona yechimga ega,ya’ni
(A0,BO0) juftlik yagonadir. Endi AOBO kesma uzunligi to‘g‘ri chiziglar
orasidagi masofaga tengligini ko‘rsatamiz. Buning uchun mos ravishda

£j,£2 to‘g‘ri chiziglarga tegishli va radius - vektorlari

rx+at , r2+bs

vektorlardan iborat A, B nugqtalar uchun



Nal2|4 A |
tengsizlikni isbotlaymiz.
Bu tengsizlikni isbotlash uchun vektorni

AB = (r2- r)+ (bs-at)= (r2- r, + bsO- atQ+ (5- V)b +(t-tQa
ko‘rinishda yozamiz. Bu ifodada
A Bo=ri~rt+bs0-at0
tenglik o‘rinli. Ikkita o‘zaro perpendikulyarp, q vektorlar uchun
- -, -2 -2
(p+09)- =p +q
tenglik o'rinlidir. Bu tenglik umumlashgan Pifagor teoremasi deyiladi.
Bu tenglikni

p=A0B0, g=(s-s0jb+(t-t0)a
vektorlar uchun yozsak,

AB' =(r2- r, +bsO-at0xr+ [(5-s0)b+ (t-ra)ci]2
tenglikni olamiz. Bu tenglikdan esa

AB >(r2- rx+bsO-at0J = AOBO 2
tengsizlikni hosil gilamiz. Endi AOBO kesma uzunligini hisoblash uchun

formulani keltirib chigaramiz. Shu magsadda AOBO0,a,b vektorlaming

aralash ko‘paytmasini tekshiramiz. Aralash ko'paytma moduli uchun
AgBqga b [=]11060||[a,6]]

tenglik o‘rinli ekanligini bilamiz. Bundan esa

AOBOab
d =\AOBO\=
asS\

munosabatni olamiz. Aralash ko'paytmadagi AOBOvektorni

56



AOBO —AOQAX+ AXB X+ BXBO
ko'rinishda yozamiz. Bu yerda Axe £XA2e 12va OAx=rt,0A2=r2m

Shuning uchun AOAX vektor a vektorga, BOB X vektor esa b vektorga
paralleldir. Bularni hisobga olsak

A,B,ab

formula kelib chigadi. Bu formulani koordinatalar yordamida yozsak ,u

Xi~*1 Y2-Y1 T2~
abs ax ci2 a3

b, b, b4

ko'rinishga keladi.
Mustaqil ish uchun topshirig. Berilgan A x + By + Cz + D =0 tekislik

CE kesmani kesishi shartini yozing.

10-8. To‘g‘ri chiziq va tekislikning o‘zaro vaziyati

Bizga£ to‘g‘ri chiziq

X-x0_y-yo0
a a

tenglama bilan, a tekislik

AXx+By+Cz+D =0



tenglama bilan berilgan bo‘lsa, ulaming tenglamalari bo‘yicha o‘zaro
vaziyatini aniqlamoqchimiz.

Tekislik va to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak to‘g‘ri chizigning
yo'naltiruvchi vektori va tekislik normal vektori orasidagi burchakning

— gacha bo'lgan to‘ldiruvchisiga tengdir,ya’ni agara = {aj,a2 a3}

van - {A,B,C} vektorlar orasidagi burchak y/ ga teng bo‘lsa,tekislik va

A
to‘g‘ri chiziq orasidagi “burchak ~~W ga tengdir. Bu burchak

Aa, +Ba~, + Ca,
Sill(p=~y.=. * -~ -
"W2+B2+C2 + 3>+ IB

formula bo‘yicha hisoblanadi. Tekislik va to‘g‘ri chizigning paralellik
sharti

Aa, + Bci~, + Ca, = 0
tenglikka, perpendikulyarlik sharti esa

A=B-=¢£

a, az2

munosabatga teng kuchlidir.
Agar

Ax0+ByQ+Cz0+D =0 va Aa}+Ba2+ Ca3=0
tengliklar bajarilsa£ to‘g‘ri chiziga tekislikda yotadi.

I1-8 Mustaqil ish uchun topshiriglar
1 Uchta tekislik
A”x + Byy + CjZz + Dj = 0,

A2X+ B2Y + D2 —0»



A3x+ B3y + C3z + D3=0

tenglamalar bilan berilgan bo ‘1sa, ulaming bir nugtada kesishish shartini
toping.
2. lIkkita parallel bo'lmagan tog i chiziglar

Ax+B¥ + Cj=0,
A2x+ B2y + C) =0

tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa,ular hosil gilgan burchakning
bissektrissalari tenglamalarini fuzing.

3. Berilgan M{X”,y”*) nugtadan o'tuvchiva ¥y = kKX + b togi

chiziq bilan malum<p burchak tashkil giluvchi tog i chizig tenglamasini

fuzing.
4. Uchta tog i chiziq

AX+ By +Cj =, ,
A 2x +BZy+C*2:O,
A3X + B3y + C3=0

tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa,ulaming bir nuqtada kesishish shartini
toping.
5. Ikkita parallel bo ‘Imagan tekisliklar

AxX + B¥ + Cjz+ Dx—90,
AjX+ B2y + CjZ + D2 —0,

tenglamalar bilan berilgan bosa,ular hosil gilgan ikki yogli burchaklar
uchun bissektorial tekisliklar tenglamalarini tuzing.
6. Ikkita parallel bo Imagan tekisliklar

AX + By + Cx + Dx—9,
A2x + B2y +C2z + D2=0,
tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, berilgan M XXX yXz") va

M 2(x2”~yi~ 1) nuqtalarning tekisliklar hosil gilgan ikki yoqli



burchaklarga nisbatan holatini aniglang.
7. Berilgan tekislikning kesmani kesishi shartini yozing.
8. Ikkita parallel bo‘lmagan tog Ti chiziglar

Axx + By + C| = 0~

AjX + B2Y + C2 =

tenglamalar bilan berilgan bo ‘Isa, koordinata boshi va berilgan M j (xj,y 1)

nugtaning tot Ti chiziglar hosil gilgan burchaklarga nisbatan holatini
aniglang.

9. Berilgan M x{xx,y”~zx) nuqtadan o ‘tuvchi va

A\X + B\y + C\Z + Dx=0 tekislikkaperpendikulyarto'gtichizigning
tenglamasini yozing.

_ ) "z3.-Zzh-£z1lo0
10. Tog Ti chizig | ~ w ~ p tenSloma bilan

berilgan bo‘lsa, bu toq ri chizig va unga tegishli bo‘Imagan
nrj (xj ) nugtadan o tuvchi tekislik tenglamasini yozing.

11. Affin koordinatalar sistemasini aniglovchi bazis vektorlari orasidagi

n
burchak — ga teng bo ‘Isa,

4X - 5y +7=0 va OX+ 4y —11=0
tenglamalar bilan berilgan tot ¥i chiziglar orasidagi burchakni toping.

n
12. Affin koordinatalar sistemasi o'glari orsasidagi burchak —ga

teng bo ‘Isa, uchlari A(-\,2),B{\.\)> C 2,-~ nugtalarda bo 1gan
v

uchburchakning AB tomoni va C uchidan tushirilgan medianasi orsaidagi

burchakni toping.



13. Quyidagi uchta tog ri chiziq bitta nugtada kesishadimi?

3X-y-1=0,2Xx- y+3=0,x->"+7=0

14. Ikkita tog Ti chiziq

x-3y +10=0,

2X+Y -5 =
tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, bu tog ¥i chiziglar orasidagi gismi
P (0,1) nugtada teng ikkiga bo finuvchi to g Ti chiziq tenglamasini tuzing.

15. Uchburchak tomonlari

2X—v+3=0,x+5jf~7=0va3x—=2y+6=0
tenglamalar bilan berilgan bo ‘sa, uning balandliklari tenglamalarini tuzing.

16. To Trtburchak tomonlari

X—y =0, x+3y=0, X-y-4=0, 3x+_y-12=0
tenglamalari bilan berilgan. To rtburchak diagonallari tenglamalarini tuzing.

17. Uchburchak tomonlari

2X-5y-2=0x+_y., =0,5x-2y-5=0
mtenglamalar bilan berilgan. Uchburchak ichida shunday nugta topingki,

bu nuqgta bilan uchburchak uchlarini tutashtiruvchi tog ri chiziglar
uchburchakni teng yuzali uchburchaklarga ajratsin.

18. Toy ¥i chizig

12x + 5jf~52 =0
tenglama bilan berilgan bo ‘Isa, unga parallel va undan 2 birlik masofada
bo1gan tog Ti chizig tenglamasini tuzing.

19. Ikkita aygash tog i chiziq

x-1 y-b_z-9 X-3_y-1_z-I

~T~~ 2 " -1 M -7 2 3
tenglamalar bilan berilgan. Ulaming umumiy perpendikulyari tenglamasi

tuzilsin.
20. Tog ¥i chizig



tenglama bilan berilgan bo‘lsa, unga koordinata boshidan tushirilgan
perpendikulyar tenglamasini fuzing.
21. Tog'ri chiziq
Xev Yy Z-.
3

tenglama bilan berilgan bo‘sa,unga A (4,0,—1) nugtadan tushirilgan
perpendikulyar tenglamasini fuzing.
22. BerilganM x(x,, v,,ZX nugtadan o tuvchi va
AXx+By+Ccz+D =0

tekislikka perpendikulyar tog i chizig tenglamasini yozing.
23. Tomonlari

18x +6v-17 =0, 14x-7>-+15=0, 5x+10j/-9=0

tenglamalar bilan berilgan uchburchakning burchaklarini toping.
24. Quyidagi tog i chiziglarning kesishish nuqgtasini toping:

) Sx- 3y-1=0, 4x+y-13 =0

2) 3x+1ly -15=0, 9x+2\y-32=0

3)5x-2y +13=0, x+ 3y —11=0

25. Quyidagi uchta tog Ti chiziglar bir nugtadan o tadimi?

D3Xx-y-1=0,2X-y+3=0,x->»+7=0

2) x+3y-1

3) 3X-y +6=0,4x- 3y-5=0,2X-y+5=0.

26. Uchburchak tomonlari

X+2y+3=0,3*- 7y +9=0,5x—3y—11=0

tenglamalar bilan berilgan. Uchburchakning balandliklari kesishgan nugtani

toping.
27. Tofrtburchak tomonlari

X+3y=0, X—y =0, X—=Yy-4=0, 3x+y-\2=0

tenglamalar bilan berilgan. To'rtburchakning diagonallari tenglamasini
tuzing.

0,5x+y-10=0,3*- s>-, =0



28. Toy Ti chiziglar orasidagi burchakni aniglang.
\3x-4y-2z =0, [4x+y-62z -2 =0,
2X+y-2z=0 va [ y-3z+2=0

x-1 y-3 z-9 x-3 y-1 z .
29. Ushbu - - — - ANova 7T~ 2 ~ 3

to'gW chiziglarga umumiy perpendikulyar bo ‘Igan to § Ti chiziq tenglamasini
fuzing.
30. Quyidagi tog Ti chizig va tekislikning kesishish nugtasini toping.

X+1 V-3 Z

n n
)-J-=— =- va3x-3y+2z-5=0

2) "4 2y-47 +1-0

v X~ =y~M4n~rz-5va3x_y+2z_5=0

31. Berilgan (3,1,—2) nugtadan va

X-4 y+3 2
5 ~ 2 ~T
tog Ti chizigdan o tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.
32. Berilgan A(4,—3,1) nugtaningX + 2y —z —3 =10
tekislikdagi proeksiyasini toping.
X y-4_z7+1
33. Berilgan ~ == — - to'g'ri chizigning

X—Y 3Z+ 8= 0 tekislikdagi proeksiyasini toping.

x-3 y+4 z-2
34, —~——-— —— - to9 i chizigdan o'tuvchi va



4 1
35. Berilgan tog Ti chiziq berilgan tekislikda yotadimi?

X -1 v+3 z+2
1) - — ,4x +3y-2+3=0

1
o

2) -~ - — , 5Xx - Sy - 2z-1

n+2 v-5 z

3 =y~ ~-J - =Y ,3x-2y-2z-1=0

36. Berilgan tog Ti chiziq va tekislik orasidagi burchakni toping.

x-1 v+3 z2+2
1) —r1~- ~—- —— 4x+3 y-z+3=0
) WD TR d

37. Berilgan A (4,- 3,1) nugtadan x + 2y - z —3 = 0 tekislikkacha
bo'lgan masofani toping.

x-1 y-3 z-9 X -3 y-1 1z-1
38. Ushbu —— -~ ~ - va~Z{-~~2 ~~~3~ t0gri
chiziglar orasidagi masofani toping.

39. Quyidagi tog ri chiziglaming tenglamalarini kanonik ko rinishga
keltiring.



40. To rtburchak tomonlari
XxX+3»=0 A—v=0 X—y —4=0, 3x+y-12=0
tenglamalar bilan berilgan. Toftburchak burchaklari bissektrisalarining

tenglamalarini tuzing.
41. Tog Ti tortburehakning uchta tomoni

Xx+.y=0, X-y =0, X-y-4=0
tenglamalar bilan berilgan. Uningyuzasi 10gatengbosa, to'rtburchakning

to'rtinchi tomoni tenglamasini tuzing.
42. Uchburchak tomonlari

X+2y+3=0,3x-ly +9=0 ,5x- 3y-11 =0

tenglamalar bilan berilgan. Uchburchakning medianalari kesishgan nugtani
toping.
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IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLAR

1-8. Parabolaning kanonik tenglamasi
Tekislikda biror dekart koordinatalar sistemasida

ayrx2+2auxy +a22v2+ 2anx+2alby +ct, =0 (1)

tenglama berilgan bo'lsin. Bu yerda Q\j koeffitsientlarning
kamida bittasi noldan fargli bo‘lishi lozim. Bu shartni

2 J i
a\l maY>~-wa=2 > 0 ko'rinishda yozish mumkin.

1-ta’rif. Tekislikda koordinatalari (1) tenglamani ganoatlantiruvchi
nuqtalar to'plami ikkinchi tartibli chiziq deyiladi.

Misollar.

Tekislikda koordinatalari X2 +y" =0 tenglamani ganoat-

lantiruvchi nuqgtalar to'plami fagat bitta nuqtadan iborat.

N
2) Tekislikda koordinatalari X2 ~ Yy~ —0 tenglamani
ganoatlantiruvchi nuqtalar to‘plami ikkita to‘g‘ri chizigdan iborat.

3) Tekislikda koordinatalari XYy —1= 0 tenglamani

ganoatlantiruvchi nuqgtalar to‘plami ikki gismdan iborat va maktab
kursidan ma’lumki, u giperbola deb ataladi.

2-tarif Ikkinchi tartibli chizig tenglamasini biror dekart koordinatalar
sistemasida

yl'sz, p>0(2)
ko'rinishda yozish mumkin bo‘lsa, u parabola deb ataladi.

Tenglamadagi P soni parabola parametri deyiladi.

Misol. Siz maktab kursidany = X' tenglama bilan berilgan

parabolani yaxshi bilasiz. Bu tenglamani kanonik ko‘rinishga keltirish
uchun



jfrtmashtirish bajaramiz. Natijada vy

gilamiz. Bu yerda p

=2 -%x‘ tenglamani hosil

L
Mustaqil ish - 1. 0 ‘guvchiga tanishy = ax + bx + C tenglama

bilan berilgan parabolani chizing va tenglamasini kanonik ko‘rinishga

keltiring.

Biz ikkinchi tenglamani tekshirish yordamida parabolaning xossalarini

0‘rganamiz va uni chizamiz. Tenglamadan ko ‘rinib turibdiki, agar (x, s

koordinatali nuqta parabolga tegishli bo‘lsa, (x,—y) nuqta ham

parabolaga tegishli bo‘ladi. Demak, parabola Ox o‘giga nisbatan
simmetrik joylashgandir. Bundan tashqari koordinata boshi parabolaga

tegishli, X manfiy giymatlarni gabul gilmaganligi uchun parabola Oy

0‘gining o‘ng tomonida joylashgan. Bu mulohazalardan foydalanib, biz
Chizmada parabolani quyidagi ko‘rinishda tasvirlashimiz mumkin.

Tekislikda x + — = 0 tenglama

bilan berilgan to‘g‘ri chiziq

f
parabolaning direktrisasi, g% a)

nuqta esa uning fokusi deb ataladi.
Parabola xossalari:

Parabolaning ixtiyoriy

nuqtasidan direktrisagacha bo‘lgan
masofa fokusgacha bo‘lgan masofaga
tengdir.

30-chizma.



Parabola nugtasidan F Y o p nugtagacha bo‘lgan masofani r bilan,
v2

direktrisagacha bo'lgan masofani d bilan belgilab, r = d tenglikni
isbotlaymiz.

\2
X- +y2=Jx2-px+”"™ +y2

2)
J
ifodadajy =2px tenglikdan foydalansak vax > 0 munosabatni

hisobga olsak,

mX + '

formulani hosil gilamiz.

Direktrisagacha bo‘lgan masofani hisoblash uchun nuqtadan to‘g‘ri
chiziggacha bo‘lgan masofa formulasidan foydalanib,

d=- x- I:):x+p—:r
2
tenglikni hosil gilamiz.
2 °. Parabolaning geometrik aniglanishi.

Berilgan to § Ti chizig va unda yotmaydigan nugtadan birxil uzoglikda
joylashgan nuqtalar to plami paraboladir.

Tekislikda I to‘g‘ri chizig va unga tegishli bo'Imagan f nuqta berilgan
bo'lsin. Berilgan F nuqtadan 1 to‘g‘ri chiziggacha bo'lgan masofani p

bilan belgilab va Fnuqgtadan £ to‘g‘ri chizigga perpendikulyar ravishda
o‘tuvchi to‘g‘ri chizigni abssissa o‘qi sifatida olib koordinatalar sistemasini

kiritamiz. Abssissa 0'gining musbat yo*nalishi | to‘g‘ri chiziqdan Fnuqta
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>tarafga yo'nalgan, koordinata boshini & to‘g‘ri chizigva/nuqta o'rtasiga

quyidagi chizmadagi kabi joylashtiramiz. Ordifl*"3 0" esa ~ to gri

chizigga paralleldir. Natijada t to‘g‘ri chizig: *+| = 0 ten«lamaSa'
( \
/nuqta esa ~~50 _ koordinatalarga ega bo'ladi. Tekislikning M {x,y)

\z

nugtasidan £ to'g'ri chiziggacha bo'lgan masoftninS nuqtadan F

nugtagacha bo'lgan masofaga tengligidan

y -2px
tenglamani hosil gilamiz.

2-8. EHips

3-ta'rif. Ikkinchi tartibli chizig tenglamasini birortaO xy dekart

koordinata sistemasida



ko‘rinishida yozish mumkin bo‘lsa, u ellips deb ataladi. Bu yerda

koeffitsientlar a > b > 0 munosabatni ganoatlantiradi.

Bu tenglamani o‘rganish natijasida ellipsni chizamiz va uning
xossalarini keltirib chigaramiz. Tenglamadan ko‘rinib turibdiki

X,y o‘zgaruvchilar

— a <x <a,—b <x <b tengsizliklami ganoatlantiradi. Abssic

o0°‘gida yotuvchi (—c, O) , F7(c, 0) nuqgtalar ellipsning fokuslari,

xk 2= 6 tenglamalar bilan aniglanuvchi to‘g‘ri chiziglar ellipsning
e
direktrisalari deb ataladi. Bu yerda ¢ = nla2 - b2 ,e = ~ bo'lib, e

soni ellipsning ekssentrisiteti deyiladi.
Tenglamadan ko'rinib turibdiki, ellips
koordinata o'glariga nisbatan simmetrik
joylashgan bo'lib, koordinata boshi
uning simmetriya markazidir.
Ellips xossalari:

1 Ellipsning ixtiyoriy nuqtasidan

uning fokuslarigacha bo‘lgan masofalar

yig‘indisi o‘zgarmas va2a ga tengdir.
Bu xossa bevosita hisoblash

yordamida r, + r2 = 2a tenglikni

tekshirish bilan isbotlanadi.
2. Ellipsning ixtiyoriy nuqtasidan
uning fokuslarigacha bo‘lgan
masofalarning mos direktrisalargacha bo‘lgan masofalarga nisbati
0‘zgarmas va e soniga tengdir.
s A
Bu xossa bevosita — = — = e tenglikni tekshirish yordamida
dx d2

isbotlanadi.



2(2

2 X°bB 2 ~ A
i — + Zaex + a x2na L L+2aex+a2:xe4’-a\I
I a~ a“
a a \xe + o1
- X - XH- =3
€ e e

2. Ellipsning geometrik aniglanishi.

Tekislikda ikkita nuqgta berilgan bo‘lsa, bu nuqtalargacha bo‘lgan
masofalarining yig'indisi o‘zgarmas songa teng bo‘ladigan nugtalarning
geometrik o‘rni ellips bo'ladi.

Isbot. Tekislikda F\F 2 nugtalar berilgan. Biz tekislikning nugtasidan

bu nuqgtalargacha bo‘lgan masofalarni mos ravishda rx,r2 ko‘rinishda
belgilab,
N+ r2=const=2a

tenglikni ganoatlantiruvchi nuqtalarinng geometrik o ‘rnini aniglashimiz
kerak. Berilgan nuqgtalar orasidagi masofani 2c bilan belgiiasak,

r, +r2>2c tengsizlikdan a >C munosabat kelib chigadi. Tekislikda

dekart koordinatalar sistemasini quyidagicha kiritamiz. Berilgan F\,F 2
nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigni abssissa o‘gi sifatida olamiz, unda
musbat yo‘nalish F\ nuqtadan F2 nuqgtaga garab yo'nalgan 'bo'ladi.

Koordinataboshini FXF2 nuqtalarningo‘rtasiga joylashtirib, ordinata

o‘gi sifatida abssissa o°‘giga pedendiku]yar ixtiyoriy o‘gqni olamiz.
Masofalar uchun

A=nl{x+c)2+y2, r2=yj{x-cf +y2



yjix+cf +y2=2a- <j(x-c)2+y2

tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikning ikkala tomonini kvadratga oshirib,
hadlami ixchamlashtirib, yana gayta kvadratga oshiramiz va quyidagi,

tenglamani hosil gilamiz. Bu yerda b2 =a2 - c2 belgilash kiritilgan.

3. Bizga /to‘g‘ri chizig va unga tegishli bo‘lImagan nuqta /berilgal

bo‘lsa, tekislikda berilgan nugtagacha bo'lgan masofasining berilgan to ‘g‘ri
chiziggacha bo'lgan masofasiga nisbati 0'zgarmas birdan kichik e soniga
teng bo'lgan nuqtalarning geometrik o'rni ellips bo‘ladi.

Bu faktni isbotlash uchun berilgan / nuqtadan to‘g‘ri chiziqga
perpendikulyar to‘g‘ri chiziq o'tkazib, uni abssissa o‘qgi sifatida olamiz.
Natijada abssissa 0‘qini /nuqta ikki gismga ajratadi. Berilgan /nuqgtadan
to‘g‘ri chiziggacha bo'lgan masofaning e soniga ko ‘paytmasini p bilan
belgilab, quyidagi tengliklar bilan

a=~p2vac=ea, b="a2-c¢c2
\—e
a, b, csonlarni kiritamiz. Koordinata boshini abssissa o'gining / to‘g‘ri
chizigni kesmaydigan gismida / nuqtadan c birlik masofada
joylashtiramiz. Natijada koordinata boshidan /to ‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan
masofa

p all - e21 a
P\ +¢c =— +ea =—* L+ea=—
e e e

kattalikka teng bo‘ladi. Bu yerda ptbilan /nuqtadan /to ‘g‘ri chiziqgacha
bo‘lgan masofa belgilangan. Demak, /to‘g‘ri chiziq tenglamasi

e
ko‘rinishda bo‘ladi. Ikkinchi koordinata o‘qini /to ‘g‘ri chizigga parallel



masofani r bilan, 1to‘g‘ri chizigqacha bo‘lgan masofaga d bilan
belgilasak,

r=-ed
tenglikdan
2 2
X y
al *t h2 ~
tenglamani olamiz.
3-8. Giperbola

4-ta’rif. lkkinchi tartibli chiziq tenglamasini birorta O xy Dekart
koordinata sistemasida

+ . i
a2 bl <)
ko rinishida ifodalash mumkin bo ‘Isa, bu chiziq giperbola deb ataladi. Bu

yerda koeffitsientlar a > b > 0 munosabatni ganoatlantiradi.
Giperbola tenglamasini tekshirish natijasida quyidagilarni olamiz:

1) X,y o‘zgaruvchilar jy —o00<_y<co tengsizliklarni

ganoatlantiradi. Abssissa o‘gidagi F\ (—c, O) , (c, 0) nuqtalar

,({0 n
gipeibolaning fokuslari, x £ (— U tenglamalar bilan aniglanuvchi to ‘g‘ri
e

chiziglar giperbolaning direktrisalari deyiladi. Bu vyerda

C~VcC +hb2 =—>\ bo'lib,e soni giperbolaning ekssentrisiteti
a
deyiladi.
2) Tenglamada x, y o‘zgaruvchilarning fagat ikkinchi darajalari



gatnashganligi uchun giperbola koordinata o‘glariga nisbatan simmetrik
joylashgandir. Bundan tashgari koordinata boshi giperbolaning simmetriya
markazidir.

Giperbola xossalari:
1. Giperbolaning ixtiyoriy nugtasidan uning fokuslarigacha bo‘lgan
masofalar ayirmasining moduli
0°‘zgarmas va 2a ga tengdir.
2. Giperbolaning ixtiyoriy nuqtasidan
uning fokuslarigacha bo‘lgan
masofalarning mos direktrisalargacha
bo'lgan masofalarga nisbati o‘zgarmas
vae soniga tengdir.

Bu xossa bevosita g

33-chizma
tenglikni tekshirish yordamida isbotlanadi. GiperbolaningM {x,y)

nugtasidan fokuslargacha bo‘lgan masofalar uchun

r =V(ex+ af >2 =\[(ex- CIf

tengliklar o ‘rinlidir. Bu yerda ildiz chigarish amalini bajarsak

agar x > Obo‘lsa r\ —a + ex, r2 —a + ex

agar x < Obo‘lsa rx=—a —ex, r2 =a - ex
tengliklarni hosil gilamiz. Natijada agar x > 0 bo‘lsa
N —r2 =2a , agarx<0 bo'lsarj —r2 = —2a tenglik o'rinli
bo‘ladi. Demak, ixtiyoriy X uchun

Irt - r21= ~a
tenglik o‘rinli bo ‘ladi.
3. Tekislikda ikkita nuqta berilgan bo‘lsa, bu nuqgtalargacha bo'lgal

masofalari ayirmasining moduli o‘zgarmas songa teng boMadigan
nugtalarning geometrik o‘rni giperbola boMadi.



Tekislikda F\ F2 nuqtalar berilgan. Biz tekislikning nuqtasidan bu
nuqtalargacha bo‘lgan masofalarni mos ravishda I\,r2 ko‘rinishda
belgilab

Il ~ r2j=
tenglikni ganoatlantiruvchi nuqtalar to‘plami giperbola ekanligini
isbotlaymiz. Berilgan nuqtalar orasidagi masofani 2c¢ bilan belgilaymiz
va tekislikda dekart koordinatalar sistemasini quyidagicha kiritamiz.

Berilgan Fy, F 2 nugtalardan o ‘tuvchi to ‘g‘ri chizigni abssissa o ‘gi sifatida
olamiz, unda musbat yo'nalish F\ nuqgtadan F2 nuqtaga garab yo‘nalgan.

Koordinata boshini F\ F2nuqtalarning o°‘rtasiga joylashtirib,ordinata

o‘qi sifatida abssissa o‘giga perpendikulyar ixtiyoriy o‘gni olamiz.
Masofalar uchun

ifodalarni yuqoridagi tenglikga qo‘yib

tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikni kvadratga oshirib va zaruriy alge-
braic almashtirishlarni bajarib,

munosabatni olamiz. Bu yerda b2 = C2 —a3 belgilash kiritilgan.

4. Bizga /to ‘g‘ri chizig va unga tegishli bo'Imagan nugta /’berilgan
bo‘lsa, tekislikda berilgan nugtagacha bo‘lgan masofasining berilgan to ‘g‘ri
chiziqgacha bo‘lgan masofasiga nisbati o‘zgarmas birdan kattag soniga
teng bo'lgan nuqtalarning geometrik o°‘rni giperbola bo‘ladi.

Bu xossani isbotlash o‘quvchilar uchun topshiriq sifatida havola

etamiz. Biz yuqorida e < 1 bo‘lganda ellips hosil bo‘lishini ko'rsatgan



edik. Bu yerdap soni ellipsdagi kabi, giperbolaning katta va kichik
yarim o‘glari

tengliklar bilan aniglanadi. Bu yerdac soniC= ea tenglik bilan
aniglanadi.

4-8. Parabola, ellips va giperbolaning ba’zi koordinatalar
sistemasidagi tenglamalari

1 Koordinata boshi chizigning uchida bo‘lgan hoi:
a) Ellips kanonik ko‘rinishdagi

2 2
* 1
a 2 '62~: (@]
tenglama bilan berilgan bo‘lsa,
x'=x+a, Yy —y )

almashtirish bajarsak, yangi O'x'y koordinatalar boshi ellipsning chap

(—a, O) uchida joylashadi va (1) tenglama

{(r. a)\2 >
a2 + b2 1 €))
ko‘rinishga keladi. Bu tenglamani
y'2=2px"'+(gx2 4)
- . . b2 &2 2
ko'rinishda yozib olamiz. Bu yerda p=— , q ———j~ ¢ —1
a a

bo‘lib,—1< g < 0 munosabat bajariladi. Agar giperbolaning



a2 52 w

X'=x-a,y' =y (6)
elmashtirish bajarsak tenglama
y 2=2px"+qgx'2 (*

ko‘rinishda bo'lib, koeffitsientlar uchun

q=22=¢?2-1>0" p=L
a~ a

munosabatlar o ‘rinli bo‘ladi. Agar(*) tenglamadaq = 0 bo‘lsa parabola
tenglamasini hosil gilamiz.

Demak, giperbolalar, ellipslar va parabolalar tenglamalarini
ko'rinishda yozish mumkin.

2. Qutb koordinata sistemasidagi tenglamalar

a) Parabola

y2=2px
kanonik tenglama bilan berilgan bo‘lsa, qutbni parabola fokusiga

joylashtirib, qutb o‘qi sifatida abssissa o‘qini olib parabola tenglamasini
qutb koordinatalar sistemasida yozaylik. Agar biz

almashtirishlar bajarsak
X' =rcos<p, y'=rsm(p

tengliklar o'rinli bo'ladi. Bu yerda r, (p nuqtaning qutb koordinatalari



bo‘lib, agar nuqta parabolaga tegishli bo‘lsa, r uning fokal radiusiga
tengdir. Biz

P

X - = rCOS(p

tenglikda r ning nugtadan direktrisagacha bo‘lgan masofaga tengligini

hisobga olib V—X + P ifodani yuqgoridagi tenglikka qo ‘ysak,

P
1- OO

munosabatni hosil gilamiz. Bu munosabat parabolaning qutb

34-chizma. 35-chizma.

koordinatalar sistemasidagi tenglamasidir.

b) Ellipsning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasini keltirib
chigaramiz. Buning uchun qutbni ellipsning chap fokusiga joylashtirib,
abssissa o‘qini qutb o‘qi sifatida olamiz. Ellipsning

kanonik tenglamasini qutb koordinatalar sistemasiga o ‘tkazish uchun



ly-Y

almashtirishlar yordamida yangi O 'x'y" dekart koordinatlar sistemasini
Ikiritamiz. Bu koordinatalar sistemasi va qutb koordinatalar orasidagi
;bog‘lanish boshi

x’=rcos(p, y' = rsm.<p

formulalar yordamida beriladi. Ellipsning M nugtasi uchun chap fokal
radius uning qutb radiusiga tengligidan foydalanib,
MFX=r =ex + a
tenglikni yozamiz. Bu tenglikdagir = ex + a ifodani
X + ¢ = rcosg>
tenglikka qo ‘ysak

I-ecos<p
tenglamani hosil gilamiz. Bu yerda

b2 .
p-— =ci-ec
a

tenglikdan foydalandik.

b) Giperbola tenglamasini qutb koordinatalar sistemasida yozi
Uchun uning har gismi uchun mos ravishda qutb koordinatalar sistemasini
kiritamiz. Uning o‘ng gismi uchun qutb boshini giperbolaning uning
fokusiga joylashtiramiz va abssissa o‘gini qutb o°‘gi sifatida olamiz.

Giperbola nugtasi uchun qutb radiusi r uning o‘ng fokal radiusiga
teng bo‘lganligi uchun

r=ex-a

ifodani hosil gilamiz. Biz bilamizki,agar dekart O 'x'y' koordinatalar

Sistemasi uchun qutb boshi koordinata boshida joylashgan va qutb o‘qi
O x ’abssisa o‘qi bilan ustma-ust tushsa,qutb koordinatalar sistemasi



V&O'X'Y" koordinatalar sistemasi orasidagi bog‘lanish

X" = 1rcoscp

y' =rsin@
formulalar yordamida beriladi. Bu yangi O X'y ’koordinatalar sistemasi

va giperbola tenglamasi berilgan OXY koordinatalar sistemasi orasidagi
bog‘lanish esa

X —X-C

ko‘rinishda bo'ladi. Biz bu tengliklaming birinchisidan foydalanib,

X —C = rcosQ)
tenglikni hosil gilamiz. Yugoridagi I' = €X —a ifodani bu tenglikka
go ‘ysak

1 - ecos (p

tenglamani hosil gilamiz. Bu yerda
752 2 2
c -a
p =— = =ec-a
a a
tenglikdan foydalandik.

Biz giperbola chap shoxining tenglamasini qutb koordinatalar
sistemasida yozish uchun qutb boshini chap fokusga joylashtiramiz va
abssissa o'gini gqarama-garshi yonalish bilan qutb o‘gi sifatida olamiz.
Biz agar

Xx'"= X-C

y'-y

formulalar bilan yangi dekart koordinatalar sistemasi kiritsak,ular uchun



X' =rcoscp

v
formulalar o‘rinli boiadi. Bu yerda qutb radiuas chap fokal radiusga
teng bo'lganligi uchun

r=-ex- a
tenglik o‘rinli bo'ladi. Bu tenglikdagi r ning ifodasini yuqoridagi
formulalardan kelib chigadigan

-X-c¢c-r COSN

rsmcp

tenglikka qo‘yib,

l-ecos#>
tenglamani hosil gilamiz. Bu yerda ham
P=— Zec-a
tenglik o'rinlidir.

Demak, qutb koordinatalar sistemasida mos ravishda tanlanganda
har ganday ikkinchi tartib chiziq tenglamasini

l-ecos (p



ko'rinishda yozish mumkin ekan. Bu tenglama e = 1 bo‘lsa parabola,
e <1 bo‘lganda ellips va nihoyat e > 1 bo‘lganda giperbola
tenglamasidir.

5-8. Ellips, giperbola va parabolaning urinmalari

Bu chiziglarning har biri o‘ziga tegishli har bir nugtaning atrofida
birorta difFerensiallanuvchi funksiyaning grafigi bo‘ladi. Shuning uchun,
bu chiziglar urinmalarining tenglamalarini tuzishda biz maktab kursidan
ma’lum bo'lgan

tenglamadan foydalanishimiz mumkin. Misol uchun ellipsning
ordinatalari manfiy bo‘Imagan nuqgtalardan iborat gismi

funksiyaning grafigi bo'ladi. Bu funksiyaninig hosilasini topsak, u

b x b 2x
Y =~

ko‘rinishda bo'ladi. Bu ifodalarni hisobga olib, ellipsga tegishli

(x g~ q)nudtadagi urinma tenglamasini yozamiz:

Bu tenglamada



. YYO 1
a b

Iko'rinishga keladi.
Giperbola vaparabola uchun urinma tenglamalarini keltirib chigarish
O‘quvchilarga mustaqil ish sifatida havola etiladi. Ularning

(jc0,j;q ) nugtadagi urinmalari tenglamalari mos ravishda quyidagi

ko‘rinishda bo‘ladi:

o IYYO i
a? b2

YbY = p{X + Xo)

6-8. Ellips, giperbola va parabolaning optik xossalari

Biz ellipsning quyidagi optik xossasini isbotlaymiz
Teorema. Ellipsning bitta fokusidan chiquvchi nur sinishdan song
ikkinchifokusga tushadi.

Isbot. Ellipsning chap F, fokusidan chiquvchi nuruning M nugtasida
sinib F2 fokusga tushishini ko‘rsatish uchun MF, va MF2to ‘g ‘ri
chiziglarning M nugtadan o'tuvchi urinma bilan teng burchaklar hosil

gilishini ko'rsatishimiz kerak. Biz ellipsning M nuqtasidan o'tuvchi
urinmasini i bilan, £to‘g‘ri chizigga nisbatan Fl nuqtaga simmetrik

bo‘lgan nuqgtani F' bilan belgilaymiz. Agar a,\ ~ @22bo‘lsa, F'F2to‘g‘ri

chizigning urinma bilan kesisich nugtasi M urinish nugta M bilan ustma-

ust tushmaydi. Shuning uchun
*

F\M* + £2m F*F2 <\F[M\ +\R_M\ = 2a
tengsizlik o‘rinli bo'ladi. Bu yerda a - ellipsning katta yarim o°qi.

Biz M nugtani urinma bo‘ylab M nuqtadan uzogqlashtira
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boshlaymiz. Bunda F>XM

yig‘indi o‘sa boshlaydi.

Boshlang‘ich holatda bu yig‘indining giymati, yuqoridai tengsizlikka

ko‘ra 2a dan Kkichik
bo'lganligi uchun, yig'indi
0 ‘sish natijasida gandaydir
N nuqtada 2a ga teng
bo‘ladi. Bu nuqgtadan
fokuslargacha bo‘lgan
masofalarning yig‘indisi
2a ga teng bo‘lganligi
uchun, u ellipsga tegishli
nuqta boladi.

Bundan esa £ urinma

ellipsni ikkita nuqtada
kesishi kelib chigadi.

M f-

39-chizma.

Ellipsning har bir urinmasi uni fagat bitta nugtada kesib o'tganligi uchun

biz ziddiyat hosil gildik. Demak, a x= a 2 tenglik o‘rinli bo‘ladi. Teorema

isbotlandi.

Giperbola va parabola uchun optik xossalsr quyidagi teoremalarda
keltirilgan. Giperbola uchun optik xossa ellipsning optik xossasiga
o'xshaydi. Parabola uchun esa, optik xossa boshqacha formilirovka
gilinadi. Agar biz yorug'lik manbaini, parabolaning fokusigajoylashtirsak,

40,41-chizjnalar.



Undan targaluvchi yorug‘lik nurlari parabolaga urinib, singandan so‘ng
direktrisaga perpendikulyar to‘g‘ri chiziglar bo'ylab harakatlanadi. Bu
chiziglaming optik xossalari fan va texnikada ko‘p go‘llaniladi. Misol
Uchun siz bilasizki parabolaning optik xossasi antennalar yasashda
ishlatiladi.

Giperbola va parabolaning optik xossalarini ishotlash o‘quvchilaiga
mustagqil ish sifatida havola etiladi.

Izoh. Giperbola va parabolaning urinmalari ham ellipsning urinmasi
singari, ulami fagat bitta nugtada kesib o'tadi.

Teorema —2. Giperbolaning bitta fokusidan chiquvchi nur sinishdan
so‘ng ikkinchi fokusga tushadi.

Teorema —3. Parabolaning fokusidan chiquvchi nur sinishdan so‘ng
uning o‘giga parallel to‘g‘ri chizig bo‘ylab harakatlanadi.

7-8. Mustaqil ish uchun topshiriglar

1. Giperbolaning urinmasi uning asimptotalari bilan yuzasi o zgarmas
uchburchak hosil gilishini ko tsating.

2.y —Yo = Fl\tX —Xq} to g ‘ri chizig bilan X H y’\ —1
a

ellipsning urinish shartini yozing.

3. Giperbolaning nugtasidan uning asimptotalarigacha bo’lgan
masofalarning ko'paytmasi o zgarmas( hamma nugqtalar uchun bir
xil)ekanligini Ko Tsating.

4. Ellips kanonik tenglama bilan berilgan bo ‘1sa,uning (x0,yQ )
nugtasidan o tgan urinma tenglamasi

XXo Y¥p _j

a2 b2
ko rinishda bo 1ishini isbotlang.

5. Ellips urinmasining burchak koeffitsienti k ga teng bo ‘Isa, uning
urinish nugtasini toping.

6. Tosh gorizont bilan o tkir burchak hosil gilgan yo halishda otildi va
parabola yoyi bo'yicha harakat qilib, boshlangich holatidan 16 metr



uzoglikda yerga tushdi. Uningengyudgori holati 12 metr balandlikda bo ‘sa,
parabolaning parametrini toping.

7. Parabolaning fokusidan o ‘tuvchi vatarlar o rtalarining geometrik
0 mini toping.

8. Berilgan nugtadan o tuvchi va berilgan tog ¥i chizigga urinuvchi
aylanalar markazlarining geometrik o mini toping.

9. Har ganday ellips aylananing proeksiyasi ekanligini isbotlang.

10. Ellips

2 288

R P S

tenglama bilan berilgan bosa, uning uzunligi 10 ga teng bo 1gan diametri
fokal o q bilan ganday burchak tashkil giladi.

11. Giperbola P
1- -Jlcoscp

tenglama bilan berilgan bo‘lsa,uning asimptotalari va direktrisalari
tenglamasini tuzing.

12. Giperbolaning chap gismi uchun mos qutb koordinatalar sistemasini
kiriting va uning tenglamasini yozing.

13. Asimptotasi ¥ = —"x bofigan va (12;3-\/3) nugtadan o tuvchi

giperbola tenglamasini tuzing.

2 2
14. Ellips X—H—y —= 1 tenglama bilan berilgan bo bin. Berilgan
a2 b2
ellips 90 urchak ostida ko rinadigan nugtalaminggeometrik o mini toping.
2
15. Giperbola — =1 tenglama bilan berilgan bo‘lsa, uning

uzunligi 20 ga teng bo ‘lgan diametr tenglamasini tuzing.

13. Quyidagi chiziglarning dekart koordinatalar sistemasid
tenglamasini yozing.



0" P 13-12cos”

2
P 3-3cos<p

W AN 4-5cos”

2
A~ n/5-3cos(p’

X2 J 2 1
/6. Giperbola —5------- 5'— tenglama bilan berilgan bo ‘isin. Uning

a

parallel diametrlarining o Trtalarining geometrik o mini toping.

17. Ellipsning birinchi fokusidan chiquvchi nurlar elliptik ko'zguga
urilib, gqaytgan nurlar ikkinchi fokusda yigfilishini ishotlang.

18. Quyidagi ellpislaming umumiy urinma tenglamalarini tuzing:

T +T "IVT +T°

* -
19. AX + By + C = 0 toy richizigning— - ‘Z/T “11 giperbolaga
cl

urinish shartini yozing.

20. Quyidagi tenglamalar bilan berilgan parabolalarning
uchlarini,parametrlarini va o glari yonalishlarini toping:

Dy2-\0x-2y-\9 =0
2) Y. - 6X+14y +49=0



3)y2+8x-16 =0
4)x2- 6x- 4y +29=0
5)y =Ax2+Bx +C
6) y =x2- 8x+15

7)Y = X2 + 6x

X 2
21. Ellips —-|--¥--=1 tenglama bilan berilgan bo‘lsa,
30 24

2x~y +\1 =0 tofri chizigga parallel bo'lgan urinma tenglamasini
tuzing.

: N X2 y2 : .
22. 4x-5jy-40 =0 tog*fi chizig va — +— =1 ellips urinishi

malum bo‘lsa, urinish nugtasini toping.



IV BOB

IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLARNING
UMUMIY TENGLAMALARI

I-§ Ikkinchi tartibli chiziglarning markazi

Biz bu bobda tekislikda dekart koordinatalar sistemasida

+ 2anxy t 722y 298x + 2023y ~33 =0 ()

tenglama bilan berilgan ikkinchi tartibli chizigni tekshirish bilan
shug‘ullanamiz. Bu ishni koordinatalar sistemasini o‘zgartirish va (1)
tenglamani soddalashtirish yordamida amalga oshiramiz. Birinchi
navbatda parallel ko‘chirishda (1) tenglama koeffitsientlari qanday
0'zgarishini tekshiramiz. Buning uchun

X'=x-x0, y'=y-yQ ()

formulalar yordamida almashtirishlami bajaramiz. Bu holda koordinata
o'glarining yo‘nalishlari o ‘zgarmaydi,fagat koordinata boshi 0'(xq,Y0)

nuqtaga ko'chadi. Bu formulalardan X,y lami topib va (1) ga qo‘yib,

au(Y)2+2a\x'y'+ a2(y )2+ 2al3x'+ 2a2y"'+ a3 =0 (3)

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamada koeffitsientlar uchun

7
ati=al\l\® al2-~a\2" a22=a22 a\3- auxo+anyo tan> N

&, = aAx0+02y 0+ a3 ald= Fix0, y0)

tengliklar o‘rinli bo‘lib, F(X, y) bilan (1) tenglamaning chap

tomonidagi ifoda belgilangan.
Yugqoridagi (3) formulalardan ko‘rinib turibdiki, paralllel ko‘chirishda
ikkinchi darajali hadlar oldidagi koeffitsientlar o'zgarmaydi.



AgarO (x0,¥0) nuqgtaning koordinatalari

anx +alzy +al2=20

a2\X + a22y + a23 =0, (5)

&3 tenelarmrfc K;--

sistemani ganoatlantirsa,
I6nglamada bmnch| darajall hadlar

gatnashmaydi.
Bundan tashgari, agar O fa .y ,) nugtaning koonlinatalai. (J)

sistetnani ganoatlantirsa, 0'(W o0 ) iffinch.

Uch»n simmetriya markazi bo‘ladi. Hagigata,, ham bu ho, *
koordinatalar markazini 0'(W o0 ) nu, laga ko.chj

birinchi darajali hadlar gatnashmaydi Shuninenrh.m n
sistemasida Y Munuig uchun Yan& koordinatalar
F{Xliyl) = F(_X”~yl)

tenglik o'rinli bo‘ladi. Demak 07V i, i
UChun

simmetriya markazidir. Va aksincha aga/birorta /T "t
simmetriya markazi bo‘lsa uning koordinatalari*’ (5) 1 “Ch*"
ganoatlantmshini koW amiz. Koordinata bortiniAnuqgt®~oylaS"

yangi X,y koordinatalar sistemasini kiritamiz. Agar Af(r
chizigga tegishli boba, Y' nugta

F(x,y)=0

' KOOriJinata b°shi simmetriya markazi bo'lgani

tengHk b0*
Bu tengliklam,

uchun W -0'«”8ia ham o-rinii bo'ladi.
ikkinchismi binnchisidan ayirib
a)x+azy =0

tenglikni hosil gilamiz. Agar al3,a23

noldan fargli bo isa, bu tenglama to ‘g‘ri chizioni aT'nbbl 1
tartibli chizigning hamma nuqtalari bir to‘g‘ri chfcSfa yoSdf~ar



likkinchi tartibli chiziq bir to‘g‘ri chizigda yotmasa, bu koeffitsientlaming
har ikkalasi ham nolga teng bo'ladi. Bu esa A nuqtaning koordinatalari
(5) sistemani ganoatlantirishini ko‘rsatadi. Bu faktlami hisobga olsak

I'quyidagi ta’rifning geometrik ma’nosi yaxshi tushinarli bo'ladi.

1-ta’rif. Tekislikdagi M q(x0,Mj) nuqtaning koordinatalari (5)
sistemani ganoatlantirsa, u (1) tenglama bilan berilgan ikkkinchi tartibli
chizigning markazi deyiladi.

Tabiiyki, (5) sistema yagona yechimga ega bo‘lishi, cheksiz ko‘p
yechimga ega bo'lishi yoki umuman yechimga ega bo‘Imasligi mumkin.
Agar,

aii«22-« 22 "N0

munosabat o'rinli bo‘lsa, (5) sistema yagona yechimga ega bo‘ladi. Agar,

a\\' _a\2 _a\b

alz a22 az3
munosabat o'rinli bo'lsa sistema cheksiz ko‘p yechimga,

au - aU ¢ a13

a\2 a22 aZb
munosabat bajarilsa sistema yechimga ega emas. Bulami e’tiborga olib,
biz ikkinchi tartibli chiziglami uchta sinfga ajratamiz:
a) yagona markazga ega bo‘lgan chiziglar;
b) cheksiz ko‘p markazga ega bo‘lgan chiziglar;
d) markazga ega boimagan chiziglar;

Biz quyidagi determinantlami kiritamiz

«11  «12 «13

an a\2 A =

¢ «21 «22 «23

a\2 «22 «31 «32 «33

bu yerda a2\ = CI™, 03] =« 13, «32 = a23- belgilashlar



kiritilgan.  Yagona markazga ega chiziglar uchun ¢ 0 >yagona
markazga ega bo‘Imagan chiziglaruchun 8 = 0 «Chiziglar cheksiz ko‘p

markazga ega bo‘lishi uchun 1 = 0 tenglik bajarilshi kerak.

Uchinchi tartibli determinantni

«21 «22 «11l «12 «11  «12
«13 —«23 + «33
«31 «32 «31 «32 «21 «22

ko'rinishda yozib olsak, oxirgi determinant § ga tengdir. AgarS = 0

bo‘lsa, birorta A soni uchun

«11 . «11 «12 «12 «22
= a>l = K =

au an «3l «32 «3l «32
munosabat bajariladi. Bu tenglikni hisobga olib

/ 7 a2 a2
A= fais - Ka23i®? @

[«31 a32

tenglikni hosil gilamiz. Agar[, = Q tenglik ham bajarilsa

«12 «22  _ 0
an-ka2Z3=0 va -
)

tengliklardan kamida bittasi o‘rinli bo‘ladi. Bu tengliklaming birinchisi
o‘rinli bo‘lsa

«11 _ «12 7, «1l _ «12 _ «13

— munosabatdan

. ~ - ~ K munosobat kelib
fifp  #22 #2N #23



'«12 «22

«31 «32
«1l1 _ «12 _ 2 «12 _ «13 ORI
bo Isa, — —K va — tengliklardan
«12 «22 «22 «23

«11l _ «12 _ «13 _ £
«12 «22 «23

munosobat kelib chigadi. Demak, S = 0 va[ = 0 tengliklaming bir
vaqtda bajarilishi

«11 _ «12 _ «13 _ A

«12 «22 «23

shartga teng kuchlidir. Natijada biz quyidagi tasdigni hosil gilamiz:

1-tasdig. Ikkinchi tartibli chiziq
a)8 ® 0 bo‘lsa yagona markazga ega,
b)S =0 va[ —O0 bo‘lsa cheksiz ko‘p markazga ega va markazlar
to‘plami bitta to‘g‘ri chizigni tashkil etadi;
v)§ =0 val ¢ 0 bo‘lsa markazga ega emas.

2-tasdiq. Yagona markazga ega bo 1gan ikkinchi tartibli chizig markazi
unga tegishli boishi uchun [, = 0 tenglikning bajarilishi zarurva yetarlidir.

Isbot. Ikkinchi tartibli chizig markazi M q(x0,)?q) nuqtadabo‘lib,
u chiziqga tegishli bo‘lsa



«11*0 «1l2"0 «l3 ~ ®

«21*0 " «22"0 «23 = 7

va
y )
«11%0  2i7j28Q  + A22A0 A «13*0 A «23 W «33 = 2

tengliklar bajariladi. Yuqoridagi (6) tenglikning birinchisini x0ga,

ikkinchisiniy 0 ga ko‘paytirib, (7) tenglikdan ayirsak,

ab\xb+ ab2Yo + «33 = 0

tenglikni hosil gilamiz. Demak, (x0, 1) uchlik

anx +any +anz=0

«2* +«2" +«Br=0 8)

a3lx +«Ry+a%x =0
bir jinsli sistemaning notrivial yechimidir. Bu esa/] = 0 shartga teng
kuchlidir. Aksincha A = ()bo‘lsa, (8) sistema notrivial(x0,.y0,z0)
yechimga egadir. Bu uchlikda z0 @0, chunki § ¢ 0. Biz z0=1 deb
hisoblay olamiz, chunkiS ® 0 bo'lganligi uchun har birz0 uchun
(x0,y0) juftlik mavjud. Yuqoridagi (8) sistemadaz0=1 bo‘lganda

(*0,jn0)jijftlik markaz koordinatalari ekanligi kelib chigadi. Bundan
tashqari (8)sistemadan foydalanib,

«11%0  Ae12%0 YO «22700 A «13*0 2«23 Y0 «33:= @

tenglikni olish mumkin.
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2-8. Ikkinchi tartibli chiziq va to‘g‘ri chizigning
0°‘zaro vaziyati
Bizga (1) tenglama bilan aniglangan ikkinchi tartibli chiziq va
X = X0 +£t
y =y0+mt ©)
parametrik tenglamalar yordamida 1 to‘g‘ri chizig berilgan bo'lsin.
To4'ri chizig va ikkichi tartibli chizigning kesishish nuqtalarini topish
uchun (9) ifodalami (1) ga qo‘yamiz. Natijada quyidagi
[an£2+ 2an "m+ &, 7m2)t2 + i
2(au£x0+ a,2(ly0+ mx0)+ a2my0 + al3t + a23m) t + F(x0, v0) = 0

kvadrat tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamada ikkinchi darajali had
oldidagi ifoda to‘g‘ri chizigning yo‘nalishiga bog‘lig xolos. Ba’zi
yo‘nalishlar uchun bu ifoda nolga teng bo‘ladi va yuqoridagi tenglama
chizigli tenglamaga aylanadi. Ba’zi yo‘nalishlar uchun bu ifoda nolga
teng emas va yuqoridagi tenglama kvadrat tenglama bo ‘ladi.

1-ta’rif. Berilgan {i,m} yo'nalish uchun

anf£2+2al2Em+a2m2 -0 (1)

tenglik bajarilsa, bu yo‘nalish asimpotik yo‘nalish,
auf£2+2antm +a2m2 ®0 (12)

munosabat bajarilsa noasimptotik yo'nalish deyiladi.

To‘g‘ri chizigning yo‘nalishi noasimptotik bo ‘Isa,yuqoridagi tenglama
kvadrat tenglama bo‘ladi. Demak, bu to‘g‘ri chiziq (1) chiziq bilan
ikkita yoki bitta umumiy nuqtaga ega bo‘lishi mumkin. Noasimptotik
yo'nalishdagi to‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli chiziq bilan bitta nugtada
kesishsa,u urinma deb ataladi.

To‘g‘ri chizigning yo'nalishi asimptotik bo‘lsa, yuqoridagi tenglama
chizigli tenglama bo‘ladi. Demak, bu holda to‘g‘ri chiziq (1) bilan bitta
nugtada kesishadi, yoki to‘g‘ri chizigning hamma nuqtalari (l)ga tegishli



bo'ladi. Agar ikkinchi darajali had koeffitsienti nolga teng bo'lib, ozod
had noldan fargli bo‘lsa,to‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli chizig bilan
kesishmaydi. Asimptotik yo'nalishdagi to ‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli chiziq
bilan kesishmasa u ikkinchi tartibli chiziq uchun asimptota deyiladi.
Biz
/ 2+ 2auim +a2m2=0

w
tenglamada f bo‘lsa, g belgilash kiritib uni

ax! + 2ai2k + a22k =0

*
ko‘rinishda, agar T ® 0 bo‘lsa, K ~ belgilash Kiritib uni
m

2
fifj @22 = ®
ko‘rinishda yozamiz. Ikkala holda ham diskriminant uchun

D = 4af2 - "ana22 ~

tenglik o'rinli. Demak, S >0 bo‘lsa asimptotik yo‘nalish mavjud emas.
Bu holda (1) chiziq elliptik chiziq deyiladi, agarS = 0 bo'lsa, asiptotik
yo'nalish bitta va bu holda (1) chiziq parabolik 8 <()bo-‘lsa, ikkita
asimptotik yo‘nalish mavjud, chiziq esa giperbolik chiziq deyiladi.

Yuqoridagi (11) tenglamadagi birinchi darajali had oldidagi
koeffitsient

(anfE+al2zm)x + (al2E+a22m)y +al¥+a22m =0 (13)

ko‘rinishga ega. Agar



anf+ al2m=0

a2\t + «221 = 0O

tengliklarbir vaqtda bajarilmasa, (13) tenglama to ‘g‘ri chizigni aniglaydi.
Berilgan\lI,m \ yo'nalish uchun(14) tengliklar bajarilsa, {I,m}

yo‘nalish maxsus yo'nalish deyiladi. Ikkinchi tartibli chiziq uchun 8 ¢ 0

bo‘lsa,(14) sistema faqat trivial yechimga ega va demak yagona markazga
ega bo‘lgan chiziglar uchun maxsus yo'nalishlar yo‘q.

2-ta’rif. Maxsus bo'lmagan {l,rn\ yo‘nalish uchun (13) tenglama

aniglovchi to‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli chizigning yo‘nalishga

go‘shma diametri deb ataladi.
Diametr tushunchasining korrekt aniglanganligini ko ‘rsatamiz.

Awalo yo'nalish asimptotik yo‘nalish bo‘lgan holni garaylik. Bu
holda

anf +2anlm +a22m =0

tenglikning chap tomoni uchun
axE2+2anfm+azm?2 =

= (tfj>€ + anm)£ + (an£ + a22m)m (14)

tenglik o‘rinli. Demak
(anf + al2m)£ + (al2£ + a22m)m =0 (15)

tenglik kelib chigadi. Bu tenglikdan
£ _ m

a22w) a\ + a\2m



Diametr uchun {—(af{2i + a22m), an™ + aizm} vektor

yo'naltiruvchi vektor bo‘lganligi uchun diametr\l,rn\ yo'nalishga

parallel bo‘ladi . Diametrga tegishli nugtalar uchun (11) tenglamadagi
birinchi darajali had oldidagi koeffitsient nolga teng bo‘ladi. Demak, bu
holda diametr ikkinchi tartibli chizig uchun asimptota bo‘ladi
(kesishmaydi) yoki diametrga tegishli hamma nuqtalar (1) chizigda yotadi.

Noasimptotik [£,m] yo‘nalishga ega bo‘lgan to‘g‘ri chizig (1)
chizigni ikkita M jva M 2nuqtalarda kesib o‘tsa , A/jA*kesmaning

o‘rtasini M g{xo»Jo) bilan belgilab to‘g‘ri chizigning parametrik
tenglamalarini

X=X0+£1,y =y0+mt
ko‘rinishda yozamiz. Parametrning M j,M 2 nuqtalarga mos keluvchi
giymatlarini t\,t2 belgilasak, ular (10) tenglamaning ildizlari
bo‘ladi va Viet teoremasiga ko‘ra, tx+ t2 = 0 tenglik o‘rinli bo'ladi.
Bu tenglikdan M g{xq, _y0) nugtaning diametrga tegishli ekanligi kelib

chigadi. Demak, noasimptotik j£,m } yo'nalishga parallel vatarlarning

o‘rtalaridan o'tuvchi to‘g‘ri chiziq shu yo‘nalishga qo‘shma diametr
bo“ladi.

Noasimptotik {£,m} yo'nalishga ega bo'lgan va gqo‘shma diametrga
tegishli M Q(x0,y Q) o‘tuvchi to‘g‘ri chizig (1) chizigni M jva
M j nugtalarda kesib o‘tsa, bu nuqtalarga mos keluvchi parametrning
giymatlari (10) tenglamaning ildizlari bo‘ladi. To‘g‘ri chizigning

M 0(x0,Y0) nuqtasi diametrga tegishli bo‘lganligi uchun (10)



tenglamada birinchi darajali had oldidagi koeffitsient nolga teng bo'ladi.

Viet teoremasiga ko‘ra t\ + t2 —0 bo‘lganligi uchun M§{x§,Yo0)

nugta M XM 2 kesmaning o'rtasi bo'ladi. Demak, diametr tushunchasi
korrekt aniglangan.

Berilgan {£, m) yo‘nalishga qo‘shma diametr tenglamasini

(anx + aly +au)t+(anx +a22y +a2i)m =0 a7)

ko ‘rinishda yozish mumkin. Bu tenglamadan ko ‘mib turibdiki, har ganday
diametr (1) chizig markazidan o ‘tadi.
3-8. Qo‘shma yo‘nalishlar va bosh yo‘nalishlar

Berilgan {i,m} yo‘nalishga qo‘shma diametr yo‘nalishi
uchun

£':m'=~(al2£ + a22m):(au £ + ax2m) (18)

munosabat o‘rinli. Bu munosabatni

(ant + anm)If+ (ant + a22m)m' = 0 (19)
ko‘rinishda yoki

anW + al2(im’+ m£")+ a22mm' = 0 (20)
ko‘rinishda ham yozish mumkin.

1-tarif Ikkita {£,m} va yo‘nalishlar uchun (20) munosabat

bajarilsa, bu yo'nalishlar (1) chizigga nisbatan go‘shma yo‘nalishlar
deyiladi.

Bu munosabatda (1) tenglama koeffitsientlari gatnashadi.



Koeffitsientlar esa koordinatalar sistemasiga bog'lig. Ikkita {i,m\ va

yo'nalishlar biror koordinatalar sistemasida (1) chizigga nisbatan

go‘shma yo'nalishlar bo‘lsa,ular ixtiyoriy koordinatalar sistemasida (1)
chiziqga nisbatan qo‘shma yo‘nalishlar bo‘lishini ko'rsatamiz.

Biz OXy koordinatalar sistemasidan O'X'y' koordinatalar

sistemasiga
x=cnx’+Qiy'+ X0
y =c2lx'+c22y'+y0 (21)

almashtirishlar yordamida o‘tsak,(l) tenglama

an(x"2+ 2alI2x'y' + a2(y )2+ 2a,'3'+2a'Zly +dB =0 (22)

ko‘rinishga keladi. Ikkita{i,m} va yo'nalishlar uchun go‘shma
bo‘lish sharti bo'lgan (21) tenglikni

fa, ap-
A= (23)
\a2d a2l
belgilash kiritib

ko‘rinishda, (1) tenglamani esa

{X,y)A +2{an,a2 + 2% —0
w \yj
ko‘rinishda yozish mumkin. Almashtirishlar formulasini



frA
=cC (27)
\y. KY K.

ko'rinishda bo'ladi. Ikkinchi tartibli chizigning (25) tenglamasiga (27)
formuladagi ifodani qo'ysak va

(x
*>0= ¢ = = (°’
( o IV >A=ATva (ah\d =( d)v*/

tengliklami hisobga olsak, (25) tenglama quyidagicha o'zgaradi:

e N1 v N
c + 0 c” " 0 y2@namc o+ +03- 0
oV KyJ yod (o}
rx’n
(x',)CcrJCc , +(x,N)Crn +(x0,70)"C +
0") ow \Y;
(xA
+0Wo) ° +2@BAAB)C r +2(@13a23) ° +033-0
uw \Yo)

[x’,y)C TAC + 2[(a13,423) + (x0’[do .+ (xo>Yo)\( +
; \y; Vo



Bu tenglamalaming oxirgisidan ko ‘rinib turibdiki yangi koordinatalar
sistemasidagi koeffitsientlardan iborat

N_%ﬁ“n“
B . (28)
V«21  a22j
goida bo‘yicha o‘zgaradi va
(«13ja23) ~ [(«13>23) + (x0’Yo)d)P
(X, "
as3=(4,Yo)N +2 (au ,a23) + agg (29)
<Mo.

tengliklar o‘rinli ekanligini ko‘rish mumkin.

Biz a vektorning eski koordinatalarini a”,a2bilan, yangi

koordinatalarini a[,a2bilan belgilasak,
—c(<
A,
tenglik o'rinli bo‘ladi. Bu tenglikni hisobga olib, OX, b = {£f,mr]

vektorlaming yangi koordinatalarini } } bilan belgilasak,

(PN fp\
(f,mHA  =(f,m')CTAC . =(£'I,mHA'L
\mj (mj \m\J

tenglik o'rinli bo'ladi. Bu tenglikdan (24) tenglik



£\, T]A" -
LLJ

tenglikka teng kuchli ekanligi koordinatalar sistemasiga bog‘liqg emasligi

kelib chigadi. Demak, a ,£ vektorlaming (1) chiziqga nisbatan qo'shma

bo‘lishi koordinatalar sistemasiga bog‘liq emas.

Ikkinchi tartibli chizigning markazi tushunchasi koordinatalar
sistemasiga bogMiq emasligini biz 1-paragrafda geometrik ravishda
ko‘rsatgan edik. Hozir esa yuqoridagi almashtirishlar formulasini
keltirganimizdan keyin bu faktni algebraik isbotlashimiz mumkin.
Hagigatan ham biz sistemani

(3D

ko‘rinishda yozishimiz mumkin. Ikkinchi tomondan yangi koordinatalar
sistemasida bu tenglik

(32)

ko'rinishda bo‘ladi. Yuqgoridagi almashtirish formulalarni hisobga
olib,uning (31) tenglikka teng kuchli ekanligini ko'rsatamiz. Bu tenglikda

T

(a[3, 23) m=[(«133«23) + Q(0>A0 )AC

almashtirishlami bajarsak,u

CTAC +

yyj Yol



+ [(@i3»a23) + (Xo>Y0)ALP = (0,0)
ko‘rinishga keladi. Bu tenglikda

T
X0

Uo.
tenglikni hisobga olsak, (33) tenglik

[(x,y)A + (al3,a23)]C = (0,0) (34)

ko‘rinishda yoziladi. Bu tenglikdagi matrisaning determinanti noldan
fargli bo‘lganligi uchun,bu tenglik (31) tenglikka teng kuchlidir.

1-ta’rif. Birorta yo‘nalish o‘ziga pepe”1kulyar yo‘nalishga go'shma
bo‘lsa,u bosh yo‘nalish deyiladi.

Bu ta’rifga ko‘ra {£,m} yo‘nalish bosh yo'nalish bo‘lishi uchun n
{—m,£] yo'nalishga go‘shma bo‘lishi kerak. Albatta, agar {£,mj
yo'nalish bosh yo‘nalish bo‘lsa, j—m,£] yo‘nalish ham bosh yo*nalish

bo'ladi. Berilgan {£,m} yo'nalishning bosh yo‘nalish bo‘lish sharti

anfe' +an{Em'+ mg£')+alrrr =0

tenglikda \£\m "}vektomi {—m, £\ bilan almashtirish natijasida hosil
bo‘ladi va quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

a\2n-2 + ia22 - au)Em- a2\m2=0 (35)

Agar {£,m} maxsus yo‘nalish bo'lsa,



T an arl

tenglik o‘rinli bo'ladi va yuqoridagi (35) shart bajarilgan. Biz bilamizki,
fagat S = 0 bo'lgan hollardagina ikkinchi tartibli chizig maxsus
yo‘nalishga ega bo'lib, u ikkinchi tartibli chizig uchun asimptotik yo'nalish
bo‘ladi. Demak, yagona markazga ega bo'Imagan ikkinchi tartibli chiziglar
uchun asimptotik yo'nalish bosh yo‘nalish bo‘ladi. Albatta, maxsus
yo'nalishga perpendikulyaryo‘nalish ham bosh yo'nalish bo'ladi. Boshqa
bosh yo‘nalishlar yo‘q. Demak, yagona markazga egabo'Imagan ikkinchi
tartibli chiziglar uchun o‘zaro perpendikulyar fagat ikkita bosh yo‘nalish
mavjuddir.

Yugoridagi (35) tenglikda <42 = 0 vatf?j = <222 munosabatlar
bajarilsa,bu tenglik ixtiyoriy \t,m \ yo'nalish uchun bajariladi. Demalk,

bu holda ixtiyoriy yo'nalish bosh yo‘nalish bo'ladi. Agaral2z ® 0
bo‘lsa,(35) tenglik
, m

K — (va K _—I— ) ifoda uchun kvadrat tenglama bo'ladi. Bu
m

tenglamada diskriminant uchun
& ~iall” a2)2 + 4212 >0
munosabat o‘rinli boMgani uchun wu ikkita ildizga ega va demak

ikkinchi tartibli chiziq uchun ikkita o‘zaro perpendikulyar bosh
yo'nalish mavjud.

4-8. Umumiy tenglamalarni soddalashtirish

Biz bu paragrafda umumiy

aux? +2an Xy + a22y2 +2alx +2a2Y +a33=0



tenglama bilan berilgan ikkinchi tartibli chizigni aniglash va uni yasash
bilan shug‘ullanamiz.

1. Yagona markazga ega boigan ikkinchi tartibli chiziq tenglamasini
soddalashtirish.

Bu holda parallel ko‘chirish yordamida koordinata boshini ikkinchi
tartibli chizigning markazigajoylashtiramiz. Natijada, tenglamada birinchi
hadlar yo‘qoladi. Koordinata o‘glarini o‘zaro perpendikulyar bosh
yo‘nalishlar bo'yicha yo‘naltiramiz. Yo'nalishlarning o‘zaro go‘shma
bo'lishini variant xossa bo ‘lganligi uchun yangi koordinatalar sistemasida

[I,0} va {0,1} yo‘nalishlar o‘zaro qo‘shma bo‘ladi. Bu shart

a.[2 =0
tenglikka teng kuchlidir. Demak, bu holda ikkinchi tartibli chizigning
tenglamasi

an x2+a2y'2+ 433 =0 (36)

ko'rinishga keladi. Bu tenglamada a\j ® 0 a22 ® 0 ,#33 koeffitsient
esa nolga teng bo'lishi ham,nolga teng bo‘Imasligi ham mumkin. Agar

8RB koeffitsient esa nolga teng bo‘lsa,(36) tenglama

AX'2+By'2=0 (37)

ko‘rinishga keladi. Agar A ,B koeffitsientlar har xil ishoralarga ega

bo‘lsa,bu tenglama ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chizigni aniglaydi.
Koeffitsientlar bir xil ishoralarga ega bo‘lsa,bu tenglama bitta nugtani
aniqglaydi.

Yuqoridagi (36) tenglamada koeffitsient esa nolga teng
bo‘lmasa,(36) tenglama

AX2+By'2=1 (38)

ko'rinishga keladi. Bu tenglama esa koeffitsientlarning ishorasiga
garab,ellipsni yoki giperbolani aniglaydi. Demak, yagona markazga ega
bo‘lgan ikkinchi tartibli chizig quyidagi to'rtta chiziglaming biridan
iborat:

1) Ellips



2) giperbola;
3) ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chizig;
4) bitta nuqta .

2. Yagona markazga ega bo‘lmagan ikkinchi tartibli chiziq
tenglamasini soddalashtirish

Biz bu holda yangi ordinata o‘qini maxsus bo‘lmagan bosh yo'nalish
bo'yicha yo‘naltiramiz. Bu yo'nalish noasimptotik ekanligini bilamiz.
Abssissa 0'qi sifatida ordinata o'qi yo'nalishiga qo'shma diametmi olamiz.

Yangi koordinatalar sistemasida ordinata o'qi yo'nalishi {0,I}
koordinatalaiga egabo'ladi va bu yo'nalishga qo'shma diametr tenglamasi

ciz N o yl+ «23 =,
ko'rinishda bo'ladi. Bu tenglama y’=0 tenglamaga teng kuchli
bo'lganligi uchun

«12 = 0 «23 = ®«22 H®
munosabatlami olamiz. Bundan tashqari

8 = axJ<i22 —ayi =0

tenglikni hisobga olsak, an = 0 kelib chigadi. Natijada yagona markazga
ega bo'Imagan ikkinchi tartibli chizig tenglamasi

a2y 2+ 2an x'2+ avb =0 (39
ko'rinishga keladi. Bu tenglamadaa 22 »~ 0 munosabat o'rinlidir. Bu
chizig uchun
0 0 a.[3
N
A=0 @ 0 - _D,5%

«31 ® «33



bo'lganligi uchun, agar a[3 ®0 bo‘lsa ikkinchi tartibli chiziqg markazga

ega bo‘Imaydi, agar a[3 = Obo‘lsa ikkinchi tartibli chiziq cheksiz ko‘p

markazga ega va markazlar to‘g‘ri chizigni tashkil giladi.
Agar ikkinchi tartibli chizig markazga ega bo‘lmasa,yuqoridagi
(39)tenglamada

a\b”™ 0 va ikkinchi tartibli chiziq abssissa o‘gini X = -----—

2™M13

nuqtada kesib o'tadi. Biz koordinata boshini shu nuqtaga ko‘chirib,
tenglamani

a2y'2 + 2a{3x'=0 (40)

ko'rinishga keltiramiz. Bu tenglamada a\3koeffitsientning ishorasi

aZZ2koeffitsient ishorasiga garama-garshi bo‘lsa,(40) tenglama

y,2=2px" (41)

ko'rinishga keladi. Bu tenglamada p > Obo'lganligi uchun, u parabolani
aniglaydi.
Agar a[j koeffitsient ishorasi a 22 koeffitsient ishorasi bilan bir xil

bo‘lsa, (41)tenglamada p < Obo'lganligi uchun, u bo‘sh to'plamni

aniglaydi.
Yagona markazga ega bo‘Imagan ikkinchi tartibli chizigning (39)

tenglamasida a j 3 koeffitsient nolga teng bo‘lsa, (39) tenglama

«22Y'2 + a33 =0 42>

ko'rinishga keladi. Bu tenglamada a 22 ® 0, #33 koeffitsient esa nolga



teng bo'lishi ham, nolga teng boimasligi ham mumkin. Agar «33
koeffitsient nolga teng bo‘lsa,(42) tenglama

(43)

ko‘rinishga keladi va ikkita ustma-ust tushuvchi to ‘g‘ri chizigni aniglaydi.

Yuqgoridagi (42) tenglamada <333 koeffitsient nolga teng bo‘Imasa ,
(42) tenglama

(44)

ko‘rinishga keladi. Agar N33 koeffitsientning ishorasi aZ2 ®0
koeffitsient ishorasiga garama-garshi bo‘lsa, (44) tenglamada C >0
bo‘ladi va u ikkita parallel to‘gri chizigni aniglaydi. Agar 133
koeffitsientning ishorasi @22 ®P0 koeffitsient ishorasi bilan bir xil bo'lsa,

(44) tenglamada C < 0 bo‘ladi va u bo‘sh to‘plamni aniglaydi.
Demak, yagona markazga ega bo'lImagan ikkinchi tartibli chiziq
quyidagi uchta chiziglaming biridan iborat:
1) parabola (markazga ega emas);
2) ikkita parallel to‘g‘ri chiziq (markazlar to‘g‘ri chizig‘iga ega);
3) ikkita ustma-ust tushuvchi to‘g‘ri chiziqg (markazlar to‘gri
chizig'iga ega).

5-8. Mustaqil ish uchun topshiriglar
1. Giperbola

tenglama bilan berilgan. Uning asimptotalarini toping.
2. lkkinchi tartibli chizig

(ax+by+c,. - {fax+bY+q,. =,



tenglama bilan berilgan bo‘lsa,u ikkita tog i chizigdan iborat ekanligini
KO ‘rsating.

3. To § ri chiziglarga ajralmaydigan ikkita ikkinchi tartibli to \g¥i chizig
beshta nugtada kesishsa,ulaming ustma-ust tushishini Ko rsating.

4. Birorta tog Ti chiziq ikkinchi tartibli chizig bilan uchta nugtada
kesishsa,ikkinchi tartibli chiziq birjuft tog i chizigdan iborat ekanligini
KO Tsating.

5. Quyidagi ikkinchi tartibli chiziglarning markazini toping.

a) X2- 2xy+2y2- 4x- 6y +3=0
b) 3x2- 2xy +3y2+4x+4y - 4=0
V) 2X2- 3Xy - Y2+ 3x+ 2y =,

g) X2- 2xy+y2- 4x- 6y +3=0

d) 3X2- 2xy +3y2+4x+4y - 4=0
6. Ikkinchi tartibli chiziq va uning diametri mos ravishda

3X2+ 2Xy+2y2+3X-4y=0vax+2y—2=0

tenglamalar berilgan. Bu diametrga go Shma diametr tenglamasini
tuzing.

7. Quyidagi ikkinchi tartibli chiziglarning ko rinishini aniglang.
a) X2+ 6Xy+y2+ 6X+ 2y - 1=0 J: Giperbola
b) 3X2 - 2Xy + 3y 2+ 4Xx+ 4y - 4 =10 J: Ellips

Yy 9
v)x - —4xy + 3y T +2x —2y =0 J: Ikkita kesishuvchi to g i

chiziglar

9)y 2 4 SXy —14x2 =0 J: Ikkita kesishuvchi tog ri chiziglar

d) X2 —XY —y —% —y = 0 J: Giperbola



8. Berilgan beshia (0;0), (0;2), (~1;0), (~2;1), (~1;3) nugtalardan
o0 ‘tuvchi ikkinchi tartibli chiziq tenglamasini tuzing.

9. Koordinatlar boshi O'(I',O) nugtaga ko thirilsa, 1 holda ushbu
X2- 4xy+3y2- 2Xx+1=0
ikkinchi tartibli chiziq tenglamasi ganday ko rinishga keladi.
10. Ellipsga ichki chizilgan tog Ti to rtburchak tomonlari, ellipsning
o glariga parallel bo 1ishini isbotlang.

11. Quyidagi giperbolalaming asimptotalarini toping.

a) 3X2+ 2Xy-y2+8x+10y+14=0

J:6X-2y +5=0va2x+2y-1=0

b) 3x2+10m+7y2+4x+2y +1 =0

J:6x + 147N+ 11=0 va 2X+2y -1 =0
V) I0Xy-2y2+ 6x +4jy-21=0
[:5~ +3=0 va 25* - +13=0

9) 2X2 - 3xy-x +3y+4=0
J:2x-3y+\=0vax-1=0

12. Ellips tenglamasi



Ko finishda va ikkita goShma diametrlardan biri katta o g bilan 300
burchak hosil giladi. Diametrlamingyo halishlari orasidagi burchak topilsin.

J «=120°
13. Ellips tenglaiasi

Ko Tinishda va ikkita qo'shma diametrlari orasidagi burchak 60® ga teng
bo 1sa, diametrlaming uzunliklari topilsin. .

J2a =4y[2, 20’=1S

14. Giperbola tenglamasi

6 4
KO finishda bo ‘1sa, uning 45 burchak hosil giluvchi go shma diametrlarining
tenglamasini tuzing.
15. Quyidagi ikkinchi tartibli chiziglaming bosh o glarini toping.
a) 3X2+ 2Xy +3y2+ 6Xx- 2y - 5=0

[:2X+2y .. =, vax-y +, =,

b) 5X2 + 24xy - 2y2+ Ax-1 =0

J 280+ 2\y + 4=0 va33x- 44y., =0



v) X2 - OXy+y2+ 1=0

J: X-bJ =0 vaX-y =0
16. Parabola x 2 - 6y tenglama yordamida berilgan. Uning
4x -y -5 =0
tog Ti chiziq yo halishiga gqo'shma diametri tenglamasini tuzing.
J:X-12 =0
17. Parabolay = 2px tenglama yordamida berilgan. Uning pa-

rabola o gi bilan 450 burchak tashkil giluvchi vatarlarga go Shma diametri
tenglamasi tuzilsin.
EY-P=0
18. Parabola
X2 - 6xy+9y2-\2x +14y -7 =0

tenglama yordamida berilgan. Uning absissa o giga qo‘Shma diametr
tenglamasini tuzing.

J:X—3y—6=0



V BOB

IKKINCHI TARTIBLI SIRTLARNING KANONIK
TENGLAMALARI

1-§. Ellipsoid va giperboloidlar
1. Ellipsoid
Fazoda dekart koordinatalari sistemasi kiritilgan bo‘lib, unda ikkinchi

darajali F(X, Y, Z) ko'phad yordamida berilgan

@
tenglamani qaraylik. Fazoda koordinatalari (1) tenglamani
ganoatlantiruvchi nuqtalar to'plami ikkinchi tartibli sirt deb ataladi.

1-ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari
sistemasida

KO finishda yozish mumkin bo ‘Isa, u ellipsoid deb ataladi. Bu tenglamada

b > C> 0 munosabat bajarilishi talab gilinadi.

Ellipsoid tenglamasidan ko'rinib turibdiki, u koordinata o‘glariga
nishatan simmetrik joylashgan, koordinata boshi esa uning simmetriya
markazidir.

Ellipsoidning shaklini chizish uchun uning koordinata tekisliklariga

parallel tekisliklar bilan kesimini garaymiz. Masalan, uni z = h tenglama

bilan aniglangan tekislik bilan kessak, LLL< C bo'lganda kesimda



ko‘rinishda yozish mumkin.

Xuddi shunday, ellipsoidni OXz ,0Yyz tekisliklariga parallel

tekisliklar bilan kessak, kesimda ellipslar hosil bo‘ladi. Yuqoridagilarni
hisobga olib, ellipsoidni chizmada tasvirlashimiz mumkin.

42-chizma.

2-ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari
sistemasida

ko'rinishda yozish mumkin bo‘lsa, v ikkipallaligiperboloid deb ataladi.

Bu tenglamada a > b > 0, C > 0 munosabatlar bajarilishi talab gilinadi.

Ikki pallali giperboloid tenglamasidan ko'rish mumkinki, uchinchi
o'zgaruvchi z < Cva z>C tengsizliklami ganoatlantirishi kerak.



Demak, ikki pallali giperboloid ikki gismdan iborat va uning nomi
shakliga mosdir. Agar ikki pallali giperboloidni %= h tenglama bilan

aniglangan tekislikda kessak, Ll > C bo‘lganda kesimda

tenglama bilan aniglanuvchi ellips hosil bo'ladi. Bu ellipsning yarim
o'glari mos ravishda

kattaliklarga tengdir.
Agar ikki pallali giperboloidniy = h tenglama bilan aniglangan

tekislikda kessak, har ganday h uchun kesimda

z2 X2 h2
c2 a2 b2

tenglama bilan aniglanuvchi giperbola hosil bo‘ladi. Bu giperbolaning
yarim o'glari mos ravishda

kattaliklarga tengdir.
Xuddi shunday ikki pallali giperboloidnix —h tenglama bilan



aniglangan tekislikda kessak, har ganday h uchun kesimda

tenglama bilan aniglanuvchi giperbola hosil bo‘ladi. Bu giperbolaning
yarim o'qlari mos ravishda

kattaliklarga tengdir.

Bundan tashgari (3) tenglamadan ko‘rish mumkinki, giperboloid
koordinata tekisliklariga nishatan simmetrik joylashgan, koordinata boshi
esauning simmetriya markazi bo'ladi. Bulami hisobga olib, uni chizmada
tasvirlashimiz mumkin.

43-chizma.

3-ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birvrta dekart koordinatalari
sistemasida

(4)



Ko Tinishda yozish mumkin bo ‘Isa , u bir pallali giperboloid deb ataladi.

Butenglamada a> b > 0, C> 0 munosabatlarbajarilishi talab gilinadi.

Bir pallali giperboloidning tenglamasidan ko'rish mumkinki, u
koordinata tekisliklariga nisbatan simmetrik joylashgan, koordinata boshi

esa uning simmetriya markazi bo'ladi. Bir pallali giperboloidniz = h

tenglama bilan aniglangan tekislik bilan kessak, har ganday/7 uchun
kesimda

tenglama bilan aniglanuvchi ellips hosil bo‘ladi. Bu ellipsning

yarim 0 ‘glari mos ravishda

kattaliklarga tengdir. Agar h=0 bo‘lsa, kesimda eng kichkina ellips hosil
bo‘ladi. Bu ellips bir pallali giperboloidning bo‘g‘zi deb ataladi.

Bir pallali giperboloidni x=h, y—h tenglama bilan aniglangan

tekisliklar bilan kessak, mos ravishda
kesimda

tenglamalar bilan aniglanuvchi giperbolalar hosil bo‘ladi. Bu
giperbolalardan birinchisining yarim o'glari mos ravishda



kattaliklarga tengdir. Agar |/l=a yoki Jh J= b bo‘lsa,
kesimda mos ravishda

tenglamalar bilan aniglanuvchi ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziglar hosil
bo‘ladi. Bu faktlami hisobga olib, bir pallali giperboloidni chizmada
tasvirlashimiz mumekin.

44-chizmct.

4-ta’rif. Sirtning har bir nugtasidan shu sirtda yotuvchi tog i chiziq
o0 tsa, bunday sirt chizigli sirt deyiladi.

Sirt chegaralagan bo‘lsa, unda to‘g‘ri chiziq yotmaydi va shuning
uchun u chizigli sirt bo'Imaydi. Demalk, ellipsoid chizigli sirt bo’'Imaydi.

1-teorema. Bir pallali giperboloid chizigli sirt bo ‘lib, uning har bir
nugtasidan giperboloidda yotuvchi ikkita to§ Ti chizig o tadi.

Isbot. Bir pallali gipeiboloidning M(xQy 0,z0) nugtasidan
yo'nalishdagi to‘g‘ri chizigning parametrik tenglamalari



ko'rinishda bo‘ladi. Bu to‘g‘ri chizig bir pallali giperboloidda yotishi
uchun

to+ItY B +mtr  (zO+ Ntf _'l
a2 b2 c2

tenglikt ning har giymatida bajarilishi kerak. Bu tenglikda

xho oA C

munosabatni hisobga olsak,

tengliklarni hosil gilamiz. Yo‘nalishni aniglovchi vektorning
hamma koordinatalari nolga teng bo‘lmaganlini uchun yuqordagi
tenglikning birinchisidan n® 0 ekanligi kelib chigadi. Biz umumiylikni

chegaralamasdan n —C deb olamiz. Bundan esa |, m lar uchun
/Ixo | ™b - 20
shartlarni olamiz. Agar biz

X0=x,+£/21y0=yl+T"-
c c

tengliklar bilan (xj, ,0) nugtani aniglasak



r z 4
X+ tn yxX+m~t

K c/ C o .4

a a

G o "2 \
+2 . ZL

c va§+%-{ 1, =N +2
tenglikdan

AT+ U 8
N !) ®)

munosabat kelib chigadi. Demak, (x],J/},0) nuqgta giperboloidning
bo‘g‘ziga tegishlidir. Yugoridagi (6) tenglikdan

L =Z711
m  bh2x

munosabat kelib chigadi. Biz agar

fem_3yuom - Dxw

b a

tengliklar bilan {i,m,c} vektorning £,m koordinatalarini aniglasak,



munosabatni hisobga olib (8)tenglikdan” = +1 giymatlami topamiz.
Demak, biz gidirayotgan to‘g‘ri chiziglarning parametrik tenglamalari

a
X=XQ- u—yx
b
b
Y~Yo +u-xx
a
z=20+ct
ko‘rinishda bo'ladi. Bu to‘g‘ri chiziglar t ——- —bo'lganda (xj,Yy X0)
C
nugtadan o'tadi. Hagigatan ham (6) tengliklardan
a Z
*1 =X0+ n - yx-J(B
b C
b z0

M=Yo+u~ Xxr—
a Cc

munosabatlami hosil gilish mumkin. Teorema isbotlandi.

2-8. Konus va lining kesimlari

3-ta'rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari
sistemasida

X y2 i
a2+ b2 «c2 4

ko'rinishda yozish mumkin bo‘lsa , u konus deb ataladi. Bu tenglamada
a>b>0*c>0 munosabatlarbajarilishi talab gilinadi.



Konus tenglamasidan ko‘rinib turibdiki, u koordinata tekisliklariga
nisbatan simmetrik joylashgan, koordinata boshi esa uning simmetriya

markazidir. Bundan tashgari, agar M 0(x0, Yo, Zq) nugta konusga

tegishlibo‘lsa, 0 (0, 0, O) va M 0(x0, y0, z0) nugtalardano‘tuvchi
to‘g‘ri chizigdagi har bir nugta konusga tegishlidir. Hagigatan ham, bu

to‘g‘ri chiziqga tegishli nugta (tXQ,tyQ,tzQ) ko‘rinishga ega va bevosita

2 A
fa))2 , (typf (tzof ~t2 + Yo =0
a a

tenglikni tekshirib ko‘rish mumkin.

Konusning har bir yasovchisi bu ellipsni bir marta ( fagat bitta
nugtada) kesib o'tadi. Konusda yotuvchi va bu xossaga ega bo'lgan
chiziglar konusning yasovchisi deyiladi. Bu ellipslarning markazlaridan
o ‘tuvchi to‘g‘ri chiziq konusning o‘qi deyiladi.

Yugoridagi kanonik tenglamada konusning o ‘gi 0z o0°qgi bilan ustma-
ust tushadi. Koordinata boshi ham konusga tegishli, konusning hamma
yasovchilari bu nugtadan o'tadi. Konusning hamma yasovchilari o‘tuvchi
nugta uning uchi deb ataladi.

4-ta’rif. Konusni uning uchidan o Jmaydigan tekisliklar bilan kesish
natijasida hosil bo ‘lgan chiziglar konus kesimlar deyiladi.

2-teorema. Aylanadan boshga hamma konus kesimlar tekislikda berilgan
nugtagacha bo‘gan masofasining berilgan toy ¥i chiziggacha bo‘lgan
masofasiga nishati 0 zgarmas bo ‘lgan nugtalaming geometrik o midir.

Isbot. Konusni OCtekislik bilan kesganimizda hosil bo‘lgan chizigni

Y bilan belgilaylik. Konusga ichki chizilgan vaoc tekislikka urinuvchi
sferaning tekislik bilan kesishish nugtasini F bilan belgilaymiz. Ichki
chizilgan sfera konusga aylana bo‘ylab urinadi. Bu aylana yotuvchi

tekislikni QO bilan belgilaymiz. Konus kesimga tegishli ixtiyoriy M
nugta olib, undan o‘tuvchi yasovchi bilan @ tekislikning kesishish



45-chizma.

nugtasini B bilan beigilaymiz. Konus kesimga tegishli M nugtadan Ct
va 0) tekisliklar kesishishidan hosil bo'lgan ~to'g'ri chizigqa

perpendikulyar o'tkazamiz. Sferaga M nugtadan o'tkazilgan urinmalar
kesmalari bo‘lgani uchun FM = BM tenglik o'rinli bo’ladi. Berilgan

M nugtadan 0) tekislikkacha bo'lgan masofani @ , b  bilan belgflasak,

tengliklar o'rinli bo‘ladi. Bu

Sin u
yerda(p —€C va#) tekisliklar orasidagi burchak, LY —konus yasovchi

va @ tekislik orasidagi burchak, nuqtaesa M nuqtadan 8 to‘g‘ri
chizigqga tushirilgan pedgendikulyar asosidir. Yugoridagi tengliklardan

FM BM _smm _

= =— e
AM AM sinLl/




Konus kesim uchun F nugta uning fokusi S to‘g‘ri chiziq esa
lirektrisa deyiladi. Yugoridagi nisbat 1 dan kichik yoki teng bo'lganda
tonus kesimning hamma nugtalari fokus bilan birgalikda direktrisaning
Sir tarafida yotadi. Haqgigatdan ham direktrisaning boshqa tarafida

rotuvchi M" nugta uchun

AM'" AM'
engsizlik o'rinli boladi. Agar yuqoridagi nisbat 1 dan katta bo‘lsa,
lirektrisaning har ikkala tarafida konus kesimga tegishli nuqgtalar bor.
Demak, bu holda konus kesim ikki gismdan iborat.

Biz bilamizki, agar € < 1 bo‘lsa konus kesim ellips bo'ladi. Biz 11l
>obda bu faktni isbotlaganmiz. Agar € =1 bo‘lsa, konus kesim parabola

>oiadi. Konus kesim uchun € <1 bo‘lsa, u giperbola bo‘ladi.

Biz 111 bobda o‘rgangan ikkinchi tartibli chiziglaming(ellips, pa-
abola va giperbola) har biri ikkinchi teoremaga ko‘ra, konusning birorta
ekislik bilan kesishishidan hosil bo‘lar ekan. Bu faktni algebraik metod
>ilan isbotlash ham mumkin.

Konusni Z = h tenglama bilan aniglanuvchi tekislik bilan kessak ,
:esimda yarim o'glari mos ravishda

Lattaliklarga teng bo'lgan ellips hosil bo'ladi. Agar biz konusni X = h,

y = h tenglamalar orgali aniglangan tekisliklar bilan kessak, kesimda
yarim o‘glari mos ravishda

kattaliklarga teng bo'lgan giperbolalar hosil bo‘ladi. Konus kesimda

parabola hosil boiishini ko‘rsatish uchun, uni z —x + h,h ®o
a



2
-X+ h
X 2 y 2 a
a2 + 62
tenglama bilan aniglanuvchi ikkinchi tartibli chizigni hosil gilamiz.
Koordinatalar sistemasini almashtirish yordamida bu tenglamani

2/ ha
X+ -

ac 2¢
ko'rinishga keltirsak, uning parabola ekanligini ko'ramiz.

=0

3-§. Paraboloidlar

5-ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari
sistemasida

2 2
X

X Y. 2z (4)
p q
Ko finishda yozish mumkin bo Isa , n elliptik paraboloid deb ataladi. Bu



Elliptik paraboloidning tenglamasidan ko'rish mumkinki, koordinata
boshi unga tegishli, yOz vaxOz tekisliklari elliptik paraboloidning
simmetriya tekisliklari bo'ladi. Elliptik paraboloidni z = h tenglama

orgali aniglangan tekislik bilan kessak, h > 0 bo'lganda kesimda yarim

o‘glari mos ravishda -~Jlhp , ~ 2hq Kkattaliklaiga teng bo‘lgan ellips

hosil bo'ladi. Elliptik paraboloidni X = h, y = h tenglamalap orgali
aniglangan tekisliklar bilan kessak, kesimda fokal parametrlari mos
ravishdap ,q kattaliklaiga teng bo‘lgan parabolalar hosil bo‘ladi. Bu
parabolalaming uchlari mos ravishda

h2\ h
0h, ~ va h,0, nugtalarda joylashgan. Bu xossalami

29 2p
hisobga olib, elliptik paraboloidni chizmada tasvirlashimiz mumkin.
6-tarif. Ikkinchi tartibli

sirt tenglamasini birorta
dekart koordinatalari

sistemasida
x. Y =93 @
P qQ

Ko rinishda yozish mumkin
bob a, ngiperbolikparabo-
loid deb ataladi. Bu
tenglamada

p >0,Qq>0, munosa-

batlar bajarilishi talab
gilinadi.



Giperbolik paraboloid hamyOz vaXOz tekisliklarlarga nisbatan
simmetrik joylashgandir. Agar giperbolik paraboloidni z = h tenglama

bilan aniglangan tekislik bilan kessak, h >0 bo'lganda kesimda yarim
o‘glari mos ravishda

m\j2hp , -Jlhq

kattaliklarga teng bo'lgan giperbola hosil bo'ladi. Agar h < 0 bo'lsa,
kesimda hagigiy o‘qi OX o‘gga, mavhum o‘qi Oy o'qga parallel va
yarim o‘glari mos ravishda 2hqg, "j- 2hp kattaliklarga teng

bo'lgan giperbola paydo bo‘ladi. Kesuvchi tekislik 50y tekisligi ustma-
ust tushsa, kesimda

p A

tenglama bilan aniglanuvchi ikkita kesishuvchi to ‘g ‘ri chiziq hosil bo'ladi.

Giperbolik paraboloidni o'giga parallel tekisliklar bilan kessak kesimda
parabolalami olamiz.



2N

fokal parametrlari g ga teng va uchi h,0, 2p nugtada bo‘lgan pa-
V

rabola hosil bo'ladi.
1-teorema. Giperbolik paraboloid chizigli sirt bo1ib, uning har bir
nugtasidan paraboloidda yotuvchi ikkita tof ¥i chizig o tadi.

Ishot. Giperbolik paraboloidga tegishli® = k\X + bj nugtadan
o'tuvchi va

X=XQ+it
y = Yo+mt
Z-7Q+nt

tenglamalar bilan aniglangan to‘g‘ri chizig paraboloidda yotishi uchun
K t 1f. Ay<>+™|=2(z04n)
tenglik parametmingphar bir qiyn?atida bajarilishi kerak. Bu tenglikni
| m 1 Ix0 my0 n

P q \P o q

=0

ko‘rinishda yozib, undan

il_51I=0va” - -« =0
P q p q

tengliklami hosil gilamiz. Bu tengliklardan ~ m, n] yo'nalish uchun



munosabatni hosil gilamiz. Buyerda U = +1 tenglik bajarilgan. Demak,
giperbolik paraboloidning har bir nugtasidan unda yotuvchi ikkita to‘g‘ri
chizig o‘tadi. Bu to‘g‘ri chiziglarning parametrik tenglamalarini

X = X0

y =y0+UtJq

z =20+t Y0 ©
fp~ufq

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu parametrik tenglamalarda

*0
xJp 4y
munosabat bajarilsa,
t=t = 0 X° +1-Yo
Y 4p nl?.
v 44y

boiganda (5)to‘g‘ri chiziglar z —0O tekislikni kesib o ‘tadi. Bu tekislikda

X
0

i =
o a
lp M TIMp 24 A
tenglamalar bilan aniglanuvchi to‘g‘ri chiziglar ham yotadi. Demak,
(5) to‘g‘ri chizig (6 ) to‘g‘ri chiziglarning bittasini kesib o'tadi. Buni
aniglash uchun (5) ifodalami (6) tenglamalarga go‘ysak



\
*0+<>4p ,..Ya+”"™\4gq +2t —O

rp 4y dp + bid=n

tenglikni olamiz. Demak, (5) to‘g‘ri chiziq
X v n
+ W=E= =0 (7)

to‘g‘ri chizigni kesib o‘tadi. Bu to‘g‘ri chizigning parametrik
tenglamalarini
X=rjp

1 —00< T< +00
y =-TUyjq

ko‘rinishda yozish mumkin. Yuqoridagi (5) va (7) to‘g‘ri chiziglar
kesishish

(jco + Yo + Utx-yjq) nuqtasida kesishadi va bu nugtaga
parametming

dp 4p 4~p
giymati mos keladi.
Agar t' = t - t x belgilashni kiritib, (5) to‘g‘ri chizigning parametrik
tenglamalarini

X=x0+tJp =(x0+tldJp)+{t-tHNIp=(t,+TH)Ip

y=y0+tujg = (yO+hudq)+ u(t-tx\Jg= u(t'-r x\Jg



ko'rinishda yozish mumkin.
Agar x0 "x bo‘lsa, giperbolik paraboloidning (4)

tenglamasidan Zq = 0 tenglik kelib chigadi. Demak, bu holda (5) to‘g‘ri

chiziqz = 0 tekislikda yotadi. Yuqoridagi keltirib chigarilgan xossalarni
guyidagicha yozishimiz mumkin.

2-teorema. Giperbolik paraboloidning har bir yasovchisi
Z —0 tekislikda yotadi yoki bu tekislikni kesib o‘tadi. Yasovchining
parametrik tenglamalarini

x= + Tn[P’
y =u(t—r\[a,
Z =2tz

ko'rinishda yozish mumkin. Bu yerda u =+ 1« Agar yasovchiz = 0
tekislikda yotsa t = 0 > yasovchiz = 0 tekislikda yotmasa

d
T= -
~J~p~+q ' ($) va (7) to‘g‘ri chiziglarning kesishish nugtasidan

koordinata boshigacha bo‘lgan masofadir.



4-8. Silindrlar

7-ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari
sistemasida

<8 >

a b
ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa , u elliptik silindr deb ataladi. Bu
tenglamada a > b > 0 >munosabatlar bajarilishi talab gilinadi.

Elliptik silindr tenglamasida X,y o‘zgaruvchilaming fagat ikkinchi

darajalari gatnashganligi uchun koordinata boshi uning simmetriya

markazi bo'ladi, koordinata tekisliklari esa simmetriya tekisliklaridir.
Silindrning simmetriya markazidan yasovchilarga parallel o'tadigan

to‘g‘ri chiziq silindrning o‘qi deyiladi. Elliptik silindmi (8) tenglama

yordamida aniglaganimizda uning o‘gi Oz o‘qgi bilan ustma-ust tushadi.
Bu sirtni uning o'giga perpendikulyar tekisliklar bilan kessak, kesimda
ellipslar hosil bo'ladi.

Mustaqil ish uchun topshirig. Elliptik silindr tenglamasida Q —b
bo'lsa, uning o'qgiga perpendikulyar tekisliklar bilan kessak, kesimda

aylanalar hosil bo‘ladi. Lekin ad b bo‘lganda ham uni yasovchilarga
parallel bo‘Imagan tekislik bilan kesib aylana hosil gilish mumkin. Bu
faktni isbotlang.

8-tarif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari
sistemasida

X1 y2 _

02 [2 “ )
ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa , u giperbolik silindr deb ataladi. Bu
tenglamadaa > 0, b > 0 munosabatlar bajarilishi talab gilinadi.

Giperbolik silindrtenglamasida x,y o'zgaruvchilaming fagat ikkinchi
darajalari gatnashganligi uchun elliptik silindr kabi koordinata boshi



uning simmetriya markazi boiadi, koordinata
tekisliklari esa simmetriya tekisliklaridir.
Giperbolik silindmi unig o'giga perpendikulyar
tekisliklar bilan kessak, kesimda (9) tenglama
bilan aniglanuvchi giperbola hosil boiadi.

9-ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini
birorta dekart koordinatalari sistemasida

y2=2pxp >0 (10)
Ko Tinishda yozish mumkin bo 1sa, nparabolik
silindr deb ataladi.
Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart
koordinatalari sistemasida

2 2
* Y _n
a2 , :6 f11)

ko‘rinishda yozish mumkin boisa, u
ikkita kesishuvchi tekislikdan iborat
boiadi.

Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini
birorta dekart koordinatalari sistemasida

y2-b2=0
(12)

49-chizma.
Elliptik silindr.

50-chizma. Giperbolik

silindr.

ko‘rinishda yozish mumkin boisa , u ikkita
parallel tekislikdan iborat boiadi.

Ikkinchi tartibli sirt tenglamasni biorta dekart

koordinatalari sistemasida



ko‘rinishda yozish mumkin bo'lsa , u ikkita ustma-ust
tushuvchi tekislikdan iborat bo’ladi.

5-§. Ikkinchi tartibli sirtning urinma tekisligi
Bizga ikkinchi tartibli sirt
F(x,y,z)=0(1
tenglama bilan berilgan bo'lsa, unga
tegishli M'{XO,yO,ZO\)

nugtadagi urinma tekislik tushunchasini kiritamiz.
10-ta’rif Ikkinchi tartibli sirtda yotuvchi

52-chizma.

vaM g nugtadan o tuvchi hamma chiziglaming
shu nuqgtadagi urinmalari yotuvchi tekislik

SirtningM g nugtadagi urinma tekisligi deyiladi.

Urinma tekislik tenglamasini keltirib 53-chizma.

chigaramiz. Buning uchun M g nugtadan
o‘tuvchia tekislik bilan sirtni kesganimizda hosil bo‘lgan kesimni

(chizigni) / bilan, uning M g nugtadagi urinmasini | bilan belgilaymiz.

Urinmaga tegishli nugtaniM (X,y,z) bilan, y chizigda M g
nugtaga yetarli yagin nuqtani A" bilan belgilab, M gva]\[ nugtalardan
to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz. Bu to‘g‘ri chizigda M {X,y,z) nugtaga eng

yagin nugta M*{x",y",2'Y) bo‘lsin. JA nugtaning koordinatalarini

XN = Xq + -Xq)

YN =Yo+Ky'-¥Y o)
ZN=zQ+1t(z'-20)

ko'rinishda yozish mumekin.



Koordinatalar uchun bu ifodalarni (1) tenglamaga qo'ysak

F(x0+t(x"- x), yO+t(y'-y0),z0+1t(z'-20))=0()
tenglikni olamiz. Bu tenglikning chap tomonidagi ifodadat — 0 da
x',y",zro'zgaruvchilar mos ravishda Xq,_y0 7z g kattaliklaiga intiladi.
Yuqoridagi tenglikni/ ga bo'lib va F(x0,y0,z0)=0 tenglikni hisobga
olib, t — 0 da limitga o ‘tsak

(X - X0)Fi (*0, Yo. "0) m(y - YO)Fy(xO'Y 0~ 0)+(-- 20)F: (xO >0 z0)=0 (14

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama sirtning M g nugtadagi urinma
tekisligi tenglamasidir.

6-8. Sirtning diametral tekisligi

Biz ikkinchi tartibli chiziglar uchun diametr tushunchasini Kiritgan
edik. Ikkinchi tartibli sirt uchun esa diametr tekislik tushunchasini

kiritamiz. To‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli sirtni ikkiM , N nuqtada kesib

o0‘tsa, M N kesma ikkinchi tartibli sirt uchun vatar bo'ladi.
1-teorema. Parallel vatarlaming o rtalari bir tekislikda yotadi.

Isbot. Ikkinchi tartibli sirt uchun maxsus tanlangan OXyz dekart

koordinatalar sistemasi mavjudki, uning tenglamasida Xy, XZ,yz ifodalar
gatnashmaydi. Bu faktni isbotlash uchun

F{x,y,z)= 2+a2y2 + (13322 + 2anxy + 2a23yz + 2al3xz +
+ 2al4x + 2224y + 2a34z + a4

belgilash kiritib

f{x,y,z)= 1x2 +aiiyl +ab3*2+ 2anXy+ 2a”yz + 2ai3*z
X2+y2+122



funksiyani garaymiz. Bu funksiya hamma o ‘zgaruvchilarga nisbatan bir
jinsli , ya’ni

f(AXx, Ny, Az) = f(x,Y,2), AeR1
tenglik o‘rinlidir. Bundan tashgarif ftmksiya birlik sferada chegaralangan

va Sferaning birortaM q nugtasida bu sferadagi eng kichik giymatga

erishadi.
Funksiya bir jinsli boigani uchun, u koordinata boshidan chiquvchi

nurlarda funksiyaning giymati o'zgarmaydi. Demak, M g nuqtada
funksiya 0°‘zining aniglanish sohasidagi eng kichik giymatiga erishadi.
Koordinatalarboshinio‘zgartirmaganholda Oz o‘gni O M g vektor

bo‘yicha yo‘naltirib, yangi OX'y'z" koordinatalar sistemasini kiritamiz.
Yangi koordinatalar sistemasida funksiya

Jiey ’Z};a\\x'r +a'ny'l+ a'r)r(2:2++yl\/£ i?’/f LLL3Y 2" + 2a}3X'Z

ko‘rinishga ega boiadi. Maxrajda turgan ifoda nugtadan koordinata

boshigacha boigan masofaning kvadrati boigani uchun. Uning ko‘rinishi

0‘zgarmaydi. Yangi koordinatalar sistemasida M g nugta (0,0,Z0)
koordinatalaiga ega va

/(0,y,z0)=a2ly'2 - ab7l .
*0 +Y
tenglik o ‘rinli. Demak,
df(0,yf,z0) _0
dy" y'-0

tenglikdan«23 = 0 munosabat kelib chigadi. Yugoridagidek



foydalanib, a{3 =Otenglikni olamiz. Natijada ikkinchi tartibli sirt
tenglamasi

aux'2 + 2a[2¢'y' + a2y '2 + 2a[4x’ + 2a24y" + 2a34z’ + A3k 2 +a4 =0

ko‘rinishga keladi. Bu yerda fagat x',y’ o‘zgaruvchilarga bog‘liq

ifodadax'y' ko'paytmani yo‘qgotish uchun koordinatalar sistemasini
ganday o ‘zgartirishni biz 1V bobda o'rgandik. Buning uchun koordinata

boshini o'zgartirmasdan yangi, Qx" ,Oy” o'glarni o‘zaro go‘shma qilib

tanlasak, Oz 03 yo‘nalishini o'zgartirmasak, sirt tenglamasi
.2 2 2
axix +azy + + Ma\x + 2a2v+ 2a3z + a=0(15)

ko‘rinishga keladi.
Endi bevosita teorema isbotiga kirishamiz. Buning uchun

_:_E:_
n ju v

to‘g‘ri chizigga parallel vatar o'rtasining koordinatalarini X,y,Z bilan
belgilasak , uning uchi koordinatalari mos ravishda

X=X+ y=Y+jut,z=z +vt vax =x-At*

y =y -flt,z=z-vt (16>
ko‘rinishda bo'ladi. Vatar uchlari sirtga tegishli bo'lgani uchun, ularning
koordinatalari (15) tenglamani ganoatlantiradi. Ularni (15) tenglamaga
go'ysak,

anx +a2y +a3x +2alx+2a2y +2a3z+a+2t(Aaux +pany
+va33z + Aal + fja2 + va3) + t2(auA2 + a2/n2+ a3x3v2)= 0



tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikda t ning ishorasini o‘zgartirsak ham,

u o'rinli bo'ladi. Demak, birinchi darajali had koeffitsienti nolga teng
bo‘ladi:

N{anx + a{)+ li{a22y + «2)+ v(fi33Z+ a3)=0 (17)

Bundan esa vatar o‘rtasining koordinatalari (17) tenglamani
ganoatlantirishi kelib chigadi.

I1-ta’rif. Parallel vatarlaming 0O ftalaridan 0 tuvchi tekislik sirtning
diametrial tekisligi deb ataladi.

Diametrial tekislikning tenglamasini ixtiyoriy dekart koordinatalar
sistemasida yozish uchun (16) ifodalami

F(x,y,z)=0
tenglamaga qo‘yib,
2F(x,y,z) £ 2t(AFX(X, Y, z) + juRy (x,y, z) + VFz{X,y,z)) +

+t (an/1 +al2ju +3Rv +2an/(1+ 2a23//v +2a3w) =0

tenglikni olamiz. Bu tenglik bajarilishi uchun t oldidagi koeffitsient nolga
teng bo‘lishi kerak. Demak, diametrial tekislik tenglamasini

NFx + fjFy + XFZ=0 (18)

ko'rinishda yozish mumkin. Ravshanki, agar ikkinchi tartibli sirt
simmetriya markaziga ega bo‘lsa, har gqanday diametrial tekislik bu
markazdan o ‘tadi.

Demak, ikkinchi tatibli sirt markazi

Fx=0, Fy=0, Fz=0 (19)

tenglamalar sistemasi yordamida aniglanadi.

Paraboloidning diametrial tekisligi uning o‘qgiga parallel bo'ladi. Bu

holda 033 = 0 bo‘lganligi uchun (18) tenglamada ”o'zgaruvchi

gatnashmaydi.
Elliptik va giperbolik silindrlar uchun ulaming 0 glaridagi hamma



nugtalar markaz bo‘lgani uchun har ganday diametrial tekislik sirt oqi
orgali o tadi.
7-8. Sirtning simmetriya tekisligi

12-ta’rif Bizgacc tekislik berilgan bo1ib, sirtga tegishli ixtiyoriy

M nugta uchun<x tekislikka nisbatan bu nugtaga simmetrik nugta
ham sirtga tegishli bo 1sa, cc tekislik sirtning simmetrik tekisligi deyiladi.

Diametrial tekislik tenglamasidan foydalanib, sirtning simmetriya

tekisligi tenglamasini keltirib chigaramiz. Simmetriya tekisligiga
perpendikulyar yo‘nalishdagi o‘zaro parallel vatarlar o'rtalari simmetriya

tekisligiga tegishli boiganligi uchun a = {£, m, n} vektorga pechendikulyar
simmetriya tekisligi tenglamasi (18) ga ko‘ra

£EFX+ mFy + nFz =0 (20)

ko‘rinishda bo‘ladi. Simmetriya tekisligiga a = {lI,m,n} vektor
perpendikulyar boiganligi uchun

anf+anm+ann _ a2 +a2Zm+a2in _ ani +anm+ atl

(21)

m n

proposionallik o'rinli boiadi. Simmetriya tekisligiga perpendikulyar

yo'nalishni (20) tenglikdan aniglash uchun (21) nisbatni A bilan belgilab,
ekvivalent sistemani hosil gilamiz

(@jj- KIE+ai2zn+al3n=0
ca2lE+ (a2- kym+arn =0
adlE+axn+{arr- k)n=0

/, m, n lar bir vagtda nolga teng boimaganligi uchun



an -k a\2 a\b

a2\ a22 ~ k aZ3
abB 3.32 adbb- K

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikdan £ ni topib, (22) sistemaga qo‘yamiz

va undan {£, m, n) yo‘nalishni topamiz.

Biz sirtning simmetriya tekisligini bilsak, ikkinchi tartibli sirt
tenglamasini soddalashtirish uchun qulay, ya’ni kanonik koordinatalar
sistemasini topish qgiyin bo'lmaydi.

8-8. Mustaqil ish uchun topshiriglar

1. Koordinata boshini sirtning simmetriya markaziga ko'chirish
yordamida quyidagi sirtlaming tenglamasini soddalashtiring.

N X2+2y2+ 222+ 2xy- 2X- 4y - 42 =0;
2 y2+3Xy+ 2yz + X+ 3x + 2y = 0;

3) X2+ 2y2—22+ 2X—2y +22+1=0

X2 2 Z2

2. Ikkinchi tartibli sirt 1 y 1 = 1 tenglama bilan berilgan.
25 16 9

Bu sirtning M(2, 1, -1) nugtadan o tuy>chi va bu nugtada teng ikkiga

bo 1inuvchi vatarining tenglamasini yozing.

3. Ikkinchi tartiblisirt ly 2 = —1 tenglama bilan berilgan.
Bu sirtga (-6; 2; 6) nugtada urinuvchi tekislik tenglamasini yozing.
2 2 2

4 1
4. Ellipsoid 3 + 7 + 3 = 1 tenglama bilan berilgan. Uning (-2;



1; -1 2) nugtadagi normal tenglamasini yozing.
5. Ikkinchi tartibli sirt

2X2+5y2+8z2+Ylyz +6zx + 2xy +8x +14y + 182 - 0

X-5 y Z+1 s
~ - —~ toyTichiziqqa;

tenglama bilan berilgan. Busirtning 1)

2)Ox o'giga; 3)Oy o'giga; 4)0z o giga parallel vatarlarga go'shma
diametrial tekisligi tenglamasini yozing.

6.x +3z —6xy +8x +5=0 tenglama bilan berilgan ikkinchi

Lo X+3 z-1 - :
tartibli sirtning ——=-—= - m-mto{ Ti chizigdan o tuvchi diametrial

tekisligi tenglamasini yozing.

7. Ikinchi tartibli sirtning bitta A/(2,0,-1) nugtasi, markazi C(0,0,-1)
va OXy tekislik bilan kesimi

X2-4xy-1 =0
\z =0

Talum bo ‘Isa, uning tenglamasini tuzing.

S. Ikkinchi tartibli sirtning berilgan tekislik bilan kesishishidan ho:
bo ‘lgan chizigni tekshiring

"2 .2



2 2

X C -
9 16—4: z paraboloidningdx + 2 Y—4z = 0 tekislikka
parallel bo'lgan tog i chizigli yasovchilarini toping.
. - X2 y 2 , 2
10. Berilgan M (6,2,8) nugtadanotuvchiva +—— ynN-=1

sirtda yotuvchi tog i chiziglami toping.



VI BOB

CHIZIQLI YA AFFIN FAZOLAR
I-§. Chizigli fazolar

Birorta bo‘sh bo‘lmagan V t o‘plam berilgan bo‘lsin. Biz V
to‘plamning elementlari nimadan iborat ekanligi hagida ma’lumot
bermagan holda, unda quyidagi ikkita amal Kiritilgan bo'lishini talab
gilamiz.

Birinchi amal: bu to'plamga tegishli har ganday ikkita elementga
berilgan qoidaga ko‘ra bu to'plamning bitta elementi mos go'yilgan;

Biz shartli ravishda V to‘plamning a, b elementlariga mos qo'yilgan
elementni a + b ko‘rinishda yozamiz.

Ikkinchi amal: berilgan hagigiy son va V to'plamning berilgan
elementiga V tofplamning bitta elementi mos qgo'yilgan. Biz shartli

ravishda V to'plamning a elementiga va X hagigiy songa mos qo‘yilgan
Vto'plamning elementini Aa ko‘rinishda yozamiz.

1-misol. Hagigiy sonlar to‘plamida aniglangan barcha haqiqiy
giymatli funksiyalar to‘plamini V bilan belgilab, unda yuqoridagi ikkita

amalni kiritaylik. Berilgan ikkita fvag funksiyalar uchun

f + g, Af funksiyalarni quyidagi qoidalar bilan kiritamiz:

(f +9\x)= f(x)+ g{x)
(Afix) = Af{x)

Bu tengliklarning o‘ng tomonida mos ravishda funksiyalarning
giymatlari qo‘shilgan va funksiyaning qiymati hagiqiy songa
ko‘paytirilgan.

Biz birinchi bobda vektoming tor ma’nodagi geometrik ta’rifmi
kiritgan edik. Matematikada vektor tushunchasi biz keltiigan ta’rifga
nisbatan juda keng. Vektoming keng ma’nodagi ta’rifmi keltirish uchun
biz awalo chizigli fazo tushunchasini Kiritishimiz kerak.

1-ta’rif Berilgan V toplamdagiyuqorida kiritilgan ikkita amal uchun



1) Ixtiyoriy a,b,c elementlar uchun a + (b + c)=(a + b) + ¢
tenglik,

2) Ixtiyoriy a, b elementlar uchun a + b —b + a tenglik,

3)Y toplamga tegishli shunday o element mavjudki har ganday a
element uchuna + O = a tenglik,

4) Har bir a element uchun shunday —a element mavjudki
a+(-a)=o tenglik, .

5) Har ganday A ,// haqgigiy sonlar uchun va va har bira element
uchun (A + ju)a = Jla + fja tenglik,

6) Har ganday A, JUhagigiy sonlar uchun va harbir a element uchun
(lju)a = X{jia) tenglik,

7) Har ganday 1 haqigiy son va ixtiyoriya,b elementlar
uchun X(a + b) = Aa + Jlb tenglik,

8) Har bira element uchun 1-a =a tengliklar o rinli bo‘lsa,
V toplam chizigli fazo, uning elementlari esa vektorlar deb ataladi.

Uchinchi aksiomada mavjudligi ta’kidlangan o element chizigli fazoning
nol elementi yoki nol’ vektor deyiladi.

Yugoridagi misolda ko‘rish mumkinki, keng ma’noda funksiya ham
vektor bo‘ladi. Albatta bir to‘g‘ri chizigda yotgan vektorlar (yo'nalishga
ega bo‘lgan kesmalar), bir tekislikda yoki fazoda yotgan vektorlar chizigli
fazolardir. Biz ular uchun yuqorida keltirilgan sakkizta aksiomalaming
bajarilishmi birinchi bobda isbotlaganmiz. Chizigli fazolarga juda ko'plab
misollar keltirish mumkin.

Mustagil ish uchun topshiriglar.

1 Berilgan \a,b\ kesmada aniglangan va k marta differensiallanuvchi
funksiyalar to‘plami chizigli fazo ekanligini ko‘rsating.

2. Bir o‘zgaruvchili hamma ko‘phadlar to'plami chizigli fazo
ekanligini ko‘nsating.



2-misol. Tartiblangan nta haqiqiy sonlar ketma-ketliklari
to'plamini Rnbilan belgilab, unda chizigli amallarni, ya’ni ”go‘shish”va
songa “ko'paytirish” amallarini quyidagicha kiritamiz:

ikkita {a,,a2,¢e+,a,,}, {b, 62 ¢ 6,}elementlar uchun ularga mos
go'yilgan element

{n,az,-Arn}+{~,-"N}= K +b,,a2+ b2,---,an+ bn}
tenglik bilan, X haqigiy son va element uchun

“ko‘paytirish” amalini A{a,,a2,¢ss,an}= {/L},Xa2  Aan}tenglik bilan

aniglaymiz. Bu amallar yuqoridagi 1-8 aksiomalarni ganoatlantiradi.
Bu chizigli fazo biz uchun nihoyatda muhim ekanligini keyingi
paragraflarda ko'ramiz.

1) Bizga chizigli fazo berilgan boisa, 3-aksiomada mavjudligi talab

gilingan nol vektor yagonadir. Hagigatan, agar ikkita O\va 02 nol
elementlar mavjud boisa, ixtiyoriy a element uchun Oj + a = a va
02+ a = a tengliklar o‘rinli boiadi. Birinchi tenglikni a —o2 element
uchun, ikknchi tenglikni a = 0j element uchun yozsak, biz
0l +02=02, G2+ QO = Qjtengliklarni hosil gilamiz. Bu

tengliklardan O = 02 tenglik kelib chigadi.

2) Chizigli fazoda har bir a element uchun unga garama-garshi —
a element yagonadir.

Agar a element uchun ikita&,c elementlar mavjud
boiiba + b =0 va a + ¢ = 0 tengliklar o‘rinli boisa,
b=o+b=(a+c)+b=(a+b)+c=0+c=c
tenglik o ‘rinlidir.
3) Chizigli fazoga tegishli ixtiyoriy a,b elementlar uchun

a+x=b



Hagigatan a+ X—b bo‘lsa, x element uchun
Xx=(a+x)+ (—a)=b + (—a) tenglik o'rinli va
a+ (b+ (—£fH)—{a+ {—a))+b —o + b bajariladi.

4) Chizigli fazo elementini nol soniga ko'paytirsak nol element hosil
bo‘ladi, ya’ni 0<=0 tenglik o‘rinlidir. Hagiqatan

Oa=(O+ 0)flf=0a+0a=0 munosabatdan

Oa = Oa —0a = o tenglik kelib chigadi.

5) Chizigli fazoning nol vektorini ixtiyoriy songa ko‘paytirsak
nol vektor hosil bo'ladi, ya’ni \/9d GR uchun XO—O tenglik
o‘rinlidir. Hagigatan Jlo = /1(o +0) = /lo + Ao, munosabatdan

Na =Na-Na =o tenglik kelib chigadi.
6) Chizigli fazoning ixtiyoriy a elementini — soniga ko‘paytirsak
unga gqarama-garshi - a element hosil bo'ladi, ya’ni

(—1)<3= —a tenglik o'rinlidir. Haqgigatan
a+(—)a—a+ (—\)a=(—\)a=o0a= Qmunosabatdan

(—\)a = —a tenglik kelib chigadi.

7) Chizigli fazo aksiomalarining ikkinchisi boshga aksiomalar va
garama-garshi element yagonaligidan kelib chigadi.

Hagigatan [a+ b)- (b+a)=a+b+ (-IX*+a)=

a+(b-b)-a =a-a =0 munosabatdanb + a = a + b tenglik
kelib chigadi.

Bizga chizigli fazoda m ta vektordan iborata”™, a2, oilava

Xi,X2,""", Xm hagigiysonlarberilganbo‘lsin. Bu vektorlaryordamida



A5, +MRa2+... + Auas (1)

vektoral|, @2,..., vektorlaming chizigli kombinasiyasi deyiladi.
Birorta &vektor a”, a2, vektorlarning chiziqgli
kombinasiyasi bo‘lsa, bvektorwy, a2,..., amvektorlar orqgali chizigli

ifodalangan deyiladi.

2-ta’rif. Chizigli fazoning av a2, ...,am elementlar uchun kamida
bittasi noldan fargli #],42,---,AQ hagiqgiy sonlar mavjud bo‘lib,
Alal +A2a2+... + Amam=Q munosabat o‘rinli bo‘lsa,

&, a2, Am vektorlar oilasi chizigli bog‘lanishli, aks holda esa bu
oila chizigli erkli deyiladi.

Biz tor ma’nodagi vektorlar uchun chizigli bog'lanishli va chizigli
erkli oilalaming xossalari bilan birinchi bobdatanishdik. Keng ma’nodagi
vektorlar uchun ham bu xossalar saglanadi. Ularning asosiylarini
keltiramiz.

1) Birorta b vektor an a2, vektorlarning chizigli
kombinasiyasi bo'lsa, ax, a2, ...,awoilaga tegishli har bir vektor

bx, b2, lar orgali chizigli ifodalansa, b vektor bx b2, ...,bm

vektorlar orgali chizigli ifodalanadi.

2) Vektorlar oilasi chizigli bog‘lanishli gism oilaga ega bo'lsa, bu
chizigli bog'lanishli bo'ladi.

3) Vektorlar oilasiga nol vektor tegishli bo'lsa, bu oila chizigli
bog‘lanishli bo‘ladi.

1-teorema. Vektorlar oilasi chizigli bogfianishli bo'lishi uchun bu
oiladagi kamida bitta vektor golganlari orqgali chizigli ifodalanishi zarur
va yetarlidir.

Isbot. Chizigli fazoning CI\, A2, ..., dm vektorlar oilasi chizigli

bog‘lanishli bo'lsa, kamida bittasi noldan fargli A, A2, <=, As; haqigiy



sonlar mavjud boiib, N,al+N2a2+... +/iraT=0 tenglik o'rinli
boiadi.

Agar/lj ® 0 boisa,

/\2 N\
DS — likni hosil gilamiz.
a\ ij /(i] am tenglikni hosil gilamiz
Va  aksincha ax=kK2a2 J}---kmam  tenglikdan
\' =-\,\X2=k2,---,Am=km sonlar uchun

JMal+ J12a2 + ... + JITam= 0 tenglikni hosil gilamiz.

2-teorema. Chiziglifazoda a”, a2, oilaning har bir vektori

b\,b2, ...,bnvektorlar orgali chizigli ifodalanib, m > n bo‘lsa,

ai,az2, dm oila Chizigli bog'lanishli bo 1adi.
Isbot. Teorema shartiga ko‘ra

A 1'M2

Ami»”™m2 mn >

haqigiy sonlar mavjud boiib,

a\ ~ 1 1M + N2/2 + eee™Mn™n’
a2 =421bl1+122b2 +.../12nb,,,

am-~ "Td\ + "m272  eee’Nmrfin’



tengliklar o‘rinli bo'ladi.
Biz

Xux{+X2X%2 + .. ATIXT = 0,

AMnxl "22nx2 Amnxm

tenglamalar sistemasini garasak, bu sistemada noma’lumlar soni
tenglamalar sonidan ko‘p, ya’nim >n bo‘lganligi uchun bu sistema

notrivia] XM , X yechimgaega. Buyechimelementlari

yordamida hosil gilinganll, a2, vektorlarning chiziqli
kombinatsiyasi uchun quyidagi tenglik o‘rinli

x(0ai +xfla2+...x am=x{0)(AL61+ Aub2 +...Alrb,,) +
+xf4 h A +1-2202 + e 2nbn) + ... + xT) T + AT262 +../1,,Tb,,) =

= (lun + FA2IX N + eeefTAlx»0*1 + -" + + [ *2»%2°N n=
_Qhj +...40bn—o.

Demaktfj, a2, ..., am oila chizigli bog‘lanishli bo‘ladi.

Chizigli fazo elementlari uchun ham kollinear va komplanar vektorlar
tushunchalarini kiritish mumkin. Buning uchun chizigli bog‘lanishlik
tushunchasidan foydalanamiz.

3-ta’rif. Ikkita vektordan iborat vektorlar oilasi chizigli bog‘lanishli
bo‘lsa, ular kollinear vektorlar, uchta vektordan iborat vektorlar oilasi
chizigli bog‘lanishli bo‘lsa, ular komplanar vektorlar deyiladi.

Bizga ma’lumki, bir tekislikda yotuvchi har ganday uchta vektor va
uch o‘lchamli fazoda har ganday to‘rtta vektor chizigli bog'lanishli
bo‘ladi.

Endi chizigli fazoda oila tushunchasini kiritamiz.

4-ta’rif. Chiziglifazoda har ganday vektomi ax, a2, ..., a,,vektorlar

orgali ifodalash mumkin bo 1sa, ax, a2, ...,anoila to 4iq oila deyiladi.
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Agar chizigli fazoda chekli sondagi elementardan iborat to'liq oila
mavjud bo‘lsa, fazo chekli oichamli deyiladi.

5-tayif. Chiziglifazoda chizigli erkli to‘liq oila shu fazoning oilasi
deyiladi.

3-teorema. Bizga V chizigli fazoda e,, €2,...,enoila va

L, az, am oila berilgan bo‘lsin. Berilgan a.\, ,@m oila
chizigli erklibo ‘Isa, m < n bo fadi, agar a2, ...,amoilato figbo isa,
m >n b o fadi.

Isbot. Chizigli fazo oilai ex €2, ...,enoila to‘lig bo'lganligi

uchunalf a2, ...,am oilaning har bir vektoriel,e2,...,en oilaning
vektorlari orgali chizigli ifodalanadi. Yuqoridagi 2- teoremaga ko'ra

agar O}, a2, *sm0m oila chizigli erkli bo'lsa, M<nNn bo'ladi.
Agaraj, a2, am oila to‘liq bo‘lsa, u holdaese2, ...,en
oilaning har ganday vektori, a2, oilaning vektorlari orgali

chizigli ifodalanadi. Yana 2- teoremaga ko‘rae}, e2, ...,en chizigli erkli

bo‘lganligi uchunm > n boiadi.

Bu teoremadan quyidagi muhim fakt kelib chigadi:

4-teorema. Chekli o ‘Ichamli chizigli fazo oilalari bir xil sondagi
vektorlardan iborat bo adi.

Biz keyingi paragraflarda fagat chekli 0 ‘lchamli chizigli fazolar bilan

ish ko'ramiz va chekli o‘lchamli V chizigli fazoning 0 ‘lchamini dimV
bilan belgilaymiz.
5-teorema. Chekli 0 ‘Ichamli chizigli fazodan ta vektordan iborat

oila (N = dimV) oila bo fishi uchun bu oilaning to 1iq yoki chizigli erkli
bo fishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Biz agar birorta ex e2, ...,en oila to'lig bo‘lsa, chizigli erkli

bo'lishini va aksincha e® €2, ...,en oila chizigli erkli bo‘lsa, uning



to'lig ekanligini ko'rsatishimiz kerak. Agarex, €2, ...,en oila to'lig va

chizigli bogianishli bo‘lsa, unda ex e2, ...,en oiladan mos vektomi
o‘chiribn —1 vektordan tashkil topgan toiiq vektorlar oilasini hosil

gilamiz. Bu esa 3-teoremaga ziddir. Demak, ex e 2,...,en oila to'lig
bo‘lsa u chizigli erkli bo‘lar ekan.

Endi ex, e2, ...,en oila chizigli erkli bo‘lsin. Biz bu oilaning to‘liq
ekaligini ko‘rsatamiz, ya’ni ixtiyoriyg e V vektor ex,e2,...,en oila
vektorlari orgali chizigli ifodalanishini ko‘rastishimiz kerak. Buning uchun

, €2,..s,en,a oilani garaylik, bu oilan + 1 ta vektordan iborat va
yuqoridagi 3-teoremaga ko'ra e, e2,...,en,a vektorlar chizigli

bog‘lanishli bo'ladi. Demak, e®, e2,..., en,a oilavektorlaridan bittasi
golgan vektorlar orqali chizigli ifodalanadi. Teorema shartiga ko‘ra

et, e2, ...,en oila chizigli erkli bo'lganligi uchun fagata vektorgina
golgan vektorlar orqali chizigli ifodalanishi mumkin. Teorema isbotlandi.

Chiziqli V fazoda exe2,...,en oila berilgan bo‘lsin.

Ixtiyoriya e y vektor uchun shunday ,a2 ,an sonlar mavjud
bo‘lib, bu vektomi quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

d—d 6j +52e2 +... + o.ncn (I)
6-ta’rif. Birinchi tenglikdagisonlaria vektorning

ex, €2, ...,en oiladagi koordinatalari deb ataladi.

6-teorema. Ixtiyoriy vektor berilgan oiladagi koordinatalari bilan
yagona ravishda aniglanadi. Vektorlargo shilganda ulaming koordinatalari
go Shiladi, vektomi songa ko paytirganda ko paytma vektor koordinatalari
mos ravishda ko paytiriluvchi vektor koordinatalari bilan ko paytirilayotgan



son Ko paytmalaridan iborat.

Isbot. Biz a vektor uchun oila vektorlar orqali ikkita chizigli
a=ale}+a22+...+anen

qg——6~* 6m+...+b'en
ifodalarga ega bo‘lsak, bu tengliklardan
0=(al- bl)e{+ (a2- b2)e2+...+(0” - bn)e,,

tenglikni olamiz. Bazisni tashkil giluvchi e{, e2, «..,e,, vektorlaming
chizigli erkli ekanligidan
al=bl>a2=b2,-,an=bn

tengliklar kelib chigadi. Demak, har ganday vektor o ‘zining koordinatalri
bilan yagona ravishda aniglanadi.

Biz agar ikkita
a— W P62 + oo+ »b—b"ej+ ej +...+bren
vektorlaming yig‘indisini

a+b-aV +are2+ — Fkarg, + blex+ eee+ bren=
=0%]+bleju— +a"en+b”en—al+b™j +eee+{an+bn)en,

ko‘rinishda yozsak, a + b vektorning koordinatalari mos ravishda a
vab vektorlaming koordinatalari yig'indilariga tengligini ko'ramiz.

Ixtiyoriya vektor vaK soni uchun chizigli fazo aksiomalaridan
foydalanib,

ka = k(akl — +aren)={ka})e, + — HKka”)en
tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikni yig'indi belgisidan foydalanib,
guyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:
(n i v fnon j o~
Ka=K Xa ei = ILka e(
v'— ) v=l Yy
Teorema isbotlandi.



Quilaylik uchun yig‘indida yuqori indeks va quyi indeks bir xil sonda
gatnashgan holda shu indeks bo'yicha yig‘indi belgisi tushirib quyidagi
ko'rinishda yoziladi:

a=a'e., ka=(kal)er

Keyingi paragraflarda yozuvni gisqartirish maqgsadida biz bu
belgilashdan foydalanamiz.

7-tarifBizga V va V’ chizigli fazolar va o‘zaro bir

f
giymatli (p:V —V  akslantirish berilgan bo™"lib, ixtiyoriy

a,beV vetorlar va ixtiyoriy K haqgiqiy son uchun

(p(a+b)=<(a)+ (p{b) cp(Ka)=Kcp(a) tengliklar bajarilsa, (p
akslantirish izomorfizm deb ataladi.
Agar, V va F'chizigli fazolar o ‘rtasida izomorfizm mavjud bo'lsa

\Y va V fazolar izomorf fazolar deyiladi va y ~y' Kko‘rinishda

yoziladi. Fazolar o‘rtasidagi izomorflik munosabati ekvivalentlik
munosabati bo‘ladi, ya’ni quyidagi munosabatlar o'rinlidir:

a)F»F,b) Vv => V »V;

S)V*V', v «v" => vyv*y"

Biz V  chiziqli fazoda (e”y..., en) oila yordamida har bir

a E Vv vektomi uning koordinatalari yordamida al..., @' yagona

ravishda aniqglaymiz. Ikkinchi tomondan jal, an] ketma-
ketlik  fazo elementidir. Natijada

(p{a)=={al,...,an) formula yordamida (p\V —=*Rn
izomorfizmni aniglaymiz. Bu akslantirish uchun

(p{a + b) = (p{a)+<p{b), (p{ka)=k(p (a). tengliklar  5-



7-teorema. Harganday n o ‘Ichamli chiziglifazo R nfazoga izomorfdir.

2-8. Affin fazolar
8-tarif. Bizga X topiam va n o ‘Ichamli V chizigli fazo berilib, X
toplamning nugtalarining har bir A, B juftiga birorta V chizigli fazoga

tegishli AB vektor mos qo Yilgan bo lib:
1) X to‘plamning har bir A nugtasi va har bir a € V uchun yagona

B £ X nugta mavjud boiib AB = a tenglik,

2) Ixtiyoriy uchta A,B,C nugtalar uchun AB + BC = AC
tenglik bajarilsa, X to‘plam n oichamli affin fazo deyiladi.

Bu ta’rifning ikkinchi shartidan A =B = C bo'lganda
AA =0 tenglikni, C = ~boiganda BA = —AB tenglikni hosil

gilamiz. Biz bir oichamli affin fazoni to‘g‘ri chiziq, ikki oichamli affin
fazoni tekislik va uch oichamli affin fazoni fazo deb ataymiz.

9-ta’rif. Affin fazoda berilgan O nuqta va V chizigli
fazoninge{, ...,en bazisidan iborat {O,e{,e2,-,en} oila affin

fazodagi affin koordinatalar sistemasi deyiladi va O£]... en ko finishda
belgilanadi.

Bizga affin fazoda A nuqta berilgan boisa,
OA =alej +... + anen tenglikdagi a1, . . allsonlari® nugtaning

affin koordinatalari deyiladi.
Affin fazolarda to‘g‘ri chiziq tushunchasiga ta’rif bera olamiz. Agar

affin fazoda M Onugta va mos chizigli fazoda a vektor berilgan boisa,

M g M vektor a vektorga kollinear boiadigan affin fazodagi M nugtalar



to‘plami M Qnugtadan o‘tuvchi va a vektorga parallel to‘g‘ri chiziq
deyiladi.

8-teorema. Affinfazoning o'zaro fargli ikkita nugtasidan bitta to‘g‘ri
chiziq o'tadi.

Isbot. Bizga M Qua M jnuqtalar berilgan bo'lsa M gM” = a
vektorga parallel va M Qnugtadan o'tuvchi to‘g‘ri chizig AfOva
M xnugtalardan o'tuvchi yagona to‘g‘ri chizigdir.

Berilgan M Ova M j nuqgtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig nugtalari

M gM —tMftMi tenglikdan aniglanadi. Bu tenglikdan har bir fyf
nugtat parametrning bitta giymati bilan aniglanishi kelib chigadi.

Masalan M = M qgnuqta parametrning t = 0 giymatiga,
M = Mjnuqta esa parametrning t = 1qgiymatiga mos keladi.
Parametrning 0 < t < 1 giymatlariga mos keluvchi nugtalar M g va
Al/jnugtalar orasida yotuvchi nugtalar deyiladi. Berilgan M QUa
M i nugtalardan o'tuvchi to‘g‘ri chizigning Mg va My nugtalar orasida
yotuvchi nugtalar to'plami boshi M Qiugtada va oxiri Mj nugtada
bo'lgan kesma deyiladi va M gM\ ko'rinishda belgilanadi.

10-ta’rif. Chiziglifazo elementlarining har bir juftiga bitta haqigiy

sonni mos qo Yuvchi a ,b — {a, b) funksiya uchun:

1. Ixtiyoriy a,b,c 6 V vektorlar uchun (a,b+c)=
(a,b) + (a,c) tenglik.

2. Ixtiyoriy£ hagigiy son vaa,b vektorlar uchun K (a,b)=



(ka,b) = (a,kb) tenglik;
3. Har ganday ikkitaa,b vektor uchun (a,b) = {b, a) tenglik
4. Ixtiyoriy noldan farqli# vektor uchun (a,a) =a >0

munosabat bajarilsa, (a,b) miqdora,b vektorlarning skalyar

ko'paytmasi deyiladi.
Chizigli fazoda skalyar ko'paytma aniglangan bo'lsa,

| a |=sj(a,a) formula yordamida vektor uzunligini aniglaymiz.

Vektorlar orasidagi burchakning kosinusi
cos Pp= i—

tenglikdan aniglanadi. Bu yerda a2=(a, a) belgilash gabul gilingan. Bu

formula korrekt aniglanganligini ko'rsatish uchun jab j<|ir|
tengsizlikni isbotlashimiz kerak. Bu tengsizlik Koshi-Bunyakovskiy

tengsizligi deb ataluvchi (ab)2 < a2b2 tengsizlikka teng kuchlidir.

Bu tengsizlikni isbotlash uchuny (?) = (a + rf>)2funksiyani garaymiz.
Bu funksiyani f(t) = a2 + 2t (ab) + t2b2 ko‘iinishda yozsak, uning
diskriminanti uchun

(abf-a2p2<0

munosabat o'rinli bo'ladi. Bu tengsizlik esa Koshi-Bunyakovskiy
tengsizligiga ekvivalentdir. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan

ja+tb\ =(a+h)2=a2+lab+b2<ja 2+ a\.;bj+
jbe—faj+lb]Yva a+bf =(a+h)2=a2+lab+b2>\a 2 -
=219 \bj+ib=|ajgbjf tengsizliklarni hosil gilamiz. Bu



a-6 <\la+b < a +\b

tengsizlikni hosil gilamiz.

11-ta’rif. Affinfazoga mos keluvchi chiziglifazoda skalyar ko paytma
aniglangan bo Isa, yevklidfazosi deyiladi.

Yevklid fazosida ABC —ixtiyoriy uchburchak berilgan bo‘lsa, a—AB,
b=BCbelgilashlar kixitib va a+b-AC tenglikni hisobga olib uchburchak
tomonlari uchun

AB ~ BC < AC < AB + BC
tengsizlikni hosil gilamiz.
Agar OACB - parallelogramm bo‘lsa, a = OA, b =0B
belgilashlar kiritib, OC=a+b, AB =b -a tengliklami hisobga olib
IOC 2+ jAB2=(fl+6)2+{b-af =2(a- +b2)=2" OA j3+|0OB pj =| OA|2+

+|AC |2+ BCf+\OBf

tenglikni hosil gilamiz. Demak parallelogramm diagonallari
kvadratlarining yig'indisi uning tomonlari kvadratlari yig'indisiga teng.

12-ta¥if. Berilgana va b vektorlaming skalyar ko‘paytmasi nolga
teng bo‘lsa, ular ortogonal vektorlar deyiladi.

Agar vektorlar ortogonal bo‘lsa, (a + b j = a2+ b 2tenglik o'rinli
bo‘ladi. Uchburchakning tomonlari uchun a=0A,

b = OB, belgilashlar kiritib vab —a = AB tenglikni hisobga olib,
Pifagor teoremasini hosil gilamiz:

\AB\2 =\OA\2 +\O B\\

Bizga V chizigli fazoda el,...,eu oila berilgan bo‘lsa,



X =X'e, + XY + oot Xeny = y'et+y:e2+ eee+ y’en
vektorlarning skalyar ko‘paytmasini

(X,¥)= _Ezl(A)(y e)= i'7t§eiei)xiyi

ko'rinishda yozishimiz mumkin. Agar gy - (ei,ej) belgilash kiritsak
skalyar ko‘paytma uchun

(X,y) =ulig irXiy j (1)
ifodani olamiz. Tekshirib ko‘rish mumkinki

g = (ej ) matritsa simmetrik matritsadir. Masalan N = 3 bo‘lganda

skalyar ko'paytma
(X,y)=glk'y' +£2*Y +giXY +&1*Y +&2*Y +
+g3*Y +gIY +g3Yy2+g3xY3=gnxlyl +
+gn(Xy2+*Y ) ++gBXy3+ XV ) +g2xY 2+
+93(x4d +x'y2+&3*Y,

ko'rinishga keladi. Bu yerda

Aan = g2 (n2'n2)’ g2 —~g2 ~ ChNp)*
&3=&2=0"), #13-= = (epe3)> g23=(e3’e3)b’ nb,
skalyar ko‘paytmaini

xy)=1 v +£9YO Y XY

ko‘rinishda yozishimiz mumkin.



X = y = ,G= g21—8m

Biz agar matritsalar

Vv X \]
yy my
kiritsak, skalyar ko‘paytmani X TGY ko‘rinishda yozishimiz mumkin.

Bu yerda xT= (x1,..,,x") transponirlangan matritsa. Matritsalami
ko'paytirish amallarini bajarsak

xTG7y =1:ijt:9 IxXy J
tenglikni hosil gilamiz. Demak

(x,y) - x' Gy

tenglik o‘rinlidir. Agar x =y bo‘lsa,
(x,X) =X~=gy-x'x =1g,,(x") +21gyx'xIJ=x Gx
i i<j
ifodani hosil gilamiz. Algebra kursidan bilamizki
X7Gy
ifoda bichizigli forma deb ataladi. Skalyar ko‘paytma uchun
(*2y) = (y,*) tenglik o'rinli bo‘lganligi uchun bu forma simmetrik

formadir. Har bir x vektor (x, x) = x2> 0 bo‘lganligi uchun (xX) musbat

aniglangan bichizigli formadir. Demak, skalyar ko‘paytma berilgan oilada
musbat aniglangan bichizigli formadan iboratdir. Bu forma oilaning
metrik formasi deyiladi. Albatta oila o ‘zgarganda metrik forma o'zgaradi.
Koeffitsientlarning o'zgarish qonunini tekshirish uchun

Xvektomingel,..., envaev,..., enoiladagi koordinatalaridan iborat



matritsalami kiritib va et, enoiladanev, € N oilaga o'tish
matritsasini C = (C*,) —bilan belgilab,

X=Cx (X,X)=x2=xTGx
tengliklardan

(x,X) = (x1CT)G(Cx ) = x'T(CTGC)jc @

munosabatni olamiz. Bu tenglikdan

G =CTGC (3)

bogianish kelib chigadi. Bu munosabatni koeffitsientlar orgali yozsak,
u quyidagi ko'rinishda bo'ladi:
M

(4)

13-ta’rif. Berilgan e , , e m bazis uchun

tengliklar o rinli bo ‘Isa, bu bazis ortonormal bazis deyiladi.
Ortonormal bazisning vektorlari o‘zaro ortogonal bo‘lib, ulaming
uzunliklari bitga tengdir.

14-ta'rifs Berilganx vektor uchun xy~(x, el Xxm= (x,em)

skalyar ko‘paytmalar e,,.,., oilaga nisbatanx vektoming Fur®



koeffitsientlari deyiladi.
Albatta agar x=0 bo‘lsa, uning Fur’e koeffitsientlari uchun

X, =0,..., xm=0 tengliklar o'rinli bo‘ladi, lekin x, =0,..., xm=20
tengliklardan x = 0 tenglik kelib chigmaydi. Agar har birx vektor uchun
X =0,..., xm=0 tengliklardanx =0 kelib chigsa, oila yopiq oila
deyiladi.

9-teorema. Ortonormal oilada har bir x vektor uchun

X! H \-X, < X

tengsizlik o'rinli bo‘lib,x = x - x ®e1l-...-xe vektor el,...,eu
vektorlarga ortogonaldir.

Teoremaning birinchi gismini isbotlash uchun
117 m
bet =x2-1x 2
1 A1

tenglikni ko‘rsatish yetarlidir. Bu tenglikni isbotlash uchun bevosita hisob-
kitob ishlarini bajaramiz:

O<|Xx I'=x'2=(x-Jx.e)"x-JX.0 ]

m , Vv mm ( \
X2- 21 x (xe)+£ 1 xx [ee j=
/=1

/51 j=1 7

X2-2IX:+2Z2x2=%x2-1Xx 2

Teoremaning ikkinchi gismi
(e,,X - Xx,e,-------- xem=(e,x)- x(e,e)=x-x =0
tenglikdan kelib chigadi. Bu yerda i =

15-ta’rif. Ortonormal oilani ixtiyoriy vektor bilan to 1dirganimizda, un
ortonormal bo ‘Imay qolsa, bu oila maksimal oila deyiladi.



10-teorema. Ortonormal el,...,en oila uchun quyidagilar teng
kuchlidir:

1) ex...,en maksimal oilalar;
2) ex..., enyopiq oilalar

3) el,...,en tofiq oilalar;

4) Har ganday x vektor uchun

X = Xkl+... + Xe,,

tenglik o rinli bo 1ib, bu yerda X, ..., Xnkoordinatalar
Fur® koefitsientlariga tengdir.
5) Har gandayx vektor uchun
X =x, ¥---+xn°
tenglik o finlidir.
6) Har ganday x, ¥ vektorlar uchun
(x,y) = xlyl+--- + xry n
tenglik o rinlidir.
Isbot. 1) Berilgan ortonormal oila ex, e nmaksimal bo‘lib, yopiq
bo'lmasa, Fur’e koeffitsientlari nolga teng bo‘lgan noldan fargli jc vektor

X
mavjud boiadi. Agar, e,,..., enoilaga j~jvektorni qo'shsak, yana
ortonormal oila hosil bo'ladi. Demak, maksimal oila yopiqg oiladir.
2) Yopig e%..,enoila to'lig bo‘lmasa, ular orqgali chizigli
ifodalanmaydigan x vektor mavjud boiadi. Bu vektor yordamida
X =X-XJel~...—xren

vektomi qursak, u noldan farqgli, lekin uning Fur’e koeffitsientlari nolga
tengdir.

3) Agar x = kxex+ eee+ kne,,, bo‘lsa, x = (x,e.) = k. (e.e.) = k.



4) Agarx I&. xX®i va.y / ” bo'lsa,

O'Y)=1 xe,Zvy,e, =z 1 xjjfe,e,)=X*Y,n
) Vi y ) ji )

tenglik o'rinlidir.
5) Yugoridagi tenglikda x =y bo‘lsa,

tenglikni hosil gilamiz.
6) Agar ortonormal oila el,...,en oilaga yana bitta x vektornr
go‘shib, yana ortonormal oila hosil qgilsak, x vektor uchun

1= X2= X2+ X\ + eee+ xB =0,

tenglik hosil bo'ladi. Teorema tsbotlandi.

Bizga n o‘Ichamli X affin fazo berilgan bo'lib, unga mos V chizigli
fazoda skalyar ko‘paytma kiritilgan bo‘lsin, ya’ni Vyevklid fazosi bolsin.
Bu holda Zham yevklid fazosi deyiladi. Fagat bunda X ning elementlari
nugtalardan iborat ekanligini yoddan chigarmasligimiz kerak. X da V

dagi ortonormal oila yordamida kiritilgan Oe,,...,eH
koordinatalar sistemasi to‘g‘ri burchakli yoki dekart koordinatalar
sistemasi deb ataladi. Biz yuqorida ko‘rdikki, ortonormal oilada
vektorlaming skalyar ko'paytmasi

{X,y)=xly+...+x,,yn
formula yordamida, vektoming uzunligi

X'"= X, +...+ X'

formula yordamida hisoblanadi. Natijada yevklid fazosida ikki nuqgta
orasidagi masofani hisoblash uchun

formulani olamiz. Bu yerda X|,..., xn —/[ nuqtaning koordinatalari,



Yi> ¥n B nugtaningkoordinatalaridir. Agarbizgabirorta ex, ...,e,,
oila berilgan bo‘lsa, uning yordamida ortonormal oila qurishning Gram-

Shmidt usulini keltiramiz. Agar ex,...,enoilaning ex, ..., ek vektorlari

ortonormal bo'lsa, Kk +1 -vektor

ek+l = ek+l ~ X\e\ ~ Xkek’
formula yordamida aniglanadi. Bu yerda Xxx,...,xk- lar x = ek+i
vektoming ex, ..., e k vektorlarganisbatan Fur’e koeffitsientlaridir. Hosil

bo'lgan vektor er, ..., ek vektorlarning har biriga ortogonaldir. Uni

0'zining uzunligiga bo‘lib go'ysak, birlik vektor hosil gilamiz. Keyin
protsessni davom ettirib ortonormal oilani olamiz. Albatta jarayonning

boshida k = 0 >shuning uchun birinchi vektomi

> &
- |e| formula yordamida quramiz. Ikkinchi vektor esa

er =e2- x>\ formula yordamida aniglanib, keyin esa u o0°‘zining

uzunligiga bo'linadi. Bu yerda x, = (e2,e]).

16-ta’rif. Bizga ikkita ortonormal oila berilsa, ulaming biridan
ikkinchisiga o tish matritsasi ortogonal matritsa deyiladi.

Ortonormal oilada metrik forma koeffitsientlari birlik matritsadan
iborat bo‘lganligi uchun quyidagi teorema o ‘rinlidir.

11-teorema. Berilgan C matritsa ortogonal bo ‘Ishii uchun
CTC=E (5
tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir.
Isbot. Bizga ortogonal C matritsa berilgan bo‘lsin. Agar bu matritsa
ortonormal ex, £,,0iladan ortonormal e{,..., €noilaga o ‘tish
matritsasi bo'lsa,



el =Cnei + (he2+ -+ Qk,,
~ Cliei W'C2et ( 2fin

tengliklar o‘rinli bo'ladi. Bazis e[,..., €n ortonormal bo'lganligi uchun

+1)

n{n
tengliklar o‘rinlidir. Bu tengliklardan —{ ~— fta

tengliklarni olamiz. Bu tengliklar (5) tenglikka teng kuchlidir. VVa aksincha
agar C matritsauchun CJC = E tenglik o‘rinlibo‘lsa, ex ...,en oiladan

yuqoridagi formulalar yordamida hosil gilinganef,..., e'n oila
ortonormal bo‘ladi. Teorema isbotlandi.

12-teorema. Berilgan C matritsa ortogonal bo‘shii uchun
quyidagilardan birortasining bajarilishi zarur va yetarlidir:

1) Matritsa va transponirlangan matritsalar ko paytmasi birlil
matritsadir:

CCT=E, CJC=E.

2) Ustunlar ortonormal oila tashkil giladi.
3) Satrlar ortonomal oila tashkil giladi.

4) Teskari matritsa transponirlangan matritsaga tengdir: Q | —(JT.



Bu teorema isboti o‘quvchilarga mashq sifatida havola qgilinadi.
Ortogonal matritsauchun CC T= E tenglikdan detC T= detC

munosabatni hisobga olib, (det C)2 = 1 tenglikni olamiz. Bundan esa

detC = +1 tenglik kelib chigadi.
Ortogonal matritsalar to‘plami oddiy matritsalarni ko‘paytirish

goidasiga nisbatan gruppa hosil giladi. Bu gruppaO(ft) ko‘rinishda
belgilanadi. Agaryi = 2 bo‘lsa, ortogonallik sharti

cl Cn = CnCl2 217”22 = C127~C12 ~ A

ko‘rinishda bo'ladi. Bu shartlardan birinchisi va oxirgisidan a va J3
burchaklar mavjud bo‘lib,

Cu =cosa, c2=sin a,

cnh =cosP, c2=sin (5
tengliklar bajarilishi kelib chigadi. Yuqoridagi tengliklaming ikkinchisidan
esa

cosa CosP +sina sin/?=0

munosabatni hosil gilamiz. Bu munosabat esa
cos (/?- a)=0
tenglikka teng kuchlidir. Demak,

tengliklaming birortasi o‘rinlidir. Bundan esa C matritsaning determinanti
birga teng bo'lsa, u



'cosa - sina N

4sina  cos
ko'rinishga, uning determinanti minus birga teng bo‘lsa, u

rcosa sina N
4sinkz  -cosa”n

ko‘rinishga ega ekanligi kelib chigadi. Biz Q matritsaning bu
ko‘rinishlardan foydalanib, tekislikda bir xil orientatsiyaga ega dekart
koordinatalar sistemasini almashtirish uchun bizga yaxshi tanish bo'lgan

I * !

Xx=cosa X -sina y +x0,
Y'=-sina x +cosa yyO0,

formulalami olamiz. Bu yerda(x0, y0) - yangi koordinatalar boshi,
a esayangi va eski abssissa o ‘glari orasidagi burchakdir.

3-§. Mustagqil ish uchun topshiriglar

1. Chizigli fazoda mos ravishda ax= {1,1,0,0},a2 ={0,1,1,0},
ab={0,0,1,1} va 6, ={1,0,1,0},62 = {0,2,1,1},63 ={1,2,1,2} bazislarga
egaVx vaV2 gism fazolar yigindisi va kesishmasining bazisini toping.

2. Chizigli fazoda mos ravishda =4{1,2,0,1},n2={1,1,1,0} va

6) ={1,0,1,0},62 ={1,3,0,1} bazislarga ega \t vaV2 gismfazolaryig'indisi
va kesishmasining bazisini toping.
3. ToWYi chiziqg va gipertekislik mos ravishda

X, = 8f,x2=4/x-, =3t,x4=-3t va 2X, - 2x2- x3+x4=0 tengla-
malar bilan berilgan. Berilganx - {1,2,3,4} vektomi to §'ri chizigga tegishli
168



y vektor va gipertekislikka tegishliz vektorlaming yig'indisi ko*rinishida
ifodalang.

4. Tekislikning (-1,1,0,1,5),(2,-1,3,4,0),(1,2,7,6,1) nuqgtalardan

o tishi malum bo‘sa, uningparametrik va umumiy tenglamalari tuzilsin.
5. Umumiy tenglamasi bilan berilgan

Jox{+6x2- 2x3+ 7x4+ 4x5- 3=0
(2x, + 3x2- x3+4xa+2x5-6 =0
EEekislikning parametrik tenlamasini yozing.
6. Birinchi to Ti chiziq (1,0,-2,Y) nugta va{1,2,-1,-3} vektor bilan,

ikkinch tekislik esa (0,1,1,--1) nuqgta va{2,3,-2,-4} vektor bilan

aniglangan bo‘lsa, ulami 0% ichiga oluvchi eng kichik o 1chamli tekislik
tenglamasini yozing.

7. Ikkita xI=\+t,x2=2 +t,x} =3 +t,x4=A +t, x| -

0,x2- x, +1=0.4-3 =0 to g ri chizig o Z ichiga oluvchi eng kichik o ‘Ichamli
tekislik tenglamasini yozing.
8. To t o ‘Ichamlifazoda

X, +2Xx2+3x3+x4- 3=0
eX, +4X2+5x3+2x4-2 =0
2X, +9x2+8x3+3x4-7 =0

sistema bilan berilgan tekislik va5x, + 7x2 + 9x3+2x4—20=0 togri
chizigning 0 zaro vaziyatini aniglang.

9. To't 0°‘lchamlifazoda5x, + 9x3+ 2x4-20 =0, x2=0 tekislik
va

X, +2x2+3x3+x4-3=0
mYj + 4x2+5x3+2x4-2 =0
2X, + 2+ 8x3+3x4- 7=0

tot i chiziq berilgan. Ulaming o zaro vaziyatini aniglang.



=3+3t,x4=4+4t vax, +x2+1 =0, x3- x4=0 tenglamalar bilan

berilgan. Ulaming kesishmasligini ko fsating va tog i chiziqga parallel
bo 1ib berigan tekislikdan o tuvchi eng kichik o 1chamli tekislik tenglamasini
yozing.

11.0Ortonormalbazisganisbatan uchta {1,2,2,1},{1,1,-5,3},{3,2,8,-7}
vektorlar berilgan. Berilgan vektorlarga tortilgan gism fazoning bazisini
toping va unifazoning bazisigacha to 1diring.

12. Besh o‘lchamli fazoda ortonormal bazisga nisbatan

X, - X2- 2x3+4 =0 gipertekislik berilgan. Birinchi to rttasi berilgan
gipertekislikda yotuvchi yangi bazisni toping.
13. Gipertekislik 2x, - 2x2- x3+ x4=0va x = {2,0,4,6} vektor

berilgan. x vektomi berilgan gipertekislikka tegishliy vektor va shu
gipertekislikka ortogonalz vektorlarningyigindisi ko finishida ifodalang.

14. Yevklidfazosi V daxv x2 vektorlar,V ninggismfazosi ydayl,y2
vektorlar vaV' ga ortogonal bo‘lganzxz2 vektorlar berilgan.

Agar, x2- x( V' fazoga tegishli bo ‘Isa, z, = z2 munosabat o rinliligini
isbotlang.
15. Og%Zning M (x 0, Y0 ) bazislari bilan berilgan gism

fazoga {4,-1,3,4} vektoming ortogonal proeksiyasini toping.
16. Tenglamalar sistemasi
(2%, + X2+ x3+3x4=0
[3%, + 2x2+ 2x3+x4=0
bilan berilgan gismfazoga{1,-4,--1,2} vektoming ortogonalproeksiyasini
toping.
17. Tott o ichamli fazodax, = x2, X3 = x4, x2 = 2x3 tof i chizig

va3x, —2x2 + x4 =0, x2+ x3 =0 tekislik orasidagi burchak topilsin.



18. To't o ‘lchamli yevklid fazosida {1,1,1,1}, {1,—1,1—1} vektorlarga

hamda {2,2,1,0},{1,-2,2,0} vektorlarga qurilgan gism fazolar orasidagi
burchak topilsin.

nugtalardan o tuvchi tekislikka tushirilgan perpendikulaming uzunligi va
asosi topilsin.

20. BerilganM (4,2,--5,1) nugtadan
2Xj - 2x2+x3+2x4=9
2X, - 4x2+ 2x3+ 3x4 =12

tekislikka tushirilgan perpendikulaming uzunligi va asosi topilsin.

21. Berilgan 1),B(2,2,0,0),C(l,2,0,1) nugtalardan o tuvchi

tekislik va D (1,1,1,2),£(1,1,2,1) nugtalardan o tuvchi tof Ti chizigning
0 zaro vaziyatini aniglang, ulaming umumiy perpendikularining tenglamasini
yozing va uzunligini toping.
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