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KIRISH

Ushbu o‘quv-go‘llanma “Chiziqli algebra va analitik geometriya” fanining
birinchi gismi, ya’ni Analitik geometriya fanidan bakalavriatning “5130100 -
Matcmatika” ta’lim yo‘nalishi uchun mo‘ljallangan bo‘lib, 1-kurs talabalari uni
ikkinchi semestrda o‘tadilar. O ‘quv-go‘llanmam yaratishda yetakchi Oliy ta’lim
muassassalari o‘quv dasturlarida asosiy adabiyot sifatida kiritilgan. 1. Vaisman.
Analytical Geometry (USA, World Scientific. 1997), Oprea J. Differential
geometry and its application (USA, PH, 1997) adabiyotlaridan foydalanilgan.

Kurs davomida vektorlar ustida go‘shish va songa ko'paytirish amallari va
ularning xossalari, bazis tushunchasi va chiziqli erkli hamda chizigli bogiiq
vektorlarga ta’'rif beriladi, vektorlarining skalyar ko‘paytmasi va uning xossalari,
vektorlaming vektor ko‘paytmasi va uning xossalari, aralash ko‘paytma,
vektorlaming oriyentatsiyasi, nokomplanar vektorlarga qurilgan
parallelepipedning hajmi shu vektorlaming aralash ko‘paytmasining absolyut
giymatiga tengligi, parallellogramning yuzasi vektorlaming vektor ko‘paytmasi
uzunligiga teng ekanligi isbotlanadi, vektor-funksiya tushunchasi; vektor-
funksiya xossalari; vektor-funksiya differensiali; vektor-funksiya uzluksizligi;
vektor-funksiya anigmas integrali; vektor-funksiya hosilalarining geometrik
ma’nosi; yopishma tekislik va uning tenglamasi; binormal va boshnormal
tengalamalari; egri chiziq yoyi uzunligi va uni hisoblash; vektor funksiyalaming
analitik realizatsiyasi; normal tekislik tenglamasi; egri chiziq egriligi va uni
hisoblash formulalari; egri chiziq buralishi va uni hisoblash formulalari. Frene
formulalari; fazoda va tekislikda to‘g ‘ri chiziglaming turli tenglamalari; normal
tenglama. tekislik tenglamasi; to‘g‘ri chiziglaming o'zaro vaziyati;
tekisliklaming o‘zaro vaziyati; tekislik va to‘g‘ri chiziglaming joylashishi;
nuqgtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa; ayqgash to‘g‘ri chiziglar; ikki aygash
to‘g‘ri chiziglar orasidagi masofa; aylana va uning elementlari; fazoda sfera
tenglamasi; ikkinchi tartibli sirtlaming kanonik tenglamalari; tekis kesimlar;
joylashishi; ikkinchi tartibli konusning kesimlari: ellips, parabola, giperbola va
ularning xossalari; ikkinchi tartibli chiziglaming kanonik tenglamalari; ikkinchi
tartibli chiziglaming qutbdagi tenglamalari; ikkinchi tartibli chiziglaming
joylashishi; simmetriya o‘qglari; ikkinchi tartibli chiziglaming asimptotik va
noasimptotik yo‘nalishlari; maxsus yo‘nalishlar; urinma tenglamasi; ikkinchi
tartibli  chiziglaming diametii; tekislikni chizigli almashtirish; affin
almashtirishlar; xossalari; ortogonal almashtirishlar va ularning xossalari;
ikkinchi tartibli chizigning markazi; markaz haqidagj tasdiglar; markaziy va
nomarkaziy ikkinchi tartibli chiziglaming umumiy  tenglamalarini
soddalashtirish o‘rganiladi va fazoda berilgan ikkinchi tartibli sirtlaming
umumiy tenglamalari ikki holga: markaziy va nomarkaziy hollarga ajratilib
kanonik ko‘rinishga olib kelinadi. Ushbu o’quv-go’llanmani tayyorlashda o’z
hissasini qo’shgan “Geometriya va topologiya” kafedrasi professor-
o’qituvchilariga o’z minnatdorligimni bildiraman.



1-kitob. ANALITIK GEOMETRIYA

1-§8. Vektorlar va ular ustida amallar
Reja:

Vektor hagida tushuncha

Vektorlami qo‘shish amali

Vektorlami songa ko' paytirish
Vektorlar ustida amallamining xossalari

MO NF-

Ta’'rif-l1. Yo nalishga ega bo ‘Ilgan kesma vektor deb ataladi.

Biz vektomi AB ko'rinishida yoki bitta kichik lotin harfi bilan
a,b,c ko'rinishida belgilaymiz. Vektomi AB ko'‘rinishida belgilasak
A,B nugtalar mos ravishda vektoming boshi va oxiri joylashgan
nugqtalardir, vektorning uzunligi |ngl, Kk ko‘rinishida belgilanadi.

Agar vektoming boshi va oxiri bitta nugtada bo‘lsa, u nol vektor

deyiladi. Nol vektor yo‘nalishga ega emas, uning uzunligi esa nolga
teng. Nol vektor O ko‘rinishida yoziladi.

Ta'rif-2. |lkkita a=AB va b=CD vektorlardan b=CD vektor

boshini a=-AB vektor oxiriga go‘yilganda AB vektor boshidan CD
vektor oxiriga yo‘naltirilgan vektor, bu vektorlaming yig‘indisi
deyiladi va a+b ko‘rinishida yoziladi.

Yuqorida keltirilgan vektorlami qo'shish qoidasi uchburchak
goidasi deyiladi.

Ta'rif-3. Berilgan A hagqgiqgiy son va a vektorning ko paytmasi
shunday vektorki, uning uzunligi Wk ga teng, yo'nalishi: /1>0
bo lganda a vektor yo ‘nalishi bilan bir xil, 1<0 bo'lganda esa a



vektor yo ‘nalishiga garama-qarshi bo ‘ladi. Ko paytma Aa
Ko 'rinishida yoziladi.

Biz v bilan hamma vektorlar to‘plamini belgilaymiz. Bunda
vektorlarimiz bir to‘g‘ri chizigda, bir tekislikda yoki fazoda yotgan
bo'lishi mumkin.

Vektorlarni qo‘shish va skalyar songa ko‘paytirish amallari
quyidagi xossalarga ega:

1Va,be V uchun; a+ b=b+a - kommutativlik.

2. Ya,b,ce V uchun; (a+b)+c=a+(b+c) - assosiativlik.

. Vae V uchun 3iie V a+b=bb=-a

. Vue v uchun; a-1=a- birlik element.

. Va,Ae V hamda VAe R uchun A(a +b)=Aa+ Xb
.VA,//e r va Vas V uchun: a(A+/u)-Aa + fta

. VA./?e rR va Vae V uchun /1(pa) ={Au)a

. Vae V uchun a+0=a

Birinchi xossani isbotlash uchun ixtiyoriy ikkita a va b
vektorlarning boshini bitta Onuqtaga joylashtiramiz va

a

X N o o bW

chizmadagi OABC parallelogrammni  hosil qgilamiz. Bu
parallelogrammdagi OAB uchburchakdan OB =a+b tenglik, OCB
uchburchakdan esa oB =b+a tenglikni hosil gilamiz(Chizma-3).

Ikkinchi xossani isbotlash uchun a vektoming boshini O nuqgtaga,
b vektorning boshini a vektoming oxiriga joylashtiramiz va c¢
vektoming boshini esa b vektoming oxiriga joylashtiramiz.
Chizmadan quyidagi tengliklami hosil gilamiz

(a+ b)+c=0C a+(b+c)=0C



[a+bM+c

Chizma-7

Har bir a = n'B vektor uchun b= BA vektor a vektorga garama
garshi yo‘nalgan, uzunligi esa a ning uzunligiga teng vektordir.
Vektorlami go‘shish qoidasiga ko‘ra as + iia = o tenglikni hosil
qgilamiz.

Beshinchi xossani isbotlash uchun a va b vektorlaming
boshlarini bitta nuqgtaga joylashtirib, ular yordamida quyidagi ABCD
parallelogrammni hosil gilamiz.

Berilgan A son uchun n1a va Nnb vektorlarga qurilgan ABCD
parallelogramm ABCD parallelogrammga o'xshashdir. Shuning uchun
uning diagonali uzunligi ABCD parallelogramm diagonali uzunligidan
\\marta “kattadir’. Bundan esa Jl(a+b)=/Jla+/lb tenglikni hosil

qilamiz.

Oltinchi xossani isbotlash uchun /x>0 va /Ay <0 hollami
garaymiz. Birinchi holda n va m sonlarining ishorasi bir xil bo‘ladi.
Shuning uchun ulaming ikkalasi ham yoki manfiy yoki musbat
bo‘ladi. Biz ulaming ikkalasi ham manfiy boigan holni garaylik. Bu
holda a(n + /n), na+uya vektorlar a vektorga garama garshi yo‘nalgan
boiadi. Demak ular bir xil yo‘nalishga ega. Ulaming uzunliklari esa
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M +HH 8atengdir.Agar A va u, sonlari musbat son bo'lsa, yuqoridagi

mulohaza takrorlanadi. A va u, sonlarining ishoralari har xil bo'lsa,
hi/ yana ikkita holni garaymiz:

/N />0 va A+u <O.A+uy >0 bo‘lganda a(A + /i), Aa+/tb,
An i /K/ vcktorlar a vektor bilan bir xil yo‘nalishga ega. Ma
vcktorning boshini Aa vektoming oxiriga joylashtirib, ularning
uzunliklari ham tengligini ko‘ramiz.Chizmaga qarang. Qolgan hollar
yugoridagidek mulohazalar asosida tekshiriladi.

Ta'rif-4. Bir tog ri chiziqga parallel vektorlar kollinear
vcktorlar deyiladi.

Vcktorlar bir xil yo'nalishga ega bo‘lsa a ft b ko‘rinishda, agar
garaina qarshi yo‘nalishga ega bo'‘lsa a'tib ko‘rinishda belgilaymiz.

Tasdig- I.Nol vektordan farqli a,b vektorlar kollinear bo'lishi
ttchun A< R son rnavjud bo'lib,a-Ab tenglikning bajarilishi zarur
va vctarlidir.

Isbot. Vektorlar uchun a=/lAshart bajarilsa, a,b vektorlar
kollinearligini isbotlash sodda bo‘lganiligi uchun uni isbotlashni
o‘quvchilarga havola etamiz .Bu shartninig zarurligini ko'rsatamiz.
Agar a,b vektorlar kollinear bo‘lsa, ularni parallel ko‘chirish
natijasida bitta to‘g‘ri chizigga joylashtirish mumkin. Shuning uchun
ular /7 to‘g‘ri chizigda yotadi va ularning boshi O nuqtada deb

hisoblaymiz. Agar a,b vektorlar bir xil yo‘nalishga ega boisa, A=
r
uchun a=Ab tenglik bajariladi. Agar a,b vektorlar garama qarshi

yo'‘nalishga ega bo‘lsa, A= H uchun a~Ab tenglik bajariladi.
H

Ta'rif-5 Vektor (a- vektor) yotgan togri chizig a tekislikka
parallel bo'lsa, a vektor a tekislikkaparallel deyiladi.

Ta’rif-6 Uchta a,b,c vektorlar bitta tekislikka parallel
bo ‘Isa, ular komplanar vektorlar deyiladi.

Tabiiyki, agar vektorlar komplanar bo‘lsa, ularni parallel
ko‘chirish natijasida bitta tekislikka joylashtirish mumkin.



Vektorlarning o ‘qqa proeksiyasi

Vektoming o‘kka proeksiyasi vektoming yo'nalishiga qarab
musbat, manfiy yoki nolga teng bo‘lgan son bo‘lib, a vektoming |
0'qqga proeksiyasi quyidagi qoida bo‘yicha aniglanadi:Chizma

Agar a=AB bo‘lsa, A va B nuqtalaming ?o‘qdagi ortogonal
proeksiyalarini mos ravishda A\ B bilan belgilaymi?.~'// kesmaning”®

o'gdagi kattaligi avektoming/ o'gdagi proeksiyasi deb ataladi.

Proyeksiya uchun

tenglik o‘rinli bo‘lib,bu erda < -berilgan avektor val o‘q
orasidagi burchakdir.

Proyeksiyaning xossalari:

1. prtAa= Aprta , Ae Xl

2. prt(a + b} = prta+ prfb

Isbot. 1. Birinchi prlAa= Apr(a tenglikni isbotlash uchun quyidagi
hollami garaymiz:

a) A0 bo‘lsa Aa=0 tenglik o‘rinli bo‘ladi va.natijada A ~B
munosabatdan

prjAa--0 va prtAa=Aprta - 0



tengliklar kelib chigadi.

b) A>0 boMsa, aft b munosabatdan tenglik kelib chiqadi;bu
crda 9 va ¥/ mos ravishda a va b vektorlaming | o‘g bilan hosil
gilgan burchaklaridir. Bu holda 1sa] = Alq] va demak
/1 (n</) = |Najco8™ = Aprta.

b) 1<G boisa, 1 a 'va a vektorlar uchun a\ib munosabat o‘rinli
bo‘ladi. Shuning uchun y/=<+n tenglikdan quyidagi munosabat
kelib chiqadi:

prt(Aad = |iajcos(f$ + n) = -vl]a]eos(”™ +>) = Jlprca.

2. pre(a + b)= pr(a+ preb tenglikni isbotlashni keyinrogga qoldirib,
skalyar ko‘paytmani o‘rganishga o‘tamiz.

Chiziqli erkli va chiziqli bog'lanishli vektorlar oilasi. Bizga
{ al,...//,, } vektorlar oilasi va n ta #142,...,9n80nlar berilgan
bo‘lsa, Aa\ +A2a2 +--.+ A, a,, vektor a\,ai,...,an vektorlaming chiziqgli
kombinasiyasi deb ataladi. Chizigli kombinasiyada gatnashayotgan
sonlaming birortasi noldan fargli boisa, u notrivial chiziqli
kombinasiya deb ataladi.

Ta’'rif. Berilgan {ai,a2,ay,...,a, } vektorlar oilasi uchun kamida
bittasi noldanfarqli bo ‘lgan ALA2,...,A,, sonlar mavjud bo ‘lib,

NYyCI\+ .A2§82 + ...+ Andn ~ 0

tenglik o'rinli bo‘lsa, {a\,a2,as,...,.an) vektorlar oilasi chiziqli
bog'lanishli deyiladi.

Izoh. Vektorlar oilasi chiziqli bogianishli bo‘lsa, uning birorta
notrivial chiziqli kombinasiyasi nol vektor bo‘ladi.

Teorema-1. Ikkita vektordan iborat oila chizigli bog'lanishli

bo'lishi uchun bu oila vektorlarining kollinear bo’lishi zarur va
yetarlidir.

Isbot. Oilaga tegishli ikkita a va b vektorlar chizigli bog‘lanishli
bo‘lsa, kamida bittasi noldan fargli Aj,A2 sonlari mavjud bo'lib,
Ala+ A2b=0 tenglik bajariladi. Agar ] ~0 bo‘lsa, a=-(4, /nr)b
tenglikni hosil gilamiz. Bu esa birinchi tasdigqa ko‘ra a va b
vektorlaming kollinear ekanligini ko‘rsatadi.

Va aksincha, a va b vektorlar kollinear bo‘lsin. Ulaming
boshlarini bitta nuqtaga joylashtirsak, ular bitta to‘gri chizigda yotadi.



Bu to‘gri chizigda vektorlar boshijoylashgan nugtani koordinata boshi
sifatida olib, koordinatalar sistemasini Kkiritamiz. Vektorlaming
oxirlarini A va B harflar bilan belgilaymiz: a=0A, 6=O0B.
Vektorlardan bittasi, misol uchun a noldan farqgli vektor bo'lsin.
Demak, a® 0 va O nuqta AB kesmani biror X nisbatda boiadi:
BO K A-X yoki BO=XOA

Endi b=-Aa tenglikni ko‘rsatamiz. Agar 4, ivektorlar yo‘nalishi
bir xil bo‘lsa, O nuqta AB kesmaga tegishli emas va 1<0. Agar a.b
vektorlar yo‘nalishi garama qarshi bo‘lsa, 1>0 boiadi. Shuning uchun
b va -Xa vektorlaming yo‘nalishlari bir xil. Ularning uzunliklari ham
teng: _ _

I ]l =j BO|=j XN10a\ =1 al]J a\ 7| -la] = o

Demak, bu vektorlar tengdir. Endi b=-Xa tenglikdan -Xa + b~b
tenglik kelib chigadi. Demak, a va i vektorlar chizigli bog‘lanishli
oilani tashkil giladi.

Teorema-2.

1) Vektorlar oilasiga nol vektor tegishli bo ‘Isa, bu oila
chiziqli bog ‘lanishlidir.

2) Vektorlar oilasi birorta chiziqli bog'lanishli vektorlar
oilasini o z ichiga olsa, bu oila ham chiziqli bog ‘lanishlidir.

Isbot.

1) Berilgan {a\,a2,m,..., an } oilada at =0 bo‘lsa, Xt=0,
Xj=\ ,itj sonlar uchun Xixaix + Xi2a,2 + X~ a, +...+ Xima,m =0
tenglik o‘rinli boiadi. _
2) Berilgan {a\,ar,auv,...,an} oilada bir nechta ah ,

K- jn, m<n, vektorlar chizigli boglanishli ocilani tashkil gilsa,
nlaming birorta notrivial chizigli kombinasiyasi nol vektor boiadi:

4-chizma
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x-,vpjinx;?&’@ +Aj,3Q\ o+ ”Tudi —0

Biz agar n;~an ,y=j, va zi=o0,j*jt tengliklar bilan n ta Ib h,
Ib 1, sonlami aniglasak Alai +A%ar + A3a, +...+/1,,ak=6 tenglikni
hosil gilami/..

Teorema-3. Uchta vektordan iborat oila chizigli bogianishli
ho ‘lishi uchun ulaming komplanar bo ‘lishizarur vayetarlidir.

Isbot. Oilaga tegishli uchta a,b va c¢ vektorlar chiziqgli
bog‘lanishli bo‘lsa, ulaming komplanarligini isbotlaymiz. Chiziqli
bogManishlilikning ta’'rifiga asosan, kamida bittasi noldan farqli a,b,g
sonlar uchun

aa+fib+/c=0

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Aniglik uchun g noldan fargli bo‘lsin, unda

avvalgi tcnglikdan
c- -2 é—~pb i
r r

tenglik kelib chigadi. Bu tenglikda X=a/g, u= b/g belgilashlami
kiritib,

c- Xa+ub tenglikni hosil gilamiz. Agar a,b va c vektorlaming
boshi bitta umumiy O nugtaga joylashtirilgan bo‘lsa, oxirgi tenglikdan
¢ vektor Aa va ub vektorlarga qurilgan parallelogarmm diagonaliga
tengligi kelib chigadi. Bu esa ular bitta tekislikda yotadi deganidir,
demak, ular komplanar vektorlardir.

Va aksincha, a,b va ¢ vektorlar komplanar bo‘lsin. Ular chiziqgli
bogiigligini isbotlaymiz.

Berilgan uchta vektorlar orasida kollinear vektorlar bo‘lgan holni
chigarib tashlaymiz. Teorema-1 ga asosan, ushbu vektorlar jufti
chizigli bog’lig bo‘lar edi va berilagan uchta vektor ham chizigli
bog’ligligi kelib chigar edi. Shuning uchun a,b va ¢ vektorlar orasida
hech birjufti kollinear bo‘Ilmagan holni ko'rib chigamiz (xususan, ular
orasida nol vektor ham yo‘q). Vektorlami bitta tekislikka ko‘chirib,
ulaming boshlarini O nugtagajoylashtiramiz (Chizmaga garang).

Keyin ¢ vektoming S uchi orgali a va b vektorlarga parallel
to‘gri chiziglar o‘tkazamiz, vektor yotgan to‘gri chizigning b vektorga
parallel to'gri chizig bilan kesishish nugtasini A deb belgilaymiz va b
vektor yotgan to‘gri chizikning a vektorga parallel to‘gri chizig bilan
kesishish nuqtasini V deb belgilaymiz. (Ushbu nuqgtalaming

1!



mavjudligi, a va b vektorlar kollinear emasligidan kelib chigadi).
Vektorlami ko‘shishning parallelogramm koidasiga ko‘ra c vektor
OA va OB vektorlar summasiga teng, ya’'ni
e c- OA + OB.
OA vektor noldan farkii a vektorga kollinear (u bilan bir to‘gri
chizigda yotuvchi), demak, shunday X hagqiiy son topiladiki,
OA = Na

tenglik o‘rinli boMadi.Xuddi shunga o‘xshash, OB =Ab tenglik
ham o'rinli. Bu tengliklardan

c = Aa+fib

tenglik kelib chigadi. Oxirgi tenglikni Na+#3+(-1)c=0
ko‘rinishda yozib olish mumkin. Bu tenglikdagi X, y va-1 sonlarining
kamida bittasi noldan fargli bo‘lganligi sababli, oxirgi tenglik a,b va

¢ vektorlaming chizigli bog‘lanishligini ifodalaydi. Teorema
isbotlandi.

Natija-1. Agar ab va c vektorlar komplanar bo'Imasa, ular
chizigli erkli bo ‘ladilar.

Natija-2. Ixtiyoriy uchta komplanar bo ‘Imagan vektorlar orasida
ikkita kollinear vektorlar bo ‘la olmaydi. Shuningdek ular orasida nol
vektor ham bo 'Imaydi.

Masala yechish namunasi

1.1.([1], 1.2.11)). a, b, ¢ chizigli yerkli vektorlar berilgan.
l=2b—c—a, m=2a—b-~c, n= 2c —a —b vektorlami
chiziqli yerklilikka tekshiring.

Yechilishi: Quyidagi vektor tenglikni qaraymiz:

Al + 4T + vn = 0o(—A + 24 —V) + ft(2A —4 —v) +
c(—A—L+ 2v) = 0.

Bu yerda a, b, ¢ chizigli yerkli bo‘lgani uchun

(—A+2u4—v =0
| 2A—N1—v =0
1-A —uy + 2v —0



tenglamalar sistemasiga yega bo‘lamiz va nomaiumlar uchun

A= y = y munosabat o ‘rinli bo‘lib, ular noldan fargli bo‘la-oladi.
Demak, I, m, n -chiziqli bog'liq vektorlar.

1.2.([2],1159) AC = a,BD = b vektorlar ABCD
parallelogramnming diagonallari. Shu parallelogrammning tomonlari
bo‘lgan AB.BC.CD, DA vektorlami a, b vektorlar orqali ifodalang.

Yechilishi: Avvalo ABCD parallelogrammni chizib olamiz. AC
va BD diagonallar kesishish nugtasini 0 bilan belgilaymiz.Bizga
ma’lumki parallelogrammning diagonallari kesishish nuqtasida teng
ikkiga bo'linadi, bundan quyidagi munosabatlami hosil gilamiz:

AO = OC=-2a,BO = OD 2-5),

AABO =*AB = Ad-B O = ~

2'!
ABCO ==BC = BO - OC = -
ACDO = CD = 02) —0OC = 5 ADAO =11 = ~AO -0D =
a+b
5
__azb - atl> = braglyn __ ___ath
Javobh: AB 5 B 5+ CD > DA — 5

1.3.([2],1169) O nuqtadan ikkita AC = a,BD ~b vektor
chigadi. AOB burchakning bissektrisasi bo‘ylab yo‘nalgan biror om
vektor topilsin.

Yechilishi: AOB  burchakni
chizib olamiz. a va b vektorlar
yordamida burchak uchidan chiqib,
uning tomonlari bo‘ylab yo‘nalgan
birlik vektorlami topamiz. Buning
uchun a va b vektorlami mos

ravishda va j"j sonlarga ko‘paytiramiz. Natijada e\ = OAX= " va

n

e2= 0B2 = w, birlik vektorlami hosil gilamiz. ejva e2 vektorlar

orgali OAIMB1 rombni tuzib olamiz. Bizga ma’lumki, rombning
dioganallari uning burchaklari bissektrisasi bo‘ladi. Demak OM nur
AOB burchak bissektrisasi hamda



OM —ex + e2 = ~405 burchakning bissektrisasi bo'ylab

yo‘nalgan vektor. Javob: OM = ™ +

Mustaqil ishlash uchun masalalar

1.([2], 1161) [A] ABC uchburchakda AD mediana o'tkazilgan.

A vektomi AC vektorlar orgali ifodalang.
2.([2], 1163) [A] YE, F nugtalar ABCD to‘rtburchak AB, CD

tomonlarining o'rlalari. EF = y ekanligi isbotlansin.

Bundan trapetsiyaning o‘rta chizig‘i haqgidagi teoremani keltirib
chiqgaring.

3.([2], 1165) [A] Muntazam ko‘pburchak markazidan uning
uchlariga qgarab yo'‘naltirilgan vektorlar yig‘indisi 0 ga tengligi
isbotlansin.

4.([2], 1167) [A] Uchburchak tekisligida shunday nuqta
topilsinki, shu nugtadan uchburchak uchlariga yo‘nalgan vektorlar
yig‘indisi nolga teng bo'lsin.

1.5.([1], 1.2.1 ii)).a, b, c chiziqgli yerkli vektorlar berilgan.
s=a+ b+ cvektomil'= b —2c+ a, m'=a—b, n'= 2b + 3¢
vektorlar orgali chiziqli ifodalang.

5.([2], 1160)[U] K, L nugtalar ABCD parallelogrammning BC,
CD tomonlarining o‘rtalari. AK = k,AL = | deb BC, CD vektorlami
K va | vektorlar orgali ifodalang.

6.([2],1162 ) [U] ABC uchburchakda AD. BE, CF medianalar
o‘tkazilgan. 1d +BC+CF vektorlar yig‘indisi topilsin.

7.([2],1164 ) [U] AB =p, AF =g vektorlar muntazam ABCDEF
oltiburchakning ikkita qgo'shni tomonlari. Bu oltiburchakning
tomonlari bo‘ylab qo‘yilgan BC, CD, W, -~H vektorlami p, ¢
vektorlar orgali ifodalang.

8.([2], 1166) [U] Tekislikning ixtiyoriy nugtasidan chiqib,
muntazam ko‘pburchak markazini tutashtiruvchi vektor shu nugtadan
chiquvchi va ko‘pburchak uchlarini tutashtiruvchi vektorlaming o‘rta
arifmetigiga teng ekanligi isbotlansin.

9.([2], 1168) [U] 1167 masala parallelogramm uchun yechilsin.
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Test namunalari

1. a{2;-i;3,6{-6;3;-9} vektorlar o‘zaro ganday joylashgan?

a) ab-kollinear

b) alb

C) a b=30"

d) 3,5-kollinear emas

2. a={2;-1;3}, b ={-6;3;-9} vektorlar ganday o'zaro
munosabatda boMadi.

a) a va b kolleniar bo'ladi.

~ al-b

c) a-~b

d) a va b kollinear emas.

3. Hle;5},i{3;—2 4}, c{3;-2; 4} vektorlar o'zaro ganday joylashgan?

a) ah,c vektorlar komplanar

b) a,b,c vektorlar kollinear

c) a,b,c 0‘zaro ortogonal

d) ab,ckomplanar emas

4. P(5;1;3) va Q (2;-1;4) nugtalar berilgan. PQ vektoming
koordinatalarini topilsin.

a)

b) fruo}
O {0:4;0}
d) {0;0;4}

5. a={3;4;-3} vektoming boshi A{1;2;5) nugtada joylashgan,
shu vektoming oxirining koordinatalarini toping.

a) (4;6;2);
b) (5:7:;2);
c) (5;7;2);
d (4:0;2);

6. a va b vektorlar o‘zaro ganday joylashgan bo‘lsa, |ato]=|a]+|V]
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

a) ettft

b) aV\b



at.b

d a=-b _

7. N ={3;1;5}, 5={1;2;2} bo‘lsa vektoming koordinatalarin
toping.

a) b ~ -3}

b) {Ne 3}

c) {0-A4}

d) {—1,23}

g. a={1;3;-1} va b={2;1;4} vektorlar berilganbo‘lsa, 25-36
vektoming koordinatlarini toping.
a) {—4;3; 14}

b) {4;-3;i0}
c) { 3;10;4}
d) {1:2;-3}

9. a va b vektorlaming kollinearlik shartini ko'rsating.
a) M =°

b) a+b+c=0

c) abc=0

d a+b=0

10. a,b,c vektorlamingkomplanarlikshartini ko‘rsating.
abc =0

b) (a-b\c =

O (a+b)c =0
d) (n-6)c =0

2-8. Vektorlaming skalyar, vektor va aralash ko‘paytmalari,
ulaming geometrik ma’nosi, hisoblash formulalari

Reja:
1. Vektorlaming skalyar ko' paytmasi
2. Vektor ko‘paytma tushunchasi
3. Vektoming vektor ko‘paytmasi xossalari
4. Vektorlaming aralash ko‘paytmasi
5. Aralash ko‘paytmaning xossalari
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Vektorlaming skalyar ko ‘paytmasi

Ikkita « va b vektorlaming skalyar ko‘paytmasi deb
(a,6) = Hb{oosa . ifodaga aytiladi. Bu yerda ¢ - a va b vektorlar

orasidagi burchak. [1,1.4.1. definition, 24-27 bet]

Skalyar ko‘paytmaning ta'rifidan bevosita quyidagi fakt kelib
chigadi:

1-xossa. Ikkita vektoming skalyar ko‘paytmasi nolga teng
bo‘lishi uchun ularning o‘zaro perpendikular boiishi zarur va
yetarlidir.

— — aA-b

2-xossa. (a,a) = pi
3-xossa. Kommutativlik (a ,7)={b ,«).
4-xossa. (/la ,V)=&{a ,b) ,Ae R
5-xossa. {a +b,c}=[a,c}+"b,c}
Beshinchi xossa isboti proeksiya ning ikkinchi xossasidan kelib
chigadi:
(a +b,cj= Jat fol|goos™= np (A+lc|=
np,(a+ W =npta-|g+ np,b- [d=j4- jgj cosar + P} |cloos<3
a,b,c vektorlar komponentalari bilan berilgan bo'lsin, ya’'ni
a=xi+yj tzjc, b=xA +yqd +zXK, c =xq +y3 + zX.
Awalo komponentalari bilan berilgan ikki vektomi skalyar
ko'paytirish masalasini o‘rganaylik:
(a,b)=(X,7+yj+2zK xj+y |j+zX}
Tenglikni 0‘'ng tomonidagi gavslami ko‘phadrii ko‘phadga
ko‘paytirish qoidasiga asosan ko‘paytiramiz:
{a,b) ={Jj)x Ki+{Jj)x 2+ \j,K)x®3+{j,i)xXl+ {jj)x x2+(j,*)* 23+

H&/ +[k,jIx32+ [k, k}x33

ikki vektomi skalyar ko'paytirishning ta’'rifiga asosan J,J,k birlik
ortogonal vektorlar bo‘lganidan

cos(/,j)=cos=0,cos(/,k}=0,cos(j,k}- 0
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Shu sababli (/J)=(*,*)=(/3)=(7.*)=(*J)=(*J) =0 va
{,i)=(Y»y)=("N1) =1»demak "a,b™=XX2+ Y1¥2 + ziz2 - tenglik
quyidagi teoremani isbotidir

Teorema. Komponentalari bilan berilgan a=xT+yj+zXk, va
b=xj+yj+zjk vektorlaming skalyar ko‘paytmasi bu vektorlaming
bir ismli komponentalari ko'paytmasining yig‘indisiga teng.

Agar a-Lb boisa =0 bo‘lganidan x,x2+y,y2+2z,z22=0, bu
tenglik ikki vektoming perpendikularlik shartidir. Vektorlar orasidagi
burchak esa quyidagicha bo'ladi:

coscp=" ) yoki coscp=—f-m —_.
|3un| N+ yf+zfrT7TynNT74

Vektor va aralash ko paytma

Ta’'rif-1. Tartiblangan { a,b,cj uchlikda c vektor oxiridan aj>

vektorlar tekisligiga garaganimizda a dan b ga qisga burilish
yo ‘nalishi soat mili yo 'nalishiga gqgarama-qarshiyo ‘nalgan bo ‘Isa, bu
uchlik o0 ‘ng uchlik deb ataladi. Agar buyo ‘nalish soat mili yo ‘nalishi
bilan ustma-ust tushsa, |a,A,c] uchlik chap uchlik deyiladi.

Bizga {aAcj o‘ng ( va{b,a,c} chap) uchlik berilgan boisin.

4-chizma

Ta’'rif-2. Ikkita a va b vektorlaming vektor ko‘paytmasi deb shunday
vektorga aytiladiki, bu vektor [a,£] kabi belgilanadi va:

1) [a,6] ning wuzunligi a va b vektorlarga qurilgan
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parallelogramm yuziga tengdir:
I @] =] &\ | &\ sinp

2) [a,a] vektor a va b vektorlarga perpendikular bo'lishi

kerak:

1j3,6" La,

3) a, b vektorlar va vektor ko‘paytma [e,i] o‘ng uchlik hosil
qiladi.

Vektor ko‘paytmaning xossalari:

1) [ral=[*<7];

2) Ae R

3) £B+b,c]=[a,c] +[6,c];

4) ~a,bj =0 <>a/lb.

Tasdig-1 (Yordamchi fakt). Berilgan a tekislikda vektor va unga

perpendikular birlik e vektor berilgan bo‘lsin. Agar g vektor a
tekislikka perpendikular va e,c,g o‘ng uchlik bo‘lsa, a tekislikda
yotuvchi har ganday a vektor uchun

[a,c] = p/:a-Jdc]g

tenglik o‘rinlidir.

Isbot. 1) Vektorlar tengligini ko‘rsatish uchun ulaming
yo'‘nalishlari bir xil va uzunliklari tengligini ko‘rsatamiz. Vektor
ko‘paytmaning ta'rifiga ko‘ra, uning uzunligi a va c vektorlarga
qurilgan parallelogrammning yuziga tengdir:
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I [a,c]] =S. Chap tomondagi vektoming uzunligi esa] prca\ |c]ga
tengdir. Agar parallelogrammning asosi sifatida c¢ vektomi olsak,
uning yuzasi | Aga tengdir. Bu yerda h balandlik bo'lib, | pr-a\ ~h
tenglik o‘rinlidir. Demak vektorlaming uzunligi tengdir. Endi ulaming
yo‘nalishi bir xil ekanligini ko‘rsatamiz. Agar a,c,g - o‘ng uchlik
bo‘lsa, g va [a,c] vektorlar bir xil yo‘nalishga ega. Bu holda a va e
vektorlar |J vektoming bir tomonida joylashgan va npea>0 bo'ladi.
Agar a,c,g-chap uchlik bo'lsa, prea< Ova Awvalc] g vektor g vektorga
garama garshi yo‘nalgandir. Demak, pr-ajcjg vektor yo‘nalishi [a,c]
vektor yo‘nalishi bilan bir xil bo*ladi. Natijada

[a,c]=pr_a Jcjg

tenglikni hosil qildik.

Ta’rif-3 Uchta a,b,c vektorlaming aralash ko paytmasi deb,

migdorga aytiladi va quyidagi ko rinishda belgilanadi:
abc r(~a,6],c]. [1,1.4.18. definition, 35-bet]

Tasdig-2. Berilgan nokomplanar (chizigli erkli) a,b,c vektorlar
o0 ‘ng uchlikni tashkil gilsa, ulaming aralash kopaytmasi ularga
qurilgan parallelepipedning hajmiga, aks holda esa hajmning manfxy
ishora olinganiga tengdir. [1,1.4.19. proposition, 35-37 bet]

Isbot: Biz a,b,c vektorlarga qurilgan parallelipipedning hajmini V
bilan belgilaymiz. Agar S bilan a vab vektorlarga qurilgan

parallelogrammning yuzasini belgilasak, tenglik o‘rinli

bo‘ladi. Bu yerda e vektor [«,*] ko‘paytma bilan bir xil yo‘nalgan
birlik vektordir. Skalyar ko‘paytmani proeksiya yordamida yozsak,
aft>c=sle] pr-c
tenglikni hosil gilamiz.
Bu yerda pr-c absolyut giymati bo‘yicha a,b,c vektorlarga

qgurilgan va asosi a, b vektorlarga yasalgan parallelogrammdan iborat
parallelipipedning balandligiga tengdir. Agar a,b,c o‘ng uchlikni
tashki! gilsa, prc =h, agar a,b,c chap uchlikni tashkil qgilsa, pr-c=~h
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tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda h qgaralayotgan parallelipipedning
balandligidir. Shuning uchun v{a,b,c}=Sh formulani hisobga olsak,

biz bevosita tasdiq isbotini olamiz.
Endi biz vektor ko'paytma xossalarini isbotlashga kirishamiz.

1-xo0ssa isboti a,£,[«,*] va 1,6,[b,0] uchliklaming
oriyentatsiyalari har xil ekanligidan kelib chigadi: birinchi uchlik o‘ng
oriyentatsiyaga, ikkinchi uchlik chap oriyentatsiyaga egadir.

2-xossani isbotlash uchun ikkita holni ko'ramiz A>0 va A<O.

Birinchi holda a va#avektorlar bir xil yo‘nalishga ega va
shuning uchun a,6,[ Aa,6]va g,i,[ ~aS\ vektorlar bir xil oriyentatsiyaga

ega. Demak [Aa,*] va sa[ a,»] vektorlar uzunliklari teng va bir xil

yo'‘nalishga ega.
Ikkinchi holda a va Xa vektorlar yo‘nalishlari garama-garshi va
a,b,[N1a,l, va vektorlar uchliklari har xil oriyentatsiyaga ega

boiadi. Bundan esa [Aa,ib]lva [o0,*] vektorlar garama qarshi
yo‘nalishga ega ekanligi kelib chigadi.Demak, [Na.i] va 4a[B,*]

vektorlar bir xil yo‘nalishga ega va uzunliklari tengdir.

3 -xossa isbotini keltiramiz.

a) a,b, va ¢ komplanar vektorlar , e,c,g - o‘'ng uchlik boiib,
vektorlar l-tasdiq shartlarini ganoatlantiruvchi vektorlar boisa, ikkita
vektor ko‘paytmani quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

[a,c] =/>ra]c|g va [fe,c =pr-I\c\g .

Endi proeksiya xossasidan foydalanib
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[a +Dbc~"=pr-(a+ b)\c\g = pr- a\c\g+pr- i[c|g

tenglikni hosil gilamiz.
b) a,b, va ¢ komplanar komplanar vektorlar emas;
Bu holda [ a+b,c J, [ a,cJ va [ A cj vektorlaming barchasi ¢

vektorga perpendikular boiganligi uchun ular komplanar oilani

tashkil etadi. Demak, ular chizigli bog‘lanishli bo‘ladi, ya'ni kamida
bittasi noldan fargli ALN2Ar sonlari mavjud boiib,

nfa+b,cJd+ a,cJ+A,Eb,c]=0

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikdan
AN a+bec]l=_~[ac]-4[b,cd

gilib, uning ikkala tomonini b ga skalyar

tenglikni hosil
ko‘paytiramiz va
\(a+V}cbhb”™—-~A ach
tenglikni hosil gilamiz. Yuqoridagi aralash ko‘paytma haqidagi

tasdiqga ko‘ra
(la+b)cb va achb

aralash ko‘paytmalaming absolyut giymatlari mos ravishda

, Vabhajmlarga tengdir.
Bu parallelepipedlaming asoslari sifatida mos ravishda a+b,b va
parallelogrammlami olsak, ulaming

a,b, vektorlarga qurilgan
=Sh va =S2h

balandligi tengligini ko‘ramiz. Shuning uchun

tengliklardan va ulaming asoslari yuzalari ham tengligidan bu

hajmlamingtengligi kelib chigadi.
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Endi (a+b)cb va acb aralash ko‘paytmalar bir xil ishoralarga
ega bo‘lishi, a+b,c,b uchlik oriyentatsiyasining a,c,b uchlik
oriyentatsiyasi bilan ustma-ust tushishidan kelib chigadi. Demak,
(a+b)cb=acb munosabat o‘rinli. Bundan esa, J11=-/12 munosobatni
hosil gilamiz. Xuddi shunday usul bilan\ = tenglikni isbotlaymiz.

Demak.

tenglik o'rinlidir.

4-xossaning isboti a va b vektorlar parallel bo‘lganda, ular
orasidagi burchakning sinusi nolga tengligidan kelib chigadi.

Ushbu mavzu bo‘yicha amaliyot darsida quyidagi misol va
masalalami yechish tavsiya etiladi:

Skalyar ko‘paytmaga doir masalalar

1 Quyidagi hollaming har birida a,b vektorlaming skalya

ko‘paytmasi topilsin:
1 Jal=8,\b E>5, (aAb)=60°;
lal=16 E1 (an6)=135°%
a_lb;
lal=3.\b |=6, a Ilb;
lal=3, JAlI=1, alt*.
ABC uchburchak tomonlarining uzunliklari berilgan: BC =5,

NOoAR W N

CA =6, AB=7. BA, BC vektorlaming skalyar ko‘paytmasi topilsin.

3. p=a(b,c)-b(a,c) va c vektorlaming bir-biriga
perpendikularligi isbotlansin.

4. p=c+2f va a=5c-At vektorlar o‘zaro perpendikularligi
ma’lum bo‘lsa, ¢ va I birlik vektorlar orasidagi burchak topilsin.

5. Tomonlari birga teng boigan teng tomonli ABC uchburchak
berilgan. BC-a, CA-b, AB=c deb {a,b}+{b,c)+(c,<3) ifoda
hisoblansin.

6. ABC wuchburchakda AD, BE, CF medianalar o‘tkazilgan.

BA+ CB+AC vektor hisoblansin.
7. To'‘g'ri burchakli ABC uchburchak AB gipotenuzasiga CH
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perpendikular tushirilgan. CH vektor a=CB , b=CA vektorlar orqgali
ifodalansin.

8. D nuqgta ABC uchburchakning AB tomonini Hb:DB=A
nisbatda bo‘ladi. CD kesmaning uzunligi uchburchakning uchta
tomoni va /1 son orqali ifodalansin.

9. Koordinatalari bilan berilgan a,b vektorlaming skalyar
ko‘paytmasi hisoblansin:

1) a ={5, 2}, b={-3, 6}; 2) a={6, -8}, b={12, 9}; 3) 3={3, -5},
*={7,4}-

10. Koordinatalari bilan berilgan quyidagi a,b vektorlar
orasidagi a burchak topilsin:

1 «={4,3}, ft={l, 7};

2. 5={6,-8}, b={12, 9}

3. 2={2,5},ft={3,-7};

4. a={2,-6}, b={-3, 9}.

11. a={5, 2}, b={7, -3} vektorlar berilgan. Bir vaqtning o‘zida
ikkita (5,x)=38, {b,x)—30 tenglamani ganoatlantiradigan x vektor
topilsin.

12. a={3, -2}, A={-5, 1}, ¢ ={0, 4} vektorlar berilgan.

1. 3a24”a,b”~+5b 26{b,cr—2c 2

2. 2(a,b}c-3.b 2a+(a,c)b topilsin.

13. {7, -4} vektoming {-8, 6} vektorga parallel boigandagi
proyeksiyaning son giymati topilsin.

14. Koordinatalari bilan berilgan a, b vektorlaming skalyar
ko‘paytmasi hisoblansin:

1 <3<3, 5, 7}, b={-2, 6, 1};

2. 5={3,0, -6}, b={2, -4, 0};

3. d={2,5, 1}, 6 ={3,-2, 4}.

Vektor ko‘paytma va aralash ko‘paytmaga doir masalalar

1. a, b vektorlami bilgan holda: 1) [(5+£ )(a~b )];2)[a(a+6

a+b

): 3) ) tr)—j vektorlar topilsin.
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2. [<U> ]| t(<(,/>) = a bl ekaniigini ko‘rsating.
3. Agar uchta d,b,c vektorlar kollinear bo‘lmasa,
=[fmm] |<.«] tcnglikdan a+b+c=0 munosabatning Kkelib
chigishini ko‘rsating va aksincha.
4. tAdJ=[a+/i6,£] =[a, ft] ekaniigini ko‘rsating.
5. IJshbu [<i,£]+ [/>cj+[c,a]=0 munosabat o‘rinli bo‘lsa, a,b,c

vektorlaming kornplanarligini ko'rsating.

6. Bir nuqgtadan chiquvchi uchta komplanar a,b,c vektorlar
berilgan. Ularning oxirlaridan o‘tgan tekislikning [«,/>]+[*,c]+[c,a]
vektorga perpendikularligini ko‘rsatilsin.

7. vektorlar komplanar bo‘lsa, ulaming
kollinearligi ko'rsatilsin.

8. Quyidagi hollaming har birida vektor ko'paytma
topilsin:

1) a={2, 3, 1}, b={5, 6, 4}; 2) 5={5, -2, 1}, b={4, 0, 6};

3)5={-2, 6, -4}, b={3,-9, 6}.

9. a={8, 4, 1}, *={2, -2, 1} vektorlardan yasalgan
parallelogramm yuzi hisoblansin.

10.a={3, 1, 2}, b={2, 7, 4} c={l, 2, 1} vektorlar berilgan. 1)
abc;

2) [[a,H 5]; 3) [5,[* ,cj] topilsin.

Mavzu bo‘yicha test namunalari
1.a va b vektorlaming skalyar ko’paytmasi quyidagicha bo’ladi

a) ah = |aJ- laJ- cos™
b)/> =]a|-¥>]-sim*
c) ab =|S|- |a|- lg>

d)ab = al-/4dgh)

2. a va b vektorlar orasidagi burchak quyidagi formula
yordamida aniglanadi:
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a) cos<k = Trn=r

14 H
Bsmo = 1K
7 7N
ab
c) Qgf>=
I«IH

3. Ixtiyoriy flvai vektorlar uchun quyidagi munosabatlardan
qaysi biri o’rinli.
a) (ab'f <ad2
b)(a6)2>adb2
c) (abf>adb2
d)(aA)2<adb2

4. a va b vektorlaming vektor ko’ paytmasi bo’lgan vektoming
uzunligi quyidagiga teng.

a) | [A,i]] = |« |%T<*

b)|[a,#]l = lall6]"

c)15.6]1 = jllblc’s”

)\[a,b]\ = LLI\b\cM

5.a va b vektorlaming ortogonallik shartini ko’ rsating.
a)a-b=0

b)|?5>- =0

c)a +b=0

d)ab =0

6.a va A vektorlaming kollinearlik shartini ko’rsating.
a)la,6]1=0

b)a+b+c —Q

c)abc=0

dja+b=0

l.a,b ,cvektorlaming komplanarlik shartini ko’ rsating.
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a) abc =0
b)(a-£)-c=0

c)<7+ /5 C=0
=0
8. a=4/+7j+3k va b~3i —5j+k vektorlaming skalyar
ko’paytmasi quyidagiga teng.

a) ab=-20
b) ab = 20
c)ab- -50
d)ab =30
9.a=1va b=7+]j vektorlar orasidagi burchak quyidagiga teng.
a)p = 45°
b)«4  90°
Cd -30"
A ={)"

10. a=j +k va b=k vektorlaming vektor ko’paytmasi
quyidagiga teng.
a) =/

b)[fl*] =7

c) Njibj = k

dira)d=j + k
11. a=i+2j +3k va b=j +2k, ¢c = k vektorlarga yasalgan

parallelopipedning hajmi quyidagiga teng .

a)K =1

h)V =6

c) F=12

d)K =4

12. d=j +kvab =j vektorlaming vektor ko’paytmasi

quyidagiga teng

a)jabJd= -
b)[«*]=7
c)[a*J=k
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d)lab~~ = j+ k

13. a=I1+j va b=j vektorlaming vektor ko’paytmasi

quyidagiga teng

a) [aftj = k
b)[a*]=7
c) =—

d) abJd=j +«k

14. a=1+j va b=k vektorlaming vektor ko’paytmasi
quyidagiga teng

a)[ME]=T7+7

b)[a6]=7

c)Mb]=-r

d)[in]=7+n

15. a=1 va b=J-j vektorlar orasidagi burchak quyidagiga

teng

a)ip = 45°

b)” = 90°

c)0 =30°

d)n =0°

16. a-1 +j va. b=1-J vektorlar orasidagi burchak quyidagiga
teng.

a) b= 90°

b) N = 45°

c)p = 30°

d)y~=0°

17. a=Al-5j+ 3k va b=3i- 5]+ k vektorlaming skalyar
ko’paytmasi quyidagiga teng.

a) <=4
b)ab =20
c) ab=-50
d) ab =30
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3-8. To‘g‘ri chiziq va tekisliklarning turli tenglamalari

Reja:

To'g‘ri chiziqg va uning umumiy tenglamasi
Tekislik va uning tenglamalari

Fazoda to‘g‘ri chizigning tenglamalari

Ikki nugtadan o‘tuvchi to‘gri chiziq tenglamasi
To‘g‘ri chiziq ikkita tekisiikning umumiy gismidir

arwdN R

Affin koordinatalar sistemasida ixtiyoriy to‘g‘ri chiziqg uchun

shunday birinchi darajali
Ax+By+C=0 (1)

tcnglama mavjudki, to‘g‘ri chiziqda yotgan har bir nugtaning x,y
koordinatalari (1) tenglamani ganoatlantiradi (A,B sonlari bir vaqtda O
ga teng emas); shu bilan birga x,y o‘miga (1) tenglamaga
garalayotgan to‘g‘ri chizigdagi istalgan nugta koordinatalarini
go‘yganda, bu tenglama ayniyatga aylanadi.

Aksincha: tekislikdagi ixtiyoriy affin koordinatalar sistemasida
A2+B2* 0 sharti bilan berilgan (1) ko‘rinishdagi har ganday tenglama
uchun shunday to‘g‘ri chiziq mavjudki, bu to‘g‘ri chizigda yotgan
nuqtalaming koordinatalari bu tenglamani ayniyatga aylantiradi.

(1) ko‘rinishdagi tenglama to‘g‘ri chizigning umumiy
tenglamasi deyiladi.

Agar to‘g‘ri chizig o‘zining umumiy tenglamasi bilan berilgan
bo‘lsa, bu to‘g‘ri chizigga nisbatan bir tomonda joylashgan nuqtalar
uchun

Ax+By+C>0 (2)
va unga nisbatan ikkinchi tomonda yotgan nugtalar uchun
Ax+By+C<0 (3)

tengsizliklar bajariladi.

Tekisiikning tegishli gismlari musbat va manfiy yarim tekisliklar
deb ataladi. Tenglamaning chap tomonini manfiy songa ko'‘paytirish
natijasida musbat yarim tekislik manfiy yarim tekislikka almpshpdi va
aksincha. Ustma- ust tushmaydigan ikkita n/,(x,,n0), W/2","2
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nuqtadan o‘tadigan to‘g‘ri chiziq tenglamasi affin koordinatalar
sistemasida quyidagi ko‘rinishlardan biriga ega bo‘ladi. 1
X y 1
o o1 (4)
X y71
yoKki
X-X, -y,
X,-X, ;//2);/ e (%)
X2- x, POva y2-y,* 0
shartlar bajarilganda:

_Yy-yt 6
y2-y, ( )
yokKi
,-ic*0
shartda
Y2-y1
y-y, )

To‘g'ri chizigda yotgan yoki unga parallel bo‘lgan noldan farqgli
ixtiyoriy vektor to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori deyiladi.

OY o‘giga parallel bo‘lmagan yoki OY o‘qgi bilan ustma- ust
tushmaydigan to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyenti deb songa
aytiladi.

Ikkita M~x”7y,), M1xly2 nuqgtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning

burchak koeffitsiyenti k= bzz hx. formuladan topiladi.
X2~ XX

Agar koordinatalar sistemasi to‘g‘ri burchakli bo‘lsa, kK soni
to‘g‘ri chizigning ox o‘'gi bilan tashkil gilgan burchak tangensiga
teng.

( n  nugtadan o‘tib, burchak koeffitsiyenti k ga teng va QY
o‘qiga parallel bo‘lmagan to‘g‘ri chiziq tenglamasi affin koordinatalar
sistemasida

Y~Y\ =k (x-x1) (8)

ko‘rinishda bo‘ladi. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyenti k
boiib, u oY o‘qini (0,b) nugtada kesib o‘tsa, to‘g'‘ri chiziq tenglamasi
quyidagicha yoziladi:

y = kx+b (9)

1[1,48-49 6eTnap]



To'‘g‘ri chiziq koordinita o‘glarini (a,0 va (0,6) nuqgtalarda kesib
o'tsa, uning tenglamasi

a b
ko'rinishda yoziladi.
lo'g'ri chiziqg (j nugtadan o‘tib, {/,«} vektorga parallel bo'lsa,
u holda uning tenglamasi
X-XI y-yx
| o (10)
yoKki
m**l =Y.yl (I n
| m y
ko‘rinishda bo' ladi.
Ixtiyoriy nugta va noldan farqli « =(/,«) vektor berilgan

bodlsa, («,.3,) nugtadan o‘tib (I,m) vektorga parallel bo‘lgan to‘g‘ri
chi/.igning paramctrik tenglamasi

l.-***  (12)
[y = yx+mt

ko‘rinishda bo’ ladi.
Bu yerda t son shu to‘g‘ri chizigda yotgan ™ nuqgtaning
koordinatasi bo‘lib, bunda (x,,y,) nuqgta koordinatalar boshi va {l,m}
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vektor esa masshtab vektor sifatida olingan. Ax+fi,y~C, =0,
AX+BZ/+C2=0 tenglamalar bilan berilgan ikki to‘g‘ri chizigning
kesishishi parallel boiishi va ustma-ust tushishi uchun quyidagi
jadvalda berilgan shartlaming bajarilishi zarur va yetarlidir.

To‘g'ri chiziglamingjoylashuvi shartlar
Kesishadi A

K ™

Parallel bo‘ladi

0 ammo,

B e G A determinantlardan
B c2
hech bo‘lmasa biri (yoki ikkalasi)
noldan fargli
Ustma-ust tushadi A B, B, c, A o
le’ =
A B2 B2 c2 g A

ikki to‘g‘ri chizigning ustma-ust tushishining zarur va yetarli
shartini quyidagicha ham ifodalash mumkin:
Alx+Bly+Cl=N(NIX+BY+C2, 1*0

(bu tenglik x,y ga nisbatan ayniyatdir) Alx+Bly+Cx=0,
AX+BZ/+C2=0 umumiy tenglamalar bilan berilgan to‘g‘ri
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chiziglaming kesishish nuqtasining

koordinatalari Kramer
formulalaridan hisoblanadi:
B, C, C, A
Cc2 a2
> y.
A B A B,
a2 g2 A Br

Affin sistemasida umumiy tenglamalari bilan berilgan
Ax+Bly+c1=0, A2+ By +C2=0
to‘g ‘ri chiziglar kesishsa,
a(Atx+ Bly + Cl)+/3(AX+ B2+ C2 =0, ar+/31>0
tenglamada x,y oldidagi koyeffitsiyentlar

baravariga nolga
aylanmaydi, va bu tenglama to‘g‘ri

chiziglaming kesishgan
nuqtasidan o‘tgan to‘g‘ri chizig tenglamasini aniglaydi. Aksincha

A+ Bly+C1=0, A%+B2y+C2=0
to'g‘ri chiziglaming kesishgan nuqtasidan o‘tgan har qanday
lo'g'ri clii/.iq
a(Af-+Bly+Ci)+fl{AX+B2 +C2 =0,

tenglama bilan ifodalanadi.

Alx+Bly+C1=0, A% +B2y+C2=0 to‘g‘ri chiziqglar parallel bo‘lsa,

a(A,x + B + C[) +fl{AX+ B2y +C2)=0 (14)

tenglama berilgan to‘g‘ri chiziglarga parallel boigan to‘g‘ri

chiziq tenglamasini aniqlaydi, bunda
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A, B. a
Tr=Tr~$
bajarilishi kerak va aksincha (bunda a,p sonlardan hech bo‘Ilmasa
bittasi noldan farqgli)
Alx+Bly+C1=0, A+B2 +Cr=0
to‘g‘ri chiziglarga parallel bo‘lgan har ganday to‘g‘ri chiziq
a(Ax+ By +CXn-(}{Arx+ Bry-¥Cr)=0
tenglama bilan ifodalanadi.

To‘g‘ri chiziglar dastasi deb bir tekislikda yotgan va bitta
nuqgtadan o‘tadigan to‘g‘ri chiziglaming xos to‘plami deb ataladi.
Umumiy nuqta dasta markazi deyiladi.

0 ‘zaro parallel bo‘lgan to‘g‘ri chiziglar to‘plami ham parallel
to‘g‘ri chiziglar dastasi yoki xos bo‘lImagan dasta deyiladi. Agar affin

koordinatalar sistemasiga nisbatan uchta to‘g‘ri chiziq tenglamalari
At + Bly-~Cl =0

A2X+ 'fc2eo0 (15)
AyX+ y4C3—0
berilgan bo'‘lsa,
B, c,
B2 c2=0 (16)
A3 Bj C3
shart to‘g‘ri chiziglaming biror dastaga xususiy holda to‘g'ri
chizig dastasiga tegishli bo'lishi uchun zaruriy va yetarli shartdir.
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(xt,yt) nugtadan o‘tgan to‘g‘ri chiziglar dastasi tenglamasi quyidagi
ko‘rinishda yozilishi mumkin:
Aix-xCt+Biy-yJ™"Q (17)

bu yerda A s koeffitsiyentlar ixtiyoriy haqiqiy giymatlami gabul
qgiladi va bir vagtda nolga aylanmaydi.

Umumiy dekart koordinatalar sistemasida koordinatalari (~g,n)
vektor hamma vaqt .4x+By+C =0 to‘g‘ri chiziqga parallel bo'ladi.
To‘g‘ri burchakli dekart koordinatalari sistemasida {A,B} vektor
Ax+By+C =0 to‘g‘ri chizigga perpendikular bo'ladi.

Agar \NAB) vektor to‘g‘ri chizigning ixtiyoriy nuqtasida
joylashtirilsa, bu vektoming uchi Ax+By+C=« to‘g‘ri chizigga
nisbatan musbat yoki manfiy yarim tekislikda yotadi.

Har ganday tekislik umumiy dekart sistemasida (x,y,z)
koordinatalariga nisbatan birinchi darajaii, ya'ni ushbu
Ax+ Ify tCz tD =0 ko'‘rinishli tenglama bilan ifodalanadi; bu
tcnglamadagi A,B,C koeffitsiyentlar bir vaqtda nolga teng emas deb
faraz qilinadi. Aksincha, shu ko‘rinishdagi har ganday tenglama

tekislikni aniglaydi. Bu tenglama tekisiikning umumiy tenglamasi
deyiladi.

Agar tekislik o‘zini umumiy Ax+By+Cz+D~Q tenglamasi
bilan berilgan bo'‘lsa, tekisiikning bir tarafida yotgan barcha nugtalar
koordinalari uchun

Ax+By+Cz+D> 0
va ikkinchi tarafda yotgan nugtalar uchun esa:
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Ax+By +Cz+D< O

tengsizlik o‘rinli.

Mos ravishda yarim fazolami «musbat» va «manfly» yarim
fazolar deb ataymiz. Tekislikning umumiy tenglamasini chap
tomonini manfly songa ko‘paytirganda, musbat yarim fazo manfiy
yarim fazoga aylanadi va aksincha, berilgan M(x,y,z) nuqtadan
o‘tadigan va berilgan ikkita nokollinear a= ={2m2n2

vektorlarga parallel bo‘lgan tekislik tenglamasi ushbu ko‘rinishda
yoziladi:
X-X\Y-¥Y\2-

I1x m, ] 0

oo
yoKi (r —rx)ab = Obu yerda rr berilgan Mi nuqgtaning radius
vektorini bildiradi. Bu tenglama quyidagi vektor-parametrik
ko‘rinishga ega: r = rl +ua +vb2
yoki koordinatalarda
X = xl+ mf+ v/2
y = ys+ v + v
Z=zl+ 1, + Vrtj
Bu yerda u, v-sonlar tekisligidagi M nuqgtaning boshi M 0 nuqtada
va masshtab vektorlari a, b vektorlardan iborat koordinatalar
sistemasiga nisbatan umumiy dekart koordinatasidir.
Ikki M (xuyi,zi), M (x2y2z2) nugtadan o‘tgan M Mr vektorga

kollinear bo‘lmagan, a vektorga parallel bo‘lgan tekislik tenglamasi
ushbu ko‘rinishda yoziladi:

Xx-xly-ytz-z,
X2~ X Y2~Y\ 22~ 2\ = 0
| m n

yoki (r-r,)(r2- r,h)a=0 n ,r 2-bu yerda berilgan Mh M 2
nugtalarning radius vektorlarini ifodalaydi. Bu tenglama esa
parametrik shaklda:

2[1, 2.2.3 proposition, 49 6eT]
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r— +una+v(r2—,)
yoki koordinatalarda:

X = XS+ ul + v(X2- Xj)

y=yl+um+v(yl-yl)

z = zl +un + v(z2—Zf)

Dekart koordinatalar sistemasi kiritilgan fazoda bizga i to‘g'ri
chizig berilgan bo‘lsa, a-{a,,a,,a,\ vektor ( to'gri chiziqgga parallel
vektorlardan bittasi bo‘lsin, m(x0,y0,z0) esa to‘gri chiziqga tegishli
birorta nugta boisin.Berilgan m(x0,y0,z0 nugtaning radius-vektorini r0
bilan belgilasak, fazoda radius-vektori r bo‘lgan Mix.y,z) nugtaning
to‘g‘ri chizigga tegishli bo'‘lishi ~r7a va a={a,a2a,} vektorlaming

parallelligiga teng kuchlidir.

o Pk
ic
r —rO+at (i)
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ko‘rinishda yozib,to‘g‘ri chizigning vektor ko‘rinishdagi
tenglamasini olamiz..Bu yerda t parametr -«dan -cgacha o‘zgarganda
r vektor oxiri t to‘g‘ri chizig nugtalarini hosil giladi.Yuqoridagi
tenglamani koordinatalar orqali yozsak

Xx=x0+ay ,y=yO+a2x ,z—z0+a3

tengliklami hosil gilamiz.Bu tenglamalar to‘g‘ri chizigning
parametrik tenglamalari deyiladi.

Agar bu tenglamalardan t ni yo‘qotsak

_Y-Yo
a, a2 a3

tenglama kelib chigadi. Bu tenglama e to‘gri chizigning kanonik
tenglamasi deyiladi.

Fazodaradius-vektorlari 7,7, bo'lgan Mxxuy,,z) va m{xr,yr,r2
nugtalar berilgan boisa, bu nuqgtalardan o‘tgan i to‘g‘ri chizig uchun
72-7 Ivektor yo‘naltiruvchi vektor bo‘ladi.Yuqoridagi (1) tenglamadagi
vektor o‘rniga 2~7, vektomi go‘ysak, M,{x0yaz0 nugta sifatida
M~jvzdnugtani olsak, t to‘g‘ri chizigning vektor ko'rinishdagi
parametrik tenglamasini

(3
ko‘rinishda yozish mumkin. Agar (3) tenglamada t parametmi
yo‘qotib uni koordinatalar orgali yozsak, no‘g‘ri chizigning kanonik
tenglamasini
y~y., _ z-z,
X~ Y-y 22~71
ko'‘rinishda hosil gilamiz.
Bizga e to‘gri chiziq kanonik
X~X0=Y~Y0o =z~ zo0
a, a2
tenglama yordamida berilgan boisin.Bu tenglamadan quyidagi
ikkita tenglamalami hosil gilamiz

x-x0=y- y0
ax a2



Bu tenglamalami
a2(x-x0-aij-y 0=0, <3(y-y0-a2z-zQ=0

ko'rinishda yozsak ( to‘gri chiziq

<2{x-x0)-a xy -y 0)=0

va

asz(y-yo)-a2(2- 20)=0

tenglamalar bilan aniglanuvchi tekisliklaming kesishishidan
iborat bo'lishini ko‘ramiz. Agar bizga ikkita a va b tekisliklar

Axx +Bxy + C,z+ Dx=0
va

A 22X+ B2y +C2z+2)2=0
tenglamalar bilan berilib,

4 A ci '
~A2 B2 c2J

matritsaning rangi 2 ga teng bo‘lsa, ular parallel bo‘lmaydi va
birorta i to‘g‘ri chiziq bo‘ylab kesishadi .Bu to‘g‘ri chizigning
kanonik tenglamasini tuzish uchun uning birorta nuqtasini va bitta
yo‘naltiruvchi vektorini bilishimiz yetarli. Biz koordinatalari
x + JB\y+ Cjz 4 2)j —0
AX+B+C2+D2=0
sistemani ganoatlantiruvi m oxo,v,,, z,) nugtani topib, t to‘g‘ri

chizigning yo‘naltiruvchi vektori sifatida va i’ ={a2blcl)



vektorlaming vektor ko‘paytmasini olamiz,chunki bu vektor
ko‘paytma t to‘g‘ri chiziqga paralleldir.

Masala ycchish namunasi

Quyida to‘g‘ri chizigga doir raasalalami yechishning bir nechta
usullarini misollarda ko‘rsatamiz. To‘g‘ri chizigga oid masalalar
yechishda bu misollar ancha yordam beradi.

1-masala: Kesishuvchi ikkita AIlx+Biy+Ci=0, AX+B+C2=0
to‘g‘ri chiziq va ularda yotmaydigan nugta berilgan. Shu
to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchaklardan shu nugtani o‘z ichiga olgan
burchak bissektrisasining tenglamasi tuzilsin.

Yechish. m{x,y) nugta izlanayotgan bissektrisada yotgan
ixtiyoriy nugta bo'lIsin. Bu nuqtadan berilgan to‘g‘ri chiziglargacha
masofalar teng bo‘lganligidan:

Wx +BMY+CN Vix+B2y+C21

Ja? +b * IXF+b?
nuqgtalar bitta burchakning ichki nugtalari bo‘lgani uchun
Alx+BY¥ +CIl, Ax}>B,yo+c\ sonlarining ishoralari bir xil. Xuddi

shuningdek, Ax+B2 +c2 A2,+B%D+Cc2 sonlar ham bir xil ishorali,
ya'ni
(A,x+By +C,XAx0+ Blya+C,) > 0,
(A2 + B2 + C2XAX,,+ B30+ C2 >0

Agar

AN+ H{vn+ (. a2Xq+ +Q sonlar
bir Xil ishorali bo‘lsa,
A+ By +Q, AIX+B+C2 sonlar

* ham bir xil ishorali bo'ladi.
Izlangan bissektrisa tenglamasi

7-chizma quyidagi ko‘rinishga ega:
\AXx+Bty+C\ J ax+B2/+CA .j.
py+B* JaR+b2
Agar A*n+B>,+cP Ax()+Blyo+cl sonlar gqarama-qarshi ishorali
bo'lsa, (7-chizma)
Aix+By+C.l, Alx+Bly+Cl sonlar ham qarama-garshi ishorali
bo'ladi; u holda izlangan bissektrisa tenglamasi quyidagicha bo'ladi:
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8-chizma

VA'+B\ \z42+ B2
(2)

Izoh: (1),(2) tenglamalami
fagatgina m, nuqgtani o‘z ichiga
olgan burchakka tegishli
nuqgtalar koordinatalari emas,
balki shu burchakka vertikal

boigan nugqtalaming
koordinatalari ham
ganoatlantiradi.

X 2-inasala: Kesishadigan
ikkita in By+c, =0,

AX+B2/+C1=0 to‘g‘ri chiziglar

va ularning hech birida ham yotmaydigan m;(x,.y,) nuqgta berilgan. mo
nuqgtani o'z ichiga olgan burchak kosinusi topilsin.
Yechish: MO nuqgtadan berilgan MOMXM M2 to‘g‘ri chiziglarga

perpendikular tushiramiz. Izlangan burchakni a m“/mum, /m 2 vektorlar
orasidagi burchakni p bilan belgilasak, u holda: « =180°-/?
1) Agar [OxO0+/ ? ,> ', ax0+B3u+c, sonlar musbat boisa,

mr={Ar,B])
yo'nalishlari  w@/, mQv 2

vektorlar

vektorlarga

garama-qarshi bo‘ladi (8- chizma).

Shuning uchun

vektorlar orasidagi
vektorlar orasidagi

a/e/1;, m, m2

p burchak n, 2
burchakka teng y

boiadi, ya'ni

va bundan,

toedv— . e BB
P'+B'PS+B,2 E

2) Agar
Alx,+  +c,, AX0+B3O+cr sonlar ©O E
manfiy boisa, u nl={A,Bl}

9-chizma
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m—{A2BZ vektorlar yo’'nalishlari n/Gv,. #am2 vektorlarniki bilan bir
Xil bo'ladi. Demak, bu holda ham
A /L+B BL
cosor=— m .
p 2+B2"A2+B22

3) AxO+B,y, +Q >0, ax0+Byf+c2<0o bo‘lsin. U holda
n va m,m, vektorlar garama-garshi yo’'nalishga ega.

L={/2#,} va n/m 2 vektorlar esa bir xil yo'nalishga ega bo‘ladi. Bu

holda nvii2 vektorlar orasidagi burchak 180°-j5=a ga teng va
AA, +B, B
COSOf = =
V42+’\ n 2 2+52
4) Agar Atx0+ +c,<0, nX0+B20+c2>0 bo‘lsa, (9-
chizma):

A +B.B
asa = f% 11
Ja 2+ b 2Ja2+b 22

3-masala. 0 ‘zaro perpendikular bo'Imagan kesishuvchi ikki
to‘g‘ri chiziq
Atx+B,y+C, =0
AX%+B2% +C2=0
va ularda yotmaydigan max0y0) nugta berilgan. Bu nugtaning shu
to‘g‘ri chiziglardan tashkil topgan o‘tkir burchakda yotishi uchun
zaruriy va yetarli shartlar topilsin.
Yechish: Zaruriy shart. m,(x0,y0 nugta to‘g‘ri chiziglar orasidagi
o‘tkir a burchakda yotsin. Agar Ax0+By, +C,, aX,+ B3,+c2 sonlar bir
xil ishorali bo'lsa, (2-masalaga gqarang),

cosa=— ... teng,
Ja”™ b 2JaZ+bJd

ammo a-o‘tkir boMgani uchun, A.A2+ A#, <0 demak
(AjA2+ BIB2)(Aix0+ B,y0+ C,)(A2X0+ Bryg+ C2 < 0

lekin Axo+B~ +Ct, Ax0+Blyo+c2 sonlar garama-qarshi ishorali
bo‘lsa (2-masalaga qarang):

bl—m----- [———-

JarTb2Ja2+b22

ammo a - o‘tkir burchak uchun AtA2+ BIB1> 0 demalk,
(A,A2 *BIB2)(AIXQ+ B,y0+ C,)(4,jrO0* S,y +C2 <0

shuning singari, MO nuqta o‘tmas burchakda yotsa; u holda
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(AtA2+ Z¥B<)(-JX. + +Ci)(A20 ~*~Yo 1Cr) W~
tengsizlikni hosil gilamiz; bundan
(AtA2+ + B,yO+ C,)(/0+ B2/0+ Cr) < O

shart ma nuqtaning o'‘tkir burchakda yotishi uchun zarur va
yetarliligi kelib chigadi.

4-snasala: 0 ‘zaro perpendikular boimagan ikkita kesishuvchi
Ayx+Bj+C” =0, AX+B2v+C2=0 to‘gri chiziglar  berilgan.To'g"ri
chiziglar orasidagi o‘tkir burchak bissektrisasi tenglamasini tuzing.

Yechish. wMm(x,y) to‘g‘ri chiziglar orasidagi o‘tkir burchak
bissektrisasida yotuvchi ixtiyoriy nuqta bo‘lsin. U holda :

1 Ax + Bty + C, |* \ WX+ Bry + C21
tJal2+ B12 tla2+ B2

nugta o‘tkir burchakda yotganligi sababli 3-masalaga asosan

(AlA2+ A )(Nx,+Bw0*( ) ( rB20+('2)<O0.

Agar AlIA2+B,B2>0 bo‘lsa, Ax+B¥+C1 Ax+B+C2 sonlar
garama-qarshi ishorali bo'lishi kerak. Demak o‘tkir burchak
bissektrisasi tenglamasi

Alx+By +ClI~ AX+BZ% +Cz
Ja2+b 2 Ja™+b 2

ko‘rinishda bo'ladi. Lekin N,N2+ B,i, <0 bo'‘lsa,
AjX+B~+C,, nz+Bz +c2 sonlar bir xil ishorali va ikki to‘g‘ri chiziq
orasidagi o‘tkir burchak bissektrisa tenglamasi quyidagicha bo'ladi:

Atx4BMy+Cj A2+ B2y +C2

N 2+ B2
Mmtagqil ish uchun topshiriglar

1. Berilgan Ax+By +cz+D=0 tekislik berilgan CE kesmaning
kesishish shartini yozing.
2. Uchta tekislik
Ax+ Bxy+Qz+ Dx=0,
A2x+ B2y + C2z+ D2—0,
A+ Et™Yy+ CjiZ + Dt~ 0
tenglamalar bilan berilgan boisa, ulaming bir nugtada kesishish
shartini toping.
3. Ikkita parallel bo‘lmagan to‘g‘ri chiziglar
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NX wBY+ Q =0,
AbX+ BNy+ C2=0

tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, ular hosil gilgan burchakning
bissektrisalari tenglamalarini tuzing.

4. Berilgan wm (x0,y0) nuqtadan o‘tuvchi va y=kx+b to‘g‘ri
chizig bilan ma’'lum < burchak tashkil gqiluvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasini tuzing.

5. Uchta to‘g‘ri chiziq

JI™X + +Cj—0j
AY%x + 1B 'f' C2 —0,
A+ By + C3=0

tenglamalar bilan berilgan boisa, ularning bir nuqgtada kesishish
shartini toping.

6. Ikkita parallel bo‘lmagan tekisliklar

A\X4-B~y + Cjz + Oj —O,
+ B2Y + +7Z2=0,

tenglamalar bilan berilgan boisa, ular hosil gilgan ikki yoqli
burchaklar uchun bissektorial tekisliklar tenglamalarini tuzing.

7. lIkkita parallel boimagan tekisliklar Ax + By +Ccx + D, = 0,
A2x + B2y + C2z+ D2-Q, tenglamalar bilan berilgan boisa, berilgan
M\XxbYn2\) va M2{x2’Y2>2r) nuqtalaming tekisliklar hosil gilgan ikki
yoqli burchaklarga nisbatan holatini aniglang.

8. Ikkita parallel boimagan to‘g‘ri chiziglar

Axx + Bry + Cx=0,,
JX+ B2Y+C2~0,

tenglamalar bilan berilgan boisa, koordinata boshi va berilgan
MNXXXY\) nugtaning to‘g‘ri chiziglar hosil gilgan burchaklarga
nisbatan holatini aniglang.

9. Berilgan M XXX, Y X ZX) nuqtadan o‘tuvchi va
Ax + Wy +C,z+Dx=0 tekislikka perpendikulyar to‘g‘ri chizigning
tenglamasini yozing.

10. To‘g'ri chiziq -—IX° =Y— =2z—r° tenglama bilan berilgan

m P
boisa, bu to‘g‘ri chiziq va unga tegishli boimagan M xxxyxzx
nugtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing.
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11. Affin koordinatalar sistemasini aniqlovchi bazis vektorlari

tenglamalar bilan berilgan to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni toping.

7t
12. Affm koordinatalar sistemasi o‘qlari orasidagi burchak — ga

teng bo‘lsa, uchlari A (-1,2), B(U), nuqgtalarda bo‘lgan

uchburchakning AB tomoni va C uchidan tushirilgan medianasi
orasidagi burchakni toping.

13. Quyidagi uchta to‘g‘ri chiziqg bitta nuqgtada kesishadimi:
3X-y-1=0,2x-y+3=0,x-y+7=0?

14. Ikkita to‘g‘ri chizig x-3> +10=0, 2x+ v-8 =0 tenglamalar
bilan berilgan bo‘lsa, bu to‘g‘ri chiziglar orasidagi qismi P(0,l)
nuqgtada teng ikkiga bo'linuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzing.

15. Uchburchak tomonlari 2x- v+3=0, x+5v-7=0 va
3x- 2y + 6=0 tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, uning balandliklari
tenglamalarini tuzing.

16. To'rtburchak tomonlari x-y =0, x+3>=0, x-y - 4=0,
3x+y-12 =0 tenglamalari bilan berilgan. To‘rtburchak diagonallari
tenglamalarini tuzing.

17. Uchburchak tomonlari 2x-5y-2 =0, X+ j>- 8=0,
5x - 2y - 5=0 tenglamalar bilan berilgan. Uchburchak ichida shunday

nuqgta topingki, bu nuqgta bilan uchburchak uchlarini tutashtiruvchi
to‘g‘ri chiziglar uchburchakni teng yuzali uchburchaklarga ajratsin.
18. To‘g'ri chizig 12x+ - 52=0 tenglama bilan berilgan bo‘lsa,

unga parallel va undan 2 birlik masofada bo‘lgan to‘g‘ri chiziqg
tenglamasini tuzing.

19. Ikkita aygash to‘g‘ri chiziq ~~~~= va

~~~~~ tenglamalar bilan berilgan. Ulaming umumiy

pedendikulyari tenglamasi tuzilsin.
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20. To‘g'ri chiziq = tetd=lama bilan berilgan

bo‘lsa, wunga koordinata boshidan tushirilgan perpendikulyar
tenglamasini tuzing.

Test namunalari

1. xCosa+ySifKz-p=0 tenglama to‘g‘ri chizigning ganday
ko‘rinishdagi tenglamasi, p- sonning geometrik ma’nosi ganday?
a) To'g'ri chizigning normal tenglamasi, p - koordinata
boshidan to‘g‘ri chiziggacha masofa.

b) To'g‘ri chizigning umumiy tenglamasi, P - koordinata
boshidan to‘g‘ri chiziggacha masofa.

c) To'‘g'ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi, P -
koordinata boshidan to‘g‘ri chiziggacha masofa.

d) To‘g'ri chizigning kanonik tenglamasi, P - ixtiyoriy son.

2. Ax+By-o,a* 0,5¢0 tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chiziq
tekislikda koordinata sistemasiga nisbatan ganday joylashgan.

a) to‘g‘ri chizig koordinata boshidan o‘tadi.

b) to‘g‘ri chizig Own o‘qgiga parallel.

c) to‘g‘richiziq Ox o‘qiga parallel..

d) to‘g‘ri chizig Ox o‘qi bilan ustma-ust tushadi.

3. Ax+ By+C =0 ko‘rinishdagi tenglama ganday ataladi?

a) Tekislikda to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi.

b) To‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi

c) To'‘g'ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi
d) To‘g'ri chizigning normal tenglamasi

4. To'g'ri chizigning umumiy tenglamasida x va ¥
o‘zgaruvchilar oldidagi koeffitsientlar ganday geometrik ma’'noga ega.

a) To‘g‘ri chizig normal vektorining koordinatiari

b) To'g‘ri chiziq yo’'naltiruvchi vektorining koordinatiari

c) To'‘g'ri chizigning Ox va Oy o‘qglaridan ajratgan
kesmalarining uzunliklari

d) Ixtiyoriy koordinatlar

5. yix<B- 0,ii* o tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chiziq
tekislikda koordinata sistemasiga nisbatan ganday joylashgan.

a) to‘g‘ri chizig Oy o‘qgiga parallel.
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b) to‘g‘ri chizig koordinata boshidan o‘tadi.

c) to‘g‘ri chiziqg Ox o‘gi bilan usma-ust tushadi.

d) to‘g‘richizig Oy o‘qi bilan usma-ust tushadi.
X

6. —+ Y- 1 tenglama to‘g‘ri chizigning qanday ko‘rinishdagi
a b

tenglamasi deyiladi ?

a) To‘g'ri chizigning kesmalarga nisbatan tenglamasi

b) To‘g'ri chizigning umumiy tenglamasi

c) Kanonik ko‘rinishdagi tenglamasi

d) Burchak koefitsiyentli tenglamasi.

7. n tenglama to‘g‘ri chizigning ganday ko‘rinishdagi
m n

tenglamasi deyiladi, m,n sonlar ganday geometrik ma’noga ega.

a) To'‘g'ri chizigning kanonik tenglamasi, m va n yo‘naltiruvchi
vektoming koordinatalari

b) To‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi, mvan normal
vektorining koordinatalari.

c) To'‘g'ri chizigning parametrik tenglamasi, m va n—hagqigiy
sonlar.

d) To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsientli tenglamasi, mvan
haqiqiy sonlar.

8. -= V"-M ko'‘rinishdagi tenglama ganday ataladi?

*2 ~X, Yr~Yy,

a) Berilgan ikki nuqgtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqg tenglamasi.

b) To‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi.

c) To'‘g'ri chizigning kesmalarga nisbatan tenglamasi.

d) To‘g'ri chizigning parametrik tenglamasi.

9. To'‘g'ri chizigning parametrik tenglamasi ... ko‘rinishga ega.
M-Yi1
c) *Hn=,
a bx

d) y=kx+b

10. y=kx+b Ko'rinishdagi tenglama to‘g‘ri chizigning ganday
ko‘rinishdagi tenglamasi va k,b sonlar ganday geometrik ma’noga
ega?
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a) To'‘g'ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi, kK son
to‘g‘ri chizigning ox o‘qi bilan tashkil gilgan burchak tangensiga
teng, b- sonto‘g‘ri chizigning oy o‘gidan ajratgan kesmasi.

b) To'g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi, K son
to‘g‘ri chizigning ox o‘qgi bilan tashkil gilgan burchak kotangensiga
teng, b- son to‘g‘ri chizigning ox o‘gidan ajratgan kesmasi.

c) To'‘g'ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi, k=Cxsp
b - ixtiyoriy son.

d) To'‘g'ri chizigning parametrik tenglamasi, « = ctgip, b-to‘g‘ri
chizigning o>o0‘qgidan ajratgan kesmasining uzunligi.

4-8. To‘g‘ri chiziq va tekisliklar o‘zaro vaziyatini aniqglash,
nuqtadan to‘g‘ri chiziggacha, nuqtadan tekislikkacha, to‘g‘ri
chiziqglar orasidagi masofalarni aniglash

Reja:

Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak
To'g‘ri chiziq va tekislikni kesishuvi
Ikki tekislikning o‘zaro vaziyati
To'g'ri chiziq va tekislikning o‘zaro vaziyati
Nugtadan to‘g ‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa
Ikkita aygash to‘g‘ri chiziglar orasidagi masofa
7. Fazoda nuqgtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofani
hisoblash

o gl WD

Fazoda ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak sifatida fazoning
istalgan nugqgtasidan shu to‘g‘ri chiziglarga parallel o‘tkazilgan ikki
to‘g‘ri chizigning tashkil gilgan burchaklaridan ixtiyoriy birini olamiz.
Bu burchak O bilan n orasida o‘zgaradi. Agar Li va L2to‘g‘ri chiziglar
o0‘zining kanonik tenlamalari bilan berilgan bo‘lsa, ravshanki, ular
orasidagi burchak wulaming yo‘naltiruvchi vektorlari orasidagi
burchakka teng.

Lj: - Y~Yi-r~rt
m, n, pt

L2:ilE3.=Z=*L=£z£Lbo'lsa
m2 n2 p.
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cos® = ® -5*)- wWrT2+n>0r+p,pr n
Ll Ly %m; +wf +pi m n\ + p\
Agar L |JL2boisa 5i3s2boiib
*h=4_= Pl (2)
mi ni Pr

(2) ikki to‘g‘ri chizigning parallelik shartidir. Agar Ltx L2boisa,
Si IS 2boiib, +1,n2+P,/32=0 (3).

(3) ikki to‘g‘ri chiziq perpendikulyarlik shartidir.

Endi to‘g‘ri chizig bilan tekislik orasidagi burchakni topish
masalasini qaraylik: to‘g‘ri  chizig bilan uning tekislikdagi
proyeksiyasi orasidagi burchakka to‘g‘ri chiziq bilan tekislik orasidagi
burchak deb aytiladi.

To'‘g‘'ri chiziq = tenglama bilan tekislik esa
m n

Ax+By +Cz+d ~q tenglama bilan berilgan boisin. To‘g‘ri chizig bilan
uning proyeksiyasi orasidagi burchak v o‘miga, tekisiikning normal
vektori n bilan to‘g‘ri chizigni yo‘naltiruvch.i S vektori orasidagi

~-<p burchakni topish qulay. Hagigatan cos(~2— o>)=smp boiganidan
. (n,S) Am+ Bn+Cp (/A\
siny?- 1)
HA ATWTcN-"M+nUpl
Agar L1l Q boisa, n+s boiib ATr+Bn+cp -0 (5)
(5) to‘g‘ri chizig va tekisiikning parallelik shartidir. Agar L Il Q

boisa nils boiib 1 H c (6).
m n p

(6) to‘g‘ri chizig va tekisiikning perpendikulyarlik shartidir.

L to‘g‘ri chiziq — *i=~21=fZ+i (1) kanonik tenglamasi bilan,
m n p

Q tekislik Ax+By f-Cz+D=0 (2) umumiy ~tenglamasi bilan berilgan
boisin va ular o‘zaro parallel boisin. L to‘g‘ri chiziqg bilan Q
tekislikni kesishgan nugqtasini topamiz, ya'ni (1) va (2) tenglamalar
sistemasini yechimini topamiz: buning uchun (1) proporsiyaning
umumiy giymatini n bilan belgilaymiz va bu tenglamalardan x, y, z
lami topamiz, ya’'ni

. N =p, £ZE. bulardan
n p

m n P m
X=mA+Xj, y-nA +yl} z=pX+2zl (3)
(2) dagi %, y, z laming giymatlarini (2) ga qo‘yamiz:
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A(mX-i-xl)+ B(WA+>e)+ C(pA + zl)+ D=0 yoKki
/U+ Byi+ Czl+D+J{Am+B'+Cr) =0 (4)

L to‘g‘ri chizig va Q tekislik parallel bo‘lmaganidan Am+ Bn+
Cp* 0 (4) dan A ni topamiz:

AN+ Byi+dz. + £ ,g\
A="~ v ™~ c 7 “ ()

(5) ni (3) ga go'ysak ANOXCy0z0 to‘g‘ri chiziq bilan tekislikni
kesishgan nugtasi hosil boiadi. Agar Am+ Bn+Cp =0 bo‘lib, /(* + BY{+
cz, + £>*0 bo'isa, to‘g‘ri chiziqg bilan tekislik kesishmaydi. Agar Am+
Bn+ Cp-0 bowib, Ax, + Byx+ O, +D=0 bo'ba, bu vaqtda 1, to‘g‘ri chiziq
ustida yotadi va ular cheksiz ko‘p nuqtada kesishadi.

Masala: =] = to‘g‘ri  chiziq bilan x+2y-2z-3=0

tekislikning kesishish nuqgtasi topilsin.

Yechish: Am+ b«+q>=1-2+32+2-(-2 =2+6-4 =4*0, demak,
berilgan to‘g‘ri chiziqg va tekislik parallel emas. Endi to‘g‘ri chiziqg
tenglamasini parametrik shaklga keltiramiz:

®1l=x-J.:--X:-~-=sl, x=21N+1, y=3N1, z=2A+1
2 3 2

X, Y, z land tekislikning umumiy tenglamasiga qo‘yamiz:
21+ 1+ 2 3A~2aA +1)-3 =0

2A+1+6N-4N1-2-3 =041 -4=0,A= i
*0=2/1+1=2-1+1=3y,=31- 3;z,=2-1+1=3

Demak berilgan to‘g‘ri chiziq va tekislikni kesishish nugtasi

AN3;3;3) ekan.
PBizga deksrt koordinatalari kiritilgan fazoda « va p ikkita
tekisiikiar mos ravishda quyidagi tenglamalar bilan berilgan bo‘lIsin:
a:Atx+ Sy+Crz+ [ =0, p:AX+Bry+Crr+Br=0.

By, tekisiikiar orasidagi burchak ulaming normal vektorlari
orasidagi burchakka tengdir. Ulaming va n2={a2b2c2
normal vektorlari orasidagi burchakning kosinusini

cosP—~r——-1--— 1-2...-----_..
N+ b +c'N +s’ +c*

u[1, 58-59-6eT/Kp]
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formula bo‘yicha hisoblashni bilamiz. Tekisliklaming parallellik

sharti ulaming vektorlari paralleligiga teng kuchlidir. Shuning uchun
bu sliarl

ko'rinishda yoziladi. Tekisliklaming perpendikulyarlik sharti
ulaming normal vektorlari perpendikulyarligiga teng kuchli va
AtA2+ —0
ko rinislula yo/.iiadi.

Bizga ikkita t,,t2to‘g‘ri chiziglar mos ravishda
X-0, _Yy-y, _z-z, va X X2"y-y2 r-rr
ai a2 a, < b2 b,

kanonik tenglamalar yordamida berilgan feoMsin.Bu tenglamalami

vektor ko‘rinishda yozsak, ular r ~rx+ at va r = r2+ as
ko'rinishlarga keladi.

Parallellik. Bu to‘g‘ri chiziglar bir tekislikda yotib kesishmasa,
ular parallel to‘g‘ri chiziglar deyiladi.

Agar biz uchta =n/,n/,, a va b vektorlaming bir tekislikda
yotishi shartini yozsak



*a-*i Yr~Y%
ai ai ai =0
bx bl b,
tenglikni hosil gilamiz.
dazofa UKKNTATYrpy YAUKHUHT y3apo
BasnATU

Ayqgash to‘g ri chiziglar. To‘g‘ri chiziglar bir tekislikda
yotmasa, ular aygash to‘g‘ri chiziglar deyiladi. Bu holda #-7, --nl,nlr,
a va 4 vektorlar komplanar bo‘Imaganligi uchun

Xr-*1 Y2-Y, z2-z,
S *0
6, K

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. To‘g‘ri chiziglar parallel bo‘Imaganligi
uchun a va b vektorlar o‘zaro kollinear emas.
Agar to‘g‘ri chiziglar kesishsa, r*~r = , ava * vektorlar
komplanar boiadi, 0 va * vektorlar esa kollinear emas.
Bizga e to‘g‘ri chiziq
X-Xq _Y~Y, _I~Z,

al\ a2 ar

tenglama bilan, tekislik
Nx+Hy Cz+D-0
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tengiama bilan berilgan bo‘lsa, ulaming tenglamalari bo‘yicha
0°‘zaro val.iyatini aniglamogchimiz.

Tekislik va to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak to‘g‘ri chizigning
yo'nultiruvchi  vektori va tekislik normal vektori orasidagi
burchakning | gacha bo‘lgan to‘ldiruvchisiga tengdir, ya’ni agar
a=fa,ar a}} va »™{a,b,c] vektorlar orasidagi burchak v gatengboisa,
tekislik va to‘g‘ri chizig orasidagi < burchak ga tengdir. Bu
burchak

sinp= m Aafs%ﬁrc—h’j' -------
yal+B1+Cryfal+a\ +al

formula bo‘yicha hisoblanadi. Tekislik va to‘g‘ri chizigning
paralellik sharti

Aan+Ba2+Cii3=0
tenglikga, perpendikulyarlik sharti esa

_ =JL=E,.
a, 02 a3

munosabatga teng kuchlidir.
Agar  Ax0+By0+C0+d=0 va Aaf+Ba2+Ca3=0 tengliklar
bajarilsa, i to‘g‘ri chiziq a tekislikda yotadi.
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Masala yechish namisnasi

L([I], P68, 2.3.8.Ex ) Berilgan n(-L42) nugtadan va
Ix+2_y—=3_2*1 t5q%i chizigdan o‘tuvchi tekislik tenglamasini

tuzing.
7 Yechish:d to‘g‘ri chizigdan C{-2,3-)
' nugtani olamiz. a to‘g‘ri chizigni
yo‘naltiruvchi vektori. He -{-12-3}
Qidirilayotgan tekislik a , Ac vektorlarga
parallel va A{~112) nugtadan o ‘tadi:
X+l y-1 2z-2
1 =0 => x-y~2z +4=0
-1 2 -3
Javob: x-y-z+4=0
2.3.1.([1],p72) AABC uchburchakning A va B uchlari mos
ravishda Ox hatnda Oy o‘glarining 2>|< —yA—24= 0 to‘g‘ri chiziq
bilan kesishish nugtalari boiib, tgA —- ,tgB = - boisa, AC hamda
BC tomonlar tenglamalarini tuzing.
2.3.2.([1],p72) Tekislikda Ax- 6y- 3=0,2x- 3y+7=0
to‘g‘ri chiziglar parallel ekanligi ko‘rsatilsin hamda bu to‘g‘ri
chiziglarga parallel va ulardan teng uzoglikda joylashgan to‘g‘ri
chiziq tenglamasi tuzilsin.
2.3.8.([1],p72) x+5y+z=0,x—2z+4 =0 tekisliklaming
kesishish to‘g‘ri chizigidan o‘tuvchi hamda x —Ay —8z + 12 = 0
tekilik bilan A burchak ostida kesishuvchi tekislik tenglamasini
tuzing.
2.3.9.([1],p72) Berilgan P (4,3, --2) nugtadan 3x - y + 52+ 1=
0 tekislikkacha masofani toping.

y | Oy z Hf5 0
fx~y~z +1 =0 tog ri chizi4ning

koordinata tekisliklatga proyeksiyalari tenglamalarini
toping(X, y, z —fazoning ortogonal koordinatalari).
2.3.13.([1],p72)N1(1,-1,1), B(1,1,0),C(0,2,-1) nuqgtalar

berilgan (ortogonal koordinatalar). A nugtadan BC to‘g‘ri chiziggacha
masofani toping.
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2.3.15.([1],p72) A(2,34) nugtadan ~ =7~ =~ to‘gri
chizigga pcrpendikulyar tushiring.

2.3.17.(] 1],P72) Berilgan =£ £f =~i="to ‘gTi
(In/ujlar orasidagi masofani toping va bu to‘g‘ri chiziglarga umumiy
pcrpendikulyar tenglamasini tuzing.

1(]2]).Berilgan (3,1-2) nugtadan va

X-4_y+2 2
5 " T~~T
to‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

2([2J). =--p-= to‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi va

V=2 1= to‘g‘ri chiziqqga parallel tekishk tenglamasini

tuzing.

3(|2[). Berilgan n(4,-3,|) nugtadan x+ 2y-z-3~0 tekislikkacha
bo'lgan masofani toping.

4( 2 ) rl]shl)u Z(_:_Z :/\V__ S:L__gva _J.Q§: _y__l:_z___:l' to g‘n '

1 2 -1 -7 2 3 6

chiziglar orasidagi masofani toping.

5({2j). To‘rtburchak tomonlari x+3v=0, x—y =0, x—y —4 =0,
3x»Yy-12 =0tenglamalar bilan berilgan. To‘rtburchak burchaklari
bisseklrisalarining tenglamalarini tuzing.

To‘gri chiziq =—= - tenglama bilan berilgan

bo‘lsa, unga Jf1(4,0,-1) nugtadan tushirilgan perpendikulyar
tenglamasini tuzing.

7((2J). Tomonlari 1&+6y~17=°> U x-ly +\5Q, 5x+10>>-9=0

tenglamalar bilan berilgan uchburchakning burchaklarini toping.

8(}2j). To‘rtburchak tomonlari

x+3y=0, x-y-0 x-y-4=0, 3x+y—12=0

tenglamalar bilan berilgan. To‘rtburchakning dioganallari

tenglamasini tuzing.
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051%| hbti 2o 7=x-b_2-9 Xed_y-1 21 :
{2 1> UBhbt T =i e S22 54
chiziglarga umumiy perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chiziq
tenglamasini tuzing

Z(_____Y: -Y.:|_4: -%.:g)va a'c_v+ 2z- 5=0
5 1 4

Mustagqil yechish uchun masalalar

2.3.3.([11,p72) AABC uchburchakning B, S uchlari qo‘zg‘almas
boisa, AC2—AB2 = constant munosabatni ganoatlantiruvchi
barcha A nuqtalaming geometrik o‘rni to‘g‘ri chizig ekanligini
isbotlang hamda bu to‘g‘ri chizigning BC tomon bilan hosil gilgan
burchagini toping.

2.3.10.([1,p72) X+5y—2+2=04x—y+3z—1=0
tekisliklaming kesishish to‘g‘ri chizig‘idan o‘tuvchi va

a) Oy o‘giga parallel;

b) 2x —y + 52 —3 = 0 tekislikka perpendikulyar tekisliklar
tenglamalari topilsin.

2.3.12.([1],p72) N(14,0),9(044),C(1.04),0(-14A4) nugtalar
berilgan. A, B nugtalardan o'tuvchi hamda CD to‘g‘ri chizigga parallel
tekislik tenglamasini tuzing.

2.3.14.([1,p72) /1(4,04) nugtadan o‘tuvchi va ~> =

4 3
royz2 ol to‘g‘ri chiziglar bilan kesishuvchi to‘g‘ri chiziq

tenglamasini tuzing.

2.3.16.([I],p72) Fazoda (dt) ~ = (d2)~n~ =
—Z;/]to ‘g‘ri chiziq tenglamalari berilgan.

i) to‘g‘ri chiziglar bir tekislikda yotishini ko‘rsating va bu tekislik
tenglamasini tuzing.

ii) to‘g‘ri chiziglar orasidagi o‘tmas burchakni ko‘rsating va bu
burchak bisterisasi tenglamasini tuzing.

1([2]).Berilgan nugtadan o’tuvchi va

Ax+By+Cz+D =Q
tekislikga perpendikulyar to’g’ri chiziq tenglamasini yozing.

56



2(12]). Quyidagi to’g’ri chiziglaming kesishish nugtasini toping:

1) 8v-3>-1=0, 4x+y-13=0

2) Wrt7y-15=0,9x+21y-32=0

) bBv 2y+13=0, je4 —11-9

3(]2]). Quyidagi uchtato’g’ri chiziglar bir nugtadan o’tadimi?

\)Sx-y-i=0,2x-y +3=0,x-y +1=0

2)x +3y-1-0 5x+ _y-10=0,3x-5j—8=0

3) 3x-y+6=0,4x—3y—-5=0,2x- y+5- 0.

4([21). Uchburchak tomonlari ushbu x +2y+3 =0, 3x-7y+9=0
5r -3>-11=0 tenglamalar  bilan  berilgan.  Uchburchakning
balandliklari kesishgan nugtani toping.

5(|2|). To’g’ri chiziglar orasidagi burchakni aniglang.

f3x~4y~2z~Q, £[4x+y-6z-2 =0,
< va
I 2x +y~2z =0 _y-3z+2=0

ft(]2]). Quyidagi to’g’ri chiziq va tekisiikning kesishish nugtasini
loping.

!1 £zl =ZAer =§ va 3x-34/+22-5 =0

=—"=——va [g+2y- 4z +1=(

7(|12]). Berilgan n(4,-3,1) nugtaning x+2>- z- 3=0 tekislikdagi
proyeksiyasini toping.

8(|2|). Berilgan » = to‘g‘ri chizigning x~y +3z+8=0

tekislikdagi proyeksiyasini toping.
9([2]). Berilgan to‘g‘ri chiziq berilgan tekislikda yotadimi?

y Xy #3z 42 sy 43-0

2N *41 7 r™3~> 5x-8y-2z-1=0

3) = = 'ix-ly-z-W O

10([2]). Berilgan to*‘g‘ri chiziq va tekislik orasidagi burchakni
toping.

1) x—1l y+3 z+2

4x+3y-z +j =0
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—1 -2
X y oz 5n:- By- 2z2—4=0

bx~2y-z~ 1=0

11([2J). To‘g‘ri chiziglaming tenglamalarini kanonik ko‘rinishga
keltiring.

tenglamalar bilan berilgan. Uning yuzasi 10 ga teng bo‘lsa,
to‘rtburchakning to‘rtinclii tomoni tenglamasini tuzing.

13([2]). Uchburchak tomonlari
X+2y+3~0,3x-7y +9=Q 5x—3j?-11=0

tenglamalar  bilan berilgan.  Uchburchakning medianalari
kesishgan nugtani toping.

Test namunalari

1. Ax+By+Cz+D =0 tekislikning umumiy tenglamasida A,B,C
koeffitsientlar ganday geometrik ma’noga ega?

a) Tekislikning normal vektorining koordinatlari

b) Tekislik yo’naltiruvchi vektorimg koordinatlari

c) Tekislikdajoylashgan vektoming koordinatlari

d) Tekislikka parallel vektoming koordinatalari.

2. Ax+By+Cz=0 tenglama bilan berilgan tekislik koordinata
sistemasiga nisbatan ganday joylashgan?

a) Koordinata boshidan o'tadi

b) Ox o‘giga parallel.

c) Oy o‘giga parallel

d) Oz o‘giga parallel.

3. By+Cz+D=0 tenglama bilan berilgan tekislik koordinata
sistemasiga nisbatan ganday joylashgan?

a) Ox o‘giga parallel.

b) Oz o‘giga parallel.

c) Oy o‘giga parallel.

d) Koordinata boshi orgali o‘tadi.
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4. cz+£>=0 tenglama bilan berilgan tekislik koordinata
sistemasiga nisbatan ganday joylashgan?

a) xOy koordinata tekisligiga parallel.

b) Ox o‘giga parallel.

c) Oy o‘giga parallel.

d) Koordinata boshidan o ‘tadi.

5. TenglamasiBy+D=0 bo'lgan tekislik koordinata tekisliklariga
nisbatan ganday joylashgan?

a) xOz koordinata tekisligiga parallel.

b) Oz koordinata tekisligiga parallel.

c) xOy koordinata tekisligiga parallel.

d) Ou o‘giga parallel.

6. ix+d o tenglama bilan berilgan tekislik koordinata
tekisl iklariga nisbatan ganday joylashgan?

a) Oz koordinata tekisligiga parallel.

b) Ox o‘giga parallel.

c) Ox koordinata tekisligiga parallel.

d) Ou o‘giga parallel.

7. Cz=otenglama bilan berilgan tekislik koordinata sistemasiga
nisbatan ganday joylashgan?

a) xOy koordinata tekisligi bilan ustma-ust tushadi

b) xOz koordinata tekisligi bilan ustma-ust tushadi

c¢) Oy o‘gidan iborat.

d) Ox i/gidan il>orat.

8. by~ o tenglama bilan berilgan tekislik koordinata sistemasiga
nisbatan ganday joylashgan?

a) xOz tekisligidan iborat.

b) xOy tekisligidan iborat.

c) Ox o'gidan iborat.

d) Oy o‘gidan iborat.



5-8. To‘g‘ri chiziq va tekisiikiar o‘zaro vaziyatini aniglash,
nugtadan to‘g‘ri chiziggacha masofalarni aniglash

Reja:

L Nugtadan to‘g‘ri chiziggqacha bo‘lgan masofa
2. Nugtadan tekislikgacha bo‘lgan masofani hisoblash

3. Fazoda nuqtadan to‘g‘ri chiziggacha bo'lgan masofani
hisoblash

4. To‘g‘ri chiziq va tekislikni kesishuvi

5. Ikkita aygash to‘g‘ri chiziglar orasidagi masofa

6. 4Bizga / to‘g‘ri chiziq berilgan bo‘lsa, koordinata boshidan
o‘tuvchi va 1to‘g‘ri chizigga peendikulyar to‘g‘ri chizigni L
bilan, ulaming kesishish nugtasini AfO bilan belgilaymiz. Agar «bilan
L to‘g‘ri chizigning birlik yo‘naltiruvchi vektorini belgilasak , n

«={cos#,sin#}

ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Tekislikning M(x,y) nuqtasi / to‘g‘ri chizigqga tegishli bo‘lishi
uchun oM vektoming L to‘g‘ri chizigga proeksiyasi OM0 vektoming
uzunligiga teng bo‘lishi zarur va yetarlidir. Agar OMQ vektoming
uzunligini p bilan belgilasak

pr-OM =p

tenglikni hosil gilamiz. Proyeksiyani skalyar ko‘paytma orgali

ifodalash natijasida biz
;ccos0+ys'mO - p =0

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama to‘g‘ri chizigning normal
tenglamasi deyiladi.

Agar M(x,y) nugta tekislikning ixtiyoriy nuqgtasi bo‘lsa, N0 bilan
M{x,y) nugtaning L to‘g‘ri chizigdagi proeksiyasini belgilasak, MONO
kesma kattaligi uchun quyidagi MONO=ONO-OM 0-ONO- ptenglikni
hosil gilamiz. Buyerda ONO np OM bo‘lganligi uchun

MgNO=xcosd +ysm0 —p

4([1, 2.3.1 proposition, 61 6er])
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Chizma-24

formula A/OMOKattalikni hisoblash imkonini beradi. Bu kattalik
M(x,y) nugtaning / to‘g‘ri chizigdan chetlashishi deyiladi.
Chetlashishning absolyut giymati M(x,y) nugtadan I to‘g‘ri chizigga
boigan masofaga tengdir. Demak, nuqtadan to‘g‘ri giziggacha
bo‘lgan masofani hisoblash uchun to‘g‘ri chizig tenglamasini normal
ko‘rinishga keltirish keyin esa nuqta koordinatalarini normal
tenglamaning chap tomonidagi o'zgaruvchilar o‘miga go‘yish
etarlidir.

To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasini normal ko‘rinishga
keltirish uchun uning ikkala tarafini

YjA2 + B2
ifodaga ko‘paytirish zarur bo‘ladi. Bu yerda tC ~-p tenglik
bajarilishi kerak. Shuning uchun t ifodaning ishorasi C ning

ishorasiga garama-qgarshi bo‘lishi lozimdir.
Ixtiyoriy (*,>) nugta va noldan fargli a=(/,m) vektor berilgan

bo‘lsa, (n,y,) nugtadan o‘tib (I,m) vektorga parallel bo‘lganto‘g‘ri
chizigning parametrik tenglamasi
X~ X, +1It
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ko‘rinishda bo‘ladi.

Bu yerda t son shu to‘g‘ri chiziqda yotgan ™ nugtaning
koordinatasi boiib, bunda (*>m) nuqgta koordinatalar boshi va {l.m}
vektor esa masshtab vektor sifatida oiingan.

Ax -+Bty +C, =0, A +B2 +C2=0

tenglamalar bilan berilgan ikki to‘g‘ri chizigning Kkesishishi
parallel boiishi va ustma-ust tushishi uchuii quyidagi jadvalda
berilgan shartlaming bajarilishi zarur va yetariidir. 1kki to‘g‘ri
chizigning ustma-ust tushishimng zarur va yetarli shartini quyidagicha
ham ifodaiash mumkm:

Ox-bB,y-tC\ —A(AX-\-B¥ +C2), A*0

(bu tenglik x)y ga nisbatan ayniyatdir) 4*4 Oy+Q «0,
AX+B%+c2-=0 umumiy tenglamalar bilan berilgan t-)‘gri
chiziglaming  kesisHsh  nugtasining  koordiriatalm  Kramer
formulalaridan hisoblanadi:

C, C A
B2 ct _Cr a2
A N
A2 pBr A B2

Affin sistemasida umumiy tenglamalari bilan berilgan
Ax+ 3,y +Cx=0, AjX+B.y+C2=0
to‘g‘ri chiziglar kesishsa, a{Aix+Buw+Cl)+/3{A% +B¥%+C2)=0,
a ’+/31>0 tenglamada x,y oldidagi koyeffitsiyentiar baravariga nolga
aylanmaydi, va bu tenglama to‘g‘ri chiziglaming kesishgan
nuqgtasidan o‘tgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini aniglaydi. Aksincha
AxfSy+C, =0, AA+By +C2- 0
to‘g‘ri chiziglaming kesishgan nugtasidan o‘tgaa har ganday
to‘g‘ri chiziq
ce(Axv y+ChH)+fi(AX+B2y +C2 =0,
tenglama bilan ifodalanadi.
Ax+ R\y+Cl=0, A+ By +C2—0
to‘g‘ri chiziglar parallel boisa,
a(Ax+By +C,)+ +By +C2)-0 (14)
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tenglama berilgan to‘g‘ri chiziglarga parallel bo‘lgan to‘g‘ri
chiziqg tenglamasini aniglaydi, bunda ’YZZ s p bajarilishi kerak va

aksincha (bunda a,p sonlardan hech bo‘Imasa bittasi noldan fargli)
AjX+ Bl +C, =0. Axx+ B% +C2=0

to‘g‘ri chiziglarga parallel boigan har ganday to‘g‘ri chiziq

a(Ax +j3ly +Cl)+fi{Ax+ B2y +C2)=0

tenglama bilan ifodalanadi.

To'g'ri chiziglar dastasi deb bir tekislikda yotgan va bitta
nugtadan o‘tadigan to‘g‘ri chiziglaming xos to'plami deb ataladi.
Umumiy nuqta dasta markazi deyiladi. 0 ‘zaro parallel bo'lgan to‘g‘ri
chiziglar to‘plami ham parallel to‘g‘ri chiziglar dastasi yoki xos
boMmagan dasta deyiladi. Agar affm koordinatalar sistemasiga
nisbatan uchta to‘g‘ri chiziq tenglamalari

Ax+B,y+Cl =0
AX +B2 +C270 (15)
Ax +Bwy +Cj =0
berilgan bo‘lsa,
Bt C,
BI C2=0 (16)
B, C,

shart to‘g‘ri chiziglaming biror dastaga xususiy holda to‘g‘ri
chiziq dastasiga tegishli bo‘lishi uchun zaruriy va yetarli shartdir.
(ic,) nugtadan o‘tgan to‘g‘ri chiziglar dastasi tenglamasi quyidagi
Ko ‘rinishda yozilishi mumkin:

A(x-Xi)+B (y-yi)=0 (17)

bu yerdta n,B koeffitsiyentlar ixtiyoriy Haigiqy giymatlami gabul
giladi va bir vagtda nolga aylanmaydi.

Umumiy dekart koordinatalar sistemasida koordinatalari
vektor hamma vaqt
Ax+By+C =0

to‘g‘ri chiziqgga parallel bo‘ladi. To‘g‘ri burchakli dekart
koordinatalari sistemasida {A,B} vektor Ax+By+C =0 to‘g‘ri chiziqga
perpendikular bo‘ladi. Agar {a,B} vektor to‘g‘ri chizigning ixtiyoriy
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nugtasida joylashtirilsa, bu vektoming uchi nk+By+c=0 to‘g‘ri
chiziqga nisbatan musbat yoki manfiy yarim tekislikda yotadi.

Fazoda a tekislik berilgan bo;lsa, koordinata boshidan bu
tekislikka pedpendikulyar /to ‘g ‘ri chizig o'tkazamiz va bu to‘g‘ri
chizigning tekislik bilan kesishish nuqgtasini M, bilan belgilaymiz.

To‘g‘ri chizigning OMo vektorga parallel yo‘naltiruvchi birlik e
vektorini

e ={cosa,cos/3,cos™}

ko'rinishda yozishimiz mumkin.Bu vyerda e vektoming
koordinata o'qlari bilan hosil gilgan burchaklari mos ravishda a,p,r
harflari bilan belgilangan.Agar n/0nugta koordinata boshi bilan ustma
ust tushsa, e vektor sifatida t to‘g‘ri chizigqa parallel ixtiyoriy
vektomi olish mumkin. Bu vektoming tanlanishi t to‘g‘ri chizigda
yo‘nalishni aniglaydi va “~to‘g‘ri chizigni o‘qga aylanadi. Fazoning
M(x,y,z) nuqtasi» tekislikka tegishli bo‘lishi uchunomvektoming e
0‘gqa proeksiyasi OMo vektor uzunligiga teng bo‘lishi lozimdir.

Demak
np-OM —p
tenglik o‘rinli boiadi.Bu yerda P- koordinata boshidan a
tekislikkacha bo‘lgan masofa).Bu tenglikda e vektoming birlik vektor
ekaniigini hisobga olib,tenglikni
np-OM = (e,0Om)
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ko‘rinishda yozamiz. Skalyar kupaytmani koordinatalar orgali

ifodalasak,yugoridagi tenglik
xcosa +yoasp-¥ zoosy —0

ko‘rinishga keladi. Bu tenglama tekislikning normal tenglamasi
deyiladi.

Bu tenglama yordamida berilgan M(x0,y0,z0) nugtadan a
tekislikgacha bo‘lgan masofani hisoblash mumkin. Berilgan
M{xQyazQ nugtadan c« tekislikgacha bo‘lgan masofani d bilan,
M(x0,yn,ztl) nuqtaning fo‘qdagi proeksiyasini N bilan belgilasak,
yo‘nalishga ega bo‘lgan JfON kesmaning Kattaligi M{x0,ya,z0)
nugtaning a tekislikdan chetlanishi deyiladi.Bu chetlashishni s bilan

belgilasak, S=MWN - ON-OMa
tenglik o‘rinli bo‘ladi.Bu yerda p =omotenglikni hisobga olsak,
S—ON-—p

tenglikni hosil gilamiz.Bu tenglikda OM vektorning ON
proyeksiyasini
skalyar ko‘paytma orgali yozsak
S =x0co0sa +yo0cos/?+z0cosy —p

Axa+BY0+C,,+D
Ta*+b2+c2
formulani topamiz. Biz oldingi paragraflarda tekislikda nugtadan
to‘g‘ri chiziggacha masofa formulasini ham keltirgan edik. To‘g‘ri
chizig va tekislik tenglamalarini vektor ko‘rinishda yozib biz ikkita
formulani bitta formula ko‘rinishida yozishimiz ham mumkin.
Hagigatdan, tekislikning (to‘g‘ri chizigning) normal vektorini
a={/(,ii,c) (to‘g‘ri chizig uchun n={n,B}) ko'rinishda, tekislikka
tegishli (to‘g‘ri chizigga tegishli) nuqta radius vektorini r,, bilan

formulani olamiz. Bundan esa d uchun d-

belgilasak, tekislik (to‘g‘ri chiziq) tenglamasini (r-ron)=0

ko'rinishda yozishimiz mumkin.Radius -vektori ~ bo‘lgan M(x0,y0,20)
nugtadan tekislikkacha (to‘g‘ri chiziggacha) bo‘lgan masofa skalyar
ko'paytmaning moduliga tengdir:
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Bizga fazoda i to‘g‘ri chizig va unga tegishli bo‘lmagan

Y¥..Z,) nugta berilgan bo'lsin. Biz bilamizki to‘g‘ri chiziq va unga
tegishli bo'lraagan nuqta orqali bitta tekislik o‘tkazish mumkin.
Tekislikda nugtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘igan masofani hisoblashni
oldingi paragraflarda o‘rgangan edik. Buning uchun biz to‘g‘ri
chizigning tekislikdagi tenglamasini va nugtaning tekislikdagi
koordinatalarini bilishimiz kerak. Lekin bu ish har doim qulay
boTmaganlini uchun biz bevosita t to‘g‘ri chizigning r=r"+at

tenglamasidan  foydalanmogqchimiz. Bizga to‘g‘ri chizigning
4>(*o'y<d.Z0)nugtasi va uning yo‘naltiruvchi a vektori ma’lum. Agar N
nugta t to‘g‘ri chiziqga tegishli bo‘lib, va N nuqgtalardan

o‘tuvchi to‘g‘ri chizig | to’g‘ri chizigga perpendikulyar boisa,
Mfa,yxz") va JTnuqgtalar orasidagi masofa.W”"x,,".2) nugtadanf to‘g‘ri
chiziqgacha bo‘lgan masofadir. Biz '/, vektomi 7mt=de~ ko‘rinishda

yoza olamiz. Bu yerda d=\NM®, e, esa nm,vektor bilan bir xil
yo'nalishga ega bo‘lgan birlik vektordir. Xuddi shunday a vektomi
a = Pje2 ko‘rinishda yozib, va avektorlaming vektor ko'paytmasi
uchun [a?M, <i]= «'jafe,,c2j tenglikni olamiz.

pM[,a\
Bu tenglikdan  d - pj

formulani  hosil gilamiz. Lekin bu formulada N nugta
koordinatalari noma’lum bo‘lganligi uchun biz undan bevosita
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foydalana olmaymiz. Lekin chizmadan ko‘rinib turibdiki,bizjw(
vektomi

NMx=rx-(r0+atx
ko‘rinishda yoza olamiz. Bu yerda /,-parametming N nugtaga
mos keluvchi giymatidir. Endi bu ifodani yuqoridagi formulaga qo‘yib

va Qt{,a vektorlaming vektor ko’paytmasi nol vektor ekaniigini
hisobga olsak
, fli-'i.o]
FT
formulani olamiz. Bu formulani koordinatalar orgali yozsak, u

2 ?
Y, ~Yo z,~z20 X,-X0 z,-z0° x _x0 yxyo

a2 a, ax ab ax a2
n? (3 +oi
ko‘rinishga keladi.
Lo ~ z-z, . ]
L to‘gri chiziq - ynyx b (1) kanonik tenglamasi

bilan, Q tekislik Ax+By+Cz+D=0 (2) umumiy tenglamasi bilan
berilgan bo'isin va uiar uzaro parallel boisin. L to‘g‘ri chizig bilan Q
tekislikni kesishgan nugtasini topamiz, ya’ni (1) va (2) tenglamalar
sistemasini yechimini topamiz: buning uchun (1) praporsiyaning
umumiy giymatini A bilan belgilaymiz va bu tenglamalardan X, y, z
larni topamiz, ya’ni

xxl_y-yt oA A =a 2gi=abulardan
x=mA+x{, y=nl +ylf z=/>Atz, (3)
(3) dagi x, y, z laming giymatlarini (2) ga go‘yamiz:
A(mA+x,)+ B(nA+yt)+C(pA +2X+D =0 yoki
Axt+fly,+ C +D+AAM+  fCfi)=0 (4)
L to‘g‘ri chizig va Q tekislik parallel bo‘Imaganidan Am+Bn+
Cp* 0 (4) dan Ani topamiz:

== 4N L [+@
A+B+C,,
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(5) ni (3) ga go'ysak Mo(xa;y0;z0) to‘g‘ri chiziq bilan tekislikni
kesishgan nugtasi hosil boiadi. Agar ,4m+Bn+ Cp=o0 bo‘lib, Ax, + By, t
Cz,+D=0 boisa to‘g‘ri chiziq bilan tekislik kesishmaydi. Agar Am+
Bn+Cp =0 boiib, Ax, +fy, +cz, +D=0 boisa, bu vaqgtda L to‘g‘ri chiziq
ustida yotadi va ular cheksiz ko‘p nugtada kesishadi.

Masala yechish namunasi

Ushbu — = to‘gri  chizig bilan 2y-2z-3 =0
tekisiikning kesishish nuqtasi topilsin,

Yechish: Am+Bn+Cp=i-2+3-2+2-(-2) =2+6-4 =4*0, demak
berilgan to‘g‘ri chiziq va tekislik parallel emas. Endi to‘g‘ri chiziq
tenglamasini parametrik shaklga keltiramiz:

= = = X:2ﬂ+l,y:3A,Z:2ﬂ+1
2 3 2

X, ¥ z lami tekisiikning umumiy tenglamasiga go‘yamiz:
2A+1+2-3A-2(2A+1)-3=0
294-1+69-44-2-3 =0;44-4=04=1
X0=2A+1=2-1+1 =3;y0=3-1=3;20=2-1 +1=3

Demak berilgan to‘g‘ri chiziq va tekislikni kesishish nuqgtasi
M,(3;3;3) ekan.
Bizga dekart koordinatalari Kiritilgan fazoda a va /? ikkita
tekisliklar mos ravishda quyidagi tenglamalar bilan berilgan boisin:
a-,AIX+Bly+Clz.+ Dl =0, p:AX+B% +C2+D2=0.
Bu tekisliklar orasidagi burchak ularning normal vektorlari
orasidagi burchakka tengdir. Ularning ~ =8 ,B,,c,} va n2"{n2#r,ca}
normal vektorlari orasidagi burchakning kosinusini

AA.. + B.B7+C.C’
Bfp= -

V42+B24C2  +B2+
formula bo‘yicha hisoblashni bilamiz. Tekisliklaming parallellik
sharti ularning vektorlari paralleligiga teng kuchlidir. Shuning uchun
bu shart

5[1, 58-59-6eTnap]
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A  Br c2

ko‘rinishda yoziladi.

Tekisliklaming perpendikulyarlik sharti ulaming normal
vektorlari perpendikulyarligiga teng kuchli va

AXA2m/y 2+CX2—0

ko‘rinishda yoziladi.

Biz ikkita r =rt+at va r =r2+bs tenglamalar bilan berilgan

r aygash to‘g‘ri  chiziglar orsadagi masofani hisoblash
formulasini keltirib chigarmoqchimiz. Ikkita £ite2 to‘g‘ri chiziglar
orasidagi masofa

d —infd(A,B),Ae £uBb 12

formula bo‘yicha aniglanadi.Bu yerda d(AB)~ a vasnuqtalar
orasidagi masofadir. Agar to‘g‘ri chiziglar kesishsa, ular orasidagi
masofa nolga teng bo‘ladi. Parallel <,<2 to‘g‘ri chiziglar orasidagi
masofani hisoblash uchun bitta Ae  no‘gtani olib undan 12 to‘g‘ri
chiziggacha bo‘lgan masofani hisoblash yetarlidir. To‘g‘ri chiziglar
ayqash bo‘lgan holda biz awalo mos ravishda et,I20°g‘ri chiziglarga
tegishli bo‘lgan A, vaflOnugtalar mavjud boiib, bu nugtalardan
o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning (,J2 to‘g‘ri chiziglarga perpendikulyar
ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun biz A B, vektomi

A Bo=(ri +bs0)-(rx+at0)
ko‘rinishda yozib, uning a va b vektorlarga perpendikulyarlik

shartlarini yozamiz. Bu shartlami skalyar ko‘paytma orqali yozsak,
ular

ir2- nef @ - {fa,a){o=0 (5)
(r2- r,,b)+ (b,b)s0- (a,b)t0=0
ko‘rinishga keladi. Bu tengliklar s0,t0 noma’lumlarga nisbatan

chizigli tenglamalar sistemasidan iboratdir. Bu sistemaning asosiy
determinanti A noldan fargli,chunki

(@a) (ai)

Jafe] >0
(ab) {£b)
munosabat o‘rinlidir. Demak (5) sistema yagona yechimga ega,
ya’ni juftlik yagonadir. Endi A0B0 kesrtta uzunligi to‘g‘ri

69



chiziglar orasidagi masofaga tengligini ko‘rsatamiz.Buning uchun
mos ravishda txIxto‘g‘ri chiziglarga tegishli va radius -vektorlari

r, + at >r2+ bs
vektorlardan iborat 4 # nugtalar uchun

N>Lla |
tengsizlikni isbotlaymiz.

Bu tengsizlikni isbotlash uchun ab vektomi

AB =(r2-r 1)+ (bs~at) =(r2-r, +fe0-ar0)+ (s-s * +{t-tQa
ko‘rinishda yozamiz.Bu ifodada

A BO ~r\+ bsQ-at0

tenglik o‘rinli. Ikkita o‘zaro perpendikulyar 5 g vektorlar uchun
{fp+rgf =p2+q2
tenglik o‘rinlidir. Bu tenglik umumlashgan Pifagor teoremasi
deyiladi.
Bu tenglikni

p =A'BO,

g=(s-sOb+(t-t(ha
vektorlar uchun yozsak

AB1=(r2- ri+bs0-at0J +[(s-sO)fi+(f-f0)a}2
tenglikni olamiz.Bu tenglikdan esa

AB2>(r2-rt+bs0-at0J = AML, 2
tengsizlikni hosil gilamiz. Endi ABOkesma uzunligini hisoblash
uchun formula keltirib chigaramiz. Shu magsadda AiBb,ab
vektorlaming aralash ko'paytmasini tekshiramiz.
Aralash ko'paytma moduli uchun

\AsBbab |=LIA, | |[nb]]

tenglik o‘rinli ekaniigini bilamiz.Bundan esa

A”BOab\

\a’b\
munosabatni olamiz. Aralash ko‘paytmadagi JTA vektomi
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AEBO= AOAI + 4 Bi + BX@B0
ko‘rinishda yozarniz. Bu yerda Axe i xBxe t2 va OAXx~rxCL,- r2
. Shuning uchun n [, vektor a vektorga, b-b~vektor esa | vektorga
paralleldir.Bulami hisobga olsak
\AxBt ab\

formula kelib chigadi.Bu formulani koordinatalar yordamida
yozsak ,u

abs a,
d— 2 2 1
ar «3 <3 J «2
+
b2 ps . N b2

ko‘rinishga keladi.
Mustagqil ish uchun topshiriglar

BerilganAx-"By-vCz+0=0 tekislik berilgan CE kesmani kesishi
shartini yozing.
1.Uchta tekislik
AN+ jfyy + C(z + Dx—o,
A2x maB2y -Cl2z [Y2™O0,
A3+ B3Y+C32+ =0
tenglamalar bilan berilgan bo’lsa, ulaming bir nugtada kesishish
shartini toping. ‘
2.Ikkita parallel bo’Imagan to’g’ri chiziglar
Ax + Biy+C\=0,
A2x + B2y + C2 —0
tenglamalar bilan berilgan bo’lsa, ular hosil gilgan burchakning
bissektrisalari tenglamalarini tuzing.



3.Berilgan m(x0,y0) nugtadan o’tuvchi va y =kx +bto,g,r chiziq
bilan ma’lum <p burchak tashkil giluvchi to’g’ri chizig tenglamasini
tuzing.

4. Uchta to’g’ri chiziq

Al + 8sj>+ Cj = 0.
A2x + B2y +CI =Q,
N3 + Ly +C3=0

tenglamalar bilan berilgan boisa, ularning bir nugtada kesishish
shartini toping.

5-1kkita parallel boimagan tekisliklar

AX+ By + Cx +L\ -0,
A2X 72Y C'iz4D2 O,

tenglamalar bilan berilgan boisa, ular hosil gilgan ikki yoqli
burchaklar uchun bissektorial tekisliklar tenglamalarini tuzing.

6. Ikkita parallel boimagan tekisliklar

Atx + By + Cjz+ 4 =0,
A2x+ B2Y C2z +D2~"s

tenglamalar bilan berilgan boisa, berilgan Mj(*,>>,;?,) va
M2(x2,y2,z2) nuqgtalarning tekisliklar hosil gilgan ikki yoqgli
burchaklarga nisbatan holatini aniglang.

7.Berilgan tekisiikning berilgan kesmani kesisni shartini yozing.

8.1kkita parallel boimagan to’g’ri chiziglar

Ax + WLy +C; =0,
i +B2y +C2=0Q,

tenglamalar bilan berilgan boisa, koordinata boshi va berilgan
Mi(*i,j>i) nugtaning to’g’ri chiziglar hosil gilgan burchaklarga
nisbatan holatini aniglang.

9. Berilgan MI(xuyl,zIl) nugtadan o'tuvchi va
Ax+B,y+Cx +DI1=0 tekislikka perpendikulyar to’g’ri chizigning
tenglamasini yozing.

10. To’g’ri chiziq S o tenglama bilan berilgan
boisa, bu to’g’ri chiziq va unga tegishli boimagan M xxi,yl,zx)
nugtadan o’tuvchi tekislik tenglamasini yozing.

11. Affin koordinatalar sistemasini aniglovchi bazis vektorlari
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orasidagi burchak  gateng bo’lsa, 4x-5j+7=0va 9x+4y-11 =Q
tenglamalar bilan berilgan to’g’ri chiziglar orasidagi burchakni toping.

12. NMN'T koordinatalar sistemasi o’glari orsasidagi burchak Zlga

teng bo’lsa, uchlari A(-12), S(I) , nugtalarda bo’lgan

uchburcliakning AB tomoni va C uchidan tushirilgan medianasi
orasidagi burchakni toping.
13.Quyidagi uchta to’g’ri chiziq bitta nugtada kesishadimi?
3X-v-1=0,2x- y+3=0,x-y +7=0
14. IkKita to’g’ri chiziq
x-3j+10=0,
2x+y - 8=0
tenglamalar bilan berilgan bo’lsa, bu to’g’ri chiziglar orasidagi
gismi P(o,l) nugtada teng ikkiga bo’linuvchi to’g’ri chizig
tenglamasini tuzing.
15. Uchburchak tomonlari
2x-y +3=0, x+5y—7-0 va 3x- 2j+6=0
tenglamalar bilan berilgan bo’lsa, uning balandliklari
tenglamalarini tuzing.
16. To’rtburchak tomonlari
X-y-0, i+37=0, x—y —4=0, 3x+y —Y2=0
tenglamalari bilan berilgan.To’rtburchak diagonallari
tenglamalarini tuzing.
17. Uchburchak tomonlari
2x—by —2=0x+y—8=0 ,5x—=2y —-5=0
tenglamalar bilan berilgan. Uchburchak ichida shunday nugta
topingki, bu nugta bilan uchburchak uchlarini tutashtiruvchi to’g’ri
chiziglar uchburchakni teng yuzali uchburchaklarga ajratsin.
18.To’g’ri chiziq 12x+5y-52 =0 tenglama bilan berilgan
bo’lsa,unga parallel va undan 2 birlik masofada bo’lgan to’g’ri chiziq
tenglamasini tuzing.
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Test namunalari

1 MXV y,) nugtadan x coscp+y-$\n<p-p=Q to‘g‘ri chiziqgacha
bo‘lgan masofa ganday formula orgali hisoblanadi?

a) d=|n cos”+y,sin0-/>|

b) d =x, costp-y,sin™- p

c) d = lic, cos”™ +y, cos™i- p\

q mja2+B2
) \Ax, +By,-C\
2. M,(x,,y,) hugqtadan ax+ By+c =0 to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan
masofa ganday formula yordamida hisoblanadi?
2) [Ax, + By + C|
mh2+82
JAx, + By, +C\
b) 4nr-Br

4n1
C) |/4x1+ By, +C|

d) d- \x,Cosa+y,Cosa- p\

3. Ax+By+c=o0 to‘g‘ri chiziq tenglamasi qanday shartda normal
ko‘rinishda bo‘ladi?

a) a2+B2-i, c<o

b) Ar+Bro\ c<o0

c) a2-b2=I

d) A+B=1,C<0

4, Ax+B,y+C, =0va *#B2% + C2=0 to‘g‘ri chiziglaming
bir nugtada kesishish shartini ko‘rsating .

I RN
9 4 B2
b) 4 4, _4

4 B2

C,
c) A
A c2
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B, (\

5. ,h tHy ITT)D- o tekislikning umumiy tenglamasida A,B,C
kiH-llitsicntlar ganday geometrik ma’noga ega?

a) Tekislikning normal vektorining koordinatlari

b) Tekislik yo‘naltiruvchi vektorining koordinatlari

¢) Tekislikda joylashgan vektoming koordinatlari .

d) Tekislikka parallel vektoming koordinatalari.

6. Ax+By+Cz=o0 tenglama bilan berilgan tekislik koordinata
sistemasiga nisbatan gandayy'oylashgan?

a) Koordinata boshidan o ‘tadi

b) O.r o‘giga parallel.

c) Oy o‘giga parallel

d) Oz o‘giga parallel.

7. By+Cz+D=o tenglama bilan berilgan tekislik koordinata
sistemasiga nisbatan ganday joylashgan?

a) Ox o‘qgiga parallel.

b) Oz o‘qiga parallel.

c) Oy o‘qiga parallel.

d) Koordinata boshi orgali o‘tadi.

8. Cz+D=o tenglama bilan berilgan tekislik koordinata
sistemasiga nisbatan ganday joylashgan?

a) x()y koordinata tekisligiga parallel.

b) Ox o‘giga parallel.

¢) Oy o‘giga parallel.

d) Koordinata boshidan o ‘tadi.

9. Tenglamasi By+D=0 boigan tekislik koordinata tekisliklariga

nisbatan ganday joylashgan?

a) xOz koordinata tekisligiga parallel.

b) yOz koordinata tekisligiga parallel.

c) xOy koordinata tekisligiga parallel.

d) Oy o‘qgiga parallel.

10. Ax+d =0 tenglama bilan berilgan tekislik koordinata
tekisliklariga nisbatan ganday joylashgan?

a) yoz koordinata tekisligiga parallel.

b) Ox o‘qgiga parallel.

¢) xOy koordinata tekisligiga parallel.



d) Oy o‘qgiga parallel.

11. Cz=0 tenglama bilan berilgan tekislik koordinata sistemasiga
nisbatan ganday Joylashgan?

a) xOy koordinata tekisligi bilan ustma-ust tushadi

b) xOz koordinata tekisligi bilan ustma-ust tushadi

¢) Oy o‘qgidan iborat.

d) Ox o‘gidan iborat.

12. I1fy-0 tenglama bilan berilgan tekislik koordinata sistemasiga
nisbatan gandayJoylashgan?

a) xOz tekisligidan iborat.

b) xOy tekisligidan iborat.

¢) Ox o‘gidan iborat.

d) Oy’ o‘gidan iborat.

13. Ax=0 tenglama bilan berilgan tekislik koordinata sistemasiga
nisbatan gandayJoylashgan?

a) yoz tekisligi boiadi.

b) xOy tekisligi boiadi.

c) Ox o‘gidan iborat boiadi.

d) Oy o‘gidan iborat boiadi.

14, £+E’+-C:i ko‘rinishdagi tenglama ganday ataladi va a,b,c
a

sonlar qanday geometrik ma’noga ega?

a) Tekisiikning kesmalariga nisbatan tenglamasi, a,b,c-sonlar
mos ravishda, Ox, Oy, Oz o‘glardan ajratgan kesmalarining
uzunliklari.

b) Tekisiikning umumiy tenglamasi; a,b,c- ixtiyoriy sonlar.

¢) Tekisiikning kesmalarga nisbatan tenglamasi, a,b,c-tekislik
normal vektorining koordinatalari.

d) Tekisiikning normal tenglamasi; a,b,c mos ravishda, Ox, Oy,
Oz o‘glardan ajratgan kesmalaming uzunliklari.

15. 4x+B.iy+Clz+Dt=0 va Ax+B,y+Ckz+D1=0 tekisliklar orasidagi

burchak quyidagi formula yordamida topiladi:
4 co$h~



4 @
4 NI T*
n "N 77F1'|,-lc|
d)
U . Im[, 46 <j
16. AxIny i (,2+0,=0 va 4X+5%+cz+Z)2=o0 tenglamalar bilan
berilgan tekisliklaming parallellik va perpendikulyarlik shartlarini
ko'rsating.

A=£-fL
a) nl b} c2’

A:
b) a n; c2’

A=A =£1
c) A Br c2

AR+T2— ~"

A-A =£
d 4 B M

Ap+BIBR+gCR2—1
17.Bir to‘g‘ri chizigda yotmaydigan uchta M ~,y "), M2(x2,y2z2)
va M,(™y,,z3 nuqtalardan o ‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.

a) C—IT, y y, z—
X, - X, y’ y' 2.
N )‘ Y, -y, Z.—
) y-34
X, Jt y>_
b) .
23_22
r« I, Z_
), m =0
3 "2 «2
X%, 27—
d) a * c =0
A B c
18. X cosa+y cos/3+z cosr~p=0 Ko'rinishdagi tenglama

tekislikning qanday ko‘rinishdagi tenglamasi deyiladi va p soni
ganday geometrik ma’noga ega?

a) Tekislikning normal tenglamasi; p - koordinata boshidan
tekislikgacha bo‘lgan masofa.
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b) Tekislikning normal ko‘rinishdagi tenglamasi; p - ixtiyoriy
son.

c) Tekislikning umumiy tenglamasi; p- koordinata boshidan
tekislikgacha masofa.

d) Tekislikning normal ko‘rinishdagi tenglamasi; p - normal
vektorning koordinatlari.

6-8. Aylana va sfera tenglamalari
Reja:

L Aylana va uning tenglamasi
2. Sfera va uning tenglamasi

Bu mavzu affin yoki ortogonal koordinatalar sistemasiga nisbatan
ikkinchi darajali tenglamalar bilan aniglangan chiziglar va sirtlar
oilasiga mansub boigan aylana va sferaga bag‘ishlangan ([1,75 bet]).

Bizga elementar geometriyadan ma’lumki, tekislikda markazi A
nuqgtada, radiusi r bo‘lgan aylana AN masofa r ga teng bo‘lgan N
nugtalaming geometrik o‘midir. Fazodagi AN=r bo‘lgan N
nugtalaming geometrik o‘rni markazi A nuqgtada radiusi r bo‘lgan
sfera deyiladi .

Markazi c(a,b) nugtada bo'lgan, r radiusli aylananing tenglamasi
quyidagi ko‘rinishga ega:

(x-a)2+{y-b)2=r2(1)
Bu tenglama aylananing normal tenglamasi deyiladi. Markazi
koordinatalar boshida boisa, aylananing normal tenglamasi
+ = (2
ko‘rinishni gabul giladi.
Ax1+Ay2+2Bx+2Cy+D=0 tenglama n*0 va b2+c2~ad>0

shartlarda markazi nugtadagi r~J~ ~ radiusli

aylanani aniglaydi.
Tekislikdagi ixtyoriy u(x,y) nugta koordinatalarini aylananing
normal tenglamasiga qo‘ysak, hosil gilingan:

6[1,75 Cer]
78



ca=(x-a)2+{y-b)r-r2
son M(x,y) nugtaning aylanaga nisbatan darajasi deyiladi. ™
nugladan C(ab) nuqgtagacha bo‘lgan masofani d desak, bu son
o < r’gateng boiadi.

1-chizma

Agar m nuqgta aylana tashqarisida yotsa, m nuqgtaning shu
aylanaga nisbatan darajasi musbat, va u ™ nugtadan aylanaga
oikazilgan urinma uzunligining kvadratiga tengdir, yoki elementar
geometriyaning maium teoremasiga ko‘ra: a-mr’ - mn- MB boiadi,
ya’ni m+« urinma uzunligining kvadrati » nuqtadan o‘tkazilgan
ixtiyoriy kesuvchi uzunligini uning tashqi gismi ko‘paytmasiga teng.
Olingan m nugta aylana ichida yotsa, m nugtaning darajasi manfiy va
uning absolyut giymati shu nuqgtadan o‘tuvchi vatar boiaklarining
ko‘paytmasiga teng boiadi:

o= -LLI- MB
Agar m nuqgta aylanada olinsa, uning darajasi a =0 ga teng. Agar
u, =(x-a,)2+{y-bl)2-r2=0
ur=(x-a2)2+(y~b2)2-r,2=0
ikki aylana tenglamasini ifoda etsa,
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A+
tenglama (A.,02- ixtiyoriy bir vagtda 0 ga teng bo'Imagan sonlar)
aylana (yoki to“g‘ri chiziq)ni tasvirlaydi: u,- 02=0 aylanalar
kesishsa,
+X22=0
aylana va aylanalaming kesishish nuqgtalaridan o ‘tadi.
+k22=0

tenglamani, har biri uchun L% nisbatning darajasi L, 92 teng

bo‘ladigan nuqtalaming geometrik o‘mi tenglamasi deb qarash
mumkin.

*Q shart bajarilsa, +212=0 tenglama u,-bi2=0 yoki
w=uw, to‘g‘ri chizigni aniglaydi. Bu to‘g‘ri chiziq ikki aylananing
radikal o‘gi deyiladi, ya’ni radikal o‘gqda yotuvchi har bir nugtani har
ikkala aylanaga nisbatan darajasi tengdir.

Uchta M =0,k2=0,m, =0 aylana berilgan bo‘lib, ulaming markazlari
bir to‘g‘ri chizigda yotmasa, har bir juft aylananing radikal o‘glari
w-urur=n3nd=«, bitta nuqtadan o‘tadi. Bu nugta shu uchta
aylananing ixtiyoriy radikal markazi deb ataladi. Quyidagilar mos
ravishda

u~{x-af + (y-bf-r1=Q
v~Ax +By+C=0

aylana bilan to‘g‘ri chiziq tenglamasi bo‘lsa, m+Xv--0 tenglama
aylanani ifodalaydi. u=o0 aylana bilan v=0 to‘g‘ri chiziq kesishsa,
u+Xv=o aylana ulaming kesishish nugtalaridan o‘tadi.

Tasdiq7 1) Markazi A nuqtada va radiusi r bo‘lgan aylana
(sfera) quyidagi tenglamani ganoatlantimvchi N nuqtalar to‘plami
bo'ladi:

(-n)2=r2, (1)

bu yerda R va a vektorlar mos ravishda N va A nugtalaming
radius vektorlari.

2) Tekislikda ortogonal koordinatalar sistemasiga nisbatan aylar
tenglamasi

(x-af +(y-bf =r2(2)

7[1,3.1.t-propos., 75 GeT]
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ko‘rinishida boiadi, bu yerda a, b sonlari A nugtaning
koordinatalari. Bu (2) tenglamani unga ekvivalent boigan ushbu
x2+y2-2ax-2by +a =0 (3)
ko‘rinishida yozish mumkin, bu yerda a =a2+b2-r 2.
3) ortogonal koordinatalar sistemasiga nisbatan sfera tenglamasi
(nr-a)2+(y~b)2+ (z~cf =r2 (4)

ko‘rinishida boiadi, bu yerda a, b, c sonlari A nugtaning

koordinatalari. Bu (4) tenglamani unga ekvivalent boigan ushbu
x2+y 2+z2—ax —2by —2cz +cr=0 (5)

ko‘rinishida yozish mumkin, bu yerda a -c f +b2+e2-r 2.

Isbot. Ikki nuqta orasidagi masofani topish formulasidan
foydalanib A va N nugtalar orasidagi masofani hisoblaymiz. Natijada
isbotlash kerak boigan tengliklami hosil gilamiz.

(3) ko‘rinishidagi tenglamalami (2) tenglama ko‘rinishida yozish
mumkin boiganligi uchun (3) ko‘rinishidagi har ganday tenglama
aylanani aniglaydi. Masalan,

x2+y2-x +y - 1=0 (6)
tenglamani

radiusi Ji/2 gateng aylana tenglamasidir. Ikkinchi tomondan
x2+y2—x+ y+1=0 (7)
tenglamani ganoatlantiruvchi  hagiqiy koordinatali nuqtalar
mavjud emas. (7) tenglamani

ko‘rinishida yozamiz va uni xosmas aylana tenglamasi deyiladi.
Lekin har ikki holda ham (3) tenglama aylananing umumiy tenglamasi
deyiladi. (5) tenglama esa sferaning umumiy tenglamasi deyiladi.

Aylananing umumiy tenglamasida uchta parametr ishtirok etadi.
Demak, aylana tenglamasi uni ganoatlantiruvchi uchta nugta
yordamida hosil gilinar ekan. Elementar geometriya kursidan yaxshi
maiumki, buning uchun berilgan uchta nugta bir to‘g‘ri chiziqda
yotmasligi kerak. Shuningdek, har bir uchburchak uchun bitta aylana
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mavjud bo‘ladi. Agar berilgan nuqtalar (/=1,2,3) bo‘lsa,
aylana tenglamasi ushbu
xf +yf 2axf—2byf+cr=0

tenglamalar sistemasini a, b, cr larga nisbatan yechib hosil
gilinadi. Determinantlar nazariyasi bilan tanish talabalar izlanayotgan
aylana tenglamasi

X'+y Xy
Xi +¥ & vy, =0 (8)
xI+yj x2 w
Fltyl x3 Y3

ko‘rinishida bo‘lishini osongina topishadi. Bu determinant
hisoblansa u (3) tenglama ko‘rinishini oladi. Ikkinchi tomondan bu
determinant nolga teng bo‘ladi, agar (x,y) ni (xp>,) bilan almashtirilsa
(ikkita satri bir xil boigan determinant nolga teng).

Xuddi shunga o‘xshash bir tekislikda yotmaydigan to‘rtta
nugtadan o‘tuvchi sfera tenglamasini ham hosil gilishimiz mumkin.
Bu masalani talabalarga mustagil ish sifatida qoldiramiz.

Bizga ma’lumki, chiziglar va sirtlar
parametrik tenglamalar yordamida ham
berilishi mumkin. Endi biz aylana va
sfera uchun ham parametrik tenglamalar
yozmogchimiz. Aylana uchun parametr t
sifatida AN vektor va Ox o‘gi orasidagi
burchakni olsak (2-chizma), N nugtaning
koordinatalarini osongina topamiz:

fx =a+rcos/

| r- *+rsin<

(
9)
tenglama aylananing parametrik
tenglamalari bo‘ladi.

Sfera uchun bizga ikkita
parametr kerak bo‘ladi. Ulardan
biri sifatida geografik kengliktd,
ya’ni AN vektor bilan Oxy



tekisligi orasidagi < burchakni, ikkinchisi sifatida geografik uzoglikni,
ya’ni AN to‘g‘ri chizig orgali o‘tuvchi Oz o‘giga parallel tekislik
bilan A nugta orqgali o‘tuvchi Oxz tekisligiga parallel tekislik orasidagi
iff burchakni olamiz. U holda N nugtaning koordinatalari

fx=a+ rcos(pcosif/

\y =b+rcos<psiny’ (10)

Az =c +rsin<p

formulalar bilan aniglanadi (3-chizma). Bu tengliklar sferaning
parametrik tenglamalari bo‘ladi.

Shuni ta’kidlab o‘tishimiz kerakki, aylana va sferaning parametrik
tenglamalaridagi parametrlarni ayrim hollarda maxsus turdagi
koordinatalar sifatida foydalaniladi va ular tadbigiy masalalarda
muhim rol o‘ynaydi. Agar tekislikda O nugta qutb boshi boisa, har
bir N nugta markazi O nuqgtada, radiusi r=1 (ON) bo‘lgan aylanaga
tegishli bo‘ladi (bu yerda / uzunlik). Agar S oriyentirlangan yo‘nalish
Ox o‘gi yo‘nalishi va S bilan ON orasidagi oriyentirlangan burchak
sifatida (p ni olsak, [r,g>) juftlik N nugtani aniglaydi. (r<p) juftlik N
nugtaning qutb koordinatalari deyiladi.

Qutb koordinatalardan foydalanishda ba’zi muammolar mavjud.
Birinchidan, bu koordinatalar O nugta uchun aniglanmagan. N nuqgta
O nugta bilan ustma-ust tushganda ¢>burchak aniglanmagan, lekin O
nugta r =0 ga mos keladi deyish mumkin. Ikkinchidan, r uzunlik
bo'lgani uchun r>0 shartni talab qilishimiz kerak boMadi, <
burchakning giymati esa 2rm (bu yerda n ixtiyoriy butun son) ga teng
bo‘ladi. Tekislik nuqgtalari va nugtaning qutb koordinatalari orasida
o‘zaro bir giymatli moslik o‘matish uchun r va p ning giymatlarini
quyidagi oraliglarda o‘zgaradigan qilib olishimiz mumkin:

O<r< +00,0<<p<2n.

y Lekin ba’zi masalalarda nugta tekislik
N bo‘ylab uzluksiz harakat qilishi kerak.
Bunday hollarda ¢ burchakning giymatini

2n dan katta, r barcha hagiqgiy giymatlami

/ gabul qgiladi deb hisoblash mumkin. Bu
. . noquiayliklarga garamasdan qutb

koordinatalardan  foydalanish  ko‘pgina
hollarda qulaydir.

4-yn3va
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Agar (x,y) Dekart koordinatalar sistemasini 4-chizmadagidek
kiritsak, quyidagi
X =pcos<p, X=psin<p
bog‘lanishlami  olamiz. Berilgan N  nugtaning Dekart

koordinatalari maium boisa, uning qutb koordinatalarini topish
uchun

7

formula bo‘yicha birinchi qutb koordinatani topamiz. Ikinchi qutb
koordinatani topish uchun nugtaning N nugtaning gaysi chorakda
joylashganligini bilishimiz kerak va

p=arctgL; p=arcctgX—
X y

tengliklardan foydalanishimiz kerak.

Fazoda N nugta uchta son bilan aniglanishi mumkin: (p,tp,z). Bu
yerda (p,<p) N nugtaning Oxy tekisligidagi proyeksiyasi boigan H
nugtaning qutb koordinatalari, z esa N nugtaning Oz o0‘giga
proyeksiyasi boigan N’ nuqtaning applikatasidir. Ushbu (p,<p,2)
sonlar N nuqgtaning silindrik koordinatalari deyiladi.

Agar biz fazoda  dekart
koordinatalar sistemasini  Kiritsak,
silindrik va dekart koordinatalari
orasidagi ushbu

X =pco$<p, x =p&ia(p, z=12

bogianishlami olamiz. Bu yerda
p,(p o‘zgaruvchilar uchun

O<p <€) Q<<p<2n
munosabatlar o‘rinlidir.

Fazoda silindrik koordinatalar
sistemasini Kiritganimizda fazo bitta
o‘gga ega boigan ichma-ich

joylashgan (konsentrik) silindrlarga ajraladi. Fazoning har bir nugtasi
bu silindrlaming fagat bittasiga tegishli boiadi. Agar nugtaning
silindrik koordinatalari p,g>z boisa, bu nugta yotgan silindming
radiusi p gateng boiadi. Agar nugta silindrlar o‘giga tegishli boisa,
u tegishli boigan silindming radiusi nolga teng boiadi. Yuqoridagi
tanlangan dekart koordinatalar sistemasida silindrlaming o‘qi Oz
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o‘gidan iboratdir. Bu dekart koordinatalar sistemasida konsentrik
silindrlar tenglamasi
X2+ y2= p i

ko‘rinishda bo'ladi.

Xuddi shuningdek, fazodagi M nugta quyidagi uchta son bilan
ham aniglanishi mumkin: (p,<p,u/). Bu yerda p =\OM\ ga teng boigan
masofa, ¢ va y/ esa mos ravishda markazi O nuqtada, radiusi p
bo‘lgan sferada kenglik va uzoglikdir (6-chizma). Yuqorida
aniglangan p,<p,ys Kkattaliklar M nuqtaning sferik koordinatalari
deyiladi. Bunga sabab, fazoning koordinatalari p-const tenglamani
ganoatlantiruvchi nugtalari to‘plami sferani tashkil giladi. Fazoning
har bir nuqgtasi radiusi koordinata boshidan shu nugtagacha bo‘lgan
masofaga teng bo‘lgan sferada yotadi. Nugtaning dekart koordinatalari
bilan sferik koordinatalari orasidagi bog‘lanish quyidagicha bo‘ladi:

j:=/Csinillcosip, §<<p<2n

: : : a4 1
\'y =psrzupcosi/l/, ——<u/<—

\z = pcos<p

X

Odatda fazo nugtalari bilan ulaming sferik koordinatalari
oraksidagi moslik o‘zaro bir giymatli bo‘lishi uchun ular uchun
0</><<», 0<p<2sa, 0O<u/<7r
chegaralar qo‘yiladi.
Fazoda sferik koordinatalar sistemasini Kkiritganimizda fazo
markazi bitta nugtada bo‘lgan sferalarga ajraladi. Agar nugtaning
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sferik koordinatalari p, (p,/ bo‘lsa, u yotgan sferaning radiusi p ga
teng bo‘ladi. Bu masofa nugtadan koordinatalar boshigacha bo‘lgan
masofaga tengdir. Nuqta p radiusli sferada yotgan bo‘lsa, < va y/
burchaklar uning sferadagi vaziyatini aniglaydi.

Markazi C(a,b,c) nugtada, r radiusli sfera tenglamasi quyidagi
ko‘rinishga ega:

(x~a)2+(y-b)2+(z-c)2=r2

(7-chizma). Bu tenglama sferaning normal tenglamasi deyiladi.
Agar sfera markazi koordinatalar boshi bilan ustma-ust tushsa, normal
tenglama quyidagi

J+yt+JS
ko‘rinishga ega bo‘ladi.
AX2+Ay2+Az2+2Bx+2Cy+2Dz+E=0

tenglama
A*0, B?+ C2+D2AE>0
shartda markazi (-*, --J) nugtadagi va radiusi r=
ju J/ —— gateng bo‘lgan aylanani aniglaydi.

M nugtaning radiusi r, markazi C nuqtada bo‘lgan sferaga
nisbatan darajasi deb
n=d2-r2
songa aytiladi. Bu yerda d = MC son M nuqgtadan C markazgacha
bo‘lgan masofa.

7-chizma



Agar M nugta sfera tashgarisida yotsa, bu nuqtaning sferaga
nisbatan darajasi musbat sondir. Bu son M nuqgtadan sferaga
o‘tkazilgan urinma uzunligining kvadratiga teng. Agar M nuqta sfera
ichida yotsa, bu nuqtaning sferaga nisbatan darajasi manfiy son
bo‘ladi va absolyut giymati bo‘yicha MP MQ ko‘paytmaga teng. MP,
MQ kesmalar M nuqgtadan o‘tuvchi ixtiyoriy vatar boiaklarining
uzunliklariga teng.

Agar M nuqgta sferada yotsa, bu nuqgtaning sferaga nisbatan
darajasi nolga teng. M(x,y,z) nuqgtaning markazi C(a,b,c) nuqtada
yotuvchi va radiusi r ga teng sferaga nisbatan darajasi

s—{x-a)2+(y-b)2+(z-c)2r"’

formuladan aniglanadi.

Konsentrik boimagan ikkita sferalarga nisbatan teng darajali
nugtalaming geometrik o‘mi tekislikdan iborat. Bu tekislik ikkita
sferaning radikal tekisligi deyiladi. Agar sferalar kesishsa, radikal
tekislik ularning umumiy aylanasi orgali o ‘tadi.

Ikkita sfera tenglamalarini garaylik:

(x-a,)2+(y-bi)2+(z-ci)2 r 2=0,
(x-a2)2+(y-b"2+(z-C2)2ri=0

va ularning chap tomonlarini uh u2deb belgilaylik.

Au+.2P=0 tenglama  J1sonlar bir vaqtda nolga teng boimagan
holda sfera yoki tekislikni aniglaydi. Agar sferalar kesishsa, bu
tenglama ularning umumiy aylanasidan o‘tadigan sferani yoki
tekislikni ifoda etadi. uj=u2tenglama radikal tekislikni aniglaydi.

Xu+fiv=0 tenglamada n=0 sfera tenglamasi va v=0 tekislik
tenglamasi boisa, A*0 shartda sferani, yoki /1=0,"¢0 shartda
tekislikni aniglaydi. Agar ular kesishsa bu sfera v=0 tekisiikning sfera
bilan kesishish chizigi orqgali o‘tadi.

Tasdig8 Bizga markazi a nuqtada boigan r aylana yoki sfera
berilgan bo‘sin. Aylana tekisligida yotuvchi d to‘g‘ri chizig aylanani
ikkita hagiqiy koordinatali nuqgtalarda kesib o‘tadi, agar a nuqtadan d
to‘g‘ri chiziggacha boigan masofa radiusdan kichik boisa. Agar bu
masofa radiusga teng boisa, bitta haqigiy koordinatali nugtada kesib
o‘tadi. Agar bu masofa radiusdan katta boisa to‘g‘ri chiziq kesib
o'tmaydi.

317
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Natija9. Aylana (sfera)ning har bir urinmasi urinish nugtasiga
o‘tkazilgan radiusga perpendikulyar bo‘ladi.

Urinma tushunchasi muhim geometrik rol o‘ynaydi. Shuning
uchun turli geometrik holatlar uchun urinma tenglamalarini yozish
gizigarlidir. Agar wmii tekislik (fazo)dagi tayin nuqgta bo‘lsa, (1)
teglama bilan berilgan aylana (sfera)ning berilgan nugtadan o‘tuvchi
barcha urinmalarini topamiz.

Agar urinmaga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy m nugtaning radius
vektori r bo‘lsa, urinma tenglamasi r =r0+Xv ko‘rinishida bo‘ladi va
uning yo‘naltiruvchi vektori v=M,\i -r-ri gateng (8-chizma).

Shuning uchun mow to‘g‘ri chiziq aylana (sfera)ga urinma
bo‘lishi uchun v vektor g =0 shartni ganoatlantirishi, ya’ni

[r- - Qr-(r-r)3p2-(ro-afkx0 1 1)
tenglik bajarilishi kerak.

Yugoridagi mulohazalardan ushbu tasdiq kelib chigadi.

Tasdiqld Aylana (sfera)ning berilgan MO nugtasida o‘tkazilgan
urinma tenglamasi

[(f-aX'b~a)-p2f -[(?-0)2-P Ar0-0f - p2A=0 (12)
ko‘rinishda bo‘ladi.

Isbot. Biz M(f) nugta urinmaga tegishli bo‘lishi uchun f vektor
(12) tenglikni ganoatlantirishi zarur va yetarli ekanligiga egamiz.
Shuning uchun biz (12)-tenglik (lI)-tenglikka teng kuchli ekanligini
isbotlashimiz ~ kerak.  Buning uchun (11)-tenglikda ushbu
f-n =f-a+a-r) almashtirishni bajaramiz va qavslami ochamiz.

" [, 82-6er, 3.1.3]
10[1.83-6eT, 3.1.4]
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Natijada (12)-tenglikni hosil gilamiz. (12) formulaning geometrik
ma’nosi quyidagidan iborat. Agar MO nuqgta aylanaga tegishli boisa,
(12) tenglik

(r-aX»b-a)-p2=0 (13)

ko‘rinishiga keladi. (13)-tenglama to‘g‘ri chiziq tenglamasi
bo‘lib, u aylananing MO nuqtadagi urinmasi tenglamasidir. Bu urinma
AMO radiusga perpendikulyardir. Shuning uchun AM, to‘g‘ri chiziqg
aylananing Mo nuqgtadagi normal tenglamasi boiadi. Sfera uchun esa
(13)-tenglamani fazoda garaymiz. U holda bu tenglik M, nugtadan
o‘tuvchi va radiusga perpendikulyar tekislik tenglamasi boiadi. Bu
tekislik sferaning nugtadagi urinmalaridan tashkil topganligi uchun
uni sferaning M, nuqtadagi urinma tekisligi tenglamasi deb ataymiz.
AMO to‘g‘ri chiziq esa sferaning Mt nuqgtadagi normal tenglamasi
boiadi.

(13)-tenglamaning chap tomoni aylana (sfera) tenglamasining
chap tomonidagi (f-a)2 ifodani skalyar ko‘paytma shaklida yozib,
ko‘paytuvchilardan birida r vektorning o‘miga ?2, vektomi go'‘yib
hosil gilinadi. Bu jarayon algebra kursidan maiumki, qutblashtirish
deb yuritiladi. Agar (1) va (13) tenglamalar koordinatalar yordamida
yozilsa, aylana (sfera)ning (3) ((5)) umumiy tenglamasini
qutblashtirish ushbu

Xh>Xag  Xi->MNx+X0) (14)

almashtirish yordamida amalga oshiriladi. Bu almashtirish v va z
o0°‘zgaruYchilar uchun ham xuddi shunday yoziladi, bu yerda xo,y0,z0
lar M, nugtaning koordinatalari. Natija shundan iboratki, aylana
(sfera)ning MO nugtadagi urinma (urinma tekislik) tenglamasi bu
uning umumiy tenglamasini qutblashtirishdir.

Misol1l Ushbu MJ2 -U) nugta

x1+y2+2z2-x +y+z-14 =0

tenglama bilan berilgan r sferaga tegishli ekaniigini tekshiring va
r sferaga M, nugtadagi urinma tekislik tenglamasini yozing.

Yechish. Ma nuqta r sferaga tegishli ekanligi tekshirish uchun
nugtaning koordinatalari sfera tenglamasini  ganoatlantirishini

1[1, 84-p, 3.1.5]
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ko‘rishimiz oson. Urinma tekislik tenglamasini yozish uchun sfera
tenglamasini qutblashtiramiz. Buning uchun esa (14) munosabatdan

foydalanamiz. Natijada 2x-y +3z-N(x+2)+"(y-i) +*(z +3)-u =0

tenglikni yoki 3x-v+7z-28=0 ni hosil gilamiz. Bu izlanayotgan
urinma tekislik tenglamasidir.

Endi yana (12) tenglikka gaytamiz. Agar M, nugta r aylana
(sfera)dan tashgarida yotsa, ma’lumki, bu nugtadan aylanaga ikkita
urinma, sferaga esa urinma konus o‘tadi. Agar A, nugta r aylana
(sfera)ning ichida yotsa, u holda bu nugtada aylana (sfera) uchun
haqgiqiy urinma (urinma tekislik) yo‘g. Lekin aytish mumkinki, bu
holda (12) tenglik aylana uchun ikkita mavhum urinmalar juftligini,
sfera uchun esa xosmas konus tenglamasini aniglaydi.

Shuni ham ta’kidlashimiz kerakki, urinma (urinma tekislik) bilan
aylana (sfera)ning kesishish nuqtasi mo ning koordinatalari (1) va (12)
tengliklami qanoatlantirishi bilan bir gatorda (13)-tenglikni ham
ganotlantirishi kerak. Natijada urinma (urimna tekislik) A, nugta
uchun muhim geometrik ahamiyatga egaligini hosil gilamiz. Bu
urinma (urinma tekislik) M0 nugta bilan aylana (sfera)ga nisbatan qutb
0‘qi (tekisligi) va MOnuqta qutb boshi deyiladi.

Misol12 Ushbu x+y +z+i=0 tenglama bilan berilgan tekisiikning
x2+y2+z2-x+y+z- 14=0 tenglama bilan berilgan sferaga nisbatan qutb
boshini toping.

Yechish. lIzlanayotgan qutb boshi Mo(x0y0z0) nugta bo‘lsin. U
holda qutb tekisligini qutblashtirish yordamida hosil gilamiz, ya’ni
qutb tekisligi

-»0+m +zzo-|(M+"0)+"b;+>0)+”(z+20)-i4=0
yoki unga ekvivalent bo‘lgan
*00- +Y(Mo+ +z(zo+ 1(-*0+Ya+ro)- 28=0

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bu tekislik berilgan tekislik bilan ustma-
ust tushishi, ya’ni ularning mos koeff|t5|yentlar| proporsional bo‘lishi

5 iej'
kerak va biz x0=— |, y0=20=--- "ni hosil gilamiz.

“ 1, 85-p., 3.1.6]
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Tasdig13 Aytaylik G aylana (sfera) umumiy tenglamasi (3) (mos
ravishda (5)) bilan berilgan va m nuqta aylana (sfera) yotuvchi
tekislik (fazo)ning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin. U holda, agar P,P2
nugtalar G aylana (sfera)ning m nugtadan o‘tuvchi d o‘g bilan
kesishish nuqgtalari bo‘lsa, a{w)-c"MP" ko‘paytma d o‘qga bog‘lig
emas,

Masala yechish namunasi

1-misol. ([13,p84,3.1.5.Yex) M.(2-1,3) nugtani
r: xi1+/ +z2-x+y+z-14=0 tenglama bilan berilgan sferaga tegishli
ekanligini tekshiring va shu nuqgtadan sferaga urinma tekislik

tenglamasini tuzing.
Yechish: Mcnugta koordinatalarini r

sfera tenglamasiga olib borib quyamiz:

22+ (-1)2+32-2,+ (-1) +3-14 =4 +1+9-2-1 +3-14
=>M0e r

Urinma tekislik - tenglamasi:

whui-»i(«+MQ yani

m,+m + - (x+-O+j(y+n)+"0+z0- 14=0=*
2X-y +3z-|(jc +2) +|(>-1) +i(z +3)-14=0=> 3x-y +7z-28 =0
Javob: 3j:-y+7z-28=0.
2-misol. ([1], p84., Ex3.1.6) Ushbu x+y+z+i=0 tenglama bilan
berilgan tekislikning x2+y2+z2-x+y+z-14 =o tenglama bilan berilgan

sferaga nisbatan qutb boshini toping.
Yechish. lzlanayotgan qutb boshi MQjd w0,z0) nugta bo‘lsin. U

holda qutb tekisligini qutblashtirish yordamida hosil gilamiz, ya’ni
qutb tekisligi

+W0+20-1 (x+x0)+i(y +y0) +i(z +20)-14 =0
yoki unga ekvivalent boTgan
*00- -[)+¥Y(Yo+ +2z(20+ +-J(~xa+Yo+20)- 28=0

BL, 86-6eT, 3.1.7]
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ko‘rinishga ega boiadi. Bu tekislik berilgan tekislik bilan ustma-
ust tushishi, ya’ni ulaming mos koeffitsiyentlari proporsional boiishi

kerak va biz o= ya=" = ni hosil gilamiz.

Javob: x0= ~, Y=r0=- ~

Masala yechish namunasi

1.([11,p93,Yex3.1.2.) Koordinatalar boshidan utuvchi
Xr +yi _ jga _ 4%+ 25 = o aylana urinmasining tenglamasini
tuzing.

2.([1],p94,Yex3.1,4.)Berilgan  ikki aylananing radikal o‘qi
aylanalar markazlaridan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigga perpendikulyar
ekaniigini kursating hamda radikal o‘q berilgan aylanalar bilan to‘g‘ri
burchak ostida kesishadigan aylanalar markazlarining geometrik o‘rni
ekaniigini isbotlang.

3.([2])Quyidagi har bir holda aylana s markazining
koordinatalarini va r radiusini toping.

) x2+y2- 6x=0;

2) X2+y2+6x—8y=0;

3) x2+y1l- 10x+ 24 _y-56 =0;

4) Bx243y2+6x—4y —\—0.

4.([2])x2+y2-\ =0 aylanaga nisbatan 4(3,9,«(),().c(-2,(>) va D(-2J)
nuqtalaming vaziyati aniglansin.

5.([([2])Markazi 2x-y+\ =0 to‘g‘ri chizigda yotuvchi va (2,1),
(3,4) nugtalardan o‘tuvchi aylana tenglamasi tuzilsin.

6.([2])x-y+2- 0, ix+y =0 to‘g‘ri chiziglarga urinuvchi, radiusi
r=/1 gateng boigan aylana tenglamasi tuzilsin.

7.([2D/((-10), B24) nugtalami tutashtiradigan ab kesma ctga=3
burchak ostida ko‘rinadigan nugtalaming geometrik o‘mi topilsin.

8. ([2]) Axi By +c =0 to*g‘ri chizigning x2+y2=ar aylanaga urinma
boiishi uchun zaruriy va yetarli sharti topilsin.

9. ([2], 1542.) Quyidagi aylananing markazi aniglansin.

X2 +y2+z2=R2 Ax+By+Cz+D=0
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10.  ([2],1543) A(3;0;4), B(3;5;0),C(3;4;4),D(5;4;6)
nugtalarning (x-1)2+(y+2) 2+(z-1) 2=49 sferaga nisbatan vaziyati
aniglansin.

11.  ([2],1544) Quyidagi tekistliklaming ushbu (x-1)2+(y-2)
2+(z-4) 2=25 sferaga nisbatan vaziyati aniglansin.

12. 1) 2x+2y+z+2=0,

13, 2) 2x+2y+z+5=0,

14. 3) 2x+2y+z+11=0.

15. to‘g‘ri chiziqga qo‘shma bo‘lgan diametrial tekisligining
tenglamasi tuzilsin.

716, ([2], 1546) ([2], 1547) x2 +y2+z2- R2=0 sferaning S(x0 yO
z0) nuqtadan o‘tuvchi vatarlari o‘rtalarining geometrik o‘mi topilsin.

17.  ([2],1549) (x-a)2+(y-b) 2+(z-c)2=R2 sferaning MO (xO yO
z0) nugtadan o'tuvchi vatarlari o‘rtalarining geometrik o‘mi topilsin.

18.  ([2],1550.) S(xO yO zO) nugtadan x2 +y2+z2= R2 sferaga
o‘tkazilgan urinma tekislikka tushirilgan perpendikularlar asoslarinig
geometrik o‘mi topilsin.

19.  ([2],1552.) (x-a)2+(y-b) 2+(z-c)2=R2 sferaga MO (xO yO
z0) nugtada o‘tkazilgan urinma tekislik tenglamasi tuzilsin.

Mustagqil ishlash ucbun masalalar

L ([1],p93,Yex3.1.1.)Tekislikda (k —I)z4-y 2= 4 tenglama bilan
berilgan aylana va P(2,-") nugtani garaymiz, i)P nugtani aylaninig
ichki nugtasi ekanligini ko‘rsating va o‘rtasi P nugtada boigan d vatar
tenglamasini tuzing.

i) Aylananing d to‘g‘ri chizigga nisbatan M qutbini toping va sht
nugtadan o‘tuvchi aylananing urinmalar juftining kvadratik
tenglamasini tuzing

2.([11,p94,Yex3.1.3.)x2 + y2 = 16, (x—5)2+ y2 = 9aylanalar
orasidagi burchakni toping.

3. ([1],p94,Yex3.1.6,).AB BaCD - T aylananing o‘zaro ortogonal
diameterlari boiib, C nugtadan o‘tuvchi d to‘g‘ri chiziq I aylanani A
nugtada kesib o‘tsin hamda AB bilan kesishish nugtasi M boisin. I
aylanani N nugtasidan o‘tuvchi urinmasi bilan M nugtadan AB parallel
qilib o‘tkazilgan to‘g‘ri chiziq kesishish nugtalarining geometrik o‘mi

93



" aylananing D nugtasidagi o‘rinmasi bilan ustma-ust tushishini
kursating.

4. ([2D)Markazi S(-1,3) nugtada va radiusi r=4 boigan aylana
tenglamasi tuzilsin.

5. ([2])Koordinatalari quyidagi:

D (x- )2+ (y—8)2>25

2) 16<(x—)2+ (*+3)2< 25,

3) (x-\)2+(y-2)2<25, (x-4)1l+(y-6)2<9

4; X2+y2-6x<0, y>0

5) x2+y2-4y< 0, |d>1

tengsizliklami ganoatlantiruvchi nuqgtalar tekislikda ganday
joylashadi?

6. ([2]) Markazi ox o‘gida boigan va oy o‘giga urinuvchi
aylananing tenglamasi tuzilsin.

7.([2])(*-a)2+ (y-b)2—r2aylana ganday shart bajarilaganda
koordinatalar boshidan o‘tadi?

8. ([2])x2+y2+Ax +By+c =0 tenglama ganday shart bajarilganda
aylanani aniglaydi?

9.2])Markazi (I;-3) nugtada va (3;5) nugtadan o'tuvchi
aylananing tenglamasi tuzilsin.

10.  ([2])Koordinatalar o‘glariga urinuvchi, radiusi 3 ga teng
aylananing tenglamasi tuzilsin.

11.  ([2DAylana (1,4) , (-7,4) , (2,-5) nugtalardan o‘tadi. Uning
markazi, radiusi va tenglamasi topilsin.

12.  ([2])Radiusi r=J5 gateng boigan, x+2y-3 =0 to‘g‘ri
chizigga urinuvchi, markazi oy o‘gida yotuvchi aylana tenglamasi
tuzilsin.

13.  ([2voy o‘giga (0;-3) nugtada urinuvchi va (-2;1) nugtadan
o‘tuvchi aylana tenglamasi tuzilsin.

14.  ([2])Markazi (1,1) nugtada boiib, koordinatalar boshidan
o‘tuvchi aylananing tenglamasi tuzilsin.

15, ([2])*2+<2-2.r-8 v- 8=0 aylana 5m12><-14=0 to‘g‘ri chiziq
bilan kesishishi natijasida hosil gilgan vataming uzunligi topilsin.

16.  ([2])(jc-5)2+y 2- 9=0 aylanaga koordinatalar boshidan
o‘tkazilgan urinmalar tenglamalari tuzilsin.
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17.  ([2])(x-a)2+(y-bf -rlaylana ma(xay0) nugtadan e burchak
ostida ko‘rinsa, shu burchak yarmining sinusi: sinp=-===========
2 fixu-a)2+(y0-b)2
tenglikdan topilishi isbotlansin.
18.  ([2]) (5,0), (4,1) nugtalardan o ‘tuvchi va 3x+4y+34=0
to‘g‘ri chizigga urinuvchi aylana tenglamasi tuzilsin.

Test namunalari

1. x2+/-6x=0 aylananing markazi s, radiusi r ni toping.
a)S(3,0>, r=3

b) .9(0,3), r=4

c)S(-3,0), r=2

d)5(3,0),r=2

2. Quyidagi nuqtalardan gaysi biri x2+ / -1 =0 aylanaga tegishli?

a) S(-i,0)

b) /\3,0)

¢)R(3,i)

d) ¥(-2,0)

3. x2+y2=1aylanaga J1/.40) nugtada o‘tkazilgan urinma
tenglamasi:

a) n=I

b)yA |

c)y=I

d), =-1

4. Radiusi r- 3 markazi 5(3.0) nugtada bo‘lgan aylana tenglamasi:

a) x2+y2- 6x=0

b) x-+y2- 8x=0

c) x2+y2—1=0

d)x2+y2-4x =0

5. nuqgtaning sferik koordinatalarini toping.

a)M(2,],3)

b)M (i,[,J

95



c)md ")
d)M(2,0,~)
6. m ¢ A1) nugtaning silindrik koordinatalarini toping,

a)

om n

d) M(20,

7.Tekislikdagi qutb va dekart koordinatalari orasidagi bog*lanish
ganday formulalar bilan beriladi.

a) x - pcos(p,y =psintp

b) x ~psing?,y —pcosp

C) x=ptg<p,y=petg<p

d) X =sintp,y ~ costp

8. Nugtaning qutb koordinatalari berilgan . Uning dekart
koordinatalari topilsin.

a)(0;6)

b)(3;4)

c) (-2;4)

d)(03)

9. M(0;-4) nugtaning qutb koordinatalari topilsin.

a) (&)

b)(4;f)

c) (1,45°)

d)(4;f)

10. a=5, b-3, R-6 bo‘lsa, markazi koordinata boshida bo'lgan
aylana tenglamasini tuzing.

a)("-5)2+(>>-3)2=36

b)(ar-5)2-(y-3)2=25

C) (x-3)2+(_y-5)2=16

25 9
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11.  x2+y -2ar+6"-15=0 aylananing markazini va radiusini

toping.

a)C(l;-3), R-5

b)C(-1;3), R=5

c)C(2:6), R=25

d)C(-1;-3), R=15

12.  x2+y2+8x~4y-5=0 aylananing markazini va radiusini

toping.

a)C(-4;2), R=5

b)C(-4;4), R=5

c)C(8;-2), R=25

d)(’(-4;4), R 25

13 <t/ iz1-2(x+y+z) =22 tenglama ganday sirtni tasvirlaydi?
a) Sfera

b)Gipcrbolik paraboloid

c)Ikki pallali giperboloid

d)Ellipsoid

14. Quyidagi sfera markazining koordinatalari va radiusi

aniglansin. *2+/ +z22- bx+y-6z~0

a)C(6;-2;3), R=7

b)C(-6;-2;-3), N=7

c)C(-6;-2;3), R=49

d)C(6;-2;-3), R=14

15.  **y + =r' sferaga MOxayQz,,) nugtada o‘tkazilgan urinma

tekislik tenglamasini ko‘rsating.

biri

&) LL+yy0+zz0-r 2)
b) xx0+»m,+z,+r2=0
c).a0-W,-2z0-r2=0
d)(M-")+0"-%)+(z- 2)-,2=0
A(3;0;4), B(3;5;0), C(3;4;4), D(5;4;6) nugtalaming gaysi
(jc- D2+0m222+0 - )2=49 sferaning ichida yotadi?

a)A(3;0;4)
b)B(3;5;0)
c)C(3:4;4)
dh)(5;4;6)
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7-8. Ikkinctii tartibli sirtlarning umumiy nazariyasi

Reja:
1 Ellipsoid
2. Giperboloidlar
3. Paraboloidlar
4. Chizigli sirtlar
1°. Ellipsoid4

Fazoda dekart koordinatalari sistemasi kiritilgan bo‘lib, unda
ikkinchi darajali F{x,y,z) ko‘phad yordamida berilgan
Fxy2)=0 (1)
tenglamani garaylik. Fazoda koordinatalari (1) tenglamani
ganoatlantiruvchi nuqgtalar to‘plami ikkinchi tartibli sirt deb ataladi.
Ta 'rif-1. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart
koordinatalari sistemasida

Ko Tinishdayozish mumkin bo ‘Isa , n ellipsoid deb ataladi.Bu
tenglamada a>b>c>0 munosabat bajarilishi talab gilinadi.

Ellipsoid tenglamasidan ko‘rinib turibdiki, u koordinata o‘qglariga
nisbatan

simmetrik joylashgan, koordinata boshi esa uning simmetriya
markazidir.

Ellipsoidning shaklini chizish uchun uning koordinata
tekisliklariga parallel tekisliklar bilan kesimini qaraymiz.Masalan,uni
z =h tenglama bilan aniglangan tekislik bilan kessak, \h\<c bo‘lganda

kesimda

tenglama bilan aniglanuvchi ellips hosil bo‘ladi.Bu tenglamani

X V

=1

14[1,103-105 pages)
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ko‘rinishda yozish mumkin.

Xuddi shunday, ellipsoidni Oxz,Oyz tekisliklariga parallel
tekisiikiar bilan bilan kessak, kesimda ellipslar hosil bo‘ladi.
Yugoridagilarni hisobga olib,ellipsoidni chizmada tasvirlashimiz
mumkin.

Chizma-1
Ta’rif-2. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart
koordinatalari sistemasida

ko‘rinishda yozish mumkin boisa , u ikki pallali giperboloid deb
ataladi.Bu tenglamada a>b>0, ¢ >0 munosabatlar bajarilishi talab
gilinadi.

Ikki pallali giperboloid tenglamasidan ko ‘rish mumkinki,
uchinchi o‘zgaruvchi z<cva z>ctengsizliklami ganoatlantirishi
korak. Demak

ikki pallali giperboloid ikki gismdan iborat va uning nomi
sliakliga mosdir. Agar ikki pallali giperboioidni z =h tenglama bilan
aniglangan tekislik bilan kessak, |Aj>c bo‘lganda kesimda

tenglama bilan aniglanuvchi ellips hosil bo‘ladi.Bu ellipsning
yarim o‘glari mos ravishda

kattaliklarga tengdir.
Agar ikki pallali giperboioidni y =h tenglama bilan aniglangan
tekislik bilan kessak, har ganday h uchun kesimda
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tenglama bilan aniglanuvchi giperbola hosil bo‘ladi. Bu
giperbolaning yarim o‘glari mos ravishda

kattaliklarga tengdir.

Xuddi shunday ikki pallali giperboloidni x-h tenglama bilan
aniglangan tekislik bilan kessak, har ganday h uchun kesimda

tenglama bilan aniglanuvchi giperbola hosil bo‘ladi. Bu
giperbolaning yarim o‘glari mos ravishda

kattaliklarga tengdir.

Bundan tashqgari (3) tenglamadan ko‘rish mumkinki, giperboloid
koordinata tekisliklariga nisbatan simmetrik joylashgan,koordinata

boshi esa uning simmetriya markazi bo'ladi.Bulami hisobga olib, uni
chizmada tasvirlashimiz mumkin.

Chizma-2. Ikki pallali giperboloid

Ta’rif-3. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart
koordinatalari sistemasida
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()

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa , u bir pallali giperboloid deb
ataladi.Bu tenglamada a>b>0, ¢>0 munosabatlar bajarilishi talab
gilinadi.

Bir pallali giperboloidning tenglamasidan ko'rish mumkinki, u
koordinata tekisliklariga nisbatan simmetrik joylashgan, koordinata
boshi esa uning simmetriya markazi bo‘ladi. Bir pallali giperboloidni
z-h tenglama bilan aniglangan tekislik bilan kessak, har ganday h
uchun kesimda

tenglama bilan aniglanuvchi ellips hosil bo‘ladi. Bu ellipsning
yarim o‘glari mos ravishda

kattaliklarga tengdir.Agar h=0 bo‘lsa, kesimda eng kichkina
ellips hosil bo‘ladi. Bu ellips bir pallali giperboloidning bo‘g‘zi deb
ataladi.
Bir pallali giperboloidni x =h, y =/itenglama bilan aniglangan
tekisliklar bilan kessak, mos ravishda |Aj<a va |A|<6bo‘lganda
kesimda

tenglamalar bilan aniglanuvchi giperbolalar hosil bo‘ladi.Bu
giperbolalardan birinchisining yarim o‘glari mos ravishda

kattaliklarga tengdir. Agar LW=a yoki |/z| = b bo‘lsa,
kesimda mos ravishda

tenglamalar bilan aniglanuvchi ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziglar
hosil bo‘ladi. Bu faktlarni hisobga olib, bir pallali giperboloidni
chizmada tasvirlashimiz mumkin
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Ta’rif-4. Sirtning xr an shu sirtda yotuvchi to‘g‘ri
chiziq o‘tsa, bunday sirt chizigli sirt deyiladi.

Sirt chegaralagan bo‘lsa,unda to‘g ‘ri chiziq yotmaydi va shuning
uchun u chizigli sirt bo‘Imaydi. Demak ellipsoid chizigli sirt
boimaydi.

Teorema. Birpallali giperboloid chizigli sirt bo 1ib, uning har bir
nugtasidan giperboloidda yotuvchi ikkita to g i chiziq o tadi.

Paraboloidlar

Ta’rif-5. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart
koordinatalari sistemasida

P 4

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa, u elliptik paraboloid deb
ataladi. Bu tenglamada p, g >0 munosabatlar bajarilishi talab gilinadi.

Elliptik paraboloidning tenglamasidan ko‘rish
mumkinki,koordinata boshi unga tegishli, yOz vaxOz tekisliklari
elliptik paraboloidning

simmetriya tekisliklari boiadi. Elliptik paraboloidni z=h
tenglama bilan aniglangan tekislik bilan kessak, A>Oboiganda
kesimda yarim o‘glari mos ravishdaJ2hp , J2hq kattaliklarga teng
boigan ellips hosil boiadi. Elliptik paraboloidni x=h : y =h
tenglamalar bilan aniglangan tekisiikiar bilan kessak, kesimda fokal
parametrlari mos ravishda p ,q kattaliklarga teng boigan parabolalar



hosil bo‘ladi.Bu parabolalaming uchlari mos ravishda va
2q

h,O,,2 nugtalarda joylashgan. Bu xossalami hisobga olib, elliptik
p

paraboloidni chizmada tasvirlashimiz mumkin.

Ta’nf-6. Ikkinchi tartikH  tf>nfTia™asinj birorta dekart
koordinatalari sistemasida  Chizma-6.
—-— =2 (4)
P 4
ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa, u giperbolik paraboloid deb

aialadi. Bu tenglamada p>0,q>0, munosabatlar bajarilishi talab
gilinadi.

Giperbolik paraboloid ham yoz va xOz tekisliklarlarga nisbatan
simmetrik joylashgandir. Agar giperbolik paraboloidni z-h tenglama
bilan aniglangan tekislik bilan kessak, /?>0bo‘lganda kesimda yarim
o‘glari mos ravishda

“hp,"q

kattaliklarga teng bo‘lgan giperbola hosil boiadi. Agar h<0
boisa, kesimda hagigiy o‘gi Ox o0'qga, mavhum o‘gi Oy o‘qga
parallel va yarim o‘glari mos ravishda V- 2hp Kattaliklarga
teng boigan giperbola paydo boiadi. Kesuvchi tekislik xOy tekisligi
ustma-ust tushsa, kesimda



tenglama bilan aniglanuvchi ikkita kesishuvchi to‘g‘ri hosil
bo‘ladi.

Giperbolik paraboloidni o‘giga parallel tekisliklar bilan kesssak
kesimda parabolalami olamiz.

Chizma-7.
Masalan kesuvchi tekislik jc=/tenglama bilan berilsa,kesimda

fokal parametrlari qga. teng va uchif hS), —

nugtada bo‘lgan parabola
V 2p

hosil boiadi.
ISTeorema-I. Giperbolik paraboloid chiziqli sirt bo flib, uning har
bir nugtasidan paraboloidda yotuvchi ikkita to g i chiziq o ‘tadi.

Isbot. Giperbolik paraboloidga tegishli M (x0,y0,z0) nuqgtadan
o‘tuvchi va

X=x0+11
Y —Yo + ml
z=z0+nt

tenglamalar bilan aniglangan to‘g‘ri chiziq paraboloidda yotishi
uchun

{*oxHL _ =2(z0+1In)
P Q
tenglik parametming har bir giymatida bajarilishi kerak.

Bu tenglikni

151, 3.3.8 proposition]
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ko‘rinishda yozib, undan

/2 m2

tengliklami hosil gilamiz. Bu tengliklardan {I,m,n} yo’nalish
uchun

Il'm:n=-)p:urq: f -u~
YyP  y4)
munosabatni hosil gilamiz. Bu yerda u==1 tenglik bajarilgan.
Demak, giperbolik paraboloidning har bir nugtasidan unda yotuvchi
ikkita to‘g‘ri chiziq o‘tadi. Bu to‘g‘ri chiziglaming parametrik
tenglamalarini
x =x0 +tyjp
Y = Yo +n4y 5)

Z —7Zn+< Yo

IP

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu parametrik tenglamalarda

*0 u Yoe * Q0

\fp

munosabat bajarilsa,

SIL AQY
v P nis
,Ip a .
boMganda (5) to‘g‘ri chiziglar z=0 tekislikni kesib o‘tadi. Bu
tekislikda
Xij=X~ =0va 2= +2% (6)
\P Ad VP
tenglamalar bilan aniglanuvchi to‘g‘ri chiziglar ham yotadi.
Demak (5) to‘g‘ri chiziq (6) to‘g‘ri chiziglaming bittasini kesib o‘tadi.
Buni aniglash uchun
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(5) ifodalami (6) tenglamalarga qo ‘ysak
XO+tN\Jp +uYo+ui\dy

slp W p
tenglikni olamiz. Demak (5) to‘g‘ri chiziq

+ |+2r,=0

Sf=+«-f=0 (7)
\P g
to‘g‘ri chizigni kesib o‘tadi. Bu to‘g‘ri chizigning parametrik
tenglamalarini

X=TXp
—co< < +00
y =-mdq
ko‘rinishda yozish mumkin. Yuqoridagi (5) va (7) to‘gri
chiziglaming kesishish (0 +txip , yo+ ut},[q) nuqtada kesishadi va bu

nuqgtaga parametming

*0+<IVP _*o 1
M- = =1=+1-=
VP VP 2

giymati mos keladi.
Agar t =t-tx belgilashni kiritib, (5) to‘g‘ri chizigning
parametrik tenglamalarini
X=4 Hlsfp =(*0O+NVp)+ (‘- i)Ip =("+riyjp
y =y0+tujg=(yOo+tlujg)+ u(t-tI\[q =u(t’- Tyyiq

z=zn+ t-uIf =L -U*L =2tT
th Jq _{U'{FFLJ %rq o

ko‘rinishda yozish mumkin.

Agar -~L-m™L =0 boisa, giperbolik paraboloidning (4)
VP V?
tenglamasidan zO=0 tenglik kelib chigadi. Demak, bu holda (5)

to‘g'ri chiziqg z=0 tekislikda yotadi.

Misollar

1 [2]. Markazi C(a,b,c) nuqgtadagi, r radiusli sfera tenglamasi

quyidagi ko‘rinishga ega:

(x-a)2+ (y-b)2+ (z-cf =r2
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Bu tenglama sferaning normal tenglamasi deyiladi. Agar sfera
markazi koordinatalar boshi bilan ustma-ust tushsa, normal tenglama

quyidagi
X2—l'—y2—|122 = I’2
ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Ax +Ay2+Az +2Bx +2Cy +2Dz +E —O0

tenglama
ApOB2+C2+D2AE> 0
; B C D . L
shartda markazi (—A, A AT ) nuqgtadagi va radiusi r
e ~A- gateng bo‘lgan aylanani aniqglaydi.

M nugtaning radiusi r, markazi C nuqgtada bo‘lgan sferaga
nisbatan darajasi deb
u=4 -r2
songa aytiladi. Bu yerda d =MC son M nuqgtadan C markazgacha
bo'lgan masofa.

Agar M nugta sfera tashqarisida yotsa, bu nugtaning sferaga
nisbatan darajasi musbat sondir. Bu son M nuqgtadan sferaga
o‘tkazilgan urinma uzunligining kvadratiga teng. Agar M nuqta sfera
ichida yotsa, bu nugtaning sferaga nisbatan darajasi manfiy son
bo‘ladi va absolut giymati bo‘yicha MP-MQ ko‘paytmaga teng. MP,
MQ kesmalar M nugtadan o‘tuvchi ixtiyoriy vatar boiaklarining
uzunliklariga teng.

Agar M nuqgta sferada yotsa, bu nuqgtaning sferaga nisbatan
darajasi nolga teng. M(x,y,z) nuqtaning markazi C(a,b,c) nuqgtada
yotuvchi va radiusi r ga teng sferaga nisbatan darajasi

n = (x-a)2 + (y-b)2 + (z-c)2—2
formuladan aniqglanadi.

Konsentrik boimagan ikkita sferalarga nisbatan teng darajali
nugtalaming geometrik o‘mi tekislikdan iborat. Bu tekislik ikkita
sferaning radikal tekisligi deyiladi. Agar sferalar kesishsa, radikal
tekislik ulaming umumiy aylanasi orgali o‘tadi.

Ikkita sfera tenglamalarini garaylik:

(x-a,)2+ (y-b,)2+ (z-c,)2- v2=0Q
(x-az)2 + (y-b3 2+ (z-cj)2-r2=0
va ulaming chap tomonlarini uj, u2deb belgilaylik.
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I/Uj + 122 = 0 tenglama I/, 12 sonlar bir vaqtda nolga teng
boMmagan holda sfera yoki tekislikni aniglaydi. Agar sferalar
kesishsa, bu tenglama ulaming umumiy aylanasidan o‘tadigan sferani
yoki tekislikni ifoda etadi. m = u2 tenglama radikal tekislikni
aniqglaydi.

2.[2j. Quyidagi sfera markazining koordinatalari va radiusi
aniglansin.

1) X +y2+z2-12xr 4y-6z O,
2) X2+y2+22+8x=0,
3)X2 iny2+z2-2x+y-6z-22- O,
4) X +y2+z22-62-7=0.
3. [2]. Quyidagi aylana markazining koordinatalari va radiusi
aniglansin.
X2 +y2+472-12x+4y-6z+24=0
2X+2y+z+1=0
4. [2]. Quyidagi aylananing markazi aniglansin.
X2+y2+72=R2,Ax+By+Cz+D=0
5.[2].A(3;0;4), B(3;5;0),C(3;4;4),D(5;4;6) nuqtalaming X
1) 2+(y+2) 2+(z-1) 2=49 sferaga nisbatan vaziyati aniglansin.
6.[2}. Quyidagi tekistliklaming ushbu (x-1)2+(y-2) 2-Hz-4) 2=25
sferaga nisbatan vaziyati aniglansin.
1) 2x+2y+z+2=0,
2) 2x+2y+z+5=0,
3) 2x+2y+z+11=0.
0 ‘glari koordinata o‘glaridan iborat bo‘lgan va,
X2+y2+72=9, z=x aylanadan hamda M(3, 1, 1) nugtadan o‘tgan
ellipsoid tenglamasi tuzilsin.

8121 X + 12+15 e™Pso'dning M(3,2,5) nuqtasidagi urinma

tekisligi tenglamasi tuzilsin.

9.]2]. *Ax+By+Cz+D-0 tekislikning 3 b ¢ - =1
ellipsoidga urinishi uchun zaruriy va yetarli shart topilsin.
10[2]. .*Ax+By+Cz+D=0 tekislikning ;\ i o = 1

ellipsoid bilan kesishishi uchun ganday shartning bajarilishi zarur va
yetarli?
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Test namunalari

1 :%+b—2+c72:1 tenglama bilan berilgan sirtning x=2a tekislik

bilan kesimida ganday chiziq hosil bo‘ladi?
a) o
b) Ellips
c) To‘g‘ri chiziq
d) parabola
2. z_|2+gz =2z tenglama bilan berilgan sirtni gaysi tekislik bilan

kesimida parabola hosil bo‘ladi?
a) *=2a
b) z =2a
C) z=a
d) Ushbu sirt kesimida parabola hosil boMmaydi

3. ¥ V2= sirtni qaysi tekislik bilan kesimida ellips hosil
a‘ b

bo‘ladi?
a) z—2
b) x=2a
c) y=b
d) Ushbu sirt kesimida ellips hosil bo‘lImaydi
;—(ﬁ—’ﬁ/:zr sirtni gaysi tekislik bilari kesimida giperbola hosil

bo‘ladi?
a) 2=2
b) x=2a
C) y=b
d) Ushbu sirt kesimida giperbola hosil bo‘lmaydi
5. :—r~fé§/:22 sirtning z=2 tekislik bilan kesimida ganday chiziq

hosil bo‘ladi?
a) giperbola
b) Ellips
c) To‘g‘ri chizig
d) Parabola
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6. Z(——t))( =27sirtning y—b tekislik bilan kesimida gqanday chiziq
hosil bo‘ladi?

a) Parabola

b) giperbola

c) Ellips

d) To‘g‘ri chiziq

7. Sferani markazidan o‘tuvchi tekislik bilan kesganda ... hosil
bo‘ladi.

a) Aylana

b) Ellips

¢) Nuqgta

d) To‘g‘ri chiziq

8. Sferani markazidan o‘tuvchi tekislik bilam kesganda hosil
bo‘lgan aylananing radiusi ...

a) berilgan sfera radiusiga teng

b) berilgan sfera radiusidan ikki barobar katta

c) berilgan sfera radiusining yarmiga teng

d) aniglab bo‘lmaydi

9. Giperbola quyidagi sirtning kesimidir:

a) konus, bir pallali giperboloid, konus,

b) ellipsoid,bir pallali giperboloid,

c) elliptik paraboloid

d) doiraviy silind, konus

10.Parabola quyidagi sirtning kesimidir:

a) konus, elliptik paraboloid

b) konus, ellipsoid

c) bir pallali giperboloid, elliptik paraboloid

d) doiraviy silind, konus

11.Ellips quyidagi sirtning kesimidir:

a) konus, ellipsoid

b) Silind, giperbolik paraboloid

¢) Konus, parabolik silindr

d) Parabolik silindr, ellipsoid

12.Elliptik paraboloidning tekis kesimlarida gqanday chiziglar
hosil bo'ladi?

a) ellips va parabola

110



b) ellips va giperbola

c) giperbola va parabola

d) parabola

13.Doiraviy silindming tekis kesimlari nimalardan iborat? 1
aylana, 2. Ellips, 3. Parabola, 4. Ikkita parallel to‘g‘ri chiziq, 5.to‘g‘ri
chiziq

a) 1,245

b) 1,234

c) 1345

d) 2,345

14.Giperbolik paraboloidning tekis kesimlari nimalardan iborat?
1 giperbola, 2. Ellips, 3. Parabola, 4. Ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziq,
5.to‘g‘ri chiziq

a) 1,34

b) 123

c) 345

d) 145

15.Bir pallali giperboloidning tekis kesimlari nimalardan iborat?
1 giperbola, 2. Ellips, 3. Parabola, 4. Ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziq,
5.to‘g‘ri chiziq

a) 124

b) 123

c) 345

d) 145

8-8. Ikkinchi tartibli konus kesimlarining umumiy nazariyasi
(Ellips, giperbola va parabolaning kanonik tenglamalari)

Reja:

1 Konus va uning kesimlari

2. Parabola

3. Ellips

4. Giperbola

Konus va uning kesimlaril®

Ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini biror dekart
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koordinatalari sistemasida

ko'rinishda yozish mumkin bo‘lsa , u konus deb ataladi.Bu
tenglamada a>b=>0, c=>0 munosabatlar bajarilishi talab gilinadi.

Konus tenglamasidan ko‘rinib turibdiki,u koordinata tekisliklariga
nisbatan simmetrik joylashgan, koordinata boshi esa uning simmetriya
markazidir.Bundan tashqari,agar M 0{x0, y0, z0) nuqta konusga tegishli
bo‘lsa, 0(0,0,0) vaMQXx0,yo0,z0) nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri
chiziqdagi har bir nugta konusga tegishlidir. Hagigatan ham, bu to‘g‘ri
chizigqa tegishli nugta (txa,ty0,tzQ) ko‘rinishga ega va bevosita

2f
w2 2 2

tenglikni tekshirib ko‘rish mumkin.

Konusning har bir yasovchisi bu ellipsni bir marta ( fagat bitta
nuqgtada) kesib o‘tadi. Konusda yotuvchi va bu xossaga ega bo‘lgan
chiziglar ~ konusning yasovchisi deyiladi. Bu ellipslaming
markazlaridan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig konusning o‘qi deyiladi.

Yuqoridagi kanonik tenglamada konushing o‘gi 0z o‘qi bilan
ustma-ust tushadi. Koordinata boshi ham konusga tegishli, konusning
hamma yasovchilari bu nuqgtadan o‘tadi. Konusning hamma
yasovchilari o‘tuvchi nugta uning uchi deb ataladi.

Ta’rif-4. Konusni uning uchidan o‘tmaydigan tekisliklar bilan
kesish natijasida hosil bo‘lgan chiziglar konus kesimlar deyiladi.
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Teorema-2. Aylanadan boshga hamma konus kesimlar
tekislikda berilgan nuqgtagacha bo‘lgan masofasining berilgan to‘g‘ri
chiziggacha bo‘lgan masofasiga nisbati o‘zgarmas bo‘lgan
nugtalarning geometrik o‘midir.

Isbot. Konusni atekislik bilan kesganimizda hosil bo‘lgan
chizigni v bilan belgilaylik. Konusga ichki chizilgan va a tekislikka
urinuvchi sferanining tekislik blan kesishish nuqtasini F bilan
belgilaymiz. Ichki chizilgan sfera konusga aylana bo‘ylab urinadi. Bu
aylana yotuvchi tekislikni m bilan belgilaymiz. Konus kesimga
tegishli ixtiyoriy M nugta olib, undan o‘tuvchi yasovchi bilan a
tekisiikning kesishish nuqtasini B bilan belgilaymiz. Konus kesimga
tegishli M nuqgtadan a va ai tekisliklar kesishishidan hosil bo‘lgan S
to‘g‘ri chiziqga perpendikulyar o‘tkazamiz. Sferaga M nuqgtadan
o'tkazilgan urinmalar kesmalari bo‘lgani uchun FM=BM tenglik
o‘rinli bo‘ladi. Berilgan M nugtadan o tekislikgacha boigan

masofani h(M) bilan belgilasak, AM =~—" BM - — tengliklar
s sin(®

o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda < -a va mtekisliklar orasidagi burchak, -
konus yasovchis va a tekislik orasidagi burchak, A nuqta esa M
nugtadan 8 to‘g‘ri chizigga tushirilgan perpendikulyar asosidir.
Yuqgoridagi tengliklardan

FM BM 4>

AM  AM sin™

munosabatni olamiz. Bu munosabatdan ko‘rinib turibdiki,

nisbat M nuqgtaga bog‘lik emas. Teorema isbotlandi.

Konus kesim uchun F nuqgta uning fokusi S to‘g‘ri  chiziq
esa direktrisa deyiladi. Yuqoridagi nisbat 1 dan Kichik yoki teng
bo‘lganda konus kesimning hamma nugqtalari fokus bilan birgalikda
direktrisaning bir tarafida yotadi. Haqgigatdan ham direktrisaning
boshqga tarafida yotuvchi M' nugta uchun

FXf BM' 7,

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Agar yuqoridagi nisbat 1 dan katta

bo‘lsa, direktrisaning har ikkala tarafida konus kesimga tegishli
nugtalar bor. Demak, bu holda konus kesim ikki gismdan iborat.
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Biz bilamizki, agar e<\ bo‘lsa konus kesim ellips boiadi. Agar
e=| boisa, konus kesim parabola boiadi. Konus kesim uchun e>\
boisa, u giperbola boiadi.

Konusni z-h tenglama bilan aniglanuvchi tekislik bilan kessak ,

kesimda yarim o‘glari mos ravishda -\h\, N\ Kkattaliklarga teng
c c

boigan ellips hosil boiadi. Agar biz konusni x=h, y =h tenglamalar

bilan aniglangan tekisiikiar bilan kessak, kesimda yarim o‘glari mos
ravishda

fWva~m,

kattaliklarga teng boigan giperbolalar hosil boiadi.
Konus kesimda parabola hosil boiishini ko‘rsatish uchun, uni

£
z=;x+h,h*0 tenglama bilan aniglanuvchi tekislik bilan kesamiz.

Natijada kesimda

2 2 f-X+h
. L =o
a2 b2 c2

tenglama bilan aniglanuvchi ikkinchi tartibli chizigni hosil
gilamiz. Koordinatalar sistemasini almashtirish yordamida bu

tenglamani
,2Bhe2( ;. e

ac v 2c

ko‘rinishga keltirsak, uning parabola ekaniigini ko‘ramiz.
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PARABOLA

Tekislikda biror dekart koordinatalar sistemasida

a, X2+2anxy +a2y 2+2aux+2any +avb=0 (1)
tenglama berilgan bo‘lsin. Bu yerda an,au,a2
koyeffitsiyentlaming kamida bittasi noldan farqli bo‘lishi lozim. Bu
shartni an2+al2+a2 >0 ko‘rinishda yozish mumkin.

Ta’rif. Tekislikda koordinatalari (1) tenglamani ganoatlantiruvchi
nugtalar to‘plami ikkinchi tartibli chiziq deyiladi.

Misollar. Tekislikda koordinatalari  x1-vy2=0tenglamani
ganoatlantiruvchi nuqgtalar to‘plami fagat bitta nugtadan iborat.

2) Tekislikda koordinatalari x2-y2=0 tenglamani
ganoatlantiruvchi nuqgtalar to‘plami ikkita to‘g‘ri chizigdan iborat.

3) Tekislikda koordinatalari xy-1=0 tenglamani
ganoatlantiruvchi nuqgtalar to‘plami ikki gismdan iborat va maktab
kursidan ma’lumki, u giperbola deb ataldi.

Ta’rif-2.  lkkinchi tartibli  chiziq
tenglamasini biror dekart koordinatalar
sistemasida

y2=2px, p=>0 2)

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa, u
parabola deb ataladi. Tenglamadagi p soni
parabola parametri deyiladi.

Misol. Siz maktab kursidan y=x2

tenglama bilan berilgan parabolani yaxshi
bilasiz. Bu tenglamani kanonik ko‘rinishga
keltirish uchun
X =y,y =X

almashtirish bajaramiz. Natijada y 2=2-~x" tenglamani hosil

gilamiz. Bu yerda p =*.

Tenglarnadan ko‘rinib turibdiki, agar(x,v) koordinatali nuqgta
parabolga tegishli boTsa, (X,-y) nuqta ham parabolaga tegishli

bo‘ladi. Demak parabola Ox o‘giga nisbatan simmetrik joylashgandir.
Bundan tashqari koordinata boshi parabolaga tegishli,x manfiy
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giymatlami qabul gilmaganligi uchun parabola Oy o‘gining o‘ng
tomonida joylashgan. Bu muloha/.alardan foydalanib biz chizmada
parabolani quyidagi ko‘rinishda tasvirlashimiz mumkin.

Tekislikda x+~ =0 tenglama bilan berilgan to‘gri chiziq

parabolaning direktisasi, nugta esa uning fokusi deb ataladi.

Parabola xossalari:

1° . Parabolaning ixtiyoriy nuqtasidan direktisagacha bo‘lgan
masofa fokusgacha bo‘lgan masofaga tengdir.

Parabola nugtasidan nugtagacha boigan masofani r

bilan, direktisagacha boigan masofani dbilan belgilab r-d
tenglikni isbotlaymiz.

ifodada y2=Ipx tenglikdan foydalansak va i=0 munosabatni
hisobga olsak

formulani hosil gilamiz.
Direktrisagacha boigan masofani hisoblash uchun nugtadan
to‘g‘ri chiziggacha boigan masofa formulasidan foydalanib

tenglikni hosil gilamiz.
2°. Parabolaning geometrik aniglanishi.
Berilgan to‘gri chiziq va unda yotmaydigan nuqgtadan bir xil
uzoglikdajoylashgan nugtalar to‘plami paraboladir.

Tekislikda | to‘g‘ri chizig va unga tegishli boimaganF nuqgta
berilgan boisin. Berilgan F nugtadan ~o‘g‘ri chiziggacha boigan
masofanipbilan belgilab va Fnugtadan | to‘g‘ri chizigga
perpendikulyar ravishda o‘tuvchi to‘g‘ri chizigni abssissa 0‘qi sifatida
olib koordinatalar sistemasini kiritamiz. Abssissa 0'gining musbat
yo‘nalishi“to‘g‘ri chizigdan Anuqgta tarafga yo‘nalgan, koordinata



boshinif to‘g‘ri chiziqg va F nuqgta o'rtasiga quyidagi chizmadagi kabi
joylashtiramiz. Ordinata o‘qi esa ( to‘g‘ri chizigga paralleldir.

Natijada/ to‘g‘ri chiziq: x+~ =0 tenglamaga, Fnuqta esa™-£,0j

koordinatalarga ega bo‘ladi.Tekislikning M(x,y) nuqtasidan ( to‘g‘ri
chiziggacha bo‘lgan masofaning shu nugtadan F nugtagacha bo‘lgan
masofaga tengligidan
y2=2px
tenglamani hosil gilamiz.

\%

ELLIPS

Ta’rif-3. Ikkinchi tartibli chiziq tenglamasini birorta Oxy dekart
koordinata sistemasida

ko'rinishida yozish mumkin bo‘lsa, u ellips deb ataladi. Bu yerda
koeffitsiyentlar a>b>Qmunosabatni ganoatlantiradi.

Bu tenglamani o‘rganish natijasida ellipsni chizamiz va uning
xossalarini keltirib chigaramiz. Tenglamadan ko‘rinib turibdiki, X,y
o‘zgaruvchilar -a<x<a, ~b<x<b tengsizliklami ganoatlantiradi.
Abssissa o‘gida yotuvchi Fx-c, 0), F2c, 0) nuqtalar ellipsning

fokuslari, xx—=0 tenglamalar bilan aniglanuvchi to‘g‘ri chiziglar
e

ellipsning direktrisalari deb ataladi. Bu yerda c="a2-b2, eza

bo‘lib, e soni ellipsning yekssentrisiteti deyiladi. Tenglamadan
ko‘rinib turibdiki, ellips koordinata o‘glariga nisbatan simmetrik
joylashgan bo‘lib, koordinata boshi uning simmetriya markazidir.
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Ellips xossalari:

1 Ellipsning ixtiyoriy nugtasidan uning fokuslarigacha bo‘lgar
masofalar yig ‘indisi o‘zgarmas va 2a ga tengdir.

Bu xossa bevosita hisoblash yordamida r,+r2=2a tenglikni
tekshirish yordamida isbotlanadi.

2. Ellipsning ixtiyoriy nunuwawan uning fokuslarigacha boigan
masofalaming mos direktrisalargacha boigan masofalarga nisbati
O0‘zgarmas va e soniga tengdir.

Bu xossa bevosita i =ZL =e tenglikni tekshirish yordamida
d, d.
isbotlanadi.
- V(jc+cf +y2-J\x2+c2+2xc +b° X2p2
a
2 XZ)2+2aex+a 1zH 2 J+2aex +a -WXe+a
V a
a_a Yetdg
di=—X— =x+—
e e e dx

2. Ellipsning geometrik aniglanishi.

Tekislikda ikkita nugta berilgan boisa, bu nuqgtalargacha boigan
masofalarining  yigindisi o‘zgarmas songa teng boiadigan
nugtalaming geometrik o‘mi ellips boiadi.

Isbot. Tekislikda FtF2nuqtalar berilgan.Biz tekislikning

nugtasidan bu nugtalargacha boigan masofalarni mos ravishda rt,r2
ko‘rinishda belgilab,
rx+r2=const —2a
tenglikni ganoatlantimvchi nuqtalarinng geometrik o‘mini
aniglashimiz kerak. Berilgan nuqtalar orasidagi masofani 2c bilan
belgilasak, rx+r2>2a tengsizlikdan a>c munosabat kelib chigadi.
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Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini quyidagicha
kiritamiz.Berilgan Fr,F2 nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigni abssissa
o‘gi sifatida olamiz, unda musbat yo‘nalish F{nuqgtadanFr2 nuqtaga
garab yo‘nalgan bo‘ladi. Koordinata boshini /<jf2nuqgtalarning
o‘rtasiga joylashtirib, ordinata o‘qi sifatida abssissa o‘qiga
perpendikulyar ixtiyoriy o‘gni olamiz. Masofalar uchun
r,=fix +cf +Y2 , r2=nl{x"c)2+y2
ifodalami yuqoridagi tenglikga qo‘yib,
fix +cf +¥Y2=2a- fix-cf +y2

tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikning ikkala tomonini kvadratga
oshirib,

hadlami ixchamlashtirib va yana bir marta kvadratga oshirib

tenglamani hosil gilamiz. Bu yerda b2=a2-c2 belgilash
kiritilgan.

3. Bizga / to‘g‘ri chizig va unga tegishli bo‘lmagan nuqgta r
berilgan bo‘lsa, tekislikda berilgan nuqgtagacha bo‘lgan masofasining
berilgan to‘g‘ri chiziqgacha bo‘lgan masofasiga nisbati o‘zgarmas
birdan Kkichik e soniga teng boMgan nuqgtalaming geometrik o‘mi
ellips bo‘ladi.

Bu faktni isbotlash uchun berilgan F nugtadan to‘g‘ri chizigga
perpendikulyar to‘g‘ri chiziq o‘tkazib, uni abssissa o‘qi sifatida
olamiz. Natijada abssissa o'qini F nuqgta ikki gismga ajratadi. Berilgan
F nugtadan to‘g‘ri chiziggacha boMgan masofaning e soniga
ko‘paytmasini pbiian belgilab, quyidagi tengliklar bilan

a=—— va c=ea, b=4al-c2
1—e

a , b, ¢ sonlami kiritamiz.Koordinata boshini abssissa 0‘qgining
/ to‘g‘ri chizigni kesmaydigan gismida F nuqtadan ¢ birlik masofada
joylashtiramiz. Natijada koordinata boshidan / to‘g‘ri chiziggacha
boMgan masofa
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kattalikka teng bo‘ladi. Bu yerda p, bilan F nugtadan /to‘g‘ri

chiziggacha boigan masofa belgiiangan. Demak | to‘g‘ri chiziq
tenglamasi

X-—=0
e

ko‘rinishda boiadi. Ikkinchi koordinata o‘qini | to‘g‘ri chiziqga
parallel o‘tkazib, tekisiikningnuqgtasidan F nuqgtagacha boigan

masofani r bilan, /to‘g‘ri chiziggacha boigan masofaga ibilan
belgilasak, r-ed tenglikdan

al bl
tenglamani olamiz.

GIPERBOLA

Ta’rif-4. Ikkinchi tartibli chizig tenglamasini birorta Oxy Dekart
koordinata sistemasida

a Wo =1 4
ko'rinishida ifodalash mumkin boisa, bu chiziqg giperbola deb
ataladi. Bu yerda koeffitsiyentlar a> b > 0munosabatni ganoatlantiradi.
Giperbola tenglamasini tekshirish natijasida quyidagilami olamiz:
1) X,y o‘zgaruvchilar  \x\>a, -00<><00 tengsizliklami

ganoatlantiradi. Absissa o‘gidagi Fx-c, 0), F2(c, 0) nugtalar

giperbolaning fokuslari, x+-=Q tenglamalar bilan aniglanuvchi
e

to‘g‘ri chiziglar giperbolaning direktrisalari deyiladi.Bu yerda

c=-la2+b*, e=—=>1 boiib, e soni giperbolaning yekssentrisiteti
a

deyiladi.

2) Tenglamada x,y o‘zgaruvchilaming fagat ikkinchi darajalari
gatnashganligi uchun giperbola koordinata o‘glariga nisbatan
simmetrik joylashgandir. Bundan tashgari koordinata boshi
giperbolaning simmetriya markazidir.
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3.Tekislikda ikkita nugta berilgan bo‘lsa, bu nugtalargacha
bo‘lgan masofalarni ayirmasining moduli o‘zgarmas songa teng
boMadigan nuqgtalaming geometrik o‘mi giperbola boMadi. Tekislikda
[\ F2 nugtalar berilgan. Biz tekisiikning nuqgtasidan bu nuqtalargacha
bo‘lgan masofalarni mos ravishda r,,r2 ko‘rinishda belgilab

N —f2\=2a

tenglikni ganoatlantiruvchi nuqtalar to‘plami giperbola ekanligini
isbotlaymiz. Berilgan nuqtalar orasidagi masofani 2c¢ bilan
belgilaymiz va tekislikda dekart koordinatalar sistemasini quyidagicha
kiritamiz. BerilganF,,F2nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigni abssissa
o‘qi sifatida olamiz, unda musbat yo'nalish Fx nugtadanF2 nuqtaga
garab yo‘nalgan. Koordinata boshini FxF2nuqgtalaming o‘rtasiga
joylashtirib, ordinata o‘qgi sifatida abssissa o‘giga perpendikulyar
ixtiyoriy o‘gni oiamiz. Masofalar uchun

r =t](ex+af ,r2=J(ex -of
ifodalami yuqoridagi tenglikga qo‘yib
ANx+cf +y2 - +y2 =2a

tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikni kvadratga oshirib va zaruriy

algebraik almashtirishlami bajarib

N\ 1
a2 b2 -
munosabatni olamiz. Bu yerda b2 =c2- a2 belgilash kiritilgan.
. x1 y2 z2 . . S
Misol. ~ +° — =0 konusni qaysi tekislik bilan kesganda

kesimda parabola paydo bo‘ladi?
Yechish. Konus kesimda parabola hosil boiishini ko‘rsatish
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Q
uchun, uni z=-x +h,h* 0 tenglama bilan aniglanuvchi tekislik bilan
a

kesamiz. Natijada kesimda

tenglama bilan aniglanuvchi ikkinchi tartibli chizigni hosil
qilamiz.
Koordinatalar sistemasini almashtirish yordamida bu tenglamani

ko‘rinishga keltirsak, uning parabola ekaniigini ko‘ramiz.
Darsda yechiladigan misollar

1 ([2])-* (0,-2,2) (-1,0,0) nugtalardan va x2+y 2-22=0 konusni
parabola bo‘yicha kesuvchi tekislik tenglamasi tuzilsin.

2> ([2]) *(0,-2,2) (-1,0,0) nugtalardan va x2+y222=0 konusni
ellips bo‘yicha kesib o'tadigan barcha tekisiikiar topilsin.

3. ([2]) 2x~2y-z to‘g‘ri chiziq orqgali 4x2-y i-2=0 sirtni teng
tomonli giperbola bo‘yicha kesuvchi tekislik o‘tkazilsin.

4. ([2])* x2+2z2-2x~0 sirtning z-y=0 tekislikka parallel
tekisiikiar bilan kesishishidan hosil boigan parabolalarning o‘glari
yotuvchi tekislik tenglamasi tuzilsin.

5 (2] Elliptik paraboloidni aylanalar bo‘yicha kesuvchi,
o‘zgarmas radiusli sferalar markazlarining geometrik o‘rni topilsin.

6. ([2]) (0,1,1) nugtadan o‘tgan silindr o‘zaro perpendikular
tekisliklarda doiraviy kesimlarga ega. Bu kesimlardan biri x2+y2-1=0,
z=0 tenglamalar bilan aniglanadi. Silindr tenglamasi tuzilsin.

7. ([2])* x2+y2+4z2-1=0 ellipsoid bilanx+v+2z=0 tekislikning
kesishishidan hosil boigan ellips yarim o'qlaming uzunliklari
topilsin.

8. ([2-\)x-y~0 tekislik 2y2+z2-2x~0 paraboloidni aylana bo‘yicha
kesishishini isbotlang va bu aylana radiusini toping.

9. ([2])' x2+2y2+z2+Axy-2xz-4yz+2x-62=0, x-z () parabolaning
parametri topilsin.
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10. ([2%) Ax IBY+Cz+D=0 (A2+B2+C2=1) tekislik bilan 4+ '

2
+~, =1 ellipsoidning kesishishidan hosil bo‘lgan chizigning affm

lurini aniglang.
S 7 - o

11. ([2]) by —E—, o =0 konusni teng tomonli giperbolaga
bo'yicha kesuvchi tekisliklar topilsin.

12. ([2,) Ikkinchi tartibli ikkita sirtning kesimi ikkinchi tartibli
chiziglarini o‘z ichiga olsa, bu ikkala sirt uchun umumiy bo‘lgan
golgan nuqtalar to‘plami (agar u bo‘sh bo‘lmasa) ham ikkinchi tartibli
chiziq bo‘lishi isbotlansin.

13. ([2]) Ikkinchi tartibli ikki chizig orqali ikkinchi tartibli sirtni
o‘tkazish uchun bu chiziglar ikkita umumiy nuqtaga ega bo‘lishi zarur
va yetarli umumiy nuqtalar xos va xosmas, haqiqiy yoki mavhum,
turli va ustma-ust tushuvchi bo‘lishi mumkin).

14. ([2]) Ikkinchi tartibli uchta chiziq tekisliklari umumiy to‘g‘ri
chizigga ega bo‘Imasin. Bu tekisliklar juft-jufti bilan ikkita umumiy
nugtaga ega bo‘Isin va bu nugtalaming hech biri bir vagtda uchchala
chizigqa tegishli bo‘Imasin. Bu uchta chiziq orqgali ikkinchi tartibli sirt
o‘tkazish mumkinligi va uning yagonaligi isbot gilinsin.

15. ([2]) Ikkinchi tartibli ikkita sirt bosh o‘glarining parallel
b lishi uchun bu sirtlar tenglamalariga tegishli bo‘lgan kvadratik
lornm matritsalar o‘rin almashinuvchi bo‘lishi zarur va yetarlidir.

16. ([2]) Elliptik paraboloidning ikkita o‘zaro perpendikular
diametrial kesimlarining parametrlariga teskari bo‘lgan sonlar
yig‘indisi berilgan paraboloid uchun o‘zgarmas ekanligi ko‘rsatilsin.

17. ([2]) Har biridan o‘zaro pecendikular bo‘lgan yasovchilari
o‘tadigan bir pallali giperboloid nuqtalarining geometrik o‘mi
aniglansin. Shu geometrik o‘rin nuqgtalarida o‘tkazilgan urinma
tekisliklarga parallel bo‘lgan tekisliklar bir pallali giperboloidni
ganday egri chiziq bo‘yicha kesadi?

Test namunalari

1. Ikkinchi tartibli konusni tekislik bilan kesganda nuqgta paydo
bo‘lishi mumkinmi?
a) ha
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b) yo‘q

c) To‘g‘rijavob berilmagan

d) bilmayman

2. lkkinchi tartibli konusni tekislik bilan kesganda kesishuvchi
to‘g‘ri chiziglar paydo bo‘lishi mumkinmi?

a) ha

b) yo‘q

c) To‘g‘rijavob berilmagan

d) bilmayman

3. o =o tenglama bilan berilgan konusni gaysi tekislik
bilan kesganda ellips paydo bo'ladi?

a) z=2

b) 2=0

C) X—a

d) y=a

4. N +N -/ =0 tenglama bilan berilgan konusni qaysi tekislik

bilan kesganda giperbola paydo boiadi?
a) x—a
b) y=0
Cc) 2=0
d) 2=2
;__Vt;z__ Ci =otenglama bilan berilgan konusni gaysi tekislik
bilan kesganda nuqta paydo boiadi?
a) *=a
b) >=o0
c) 2=0
d) z=2
6. --ry— "\~-=6tenglama bilan berilgan konusni gaysi tekislik
al 92 cl

bilan kesganda ikkita kesishuvchi to‘glri chiziq paydo boiadi?
a) xX=a
b) y-Q
c) 2=0
d) 2=2
7. Giperbola quyidagi sirtning kesimidir:
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a) konus, bir pallali giperboloid

b) konus, ellipsoid

c) bir pallali giperboloid, elliptik paraboloid

d) doiraviy silind, konus

8. Parabola quyidagi sirtning kesimidir:

a) konus, elliptik paraboloid

b) konus, ellipsoid

c) bir pallali giperboloid, elliptik paraboloid

d) doiraviy silind, konus

9. Ellips quyidagi sirtning kesimidir:

a) konus, ellipsoid

b) Silind, giperbolik paraboloid

c) Konus, parabolik silindr

d) Parabolik silindr, ellipsoid

IG.lIkkinchi tartibli konusni tekislik bilan kesganda parabola
paydo bo‘lishi mumkinmi?

a) ha

b) yo‘q

c) To‘g‘rijavob beriimagan

d) bilmayman

ll.Ikkinchi tartibli konusni tekislik bilan kesganda giperbola
paydo bo‘lishj mumkinmi?

a) ha

b) yo‘q

c) To‘g‘rijavob beriimagan

d) bilmayman

ll.Ikkinchi tartibli konusni tekislik bilan kesganda ellips paydo
bo‘lishi mumkinmi?

a) ha

b) yo‘q

c) To‘g‘rijavob berilmagan

d) bilmayman
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9-8. Ikkinchi tartibli chiziglaming qutb koordinata sistemasidagi
tenglamalari

Reja:

1 Parabola, ellips va giperbolaning ba’zi koordinatalar
sistemasidagi tenglamalari

2. Qutb koordinatalardagi tenglalamalar
a. Parabola

b. Ellips

C. Giperbola

Koordinata boshi chizigning uchida bo ‘igan hoi:
a) Ellips kanonik ko rinishdagi

0)
tenglama bilan berilgan bo‘lsa,
xXf=x+a, Y =y 2)
almashtirish bajarsak, yangi O xy koordinatalar boshi ellipsning
chap (-<3,0) uchidajoylashadi va (1) tenglama

{x-ay Y 4 @)

a2 b2
ko‘rinishga keladi. Bu tenglamani
Y 2=Ipx +qgx1 (4)
ko‘rinishda yozib olamiz.
A
o]
Bu yerda p 1 bo‘iib, -I<g<0 munosabat

bajariladi. Agar giperbolaning
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tenglamasida
X =X-a,y' =y (6)
almashtirish bajarsak, tenglama

Y 2=2px +Qx 2 *)
ko‘rinishda bo‘lib, koeffitsiyentlar uchun
q=P=¢?-1>6, p=b2
a a

munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. Agar (*) tenglamada g —O0 bo‘lsa,
parabola tenglamasini hosil gilamiz.

Demak, giperbolalar, ellipslar va parabolalar tenglamalarini (*)
ko‘rinishda yozish mumkin.

QUTB KOORDINATA SISTEMASIDAGITENGLAMALART
a) Parabola

y 2=2px
kanonik tenglama bilan berilgan bo‘lsa, qutbni parabola fokusiga
joylashtirib, qutb o‘qi sifatida abssissa o*‘qini olib, parabola
tenglamasini qutb koordinatalar sistemasida yozaylik.

Agar biz



X =X~Jp> y =y
almashtirishlar bajarsak
X'=rco&®d, y=rsin”
tengliklar o‘rinli boiadi. Bu yerda r, ¢ nuqgtaning qutb

koordinatalari boiib, agar nugta parabolaga tegishli boisa, r uning
fokal radiusiga tengdir.

Biz x - ~ =rco$ tenglikda r ning nugtadan direktrisagacha

boigan masofaga tengligini hisobga olib, r =x+~ ifodani

yuqgoridagi tenglikka qo‘ysak,

P
r -~
1—cos™
munosabatni hosil gilamiz. Bu munosabat parabolaning qutb

M (x.y)

koordinatalar sistemasidagi tenglamasidir.

b) Ellipsning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasini
keltirib chigaramiz. Buning uchun qutbni ellipsning chap fokusiga
joylashtirib, abssissa o‘qini qutb o‘gi sifatida olamiz.
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M (X.y)

Ellipsning

a
kanonik tenglamasini qutb koordinatalar sistemasiga o‘tkazish

uchun
fx'=x+c
[y =vy
almashtirishlar yordamida yangi O 'x'y’ dekart koordinatlar
sistcmasini kiritamiz. Bu koordinatalar sistemasi va qutb koordinatalar
orasidagi bog‘lanish boshi
x =rco$d, y=r$\nd
formulalar yordamida beriladi. Ellipsning M nuqtasi uchun chap
fokal radius uning qutb radiusiga tengligidan foydalanib
MFy - r—ex+a
tenglikni yozamiz. Bu tenglikdagi r =ex+a ifodani
X +C =rco%d
tenglikka qo‘ysak

r=— P—
l-ecosd
tenglamani hosil gilamiz. Bu yerda
b2

p=— =a—ec
a
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tenglikdan foydalandik.

s) Giperbola tenglamasini qutb koordinatalar sistemasida yozish
uchun uning har gismi uchun mos ravishda qutb koordinatalar
sistemasi kiritamiz. Uning o‘ng qismi uchun qutb boshini
giperbolaning o‘ng fokusiga joylashtiramiz va absissa o‘qini qutb o‘qi
sifatida olamiz.

Giperbola nuqtasi uchun qutb radiusi r uning o‘ng fokal
radiusiga teng bo‘lganligi uchun
r=ex—a
ifodani hosil gilamiz.

Biz bilamizki, agar dekart Ox'y' koordinatalar sistemasi uchun
qutb boshi koordinata boshida joylashgan va qutb o‘qi Ox abssisa
o‘qi bilan ustma-ust tushsa, qutb koordinatalar sistemasi vaOXx'y
koordinatalar sistemasi orasidagi bogManish

jr' =rcos”®
Y =r$1dh
formulalar yordamida beriladi.
Bu yangi Ox'y koordinatalar sistemasi va giperbola tenglamasi
berilgan Oxy koordinatalar sistemasi orasidagi bog‘lanish esa

X -X-C

tenglikni hosil gilamiz. Yuqoridagi r =ex—a ifodani bu
tenglikga qo‘ysak,
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l—ecos”
tenglamani hosil gilamiz. Bu yerda

b2 c2—a2
m-cCc—a
a a

tenglikdan foydalandik.

Biz giperbola chap shoxining tenglamasini qutb koordinatalar
sistemasida yozish uchun qutb boshini chap fokusga joylashtiramiz va
abssissa o‘gini garama-qgarshi yo‘nalish bilan qutb o‘qi sifatida
olamiz. Biz agar

X' =—X—C
y =y

formulalar bilan yangi dekart koordinatalar sistemasi Kiritsak,ular

uchun
X' =rco3g
y =r57g

formulalar o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda qurb radius chap fokal
radiusga teng bo‘lganligi uchun

r=—ex—a

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikdagi r ning ifodasini yugoridagi
formulardan kelib chigadiagan

~X—C =rcos™
tenglikka go‘yib
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tenglamani hosil gilamiz.
Bu yerda ham

b2 c2-a2
p=—-———- =ec—a
a a
tenglik o‘rinlidir.
Demak, qutb koordinatalar sistemasida mos ravishda tanlanganda
har ganday ikkinchi tartib chiziq tenglamasini

1-ecos™
ko'rinishda yozish mumkin ekan. Bu tenglama <= 1bo‘Isa,
parabola, e <1boiganda ellips va nihoyat e > 1bo‘lganda giperbola
tenglamasidir.

Masala yechish namunasi
1-misol. Agar F'M -FM masofaning absolyut kattaligi 2a=40sm,

fokuslar orasidagi masofa 2c=50sm boisa, giperbola mavhum yarim
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o‘qining uzunligi b ni toping. Giperbolaning kanonik tenglamasini
tuzing.
Yechish: Berilganlarga ko‘ra a =20sm va c=25sm.

bz=c2-al b=4c~—a2=y/252- 202 =/625- 400 = /225 =15
sm
Demak, mavhum yarim o‘gning uzunligi 15sm ga teng yekan.
Giperbolaning kanonik tenglamasi formulasi -(23) ga a va b
larning qiymatlarini qo‘yamiz:

X2 y2 n ¥ x_2r_. X2 2 1
al bl T 18 o400 25 ™

Giperbolaning izlangan kanonik tenglamasi
N _zL =1
400 225
dan iborat yekan.
2-misol. Agar giperbola haqiqiy o‘qining uzunligi 8sm. ga,
mavhum o‘qining uzunligi yesa 4sm. ga teng boMsa, Fi va F2fokuslari
absissalar o‘gi O X da yotgan giperbolaning tenglamasini tuzing.
Yechish: Shartga ko‘ra 2a=8 sm va 2b=4 sm. Bulardan a=4 sm
va b=2 sm. Ushbu giymatlarni giperbolaning tenglamasi- (23) ga
go‘yamiz va uni soddalashtirib, izlangan tenglamani hosil gilamiz:
X2 y2_1, X2 X2_3 22 y2_,
a ~ b2 4 2 6 4

3-misol. Giperbola x2 XZ:l tenglama bilan berilgan. Uning

yekssentrisitetini toping va asimptotalarining tenglamasini tuzing.
Yechish: Masalaning shartiga ko‘ra a2=25, b2=24. Bulardan a
=5, b=n/24. Giperbola yekssentrisitetining formulasi - (25) dan
foydalanamiz:
L. V2H2 /5+24 VA9 4
a 5 5 5

Demak, yekssentrisiteti ye=1,4 gateng ekan. Endi berilgan
giymatlarni (27) ga qo‘yib, giperbolaning asimptotalarining
tenglamasini tuzamiz:

y =ig< cay =i£§éx<=>y:t —2£5|£6X.
a
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4-misolL Giperbola i6—4_23Ié =i tenglama bilan berilgan bo‘lsa,
uning direktrisalarini toping.
Yechish: Masala shartida a 2=64 va b2=36 parametrlar berilgan.
Ulardan a=8 va b=6 dir. Giperbola direktrisalarining formulasi
a
X =~~ dan ye, ya’ni yekssentrisitetni topamiz;
= ="64+36 _ fico _ 10 5
a ~ 8 8 _8_4'
Hosil gilingan giymatdan foydalanib, giperbolaning
direktrisalarini topamiz:
32

n=1_Fa—¢x=J_rsgo x=+2 e x=364.
e

4
Demak, giperbolaning direktrisalari * =464 dan iborat yekan.

Mustaqil yechish uchun masalalar
1. ([2]) Qutb koordinatalari quyidagi giymatlarga ega bo‘lgan

nugtalar yasalsin:

(3'8\ (1:5)1 (5;8)’ (0,5;2i), 25; 3

& n), @2 (A-Q 4
2. ([2]) Tomoni a ga teng bo‘lgan muntazam oltiburchak
uchlarining qutb koordinatalari aniglansin; oltiburchakning uchlaridan
biri qutb, shu uchidan o‘tgan tomoni qutb o‘qi deb olinsin.
3. ([2]) Berilgan ikki nugta orasidagi masofa hisoblansin:

1) A(2+) va
2)  C(4)) vaz)By)

3 «3—) va F(4,]).

4 .([2]) Qutb koordinatalar sistemasida A(s;--y) B(6;]) nuqgtalar

berilgan. na kesma o‘rtasining koordinatalari topiisin.
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5.(N) a5—) nugta berilgan. 1) a nugtaga qutbga nisbatan

simmetrik bo‘lgan s nuqgta; 2) a nugtaga qutb o'qiga nisbatan
simrnetrik boigan ¢ nugta topilsin.

6. ([2]) ﬂ(2:6—). 5(3;3),C(i;?),£)(5;n),ﬂ(5,0) nuqtalar berilgan. Qutb

o‘gi qutb atrofida ~ burchakka musbat yo’nalishda burilsa. bu

nugtalaming koordinatalari aniglansin.
7. ([2]) Uchlaridan biri qutbda boigan, golgan ikki uchi

(4;5 18) nugtalarda joylashgan uchburchak yuzi hisoblansin.
8.([2]) Qutb koordinatalari bilan berilgan

A(2,§) , D4 ( 3 5 - 6—), nugtalaming to‘g‘ri burchakli

koordinatalari topilsin; bunda abssissalar o‘gi qutb o‘qgi bilan,
koordinatalar boshi qutb bilan ustma-ust tushadi.

9. ([2]) To‘g‘ri burchakli koordinatalari bilan berilgan
A(-il),B(0;2),c(5;0) nugtalaming qutb koordinatalari topilsin.

10. ([2]) m nugtaning dekart koordinatalari x =s,y =6 boisa,
uning qutb koordinatalari topilsin.

11. (J2]) Qutb koordinatalar bilan berilgan n/(ro;g), nugtaning

dekart koordinatalari topilsin. Bu yerda qutb o‘qi ox o‘qiga parallel
boiib, qutb o-3) nugtada joylashgan.

12. ([2]) Qutb sifatida 0(3,5) nuqtani olib, qutb o‘gini oy o‘gining
musbat yo’nalishiga parallel qilib yo’naltirib, m,(9-1), a/,(5;5-2V3)
nugtalaming qutb koordinatalari topilsin.

Test namunalari
1. Giperbolaning fokuslari orasidagi masofa 8 ga,

direktrisalari orasidagi masofa 6 ga teng boisa, uning yarim o'qlarini
aniglang.

a) a=2y3, b=2
b) a=2, 6=2
) a=2u/3, 6=V3

d a=S,b =2
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2. Ekssentrisiteti e =2 bo‘lgan giperbolaning asimptotalari
orasidagi burchakni toping.

a) = 8¢°

b) a =90"

c) a =45

d) a =30
X2

2= giperbolaning fokuslarini toping.

a) />(-17,0), F217,0)
by  /<(-17.0), /NO.-17)
c) ~0,-17), /0,17

d) /~(—15,0), 1-.JLLl)

X1 - .
4. __ry_ =1 giperbolaning AQ*0”™0Qnuqtadagi urinma

tenglamasini ko‘rsating.

a) a2 b2
X~x0 y~ya_.
b) a2 b2
X=*0 ., vy-vo _ o0
C) az2 Ek
d) .
¥
X v oo . . . .
5. =i giperbolaning asimptotalari tenglamalarini
ko'rsating.
Dy
a) y -
Cc
—— X
b) y N
c) g =¢.2”
a
d) y-+ eX
6. y2= 6x parabolaning direktrisasi tenglamasini toping.
a) ++15-0
b) *-1.5-0
e) ~+12=-0
d) *-12=0
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7. y2=2px parabolaga MQx0y0) nuqtasidagi urinmasining
tenglamasi:

a)  WO=p(x+xQ

b) Y-Yo =p(x-x0)

c) y+y0=p(x+xa)

d) yy0=p(x-x0

8. Quyidagi nuqtalardan qaysi biri / =8x tenglama bilan
berilgan parabolaga tegishli?

a) A(2,-4)

b) 8(4,2)

C) M(-2,~4)

d) P(-2,4)

9. +/ -6x=0 tenglama bilan berilgan aylananing markazi s

va radiusi rni toping.

a) 5@3,0), r =3

b) 50,3), r~4

c) 5(-3,0), r—2

d) 5(@3,0), r=2

10. Quyidagi nugtalardan gaysi biri x2+y2-1=0 tenglama bilan
berilgan aylanaga tegishli?

a) 5(-i,0) *
b) r(3,0)

0 «31)

d) V(-2,0)

10-8. Chiziglaming
asosiy elementlari: shakli, o‘lcham!ari, simmetriya o'qglari

Reja:

1Chiziglaming invariantlari
2.Chiziglaming asosiy elementlari: shakli, o‘lchamlari
3.Chiziglaming asosiy elementlari: simmetriya o‘qlari

Ikkinchi tartibli chizigning umumiy tenglamasi odatda quyidagi
ko'rinishlardan birida yoziladi:
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AX2+2BXY +CY1+2Dx+2Ey +F =0 (1)
altx2+2anxy +ally 2+2atx+2a+a =0 (r)
anx2+2auxy ta2ly r +2anx+2any +al3=0 (")
(1) ko‘rinishdagi tenglama quyidagi chiziglaming birini
aniglaydi:
ra2 ,

a-tF = ellips,

x2 .Y
. "_b?“_l mavhum ellips,

a

>* 4+ _O ikkita mavhum kesishuvchi to‘g‘ri

a2 b chizig,
X
vr - fo giperbola,
il :0  kesishadigan ikkita mavhum to‘g‘ri
chiziq,
Y2=2pX parabola,

x2-42 a* o0 ikkita parallel to‘gri chizig,
x 2=-a2, a* 0 ikkita mavhum parallel to‘g‘ri chiziq,

X 2=0 ikkita ustma-ust tushuvchi to‘g‘ri chiziq.
Ushbu
()
(3)
N\ ~aU+ai2 (4)

ifodalar to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasini boshqga to‘g‘ri
burchakli koordinatalar sistemasiga almashtirishga nisbatan ikkinchi
tartibli chizigning invariantlari deyiladi, bu yerda an=a2 deb
hisoblanadi.
Bu esa quyidagini bildiradi: agar biror to‘g‘ri burchakli
koordinatalar sistemasida ikkinchi tartibli chizig
anx2+2alxy+a2y2+2a,x+2azy +a=Q
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tenglama bilan va boshqga to‘g‘ri to‘g‘ri burchakli koordinatalar
sistemasida shu chiziq
a'mx"+2a\2x'y'+a'2y'r+2a\ x'+la'2y'+a’=0
tenglama bilan berilsa, u holda:
all "2 < «n? --a,,+a, =a,, +a,.
@l «22

«n  «12  «
Ki- @ «2 @

@
Q K, =0 bo‘lgan holda, ushbu k2 ¢ <4+ 2 jfoda ham
« a a2 a
(aytilgan ma’noda) invariant boiadi va u seminvariant deyiladi.
"2~/ N +/2=0 6)
tenglama xarakteristik tenelamaldeyiladi. Uning X2ildizlari
doimo haqiqiy.

Hagigatan (6) kvadrat tenglamaning diskreminanti D =/[ -4/2
ga teng bo‘lib, bu ifodani ikkinchi tartibli chiziq tenglamasidagi
koeffitsiyentlar orqali ifodalasak ,D =(au- a2)2+a]2>0 munosabat
bajariladi.

Ikkinchi tartibli chiziglami uch guruhga ajratish mumkin.

Birinchi guruhga yagona simmetriya markaziga ega boigan
chiziglar kiradi, ular: ellips, mavhum ellips, kesishadigan ikki
mavhum to‘g‘ri chiziq, giperbola va kesishadigan ikki to‘g‘ri chiziq.

Ikkinchi tartibli chiziq yagona markazga ega (ya’ni | guruhga
tegishli) bo‘lishi uchun 12* 0 shartning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Ikkinchi guruhga simmetriya markaziga ega boimagan
chiziglami, ya’ni parabolani kiritamiz. Chizigning parabola bolishi
uchun ushbu 12=q K, ¢ 0 shart bajarilishi zarur va yetarlidir.

Uchinchi guruhga simmetriya markazlari to‘g‘ri chizigni
tashkil etadigan chiziglami kiritamiz, ular: ikkita parallel to‘g‘ri
chiziq, ikkita mavhum parallel to‘g‘ri chiziq, ustma-ust tushadigan
ikkita to‘g‘ri chiziq, ikkinchi tartibli chizigning simmetriya markazlari
to‘g‘ri chizigni tashkil etadigan bolishi uchun 12=0,K,=0 shart
bajarilishi zarur va yetarlidir.

“[1.125 @]
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CHIZIQLARNING ASOSIY ELEMENTLARI: SHAKLI,
O LCHAMLARI

To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasini almashtirish
natijasida | guruh chiziglarining tenglamasini

ta © (7)

Il guruh chiziglarining tenglamasini

I,x’t2pfy=0 (8)
\% 2
Il guruh chiziglarining tenglamasini
+ =0 9)

I\
ko‘rinishga keltirish mumkin.

Ikkinchi tartibli chiziglaming mos guruhlarga tegishli
bo‘lishining zaruriy va yetarli alomatlari invariantlar orasidagi
munosabatlar bilan quyidagicha ifodalanadi:

1 Ellips /2>0, 1k, <o,

Mavhum ellips i2>0, ik, >0,

Kesishadigan ikki mavhum to‘g‘ri chiziq i2=0,

Giperbola i2<o, kn* o,

Kesishadigan ikki to‘g‘ri chiziq 12<o, K3=0.

2. Parabola 12=q, A, * o.

3. Ikki parallel to‘g‘ri chiziq

Ikki mavhum parallel to‘g‘ri chiziq iz=0 n3=0, Kr>o,
Ustma-ust tushadigan to‘g'ri chiziq /2=0, A, =o, k, -o0.

Yugorida yozilgan ma’lumotlar 1-jadvalda berilgan.

Ellips yoki giperbolaning boshlang‘ich koordinatalar

sistemasiga nisbatan joylashishi quyidagicha aniglanadi:
Yangi koordinatalar sistemasining boshi
la ux+any +at=0
\a2x+aZy +a2=0
sistemaning yechish natijasida topiladi.
Yangi a X o‘gning burchak koeffitsiyenti (an 0 holda)
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K=X\ 0 (11)

formuladan topiladi, bu yerda X, son xarakteristik tenglamaning
yechimi bo‘lib, xx 2+\Z(2—|J\:Ié =0 tenglamadagi X 2oldidagi

koeffitsiyentdir.
Agar chiziq ellips boiib X, xarakteristik tenglamaning absolut

giymati jihatdan kichik ildizi bo‘lsa, k=h~£n. formula ellips katta

<«
o0‘gining burchak koeffitsiyentini aniglaydi.
Agar chiziq giperbola bo‘lib, X, xarakteristik tenglamaning K5

bilan bir xil ishorali ildizi bo‘lsa, u holda: k= o (o, 2* 0) formula
<

giperbola haqigiy o‘gining burchak koeffitsiyentini ifodalaydi.

Agar parabolaning uchi, parametri va o‘qgi bo‘yicha botiglik
tomoniga yo‘nalgan vektor ma’lum bo‘lsa, parabolaning boshlang‘ich
sistemaga nisbatan joylashishi ma’lum bo‘ladi.

Parabola uchi parabola o‘qi tenglamasi bilan parabola
tenglamasini birgalikda yechish natijasida, ya’ni parabola o‘gining

aux-+aily +-"a'+~ N =0 12)

yoki

a,,a, +a2a, _
+arry +- -——=— =0
a,. +a,

tenglamasini parabola tenglamasi bilan birga yechib topiladi.
Lo (13)

sonlardan iborat vektor parabola o'giga parallel bo‘lib, botiglik
tomoniga yo‘nalgan. Parabolaning parametri

ff (H)

formuladan aniglanadi.

Agar ikkinchi tartibli chiziq ikkita to‘g‘ri chiziqga ajralsa, bu
to‘g‘ri chiziglar tenglamalarini tuzish uchun chiziq tenglamasining
chap tomonini chizigli ko‘paytuvchilarga ajratib, ulaming har birini
nolga tenglashtiriiadi.
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CHIZIQLARNING ASOSIY ELEMENTLARI: SIMMETRIYA
OQLARI

Ikkinchi tartibli chizig metrikasi gn,gRg22 bilan aniglangan
affin koordinatalar sistemasiga nisbatan berilgan boMsin. U holda
berilgan affin sistemasini ikkinchi affin sistemaga almashtirishga

nisbatan ikkinchi tartibli chiziq invariantlari quyidagi ifodalar bilan
aniglanadi:

G (15)
|
s (16)
g2 & a2
bu yerda
G =£ug2—«i2! -

K2-invariant affin sistemada quyidagi ko‘rinishga ega:
Nl an a «1, gu a\l
Kl= £ Su ail «2 + «21 gu a2 m (19)
\ O a; a ay O ay
Affin sistemasida kanonik tenglamalarining koeffitsiyentlari
invariantlar orqali xuddi to‘g‘ri burchakli sistemadagidek ifodalanadi.
Ellips va giperbolaning affin sistemaga nisbatan joylashishi

quyidagicha aniglanadi: markazining koordinatalari (10)
tenglamalardan topiladi. Yangi o x o‘qining burchak koeffitsiyenti
* =g~ ~gn (20)
g1
yoki
k= (21)
Q2N

formuladan topiladi; bu yerda A, -xarakteristik tenglamaning
yechimi va u X 1 oldidagi koeffitsiyentdir.
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Tasdiq. 1Agar x=0 ikkinchi tartibli chizigning simmetriya o‘qi
bo‘lsa, u holda ikkinchi tartibli chiziq bu to‘g‘ri chizigni o‘z ichiga
oladi yoki uning tenglamasi x ning birinchi tartib bilan gatnashgan
hadni o‘z ichiga olmaydi.

Isbot. Ikkinchi tartibli ehizigning simmetriya o‘qi x=0 bo‘lsa, u
holda (x,y) va (-*,.>) nuqtalar bu chiziq tenglamasini ganoatlantiradi.
Va bu mulohaza ikkinchi tartibli chizigning barcha (*, v) nuqtalari
uchun o‘rinlidir. Bundan

anx2+aly 2+ 2a2y +an =0, alxy +0,X =0
Munosabatlarni olamiz. Bu esa ikkinchi tartibli chiziqg
tenglamasi berilgan munosabatlardan birinchi yoki ikkinchisi bilan
aniglanishini anglatadi va golgan barcha koffitsentlar nolgan teng.
Parabolaning joylashishi xuddi to‘g‘ri burchakli koordinatalar
sistemasi bilan ish ko'rgandck aniglanadi, fagat o‘gning tenglamasi
quyidagi
auxEanysd k2 2lazi van ) s el oy srros
g,Pii-2Sna\ +éman
yoki
axX+a22y+-Mmyti ok r A A+ 1 =0 (23)
flia2 NSap-+&2a\l
ko‘rinishda bo‘ladi.

Masala yechish namunasi

I-misol. Quyidagi tenglama bilan berilgan chizigning turi va
joylashishi aniglansin.
6%y +8/-12*-26y +11=0
Yechish.
0 3
=9<0:

demak bu chizig-birinchi guruhga tegishli;

o 3 -6
K,= 3 8 -13|=8!*0;
-6 -13 1

chiziq giperboladan iborat;

1*11.,3.3.21 proposition] )
14



21-chizma

/, =0+8=8.
Chizigning xarakteristik tenglamasi:
X2-Sk-9 =0.
Xarakteristik tenglamaning yechim lari:
X, =9, \2=-1,

Almashtirishdan so’ng tenglama 9Xr—v1+§' =0 ko’rinishga

keladi.
Kanonik tenglamasi esa:

1 9
Markazi quyidagi
{>-6 =0,
\3*+8y-13 =0
tenglamalardan topiladi. 04-12)- nuqgta chiziq markazi. 0'x
o’qgning burchak koeffitsiyenti k=- =3.

Bu ma’lumotlardan foydalanib, giperbolani chizish mumkin(21-
chizma).
2-misol. Quyidagi
6xy +Sy2- 12*- 26y +11=0
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Chizigning tenglamasini kanonik shaklga o’tkazuvchi
koordinatalar sistemasini almashtirish formulalari topilsin.
Yechish. Giperbola markazi 0'(-12 nugtada 0 X o’gning
burchak koeffitsiyenti 3 ga teng, demak:

1 3
QB - =_
w0 Vie
Natijada almashtirish formulalari quyidagicha bo’ladi:
X =- K=A+Z+2
fo 7
bundan
x ~3y-5. -3x+y-5
Jo Jo
kelib chigadi.

3-misol. Quyidagi
6xy +8y 1—2x —26y +11 =0
chizigning kanonik koordinatalar sistemasidagi fokuslarining
koordinatalari va direktrisa tenglamalari topilsin.
Yechish. Kanonik koordinatalar sistemada chiziq fokuslarining
koordinatalari quyidagicha
XFI =JI0; yF| =0;
xF2 =vIO; yF2 =0;
boshlang’ich sistemada esa: xn =-2, yFi=-1, xR2 =0,yn =5,
Kanonik sistemada direktrisalari tenglamalari

vio
boshlang’ich sistemada esa:
a+3v—>5 1
Jo V10"
yoki x+4y-4 =0, n+3y-6 =0 ko’rinishda bo’ladi.
4-misol. Quyidagi
Xr-4xy +4y2+4x-3y-1=0
chizigning shakli va joylashishi aniglansin:
Yechish.
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Demak, berilgan chizig-parabola; /, =1+4=5,

Parametri p= m Kanonik tenglamasi: Y7-3 X.
12-2~(-])
O’qiningtenglamasi: X-2Yy————= o)
yoki

X-2"+1=0.

Parabola uchining koordinatalarini topish uchun tenglamalar:
fx-2j +1=0
JX2- axy +4v2 +4X-3y- 7=0,
[x-2y =~I
\(X-2y)2+4x-3y-7 =\
IXx-2y+1=0
[Ax-3y-6=0

Natijada, parabola uchi O'(3,2) nugtada, botiglik tomoniga

yo’nalgan o’q vektori esa
-2 4 1 -21
3 31
2 -4 2 —i
2 27

TU (-2-1)
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koordinatalarga ega (22-chizma). ( x =4s bo’lganda y =i teng
ekanini bilish foydali).
5-misol. Quyidagi
x1~4jy +4yl+4x-hy-1-0
chi/.igning fokusi va direktrisasi topilsin (4-misolga garang).
Berilgan chiziq parametri p:;/—s ga teng parabolani
il'odalaydi. Parabola uchi 0°(3,2) nugtada. Parabola 0’qining musbat

yo'nalishi (-2,-1) vektor bilan aniglanadi. ox va o'x o’qlar orasidagi
burchakni g-desak:

2 1.
COS<p=— =, smcp=—_=,
\5 \5
Demak almashtirish formulalari:
-2X +Y+3" V- :—X—_rZ—Y )
41 41
bundan
V_ -2X-y+% X-2y+I
Js ! S

Kanonik sistemada fokus koordinatalari:

X :-K:' r=

4v5 9

boshlang’ich sistemada esa:

x=29;, y =195
kanonik sistemada direktrisa tenglamasi: x =
boshlang’ich sistemada esa:

XA = yoki &+4y-33 =0
Bk Y d

6-misol. Quyidagi
X2-5xy +4y2+x+2y~2 =0
tenglama bilan aniglagan chizigning turi vajoylashishi aniglansin.
Yechish.

chizig birinchi guruhga tegishli.
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2 2
4 =0
K, 5
1 1
2

chizig-kesishadigan ikkita to’g’ri chizigdan iborat. Tenglamani
ikkita chizigli ko’paytuvchilarga ajratamiz.
X2 -5XYy +4y2+X+2y-2 =x2+(-5N+1)* +4y2+2y- 2 -

- 5 y+l
—x2+(ge+l+ L cayzezy o Y
- 25yr-wy +1 5>+
52+ gyowoy 2 PV Ty
4 v 2
. BY*i 3y-3

={x-y-D(x-4y +2),
bu to’g’ri chiziglar tenglamalari: x-y-\=0  n-4y+2=0 dan
iborat.

Darsda yechiladigan misollar

1(2)Koordinata boshini sirtning simmetriya markaziga
ko’chirish yordamida quyidagi sirtlaming tenglamasini
soddalashtiring.

1) Xx2+2y2+222+2xy-2x-4y-4z =@

2) y2+3xy +2yz +zx +3x +2y =0,

3) x2+2y2-2z2+2x -2y +22+1=0

2 2 2
. . G A — .

2. q_zykklnchl tartibli  sirt S5 +7lg + 97 1 tenglama bilan

berilgan. Bu sirtning M(2, 1,-1) nugtadan o’tuvchi va bu nuqgtada teng

ikkiga bo’linuvchi vatarining tenglamasini yozing.
2 2 2

3. ([2)Ikkinchi tartibli sirt Y +~T~T =~| tenglama bilan

berilgan. Bu sirtga (-6; 2; 6) nuqtada urinuvchi tekislik tenglamasini
yozing.
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4 ([2])Elipsoid = + 4 + 1 =1 tenglama bilan berilgan. Unining
(-2; 1, -1/2) nuqtadagi normali tenglamasini yozing.

5.(2]) Ikkinchi tartibli sirt
2x2+5y2+822+12yz +62x+2xy +Sx+14y +\8z=0 tenglama bilan

berilgan. Bu sirtning I)- - ~ =2=~—1I to’g’ri chizigga; 2)Ox 0’qiga;
3)0y 0’qgiga; 4)Oz o’qgiga parallel vatarlarga go’shma diametrial
tekisligi tenglamasini yozing.

6. ([2])x2+3z2-6xy +8*+5=0 tenglama bilan berilgan ikkinchi

lartibli sirtning =N= to’g’ri chizigdan o’tuvchi diametrial
tekisligi tenglamasini yozing.
7. ([2])Ikinchi tartibli sirtning bitta A/(2,0,-) nuqgtasi, markazi
C(0,0,-1) vaQx)’tekislik bilan kesimi
(x2-4x)>-1=0
\z =0
malum bo’lsa,uning tenglamasini tuzing.

8.(J2]) Ikkinchi tartibli sirtning berilgan tekislik bilan
kesishishidan hosil bo’lgan chizigni tekshiring

1) ng +V2— P =1, 4x-3y-12z-6 =0
V2 V2

2)— +— +z2=1, x+4z-4=0.
6 4

9.——([2]-;—‘26——14222 paraboloidning 3x+2y-4z =Q tekislikka

parallel bo’lgan to’g’ri chiziqgli yasovchilarini toping.

10.([2]) Berilgan A/(6,2.8) nuqgtadan o’tuvchi va ° + =i

sirtda yotuvchi to’g’ri chiziglami toping.
Mustaqil ishlash uchun masalalar

1. Markazi C(21) nugtada boigan ikkita qo’shma diametr
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uchlari 05;1),8(0;3) nuqtadan iborat ellips tenglamasi tuzilsin.

2. Diametri *-2>=0 to’g’ri chizigdan j+> =0 esauchidagi
urinmasidan iborat bo’lgan hamda J/{0;1) nuqgtadan o’tuvchi parabola
tenglamasi tuzilsin.

3. Markazi C(2;l) nugtada, Ox o’giga /13,00 nuqtada urinadigan
va Oy 0’qi uning xosmas (cheksiz uzoq) nuqtasida kesishadigan
giperbolaning asimptotalari topilsin.

4, Uchlari n(4;2),8(8;2).C(4;5) nuqtalarda bo’lgan Asc
uchburchak bilan berilgan. Shu uchburchakka tashqi chizilgan
uchburchakning a uchidan chigarilgan ad mediana diametri
bo’ladigan parabola tenglamasi tuzilsin.

5. *aob uchburchak berilgan: /I8;0),0 (0,0).1i(0;6). o nuqgtadan
o’tadigan, ab tomoni o’rtasida urinadigan, oa,ob tomonlarni kesib
o’tadigan ikkinchi tartibli chizig tenglamasi tuzilsin.

6. Parallelogrammning uchta 0(0;0),A(4;0),B(2;2). uchi hamda
a va B nuqtalar parallelogrammning qarama-qarshi uchlari ekanligi
ma’lum. Shu parallelogramga ichki chizilgan va parallelogramm
tomonlarining o’rtalarida urinadigan ellips tenglamasi tuzilsin.

7. (3;0) nugtadan o’tadigan markazi (0;-1) nugtada bo’lgan
ikkinchi tartibli chiziq berilgan. Bu chiziq 2n-3y+1 =0, * +y-5=0
to’g’ri chiziglami xosmas nuqtalarda kesib o’tishi ma’lum bo’lsa,
chiziqg tenglamasi tuzilsin.

8. (1; 1) nugtadan o’tadigan, Ox o’gni (1;0) nuqgta va xosmas
nuqgtasida, shuningdek, Oy o’qini (0;1) nugta bilan xosmas nuqtasida
kesib o’tadigan ikkinchi tartibli chiziq tenglamasi tuzilsin.

9. M(l;l) nugtadan o’tib, Ox o’giga (3;0) nuqtada urinadigan
va asimptotasi Oy o’gidan iborat giperbolaning tenglamasi tuzilsin.

10. Asimptotalari *-1 =0, 2x-y+i=0 to’g’ri chiziglardan iborat
bo’lgan va 4x+y+5=0 to’g’ri chiziqqa urinadigan giperbola
tenglamasi tuzilsin.

Test namunalari

1 Quyidagilardan qaysilari ikkinchi tartibli chiziq uchun
invariant?

a) a, +a2

b) 0, +an
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c) a, +a2

d) avn+an +az

2. Quyidagilardan gaysilari ikkinchi tartibli chiziq uchun
invariant?

a) _02

b)

c) axX+a2

d) &]-=mPR+<2

3. Quyidagilardan qaysilari ikkinchi tartibli chizig uchun
invariant?

a)

b) au-a2

C) an +a2

d) Hech qaysisi

4. Quyidagilardan qaysilari ikkinchi tartibli chizig uchun
invariant?

a) aua22+al2

b) a,-a2

au °22

d) A a,:

5. Quyidagilardan qaysilari ikkinchi tartibli chizigning
Xarakteristik tenglamasini ifodalaydi?

a) X2-/,).+/2=0

b) A2-/31+/2=0

c) N2+1,9+12=0

d) 92-7,0+/3=0

6. Quyidagi mulohazalarning gaysi biri to‘g‘ri?

a) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining barcha
yechim lari haqiqiy

b) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
haqiqgiy yechimlari mavjud

¢) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
yechimi mavjud bo*!masligi mumkin
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d) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
kompleks yechim lari mavjud

7. Birinchi guruhga gaysi chiziqglar kiritiladi? ToMiq javobni
ko‘rsating!

a) yagona simmetriya markaziga ega bo‘igan chiziglar

b) ellips, mavhum ellips, giperbola va kesishadigan ikki to‘g‘ri
chiziq.

¢) yagona simmetriya markaziga ega boimagan chiziglar

d) mavhum ellips, kesishadigan ikki mavhum to‘g‘ri chiziq,
giperbola va kesishadigan ikki to‘g‘ri chiziq.

8. Ikkinchi guruhga gaysi chiziglar kiritiladi? To‘lig javobni
ko‘rsating!

a) yagona simmetriya markaziga ega bo‘lgan chiziglar

b) ellips, mavhum ellips, giperbola va kesishadigan ikki to‘g‘ri
chiziqg.

¢) yagona simmetriya markaziga ega bo‘lmagan chiziqglar

d) mavhum ellips, kesishadigan ikki mavhum to‘g‘ri chiziq,
giperbola va kesishadigan ikki to‘g‘ri chiziq.

9. Uchinchi guruhga gaysi chiziqglar kiritiladi?

a) simmetriya markazlari to‘g‘ri chizigni tashkil etadigan
chiziglami kiritiladi

b) ellips, mavhum ellips, giperbola va kesishadigan ikki to‘g‘ri
chiziq.

c) yagona simmetriya markaziga ega boimagan chiziglar

d) mavhum ellips, kesishadigan ikki mavhum to‘g‘ri chiziq,
giperbola va kesishadigan ikki to‘g‘ri chiziq.

10. Uchinchi guruhga tegishli chiziglaming tenglamasini
ko'rsating!

a) rx2+"2=0

C) Xx2+xx 2+ "~ =0
2

d) I,x2+ ™ =0.
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11. Ikkinchi guruhga tegishli chiziglaming tenglamasini
ko‘rsating!
a) ix1+”" =0
n

b) /x2+ 2~y =0.

c) Xy +/"i=0
fr
d) /r2a =0.
12. Birinchi guruhga tegishli chiziglaming tenglamasini
ko‘rsating!
a) ix2+”" =0
N

b) hxl£2P h y~°’
) XtX2+Xx2+— =0
¢ ®

d) /x2+ ~ =0.
h

lI-§. Chiziglaming asosiy elementlari asim ptotalari,
urinm alari, diam etriari

Reja:

Ikkinchi tartibli chiziq va to‘gri chizigning o‘zaro vaziyati
Asimpotik yo‘nalish

Y o‘nalishga qo‘shma diametr

Qo‘shma yo‘nalishlar va bosh yo'nalishlar

»wpp

IKKINCHITARTIBLICHIZIQ VA TO‘GRICHIZIQNING
OZARO VAZIYATI

ABizga a,,x2+2al2xy +a”~y2+2ai3x +2a23y +a33=0 (1) tenglama
bilan aniglangan ikkinchi tartibli chizig va

Jis.,HO-in ppi
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X=x0+It
Y —o+nt
parametrik tenglamalar yordamida to‘g‘ri chiziq berilgan bo‘Isin.
To*‘g‘ri chizig va ikkichi tartibli chizigning kesishish nuqtalarini
topish uchun ifodalami (1) ga qo‘yamiz. Natijada quyidagi

(au/2+ 2anim+ +2(anix0+ alr(ly0+ m 0)+ aZAl, +anl+ +
+F(xgo)="

kvadrat tenglamani hosil qilamiz.Bu tenglamada ikkinchi darajali
had oldidagi ifoda to‘g‘ri chizigning yo‘nalishiga bog‘liq xolos. Ba’zi
yo‘nalishlar uchun bu ifoda nolga teng bo‘ladi va yuqgoridagi tenglama
chizigli tenglamaga aylanadi. Ba’zi yo‘nalishlar uchun bu ifoda nolga
teng emas va yugoridagi tenglama kvadrat tenglama bo‘ladi.

Ta’rif-1. Berilgan\I,m\ yo nalish uchun

a,jl2+2anIm +an m2=0
tenglik bajarilsa,bu yo ‘nalish asimpotikyo nalish,
aul 2+2aulm+a22m2°0

munosabat bajarilsa noasimptotik yo ‘nalish deyiladi.

To‘g‘ri chizigning yo'nalishi noasimptotik bo‘lsa, yuqoridagi
tenglama kvadrat tenglama bo‘ladi. Demak bu to‘g‘ri chiziq (1) chiziq
bilan ikkita yoki bitta umumiy nuqtaga ega boMishi mumkin.
Noasimptotik yo‘nalishdagi to‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli chiziq bilan
bitta nugtada kesishsa, u urinma deb ataladi.

To‘g‘ri chizigning yo‘nalishi asimptotik bo‘lsa, yuqoridagi
tenglama chizigli tenglama bo‘ladi. Demak, bu holda to‘g‘ri chiziq (1)
bilan bitta nugtada kesishadi, yoki to‘g‘ri chizigning hamma nuqtalari
(ga tegishli bo‘ladi. Agar ikkinchi darajali had koeffitsiyenti nolga
teng bo‘lib, ozod had noldan fargli bo‘lsa, to‘g‘ri chiziq ikkinchi
tartibli chiziqg bilan kesishmaydi. Asimptotik yo‘nalishdagi to‘g‘ri
chizig ikkinchi tartibli chiziq bilan kesishmasa, u ikkinchi tartibli
chizig uchun asimptota 2ldeyiladi.

Biz

N jf2+2ai2m+a2m2 =0

[, 15p 3.3.5 def]
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tenglamada | ®Obo‘lsa, k=y belgilash kiritib uni
an +2ank +a2k2=0
ko‘rinishda, agar m*0bo‘lsa, k =£ belgilash kiritib, uni
m
auk2+2auk +a2 =0
ko‘rinishda yozamiz. lkkala holda ham diskriminant uchun
D =4a2-4ana22=-4S

tenglik o‘rinli. Demak, J>0 bo‘lsa asimptotik yo‘nalish mavjud
emas. Bu holda (1) chiziq elliptik chiziq deyiladi, agar =0 bo‘lsa,
asiptotik yo‘nalish bitta va bu holda (1) chiziq parabolik, 5 <O bo‘lsa,
ikkita asimptotik yo‘nalish mavjud, chiziq esa giperbolik chiziq
deyiladi.

Yugoridagi (11) tenglamadagi birinchi darajali had oldidagi
koeffitsiyent

(an£+alZm)x +al2E+a2m)y+ al3f+a2v ~ 0 a3)

ko‘rinishga ega. Agar

auf+al2m=0
a2lE+aZzm-0

tengliklar bir vagtda bajarilmasa, (13) tenglama to‘g‘ri chizigni
aniglaydi.

Berilgan {f,m} yo'nalish uchun(14) tengliklar bajarilsa, {t,m}
yo‘nalish maxsus yo‘nalish deyiladi. Ikkinchi tartibli chiziq uchun
590 bo‘lsa, (14) sistema faqgat trivial yechimga ega va demak,
yagona markazga ega bo‘lgan chiziglar uchun maxsus yo‘nalishlar
yo‘q.

Ta'rif-2 Maxsus bo'lmagan yo'nalish uchun (13)
tenglama aniglovchi to'g'ri chiziq ikkinchi tartibli chizigning {(,m)
yo halishga qo shma diametri deb ataladi.

Diametr tushunchasining korrekt aniglanganligini ko‘rsatamiz.
Avvalo, {(,m) yo‘nalish asimptotik yo‘nalish bo‘lgan holni garaylik.
Bu holda,

anl2+2ai2lm +a22m2 =0
tenglikning chap tomoni uchun
aul2+2al2lm +a22m2 =(anl + aum)l +(ai2l +a22m)m (14)
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tenglik o‘rinli. Demak,
(axd +ax@m)l+ (aXd +a22m)m =0 (15)
tenglik kelib chigadi. Bu tenglikdan
{awivazm) ™ g +anm (16)
proporsionallik munosabati kelib chigadi.

Diametr uchun {-(al2l + a2Zm), anl + al2m} vektor yo‘naltiruvchi
vektor boiganligi uchun diametr {i,m} yo‘nalishga parallel bo‘ladi.
Diametrga tegishli nuqtalar uchun (11) tenglamadagi birinchi darajali
had oldidagi koeffitsent nolga teng bo‘ladi. Demak, bu holda diametr
ikkinchi tartibli chiziq uchun asimptota bo‘ladi (kesishmaydi) yoki
diametrga tegishli hamma nugtalar (1) chiziqda yotadi.

Qo'shma yo nalishlar va bosh yo'nalishlar. Noasimptotik {?, T\
yo'nalishga ega bo‘lgan to‘g‘ri chizig (1) chizigni ikkita M,va M2
nugtalarda kesib o04sa, M2kesmaning o ‘rtasini MO(x0,y0) bilan
belgilab to‘g‘ri chizigning parametrik tenglamalarini

x=x0+It, y =y0+mt

ko'rinishda yozamiz. Parametrning Mx, Mr nuqgtalarga mos
keluvchi giymatlarini t2 bilan belgilasak, ular (10) tenglamaning
ildizlari bo‘ladi va Viyet teoremasigi ko‘ra /,+/2=0 tenglik o‘rinli
boiadi. Bu tenglikdan MQx0,y0) nuqtaning diametrga tegishli
ekanligi kelib chigadi. Demak noasimptotik {t,m} yo‘nalishga parallel
vatarlaming o‘rtalaridan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq shu yo‘nalishga
go‘shma diametr bo‘ladi.

Noasimptotik {I,m\ yo‘nalishga ega boigan va qo‘shma
diametrga tegishli M0(x0,y0) o‘tuvchi to‘g‘ri chizig (1) chizigni v, va
M2nuqtalarda kesib o‘tsa, bu nuqgtalarga mos keluvchi parametrning
giymatlari (10) tenglamaning ildizlari boiadi. To‘g‘ri chizigning
MQx(@i,y0) nuqgtasi diametrga tegishli boiganligi uchun (10)
tenglamada birinchi darajali had oldidagi koeffitsiyent nolga teng
boiadi. Viyet teoremasiga ko‘ra tx+t2=0 boiganligi uchun M0(x0,y0)
nugta MM 2 kesmaning o‘rtasi boiadi. Demak, diametr tushunchasi
korrekt aniglangan.

Berilgan {l,m} yo‘nalishga go‘shma diametr tenglamasini

(anx+aly+alX +(a2x+aZy+aBw=0 (17)
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ko‘rinishda yozish mumkin. Bu tenglamadan ko‘mib turibdiki,
har ganday diametr (1) chizig markazidan o ‘tadi.
Ta’rif-1. Birortayo nalish o ‘zigaperpendikulyaryo nalishga
go shma bo ‘Isa,u bosh yo ‘nalish deyiladi. 2
Bu ta’rifga ko‘ra {l,m} yo‘nalish bosh yo‘nalish bo‘lishi
uchun u {-mj} yo‘nalishga go‘shma bo‘lishi kerak.Albatta, agar {(,m}
yo‘nalish bosh yo‘nalish bo‘lsa, {- mj) yo‘nalish ham bosh yo‘nalish
bo‘ladi. Berilgan {i,m\ yo‘nalishning bosh yo“‘nalish bo‘lish sharti
AV +au(Im+mt)+al2mn{=0
tenglikda {f,m}vektomi {- mj] bilan almashtirish natijasida hosil
boMadi va quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
a\2(1 H«22 - an ¥ T~a2Aml =° (35)
Agar \Lm\ maxsus yo‘nalish bo‘lsa,
A=~42=~°22
m an an
tenglik o‘rinli bo‘ladi va yuqoridagi (35) shart bajarilgan.Biz
bilamizki, fagat 8 -0 bo‘lgan hollardagina ikkinchi tartibli chiziq
maxsus Yyo‘nalishga ega bo‘lib, u ikkinchi tartibli chizig uchun
asimptotik yo‘nalish bo‘ladi. Demak, yagona markazga ega
bo‘lmagan ikkinchi tartibli chiziglar uchun asimptotik yo‘nalish bosh
yo‘nalish bo‘ladi. Albatta, maxsus yo‘nalishga pedendikulyar
yo‘nalish ham bosh yo‘nalish bo‘ladi. Boshqga bosh yo‘nalishlar yo‘q.
Demak, yagona markazga ega boMmagan ikkinchi tartibli chiziglar
uchun o‘zaro petendikulyar fagat ikkita bosh yo‘nalish mavjuddir.
Yuqoridagi (35) tenglikda al12=0 va a,,=a2 munosabatlar
bajarilsa, bu tenglik ixtiyoriy {I,m} yo‘nalish uchun bajariladi. Demak,
bu holda ixtiyoriy yo‘nalish bosh yo‘nalish bo‘ladi.Agar al2*0

$ ffl
boisa,(35) tenglik K:F (va =<: ) ifoda uchun kvadrat tenglama

bo‘ladi. Bu tenglamada diskriminant uchun
D =(au - 022)2 + 4cr2i2 > 0
munosabat o'rinli bo‘lgani uchun u ikkita ildizga ega va demak,

ikkinchi tartibli chizig uchun ikkita o‘zaro pegendikulyar bosh
yo‘nalish mavjud.

21[1, 123p J.3.19def]
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Berilgan {(.m} yo‘nalishga qo‘shma diametr yo-‘nalishi
uchun
/":m =-{an| +a22m):{alll + aXam) (18)
munosabat o ‘rinli. Bu munosabatni
(a,,/+al2m)T +(al2l +a22m)m =0
ko‘rinishda yoki
o,/I' +al2{lm" +ml")+ a22mm =0

ko‘rinishda ham yozish mumkin.

Ta'rif- 1. Ikkita {t,m} va {C,m) yo'nalishlar uchun (20)
munosabat bajarilsa, bu yo'nalishlar (1) chizigga nisbatan gqo‘shma
yo ‘nalishlar deyiladi.

Bu munosabatda (1) tenglama koeffitsentlari qatnashadi.
Koeffitsiyentlar esa koordinatalar sistemasiga bog‘lig. Ikkita {I,m} va
{f,m} vyo‘nalishlar biror koordinatalar sistemasida (1) chiziqga
nisbatan go‘shma yo‘nalishlar bo‘lsa, ular ixtiyoriy koordinatalar
sistemasida (1) chizigga nisbatan qgo‘shma yo‘nalishlar bo‘lishini
ko‘rsatamiz.

Biz Oxy koordinatalar  sistemasidan  (¥x!y koordinatalar
sistemasiga

X =cnx' +cuy' +Xo
y=c2x +c22y +y0
almashtirishlar yordamida o‘tsak,(l) tenglama
alj(x f +2di2xly +d2(/)2+2d”*x +2d-ny +dn =0
ko‘rinishga keladi. Ikkita {(,m} va yo‘nalishlar uchun
go‘shma bo‘lish sharti boMgan (21) tenglikni

alJ°" 4

Ve a2l)
belgilash Kiritib,

ko‘rinishda, (1) tenglamani esa.

ko‘rinishda yozish mumkin.
1-misol. Quyidagi
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X2-4xy +4y2+4x-3y-7 =Q
chizigning shakli vajoylashishi aniglansin:

Yechish.
1 -2 2
-2 R 4 -3 25
2 4 4
2 - -7
2
Demak, berilgan chizig-parabola;
[, =1+4=5,

Parametri
25
P= 453 25"
Kanonik tenglamasi:

Y2=-r=X.
\b

0 ‘gining tenglamasi:
22 (-~
n-2y-
1+4
yoki
X- 2y+1=0.
Parabola uchining koordinatalarini topish uchun tenglamalar:
fIO- 2y+1=0
}r2-4xy +4>2+47-37 - 7=0;
fx-27 =-1
|(nr-2>Yr+4x-3y-7 =0;
U-22+1=0
14*-3.y-6 = 0.
Natijada, parabola uchi (7(3,2) nugtada, botiglik tomoniga
yo’nalgan o‘q vektori esa
-2 4 1 -241

3 1
2, 2723
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X
koordinatalarga ega (22-chizma). ¢ x =S boiganda y =*i teng
ekanini bilish foydali).
5-misol. Quyidagi
X1-Axy +Ayl+4x-3y-7=0
chizigning fokusi va direktrisasi topilsin (4-tnisolga garang).

Berilgan chiziq parametri p 255 ga teng parabolani

ifodalaydi. Parabola uchi (7(3,2) nuqtada. Parabola o‘gining musbat
yo’nalishi (-2,-1) vektor bilan aniglanadi. Ox va O'x o qlar orasidagi
burchakni ¢ desak:
2
coscp = ----==, )
P s ai’
Demak, almashtirish formulalari:

+3, y=

bundan
—2X—Vv+8

ir~-~

Kanonik sistemada fokus koordinatalari:

x =—L, / =o,
4V5

boshlang‘ich sistemada esa:



n=29; y=19%
kanonik sistemada direktrisa tenglamasi: x =—2

boshlang‘ich sistemada esa:
-2X-y +b= - 1 N 8jc+ 4>>-33=0

S 4yf5
X2- BXy +4y2+x+2y-2=X1+(-5.y+ 1)*+4y2+2y-2 =

=N (-5, +1),+p f ‘) +4,7+2y-2-(=Uz21] =
,t=*+0) +4y +2,-2 - =fy %

3BV =fX+—" - ~52, +1- 3¥~3
2, n 2 2 Jv 2
=(a:-y-1)(n-4y +2,
bu to’g’ri chiziglar tenglamalari: * >-i =0; x-4y+1=0 dan

iborat.
Mustagqil ishlash uchun masalalar

1. Diametri x-2y =0 to’g’ri chizigdan x+y =0 esauchidagi
urinmasidan iborat bo’lgan, hamda J10,1) nuqtadan o’tuvchi parabola
tenglamasi tuzilsin.

2. Uchlari [4;2),B(8;2),C(4;5) nuqtalarda bo’lgan ABC
uchburchak bilan berilgan. Shu uchburchakka tashqi chizilgan
uchburchakning a uchidan chigarilgan ad mediana diametri
bo’ladigan parabola tenglamasi tuzilsin.

3. AOB uchburchak berilgan: A8;0),0(0;0),5(0;6). o nuqgtadan
o’tadigan, ab tomoni o’rtasida urinadigan, on,ou tomonlami kesib
o’tadigan, ikkinchi tartibli chiziq tenglamasi tuzilsin.

4, Parallelogrammning uchta 0(G0),4(40,922. uchi hamda
a va B nugqtalar parallelogrammning qarama-qarshi uchlari ekanligi
ma’lum. Shu parallelogramga ichki chizilgan va parallelogramm
tomonlarining o’rtalarida urinadigan ellips tenglamasi tuzilsin.

5. (3;0) nuqtadan o’tadigan markazi (0;-1) nuqtada bo’lgan
ikkinchi tartibli chiziq berilgan. Bu chiziq 2nc-3y+1=0, *+>>-5=0
to’g’ri chiziglami xosmas nuqtalarda kesib o’tishi ma’lum bo’lsa,
chiziq tenglamasi tuzilsin.
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6. (1;1) nugtadan o’tadigan, ox o’gni (1;0) nugta vaxosmas
nugtasida, shuningdek, oy o’gini (0,1) nuqta bilan xosmas nuqtasida
kesib o’tadigan ikkinchi tartibli chiziq tenglamasi tuzilsin.

7. A/() nugtadan o’tib, ox o’giga (3;0) nugtada urinadigan
va asimptotasi oy o’gidan iborat giperbolaning tenglamasi tuzilsin.

Test namunalari

1. Quyidagilardan gaysi biri assimptotik yo‘nalishni aniglovchi
tenglama?
a) aul2+2animmwa2m?2=0
b) alla2+au=0
c) anan-a =0
d) aH+al2+a22=0
2. Quyidagilardan qaysi biri assimptotik yo'nalishni aniglovchi
tenglama?
a) aul2+?anlr+a2rxa2* 0

b) ani2+ 2anim+arrr2=0
9) 0
d) -«;,= ()

3. Urinma ta’rifmi ko ‘rsating!

a) Noasimptotik yo‘nalishdagi to‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli
chiziqg bilan bitta nugtada kesishsa,u urinma deb ataladi.

b) Asimptotik yo‘nalishdagi to‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli chiziq
bilan bitta nugtada kesishsa,u urinma deb ataladi.

¢) Noasimptotik yo*nalishdagi to‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli
chiziq bilan kesishmasa, u urinma deb ataladi.

d) Noasimptotik yo‘nalishdagi to‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli
chizig bilan bittadan ortiq nuqtada kesishsa,u urinma deb ataladi.

4. Quyidagi mulohazalaming gaysi biri to‘g‘ri?

a) Asimptotik yo‘nalishdagi to‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli chiziq
bilan kesishmasa, u ikkinchi tartibli chizig uchun asimptota deyiladi.

b) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
hagigiy yechimlari mavjud

c¢) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
yechimi mavjud bo‘Imasligi mumkin
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d) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
kompleks yechimlari mavjud

5. Quyidagi mulohazalaming gaysi biri to‘g ‘ri?

a) Noasimptotik yo‘nalishdagi to‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli
chiziq bilan kesishmasa, u ikkinchi tartibli chiziq uchun urinma
deyiladi.

b) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
haqgigiy yechimlari mavjud

c) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
yechimi mavjud bo‘lmasligi mumkin

d) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
kompleks yechimlari mavjud

6. Quyidagi mulohazalaming qaysi biri to‘g‘ri?

a) S>0 bo‘isa asimptotik yo'nalish mavjud emas.

b) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
haqiqiy yechimlari mavjud

c¢) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
yechimi mavjud bo‘Imasligi mumkin

d) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
kompleks yechimlari mavjud

7. Quyidagi mulohazalaming qaysi biri to‘g‘ri?

a) agar S=0 bo‘lsa, asimptotik yo‘nalish bitta va bu holda (1)
chiziq parabolik chiziq deyiladi

b) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
haqiqiy yechimlari mavjud

c¢) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
yechimi mavjud bo‘imasligi mumkin

d) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
kompleks yechimlari mavjud

8. Quyidagi mulohazalaming qaysi biri to*g‘ri?

a) 3< 0 bo‘lsa ikkita asimptotik yo‘nalish mavjud, chiziq esa
giperbolik chiziq deyiladi.

b) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
haqiqiy yechimlari mavjud

c) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
yechimi mavjud bo‘Imasligi mumkin

d) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
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kompleks yechimlari mavjud

9. Quyidagi mulohazalaming gaysi biri noto'g'ri?

a) 8 <0 bo‘lsa ikkita asimptotik yo‘nalish mavjud, chiziq esa
giperbolik chiziq deyiladi.

b) 8<0 bo‘lsa, ikkita asimptotik yo‘nalish mavjud, chiziq esa
giperbolik chiziq deyiladi.

c) agar 8 =0 boTsa, asimptotik yo‘nalish bitta va bu holda (1)
chiziq parabolik chizig deyiladi

d) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
kompleks yechimlari mavjud

10. Quyidagi mulohazalaming qaysi biri noto‘g ‘ri?

a) 8 <0 bo‘lsa, ikkita asimptotik yo‘nalish mavjud, chiziq esa
giperbolik chizig deyiladi.

b) Ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
hagiqgiy yechimlari mavjud

c) Asimptotik yo‘nalishdagi to‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli chiziq
bilan kesishmasa, u ikkinchi tartibli chizig uchun asimptota deyiladi.

d) Barchasi to‘g‘ri

12-8. Affin almashtirishlari va ortogonal almashtirishlar
Reja:

1. Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini almashtirish
Affin almashtirishlari
3. Ortogonal almashtirishlar

o

TEKISLIKDA DEKART KOORDINATALAR SISTEMASINI
ALMASHTIRISHZ3

Tekislikda dekart koordinatalar sistemasi berilgan bo‘lib, uni
koordinatalar boshi O nuqta atrofida ¢ burchakka burishni garaylik.

Tasdig. Nugtaning “eski” va “yangi” koordinatalari orasidagi
bog‘lanish

2[l, 4.3.3, 4.3.4 propositions, 161-163pp.]
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X=X COS0-y sin®
y =/ sing+Y cos?

tenglamalar sistemasi bilan aniglanadi.

Isbot. Bir vektordan ikkinchisiga gisga burilish yo‘nalishi soat
strelkasi yo‘nalishiga garama-garshi bo‘lsa, bu vektorlar o‘ng ikkilik,
aks holda chap ikkilik tashkil giladi deyiladi. Bazis sifatida biror
ikkilik tanlansa, biz oriyentatsiya tanlab olingan deb hisoblaymiz.
Bizga va {7,7} ortonormal bazislar berilgan bo‘lsin. Bu bazislar
yordamida Kiritilgan Dekart koordinatalar sistemasilarini mos ravishda
Oxy va bilan belgilaylik. Nugtaning “eski” va “yangi”
koordinatalari orasidagi bog‘lanishni topamiz. “Yangi» koordinatalar

sistemasi markazining «eski» koordinata sistemasidagi
koordinatalarini (a,b) bilan belgilaylik.

Tekislikda M nugta berilgan bo‘lib,uning Oxy va(7¥y
sistemalardagi koordinatalari mos ravishda(x,>) va(/,/) jufitliklardan
iborat bo‘Isin.

Biz quyidagi tengliklarga ega bo‘lamiz:
OA=xi+yj, OA—yii +Y/ , OO - ai +bj
Har bir vektomi| /,/j bazis orgali ifodalash mumkinligi uchun
+ , f=a2i+anj (1)
munosabatlami hosil gilamiz. Bu ifodalami
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OA=00 +0OA, OA=Xi+Yyj
tengliklarga qo‘yib
Xi +yj =ai+bj+avxi+a*?j +a,yf+a2yj
tenglikni hosil gilamiz.
Bazis vektorlari [ i,j} chizigli erkli oilani tashkil etganligi uchun
yuqoridagi
munosabatdan
x =akk' +a2ly +a
Y=« + +b
formulalami olamiz. Endi atl koeffitsiyentlami topish uchun
ikkita holni garaymiz.
Birinchi hoi: | /,/} vaj /,/} bazislar bir xil oriyentatsiyaga ega.
Bu holda, agar ¢ bilan i va i vektorlar orasidagi burchakni
belgilasak, j va/ vektorlar orasidagi burchak ham ¢ ga teng bo‘ladi.
Yugqoridagi (1) tengliklaming har ikkalasini i va j vektorlarga skalyar
ko‘paytirib
a,, =cos0 ,a,2=sin0 , a2 =-sin”, an =cos®
formulalami olamiz.Agar | /,yjva| /',/} bazislar har xil

oriyentatsiyaga ega bo‘lsa, j va/ vektorlar orasidagi burchak a-d
gateng bo‘ladi. Bu holda (1) tengliklaming har birini i va j
vektorlarga skalyar ko‘paytirib
a,, =cosg,<\2=sing , a,, =sin”, an=-cosd formulalami hosil
gilamiz. Bu formulalami (2) formulalarga qo‘yib mos ravishda
quyidagi ikkita formulalami olamiz:
jt=ycosr~ysin® +4
y =x!sin™+¥Y cos™ +b
Bu holda o‘tish determinanti uchun
A= °n a?2 =l
al a2
tenglik o‘rinli.
Ikkinchi holda bazislaming oriyentatsiyalari har xil va
koordinatalami almashtirish formulalari
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'x =@ cos™ + ¥Ysin$ +a
[y =x'sin®—¥ cos™ +b

ko‘rinishda bo‘ladi.
Bu holda o‘tish determinanti uchun

A= =-1

tenglik o‘rinli  bo‘ladi. Demak koordinatalar sistemasini
almashtirganimizda o‘tish matritsasining determinanti musbat bo' Isa.
oriyentatsiya o‘zgarmaydi. Agar o‘tish matritsasining determinanti
manfiy bo‘lsa, oriyentatsiya garama-garshi oriyentatsiyaga o ‘zgaradi.

Ikkita D va Q tekislikni garaylik. D tekislikda to‘g‘ri burchakli
Ox™x2 koordinatalar sistemasi hamda Q tekislikda Odl62 koordinatalar
sistemasi berilgan bo‘lsin. D va Q tekisliklar ustma-ust keltirilishi
mumkin. Shuningdek, koordinatalar sistemalari ham ustma-ust
keltirilishi mumkin.

Chizigli almashtirishlar.

L Tekislikda chizigli almashtirishlar tushunchasi.

Berilgan n tekislik va undagi M (x,y) nugtani

x' =allx +aly +al}
YANAX +0nY+0n
formulalar  yordamida  M'(x\y") nugtasiga o ‘tkazuvchi

akslantirishga >k tekislikni chizigli almashtirish deyiladi. Har bir M
nugtani M' nugtasiga

Ushbu A=°1 02 determinant (1) chizigli almashtirishning

«21 °22
determinanti deyiladi.
Agar O"O bo‘lsa, (1) almashtirish xosmas, O=0 bo‘lsa, xos
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almashtirish deyiladi.

Biz fagat xosmas almashtirishlami o‘rganamiz. Bunday
almashtirishlarga affm almashtirishlar deyiladi.

A=0 bo‘lsa, «k tekislikning barcha nuqgtalami bitta to‘g‘ri
chiziqdagi nugtalarga o‘tib qoladi. Demak, affin almashtirish bu 4*0
shartni ganoatlantiruvchi chizigli almashtirishdir.

Affm almashtirishning xossalari

1 Ikkita affm almashtirish ketma-ket bajarilsa, yana affm
almashtirish paydo bo‘ladi.

2. Ayniy almashtirish x’=x,y'-y affin almashtirishdir.

Hagigatan, = 01 =1* 0 demak, affm almashtirish.

3 Affin almashtirishga  teskari almashtirish affry
almashtirishdir. (ya’ni M ni M nuqtaga o ‘tkazuvchi almashtirish).
Isbot. (1) munosabatdan x va y lami topamiz.

{anx+any=x"'-an A
a2x +any =y a3 il M il
Qi @2
@1 «22 v+ «23 «zzNA B y-az
.
1 «13 «12
L v a, a
(2)
i a

y=- -a2x +auy'-
I =

Bundan ko‘rinib turibdiki, (2) almashtirish chizigli almashtirish

n #12
A A
M — -
ar= -=b
va &; Rp 1 2
£2. _£I2
A'l= ﬂ' A
_a
4 4
demak (2) almashtirish affm.
4. Affm almashtirishi tekislikni bir giymatli almashtirishdir

Ya’ni har bir M nuqtaning yagona M' obrazi va aksincha ixtiyoriy
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M' nugtaning yagona M proobrazi mavjud.

Isbot. Faraz qilaylik, affin almashtirishda ikkita M(x,y) va
M(x,y) nugtalar bitta M'(x\y') nuqgtaga o‘tsin. U holda (1)
formulalami berilgan M(x,y) va M (x,y) nuqtalar uchun yozib
tenglamalami ayirsak:

Ma,(ac-*) +81A>'-p) =0
(a2 (x-x)+a2(.y-y) =0

chizigli birjinsli tenglamalar sistemasini hosil gilamiz.

Bu sistema uchun A= ot 0’2*0, demak, bu sistema yagona
trivial yechimga ega: x-x =0,y-y =0, bundan esa x=x,y=y
munosabatlar kelib chigadi, ya’ni M va M' nuqtalar ustma-ust
tushadi.

M' nugtaning asli (proobrazi) yagonaligi uchinchi xossadan
(aksinchasi) yugoridagidan ko‘rsatiladi.

Teorema. Affin almashtirishda to‘g‘ri chiziq yana to‘g‘ri
chizigqa, parallel to‘g‘ri chiziglar parallel to‘g‘ri chiziglarga o‘tadi.

Isbot. n tekislikda I:Ax+By+C =0 to‘g‘ri chizig berilgan bo‘lsin.
(1) affin almashtirishni bajarish natijasida/’*'x + B'y+C"O tenglama
bilan aniglanadigan to‘g‘ri chiziq hosil bo‘ladi. Bunda

B AB L2 Bl (3
—av ~—ad=A>

an=B",- =C
; A\ ; A«'B 2 A«Z]_ «3
anx'+a.y- B L2 H—B ~anx'+auy'~ a &8 +C=0
v B 3B AV B3 B

Demak, / to‘g‘ri chiziq nuqtalari /* to‘g‘ri chizigga bir giymatli
o‘tar ekan.

Uchinchi xossaga ko‘ra, aytish mumkinki, /' to‘g‘ri chiziq
nugtalari / to‘g‘ri chiziqg nugtalariga bir giymatli o‘tadi. To‘rtinchi
xo0ssaga ko‘ra / to‘g‘ri chizig nuqtalari /' to“g‘ri chizigga o ‘tadi.

Xossaning ikkinchi gismini isbotlashga o‘tamiz. Bizga o°‘zaro
parallel /, va /2 to‘g‘ri chiziglar berilgan bo‘lib, ulaming (1) affin
almashtirishdagi akslari /, va /' bo‘lsin. /7 va N to‘g‘ri chiziglar
kesishsin deb faraz qilaylik, M 'e/,0/2 kesishish nugtasi bo‘lsin.
To‘rtinchi xossaga ko‘ra M' nuqta yagona M nuqtaning obrazi va M
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nuqgta /, va 12to‘gii chiziglaming har biriga tegishli. Bu esa va /,
to‘g‘ri chiziglaming parallelligiga zid. Xossa to‘lig isbotlandi.

Teorema. Agar tekislikdagi biror to‘g‘ri chizigda yotmaydigan
uchta nugtaning bir to‘g‘ri chiziqda yotmaydigan obrazlari berilgan
bo‘lsa, tekisiikning affin almashtirishi bir qiymatli aniglanadi.

Isbot. Teorema shartiga ko‘ra MI,M2MJ nuqtalar n tekislikda bir
to‘g‘ri chizigda yotmaydi va M\,M\M\ nuqtalar ham bir to‘g'ri
chizigda yotmaydi. n tekislikda M, nugtalami Mt nugtalarga
o‘tkazuvchi yagona affin almashtirishi mavjud ekanligini ko‘rsatamiz.
Buning uchun (1) munosabat bilan aniglanuvchi affin almashtirish
mavjud bo‘lib, a,,an,al3cjlt,an,a2 koeffitsentlar bir qgiymatli
aniglanishini va A®0 ekanini ko‘rsatish yetarli. (1) formulalardan
MVM2,M'3 nugtalaming birinchi koordinatalari uchun quyidagi

X =W +ai2¥l +alB
X2~ awxi +aly2+al 3)
x3=aux3+aiy 3+au

tenglamalar sistemasini hosil gilamiz Bu sistemada a, au aB
noma’lumlar. Sistemaning asosiy matritsasining determinanti

gy 1
D= y2
Y,
bo‘lib, u 2= y2-A dereminatga teng va noldan fargli, chunki
*3“* Yb-Yx
bu determinant M1 2 va M 3 vektorlarga qurilgan
parallelogrammning yuziga teng va bu vektorlar nokolleniarligidan

—V . .
Xg_i 2V3 YI dereminat nolga teng emas. Demak, (3) sistema yagona
Xo-X, yo-y

a,,, al2, au yechimga ega.
Xuddi shunga o‘xshash a2v a2, a,, koeffitsentlar ham bir giymatli
aniglanishi ko‘rsatiladi. Endi J1"O ekanini ko‘rsatamiz.
cii(x2—-*i) a)r(yY2~r-s1)1 —r sy i Xb ~x\
asi(xz-xiy) ai2(y3-y,)] arnh-y, y3-yt.
det(~fi) = det(A)mdet(B) detA =det A7 lardan foydalansak,
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bundan esa A= *0 ekani kelib chigadi.

ORTOGONAL ALMASHTIRISHLAR

Tekislikda quyidagi chizigli almashtirishni garaylik
x'=anx +aly +an
y'=adx +azy +a2 (1)

Agar 11" X = A= B- ¢ belgilashlar
KY"J KY) 1«1l «21 Va:
kiritsak, (1) sistemani X'-AX +B ko‘rinishda yozish mumkin
(1) almashtirish uchun ATA=E munosabat bajarilsa.
ortogonal almashtirish deyiladi.
« 01 +21 ««PR+ara2 V0
a,. 1+ 22421 «12 2. 01
+ «@l = N A2 «22 —  «iikiz ar\arr~ ®

Ortogonal almashtirishi affm almashtirishi bo‘ladi.

Teorema (Ortogonal almashtirishning asosiy xossasi). Ortogonal
almashtirishda nugtalar orasodagi masofa saglanadi.

Isbot. M\(xxy() va M2(x2y2) nuqtalami (I") ortogonal

almashtirish A/,'(xj.y) va JI2(¥,,¥Y2) nuqtalarga o ‘tkazsin.

Ushbu |[M,M2/=|M XM2\ munosabatni isbotlash kerak.
bR gxo B oy ) 2= {ali(xa- x 1 + al2(y 2- y 1)+
+(a2(x2-x )+a2(y2-yt))2=(a,] +a2l)(x2-x,)2+ (@2 +a2l)(x2-x,)2+
+{aip +@2)(Y2-Y,Y +2(auvan +a2da2)(x2-x 1)(y2-y ) =
N(X.-X,)2+(y2-y Y2=\MtM 22

Masala yechish namunasi

1-misol. Ushbu



Y, = X, coax - x2sinct |
y2 = X, sina + x2cosu \ A
akslantirish ()xixi1koordinatalar sistemasini a burchakka burishdan
iborat. Bunda Ox,xzsistemadagi har bir x va x, koordinatali nugta (3)
gonuniyat bo‘yicha o‘zgaradi.
Shunday qilib, (3) chizigli almashtirish eski x va X,
koordinatalami yangi >m va y 2 koordinatalarga o ‘tkazadi.
Bu almashtirishning matritsasi quyidagi ko'rinishga ega:
Icosa -sinal!
sinor + cosor
2-misol. Ushbu
y. = SX'ﬂ M = 30
Yr=* 01
akslantirishni garaymiz. Bu akslantirishda (1, 1) nugta (3, 1)
nugtaga, (1,2) nuqta (3, 2) nuqtaga, (2, 1) nugta (6, 1) nuqtaga, (2, 2)
nugta (6, 2) nugtaga va hokazo o‘tadi. Ox,x2 va Oy,y2 koordinata
sistemalarini bir joyda qarasak, bu akslantirishni 2-chizmadagi kabi
tasvirlash mumkin. Bu akslantirish Ox, o‘gi bo‘ylab 3 marta
cho‘zishdan iborat.
3-misol. Ushbu
Y. = 2X:+
Yr=x,~ x2
almashtirishga teskari almashtirishni toping.
Yechish. Almashtirishning determinantini topamiz:
n= 2 1=—2-1 =350
1-1
Demak, berilgan almashtirish o‘zaro bir giymatli.
Teskari almashtirish quyidagicha bo‘ladi:

11
X =i* +3%
11

bu almashtirishning matritsasi

172



1
3 3
1 2
3 "3)
Darsda ishlanadigan misollar

1 Affin almashtirish berilgan: x'=bx+y~B, y=x+y+i. Bu
almashtirishda gaysi nuqta (9;8) nuqtaga o‘tadi?

2. Affin almashtirish berilgan:
< iv *4y—12, y=4x-3y+6. 7jt-2>'-24 =0 to‘g‘ri chiziqdagi, bu
almashtirishda yana shu to‘g‘ri chizigda yotadigan nugta toping.

3.« affin almashtirish »X21), i(3;0), C(i;4) nuqtalami mos
ravishda B'(i;9), C'(3;i) nugtalarga o‘tkazadi. Bu almashtirishda
a/(5,7) nugta ganday nuqtaga o‘tadi? Bu almashtirish gaysi nuqta
qo*‘/g ‘almasi bo‘ladi?

4. * £(1:9J10;2),/1,(-3,0) nugtalami .4,'(2;3),.4,'(-1;4),A,"(-2:-1)
nugtalarga o4kazadigan affin almashtirish aniglansin.

5. Ushbu affin almashtirishning ar'=4n+5y-11, /=2nr+4/-7
go‘sh nugtasi aniglansin.

6. Ushbu affin almashtirishning 3MN+4N7-8, y=x+3y-4 qo‘sh
nugtasi aniglansin.

7. Ushbu y-=3r+4y-15, y'=2x+4y-2 =Q affin almashtirishda
quyidagi:

a Ox oy o‘glar;

b. 2x+3y+5=0, 4n-3"-2 =0 to‘g"ri chiziglar;

C. Jc-67-7=o0to‘g‘ri chiziq

ganday to‘g‘ri chiziglarga almashadi?

8. Ushbu x'=2x+y-2, y'=x-y~i affin almashtirish va n@;1 nuqta
berilgan. A nuqtadan o4adigan shunday to‘g‘ri chiziq topilsinki, u shu
almashtirishda yana a nuqtadan o‘tadigan bo‘Isin.

9. Ushbu x'=ix-y +\, y'-4jtr2y+4 affin almashtirishning qo‘sh
to'g ‘ri chiziqglari topilsin.

10. Ushbu al+b2*o affin almashtirishning qo‘sh

to‘g“ri chiziglari bo‘Imasligi isbotlansin.
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11. x'=x+3y, Y- 4xr3y dan iborat affin almashtirishning qo‘sh
to‘g‘ri chiziglari yangi sistema o‘qlari deb olinsa, bu almashtirish
ganday yoziladi?

12. Affin almashtirish berilgan: x'=Sx+y, y=4.*+3v. Bu

almashtirishda o‘zlariga kollinear bo‘lgan vektorlarga almashadigan
vektorlar topilsin.

MUSTAQIL ISHLASH UCHUN MASALALAR

1 Tekisiikning x'=ax+b, y'=cy+d (bu yerda a,b,c,d sonlar barcha
hagigiy giymatlami gabul giladi va a*o, c*o faraz gilingan) affin
almashtirishlari to ‘plami gruppa tashkil etadimi?.

2. Tekisiikning ushbu x'=x, y=ky (k -noldan fargli hagigiy son)
affin almashtirishlari to‘plami gruppa tashkil etadimi? Bu
almashtirishlaming geometrik ma’nosi aniglansin.

3. Ushbu x'=x+ky, y'=y (k barcha hagigiy giymatlami gabul
giladi) affin almashtirishlar to ‘plami gruppa tashkil giladimi?
Ko‘rsatilgan har bir almashtirishlaming geometrik ma’nosi aniglansin.

4. Quyidagi x=xx, y=ky (x barcha hagigiy giymatlami gabul
giladi) affin almashtirishlar to ‘plami gruppa bo‘la oladimi?
Ko‘rsatilgan har bir almashtirishlaming geometrik ma’nosi aniglansin.

5. Dekart koordinatalar sistemasida ushbu

ros<>-ysingi), V- rjcsinp*>as<?) (bu yerda r barcha musbat va
hagigiy giymatlami va ¢ barcha haqiqiy giymatlami gabul giladi)
affin almashtirishlar to ‘plami gruppa tashkil giladimi?

6. Ushbu x'=ax—by, y'=bx+ay (bu yerda a va Asonlar bir vaqtda
nolga teng boTmagan giymatlami gabul giladi va a1+wr* 0) affin
almashtirishlar to‘plami gruppa tashkil giladimi? Ko‘rsatilgan har bir
almashtirishlaming geometrik ma’nosi nimadan iborat?

7. Ushbu y=K*cos(p-ysmcp)+a, y'=r(>sirup+yaisip)+(i (bu yerda r
barcha musbat giymatlami va cpap parametrlar barcha haqiqiy
musbat giymatlami gabul giladi) affin almashtirishlar to‘plami gruppa

tashkil giladimi? Bu almashtirishning geometrik ma’nosi nimadan
iborat?

8. Ushbu }}z:?fgt%f almashtirish JI/(x,.n2 nugtani JI(M.y,)
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nugtaga o ‘tkazadi.

A) Quyidagi nugtalar obrazlarining koordinatalarini toping:
N(4,5), Al,(-4,-5),  (-2,7), NI4(7,-2)

B) Quyidagi nuqtalar proobrazlarining koordinatalarini toping:
A,(24), T2(-3,8), V,(4,-6), ,VA(-8,-9)

9. Uchlari n(@.3), s(-3,3), C(3,-3), Ha nuqtalarda boigan
adcd kvadratning obrazini toping. Bunda akslantirish formulalari
},~X 41 dan iborat.
¥i Axi +21

10. Akslantirish ushbu y'—3x' 5x*+2\ formulalar bilan berilgan.

yr=2x,+xr-1)
/(LX) nugtaning obrazini va N(-52) nuqtaning proobrazini toping.

11. Ushbu y* 2x"+ H  almashtirishga teskari almashtirishni
y2= -2x2+51)

toping.
12. Ushbu '1T _2X2-4} almashtirishga teskari almashtirishni
Yr = 2xi+*2-53
toping.

Test topshiriglari

1 Bir vektordan ikkinchisiga gisga burilish yo‘nalishi soat
strclkasi yo'nalishiga garama-qgarshi bo‘lsa, bu vektorlar ... tashkil
giladi deyiladi.

a)o‘ng ikkilik

b) chap o‘nglik

c) vektorlar uchligini

d) bazis

2. Bir vektordan ikkinchisiga qisga burilish yo‘nalishi soat
strelkasi yo*nalishi bilan bir xil boTsa, ular chap ikkilik tashkil giladi
deyiladi.

a)o‘ng ikkilik

b) chap o‘nglik

c) vektorlar uchligini

d) bazis

3. Koordinatalar sistemasini almashtirganda o‘tish matritsasinig
determinanti rnushat boMsa, oriyentatsiya ...
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a) o‘zgarmaydi

b) o‘zgaradi

¢) musbat bo‘ladi

d) manfiy bo‘ladi

4. Almashtirish uchun ATA=E  munosabat bajarilsa, u ...
almashtirish deyiladi.

a)ortgonal

b) affm

¢) chizigli

d) xos

5. Agar o‘tish matritsasining determinanti manfiy bo‘Isa,
oriyentatsiya garama-garshi oriyentatsiyaga ....

a) o‘zgarmaydi

b) o‘zgaradi

¢) musbat bo‘ladi

d) manfly bo‘ladi

6. Agar A bo‘lsa, (1) almashtirish ... almashtirish deyiladi.

a) xosmas

b) xos

C) maxsus

d) maxsus boimagan

7.Agar A=0 bo'lsa, (1) almashtirish ... almashtirish deyiladi.

a) xosmas

b) xos

C) maxsus

d) maxsus bo‘lmagan

8.....almashtirishlami affm almashtirishlar deyiladi.

a) xosmas

b) xos

C) maxsus

d) maxsus bo‘Imagan

9. affm almashtirish bu ... shartni ganoatlantiruvchi chizigli
almashtirishdir.

a)A*0

b) A=0

c) A<O

d) to‘g‘ri javob berilmagan
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10. Almashtirish uchun ... munosabat bajarilsa, u ortgonal
almashtirish deyiladi.

a) ATA=E

b) ArA~' =E

C)A~TA =E

d)A~IA=E

13-8. Ikkinchi tartibli chiziglaming umumiy tenglamalarini
kanonik koTinishga keltirish. Markaziy hoi

Reja:
L Ikkinchi tartibli chiziq markazi
2. Markaziy chiziq tenglamalarini kanonik ko‘rinishga

keltirish

IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLARNING UMUMIY
TENGLAMALARINIKANONIK KO RINISHGA KELTIRISH2

Biz bu mavzuda tekislikda dekart koordinatalar sistemasida
anx2+2al2xy +a-"y2 +2al3x +2a2y +ar3=0 1)
tenglama bilan berilgan ikkinchi tartibli chizigni tekshirish bilan
shug‘ullanamiz. Bu ishni koordinatalar sistemasini o‘zgartirish va
(Ntenglamani soddalashtirish yordamida amalga oshiramiz. Birinchi
navbatda parallel ko‘chirishda (1) tenglama koeffitsiyentlari ganday
o0°‘zgarishini tekshiramiz. Buning uchun
x’=x-x0, ¥Y=y-y0 (2)
formulalar yordamida almashtirishlami bajaramiz. Bu holda
koordinata o‘qlarining yo‘nalishlari o‘zgarmaydi,fagat koordinata
boshi (7(x0,y0) nugtaga ko‘chadi.Bu formulalardan x,y lami topib va
(1) ga go‘yib
dn{x) +2duxy + 2d73x! +2dj3)f +d33- 0 (3)
tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamada koeyeffitsiyentlar uchun
Ml=aiu du =al2, d2=a22,

24[1, 131-143 pp]
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<K = «11%0 + ANY0 + «13. «23 = «21*0 + «22>0 + «23" «33 = F (x0,Y0) (4)

tengliklar o‘rinli bo‘lib, F(x, >)bilan (1) tenglamaning chap
tomonidagi ifoda belgilangan.

Yuqoridagi (3) formulalardan ko‘rinib turibdiki, paralllel
ko‘chirishda ikkinchi darajali hadlar oldidagi koeffitsiyentlar
o0‘zgarmaydi. Agar 0(xo,yo) nuqtaning koordinatalari

«11*+ any + «13=° "
«21* + «22.Y + «23 =0.

sistemani ganoatlantirsa, (3) tenglamada birinchi darajali hadlar

gatnashmaydi.
Bundan tashqari, agar (¥(x0,y0) nugtaning koordinatalari (5)
sistemani ganoatlantirsa, (¥Y(x0,y0) nuqta ikkinchi tartibli chiziq
uchun simmetriya markazi bo‘ladi. Hagigatan ham bu holda
koordinatalar markazini (7(x0,y0) nuqtaga ko‘chirsak, tenglamada
birinchi darajali hadlar gatnashmaydi. Shuning uchun yangi
koordinatalar sistemasida
F(x,y)=F(-x"-y)

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Demak, O(xii,y0) nuqta chizig uchun
simmetriya markazidir. Va aksincha, agar birorta A nuqta chiziq
uchun simmetriya markazi bo‘lsa, uning koordinatalari (5) sistemani
ganoatlantirishini  ko‘rsatamiz. Koordinata boshini A nuqgtaga
joylashtirib, yangi x ,y koordinatalar sistemasini Kkiritamiz. Agar
M(x,y) nugta chizigga tegishli bo‘lsa, F(x, >0=0 tenglik o‘rinli
bo‘ladi. Koordinata boshi simmetriya markazi bo‘lgani uchun
F (-x-y)=0tenglik ham o‘rinli bo‘ladi. Bu tengliklami ikkinchisini
birinchisidan ayirib anx + a2 =0 tenglikni hosil gilamiz. Agar al3,a23
koeffitsiyentlaming kamida bittasi noldan fargli bo‘lsa, bu tenglama
to‘g‘ri chizigni aniglaydi, ya’ni ikkinchi tartibli chizigning hamma
nuqtalari bir to‘g‘ri chizigda yotadi. Agar ikkinchi tartibli chiziq bir
to‘g‘ri chiziqgda yotmasa, bu koeffitsiyentlaming har ikkalasi ham
nolga teng bo'ladi. Bu esa A nugtaning koordinatalari (5) sistemani
ganoatlantirishini ko‘rsatadi. Bu faktlami hisobga olsak, quyidagi
ta’rifning geometrik ma’nosi yaxshi tushinarli bo‘ladi.

Ta’rif-1 .Tekislikdagi M0(x0,y0) nugtaning koordinatalari (5)
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sistemani ganoatlantirsa, u (1) tenglama bilan berilgan ikkinchi
tartibli chizigning markazi deyiladi.

Tabiiyki, (5) sistema yagona yechimga ega boiishi, cheksiz ko‘p
yechimga ega bo‘lishi yoki umuman yechimga ega boimasligi
mumkin. Agar

«11«22 21 M0
munosabat o‘rinli bo‘lsa, (5) sistema yagona yechimga ega
boiadi. Agar

_ B2 =£n
al2 a22 «23
munosabat o‘rinli boisa sistema cheksiz ko‘p yechimga,
A a2 «3
al2 a22 «23
munosabat bajarilsa, sistema yechimga ega emas. Bulami
e’tiborga olib, biz ikkinchi tartibli chiziglami uchta sinfga ajratamiz:
a) yagona markazga ega boigan chiziglar;
b) cheksiz ko‘p markazga ega boigan chiziglar;
c) markazga ega boimagan chiziglar;
Biz quyidagi determinantlami kiritamiz

«11 «12 «13
«l1  «12

’ A= «21 «22  «23
«12 «22

«31 «32  «33

bu yerda

a2l=al2 «31~«13> «32= «23-

belgilashlar kiritilgan.

Yagona markazga ega chiziglar uchun 8 * 0, yagona markazga
ega boimagan chiziglar uchun s =o. Chiziglar cheksiz ko‘p markazga
ega boiishi uchun A=0 tenglik bajarilshi kerak.

Uchinchi tartibli determinantni

«21  «22 «1l  «12 «11  «12
" «23 + «33
«31  «32 «31  «32 «1l  «22

ko‘rinishda yozib olsak, oxirgi determinant8 ga tengdir. Agar
8 =0 boisa,
birorta k soni uchun
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ali fjJL—£ all  «12 :kau «22
al a2 «31 «32 «31 «32
munosabat bajariladi. Bu tenglikni hisobga olib,
A=(al3-kaz2i)an °2
«3l «32
tenglikni hosil gilamiz. Agar A=0 tenglik ham bajarilsa,
L #2 4

tengliklardan kamida bittasi o‘rinli boiadi. Bu tengliklaming
birinchisi o‘rinli boisa,

-=k
munosabatdan
_:k
munosobat kelib chikadi. Agar
‘22
aa,,
<2
°n =°i
alk a2 a3l

munosobat kelib chigadi. Demak, £ =0 va A=0 tengliklaming bir
vagtda bajarilishi

shartga teng kuchlidir. Natijada biz quyidagi tasdigni hosil
gilamiz:
Tasdiq. lkkinchi tartibli chiziq
a) <5*0 bo ‘Isayagona markazga ega,
b) S=0va A=0 bo ‘Isa cheksiz ko p markazga ega va markazlar
to plami bitta to gri chizigni tashkil etadi;
v) S=0va 4*0bo 1sa markazga ega emas.
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YAGONA MARKAZGA EGA BO LGAN IKKINCHI TARTIBLI
CHIZIQ TENGLAMASINISODDALASHTIRISH

Biz umumiy anx2+ 2anxy + a2y 1+ 2al3x +2a23y +a=0
tenglama bilan berilgan yagona markazga ega ikkinchi tartibli chizigni
aniglash va uni yasash bilan shug‘uilanamiz.

Bu holda parallel ko‘chirish yordamida koordinata boshini
ikkinchi tartibli chizigning markaziga joylashtiramiz.

Natijada tenglamada birinchi hadlar yo‘qgoladi. Koordinata
o‘glarini  o‘zaro perpendikulyar bosh yo‘nalishlar bo‘yicha
yo‘naltiramiz. yo‘nalishlarning o‘zaro go‘shma boiishi invariant
xossa boiganligi uchun yangi koordinatalar sistemasida {10} va{o,l}
yo‘nalishlar o‘zaro go‘shma bo‘ladi. Bu shart

dn =0
tenglikka teng kuchlidir. Demak bu holda ikkinchi tartibli
chizigning tenglamasi
dnx’2+d22y'2+d”’8=0 (36)
ko‘rinishga keladi.Bu tenglamada
d[j~0#22 ~0)d33

koeffitsiyent esa nolga teng boiishi ham,nolga teng boimasligi
ham mumkin. Agar a3 koeffitsiyent esa nolga teng boisa, (36)
tenglama

Ax'2+By'2=0 (37)

ko‘rinishga keladi. Agar A,B koeffitsiyentlar har xil ishoralarga
ega boisa, bu tenglama ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chizigni aniglaydi.
Koeffitsiyentlar bir xil ishoralarga ega boisa, bu tenglamani bitta
nugtani aniqglaydi.

Yugoridagi (36) tenglamada d33 koeffitsiyent esa nolga teng
boimasa, (36) tenglama

Ax'2+By'2=1 (38)

ko‘rinishga Kkeladi. Bu tenglama esa koeffitsiyentlaming
ishorasiga qgarab, ellipsni yoki giperbolani aniglaydi.

Demak, yagona markazga ega boigan ikkinchi tartibli chiziq
quyidagi to‘rtta chiziqlaming biridan iborat:

1 Ellips

2. Giperbola;
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3. Ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziq;
4, Bitta nugta.
Masala. Quyidagi
X2-5Xy +4y2+x+2y-2=0
tenglama bilan aniglagan chiziq tenglamasini soddalashtiring.
Yechish. Berilgan ikkinchi tartibli chiziq uchun ikkinchi
invariantni hisoblasak,

chiziq birinchi guruhga tegishli, ya’ni berilgan chiziq giperbolik
tipda. Ushbu

1 5 1

2 2

K, 5 1
1 -2

munosabatdan berilgan ikkinchi tartibli chizigning kesishadigan
ikkita to‘g‘ri chizigdan iborat ekanligini ko ‘ramiz.
Tenglamani ikkita chizigli ko ‘paytuvchilarga ajratish
yordamida soddalashtiramiz:

X2- 5Xy +4y2+x +2y —2 =x2+ (-5_y + Djc+ Ay2+2y —2 =
=x2+(-5y +\)x +(— "1 +4y2+2y-2- (~53£+I

25y -10j’+1

+——---- T+4’ §+ Sk S e =|'x + Sy +1

-3 T =Ix+=5n0+x1+" \ , +0 1 .37-3
2 2 \% 2 2

=(x-y~1)-(x-4y +2);
bu to‘gri chiziglar tenglamalari: *-~-1=0, x-4y+2 =0 dan
iborat.
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Darsda yechiladigan misoliar

1. Asimptotalari *-i =0, 2x-y+i=o0 to‘g‘ri chiziglardan iborat
bo‘lgan va 4n+>>+5=0 to‘g ‘ri chizigqa urinadigan giperbola
tenglamasi tuzilsin.

2.([2]) Ikkinchi tartibli sirtning berilgan tekislik bilan

kesishishidan hosil bo‘lgan chizigni tekshiring
2 2

1)— +"~— z2=1, 4x-3y-\2z-6 =0
9 4

2)— +-—+272=1, x+4z-4 =0.
16 4
2 2

3 ([2])E i paraboloidning 3x+2y - 4z=0 tekislikka

parallel bo‘lgan to‘g ‘ri chizigli yasovchilarini toping.
2 2 2

4.([2]) Berilgan A/(6,2,8) nugtadan o‘tuvchi va ™ =1
sirtda yotuvchi to‘g ‘ri chiziglami toping.

5. Diametri x-2y =0 to‘g‘ri chizigdan x+y =0 esauchidagi
urinmasidan iborat bo'lgan hamda A(0;i) nugtadan o ‘tuvchi parabola
tenglamasi tuzilsin.

6. Uchlari J1(4;2),i(8;2),C(4;5) nugtalarda bo‘lgan ABC
uchburchak bilan berilgan. Shu uchburchakka tashqi chizilgan
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uchburchakning a uchidan chigarilgan ad mediana diametri
bo‘ladigan parabola tenglamasi tuzilsin.

7. noe uchburchak berilgan: 180),0(0,0),r(0;6). o nugtadan
o‘tadigan, ab tomoni o‘rtasida urinadigan, on,o8 tomonlami kesib
o'tadigan ikkinchi tartibli chiziq tenglamasi tuzilsin.

8. Parallelogrammning uchta <9(0;0),1(4,0),14(2;2). uchi hamda
a va s nuqtalar parallelogrammning garama-qarshi uchlari ekanligi
ma’lum. Shu parallelogramga ichki chizilgan va parallelogramm
tomonlarining o ‘rtalarida urinadigan ellips tenglamasi tuzilsin.

9. (3;0) nugtadan o‘tadigan markazi (0;-1) nugtada bo‘lgan
ikkinchi tartibli chiziq berilgan. Bu chiziq 2x- 3y+1—0. x+y-5=-0
to‘g‘ri chiziglarni xosmas nuqtalarda kesib o‘tishi ma’lum bo‘lsa,
chiziqg tenglamasi tuzilsin.

10.  (1;1) nugtadan o‘tadigan, Ox o‘gni (1;0) nugta va xosmas
nugtasida, shuningdek, oy o‘qini (0;1) nuqta bilan xosmas nugtasida
kesib o‘tadigan ikkinchi tartibli chizig tenglamasi tuzilsin.

11.  M(;i) nugtadan o‘tib, ox o‘giga (3;0) nugtada urinadigan
va asimptotasi oy o‘gidan iborat giperbolaning tenglamasi tuzilsin.

Test savollari

1. Quyidagilardan gaysi biri yagona markazga ega?

a) Ellips

b) Ikkita parallel to*‘g‘ri chiziq

C) Ikkita ustma-ust tushuvchi to‘g‘ri chiziglar

d) parabola

2. Quyidagilardan gaysi biri yagona markazga ega?

a) Giperbola

b) Ikkita parallel to‘g‘ri chiziq

C) Ikkita ustma-ust tushuvchi to*‘g‘ri chiziglar

d) parabola

3. Quyidagilardan gaysi biri yagona markazga ega?

a) Ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziq

b) Ikkita parallel to‘g‘ri chiziq

C) Ikkita ustma-ust tushuvchi to‘g‘ri chiziglar

d) parabola

4. Quyidagilardan gaysi biri yagona markazga ega?
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a) Nuqgta

b) Ikkita parallel to‘g‘ri chiziq

C) Ikkita ustma-ust tushuvchi to*g‘ri chiziglar

d) parabola

5. Quyidagilardan gaysi biri yagona markazga ega emas?
a) Ellips

b) Nuqgta
C) Ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziq
d) parabola

6. Quyidagilardan gaysi biri yagona markazga ega emas?
a) Ellips

b) Nuqgta
C) Ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziq
d) Ikkita ustma-ust tushuvchi to‘g‘ri chiziglar

7. Quyidagilardan qaysi biri cheksiz ko‘p markazga ega ?
a) Ellips

b) Nuqgta

C) Ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziq

d) Ikkita ustma-ust tushuvchi to‘g‘ri chiziglar

8. Quyidagilardan gaysi biri cheksiz ko‘p markazga ega?
a) Ellips

b) Nugta

c) lkkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziq

d) Ikkita parallel to*g‘ri chiziq

9. Quyidagilardan gaysi biri markazga ega emas?

a) Ellips

b) Parabola

c) Ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziq

d) Ikkita parallel to‘g‘ri chiziq

10. Quyidagilardan qaysi birlari yagona markazga ega?
e) Ellips, giperbola

f) Nugta, parabola

g) Ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chizig, nugta

h) Ikkita parallel to‘g‘ri chiziq, ellips
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14-8. Ikkinchi tartibli sirtlaming umumiy tenglamalarini
kanonik ko‘rinishga keltirish

Reja:
1 Ikkinchi tartibli sirtlaming umumiy tenglamasi
2. Yagona markazga ega ikkinchi tartibli sirt tenglamasini
soddalashtirish
3 Yagona markazga ega bo‘lmagan ikkinchi tartibli sirt

tenglamasini soddalashtirish

IKKINCHI TARTIBLI SIRTLARNING UMUMIY
TENGLAMASI
Biz ikkinchi tartibli sirt deganda fazoda dekart koordinatalar
sistemasida koordinatalari quyidagi

anx' +a2ly 2+ anz2+2anxy +2anxz +2az2yz +
+2aldx+2a2y +2aMe +aM=0

tenglamani ganoatlantiruvchi nuqgtalaming geometrik o‘mini
tushunamiz.

Bu yerda koeffitsentlardan kamida bittasi
noldan fargli. Yuqoridagi (1) tenglamani ikkinchi tartibli sirtning
umumiy tenglamasi deb ataymiz.

Ma’lumki, ikkinchi tartibli sirt geometrik obyekt sifatida, berilgan
dekart koordinatalar sistemasidan boshqa dekart koordinatalar
sistemasiga o‘tganimizda o‘zgarmaydi. Eslatib o‘tamiz, (1) tenglama
va boshga koordinata sistemasiga o ‘tgandagi tenglama ekvivalentdir.

Quyida biz bir dekart koordinatalar sistemasidan boshgasiga
o‘tganimizda (1) tenglamaning koeffitsiyentlarining o‘zgarishini
ko‘ramiz. Parallel ko‘chirish va burishni alohida garaymiz.
Quyidagicha belgilashlar kiritamiz: (1) tenglamaning yuqori tartibli
hadlari

a,,*2+any2+a”z2+ 2anxy +2alxz + 2aByz

-(1) tenglamaning yugori tartibli hadlari

186



2aldx+2a2y +2aidz +a¥h
-(1) tenglamaning chizigli hadlari.
Dekart koordinatalar sistemasini
X=Jt'+x0
Y=Y'+Yo (2)
z= +120
formulalar yordamida parallel ko‘chirishni garaylik. Bunda
X,,,¥0,20 yangi koordinatalar boshining eski Oxyz koordinatalar
sistemasidagi koordinatalari (2) tenglamalar sistemasidagi ifodalami
(1) tenglamaga qo‘yib ikkinchi tartibli sirtning yangi koordinatalar
sistemasidagi tenglamasini hosil gilamiz:
aux'2+a2y 2+ a3z '2+ 2anx'y'+ 2aux'z'+ 2azsy'z'+
+2a\dx'+2a'24y'+2a'34z +a'44=0 n

Bu tenglamada
a4 =anX0+aldo+ a3+ U
«24 = «1220+ «2M + 230+ 4
« = a13%0+ AZW+ 320+ «34 (3)

€ 485 1100 ¢ «22-K) ¢ €3340 2¢.2°0 Ko+ A<13%070 + A «23 Yoo0 +
+ 2al40+ 2a24>0+ 2a3#z0+

Yuqoridagilardan quyidagicha xulosa qilish mumkin: Dekart
koordinatalar sistemasini parallel ko‘chirganimizda yuqori tartibli
hadlar oldidagi koeffitsiyentlar o‘zgarmaydi, chiziqli koeffitsentlar esa
(3) formulalardagi kabi o‘zgaradi.

Koordinatalar sistemasini burishda ikkinchi tartibli sirt
tenglamasining o‘zgarishini o'rganishda bizga quyidagi tushunchalar
kerak bo‘ladi.

Bizga ikkinchi tartibli sirt

F(xy.z)= o (r)

tenglama bilan berilgan bo‘lsa, unga tegishli M (x0,y0,z0)
nugtadagi urinma tekislik tushunchasini kiritamiz.

Ta’rif. Ikkinchi tartibli sirtda yotuvchi va M0 nuqtadan o ‘tuvchi
hamma chiziglaming shu nuqtadagi urinmalari yotuvchi tekislik
Sirtning MO nugtadagi urinma tekisligi deyiladi.

Urinma tekislik tenglamasini keltirib chigaramiz. Buning uchun
MO nugtadan o‘tuvchi a tekislik bilan sirtni kesganimizda hosil
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bo‘lgan kesimni (chizigni) y bilan , uning M Qnuqtadagi urinmasini /
bilan belgilaymiz.

Urinmaga tegishli nugtani M(x,y,z) bilan, y chizigda M0
nugtaga etarli yagin nuqtani N bilan belgilab, M0 va N nuqtalardan
to‘g ‘ri chiziq o ‘tkazamiz. Bu to‘g ‘ri chiziqda M (x,y,z) nuqtaga eng
yaqin nugta M'(x',y,,z) bo‘lsin. Biz N nugtaning koordinatalarini

XN =x0+I(x" - x 0)
Ym=Yo+‘(y'-Y o)
ZN = z0 + ~ ro)
ko‘rinishda yozish mumkin.
Koordinatalar uchun bu ifodalami (1) tenglamaga qo‘ysak

F(x0+t(x -x), yo+I{y --y0),Zq +t{z -z 0))=0 (1)

tenglikni olamiz. Bu tenglikning chap tomonidagi ifodada t->0
da x',y',z’ o‘zgaruvchilar mos ravishda x0,y0,z0 kattaliklarga intiladi.
Yuqoridagi tenglikni t ga bo‘lib va F(x0,y0,z0)=0 tenglikni hisobga
olib, t-»0 da limitga o‘tsak

(x- “D)FXx0, ,z0)+(y- y0)Fy(x0, ,z0)+(z- z0)FZ(x0,y0,z0)=0
(14)

tenglamani hosil gilamiz.Bu tenglama sirtning M0 nuqtadagi
urinma tekisligi tenglamasidir.

Biz ikkinchi tartibli chiziglar uchun diametr tushunchasini
kiritgan edik. Ikkinchi tartibli sirt uchun esa diametr tekislik
tushunchasini kiritamiz. To‘g ‘ri chiziq ikkinchi tartibli sirtni ikki M,N
nugtada kesib o‘tsa, MN kesma ikkinchi tartibli sirt uchun vatar
bo'ladi.

Teorema-1. Parallel vatarlaming o‘rtalari bir tekislikda yotadi.

Isbot. Ikkinchi tartibli sirt uchun maxsus tanlangan Oxyz dekart
koordinatalar sistemasi mavjudki, uning tenglamasida xy,xz,yz
ifodalar gatnashmaydi. Bu faktni isbotlash uchun

F(x,y,z)=anx2+al2yr +a33%2+ 2au xy +2aldyz + 2anxz +
+ 2aldx +2a24dy +2aMz + a4
belgilash Kiritib,
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. J1anx 2+ a22y2 +avwr +2anxy +2allyr + 2an xz
72
X +y +Z
funksiyani garaymiz. Bu funksiya hamma o‘zgaruvchilarga
nisbatan birjinsli, ya’ni
f(AX,Ay,Az)=/(*.y,z\ Ae K1
tenglik o‘rinlidir. Bundan tashqgari / funksiya birlik sferada
chegaralangan va sferaning birorta MO nugtasida bu sferadagi eng
kichik giymatga erishadi.

Funksiya bir jinsli bo‘lgani uchun, u koordinata boshidan
chiquvchi nurlarda funksiyaning giymati o‘zgarmaydi. Demak, M
nugtada funksiya o°‘zining aniglanish sohasidagi eng kichik giymatiga
erishadi.

Koordinatalar boshini o‘zgartirmagan holda Oz o‘gni OMO
vektor bo‘yicha yo“‘naltirib, yangi Ox'y'z koordinatalar sistemasini
kiritamiz. Yangi koordinatalar sistemasida funksiya

}Rlx,

fix"y a"X2+ahy'2+a'"Z2+ 2ahXy’ +2a23y2' + 3genr'r
X'2+y'2+72'2
ko‘rinishga ega bo‘ladi. Maxrajda turgan ifoda nugtadan
koordinata boshigacha boigan masofa ning kvadrati bo‘lgani uchun.
Uning ko‘rinishi o‘zgarmaydi. Yangi koordinatalar sistemasida MO
nugta (0,0,z0) koordinatalarga ega va

/(Q,y,z0)= a2 '2 +2a'"y'+ e o 2

tenglik o‘rinli. Demak,
df{o,y",z0)
(Bfk y:o
tenglikdan d23=0 munosabat kelib chigadi. Yuqoridagidek
f{x',0,20) Funksiyaning MO0 nugtada minimumga erishishidan
foydalanib, 0,3=0
tenglikni olamiz. Natijada ikkinchi tartibli sirt tenglamasi
dnx'2+2dnxy +d22y'2+2didx' +2d24y' +2dMz +d"*z2+d4=0
ko‘rinishga keladi. Bu yerda fagat x',y' o‘zgaruvchilarga bog‘liq
ifodada x'y ko‘paytmani yo‘gatish uchun koordinatalar sistemasini

ganday o‘zgartirishni biz IV bobda o‘rgandik. Buning uchun
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koordinata boshini o‘zgartirmasdan yangi, Ox”, Oy o°‘qlami o‘zaro
go‘shma qilib tanlasak, Oz' 0‘q yo‘nalishini o‘zgartirmasak, sirt
tenglamasi
atlx2 + a2y2 +a33z2 + 2ax +2a2y +2a3 +a =0(15)
ko‘rinishga keladi.
Endi bevosita teorema isbotiga kirishamiz. Buning uchun
X_y _z
A In v
to‘g‘ri chiziqga parallel vatar o ‘rtasining koordinatalarini x,y,z
bilan belgilasak , uning uchi koordinatalari mos ravishda
X =X +At, y =y+fit, z=z +vt Va x =x - At,y =y - /jt,z=z-vt (16)
ko‘rinishda bo‘ladi. Vatar uchlari sirtga tegishli bo‘lgani uchun,
ulaming koordinatalari (15) tenglamani ganoatlantiradi. Ulami (15)
tenglamaga qo‘ysak,
an ]'cz +a2y” + a33z +2a,x+ 2a2y + 2a3z + a + 2t(Aau x +/ia2y

+Ww3RBz +/La +/na2+val)+/2(a, J2 + aZp 2+aBv2)=0

tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikda tning ishorasini o ‘zgartirsak
ham, u o‘rinli bo‘ladi. Demak, birinchi darajali had koeffitsienti nolga
teng bo‘ladi:
n{anx+ a]) +fj{a22y +a2)+ v{a33z +a3)=0 (17)
Bundan esa vatar o‘rtasining koordinatalari (17) tenglamani
ganoatlantirishi kelib chigadi.
Ta’rif-2. Parallel vatarlaming o ‘rtalaridan o ‘tuvchi tekislik
sirtning diametrial tekisligi deb ataladi.
Diametrial tekislikning tenglamasini ixtiyoriy dekart
koordinatalar sistemasida yozish uchun (16) ifodalami
F{x,y,z)=0
tenglamaga qo‘yib,
2F(x,y,z) £ 2t(AFX(x,y,z) +nFy(x,y,z) +VvFz(x,y,z)) +

+12(au A2 + aXM2 + A33"2 + 2axIAfi + 2a23uv + 2a3IvA) =0
tenglikni olamiz.Bu tengliklik bajarilishi uchun t oldidagi
koifsent nolga teng bo‘lishi kerak. Demak, diametrial tekislik
tenglamasini

AFX+fiFy + AFZ=0  (18)
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ko'rinishda yozish mumkin. Ravshanki, agar ikkinchi tartibli sirt
simmetriya markaziga ega bo‘lsa, har ganday diametrial tekislik bu
markazdan o ‘tadi.

Demak ikkinchi tatibli sirt markazi

Fx—0, Fy =0, Fz=0 (19)
tenglamalar sistemasi yordamida aniglanadi.

Paraboloidning diametrial tekisligi uning o‘giga parallel
bo‘ladi. Bu holda a3=0 bo‘lganligi uchun (18) tenglamada z
0'zgaruvchi gatnashmaydi.

Elliptik va giperbolik silindrlar uchun ulaming o‘glaridagi
hamina nuqtalar markaz bo‘lgani uchun har ganday diametrial tekislik
sirt o'qi orgali o ‘tadi.

Ta’rif. Bizga a tekislik berilgan bo‘lib,sirtga tegishli ixtiyoriy
M nugta uchun a tekislikka nisbatan bu nugtaga simmetrik nugta
ham sirtga tegishli bo‘lsa, a tekislik sirtning simmetrik tekisligi
deyiladi.

Diametrial tekislik tenglamasidan foydalanib sirtning simmetriya
tekisligi tenglamasini keltirib chigaramiz. Simmetriya tekisligiga
perpendikulyar yo‘nalishdagi o‘zaro parallel vatarlar oVrtalari
simmetriya tekisligiga tegishli boMganligi uchun a={l,m,n) vektorga
perpendikulyar simmetriya tekisligi tenglamasi (18) ga ko‘ra

IFX+mFy + nFz =0 (20)
ko‘rinishda bo‘ladi. Simmetriya tekisligiga a={I,m,n} vektor
perpendikulyar
bo‘lganligi uchun
anl+anm+al3n a2) +e2w+i®sw__aul +as2T +aw3n Oy
| - m n

proposionallik o‘rinli bo‘ladi. Simmetriya tekisligiga
perpendikulyar yo‘nalishni (20) tenglikdan aniglash uchun (21)
nisbatni kbilan belgilab, ekvivalent sistemani hosil gilamiz

f(an - k)l +anm+aun=0
w22\+ (a2~ kim+a2n =0 (22)
Nadl/ + ai2m + (a3B- k)n=0

/, m, n lar bir vaqtda nolga teng bo‘Imaganligi uchun
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Hm a\2 a\b
a2 @@ " az
an a ag’
tenglik o‘rinli boiadi. Bu tenglikdan « ni topib (22) sistemaga
go‘yamiz va undan {/,m, n} yo‘nalishni topamiz.
Biz sirtning simmetriya tekisligini bilsak, ikkinchi tartibli sirt
tenglamasini soddalashtirish uchun qulay, yani kanonik koordinatalar
sistemasini topish giyin bo‘lamaydi.

YAGONA MARKAZGA EGA IKKINCHI TARTIBLI SIRT
TENGLAMASINI SODDALASHTIRISH?®

Yagona markazga ega ikkinchi tartibli sirtning umumiy
tenglamasini parallel ko‘chirish va 1-teoremani qo‘llash yordamida
a'nxa+a'ny'2+a'33z'2+a'v =0 (23)
ko'rinishga keltiramiz. Ikkinchi tartibli sirtning markazi yagona
ekanligidan maTumki,

au 0 0
0 a2l 0 =auazar O
0 0 R

Bu munosabatdan an,a2a]3 koeffitsentlaming hech biri nolga
teng bo‘limasligini ko‘rish mumkin.
Endi (23) tenglamaning mumkin bo‘lgan barcha

ko‘rinishlarini garab chigamiz.

1-hol. (23) tenglamadagi an,a22an koeffitsiyentlar bir xil
ishorali, au koeffitsiyent esa noldan fargli. Bu holda (1) ikkinchi
tartibli sirt ellipsoidning kanonik tenglamasini aniglaydi. Agar
a”a”a33 va aM koeffitsiyentlar bir xil ishorali boisa (1) ikkinchi
tartibli sirt tenglamasi

X2, ¥2,22
an W A
au a 72 3

2[', page 133] 19



ko'rinishga keladi. Bunda Ellipsoid mavhum, agar
koeffitsiyentlar bir xil a4 koeffitsiyent esa ularga garama-qgarshi
ishorali bo‘lsa,
NVOf) o, 2s
¥ ;o Um
ay an aV
ko‘rinishdagi ellipsoidning kanonik tenglamasi hosil boiadi.
2-hol, (23) tenglamadagi an,a2,w} va av
koeffitsiyentlardan ikkitasi bir xil qolganlari garama-qgarshi ishorali
Bu holda (1) ikkinchi tartibli sirt bir pallali gipcrboloidning
kanonik tenglamasini aniglaydi.
Aniglik uchun >0  >0,a3<0,aA4<0 boism. Bunda (I)
ikkinchi tartibli sirt tenglamasi

X5 Yz
i VI
4 an av

tenglamani hosil gilamiz. Bu esa bir pallali giperbolaning kanonik

tenglamasi. Agar koeffitsentlaming ishorali boshga holatda boisa,
koordinata o’qlarini almashtirish yordamida kanonik tenglamaga
kelish mumkin.

3-hoi. (23) tenglamadagi an,an,a\, va a4
koeffitsiyentlardan birining ishorasi qolganlarining ishorasiga garama-
qarshi .

Bu holda (1) ikkinchi tartibli sirt ikki pallali
giperboloidning kanonik tenglamasini aniglaydi.

Aytaylik aniglik uchun a,, <0,a2<0,a3>0,(M boisin. n

holda #—>0,----->0, > 0 munosabatlar bajariladi. Bunda (1)

**11 a 27. «33

ikkinchi tartibli sirt tenglamasini

X* Yl Z'
MU
al, an

Koi'inishga keladi. Bu esa ikki pallali giperbolaning kanonik
tenglamasi. Agar koeffitsentlaming ishorali boshga holallarda boisa,
koordinata qoiarini almashtirish yordamida kanonik tenglamaga
kelish mumkin.



4-hoL (23) tenglamadagi au koeffitsiyent nolga teng.
Bu holda (1) ikkinchi tartibli sirt konusning kanonik
tenglamasini aniglaydi.
Agar au,an,an koeffitsiyentlaming ishoralari bir xil bo'lsa,
Q X + C22Y*2r Q33ZU~0
tenglama dekart koordinatalar sistemasida x=y =z =0 nuqgtada

bajariladi. Ya’ni (23) tenglama bu holda nugtani aniglaydi. Bu konus
mavhum konus deb ataladi.

Agar an,a2aK koeffitsiyentlaming ishoralari turlicha
bo‘lsa, (23) tenglama konusni aniglaydi.
Avytaylik aniglik uchun au <0.«,, <0,<?,>() bo‘lsin. U holda
>0,-— >0,— >0
an a2 e3

munosabatlar  bajariladi. Bunda (1) ikkinchi tartibli sirt
tenglamasini

X2 |I' zm
X
«, au 43

ko‘rinishda yoza olamiz.

YAGONA MARKAZGA EGA BO‘LMAGAN IKKINCHI
TARTIBLI SIRT TENGLAMASINI SODDALASHT1RISH'

Berilgan ikkinchi tartibli chiziq markazi yagona boimasa,
1-teoremani qo‘llash bilan (1) tenglamani
tf, j2+ a2y 2+anzl +2aux + 2auy +2auz +a,, =0 (24)
ko‘rinishga olib kelamiz.
Markaz yagona bo‘lmaganligi uchun
0

0 =anaZam =0

munosabat o ‘rinli. Bundan esa au,a22a,3 koeffitsiyentlardan

bittasi voki ikkitasi nolga teng boiishi mumkin. Ulaming barchasi bir
paytda nolga teng boiolmaydi.

1(l.pagc 13i]
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I-hol. av,al2art koeffitsiyentlardan bittasi nolga teng.
Aniglik uchun a3 koeffitsiyent nolga teng boisin. Agar
koeffitsiyentlardan boshga biri nolga teng boisa, koordinata o‘glarini

gayta nomlash bilan yuqoridagi holga kelish mumkin.
Yangi x',y',z" koordinatalarga eski x,y,z koordinatalarga

X=X"+"A,
«l
Sy

y=y+ a2
z=17'
almashtirish yordamida o‘tsak, (24) tenglama quyidagi
ko'rinishga keladi
gx2+a2y2+2a3x +aM=0.
a) Agar koeffitsiyentlar uchun a3i=0, asl=0 munosaba

bajarilsa, (1) tenglama yordamida berilgan ikkinchi tartibli sirt

1

ikkita tekislik tenglamasiga ajraladi. Ko‘rinib turibdiki, a2n,,
koeffitsentlar turli ishorali boigan holda haqiqiy, bir xil ishorali
boiganda esa mavhum tekisliklar paydo boiadi.

b) Agar koeffitsiyentlar uchun =0, 0 munosabs
bajarilsa, (24) tenglama
a,,*2+any2+aM=0 (25)

ko‘rinishga keladi. azau va aM koeffitsentlar bir xil ishorali

boiganda mavhum silindr tenglamasi paydo boiadi. Agar a2o,

koeffitsentlar bir xil ishorali koeffitsent esa ularga garama-garshi
ishoraga ega boisa, arifmetik amallarni bajarish orgali (25)
tenglamani

dl &2

holatga olib kelamiz. Shunday qilib bu holda berilgan ikkinchi
tartibli sirt elliptik silindmi aniqlar ekan.

195



al2au koeffitsentlar turli ishorali bo‘lgan holda, giperbolik
silindr tenglamasiga ega boiamiz.

f n
2 2 , 2
AL o= Kene iL o= _i
«44 #44
22 Y= a2 Yy

v) Agar a,, *0 munosabat bajarilsa, (24) tenglamani
koordinata boshini parallel ko‘chirish bilan

a,, X2+ a2y 2+ 2aj& =0 (26)

Ko:rmishga olib kela olamiz. (26) tenglama paraboloidlaming
tenglamalarini anigladi.

Agar a,,, a2 bir xil ishorali bo‘lsa, paraboloid elliptik

%I% —27

«u 3y,
Agar Ou, a2 turli ishorali bo‘lsa, paraboloid giperbolik bo“ladi

bo‘ladi

N-Z =27

ail 2
2-hol. alpaZ«B koeffitsiyentlardan ikkitasi bir paytda nolga teng.
Aniglik uchun an=a2=0 bo‘Isin. Agar koeffitsiyentlardan boshqga

biri nolga teng bo‘Isa, koordinata o‘glarini gayta nomlash bilan
yuqoridagi holga kelish mumkin.
Yangi x\y\z' koordinatalarga eski x,y,z koordinatalarga
X =x\

Y=Y\

abb
almashtirish yordamida o‘tsak, (24) tenglama quyidagi
ko‘rinishga keladi:
aur2+2aux + 2auy +aM= 0. (27)
a) Agar koeffitsiyentlar uchun aA=0, 024=0 muno
bajarilsa, (1) tenglama yordamida berilgan ikkinchi tartibli sirt
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--F B
ikkita parallel tekislik tenglamasiga ajraladi. Ko‘rinib turibdiki,
an ,aM koeffitsentlar turli ishorali bo‘lgan holda hagiqiy, bir xil

ishorali bo‘lganda esa mavhum tekisliklar paydo bo‘ladi. Agar =0
bu tekisliklar ustma-ust tushadi.
b) Agar a4, alAkoeffitsiyentlaming kamida bittasi nolc

fargli. Bu holda dekart koordinatalar sistemasini Oz o°‘qi atrofida
shunday burchakka buramizka bunda abssissa 0‘qi 2aux + 2a2y +aM=0
tekislikka parallel bo‘lsin. Ko‘rish mumkinki bunday almashtirishdan
so‘ng (27) tenglama
ajyx2+2a2y =0 (28)

ko‘rinishni oladi. (28) tenglama parabolik silindr tenglamasi
ekanligi ko‘rinib turibdi. ~ Xulosa sifatida aytish mumkinki, (1)
tenglama bilan berilgan ikkinchi tartibli sirt tenglamalari
soddalashtirishdan keyin quyidagi hollardan biriga keladi27

1) —+’t;j+an22+1:O :
a
a. Mavhum ellipsoid (~ >0 bo‘lgan holda);

b. Ikki pallali giperboloid (a,3<0 bo‘lgan holda);
Mavhum elliptik silindr (a3=0 bo‘lgan holda);

2) — +"N-+a%¥2--1=0:
a b

a. Hagqiqiy ellipsoid (a,3>0 bo‘lgan holda);
b. Bir pallali giperboloid (a,3<0 bo‘lgan holda);
Haqiqiy elliptik silindr (an =0 bo‘lgan holda);

3) + 0:

a. Bir pallali giperboloid (033 >0 bo‘lgan holda);

b. Ikki pallali giperboloid (0j3<0 bo‘lgan holda);
Giperbolik silindr (a3=0 bo‘lgan holda);

4) y2+anz2—2px=0 :

a. Elliptik paraboloid (a3>0 bo‘lgan holda);

‘7[1, page 132, theorem 3.4.2]
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b. Giperbolik paraboloid (0,3 <0 bo‘lgan holda);

c. Parabolik silindr (a,, =0 bo‘lgan holda);

5) X2-ay l1+{CR2=0:

a. Haqiqiy yoki mavhum konus (mos ravishda a,3>0 va
a3<0 bo‘lgan hollarda);

b. Ikkita kesishuvchi tekisiikiar (03=0 boigan holda);

6) x2+aly 2+ qtjj22=0:

a. Mavhum konus (* >0 bo‘lgan holda);

Haqigiy konus (a,3<0 bo‘lgan holda);
Mavhum kesishuvchi tekisiikiar (a3=0 bo‘lgan holda);

Masala yechish namunasi

1-misol. To‘g‘ri burchakli koordinatalar tenglamalar sistemasiga
nisbatan
5x2+1y2+522-4Xy- 2Xz2- 4yz +10x~4y-2z +4=0
tenglama bilan berilgan sirtning ko‘rinishi vajoylashishi

aniglansin.
Yechish.

5 -2-1

/= 2 2 -2=0
-1 -2 5
5-2-1 5
-2 2 -2 -2
1 -2 5 -1
5-2-14
5 -2 5 L2y
-2 2 -1 5 -2 5
5 -2 5 5-1 5 2 -2-2
2 2 -2+-1 5 -1+-2 5 -1 =-36,
5 -2 4 5-14 2-1 4

/, =5+2+5=12
/, =K,=0,12>Q,,K, <o

bo‘lgani uchun berilgan tenglama elliptik silindrni aniglaydi.
Xarakteristik A3- 1252+ 361 =0 tenglama ildizlari: /1 -1, - 6,1, 2 0
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Sodda tenglamasi
6x2+by2— =0
Y

yoki

ko‘rinishga ega.

Bu tenglama radiusi 6 ga teng aylanma silindrni aniglaydi.
Silindming o‘qgi ushbu
5r-2y-z+5=0
- 2%+2y-2z-2=0
—X—2y +5z2—1=0
tenglamalar sistemasidan topiladi, ammo bu sistemadagi ikkita
tenglamani olish kifoya.

2-misol. Koordinatalaming to‘g‘ri burchakli sistemasida
X2+Yy2+472+2Xy + 4X2 +4yz—62+1=0

tenglama bilan berilgan sirtning ko‘rinishi va joylashishi

aniglansin.
Yechish.

112

1 1 2=o0

2 2 4

11 2 0
112 0
0 0-31

_ 1 12 12

= + + =0
1 2 4 2 4

110 1 2 0 1 2 0
1 10+2 4 -3+2 4-3 -18
0010-3 1 0-3 1
[, =1+1+4=6
Berilgan tenglama parabolik silindrni aniglaydi.

Sodda tenglamasi: 6x2- 2 f+--y =0
v 6
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yoki x2 . Silindr yasovchilariga peendikular kesimining

V'3

arametri =-
p p A3

Silindrning vaziyatini aniglash uchun uning tenglamasini
(*+Y+2z+m) ~[2mxt 2my+ %2 T+ 3)z + I = o]
ko‘rinishda yozib olamiz.
m sonini ikkita tekislikning perpendikularlik shartidan foydalanib
topamiz:
X+y+2z+m =0,
2mx+2my + 2{2m +3)z + 1= 0,
\m +\m +2(2m + 3)= 0.
bu yerdan m=-1. Shunday qilib silindr yasovchilariga parallel
boigan simmetriya tekisligining tenglamasi: x+y+2z-1=0 bu
tekislikka perpendikular urinma tekislik tenglamasi:-2x-2y+2z +i=0.
Bu yerdan esa, shu urinma tekislikka petendikular va silindrning
botiglik tomoniga yo’nalgan {-2,-2,2}44-{-1,-1,i} vektomi topamiz.
3-misol. To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida ushbu
y1+2xy+4xz+2yz~4x~2y =0
tenglama bilan berilgan sirtning ko‘rinishi va joylashishi

aniglansin.
Yechish:
=0
0 2 -2
1 1 1 -1
=0
Koo 0 0
-2 10 0
01,02 11_¢
1120 10
0 1 -2 0 2 1
K= 1 1 -1 + 2 +
-2 -1 0 -2
=0+1+0=I

Bu yerda /, =Kt =0,I12<0,k}=0 boigani uchun berilgan tenlama
kesishuvchi ikkita tekislikni aniglaydi.
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Bu tekisliklar tenglamalarini topish uchun berilgan tenglamaning
chap tomonini x,y,z ga nisbatan chizigli ko‘paytuvchilarga ajratamiz:
Y2+ 2Xy +4XZ V2YyZ- 4X- 2y =y2+2(X+Z- )y +4xz- 4x- y2+2(n+z- [m+(X+z-\f +
WAXZ-AX~(X +2- D1=(X+y +Z2-1)2+4XZ2-4X-X2-2X2- 22- 1+ 2X+2z=(jt+y+ Z- if -
- X2+ 2X2- 2X-22+22-1=(i+y+z- 1)2- (@2- 2X2+2X+2" -2z2+1)=("+] +z- I)2~[n* +
+2(1- 2)x+(1- 2)=(*+y+z-1)2-{x- z+ 1)2=(2x+y\y +22-2)
Bu yerdan berilgan tenglama aniglagan tekislik tenglamalari
2Xx+y =0,_y+2z-2=0
ekanligini topamiz.

Mastaqil ishlash uchun masalalar

1. Koordinata boshini sirtning simmetriya markaziga ko'chirish
yordamida quyidagi sirtlaming tenglamasini soddalashtiring.

1) x2+2y2+2z2z +2xy —2x —4y —47 =0;

2) y1+3xy +2yz +zx +3x +2y =0;

3) X2+2y2-z2+2x-2y +2z +1=

2. Ikkinchi tartibli sirt E +\1/—: +3 =1tenglama bilan berilgan.

Bu sirtning M(2, 1,-1) nugtadan o‘tuvchi va bu nuqgtada teng ikkiga
boMinuvchi vatarining tenglamasini yozing
3. Ikkinchi tartibli sirt == i-——ﬂ:-——— -1 tenglama bilan
berilgan.Bu sirtga (-6; 2; 6) nuqtada urinuvchi tekislik tenglamasini
yozing.
2 2 2
4. Ellipsoid ~- +~- +y =1 tenglama bilan berilgan. Unining (-2;

1; -1/2)) nugtadagi normali tenglamasini yozing.
5. Ikkinchi tartibli sirt
2X2+5y 2 +822+\2yz + 62X + 2xy + 8jc+ 14j>+ 18z =0 tenglama bilan

berilgan. Bu sirtning )"y -=~ = to‘g‘ri chiziqga; 2)Ox 0°qiga;

3) Oy o‘qgiga; 4)Oz o‘giga parallel vatarlarga go'shma diametrial
tekisligi tenglamasini yozing.
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6. x2+3z2- 6xy + 81+ 5=0 tenglama bilan berilgan ikkinchi
e +3 — . - .
tartibli sirtning X :3/: : to‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi diametrial

tekisligi tenglamasini yozing.
7. Ikinchi tartibli sirtning bitta Af(24-1) nugtasi, markazi C(0,0,-1)
va Oxy tekislik bilan kesimi
ix2-4xy-1=0
|z=0
malum bo‘lsa,uning tenglamasini tuzing.

8. Ikkinchi tartibli sirtning berilgan tekislik bilan kesishishidan
hosil bo‘lgan chizigni tekshiring

1)— +— z2=1, 4x—3y-12z —6=0
9 4

2)---+™ +72=1 x+4z-4 =0.
6 4

9 )ié —\:12-2 paraboloidning 3x+2y- 4r =0 tekislikka parallel

bo‘lgan to‘g‘ri chizigli yasovchilarini toping.
10. Berilgan M(6,2,8) nugtadan o‘tuvchi va 12y W j’-% = 1sirtda

yotuvchi to‘g‘ri chiziglami toping.

11. Quyidagi sirtlaming kanonik tenglamasi vajoylashishini
aniglansin.

1 X2+5y2+z2+2xy+6xz+2yz-2X+6y+22=0.
2X2+y2+222-2xy+2yz+4x-2y~0.
X2+y2+4z72+2xy+4xz+4yz-6z+1~0.
4x2+9y2+22-12xy-6yz+4zx+4x-6y+22-5=0.
7X2+6y +5z -4xy-4yz-6x-24y ' 18z+30 0.
2XN 12y2-527+2xy-2x-4y-4z7+2=0.
X2-2y2+22+4Xy-8xz-4yz- 14x-4y+ 147+16=0.
2X2+2y2+3722+4Xy+2X2+2yz-4X+6y-22+3=0.
2X2+5y2+2z2°-2xXy+2yz-4xz+2x-10y-2z-1=0.
10 X2+5y2+22+2Xy+6X2+2yz-2X+6y+22"0\
11. 5x2+2y2+5z°-4xy-2xy-4yz+10x-4y-2z+4=0\
12. x2-2y2+2z2+4xy-10xz+4yz+2x+4y-10z-1=0.

©®N OO A WN
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13. 5x2-y +z +4xy+6Xxz+2Xx+4y+62-8~0.
14, 2x 110y2-2z2+12xy+8yz+12x+4y+8z-1=0.

Test namunalari

I. Quyidagi tenglamalardan qaysi biri ellipsoidni anigqlaydi?
N G
by ElthEL A

C) a—+C——1

9 =
2. Quyidagi tenglamalardan qaysi biri bir pallali giperboioidni
aniglaydi?

=

tL +L-
a) a2 b2
by YT

7 +7 =l
d)

a b

3. Quyidagi tenglamalardan qaysi biri ikki pallali giperboioidni
aniglaydi?

a) B +b ~c =~I

B AP

) R+d-y

d) a b
4. Quyidagi tenglamalardan gaysi biri konusni aniglaydi?
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\ * 2
c

a
d a2 bl I
4. Quyidagi tenglamalardan qaysi biri giperbolik paraboloidni
aniglaydi?
*2 y2 >
N~¥ =2pr
a) J N -4 =i
abc
b) 4+4=i
Cy— -~ 2t

6. §+’g¢:2pztenglama bilan berilgan sirt ganday nomlanadi ?

a) elliptik paraboloid

b) Elliptik silindr

C) Giperbolik silindr

d) Parabolik silindr

7. ’;;+b12-=1tenglama bilan berilgan sirt ganday nomlanadi ?
a) Elliptik silindr

b) elliptik paraboloid

c) Giperbolik silindr

d) Parabolik silindr

8. gf-bxzzltenglama bilan berilgan sirt ganday nomlanadi ?
a) Giperbolik silindr

b) elliptik paraboloid

c) Elliptik silindr

d) Parabolik silindr

9. y2-2px tenglama bilan berilgan sirt ganday nomlanadi ?

a) Parabolik silindr
b) elliptik paraboloid
c) Elliptik silindr

d) Giperbolik silindr
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10. —+-- =27, {p>q >0) tenglama bilan berilgan sirt ganday
P qQ
nomlanadi ?

a) elliptik paraboloid
b) Elliptik silindr
c) Giperbolik silindrParabolik silindr
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