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0 ‘quv goMlanmada ehtimollar nazariyasining tasodifiy hodisa, ehtimol,
tasodifiy migdor, tagsimot funksiyalarni, tasodifiy migdorlar ketma-ketligi
kabi mavzular va ularga doir masalalarni yechish usullari bayon gilingan.

0 ‘quv goilanma universitetlaming 5460100—matematika bakalavrlik
yo‘nalishi o‘quv rejasidagi ehtimollar nazatiyasi fanining amaldagi dasturi
asosida yozilgan. Unda fan bo‘limlari bo‘yicha masalalarni mustagil yechishda
foydalaniladigan nazariy ma’lumot va formulalar hamda namunaviy masa-
lalar yechimlari bilan keltirilgan. Mazkur qo‘llanmadan mexanika, amaliy
matematika va informatika, fizika hamda igtisodiyot yo‘nalishlarining tala-
balari, shuningdek ehtimollar nazariyasi bilan shug‘ullanadigan barcha mu-
taxassislar ham foydalanishlari mumkin.
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SO‘ZBOSHI

Universitetlar va oliy texnika o'quv yurtlarida “Ehtimollar nazari-
yasi” fani bo‘yicha ma’ruzalar hamda amaliy mashg‘ulotlar olib
boriladi. Mazkur o‘quv go‘llanmada shu fanning asosiy bo‘limlari
gamrab olingan. Unda ehtimollar nazariyasining asosiy tushuncha-
lari: tasodifiy hodisa, hodisaning ehtimoli, tasodifiy migdor, tagsi-
mot funksiyalar, tasodifiy migdorlarning funksiyalari, sonli xarak-
teristikalari kabi mavzulari bo‘yicha zarur nazariy ma’lumotlar va
formulalar gisgacha keltirilgan hamda ularga oid masalalami yechish
usullari bayon etilgan.

Ushbu o*quv goMlanmadan universitetlaming mexanika, mate-
matika, informatika va informatsion texnologiyalar, fizika, iqti-
sodiyot yo‘nalishlari talabalari hamda *“Ehtimollar nazariyasi”
fani metodlari yordamida amaliy masalalarni yechadigan injener-
texnik xodimlar ham foydalanishlari mumekin.

Ehtimollar nazariyasining vujudga kelishida bo‘lgani kabi uning
rivojlanishi ham amaliyot talablari bilan belgilanadi. Hoziigi vaqtda
uning usullari fan va texnikaning turli sohalarida qoMlaniladi. Shu
bilan birga, ular gishlog xofaligida, biologiyada, meditsinada,
psi-xologiyada, iqtisodiy va sotsiologik tadqiqotlar kabilarda ham
tatbiq gilinmoqgda.



1-bob. TASODIFIY HODISALAR EHTIMOLI

1.1. Ehtimolning klassik, statistik ta’riflari

Tajriba hodisani ro‘yobga keltiruvchi shartlar majmuyining ba-
jarilishini ta’minlashdan iborat. Tajriba natijasida ro‘y berishi
oldindan aniq bo‘lImagan hodisa tasodifiy hodisa deyiladi. Tajrib-
aning har ganday natijasi elementar hodisa deyiladi. Tajriba
natijasida ro‘y berishi mumkin bo‘lgan barcha elementar hodisal-

ar to‘plami elementar hodisalar fazosi deyiladi vaO orgali
belgilanadi. Tajriba har bir takrorlanganda albatta yuz beradigan
hodisa mugarrar (ishonchli) hodisa deyiladi va U (to‘plam

ma’nosida Q) orgali belgilanadi. Birorta ham elementar hodisani
0‘z ichiga olmagan hodisa mumkin bo 1magan (ishonchsizj hodisa

deyiladi va B (to‘plam ma’nosida 0) bilan belgilanadi. A biror

hodisa bo‘lsin. A hodisaga garama-garshi hodisani A bilan belgilab,
A hodisaning yuz bermasligidan iborat bo‘lgan hodisani

tushunamiz. Har ganday tasodifiy hodisa Q ning gism to!plamidir.

Ta’rif. Agar A hodisa ro Y berganda B hodisa ham ro‘y bersa (B
ro‘y berganda A ning ro‘y berishi shart emas), A hodisa B hodisani
ergashtiradi deyiladi va A <<B kabi belgilanadi. Agar A hodisa B ho-
disani ergashtirib, B hodisa ham A hodisani ergashtirsa, A va B
hodisalar tengkuchli deyiladi va A=B kabi ifodalanadi.

Ta’rif. A va B hodisalaming yig‘indisi deb, A yoki B ning yoki
ikkalasining ham ro‘y berishidan iborat bo‘lgan A+B yoki A\j B
hodisaga aytamiz.

Ap A2 Antasodifiy hodisalar yig‘indisi deb, Ap A? An
hodisalaming hech bo‘lmaganda bittasi (yoki bir nechtasi yoki
ham-masi) ro‘y berishidan iborat A hodisaga aytiladi va
A=Aj+A2+A3+...+An deb belgilanadi.

Ta’rif. A va B hodisalaming ko paytmasi deb, bu hodisalaming
bir paytda ro‘y berishidan iborat boigan AB yoki A< B hodisaga
aytiladi.

Ar A2 .., An hodisalaming kopaytmasi deb, Ar A7 An



hodisalaming bir paytda ro‘y berishidan iborat A hodisaga aytiladi va
A=Aj+A2+As+... +A kabi belgilanadi.

Ta’rif. A va B hodisalaming ayirmasi deb, A hodisa ro‘y berib,
B hodisa ro‘y bermasligidan iborat bo‘lgan A - B yoki (A\V)
hodisaga aytiladi.

Ta’rif. Agar, A=ZA1+A2+A3+...+An hodisalaming yig‘indisi is-
honchli hodisa, ya’ni A=Al+A2+A3+...+An=U bo‘lsa, ulaming
ixti-yoriy ikkitasining ko‘paytmasi ishonchsiz hodisa, ya’ni
A.'A=V, (inj) bo‘lsa, bu tasodifiy hodisalar birgalikda
bo‘lmagan hodisalaming to‘liq gruppasini tashkil giladi deyiladi.

Agar £2 chekli n ta elementar hodisadan tashkil topgan bo‘lib,

har bir elementar hodisaning ehtimolini ~ ga teng deb olinsa,

bu elementar hodisalar teng imkoniyatli deyiladi. Aytaylik, etel-
ementar hodisalardan ba’zilari ro‘y bergandagina A hodisa ro‘y
bersin. Bu holda etelementar hodisalar orasidan ro‘y berishi A

hodisaning ham ro ‘yobga chigishiga olib keladiganlarini A hodisaga
qulaylik ya-ratadi, deb aytamiz. A hodisaning tarkibiga kirgan
elementar hodi-salarni «qulaylik yaratuvchi hollar» deb,
elementar hodisalar fazosi elementlarining jami sonini umumiy
hollar soni deb ataymiz.

Ta’rif. (Ehtimolning Klassik ta’rifi) Qaralayotgan A hodisan-
ing ro‘y berishiga qulaylik yaratuvchi hollar soni m ga, umumiy

hollar soni esa n gateng bo‘lganda P(a)= "

kabi aniglanuvchi migdor shu hodisaning ehtimoli deb ataladi.

Ehtimollar nazariyasining tabiiy-ilmiy va texnikaviy, sotsiologik
masalalaridagi turli tatbiklarida ehtimolning statistik ta’rifi deb
ataluv-chi ta’rifidan foydalaniladi.

0 ‘yin soqgasini yoki tangani tashlash, nishonga garata o0‘q uzish
va shunga o'xshash tajribalami sharoitni o ‘zgartirmagan holda chek-
siz ko‘p marta takrorlash mumkin. Bu tajribalaming har birida
biror hodisaning ro‘y berishi yoki ro‘y bermasligini qayd gilish



rayotgan hodisa r marta ro‘y bergan bo‘lsin® =”. nisbatni

hodisaning chastotasi (ba’zan nisbiy chastotasi) deb ataymiz. Ba’zi
bir hodisalar-ning ro‘y berishini kuzatishlar shuni ko‘rsatadiki,
ko‘p hollarda tajribalar soni yetarlicha katta bo‘lganda hodisa
chastotasining giymati biror o ‘zgarmas son atrofida turg‘un ravishda
tebranadi. Matematika tarixidan ma’lumki, eksperimentator Byuffon
tangani 4040 marta tashlab ko‘rganda, gerbli tomon tushish soni
2048 gateng ekanligini gayd gilgan. Bu hodisa chastotasi 0,5080 ekanligi
ma’lumbo‘ldi. Eksperimentator Pirson K. tangani 24000 marta tashlab
ko'rganda, gerbli tomon tushishlari soni 12012 ga teng ekanligini
gayd etgan. Bu holda hodisaning ro‘y berish chastotasi 0,5005 dan
iborat bo‘ldi. Ko‘rinib turibdiki, bu chastotalar 0,5 soni atrotlda
0°‘zgaryapti (tebranyapti). Chastotaning bunday turg‘unligi
garalayotgan hodisa (hozirgi holda tanganing gerbli tomoni bilan
tushishi) tayin ehtimolga ega, chastota esa shu ehtimol atrofida tebranadi
deb faraz gi-lishga asos bo‘la oladi. Bunday usulda aniglangan ehtimol
hodisaning statistik entimoli deb ataladi.

Ta’rif. Tajriba o ‘tkazilayotgan sharoitlami o ‘zgartirmaganda ho-
disaning ro‘y berish chastotasi tebranadigan va chastotani xarak-
terlaydigan sonni shu hodisaning ehtimoli deb ataladi.

Ta’rif. Agar tajribalar soni yetarlicha katta bo‘lib, shu tajribal-
arda garalayotgan A hodisaning ro‘y berish chastotasi biror

0‘zgarmas p <q0,I] son atrofida turg‘un tebransa, shu rsonni A

hodisaning roYy berish ehtimoli deb gabul gilamiz.

Chekli sondagi Ap A? -, A nhodisalar sistemasini garaymiz va
unga quyidagi shartlarfli go‘yamiz:

1. Bu hodisalar juft-jufti bilan birgalikdamas, ya’ni, istalgan
ikkita A., A, (i, k=1, 2, mn, i-k) hodisa uchun ulardan birining
yuz berishnkkinchisining yuz berishini yo‘qga chigaradi.

2. A, A2 Anlar hodisalaming to‘la guruhini tashkil etsin,
ya’ni ulaming qaysidir biri albatta yuz berishi lozim.

3. A,, A2 A nhodisalar teng imkoniyatli. Bu shart A,, Ar ..., An



hodisalardan birortasining boshgalafcdan ko'proq yuz berishiga yor
dam beradigan hech ganday obyektiv sabablar vo‘gligini ansiatacii.

Ehtimolning aksiomalarini keltiramiz.

q — biror to‘plam, s~ uning gism to'plamlarining biror
sistemasi bo'lsin.

Agar

1 QeS;

2. A <5 /=12,..n dan H\/I e 5kelib chigsa,

3. Agsdanag skelib chigsa, Ssistema algebra tashkil etadi,
deyiladi. Agar ikkinchi shart o*miga

L e S dan |3 a, e Skelib chigsin, degan shartning bajarilishi

talab gilinsa, u holdaS sistema cr- algebra tashkil etadi deyiladi.
Od%tda q - elementar hodisalar fazosi, bu fazoning elementlari
ya’ni nuqgtalari elementar hodisalar, s ning elementlari esa tasodifiy

hodisalar deyiladi S . ning 0°zi esa hodisalaming a algebrasi deyiladi.

Biz hodisalaming biror S to‘plamini garaymiz. Bu to ‘plam ush-
bu xossalarga ega bo‘Isin: to‘plamga tegishli har bir hodisaga gara-
ma-qgarshi hodisa ham shu to ‘plamga tegishli; to ‘plamga tegishli chekli
yoki cheksiz sondagi hodisalar yigfindisi, ko‘paytmasi yana shu
to ‘plamga tegishli. Bu to ‘plam ishonchli hodisani ham o ‘z ichiga olishi
shart. Bu S to'plam tasodifiy hodisalaming <j-algebrasini tashkil
etadi deyiladi. S ning ixtiyoriy elementi A ni tasodifiy hodisa deb
yuritamiz. A hodisaga R(A) sonni mos go'yuvchi va quyidagi xossa-
laiga ega bo'lgan sonli funksiya aniglangan bo'lsin:

1. Har ganday A tasodifiy hodisa uchun

O<P((N1)<1
2. Agar U ishonchli hodisa bo‘lsa, u holda
R(U)=1.
3. Agar A hodisa B hodisani ergashtirsa, u holda



P{A) <P(B).
4. Agar Ap A2 An ... hodisalar juft—jufti bilan birgalikda

bo‘Imasa(A *Aj =V ,/ ®j), u holda

P(A,+A2+ ...+ Ant ..)=P(AD+P(A2+P(A3+...+ AN+ ..

5. Agar Ap A2 An ... hodisalar birgalikda erkli bo‘lsa, u
holda

P(Aj *Ar..A..)=P(A] *P(A2...P(AN ..

Bu xossalar ehtimolning aksiomalari deyiladi.

Elementar hodisalar fazosiQ berilgan bo‘lsin. Elementar
ho-disalar fazosining hamma mumkin bo‘lgan qism
to‘plamlarining to~laminiiS' bilan belgilaymiz. BuS ning ixti-
yoriy elementi A ni tasodifiy hodisa deb yuritamiz. Ma’lumki, S
tasodifiy hodisalaming a —algebrasini tashkil etadi. Ehtimolning
aksiomalarini ganoatlantimvchi R(A) funksiyaning sonli giymati
Ahodisaning ehtimoli deyiladi. Bu ta’rifni ehtimolning aksiomatik
ta’rifi deb ham yuritadilar.

(fi,S,P) uchlik ehtimollik fazosi deb ataladi.
Istalgan A hodisaga qulaylik tug‘diruvchi hodisalar soni m
ushbuO <m <n tengsizliklami ganoatlantiradi. Shuning uchun

istalgan A hodisaning ehtimoli 0 < P(A) <1 shartini ganoat-

lantiradi. Shuni ta’kidlash joizki, mugarrar (ishonchli) hodisaga
hamma «elementar» hodisalar imkoniyat yaratadi. Demak,
ishonchli ho-disaning ehtimoli birga teng:

P(Q) =P(U) =1.

Agar B — (ishonchsiz) mumkin bo‘lmagan hodisa bo‘lsa, bu
holda m=0 bo‘ladi, ya’ni mumkin bo‘lmagan hodisaning ehtimoli
nolgateng:

P(V)=0.

Teorema. (Qo‘shish teoremasi) A va B birgalikdamas hodisal-
ar bo‘lsin. Bu hodisalardan kamida birining yuz berish ehtimoli
ular-ning ehtimollari yig'indisiga teng, ya’ni



P(A yoki B)=P(A+B)=P(A)+P(B).

Qo‘shish teoremasi ixtiyoriy chekli sondagi juft-jufti bilan bir-
galikdamas hodisalar uchun ham to‘g‘ridir:

P(A yoki B yoki C yoki ... yoki E)=R(A+V+S... +Ye)~
P(A)+P(B)+P(C)+... +P(E)

Agar Ap A2 .., Anlar hodisalarning to‘la guruhini tashkil
etib.yagona mumkin bo‘lgan va birgalikdamas bo‘lsa,

P(AD+P(A2+..+NTAN=1

Xususan, agar A , A hodisalar o‘zaro garama-qarshi hodis-
alar-ni ifodalasa

P(A+A)=P{A)+P{A)=P(0)-1
o‘rinlidir. Demak, ikkita o‘zaro qarama-qarshi hodisaning ehti-
mollari yig‘indisi birga teng.

Agar A va B ixtiyoriy tasodifiy hodisalar bo‘lsa,

P(A+B)=P(A) +P(B) - P(AB)
munosabat o‘rinlidir. Bu oxirgi tenglikni chekli sondagi qo‘shiluv-
chilar uchun ham qo‘llash mumkin.

Ta’rif. Agar ikkita hodisadan birining ehtimoli ikkinchisining
ro‘y berishi yoki ro‘y bermasligi natijasida o‘zgarmasa, u holda bu
hodi-salar o zaro bogfiq bo‘1magan (erkli) hodisalar deyiladi.

Agar A va B hodisalar erkli boisa, u holda ularning birgalikda
ro‘y berish ehtimoli bu hodisalar ehtimollarining ko‘paytmasiga
teng:

P(Ava B)=P(AB)=P(A)P(B).

Ta’rif. Birnechta A, B, ..., C hodisalardan istalgan birining ro‘y
berish ehtimoli golganlarining ro‘y berish yoki ro‘y bermasligiga bogliq
bo‘lmasa, u holda bu hodisalar birgalikda erkli deyiladi.

Hodisalarning birgalikda erkli bo‘lishi uchun ularning juft-juft
erkli bo‘lishi kifoya gilmasligini tekshirib ko ‘rish mumkin.

Birgalikda erkli bo‘lgan A, B, E,...., Chodisalarning birgalikda
ro‘y berish ehtimoli shu hodisalar ehtimollarining ko ‘paytmasiga teng:

P(A Ba B Ba E...ea C ) =P(A- B BE m..*C) =P{A) wP(B) P (E) *... *P(C)
1-masala. Simmetrik o&/in kubi n marta tashlanayotgan bo‘Isin.



a) 0 ‘yin kubining hech bo‘Imaganda bir marta tushishi hodi-
sasining (ya’ni A hodisasinin g) ehtimolini toping, b) 6 ochkoning
fagat bir marta tushish hodisasi (ya’ni B hodisa) ehtimoli topilsin.

Yechish. a) Tajriba natijalari e = (/,,/2, . kK o ‘rinishdagi shun-
day vektorlardan iboratki, bu vektorlaming har bir tashkil etuvchisi
1, 2, 3,4, 5, 6 sonlarining biridan iborat bo‘ladi (ik- o‘yin kubini
K -marta tashlashda tushgan ochkoni, ya’ni paydo bo‘ladigan sonni

bildiradi). Umumiy hollar soni 6" dan iborat A . hodisaga ik sonlari-
dan birortasi ham 6 ga teng boimagan sinov natijalarigina imkon

yaratadi. Bunday sinov natijalarining soni 5" ga teng. Demalk,

b) B hodisaga ik sonlaridan fagat bittasi 6 ga teng bo‘lgan sinov
natijalari imkon yaratadi. B hodisaga imkon yaratuvchi hollar umu-

miy soni n 5™ gateng. Shunday qilib:

2-masala. yVtadetaldan iborat partiyada n ta yaroqli detal bor.
Tavakkaliga m ta detal olingan. Olingan detallar orasida rosa K ta
yarogli detal bo‘lish ehtimolini toping.

Yechish. Elementar hodisalarjami soni N ta detaldan m ta detalni
ajratib olish usullari soniga, ya’ni Nta elementdan mtadan tuzish

mumkin bo‘lgan guruhlashlar soni C,kta usul bilan olish mum-
kin, bunda qolgan m~kta detal yarogsiz bo‘lishi lozim, m-k ta ya-
rogsiz detalni esa N~n ta yarogsiz detal orasida CM\NHsul bilan
olish mumkin. Demak, qulaylik tug‘diruvchi hodisalar soni
C k £m-kN ngaten& izianayOtgan ehtimol
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3-masala. Ichida 9 ta og, mallava ko‘k sharbo‘lgan qutida 4 ta oq
va 3 ta malla shar bor. Qutidan rangi ko‘k bo‘Imagan shar olish
ehtimoli topilsin.

Yechish. A hodisa olingan shaming oq bo‘lishini, B hodisa esa
uning malla rangli bo‘lishi hodisasini ifoda gilsin. Olingan shaming
ko‘k rangli bo‘Imasligi uning oq yoki malla rangli bo‘lishini bildiradi.
Ehtimolning ta’rifiga ko ‘ra:

4 3 1
P(A) % P(B) 573

Endi ko‘k rangli bo‘lmagan shar chigish ehtimolini go shish

teoremasiga asosan topamiz:

P(A +B) =P(A) +P(B) =U A =~

Masalalar

1. Kartochkalarga 1 dan 10 gacha bo‘lgan sonlar yozilgan. Bu
kartochkalardan biri tavakkaliga olinadi. A hodisa olingan son toq
son, B hodisa bu son 4 ga karrali, S hodisa esa 5 ga karrali son
chigishidan iborat bo‘Isa, shu hodisalaming ehtimollarini hisoblang.

Javob: P(A)=0,5; P(B)=0,2 ; P(C)=0,2.

2. Qartalar dastasidan (52 ta lik) tasodifan 3 tasi olinadi (gay-
tarishsiz). Ular orasida hech bo‘lImaganda bitta tuz garta bo‘lishi ho-
disasining ehtimoli topilsin.

Javob: P=0,217.

3.Lotereya biletlarining (chiptalarining) umumiy soni 12 ta.
Ulardan 5 tasining yutugli ekanligi ma’lum. Tasodifan olingan 4 ta
lotereyadan bitta ham biletga yutuq chigmaslik ehtimolini toping.

Javob: P=0,07.

4. Bir paytda 2 ta o‘yin kubi tashlanganda tushgan ochkolar
yig‘indisi 1020 ga teng bo‘lish hodisasining ehtimolini toping.



5. Hodisalar o‘rtasidagi quyidagi munosabatlami tekshirib ko'ring:
a) (AUB) C =ACUBC\

b) (AUB)\B =A\AB =AB
d) A(B-C)=AB-AC

6. Ikki shaxs, ya’ni A va i?kishi\o,t\ vagt davomida (oralig‘ida)

uchrashmogqchi bo‘lishdi. Agar x bilan uchrashuv joyiga A ning
kelish vaqtini, u bilan uchrashuv joyiga B ning kelish vagtini
belgilab olsak, elementar hodisalar fazosi Q ganday bo‘ladi?

7. Tajriba simmetrik birjinsli tangani 4 marta tashlashdan iborat
bo‘lsin. Elementar hodisalar fazosi ganday ko‘rinishga ega?

8. Tasodifiy sonlar jadvalidagi 10000 dona sonlar orasida 7 soni
968 marta uchragan. 7 soninmg uchrash nisbiy chastotasini toping.

9. Biror suv havzasida (ko‘lda) N dona baliq bor deb taxmin
gilingan. Bu son noma’lum. M dona balig ovlanadi va ularga belgi
go‘yilib, yana o‘sha ko‘lgatashlanadi. Takror yana o‘sha ko‘ldan n,
dona balig ovlanadi, belgilangan baliglar soni mt ni aniglaymiz

mi

mk
va h.k. n e nk "nisbat ganday son atrofida tebranadi?

10 . Texnik nazorat bo‘limi tasodifan ajratib olingan 55060 te
kitob ichidan 140 ta yarogsiz kitob topgan. Yarogsiz kitoblar nisbiy
chastotasini toping.

11. Ombordagi 25 ta televizoming 17 tasi rangli, golganlari oq -
gora tasvirli ekanligi ma’lum. Tavakkaliga olingan 7 ta televizor ora-
sida 5 tasining rangli televizor bo‘lishi ehtimolini toping.

rscz

Javob: P= * °°05
L 25

12. Lotereyalar 4000 ta bo‘lib, ulardan 450 tasi yutugli. Bu bi-
letlardan (chiptalardan) tasodifan bittasi olindi.Uning yutugli bo‘lishi
hodisasi ehtimolini toping.



Javob: P =~

13. Agar P(A)=0,85 bo‘lsa, A hodisaga garama —qgarshi hodisa-
ning ehtimoli topilsin.

Javob: P =0,15.

14. Guruhda 16ta talaha bor. Ulaming 12tasi qiz bolalardir. Tasodifan
ajratilgan 7 ta talabalar orasida 5 ta giz bola bo‘lishi ehtimoli topilsin.

rscz
Javob: P=-— ~ - =0,27.

i6
15. 0 ‘Ichamlari bir xil bo‘lgan 5ta kartochkaga A, B, G*, L, O
harflari yozilgan. Bu kartochkalarni tasodifan joylashtirganda
«BOLG'A» so‘zi hosi! bo‘lish ehtimoli topilsin.

I
Javob: P - -2().

16. 0 ‘zaro bog‘ligsiz hodisalar A, B, C, E lar mos holda
P =0,012 va P;=0,010 va P =0,006 va P =0,002 ehtimol bilan
ro‘y berishi mumkin. Tajriba natijasida bu hodisalaming hech
bo‘lImaganda bittasining ro‘y berish ehtimoli topilsin.

Javob: R-0,03.

17. Quyidagi tengliklarning to ‘g‘riligini isbotlang.

n fn__
a) Mmn =\-p
\k=1 vy U =1

h) A\B-C\=A-B-A-C

18. Idishda 9 ta yarogli va 1ta yarogsiz detal bor edi. Idishdar
tavakkaliga 3 ta detal olindi. Bu detallarning uchalasining ham
yaroqli detal boiishi hodisasining ehtimolini toping.

Javob: P=0,7.



1.2. Ehtimolning geometrik ta’rifi

Ma’lumki, ehtimolning klassik ta’rifi uchun chekli sondagi ya-
gona mumkin bo‘lgan teng imkoniyatli va birgalikda bo‘lmagan ho-
disalarni garash talab gilinadi; lekin mumkin bo'lgan hollarning
chekli sonda bo‘lishiga har doim ham erishib bo'lavermaydi. Ko‘p
hollarda elementar hodisalar fazosining elementlari sonini sanab
ham bo‘Imaydi. Bu kabi giyinchiliklami ehtimolning geometrik ta’rili
yordamida bartaraf gilish mumkin.

Aytaylik, elementar hodisalar fazosi Q to‘plam« o‘Ichovli Yev-
klid fazosining gism to‘plamidan iborat boMsinQ. ning qgisin

to‘plamlari sistemasini i'deb belgilasak, ixtiyoriy Ae S uchunmu(a)
mavjud bo‘ladi ( ya’ni A to‘plam Lebeg ma’nosida o°‘Ichovli).

Ta’rif. A tasodifiy hodisaning ehtimoli deb P\A) ~ tenglik

bilan aniglanuvchi songa aytiladi.

Faraz gilaylik, / kesma L kesmaning bo‘lagini tashkil etsin. i
kesmaga tavakkaliga nugta go‘yilgan. Agar nuqtaning / kesmaga
tushish ehtimoli bu kesmaning uzunligiga proporsional bo‘lib,
uning L kesmaga nisbatan joylashishiga bog‘lig emas deb qaralsa,
u holda nugtaning / kesmaga tushish ehtimoli

D_ / ning uzunligi
~~ .. tenglik bilan topiladi.
L ning uzunligi
Faraz qgilaylik, g yassi figura Gyassi figuraning bo‘lagi boMsin G.
ga tavakkaliga nugta tashlangan. Agar tashlangan nugtaning g figu-
raga tushish ehtimoli bu figuraning yuziga proporsional bo‘lib, uning
Gfiguraga nisbatan joylashishiga ham, g ning formasiga ham bogMiq
boMmasa, u holda nugtaning g figuraga tushish ehtimoli
,» g ning yiizi L : :
e mng yuzi tenglik bilan aniglanadi.

Nuqgtaning Kfazoviy figuraning bo‘lagi bo‘lgan vfazoviy figur-



aga tushish ehtimoli

D_ v ning hajmi ) o
Ry ning haj.mirformula bilan topiladi.

1-masala. Ikki shaxs —A va B kishilar[o,r] vaqt davomida

uchrashmogchi bo‘lishdi. Uchrashuv joyiga birinchi bo‘lib kelgan
kishi ikkinchisini r vaqt davomida kutadi. Uchrashish hodisasini
S deb belgilasak, bu hodisa ehtimolini toping.

Yechish. Uchrashuv joyiga A ning kelish vaqtini x deb belgila-
sak, B ning kelish vaqtini y deb belgilasak, bu tajriba natijalarini
belgilovchi elementar hodisalar fazosi

Q={(xy) : 0<x<T, 0<y<T }=[o,r]x[o,r] ko‘rinishida

bo‘ladi. Biz uchrashuv sodir bo‘lishi hodisasini
C={(we) : |x-M|<r]| deb olamiz. U holda
=1-(*- mXxususan,
T=14=i bo‘lsa,P{c)=1 "_ =lm
Masalalar

1 [0, 1]. kesmaga tasodifan ikkita nugta tashlangan. Bu nuqtalar
kesmani uchta gismga bo‘ladi. Bu gismlardan (kesmalardan) uch-
burchak yasash ehtimolini toping.

1
Javob: P :I. N

2. Shaxmat doskalari tomonlari abolgan kvadratlardan iborat. Bu
doskalarga radiusi r, 2r<a bo‘lgan tanga tashlanmogda. Tanganing
bitta kvadrat ichiga to ‘lajoylashishi hodisasi ehtimolini toping.



Javob: *

\

3. Radiusi g bolgan aylanaga uchta A, B, Cnugqtalar tasodifan
tashlangan. Bu AfiCuchburchakning o‘tkirburchakli bo‘lishi ho-
disasi ehtimolini toping.

Javob: P ;
avob: P~

4. Yer Sun’iy yo‘ldoshi 60°shimoliy kengliklar va 60° janubiy
kengliklar orasidagi orbitada harakatlanadi. Sun’iy yoMdoshning
Yer-ning bu parallellar orasidagi ixtiyoriy nuqtasiga tushishi
hodisasini teng imkoniyatli deb hisoblab, uning 30° shimoliy
kenglikdan yu-qgoriga tushishi ehtimolini toping.

Javob: P=0,2l.

5. Tekislik bir-biridan 12 metr masofada joylashgan parallel
to‘g‘ri chiziglar bilan bo‘lingan. Tekislikka radiusi 3 metr bo‘lgan
doiraviy taxta tavakkaliga tashlangan. Doiraning to‘g‘ri chiziglarn-
ing bittasini ham kesmaslik ehtimolini toping.

Javob: r = 0. 5.

6. Tekislikdao <x <1 ; 0~y < tengsizliklarni ganoatlantiru-

vchi x Ba y hagiqgiy sonlari tanlangan y 2 < x mengsizlikning ba-
jarilishi hodisasining ehtimolini hisoblang.

Javob:

7. Har bin 2 dan oshmaydigan x Ba y musbat sonlari tasodifan

y
tanlangan. Bu sonlaming xy <1 hamda —" 2 tengsizlikni ganoat-

lantirishi hodisasi ehtimoli topilsin.



1+ 31n2
Javob: P = —- —

8. Radiusi r bo‘lgan doiraga muntazam oltiburchak ichki chizil-
gan. Doiraga tavakkaliga tashlangan nugtaning shu muntazam
ko'pburchak ichiga tushishi hodisasi ehtimolini toping.

Javob: p=

1.3. Bernulli, Puasson formulalari

Biror hodisani kuzatish uchun bir nechta tajriba o‘tkazilsa, bu
tajribalar(sinovlar) bir-biriga bog'lig yoki bog‘lig bo ‘Imasligi mum-
kin. Masalan, o0‘yin soqgasini tashlashdan iborat tajriba o ‘tkazilmoqda.
Har bir tashlashda u yoki bu sonda ochkolar chigish ehtimolligi
boshga tashlashlarda qanday ochko chigganligiga bog‘liq emasligi
ravshan, chunki biz bu yerda bog‘ligmas sinovlar (tajribalar) ket-
ma-ketligiga egamiz. Faraz gilaylik, bog‘lig bo‘Imagan n ta tajriba
o'tkazilayotgan bo‘lib, har bir tajribada kuzatilayotgan A hodisa-
ning ro‘y berish ehtimoli rva ro‘y bermaslik ehtimoli #=7-/*bo‘lsin.
Agar A hodisaning n ta tajribada m marta ro‘y berish ehtimolini
P/m) deb belgilasak,

Pnm)=S" pngnm o ‘rinlidir. Bu formulani Bernulliformulasi
deyiladi.

Agar n ta tajribada A hodisaning eng katta ehtimolli yuz berishlar
sonini m deb belgilasak, np-q son butun bo‘lmaganda, bu son yo-
tadigan chegara np-q<m< np+r ko‘rinishda bo'ladi. Agar np-q bu-
tun son bo'lsa Pn(m) ehtimol m ning ikkita m0= np-q va m = np-
g+1 giymatida eng katta qiymatga erishishini osonlik bilan tekshirib
ko‘rish mumkin.

Teorema (Muavr-Laplasning lokal teoremasi).

Agar A hodisaning ro‘y berish ehtimoli har bir tajribada
0°‘zgarmas va p(0<p<I) ga teng bo'lsa, u holda yetarlicha katta n lar

INAMANGAM OAV
UNIVERSITY



1 )N /4 1 V2 r-T1~TH ,
uchun = * V w munosabat-

lar o‘rinlidir.

Teorema (Muavr-Laplasning integral teoremasi).

Agar J1hodisaning nta o'zaro bog'ligsiz tajribaning har birida
ro‘y berish ehtimoli o‘zgarmas va r (0O<r<I) ga teng bo‘lsa, u
holda yetarlicha katta n larda A hodisaning kamida /u, marta va ko ‘pi
bilan m2marta ro‘y berish ehtimoli P,,(mp m)—+P(m<m <mj
tagriban ®(x9~ @d(x) ayirmaga teng, bu yerda

. |V m: 'np W, ~np
F(x)=~=\e >du ; X.=nh=~A
sjin u 1 ~npq H  Vrpu

Bunda ¢ (n). P(x) funksiyalarning giymatlari jadvaldan topi-

ladi (llovaga garalsin).

A hodisaning nisbiy chastotasi bilan uning r ehtimoli orasid-
agi ayirma absolyut giymat jihatidan a dan oshmaslik ehtimoli b
dan kichik bo'Imasligi uchun ko‘pi bilan nechta tajriba o ‘tkazish
kerak, degan savolga javob topish uchun Muavr-Laplas

teoremasini go‘llaymiz va 2® a\A\/Iy - P munosabatdah n ning

izlanayotgan minimal giymatini topamiz.
Teorema. (Puasson teoremasi) n.ta tajribaning har birida '‘Aho-

disaning ro‘y berish ehtimoli P{A) - P - — gateng bo‘Isin. Bu tajri-

bada A hodisaningm marta ro‘y berish ehtimoli n soni yetariicha katta

bo‘lganda pm= P(m) = -X--[Fe'A , A =«pformulayordamidatopiladi.
m

1-masala. Har bir sinovda A hodisaning ro‘y berish ehtimoli p=
0,001 ga teng bo‘Isa, 3000 ta sinovda A hodisaning ikki va undan
ortiq marta ro‘y berish ehtimolini toping.



Yechish. A hodisaning ro‘y berishlar sonini v. deb belgilasak,

izlanayotgan ehtimol P (yn> 2) dan iborat va

'Xr,22) =X "W =1-'P»(0)-"W

k=2
Endi A4 =np - 3000 0,001 =3 ni topamiz hamda,
3° 11
AQDO0)= — m-3=¢-3=0,0497 ; P3(I)=""me* =3e“3=10,1491 .
Demak,

P(¥>ko ~ 2)= 1-e”"-3e-3«0,8012.
2-masala. Hodisaning 25 ta erkli sinovning har birida ro‘y berish
ehtimoli p =0,8 ga teng. Hodisaning kamida 11 marta va ko ‘pi bilan
23 marta ro‘y berish ehtimolini toping.

Yechish. Bizda =11, m2=23;, p-08; g—02; n=25
berilgan.

¥ =ml~MP = 11~2S'0,8 - I1~2Q _ _,|5
' Jnpg  V25'08-0,2 2

N o= s TS = =I5 (1,5, ©(-45)

giymatlami jadvaldan topamiz. Demak,

P(\\<m< 23) = ®(1,5)- & (-4,5)=0,4332 +0,4999 = 0,9331.
3-masala. 0 ‘yin kubi 20 marta tashlab ko‘ritayotgan bo‘lsin. Bir
ragamli tomonining tushishining eng ehtimolli sonini toping.
Yechish. Bemulli formulasiga asosan,

n=20 ,p =—,g=- , ji=np-q=20----=25;
p « q6 J q 6 6
giymatlami topamiz.



p -butun son emas; PD(0) , P2(l) , PX(2) , P(3),...,P20(20)

sonlari ichidan eng kattasi PD(3) dir. Demalk,

1
f1 51 =*0249.
Eng ehtimolli son 3 bo'ladi.
4-masala. Hodisaning 676 ta erkli sinovning har birida ro‘y be-
rish entimoli 0,9 ga teng. Hodisa ro‘y berishi nisbiy chastotasining
uning ehtimolidan chetlanishi absolyut giymati 0,03 dan ortiq
boMmaslik ehtimolini toping.

m
Yechish 7 P <a>* 20 a, .formulada
y

n=676; p =09 ; g=01, a =0,03 giymatlarni hisoblab,

.
_09<003 =20 003 °'° Z20(26): $(2.6)» 04953
676 09401

ni jadvaldan topamiz. Demak,

" 0,9 <0,03 =0,9906.
676
5- masala. Hodisaning o‘zaro bog'ligsiz tajribalarning har

birida ro‘y berish ehtimoli p=0,75ga teng. Hodisa ro‘y berishi nisbiy
chastotasining uning ehtimolidan chetlanishi absolyut giymati
bo‘yicha 0,03 dan ortiq bo'tfnasligini 0,4972 ehtimol bilan kutish
mumkin bo'lishi uchun o‘tkazilishi lozim bo'lgan tajribalar soni n
ni toping.

m = *
Yechish. Ushbu"4; p<e =20 formulaga
\
p=075; q=0,25 ; e =0,03 giymatlarni keltirib qo‘yamiz:
20



tenglamani yechib, n =93 ni aniglaymiz.

Masalalar

1. Biror korxonada ishlab chigarilgan bitta detaining yarogsiz
chiqishi hodisasi ehtimoli p =0,05. Ishlab chigarilgan 100 ta detaining
orasidagi yaroqgsiz detallar o‘rtacha sonini toping.

Javob: up =5.

2. Zavodda tayyorlangan lampaning yarogsiz chiqishi hodisasi
ehtimolip = 0,1 Tayyorlanganjami 19ta lampalar orasida yaroqgli
lampalarning eng ehtimolli sonini toping.

Javob: 17; //0+1 =18

3. Bitta o‘q uzilganda nishonga tegish ehtimoli 0,6 ga teng. 2400
ta 0‘q uzilganda rosa 1400 ta o‘gning nishonga tegish ehtimolini
toping.

Javob: P2m (1400) = 0,0041.

4. Biror partiyadagi detaining nugsonli chigish ehtimoli p=0,09
gateng. Nechta detal olinganda detaining nugsonli chigishi nishiy
chastotasining 0,09 ehtimoldan fargi absolut giymati jihatdan 0,02
dan kichik bo‘lish ehtimoli 0,9962 ga teng bo‘ladi?

Javob: n=1664

5. 0 “yin kubi uch marta tashlab ko‘riladi. Bunda ikki marta 6
ochko tushish hodisasining ehtimolini toping.

6. Hodisaning bitta sinovda ro‘y berish ehtimoli p~0,7gateng. Bu



. 1
hodisa ro‘y berishining eng ehtimolli soni ju( - 35gateng boMishi
uchun nechta erkli sinov o ‘tkazilishi kerak?

Javob: 49 <un<50.

7. Tangani 400 marta tashlash tajribasi o‘tkazilayotgan bo'lsin.
Bunda gerbli tomonining 200 mart»tushishi hodisasi ehtimolini
toping.

Javob: Pm {200)-0,0397.

8. Biror korxonada ishlab chigarilgan bitta detaining yaroqgsiz chi-
gishi hodisasi ehtimoli p= 0,05 ga teng. Ishlab chigarilgan 100 ta
detallar orasidagi yarogsiz detallar o‘rtacha sonini toping.

Javob: np—5.

9. Omborgajami 1000 ta detal keltirilgan. Bitta detaining yarogsiz
chiqgishi hodisasining ehtimoli p—0,003 ga teng.

Tasodifan olingan a) rosa ikkita; b) ikkitadan kam; d)
ikkitadan ko‘p; e) kamida ikkita detaining yarogsiz chigishi hodisasi
ehtimolini toping.

Javob: a) Pmo(2)=0,224; b)p =0,1992; d) p =0,5678; e)

p - 0,95.

10. EH M ishlash vaqti davomida ishdan chigishi kuzatiladi. Ishdan
chigishlar ogimini sodda ogim deb hisoblash mumkin. Birsutkada ishdan
chigishlaro'rtacha soni 1,5 gateng. Quyidagi hodisalar ehtimolini toping:

a) ikki sutka davomida bitta ham ishdan chigishlar yo‘g;

b) bir sutka davomida hech bo'Imaganda bitta ishdan chigish
mavjud;

d) hafta davomida uchtadan kam bo‘lmagan ishdan chigish
ro‘y beradi.

Javob: a) Pl » 0,498; b) p2»0,777; d) p3« 0,982.

11. Idishda 100 dona tayyor detal bor edi. Har bir detaining
yarogsiz chigishi hodisasi ehtimoli p=0,02.

1) Idishdagi hamma detallarning yaroqli boMishi hodisasi ehti-
molini toping.



2) Yarogsiz detallar sonining uchtadan ko‘p boMmashk hodisa-
si ehtimolini toping.

3) 0,9 dan kam bo‘lmagan ehtimol bilan 100 tadan kam
bo'Imagan yaroqgli detal bo‘lishi uchun idishga nechta detal
joylash-tirish kerak?

Javob: 1)ju bilan idishdagi yarogsiz detallar soni belgilansa,

1) Pm(p =0)=014; 2).Pm (ju<3)=0,89
«¥'jm
3) P, .{/"(«-100)}= £ + -\e -2>0,9
m

12. Bir shaharda 3 foyiz aholi sil bilan kasallanganligi ma’lum.
Tekshirish uchun 500 ta kishi tanlangan. Bu Kkishilar orasida sil
bilan kasallanganlarning soni 3+0,5% va 3-0,5% bo‘lishi hodisasi
ehtimolini toping.

Javob: P=0,9615.

13. Ishchi 12 ta bir xil stanokka xizmat ko‘rsatadi r . vaqt davo-

mida ishchining stanokka e tibor qgilish hodisasi ehtimolip =~ boMsa,

1) r vagt davomida ishchining 4 ta stanokka xizmat gilishi hodi-
sasi ehtimolini toping;

2) r vaqt davomida ishchini jalb etgan (ya’ni ishchi xizmat
ko‘rsatgan) stanoklar sonining 3 va 6 orasida bo‘lishi hodisasi
ehtimolini toping.

Javob: 1) Pu(4)«0,238; 2) Pu(3<m<6 )*0,751.

14. Nishonga 10ta (marta) o‘q otilmoqda. Har bir o‘q otishda
0 ‘gning nishonga tegishi hodisasi ehtimoli p=0,2 ekanligi ma’lum.

1. 0 ‘q tegishlar sonining eng ehtimolli giymatini toping.

2. Nishonga otilgan o‘q tegishlar sonining 4 dan katta bo‘Imaslik,
2dan kichik bo‘Imaslik hodisasi ehtimolini toping. :

Javob: 1) m0=2; 2) Pw(2<m<4)=0,591
15. 0 ‘yin kubini 12000 marta tashlab ko‘rish tajribasida «bir»



ragamli tomoni bilan tushishlar sonining 1900 va 2150 orasida
bo‘lishi hodisasi ehtimolini toping.

Javob: P=Q,99.

16. 0 ‘yin kubini 300 marta tashlab ko ‘rish tajribasini olaylik.

A bilan 1ragamli tomonning tushishi hodisasini belgilaylik ju.
bilan A hodisaning o‘tkazilgan 300 marta tajribada ro‘y berish chas-

totasini belgilaylik. Agar A ning ro‘y berish ehtimoli P = 6—bo‘lsa,

M I . .
300 6° 0,01 fehtimolnibaholang.
Javob: p=0,35.

17. Bitta lotereya biletining yutugli chigishi hodisasi ehtimoli
P=0,6 bo‘lsa 2400 ta lotereya. bileti (chiptalari) orasida 1400
tasining yutuqli boMishi hodisasi ehtimolini toping.

Javob: p=0,0041.

18. 130 ta kanali mavjud bo‘lgan aloga liniyasi 1000 ta abonenti
bo'lgan A va B shaharlami bog‘laydiki, bu abonentlarning har
gaysisi bir soatda o'rtacha 6 minut telefon bilan so‘zlashadi. Abo-
nentlarga rad etishsiz xizmat ko ‘rsatish ehtimolini toping.

Javob: p=0,9993.

19. Shirin bo‘lishi uchun bulochk”™ nonlariga mayiz donalari
go‘shiladi. 0,99 dan kam bo'lImagan ehtimol bilan hech bo‘Imaganda
bi' ta mayiz bo‘ladigan bulochkalardagi o‘rtacha mayizlar sonini toping.

Javob:n = 5.

20. Zavodda ishlab chigarilgan detaining yarogsiz chiqishi ehti-
moli 0,5 ga teng bo‘lsa, 400 ta detaldan iborat partiyadagi yarogsiz
detallar soni rosa 200 ta boMish ehtimolini toping.

Javob: Pm (200) = 0,0398.

21. Urug‘lik bug‘doy orasidan begona o‘t urug‘ining chigishi ho-
disasi ehtimoli p= 0,36 bo'lsin. Tavakkaliga olingan 10000 dona urug*
orasida 3600 ta begona o‘t urug‘ibo‘lishi hodisasi ehtimolini toping.

Javob: PMm (3600) = 0,831.



22. Tangani 8 marta tashlab ko‘radilar. Bunda “gerbli" wwowu
bilan 6 marta tushishi hodisasining ehtimolini toping.

b: !
Javob: ?4.

23. Korxonada 1600 ta kompyuter ishlab chigarilgan. Tasodifan
tanlangan bitta kompyuteming nugsonsiz chigishi hodisasi ehtimoli
p=0,8 gateng. Bu kompyuterlar orasidagi nugsonsiz kompyuterlar
soni m ning yotadigan chegaralarini p=0,7698 ehtimol bilan toping.

Javob: 1260 < m < 1299.

24. Ixtiyoriy olingan detaining nostandart chigish hodisasi
ehtimoli p=0,4 gateng. Tasodifan olingan 2400 ta detal orasidagi
nostandart detallar sonining 1000 tadan 1060 tagacha bo‘lishi
hodisasining ehtimolini toping.

Javob: "2m(960, 1060)= 0,0484.

1.4. Shartli ehtimol formulalari

Ba’zi hodisalaming ehtimollarini hisoblashda ko‘pincha go‘shish
va ko'paytirish teoremalarini birga tatbiq gilishga to‘g‘ri keladi.

Shu magsadda quyidagi misolni garaymiz.

Misol. Tajriba ikkita bir jinsli kubni tashlashdan iborat bo'lsin.
Elementar hodisalar fazosi

Q= {[aX 12, ,...,(1,6),(2,D,...,(2,6),...,(6,6)} kabi bo‘ladi. Kub-
lar birdaniga tashlanganda uning yuqori yoglaridagi ragamlar
yig‘indisining 7 ga teng bo‘lishi hodisasini A deb, ragamlar
yigMndisining toq son bo lishi hodisasini B deb belgilaylik. U holda

6 18
P(A) =%, P{B) =§3 B hodisaning ro‘y berish sharti asosida A

hodisaning ehtimolini topaylik:



Lekin A =B ekanligidan, A V=AKkelib chigadi. Demak,

Elementar hodisalar fazosiQ = {eLe2,...,.enj kabi bo‘lsin.

Bue; ,/=1, 2 ,.n elementar hodisalarning k tasi A hodisaga,

m tasi B hodisaga va rtasi AB hodisaga qulaylik tug‘dirsin. Klassik
ta’rifga asosan quyidagi formulalar o‘rinli bo‘ladi:

2(N0)n,
n n n m m P(B)

Demak, p(a/b)=-~ *

Yugoridagi mulohazalarga asosan, A- hodisaning ro‘y berish
sharti asosida B hodisaning ro‘y berish shartli ehtimoli

P(B/A)- kabihisoblanadi.

P(A)
Bu oxirgi ikki tenglikdan ixtiyoriy hodisalarning ko‘paytmasi
ehtimolini quyidagi formulalar yordamida topishimiz mumkin:
P(AB) =P(B)*P(A/B)=p{a)m(B/ A).
Aytaylik, B hodisa n ta juft-jufti bilan birgalikda bo‘lmagan
At,A2  Anhodisalarning (gipotezalarnine) bittasi vafagat bittasi
bilangina ro‘yberishi mumkin bo‘lsin, ya’ni

B- [JBA,= BA+ BA2+..+ BAn (BA)MN(BA) =V, i |]j.
i=i
U holda ehtimolning xossalariga asosan, ushbu to‘la ehtimol
formulasini olamiz:



P(B)=JtP(A,)P(BIAI)

i=\

Birgalikdamas Bv B2 B nhodisalar toia guruhi berilgan. Bu
hodisalaming har birining ehtimolligi P(B,), P(B2, P(Bn)
ma’lum. Tajriba o'tkaziladi va uning natijasida A hodisa ro‘y beradi,
bu hodisaning har bir gipoteza bo‘yicha ehtimolligi, ya’ni

P(A/BI), P(A/B2), ...,P(A/Bn) ma’lum.

A hodisa ro‘y berishi munosabati bilan
P{B[/A), p(B2i4 P(Bn/A) shartli ehtimolliklami topish talab
gilinadi.

A hodisa hodisalaming to ‘la gruppasini tashkil etadigan, birga-
likdabo‘Imagan B2,...,.Bnhodisalaming (gipotezalarnine) biri
ro‘y berishi shartidagina ro‘y berishi mumkin bo'lsin. Agar A hodisa

ro‘y bergan bo‘lsa, u holdagipotezalarning p{BilA) ,i=1.2....,
shartli ehtimollarini quyidagicha topish mumkin:

Bi va A hodisalaming ko‘paytmasi uchun o ‘rinli bolgan ushbu

P{B, -A) = P{B,)P{A/B,) - P{a)p{B, /A) formuladan

PtR1 4) 4YB)P(/11B,) . .
Ifodani olamiz. Bu kasrga

b )=£E£p(BK)®D /BK) to‘la ehtimol formulasini keltirib
A

go‘yilsa, quyidagi Beyes formulasi hosil bofadi:

02,
£P (BT1P(A/BI)
A

1-masala. Ikkita qutida sharlar bor. Birinchi qutida oltita yashil



rangli va to ‘rtta malla rangli sharlar bor ekanligi ma’lum. Ikkinchi
gutida esa uchta yashil rangli shar va yettita malla rangli shar bor.
Birinchi qutidagi sharlar aralashtirildi va ular orasidan tasodifan
bitta shar olinib, ikkinchi qutiga tashlab yuborildi. Shundan so‘ng,
ikkinchi qutidagi sharlar aralashtirilib yuboriladi va bu ikkinchi
gutidan tasodifan bitta shar olindi. Bu ikkinchi qutidan olingan
shaming yashil rangli bo‘lishi hodisasi ehtimolini toping.
Yechish. Birinchi qutidan tasodifan olingan shaming yashil
rangli bo‘lishi hodisasini B deb belgilaymiz va bu hodisaning

ehtimoli P(B) = 0,6 = — ekanligini topamiz. Mana shu birinchi

gutidan tasodifan olingan shaming malla rangli bo‘lishi hodisas-

ini B deb belgilaylik. Ravshanki, p(B) = 1- P(B) =0,4 « Biz Abilan
birinchi qutidan ikkinchi qutiga tasodifan bitta shar tashlangan -
dan so‘ng ikkinchi qutidan oxirgi marta tasodifan olingan shaming
yashil rangli bo‘lishi hodisasini belgilaymiz.

Birinchi qutidan ikkinchi qutiga tasodifan tashlangan shaming
yashil rangli bo‘lishi sharti asosida ikkinchi qutidan tasodifan ol-

4
ingan shaming yashil rangli bo‘lishi shartli ehtimoli P(A/B) = —

bo‘ladi. Birinchi qutidan ikkinchi qutiga tashlangan shar malla
rangli bo‘lsa, ikkinchi qutidan tasodifan olingan shaming yashil

- 3
rangli bo‘lishi shartli ehtimoli P(A/B) =— dan iborat ekanligini

tasdiglaymiz. Umuman, ikkinchi qutidan tasodifan olingan
shaming yashil rangli bo‘lishi ehtimoli to‘la ehtimol formulasiga
asosan,

- - 6 4 4 3 36
P(A) =P(B) ®P(A/B)+P(B)- P(A/B) ==m=--m=+ —=mmmes 2= *0,33.
(A) (B) )*+P(B)- P( )10]110]1 110
bo‘ladi.

2-masala. Qutida to ‘rtta ko‘k va gizil shar bo‘lib, ular sonining
ranglaiga nishatan tagsimoti noma’lum bo‘lsin. Tajriba o ‘tkazilishiga



gadar, qutidagi shariar hagidabeshtagipotezagiiish mumkin:
1) 4 ta ko‘k va O ta gizil shar (4,);

2) 3ta ko‘k va 1ta gizil shar (H2);
3) 2ta ko‘k va 2 ta qizil shar (tf3);
4) 1ta ko‘k va 3ta qizil shar (HA);

5) 0ta ko‘k va 4 ta gizil shar (H}).
Bu gipotezalarni teng ehtimolli deb hisoblash mumkin, u

holda /»(#,) = P(H2) =p{Hr) =P(H4) =P{HS =i
Faraz gilaylik, tajriba natijasida ko‘k shar olingan bo‘lsin (A hodisa).
A hodisa ro‘y berdi, degan shartda A, , H2, tf3, tf4, Hs
gipotezalarning ehtimollari tajribadan so‘ng ganday bo‘ladi?
Boshgachasiga aytganda,P{HJA), n=1, 2, 3, 4, 5 ehtimol-
larning giymatini topish kerak.

Tajribanatijasidako‘k shar olingan bo‘Isa, bu holda H 5 gipote-
zaning ehtimoli 0 ga teng bo‘ladi. Qolgan to‘rttagipotezaning
ehtimollari ham o‘zgaradi vaulami endi teng ehtimolli gipotezalar
deb bo'Imaydi. Ehtimolning klassik ta’rifini go'llab, ushbu shartli
ehtimollami hisoblaymiz:

P(A/H)= 1, P(ATHA = —, P{AIH-) = —. P(A/H4 =, P(A/H<) =0,

4
Beyes formulasiga asosan,
i
WHY o, 18, 2 11 10 -°4
5 54545454
Shunga o‘xshash,

P(H2/A) =03 , P(H3/A) =02 , P(HJA) =01, P(Hs/A) =0



giymatlartopildi.

3 -masala. Radioga o‘rnatilgan lampa ikkita partiyadan biriga
p]=0,4 ea p., =0,6 ehtimol bilan tegishli bo‘lsin. Lampaningr
soat davomida buzilmasdan ishlash vagti ehtimollari bu partiyalar
uchun mos ravishda 0,9 va 0,7 ga teng. Bu lampat soat buzilmasdan
ishlagan bo‘lsa, uning 1- partiyaga tegishli bo ‘lish ehtimolini toping.

Yechish. Ikkitagipotezani qaraymiz:

Bl—lampa birinchi partiyaga tegishli,

B2- lampa ikkinchi partiyaga tegishli.

Tajribadan oldin bu gipotezalarning ehtimollari:
P(B") =0,4 ea P(B2)=0,6.Tajriba natijasida A hodisa ro‘y ber-
gan, ya’ni lampa t soat buzilmasdan ishlagan. A hodisaning B, va
B2 gipotezalardagi ehtimollari mos holda quyidagicha: P(A/
B,)=0,9; P(A/B2=0,7. Beyes formulasidan foydalanib, Bi
gipotezaning tajribadan keyingi ehtimolini topamiz:

02 09 = 0,462.
0,4-0,9+ 0,6-0,7

P(Bt/A) =

Masalalar

1 Tashqi ko‘rinishi bir xil bo‘lgan uchta idishning birinchisida 5 ta
yarogli va 5 ta yarogsiz detal, ikkinchisida 7 ta yarogli va 3 ta yarogsiz
detal, uchinchisida 9 ta yaroqli detal va bitta yaroqgsiz detal bor. Bu
uchta idishdan tavakkaliga bittasi tanlanadi, undan tasodifan bitta
detal olinadi. Shu olingan detaining yarogli ekanligi ma’lum bo‘lsa,
uning birinchi idishdan olingan bo‘lishi ehtimoli topilsin.

Javob: p=0,238.

2. Ikki mergan nishonga bittadan o‘q uzadi. Birinchi mergan-
ning o‘qi nishonga 0,7 ehtimol bilan, ikkinchi merganniki esa
0,9 ehtimol bilan tegadi. 0 ‘g uzilgandan so‘ng nishonga bitta o‘q
tekkanligi ma’lum bo‘ldi, bu o‘q birinchi merganniki bo‘lish
ehtimolini toping.



Javob: pzﬁ .

3. Hisoblash quriimasi o‘zaro bog‘ligsiz holda ishlovchi uchta ele-
mentdan tashkil topgan. Uning shu elementlaridan gandaydir ikki-
tasining ishdan chigganligi ma’lum bo‘ldi. Agar birinchi, ikkinchi,
uchinchi elementlaming ishdan chigish ehtimollari mos holda 0,25,
0,3 va 0,4 bo‘lsa, ikkinchi va uchinchi elementlaming ishdan chiqi-
shi hodisasi ehtimolini toping.

Javob: p=0,439.

4. Skladga (omborxonaga) uchta zavodda tayyorlangan mah-
sulot kelib tushdi. Mahsulotning 50 foyizi birinchi zavodda tayy-
orlanganligi, 10 foyizi ikkinchi zavodda tayyorlanganligi, 40 foyizi
esa uchin-chi zavodda tayyorlanganligi ma’lum. Birinchi zavodda
oliy navli mahsulotning tayyorlanish ehtimoli 0,92; ikkinchi
zavodda oliy navli mahsulotning tayyorlanish ehtimoli 0,98 va
uchinchi zavodda oliy navli mahsulotning tayyorlanish ehtimoli
0,90 ekanligi ma’lum. Skladdan tasodifan olingan ikkita mah-
sulotning oliy navli bo‘lishi hodisasi ehtimolini toping.

Javob: p=0,843.

5. Sotuv tarmog‘iga (magazinga) uchta zavodda tayyorlangan
televizorlar chigarildi. Birinchi zavodda ishlab chigarilgan televi-
zorlaming 15 foyizi, ikkinchi zavodda ishlab chigarilganlaming 8
foyizi va uchinchi zavodda tayyorlanganlaming 5 foyizi esa nugsonli
televizorlardir. Sotuv tarmog‘iga (magazinga) kelib tushgan tel-
evizorlaming 40 foyizi birinchi zavodda, 25 foyizi ikkinchi za-
vodda va 35 foyizi uchinchi zavodda tayyorlangan ekanligi ma’lum
bo‘lsa, magazindan yaroqli (nugsonsiz) televizor sotib olinishining
ehtimolini toping.

Javob: p=0, 9025.

6. Uchta birxil turdagi qutilar bor. Birinchi qutida 20ta yarogli
detal, ikkinchisida esa 10 ta yaroqgli detal va 10 ta yaroqsiz detal,
uchinchi qutida 20 ta yaroqsiz detal bor ekanligi ma’lum. Tasodifan
tanlangan qutidan bitta yarogli detal olindi. Bu detaining birinchi
qutidan olingan,bo‘lishi hodisasining ehtimolini toping.



Javob: P~~"-

7. Bizning gqo‘limizda ikkita idish bor. Birinchi idishda 2 ta oq va 3ta
gora shar, ikkinchi idishda esa 4 ta oqg hamda 7 ta qora shar bor
ekanligi ma’lum. Birinchi idishdan tasodifan bitta shar olinib,
ikkinchi idishga tashlandi va ana shundan so‘ng, ikkinchi idishdan
tavakkaliga olingan bitta shaming oq shar bo‘lishi hodisasining
ehtimolini toping.

n
Javob: p=~-

8. Birinchi qutida uchta yaroqli va ikkita yaroqgsiz detal bor.
Ikkinchi qutida sakkizta yarogli hamda oltita yarogsiz detal bor
ekanligi ma’lum. Birinchi qutidan tasodifan ikkita detal olinib,
ikkinchi qutiga solinadi, keyin esa ikkinchi qutidan tavakkaliga
bitta detal olindi. Bu ikkinchi qutidan olingan bitta detaining yaroqgli
detal bo‘lishi hodisasi ehtimolini toping.

Javob: p=0,52.

9. Nishonga ketma- ket uch marta o‘q otildi. Birinchi otishda o‘gning
nishonga tegish ehtimoli p=0,6ga teng, ikkinchi otishda p2=0,7ga,
uchinchi otishda p3=0,9ga teng. Nishonga bir tegishda (uch otish-
dan istalgan birida) uning shikastlanish ehtimoli 0,4 ga teng, ikki
tegishda 0,8 ga, uch tegishda esa 1,0 ga teng(ya’ni nishon albatta
shikastlanadi). Uch otishda nishonning shikastlanishi ehtimolini top-

ing.
Javob: p=0,8044.



2-bob. TASODIFIY MIQDORLAR

2.1. Tagsimot funksiyalari,
tagsimot zichligi
Mumkin bo‘lgan giymatlari ayrim, bir- biridan ajratilgan haqi-
giy sonlar bo‘lib, ularni tayin ehtimollar bilan gabul giladigan
miqdorlar diskret tasodifiy migdorlar deyiladi. Diskret tasodifiy
migdoming mumkin bo‘lgan giymatlari to'plami chekli yoki sanog-
lito'plam bo‘lishi mumkin. X diskret tasodifiy migdoming tagsimot

gonuni quyidagicha: birinchi satri mumkin bo‘lgan x, giymatlardan,

ikkinchi satriesapi = P (X —xi) ehtimollardan tuzilgan
X X, A, - X,
. jadval tarigasida berilishi mumkin, bunda
PPi Prep,

I
b
Tasodifiy migdorlarni lotin alfavitining bosh harflari X,Y,.

yoki kichik grek harflari ~71],4,..\ar bilan, ularning mumkin

bo‘lgan giymatlari esa tegishli kichik harflar x, y,. bilan belgilanadi.
Misol. X tasodifiy migdor nishonga birinchi marta tekkizishgacha
bo‘lgan o‘q uzishlar soni. Bu tasodifiy migdoming mumkin bo‘lgan

giymatlari cheksiz sonli ketma-ketlikni hosil giladi; X =1 x0-2,...-

Ta’rif. Uzluksiz tasodifiy migdor deb, mumkin bo‘lgan giymat-
lari son o‘gining biror (chekli yoki cheksiz) oralig'ini butunlay
tutash to‘ldiradigan miqdorga aytiladi.

Ta’rif. Ixtiyoriy x haqigiy son uchun X tasodifiy migdoming x
dan kichik gandaydir giymat gabul gilish ehtimolini beradi-
gan F(x) =P{X <x) funksiya X tasodifiy migdoming tagsimot
funksiyasi deyiladi.



Ta’rif. Agar Y tasodifiy miqdorning tagsimot funksiya-sini
I

A(x)= }p (™ Kko‘rinishida yozish mumkin bo‘lsa, bu tasodifiy
0

migdorni absolyut uzluksiz tagsimlangan tasodifiy migdor dey-
iladi p(t). funksiyani tagsimot zichligi deb ataydilar, yoki ehtimol
tagsimlanish zichligi deb, yoki zichlik funksiyasi deb ham yurit-
adilar. Ko‘p hollarda zichlik funksiyasini p(x) =F'(x) tenglikdan

topadilar, ya’ni tagsimot funksiyadan olingan birinchi tartibli
hosila zichlik funksiyasidan iborat bo ‘ladi.
Tagsimot funksiyasi xossalari:

1- xossa. 0 < F(x) <1. Tagsimot funksiyasi manfiymas bo‘lib,
uning giymatlari nol va bir orasida joylashgan.

2- xossa. X tasodifiy migdorning (x,,jc2) oraligga tushish ehti-
moli tagsimot funksiyasining bu oraligdagi orttirmasiga teng, ya’ni
P(xl <X <x2)=F(x2)~F(x{.

3-xossa. Tagsimot funksiyasi kamaymaydigan funksiya, ya’ni

*<*2, F{xD)<F{x2).
4-xossa. Tagsimot funksiyasi chapdan uzluksizdir :
F(x)=F(x- 0)=Ilim F(xn) = F(x).

5-xossa. f(—go)=0, ir(oo)=l..

Ta’rif. Agarx =x0 nuqtada F(x0+0)- F(x0- 0)=C0> 0 bo‘lsa,
bu funksiyax =x0 nuqtada sakrashga ega bo‘lib, uning kattaligi
COga teng deyiladi.

6-xossa. Tagsimot funksiyasining sakrashga ega bo‘lgan nu-
gtalari to‘plami ko‘pi bilan sanoqli bo‘lishi mumkin.

Tagsimot zichligi xossalari:
1 Zichlik funksiyasi manfiy emas : p(x) >0.



2.Pfa < X<x,+dx)« p(xo)dx, P(a<X <b)=jp(u)du.

X

3. =\

Diskret tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi quyidagicha
bo‘ladi:

F(xX) =P(X <x)=P{-m<X <x)=Y,pi, buyerda go‘shish x,

X" <x

ningx, < x shartni ganoatlantiruvchi barcha giymatlari uchun bajariladi.

Ta’rif. Tagsimotning moddasi deb, x argumentning p(x) zichlik
funksiyasiga maksimum giymat beruvchi giymatiga aytiladi.

Ta’rif. Agar tagsimot funksiyasini+ (x) deb belgilasak, ush-

bu~’(m15) ~ T tenglamaning ildizi bo‘lganx05 soniga tagsimotning

medianasi deyiladi.

1-masala. Idishda 8 ta detal bor, ulardan 3 tasi yaroqgli. Idish-
dan tavakkaliga 3 ta detal olinadi. X tasodifiy migdor - olingan
yarogli detallar soni. Uning tagsimot gonunini yozing.

Yechish. X ning mumkin bo'lgan giymatlari quyidagicha:
X, =0,x2=1,x3=2,x4=3.

Ehtimolning klassik ta’rifiga asosan

X =0, X =1 X =2, X =3 hodisalaming ehtimollarini topamiz:

P{X=0)=if ,p(*=N)=" ,p(x=2=~ , P(X=3)=". Bu
JO JO 30 JO

X tasodifiy migdorning tagsimot gonuni quyidagicha:
X 0 12 3

10 30 15 =
P 56 56 56 56



2-misol. Aldiskret tasodifiy migdor ushbu
X -1 3 5
R 02 05 03
tagsimot gonuni bilan berilgan. Uning tagsimot funksiyasini top-
ing.
Yechish. Ravshanki, V xe(-00,-1) uchun F(x) =0, chunki bu
holdax <x hodisa mumkin bo‘lImagan hodisadir. Endi -1 <x <3
bo‘lsin. U holda Vx € (—;3] uchun

F(X)=P(X<x)=P(x =-1) =02; 3<x<5 bo‘lganda
Vx e (3;5] uchun
F(X)=P(X <x)=P(X =-1) +P(X =3)=02+05=07; x>5

bo‘lganda esaF(x) =P(x <x) =1 bo‘ladi, chunki\/x>5 uchun
X<x hodisa ishonchli hodisa bo‘ladi. Bu tagsimot funksiyasining
analitik ifodasi quyidagicha boMadi:

0, x<\
0,2; -1<u”™3
F(x)=-"""

0,7 ; 3<x<5

l; x>5

3-masala. Xtasodifiy miqdor {a, b) da tekis tagsimot qonuniga ega

bo‘lsin. Tekis tagsimotning zichlik funksiyasi ushbu formula bilan
beriladi:

0, agar xi{a,b) bo‘lsa

, agar xe {ab) bo‘lsa
b-a

Tekis tagsimotning tagsimot funksiyasi quyidagicha:



0, agar -co<x<a bho'lsa,
F(x) = ib--'--i-,aga}r a<x<b Bbo‘lsa,
-a
lLagar b <x<+00 bo’lsa.

4-masala. Normal tagsimot gonuni. (Gauss qonuni). Amaliyotda
uchraydigan tasodifiy migdorlar bo‘ysunadigan tagsimot gonunlari
orasida ko‘prog normal tagsimot gonuni bilan ish ko‘rishga to‘g‘ri
keladi. Bu gonun bilan tagsimlangan X tasodifiy migdorning taqsi-
mot zichligi ushbu

(tV2>k
formula bilan beriladi, tagsimot funksiyasi esa
1 * (uaf
Fix)y=—-= fe Xl du
cry]2iz

kabi bo‘ladi. Bunda ava a o‘zgarmas sonlar bo‘lib, ular tagsimot-

ning parametrlari deb yuritiladi hamda- MW<a<+00 , cr>0
munosabatlar o‘rinlidir. Xususan, 0 =0, a - | bo‘lganda tagsi-

J vl
mot funksiyasi ®(*) = Vr— Je 2du ko‘rinishga, tagsimot zichligi
/ P4 - .
esaP W - e  ko‘rinishga ega bo‘ladi hamda bu holda X taso-

difiy migdorni (0,1) -parametrli standart normal gqonun bilan
tagsimlangan deymiz.

®(x) , cp{X) funksiyalar giymati jadvaldan topiladi.



5-masala. X tasodifiy migdor ushbu

zichlik funksiyasiga ega. C o‘zgarmasning giymatini, tagsimot
funksiyasini va R(-1<X<1) ehtimolni toping.
Yechish. Tagsimot zichligi xossalariga asosan,

jf(x)dx=l CJ|+X' =ci=1: C=-] ;o F(x) =P{X <x)= ;ff{u)du =h'fll+]{ =

= iI—l arctgx:
2

M A<A<Y- FY-FED=! fo-f=i

6-masala. X uzluksiz tasodifiy migdornsng zichlik funksiyasi

f(x) - aexp(2x - x2) , a> 0 ko‘rinishida berilgan. Bu tasodifiy

migdorning modasi topilsin.
Yechish. Tagsimotning modasini topish qoidasiga asosan, zichiil
funksiyasining birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarini topamiz:

/ (x)=2a(l-x)e2x , f x)=-2aex*2+4a(\- xfe2 rm
Endi,y (x) =0 tenglamadan x = 1yechimni topamiz. Ma’lumki,

[ (I) =-2ae <0 ekanligidan, * = 1 nuqgtada zichlik funksiya f(x)

0°‘zining maksimum giymatiga ega bo‘ladi. Demak, bu X tasodifiy

migdorning modasi bir soniga tengdir. Zichlik funksiyasining

maksimum giymati a o‘zgarmasning son giymatidan bog‘liqg emasligi

sababli,biz< o ‘zgarmas migdorning son giymatini aniglamadik.
7-masala. X tasodifiy migdorning zichlik funksiyasi



ko‘rinishida berilgan. Bu tasodifiy migdoming medianasini toping.
Yechish. Mediananing ta’rifiga asosan,
N .2 .4

P{X<fi)= jj x-"x- Yyoa o -
oV 8 hg va 2 16 05

munosabatlaiga ega bo‘lamiz. Bu
/14-S1j2+8 =0

tenglamaning ildizlari// = +V4+ V8 ko'rinishida boiadi. Bu

ildizlar orasidan 0 va 2 sonlari oralig‘ida yotadiganlarini tan-
laymiz. Shunday qilib, X tasodifiy migdoming mediana-

six05=/i=44- s/8 » 1,09 sonidan iboratdir.

Masalalar

1 Qutida 10ta shar bor. Ular orasida 8 ta oq shar, golganlari gora
shar bo‘lgan. Tavakkaliga 2 ta shar olingan. Olingan sharlar orasida-
gi oq sharlar sonining tagsimot gonunini tuzing.

Javob: X 0 1 2

p 1 16 28
45 45 45

2. Tangani 5 marta tashlash tajribasi berilgan. X tasodifiy migdor
tanganing ragamli tomonining tushishlari sonidan iborat bo‘Isin.

Uning tagsimot gonuni topilsin.

. X01234
Javob: X 012345 3232 323232 32

3. X tasodifiy migdor ushbu tagsimot qonuniga ega:
X -2 1 4
R 05 035 0,15

Uning tagsimot funksiyasini toping.



0, agar X <-2 bo" Isa,
05 agar -2<x<1 bo'lsa,
0,85, agar 1l<x<4 ho'lsa,
1 agar X>4 bo" Isa.

Javob: F(x) =

4. AgarF(x) tagsimot funksiya bo‘lsa, u holda ixtiyoriy h* 0

J x+h | x+h

da<t>(x) =— [ F(n)du , 4/(x)=— fF[u]du funksiya ham taqsi-
h v 2hjh
mot funksiya bo‘lishini isbotlang.
5. Ushbu
0, X <0;
J— .
1(*) = 4 O<x £ 4
0, X >4,

zichlik funksiya bilan berilgan Y tasodifiy migdorning tagsimot
funksiyasini toping.

X <0;
Javob: F{x) = 0<x<4
X > 4.
6. A"tasodifiy miqdor ushbu tagsimot funksiyasiga ega:
0, agar x” 2 bo‘lsa,
F(x) = — agar 2 <x<4 bo"Isa,
1, agar x >4 bo'lsa.

Ushbu P (3 < X <3,5) ehtimolning giymatini toping.
Javob: 0,25.



7. Ushbup(x)=—e ™ ,bunda- oo< x <00, funksiya tagsi-

mot zichligi bo‘ladimi?

8. Texnik qurilmaning buzilmasdan ishlash vaqti T tasodifiy
miqgdor bo‘lib, u ko‘rsatgichli tagsimot qonuni bilan tagsimlan-
gandir. Bu texnik qurilma 10000 soat ish davomida o‘rtacha 10
marta buziladi (ishdan chigadi). Uning 2000 soat ish davomida
buzilish ehtimolini toping.

Javob: p * 0,87.

9. X diskret tasodifiy migdoming tagsimot gonuni ushbu
ko‘rinishida berilgan:

X, 8 20 25 40 45 55

p, 014 036 0,30 015 0,03 0,02

Bu tasodifiy migdoming modasini toping. *
Javob: 20.

10. Uzluksiz tasodifiy migdoming zichlik funksiyasi ushbu
ko‘rinishida berilgan:

0, X <2;
/(*):.a(x-2X4-x), 2<x<4
0, X > 4.

Zichik funksiyaning bu ifodasidaa o‘zgarmas migdoming qi-
ymatini, tagsimotning modasini va medianasini toping.

Javob: a = 0,75.Tagsimotningmodasi va medianasi 3 soniga tengdir.

11. Ushbu

xk -3 2 0 I

pk 02 014 p? 0,16



jadval biror X tasodifiy migdorning tagsimot qonunini ifodalay-
di. pbvnoma’lum sonning giymatini toping.

Javob: pbv=0,5.

2.2. Markov zanjirlari

Muayyan sharoitda o ‘tkaziladigan tajribalaming har birida At,

A2 An hodisalardan fagat bittasi ro‘y beradigan bo‘lsin. Agar
n ta tajriba o‘tkaziladigan bo‘lsa, bunda elementar hodisa
=co dan iborat bo‘ladi. Bu yerda/, - shu giymatga

mos o‘rinda turgan Ar A2 ..., Anhodisalardan biri ro‘y berishini
anglatadi. Shunday qilib,

o (.2 ) - mi2mmdiff 12, AN
elementar hodisalar fazosiga ega bo‘lamiz. Elementar hodisalar

soni esa |Q| =k™ dan iboratdir.
Ta’rif. Agaroo=(/",/,,....,/,,) uchun

P(co)y=/’(/,.i2  1,,)=P(/'))* P(i2)e...* P{i,,) tenglik bajarilsa, bu
tajribalar ketma-ketligi erkli tajribalar ketma —ketligi deb ataladi.

Misol Idishda 6 ta yashil, 5ta malla shar bor. Idishdan ketma-
ket ikki marta bittadan shar olamiz, har bir olingan shar idishga
gaytarib solinadi. Olingan ikki shaming yashil bo‘lish hodisasini
garaymiz. Bunda 2- shaming yashil bo‘lishi 1- shaming yashil
bo‘lishi —bo'imasligiga bog‘liq emas. Agar biz 1- shaming yashil

bo‘lishi hodisasini /4;deb, 2- shaming yashil bo‘lishi hodisasini A2

deb belgilasak, ikkalasining xam yashil bo‘lishi hodisasi A=A, *A2
bo‘ladi. Bu o‘zaro erkli tajribalar ketma-ketligi bo‘lganligidan, A
hodisaning ehtimoli quyidagicha topiladi:

P "AD= PA)- PAD= T T =m -



Agar shu misolda olingan shar idishga gaytanb soiinmaaa, i
gan ikkinchi shaming yashil rangli bo‘lishi olingan birinchi shar-
ning ganday rangli ekanligiga bog‘ligdir. Bunda tajribalar ketma-
ketligi bog‘ligli bo‘ladi.

Ta’rif. Agaro)=(il,il,..,in) uchun

P(@,, / ) tenglik o‘rinli bo'lsa, bu

tajribalar ketma- ketligi Markov zanjiri deyiladi.
Aytaylik, vagtning t=0, 1, 2, 3, ..., onlarida garalayotgan

sistema ,n=0,1,2,...}holatlamingbiridabo‘lishi mumkin bo ‘Isin.
Bu{£,.} butun giymatli tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo‘lishi
ham mumkin, uning giymatlari to'plamini X deb olaylik.

Ta’rif. Ushbu {*,,,n=0, 1, 2, 3, ..} ketma-ketlik Markov
zanjirini tashkil etadi, deyiladi, agar

n>l, uchun
p A =Xnl/4 = =X =P{M =xH/£ =x}
munosabat fagat P{£0 = x0,£, = =xn) > 0 shart baja-rilgan-
da o‘rinlibo‘lsa. Quyidagi , = X) > 0 shart bajarilganda, agar

2>Bx,y)=Il, P{x,y)"0

ye. X

munosabatlar o'rinli boUsajbiz/J*x,") = P{gH=>"/4 -, = *} ehti-
molni o‘tish ehtimoli deb ataymiz.
Markov zanjirini boshgacha talgin etish ham mumkin: Mum-

kin bo‘lgan holatlari to‘plami(£'l,.£'2.... £,,-m) dan iborat biror fizik

sistema berilgan bo‘lib,£0 ning boshlang‘ich tagsimoti

p(gd=/)=p°, ™ p" =IDberilgan vavaqtning butun giymatli on-

larida sistema 0z holatini o‘zgartirsin. Vaqtning n- momentida siste-



rnaning EJ holatda bolish ehtimoli, oldingi momentlaming barchas-
ida sistema gaysi holatda bo‘lganligi ma’lum bo‘lsa ham, ulaiga bogiq
bo‘Imasdan, fagat vaqtning (n-1) —momentida sistema gaysi holatda
bo‘lganigabog‘ligbo‘lsin. Bunday bog‘liglik Markov zanjiridir. Ushbu
pe»n) _JjJ~ " ehtimol sistemaning m- tajribada Et hola-
tdabo‘lib, n- tajribada Ef holatga o‘tish ehtimoli deyiladi.

Ushbup ") ~P(gn=j/ =i) ehtimol sistemaning m -tajriba-
da E, holatdabo‘lib, «-tajribada E fholatga o‘tish ehtimoli deyiladi.

Quyidagi

n >,%) ."/Wg»,«)\

y2\ y2 "y2
P(m,n) = s

nin mn) nmn)
Fs2 eemFss /
matritsa o tish ehtimollari matritsasi deyiladi. Bu matritsaning tartibi
Markov zanjirining holatlari soni s ga teng bo‘ladi.

Agar o‘tish ehtimollari tajriba nomeriga bog‘lig bo‘Imasa, ya’ni
p(kkto _pip _ p bo‘lsa, bunday zanjir birjinsli Markov zanjiri
deyiladi.

Bir jinsli Markov zanjirining bir gadamda o‘tish ehtimollari
matritsasi



PU P\r P\

Ny=p = Pn Pa * Pr,
kabi bo‘ladi.

VP,1 P2 e« P

Bir jinsli Markov zanjiri uchun m-tajribada £, holatda bo“lib,

n-tajribada £, holatga o‘tish ehtimollari matritsasi uchun

P(tn,n) =P(m)-P(m +I)....P(«- D)=[i3"' m=n

munosabatlar o‘rinlidir.

0 ‘tish ehtimollari matritsasi ushbu xossalarga egadir:

1. 0 ‘tish ehtimollari matritsasining har bir elementi uchun
0<p{'n < ltengsizliko‘rinlidir.

2. 0 ‘tish ehtimollari matritsasining har bir satridagi ehtimol-
lar yig‘indisi birga teng.

3. 0 ‘tish ehtimollari matritsasi biror ustunining hamma ele-
mentlari nol bo‘la olmaydi.

Ta’rif. Agarn oo da ixtiyoriy/,j,k =1,2,..5 uchun

pl_rl_pu I O

bajarilsa, bu o‘tish ehtimollari bilan berilgan Markov zanjiri
ergodikprinsipga bo‘ysunadi deyiladi.
Teorema. Agar birork >0 son uchun o‘tish ehtimollari matrit-

sasink ning hamma elementlari musbat bo‘lsa, u holda zanjir
ergodik bo‘ladi va/ ga bog‘liqg bo‘Imagan shundaypj (I<j <V

sonlar mavjudki, }}*}P{) =P> bo'ladi.
Biror fizik sistema vaqtning diskret onlarida (qadamlarda) chekli
sondagisl,s2,...,sll holatlarning biridan ikkinchisiga o ‘tib turishi



mumkin, yoki bu holatlarda bolishi mumkin bo‘lsin, Biz sistema-

ning K -chi gadamda . , holatda bo‘lishi hodisasini sf'* deb, bu hod-
n

isaning ehtimolini pj(K), )/81 P>(k) = 1deb belgilaymiz.

1-masala. (Tasodifvy sonlarni m modul bo‘yicha yig‘ish). Biror
m natural sonni tayinlaylik. Tajriba (0,1,2,3,.,m-I) sonlardanbirini
tasodifiy tanlashdan iborat bo‘Isin. Bunda har bir son anig ehtimol

bilan tanlanadi: pt ehtimollik bilan i soni (i=0, 1, 2, m-1)
tanlanadi. Ko‘rinib turibdiki, p0+px+... +pml = 1bajarilishi kerak.
Biz tasodifiy tanlangan sonni m gabo‘lishdan chiggan goldigni olamiz.
Shunday qilib, m ta turli A0,At,A2,...,Am{ holatlar bo‘lishi mum-

kin: Bunda A, holat n- tajribadan so‘ng tanlangan sonlar yig‘indisini

m ga bo‘lganda chigqgan qoldiq i ga tengligini bildiradi. Masalan, m”*S
bo‘lsa va ketma-ket tajribalardan so‘ng 1,3,2,2,5,. sonlar tanlansa, u

holda holatlar ketma-ketligi An A4,A6,A0. As,...bo‘ladi. 0 ‘tish ehti-
mollarini hisoblaylik: nta gadamdan so‘ng sistema A, holatda boMsin.
Navbatdagi (n+J) -chi gadam 0,1,2,.,(m+1) sonlaridan birini tan-
lashdan iboratdir, bu tanlashlar pO,p{ pm{ehtimollik bilan ro‘y
beradi. Masalan, a sontanlansa, A holat A/ holat bilan almashina-
di; bundaj soni+a ni m songa bo‘lishdan chiggan qoldig. Shun-
day qilib,i+a <m boisa, / - i+a vademak, j >/; Agari+a> m
bo‘lsa, j - i+a vaj <i bo‘ladi (chunkia<m). Bu aytilganlarga

asosan, agarj >1i bo‘lsa,a =j - i;agarj <i bo‘lsa« =m+(j - /).

Biza sonini Pa ehtimol bilan tanlayapmiz. Demak, ushbu



Bu~) PH 31 Guish entimollari hosil bo'ladi.
P.b-) ; J<jm

2-masala. Uch holatli fizik sistemaning bir gadamda o ‘tish ehti-
mollari matritsasi

2 2
0 -
2
0

N N o

I
2
ko‘rinishda berilgan. Bu fizik sistemaning s, holatdan.s3 holatga ikki
gadamdan so‘ng o ‘tish ehtimoli p 23 hi toping.

Yechish Tr, . ni topamiz:

f f
1221I221 2 4
M= 0 0 111
9 2 2 2 4 2 4
11O 11O 111
2 2 U2y442

A2 matritsaning ikkinchi satr, uchinchi ustunidagipg =~

ehtimol sistemaning s2 holatdan s, holatga ikki gadamdan so‘ng
0 ‘tish ehtimolini beradi.
Masaialar

1 ~0c,|....4» _ o‘zaro bog‘lig bo‘lImagan diskret tasodifiy miq-

dorlar ketma-ketligi bo‘lsin {£,}. miqdorlarning giymatlari



to‘plaminiX = {jCj,x2,..} deb olaylik. Bu miqgdorlarning har biri

o'zining X kto‘plamidan giymat gabul giladi, deb faraz gilamizki,

agarXt lar sanoglidan ko‘p bo‘lmasa, X =\~ Xko‘rinlidir. Bu
K

ketma-ketlik Markov zanjirini tashkil etadi-mi?
Javob: Ha.

2. Bizga shunday”0,/7,.//2,... -o‘zarobog‘lanmagan, butun qgiy-
matli tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligi berilgan-
ki,gk{y)=P\nk =}} aniglangan boMsin. Ush-

bu - cO+/, +1], +1n tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi
Markov zanjirini tashkil etadimi?

Javob: 0 ‘tish ehtimoli Pli(x,y) =qn(y - n) bo‘lgan Markov zan-
jirini tashkil etadi.

3. 0 ‘tish matritsasi

bo‘lgan, uch holatli,bir jinsli Markov zanjiri ergodik zanjir
bo‘ladimi? Ikki gadamga o ‘tish ehtimoli matritsasi qanday bo‘ladi?

Javob: Ha.

4. Tnkotaj firmasi ustki kiyimlar ishlab chigarsin. Firmaning ham-
ma holatini shartli ravishda ikkita holatga bo ‘lish mumkin:

1 Firma ishlab chigargan mahsulot xaridorlartalabiga mos (qulay
vaziyat)

2. Firma ishlab chigargan mahsulot xaridor talabiga mos ernas
(noqulay vaziyat).

Bu sistemaning o ‘tish ehtimollari matritsasi



o\

2 2

2 3
5 5

boMsin. Firma ishlab chigargan birinchi (boshlang‘ich) mahsulot

xaridor talabiga mos bo‘lsin. U holda sistemaning boshlang'ich ho-
latda bo‘lish ehtimollari (boshlang‘ich holatlar vektori)

Tin=

bo‘ladi. Sistemaning holatdan holatga o‘tishi diskret vagt mo-
mentlarida (onlarida) ro‘y bersin (masalan, haftalardan so‘ne).
a) Birinchi haftadan so‘ng o‘tish ehtimollari matritsasini toping.
b) 2- haftadan so‘ng o‘tish ehtimollari matritsasini toping, d)
Bu ergodik Markov zanjiri bo‘ladi-mi?

/ n / N
1 1 9 9
Javob: a) o o b) 99 9o d) Egrodik Markov zanjiri
\ / \ /

bo‘ladi.
5. Elektron o‘zida bor bo‘lgan energiya zapasiga bog‘lig ravishda
sanoqli sondagi orbitalarining birortasida to ‘xtaladi yoki biridan

ikkinchisiga tasodifan o‘tib turadi. /- orbitadan j - orbitaga bir

sekundda o‘tish ehtimoli pO{\) =c/e''i“N dan iborat. Bundaa -

tagsimotning parametri.
a) /- orbitadan j - orbitaga ikki sekundda o ‘tish ehtimolini toping.

b) ¢, 0‘zgarmaslami toping.
Javob: ;)/\= pHl) , boMsa,*. =n] matritsaning element-

lari ikki sekundda/ - orbitadan j - orbitaga o ‘tish ehtimollaridan
iboratdir.



6. Sistemaning bir holatdart ikkinchi holatga bir gadamda o‘tish
ehtimollari matritsasi berilgan:

(1 11

2 3 6

Bir holatdan ikkinchi holatga ikki gadamda o‘tish ehtimollari
matritsasini toping.

Javob:n2 =nv

7. Halgaviy yo‘lda (trassada) joylashgan 2 m ta punktlardan
(tayanch nugtalardan) yuk avtomashinalar yordamida tashilmoqgda.

Yuk bir punktdan ikkinchi punktga rehtimol bilan yoki boshqgasiga
g-1-p ehtimol bilan tashilishi mumkin. Elementlari ushbu n ta

tashishdan so‘ng y-punktdan k-punktga tashish ehtimoli

p,(«), ,k=123,..2m) dan iborat boflgan o‘tish ehtimol-

lari matritsasi topilsin.
Javob:

vP = q 0]
8.  Zarrachalar bir-biridan bog‘ligsiz holda, teng ehtimollik bilan,
berilgan N dona yacheykaga birma-birjoylashtiriladi. n dona zarracha
joylashtirilgandan so‘ng, bo‘sh golgan yacheykalar soni jugn) bilan



belgilansa, Bw/wuir{n), n=123,.., ketma-ketlik-ning Mai
zanjirini tashkil etishini isbotlang va o ‘tish ehtimollarini toping.

K

Javob: p (MO« +1)=*/m0(") =k) =X

PGLO{n +1)= k ~1//30(n) =k) = N’;Ik ,

9. 0 ‘tish matritsasi

1 2

3 3

2
P=_ o0
3

2 1
v3 3

bo‘lgan, birjinsli Markov zanjiri ergodik zanjir ekanligini tekshiring.
Javob: Bu zanjir ergodik prinsipga bo ‘ysunadi.

2.3. Tasodifiy migdorlarning
funksiyalari

(Q,5,P) ehtimollik fazosida X1, X 2,...,Xntasodifiy miqdorlar
berilgan bo‘lsinX = {XI,X2,...,X,,). vektomi garaylik. BuX,,...X,,
tasodifiy miqdorlar yordamidaberiladiganx : Q —» Rk olchovli akslant-
irish tasodifiy vektor yoki ko p o 1chovli tasodifiy migdor deyiladi.

F{xI,x1,....x,,) =P{XI <x,,X2<x2,...,X,, <xfl) funksiya bu X
tasodifiy vektorning tagsimot funksiyasi yoki X I, X 2,..., X n tasod-
ifiy migdorlar majmuasining tagsimot funksiyasi deyiladi.

Ta’rif. Agar p{t],t2....tk) > o bo‘lib, tasodifiy vektorning tagsi-
mot funksiyasi quyidagi



ko‘rinishidabo‘lsa, X = (XP X,,..,X A absolyut uzluksiz tipdagi

tasodifiy vektor deyiladi, bunda p{t*t2,...,tk) funksiya X tasodi-

fiy vektorning zichlik funksiyasi deyiladi. Bu tasodifiy migdorlar-
ni bilgan holda quyidagi

22=f2(X1,X2,....X,)

rjr =fr{Xx X2,...,Xk)

tasodifiy miqdorlarning tagsimot funksiyasini topaylik. Bunda
/,,/2 [,. o‘lchovli funksiyalardir. Faraz gilaylik, (X,,X 2,..., X k)
uzluksiz tipdagi tasodifiy migdorlar bo‘lib,/?(*,*,,....,**) ular
majmuasining zichlik funksiyasi bo‘lsin, u holda

AN N YIPV2< YI'—TT < ¥r) = xK]dxldx2...dxK

D bo‘ladi, bu yerda

D= {x,x2 X0):/(X,,X2...X,,) <Y, i =1,2,..,1)
Xususiy xolda 7= X 1+ X 2+... + X Kyig‘indining tagsimot funk-

siyasi yuqoridagi integralga asosan,

p(n <x)= JJJ ... jp{xI,x2...xK)dxldx2...dxK ga teng, bunda
D

D=j(x,x2 . £ x,. <x[

X{, X 2diskret tasodifiy miqdorlar bo‘lsa,
p(x =% =pKK =0,12,3, =-1-2,-3., ¢
52



P(X, =zs)=gs, s—0,1,2,.., ; s=-I,-2,...
AgarX =X x+ X2bo‘lsa,

P(X =m) =P{Xt+X2~m)= =n,X2=m-n) o‘rinli.

n=~x

AgarX {.X, lar o‘zaro bog‘lig boimagan tasodifiy miqdorlar
bo‘lsa,

P{x, =k X, = V) =P{X, =k)p(x2=s) =pKmy, ,

p(X =m)= P(Xt+X2=m)= X P(Xt=n)p(X2=m-n)= J*p,,- G,

munosabatlar o'rinlidir*”X,). ning zichlik funksiyasi p(xr x2)
Xio
bo‘lsa, P(X, +X; <x)= JJIp(Xx,,x2dxldxi=JJIp~z-x"~dz,
[} —co—00
bunda D = {(x,,x2): X + x2 " x}
Agar Xt, va X2 o0‘zaro bog‘lig bo‘Imagan tasodifiy migdorlar
bo‘lsa, ularning tagsimot funksiyalari mos holda F*x), F2(x)

bo‘lsa,

P(X]+X2<x) = \F{x-2)iFAx)= J:2{x-z)dFXz)
-@ -
munosabat o ‘rinli.

1-masala. (X1,X2) tasodifiy vektorning zichlik funksiya-

sip(x,,x,) bo‘lsinvaP(X2=0) shartda tj = - 7-tasodifiy miqdorn-
" n2

ing tagsimot funksiyasini topaylik. Ma’lumki,
p(rj <z)= F4(Z) = J \p(xvt]ldx{dt- J Jp(xvt)dx,dt.
0 @ "



Agar X,, X2 lar mos holda Fxx) , F2(x) tagsimot zichligiga ega

X
va ular o‘zaro bog‘lanmagan tasodifiy migdorlarbo‘lsa, /7= —1 ning
X2

tagsimot funksiyasi quyidagicha hisoblanadi:

oc n

F, ()= leTMZ)p,(X,)dx2+_%|- F, (xx,))p: (x2)dxi =

= JF, (o)dF, (x2)+ J(I - F, (XR)>1F2(x,) ;
bunda p 2(x2) bilan X 2 tasodifiy migqdorning  zichlik funksiyasi belgi-

langan.
2-masala. Xp ~tasodifiy miqdorlar o‘zaro bog'lig emas hamda
ularning tagsimot qonuni ushbu ko‘rinishda berilgan:

X,: 1 2 X2 -1 3

p: 0,3 0,7va p: 06 04

X =X1+X2ning tagsimot gonunini yozing.
Yechish.

P(X =0)=p(xt =1, X2=- )= P(Xt=\)P{X2=-1) = 0,3+0,6 = 0,18"

w P(X =5)=p(xt=2 X2=3)=P(Xx=2)*p(x2=3)=0,704=0,28
Demak,

X 0 1 4 5

P 018 042 0,12 0,28

bunda 0,18+0,42+0,12+0,28=1 o ‘rinlidir.
3-masala. Agar X tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi F(x)

bo‘lsa, y =X 2tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasini toping.
Yechish. Tagsimot funksiyaning ta’rifiga asosan,

fr(x)=P(y <*)=/>(*" <*)=[ , >
[P\-Ix <X< VxJ, x>0



Agar X tasodifiy miqdorp(x) zichlik funksiyasiga eg:
bo‘lsa,y = X 2 tasodifiy migdoming zichlik funksiyasi

Pr(x) = P(-/;)} x>0-kabibo-ladi.

4-masala. Aytaylik, £ tasodifiy migdor (0,1] kesmada tekis tagsi-
mot gonuni bilan tagsimlangan tasodifiy migdor boMsin rj = In—.
A
tasodifiy migdoming tagsimot funksiyasi topilsin.

Yechish. Agarf£e(0,lI] bo‘lsa, > ® bo‘ladi hamdax<0

bo‘lsa, p{fr] < =0 o‘rinli. Endi* > 0 bo‘lsin. U holda
IntexN=p -<e* =p(r>ex=1-ex
v 4 vf J

Demak, r/ tasodifiy miqdor [ = 1 parametrli ko ‘rsatgichli tagsi-
mot gonuniga ega ekan.

5-masala. 0 ‘yin kubi ikki marta tashlab ko‘rilayotgan bo‘Isin
bilan birinchi tashlashda tushishi mumkin bo‘lgan ochkolar soni-
ni, x2 bilan esa ikkinchi tashlashda tushishi mumkin bo‘lgan

ochkolar sonini belgilaylik. U holda (1, ,x2) ikki o‘lchovli tasod-
ifiy miqgdorlar sistemasini belgilaydi.
6-masala. 0 ‘zaro bog‘lig bo‘Imagan (a, a 2) parametrli normal

gonun bo‘yicha tagsimlangan £ntasodifiy migdorlar yor-

damida x' tasodifiy migdomi tuzamizj 2 ning zichlik

funksiyasi



«2
p(x) =p Xy) = e -en?
2*-rgp

dan iborat ekanligini tekshirib ko‘rish mumkin. Bunda I"(.) bilan
gamma funksiya belgilangan. Zichlik funksiyasi

n
[ +il

dan iborat bo‘lgan r,, tasodifiy migdomi erklilik darajasi n bo‘lgan
Styudent gonuni bo‘yicha tagsimlangan tasodifiy miqdor deyiladi.

t * n funksiyani®(|r,,| <ta J =1- 2a tenglikdan topadilar.

Masalalar

1. Atasodifiy migdor [0, 1] kesmada tekis tagsimot gonuni bilan
tagsimlangan. Ytasodifiy miqdor esa parametri birga teng bo‘lgan
ko‘rsatgichli tagsimot gonuni bilan tagsimlangan. Z=X+Y tasodifiy
miqgdorning tagsimot zichligini toping.

0. agar x<0,
Javob: pNe ~PzW : 1 -ex agar 0<x<1
(e-1)e agar x> 1

2. Xtasodifiy migdor (0,1) parametrli normal tagsimot gonuni
bilan tagsimlangan bo‘lsa, Z=2X+3 tasodifiy migdor tagsimot
gonunini toping.



3. Qutida to‘rtta shar bor: ikkita oq shar, bitta qora shar, va bitta
ko‘k shar. Bu sharlar aralashtirilib yuboriladi. Qutidan tasodifan ik-

kita shar tanlandi. Tanlanmadagi qora sharlar soninix, bilan, ko‘k

sharlar sonini x, bilan belgilaymiz. (x,,x,)- tasodifiy miqdorlar sis-
temasining tagsimot gonunini yozing.

d= 0 1

0O A ?

Javob: 5 f
1 - -

6 6

4. X tasodifiy migdor normal tagsimlangan,ya’ni uning taqgsi-

I ]
mot zichligi />(*):ijll'lz'l'e & kabi berilgan.

f=ad, +{3, a® O, a= const,/3=const tasodifiy migdorning
tagsimot zichligini toping.

m.(\: 1 | b-;(%ml

10 ,xg(0,2]
5. Xtasodifiy miqdor r(x) =1 Ye (0 2] zich,lI< funksiyaslga

ega a . 0°‘zgarmasning giymatini toping.
1
Javob: 11- —m
6. (X,Y) tasodifiy vektor/(x,y) zichlik funksiyasiga ega bo‘lsa,

tashkil etuvchilari (komponentalari)u =X +Y, v=Xx -Y dan

iborat bo‘lgan (u,v) vektorning zichlik funksiyasi topilsin.



1 Jx+v x-\n
Javob: d(x>y)- —

7. Agarx, , X2 tasodifiy miqgdorlarning har biri ushbu

f(x)~~ +  zichlik funksiyasigaegabo'lsa, Y = X {+ X 2tasod-

ifiy migdorning zichlik funksiyasini toping.

8. Agar X tasodifiy migdor f (x) =3e~3%,x>0 f(x) =0, x <0

(bo’lsa) zichlik funksiyasiga ega bo'lsa, Y =2X tasodifiy migdom-
ing zichlik funksiyasini toping.

9. Xtasodifiy migdor (a, cr) parametrli normal tagsimot gonuni

bilan tagsimlangan tasodifiy miqdor bo‘lsa, bu X ning chizigli
funksiyasidan iborat bo‘lgan tasodifiy migdor ham normal
tagsimot gonuni bilan tagsimlanganligini isbotlang.
10. Agar X va Ko‘zaro bog'lanmagan tasodifiy migdorlar bo‘lsa
hamda ulaming tagsimot qonunlari
X 1 2 3 Y -2 2
P 0,205 03vaR 04 0,6
ko'rinishida bo'lsa, Z=X+Y tasodifiy migdorning tagsimot
gonunini yozing.
Javob: Z -10 1 3 4 5
P 0,08 0,20 0,12 0,12 0,30 0,18.
11. X tasodifiy migdorning zichlik funksiyasi



0 ,x<0 ;
Javob: £ (x) =mm3 , xe (0,] ; Moda *=1;a= -mediana.
1,x>1

12. Tagsimot funksiyaning ushbu xossalari isbotlansin:

®J @|
n limx- f—dF(u)=0; 2) lim x f—dF(u) =0
' r—+0 4 X—» +« 4 '

13. J va Y tasodifiy migdorlaming har biri mos holda /11 ,/12
parametrli Puasson tagsimot gonuni bilan tagsimlangan bo‘lsa,
Z=X+ Ytasodifiy migdor A = Ai + A2 parametrli Puasson tagsimot
gonuni bilan tagsimlangan bo‘lishini isbotlang.

14. Agar'X tasodifiy migdor (a, b) intervalda tekis tagsimot qonu-

ni bilan tagsimlangan, Y tasodifiy migdor/(*) = 71:_;(r kabi zichlik
funksiyasiga ega (ya’ni Koshi tagsimot gonuni bilan tagsimlangan)
bo‘lsa,

Z=X+ Ytasodifiy migdoming tagsimot zichligi topilsin.

Javob: Pz(t)= A{arctg{t-a)-arctg(t -b)\

15. A"tasodifiy migdor ushbu tagsimot funksiyasi bilan berilgan:

0, agar X <0 ;
1- cosx
F(x) = 5 , agar 0<x<n ;
1, agar X>n .
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[05sinx, agar O0<x<n ;
Javob: '[ 0, agar x <0 ; x> n.
16(£,/7.c). tasodifiy vektorning zichlik funksiyasi quyidagi
ko‘rinishda berilgan:

p(\}(,y,z):%l-:;(--;-)-/--;-i)u- x>0’ y>0 ' z>0bolsax,y,z.

ning boshga qgiymatlaridap(x,™,z) =0, r=x+y+z tasodifiy
miqdorning zichlik funksiyasini toping.

Javob: jr(u)" %y '



3-bob. TASODIFIY MIQDORLAR SON! I XAR-

AKTERISTIKALARI
3.1. Matematik kutilma, dispersiya va ularning
xossalari
Ta’rif. X diskret tasodifiy migdor
X, X2 X, XN

P, P2 p3 == pn

00

tagsimot qonuni bilan berilgan bo‘lsa, 'Pk qgator absolyut
n=11

yaginlashuvchi bo‘lganda, bu gatorning yig‘indisi X tasodifiy mig-
dorning matematik kutilmasi (kutilishi) deyiladi hamda

MX ~ AIJXk "Pk kabi belgilanadi. MX ifodasida qo'shiluvchilar

soni chekli yoki sanogli sonda bo‘lishi mumekin.
X uzluksiz tasodifiy miqdor/(x) zichlik funksiyasiga ega bo‘lsin.

Agar jJ¥ «f(x)dx integral yaqginlashuvchi bo‘lsa, X tasodifiy mig-

doming matematik kutilmasi MXO'yoki M(X)G*“ mavjud bo‘ladi va

MX = jx m(x)dx formula o‘rinlidir. Agar Ztasodifiy migdor F(x)

—00

tagsimot funksiyasiga ega bo‘lsa uning matematik kutilmasi

MX = IxmF{x) kabi hisoblanadi.

Xossalari:

1. 0 ‘zgarmas sonning matematik kutilmasi uning o ‘ziga teng.

2. Agar s - o0°‘zgarmas son bo‘lsa, MsX=sMX o ‘rinlidir, ya’ni
0‘zgarmas sonni matematik kutilma belgisidan tashgarida yozish
mumekin.



3. Ixtiyoriy X, 7 tasodifiy migdorlar yig‘indisining matematik
kutilishi qo‘shiluvchilarning matematik kutilmalarining yig‘indisiga
teng:

M(X+Y)=M(X)+M(Y).

4. AgarX,,X,,...,.X,, chekli sondagi tasodifiy migdorlar bo‘lsa,

M(XT+X2+.. +X,))=m & ) +m {x 2 +.. +M{x,,)
munosabat o ‘rinlidir.

5 Agar Xva Y o°zaro bog'lanmagan tasodifiy migdorlar bo‘lsa,
bu tasodifiy migdorlar ko‘paytmasining matematik kutilmasi har
bir tasodifiy migdor matematik kutilmalarining ko'paytmasiga
teng, ya’ni

M (X &) =M(X) sM(Y) .

Ta’rif. X tasodifiy migdoming dispersiyasi
debY =(X - M(x))2tasodifiy migdoming matematik kutilmasiga
aytiladi:

D(X)=M(X-M(X))2.
Matematik kutilmaning xossalaridan foydalanib, dispersiyani
D(X)=M(X)Z-(M(X))2
formula bilan ham hisoblash mumkin.

Teorema. Agar <p (X) ixtiyoriy uzluksiz funksiya bo‘lsa, X taso-

difiy migdor f(x) zichlik funksiyasiga ega bo‘lganda

\(p{x\-f{x)dx integralmavjudbo‘lsa,M( cp{X)) ham mavjud

—o0

bo‘ladi va M( <p(x)) = \(p{x)- f(x)dx munosabat o ‘rinlidir.

—®

Agar Jtasodifiy migdoming gabul gilishi mumkin boMgan giy-

matlarini ja deb, bu giymatlami gabul gilish ehtimollarini PK deb
belgilasak, uning dispersiyasini



E(*)= )K Pk

formula yordamida topamiz. Agar X tasodifiy migdorning gabul qil-
ishi mumkin bo‘lgan giymatlari { xk} sanogli to‘plamdan iborat
bo‘lsa uning dispersiyasini

0{x)="{xk-M{x))r-p,
K=l
formula yordamida hisoblaymiz. Bunda gator absolut yaginlashuv-
chi deb faraz qilinadi.

Ta’rif. Agar X uzluksiz tasodifiy migdor/(x) zichlik funksiya-

siga, F(x) tagsimot funksiyasiga ega bo‘lsa, X ning dispersiyasi
deb, ushbu
( .2 0 . 2
D{X)= [(x-M (z2)) f{x)dx , D{X)= \(Xx-M{x)) dF{x)
integrallaming giymatiga aytiladi.
Ko‘pincha, dispersiyani

00

D(X) =X {xKf epk- {M{X) )2  D(x)= fx2m(x'ytx- M {xf
K

formulalar yordamida hisoblaydilar.
Xossalari:
1 0 ‘zgarmas sonning dispersiyasi nolga teng.
2. X tasodifiy migdorni s o0‘zgarmas songa ko‘paytirilsa, uning

dispersiyasi c2ga ko‘paytiriladi, ya’ni D[c &] =c1 mD\x].

3. Agar X, Y o‘zaro bog‘lanmagan tasodifiy miqdorlar bo‘lsa,
ular yig‘indisiningdispersiyasi qo‘shiluvchilar dispersiyalarining
yig‘indisiga tengdir, ya’ni

* od(x +y)=d(x)+d{y)
4. Agar X, Y ixtiyoriy tasodifiy miqdorlar bo‘lsa



D(X+Y)=D(X)+D(Y)+2 «K(X, IN).
Bu oxirgi ifodada
K{X,Y) =M (X - M{X)) (Y- M{Y))=cov(X,7)
ga X va Ktasodifiy migdorlaming bog‘liglik darajasi yoki korrelatsion
momenti yoki, kovariatsiyasi deyiladi.

Ta’rif. JTtasodifiy migdorning dispersiyasidan olingan kvadrat
ildizning giymatiga uning o ‘rta kvadrat chetlanishi deyiladi:

a =ox =dd (X).
Ta’rif. X vaY miqdorlaming korrelyatsiya koeffitsienti deb,
_cov(Xy) .
r~rmy- . ;y miqgdorga aytiladi.
(X1,X2,...,X,,) - tasodifiy migdorlar sistemasi berilgan bo‘Isin.

Uning tagsimot zichligi f(x {,x2,...,xn), tagsimot funksiyasi

F(xi,x2,...x,) bo‘lsa, x ={X1,X2,...,X,,) tasodifiy miqdorlar sis-

temasining matematik kutilmasi va dispersiyasi shunday vektorki,
bu vektorning tashkil etuvchilari (komponentalari) mos ravishda

i X

1 M[XK\= A AxK-F{x],x2,...,x,,)dxldx2..xixI | ;
@<

Yy SC

D{X,)= K,, =a 3= f.. J'x - M(XI)ff(xix2,...,xn)dxex2...dxIl.

—30 -r.

dan iboratdir.
X, , X, laming bog‘liglik darajasini ushbu
MAX,-M(X,))\X,-Mm{x"~=J. ](ﬂ ACX))e(*, -n/(ar, ))/(" =
= kj migdor aniglaydiki, bu mlqdoml korrelyatsion moment deb
ham yuritamiz. Ko‘pincha ushbu

Kf =kn=m [x,®™j\-M (Xt)-m {Xj) formula bilan ham ish
ko‘rish mumkin.



Teorema. AgarXI,X2.... Xt tasodifiy miqdorlar uchun
cov ,J =12.. maivjud bo'lsa, u holda ixtiy-

oriyc,,c2,...,cn 0‘zgarmas sonlar uchun ushbu munosabat o ‘rinlidir:

D{cIX1+c2X2+... +¢, . Xi)= I V #, -c,,
=l

Bu teorema isbotini matematik kutilma va dispersiya xossalaridan
foydalanib keltirib chigarish mumkin.

Quyidagi
= _m(-x,-m{&))\xi-mi)

ifodaA™, , X r miqdorlamingbog‘liglikdarajasiniko‘rsatadi vauni
korrelyatsiya koeffitsienti deb yuritamiz.

Aytaylik, £ tasodifiy miqdorx,, x2, ...,xn giymatlarni bir xil

ehtimollik, ya’niP{%="‘,I}=-n , 1=1,2,...m ehtimollik bilan

gabul qilsin. Uning matematik kutilmasi quyidagicha topiladi:

1 1 1 X, +X, + ...+ X,
Mg = —m, + —, 0 AR N A
n n n " n

1-masala. Binomial gonun bilan tagsimlangan tasodifiy mig-
doming matematik kutilmasini va dispersiyasini toping.

Yechishg . bilan A hodisaning n ta o ‘zaro bog‘ligmas sinovlarda
ro‘y berish sonini belgilasak,

Pt P{Z=k)=C*p‘g-

o‘rinlidir. Matematik kutilma (o‘rta giymat) ta’rifiga asosan,



W =X K Pit=K)=£,KECR*PKI* =«/>e£ C ; o - 1e</-* =
Al & 7

Dispersiyani DE = M£2-(M£)2 formuladan foydalanib
topamiz:

K . K K

-(npf =nm{(n- -p+\)-{n mf =npg-
2-masala. X tasodifiy miqgdor

0, xg(2
zichlik funksiya bilan berilgan MX, D Xni toping.

Yechish. MX = \xp{x)dx = fx —x2dx =— = — w5« 16
7 7 41 28

x2ep{x)dx ILXZ 7x2’dx = id
DX =MX2- {MX)1=2,69- (I,6)2* 0,03

3-masala. Agar X ning matematik kutilishi MX=7 va Y ning
matematik kutilishi MY=5 ma’lum bo‘lsa, Z=3X+8Ytasod\fly mig-
doming matematik kutilishi topilsin.

Yechish. Matematik kutilishning xossalaridan foydalanib
(yig‘indining matematik kutilishi qo‘shiluvchilar matematik kuti-
lishlari yig‘indisiga teng va o‘zgarmas ko‘paytuvchini matematik
kutilish belgisidan tashqgariga chigarish mumkin) M(3X+8Y)=
M(3X)+M(8Y) =3MX+8MY=21+40=61 ekanligini topamiz.



4-masala. X diskret tasodifiy migdor ushbu tagsimot gonunt
bilan berilgan:

xk 1 3 6 8

pk 02 01 04 03
Zning dispersiyasini va o ‘rta kvadrat chetlanishini toping.

Yechish. Ushbu
DX =M{X2)-[M(X)Y

formuladan foydalanamiz.
X ning matematik kutilishini topaylik:

M{X) =1+0,2 +3m)1+ 60,4 +8+0,3 =5.3.
Endi x 2n*é tagsimot gonunini yozamiz:

X2 1 9 36 64

pk 02 01 04 03
Shuj”2 tasodifiy migdoming matematik kutilmasi:

M(x2)=1m0,2 +9m)1+36+0,4 + 6403 - 34,7
bo‘ladi. Demak, X ning dispersiyasi quyidagicha:
D(X) =m (x 2)- \M{X)]2=34,7 - (5,3)2=5,61.
Izlanayotgan o ‘rta kvadrat chetlanishni topsak,

cr{X) =s]d (x ) =>/5,61 « 2,37. ga egabo'lamiz

5-masala. 0 ‘zaro bog‘lanmagan X, Y tasodifiy migdorlarning
dispersiyalari mos holda D(X)=4, D(Y)=7 ekanligi ma’lum
bo‘lsa, Z =5X +3Y tasodifiy migdoming dispersiyasini toping.

Yechishx eva Ytasodifiy migdorlar o ‘zaro bog‘lanmaganligi sab-
abli,5X va37 tasodifiy migdorlar ham o ‘zaro bog‘lanmagandir.
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Dispersiyaning xossalaridan foydalanib, (0‘zaro bog‘lanmagan tasod-
ifiy miqdorlar yig‘indisining dispersiyasi qo‘shiluvchilarning dis-
persiyalari yig‘indisigateng; o ‘zgarmas ko‘paytuvchini kvadratga os-
hirib, dispersiya belgisidan tashgariga chigarish mumkin) ushbuni
topamiz:

D(z) = D(5X +37) =d (5X)+ D{3Y) = 25D (x)+ 9D{y) = 25 +9 7 = 163,

Masalalar
1 Tekis tagsimlangan X tasodifiy miqdor (1,5) intervalda

p{x) = —zichlik funksiya bilan berilgan; bu intervaldan tashgarida
p(x) =0. X ning matemati kutilishini va dispersiyasini toping.

Javob: M(X) =3, D(x)=]j .

2. (2, 6) intervalda tekis tagsimlangan X tasodifiy miqdorning
matematik kutilishini, dispersiyasini, o‘rta kvadrat chetlanishini
toping.

Javob: M(X) =4* D{x) = 3 <t(jo) = ;I/3 .

3. Taqgsimot funksiyasi *< o bo‘lganda F(x)=0 ; x>0

bo‘lganda F(x) =1- e~0,T kabi berilgan ko‘rsatgichli tagsimot
gonuniga ega bo‘lgan X tasodifiy migdorning matematik kutilmasi,
dispersiyasi, 0‘rta kvadrat chetlanishi topilsin

Javob: M(X) =2, D(x )=4, <(jo)- 2

4. Normal tagsimlangan X tasodifiy migdor



zichlik funksiyasi bilan berilgan. Uning tagsimot funksiyasi, m;ik:mank
kutilishi, dispersiyasi topilsin.

Javob: FX)=—= \ 2 dt , M(x) =3, D(x)=16.
V' o4van 7 J

5. JTtasodifiy migdor (-3, 3) intervalda

>(*)= ~r-—=
O i

zichlik funksiya bilan berilgan; bu intervaldan tashgarida
p(x)=0p{x)=0

X ning matematik kutilmasmi toping.

Javob: M (x) =0.

6. Normal tagsimlangan JTtasodifiy migdoming matematik ku-

tilishi va dispersiyasi mos ravishda 8 va 6 ga teng. X ning asimmetriyasi,
ekstsessi, mod asi va medianasi topilsin.

Javob: As=0, Ek=0, M0=8, Me=8.
7. X uzluksiz tasodifiy migdoming

0, x<0,

. T
= , 0 —
[>(*)= sinx <X< L

0, X>-.
2
zichlik funksiyasi berilgan. Uning matematik kutilmasi, dispersiyasi
topilsin.
Javob: M(X)=1, D(X)=n-3.
8. Xuzluksiz tasodifiy migdor quyidagi zichlik funksiyasi bilar
berilgari: '



0.
lining matematik kutilmasi, dispersiyasi topilsin

Javob: M(x)=  D{x)="""°

9. X tasodifiy migdor ushbu

0/ x<-3,
A 1l
F(x)= —, -3<x<3.
1 X > 3.

tagsimot funksiyasi bilan berilgan. Uning matematik kutilishini va
dispersiyasini toping.

Javob: m(x)= 0, D{x)=3
10. Xtasodifiy migdor (0, 2) intervalda ushbu
p(x) = c(x2+ 3x)

zichlik funksiyasi bilan berilgan. Bu intervaldan tashqgarida p(x) =0.
a) S 0‘zgarmasning giymatini toping.
b) X migdorning matematik kiftilishini toping.

Javob: C:%- LLI,X):I—J.

3.2. Nazariy momentlar

Ta’rif. X tasodifiy miqdorning k- tartibli boshlangich momenti
deb, x k tasodifiy migdorning matematik kutilishiga aytiladi:

Yk=M(x|§



Ta’rif. Ushbu

mK=M\X-a\K
miqgdor X tasodifiy migdorning k- tartibli absolyut momei
deyiladi. Bu yerdao biror hagigiy son. Umuman olga
da, a =M (x) bo‘lishi ham mumkin.
Markaziy momentlar boshlang‘ich momentlar orgali quyid
gicha ifodalanadi:

M =72 ~Y\*

:y3
M4 =YA-4/,1 +6 N -3/,4.

Xususan, =M (x) , /*=0, /n =M[X-M(X)]2=2-
munosabatlar o‘rinlidir.
Boshlang‘ich va markaziy momentlar birgalikda nazariy mr
mentlar deb nomlanadi.
Agar X uzluksiz tasodifiy miqdor bo‘lsa, matematik ku:
malar haqgidagi teoremalarga asosan,

-l !

yK= |VA dF\x) ,ftK = |( V-M(x)fdF{x), yK= \xkp{x)dx fik = |(* M (X ))Ap(

formulalar 0 r|nI|d|r bunda F(x),p(x) bilan mos holda A'tasoi
fiy migdorning tagsimot funksiyasi, zichlik funksiyasi belgilang;

Agar X va Y o‘zaro bog‘lanmagan tasodifiy migdorlar bo‘l
ixtiyoriy/7 hagigiy soni uchun
M(X +¥)"=~"C* smXKmMY"~-K va Cf

munosabatlar o ‘rinlidir.



a - ﬂ){X) deb belgilansa, ushbu AK= ~  miqdor tagsimotning

asimmetriyasi deyiladi. X tasodifiy migdorning ekstsessi deb ush-

bu Ex =--7-?-> tenglik bilan aniglanadigan Ev miqdorga aytiladi.
1-masala. X diskret tasodifiy migdor
X, 1 3 5

pk 02 04 04

tagsimot qonuni bilan berilgan. Birinchi, ikkinchi, uchinchi, va
to‘rtinchi tartibli markaziy momentlami toping.
Yechish. Boshlang'ich momentlami topamiz:

I, =N ¢ n=1-0,2+3-0,4 +5-0,4 = 3,4,
y2=M(X2)=1-0,2+32-0,4+52-0,4-0,2 +9-0,4 +25-0,4 =138

r,= M(X,)*\" B;2+35 0,4+53¢0,4=0.2+10.8 +5«LLE61
U= l‘|N9:X.-A? +3440,4+540M = 0,2 + 8] -[14 +.625,0[1=. 0,2 + 32,4 + 250 - 282,6.,,;

Markaziy momentlami topamiz:

M = r2- rf =138- 3,42=138- 11,56 = 2,24.

W =yb-3yt-y2+ 2y\ =61- 3-3,4 138+ 2-3,43=-1,152;

A - 4e[3 e +GW 20N 2- 3ofl* = 282.6- 4W613.4+6+13,8+3,42- 3.44=

282,6 - 829,6 + 556,2672 = 9,2672.

2-masala. X tasodifiy miqdor a, < parametrli normal tagsimot
gonuni bilan tagsimlangan; ya’ni uning zichlik funksiyasi



kabi berilgan. Bu X tasodifiy migdoming markaziy va markaziy ab-
solyut momentlarini toping.

Yechish. Markaziy momentlarni hisoblash formulasiga
asosan,ushbu munosabatga ega bo‘lamiz:

M=—~_j(*~af j- —-IcZr = 2ax. =123.....
o {( a expg o (J:r fth\Xke dx. k=123

Agar K-toq son bo‘lsa, oxirgi integralda integrallanuvchi funk-
siyaning toq ekanligidan, /iK- 0 degan xulosaga ega bo‘lamiz.

Agar K juft son bo‘lsa, bizx2- 2z almashtirish yordamida ush-
bu natijani olamiz:

, it % '
UK-mk=.i—-crk \xke 2dx.
V* |
leFI»*:@Eb"Z__l_—}—Z =, T K
—=Agar- .stm bo4sa,- absolyut- momentning'giytnati ilshbu

tengliklar yordamida hisoblanadi:

3- masala. X tasodifiy miqdor [23] intervalda
f{x) =2(x~ 2) zichlik funksiya bilan berilgan. Bu intervaldan

tashgarida f(x) = 0. Uning uchinchi tartibli boshlang‘ich momenti

topilsin.
Yechish.

r,=MX =2jxJjr- 2F=04 X|3-x4);=04(3! - 25)-(34- 24)= 844~ =194



Masalalar

1. X tasodifiy migdor ushbu
xk -2 0 4
e 02 03 05
tagsimot gonuni bilan berilgan bo‘lsin. Bu tasodifiy migdorning
uchinchi tartibli boshlang‘ich va markaziy momentini toping.

Javob: y3=30,4. //, =-3,648

2. X tasodifiy migdor o‘yin kubini tashlashdagi tushgan
ochkolar sonidan iborat bo‘lsin. Xning I- tartibli boshlang‘ich va
2- tartibli markaziy momentini toping.

Javob:v. =35 ; //, = .
12
3. X tasodifiy miqdorp (x) = i_ e~ (x> q) tagsimot funksiya -
si bilan berilgan. Uning uchinchi tartibli markaziy momentini toping.
Javob: Mi =727 m

4. Ko‘rsatgichli tagsimotning asimmetriyasi Ay - ni
hisoblang. (T
Javob:As =2.

5. Xtasodifiy migdor (0,1) intervalda/(n) = jc+ 0,5 zichlik funk-
siya bilan berilgan. Bu intervaldan tashqgarida f (x) = 0. X tasodifiy
migdorning to‘rtinchi tartibli boshlang'ich va markaziy momenti,
asimmetriyasi, ekstsessiyasi topilsin.

Javob/4 =0,266; //4=-0,1239; A, =0,18 ; Es =-23,65.

6. 0 ‘yin kubini hamma oltita yog‘i tushguncha tashlaydilar. X
tasodifiy migdor bu sinovdagi tashlashlar sonidan iborat bo‘lsin.
Bu Y—3Xtasodifiy migdorning matematik kutilmasini toping.

Javoh:M X =49-



7. A'tasodifiy migdor o'yin kubini tashlashdagi tushgan ochkulm
soiiidan iboratbo‘lsin. y=2!ATtasodifiymiqdoiijing matematik kuiil
masini va dispersiyasini toping,

Jevob: MX =7 ; DX =— .

8. 0 ‘zaro bog‘ligsiz tajribalai o‘tkazilayoigan bo‘lsin. Hai bir
tajriba natijasida i ehdrnol bilan yutugga, yoki q=1-p ehtimol bilan
yutugsizlikka (yuigazisliga) ega bo‘lishimiz mumkin bolsin. Dastlabki
yutugga ega bo‘lguncha tajriba o ‘tkaziladi, bunday tajribalar soni X
tasodifiy  miqgdor bo‘ladi. X ning tagsimoti

p(x =k)- gkm , (k=123,..,) kabiberilsa, uning matematik
kutilmasi topilsin

Javob: MX = —.
P

9. X tasodifiy migdor manfiymas butunn >0 qiymatlarni
kn
p,, =C 3 ehtimollik bilan gabul giladi. Agar MX =a ekanligi

ma’lum boisa, S va k o‘zgarmaslar giymati topilsin. X ning eng
ehtimolli giymatini toping.

Javob: Ko'rsatma:

— = = - =— "' . —e~* eT'N-— =k = C - e~
C'é!r}\ Cek=1 C-eh, P, el;MX =e*-]'n k=a :C- e~

i) n

Prr .
p+| :_ﬁ% j agara butun son bo‘lsa, u holdan=a-I .

Tagsimot bimodaldir va pnix=pn ;Agara butun son boMmasa,

n = [a] bo‘ladi va tagsimot unimodal bo‘ladi.



10. X tasodifiy miqgdor (2, 3) intervalda ushbu
)= 1(*“2)2+1

zichlik funksiya bilan berilgan; bu intervaldan tashgarida p(x) =0 . X
ning modasini, matematik kutilishini, medianasini toping.

Javob: MO(x) =2, M{x) =2, Me(x) =2

11. X, Y tasodifiy migdorlar Y=3X+2 munosabat bilan

bog‘langan.
Ular korrelyatsiya koeffitsientining giymatini toping.

Javob: r=+l.
12. Agar X, Y tasodifiy miqdorlar Y—5X+4 kabi chizigli
bog‘lanishda ekanligi ma’lum. Korrelyatsiya koeffitsienti topilsin.

Javob: r=-1
13. (X, Y) tasodifiy migdorlar sistemasining (tasodifiy vektor-
nine) zichlik funksiyasi

/(x,>)=cosx-cos™ , (0<x<”; 0<y<-~)

kabi berilgan. Uning a) tagsimot funksiyasi, b) matematik kutil-
masi,
d) korrelyatsion matritsasi topilsin.

Javob: a) F{x,y) =sin* sin™ , (0<x<”" ;0<y ;

-3 01
O -3

14. Xva /tasodifiy migdorlar ushbu mX+n Y=c munosabat bilar
bog‘langan. Bunda m, n, c tasodifiy bo‘lmagan sonlar

( TP 0 ,np O). r Kkorrelyatsiya koeffitsiyentini toping.

by M(X)=M(Y)=1|-1 ; B) [k, I=



+ 11 - < 01

Javob: r =- n

_li , m_>(ﬂ’
n

15. (X, Y) tasodifiy migdorlar sistemasi ushbu

/1
F{x?y) = 0,5[sinx +siny - sin(x +y)] ; §<p<% ,B<y< ;—
J
tagsimot funksiyasi bilan berilgan: a) tagsimot zichligini;
b) Xva Filing matematik kutilmalarini; d) korrelyatsion matrit-
sasini toping.

r n
Javob: a) f(x,y)= 0,5sin(x+y), 0<x<7 ,0<y<H
\Y/ 2 2Y
b) M (X)=M (Y)= 0,785.
0,188 -0,046

d)kn =k22=D{x) =D(Y)=0,m. JkKy|[=
) ) ) " -0.046 0.188

16. X, Ftasodifiy migdorlarning birgalikdagi tagsimoti ushbu
ko‘rinishda berilgan:

P(X=0,Y=\)=P{X =0,Y=-1)=P(X =1L,Y=0)=P(X =-1,y=0)=

MX, MY, DX, DY, G{X,Y) ni toping. Bu tasodifiy mig-

dorlar o‘zaro bog‘lanmagan tasodifiy migdorlar bo‘ladimi?
Javob: MX =MY =cov{X,Y)=0, DX =DY =05. 0 ‘zaro
bog'liq tasodifiy migdorlar bo'ladi.

17. X, Ftasodifiy miqdorlar Y=2X+6 munosabat bilan chizigli
bog'langan va DX=8 ekanligi ma’lum. Bu tasodifiy migdorlarning
korrelyatsion momentini toping.

Javob: K(X,Y)=16.

18. X va Y tasodifiy migdorlar Y=7 —9X munosabatlar bilan



chizigli bog‘langan, M X~3, DX=4ekanligi ma’lum. Bu tasodifiy
miqdorlaming korrelyatsiya koeffitsienti hamda korrelyatsion mo-
mentini toping.

Javob:r =-1 ; K{X,Y) =- 36.

19. X tasodifiy miqdor ushbu tagsimot gonuni bilan berilgan:
xk —3 0 3
pk 0,2 0,3 0,5

Uning uchinchi tartibli boshlang'ich markaziy momentini
toping.
Javob: y3=8,1;

20. Ikki o‘Ichovli (£,//) diskret tasodifiy miqdorlar sistemasining
tagsimot gonuni ushbu jadval bilan berilgan:

\ X

\ 0 1 2 3
yN o\
-1 0,01 0,02 0,04 0,04
0 0,03 0,24 0,15 0,06
1 0,04 0,10 0,08 0,08
2 0,02 0,04 0,03 0,0

Bu ikki o‘Ichovli tasodifiy migdorlar sistemasining tashkil etu-
vchilari E , r/ tasodifiy migdorlaming matematik kutilmasini va dis-
persiyasini toping.

Javob: =16, Mu =041, Df =084; Dr)=0,6819.

21. X tasodifiy migdorning tagsimot zichligi quyidagicha berilgan

0, x e ((- 00,0)u (2,+c0))
I*y= % 0<x <y
2-X, 1<x<2.

78



Birinchi, ikkinchi, uchinchi,to‘rtinchi tartibli boshlang'ich va
markaziy momentlarini, asimmetriyasini, ekstssssini toping.
Javob:

ay—i, ()Q—7 i 3 >#4-.2 ; /Ij -0, o —1 11310 ; fiA—1 ;
6 2 15 6 15
*=0; E=-0,6
22. 0 ‘zaro bog'lanmagan lIva Ytasodifiy migdorlar ushb

tagsimot qonuni bilan berilgan:
X A 1 2 Y: ¥k 05 1
P 0,2 08 g 03 0,7

Z=AY ko‘paytmaning matematik kutilishini ikki usul bilan: 1)
Z ning tagsimot gqonunini tuzib; 2) matematik kutilishning xos-
sasidan foydalanib toping.

Javob: 1,53

3.3. Xarakteristik va yaratuvchi funksiya

Ta’rif. £ tasodifiy migdorning xarakteristik funksiyasi deb, e'>
tasodifiy funksiyaning matematik kutilishiga aytiladi:

/(0 =Me"* |
bu yerdat haqiqiy miqdor, / -

F(x) tagsimot funksiyasi yoki g(x) zichlik funksiyasi bilan ber-
ilgan tasodifiy migdor uchun

f()= je*dF(x) = Oieil?g(x)dx

Diskret tasodifiy migdor uchun

/<0=%q_>,«‘\

yoki



bu yerda xk bilan tasodifiy migdor gabul gilishi mumkin bo‘lgan

giymatbelgilanganvapk = PiJ; =xk) , k=1.2,...1,....
Xarakteristik funksiyaning asosiy xossalari:

L /(0)=1; |/I(Y) /e(-co,co) .
2. 0 ‘zaro bog‘liq bo‘lmagang, .... tasodifiy miqdorlar
uchun

3. Agar s, 6 ixtiyoriy haqiqiy sonlar bo‘lsa/,,§+#,(/) = €™ /#(n/).
4. Agarf tasodifiy migdoming £ - tartibli boshlang‘ich mo-

menti M%k mavjud bo‘lsa, W, k=" / (*40,=0 m

Agar £ tasodifiy miqdor butun musbat giymatlar gabul qilsa,
xarakteristik funksiya o ‘rniga quyidagi ko‘rinishda aniglanadigan
yaratuvchi ftmksiyani kiritish mumkin:

n
p(z) =Mz( ;VW = >£§_12< 'J1 ’buyerda r , (jz] <1) -komple-

ks 0 ‘zgaruvchi.
Yaratuvchi funksiya quyidagi xossalarga ega:

PM=1; |1<piz) K 1; & @ 1A ;5 (1) =E") .

Ushbu (£,,£2,,..,.£,,) = £ tasodifiy vektoming yaratuvchi (hosil

giluvchi) funksiyasi va xarakteristik funksiyasi mos holda quyidag
formulalar bilan beriladi:



(p{z,,z2...,.2n) = Mz™ .z /2-...-Z2)" = pf(z,,..., zn) (jz,I<I, 1=12,..n)

f()=TA)=1;("1 t1,~3,)=mexpN\1 fiN + ©D2+- +1],,)} | -c0<f,<00, =12,

Turli tagsimot fiinksiyalarga turli xarakteristik funksiyalar mos
keladi hamda tagsimot funksiyasi xarakteristik funksiya orqali bir
giymatli aniglanadi

Teorema. Agar <pt) va F(x) funksiyalar mos holdaf tasodi-
fiy migdorning xarakteristik va tagsimot funksiyalari bo‘lsa ham-
dax{ x2larF(x) funksiyaning uzluksizlik nugtalari bo‘lsa,

1 c -ityr, _ _-itk2
F(xi)- F =lim— [----mee- t)dt
) - FOo)=limor f——=p0)
tenglik o‘rinlidir. Xususan, agar (pit) absolyut integrallanuvchi

bo‘lsa,/(jc) = F (jc) mavjud, uzluksiz, chegaralangan va

1 P
f(X) je tenglik o'rinlidir.

l-masala. Aytaylik,£ tasodifiy migdor uchun
P(E =0)=q, P{£ =) =p vap+q=\ bo'lsin, u holda
= =pe"+q .

2-masala. £ -diskret tasodifiy migdor quyidagicha tagsimot qonu-
ni bilan berilgan:
X: 0 1 2 4
pk 01 02 04 03

Uning xarakteristik funksiyasi

/(0 =e" «01+e" m2+e"20,4+e"4403=011+2m" +4m2*+3eJ")
kabi hisoblanadi.



1
3-masalaP(x) =-e 451 zichlik funksiyasi bilan berilgan tasodifiy

miqgdorning xarakteristik funksiyasi topilsin va bu funksiya yordam-
ida matematik kutilishi aniglansin.

Yechish. Uzluksiz tasodifiy migdorning xarakteristik funksiya-
sini hisoblash formulasiga asosan

f(t)= ' =-- = —\eu~i ~ BT | (N [ — j.
J(\}v) 36 nP(x)dx 5 . > \eu~ixdx + 2_%ev dx 2(I-|t |+It) I+rj

bo‘ladi. Matematik kutilmani xarakteristik funksiyaning xossasiga
asosan quyidagicha topamiz:

2t
i @w Y (I+r)"

4-masala. ¢ -tasodifiy miqgdor [a,b] da tekis tagsimot qonuni
bilan tagsimlangan bo‘Isin. U holda uning xarakteristik funksiyasi
f(u) =—— \e"xdx = .

b-a - b-a iu

ga teng. Xususan, agar£ tasodifiy miqdor[-a, a] da tekis tagsimot
gonuni bilan tagsimlangan bo‘lsa, u holda

sin au
Yo T
bo‘ladi.
5-masala. Faraz qilaylik, - standart MQJ) normal gonun

bo‘yicha tagsimlangan tasodifiy migdor bo‘Isin. Uning xarakteristik
funksiyasi topilsin.
Yechish. Standart normal gonun bilan tagsimlangan tasodifiy
migdorning xarakteristik funksiyasi ushbu ko‘rinishni oladi:
IUx—

n M)*_\ZZTr: \e 1(fx-



Oxirgi integralda integral belgisi ostida differentsiallash gonuniy-

% i
dir, chunkiwe (-o00,00) sohada Jixe 2dx integral tekis yaqin-
lashuvchidir. Shuning uchun
@ /I/IX-X.
f (m= ixe 2dx .

Bu integralning giymatini hisoblash magsadida uni bo‘laklab
integrallaymiz:

1(5) =*» - . e 1d i
G = V2K 4o & T

Demak, /(r/) funksiya ushbu*
flu) =ne/(«)
differentsial tenglamani ganoatlantiradi. Uning yechimi
ir
f{u)-Cm 2

ko‘rinishida bo‘ladi. C o‘zgarmas sonning qiymatini/(0) =1
boshlang‘ich shartdan topamiz: 0=1; Demak,

f(u) =e 2.

Aytaylik, £ tasodifiy migdor N(a,a2) normal tagsimotga ega
bo‘lsin.

Ushbu?/--b%"j1 tasodifiy migdorA™O,!) normal tagsimot

gonuni bilan tagsimlangan bo‘ladi £. tasodifiy miqdoniing xarakteristik
funksiyasi * =arj +a ni e’tiborga olganda



P{u) =M U=M ed me" =e

Demak, N{a,c2) normal tagsimot gonuni bilan tagsimlangan
tasodifiy migdorning xarakteristik funksiyasi ushbu

P (u) =e
ko‘rinishida bo‘ladi.
6-masala. Ushbu

ko'rinishdagi zichlik funksiyasiga ega bo‘lgan, ya’ni Koshi tagsimot
gonuni bilan tagsimlangan tasodifiy migdorning g (u) xarakteristik
funksiyasini hisoblaylik.

integralning giymatini hisoblash magsadida u >0 bo‘lganda

n 1+z
funksiyadan kompleks sohasida KR yopiq kontur bo‘yicha olingan

integralni garaymiz. Bu yopiq kontur: yuqori yarim tekislikda CR
yarim aylanadan iboratdir, (uning  tenglamasi

z=Re'p, (0<(p<n)), hamdaKR soha haqiqgiy sonlar o‘gida
esa(~R,R) kesmadan iborat. Chegirmalar (vbichetlar) hagidagi
teoremaga asosan,

—2T Res 1aDn rE- e
l+z: n 21



Osonlik bilan ko‘rish mumkinki,

- J* B -uRsm;\p

e —_—— - =

|+72  yj\+2R2cos2q>+R4

tenglikdan w> o bo‘lganda ushbu natijani olamiz:

1 1+ z
Shunday qilib, M> 0 bo‘lsa

Agarw< o0 bo‘lsa, yuqori yarim tekislikdagi aylanani quyi yarim
tekislikdagi aylana bilan almashtirish mumkin:

Shunday qilib,

P (n) =e’l't.

7-masala. Hisoblash qurilmasining ikkita elementi o‘zaro erkli
ishlaydi. T t vaqt davomida buzilish ehtimoli birinchi element
uchun 0,7 ga ikkinchi element uchun 0,6 ga teng. t vaqt ichida :a)
ikkala elementning buzilish; d) bitta elementning buzilish; s) bitta
ham elementning buzilmaslik; b) kamida bitta elementning buzilish
ehtimolini toping.

Yechish. Elementlaming t vaqt davomida buzilish ehtimollari
mos ravishda

pl=0,7 ; p2=0,6 dan iborat bo‘lganidan, elementlaming

buzilmasdan ishlash ehtimollari quyidagicha: qi - 0,3 ; g2=0,4¢
Yaratuvchi funksiyani tuzamiz:



®.(2) = I~z + gjX/~z +</,) = (0,72 +0,3)(0,62 + 0,4) = 0,4222 + 0,462 +0,12.
a) t vaqt ichida ikkala elementning buzilish ehtimoli z2 oldidagi
koeffitsientga teng: P2 (2) =0,42 ;

b) Bitta elementning buzilish ehtimoli z oldidagi koeffitsientga
teng:

P2(l) = 0,46.
d) Bitta ham elementning buzilmaslik ehtimoli 0zod hadga teng:
P2(0) = 0,12.

e) Kamida bitta elementning buzilish ehtimoli
P2(1) + P2(2) = 0,46 + 0,42 = 0,88.

Masalalar

1 Agar£ tasodifiy migdor X parametrli Puasson tagsimot gonuni
bilan tagsimlangan bo‘lsa, uning xarakteristik funksiyasi topilsin.
Javob:<p (1) = exp{a (exp(w) -1)},
2. X tasodifiy miqdor quyidagicha tagsimot gonuni bilan be-
rilgan:
ok 1 ~J

Pk 05 05

Uning xarakteristik funksiyasi topilsin.
Javob: (p (M) =coswu .

- 2 ;-
3. Agar X tasodifiy migdor p(x) = — e~nX zichlik funksiyasiga

ega bo‘lsa, ya’ni Laplas tagsimoti gonuni yordamida berilgan bo‘lsa,
uning xarakteristik funksiyasini hisoblang.



4. Agar// tasodifiy miqgdor {a, /3) parametrli Gamma gonun

bo‘yicha tagsimlangan tasodifiy migdor, ya’ni zichlik funksiyasi
P a Rt
X) - ———x %8
p(x) ) B

dan iborat bo‘lsa, uning xarakteristik funksiyasi®™ (u) topilsin.

Javob: < (u) =---ﬂ-¢---
A —u .

5. 0 “yin kubi birinchi marta 5 ochko tushguncha ketma-ket tash-
lanayotgan bo‘lsin. Agar X tasodifiy migdor o ‘yin kubini tashlash-
lar sonidan iborat bo‘lsa,

1) Bu tasodifiy migdoming xarakteristik funksiyasini toping.

2) Matematik kutilmani va dispersiyani aniglang.

Javob: 1) (6- 5e™y" ; 2) MX =6 ; DX =40.

6. £ tasodifiy migdoming tagsimot gonuni ushbu formula bilan
aniglangan: P(g =k) =Ckpkq’~k ; k=0,1,2,...,n.

0</?<l, g=\-p
Uning yaratuvchi funksiyasini toping.
Javob: o> (z) = Mzi =(q +pz)".
7. £ tasodifiy migdorp parametrli geometrik tagsimot bilan
tagsimlangan, ya’ni p{%=n]=q"p , n=0,1.2,..,...; Uning yara-
tuvchi funksiyasi topilsin.

Javob: <pfp =Mzf =L -

8. Quyidagicha aniglangan funksiyalar xarakteristik funksiya
bo‘ladimi:



a
- - O<t<a ?
1-/0=

2-f(t) =e 1 O<t<00)?

Javob: 1 Yo‘g. 2 Yo'g

9. Quyidagi xarakteristik funksiyalarga mos keluvchi tagsimot
gonunini toping:

A)cost ; B)cos21.

Javob:

A LA =1)=A=-)=iop B A =2)=A =-2)=1, A=0)=-

10.  Quyidagi xarakteristik funksiyalarga mos kelgan zichlik funk
siyalami toping.

a) 0(0=—=r- Db =, »

11. Aytaylik, nta o‘zaro bog‘ligsiz tajribalar o ‘tkazilganda A taso-
difiy hodisaning ro‘y berish ehtimoli tajribadan tajribaga o ‘tganda

0‘zgarib borsin, k- tajribada yuz berish ehtimoli pk boMsin. Mana

shu n ta tajribada A hodisaning yuz berishlari soni tasodifiy migdor
bo‘ladi. Bu tasodifiy migqdorning xarakteristik funksiyasini toping.

Javob: (p{)=(@ + p(e" - D).

12. X, Ftasodifiy miqgdorlar o ‘zaro bog'lanmagan va ulaming
har biri Koshi taksimot gonuni bilan tagsimlangan bo‘lsa, Z=X+Y
tasodifiy migdor ham Koshi tagsimot gonuni bilan tagsimlangan
ekanligini isbotlang.

13. Agar X tasodifiy migdorning zichlik funksiyasi juft funksi-
ya bo‘lsa, uning xarakteristik funksiyasi xaqikiy giymatli, juft funk-
siya ekanligini isbotlang.



14. 0 ‘zaro bog'liq bo‘lmagan bir xil tagsimlangan ftasodil
miqdorlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin va

Pfa=0)=q, Pfa=\)=p =1-q
ekanligi ma’lum. AgarsS,, = +...+£, bolsa,

a) Sn tasodifiy migdorning

b) S»="P tasodifiy migdorning xarakteristik funksiyasini top-
ing
Javob: a) ={je"+q’j
/ -- r—\n

r "Ix
b)(p{t)= ge '"4+pe ''¥

15. Quyidagi

a) sin t, b) sin t+1, d) o‘cos tg"
funksiyalaming qaysi biri xarakteristik funksiya bo‘ladi?

Javob: a)bo‘lmaydi; b) bo‘lmaydi; d) bo‘Imaydi.



4-bob. TASODIFIY MIQDORLAR KETMA-
KETLIGI

4.1.  Katta sonlar gonuni
Ta’rif. Agar ixtiyoriy£ >0 soni uchun
. LimP\"n- £]>£}=0, n->m

munosabat o'rinli bo‘lsa, {£,,} tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi £
tasodifiy migdorga ehtimol bo‘yicha yaginlashadi deyiladi  }. ning’Y
ga ehtimol bo‘yicha yagqinlashishini ™ -p lim£t, deb,
yokif,—£—=€ kabi belgilaydilar.

Teorema-l£ -p limEn,. vaf(x) uzluksiz funksiya
R[--(-co, +00) daaniglangan bo‘lsin. U holda

) =/71lim/Yp,, ) O‘rinlidir.

Teorema-2. Tasodifiy miqdorlarning quyidagi m ta ketma-ketligi
berilganbo‘lsin: ~ *) , k =123,..m, £a) =plim ~- Uholda g"
da aniglangan ixtiyoriy uzluksiz ®(gr,,x2,...,xw) funksiya uchun

0(#<),...1b,") =plim0(#')....0 -
munosabat o ‘rinlidir.

Teorema-3. Agarf =/?lim£n hamda biror musbat o ‘zgarmas
son S uchun p\%\ ~c} - 1o‘rinli boMsa, u holda

limME,, = Mg, n-» .

Ta’rif. J tasodifiy migdorlar ketma-ketligi X tasodifiy
miqgdorga o ‘rta kvadrat ma’noda (0. kd) yaqginlashadi deyiladi,
agar MX@<o00, MX2< ¢y limM|X-X|=0, n-» ca munosabatlar
o‘rinli bo‘lsa.



Xinchin teoremasi. 0 ‘zaro bog‘lanmagan, bir xil
chekli matematik kutilma MXn=a gaegabo'lgan { A,, } tasodifiy
miqdorlar ketma-ketligi berilgan bo'lsin. U holda har birs >0 uchun

=

\X.+... +Xn 1 o
| n a>e>-0, n™ m munosabat o‘rinlidir.

Chebishev tengsizligi. Agar dispersiya kichik son bo‘lsa, u holda
tasodifiy migdor giymatlari matematik kutilma atrofida zichroqjoy-
lashgan bo‘ladi. Bu faktni quyidagi Chebishev tengsizligi tasdiglaydi:

Teorema. (Chebishev tengsizligi.) Agar X tasodifiy mig-
dor chekli dispersiyaga ega bo‘lsa, u holda ixtiyoriy e>0 son
uchun ushbu tengsizlik o‘rinlidir:

R{IC—M (C)M< 1*71.
£

Faraz qilaylik, Xr X2..., Xr= tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi
va Y=fn(XpX2.,Xn funksiya berilgan bo‘Isin.
Ta’rif. Agar shunday o'zgarmas sonlar ketma-ketligi

{a,,}, n=12.. mavjud bo‘lib, ixtiyoriyf>o0 son uchun

limPly,, -0,,j <£}=1
n —0

tasodifiy migdorlar ketma-ketligi katta sonlar qonuniga bo'ysunadi
deyiladi.

Teorema. (Chebishev teoremasi) Agar X t, X 2., Xn. o‘zaro
bog‘lig boMmagan tasodifiy miqdorlar bo‘lib, ularning dispersi-
yalari S soni bilan tekis chegaralangan bo'lsa, u holda
ixtiyoriys > 0 son uchun quyidagi tengsizlik o ‘rinli bo‘ladi:

munosabat bajarilsa, u holda X., X2., X

/1 mP< >£ =0



ya’ni Xp X2., Xn. tasodifiy migdorlar ketma-ketligi katta sonlar
gonuniga bo‘ysunadi.

Teorema. Ixtiyoriy {Xn} tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi katta
sonlar gonuniga bo‘ysunishi uchunn ->  da

+(Xt-M(Xk))
M —=0, n>m,
w2+ (E(XA-M (xK)))2

munosabatning o ‘rinli bo‘lishi zarur va yetarlidir.
1-masala X =x(co). diskret tasodifiy migdor ushbu tagsimot
gonuni bilan berilgan:
X 01 03
R 04 06
Chebishev tengsizligidan foydalanib, |C-M(C)|<0,2 ning ehti-
molini baholang.
Yechish. X migdorning matematik kutilmasini va dispersiyasini
topamiz:
M(X)=0,1 «0,4+0,3 *0,6=0,04+0,18=0,22;
D(X)=M(X2-[M(X)]2=0,12-0,4+0,32 «0,6-0,222=0,058-
0,0484=0,0096.
Ushbu shakldagi Chebishev tengsizligidan foydalanamiz:

R(C—M(C)|<e)>1-
Bunga M(X)=0,22, D(X)=0,0096, e=0,2 ni qo‘yib quyidagini

hosil gilamiz:

0,0096
R(C-0.22<0,2)>1- s

2-masala. Agar£ tasodifiy migdor chekli ME matematik ku-
tilmaga, <ro‘rta kvadrat chetlanishga ega bo‘lsa,

=0,76.

- ME\ < 3<rhodisa ehtimolini baholang.



Yechish. Chebishev tengsizligiga asosan,

Pye-Mz, % 9
3-masala. $ tasodifiy miqdor (a ,aZ2) parametrli normal tagsi-
mot gonuni bilan tagsimlangan bo‘lsinp| %-a | < 3s}. ehtimolni
baholang.
. E—a e .
Yechish. 5 tasodifiy miqdor 0 va 1 parametrli normal

tagsimot gonuni bilan tagsimlangan. U holda

P -a<%¥n=Pj <yA <31 = ®(3)- d(-3) = 2h(3) - 1* 0,997;

* y'

Demak,£ tasodifiy miqdor (a ,cr2) parametrli normal tagsim-
ot gonuni bilan tagsimlangan bo‘lsa, 0,997 ehtimol bilan aytish
mumkinki,a-3a <%<a +3a tengsizliko‘rinlidir. Buniuchsigma
goidasi deb ham ataydilar.

4-masala. {£,,} o‘zaro bog‘ligsiz tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligi

bo‘lsinf,,. miqdor-n, 0,n gqiymatlami mos hol-

2r112 ! nJZ’ I%Z ehtimollar bilan gabul qilsin. Bu ketma-
ketlik uchun katta sonlar gonuni o ‘rinlimi?
Yechish. Matematik kutilma va dispersiya ta’rifiga asosan,

M4,, =0 ,D%n =Me,2= 1 ni topamiz. Ghebishev teoremasiga

asosan, bu tasodifiy migdorlar ketma-ketligi uchun katta sonlar
gonuni o ‘rinlidir.



5-masala. Aytaylik, o‘zaro bog‘ligsiz tajribalar ketma-ketligi
o‘tkazilayotgan bo Isin. Har bir tajriba natijasi omad yoki omadsiz-
likdan iborat bo‘lib, k- tajribada omad ro‘y berish hodisasi ehtimoli

p Kva omadsizlik ro‘y berish hodisasi ehtimoli 1- pKbo‘lsinn . ta
tajribada omadlar sonini v,, deb belgilaymiz. agar k- tajribada omad
ro‘y bersafAtasodifiy migdor 1 giymatni gabul giladi, va agar k-
tajribada omadsizlik ro‘ybersa” tasodifiy migdor O giymatni gabul
giladi, debolaylik. Uholdavn=c, + +...+ bo'ladi vn. ningtagsi-

motini toping.
Yechish.ning yaratuvchi (hosil giluvchi) funksiyasini topamiz:
{I-pK)+pKw1=1-pK (I-A) bo‘ladi£,|,.... olzaro

bog‘ligsiz tasodifiy miqdorlar ekanligidan, r,, ning yaratuvchi

funksiyasi =T 111~ PkO0 ~ "01- kabi bo‘ladi. Faraz gilaylik, n
k =\

ortib borsin., pKehtimol n bilan shunday o°‘zgarsinki, pK
ehtimollar-ning eng kattasi nolga intiladigan bolsin, bu hol-
dap{+p2+..+p, =a bo‘ladi. Osonlik bilan ko'rish mumkinki,
yetarlicha katta n larda

Iny, W+£pKI-~) <(I-Ay-Xp~a(l->J- max Pk

K Kd

Farazimizga asosan,

%p, >0, n->co, lim =exp{i(A - D}=y{X). y/(X)
funksiyaa parametrli Puasson tagsimotining yaratuvchi funksiya-

sidir. Demak, yuqoridagi farazlarda

IpPvn- k-



Bu misolni quyidagicha talgin etish mumkin: Atom stantsiyaiar
to‘ri garalayotgan bo‘lsin. k-stantsiyada avariya ro‘y berish hodisasi

ehtimoli pKbo‘lsin. BupK (k = 1,2,..n ) sonlarining har biri juda-

juda kichik sonlardir; px+p2+...+p,yig‘indi avariyalar soniniug

n

matematik kutilishidir. Agar n oshib borsa,n@%lak "EZP\ k=a

bo‘ladi. Bu holda avariyalar soni Puasson tagsimotiga egadir.
6-masala. 0 ‘zaro bog‘lig bo‘lmagan 1000 tajribaning har birida
biror A hodisa 0,5 ehtimol bilan ro‘y bersin. Agar A hodisaning ro‘y

berishlar soni X bo‘lsa, P(350 < X <650) ehtimolni baholang.

Yechish. X tasodifiy migdor binomial tagsimot gonuni bilan
tagsimlanganiigi sababli, X ning matematik kutilmasi va dispersiya-
sini ushbu formulalar yordamida topamiz:

MX =np - 1000 0,5 = 500 ;

.DX - npg = 1000 0,5 «0,5 = 250

Endi, Chebishev tengsizligiga asosan,

P(350 < JT < 650) = P(350- MX < A'- MX < 650-/I//T)= P(-150 < X - 500 < 150) =

= P{IX - MXI<150)> 1- — — =0.989. flemak. P(350 < X < 650) > 0.989.

7-masala. Bizgalo,l] oraligda tekis tagsimot gonuni bilan

tagsimlangan,o‘zaro bog‘ligsiz {£,,} tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi

1
f N \“n
berilgan bo‘lsin?7,= €' \\dk — W munosabatni isbotlang.
\ | /
: (G . « V-1
Yechish. n,="e"T R * ifodadan ushbu™?,- «+— n
Vool ) n ok

tasodifiy miqdomi hosil gilamiz {In£,,}. tasodifiy miqdorlar ketma-
ketligi uchun katta sonlar gonuni o‘rinlidir, ya’ni



D{( h —E—=MInM a lunrki,

Ol
~—/N

i
M 1°£i = E)]*nxdx = -1 mDemak, Infjh—£—»0. Shuning uchun

Masalalar

1 0 ‘zaro bog'lanmagan tasodifiy migdorlar ketma-ketligi

{£} YYH L,, =0, Dgn=na, a =const,a <1 berilgan. Bu ket-

ma-ketlik uchun katta sonlar gqonuni o ‘rinlimi? *
Javob: Ha. i
2. 0 ‘zaro bog‘lig bo‘lmagan 500 ta tajribaning har birida biror

A hodisa p—0,2 ehtimol bilan ro‘y bersin. Bu tajribalarda A

hodi-saning ro‘y berishlar soni £ bo‘lsa, p(50 < E < 150) ehtimolni
Che-bishev tengsizligidan foydalanib baholang.

Javob: P(50 < £ < 150) = 0,068.

3. AgarMg =2, DE =0,05 bo'lsa, 5 < g < 2,5 tengsizlikning
bajarilish ehtimolini toping.

Javob: P(I,5 <g< 2,5 =P"g- 2 <0,5)>08.

4. 0 ‘zaro bog‘lanmagan, bir xil tagsimlangan {£,;} tasodifiy

miqgdorlar ketma-ketligi berilgan va Mg, =a ;Dgi =cr2;

N gl+g2+ .. +gii o .
p{E =0=0. Ushbu ”,,~ €2, e2. tasodifiy migdorlar
bl + , 22 .+ bu

ketma-Kketligi limitini hisoblang va uning entimol bo‘yicha yaqinlashuvchi
ekanligini isbotlang.



5. {£,}o‘zaro bog‘lanmagan tasodifiy migdorlar ketma-ketligi

berilgan va ular- na , n° giymatlaming har birini ~ ehtimol bilan

gabul qgilsin. Bu ketma-ketlik uchun katta sonlar gonuni o ‘rinlimi?
Javob: Ha.

6. tasodifiy miqdorlar-«a, 0,na giymatlami

1 2 1 .
{a>0, a =const) mos holda—r , 1--—-- 7 , —r ehtimollar
X bn2  br-

bilan gabul giladi. Bu {£,,} tasodifiy migdorlar uchun katta sonlar
gonuni o ‘rinlimi?
7. (gn} o‘zaro bog‘lanmagan tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligi

berilgan va ular- n° , ri' giymatlaming har birini” ehtimol bilan

gabul giladi. Bu ketma-ketlik uchun katta sonlar gonuni o‘rinlimi?
Javob: Ha.
8. Ushbu munosabat ma’lum:

P{\X - MX\ <s) £0,36 ; DX =0,25 ;

s sonini aniglang.
Javob: 0,625.
9. Agar X tasodifiy miqdor

P(X =m)= pm=E\~e~n ; (1 >0) tagsimotgaegabo‘lsa,

P{0<X <2{m +\))>-—
{ {m+1))>-"

munosabat isbot gilinsin.

10. Korxonada tayyorlangan mahsulotning yarogsiz chigishi ho-
disasi ehtimoli 0,04 ga teng ekanligi ma’lum. Yarogsiz mahsulot ish-
lab chigarish hodisasi chastotasining bu hodisa ehtimolidan farqi-



ning absolyut giymati 0,02 dan oshmasligi hodisasi ehtimoli 0,96
dan kam bo‘lmasligi uchun nechta mahsulot tanlanishi kerak?

Javob: 2400 ta mahsulot.

11. Aholi punktida bir kunda suvning o ‘rtacha sarfi 180000
litrga teng. Bu aholi punktida berilgan kunda suv sarfining 200000
litrdan oshmaslik ehtimolini toping.

Javob: p=0,1.

12. 0 ‘zaro bog‘lanmagan va tagsimot gonuni

n =J 5 A=123..

kabi berilgan {gk}tasodifiy migdorlar ketma-ketligi uchun katta
sonlar gonuni o ‘rinli ekanligini isbotlang.

13. Ushbu{£,} tasodifiy migdorlar ketma- ketligi o‘zaro
bog‘lanmagan vaM”.=0, Dgk=cr2<o. Quyidagi

g,,= 7 bJ1, tasodifiy migdorlar ketma-ketligi uchun katta son-
< im

lar gonunining o‘rinli ekanligini isbotlang.

4.2. Markaziy limit teoremalari

Ta’rif. . - tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi berilgan

bo‘lsin. Agar shundayj”,}, {Bi}, Bn>0 sonlar ketma-ketligi
mavjud bo‘lsaki, n —mo da

fe,+&+...+£.-4. < 1 1 I-\-
{ B, I V2ai

munosabat X e (- oo, 00) da bajarilsa, @A} n =1.2,.. tasodifiy mig-

dorlar ketma-ketligi uchun markaziy limit teorema o ‘rinli deyiladi.
Bu holda ushbu



Si +£7 + mm+ £, ~ A
Bn
tasodifiy migdorn ->® da asimptotik normal tagsimlangan deyiladi.

Aytaylik, bog'lig bo‘lmagan {gn} tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi

uchun =ak, DEk =g\ bo'lsin. Belgilashlar kiritaylik:
B]=~(T1, s,=<+r2+..41, , th=3» A",
= ] 9:& S th=3 -
(*)=/>&<*),
l-.(r)= ‘KV A f dFt(x) [,(,)-m Ad,--. <p,(t)=Me""
n =1 \x-ak\>18,

Teorema. Ixtiyoriyr >0 uchunn—m da

0 (9

bo‘lsa, {£,.}uchun markaziy limit teorema o'rinli bo'ladi. (I)shait

Lindberg sharti deyiladi.
1- teorema (A. M. Lyapunov teoremasi). Agarn -> m da

C:n
A2f N bo lsa, n—2m da

S -A 2 x w

—2l X _i - -
B 4Jbv_ . je 2du munosabatx e (- 00,00) daba

jariladi.

2-teorema. Agar o ‘zaro bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar ketma-
ketligi

{#.} n=1,2,... chekli uchinchi tartibli momentga ega bolMsa, va
ushbu



Mg =0

n

Lyapunov sharti bajarilsa, u holda bu tasodifiy migdorlar ket-
ma-ketligi uchun markaziy limit teoremasi o‘rinlidir.

1-masala. 0 ‘zaro bogManmagan % tasodifiy miqdorlar ket-
ma- ketligining tagsimoti quyidagicha berilgan:

xkka - ka

Pk 2 2

Bunda ak=k2a > cl~-k®, BaA="~k2a, Cl="~k3a .a
k=1 <

ning qanday giymatida bu tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi uchun
markaziy limit teorema o‘rinli bo‘ladi?

Yechish: Sn= +...+ £n, deb belgilaylik. Agar
2a +1 >0 bo'lsa,
n(inza 1 ~Z2a+
BI —t k 2a=n2aH- f\-\ .--*n2aH fx2adx =—
£\n) n | 2a+ \
1 2 n
Agar« = -, bo'lsa,”» = 1* I’in.—a<—2 bo‘lsa,
*=j

«—>00 daBn migdorlar chegaralangan bo‘ladi. Shunga

1
o'xshash, a > bo‘lsa, quyidagi munosabatlar o ‘rinlidir:



Xl
Gk - I IET e

—_ N - ~ -
Agara = 5 boslsak)__<1MI I = §;11;c Inrt- Demak,
: 1 .
CnxlIn/7;a <~~ bo‘lganda esa, Cn chegaralangandir.

Shuningdek, n&h = Qn 3121’\ ekanligidan,a > —13hartda

C,V2a+1
C, =0(5,) bo'ladi va Lyapunov sharti bajariladi aH
n 2

1
tasodifiy miqdor«>-—Dbo‘lganda, n -> oo da (0,1) parametrli
normal tagsimot gonuni bilan tagsimlangandir. Agarda
il S. e .
- ] bolvka, tasodifiy migdor ham asimpto-
tiknormal tagsimlangan. Agardap 4k - +~j*j =J bo‘lsa, taso-

difiy migdor ham asimptotik normal tagsimlangandir. Xususan, yetar-
licha katta« lardaj.SJ miqdor

2d(2)-1 « 0,955 ehtimol bilan 2-J\nn dan oshmaydi.
2-masala. Sonli xarakteristikalari ushbu ko‘rinishida bo*lgan:

Mgk =a;Dgt =<r2 ; M\gk-ak* =//, , ya’ni uchinchi tartibli
chekli momentga ega bo‘lgan, bir xil tagsimlangan, o‘zaro



bog‘lanmagan {<;,} tasodifiy migdorlar ketma -ketligi uchun markaziy

limit teorema o'rinli ekanligini isbotlang.
Yechish: Masala shartiga asosan,

3 » ,
1] P — = i = lim—f mj==0
<< BT Gy X Ty

tengliklarni yozamiz. Demak, Lyapunov sharti bajarilyapti,
markaziy limit teorema o ‘rinlidir.
3-masala. Quyidagi
" I
lime-"* Y nk_!
» “OR2

munosabatni markaziy limit teoremadan foydalanib isbotlang.
Yechish. X =1 parametrli Puasson qonuni bilan tagsimlan-

gan } tasodifiy mikdorlar ketma- ketligi yordamida ushbu

n
tasodifiy migdomi tuzamiz. Ma’lumki, S,, tasodifiy mig-

dor ham n parametrli Puasson tagsimot qonuniga ega bo‘ladi va

k=0 K-
munosabat o'rinlidir. Markaziy limit teoremaga asosan, n-» coda

2 bo'ladi. Demak,

4-masala. Uchinchi tartibli chekli momentga ega bo'lgan, bir
xil tagsimlangan {£,,} tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi berilgan.



Shunday G ,c2, dl, o‘zgarmassonlarinavjud boisinki, hamma
k natural sonlari uchun
AL KM e dXx<M% -ak|3<d2

tengsizliklar o‘rinli bo‘lsin. Bu ketma -ketlik uchun markaziy limit
teoremaning o ‘rinli ekanligini isbotlang.
Yechish. Masala shartlariga asosan,

1 n

B] - X Dk-nc\; "M% -akb< "

k=l <1
Shuning uchun «-> ooda

S r, «tf; di
r,
Lyapunov sharti bajarilyapti. Demak,garalayotgan tasodifiy

migdorlar ketma-ketligi uchun markaziy limit teorema o‘rinli
ekan.

5-masala. 0 ‘zaro bog‘lanmagan, chegaralangan {£,}tasodi-

fiy miqdorlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Demak, ixtiyoriyn
uchun shunday s o ‘zgarmas soni mavjudki,

P~ iic\)=1 tenglik o‘rinlidir. M¥in=an, =X :

Bn->+co, n—sco bo‘lsin. Bu tasodifiy migdorlar ketma-ketligi

uchun markaziy limit teoremaning o ‘rinli ekanligi tekshirilsin.

Yechish. Masalada berilgan shartlarga asosan, \an|<c, va

#n-an\<2c tengsizlik bir ehtimol bilan bajariladi. Shunday qilib,



K < 2c
Bb Bt A
Lyapunov sharti bajarilyapti. Demak, berilgan tasodifiy migdor-
lar ketma -ketligi uchun markaziy limit teorema o'rinlidir.

Masalalar

1 0 ‘zaro bog‘lanmagan {g,,}tasodifiy migdorlar ketma-ketligi

ko‘rinishidagi tagsimot qonuni bilan berilgan. ava /?ninggan-
day giymatida bu ketma-ketlik uchun markaziy limit teoremasi
o‘rinli bo‘ladi?

Javob:0</?<l, 2a>p-][.

2. U sh b u g2 <tasodifiy migdorlar o‘zaro bog‘lanmagan
va mos holda (1,1), (0,4), (-1,1) parametrli normal tagsimot
gonuniga ega. Quyidagilar topilsin: a) +g2+ <0) ;

by & ? , |<3}

Javob: a) 0,5; b) 0,6826.

3. £,,£2,... tasodifiy miqdorlar o‘zaro bog‘liq bo‘lmagan va

bir xil tagsimlangan hamda Mgi =0, Dqg, =1 bo‘lsa, u holda

miqdor (0,1) parametrli asimptotik normal bo‘lishini isbotlang.
4. [- an,an] oraliqda tekis tagsimlangan gn, «=12...



tasodifiy migdorlar ketma-ketligi berilgan. Agar harnrna an lar quyi-

dan chegaralangan bo‘lsa, bu tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi
uchun markaziy limit teorema o‘rinli ekanligini isbotlang.

5.£ tasodifiy miqdor A parametrli Puasson tagsimot gonuni

4-X_ <®

. ni toping.
Javob: (0,1) parametrli normal tagsimot.
6. Mgk =0, D"k - al parametrli normal tagsimot gqonuniga ega

bo'lgan P4}, tasodifiy migdorlar ketma-ketligi berilgan. Agar ushbu
Z°'(_ qator a) yaginlashuvchi bo‘lganda b) uzoglashuvchi boMganda

II(J\‘* yig‘indining«-> oo da tagsimoti topilsin.

Javob: a) (0,a) parametrli normal tagsimot.

b) limitik tagsimot mavjud emas.
7. Ushbu ko‘rinishdagi

2*

zichlik funksiyasiga ega bo‘lgan , k=1, 2,... tasodifiy migdorlar
uchun markaziy limit teorema o ‘rinlimi?

Javob: Ha.

8i Quyidagi bog‘liq bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi

r(f.< =0)=i-t'i
uchun markaziy limit teorema o ‘rinli bo‘ladimi?
105



Javob: Ha.
9. Quyidagif,,£2 , tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi ber-

ilgan: < nlh)="-j,p(gn=0)=1---r , (0<A<1).
r‘
Bu ketma-ketlik uchun markaziy limit teorema o ‘rinli bo‘lishini
isbotlang.
10. Agar \a ,,} sonli ketma-ketlik quyidagi
max A?
wid K& * '>0

4

k=1
shartni ganoatlantirsa, o‘zaro bog'lanmagan va bir xil tagsimlangan

n -+00

{gn} tasodifiy migdorlar ketma-ketligi uchun Mg; =0, M£2=1
munosabatlar bajarilsa,

AEX AX2 >—2 ‘me tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi
uchun markaziy limit teorema o‘rinli bo‘lishini isbotlang.



X

0,0
0,1
0.2
0,3
0,4
0,5
0.6
0,7
08
0,9

1,0
11
12
13
14
15
16
17
18
19

2,0
2,1
2,2
2,3
2,4
2,5
2,6
2,7
2.8
2,9

3,0
31
3,2
33
3,4
35
3,6
3,7
3,8
3,9

Ilovalar

<) :}%leﬂ—e 2 funksiya giymatlariningjadvali

0

0,398
3970
3910
3814
3683
3521
3332
3123
2897
2661

0,2420
2179
1942
1714
1497
1295
1109
0940
0790
0656

0,0540
0440
0355
0283
0224
0175
0136
0104
0079
0060

0,0044
0033
0024
0017
0012
0009
0006
0004
0003
0002

1
3989
3965
3902
3802
3668
3503
3312
3101
2874
2637

2396
2155
1919
1691
1476
1276
1092
0925
0775
0644

0529
0431
0347
0277
0219
0171
0132
0101
0077
0058

0043
0032
0023
0017
0012
0008
0006
0004
0003
0002

2

3989
3961
3894
3790
3653
3485
3292
3079
2850
2613

2371
2131
1895
1669
1456
1257
1074
0909
0761
0632

0519
0422
0339
0270
0213
0167
0129
0099
0075
0056

0042
0031
0022
0016
0012
0008
0006
0004
0003
0002

3

3988
3956
3885
3778
3637
3467
3271
3056
2827
2589

2347
2107
1872
1647
1435
1238
1057
0893
0748
0620

0508
0413
0332
0264
0208
0163
0126
0096
0073
0055

0040
0030
0022
0016
oon
0008
0005
0004
0003
0002

4
3986
3951
3876
3765
3621
3448
3251
3034
2803
2565

2323
2083
1849
1626
1415
1219
1040
0878
0734
0608

0498
0404
0325
0258
0203
0158
0122
0093
0071
0053

0039
0029
0021
0015
OOH
0008
0005
0004
0003
0002

5

3984
3945
3867
3752
3605
3429
3230
3011
2780
2541

2299
2059
1826
1604
1394
1200
1023
0863
0721
0596

0488
0396
0317
0252
0198
0154
0119
0091
0069
0051

0038
0028
0020
0015
0010
0007
0005
0004
0002
0002

6

3982
3939
3857
3739
3589
3410
3209
2989
2756
2516

2275
2036
1804
1582
1374
1182
1006
0848
0707
0584

0478
0387
0310
0246
0194
0151
0116
0088
0067
0050

0037
0027
0020
0014
0010
0007
0005
0003
0002
0002

7
3980
3932
3847
3726
3572
3391
3187
2966
2732
2492

2251
2012
1781
1561
1354
1163
0989
0833
0694
0573

0468
0379
0303
0241
0189
0147
0113
0086
0065
0048

0036
0026
0019
0014
0010
0007
0005
0003
0002
0002

8

3977
3925
3836
3712
3555
3372
3166
2943
2709
2468

2227
1989
1758
1539
1334
1145
0973
0818
0681
0562

0459
0371
0297
0235
0184
0143
0110
0084
0063
0047

0035
0025
0018
0013
0009
0007
0005
0003
0002
0001

9

3973
3918
3825
3697
3538
3352
3144
2920
2685
2444

2203
1965
1736
1518
1315
1127

0957
0804
0669

0551

0449
0363
0290
0229
0180
0139
0107
0081
0061
0046

0034
0025
0018
0013
0009
0006
0004
0003
0002
0001



¢ (*) - o d( 2dz funktsiya giymatlarining jadvali.

X

0,00
0,01
0,02
0,03
0,04
0,05
0.06
0,07
0,08
0,09
0,10
0,11
0,12
0,13
0,14
0,15
0,16
0.17
0,18
0,19
0.20
0,21
0,22
0,23
0,24
0,25
0.26
0,27
0,28
0.29
0,30
0.31
0.32
0,33
0,34
0,35
0,36
0,37
0,38
0,39

F(x)

0.0000
0,0040
0,0080
0.0120
0,0160
0.0199
0.0239
0,0279
0.0319
0,0359
0,0398
0,0438
0.0478
0,0517
0.0557
0,0596
0.0636
0.0675
0.0714
0,0753
0.0793
0,0832
0,0871
0.0910
0,0948
0,0987
0.1026
0,1064
0.1103
0.1141
0,1179
0.1217
0.1255
0,1293
0.1331
0.1368
0,1406
0.1443
0.1480
0,1517

X
0.40
041
042
043
044
0.45
0.46
047
0,48
0.49
0,50
051
052
0,53
054
055
0,56
057
058
0,59
0.60
0,61
0,62
0,63
0,64
0,65
0.66
067
0,68
0.69
0,70
071
072
0.73
0,74
0.75
0,76
0,77
0.78
0,79

F(x)

0,1554
0,1591
0.1628
0,1664
0,1700
0.1736
0.1772
0.1808
0.1844
0,1879
0,1915
0,1950
0,1985
0.2019
0,2054
0,2088
0.2123
0.2157
0,2190
0,2224
0.2257
0,2291
0.2324
0.2357
0,2389
0.2422
0.2454
0.2486
0.2517
0,2549
0,2580
0.2611
0,2642
0,2678
0,2703
0,2734
0.2764
0.2794
0,2823
0.2852

X

0,80
0.81
0.82
0,83
0.84
0,85
0,86
0.87
0,88
0,89
0.90
0,91
0,92
0.93
0,94
0,95
0.96
0,97
0,98
0.99
1,00
1,01
1.02
1,03
1,04
1,05
1,06
1.07
1.08
1,09
1,10
1,11
1,12
113
1.14
1,15
1.16
1,17
1,(8
1.19

F(x)

0,2881
0,2910
0.2939
0,2967
0,2995
0,3023
0,3051
0,3078
0,3106
0,3133
0.3159
0,3186
0,3212
0.3238
0.3264
0,3289
0,3315
0,3340
0,3365
0,3389
0,3413
0,3438
0.3461
0,3485
0,3508
0.3531
0,3554
0,3577
0.3599
0,3621
0,3643
0.3665
0,3686
0,3708
0.3729
0.3749
0.3770
0,3790
0,3810
0.3830

X

1,20
121
1,22
1,23
1,24
1,25
1.26
1.27
1,28
1.29
1,30
131
132
133
1,34
1.35
1,36
1.37
1.38
1,39
1.40
141
1,42
143
1.44
1,45
1,46
1.47
1,48
1.49
1,50
151
1.52
1,53
1,54
1.55
1,56
1,57
1.58
1.59

F(x)

0,3849
0.3869
0.3883
0,3907
0.3925
0,3944
0,3962
0.3980
0,3997
0.4015
0.4032
0.4049
0.4066
0.4082
0.4099
0.4115
0,4131
0,4147
0,4162
0.4177
0,4192
0.4207
0.4222
0,4236
0.4251
0.4265
0,4279
0.4292
0.4306
0,4319
0.4332
0.4345
0,4357
0.4370
0.4382
0,4394
0.4406
0,4418
0,4429
0,4441



1,60
1,61
1,62
1,63
1,64
1,65
1,66
1,67
1,68
1,69
1,70
171
1,72
1,73
1,74
1,75
1,76
1,77
1,78
1,79
1,80
181
1,82
1,83
1,84

F(x)

0,4452
0,4463
0,4474
0,4484
0,4495
0,4505
0,4515
0,4525
0,4535
0,4545
0,4554
0,4564
04573
0,4582
0,4591
0,4599
0,4608
0,4616
0,4625
0,4633
0,4641
0,4649
0,4656
0,4664
0,4671

X

1,85
1,86
1,87
1,88
1,89
1,90
191
1,92
1,93
1,94
1,95
1,96
1,97
1,98
1,99
2,00
2,02
2,04
2,06
2,08
2,10
2,12
2,14
2,16
2,18

F(x)

0,4678
0,4686
0,4693
0,4699
0,4706
0,4713
0,4719
0,4726
0,4732
0,4738
0,4744
0,4750
0,4756
0,4761
0,4767
0,4772
0,4783
0,4793
0,4803
0,4812
0,4821
0,4830
0,4838
0,4846
0,4854

X

2,20
2,22
2,24
2,26
2,28
2,30
2,32
2,34
2,36
2,38
2,40
2,42
2,44
2,46
2,48
2,50
2,52
2,54
2,56
2,58
2,60
2,62
2,64
2,66
2,68

F(x)

0,4861
0,4868
0,4875
0,4881
0,4887
0,4893
0,4898
0,4904
0,4909
0,4913
0,4918
0,4922
0,4927
0,4931
0,4934
0,4938
0,4941
0,4945
0,4948
0,4951
0,4953
0,4956
0,4959
0,4961
0,4963

X

2,70
2,72
2,74
2,76
2,78
2,80
2,82
2,84
2,86
2,88
2,90
2,92
2,94
2,96
2,98
3,00
3,20
3,40
3,60
3,80
4,00
4,50
5,00

F()
0,4965
0,4967
0,4969
0,4971
0,4973
0,4974
0,4976
0,4977
0,4979
0,4980
0,4981
0,4982
0,4984
0,4985
0,4986
0,49865
0,49931
0,49966
0,499841
0,499928
0,499968
0,499997
0,499997
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