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Kirish

Funksionai analiz matematikaning alohida boiimi sifatida. XVl asrning
oxiri va XIX asr boshlarida shakllana, boshlangan. Funksionai analizga oid
dastlabki ilmiy ishlar italyan matemagi Volterra., fransuz matematigi Puankare
va. nemis matematigi Hilbertga taalluglidir. Metrik fazo tushunchasi fanga.
fransuz inatematigi Freshe tomonidan XX asr boshlarida kiritilgan. normalan-
gan fazo tushunchasi 1922 yilda polyak matematigi Banax va unga bogiiq
boimagan holda amerikalik matematik Viner tomonidan Kiritilgan.

Maiumki universitetlarning "Matematika". "Mexanika" va "Ainaliy ma-
tematika va informat,ika" yoiialishlari uchun tuzilgan o‘quv rejada "Funk-
sional analiz" fani ko'zda tutilgan boiib. ushbu fan ixtisoslik fanlar ichida.
asosiy o'rin tutadi.

Universitetlarda "Funksionai analiz" kursi asosan ikki gismdan iborat. ular
shartli ravishda quyidagicha nomlanadi:

I gism. Hagiqiy o'zgaruvdiitiing funksiyalari nazarivasi.
Il gism. Operatorlar nazarivasi.

Amaldagi "Funksionai analiz" kursi fan dasturida | gism "Oichovli to‘n-
lamlar nazariyasi”, "Lebeg integrali" va "Metrik fazolar" boiimlarini o7.
ichiga. oladi. Il gism esa. "Normaiangan fazolar" va "Operatorlar nazariyasi"
boiimlarini 0z ichiga oladi. Universitetlaniii’g matematika. mutaxassisligida
taiiin oluvchi talabalar uchun "Funksionai analiz" kutsidan o'zbek alifl>osi-
da. birinchi marotaba akademik T.A. Sarimsoqov tomonidan darslik nashr
etilgan (T.A. Sarimsoqov. Hagiqgiy o'zgaruvchining funksiyalari nazariyasi;
T.A. Sarimsoqov. Funksionai analiz kursi). Oliv o'quv yurtlanda taiiin shak-
li ikki bosgiclili tizimga (bakalavriatura va magistratura) o'tishi munosabati
bilan OTMlari barcha fan dasturlarida jiddiv o‘zgarislilar yuzaga keldi. Bu
o'zgarishlar 0'z navbatida barcha yo'nalishlar uchun tegishli darslik va o quv
goilanmalarni ishlab chigishni talab etmoqda. Ushbu |G 7| o'quv goilanmalar.
universitetlarning bakalavriatura o'quv rejasidagi "Funksionai analiz" kursidan

yuqoridagi ehtiyojlarni gondirish magsadida yaratilgandir.



Mazkur o'quv qoilanma, universitetlarning matematika yo'nalishi talaba.la.ri
uchun "Funksional analiz" kursidan amaliy mashg'ulotlarni olib borishda
lotin yozuviga asoslangan o'zbek alifbosida. adabiyotlar tangisligining oldini
olish magsadida yozilmoqgda. Mazkur go'llanmada "Funksional analiz" fani-
ning | gismini tashkil etuvchi o’lchovli to'plamlar nazariyasi. Lebeg integrali
va metrik fazolarga oid mavzular uchun tegishli ta'riflar, xossalar, teoremalar
bayoni berilgan, shuningdek misol va masalaiar namuna sifatida yechib ko'rsa-
tilgan.

Birinchi bo'lim o'lchovli to'plamlar nazarivasiga bag'ishlangan bo lib, qoi-
lanmada to’plamlar va ularning o’lchovlariga. oid mavzular bayon gilinadi.
Har bir mavzuga oid asosiy tushunchalar ta'rifi, asosiy teoremalar va xos-
esalar keltirilgan. Qoilauma to'plamlar. akslantirishlar, to'plamlar quvvati,
to'plamlar sistemasi, o'lchovli to'plamlar, o'lchovning umumiy ta'rifi va o'lchov-
ni Lebeg ma'nosida davom ettirish kabi mavzularni 0’z ichiga oladi. Har bir
mavzu namunaviy misollar bilan boyitilgan. Shuningdek, mavzularni o'zlash-
tirish va mustaqil o'rganish uchun yetarlicha misol va masalaiar berilgan.

Ikkinchi bo'lim integrallar nazarivasiga bag'ishlangan. Qo'llanmada oichovli
funksiyalar, o'Ichovli funksiyalar ketma-ketliklarining yaginlashishlari. Lebeg
integrali, monoton funksiyalar, o'zgarishi chegaralangan funksiyalar, absolyut
uzluksiz funksiyalar va Lebeg-Stiltes integraliga oid maiumotlar bayon gilina-
di. Har bir mavzuga oid asosiy tushunchalar ta:rifi, teoremalar \-a xossalar kel-
tirilgan. Barcha mavzular bo'yicha namunaviy misollar yechimi bilan berilgan.
Shuningdek. talabalar mavzularni yaxshi o'zlashtirishi va mustaqil o'rganishi
uchun har xil tipdagi misol va masalaiar jamlangan.

Uchinchi bo'lim metrik fazolar nazarivasiga bag'ishlangan. Qo'llanmada
metrik fazolar, yaginlashuvchi ketma-ketliklar, to'la metrik fazolar, ochiq va
yopiq to'plamlar, kompakt to'plamlar, separabel metrik fazolar va gisqartirib
akslantirishlarga oid mavzular bayon gilingan. Har bir mavzuga oid asosiy
tushunchalar ta'rifi. asosiy teoremalar va xossalar keltirilgan. Mavzularga oid

namunaviy misollar yechib ko'rsatilgan. Shuningdek, mavzular bo'yicha uy



vazifalarini bajarish va mustaqil o'jganish uchun yetarlicha masalalar berilgan.

Misol va masalalar tuzishda Ayupov Sh.A., Ibragimov M.M.. Kudavberge-
nov K.K.(Funksionai analizdan misol va masalalar, Nukus, "BILIM", 2009) va
OuaH H0.C.(C6opHUK 3afay no MaTemaTtuyeckomy aHanusy, Mocksa, MNpocBe-
wexwne, 1981) hamda Abdullayev J.1., G'anixo'jayev R.N., Shermatov M.H. va
O.l. Egamberdiyevlarning "Funksionai analiz* (Toshkent-Samargand, 2009)
o'quv goilanmasidan keng foydalanildi. Ushbu o'quv goilanma O'zbekiston
Milliy universiteti, Samargand davlat universitetida Funksionai analiz hamda
Funksionai analiz va integral ttnglamalar fanlaridan ma'ruza va amaliy mash-
g'ulotlar olib boruvchi professor-o'gituvchilarning ko'p yillik ish tajribalari
asosida yozilgan.

Mualliflar o'quv go'llanniani yaxshilashda bergan foydali maslahatlari uchun
mas’ul muharrir vatagrizchilarga, hamda matnni tahrir gilgani uchun B.E.Dav-
ranovga o'z minnatdorchiliklarini bildiradilar.

Qoilanma birinchi marta chop gilinayotgani uchun xato va kamchiliklar
boiishi mumkin. Xato va kamchiliklar hagidagi fikr va mulohazalaringizni
jabduilaev@mail.ru elektron manziliga jo'natishlaringizni so'raymiz.
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I.0‘LCHOVLI TO'PLAMLAR

Ushbu boiim to'plamlar, akslantirishlar. to'plamlar quvvati, to'plamlar sis-
temasi, o'lchovli to'plamlar. oichovning umumiy ta'rifi va o'lchovni Lebeg
ma'nosida davom ettirish kabi mavzularni 0’z ichiga oladi. Har bir mavzuda na-
munaviy misollar yechimi bilan keltirilgan. Shuningdek, amaliy mashg'ulotlar
va uy vazifasi uchun yetarlicha misol va masalalar berilgan.

1- 8. To'plamlar ustida amallar

Matematikada juda xilma-xil to'plamlarga duch kelamiz. Haqigiy sonlar
to'plami. tekislikdagi ko'pburchaklar to'plami, ratsional koeffitsiyentli ko'phad-
lar to'plami va. hoka.zo. To'plam tushunchasi matematikada tayanch tushun-
chalardan boiib. unga. ta'rif berilmaydi. To'plam so'zining sinonimlari sifatida
ob ektlar jamlanmasi yoki elementlar majrnuasi so'z birikmalaridan foydalani-
ladi. To'plamlar nazariyasi hozirgi zamon matematikasidajuda muhim o'ringa
ega. Biz uning ayrim xossalarini o'rganish bilan cheklanamiz.

To'plamlarni lotin alifbosining bosh harflari .4, B ,... ularning elementlar-
ini esa kichik - a,b.... harflar bilan belgilaymiz. Biz asosan quyidagi bel-
gilashlarda.n fovdalanamiz. N —natural sonlar to'plami. Z — butun sonlar
to'plami. Q —ratsional sonlar to'plami. K — hagiqiy sonlar to'plami, C
—kompleks sonlar to'plami, R+ = [0, oc), Z+ = {0} UN hamda Rn sifati-
da n —o'lchamli arifmetik Evklid fazo belgilanadi.

Matematik simvollarning ma'nolariga to'xtalamiz. a £ A belgisi a (de-
ment A to'plamga tegishli ekanligini bildiradi. Bu tasdigning inkori a & A
shakldayoziladi va a element A to'plamga tegishli emas debo'giladi. A C B
belgi A to'plamning barcha elementlari B to'plamga ham tegishli ekanligi-
ni bildiradi. Bu holda .4 to'plam B to'plamning qismi deyiladi. Mtuminn,
natural sonlar to'plami hagigiy sonlar to'plamining gismi boiadi. Agin A va
B to'plamlar bir xil elementlardan tashkil topgan boisa, u holda ular teng
to'plamlar deyiladi va A = B shaklda yoziladi. Ko'pincha. to'plnrnint'ning
tengligini isbotlashda A C B va B C A munosabatinrnin« bHurlibbl



ko'rsatiladi ([1] ga garang). Ba’zida birorta ham elementi mavjud bo'Imagan
to'plamlarni garashga to'g'ri keladi. Masalan, 2 < x < 2 qo'sh tengsiz-
likni ganoatlantiruvchi hagigiy sonlar to'plami yoki |a| = -1 tenglamaning
yechimlari to'plami va hokazo. Bunday to'plamlar uchun maxsus bo‘sh to plain
nomi berilgan va uni belgilashda 0 simvoldan foydalaniladi. Ma’lumki, har
ganday to'plam bo'sh to'plamni o'zida saglaydi va har ganday to'plam o'zining
gismi sifatida garalishi mumkin. To'plamlarning bo'sh to'plamdan va o'zidan
fargli barcha gism to'plamlari xos gism to'plamlar deyiladi. o'quv qo'llanmada
A va V belgilari mos ravishda va hamda yoki so'zlariga mos keladi.

Ixtiyoriy tabiatli A va B to'plamlar berilgan bo'lsin.
AUB ={r:xe A V xe B}
to'plam .4 va B to'plamlarning yig'indisi yoki birlashmasi deyiladi.
AMNB ={r:xe A Axe B}

to'plam A va, B to'plamlarning kesishmasi deyiladi. Ixtiyoriy (chekli, chek-
siz) sondagi Aa to'plamlarning yig'indisi va kesishmasi ham shunga o'xshash

aniglanadi:

éJY A, —{t: dQo GA, i €- j, N Aa—{x: Vet GA, x G .4Q}.

af:X

A va B to'plamlarning ayirmasi deb
O\B={x:xeA Ax B}

to'plamga. aytiladi. Agar B ¢ A bo'lsa, A\B to'plam B to'plamning A
to'plamgacha toidiruvchi to'plami deyiladi va CaB := CB shaklda belgi-
lanadi. Ba’zah, A va B to'plamlarning simmetrik ayirmasi tushunchasini
kiritish magsadga muvofig bo'ladi. A\B va B\A to'plamlarning birlashmasi-
dan iborat to'plamga .4 va B to'plamlarning simmetrik ayirmasi deyiladi.
ya’ni

AAB = (A\B) U (B\A).



Agar A, BAG bolib. G da -+ amah aniglangan bo Isa. u holda
A-bB={c:c—ab6 IWGA bf B}
to'plam A va B to'plamlarning arifmetik yig’indisi deyiladi.
A' va Y to'plamlarning dekart ko'paytmasi deganda
X xY ={(xvy):xeX. yeY}

to'plam tushuniladi. X x Y to'plamning ixtiyoriy R gism toplami munosa-
bat deyiladi. x element (x,y) juftlikning birinchi koordinatasi, y element
esa uning ikkinchi koordinatasi deyiladi va mos ravishda x = pi'x(x.y) va
y = prr(x.y) kabi belgilanadi. Xuddi shunday X x Y to'plamning ixtiyo-
riy R gism to'plamining birinchi va ikkinchi koordinat.alarga. proyeksiyalari
aniglanadi:

priR = {x : x £ X, 3y £ Y. (x.y) £ R}.

pr-iR={y : y£Y. 3r £ X. (r.y) £ R} .
Bu to'plamlar R munosabatning mos ravishda anigla.nish sohasi va giymatlar
sohasi deyiladi. Bundan keyin biz 2t(A") bilan A’ ning barcha gism to'plamlari
sisternasini belgilaymiz.

Endi mavzuga oid namunaviy misollar yechib ko'rsatamiz.

1.1. To'plamlar yig'indisi va kesishmasi kommutativ. Isbotlang.

AU B = B UA. Al B = BOA.

Isbot. Ixtiyoriy x £ .4 UB elementni olamiz. Bundan
XEA V XEB=>x£B V xX£A=>x£BUA

ni olamiz. Demak, All B C BU A ekan. Agar y £ B U A ixtiyoriy element
bo'lsa. u holda

yEB V Yy£EA=>Yy£A V yEB=>y£ 4UB

bo'ladi, ya'ni B 'JA ¢ .4 UB ekan. Yuqorida keltirilgan munosa.batla.rdan
4UB = B UA ekanligi kelib chigadi. O



1.2. Distributivlik gonunlarini isbotlang:

(MnB)NC

(INC) u (B MC).

(AMB)YucC=[AnC)J1{s unc).

Isbot. x £ {A UB) INC ixtiyoriy elementn bo'lsin. Ta'rifga ko‘ra.
Xx GAUB A x € C boiadi. Bu yerdan

(x£ 4AVXEB)ArGC =>x GAI)C A x GBUC => x G (.4n0)MN(BMC)

kelib chigadi. Demak, (i UB) MC C (AUC) N{B UC) ekan. Agar y G
(AU (")D(BU C) ixtiyoriy element boisa, u holda

yEAUC A yé€BUC=~> (WEA VYEC) A{y£B Vy£QC)

boiadi. Bu yerdan y £ (.4 UB) NC ni olamiz. ya'ni (AnC)N(BucC)C
(A UB) INC ekan. Yuqorida keltirilgan munosabatlardan (4 UB) NMC =
(4UC) M(B UC) ekanligi kelib chigadi.
(4MB)UC = (4UC) N(B UC) tenglik shunga o'xshash isbotlanadi. O
To'plamlar nazariyasida muhim o'rin tutadigan va ikkilik prinsipi deb

nomlanuvchi quyidagi munosabatni isbotlang.
1.3. Yigindining toidiruvchisi toidiruvchilar kesishmasiga teng:

E\WAN- CHE\AD). AncE. (1.1)

Isbot. Ixtiyoriy x £ E\jA n elementni olamiz. bu yerdan G E va
x ™ U.4ft ekanligi kelib chiaadi. Bundan ixtiyoriy a uchun x ning /10
to'pla?ngategishli emasligiga kelamiz. Demak. x element ,4n to'plamlarning
toidiruvchilarida yotadi. Shunday qilib. ixtiyoriy a uchun x £ E\A G munos-
abat o'rinli. bundan biz x £ I;I(£\40) ga ega bo'lamiz. Bu esa

E\uAaCrl(E\Aa) (1.2)

munosabatni keltirib chigaradi. Endi teskari munosabatni isbotlaymiz. Agar
x £ T(£'\N1a) boisa. u holda barcha a larda x £ E\Aa boiadi va x



element A,, to'plainlamiag bimrtnelga Imin teglshll miim,mgu <m x. £ qu/A
ekanligini bildiradi. Demak, x € E\ hJA,t ckiw, Uuudtui D1/,

E\L(J\ Aa D n{E\A,) 513)
ga kelamiz. (1.2) va (1.3) munosabatlar (1.1) tenglikni libotlfiydi. O

1.4. A = {{x.y) : jx!'< 4 W <4} va B = {(,r./): x2+ jJ2< 25} 'p-
lamlar uchun AuB, A\B, AAB, An B to'plainliinii tekislikda taswir-

lang.

Yechish. Tekislikda to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasini garaymiz.
Bu holda A = [4; 4] x [4; 4] kvadratdan, B esa markazi koordinatalar
boshida radiusi 5 bo'lgan yopiq doiradan iborat boiadi (1.1-chizmaga garang).
AuB — 1.1-chizmada shtrixlangan soha, A\B kvadratning uchlaridagi ver-
tikal shtrixlangan soha, AAB — chizmada vertikal va gorizontal shtrixlangan
soha. A B — chizmada giyalab shtrixlangan soha. O

1.5. [X\Y)\Z = X\ (Y UZ) tenglikni isbotlang.

Isbot. Berilgan to'plamlarning tengligini tekshirish A ¢ B va B C A
munosabatlarni ko'rsatish orgali amalga oshiriladi. Endi x € (X\Y)\Z ix-
tiyoriy element bo'lsin. U holda x e X\Y, x £Z = x € X. x &Y, x*
Z=*x 06X, xi (YUZ) = x e X\(Y UZ). Demak. (AAMN\Z ¢
X\ (Y UZ) munosabat o'rinli. Endi teskari munosabatni ko'rsatamiz..y €
X\(Y U2Z) ixtiyoriy element bo'lsin. U holda y € X, y £ Y UZ bo'ladi.
Buyerdan y € X,y ¢ Y,y ¢ Z ekanligini. bundan esa y e X\Y. y $ Z

10



natijada y G (X\Y)\Z ekanligiai olamiz. Demak, (X\Y)\Z D X\ (Y U 2)
munosabat o'rinli. Olingan bu ikki munosabatdan (X\Y) \Z = X\(Y U 2)
tenglik kelib chigadi. n

1.6. (JT A x (Y NYi) —(X x ¥) M(Ai x Y{) tenglikni isbotlang.

Isbot. Bu yerda ham 1.5-misoldagi kabi yoi tutamiz. V(x.y) G (AflAi) x
(Y M>) =x6X MNXi, yGY nVi.Buyerdan x GA. y GY Ax £
Ai, y GYi = (xy) GX x Y 1 (x,y) e A'i x Yx ekanligini. bundan
esa (x.y) G (A" x Y) M (Aj x Vi) ni olamiz. Yani (A MAi) xX*'(Y MYi)
C (X x Y) M (Ai x Y\) munosabat o'rinli. Teskari munosabatni ko'rsatish
uchun (x,y) G(A x Y) M (X\ x YX) dan orgaga garab harakatlanish yetarli.
Shunday qilib. (A NAX) x (YNY]) = A'xY) N(A* x ¥) tenglik isbotlandi.
U

1.7. Ixtiyoriy {-4,} to'plamlar ketma-ketligi uchun shunday {Bn} to'plam-

lar ketma-ketligini tuzingki.
a) BhC An, BilNBj =0, idgj, )i.leBn - nl:JI An boisin:
b) BnDA,, BnlDB,, 7}_ng,, = ,{Jélfl boisin:

+ = isi
¢ B,CAn B,tc B,, nl;llB” /<I:11Aa boisin.

Yechish. Berilgan {/in} ketma-ketlik uchun {J5,} to'plamlar ketma-

ketligini quyidagicha tuzamiz.
B\ = A\, Bo= 4A.4i,.... Bn= An\ Ak,

Hosil gilingan {Bn} to'plamlar ketma-ketligi misolning a) bandidagi barcha
shartlarni ganoatlantiradi. Quyida biz b) va c) banddagi shartlarni ganoat-

latiruvchi {Bn} to'plamlar ketma-ketligini keltiramiz:

b) Bi = .4i, B2—A\ UAo..... Bn= KElAk, He
c) Br = Ai, B2= Arn Ao...... B,=040-4,... O



T 1T 1 . .
1.8. Ushbu I ------- — —1—T1.me Z ne N intervallarniiig hech biri
n 4n2' n 4nly
s/2 sonini 0‘z ichiga olmasligini isbotlang. Demak,

Isbot. \/2 soni irratsional boiganligidan, ixtiyoriy butun m. n soniari
uchun \m1-2n 2\ ® 0 bo'ladi. Binobarin |[m2—2n21> 1 tengsizlikkakelamiz.

Endi ixtiyoriy butun m € Z vanatural n € N soniari uchun F——s/2\ > an
n n

tengsizlikni isbotlaymiz. Bu yerdan
oL, 1111 (T 1 Tl 1
meZneN 4
munosabat kelib chigadi. Agar m < 0 bo'lsa. u holda ravshanki F— —s/2\ >
s/l2 > 14> L tengsizlik o'rinli. Demak, m > 0 bo'lgan hoi, yanhi neN

uchun |_r_1 ----- V21 > —4n771tengsizlikni isbotlash kifoya. Agar — >2 boisa.

u holda tengsizlik yana o'rinli boiadi. Shunday gilib, n. m € N va Tni < 2

boiganda tengsizlikni isbotlash yetarli. U holda
l<wm2- 2n2j N <1™n - 2= i—- V2 (- +V2<
n- n2 r n
< 2+ s/2)\M~ V2\<4\N-V 20\,

Bundan esa. —1 2> tengsizligi kelib chigadi. Shunday gilib. ixtiyoriy

me Z vanenn uchun

ro,fni 1 m 1
m 472 n 472,

Shuni isbotlash talab gilingan edi. O
Uy vazifalari va mavzuni o'zlashtirish uchun masalalar

1.9-1.17-misollarda keltirilgan munosabatlarni isbotlang.
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1.9. To’plamlar yig’indisi va kesishmasi assotsiativ.

(AMB)nC=,4U(BUC), (AMB)MNC=A/(BnC).

1.10. Kesishmaning toidiruvcliisi toidiruvchilar yig’indisiga teng:

EVIA. = Y(E\A9, Aac E. (1.4)

1.11. AAB = {AUB)\(AMB).

1.12. ALSB = (AA B) A (Al B).

1.13. A\B = AA(ANB).

1.14. Agar A CE, B CE bo'lsa, (ENA)A(E\B) = AAB tenglik o'rinli.
1.15. (AU B)A(C Ufl) C (AAC) U (BAD).

1.16. A va B to'plamlar uchun A ¢ B U(AAB) munosabat o'rinli.

1.17. Agar Ai va A2 to'plamlar kesishmasa, ixtiyoriy B\ va lar uchun
Bi MBo C (AiABi) U (A2AB2) munosabat o’rinli.

1.18-1.24-misollarda berilgan A va B to'plamlar uchun .4 UB, A\B.
AAB, AN B ko’rinishdagi to'plamlami toping. 1.23-1.24-misollarda esa
AuB. A\B, AAB, AN B to’plamlami t.ekislikda tasvirlang.

1.18. 4= [0 1]1; B = (0, 1).

1.19. A= {2.4,6,.... 2n , B={3,69,...:3n,...}.
1.20. A= Q, B = M\Q—irratsional sonlar to’plami.

1.21. A= [0. I« B = [, 1]HQ.

1.22. A= {reM:sindx=0}, B = {r £ K:cos2x = 0}.

1.23. A= {(xy) :0<r <1l O0<y<x}.
B={(xy):0<x<1 x<y<l1}.
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1.24. 4= {(x,y) : x2+y2< 16}, B = j(.r,j/): +y <II.
1.25-1.38-misollarda keltirilgan munosabatlarni isbotlang.

1.25. A'c Y <=>X UY =Y <=>Xny = X.

126. X ¢ Z AYc Z<=>XUY ¢ Z

127. ZCX AZCY Z CXITITY.

1.28. X\Y = X\ [X Y) = (X UY) Y.

1.29. X\ (Y\Z) = (X\Y) u(X MZ).

1.30. (X\Y) M(Z\U) = {XDZ)\ (Y UU).

1.31. X M(Y\Z) = (X NY)\ (X NZ).

1.32. (X\Z) M(Y\Z) = (X NY)\Z.

1.33. (X UY)\Z = (X\Z) U[Y\Z].

134. XNy =20 X ¢ CY <=>Y C OX.
1.35. X CY <=CY CCX. 1.37. X AX =0.
1.36. XAY =Y AX. 1.38.. A AQ = X.

1.39. Shunday X ¢ Z va Y C Z to'plamlar topingki. X xY / Y x X
boisin. X x Y —Y x X tenglikdau X —Y Kkelib chigadimi?

1.40. X = {1,3.5}. Y = {2,4} to'plamlar uchun X xy. Y x A to'plamlar

elementlarini yozib chiging. X x Y —Y x X tenglik to‘g‘rimi?
1.41-1.43-misollarda keltirilgan munosabatlarni isbotlang.
1.41. X x (Y UZ) = (X XY) U(X x Z).
142, X xY)uUXixVi)e XUA)) x(YUuY).
1.43. (X X Y) M(Xi x Y) = (X MXX) x Y.
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1.44.

1.45.

1.46.

1.47.

1.48.

1.49.

X xY)UXi xY) = (XUXi) x (Y UY) tenglik to'grimi?

Ushbu A UB = AA {B\A) tenglikni isbotlang. Demak. " U” amalni
0" va "\ I amallar orgali ifodalash mumkin. Shunga o‘xshash:

a) "U” amalni "A4" va ” 1 amallar orgali;

b) »M" amalni ”A4" va ”U” amallar bilan:

¢) ”M” amalni "A" va ”\” amallar orgali ifodalang.

Umuman, ”U”, ”M”. "\”, :4” amallardan ixtiyoriy birini:

d) golgan uc.htasi;

e) gandaydir ikkitasi orqgali ifodalash mumkinini?

{N,} to'plamlar ketma-ketligi uchun quyidagi belgilashlami

@ o @ X
A= U Am, A, = U N A,
n—1 M=1n n=1 111=11

kiritamiz. U holda ﬂl'llA,, CA, C 4C 71L_J1 4,, munosabatlarni isbot-

lang.

Agar .Ij ¢ 12 C e bo'lsa. {4,} to'plamlar ketma-ketligi o'suv-
chi, aksincha. .4j 9 Ar 3 em bo'lganda. {/1,,} kamayuvchi deyiladi.
O'suvchi to'plamlar ketma-ketligi uchun

= * =
A, J1 I'glAn'
hamda kamayuvchi to'plamlar ketma-ketligi uchun
At = A" = 1A,
=1
tengliklarni isbotlang.

A, = :KE£z]| —maxraji n € N bo'lgan barcha ratsional sonlar

to'plami bo'lsa. A, = Z, A*= Q tengliklarni isbotlang.

Agar A3, = B. A3n\ = (m A3v-n — D, w G N bo'lsa. A* va A*
to'planilarni B. C, D to'plamlar orqali ifodalang.

15



1.51.

1.52.

1.53.

1.54.

K—— K+ —J . K ne N to'plamlar uchun

to'plamlarni toping.

Ushhu 1J M Akn C M U Akn munosabat ixtiyoriy {/a,.} . k. n GN
1=1 =1 li=lA=1
to'plamlar uchun to'g'ri. Isbotlang.

fi = {x:x=x\.X2 ..;X, ...)} barcha ketma.-ketliklar to’plami.

= {x:x = (xi, X2....X,.0,0. s} esa n+ 1- hadidan boshlab O
dan iborat ketma-ketliklar to'plami bo'lsin. U holda Q ~ U ekan-
ligini tushuntiring.

c0= \xxe= (xix2, ). Itljrpc X,, = OJf — 0 ga yaginlashuvchi bar-

clia ketma.-ketlikla.rdan iborat to'plam va p GN uchun

ya’ni modulining p—darajalaridan tuzilgan gator yaginlashuvchi bo'lgan

barcha ketma-ketliklar to'plami bo'lsin. U holda
@b U va G U Ly
bo'lishini isbotlang.

Ratsional sonlar to'plami Q = {?4- uj....... N,,...+ biror usulda nomer-

langan bo'lsin. Ixtiyoriy 5> 0 uchun
Uu@,-5 T,+5 =R
11=1

tenglikni isbotlang.
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2- 8 Akslantirishlar

Funksiya tushunchasini umumlashtirish. Ma'lumki. matematik anal-
izda funksiya. tushunchasi quyidagicha ta’riflanadi: A soniar o‘gidagi biror
'to'plam boisin. Agar har bir x G X songa / qoida bo'yicha aniq bir
y = f(x) son mos qo'yilgan boisa. u holda X to'plamda / funksiya aniglan-
gan deyiladi. Bunda A to'plam / funksiyaning aniglanish, sohasi devila-
di: bu funksiya gabul giladigan barcha giymatlardan tashkil bo'lgan E(f)
to'plam / funksiyaning giyrnatlar sohasi deyiladi, ya’ni

E(f) = {y:y = f(x). x£X}.

Agar sonli to'plamlar o'rnida. ixtiyoriy to'plamlar garalsa. u holda funksiya
tushunchasining umumlashmasi. ya’ni akslantirish ta’rifiga kelamiz. Bizga ix-
tiyoriy A va Y to'plamlar berilgan boisin. Agar har bir x G X elementga
biror / qoida bo'yicha Y to’plamdan yagona. y element mos qo'yilsa. u
holda X to'plamda aniglangan Y fo’plamdan qiyrnatlar gabul giluvchi /
akslantirish, berilgan deyiladi. Bundan keyin funksiya termini o'rniga akslan-
tirish atainasini ishlatamiz. Agar Y R yoki Y = C boisa / ga A ;la
aniglangan haqigiy yoki komphks giymatli funksiya deyiladi.

A to’plamda aniglangan va Y wplamdan giyrnatlar gabul giluvchi /
akslantirish uchun f : X —*Y belgilashdan fovdalaniladi. Endi / : A —Y
akslantirish uchun quyidagi tushunchalarni keltiramiz.

Har bir n G A uchun unga mos go’yilgan b = f(a) G Y element
a elementning / akslantirishdagi tasviri yoki aksi deyiladi. Umuman, X
to'plamning biror A qismi berilgan boisa. .4 to'plam barcha elementlar-
ining Y dagi tasvirlaridan iborat bo'lgan to'plam .4 to'plamning / ak-
slantirishdagi tasviri yoki aksi deyiladi va J{A) bilan belgilanadi. Endi b G
Y ixtiyoriy element boisin. A to’plamning b ga akslanuvchi barcha ele-
mentlaridan iborat gismi b elementning / akslantirishdagi asli deyiladi va u
f~I() = {a- GA"': f(x) = b} bilan belgilanadi. 0 ‘z navbatida har bir B C Y

to'plam uchun A ning B ga akslanuvchi (o’tuvchi) gismi B
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akslantirishdagi asli deyiladi va f~1(B) = {i 6 A' : f(x) e B] shaklda bel-
gilanadi. Agar barcha 6e B elementlar uchun ularning / I(b) aslilari bo'sh
bo'lsa. u holda B to'plamning asli ham bo'sh to'plam bo'ladi. Umuman olgan-
da, Y to'plam sifatida / akslantirishning giymatlar sohasini o’zida saglovchi
to'plam garaladi. Aniglanish sohasi X bo'lgan / : X —*Y akslantirishda
f{X) = Y tenglik bajarilsa, / akslantirish X to'plamni Y to'plamning
ustiga yoki syuryektiv akslantirish deyiladi. Umuiniy holda, ya'ni f(X) C Y
boisa, u holda / akslantirish X to'plamni Y to'plamning ichiga akslantira-
di deyiladi. Agar f : X —Y akslantirishda X dan olingan har xil x1 va x2
elementlarga har xil t/i = f{xL1) va y2 = /(a'?d tasvirlar mos kelsa, u holda
/ inyektiv akslantirish yoki inyeksiya deyiladi. Bir vagtda ham syuryektiv
ham inyektiv bo’lgan f : X —Y akslantirishga biyektiv akslantirish yoki
biyeksiya deyiladi.
Endi / :X —Y akslantirishga misollar keltiramiz.
2.1-2.3 misollarda keltirilgan akslantirishlarning giymatlar sohalarini toping.

2.1. /I :R —»R. f{x) = x2

Yechish. / : R — M, f(x) = ,r2 akslantirishning giymatlar sohasi
E(f) = [0,0c) dan iborat. Chunki barcha x € R lar uchun x2 > 0 va
ixtiyoriy y G [0,00) uchun f{y/y) = y tenglik o'rinli. O

2.2. g :R—R. g(x) = [X], Buyerda [r] belgi x sonining butun gismi.

Yechish. g :R —R, g{x) = [f] akslantirish uchun ixtiyoriy .r 6 R da
g(x) £ Z,ya'ni E(g) ¢ Z. Ikkinchidan ixtiyoriy n G Z uchun g(n) —n,
ya'ni Z C E{g). Bulardan E{g) = Z ekanligini olamiz. O

2.3. Dirixle funksiyasi 9 :R —R,

(2.1)
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Yechish. Dirixle funksiyasi O :R —R ning giymatlar soliasi, aniglanishi-

ga ko‘ra E(D) = {0.1} ikki nugtali to'plamdan iborat. O

2.4. 2.1-misoldagi / akslantirislida A = [0, 3) to'plamning aksi (tasviri) va
B = (1, 4) to'plamning aslini toping.

Yechish. f(x) = x2 akslantirish = [0, oc) da o'suvchi va uzluk-
siz funksiya boiganligi uchun /([0. 3)) = [0. 9) boiadi. Endi B = (1. 4)
to'plamning / akslantirishdagi aslini topamiz. {x € R :x2G (1. 4)} yoki
1 < x2 < 4 qo'sh tengsizlikni ganoatlantiruvchi hagigiy sonlar to'plami
f~1{B) ga teng. Bu tengsizlikning yochimi (—2, -1) U (1, 2) to'plamdan
iborat. Demak, f~1(B) = (—2. —1) U (1, 2) ekan. O

2.5. 2.3-misoldagi akslantirislida .4 = R\Q to'plamning aksi va B =

(1. oo) to'plamning aslini toping.

Yechish. D akslantirish R\Q t.o'plauming barclia elementlariga nolni mos
go'yadi. shuning uchun £>(R\Q) = {0}. Dirixle funksiyasining 1 dan Katta.
giymatlari mavjud emas. Demak. T)~I(B) =0. n

26. / :R —R. f(x) = ax b a/ 0 akslantirish biyeksiya ekanligini

isbotlang.

Isbot. Chizigli / :R-»R akslant.irishniug biyeksiya. ekanligini ko'rsatish
uchun ixtiyoriy ¢ 6 R da ax+b = ¢ tenglamaning yagona yechimga ega. ekan-
ligini ko'rsatish yetarli. Yechimning mavjudligi / : R —R. akslantirisliiiing
syuryekt.ivligini, yechimning yagonaligi esa uning inyektivligini t.a’minlaydi.

Bu tenglamaning yechimi yagona bo'lib. u x = ¢ dan iborat. O

2.7. Agar / : X —Y biyektiv akslantirish boisa, u holda ixtiyoriy A C X
uchun / :A —B (B = f{A)) ham biyeksiya bo'lishini isbotlang.

Isbot. /(-4) = B ekanligidan uning syuryektiv akslantirish ekanligi kelib
chigadi, inyektivligi esa f : X —Y ning inyektivligidan kelib chigadi. O
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2.8. Ikki to‘plam birlashmasining aksi ular tasvirlarining birlashmasiga teng,

ya’ni quyidagi tenglikni isbotlang
f{AUB)=f(A)Uf(B). (2.2

Isbot. Agar y € f(A U B) ixtiyoriy element bo'lsa, u holda y = f(x)
boiib, x element A va B to'plarnlardan aqgalli biriga tegishli boiadi. Shun-
day ekan, y £ f{A) U f(B). Bu yerdan f(A U B) c f(A)Uf{B). Endi
teskari munosabatni ko'rsatamiz. Faraz gilaylik, y £ f(A) U f{B) ixtiyoriy
element boisin. U holda y = f(x) boiib, x element .4 va B to'plarnlardan
aqalli biriga tegishli boiadi. ya’ni x £ All B. Bundan, y = f(x) £ f(A'OB)
va demak, f(A) Uf(B) ¢ f{AuB). Bu munosabatlardan (2.2) tenglik kelib
chigadi. O

Uy vazifalari va mavzuni o'zlashtirish uchun masalalar
2.9-2.11-misollardagi akslantirishlarning giyrnatlar sohasini toping.
2.9. Riman funksiyasi /R: R —* K,
agar x = % meE£Z n€N

1
fx) = { o
0. agar x £

2.3)

Bu formulada ry —qgisgarmas Kasr.
2.10. Ortogonal proyeksiyalash funksiyasi P : R2—R. P{x. y) = x.

2.11. Sferik simmetrik akslantirish

S :R3—R, S(,Ti,T2.x5) = 12+ x\ + .r2.

2.12. 2.2-misoldagi g akslantirishda A = [0, 3) to'plamning aksi va B
(1, 4) to'plamning aslini toping.

2.13. 2.9-misoldagi akslantirishda A = R\Q to'plamning tasviri va B

(1, oc) to'plamning aslini toping.
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P,14.

|.15.

ft.16.

2.17.

2.18.

2.20.

2.21.

2.22.

2.23.

Be
2.24.

t-r

Syuryektiv (inj'ektiv) funksiyalar yig'indisi va ayirmasi syuryektiv (inyek-
tiv) bo'lishi ham, boimasligi ham mumkin. Bu hollarga misollar keltiring.

Biyektiv funksiyalar yig'indisi va ayirmasi biyektiv bo'lishi ham. boimasli-

gi ham mumkin. Bu hollarga misollar keltiring.

Agar / inyektiv funksiya bo'lsa, u holda ixtiyoriy nolmas a € R soil
uchun a f ham inyektiv funksiya bo'ladi. Ishotlang.

Agar / inyektiv funksiya. boisa, u holda ixtiyoriy a £ R son uchun
a + / ham inyektiv funksiya bo'ladi. Isbotlang.

Agar / : R —R syuryektiv funksiya bo'lsa, u holda ixtiyoriy nolmas

a £ R son uchun a f ham syuryektiv funksiya boiadi. Isbotlang.

. Agar / : R —R syuryektiv funksiya boisa, u holda ixtiyoriy a £ R

son uchun a + f ham syuryektiv funksiya boiadi. Ishotlang.

Agar / biyektiv funksiya bo'lsa, u holda 3 £ R vanolmas a £ R sonlar
uchun a f + d ham biyektiv funksiya boiadi. Isbotlang.

Agar f(x) —kx + 1 k >0 funksiya uchun /(a) = c¢. J(b) = d boisa,
u holda / :[a. § —[c. d] ehizigli funksiya biyeksiya bo'ladi. Isbotlang.

Ikki to'plam birlashinasining asli ular yslilarining birlashmasiga teng,

ya'ni quyidagi tenglikni isbotlang
r Xome) =r n)un/-1p).

Ikki to'plam kesishmasining asli ular aslilarining kesishmasiga teng, ya'ni

quyidagi tenglikni isbotlang

FVAMB) =r\A)nf-\B).

Quyidagi tengliklarni isbotlang:
-1%Aa)/:gr\ﬂa), nAA7 nF\Aa
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2.25.

2.26.

2.27.

2.28.

2.29.

2.30.

2.31.

2.32.

2.33.

(2.3) tenglikni ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi to'plamlar uchun
o'rinli ekanligini. ya'ni / = %J/ (.4,) tenglikni isbotlang.

Umuman olganda. ikkita to'plam kesishmalarining aksi ular aksilarining
kesishmasiga teng emas. Bunga. misol keltiring.

2.5-misolda. keltirilgan ortogonal proyeksiyalash akslantirishi P{x. y) = x
va A —{(x,y) :0<x< 1l y—0} B={(Xy) :0<x<ly—1}
to'plamlar berilgan. P (A MB) —P (,4) MNP (B) tenglik to'grimi?

f (Ar\'B) C/ (.4) Nf (B) munosabatni isbotlang.

Biror X to'plamva. A C X qism to'plam berilgan bo'lsin. X to'plamda.

aniglangan

(2.4)

funksiya A to'plamning xarakteristik funksiyasi yoki indikatori deyi-
ladi. X\.4; AUB: AMNB: A\B; AAB to'plamlarning xarakteristik
funksivalarini Xn (T) va Xb{x) funksiyalar orgali ifodalang.

Quyidagi ikki tenglikni isbotlang.
Xu,a, {X) = sup x.da(x): Xnaka(x) = infxnaix)m

/ (x) = x2 bo'lsin. U holda:

a) / :R —»R akslantirish syuryektiv ham. inyektiv ham emas:

b) / :R —R+ akslantirish syuryektiv. ammo inyektiv emas:

¢) / : R+ —R_ akslantirish ham syuryektiv. ham inyektiv ekanligini
isbotlang.

Agar f : A—B va g :B —+A inyektiv akslantirishlar mavjud bo'lsa.
K:A —* B biyeksiya. mavjudligini isbotlang.

Agar / : A —» B va g : B —=* A syuryektiv akslantirishlar mavjud
bo'lsa, A ni B ga biyektiv akslantirish mavjudmi?
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~N34. | :K2—»M akslantirish f [(x,y)) = y tenglik bilan aniglangan. A =
{(0.y) :y GK} 1a B = {(1.y) :y 6 R} to'plamlar uchun f (An B)
va / (4) N/ (B) to'plamlarni toping. Berilgan / : K2—K akslantirish
uchun f (AN B) ~f (A) Nf (B) tenglik to'g'rimi?

2.35. Ixtiyoriy / : A — Y akslantirish ya A, B C A to'plamlar uchun
AC B bo'lsa. / (.4) ¢ / (B) munosabatni isbotlang.

2.36. /| : X —Y akslantirish uchun quyidagi jumlalar teng kuchli ekanligini
isbotlang:
a) / — inyektiv;
b) ixtiyoriy ABc X uchun/ (4nB)=/ (1) N/(B);
c) barcha B ¢ .4 to'plamlar uchun / (A\B) = f (/1) \/ (B) ;
d) ixtiyoriy A C A" uchun f~1(/(-4)) = A .
2.37. | : X —»V akslantirish va I, B <zY to'plamlar uchun
Q) /{r 1(A) =NM/(X) :
b)1 D B boiganda f~1(A\B) =/ 1(4)\/ _1(B) tengliklarni isbot-

lang.

2.38. | ;A" —[h 10], /(8) = a2+ funksiya berilgan. / ustiga (syuryektiv)

akslantirish boiadigan maksimal A to'plamni toping.

2.39. / : R —aR. f{x) = 0,5 m[a] funksiya berilgan. Agar A = [0. §],
B = (2, 3) bo'lsa, f{A) va f~I{B) to'plamlarni toping.

2.40. /| : A R+, f(x) = x2+ 1 funksiya berilgan. A to'plam ganday
detanlansa, / inyektiv akslantirish boiadi?

2.41. M[x. y) nugta (0, 1) x (0, 1) kvadratning ixtiyoriy nuqtasi boisin.
Uning abssissasi x va ordinatasi y larni cheksiz davriy o'nli kasr ko'rini-
shida x = 0,IN213... va y = 0,mim~mz ... tasvirlaymiz. Quyidagi
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/ (0, 1) x (O, 1) — (0. 1) akslantirishni
f{M(o. n1n2ns.... 0. T TOrN3...)) = P(0 nxTxnoTowTs . )
aniglaymiz. Bu akslantirish syuryektiv boiadimi? Biyektivchi?
2.42. | :[0, #] —m[1 1], f{x) = cosx.
:[0.m -> [0. 1], y(x) = sinx,
Ao, O, 1, ® ) = sinr,

¢ : [0. 3] —[0. 10]. i'(.r) = .r2+ 1. akslantirishlar ichidan inyektiv.
syuryektiv va biyektivlarini ajrating.

«

3-§. To‘plamlar quvvati

To‘plamlarni sinflarga ajratish. Ekvivalentlik munosabatlari.

Ko'pgina masalalarda berilgan to’plam elementlarini ba’zi belgilariga garab
o'zaro kesishmavdigan gism to'plamlarga ajratiladi. Masalan, fazoni markazi
koordinata boshida va radiusi r bo’lgan har xil sferalarga ajratish mumkin
va bu sferalar o’zaro kesishmaydi. Bir shahar aholisini bir yilda tug'ilganlik
belgisiga ko'ra gism to'plamlarga ajratish mumkin. Bundav misollarning har
biri to'plamni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish deyiladi.

To'plamlarni o’zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish belgilari har xil bo'li-
shi mumkin. Ammo bu belgilar ixtiyoriy emas. Masalan. tekislikda ikki a va
b nugtalar orasidagi masofa 1 dan kichik bo'lsa. ularni bitta sinfga kiritsak.
bu belgi tekislikni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajratmaydi, chunki a va
b nugqtalar orasidagi masofa 1 dan kichik. b va ¢ nugtalar orasidagi masofa
ham 1dan kichik bo'lib, a va ¢ nuqtalar orasidagi masofa 1 dan katta bo'lishi
mumkin. Bundan ko'rinadiki, a va b nugtalar bir sinfda. b va ¢ ham bir
sinfda. U holda bir sinfga orasidagi masofa. 1 dan katta bo'lgan a va. ¢ nug-
talar tegishli bo'ladi. Hosil gilingan xulosa sinflarning tashkil gilinishiga zid.
ya'ni tekislik bu belgi yordamida o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajralmaydi.

Endi to'plam elementlari ganday shartlarni ganoatlantiruvchi belgilar yor-
damida o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajralishini garab chigamiz.
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3.1-ta’rif. X x X to'plamning ixtiyoriy R gism toplami munosabat dey-
iladi. yahi (a.b) G R bo'lsa, a element b element bilan R munosabatda
deyiladi va a - b shaklda belgilanadi.

3.2-ta’rif. Agar R munosabat quyidagi shartlarni ganoatlantirsa. unga
ekvivalentlik munosabati deyiladi:

1 Ixtiyoriy a € X element uchun a ~ a (refleksivlik);

2. Agar a ~ b bo'lsa. nholda b~ a (sirnmetriklik):

3. Agar a ~ 6va b~ ¢ boisa, u holda a ~ ¢ (tranzitivlik).

Ekvivalent to'plamlar. Chekli va cheksiz to'plamlar. Chekli dona el-
ementdan iborat to'plamga chekli to'plam deyiladi, aks holda to'plam cheksiz
deyiladi. Cheksiz to'plamlar ichida eng soddasi sanogli to'plam deb ataluvchi-
laridir.

3.3-ta’rif. Agar M toblam bilan natural sonlar to‘plami o’rtasida biyek-
tiv moslik o'rnatish mumkin bo'lsa. M ga sanogli to'plam deyiladi.

Boshgacha aytganda, agar M to'plam elementlarini natural sonlar vosi-
tasida cu.ao.....a,.... cheksiz ketma-ketlik ko'rinishida nomerlab chigish
mumkin boisa. M ga sanogli to'plam deyiladi. Chekli yoki sanogli to'plamlar-
ni ifodalashda. biz {} gavsdan foydalanainiz. Masalan. 1. 2, 3. 4 sonlardan
iborat to'plamni {1,2. 3.4} shaklda yozamiz.

3.4-ta’rif. Sanogli bo'Imagan cheksiz to'plam sanogsiz to'plam deyiladi.

3.5-ta’rif. Agar A va B to'plamlar o’rtasida biyektiv moslik o'rnatish
mumkin boisa. u holda ular ekvivalent to'plamlar deyiladi va A ~ B shaklda
belgilanadi.

Endi sanogli to'plam tushunchasini boshgacha ta’riflash mumkin: agar to'p-
lam natural sonlar to'plamiga. ekvivalent boisa. u sanogli to'plam deyiladi.

3.6-ta’rif. [0, 1] kesma va unga ekvivalent bo'lgan to*plamlar kontinuum
quvvatli to'plamlar deyiladi.

3.1-teorema. [0: 1] kesmadagi hagigiy sonlar to'plami sanogsizdir.

Kantor-Bernshteyn teoremasi yordamida to'plamlarning ekvivalentligi oson
tekshiriladi. Bu teoremani quyidagicha bayon gilish mumkin.



3.2-teorema (Kantor-Bernshteyn). Agar A to'plam B to'plamning Bj
gismiga, B to'plam esa A to'plamning Ai qgismiga ekvivalent bo'lsa, n holda
A va B to'plamlar ekvivalentdir.

To‘plamlar quvvati. Agar ikkita chekli to'plam ekvivalent bo'lsa, ularn-
ing elementlari soni teng boiadi. Agar A va B to'plamlar ekvivalent boisa, u
holda ular bir xil quvvatga ega deyiladi. Shunday qilib. quwat ixtiyoriy ikki ek-
vivalent to'plamlar uchun umumiylik xususiyatidir. A to'plamning quvvati A
bilan belgilanadi. Agar A va B to'plamlar bir xil quvvatga ega bo'lsa. u holda
biz A = B shaklda yozamiz. Agar .4 va B to'plamlar ekvivalent bo'lmasa va
A to'plam B to'plamning biror gismiga ekvivalent bo'lsa, u holda B to'plam
4 to'plamdan quvvatlirog deyiladi va A < B shaklda yoziladi. Agar A chekli
to'plam bo'lib, uning elementlari soni n ga teng bo'lsa, u holda A = n shakl-
da yoziladi. Natural sonlar to'plami va unga ekvivalent to'plam quvvati uchun
No ("alefnol" deb o'giladi) belgidan foydalaniladi. [0, 1] kesma va unga ekvi-
valent to'plamlar "kontinuum quwat" li to'plamlar deyiladi. Bu quwat uchun
¢ simvol ishlatiladi, ya’ni A ~ [0. 1] boisa, u holda A —c shaklda yoziladi.
Agar B to'plamning biror B\ xos gism to'plami kontinuum quvvatli bo'lib,
B > Bi bo'lsa, u holda B giperkontinuum quvvatli to‘plam deyiladi.

Agar ,4 va B to'plamlar chekli to'plamlar bo'lib, n va m mos ravishda
bu to'plamlar elementlarining soni bo'lsa, A to'plamni B to'plamga barcha
akslantitishlar soni mn ga tengdir. Bunga ko'ra ixtiyoriy quvvatlarni darajaga
ko'tarishni quyidagicha tariflash mumkin: .4 va B to'plamlar quvvati mos
ravishda a va & bo'lsin. U holda .4 to'plamni B to'plamga barcha aks
ettirishlar to'plami B A ning quvvati 0 ning a darajasi deyiladi va 8a kabi
belgilanadi.

3.3-teorema. 2R = ¢

3.4-teorema. Bo'sh bo'lmagan A to'plam quvvati a bo'lsa. n holda A
ning barcha gism to'plamlaridan tuzilgan to'plam quvvati 2°, shu A to'plam

quvvatidan katta, ya'ni, 2° > a.

3.1. Bizga / : A" —* Y akslantirish berilgan bo'lsin. Agar a.b G X ele-



mentlar uchun f(a) = f(b) bo'lsa.. ularni f munosabatda deymiz. Bu

munosabatning ekvivalentlik munosabati bo'lishini isbotlang.

Isbot. Ixtiyoriy a £ X uchun f(a) = /(a) tenglik o'rinli. ya'ni a~ a
(refleksiv) munosabat o'rinli. f(a) = f(b) tenglikdan f(b) = f(a) tenélik
kelib chigadi, bundan f munosabatning simmetriklik xossasi kelib chigadi.
Agar f(a) = f(b) va f(b) = /(c) bo'lsa. u holda /(a) = /(c) bo'ladi. Bu
esa ip munosabatning tranzitivlik xossasini isbotlaydi. Demak. p munosabat

ekvivalentlik munosabati bo'ladi. O
3.2. Z — butun soniar to'plami sanogli. Isbotlang.

Isbot. Butun soniar to'plami Z va natural soniar to'plami N o'rtasida
biyektiv moslikni quyidagicha o'rnatish mumkin:
+ 1
;b N, /(n)q: f2n+1 ~agar n>0
[ —2n. agar n< 0.
/' ning biyektiv akslantirish ekanligi oson tekshiriladi. Demak. butun soniar

to'plami sanoqli ekan. O

3.3. Ixtiyoriy ikkita [a, b] va [c. d] kesmalardagi nuqtalar to'plamlari ekvi-
valentligini isbotlang. Bu yerda a < b, ¢ < d deb faraz gilinadi.

Isbot. Bu to'plamlar o'rtasida biyektiv moslikni

f:[a b->[c d. p(r) = (x - a)+c

—a
orgali o'rnatish mumkin. f(a) = ¢, p(b) = d ekanligini hisobga olsak. <
ning biyektiv akslantirish ekanligi 2.21-misoldan kelib chigadi. O

3.4. [0. 7 kesmava (0. 1) interval ekvivalent ekanligini isbotlang.

Isbot. Buto'plamlarni ekvivalent ekanligini ko'rsatishda Kantor-Bernshteyn
teoremasidan foydalanamiz. .4 = [0. 1]. A\ = (0. 1), B = (0. 1) va By =
[1/4. 1/2] desak. u holda 3.3-misolga ko'ra .4 ~ B, boiadi. = B bo'lganligi
uchun / : Ai — B, Ix = x akslantirish biyeksiva boiadi. ya’ni B ~ A\.
Kantor-Bernshteyn teoremasiga ko'ra A ~ B . O



3.5. Kantor to'plamini kontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.

Isbot. Dastlab Kantor to'plami qurilishini bayon gilainiz. E — [0. 1]
bo'lsin. Undan Ki = (3_1,2 m371) intervalni cliigarib taslilaymiz, golgan
yopiq to'plamni F\ bilan belgilaymiz. Keyin FL dan K2\ = (9_1,2 w9 va
AZ2= (7-9 1,8-9 * intervallarni chiqarib tashlaymiz, ularning birlashmasini
K2 orgali. qolgan yopiq to'plamni. ya'ni

Fi\K2= 0,
9]~ [9 3 n

to'plamni F2 bilan (3.1-chizma) belgilaymiz. Bu to'rtta kesmaning har biri
teng 3 gismga bo'linib, o'rtadagi uzunligi 3-3 ga teng bo'lgan interval chigarib
tashlanadi. Chigarib tashlangan

Ka UNRUABUKN — 1 V(L £ ) VL Ne j/125 26
27 271 NANRT 271 N V27 27/ U V27 27

to'plamni K3 bilan E2AK3 ni esa F3 bilan (3.1-chizma) belgilaymiz. Bu
jarayonni cheksiz davom ettirib, yopiq to'plamlarning kamayuvchi Fn ketma-
ketligini hosil gilamiz. Agar

K- I F,

deb belgilasak, K yopiq to'plam boiadi. U [0. 1] kesmadan sanoqli sonda-
gi Ki, K2...., Kn,... intervallarni chigarib tashlash natijasida hosil boiadi.

Hosil boigan A" to'plam Kantor to'plami deyiladi.

N
1/3 2/3
19 209 13 213 719  8/9
e [ JE R
0j__L1 2 H i 2192 7 |
27 27 0 9 27 22 3 3 a? 27 9 9 27 27
3.1-chizma
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Endi K to'plamning tuzilishini (strukturasini) o'rganamiz. Ravshanki. [0. 1]

kesmadan chiqarib tashlangan intervallarning oxirlari bo'lgan

i | 5miel-i - Q)

nugtalar K ga tegishli boiadi. Birog K to'plam fagat shu nuqtalardan iborat
emas. [0, 1] kesmadagi K ga tegishli bo'lgan nugtalami quyidagicha xarak-
terlash mumkin. Bulling uchun [0, 1] kesmadagi har bir x ni uchlik sistemada

yozamiz:
oi @ a3 a,,

x-7 ¥ ¥ ¥

bu yerda a, soniar 0. 1 va 2 ragamlardan birini gabul gilishi mumkin. O'nli
kasrlar holidagidek bu yerda ham ba'zi sonlarni ikki xil ko'rinishda yozish
mumkin. Ma.sa.lan.

1 1 0
3~P Fo~3'¥"'"—
Endi K to’plamga tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasi hagida

fikr yuritamiz. Ravshanki. (1—, Z\J intervaldagi sonlarniiig uchlik sistemadagi

\9

yoyilmasida < son albatta 1 ga teng boiadi. (9 g)) va g) inter-
vallarga tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yc;yilmasida ai son albatta 1

a teng boiadi. Xudcli shunga. o'xshash (m=—a — | (—. — ] W (—e¢ —"
R g &=l ™z 2"z 7

va "2 intervallarga tegishli soniar uchun ularning uchlik sistemada-
gi yoyilmalarida a3 son albatta 1 ga teng boiadi va hokazo. Shunday qilib.
ixtiyoriy x € [0. 1)\A' son uchun uning uchlik sistemadagi yoyilmasida gat-
nashuvchi ai, 22,... a,,,... sonlarning kamida bittasi 1 ga teng. Aytilgan mu-
lohazalardan quyidagi xulosa kelib chigadi: K to'plamga kamida bir usul bi-
lan uchlik kasr ko'rinishida tasvirlanuvchi shunday x e [0, 1] soniar kiradiki.
ularga mos oj. 02----a,,,... ketma-ketlikda 1 ragami biror marta ham uchra-

maydi. Shunday qilib, har bir x G K uchun

ax, a2,mma,,.... 3.2)
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ketma-ketlikni mos qo'yish mumkin, bu yerda c¢,, ragam O yoki 2 ni gabul
giladi. Bunday ketma-ketliklar to'plami kontinuum quvvatli to'plamni tashkil
giladi. Bunga ishouch hosil gilish uchun har bir (3.2) ketma-ketlikka.

bU b2........b,.... (3.3)

ketma-ketlikni shunday mos go'yamizki, agar an = O bo'lsa, bn = O bo'ladi.
agar a,, = 2 bo'lsa. bn = 1 boiadi. Har bir (3.3) ketma-ketlikni, [0. 1]
kesmadagi biror r sonning ikkilik kasr yozuvi deb garash mumkin. Shunday
gilib, K to'plamni [0, 1] ga biyektiv akslantirisimi olamiz. Bu yerdan K
ning kontinuum quvvatli to'plam ekanligi kelib chigadi. O

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalaiar

3.6. M to'plamda Kkiritilgan \p munosabat M ni o'zaro kesishmaydigan
sinflarga ajratishi uchun uning ekvivalentlik munosabati bo'lishi zarur va

yetarli. Isbotlang.

3.7. Har ganday / : X —Y akslantirish yordamida .Y ni o'zaro kesishmay-

digan sinflarga. ajratish mumkinligini isbotlang.

3.8. 3.7-misoldan foydalanib. ortogonal proyeksivalash akslautirishi
P : K2 —K, P(x.y) = x yordamida IR2 ni o'zaro kesishmaydigan

sinflarga ajrating.

3.9. Sferik simmetrik akslantirish S : R3—R_, 5(.Ti, x2,xz) = X2+ x\ + x§
yordamida R3 fazoni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajrating.

3.10. Agar x va y haqiqgiy sonlarning ayirmasi butun son bo'lsa. ularni ip
inunosabatda deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo'lishini

isbotlang.

3.11. Butun gismlari bir xil haqiqgiy sonlarni bir sinfga to'plash yo'li bilan
hagigiy sonlar to'plamini sinflarga ajratamiz. Bu sinflarga ajratishga. mos

keluvchi akslantirisimi quring.
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3.12. Agar a va p kompleks sonlarning mavhum gismlari teng boisa.. ularni

if munosabatda deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo'ladimi?
Endi sanoqli va sanogsiz to'plamlarga misollar keltiramiz.

3.13. Barclia juft natural sonlar to'plami va natural sonlar to'plami o'rtasida

biyektiv moslik o'rnating.
3.14. Ratsional sonlar to'plamining sanogli ekanligini isbotlang.

3.15. Sanogli to'plamning ixtiyoriy gism to'plami chekli yoki sanoglidir. Isbot-
lang.

3.16. Chekli yoki sanoglita sanogli to'plamlar birlashmasi yana sanoqgli to'p-

lanidir. Isbotlang.

3.17. Chekli sondagi sanogli to'plamlarning Dekart ko'paytmasi sanoqli to'p-
lamdir. Isbotlang.

3.18. Har ganday cheksiz to'plam sanogli gism to'plamga ega.
3.19. R va (0, 1) interval ekvivalent to'plamlar ekanligini ishotlang.

3.20. Ixtiyoriy cheksiz to'plam o'zining biror xos gism to'plamiga ekvivalent
bo'ladi. Isbotlang.

3.21. O'zbekistondagi barcha talabalar to'plami sanoglimi?

3.22. Ayirmasi chekli, kesishmasi sanoqgli bo'lgan A va B sanogli to'plamlar-

ga misol keltiring.

3. Simmetrik ayirmasi sanoqli, kesishmasi chekli bo'lgan .4 va B sanoqgli

to'plamlarga misol keltiring.

£.24. A va B sonli to'plamlar sanoqgli bo'lsa, ularning arifmetik yig'indisi

ham sanoqli bo'lishini isbotlang.
3.25. {{ieS :sinx = 0.5} to'plam sanogli ekanligini isbotlang.
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3.26.

3.27.

3.28.

3.29.

3.30.

3.31.

3.32.

3.33.

3.34.

3.35.

3.36.

3.37.

{x € R : cosx € Q} to'plamning quvvatini toping.

Barcha ratsional koeffit.siyent.li ko'phadlar to'plami sanogli ekanligini is-

botlang.

Agar £ son biror ratsional koeffitsiyentli ko'phadning ildizi bo'lsa, £ al-
gebraik son deyiladi. Algebraik sonlar to'plamining sanogli ekanligini is-

botlang.

Agar A to'plam B ga, B to'plam C ga ekvivalent boisa. u holda .4

to'plam C ga ekvivalent bo'lishini isbotlang.

To'plamlar o'rtasida. kiritilgan ekvivalentlik munosabati refleksiv. sim-.

metrik va tranzitiv bo'lishini isbotlang.
[0. 1] kesmadagi hagigiy sonlar to'plami sanogsizdir. Isbotlang.
[0, 1] kesmani (0. 1) intervalga biyektiv akslantiruvchi moslikni quring.

[ 1 x [, 1] kvadratva [a. b x [c, d] to'g'ri to'rtburclmk o'rtasida

biyektiv moslik o'mating.

[—L 1 x [0, 1] va R2o'rtasida biyeksiya o'rnating.
Hagqiqiy sonlar to'plami sanogsizdir. Isbotlang.

R\Q va R o'rtasida biyeksiya o'rnating.

A chekli B sanogli to'plam bo'lsin, u holda B ~ AUB. B ~ AAB

ekanligini isbotlang.

3.38-3.42-misollarda keltirilgan to'plamlarni kontinuum quvvatli ekanligini

isbotlang.

3.38.

3.39.

3.40.

Tekislikdagi barcha nugtalar to'plami.
Sfera sirtidagi nugtalar to'plami.

Uch o'lchamli fazodagi nuqtalar to'plami.
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3.45.

3.46.

3.47.

3.48.

3.49.

3.60.

8.61.

3.52.

. Sfera ichidagi nuqtalar to'plami.
. [a. 6] kesmada aniglangan uzluksiz funksiyalar to'plami.

. Tekislikdagi ratsional koordinatali nugtalar to'plamining sanogli ekanlig-

ini isbotlang.

. Ixtiyoriy cheksiz M va sanogli A to'plamlar uchun M~MUA munos-

abatni isbotlang.

Ixtiyoriy kontinuum quvvatli M va sanogli A to'plamlar uchun
M ~ ALUA. Al ~ AINA. Al ~ AIAA munosabatlarni isbotlang.

Ikkita har xil cheksiz o'nli kasrli voyilmalarga ega bo'lgan sonlar to'pla-
mining sanogli ekanligini isbotlang.

Barcha irratsional sonlar to'plamining sanogsiz ekanligini isbotlang.

[0, 1] dagi barcha. ratsional sonlar bilan [0, 1] x [0. 1] dagi barcha rat-
sional koordinatali nuqtalar to'plami o'rtasida biyeksiya o'rnating.

Koordinata boshidan o'tuvchi barcha to'g'ri ehizigla.r to'plami [0, 1] to'p-
lamga ekvivalent.ini?
[0, 1] to'plamni [0. 1] x 0. 1] to'plamga bivektiv akslantiring.

oCc £
Ushbtl I\I(ilz\r gatorda sn soni oyoki 1ga teng bo'lishi mumkin. Demak.

gator yaginlashuvchi. Ixtiyoriy x G [0. 1] uchun s, sifatida 0 yoki 1

sonlarni shunday tanla.sh mumkinki.
K2

n=1
tenglik o'rinli bo'ladi. Isbot giling. Qanday x sonlar ucliun bu tanlash

yagona usulda amaiga oshiriladi?

Sonlar o'gidagi A to'plamning ixtiyoriy ikki nuqtasi orasidagi masofa
birdan katt.a bo'lsa, A ning chekli yoki sanoqli to'plam ekanligini isbot-

lang.

33



3.53. 3.51-masaladan foydalanib hadlari fagat 0 yoki 1 bo'lgan barcha ketma-

ketliklar to'plami kontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.

3.54. Chekli sondagi kontinuum quvvatli to'plamlarning Dekart ko'paytmasi
kontinuum quvvatga ega. Isbotlang.

3.55. Kontinuum quvvatli sonli to’plamlarning arifmetik yig'indisi yana kon-

tinuum quvvatli to'plami bo'lishini isbotlang.

3.56. Sanogli va kontinuum quvvatli to'plamlarning Dekart ko'paytmasi kon-

tinuum quvvatga ega. Isbotlang.

3.57. Sanogli va kontinuum quvvatli sonli to'plamlarning arifmetik yig'indisi

kontinuum quvvatli to'plam bo'lishini isbotlang.
3.58. Agar Ac B CC bo'llib. A~ C bo'lsa, A ~ B bo'lishini isbotlang.

3.60-3.62-misollarda keltirlgan to'plamlarni 3.4-teoremadan foydalanib gi-
perkontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.

3.59. [0. 1] kesmaning barcha gism to'plamlaridan iborat to'plam.

3.60. [0, 1] kesmada aniglangan va giymatlari fagat 0 yoki 1 bo'lgan barcha
funksiyalar to'plamining kontinuumdan quwatliroqg, ya’ni giperkontinu-
um quvvatli bo'lishini isbotlang.

3.61. R2 ning barcha gism to'plamlaridan iborat to'plam.

3.62. [0. 1] kesmada aniglangan barcha funksiyalar to'plami.
4-8. To‘plamlar sistemalari

To‘plamlar halgasi va yarim halqgasi. Elementlari to'plamlardan ib-
orat to'plam to'plamlar sistemasi deyiladi. Biz asosan oldindan berilgan X
to'plamning ba’zi gism to'plamlaridan iborat. sistemalarni garaymiz. To'plam-
lar sistemalarini belgilash uchun biz gotik alifbosining bosh harflaridan foydala.-
namiz. Bizni asosan to'plamlar ustidagi ba'zi amallarga nisbatan yopiq bo'lgan

sistemalar gizigtiradi.



4.1-ta’rif. Agar © to'plamlar sistemasi simrnetrik ayirma va kesishma
trnallariga nisbatan yopig. ya'ni ixtiyoriy A, B € & to'plamlar uchun AAB G
5 va ATIB GO bo'lsa, nholda © to'plamlar sistemasiga halga deyiladi.

Sf.l.. Agar 6 to'plamlar sistemasi lialga bo'lsa. u holda © birlashma va ayir-
ma amallariga nisbatan ham yopiq bo'ladi. Isbotlang.

Isbot. Ixtiyoriy A, B to'plamlar uchun A UB = (AAB) A (AC\B)
(1.12-misol) va A\B = A A (A 1B) (1.13-misolga garang) tengliklar o'rinli.
Bu tengliklardan hamda © sistema halga ekanligidan ,4uB e 6 va A\B G
6 munosabatlar kelib chigadi. O

Demak, halga. birlashma va. ayirma amallariga nisbatan ham yopiq sistema
bo‘lar ekan. Ushbu JI\J1 = 0 tenglik ko'rsatadiki, har ganday halga. o'zida.
bo‘sh to'plamni saglaydi. Fagat bo'sh to'plamdan iborat sistema mumkin bo‘l-
gan halgalar ichida eng kichigi bo'ladi.

Agar © to'plamlar sistemasida shunday E € © to'plam mavjud bo'lib.
ixtiyoriy A £ & uchun AC\E —.4 bo'lsa. E to'plam © sist.emaning "bir-
lik elementi™* yoki "bin" deyiladi. Sistemaning bin deganda shu sistemadagi
maksimal toplam tushuniladi. Hamma sistemalar ham maksimal to'plamga
ega boiavermaydi. Masalan, natural soniar to'plamining barcha. chekli gism
to'plamlaridan iborat sistemada maksimal 'o’'plam mavjud emas. Birlik ele-
mentga ega bo'lgan to'plamlar halgasi algebra devibuT. Bazan. halga tushun-
chasiga nisbatan umumiyroq bo'lgan to'plamlar yarim halgasi tushimchasidau
ham foydalaniladi.

4.2-ta’rif. Agar © to'plamlar sistemasi quyidagi uch shartni ganoatlantir-
sa, unga yarim halga deyiladi:

a) © sistema bo'sh to'plamni saglaydi;

b) © sistema to'plamlar kesishmasi amaliga nisbatan yopig. ya'ni A, B €
6 munosabatdan .4 B € © munosabat kelib chigadi:

c) Agar A GO©. A\ GO boiib, .4! ¢ .4 boisa. n holda © sistemaning

o'zaro kesishrnaydigan J12,...:A,, cheklita elementlari mavjud bo'.lib, quyida-
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gi tasvir o'rinli boiadi:
A\Ay = UMAK.

Agar A to'plam o'zaro kesishmaydigan Ay. A2, ..., A,, to'plamlar birlash-
masidan ilqorat bo'lsa, bu birlashma A to'plamning chekli yoyilmasi deyiladi
va A —JJ A shaklda ham yoziladi.

Ixtiyokrfy} 6 to'plamlar halgasi yarim halga bo'ladi. chunki halga bo'sh
to'plamni saglaydi va kesishma amaliga nisbatan yopig. Endi c) shartning
bajarilishini ko'rsatamiz. A va A\ (.4i C ,4) to'plamlar 6 halgaga tegish-
li bo'lsa. u holda An — I\J1] G © boiib, A = A\ U 42 chekli yoyilma
o'rinli boiadi. Demak. har ganday halga yarim halga bo'lar ekan. Lekin, yarim
halga aoim halga boiavermaydi (4.14-misolga garang). Agar © to'plamlar
halgasi undan olingan ixtiyoriy A\. A2.ees A ... to'plamlar ketma-ketligi
bilan birgalikda ularning vig'indisi I—'Iél An ni ham o'zida. sagla.sa. Lholda ©
sistemaga a — halga deyiladi. Agar © to'plamlar halgasi undan olingan ix-
tiyoriy A1.A2,.... An.... to'plamlar ketma-ketligi bilan birgalikda ularning

kesishmasi ng An ni ham o‘zida. saglasa, u holda 6 sistemaga 6— halga

I
deyiladi. Agar a — halganing birlik elementi mavjud bo'lsa, u o — algebra
deyiladi. Birlik elementli 6 — halga 5— algebra deyiladi. Shuni ta'kidlash

lozimki, ikkilik prinsipidan, ya'ni
E\U 4, = M(E\An), E\I‘1I1 An= h.l(E\A,,)

munosobatlardan ((1.1) va (1.4) ga garang) a —algebrava 5 —algebra t.ushun-
chalarining ustma-ust tushishi kelib chigadi.

4.1-teorema. Ixtiyoriy boshmas © to'plamlar sistemasi uchun © ni
o'zida saglovchi va © ni saglovchi barcha ¢ halgalarda saglanuvchi yagona
971(®©) minimal halga mavjud. Agar © yarim halga boisa. u holda 971(©)
minimal halga .4* to'plamlar (4* € ©) bo'yicha A = ! Ah chekli yoyil-
maga ega bo'lgan A to‘plamlarning X sistemasi bilan ustma-ust tushadi.

571(6)—6 sistema ustiga qurilgan minimal halga deyiladi.

Har ganday cheksiz A to'plamning barcha. gism to'plamlari sistemasi 21(J1).
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a —algebra boiadi. Agar biror © sistema berilgan bo'lsa, doim uni saglovchi
a —algebra mavjud. Hagigatan ham. agar X = JQ’SA desak, X ning barcha
gism to'plamlaridan tuzilgan 21(A), sistema © ni o'zida saglovchi a —algebra
boiadi. Agar ¢, © ni o'zida saglovchi ixtiyoriy a — algebra va X uning biri
boisa, u holda ixtiyoriy A e®© to'plam A ¢ X munosabatga bo'ysunadi, va
shunday ekan. X = U A ¢ X. Agar © ni saglovchi ¢ - a— algebraning
biri X uchun X = X munosabat bajarilsa, bu a —algebra (© ga nisbatan)
keltirilrnaydigan a — algebra deyiladi.

4.2-teoreina. Ixtiyoriy boshmas © to'plamlar sistemasi uchun (bu sis-
temaga nisbatan) keltirilrnaydigan shunday ®(©), a — algebra rnavjudki, bu
a— algebra © ni saglaydi va © ni saglovchi barcha a — algebralarda
saglanadi.

4.2-teoremada keltirilgan a — algebra 6 sistema ustiga qurilgan minimal
a —. algebra deyiladi.

Sonlar o'gidagi barcha [a, § kesmalar va [a, b). (a, G yarim intervallar
va (a. b) intervallardan tashkil topgan © yarim halgani garasak. u holda
© ustida qurilgan keltirilrnaydigan minimal QS(©). a — algebra elemeutlnvi
Borel to'plamlari yoki "Borel tipidagi to‘plamlar deyiladi.

K sonlar o'gi, .y uning biror nugtasi bo'lsin. K da 0£(x0) = = (x0—
£, Xo+ %) interval x» nugtaning r — atrofi deyiladi. Bizga M C X to'plam
va i € R nuqgta berilgan boisin. Agar ixtiyoriy r > 0 uchun Ot (x) N
M & O munosabat bajarilsa, x nuqta [/ ning urinish nuqtasi deyiladi.
M to'plamning barcha urinish nuqtalaridan iborat to'plam, M ning yopig'i
deyiladi va u [M] bilan belgilanadi. Agar x ning ixtiyoriy 0 €(x) atrofi M
ning cheksiz ko‘p elementlarini saglasa, u holda x nugta A/ to'plamning lim-
itik nuqtasi deyiladi. M ning barcha limitik nuqtalaridan iborat to'planmi
M* bilan belgilaymiz. Agar M = M' bo'lsa. M ga mukammal to 'plain dey-
iladi. M to'plamga tegishli x nuqta uchun shunday r > 0 mavjud bo'lib,
Oc(x) MM = {x} bo'lsa, u holda x nugta M to'plamning yakkalangan
nugtasi deyiladi. Agar M to'plam uchun M = [M] tenglik bajarilsa, M ga
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yopiq to'plam deyiladi. Boshqgacha. aytganda. agar to'plam o'zining barcha li-
mitik nuqgtalarini saglasa. u yopiq to'plam deyiladi. Agar x £ M nugta. uchun
shunday e > 0 mavjud boiib. Oc(x) C M boisa. x nugta M to'plamning
ichki nugtasi deyiladi. Agar to'plamning barcha nuqtalari ichki nuqgta boisa.
u ochiqg to'plam deyiladi. Ya'ni fagat ichki nugtalardan tashkil topgan to'plam
ochiq to'plam deyiladi. Agar A va B to'plamlar uchun B C [4] boisa,
u holda 4 to'plam B to'plamda zich deyiladi. Xususan. agar [/ = R
boisa. .4 to'plam K ning hamma yerida zich deyiladi. Agar A to'plam
birorta ham (xo —e, io + c) intervalda zich bo'Imasa, u holda A hech yerda
zichmas deyiladi. Xuddi shunday tekislikdagi to'plamlar uchun ham ochiq
va yopiq to'plam, hamda hamma yerda zich va hech yerda zichmas to'plam
tushunchalari Kiritiladi.

Endi Borel to'plamlarim quyidagicha ham ta'riflash mumkin.

4.3-ta’rif. Sonlar o'gidagi barcha ochiq va yopiq to'plamlar. ularning chek-
li yoki sanogli birlashmalaridan iborat to'plamlar va ularning toidiruvchilari
Borel to'plamlari yoki Borel tipidagi to'plamlar deyiladi.

4.4-ta’rif. Bo'sh bo'lmagan X to‘plamda * binar amal kiritilgan bo'lib.
n quyidagi shartlarni gauoatlantirsa:
1) ixtiyoriy x,y.z GX lar uchun (x*y) *z = x * (y *z) bo'lsa
2) shunday e € X element mavjud boiib. ixtiyoriy x € X uchun e *x =
X *t = x bo'lsa
3) ixtiyoriy x G X uchun shunday :r 1 G X element mavjud bo'lib. x *
x~1 = e bo'lsa, (X, *) juftlikka gruppa deyiladi. Agar X gruppadagi ixtiyoriy

X.y lar uchun x *y = y *x boisa. X ga kommutativ gruppa deyiladi.

4.2. Sonlar o'gidagi barcha [a. b) yarim ochiq int.erva.llar sistemasi —© yarim

halga bo'lishini isbotlang.

Ishot. © bo'sh [a, a) = 0 to'plamni saglaydi. © to'plamlar kesishrna
amaliga nisbhatan yopig. ya'ni [a,6), [c.d) G© munosabatdan [a. 6n fc.d) G
© (4.1-chizma) munosabat kelib chigadi.
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fn,i)fl[c,d) = [c b)
a c b d

4.1-chizma

[a b) e ©, [ai, bi) 6 6, va [aj. b\) C [a b) ekanligidan [a, b)\[cii, b\)
= [a ai) U [B4 b) tasvir (4.2-chizmaga garang) o'rinli hamda [a, ai) va

[ b) lar © ga garashli. Demak, © yarim halga boiadi. O
ta,i)\[elli]) =
-—-1 A * 1--—-
a a b i b
4.2-chizma

4.3. 4.2-misolda keltirilgan © sistema halga boimaydi. Isbotlang.

Isbot. Bulling uchun S sistemaning to'plamlar simmetrik ayirmasi aina-
liga nisbatan yopiq emasligini ko'rsatish yetarli. © sistemadan olingan A =
[0. 5) va B = [1, 3) to'plamlarning simmetrik ayirmasini garayiniz. Bu hol-
da AAB —[0. 1) U[3, 5) bo'lib. u © sistemaga garashli emas. Demak, ©

sistema halga boimaydi. n

44, ©= {A ¢ R:A yo MV tn'plamlardan biri chekli} sistemaning a —
algebra boia olmasligini koi'sating.

Isbot. Berilgan © sistema sanogli birlashmaga nisbatan yopiq emas. Ma-
X
salan, An —{n} € ©, lekin ularning birlashmasi [J .4, * 6. O

n=1
4.5. Agar © to'plamlar sistemasi halga boisa, u simmetrik ayirma amaliga
nisbatan kommutativ gruppa tashkil giladi. Isbotlang.

Isbot. 4.4-tai'if shartlarini bajarilishini tekshirainiz:
1) ixtiyoriy .4, B, C 6 © lar uchun (AAB)AC = AA(BAC) yani
(A* B) *C = A* (B *C) o'rinli.
2) shart ixtiyoriy x € X element uchun e*x = x*e = x tenglikni ganoat-
lantiruvchi e G X element sigatida 0 £ © ni olamiz. U holda 0AN =



npo = A tenglik o‘rinli boiadi.

3) teskari elementning mavjudligi. Ixtiyoriy 1 —.4 G 6 uchun ,r_1 sifatida

N1 €8 niolamiz. u holda x *x = e tenglik AQA = 0 ko'rinishni oladi.

4) kommutativlik x*y = y *x sharti esa AAB = BAA tenglik ko'rinishga

ega. boiadi. O

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.12.

4.13.

4.14.

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalaiar

Agar © to'plamlar sistemasi halga boisa, u holda © chekli sondagi

birlashma va kesishma amallariga nisbatan yopiq boiadi. Isbotlang.

Agar © to'plamlar sistemasi simmetrik ayirma va birlashma amallariga

nisbatan yopiq bo'lsa, uning halga bo'lishini isbotlang.

Agar © to'plamlar sistemasi simmetrik ayirma va ayirma amallariga.
nisbatan yopiq boisa, uning halga bo'lishini isbotlang.

Agar © to'plamlar sistemasi kesishma va ayirma amallariga nisbatan

yopiq bo'lsa. u halga bo'Imasligi mumkin. Misol keltiring.

. Agar © to'plamlar sistemasi birlashma va kesishma amallariga nisbatan

yopiq bo'lsa. u halga bo'Imasligi ham mumkin. Misol keltiring.

. Ixtiyoriy A to'plam uchun uning barcha gism to'plamlaridan tuzilgan

21(A)—sistema. biri E = A bo'lgan algebra boiadi. Isbotlang.

Ixtiyoriy A to'plam uchun uning barcha chekli gisrn to'plamlaridan tuzil-
gan sistema halga bo'ladi. Bu halga algebra bo'lishi uchun A chekli

to'plam bo'lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

Ixtiyoriy bo'shmas A to'plam uchun A va 0 to'plamlardan tuzilgan
{A. 0} sistema. biri E = A bo'lgan algebra bo'ladi. Isbotlang.

Sonlar o'gidagi barcha chegaralangan to'plamlar sistemasi halga bo'ladi,

ammo algebra boimaydi. Isbotlang.
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1.15.

4.16.

4.17.

4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

4.22.

4.23.

4.24.

Ixtiyoriy {0} halgalar sistemasi uchun ularning kesishmasi ¢ = M ¢a

yana. halga bo'ladi. Isbotlang.

Ixtiyoriy bo'shmas © to'plamlar sistemasi uchun © ni o'zida saqlov-
chi va © ni saglovchi barcha ¢ halgalarda saglanuvchi yagona LL(&)

minimal halga mavjud. Isbotlang.

[0. 1) dagi barcha [a. b) yarim ochiq intervallar va ularning chekli
sondagi birlashmalaridan iborat sistemani garaymiz. Uning halga bo'lishi-
ni isbotlang.

4.17-misolda keltirilgan sistemaning algebra bo'lishini isbotlang.

botlang.

© yarim halgadan A to'plam va o'zaro kesishmaydigan Ai,A2....... A,
to'plamlar olingan bo'lib. ularning har biri A to'plamda. saglansin. U
holda Ai.Ao......... 4, to'plamlarni ,4n+i.......... 4, G © to'plamlar bilan
A to'plamning chekli yoyilmasiga gadar to'ldirish mumkin. Isbotlang.

© yarim halgadan olingan har ganday cheklita A\. A2. ....... 4, to'p-
lamlar sistemasi uchun © da shunday o'zaro kesishmaydigan cheklita
B\,..., Bt to'plamlar sistemasi mavjudki. har bir J* to'plam B\,...,Bt
to'plamlardau ba'zilari yordamida Au = ré‘th yig'indi ko'rinishida
tasvirlanadi. Bu yerda A™* C {1. 2....... t}. Isbotlang.

Agar © yarim halga bo'lsa. u holda. bu yarim halgadan hosil gilingan
minimal halga ,4* to'plamlar bo'yicha 4 = k>U1/LI,-. A4* G © chekli
yoyilmaga ega bo'lgan A to'plamlarning X sistemasi bilan ustma-ust

tushadi. Isbotlang.

Tekislikdagi barcha kvadratlar to'plami yarim halga bo'ladimi?

Yarim halqgalarning Dekart ko'paytmasi yarim halga bo'ladimi?
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4.25.

4.26.

4.27.

4.28.

4.29.

4.30.

4.31.

4.32.

4.33.

4.34.

4.35.

4.36.

Sonlar o'gidagi barcha ochiq va yopiq to'plamlar sistemasi yarim halga
(halga) tashkil giladimi?

Sonlar o gidagi barclia chekli yoki toidiruvchisi chekli bo'lgan to’plamlar

sistemasi halqga tashkil giladimi?

6 = {4c X:A yo X\4 to'plamlardan biri c.hekli} sistemaning al-
gebra tashkil gilishini isbotlang.

6 = {/1 C1: NjloX\O to'plamlardan biri chekli yoki sanoqli} sis-
temaning o —algebra bo'lishini isbotlang.

© ={4NB :A CX—yopig, B C Xochiq to'plam} sistemaning al-

gebra bo'lishini isbotlang.
29-misolda keltirilgan sistemaning a —algebra bo'la olmasligini ko'rsating.

Shunday © va ?P halgalarga misol keltiringki. ularning birlashmasi halga

bo'lmasm.

A = {a, b. ¢) to'plamning halga va algebra tashkil giluvchi barcha gism

to'plamlari sistemasiiii yozib chiging.

Sonlar o'gidagi barcha chekli to'plamlar sistemasi halga (yarim halga)
tashkil giladimi?

Sonlar o'gidan olingan barcha [a, § kesmalarva [a, b). (a, 6] yarim in-
tervallar va (a, b) intervallar sistemasi yarim halga bo'lishini isbotlang.

Bu sistemaning halga bo’la olmasligini ko'rsating.

Tekislikdagi barcha yarim ochiq {(r.y) : a<x < b c<y < d} to'g'ri
to'rtburchaklar sistemasi yarim halga bo'lishini isbotlang. Bu sistemaning

simmetrik ayirma amaliga nisbatan yopiq emasligini ko'rsating.

Tekislikda {(T.y) £ X2:a< x < b c<y<d} korinishdagi barcha
to'g'ri to'rtburchaklar sistemasi yarim halga bo’lishini isbotlang. Bu sis-

temaning birlik elementi mavjudmi? Bu sistema halga bo’ladimi?



4.37.

4.38.

4.39.

4.40.

4.41.

4.42.

© —{(a,y) :a<x<h<<y<d} yarim halgada N1 C A shartni
ganoatlantiruvchi A = [0.7) x [0.7) va = [1.3) x [3.5) to'plamlar
berilgan. A\ { to'plamning chekli yoyilmasida eng kamida nechta to‘gii
toi'tburchak gatnashadi. -4\.4i to‘plam yoyilmasidagi to'g'ri to'rtbur-

chaklarni shunday tanlangki. ular perimetrlari yig'indisi minimal boisin.

Soniar o'gidagi barcha chegaralangan to'plamlar sistemasi halga boiishi-

ni isbotlang. Bu sistema a —halqga bo'ladimi? a — algebrachi?

@ halga boisin. Har bir /1 € ¢ uchun ¢n bilan {A N 8.BE *P},
ko'rinishdagi to'plamlar sistemasini belgilaymiz. ning algebra boii-
shini isbotlang. Agar ¢ sistema a —halga boisa. ILholda dn to'plamlar

sistemasi a —algebra boiadi. Isbotlang.

X cheksiz elementli to'plam boisin. Uning barcha chekli yoki sanoqli
gism to'plamlaridan iborat sistema a —halga bo'lishini isbotlang. X
to'plamga ganday shart qo'yilsa bu sistema algebra boiadi.

Quyida berilgan to'plamlar sistemasi yarim halga. halga va algebra tash-
kil giladimi? Tekshiring.

a) {[a, ] :aGQ, bGQMa<htUQ,

b) {(a. 0\ :aGZ. bGZAa< b}UO,

c) {[a b) :aGR\Q, bGR\Q Aa< b} u0.

bo'sh bo'Imagan A' to'plamning barcha gism to'plamlaridan tashkil top-

gan 2l(A) sistema simmetrik ayirma ” 1" amaliga nisbatan kommutativ

gruppa tashkil gilishini isbotlang.

5-8. O'lchovli to'plamlar

Bu paragrafda biz oichovning umumiy ta'rifini beramiz. Oichovni varim

halgadan halgaga davom ettirish masalasini garaymiz. Bundan tashqari oichov-

ning Jordan va Lebeg ma'nosidagi davomlari garaladi va ularning additivlik.

a— additivlik xossalari o'rganiladi.



Dastlab sonlar o'gidagi va tekislikdagi to'planilarning Lebeg ma'nosidagi
oichoviga ta’rif beriladi. Jordan va Lebeg ma'nosidagi oichovli to'plamlar
solishtiriladi.

5.1-ta’rif. Aniglanish sohasi ©, vyarim halga bo'lgan ft : ©,, —* R+
to'plam funksiyasi additiv bo'lsa. ya ni o'zaro kesishmaydigan ixtiyoriy A\. J12.

0
Ak € ©,, bo'lganda

.... An £ ©,, to'plamlar uchun 3

tenglik o'rinli bo'lsa. /t : —»R,, ga o'lchov deyiladi.

Boshgacha aytganda, p to'plam funksiyasi quyidagi
1) aniglanish sohasi yarim halga, 2) giyinatlari hagigiy va manfiymas. 3)
additivlik shartlarini ganoatlantirsa. unga o'lchov deyiladi.

5.1-eslatma. 0 = OUO yoyilmadan = 27(0). ya'ni //(0) = 0 tenglik
kelib chigadi.

5.2-ta’rif. Agar m o'lchovning aniglanish sohasi ©,, ikkinchi // o‘Ichov-
ning aniglanish sohasi ©,, da saglansa (©,, C ©,,) va ixtiyoriy A 6 6 m
to'plam uchun

u{A) = m(A)

tenglik o'rinli bo'lsa. u holda 1 o'lchov m o'lchovning davomi deyiladi.
5.1-teorema. Aniglanish sohasi ©,,, yarim halga bo'lgan har bir m o'lchov
uchun aniglanish sohasi 9H(©,,) (&m ni o'zida saglovchi minimal halga)
bo'lgan yagona m! davom mavjud.
5.3-ta’rif. Agar ©,, sisternada aniglangan m o'lchov va ixtiyoriy o'zaro
kesishmaydigan sanoglita .4i, A2,...,An.... G &m to'plamlar uchun 4.6
©,, bo’lganda

m

tenglik o'rinli bo'lsa, n holda m o'Ilchov sanoqgli additiv yoki a— additiv

o'lchov deyiladi.



Sodda to'plam o‘lchovi. Aytavlik a va b lar ixtiyoriy soniar bo'lsin.

Soniar o'gida
a<x<b a<x<b a<x<bhb a<x<b

tengsizliklarning istalgan biri bilan aniglangan to’plamlar sistemasi berilgan
bo'lsin. Bu to'plamlarni oraliglar deb ataymiz. Xususan, agar yuqoridagi shart-
lardan birini ganoatlantiruvchi nugtalar mavjud boimasa (masalan a > b),
ya'ni O to'plamni ham oraliq deb ataymiz. © bilan soniar o'qidagi barcha
oraliglar sistemasini belgilaymiz.

5.1. Soniar o'gidagi barcha oraliglar sistemasi - © yarim halqga tashkil giladi.

Isbot. © sistemaningelementlari [a, b], [a. 6. (a, b\. (a. b) ko'rinisli-
dagi oraligiarda.n iborat. © sistemadan olingan va a. b sonlari bilan aniglan-
gan (yopig. ochiq yoki yarim ochiq) oraligni P = P,/, bilan belgilaymiz. ©
bo'sh [a. a) =0 to'plamni saglaydi. © sistema to'plamlar kesishmasi amali-
ga nisbatan yopiq, va'ni ikki Pa» va Pad oraligning kesishmasi bo'sh to'plam
yoki yana P,b MM Pdi = Pnm, n = max{a, ¢} m = inin{6 rf} oraligq (5.1
chizmaga qgarang) bo'ladi.

Pb Rd
f K~Nel 1} 'K n
a c—d
Rb
Rb " fd ~ b
5.1-chizma

Agar P G ©. Pci £ © bo'lib Pri C P,b boisa.,, u holda Pm\Pbl. =
POc U Pdb yoyilma (5.2-chizma) o'rinli. Demak, © yarim halga boiadi. O



© yarim halga.dan olingan va a, b sonlari bilan aniglangan (yopiqg, ochiq
yoki yarim ochiq) bo‘sh bo'Imagan P = Pab oraliq uchun m(P) = b—a sonni
mos qo'yamiz. agar P bo'sh to'plam bo'lsa m(P) = 0 deymiz. U holda
m : 6 —»K to'plam funksiyasi 5.I-ta.rif shartlarini ganoatlantiradi, ya'ni
m : © —* K o0o'lchov bo'ladi. Bu o'lchovning additivlik shartini keltiramiz:
agar
P= UPk- P<MPk=0. ropk P PkG6

Tm
bo'lsa. u holda m(P) = - m {Pk) tenglik o'rinli.

SOT(©) bilan © yarim_halqa ustiga qurilgan minimal lialgani belgilaymiz.
4.1-teoremaga ko'ra N6 ) halganing har bir element! 4 o'zaro kesishmaydi-
glap Pk G 6 oraliglarning birlashmasi ko'rinishida. tasvirlanadi, ya’ni A =
Ll Pk m AA(©) halga elementlarini sodda to'plamlar deymiz. Endi 2/1(©)
E;qadagi to'plamlarningr_lya‘ni sodda to'plamlarning o'lchovi tushimchasini
kiritamiz. Har bir .4 = JJ ft G 94(6) sodda to'plamga

A-l

m'(A) = E  m (PK) (-5.1)
Al

sonni mos qo'yuvchi m' : LL(&) —> K moslikni aniglaymiz. m'(A) miqdor
-4 to'plamning o'lchovi deyiladi.

Lebeg o‘lchovi. Dastlab E = [0, ] birlik kesmada saglanuvchi to'p-
lamlar bilan chegaralanamiz.

5.4-ta’rif. Ixtiyoriy A C E to'plam uchun

tH{A) = inf, £ m(PK) (5.2)

son A to'plamning tashgi o'lchovi deyiladi.

(5.2) da aniq quyi chegara A to'plamni qoplovchi oraliglarning barcha.
chekli yoki sanoqli sistemalari bo'yiclm olinadi. Shuni ta'kidlaymizki. ixtiyoriy
A C E to'plamning tashqgi o'lchovi mavjud. Cliunki infimum belgisi ostidagi

ifoda.  m (Pk) manfiymas, shuning uchun u quyida.il nol bilan chegaralangan.

46



Quyidan chegaralangan sonli to'plam esa aniq quyi chegaraga ega. Endi A ¢
E to'plam o'Ichovi ta’rifmi berainiz.

5.5-ta’rif. Agar ixtiyoriy e > 0 uchun shunday B G 971(6) sodda to'plam
mavjud bofib. fi'(AAB) < e tengsizlik bajarilsa. n holda A Lebeg ma'nosida
o'lchovli to*plam deyiladi.

Agar A Lebeg ma’nosida o'lchovli to'plam bo'lsa, uning o'lchovi deb tashqi
o'lchovini gabul gilamiz. Fagat o'Ichovli to'plamlar sistemasi it(E) da aniglan-
gan /fj* to'plam funksiyasi Lebeg o'Ichovi deyiladi va u u bilan belgilanadi.
Shunday qilib, o'Ichovli to'plamlar sistemasi U(E) va unda Lebeg o'Ichovi /i
aniglandi. Demak, ixtiyoriy A GU(E) uchun u(A) = u*(A).

Biz yuqorida fagat E = [0, 1] kesmada saglanuvchi to'plamlarni garadik.
Bu cheklaslidan xalos bo'lish mumkin. Ma'lumki, X ni

En=[n,n+1). nGZ
oraliglar vig'indisi ko’rinishida tasvirlash mumkin. ya'ni

K= (J En
nez

5.6-ta’rif. Agar har bir n GZ uchun A,, = ATE, to'plamlar o'lchovli
bo'lsa, n holda A to'plam o'lchovli deyiladi. Agar A to'plam o'Ichovli bo'lsa,

quyidagi yig'indi
AT = ~1.(N). (5.3)

nez
A to'plamning Lebeg o'lchovi deyiladi.
Agar (5.3) gator vig'indisi chekli bo'lsa. A chekli o'Ichovli to'plam deyiladi.
Aks holda A cheksiz o'Ichovli to'plam, deyiladi. Shuning uchun v o'lchov
cheksiz giymat ham gabul gilishi mumkin.

8. i I . .
52. A =1 Jl__?Z_mb —th-O!] ni sodda to'plam ekanligini ko'rsating. Uni

eng kam sondagi o’zaro kesishmaydigan Pi. P2...., P,, oraliglar birlash-
masi ko'rinishida tasvirlang. A = L P* yoyilmadan foydalanib. A to'p-

lamning o'lchovini toping.

47



Yechish. P, = i—; brl; 1. Zr! — 1.2 8 belgilash olamiz va P,,
oraliglarning kesishish yoki kesishmasligini tekshiramiz.
Fi= | s R
24' 24

5.3-chizmadan ma’lum boidiki, Pi MP>= 0, PkOPk~i ¢ 0, k —2,3...., 8.
Shuning uchun
§ 5
A= PiUQi, Qi =[Jft= o , -Pi.QiesS
ii=2
tasvir eng kam sonli yoyilma boiadi. Demak, A sodda to'plam. Bu yoyil-

madan quyidagi tenglikni olamiz:

fi.(A) —p{Pi) + p{Qi) —g + g —¢ O
n A A
r - Sr
11
A-4 24
24
5.3-chizma

Elementar to‘plam o‘lchovi. Endi tekislikdagi to'plamlaming Lebeg
oichoviga to'xtalamiz. Aytaylik a, b. ¢ va d lar ixtiyoriy haqigiy sonlar
boisin. Tekislikda biror Dekart koordinatalar sistemasi tayinlangan boiib.

shu sistemada
a<x<h a<x<bh a<x<bhb a<x<b

va

c<y<d, c<y<d c¢<y<d <c¢c<y<d
tengsizliklarning istalgan bir jufti bilan aniglangan to'plamlar sistemasi beril-
gan bo'lsin. Bu to‘plamlarni to*g'ri to'rtburchaklar deb ataymiz. Xususan, agar
yugoridagi shartlardan birini ganoatlantiruvchi nugtalar mavjud bo'lmasa. (ma-
salan a > b yoki ¢ > d boisa) uni ham to'g'ri to'rtburchak deb ataymiz.

& 2 bilan tekislikdagi barcha to'g'ri to'rtburchaklar sistemasini belgilaymiz.
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Soniar o‘gi holidagidek tekislikdagi A C E2= [0: 1] x [0, 1] to'plamning
tashqi o'Ichovi va Lebeg o'lchovi ta'riflarini berisli mumkin.

5.7-ta’rif. Ixtiyoriy A C E2 to'plam uchun
f(A) = MAy ra(ft) (5.9)

son A to'plamning tashqgi o'lchovi deyiladi.

Bu yerda aniq quyi chegara .4 to'plamni goplovchi to'g'ri to'rtburchaklar-
ning barcha. chekli yoki sanogli sistemalari bo'yicha olinadi.

Tekislikdagi barcha to'g'ri to'rtburchaklar sistemasi —C2 yarim halqga tash-
kil giladi (5.24-5.25 misollarga garang). B 2yarim halgadan olinganva a. b. c.
d sonlari bilan aniglangan (ochig, vopig. yoki yarim ochig) bo'sh bo'Imagan
P — Puhed to'g'ri to'rtburchak uchun m(P) = (b —a)(d —c) sonni mos
go'yamiz, agar P bo'sh to'plam bo'lsa m(P) = 0 deymiz. Bu gonuniy-
at bo'yicha. aniglangan m : &2 — R to'plam funksiyasi o'lchov (5.1-ta’rif)
shartlarini ganoatlantiradi.

LL(6 2) bilan ©2yarim halga ustiga qurilgan minimal halgaui belgilaymiz.
9Jt(S2) halganing elementlari elementar to‘plamlar deyiladi.

5.8-ta’rif. Agar ixtiyoriy : > 0 uchun shunday B G LU(&2) elemental-
to'plam mavjud bo'lib. /.i*(AAB) < s tengsizlik bajarilsa. n holda .4 Lebeg
ma'nosida o'lchovli to'plam deyiladi.

Fagat o'Ichovli to'plamlar sistemasi ii(E2) da aniglangan /I to'plam funk-
siyasi Lebeg o'Ichovi deyiladi va u u bilan belgilanadi. Shunday gilib. o'lchovli
to'plamlar sistemasi LLLE2) va unda Lebeg o'Ichovi v aniglandi. Demak. ix-
tiyoriy A GU(£2) uchun fi(A) = In“(A).

Xuddi soniar o'qi holidagidek tekislikni, ya'ni R2 ni

Em—{(x.y) m<x<m+1l n<y<n+1} nmGZzZ
kvadratlar yig'indisi ko'rinishida tasvirlash mumkin:

K- = Em,,

T.HeZ
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5.9-ta’rif. J1 C X2 biror to'plam, bo'lsin. Agar istalgan m. n butun son-
lar uchun Amn = A TTEm to'plamlar o‘Ichovli bo‘lsa, n holda A toplam

o ‘lchovli deyiladi. Agar A toplam o'lchovli bo'lsa,

piA) — N ~ fi(Amn), (5.5)
m.nez
yigindi A toPplamning Lebeg o'Ichovi deyiladi.
Agar (5.5) qator yig'indisi chekli bo'lsa, .4 ¢ R2 chekli, o‘Ichovli to‘plam
deyiladi. Aks holda A cheksiz o'Ichovli to‘plam deyiladi.
5.2-teoroema (0 ‘chovning a—additivlik xossasi). Agar {.4,} —o Zaro

kesishmaydigan o ‘Ichovli to plamlar ketma-ketligi bo‘lsa, n holda

an|=e_ Na )

\ =1 J n-1
tenglik o rinli.
5.3-teorema (O'lchovning uzluksizlik xossasi). Agar o'lchovli to'plamlar-
ning A\ D A2 D eeeD Av D eee ketma-ketligi uchun A = nolj
holda /n{A) = JEBC p(An) tenglik o'rinli.

IAn bo'lsa, n
5.1-natija. Agar A\ C Ar C ee«C 4, c <+ 0'Ichovli to'plamlar ketma-
ketligi uchun A = 7@? 4,, bo'lsa, n holda fJ,(A) = 77Ii&r)lcfi(An) tenglik o'rinli.
Agar (5.2) tenglikda aniq quyi chegara .4 C R to'plamni qoplovchi bar-
cha B sodda to'plamlar bo'yicha olinsa, A to'plamning Jordan ma'nosidagi
tashgi o'lchovi hosil bo'ladi, u j*{A) bilan belgilanadi, ya'ni

j*{A) = infm~S), BeAdA(6).

Ushbu

j~(A) = sup m\B), B e £W®6).
BCcA

son A to'plamning Jordan ma'nosidagi ichki o'lchovi deyiladi.
5.10-ta’rif. Agar j*{A) = j*(A) bo'lsa. A Jordan ma'nosida o'lchovli
to'plam deyiladi.
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Shuni ta'kidlash joizki, agar*A Jordan ma'nosida oichovli to‘plam boisa.
u Lebeg ma’nosida. ham oichovli to'plam boiadi va bu oichovlar o'zaro teng

boiadi.

5.3. Lebeg ma'nosida oichovli, ammo Jordan ma nosida oichovli bo'Imagan

to'plamga misol keltiring.

Yechish. E = [0, 1] bo'lsin. .4 esa [0, 1] kesmadagi barcha ratsional son-
lar to'plami bo'lsin. A to'plam E da zich bo'lganligi uchun .4 ni saglovchi
sodda to'plam E ni ham o'zida saglaydi. Shuning uchun j’(A) = 1 boiadi.
A to'plamda saglanuvchi sodda B to'plam fagat chekli to'plamdir. Shun-
ing uchun j,(A) = 0 tenglik o'rinli. Bu verdan j"(A) ®j~{A). Demak. A
to'plam Jordan ma'nosida oichovli emas. Ma'lumki, .4 sanogli to'plam, shun-
ing uchun uning elementlarini {xi, Xo....... X, ...} ketma-ketlik ko'rinishida
nomerlab chigish mumkin. Shunday ekan

.4CAglPt.. Pk= {x : xk<x< = [xk x*].

Ikkinchi tomondan ixtiyoriy k € N uchun m(/\) = 0. Bu yenlan
<'(4) =10

ekanligi kelib chigadi. Shuni ta'kidlash lozimki, tasligi o'lchovi nolga teng
bo'lgan har ganday to'plam oichovli to'plamdir. Bulling uchun sodda to'plam

sifatida B —O0 ni olish yetarli:
p*(AAB) = //*(BA0) = p(A) = 0<5

Demak, A Lebeg ma'nosida oichovli to'plam. Shunday qilib. ,4 Lebeg ma'no-
sida oichovli bo'lgan. lekin Jordan ma'nosida oichovli bo'hiiagan to'plamga

“nisol bo'ladi. O

5.4. A C [0. 1] —bilan shunday sonlar to'plami belgilanganki, ularning chek-
siz o'nli kasr yoyilmasida 5 ragami ishtirok etmaydi. /j(A) ni toping.
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Yechish. A to'plam to'ldiruvchisining o Ichovini topamiz. [O 1]\<4 to‘p-
lam elementlarining cheksiz o'nli kasr yoyilmasida 5 ragami ishtirok etadi.
[0. 1] kesmani teng o'ti bo'lakka bo'lamiz va oltinchi [0,5; 0,6) bo'lakni Ai
bilan belgilaymiz. .4i dagi har bir sonning cheksiz o'nli kasr yoyilmasida,
verguldan keyingi birinchi ragami 5 bo'ladi. Qolgan 9 ta bo‘lakning har biri-
ni teng o'n bo'lakka. bo'lamiz va ulardagi oltinchi bo’laklarning birla.shma.si-
ni [0.15; 0,16) U [0,25: 0,26) U «e«U [0.95; 0, 96) = A2 bilan belgilaymiz.
A2 to'plamdagi sonlarning cheksiz o'nli kasr yoyilmasida verguldan keyingi
ikkinchi ragami 5 bo'ladi. Va hokazo bu jarayonni cheksiz davom ettiramiz.

Hosil bo'lgan A[, A2, mmm A,,.... to'plamlar juft-jufti bilan kesishmaydi va
ularning birlashmasi [0, 1]\/1 ga teng. Oichovning a- additivlik xossasiga
ko'ra

oc

M(I0. 1J\n) = X >(g,)

=1
tenglik o'rinli. Murakkab bo'Imagan hisoblashlar shuni ko'rsatadiki fi(Ai) =
10-1, ufA<?) = 9+10~2, fi(An) = 9n~I w10 ”,... tengliklar o'rinli. Demak.

D X gn-i ol

S([0: VA =E «(A)- E TS5 =rrolj - L
»=1 4=1
Shunday qilib, fi(A) + /z([0, 1]\.4) = 1 dan /u(.4) = O ekanini olamiz. O

5.5. Shunday {An} "Borel tipidagi to'plam" larga misol keltiringki,
gilar bajarilsin:  fi(A,,) = +oc, A, O n>1 uy § BC| A4,
»=]

Yechish. "Borel tipidagi to'plam4 sifatida An = [r?,0¢c), n £ N larni

olamiz. Natijada istalgan n e N uchun I+{An) = +00 va An o *4l munos-
loc

abat bajariladi. Kesishma Sjl 4. =0 bo‘IglanIigi uchun fi {»g|i A

bo'ladi. O
Quyidagi misolda A\ ¢ ,4 shartni ganoatlantiruvchi .4 va A\ to'plamlar

berilgan. /1\.41to'plamni eng kam sondagi o'zaro kesishmaydigan P, P2,I_I- P,,

to'g'ri to'rtburchaklar birlashmasi ko'rinishida tasvirlang. N\11 = %ft
yoyilmadan foydalanib .4\.41 to'plam o'lchovini toping.



KB. A= {(T.y) :0<x<7,0<y<T7}

Al = {(X,y) :4<x<7 3<y<T}

Yechish. Tekislikda A va Ar to‘plamlarni chizmada tasvirlaymiz. 5.4-
chizmadan .4\.4i = Pi UA UP$ yoyilmani olamiz.

Buyerda Pi = [0. 4)x[0. 7), P>= [4 7)X[0. 3], P3= {7}x [0, 7]. Buto'g'ri
to'rtburehaklar o'zaro kesishmaydi. O'lchovning additivlik xossasiga ko'ra.
p(A\Ai) = /u{Pi) + m(P2) + u{P'n) = 28+ 9+ 0 = 37. O

1 1
5.7. O'lchovning a- additivlikxossasidanfoydalanib, A = U ,
=1\ (r+ 1 n.

to'plamning oichovini toping.

Yechish. 4, orgali _(ﬁ":"lf %J) to'plamni belgilaymiz. An to'plamlar
jufit-jufti bilan o'zaro kesishmaydi. shuning uchun o'lchovning a— additivlik

xossasiga ko'ra

S , . , L 1 1
tenglik o'rinli. An to'plamning o'Ichovi fi(A,) = ol (n —1)! dan foy-
dalansak
banri\ MV /,4 A A A 1

o (n- 1)

71=1

ekanligini olamiz.
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Ayrim umumlashtirishlar. Bizga sonlar o'qida aniglangan, kamaymay-
digan, o'ngdan uzluksiz F funksiya berilgan bo'lsin. Bo'sh bo'lmagan interval,
kesma va yarim intervallarga F funksiya yordamida quyidagi sonlarni mos

go'yamiz:
m ((a. b)) = F{b-0)- F(a): m([a. b}) = F{b) - F{a - 0):

m ((a, b]) = F{b) - F(0), m([a. b)) = F{b- 0) - F(a - 0).

Ravshanki, bu usuida aniglangan m to'plam funksiyasi manfiymas va additiv.
Yarim halgada Kiritilgan bu o'lchovning davomini fip bilan belgilaymiz. Umu-
manolganda. (ip oiehovga nisbatan o'lchovli to'plamlar sinfi F funksiyaning
tanlanishiga bog‘lig. Ammo R da o'ngdan uzluksiz. kamaymaydigan istal-
gaii F funksiya uchun ochiq va yopiq to'plamlar, shuningdek. ularning istal-
gan sanogli yig'indi va sanogli kesishmalari up o'lchovga nisbatan o'lchovli
to'plamlar bo'ladi.

5.11-ta’rif. Biror kamaymaydigan. o'ngdan uzluksiz F funksiya vositasi-
da qurilgan (ip o'lchov Lebeg-Stiltes o'Ichovi deyiladi.

Bizga Lebeg o'lchovi // va Lebeg-Stiltes o'Ichovi fjp berilgan bo'lsin.

5.12-ta’rif. Agar (i(A) = 0 ekanligidan (ip{A) - 0 tenglik kelib chigsa.
Lp absolyut uzluksiz o'lchov deyiladi.

5.13-ta’rif. Agar (ip o'lchov chekli yoki- sanogli giymat gabul giluvchi F
funksiya yordamida aniglansa. up diskret o'lchov deyiladi.

5.14-ta’rif. Agar (tp oichovda istalgan bir nugtali to'plam nol o‘lchov-
ga ega bo'lsa va Lebeg o'lchovi nolga teng bo'lgan biror ,4 to'plam uchun
Hp (R\A) =0 bo'lsa. u holda (ip singiilyar o'lchov deyiladi.

0 ‘Ichovning Lebeg bo‘yicha davomi. Birlik elementli yarim halga-
da aniglangan o'lchovning Lebeg bo'yicha davomini gqaraymiz. Agar ©,> da
aniglangan m o'lchov a—additiv bo'lsa. u holda w ni ©,, dan 9Jt(©,,,)
ga nisbatan kengroq bo'lgan va gandaydir ma'noda maksimal sinfga. davom
ettirish mumkin. Buni Lebeg bo'yicha davom ettirish yordamida amalga os-

hirish mumkin. Bizga biror ©,,, birlik elementli yarim halgada aniglangan
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a—additiv T o'Ichov berilgan bo'lsin va E to'plam ©m yarim halganing
:birlik elementi bo'lsin. E ning barcha gism to'plamlaridan tashkil topgan
St(E) sistemacla tashqi o'lchov deb ataluvchi /iu* to'plam funksiyasini quyida-
gi usulda aniglaymiz.
5.15-ta’rif. Ixtiyoriy A C E to'plam uchun
u*{A) = inf® m(Bn)
M
son A to'plamning tashgi oichovi deyiladi. Ba yerda aniq quyi chegara A
to'plamni qoplovchi barcha chekli yoki sanogli {Bn} . B, € ©,, to'plamlar
sistemasi bo'yicha olinadi.
5.4-teorema . Agar A va sanoglita .4b ,42..... An.... to'plamlar uchun
e ﬁlA” boisa, 1 holda quyidagi tengsizlik o'rinli
oc
1“() < E fi~(A,).
n=i
5.16-ta’rif. Agar A C E to'plam va istalgan s > 0 uchun shunday B €
OT(©x ) to'plam mavjud bo'lib.

ft (-\AB) < c

tengsizlik bajarilsa, A (Lebeg ma™mosida) oichovli to'plarn deyiladi.

Fagat o'Ichovli to'plamlar sistemasi 11(E) da aniglangan fj* to'plam funksi-
yasi Lebeg oichovi deyiladi va u g harfi bilan belgilanadi. Ravshanki. ©,,, va
£UW(©,,) dan olingan to'plamlar o'Ichovli bo'ladi. Bunda. agar A £ ©,,, va
B € £0T(©,,) bo'lsa, u holda

u{A) = m(A), u(B) = m(B).

Agar A o'Ichovli to'plam va fi*(AAB) < s tengsizlikni ganoatlantiruvchi
B € OT?(©,,) to'plam berilgan bo'lsa.

AAB = (E\A)A(E\B)



tenglikdan A ning toidiruvchi to'plami E\A ning ham oichovli ekanligi kelib
chigadi.

5.5-teorema. Oichovli to'plamlar sistemasi H(E) halga boiadi.

5.2-eslatma. &m ning biiiik elementi - E oichovli to'plamlar sistemasi
U(E) uchun ham biiiik element boiadi. shuning uchun oichovli to'plamlar
sistemasi 11(E) algebra tashkil giladi.

5.6-teorema. Oichovli to'plamlar sistemasi 11(E) da aniglangan u to'p-
lam funksiyasi additivdir.

5.7-teorema. Oichovli to'plamlar sistemasi 11(E) da aniglangan ft to'p-
lam funksiyasi a— addituvdir.

5.8-teorema. Lebeg bo'yicha oichovli bo'lgan barcha to'plamlar sistemasi
U(E). E birlik elementli a— algebradir.

5.17-ta’rif. Oichovli to'plamlar sistemasi 11(E) da aniglangan va 11(E)
da tashgi olchov fi* bilan ustma-ust t/ashuvchi fx funksiya in o’lchovning
/(= L(m) Lebeg davomi deyiladi.

5.9-teorema. Istalgan boshlang‘ich m oichov uchun Lebeg bo'yicha oi-
chovli to'plamlar sistemasi il(E) S— halga boiadi. Sanogli sondagi oichovli

AlA2, ... 4,,... toplamlar birlashmasi bo'lgan A — cL)JC 4, to'plamning

1
oichovli bo'lishi uchun uy U 4** migdorning n ga bogiiqsiz o'zgarmas
bilan chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli.

Lebeg oichovining yana bir xossasini keltiramiz.

5.18-ta’rif. Agar fi(A) = 0 va Al C A boiishidan Al ning oichovli
ekanligi kelib chigsa, 1, o'lchov to'la deyiladi.

Agar p oichov to'la bo'lsa. .4' to'plam uchun p(A') = 0 boiadi.

Ixtitoriy o'lchovning Lebeg davomi to'la boiadi. Hagigatan ham, Al C A.
u{A) = p*{A) = 0 boisa. LI*(A") = 0 bo'ladi va B = 06 &m ni olsak.

/r(n'g0) = =0
bo'ladi, ya’ni A" ning oichovli ekanligi va /i(A") = 0 kelib chigadi.
5.8. O'Ichovsiz to'plamlarning birlashmasi oichovsiz bo'ladimi?
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Yechish. O'lchovsiz to'plamlarning birlashmasi o'lchovli ham o'lchovsiz
ham boiishi mumkin. Masalan. A C [0. 1] o'Ichovsiz to'plam bo'lsin. u holda
B = [0, 1]\.4 ham o'Ichovsiz to'plam bo'ladi. Ularning birlashmasi A UB =
[0, 1] esa o'lchovli to'plam. Agar A C [0. 1) o'Ichovsiz to'plam. B C [1. 2)
o'lchovsiz to'plam bo'lsa, u holda ularning birlashmasi C = A UB to'plam
uchun, Ao = C HEo = A 0o'Ichovsiz to'plam bo'lganligidan 5.6-ta'rifga ko'ra
C = A UB o0'Ichovsiz to'plam bo'ladi. O

5.9. F(x) = [X] funksiya yordamida qurilgan //p —Lebeg-Stiltes o'lchovi
diskret o'lchov bo'lishini ko'rsating.

Yechish. F(x) = [X] funksiya monoton kamaymaydigan o'ngdan uzluksiz
funksiya bo'lib. uning giymatlar sohasi butun sonlar to'plami Z dan iborat.
Butun sonlar to'plami esa sanoqli to'plam bo'lganligi uchun. 5.13-ta'rifga ko'ra
Hf diskret o'lchov bo'ladi. O

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

5.10. To'plam funksiyasi m* : 971(6) —*>K o'lchov bo'ladi. Isbotlang.

5.11. (5.1) tenglik bilan aniglangan m” : 9/1(6) — K funksiyaning giyma-
ti .4 sodda to'plamni chekli sondagi o'zaro kesishmaydigan oraliglar

yig'indisiga yoyish usulidan bog'liq emas. Isbotlang.

5.12. m' : 971(6) — K o'lchov m : 6 — X o'lchovning davomi bo'ladi.
Ishotlang.

5.13. Ikki sodda to'plamning birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi va simmetrik

ayirmasi yana sodda to'plam bo'ladi. Isbotlang.

5.14. Agar A G971(6) to'plam oraliq bo'lsa. u holda rn'(A) = m(A) bo'ladi.
Isbotlang.



5.15. Agar A e 3K(©) to'plam chekli sondagi o'zaro kesﬁhmaydigaii Ar, N2,
..., Ansoddato'plamlarning yig'indisi, ya'ni A = ]J shaklda tasvir-

la.nsa, quyidagi tenglikni isbotlang:
M'la) mE  m>(AK) =
k=1

5.16. Agar A €97I(S) sodda to'plam, {A,,}— sodda to'plamlarning chekli
yoki sanogli sistemasi bo'lib, A C HA,, bo'lsa.

m' (4) < "2 m> (")
]
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Isbotlang.

5.17. A sodda to'plam sanoqli sondagi o'zaro kesishmaydigaii Ai, A2,....

A,,,... sodda to'plamlarning yig'indisidan iborat. ya’'ni
A=1L1 An
M

bo:lsin. U holda quyidagi tenglikni isbotlang;

n—
5.18-5.23-misollarda keltirilgan A C R ni sodda to'plam ekanligini ko;rsa-
ting. Uni eng kaw sondagi o'zaro kesishmaydigan Pi, P2 ..., Pn oraliglar
birlashmasi ko'rinishida tasvirlang. A — 1? Pj. yoyilmadan foydalanib, .4
to'plamning o'lchovini toping.

5.18. A= U 132", 23" 521 A=[J goiq. 54]”
n— "' =1 ’
6 8/ 1111
519. A= U [3-, »*nm). 522. A- U (--J, - +53
520. A= ngi 2n+ Hm 20/ 5.23. U ,%n "0 ;JVSJ
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5.24. Ikkita yarim halganing Dekart ko'paytmasi yarim halga bo'ladi. Isbot-

lang.
5.25. 6 x 6 = 6 2 tenglikni isbotlang.

5.26. Tekislikdagi barcha to'g'ri to'rtburchaklar sistemasi —©2 yarim halga.
tashkil giladi. Isbotlang.

"Serpiln gilzami" nomli masala. M2 dagi E2 = fQ 11 x [0, Il kvadrat-
tog'ri chiziglar yordamida 9 ta bir xil

o'k

ni x = 0 X7 y= - y=
kvadra.tla.rga bo'lamiz va. marka.zda.gi ochiq

a1 2 1 2\
3<x<3 3<1<3)

kvadratni (5.5a-chizma) tashla.ymiz. Keyin golgan 8 ta kvadratning har birini
yuqoridagidek 9 ta bir xil kvadratlarga bo:lamiz (5.5b-chizma.) va markazdagi
kvadratni tashlaymiz. Bu jarayonni cheksiz marta davom ettiramiz. Natijada
golgan to'plamni A bilan belgilaymiz. Bu to'plamga *'Serpin gilami** nomi

berilgan.

5.5-chizma
5.27. Serpin gilamining o'lchovini toping.

5.28. N C [0, 1] — bilan shunday sonlar to'plamini belgilavmizki, ularning
cheksiz o'nli kasr yoyilmasida 2 ragami 3 ragamidan oldin uchraydi. Bu

to'plamning o'lchovini toping.
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5.29.

5.30.

5.31.

5.32.

3

A C [Q 1] — bilan cheksiz o'nli kasr yoyilmasida 8 ragami gatnasha-

digan sonlar to:plamini belgilaymiz. Uning o'Ichovini toping.

A C [0, ] — shunday to’plamki. uning elementlarini cheksiz o:nli kasr
yoyilmasida 1 dan 9 gacha ragamlarning barchasi gatnashadi. Uning

o'lchovini toping.

Kantor to'plami K C [0, 1] ning Jordan ma’nosida oichovli emasligini

isbotlang.
"Kantor taroyi” nomli masala. K —Kantor to'plami bo'lsin.
A={(x,y):xe [0 1. yGAY}

to’plam "Kantor tarog'i" deyiladi. A to'plam [0, 1 x [0. 1] ning hech
yerida zich emas, yopiq va y(A) = 0. Isbotlang.

"Scrpin gabristoni” nomli masala. X da [0. 1] x [0, ] kvadratni x =

X —3 y = 3 y -3 tog'ri chiziglar yordamida 9 ta teng kvadratlarga

bo'lamiz. Asosiy kvadratning uchlariga yopishgan 4 ta

QI q2////// Qsﬂ :Qe
pz T p. E mA‘LU uy
iT} B ooby) LA B
E /7 //7/s”
YYYY W m L
X4, ~E yYyy A
yYY7Yy N ny.y 7777, 7YIYIYN
<h QY {1/ 0»
117y =
A B m M.%/’/”“}: w
Qn A2W A 4
a) b)
5.6-chizma
Pi= |{x¥):0<uor<i 0O0<yc<
Pi=j(z)y) :0<x<i. |<y<l1j,
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N3 =

im
Pn =
yopiq kvadratlarni (5.Ga-chizma) birinchi rang kvadratlari deb ataymiz.

Bu to'rt kvadratning birlashmasini A\ = P\ U Po U P3U P4 bilan bel-
gilaymiz. Birinchi rang kvadratlarining har birini yuqoridagidek 9 ta teng
kvadratlarga bo'lamiz. Birinchi rang kvadratlari P\. Pi- P3- Pi uchlariga
yopishgan kvadratlarni ikkinchi rang kvadratlari (5.6b-chizmada Q1 —Qie)
deymiz. Bu 1Gta kvadratning birlashmasini .42 bilan belgilaymiz. Va hokazo
bu jarayonni cheksiz marta davom ettiramiz. Natijada ichma-ich joylashgan
Ai D A2D ... D A, D ... ketma-ketlikka ega bo'lamiz. Ularning kesish-
masini A = IJcéi:lA,, bilan belgilaymiz. A to'plam Serpin gabristoni deyiladi.

5.33. Serpin gabristoni .4 ning o'lchovi nol (y(A) = 0) va [0, 1] x [0, 1

kvadratning hech yerida. zich emasligini isbotlang.

5.34. A C K to'plamning o'lchovi nolga teng bo'lsa, /((,4) = 0 bo'lishi shart-

mi? Bu yerda A — A to'plamning vopig'i.

5.35. ,4cR chegaralanmagan musbat o'lchovli to'plam bo'lsin. u holda shun-

day x, y € A lar mavjudki x —y € Q bo'ladi. Isbotlang.

5.36. ,4 cR ixtiyoriy musbat o'Ichovli to'plam bo'lsin, Lholda shunday x, y £
4 mavjudki x —y £ R\Q bo'ladi. Isbotlang.

5.37. K dagi nol o'Ichovli to'plamlar sistemasi a —halga bo'lishini isbotlang.

5.38. A cK Borel tipidagi to'plam ekanligini ko'rsating, uning Lebeg o'lchovini
toping:

¢) A- [0. 1N\Q.
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5.39.

5.40.

5.41.

5.42.

Quyida berilgan A C M to'plamning Bore/ tipidagi to‘plam, ekanligini

ko'rsating. kevin uning o'lchovini toping.

a A= (R\Q) M. 1 b) A= {x GR :x4GQ} .
¢) A= [a 0c),

o = U ons AU M—. M+ " n
) =Y, o "0 5 5"

Shunday {.4,,} "Borel tipidagi to'plam" larga misol keltiringki, quyida-
gilar bajarilsin:

= > =
a) u(A,) 1, n 1, ﬂLilA,, R,

b) /i(.4,) = +oc, A, DA,-i. n> 1/ [1A 1
/1=
c) u(A,) = +oc, n> 1 /191A” = N.
d) —-{-oc. AnIlAn ne 7. n. m GN.
A C R2 ning "Borel tipidagi to'plam" ekanligini ko'rsatib. uning

o'lchovini toping:

a) A= {(x.y) GR2:.tGR,0 <y<

b) 4= |(i,y) GR2: -1 <x< 1 0<y<y = f} =

a G (0. 1) ixtiyoriy son bo'lsin. [0. 1] kesrnaning o'rtasidan uzunligi
/2 - a2+a'

5 ga teng .41 = y 4 : 4 intervalni cliigarib taslilaymiz. .4]
ni o'rta interval deb ataymiz. Ikkinchi gadamda qolgan ikki kesinaning
uzunligi 8 ga teng bo'lgan o'rta intervalini cliigarib taslilaymiz. Bu iu-
tervallar birlashmasini A2 bilan belgilaymiz. Uchinchi gadamda golgan
to'rtta kesinaning liar biridan uzunligi z ga teng bo'lgan o'rta inter-
valini cliigarib taslilaymiz. Ularning birlashmasini .43 orqali belgilaymiz.
Bu jarayonni cheksiz davom ettiramiz. A bilan [0. 1]\ fl A, to'plamni
belgilaymiz. A ning o'lchovli ekanligini ko'rsating vau_ulning o'lchovini
toping.
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5.43. 5.42-misolda keltirilgan A to'plam [0, 1] kesmaning hech yerida zich

emasligini isbotlang.

5.44. A C [a ff o'lchovli to'plam va 1(A) = A> 0 bo'lsin. U holda f(x) =
X)IM\A) funksiyaning uzluksizligini isbotlang. / : [a. 6] — K

funksiyaning giymatlar sohasini toping.

6.45. [0, ] kesmada [0, 1] dan fargli va o'lchovi 1 bo'lgan yopiq to'plam

mavjudmi?

5.46. Tekislikda shunday o'lchovli A C 1R to'plamga misol keltiringki, uning

koordinata o'qlariga proyeksiyalari o'lchovsiz bo'lsin.

5.47-5.49-misollarda A\ C A shartni ganoatlantiruvchi .4 va ,4i to'plamlar
berilgan. A\J1x to'plamni eng kam sondagi o0'zaro kesishmaydigaii Pi, P%I_.I.., P,

to'g'ri to'rtburchaklar birlashmasi ko'rinishida tasvirlang. -4\, 4i = (J Pk
k~1
yoyilmadan foydalanib to'plam o'Ichovini toping.

547. A= {(x,y) :0<x<7 0<y<T7}.

Al ={(T,y) :4<x<6.3<y<5}L

[548. A={(x,y) :0<x<7 0<y<T7}

Ai = {(X.y) :3<x<7.0<y<T}.

549. A= {(X,y):0<x<7.0<y<T7},

Ai = {(r.y):0<x<7 0<y<6}

5.50-5.64-misollarda keltirilgan tasdiglarni isbotlang.

5.50. A C K to'plam o'Ichovli bo'lishi uchun ixtiyoriy r > 0 ga ko'ra shunday
G (G D ,4) ochiq to'plam mavjud bo'lib, fj*(G\A) < r tengsizlikning

bajarilishi zarur va yetarli.
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5.51.

5.52.

5.53.

5.54.

5.55.

5.56.

5.57.

5.58.

5.59.

5.60.

5.61.

5.62.

Agar J1 C K o'Ichovli to'plam boisa, u holda ixtiyoriy £ > 0 uchun
shunday G (G C A) yopiq to'plam mavjud bo'lib, fi*(A\G) < s teng-

sizlik bajariladi.

Agar A C B bo'lsa.. y*(A) < LU*(B) bo'ladi.

Agar A — sodda to'plam bo'lsa, u holda fj,*(A) = m*(A) tenglik o'rinli.
Agar chekli yoki sanogli sondagi {An} to'plamlar sistemasi uchun A C
H A, bo'lsa, u holda quyidagi tengsizlik o'rinli

pI*(A) < X: s (An .
H

Agar A c [0, 1] o'Ichovli to'plam bo'lsa, [0, 1]\A ham o'lchovli bo'ladi.

Agar A va B to'plamlar o'Ichovli bo'lsa, uholda AUB, AINB, AAB, A\B

to'plamlar o'lchovli bo'ladi.
O'Ichovli to'plamlar sistemasi il(R) halga tashkil giladi.

Chekli sondagi o'lchovli to'plamlarning birlashmasi va kesishmasi yana

o'lchovli to'plamdir.

Agar A va B lar o'zaro kesishmaydigaii o'lchovli to'plamlar bo'lsa, u

holda fi(A US) = f.t(A) + /i ) tenglik o'rinli.

Agar A va B lar o'Ilchovli to'plamlar bo'lsa. quyidagi tengliklar o'rinli:
a) mMUJJ1UB) = /t(A) + u{B) - f.i(A fl B),

b) fi{AAB) = fi(A) + In(B) - 2u{A N B).
Ixtiyoriy ikkita JZ1 va B to'plamlar uchun quyidagi tengsizlik o'rinli:

\f(A) ~ S(B)\ <vV(AAB).

NN CE = [0 1 olchovli to'plam uchun u{E\A) = 1—fi(A) tenglik
o'rinli.
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|:63.

p.b4.

5.65.

B.66.

5.67.

Sanogli sondagi o'lchovli tO'plamlarning birlashmasi va kesishmasi yana

oichovli to'plamdir.
O'lIchovli to'plamlar sistemasi U(K), a— algebra tashkil giladi.

O'Ichovning a—additivlik xossasidan foydalanib. quyidagi to'plamlar-

ning o'lchovini toping:

O'Ichovning uzluksizlik xossasi va uning natijasidan foydalanib. quyidagi

to'plamlarning o'lchovini toping:

Chegaralangan o'lchovsiz to'plamga misol keltiring.

5.68-5.75-misollarga ham 5.8-misol kabi javob bering.

5.68.

6.69.

5.70.

5.71.

5.72.

0 ‘Ichovsiz to'plamlarning kesishmasi o'lchovsiz bo'ladimi?
O'Ichovsiz to'plamlarning ayirmasi o'lchovsiz bo'ladimi?
O'Ichovsiz to'plamlarning simmetrik ayirmasi o'lchovsiz bo'ladimi?

A c E = [0, 10] o'Ichovsiz to'plam. B ¢ E o'Ichovli to'piam. Ularning

birlashmasi o'lchovli bo'lishi mumkinmi? A ¢ B holni tahlil giling.

A C E o'Ilchovsiz to'plam, B C E o0'Ichovli to'plam. A ) B to'plam
o'lchovli bo'ladimi? M1MB = 0, B¢ A. A C B hollarni tahlil giling.
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5.73.

5.74.

5.75.

5.76.

5.77.

5.78.

5.79.

5.80.

5.81.

5.82.

5.83.

5.84.

A ¢ E o'Ichovsiz to'plam, B ¢ E o0'Ichovli to'plam bo'lsin. A\B
to'plam o'Ichovli bo'lishi mumkinmi? A < B. B C A hollarni tahlil

giling.
A ¢ E o'lchovsiz to'plam, B ¢ E o'Ichovli to'plam bo'lsin. B\A

to'plam ganday hollarda o'lchovli, gachon o'lchovsiz bo'lishini misollarda
tushuntiring. AN B = 0. B C A, A c. B hollarni tahlil giling.

A C E o'lchovsiz to'plam. B ¢ E o'Ichovli to'plam bo'lsin. AAB
to'plam o'Ichovli bo'lishi mumkinmi? 1 MB =i, B CA, Ac B
hollarni tahlil giling.

A\ O Ar 3 <=3 An 3 mmm o'Ichovli to'plamlar ketma-ketligi uchun
oC

ju rlI An) = lim f3>An) tenglikni isbotlang.
n= 77—3C

O'Ichovli to'plamlarning Aj C A% C ee=C A, C === ketma-ketligi uchun
oc - - - - .
/(U An) = lim fi(A,) tenglikni isbotlang.

Agar U(K.)— sonlar o'gidagi Lebeg ma’'nosida o'lchovli to'plamlar sis-
temasi, [a, 6 ixtiyoriy kesma bo'lsa, u holda [a b] kesmada saglanuvchi

o'lchovli to'plamlar sistemasi a— algebra tashkil giladi. Isbotlang.
Kantor to'planiining o'lchovi nolga teng ekanligini isbotlang.
Ixtiyoriy A C K sanogli to'plam uchun uy(A) = 0 ekanligini isbotlang.

A va B lar sonlar o gidagi nol o Ichovli to plamlar bo Isa. A LJB va

AAB lar ham nol o'Ichovli to'plamlar bo'ladi. Isbotlang.

A C XK nol o'Ichovli to'plam va ixtiyoriy B C S to'plam uchun u{A n
B) = 0 ekanligini isbotlang.

Sonlar o'gidagi barcha nol o'lchovli to'plamlar sistemasi a halga va 6

halga bo'lishini isbotlang.

Sonlar o'gidagi barcha nol o'Ichovli to'plamlar sistemasi simmetrik avirma

amaliga. nisbatan kommutativ gruppa bo'lishini isbotlang.
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5.85.

5.86.

5.87.

5.88.

5.89.

5.90.

5.91.

5.92.

5.93.

5.94.

Soniar o'qida kontinuum quvvatli, nol o'Ichovli to'plamga misol keltiring.

[0, 1] kesmada., o'lchovi 0,9 ga teng bo'lgan va [0, 1] ning hech yerida

zich bo'Imagan mukammal to'plamga misol keltiring.

[0, 1] kesmada, o'Ichovi 1 ga teng bo'lgan va [0, 1] ning hech yerida

zich bo'Imagan mukammal to'plam mavjudmi?

A c [0, 3] hech yerda zich bo'lmagan nol o'lchovli to'plam bo'lsa, uning

yopig'i .4 ham nol o'lchovli to'plam bo'lishi shartini?

[0, J kesmada, nol o'Ichovli va [0, 1] ning hamma yerida zich kontinu-

um quvvatli to'plamga misol keltiring.

Shunday nol o'lchovli A ¢ K va B ¢ I to'plamlarga misol keltiringki.
ularning arifmetik yig'indisi A+ B={c: c=a+h af£ A bf B}

rnusbat o'lchovli bo'lsin.

Shunday A C [0. 1] va B C [0, 1] to'plamlarga misol keltiringki.
quyidagilar bajarilsin: u(A) = y(B) = 0. /j(A+ B) = 2

F(x) = 2x+ | funksiya yordamida qurilgan fip- Lebeg-Stiltes o'Ichovi

absolyut uzluksiz o'lchov bo'lishini isbotlang.

Af . F(x) = 2+ 1 o'lchov bo'yicha .4 — (1. 5] t.o'plamuing oichovini
toping.
/ip. F(x) = [ Lebeg-Stiltes o'lchovi bo'yicha 4 — (1, 5 U {7, 8}

to'plamning o'lchovini toping.

Quirilishi Kantor to'plami- K (3.5-misolga garang) bilan bog'liq bo'lgan

Kantorning zinapoya funksiyasini (5.7-chizma) keltiramiz. Kantorning zinapoya

funksiyasini A bilan belgilaymiz va uni M da quyidagicha aniglaymiz: A(x) =

0, x £ (->00.0] va A(x) = 1, x £ [l.oo). A ni [0. I\A" da quyidagicha

aniglaymiz. K\ = ~  to'plam va uning chegarasida (5.7-chizmaga garang)
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n to‘plam va uning chegaralarida

Ky - 21 u K22 = 1J
1 2
agar x G -

Ax) = < 2 .

3 7 8

— agar x G
9'9

Endi

to’plam va uning chegaralarida
2k — 1

&(X) ——2 "' xeAK A=* 4

Xuddi shunday A-, = 13 A,< to'plamning fc — go'sImi intervali va un-
*:i
ing chegarasida

2k —i .
() = —,_. xGKmk &=123....2"1
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Shunday qilib, K,, to'plamlar va ularning chegaralarida A funksiya aniqg-
landi. Bu 1191 K, = [0. 1]\/* to'plam [0. 1] kesmada zich. Endi xq e K soni

A funksiya aniglanmagan biror nugta bo'lsin, u holda
A(x0) = sup JA(X) : X < xq, xe U Kn
deymiz. Hosil gilingan funksiya Kantoming zinapoya funksiyasi deyiladi.

5.95. Kantorning zinapoya funksiyasi A4 ning [0, 1] kesmada uzluksiz, mono-

ton kamaymaydigan funksiya ekanligini isbotlang.

5.96. Kantorning zinapoya funksiyasi F(x) = A(x) yordamida qurilgan Lebeg-
Stiltes o:lchovi —ta bo'lsin.

a) aa ning singulyar o'lchov ekanligini isbotlang.
b) ya(K) —1 tenglikni isbotlang. Bu yerda K — Kantor to'plami.
¢) A Kantor to'plamini saglovchi (K ¢ .4) ixtiyoriy to'plam bo'lsin.
Aa(-4) = 1 tenglikni isbotlang.

5.97. a) F(x) = x funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi absolyut
uzluksiz o'lchov bo'ladimi?

b) F(x) —2[.r] - 1 funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi
diskret o'lchov bo'ladimi?

e) Singulyar Lebeg-Stiltes o'lchoviga misol keltiring.
5.98. Additiv, ammo a— additiv bo'lmagan o'lchovga misol keltiring.
5.99. Harbir 4 c >X to'plamga
neN'U

sonni mos qgo'yamiz. m to'plam funksiyasi o'lchov bo'lishini ko'rsating.

4= (—oc, 0) va B = [1 4] to'plamlarning o'lchovlarini toping.
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| bobni takrorlash uchun test savollari

. Quyidagi tengliklar ichidan to'g'rilarini ajrating.

1. AAB = {AUB)\(ANB). 2 AAB = {AUB)A{ANB).
3. AAB = {A\B) U {B\A).

A lL2 B)23 C1123 D13

. E— universal to'plam. Ikkilik munosabatlarini toping.

1) E\nAa=Tl1(E\Aa). 2) E\MA,n=n(E\Aa)

3) AAB = (AnB)\(AMB), 4) (E\A)A{E\B) = AAB
A)L2 B)23 €34 D14

. .4 va B to'plamlar o'zaro kesishmaydi. Quyidagilar ichidan to'g'rilarini
ajrating. 1) AAB = 4uUB. 2 AAB=A, 3 B\A=1B
A) 12 B) 2. 3 C)L23 D) 13

. ,4i va A2 to'plamlar o'zaro kesishmaydi. Quyidagilar ichidan to'g'rilari-
ni ajrating. 1) BrMBo C (Ai 4 Bi) 'J (Ao A Bo). 2) J/i34/To = O,

3) AMAA0D = ALUA2. 4) (J1m.42)4,(B1UB0) ¢ {AyAB~ U (.420,B2)
A)123 B)234 (1234 D134

. | :R —R. f(x) —[0,52] akslantirish berilgan. Bu yerda [X] belgi x
sonining butun gismi. Agar A = [0. 8] boisa. f(A) ni toping.

A) {0; 1,2 3; 456, 7} B) [0. 8]

C) {0: 1,2 3,4, 5 6:7: 8} D) {0: 1; 2; 3; 4}

.| :A"—[5 26], f(x) = x2+ | funksiya berilgan. / — ustiga (suryek-

tiv) akslantirish bo'ladigan maksimal X to'plamni toping.
A) [-5, -2] U2 9 B) [2. 5] C [2 5 D) (2. 5

. 0. m —[—1.1]. /(x) =cosx. g: [0.m —*[0.1]. g(x) = sinx.
v m[x "[0; 1]* vix) = sin;r- $ ®m[0.2] —[0.5], d(x) = x2+ 1
akslantirishlar ichidan suryektivlarini ajrating.

A) /. y.if B) /.9, p Ca o D) /, f. ib
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8.

10.

11.

12.

/ :[0.mM —[—1,1], f(x) = cosx, g :[0.m] —.[0,1], g(x) —sinx,
u[ 0 - ~*[0,1]. y(x) = sinx, ®:[0,2] —» [0.5], ij>x) = x2+ 1
akslantirishlar ichidan biyektivlarini ajrating.

A) f.g B) f.v C) f,<p D) v ,il>

. Quyidagilar ichidan sanogli to'plamlarni ajrating.

1) Jahon banklaridagi valyutalar to'plami.

2) Barcha ratsional sonlar to'plami.

3) Yer sharidagi barcha qushlar to'plami.

4) Barcha tub sonlar to'plami.

A)1,3 B)24 €123 D)134

Quyidagi tasdiglar ichidan to'g'rilarini ajrating.

1} Chekli to'plamlarning ayirmasi chekli to'plam bo'ladi.

2) Sanogli to'plamlarning ayirmasi sanogli to'plam bo'ladi.

3) Kontinuum quvvatli to'plamlarning ayirmasi kontinuum quvvatli to'p-
lam bo'ladi.

A)1L3 B)23 €1 D123

Quyidagi tasdiglar ichidan to'g'rilarini ajrating.

1) Chekli to'plamlarning kesishmasi chekli to'plam bo'ladi.

2' Sanogli to'plamlarning kesishmasi sanogli to'plam boiadi.

3) Kontinuum quwvvatli to'plamlarning kesishmasi kontinuum quvvatli
to'plam boiadi.

A)1,3 B23 €1 D123

Quyidagi tasdiglar ichidan to'g'rilarini ajrating.

1) Chekli to'plamlarning birlashmasi chekli to'plam bo'ladi.

2) Sanoqli to'plamlarning birlashmasi sanogli to'plam bo'ladi.

3) Kontinuum quvvatli to'plamlarning birlashmasi kontinuum quvvatli
to'plam bo'ladi.

A)1L,3 B)23 €1 D123
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Kesishmasi kontinuum. simmetrik ayirmasi sanogli bo'lgan A\ va Ao

kontinuum quwvvatli to'plamlarga misol keltiring.
A) A\ = [0. 1], 2= (0. 1) B) AA\= [0, 1], A2=[0. D) UQ
C) Ai = [0, 00), Ao = [2. 00) D) .4i = (—o0. 0]. Ao = (0. 00)

Chekli to'plamlar ko'rsatilgan javobni toping.
A) QQZ. N B) {2: 3. 0 C){2:3},[0.1].2 D)R,Q.Z

Sanogli to'plamlar ko'rsatilgan javobni toping.
A) Q.Z:N B){2: 3.0 C){2:3}, [01,Z D R, QZ

Kontinuum quvvatli to'plamlar ko'rsatilgan javobni toping.

A) Q.Z.N B){2:3}.0 C){23},[0:1,Z D) [0. 1] R. R\Q

Ekvivalent to'plamlar ko'rsatilgan javobni toping.
A)Q~Z~N~R B) 0] ~ [0.oc)~R~Q
C) 01 ~R~K2~R\Q D) 001 ~M~R\Q~Q

Sonlar o'gidagi barcha [a. 6) yarim intervallar sistemasi S :
A) Yarim halga bo'ladi. halga boimaydi.

B) Halga bo'ladi. algebra boimaydi.

C) Ham halga. ham algebra bo'ladi.

D) Ham algebra, ham a algebra bo'ladi.

Sonlar o'qidagi barcha chekli to'plamlar sistemasi 6 :
A) Yarim halga bo'ladi. halga boimaydi.

B) Halga bo'ladi. algebra boimaydi.

C) Ham halga, ham algebra bo'ladi.

D) Ham algebra, ham a algebra, bo'ladi.

Sonlar o'gidagi barcha. chekli. sanogli va kontinuum quvvatli to'plamlar

sistemasi B :
A) Yarim halga bo'ladi. halga boimaydi.
B) Halga bo'ladi. algebra boimaydi.



21.

22.

23.

24,

25.

26.

C) Ham halga, ham algebra boiadi.

D) Ham algebra, ham a algebra boiadi.

Sonlar o'qidagi barcha chegaralangan to'plamlar sistemasi © :
A) Yarim halga boiadi, halga boimaydi.

B) Halga boiadi. algebra boimaydi.

C) Ham halga, ham algebra boiadi.

D) Yarim halga tashkil gilmaydi.

Tekislikdagi barcha to'g'ri to'rtburchaklar sistemasi S :
A) Yarim halga boiadi. halga boimaydi.

B) Halga boiadi. algebra boimaydi.

C) Ham halga, ham algebra boiadi.

D) Ham algebra, ham a algebra boiadi.

E = {(x,y) : 0< x < 1 0< vy < 1} biiiik kvadratdagi barcha
elemental’ to'plamlar sistemasi © :

A) Yarim halga boiadi, halga boimaydi.

B) Halga boiadi. algebra boimaydi.

C) Ham halga. ham algebra boiadi.

D) Ham algebra, ham a algebra boiadi.

E =[0. 1 to'plamning barcha gism to'plamlaridan tashkil topgan LLLE)
sistema simmetrik ayirma [ amaliga nisbatan gruppa tashkil giladi.
Uning biiiik element! e (e *x = r *e = e) ni toping.

A) e=[0 1 B) e=0 C) e = {0} D) 6= (0, 1)

E —[0. 1] to'plamning barcha. gism to'plamlaridan tashkil topgan LLLE)
sistema simmetrik ayirma [ amaliga nisbatan gruppa tashkil giladi. Bu
gruppada x = (0, 1) elementga teskari elemental toping.

A) .r"1= {0} B) x'1=0 C)x-1=(, 1) D) x-1=1[0, 1]

P=]Il,4<x< 5 25<y< to'g'ri toi'tburchakning o'lcho-

vini toping.



27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

A) 20 B) 21 C) 18.75 D) 20.4

pP={0<x<1 0<y<l1llvaQ={03<x<08 0<y< 1}
to'g'ri to'rtburchaklar kesishmasining o'lchovini toping.
A) 0,5 B) 0.8 C) 0.15 D) 0,75

P={0<x<10<y<1llvaw={05<x<15 0<yc<1}
to'g'ri to'rtburchaklar birlashmasining o'lchovini toping.

A) 1,3 B)14 C) 15 D) 2

P={0<x<10<y<1llvaQ={05<x<15 0<yc<1}
to’g'ri to'rtburchaklar simmetrik ayirmasining o'lchovini toping.

A) 0,5 Byl C)15 D) 0,8

P={0<x<5 0<y<5} Pi={0<x<2 0<yc<?2}, P\PX
ayirmaning chekli yoyilmasida eng kamida nechta to'g'ri to:rtburchak gat-
nashadi?

A)4 B)3 C)2 D)5

A={0<x<10<y<02}U{0<x<1 08<yc<1}
elemental’ to'plamning o'lchovini toping.
A) 0,2 B) 0,3 G) 0,4 D) 0.5

A—{0<x< 1 0<y<x} toplamning tashqi o’lchovini toping.
A) 0,2 B) 0.3 C) 04 D) 0,5

Lebeg oichovining additivlik xossasini ko'rsating.

A)E(UAR = 4(AK, ATMA =0,idj
w=l y ke

B) §, (UA,) = M(A,): ATIAj =0.idj
) f Qf':i } - (A) J b j
C) lim u(An) = u{A). A= r]l:.llAn, AYC A2C mmmC AN C eee

D) u4/ U AM < Y. H(An)
1

Un=1 n=1
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

Lebeg oichovining yarim additivlik xossasini ko'rsating.

AY 1Y NI} = 23 U), AFMAj = 0. id]

B) p (U .4) =2 KAN: ATAj=0.id]
An=1 =1

C) lim p(1,) = n(A) A= U, JXCJI12C ee=C JI, C mee
D) u gu l‘lﬂ < [5|11M(f|,,)

Lebeg oichovining a— additivlik xossasini ko'rsating.

A (U N*) = E m@la): N, NN, =0.idj
k=1 7 t=1
B) M£n91.4,,3 = Xxi *N,). NN4=0.idj

C) lim /4Nv) = g(N1). N= U Jl,, JI2C N12c me=C J1, C ===
Ir—HoC- 7—1

°) M (A4 - £
Lebeg oichovining uzluksizlik xossasini toping.

A) p (Y AB = fi KAK)- AIMAj=0.id]

B) fi (U A) x]1 ') ,nJl,=0.rdj
\«I =

C) lim /(1) = aU1). 1= U At JI1C N12C mmmC JI, C ==
— ac 77-1
D) mu(U /,) < £ A,
) (G M) < £ AL

1 C [0, 1] — oichovsiz to'plam. Quyidagilar ichidan oichovsiz to'plamlarni
gjrating. 1) [0. 1]\V1.  2) NnNQ, 3) JAM([0. 11\Q).
A) 13 B) 2. 3 C) 12 D) 123

A C [0, J]— oichovsiz to'plam, K — Kantor to'plami boisin. Quyidag-
ilar ichidan oichovli to'plamlarni ajrating.

1) [0, INA:  2) ANQ, 3) MK

A)13 B)23 €12 D123

/jf o'lchov F(x) = [z] funksiyayordamida qurilgan Lebeg-Stiltes oichovi.
A= {1. 2. 3} boisin. Ait(J1) ni hisoblang.



A) 1 B) 2 C) 3 D) O

40. F(x) = 4A(x) — Kantorning zinapoya funksiyasi, up — esa F(x) yorda-
fl
mida qurilgan Lebeg-Stiltes o'Ichovi boisin. A = 1 - 1 to'plamning
L \3 3/
o'Ichovini topmg.

Al Bf O] °)°

I bob uchun javoblar va ko‘rsatmalar
1-8. To‘plamlar ustida amallar

10. x e E\piJl, ixtiyoriy element bo'lsin. U holcla r 6 E va x  p)An
bo'ladi. Bund%n shunday ao mavjud bo'lib, x ning J1()0 to'plamga tegish-
li emasligiga kelamiz. Demak, x element AW to'plamning toidiruvchisida
yotadi. Shunday qilib, Qo uchun x € E\Aa muuosabat o'rinli. bundan biz

x 6 U(E"\/lu) ga ega bo'lamiz. Bu esa
Q

E\f]Aac \J(E\Aa) (1.1j)

n v
munosabatni keltirib chigaradi. Endi teskari munosabatni isbotlaymiz. Agar
x € U(E'\.4(J boisa, u holda biror gq uchun x 6 E\Aao boiadi, bundan

(¢]
x element Jlac to'plamga tegishli boimaydi, bu esa x £ flAi ekanligini
a

bildiradi. Demak. x € E\ PJAa ekan. Bundan biz
~

E\f]AQD[J(E\Aa) (1.2§)
a a

munosabatga kelamiz. (1.1j), (1.2j) munosabatlar (1.4) tenglikni isbotlaydi.
18. AUB = [0. 1], A\B = {0, 1}, .44B = {0,1}. -4MNB = (0. 1).

19. AUB = {2, 3. 4. 6,8 9 10, 12, 14, 15. 16, 18,20: 21. 22. 24....} ,
A\B = {2.4....23n- 2), 23r- 1)...}. 4NB = {6, 12........ 6rr....}
AAB = {2, 3,4.8 9, 10. 14, 15.16,...} .

200 AuB=R. AAB=Q, AAB =R, ATIB=0.

21. Nwe =[0. 1, /NB=N,N14B=[Q 1], INB = 0.



22. A={“mmnf£zj. B— Be Zj .Buyerda B < A munosa-

bat o'rinli. demak AUB = A, A'’)B =B, AAB=AAB —j— , n€zj.
23. /1 to‘plam l.Ik-chizmada gorizontal shtrixlangan soha, B to'plam 1.1k-
chizmada vertikal shtrixlangan soha. AuB = {(x,y) :0<x <1 0<y< 1},
A\B = {(x,y) :0<x <1 0<y<x}:

AN B = {(x,y) :0<x <1 y=x}.

AAB = {(X,y) :0<x<1,0<y<x}U{x.y):0<x<1lx<y<1}.

l.Ik-chizma

24. A UB — 1.2k-chizmada shtrixlangan soha, A\B — chizmada gorizon-
tal shtrixlangan soha, AAB: — chizmada vertikal va gorizontal shtrixlangan

soha. ATl B — chizmadagqiyalab shtrixlangan soha.

1.2k-chizma

39. z=272. X ={1,2}, Y={3} XxY¥ =Y x X tenglikdan X =Y
kelib chigadi.

40. X x Y = {(1,2). (1,4), (3,2). (3,4). (5,2). (5.4)}.

Y x X —{(2,1), (2.3), (2. 5). (4.1). (4,3), (4,5)}.

X xY =Y x X tenglik umuman olganda to'g'ri emas.

44. To'g'ri emas, masalan X = [0.1]. Xy = [1,2], Y = [2,3], \= [3/4].
49. A* = BUCUD, A, =BnCDD.

52. xm= (-1)'" ketma-ketlik f> ga qarashli. lekin {x,,} » E?l Mn.

11=1
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2- 8. Akslantirishlar

9. E(XX=10.11.... 1 10. E(P) =K. 11. E(S) = [0, 00).
23 n

12. g(A) = {0.1.2}. g-\B) = [2.4). 13. fHA) = {0}, ~(B) =o0.
14. f(x) = x, 5(t) = 1-x, (f+9g)(x) = 1.

f(x) =x, 5(1)=x-3, (/- 9)x =3

26. 2.27-misolga garang.

27. A va B to'plamlar o'zaro kesishmaydi, ya'ni A INB — 0. Bu yer-
dan P(A N B) = 0 ekanligini olamiz. Bu to'plamlarning P aksla.ntirishda.gi
tasvirlari ustma-ust tushadi. ya'ni P(A) = [0. 1], P(B) = [0, 1]. Demak.
P{A) MP(B) = [0, J¢p0o=P(ATB).

29. XX\NA () = 1- Xa (x), Xajb {x) = Xa (x) + Xb (x) - Xa {x) &b (x),
XAMB (x) = XA (x) mXB (x) , Xa\b (x) = Xa (x) - Xa (x)Xb (x) ..

XanB (X) = Xa(x)+ xb 0) - 2Xa (x) *Xb{x) m

33. Mavjud. 34. To'g'riemas. 38. X = [3. 2] U[2 3].

39. f(A) = j

40. X C (—ec. 0] yoki A' C [0, +00) dagi ixtiyoriy to'plam.
41. Bu akslantirish ham syuryektiv, ham biyektiv.
42. Inyektivlari /. -f. ip. Syuryektivlari /, g, ip Biyektivlari /, p.

8. Ka= {(x.y) :x=a —00 <y < 00} — sinf tekislikda x = a vertikal
to'g'ri chizigdan iborat.

9. Kr= {(x.vy,2) :x- + y2+ z2 = r} —sinffazoda markazi koordinata boshi-
da radiusi r > 0 bo'lgan sferadan iborat.

12. Bo'ladi. 13. f(2n) = n

19. Bu to'plamlar o'rtasida biyektiv moslikui

1 1
/ :K—(0. 1), f(x) = —arctgx + -
™ /

funksiya yordamida o'rnatish mumkin. Bu akslantirishning biyektiv ekanligi

arktangens funksiyaning xossalaridan kelib chigadi.



21. Yo'qg. bu chekli to'plam. 22. A= N.B={3.4,..,n....}.

23. A=N.B=1{...- 2,-1,G1.2}. 26. Sanoqgli.

Xa={0,11.i ..A4 J ,B={i i ..., 1,...} toplamlarbo'lsin.
U holda [0, I\A = (0. )\B = C. A va B lar .sanogli to'plamlar bo'lganligi

uchun / : A —B biyektiv akslantirish mavjud. U holda

o(x) = <| f(x)i agar x GA
[ x. agar x € C

funksiya [0.1] ni (0,1) gabiyektiv akslantiradi.

33. f(x,y)=(a + ~x(b —a),c+ Lx{<1- ¢)), (x,y) e.[-]:1]2

36. A C R\Q biror sanogli to'plam bo'lsin, u holda B = ,4uQ ham sanoqli
to'plam bo'ladi. f : A — B biror biyektiv akslantirish mavjud. U holda
| f(xm agar xe A

909 = <[ X. agar x e R\(QUA)

tirisli bo'ladi.

funksiva >X\0 ni R ga biyektiv akslan-

49. Ekvivalent. 51. Irratsional soniar uchun.

59. A = [0: 1] kontinuum quvvatli bo'lgani uchun 3.4-teoremaga ko'ra uning
barcha gism to'plamlaridan iborat to'plam giperkontinuum quvvatli bo'ladi.
60. A C [0, 1. dagi ixtiyoriy to'plam bo'lsin. f(x) = xa{x) —A to'plamning
xarakteristik funksiyasini olamiz. U holda \a xarakteristik funksiya A to'plam
orgali bir giymatli aniglanadi. Demak, [0, 1] da aniglangan va fagat O yoki
1 givrnat gabul giluvchi funksiyalar to'plami bilan [0, 1] ning barcha gism
to'plamlari o'rtasida biyektiv moslik mavjud. [0, 1] to'plamning barcha gism
to'plamlaridan iborat sistemaning quvvati giperkontinuum bo'lgani bois [0, 1]
da aniglangan va fagat 0 yoki 1 giymat gabul giluvchi funksiyalar to'plami
giperkontinuum quvvatli to'plam bo'ladi.

61. 3.4-teoremaga ko'ra R2 ning barcha gism to'plamlaridan. iborat to'plam
giperkontinuum quvvatli bo'ladi.

62. Bu to'plam 60-misolda keltirilgan to'plamni saglaydi, shuning uchun u

giperkontinuum quvvatli bo'ladi.

4- 8. To'‘plamlar sistemalari
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10. Sonlar o'gidagi yopiq to'plamlar sistemasi.

15. Agar A, B G 3 =Tl bo’lsa, u holda ixtiyoriy a da A. B G tha
boiadi. *po halga boiganligi uchun AAB G A NB G U holda
AAB GBva ATB G 7.

23. Yarim halga boimaydi.

24. Boiadi.

25. Yarim halga boiadi. lekin halga boimaydi.

26. Halqga tashkil qgiladi.

30. Sistema sanogli birlashmaga nisbatan yopiq emas. Masalan, 4, = {rr"1} G

S lekin (J 4, ™ 6.

31. 6 hz;I:(;a sifatida tayinlangan Oxy koordinatalar sistemasidagi elemental-
to'plamlar sistemasiiii olamiz. ©45 halqga sifatida. Oxy ni 45° ga burishdan
hosil bo'lgan koordinatalar sistemasidagi elemental- to'plamlar sistemasiiii bel-
gilaymiz. 6 U45 sistemaning halga. emasligi ravshan. Chunki bu to'plamlar
sistemasi kesishma. amaliga nisbatan yopiq emas.

32. 6i = {A0}. 62={A{a},{b,c}.0}, 63={A.{b}. {a.c}.0}. 64=
{4.{c}. {a. 6},0}. 6 5= {4, {a}, {&}, {c}, {a, b}, {a, c}, {6, c}, O} bu sisteina-
lar ham halga. ham algebra, boiadi. = {0, {a}}. ®2= {0, {6}}, *P3=
{0, {c}} bu sist.emalar halga bo'ladi, lekin algebra boimaydi.

33. Halga tashkil giladi.

34. Bu sistema simmetrik ayirrna amaliga nisbatan yopiq emas. Masalan.
A = [0.7]. B - (1,3) uchun AAB = [0,1] U [3.7] to'plam bu sistemaga
garashli emas.

35. A= (0,7 x (0.7 va B = (0.5] x (3.5 to'plamlar uchun AAB bu
sistemaga qgarashli emas.

36. Bu sistemada birlik element mavjud emas. Bu sistema halga boimaydi.
37. Eng kamida 4 ta to'g'ri to'rtburchak gatnashadi. Minimal perimetr 50.
38. Bu sistema a —halga bo'lmaydi. a — algebra boimaydi.

39. ning halga ekanligini ko'rsat.aymiz. Hagigatan ham B+ = ACiBi. B2=
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V1M Bi bo'lsin. U holda
BinB2= (-4MBi) M(4MNBJ = -4M(B1fl B2) Gn-
ptuddi shunday
Bi&B2= (AN A(ATMB2 = ((4MBx) U(AMB2) \{AN(BxMB2) =

= AT (BIABO) € ¢n

munosabat o'rinli. Demak, n sistema halga bo'ladi. Bu sistemada .4 to'plam
birlik element bo'ladi, ya'ni dgn sistema algebra bo'ladi. Agar ¢ sistema
a — halga bo'lsa, u holda ¢ to'plamlar sistemasining a — algebra bo'lishi
yugoridagidek ko'rsatiladi.

40. X sanogli to'plam bo'lsa.

41. a) Yarim Imlga tashkil gilmaydi. b) va e) lar yarim halga tashkil giladi.
Halga va algebra tashkil gilmaydi.

5-8. 0 ‘Ichovli to‘plamlar
26
18. 4= — . 2)U[34). /I(,H= 2"-.

19. A= ~z.ej IJ[3,e2 U ml) jt<(4) = e3+ e2+ e - 124,

2C. 4= L~ L (A) =
60' 24 Y d6:2 A= g
21. A= A I1)u HA) = O
T 25621U 256 J ()_256‘
3 13 7 25
22. 4= 0. ) =
U g, U gy M-4)=g.

27. fi{A) = 0. 28. u(A) = STy u(A) = 1

30. Ak C [0. 1]. k € {1. 2. 3, 4,5 6. 7. 8, 9} bilan sonlarining cheksiz
o'nli kasr yoyilmasida k ragami garnashadigau sonlar to'plamini belgilayiniz.
Biz sonlarning cheksiz o'nli kasr yoyilmasida 5 ragami gatnasimdigan son-
lar to'plaminining o'lchovi 1 ekanligini 5.4-misolda ko'rsatdik. Xuddi shunday.

istalgan ke {1, 2..... 9} uchun p(AK = 1 ekanligi ko'rsatiladi. Sonlarning
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cheksiz o'nli kasr yoyilmasida 1 dan 9 gacha bo‘lgan barcha ragamlar gat-
nashadigan soniar to‘plami A\ M A2T1 ee=[1Ag dan iborat bo'ladi. U holda

<5>ao0, i]\",) =0
k=1 K Jt=l
bo'ladi. Demak, [i(Ai MA2I ===[1Ag) = 1 bo'ladi.
34. Shart emas. Masalan, 4 = [0, IJTnQ bo'lsin, uholda y(A) = 0, [i(A) = 1
38. a) 4.3-tarifga ko'ra A Borel tipidagi to'plam bo'ladi.

An n- 3 n H--2-,-, to'plamlar o'zaro kesishmaydi, shuning uchun y(A) =
oc o /1
£ m(4,)=E 0o, c¢) fi(A) = 1

39. a) /n(J1) = 1, b) u(A) =0, c) 4(A) = oo. d) u{A) = 3.5
eg)m'4)" 4 +op b )" f)"(4)- 2w-
40.a) A2nl = [n- L, n). A2, =[-n,1- n).b) A, = [noc) U(0,1).
¢) An= (—oo.n)UN. d) 1, y K- 1 ' !
k=1 Vn + K y/n+ K- 1
41. a) /n(A) = m, b) fi{A) = ™
42. f3(A = 1—a. 44. E(f) = [0,Al, 45. Mavjud emas.
46. B ¢ [0,1] o'lchovsiz to'plam bo'lsin. U holda 4 = {(x.y) :x e B.y = 1}
U{(ar,y) :x = 1,y e B} to'plam uchun prxA = B. pr,,A = B bo'ladi.
47. /IN4i = N U P2Uf\ u Pi (5.1k-chizmaga. garang). Pi = [0,4) x [0. 7).
P2=[4,7)x[57), P3=[6,7) x [0,-5), P4= [4,6) x [0.3). [/(4\4i) = 45.

pr
Pi

0 X
5.1k-chizma

48. A\Ai = Pi U P2. 5.2k-chizmaga garang. Pi = [0,3) x [0,7), P2 =
[0,7] x {7}. u(A\Ar) =21.
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5.2k-chizma

49. A\Jlx = Pi UP>U#{). 0.3k-chizmaga. garang. P\ = [0. 7] x [6. 7], P2=
[0,7] x {0}, P3 = {7}x [0,6). (i(A\Ai) = 7.

5.3k-chizma

60. a) uy(J/ImB) = + —u (1M B) tenglikni isbotlaymiz. JInB ni

o‘zaro kesishmaydigan to'plamlarning birlashmasi ko'rinishida tasvirlaymiz:
4UB = (A\(4MNB))J(B\(4MNB))U(4nMNB).
Bu yoyilmadan va o'lchovning additivlik .'. sasidan
fi(AJ B) = u{A\(1MNB)) + u(B\ (4 NB)) -f/j(AMNB) (5.1j)

ni olamiz. Ma'lumki o'lchovli E va A to'plamlar uchun .4 ¢ E bo lganda
JUEN\ 4) = u(E) —m(-4) tenglik o'rinli. Shunga ko'ra /r(. 1N\ (A M B)) =
L(A)-u{Ar\B). fi(B\(4MNB)) = fi(B) —ii(AnB) bo'ladi. Bularni (5.1j)
tenglikka. qo'vib /i(.4 UB) ~ u(A) + u(B) —u(A lNiB) tenglikni olamiz.

b) tenglikni isbotlashda yuqoridagi tenglikdan foydalanainiz:

L(AAB) = //(/1 UB) \ (4 MB)) = u{A UB) - u(A n B). (5.2j)

(5.2)) da fj(A UB) o rniga /j(.4) 4 u{B) —u(A MB) ni qo'vib, u(AAB) =
u{A) + u(B) —2/i(.4 M B) tenglikni olamiz.



65.a) u(A) = 1 b) p(A) =2 ¢) uA) = 1 d) uA) —1

66. a) u(A) = 11 —2e. b) u(A) = 3.c) p[A)=4 + 2e.d) (/I{A) = o.

67. Chegaralangan o'lchovsiz to'plam quyidagicha quriladi. Buning uchun
[1. 1] kesmaning nugtalari orasida ekvivalentlik tushunchasini kiritamiz:
agar x va y ning ayirmasi x - y e Q boisa, ular ekvivalent deyiladi. Bu
munosabat ekvivalentlik munosabati boiadi. Shuning uchun [—1, 1] keuul
o'zaro ekvivalent bo'lgan elementlardan iborat K (x), x € [-1, 1] sinflarga
ajraladi. Bunda turli sinflar o‘zaro kesishmaydi. Shunday qilib [—1, 1] kesma
o'zaro kesishmaydigan K(x), x 6 [—, 1] sinflarga ajraladi. Endi bu sin-
flaming har biridan bittadan element tanlab olib, bu tanlab olingan elementlar
to'plamini A bilan belgilaynxiz. Hosil bo'lgan A to'plam o'lchovsiz to'plam
bo'ladi.

68. O'Ichovli ham o'Ichovsiz ham bo'lishi mumkin. Masalan, A ¢ [0,1) da-
gi B C [1,2) dagi o'lchovsiz to'plamlar bo'lsin. U holda ularning kesishmasi
A TIB = 0 o'Ichovli to'plam. J1T1.4= .4 o'Ichovsiz to'plam bo'ladi.

69. O'Ichovli ham, o'lchovsiz ham bo'lishi mumkin. Masalan, Ag = [0. 1)
o'lchovsiz to'plam bo'lsin. 4 = 40U [1, 2), B = AO bo'lsa. .4\B = [1. 2)
o'Ichovli to'plam bo'ladi. Agar .4 = N(n[1. 2), B = [1. 2) desak. A\B = An
o'lchovsiz to'plam boiadi.

70. Oichovli ham, o'lchovsiz ham bo'lishi mumkin. 71. Mumkin.

72. Agar /W B = 0 bo'lsa, keshishmao'lchovli to'plam bo'ladi. Agar B ¢ A
bo'lsa, keshishma A n B - B oichovli to'plam boiadi. Agar A ¢ B bo'lsa,
keshishma A M B = A o'Ichovsiz to'plain bo'ladi.

73. Agar A ¢ B bo'lsa, .4\fl = 0 oichovli to'plam bo'ladi. Agar B ¢ A
bo'lsa, A\B o'Ichovsiz to'plam bo'ladi.

74. ATIB = 0 holda B\A = B o'Ichovli to'plam boiadi. B ¢ A holda
B\A = 0 o'Ichovli to'plam boiadi. A ¢ B holda B\A o'Ichovsiz to'plam
bo'ladi.

75. AN B = 0. oichovli to'plam. B ¢ A va A ¢ B hollarda AAB to'plam

o'lchovsiz bo'ladi.
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m » Kantor to'plami.
pB. 5.42-misolda a = 0.1 deb olsak. u{A) = 0,9 boiadi. Bu A to'plam
Hfeh yerda zich bo'lmagan mukammal to'plam boiadi.
MI. Mavjud emas. 88. Shart emas.
|S9. A = KU(0.1]nQ). Buyerda K Kantor to'plami.
-90. A = K. B—K . Buyerda K Kantor to'plami.
91' A = B = K. Buyerda K Kantor to'plami. K + K = [0,2] tenglik
13.5-misolda isbotlaugan.
93. 5.11-ta'rifga ko'ra. Hf{A) = F(5) —F(1) = 11 —3 = 8. 94. p(A) = 6.
97. b) Ha. c¢) 5.9G-misolga garang.
98. X = [0, J HQ deymiz. 6 morgali X ning (a ft) interval, [a B
kesma va [a b). (a, ff yarim intervallar bilan kesishmalaridan iborat to'p-
lamlar sistemasini belgilaymiz. yarim halga bo'ladi. Agar Aab = A'T(a, b)
(p[a. 6]. M(a. ff], H[ft- b)) desak. va har bir .46 to'plamga m(Aaij) = ft-a
sonni mos go'ysak, bu to plam funksiyasi m : —* R+ additiv, ammo
0 — additiv bo'lmagan o'Ichov bo'ladi.
99. 1) m to'plam funksiyasining aniglanish sohasi R ning barcha gism
to'plamlari sistemasi bo'ladi. Bu sistema yarim halga tashkil giladi.
2) m(-4) > 0 tengsizlik m ning aiiiglanishidan kelib chigadi.
3) agar .4 va B to'plamlar kesishmasa
K-U'B)- Y . E JT+ E +
»e.NnWLI5) n6N M 4 iieNfiB
tenglik o'rinli. Bu yerdan o'lchovning additivlik xossasi kelib chigadi. /<(.4) =
0, u(B) = 0.875.
I bobda keltirilgan test javoblari

1-C 2-A 3-C 4D 5D 6-A 7-A 8C 9-B 10-C 11C 12-D 13B
14-B 15-A 16-D 17-C 18-A 19-B 20-D 21-B 22-A 23-C 24-B 25-C
2GB 27-A 28-C 29-B 30-C 31-C 32-D 33-A 34D 35B 3GC
37-A 38-B 39-C 40-D.
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Il. LEBEG INTEGRALI

Ushbu bo'limda o'lchovli funksiyalar va ularning Lebeg integrali xossalari
bayon gilingan. O'lchovli funksiyalar Lebeg integrali tushunchasini kiritishda
asosiv manba hisoblanadi. O’lchovli funksiyalar ta'rifi, ularning asosiy xos-
salari keltirilgan. Jumladan, o'Ichovli funksiyalar to'plamining arifmetik amal-
larga nisbatan yopigligi, shuningdek o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi xos-
salari va Lebeg integrali ta rifi. asosiy xossalari bayon etilgan. Amaliv mashg'u-

lotlar va uy vazifalari uchun yetarlicha masalalar berilgan.
6-8. 0 ‘Ichovli funksiyalar

Bu paragrafda uzluksiz funksiyaga "qaysidir® ma'noda yaqin bo'lgan o'l-
chovli funksiya tushunchasini keltiramiz. O'lchovli funksiyalar Lebeg integrali-
ni Kiritishda asosiy manba hisoblanadi. Bizga E ¢ R (E Cc M2 Lebeg
ma’'nosida o'lchovli to'plam va unda aniglangan haqiqiy giymatli / funksiya
berilgan bo'lsin.

6.1-ta’'rif. Agar ixtiyoriy c GR uchun {x £ E : f(x) <<c} := E(f <¢)

toplam o'Ichovli bo'lsa, f funksiya E to'plamda oichovli deyiladi.

6.1. /| : E —»R, [/(x) = a = const funksiyaning o'Ichovli ekanligini ta'rif

yordamida ko'rsating.

Yechish. Ixtiyoriy ¢ G R uchun

n E. agarc> a
E(f <c) = {x £E :f(x) <c}=~" .
0. agarc< a

tenglik o'rinli. E va 0 to'plamlar o'lchovli. Demak. ixtiyoriy ¢ G R uchun
E (f < c¢) to'plam o'Ichovli ekan. 6.1-ta'rifga ko'ra, /(.r) = a funksiya E da
o'lchovli bo'ladi. O

6.2. Funksiyalarni ta'rif yordamida o'lchovli ekanligini ko'rsating.
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») f(X)= N- xe [ 2). b) f(x) = {x}, x £[0, 2).

tj /(z)=2x +3, x€ [0 3] d) /(x) =x2- 5 x€[-2, 3.

6 f{x) =2J- 1 x€][0 2. f) f{x) = In(x + 1), x € [0, 2).
g0) /(x)=sinx +5 x £[0, M. h) /(x) =cosx+ 5 x&£ [—r 0]

Yechish. Biz a) misolning yechimini beramiz. Ixtiyoriy ¢ € M uchun

0, agarc<20
E(f<c)={XxXEE:[X]<c}= [0, 1). agarO<c<1
[0. 2), agarc> 1
tenglik o'rinli. O va [0. 1), [0. 2) to'plamlar o'Ichovli. Demak, ixtiyoriy ¢ £
R uchun E(f < c¢) to'plam o'Ichovli ekan. 6.1-ta'rifga ko'ra, f(x) = [X]
funksiya E —[0, 2) da o'Ichovli boiadi. O

6.3. Oichovli boimagan funksiyaga misol keltiring.

Yechish. E musbat oichovli to'plam. .4 C E oichovsiz to'plam boisin.

Quyidagi funksiyani garaymiz:

I -1, aanr X £ 4 ,
fix) = < w Gl
{ 1. agar x £ E\A.
Bu funksiya. uchun E(f < 0) = boiib, u oichovsiz to'plam. Demak, /
funksiya E da oichovli emas. O

6.4. Agar .4 C E oichovsiz to'plam boisa. u holda g{x) = \a\n(x) funksiya

oichovsiz bo'lishini isbotlang.

Isbot. To'plam xarakteristik funksiyasi ta'rifiga ko'ra E{g < 0.5) = A

boiib, u oichovsiz to'plam. Demak. g : E —K oichovli funksiya emas. O

6.5. Agar / funksiya E to'plamdaoichovli boisa, u holda ixtiyoriy a, b£ R
lar uchun quyidagi to'plamlarning har biri oichovli boiishini isbotlang:
DE{f>a): 2)E(u<f<h: 3 E£(=a):

4) E(f < a); . 5) E(f > a).
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Isbot. Aytaylik. / o'lchovli funksiya bo'lsin, u holda ta'rifga ko'ra. ixtiy-
oriy a GR uchun E(f < a) to'plam o'Ilchovli bo'ladi.

1) E(f > a) = E\E(f < a) tenglikdan. hamda o'Ichovli to'plamning
to'ldiruvchisi o'Ichovli ekanligidan E (f > a) to'plamning o'lchovli ekanligi
kelib chigadi.

2) E(a<f < b= E(f>a) ME(f < b) tenglikdan, hamda o'lchovli
to'plamlar kesishmasi o'lchovli ekanligidan E(a < f < b) to'plamning o'Ichovli
ekanligi kelib chigadi.

3) E(f —a) to'plamning o'lchovli ekanligini ko'rsatamiz.

Buyerda E{a < f < a+ I/n) to'plam 2) ko'rinishdagi to'plam bo'lgani uchun
u - o'lchovli. O'lchovli to'plamlarning sanogli sondagi kesishmasi o'lchovli
bo'lganligi uchun E (f —a) to'plam o'Ichovli bo'ladi.

4) E[f —a) to'plamning o'Ichovli ekanligi ta'rifdan, 3) dan hamda E (f <
a) = E(f < a) UE(f = a) tenglikdan kelib chigadi.

5 E(f > a) to'plamning o'Ichovli ekanligi E(f > a) = E\E{f < a)

tenglikdan va to'ldiruvchi to'plamning o'Ichovli ekanligidan kelib chigadi. O
6.6. Agar / va g lar E da o'Ichovli funksiyalar bo'lsa. u holda
{xX GE : f{x) > gix)}
to'plam o'lchovli bo'ladi. Isbotlang.

Isbot. Ratsional sonlar to'plami Q sanogli bo'lgani uchun uning element-
larini nomerlab chigamiz. ya'ni Q = {ri:ro.......r,,....} vaquyidagi tenglikni
isbotlaymiz:

{X £E :f{X) > $(*)} = ,ﬂl ({.t :f(X) > rk} IM{x :g{X) < rk}) (62)
Faraz gilaylik. xn£ {x G E : f(x) > g(x)} bo'lsin. Ratsional sonlarning zich-
lik xossasiga ko'ra shunday rk 6 Q mavjudki, f(x0) > rk> g(xo) munosabat
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mrinli boiadi. Demak.
X06 {x:/(.r) >rk}M{x:9{x) <rk .

Bundan

Xx0€ U ({x:f{x) >rk} M{x:9{x) < rk})

ekanligi kelib chigadi. Endi
woS U ({x :f{x) >rk} M{.t:g(x) <r*})
A—1

ixtiyoriy nugta boisin. u holda Xq birlashmadagi to'plamlarning hech boima-
ganda bittasiga tegishli boiadi, ya’'ni shunday rk € Q mavjudki. bir vagtda
f(xo0) > rk va ¥(ro) < rk boiadi. Bundan /(.ro) > 5(”0) ekanligi va demak.
xo € {r GE : f{x) > 5(.r)} ekanligi kelib chigadi. (6.2) tenglik isbotlandi.
{r GE : f(x) > g{x)} to'plamning o'lchovli ekanligi (6.2) tenglikdan. ham-
da oichovli to'plamlarning sanogli birlashmasi va kesishmasi vana oichovli
ekanligidan kelib chigadi. O

0 ‘Ichovli funksiyalar ketma-ketligining yaqinlashishlari. Bu band-
da ekvivalent funksiyalar. ularning ayrirn xossalari va oichovli funksiyalar
ketma-ketliklarining turli yaginlashishlari orasidagi bogianishlarni oiganamiz.

6.2-ta’rif. E o'lchovli to'plamda aniglangan f va g funksiyalar uchun
L ({x GE : f(x) ®g(x)}) = 0 boisa. f va g lar ekvivalent funksiyalar
deyiladi va f ~ g shaklda belgilanadi.

6.3-ta’rif. Agar biror xossa E to'plamning nol oichovli gisrnida bajaril-
may. qolgan gisrnida bajarilsa. bu xossa E to'plamda deyarli bajariladi deyi-
ladi.

Eudi 6.2-ta rifni quyidagicha ham aytish mumkin. Agar ikki funksiya de-
yarli teng boisa. ular ekvivalent funksiyalar deyiladi.

6.4-ta’rif. Agar E to'plamda aniglangan {fn} funksiyalar ketmu.-ket.ligi-
ning f funksiyaga yaginlashmaydigan nuqtalari to‘plarnining o'lchovi nol boi-

sa (ya'ni H;ii)”(fn(x) = f(x) tenglik E to'plarndagi deyarli barcha x lar
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uchun o'rinli boisa). n holda {f,} funksiyalar ketma-ketligi E to'plamda
f funksiyaga deyarli yaqginlashadi deyiladi.

Bizga E to'plamda aniglangan {/,,} o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi
va / oichovli funksiya berilgan boisin.

6.5-ta’rif. Agar ixtiyoriy 6 > 0 uchun
limuy{{xe E: |/(r)- /] >d}) =0

tenglik bajarilsa, n holda {/,,} funksiyalar ketma-ketligi E to'plamda f
funksiyaga o'lchov bo'yicha yaginlashadi deyiladi.

6.1-teorema (Yegorov). E chekli oichovli to'plamda {/,} funksiyalar
ketma-ketligi f ga deyarli, yaginlashsin. U holda ixtiyoriy 6 > 0 uchun shun-
day Es C E to'plam mavjudki, fi(E\Es) < $va Es da {/,} funksiyalar
ketma-ketligi f ga tekis yaqginlashadi.

6.2-teorema (Luzin), [a & kesmada aniglangan f funksiya oichovli
boiishi uchun ixtiyoriy £ > 0 son uchun [a. 6] da uzluksiz bo'lgan shun-
day f funksiya mavjud bo'lib, fi({x e [a B : f(x) d ~(x)}) < £ tengsizlik

bajarilishi zarur va yetarli.

6.7. Dirixle funksiyasi O ((2.1) ga garang). Riman funksiyasi 91 ((2.3) ga
garang), nol funksiya 0(x) = 0 hamdabir 1(x) = 1 funksiyalar orasidan

o'zaro ekvivalent funksiyalarni ajrating.

Yechish. Malumki, Q sanogli to'plam, shuning uchun fi(Q) = 0. Lebeg
o'lchovi - to'la o’lchov (5.20-ta’rifga garang), shunday ekan. ixtiyoriy .4 C Q
uchun fi(A) = 0. Endi bu funksiyalarni ekvivalentlikka tekshiramiz:

{r :£5(x) ® 0(.r} = Q, {r :9\(x) ®B(X)} = Q
{x:BO o#BA} CQ {c:3[4 dlI(x)}=R\Q.
Bu yerdan quyidagi tengliklarni hosil gilamiz:
u{{x :®(x) 0 0(m}) = fi({x :1A(r) P B(x)}) = pi(Q) = 0,
fi({x :0(i) ®«(*)}) =0. fi({x:B4A P/(i)}) = fi(R\Q) 0.
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SDemak. D ~ B, %~ 0. D ~ Hmunosabatlar o'rinli. 2). 54 va 6 funksiyalar-

ning birortasi ham | bilan ekvivalent emas. O

6.8. Aytaylik, E = AA\UA2 va A\TTA2= 0 bo'lsin. Agar [ : Ai —»>XX va

h ®mAi —eR funksiyalar o'lchovli bo'lsa, u holda

L, 4\ fx(x)-. agar x EAI
f(x) = <
[ f2(x). agar x G A2

funksiyaning E to'plamda. o'lchovli bo'lishini isbotlang.

Isbot. Ixtiyoriy cG K da
{XGE :f(x) <c} = {X GAr:fi(x) <c}u{x cA2:f2{x) < c}

to'plam - o'Ichovli. Hagigatan ham, {.c G A\ : fi(x) < c} va {x G A2:
f2(x) < c} to'plamlarning o'lchovli ekanligi f\ va f2 funksiyalarning o'Ichovli
ekanligidan kelib chigadi. {x E E : f(x) < c} esa o'lchovli to'plamlarning

birlashmasi sifatida o'Ichovlid. Demak, / funksiya E da o'lchovli. O
Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

6.9. Agar / va g funksiyalar E to'plamda o'lchovli bo'lsa. u holda ularning
yig:indisi / + g. ayirmasi f —g va ko'paytmasi / mg o'Ichovli bo'ladi.
Agar E dagi barcha x lar uchun g{x) ~ 0 bo'lsa, u holda / : g funksiya

ham E da o'Ichovli bo'ladi. Isbotlang.

6.10. A ¢ R to'plamning xamkteristik funksiyasi (2.29-misol, (2.4) formulaga
garang) Yy = xa(x) 0'lchovli bo'lishi uchun A ning o'Ichovli bo'lishi

zarur va yetarli. Isbotlang.

6.11. O'lchovsiz funksiyalar vig'indisi o'lchovsiz bo'ladimi? A ¢ E = [0.
o'lchovsiz to'plam uchun f(X) = va(x) va g(X) = xe\a{x) n' tahlil
qgiling.

6.12. O'lchovsiz funksiyalar ko'paj™masi o'lchovli bo'lishi mumkinmi? A C
E = [0, 1] o'Ichovsiz to'plam. f(x) = \4(X) va g(X) = xe\a(x) holni
tahlil giling.



6.13.

6.14.

6.15.

6.16.

6.17.

6.18.

6.19.

6.20.

6.21.

6.22.

Agar / funksiya E daoichovsiz, g esa E da o'lchovli boisa, ularning

yig'indisi f + g funksiya E da oichovli boiishi mumkinmi?

O'zi o'Ichovsiz; kvadrati oichovli bo'lgan funksiyaga misol keltiring. 6.3-

misoldagi (6.1) tenglik bilan aniglangan / funksiyani tahlil giling.

O'zi oichovsiz, moduli oichovli bo'lgan funksiyaga misol keltiring. (6.1)

tenglik bilan aniglangan / funksiyani tahlil giling.

Agar ixtiyoriy a. b G R lar uchun 6.5-misolda keltirilgan 1). 2), 4). 5)
ko'rinishdagi to'plamlarning birortasi o'lchovli boisa, u holda / funksiya

E to'plamda o'Ichovli boiadi. Isbotlang.

Ixtiyoriy a G R uchun E(f = a) to'plamning o'Ichovli ekanligidan /

ning E to'plamda o'Ichovli bo'lishi kelib chigmaydi. Misol keltiring.

A C [0, 3 o'lchovsiz to'plam. £ : R — R funksiyani quyidagicha
aniglaymiz:

X. agar iG .4
(6.3)
—r. agar x ™ A

Bu funksiya uchun har bir a GR da {x : £(x) = a} to'plamning o'Ichovli

ekanligini isbotlang.

(6.3) tenglik bilan aniglangan £ funksiya uchun {x G [0,1] : £(x) <0}

to'plamning o'lchovsiz ekanligini isbotlang.

(6.3) tenglik bilan aniglangan £ funksiyaning E — [—1, 1] to'plamda

o'lchovsiz ekanligini isbotlang.

/ : E —»R o0'Ichovli funksiya bo'lishi uchun ixtiyoriy A C R Borel
to'plami uchun f J{A) ning o'Ichovli to'plam bo'lishi zarur va yetaiii.

Isbotlang.

A : R —+ R - Kantorning zinapoya funksiyasi. K,,, n = 1,2,... lar

Kantor to'plamining qurilishida n—qadamda chigarib tashlangan A',,



N23.

5.24.

B.25.

6.26.

6.27.

6.28.

6.29.

6.30.

6.31.

intervallar birlashmasi. Ularning Borel to!plamlari bo'lishini ko'rsating.

A~1(K2). A~LK3) va A~1(Kn) larni toping.

Agar f : E —=*R oichovli funksiya boisa. u holda / funksiya E ning

ixtiyoriy oichovli .4 gismida- ham oichovli boiishini isbotlang.
[-2. 2] kesmada oichovli bo'Imagan funksiyaga misol keltiring.

[2, 2] kesmadaoichovli boimagan, lekin moduli oichovli boigan funk-

siyaga misol keltiring.
Har bir/ : fa. 6]->1 uchun

f+{x) = Tax{/(x). 0}, /_(i) = min{/(x), 0}
deymiz. Quyidagilarni isbotlang.

a) Agar / oichovli boisa, u holda /_ va /_ lar oichovli boiadi.

b) Agar f+ va /_ lar oichovli boisa, / ham oichovli boiadi.

Shunday ./ va g funksiyalarga misol keltiringki, ularning yig'indisi oi-
chovli boisin, lekin ayirmasi oichovli boimasin. A ¢ E = [0, Il oichov-

siz to'plam. f(X) = xacr) va g{X) = \eva(x) holni tahlil giling.

Shunday f va g funksiyalarga misol keltiringki. ularning ko'paytmasi

oichovli bo'lsin, lekin yig'indisi oichovli boimasin.

Dirixle funksiyasi (2.3-misol, (2.1) formulaga garang) 2) ning [0, 3] —E

to'plamda oichovli ekanligini ta'rif yordamida ko'rsating.

Agar / funksiya E da oichovli bo'lsa, u holda h(x) = sign/(x) ning

oichovli ekanligini isbotlang.
Agar / funksiya E to'plamda oichovli boisa, u holda

f+(x) =i (f{x) + /)I) (6.4)
funksiyaning oichovli ekanligini isbotlang.
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6.32.

6.33.

6.34.

6.35.

6.36.

6.37.

6.38.

6.39.

6.40.

6.41.

Agar / funksiya E to'plamda o'Ichovli bo'lsa, u holda
=) = 1 (H)-1(7)) (6-5)
funksiyaning o'lchovli ekanligini isbotlang.

Agar / va g funksiyalar E to'plamda o'Ilchovli bo'lsa, u holda m(x) =
min {f(x).g(x)} funksiyaning o'lchovli ekanligini isbotlang.
Agar / va g funksiyalar E to'plamda o'Ichovli bo'lsa, u holda A/(x) =

max{/(x).<?(x)} funksiyaning o'lchovli ekanligini isbotlang.

Agar / funksiya E da o'Ichovli bo'lsa. u holda h(x) = [/(x)] ning
o'lchovli ekanligini isbotlang. Bu yerda [xj bilan x ning butun gismi

belgilangan.

/ : E =R o'Ichovli bo'lishi uchun f3 ning o'lchovli bo'lishi zarur va

yetarli. Isbotlang.

Agar / va g funksiyalar E to'plamda o'lchovli, p : R2 —=R uzluk-
siz funksiya bo'lsa, u holda /i(x) = ip(f(x). g(x)) funksiyaning o'lchovli

ekanligini isbotlang.

/ : E —R o'Ichovli bo'lishi uchun /i(x) = funksiyaning o'lchovli

bo'lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

h(x) = cos/(x) funksiyaning o'lchovli ekanligidan / : E — R ning

o'lchovli ekanligi kelib chigmaydi. G.3-misoldagi (6.1) tenglik bilan aniglan

gan / funksiya misolida buni tahlil giling.

Kompleks givmatli f(x) = u(x)+i v(x) funksiya berilgan bo'lsin. Agar un
va v funksiyalar o'lchovli bo'lsa, f : E —C o'lchovli funksiya deyiladi.
Agar kompleks giymatli /(x) = u(x) + iv(x) funksiya o'lchovli bo'lsa,

uning moduli va tfgumenti o'Ichovli funksiya bo'lishini isbotlang.

Kompleks giymatli fix) = etx, x S [—rrm] funksiyaning o'lchovli ekan-

ligini isbotlang.



142

p.43.

|B44.

B.45.

6.46.

6.47.

6.48.

6.49.

6.50.

. f [0, ] -V R uzluksiz funksiya. Har bir y G R uchun N/(y) bilan
f(x) = r tenglama yechimlari sonini belgilaymiz. A7 : R —Z+ funksi-

yaning o'lchovli ekanligini isbotlang.

Nol o'Ichovli A to'plamda aniglangan ixtiyoriy / : A —*R funksiyaning

o'lchovli bo'lishini isbotlang.

Agar f : E —M funksiya. o'Ichovli g : E —+ R funksiyaga ekvivalent

bo'lsa, u holda / ham E da o'Ilchovli funksiya bo'ladi. Isbotlang.

Agar / : [0, ] R va g : [0, 1] —» R uzluksiz funksiyalar ekvivalent

bo'lsa, ular aynan teng bo'lishini isbotlang.

Agar {/,} o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi E to'plamning har bir nug-
tasida / ga yaginlashsa, quyidagi tenglikni isbotlang:

{XGE:f(x) <c}- UU nix: fmx) <c- \i. (6.6)
K-111=1 m>" AJd

Agar {/,,} o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi har bir x G E da /(x)
funksiyaga yaginlashsa, u holda limitik funksiya / o'Ichovli bo'ladi. Is-

botlang.

ocC

Nolga ekvivalent {/,,} funksiyalar ketma-ketligi uchun _i_\fr>(x) gator
i

oc
deyarli barcha x e E larda yaginlashuvchi bo'ladi va f(x) = E fn(x)

ham nolga ekvivalent funksiya bo'ladi. Isbotlang.

[0, 1] kesmada shunday o'lchovli funksiyaga misol keltiringki, uning o'zi
va unga ekvivalent bo'lgan ixtiyoriy funksiya har bir nuqtada uzilishga

ega bo'lsin.

Quyidagi gatorlar yaginlashadigan nuqtalarda vig'indi bilan aniglangan

/ :R —R funksiyaning o'lchovli ekanligini isbot giling.
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6.51.

6.52.

6.53.

6.54.

6.55.

6.56.

6.57.

6.58.

6.59.

Quyidagi gator yaginlashadigan nugtalarda yig'indi bilan aniglangan / :

R2—R funksiyaning oichovli ekanligini isbot. giling.

Quyida berilgan / : R2 — R funksiyaning oichovli ekanligini isbot
giling:

a) f(x.y) =sign(cos~{x2+ y2). b)f{x, y) = (aj+ [ =e

c) f(x,y)= N2+ [y]3 d) f(x,y)=In(l + [x2+ y2)).
f,(x) = cos"x, E = [0, 2m] funksiyalar ketma-ketligi nol funksiyaga
deyarli yaginlashadi. Isbotlang.

Agar E to'plamda {/,,} o'Ichovli funksiyalar ketma-ketligi / ga deyarli

yaginlashsa. u holda / ham o'Ichovli funksiya boiadi. Isbotlang.

Agar E to'plamda {/,,} oichovli funksiyalar ketma-ketligi / ga deyarli
yaginlashsava / ~ g boisa. uholda {/,,} ketma-ketlik g ga ham deyarli
yaginlashadi. Isbotlang.

Agar {/,,} o'Ichovli funksiyalar ketma-ketligi ham /, ham g ga deyarli

yaginlashsa, u holda / va g lar ekvivalent boiadi. Isbotlang.

Lebeg teoremasini isbotlang. Agar {/,} oichovli funksiyalar ketma-
ketligi E (u-(E) < 40) to'plamda / funksiyaga deyarli yaqinlashsa.
u holda {/,} ketma-ketlik E to'plamda / ga oichov bo'yicha ham
yaginlashadi.

Oichov bo'yicha nol funksiyaga yaqginlashuvchi, lekin biror nugtada ham

nolga yaginlashmaydigan {/,} ketma-ketlikka misol keltiring.

Riss teoremasini ishotlang. Agar {/,} oichovli funksiyalar ketma-ketligi
E to'plamda / funksiyaga o'lchov bo'yicha yaginlashsa, u holda {/,}
ketma-ketlikdan / ga deyarli yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish

mumkin.

96



B-62.

6.63.

6.64.

6.65.

6.66.

6.67.

6.68.

6.69.

6.70.

/[, 2] R, f(x) = signx funksiyaning o'lchovli ekanligini ta:rif

yordamida ko'rsating.
[0, ] kesmada aniglangan

sinx, x G [0, A\Q
1(*) =

cos2(sinx), .re Q
funksiya o'Ichovli bo'lishini Luzin teoremasidan foydalanib isbotlang.
Agar /| : E —= R—o0'Ichovli funksiya va A C E— o0'Ichovli to'plam

boisa, u holda / : A —R funksiyaning A to'plamda o'Ichovli bo'lishini

isbotlang.
Agar /| ~ g va g~ bo'lsa, u holda / ~ ~p ekanligini isbotlang.
/,(.r) = cos"x, E = [0. 2m] ketma-ketlik uchun Yegorov teoremasi

shartlarini ganoatlantiruvchi Es to'plamni d = 10~1 uchun quring.

[0. I kesmada Dirixle va Riman funksiyalari uchun Luzin teoremasinine;

shartlarini ganoatlantiruvchi uzluksiz f funksiyani toping.

| funksiyaga har bir nuqtada yaginlashuvchi. lekin tekis vaginlashmay-

digan /,, funksiyalar ketma-ketligiga misol keltiring.

f,(x) = x". x G [0. I funksional ketma-ketlikning 6(x) = 0 funksi-

yaga nugqtali, devarli va o'lchov bo'yicha yaginlashishini tekshiring.

f,(x) = x", x e [, 3 funksional ketma-ketlik Dirixle yoki Riman

funksivalariga devarli yaginlashadimi?

Devarli yaqginlashuvchi funksional ketma-ketlikning limitik funksiyasi ya-

gona bo'ladimi?

Quyida berilgan f : R —R funksiya uchun shunday g : R —eR uzluksiz
funksiya topingki, g(x) = f(x) tenglik devarli barcbha x ¢ R lar uchun

o'rinli bo'lsin.



6.71.

6.72.

6.73.

D)= Isinl' 1€Q b)/w = arotel’ 1€
q

o, .rer\q, , Xe:
c) /(1) =] *2 d/w =Jk(>+1D. «'eB A
[ 0. x2GR\Q, N sina2. e GQ.

Quyida berilgan / : R2 — R funksiya uchun shunday g : R2 —=R
uzluksiz funksiya topingki, g{x, y) = f{x,y) tenglik deyarli barcha

(X. y) g R2 lar uchun o'‘rinli bo'lsin.

x+y [xy)eQxQ

a) .Hx, y) =
x2. (X,¥y) GR\(Q x Q),
B sinx + cosy, (x,i)g Q x R
b Tx. v) = cosx —siny, (x,y) QX R,
0 fix, y) = Xy- (%, ¥) G(R\Q) x R
x+y, (Xy)$ (R\Q) x R.
O fx, y = MTDL ) GRXQ

chx, xjH™Ix Q.

Faraz qilaylik. O, :[a § —=*R. A= 1.2,.... n lar o'lchovli funksiyalar

bo'lsin. Quyida berilgan funksiyalarning [a, b] kesmada o'lchovli bo'lishini

isbotlang.

a) min{/i(x)..... 1, (X)}; by max{/i(x)(x)};

c) [in) h(x) , Y li(x) -12(x)
In(2+ J2x)]): ch[/2(x)]' 1+ Jrax{/3(.1),/4.1)}C

/1- o'Ichovli to'plam, f, f,,gn :.4-+ R o'Ichovli funksiyalar bo'lsin.

Quyidagi to'plamlarning o'lchovli ekanligini isbotlang.



PIS.

6.76,

H) n {a- 6 4:fn{x) < 5r,("N)} m h) gx ADI /1,(.1) (bjg}%,,(x)ll .

pQuyidagi /,, : R —»K ketma-ketlik uchun shunday g : K —R uzluk-

siz funksiya topingki lim = g(x) tenglik R ning deyarli barcha
n—oc
,nuqgtalarida o'rinli bo'lsin.
(2 \n
a) fn{x) = cos" x. b) fn{x) — (—arctgxJ + sin"2x.

& M= 2=

0 . >
« f,(x) = X2 esm" x2. .
. 14-1r -slirx

n = 2 —siii" X" ~ = exp( ?1 x2 ~ 1)

Quyidagi /, : R2 —* R ketma-ketlik uchun shunday o\ : R2 —»R
uzluksiz va ¢ : R2 — R uzilishga ega bo'lgan funksiyalar topingki.
Iirpcl,,(x) = <i(x) va I_Ilivr(;nC fn(x) = g'j(x) tengliklar R2 ning deyarli

n—
hamma yerida bajarilsin.

a) /,(x,y) =cos" (x2+y2). b) fn(x.y) = exp (-n (x2+ y2)) .
c) I»(X.y) = exp(—n [x+ rj). d) fn{x, y) = 2aL,("+A

e)fn(x. y) = v/[xX"T W f) /,(x,y) = nmn "1 +

g) (™. Y) = exp(x + Ny2). h) f,(x, y) = exp(sin"x + cos" j/).

/, 14 —*R ketma-ketlikning deyarli yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.
Yegorov teoramasidan foydalanib. berilgan e > G uchun shunday A: C
4 o'lchovli to'plam taiilangki. pi(A\A;) < s va {/,} ketma-ketlik Ac

to'plamda tekis yaginlashuvchi bo'lsin.

a) /,(x) =cos"(r), A=1[0.2m, r= 10":.

TT~" n=h1lb *= 10 2-

h)f"[x)

¢) w = T T rk?' -4 = [0-1]- ro= 10"3-

d) /,(*) = x" - x2. A=1[0.1. s~ 10-4.

W = r-ir>.

N = -
1+ |Is‘m7b<] A=l-14.
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f) /,,(x) = exp(n(x- 2)), >==1]0.2]. e= 10 6.

6.77. /, :R —R, fn(x) = Xf-n.niw ketma-ketlik f(x) = 1 funksiyaga liar
bir nugtada yaqginlashadi, lekin {/,,} ketma-ketlik /(x) = 1ga o'lchov
bo'yicha yaqginla.shm.aydi. Bu Lebeg teoremasiga (6.57-misolga garang)

zid emasmi? Sababini tushuntiring.

6.78-6.80-misolla.rda keltirilgan /,, : R —* R funksiyalar ketma-ketligini
o'lchov bo'yicha yaginlahuvchilikka tekshiring. Yaqinlashuvchi bo'lsa, limitik

funksiyasini toping.
6.78. f,(x) =
6.79. f,(X) = sill" X BX[2aM2nMka](2-)-
6.80. fn{x) = kY!) XK. k+kMx)-
=i

C.81-G.84-misollarda keltirilgan funksiyalarni Luzin teoremasidan foydala-

nib [0. 1] da o'Ichovli ekanligini isbotlang. Bu yerda K — Kantor to'plami.

6.81. f{x) =X-\[0.i]\Q(.r).

6.82. f(x) = £(x) + <K(X).

X, X6K
6.83. /(.r) =
I +x2, xe [0 1]\K
sinx, x € [0. 1]\(A' U<
6.84. f(x) =

1+x2 x6 KUQ
6.85. /d(x) = xjn.n+iiM ketma-ketlik uchun har bir x € R da
lim f,(x) =0
11— 0OC

tenglikni isbotlang. Bu ketma-ketlik nol funksiyaga o'lchov bo'yicha yaqin-

lashadinii?
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jiNe Agar {/,,} o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi / : E —* K funksiyaga har
bir x e E da yaqginlashsa, u holda ixtiyoriy g : K — R uzluksiz funksiya
uchun {y?, = g(fn)} ketma-ketlik g(f) funksiyaga nuqtali yaginlashadi.
Isbotlang.

87. Agar {/,} o'Ichovli funksiyalar ketma-ketligi / : . £ — R funksiya-
ga o'lchov bo'yicha yaginlashsa, u holda ixtiyoriy g : >)K—R uzluksiz
funksiyauchun { f n= g(fn)} ketma-ketlik g(f) funksiyaga E to'plamda

o'lchov bo'yicha yaginlashadi. Isbotlang.
7-8. Chekli o'Ichovli to'plamlarda Lebeg integrali

Bu paragrafda o'Ichovli A to'plamda aniglangan, o'lchovli / funksiyani
garaymiz va uf{A) < +oc deb faraz gilamiz.

7.1-ta'rif. Agar f : A — R o‘Ichovli bo'lib, uning giymatlari to'plami
Ko'pi bilan sanogli bo'lsa, a holda f sodda funksiya deyiladi.

Dastlab cheklita yi.22...... M giymatlami gabul giluvchi /  sodda funksiya
uchun Lebeg integrali ta'rifini beramiz. Ixtiyoriy Kk € {1.2....... n} uchun

quyidagicha belgilash olamiz:
A, = {{c6 A :J(X) = .z} (7.2)

7.2-ta'rif. Cheklita y\. rj,..., y, qiymatlami gabul giluvchi f : A —R
sodda funksiya berilgan bo'lsin. U holda

yw (-41)
*-

yig'indi f sodda funksiyaning A to'plam, bo'yicha olingan Lebeg integrali
deyiladi va quyidagicha belgilanadi
f "
[ f{x)d/j = ~2 YP iAKk) m
<A k=1
Endi sanoglita yi, yo, smm vy, : mem giymatlami gabul qiluvchi / : A —=* R

sodda funksiya berilgan bo'lsin. / funksiya uchun quyidagi formal
£ w n¥) (7-2)
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gatorni gqaraymiz, bu yerda .4* lar (7.1) tenglik bilan aniglanadi.

7.3-ta'rif. Agar (7.2) gator absolyut. yaginlashuvchi bo'lsa. 1 holda f sod-
dafunksiya A to'plamda Lebeg ma'nosida integrallanuvchi deyiladi. (7.2) ga-
torning yig'indisi f funksiyaning ,4 to'plam bo'yicha olingan Lebeg integrali

deyiladi va quyidayicha belgilanadi
[ f{xNe =Y X (-4») =

Shuni ta’kidlaymizki. (7.2) gatorning absolyut yaginlashishi muhim. Aks
holda bu shartli yaginlashuvchi gator yig'indisi funksiya giyinatlarining tar-
tiblanishiga bog'lig bo'lib, integralning giymati funksiya giyinatlarining nomer-
lanishiga liog'licj bo'lar edi (matematik analizdan Riman teoreinasini eslang).

7.3-ta'rifda yn giymatlarning har xilligi talab gilingan. Lekin yn laming
har xilligini talab gilnmsdan ham sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali
tacrifini keltirisli mumkin.

7.4-ta'rif. Faraz qgilaylik, 4 = (J£7. =0, rdgj yoyihna
o'rinli bo'lib. liar bir o'lchovli Bk to'p:élmda J funksiyafaqat hitta c> giymat
gabul qilsin. Agar

IT c/i (B) (7.3)
k
gator absolyut. yaginlashuvchi bo'lsa, u liolda f sodda funksiya A to'plam-

da Lebey ma'nosida integrallanuvchi deyiladi. (7.3) gatorning yig'indisi f
funksiyadan A to'plam bo'yicha olingan Lebey integrali deyiladi.

Endi / ixtiyoriy o'Ichovli funksiya bo'lsin.

7.5-ta'rif. Agar A to'plamda f funksiyaga tekis yaginlashuvchi. inte-
grallanuvchi sodda funksiyalarning {/,,} ketma-ketligi mavjud bo'lsa. 1 holda
f funksiya A to'plamda Lebeg ma'nosida integrallanuvchi deyiladi va uning

integrali quyidagi tenglik bilan aniglanadi
lim f f,(x)dp = [ f(x)dfx. (7.4)
JA JA

Lebeg integraliga uning o'zi tomonidan berilgan ta'rifni keltiramiz. Chek-

li o'lchovli A to'plamda aniglangan o'lchovli. chegaralangan / : A — K

102



funksiyani garaymiz. Bu holda shunday m va M sonlari mavjudki. barcha
x € A larda

m< f(x) <M

tengsizlik bajariladi. [T. M] kesinani m —yi < y2 < -mm< yn-i < Mi= M
nuqgtalar yordamida. n bo'lakka bo'lamiz. Bu bo'linishni 11 bilan belgilaymiz.
Har bir [yk-i, ): k = 1,2...... n —1 yarim interval yordamida .4* =
{x €A :ral</(r) <yk} to'plamniva A, = {x £ A :y,-i < f(x) <vy,}
to'plamni aniglaymiz. Bu H bo'linishga mos Lebegning quyi vayugori yig'indi-
larini topamiz:
0
su(f) = Y I VKk-il*{Ak); Su(/) = YKKAK)-

Ixtiyoriy U bo'linishga mos Lebegning quyi yig'indisi 31(/) yugoridan chega-
ralangan (liilasalan M-p(A) bilan). yuqoriyig'indisi 51 (/) esaquyidanchega-
ralangan (masalan m my(A) bilan). Shuning uchun quyidagilar mavjud va

chekli:
L,{f) = sup su{f). L*(f) = infSu(f). r

(7.5) da aniq quyi va aniq yuqoti ehegaralar [m, J1/] kesmaning barcha chekli
bo'linishlari bo'yicha olinadi. L, (f) soni / funksiyadan A to'plam bo'yicha
olingan quyi integral, L~(f) esa / funksiyadan A to'plam bo'yicha olingan
yuqgori integral deyiladi.

7.6-ta'rif. Agar L,(J) = L*(f) boisa, chegaralangan / funksiyani A
to'plamda Lebeg ma'nosida integrallanuvchi deymiz. LMf) va L*(f) larniny
bu umumiy giymati f funksiyadan A to'plam bo'yicha olingan Lebeg integrali

deyiladi, ya'ni

Quyidagi

0 < Su(f) ~ suff) < A, =u(A), A, = max (ki - yk)
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tengsizlikdan chekli o'Ichovli .4 to'plamda aniglangan har ganday chegara-
langan o'Ilchovli / funksiyaning Lebeg ma'nosida integrallanuvchi ekanligi ke-
lib chigadi. Bundan Lebeg hayratga tushgan va bu jamlash usulining boshga
afzalliklarini gidirgan va topgan. Chegaralangan o'lchovli funksiyaning integ-
rallanuvchanligi hozirda Lebeg integralining 1V xossasi sifatida keltiriladi.
Endi chekli o'lchovli A to'plamda aniglangan chegaralanmagan / : A —+R
funksiyaning Lebeg integrali ta'rifini keltiramiz. Dastlab / ni A to'plamda.
manfiymas deb faraz gilamiz. ya'ni ¥x £ A uchun f(x) > 0 bo'lsin. Bu holda

/ 1.4 —+R funksiya yordamida {/,} ketma-ketlikni quyidagicha quramiz:
f(x) <n
f(x) > n
Bu usulda qurilgan /,, funksiya A da o'lchovli va chegaralangan bo'ladi.
Malumki bu ketma-ketlik monoton. ya'ni

fn(x) < fn-i(x), Vx6 .4 Vne N

Shuning uchun quyidagi (chekli yoki cheksiz) limit mavjud

7.7-ta’rif. Agar (7.6) limit chekli bo‘lsa. manfiymas f funksiya A to'plam-
da integrallanuvchi deyiladi. Bu holda f dan A to'plam bo'yicha olingan in-

tegral deb (7.6) limitning giymati gabul gilinadi. ya'ni

Endi chegaralanmagan / : A —R funksiya A da har xil ishorali giymatlar
gabul gilsin. Bu holda / funksiyadan A to'plam bo'yicha olingan integralni

aniglashda
f(x) = f+(x) - /_(j)-
f+(x) = ~M(/(*) + f(x)) >0, f-{x) = i(l/(xX)] - f(x)) >0 (7.7)
yoyilmadan foydalanamiz.
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7.8-ta'rif. Agar A to'plamda f+ va /_ funksiyalar integrallanuvchi bo‘lsa.

u holda f ni A da integrallanuvchi deymiz va uning integrali deb

J /+{*Ne - JAf4 xNe
ni gabul gilarniz. ya 'ni
J f(x)dn = J f+(x)dn - f-{x)d/.i.

7.1-teorema (Lebeg integralining a— additivlikxossasi). 0 ‘Ichovli A to'p-
lam o'zaro kesishmaydigan A\, A2, mmm An.... o0'lchovli to'plamlarning bir-

lashmasidan iborat bo‘Isin, ya ni
A = UlA,,. AjMAj =0 idj.
=

va f funksiya A to'plamda integrallanuvchi bo'lsin. U holda har bir A,

to'plam bo'yicha f funksiyaning integrali mavjud.

V 1 f\x)dn
n=i Ja-

gator absolyut yaginlashadi va quyidagi tenglik o'rinli
[ f{-rndfi=Y2 f f(x)dwn (78)
Ja Ja'-
Endi ma’'lum ma'noda 7.1-tooremaga teskari hisoblanuvchi quyidagi teore-
mani kdtiramiz.
7.2-teorema. O'lchovli A to'plam o'zaro kesishmaydigan .4i,.4-2,—-

4,,.... 0'lchovli to'plamlarning birlashmasidan iborat bo’lsin. ya 'ni
A= IJr:llAn. AiMAj —0. rdj.

Agar har bir An to'plamda f funksiya integrallanuvchi bo'lib.

ocC

|€1:]_Ja,, A
gator yaqginlashuvchi bo'lsa. n holda f funksiya A to'plamda integrallanuvchi

bo'ladi va (7.8) tenglik o'rinli.
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7.3-teorema (Lebeg integralining absolyut uzluksizlik xossasi). Agar f
funksiya A (/n{A) < oc) to'plamda integrallanuvchi bo‘lsa. 1 holda ixtiy-
oriy £ > 0 son uchun shunday 6 > 0 son mavjudki. Z.i(D) < S tengsizlikni

ganoatlantiruvchi har ganday D ¢ A toplam uchun

tengsizlik o ‘rinli.
Endi Riman va Lebeg integrallarini taqgoslash hagidagi teoremani kelti-
ramiz.

7.4-teorema. Agar [a. b kesmada

Riman integrali mavjud bo'lsa. n holda f funksiya [a, 6] kesmada Lebeg

ma’'nosida ham integrallanuvchi bo'ladi va quyidagi tenglik o'rinli:

7.1. Ko'pi bilan sanoglita har xil y\, yi, sy smmgiymatlami gabul giluvchi
/ : A —eK funksiya o'Ichovli bo'lishi uchun

An= {xe 4:/(x) = yn}
to'plamlarning o'lchovli bo'lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

Isbot. Zaruriyligi. f funksiya A to'plamda o'lchovli bo'lsa. An to'plam-
larning o'Ichovli ekanligi 6.5-inisoldan kelib chigadi.
Yetarliligi. .4,, to'plamlarning har biri o’lchovli ekanligidan / funksi-

yaning o'lchovli ekanligini keltirib chigaramiz.
A(f<c)={x6 A:f(x) <c}= UA,

tenglikdan va o'lchovli to'plamlarning chekli yoki sanoqgli birlashmasi o'Ichovli

ekanligidan / ning .4 da o’lchovli funksiya ekanligiga kelamiz. Ll
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7.2. Kantorning zinapoya funksiyasi A ning Kn to'plam bo'yicha olingan

Lebeg integralini hisoblang.

2n-1

Yechish. Malumki, K, = 13 Kw to'plamning k - qo'shni intervali
k=1
K,d da A funksiya yt = (2k - 1) m2~v. (k = 12.3,..., 2,i_1) giymatni

gabul giladi. ya'ni
4, = {x € K, :4A(x) = yk = Knit, k= 1,2,3,...,2""L

Bundan tashgari barcha k £ -{1,2,3...., 27*1} lar uchun u(KnK = 3_"
ekanligini hisobga olsak. sodda funksiyalar uchun Lebeg uutegrali ta'rifidan

2xd 0'"-
A—1 1 1

Lk — 23
] 1+2"- 1 gn_!_ 1 2"
2+ «3" 2 ) 4 3
tenglikka ega bo'lamiz. Bu yig'indini hisoblashda arifmetik progressiyaning

dastlabki n ta liadi yig'indisi uchun S, = 1-—mn dan foydalandik. O

7.3. Kantorning zinapoya funksiyasi A4 dan [0. 1]\A' to'plam bo'yicha olin-

gan integralni hisoblang. Bu yerda K — Kantor to'plami.

ocC
Yechish. Malumki. [0. I\I< = U Kn tenglik o'rinli va K, to'plamlar
1
juft-jufti bilan o'zaro kesishmaydi. Lebeg untegralining a— additivlik xossa-
siga (7.1-teorema. va (7.8) ga garang) ko'ra quyidagiga ega bo'lamiz:
bioiwk Jk* T 46 4 1 (79)

Bu yerda biz oldingi misol natijasidan hamda cheksiz kaniayuvchi geometrik

progressiva yig'indisi uchun S = Ta formuladan foydalandik. O

7.4. Chekli o'Ichovli .4 to'plamda chegaralangan / sodda funksiya integral-

lanuvchidir. Isbotlang.
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Isbot. Bu xossa sodda fuuksiyalar uchun Lebeg integralining C) xossasi
deb yuritiladi. / sodda funksiya chegaralangan boiganligi uchun biror M > 0
Tabarcha x 6 A larda |/(X)] < M boiadi. Faraz gilavlik, / sodda funksiya
Aj to'plamda /, giymatni gabul qgilsin. U holda

1T bh\n (Ai) (Al) = M my(A).
i i

Demak, 7.3-ta'rifga ko:ra / sodda funksiya integrallanuvchi. O

7.5. A = (0, 3 oraligda / funksiyani quyidagicha aniglaymiz: f(x) = n.
agar re A, = <n 6 N. / sodda funksiya A = (0. 1
to’plamda Lebeg ma'nosida integrallanuvchimi? Agar integrallanuvchi

boisa, uning integralini hisoblang.
Yechish. Ma’lumki,

])l:JlAv: 0. 11. A, TIA, =0. ndm
va An= {r € A :f(x) = n} tenglik o'rinli. Sodda funksiyalar uchun Lebeg

integrali ta'rifiga ko'ra.

oc oc -
A1y JTA") = -— (7.10)
»=1 n=I

gator yaginlashuvchi boisa, / sodda funksiya A = (0. 1] da integrallanuvchi
boiadi. Bu holda musbat hadli gatorlarni tagqoslash hagidagi Dalamber alo-

matidan foydalanish qulay:

Demak, (7.10) gator yaginlashuvchi. Bu yerdan / sodda funksiyaning Lebeg
ma'nosida integrallanuvchi ekanligi kelib chigadi. Endi (7.10) gator yig indisini

hisoblaymiz. Uning gismiy vig'indisi S,, uchun



/2 IN /3 2\ (n n —1\ n 11

P R R I RV D 23

H—OnJ_-rl- 3n o'rinli. Bu tenglikda n 0o da limitga o'tib,

\
) (-3 n
/[ f{x)dn = lim Sn=lim "
70.1; "y _2
/
jfekanligini olamiz. O

Shuni ta’kidlash joizki, yuqorida biz integralini hisoblagan sodda funksiya
chegaralanmagandir. Ma'lumki. Riman integrali ta'rifi dastlab chegaralan-
gan funksiyalar uchun keltiriladi. Chegaralanmagan funksiyalar uchun Riman
integrali alohicla xosmas integral sifatida ta'riflana.di. Lebeg integrali chegar-

alangan va chegaralanmagan funksiyalar uchun bir xilda ta'riflanadi.

7.6. Ollchovli / : A —R funksiya A {4[A) < o0) to'plamda integrallanuvchi
bo'lishi uchun har bir n € N da

IT(X), M il (7.U)
n

sodda funksiya integrallanuvchi bo'lishi zarur va vetarli. Isbotlang.

Isbot. Zaruriyligi. f : .4 —R o'Ichovli ekanligidan hamda 7.12 va 7.19-
misollardan. har bir n € N da (7.11) tenglik bilan aniglangan f~ It ning sodda
funksiya ekanligi kelib chiqgadi. Quyidagi tengsizlikda.il

\FA(XYy<\f(x)\ + |
va VIl xossadan funksiyaning integrallanuvchi ekanligi kelib chigadi.

Yetarliligi. /£"* sodda funksiya har bir n e N da integrallanuvchi bo'lsin.
{/» uf} sodda funksiyalar ketma-ketligining / ga tekis yaqinlashuvchi ekanli-
gini ko'rsatamiz. Hagiqatan ham, barcha re A larda

v f _ f
1/0*0 - NQ*(*)I: /O/\) [nfd)] n {X) [n (X)} WQI’)} <1

tengsizlik o'rinli. Demak, {f~ut} ketma-ketlik / ga tekis yaginlashadi. 7.5-
ta'rifga ko'ra / funksiya. 4 to'plamda integrallanuvchidir. O
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7.7. Lebeg ma'nosida integrallanuvchi. lekin Riman ma’nosida integrallanuvchi

bo'Imagan funksiyaga misol keltiring.

Yechish. Dirixle funksiyasini [0. 2] kesmada Lebeg va Riman ma:nolarida
integrallanuvchanlikka tekshiramiz. KO sodda funksiya bo'lib, uning Lebeg
integrali quyidagiga teng:

3(.T)h. = 1=u ([0, 21 MQ) + 0w/ ([0. 21\Q) = O.
0.2
Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riman ma'nosida integrallanuvchi emas.
Buni ko'rsatish uchun [0, 2] kesmani 0 = x0 < X\ < X2 < mmm< X,..J <
X, = 2 nuqgtalar yordamida teng n bo'lakka bo'lamiz. Ma'lumki. Dirixle
funksiyasining .r] bo'lakchadagi aniq yuqori chegarasi m/* barcha
KG{1,2..... n} uchun 1 ga teng. Dirixle funksiyasining bu bo'lakchalardagi
aniq quyi chegarasi nik esa 0 ga teng. Bu bo'linishga mos Darbuning yugori

va quyi un yig'iudilarini garaymiz:

Bu yerdan.
lim (In= 2, limul, =0
tengliklarga kelamiz. Demak. Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riman ma -
nosida integrallanuvchi emas. O
Shuni ta'kidlaymizki, 1V. VI. VII va VIII xossalar fagat Lebeg integrali
ucliun xos. Bu xossalar Riman integrali uchun o'rinli emas. Buni 7.8-7.9 va

7.49-7.50-misollarda koTib chigamiz.

7.8. Lebeg integralining IVr xossasi. Riman integrali uchun o'rinli emasligini,
ya'ni shunday oichovli va chegaralangan funksiyaga misol keltiringki. u

Riman mamosida integrallanuvchi bo'lmasin.

Yechish. [0, 2] kesmada Dirixle funksiyasini garaymiz. U chegaralangan

va o:lchovli, demak IV xossaga ko ra u Lebeg ma'nosida integrallanuvchi, lekin
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lixle funksiyasi [0. 2] kesinada. Riman ma’nosida integrallanuvchi emas. Bu

~sdig 7.7-misolda ko'rsatildi. O

7.9. Lebeg integralining V11 xossasi, Riman integrali uchun o'rinli emas. Ya'ni.
shunday integrallanuvchi p : A —»E va oichovli / : A —+R funksiya-
larga. misol keltiringki, barcha r e A larda |/(a)] < tp(x) boisin, lekin

/ funksiya Riman ma’nosida integrallanuvchi boimasin.

Yechish. Quyidagi funksiyalarni garaymiz: <p(x) = 2 va

/M N "1 adalr X

€0, (7.12)
I 1 agar x E™

Barcha r e [0, 2] lar uchun |/(.r)j < <p(X) tengsizlik o'rinli. p : [0. 2] —=R
o‘zgarmas funksiya sifatida [0. 2] kesmada Riman ma'nosida integrallanuv-
chi bo'ladi. Lekin / funksiya. [0. 2] kesmada Riman ma'nosida integral-
lanuvchi emas. Bu t.asdig J) ning Riman ma'nosida integrallanuvchi emasligi-

ga o'xshash isbotlanadi. O

7.10. Chebishev tengsizligini isbotlang, ya'ni A oichovli to'plamda. manfiymas

y funksiya va ¢ > 0 son berilgan bo’lsa. u holda
fi{xe A:y(x) >c}<i j pxdfi (7-13)
cJA
tengsizlik o'rinli. (7.13) Chebishev tengsizligi deyiladi.

Yechish. Aytaylik, JIr= { x € A :tp(x) > c} boisin. U holda

[ ipx)di= 1 pXx)dn+ 1 if (X) du> [/ ip(x) dfi > cmy (Ar).
JA JAC JA\Ac JA,
Bu yerdan (7.13) tengsizlikning isboti kelib chigadi. O

7.11. f(x) = 3i'2+ 2, x e [0, 1 funksiyaning integralini ta'rif yordamida.
hisoblang. Javobingizni Riman va Lebeg integrallarini tagqoslash haqgida-

gi 7.4-teoremadan foydalanib tekshiring.



Yechish. Berilgan /(x) = 3x2+ 2. x £ [0, 1] funksiya sodda funksiya
emas. Bu funksiya o;lchovli va [0, 1] kesmada chegaralangan, shuning uchun
u integrallanuvchi. / ga tekis yaginlashuvchi va integrallanuvchi {f,} sodda
funksiyalar ketma-ketligini shunday tanlash kerakki, har bir n E N da /,, ning
integralini hisoblash mumkin bo'lsin, hamda lim f. f,.(x) dp ni hisoblash
oson bo'lsin. Shu maqgsadda biz quyidagicha yo;7l7-+tijtamiz. [0, 1] kesmani

N1 2 n—1

n
0<—<—<---<— <- =1
n n n n

nugtalar yordamida teng n boiakka bo'lamiz va

K.
AK= e - A= 12 n-1 A, = 1
n n n

belgilashlarni kiri&amiz. Tanlanishiga koTa bu to'plamlar juft-jufti bilan o'zano

kesishmaydi va [J 4* = [0. 1]. /, sodda funksiyani [0. 1] kesmada quyida-
A=1
gicha aniglaymiz:

fn{x) = f ~32+2 x€Ak A=1.2.... n.

Tanlangan ketma-ketlikni [0. 1] da / ga tekis vaginlashishini koTsatamiz.

max |/,(x) - /(X)] = max max|/,,(x) - I =
CK.r<l I<k<n xeA
= max max }- Kfn - (X) max 53_(_%5:_ T__Q __%_(_2_9_ __9

i<k<nxeAk'J 1<k<n n2 n2

Demak. bu ketma-ketlik [0, Ij da / ga tekis yaginlashadi. Endi /, sodda

fuiiksiyaning [0, 1] to'plam bo'yicha Lebeg integralini hisoblavmiz.

X, * - = /(1) ,(*) ==

+ -

V 1= A n(n+ 1)2n+ 1} + 2= (n+ +-1) + 2. (7.14)
n'i[(_ né6 6 2n

Yig'indini hisoblashda barcha n £ N lar uchun o'rinli bo'lgan
| "(n+j0(2n + 1)

iz,nz I 02 —
2+ 22+ 32+ eeet+ N 6
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;likdan foydalandik. (7.14) tgnglikda n —* oc limitga o'tib.

hosil gilainiz. Olingan natijaai Riman va Lebeg integrallariui taqgoslash

gidagi 7.4-teorema yordamida tekshiramiz.

[Demak, ta:rif yordamida hisoblangan integral to'g'ri ekan.

S7.13.

7.14.

7.15.

7.16.

7.17.

(B8x2+ 2)dx = (X'1+ 2x) y= 1+ 2—-60 = 3.
]

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

. Agar / : 4 — K oichovli funksiya bo'lsa. u holda g(.r) = [/(X)j
funksiya .4 da sodda funksiya bo'lishini isbotlang. Bu yerda [a] belgi a

souining butun gismini bildiradi.

Oichovli A C E to'plamning y = (x) xarakteristik funksivasi E
da sodda funksiya ekanligini ta'rif va 7.1-misol yordamida .4, to'plam-

larning o'Ichovli ekanligidan foydalanib ko'rsating.

y = signx ning E = [—1 Vv da sodda funksiya ekanligini taTif yorda-

mida va 7.1-misol tasdig'idan foydalanil) ko'rsating.

Agar fi : .4 —>XXva fo : ENA —»R sodda funksiyalar bo'lsa, u holda

funksiya E da sodda funksiya bo'lishini isbotlang.

Kantorniug zinapoya funksivasi A ning [0. 1J\A' da sodda funksiya

bo'lishini ko'rsating. Bu yerda K — Kantor to'plami.

A : K — XK Kantor funksiyasining sodda funksiya emasligini isbotlang.

Bu yerda K — Kantor to'plami.
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7.18.

7.19.

7.20.

7.21.

7.22.

7.23.

7.24.

7.25.

7.26.

7.27.

Quyidagi sodda funksiyalarning [0. 1] to'plam bo'yicha olingan Lebeg

integralini hisoblang.

x e K
X € Kn

Sodda funksiyauing songa ko'paytmasi yana sodda funksiya bo’lishini is-

botlang.
Sodda funksiyalar yig'indisi yana sodda funksiya bo'lishini isbotlang.

Agar / va g lar sodda funksiyalar bo’lsa. u holda o f + Bg funksiya

ham sodda funksiya boiadi. Isbotlang.

Agar /| : A—=*R va g: A —» R lar sodda funksiyalar boisa. u holda
/ =g ham sodda funksiya boiadi. Isbotlang.

/ : A —R funksiya oichovli boiishi uchun unga tekis yaginlashuvchi
sodda funksiyalar ketma-ketligining mavjud boiishi zarur va yetarli. Is-

botlang.

Kantorning zinapoya funksiyasi A ga [0, 1] da tekis yaginlashuvchi va

cheklita giymat gabul giluvchi sodda funksiyalar ketma-ketligini quring.

Agar / va g sodda funksiyalar A to'plamda integrallanuvchi bo’lsa. u

holda af + dg funksiya ham A to’plamda integrallanuvchi boiadi va
(af(x)+Pg(x))dfi=a [ f(x)dp + 3 [ g(x)dfi
tenglik oiinli. Isbotlang.

/(x) = [X], x G [0, 5) = .4 ning sodda funksiya ekanligini ko'rsating va
uning A to'plam bo'yicha. olingan integralini hisoblang.

Ixtiyoriy oichovli A ¢ E uchun Jexa(x)dfi = p{A) tenglikni isbot
qgiling.
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W -n = {xe [—m m: sinx < 0.5} uchun /]_a n]XA(x)dp integralni hi-

soblang.

f.29. Dirixle funksiyasining sodda funksiya ekanligini ta'rif yordamida ko'rsating.

Uning A = [0.3] to'plam bo'yicha olingan integralini hisoblang.

-30. Riman funksiyasining sodda funksiya ekanligini ko'rsating va uning A =

[0.1] to'plam bo'yicha olingan integralini hisoblang.

7.31-7.37-misollarda berilgan / : A —e XX funksiyani sodda ekanligini

ko'rsatib. uning integralini hisoblang.

7.31. f{x) = [2x], A =10, 2).
7.32. /(x) = signx. 4=[-1.3].
7.33. f(x)=Xpii\Q@r), A=1[-1. 3]
7.34. f(x) = [¥] + signx, A= [-1. 2].
7.35. fix) = signx + \[i.2(x), A = [-1. 1]

7.36. fix) =n,iS/In=7~ . p j. ne N. A= (0. 1]

A1, neN 4= (0. 1

7.37. fix) =-. xe 4,= f—+—. N
' n \(n+ 1)l nj

7.38. f ga tekis yaginlashuvchi va A to'plamda integiallanuvchi har gandav

sodda funksiyalar ketma-ketligi uchun (7.4) limit mavjud. Isbotlang.

7.39. Berilgan / funksiya uchun (7.4) limit, unga tekis yaginlashuvchi {/,}

ketma-ketlikning tanlanishiga bog lig emas. Isbotlang.

7.40. Lebog integralining bir jinslilik xossasini isbotlang. Bu xossani matenia-

tik simvollar yordamida quyidagicha yozish mumkin.

J kmf(x)dp=AJ f(x)dp, KER
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7.41. Lebeg integralining additivlik xossasini isbotlang. Bu xossani matematik

simvollar yordamida quyidagicha yozish mumkin:
(/(*) + $(*)) dfi = Jaf(x) dn+ J g(x) dfi.

7.40 va 7.41-misolLarda keltirilgan xossalar adabiyotlarda ([1] ga garang)

Lebeg integralining Il va Ill xossalari deb berilgan.

7.42. Lebeg integralining 1V xossasini isbotlang. .4 to"plarnda chegaralangan.

oichovli / funksiya integrallanuvchidir.

7.43. Lebeg integralining monotoniik xossasini (V xossa) isbotlang. A to'plam-

da manfiymas f(x) > 0 funksiyaning integrali manfiymas.

7.44. Lebeg integralining VI xossasini isbotlang. Agar u (.4) = 0 boisa. u

holda ixtiyoriy / :.4 — K funksiyaning integrali nolga teng.
7.45. Agar deyarli barcha x G .4 lar uchun f(x) = g(.v) boisa. u holda
J f(x)dn = J~™gixjdn
tenglik o'rinli. Isbotlang. Bu ham Lebeg integralining VI xossasi deyiladi.

74G va 7.47-misollarda keltiriladigan tasdiglar inos ravishda Lebeg inte-

gralining VIl va VIII xossasi deb ataladi ([1] ga garang).

7.46. Agar tp funksiya .4 to'plamda integrallanuvchi boiib. deyarli barcha
x € 4 lar uchun |/(r)] < p[x] boisa, u holda / oichovli funksiya

ham A to'plamda integrallanuvchi bo'lishini isbotlang.

7.47. Agar / oichovli funksiya bo'lsa. u holda / va j/J funksiyalar bir vagtda

integrallanuvchi yo integrallanuvchi emas. Isbotlang.

7.48. Agar har bir n € N uchun (7.11) tenglik bilan aniglanuvchi %4> sodda
funksiya integrallanuvchi bo'lsa. quyidagi tenglikni isbotlang

[ f{x)dd = lim [ o\i.
Ja Ja
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7.49.

7.50.

7.51.

7.52.

7.55.

7.54.

7.55.

Lebeg integralining VI xossasi, Riman integrali uchun o'rinli emas. Ya'ni,
shunday / : A —+R 12 g : A —=* R ekvivalent funksiyalarga misol
keltiringki, ulardan biri Riman ma’nosida integrallanuvchi, ikkinchisi esa
integrallanuvchi bo'Imasin. 4 = [0, 2] kesmada Dirixle p(.t) va nol

B(X) —O funksiyalarini tahlil giling.

Lebeg integralining V111 xossasi Riman integrali uchun o'rinli emas. Ya'ni.
Riman ma'nosida integrallanuvchi bo'lmagan shunday / : A —R funk-
siyaga misol keltiringki, uning moduli /] esa, Riman ma’nosida inte-

grallanuvchi bo'lsin. (7.12) bilan aniglangan / funksiyani tahlil giling.

[—L 1] kesmada aniglangan Riman ma’nosida integrallanuvchi bo'Ima-
gan. lekin kvadrati Riman ma’nosida integrallanuvchi bo'lgan funksiyaga

misol keltiring. 7.9-misol yechimida garalgan / funksiyani tahlil giling.

(7.12) tenglik bilan aniglangan / funksiya va ~(x) = 1 funksiyani
[L 1] kesmada ekvivalent ekanligini isbotlang. Ularni [—L 1] kesnia-

da Lebeg va Riman ma'nolarida integrallanuvchanlikka tekshiring.

Agar / funksiya .4 to'plainda integrallanuvchi bo'lsa. u holda / funksiya
A4 to'plamning ixtiyoriy oi hovli A" gismida ham integrallanuvchi bo'ladi

Isbotlang.

Agar fA |f(x) |iy = 0 bo'lsa, u holda deyarli barcha x e A lar uchun
f(x) = 0 bo'ladi. Isbotlang.

Lebeg integralining absolyut uzluksizlik xossasidan foydalanib isbotlang.
Agar / funksiya A (p{A) < o00) to'plamda integrallanuvchi bo'lsa.
u holda ixtiyoriy n € N son uchun shunday rm € N son mavjudki,
n{D) <m~1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi har ganday o'Ichovli D C A

to'plam uchun

tengsizlik bajariladi.
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7.56.

7.57.

7.58.

7.59.

[@ 1] kesmada chegaralanmagan. ammo Lebeg ma:nosida integrallanuvchi

boigaii sodda funksiyaga misol keltiring.

f[x) = [xZ funksiyaning A = [0, 2] to'plam bo'yicha olingan Lebeg

integralini hisoblang.
[a, 6 kesmada uzluksiz funksiya sodda funksiya bo'la. oladimi?

Dirixle. Riman fuuksiyalari sodda funksiya bo'ladimi? Ularning [0, 4]

to'plam bo'yicha olingan Lebeg integralini hisoblang.

7.60-7.G5-misollarda berilgan / : A —»K funksiyaning integralini ta:rif

yor

damida hisoblang. Javobingizni Riman va Lebeg integrallarini tagqoslash

haqgidagi 7.4-teoremadan foydalanib tekshiring.

7.60

7.61.

7.62.

7.63.

7.64.

7.65.

7.66.

Yyer

7.67.

. f(x) = 2x+1, x € [0, 3]
/() =6r-3. .re [-1.2].
IGGr) = 3T2- 2x. xe [-1. 1].

I(;X) = G2+ 4T- 5, X€ [—1. 1]

f{x) = 2r+ 3. .re [0,2].
f(x) = er+ 3x, ie[0, 1]

Quyidagi integrallarni hisoblang.

a) j sign(cos x)d(L b) J sign(sin —d/r,

a3, @il X
c) Il ¥+ vW- @@ If Viy - x\dp-
;0.2]x0.2] J<u<i

7.67-misolni Lebeg integrali ta:rifi va xossalaridan foydalanib hisoblang. Bu

da £>— Dirixle. 99—Riman. A— Kantor funksivasi.
a) J x m\[orN\Q(x)dfi: b)y / @+ 2r)cff
0. 1] [0.-7
c) /I @r2+1)o; d) / (2r+ 2 dfi
0.2 0 i
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e) / (An3+ erndn; f) J &Xx)dp-.
' on

g) / z(lI -D{x))d"i: hy j x(I -*R(x))dp:
0] [01]

i)/ {x+ A(x)) dj- DI x-A(x)dfi\
QY [0y

k) f x2e9t(x)d".
o

7.68. Har bir n € N uchun /,, : [0, 1] —»K funksiyani quyiclagicha aniglaymiz.
/,, funksiyaning x € [0, 1] nuqgtaclagi giymati, x ning cheksiz ikkilik
kasrga yoyilmasidagi n—ragarniga teng. Masalan, /2(0,10010...) = Q.
/3(0,10110...) = 1. Bu ketma-ketlik uchun quyidagilarni isbotlang:

}[O.l]fn(x)fm(x)dix:.i, ngp T, \;[o.i] (fn{x))2dp = |l

7.69. Har bir n GN uchun gi : [0, 1] —R funksiyani quyiclagicha aniglaymiz.
Agar x € [0. 1] ning cheksiz ikkilik kasrga yoyilmasida n—ragami 1
bo'lsa, g,,(x) = 1, agar n—ragami 0 boisa, g,,(xX) = —1. Bu ketma-
ketlik uchun quyidagilarni isbotlang:

>f{(ll]g,,(x)gm(x)dn =0, npT-. J/Ol) {g9,,{x)fdp =1

8- 8. Lebeg integrali belgisi ostida limitga o'tisli

Integral belgisi ostida limitga o'tish yoki gatorlarni hadma-had integrallash
masalasi ko'plab muammolarni yecliishda uclu aydi. Boshgacha gilib aytganda
ganday shartlarda

lim I f,,(x)dfx= [ lim fn(x)d/j := 1 fix)dp (8.1)
n,soJa Ja Ja
tenglik o'rinli boiadi. ya'ni limit va integral belgilarining o'rinlariiii almashtirish

mumkin? Integral belgisi ostida limitga o'tishning yetarli shartlaridan biri
berilgan ketmarketlikning tekis yaginlishish shartidir, lekin bu shart ta’rifda
bor. Shuiiing uchun tekis yaginlishishdan kuchsizroq shartlar qo'ygan holda
(8.1) tenglikning bajarilishini tekshiramiz. Agar {/,,.} integrallanuvchi funksi-
yalar ketma-ketligi A to'plamning har bir nuqgtasida / funksiyaga yaqin-
lashsa. (8.1) tenglik to'g'rimi degan savol tug'iladi. Umuman olganda. nuqtali
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yaginlashish integral belgisi ostida liniitga o'tishni ta'minlay olmas ekan. Bun-

ga quyidagi misolda ishonch hosil gilarniz.

8.1. [0, w] kesmada quyidagi funksional ketma-ketlikni garaymiz

(8.2)

Bu ketma-ketlik har bir nugtada nolga yaginlashadi. Bu ketma-ketlik
uchun (8.1) tenglik to'g'rimi?

Yechish. Har bir x e [0, ] uchun lim fn(x) = 0 tenglik oson t.ekshiri-
ladi. Endi /,, ning [0. n] kesma bo'yicha olingan integralini hisoblaymiz:

Ikkinchi tomondan

Demak. bu ketma-ketlik uchun integral belgisi ostida liniitga o'tish to'g'ri
emas. M

Quyida biz integral belgisi ostida liniitga o'tish belgilariui keltiramiz.

8.1-teorema (Lebeg). Agar {/,,} ketma-ketlik .4 to'plamning har bir
nugtasida f funksiyaga yaginlashsa va barcha n € N lar uchun \ <
if () tengsizlik bajarilib. p funksiya A to'plamda integrallanuvchi bo'lsa.
n holda limitik funksiya f ham A da integrallanuvchi bo1adi va quyidagi
tenglik o'rinli

8.1-natija. Agar j/,,(x) | < M = const va barcha x € .4 larda lim fn{x)

f(x) boha. « holda quyidagi tenglik o'rinli

Xol o'lchovli to'plamda. funksiyaning giymatini o'zgartirish integral qiy-

matiga ta'sir gilmaydi. shuning uchun 8.1-t.eoremada {/,,} ketma-ketlikning



| funksiyaga deyarli yaqiiilashishini va |/(.r)| < <p(r) tengaizlikuing ham
deyarli barcha r lar uchun bajarilishini talab qilisli yetarli.
8.2-teorema (Levi). ,4 to'plamda monoton

fi{x) <hi*) < < ffx) < =m

integrallanuvchi {/,,} funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo'lib. barcha ng N
her uchun

J fn{x)dn < K
tengsizlik bajarilsin. V holda A toplamning deyarli hamma yerida o”,Tc /,,(.r)
= f(x) chekli limit, mavjud hamda f funksiya .4 da integrallanuvchi va

integral belgisi ostida limitga o'tish mumkin. yani
lim / f.(x)dj= [ f{x) df.
Ja -1A

8.2-natija. Agar @,,{x) > 0 bo'lib.

E ._/\[x)dfi < +00

=l A
bo'lsa. n holda .4 toplamning deyarli barcha nuqtalarida
X1 uL,:>
73]

gat.or yaginlashadi va bu gatorni hadlab integrallash mumkin. yahi

[ X/ }q; =Yl / dvm
A - a-1 dA

8.3-teorema (Fata). Agar manfiymas. oichovli {/,,} funksiyalar ketma-
ketligi A toplamda f funksiyaga deyarli yaginlashsa va

J £, dp. < K
bo’lsa. n holda f funksiya A toplamda integrallanuvchi va
J {0 dfi < K
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tengsizlik o'rinli.

Shu payt.gacha biz fagat chekli o'lchovli (fi(A) < oc) to'plamlarda Lebeg
integrali va uning xossalarini o‘rgandik. Lekin ko'plab masalalarni yechishda
cheksiz olchovli to'plamda berilgan funksiyaning integralini garashga to'g'ri
keladi. Masalan, K = (—e0. oc) da berilgan funksiyaning Lebeg integralini
garashga to'gi keladi. Biz X to'plam sanoqli sondagi chekli o'lchovli Xn
to'plamlarning birlashmasi ko'rinishida tasvirlanishi mumkin bo'lgan hoi bilan
chegaralanamiz.

8.1-ta’rif. Agar X to'plamda ;, o'lchov berilgan bo'lib. X to'plamni
sanogli sondagi chekli o'lchovli to'plamlarning birlashmasi ko'rinishida tasvir-
lash mumkin bo'lsa, n holda X da berilgan 4 o'lchov a— chekli o'lchov dey-
iladi.

a— chekli o'lchovlarga sonlar o'gidagi va tekislikdagi Lebeg o'lchovlari
misol bo'la oladi.

8.2-ta’rif. Agar monoton o‘suvchi {X,,} (X,, C Xv+i) to'plamlar ketmu-
ketligi quyidagi ikki shartni ganoatlantirsa
1) lDJc Xn= X, 2) barcha n £ N lar uchun u-(X,,) < oo,

{x,7,2}:1 pa X to'plamni qoplovchi ketma-ketlik deyiladi.

8.3-ta’rif. X to'plamda a—chekli y o'lchov va X da aniglangan man-
fiyrnas f funksiya berilgan bo'lsin. Agar f funksiya ixtiyoriy chekli o'lchovli
A C X to'plamda integrallanuvchi bo'lib, biror qoplovchi {AT,} ketma-ketlik
uchun

lim [ f(x)dfi

Jxn
chekli limit mavjud bo'lsa, n holda f funksiya X to'plamda integrallanuvchi

deyiladi va bu limit
[ f(x)dp = lim [ f(x)d/.t
Jx Jx,,

f dan X to'plam bo'yicha olingan Lebeg integrali deyiladi.
Endi / ixtiyoriy funksiya bo'lsin. Uni ikkita maufiymas funksiyalar ayir-
masi shaklida tasvirlaymiz, ya'ni f(x) = f+(x) —f~(x).bu yerda /L va /_
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lar (7.7) tenglik bilan aniglanadi.
8.4-ta’rif. Agar (7.7) tenglik bilan aniglangan f+ va /_ manfiy-
mas funksiyalar X to'plamda integrallanuvchi bo'lsa. v holda f funksiya X

to'plamda integrallanuvchi deyiladi va

I = [ F+{0d(i- 1 1-(odfi.

Lebeg va Riman integrallari orasidagi quyidagi bogianislmi keltiramiz.
Agar [a. b} kesmada / funksiya Riman ma'nosida integrallanuvchi boisa.
u holda / funksiya [a, b] kesmada Lebeg ma'nosida ham integrallanuvchi
boiadi va bu iutegrallar teng boiadi (7.4-teoremaga garang).

Agar / funksiya. [0, 1] kesmada xosmas ma'noda. Riman bo'yicha integral-
lanuvchi boisa. u Lebeg ma’nosida integrallanuvchi boimasligi ham mumkin.

Masalan,

tt
xosmas integral Riman ma’nosida mavjud (integrallanuvchi). Hagigat.au ham.

|'sin-- (63)

0‘zgaruvchilarni almashtirib

/[ sin- —= | -——-
Jo t ot Ji X

Sill
ga kelamiz. Dirixle alomatiga ko'ra bu integral yaginlashuvchi (f(x) = x

11 ' X
funksiya integrallanuvchi). f(t) = bin- m- funksiya (0. 1) oraligda Lebeg
ma'nosida integrallanuvchi emas. Faraz gilaylik. bu funksiya Lebeg ma'nosida
integrallanuvchi boisin. U holda VIII xossaga ko‘ra

;I Il-llg't

integral ham mavjud boiadi. Bundan esa yana o‘zgaruvchilarni almashtirib.



tenglikka kelamiz. Oxirgi
,-X €0S 2X

dx

integral yaginlashuvchi. Birinchi integral esa uzoglashuvchi. Demak.

1 dt
t t
integral ham uzoglashuvchi. Shuni ta'kidlaymizki. agar manfiymas funksiya
Riman ma'nosida integrallanuvchi bo’lsa. u holda bu funksiya Lebeg ma'nosida
ham integrallanuvchi bo'ladi va bu integrallar teng bo'ladi.
8.4-teorema. Aytaylik A to'plamning o'lchovi chtksiz bo'lsin. Cheklitu
nolmas yLy> v, giymatlami gabid giluvchi f : A —R sodda funksiya
4 da integrallanuvchi bo'lishi uchun 4% = {x £ A :f(x) = rg}, Kk =
1.2....,?? to'plamlarning o'lchovi chekli bo'lishi zarur va yttarli. Xususan
B ¢ A to'plamning xarakteristik funksiyasi - \b{x) integrallanuvchi bo'lishi
uchun fi(B) < oc bo'lishi zarur va yetarli.
8.5-ta’rif. Aytaylik A chtksiz o'Ichovli to'plam. f : A — R sanoglita
3L 2, .... yn.... giymatlami gabul giluvchi sodda funksiya bo'lsin. Agar har
bir nolrr%&s ot uchun J7* = {r £ A : f(x) = i} to'plam chekli o'lchovli
bo'lib, 5Z Ynp{Au) qator absolyut yaginlashuvchi bo‘lsa, f : A — R sodda
funksiya A to plamda Lebeg Ta 'nosida integrallanuvchi deyiladi..

8.2. Quyida keltirilgan funksiyalar R da Lebeg ma'nosida integrallanuvchi

bo'ladimi?

Yechish. Hozir biz f) ning yechimini beramiz. Berilgan funksiyaning aniglan-
ishidan quvidagilarga ega boiamiz. 4o = (—sc. 1) to'plamda f(x) = 0= vt
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va f(x) = n_. x £ An=[n. n+ 1). 8.5-ta'rifga koTa / : R —» K funksiya

integrallanuvchi bo'lishi uchun

gator yaginlashuvchi boiishi zarur va yetarli. Musbat hadli gatorlarni tagqoslash
hagidagi Dalamber aloinatidan foydalanib (g = 0. 5), hosil bo'lgan gatorning
yaginlashuvchi ekanligiga ishionch hosil gilaniiz. Demak. / funksiya K da
integrallanuvchi bo‘ladi. U]

8.3. 1= U Jrc, n+n n) to'plamning xarakteristik funksiyasi /{x) = xa (%9
parametr a ning ganday giymatlarida R da integrallanuvchi boiadi?

Yechish. 8.4-teoremaga. ko'ra, f(r) = Xa(x) funksiya integrallanuvchi
boiishi uchun A to plam chekli oichovli bo'lishi zarur vayetarli. A to'plamning
oichovi, oichovning a—additiviik xossasiga ko'ra

yigindiga teng. Maiumki. bu qator parametr a ning 1 dan katta. barcha
giymatlarida yaginlashuvchi bo'ladi. Demak. barcha a £ (1, ac) larda A

to'plamning \a xarakteristik funksiyasi. R da integrallanuvchi boiadi. O

8.4. Quyidagi limitlarni integral ljelgisi ostida limitga o'tish hagidagi teore-

malardaa foydalanib yeching.

a) lim f exp (—x2) du: b) lim f exp (— ) d/i:
" >adoi; "-x;c.t V n)

<) lim f Sm ~ du: d) lim J exp(—cos"x)dfi.\

Yechish. a) ning yechimi. Integral belgisi ostida limitga o'tish hagidagi
Lebeg teoremasidan foydalanamiz. Berilgan f,,{x) = exp(—nx2) ketma-ketlik



[0. 1] kesinaning deyarli barcha (nol nugtadan tashqari) liugtalarida O(v) = 0
funksiyaga yaginlashadi. Integrallanuvchi y : [0. 1] — R funksiya sifatida
ip(x) = 1 ni olamiz. U holda barcha x £ [0. 1] va n € N lar uchun j/»(x)j <
~N(x) tengsizlik bajariladi. Integral belgisi ostida limitga o’tish hagidagi Lebeg
teoremasining shartlari bajariladi. Teorema tasdig'iga ko’ra

lim 1 exp(—aT2)dfi= | _ 0(x) dfi = 0. O
J;oi;

8.5. f(x) = —1—:[)-(])_. x € 1= [0. oc) funksiya A da integrallanuvchimi?

Yecliish. Somiing butuii gismi ta’rifiga ko’ra / : A —R sodda funksi-

ya bo’lib. An=[n, n+ 1), n = 0.1--— to’plamda vy,, = -i-_;-—ﬁT givmatni
X 1

gabul qgiladi va E:0 --_;--ﬁo 1 4at:or yaginlashuvchi. Demak. 8.5-ta‘rifga ko’ra

f(x) = A~ ~j, funksiya 4 = [0, oc) da integrallanuvchi. n

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirisli uchun masalalar

8.6. Quyida keltirilgan funksiyalar o > 0 parametrning ganday giymatlarida

R da integrallanuvchi bo'ladi?

I(*) =E AN+ b) f(x) =+ A-% ,,,_i;(X):

a) /() = E U A VR0 b) f(x) = £ 2% i)
c) /00 = E:l &

8.7. Parametr a ning ganday giymatlarida /,,(x) = _71xe-. x € [0, 1.

ketma-ketlik integral belgisi ostida limitga o'tish hagidagi Lebeg teore-

masi shartlarini ganoatlantiradi?

8.8. Quyidagi {(?,} ketma-ketlik integral belgisi ostida limitga o’tish hacjidagi

Levi teorcmasi shartlarini ganoatlantiradimi?
nxi
ffn(x) = nt2+ :m * £ 0. 1].
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8.9.

8.10.

8.11.

8.12.

8.13.

8.14.

8.15.

8.16.

8.17.

Fatu teoremasi shartlari bajarilganda

im T tnpodij = [ 10

_°cga

tenglik o'rinlimi? O’rinli bo’lmasa, misol keltiring.

Integral belgisi ostida limitga o'tish hagidagi teoremalarda.il foydalanib
quyidagi limitlarni hisoblang.

a) ull_rr(}CFg2 exp (—(x2+ y2)) cos (n—x I]} dx dy:

b) lim / n  wsin—dj.

Agar manfiymas funksiya xosmas ma'noda Riman ma’nosida integralla-
nuvchi boisa. u Lebeg ma'nosida integrallanuvchi bo'lishini isbotlang.
(8.3) integralning absolyut integrallanuvchi emasligini isbotlang.

, X€ .4 =10 oc) funksiya. A da integrallanuvchimi?

_ 1
100 =y £ kg

ner) = g fiw = X 1 X2 N ) =ATTAZ h (D=
funksivalarni Lo(l) = {(x.. x2) € K2: x\+x\ < 1} to’plamda integral-

lanuvchi ekanligini ko’rsating.

/,(x) — sm. 4, N funksivalarni Clg(l) = {("i- ~2) €
2 —0s Xi —C0s X 2
R2: x2+ x2<1} to'plamda integrallanuvchi ekanligini ko’rsating.
. 1 . Ix| . . .
fix) = ————n ~ wvafj(x) = -—1—T i =1, 2, 3 funksivalarni
JK™  x\ + xl +x\ v o ox{+xl+xl

BO(1) = {(xj. x2- Xi) € S3: x\ + x2+ x2 < 1} to'plamda integral-
lanuvchi ekanligini isbotlang. Ularning f?o0(l) to'plam bo'yicha olingan

integralini hisoblang.

fix) = funksiyani £2n(l) to'plamda integral-
3 —00S X] —C€0S X2 —C0S X3
lanuvchi ekanligini koi'sating.
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9- §. Monoton va o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar

9 va 10-paragraflarda. biz sonlar o'gida aniglangan funksiyalarning Lebeg
integralini garaymiz. Bunda integralni tayinlangan / da to'plam funksiyasi
sifatida o'rganamiz. Agar / funksiya X C R o'lchovli to'plamda integral-
lanuvchi bo'lsa. u holda

J f(x)d» 9.1
4
integral barcha o'Ichovli J1 C X to'plamlar uchun mavjud va u tayinlangan /

da to'plam funksiyasi bo'ladi. Bu integral Lebegning anigmas integrali deyiladi.
X sonlar o'gidagi oraliq bo'lishi ham mumkin. Bu holda A to'plam X dagi
kesmadan iborat bo'lsa, (9.1) integral kesma chetki nugtalarining funksiyasi

bo'ladi. .4 = [a. bl kesma chap chekkasini tavinlab.

J f(t)du 9.2
[ar]
integralning xossalarini o'rganamiz. Bu masala bizni sonlar o'gida aniglangan
funksiyalarning ba:zi muhim sinflarini qarashga olib keladi. Bular monoton
funksiyalar, o'zgarishi chegaralangan funksiyalar va absolyut uzluksiz funksiya-

lar sinflaridir.

Monoton funksiyalar. Dastlab o'suvchi. kamayuvchi hamda kamaymay-
digan, o'smaydigan funksiyalar ta’riflarini beramiz.

9.1-ta’rif. [a 6 kesmada aniglangan f funksiya, shu kesmadan olingan

har ganday x\.i'> lar uchun X\ < x-i boiganda
fixi) < f(x2) (f{xi) > /(.I'0))

bolsa, f funksiya [a, 6] kesMada kamaymaydigan (o’smaydigan) funksiya
deyiladi.
9.2-ta’rif. [o. b kesmada aniglangan f funksiya. shu kesmadan olingan

liar ganday X\,X> lar uchun Xj < .r2 bolganda

fixiy < f(x2) ¢(ri) > f(x2) (9.3)
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bo'lsa, f funksiya [a, b] kesmada o'suvchi (kamayuvc.hi) funksiya deyiladi.

Umuma.ii. gisgalik uchun monoton funksiya devilganda. 9.1 va 9.2-ta'riflarda
keltirilgan funksiyalar tushuniladi. Ba:zan o’quvchining digqatini jalb gilish
uchun o’suvchi yoki kamayuvchi funksiyani. gat’iy o’suvchi yoki gat'iy ka-
mayuvchi. yoki gat'iy monoton deb atayiniz.

Lebegning anigmas integrali (9.2) ning xossalarini o'rganisimi quyidagi sod-
da va muhim xossadan boshlaymiz. Agar / maufiymas funksiya bo’lsa. u hol-
da (9.2) monoton kamaymaydigan funksiya bo’ladi. Har ganday integrallanu-
vchi funksiya ikkita manfiymas integrallanuvchi funksiyalar ayirmasi shaklida
tasvirlanadi

f(x) =f.(?- /7 (m.
bu yerda /+ va /_ lar (7.7) tenglik bilan aniglanadi.

Shuning uchun (9.2) integral ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar-
liing ayirmasi shaklida ifodalanadi. Shu sababli vuqori chegarasi o'zgaruvchi
bo'lgan (9.2) integralni o'rganish. monoton funksiyalarning xossalarini tek-
shirish masalasiga keladi.

Hagiqiy sonlar to’plami K da aniglangan / funksiya va .To 6 R nuqta

berilgan bo’lsin. Agar

Jim_fxa+ ) (pg f(xo -+ )

limit mavjud bo’lsa. bu limitga / funksiyaning xo nuqtadagi o'ng (chap) lim-
iti deyiladi vn /(xo0+ 0) (/(x0-0)) ko'rinishda belgilanadi. Agar / funksiya-
ning x0 nugtadagi o’ng (chap) liniiti mavjud bo'lib.

f{X>+ 0) = fIXu) If{)(o) = /(:r0- oy

tenglik o’rinli bo'lsa, / funksiya .To nuqtada o'ngdan (chapdan) uzluksiz de-
yiladi. Agar / funksiyaning x0 nuqtada o'ng va chap limitlari mavjud bo'lib.

/(.ro+ 0) = /(.ru) = fix,, - 0)
tenglik o'rinli bo’lsa. / funksiya xq nugtada uzluksiz deyiladi. Agarda
fiXo-O)dpfiXo+ 0)
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bo'lsa, / funksiya Xg nuqtada birinchi tur uzilishga ega deyiladi. xgq uuqta
esa / funksiyaning birinchi tur uzilish nuqgtasi deyiladi.

Af{x) = f(x +0) - f(x - 0)

giymatga / funksiyaning x € (a. b) nugtadagi sakrashi deyiladi. / funksiya-
ning kesma chetlaridagi sakrashlari deb A/(a) = /(a -f0) —f(a), A/(b) =
f(b) —f(b —0) migdorlarga aytiladi.

Agar / funksiyaning jg nuqtadagi o'ng Ta chap limitlaridan birortasi
mavjud bo'lmasa yoki ulardan biri cheksizga aylansa, bu nugta / funksiya-
ning ikkinchi tur uzilish nugtasi deyiladi.

Quyidagi sonlar

. w0+ h)~ fiX e fiXo - ny - fix
lim " r ) X0 oA i Xeo o fiXe

IT-»0+ ' h—o+ h
w Nwv+1p 1 bl =«x, lia zZ»- 1M =1
h-"Q- h /,_o+ h

mos ravishda f funksiyaning xg nuqtadagi o'ng yuqori. chap yuqori. o'ng
quyi va chap quyi hosila sonlari deyiladi.
Endi monoton funksiyalarning xossalariga doir misollar garaymiz.

9.1. fix) = [X] + 2esign(x + 1) + 3«X(-i.i](-)- [-2. 1] funksiyani [-2. 1]
kesmada monotonlikka tekshiring. Ulardan gaysilari o'ngdan uzluksiz,
gaysilari chapdan uzluksizligini aniglang. Ularning barcha uzilish nug-
talarini toping, uzilish nugtalaridagi sakrashlarini hisoblang.

Yechish. Berilgan funksiyaning har bir go'shiluvchisini alohida tahlil qil-
amiz. Sonning butun gismi ta'rifiga ko'ra y\(x) = [f] funksiya barcha butun
nugtalarda uzilishga ega. kamaymaydigan, o'ngdan uzluksiz, uzilish nugta-
lardagi sakrashlari esa 1ga teng. r/r(x) = sign (x+ 1) funksiyabirgina x = —1
nugtada uzilishga ega. Bu nuqtadagi o'ng va chap limitlar esa quyidailarga
teng:

IirgL sign (0 —h) = —1 ¢ signO = 0 (D/Jim sign(0 + h) = 1. (9-4)
It— j—
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Y2(x) = sign (x + 1) kamaymaydigan funksiya boiib. uzilish nugtasidagi
sakraslii  (—1 + 0) — (—1 —0) =2 ga teng. (9.4) dan maiumki. bu
funksiya x = —1 nuqtada o'ngdan ham ehapdan ham uzluksiz emas. So nggi.
Ui\x) = \(-i.i](2) funksiya Imm [—2. 1] kesmaning fagat x= —1 nugtasida
uzilisliga ega. Bu funksiya .r = —1 nuqtada ehapdan uzluksiz va sakraslii 1
ga teng. Tekshirish natijalariga koTa quyidagi xulosaga kelamiz. y\. y>va yn
funksiyalar kamaymaydigau va musbat. sonlarga ko'paytirib yig ilganligi uchun

f{x) = [X] + 2 esign (r+ 1) + 3«\(_1QW

ham [—2, Ij da kamaymaydigan funksiya bo'ladi. Uning uzilish nugtalari —
va 0 nuqtalardir. Bundan tasligari /(—L) = —1, /(0) = 5 va

Hj‘rﬂ-f(_l_h) = 2+42-()=-4 ¢ IirB+/(- 1+h) = -1 +2-1+3-1 =4

lim f(0-h),= -1 +2-1+3-1=4/ _I<i_r(r)1_/(0 +h)=0+2e¢1+3¢1=05.
Bu funksiyaning —1 va 0 nugqtadagi sakrashlari mos ravishda A /(—1) = 8
va A/(0) = 1. Berilgan funksiya x — —1 nugtada o'ngdan ham ehapdan
ham uzluksiz emas. x = 0 nugtada o'ngdan uzluksiz. 1J

9.2. Faraz gilaylik. / : [a, f] — K b.maymaydigan funksiya. cr.c2..... Gy,
shu kesmadagi ixtiyoriy mugqtalar bo b; i. U holda

}

tengsizlik o'rinli. Isbotlang.

Isbot. Faraz gilaylik. / : [a, f] —iR kamaymaydigan funksiya. c: < €? <
<, lar shu ktesmadagi. o'sish tartibida joylashgan ixtiyoriy mugqtalar
bo'lsin. Quyidagi Al(c;) yig'indini garaymiz:

Y~Nl(cj + 0) —J (c, —0)) = /(ci +0) —/(ci —0) + ==+ f(c,, + 0) —f(c,, - 0).
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Bu yig'indini quyidagicha yozib olamiz:

n )
£ AlC) = f(c, +0)- /(d - 0)- £ (/(* - 0)- /(c-.! +0)). (9.6)
i=l /=

Kamaymaydigan / funksiya va istalgan ¢- > c,_i uchun
I(c,-0)- /(r,_1+0)>0Q 9.7)

tngzislik o'rinli. (9.6) va (9.7) lardan

£ JAlc.) < Oc, +0)- /(A-0) < /(6) - /(a) (9.8)
=
ni olamiz. Bu esa (9.5) tengsizlikning o'zidir. O

9.3. / :[a 6 —»R kamaymaydigan funksiya. n 6 N ixtiyoriy son bo'lsin.
U holda D,, = € [a g : Af(x) > —| chekli to'plam. Isbotlang.

Isbot. Teskarida.il faraz qgilaylik, biror n € N uchun D,, to'plamning
elementlari soni cheksiz bo'lsin. u holda ixtiyoriy m e N uchun D,, dan
ci, co,.... G, € Dn nugtalar olish mumkin. (9.5) hamda Dn ning aniglanishi-
dan quyidagini olamiz:

- 1
f(b) - f(a) > 22 Af(C) > m m
*=1

Bu yerdan m < n(/(6) - /(a)) ekanligi kelib chigadi. Bu tengsizlik m ning
ixtiyoriy natural son ekanligiga zid. Demak, Dn chekli to'plam. O

9.4. / : [o, 6 —* IR kamaymaydigan funksiya, d -c2....... lar uning
uzilish nugtalari boisin. U holda ~Af(cd qator yaginlashuvchi va

77=1

n=i
tengsizlik o'rinli. Isbotlang.

132



Isbot. Kamaymaydigan / : [a, 6l —+R funksiya va [a, b] kesmada saqlanu-

wr hi ixtiyoriy C\.C2 c,, hugtalar uchun (shu jumladan uning uzilish nug-

o

talari uchun ham) )$2_A/(q) < f(b) —f(a) tengsizligi 2-misolda ((9.8) ga
=i

garang) ko'rsatildi. Bu esa musbat hadli H:1A/(c") gatorning gismiy yigindi-

lari ketma-ketligi S,, ning vugoridan chegaralanganligini bildiradi. Demak,

53 Af(cn) gator yaginlashuvchi. (9.8) tengsizlikda n —*oc da limitga o’tib

r=1

X>1(c.) < I(6) - I(a)

»=]

tengsizlikni olamiz. O

9.5. / : [a 6] ¥ R kamaymaydigan funksiya, c\, c2.... lar uning uzilish
liugtalari bo'lsin.

X6 W' B (9-9)

c,<x

funksiya, / ning sakrashlari funksiyasi deyiladi. /,/ : [a, bl —R o'ngdan

uzluksiz kamaymaydigan funksiya. Isbhotlang.

Isbot. Kamaymaydigan f : [a 0 R funksiyaning uzilish liugtalari
Cj, o .. larni o'sib borish tartibida joylasii’irish mumkin bo'lgan hoi bilan
cheklanainiz, ya'ni ci < c2 < eee < ¢c,, < m bo'lsin. (9.9) tenglik bilan
aniglangan

fd(x) = '52&f(ci), -T6 [o, 6
C<T

ni [a, b kesmada kamaymaydigan funksiya ekanligini ko'rsatamiz. Faraz qi-
laylik. xi < x2 € [a. f] kesmaning ixtiyoriy ikki nugtasi bo'lsin. U holda
kaniayniaydigan / funksiya va istalgan c £ [a, b} uchun A/(c) > 0 ekanligi-

dan

fd{x\) = JT A/(c)» Y1 Af + Afr =
g

E
Tg<x2
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ni olamiz. Bu esa / : [a ] —+ M ning kamaymaydigan funksiya ekanligini
hildiradi. Slnini ta’kidlavniizki / va fd funksiyalarning uzilish nuqtalari bir
xil boiib. ular ci, @, ... lardan iborat. Xuddi shunday / va fd funksiyalam-
ing ¢, uzilish nuqgtasidagi sakrashlari teng, ya’ni Af(ci) = Afd{ct). Har bir
(cj. gH) intervalda /,; funksiya o'zgannasdir. O

9.6. f(x) = x +2[r]. x € [0. 2] funksiyani [0, 2] kesmada kamaymaydi-
gan ekanligini ko'rsatib. lining sakrashlari funksiyasi va uzluksiz (jismini

toping.

Yechish. Ma'lumki. x ning butun gismi —[x] o'ngdan uzluksiz va ka-
maymaydigan funksiyadir. g(x) = x esa uzluksiz va o'suvchi funksiyadir.
Demak, ularning yig'iudisi bo'lgan / funksiya o'ngdan uzluksiz kamayinaydi-
gan funksiya bo'ladi. lining uzilish nuqtalari j'j = 1 va x2= 2 lar bo'lib. bu
nuqgtalardagi sakrashlari A/(xi) = Af(xo) = 2. Bulardan fd{x) = 2[x] va
fc(x) = x ekanligini olamiz. O

0 ‘zgarishi chegaralangan funksiyalar. Ma’lumki. Lebegning anigmas
integrali (9.2) ikkita monoton funksiyaning ayirmasi shaklida tasvirlanadi. Ikki
monoton funksiya ayirmasi shaklida tasvirlanuvchi funksiyalar sinfi hozir biz
ta’rifini keltirmoqchi bo'lgan o'zgarishi chegaralangan funksiyalar sinfi bilan
ustma-ust tushadi.

9.3-ta’rif. Bizga [a, b] kesma,da a/niglangan f funksiya berilgan bo'lsin.
Agar [a, b] kesmani

a= Xo<Xi < nm< <X,=Dhb
nugtalar bilan ixtiyoriy n gismga bolganirnizda x,(i = 1,2....... n) nugta-
larni tanlab ol.ish.ga bog'liq bo'Imagan va ushbu
M
MEf(x,)-f(xIl.)I<C! (9.10)
=

tengsizlikni ganoatlantiruvehi o'zgarmas C son mavjud bo'lsa. n holda f

funksiya [a. b] kesmada o'zgarishi chegaralangan deyiladi.
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9.4-ta’rif. Bizga [a. 6] kesmada o'zgarishi chegaralangan f funksiya
berilgan boisin. (9.10) yig‘indilaming barcha chekli boiinishlar bo'yicha olin-
gan aniqg yuqori chegarasi f funksiyaning [a, b] kesmadagi to'la o%zgarishi
(to'la variatsiyasi) deyiladi va Vib[/] bilan belgilanadi. ya'ni
I
va [/] = SUPE |/(2';) - f(xi-1)\ . (9.11)

9.7. Har gandav kamaymaydigan / : [a f] = K funksiya [a, 6] kesmada
o’zgarishi chegaralangan Ta uning to’la o’zgarishi f(b) —f[a) ga teng.
Isbotlang.

Isbot. [a f] kesmani x-(r = 1, 2.....n) nugtalar yordamida
a=Xo<.ogi<mm .o, i<X,=t

ixtiyoriy n gismga boiamiz va bu bo’linishga mos

M

53 1/(®t)-/(n-i)] (9.12)

k=1
yig'indini garaymiz. / kamaynu:ligan funksiya bo’lgani uchun \f (xk) -
f -) [= f{xk) - f(xAl) tenglik oyini". Bu teuglikdan (9.12) yig'indi-
ning giymati /(ft) - /(a) ga teng ekanligi kelib chigadi. Demak. monoton
kamaymaydigan funksiyalar uchun (9.12) yig’indining giymati [a f{] kesma-
ning boiinishiga bog’liq emas va u /(ft) - /(a) ga teng. Shunday ekan,
vn[f] = f{b) - /(a) tenglik o’rinli. O

9.8. Agar / :[a f] —=X funksiya [n. ff) yarim intervakia monoton bo'lsa.

u holda uning o’zgarishi chegaralangan va
K?[/] = /(b —0) —f(a)l- 1/(ft) - /6 - O)1 (9.13)

tenglik o’rinli. Isbotlang.



Isbot. [a. b7 kesmani x:;(i = 1,2..... n) nugtalar yordamida ixtiyoriy
bo'linishini garaymiz. Funksiyaning [a. b) yarim intervalda monoton ekanlig-

ini hisobga olsak. quyidagiga ega boiamiz:
M -1
o 1/10) _ fto-iyr= k—lWO)" fto-iy 142 W~fto-n« =

1/to ) - [ (iTAl) + 1/(6) - /[.(.T,-1) I=
fr=1
= (*»-i) - [(«) I+ 1/(6) - I (9.14)
Endi c(.r) = |f(x) - f(u\ + |[/(6) - /(.r)|]. F e [a 6) ning KawayLiay-
digan funksiya ekanligini isbot,laymiz. Bulling ucliun [a b) yarim intervalda
yotuvclii ixtiyoriy x\ < x2 nuqtalar uchun V (xr) “ V (i) —0 ekanligini
ko'rsatish kifoya.

b2 = [({x2) - /(a)j + [/(6) - F(x2\ = [f(x2) - f{xi) + /(.Tj) - /(a)j+
+1/(6) - /(1)) - (F(x2) - [(*))! = i/(.r) - /(@01 + |/(n) - /(a)|+

+1/(6) - /(.ri) - (/(.r2) - I(.Ti)). (9.15)

(9.15) dagi oxirgi tenglik / ning [a, 6) yarim intervalda monoton (ya'ni

f(x2)—f(xi) bilan f{xi) —f(a) ning ishorasi bir xil) ekanligidan kelib chiga-
di. Ixtiyoriy ¢ va d sonlar uchun \c—d\ > |c| —[t/| ekanligidan foydalansak.

U{x2)- C{x;) =

=) - 1(*) - (F(x - 1(*) j+ [I(r) - [(n)[- [/(6) - /(a)!
ayirmaning maufiymasligiga kelamiz. Bu esa ii’ ning [a. 6) da kaniaymaydigan

funksiya ekanligini isbotlaydi. (9.14) tenglikdan
n
supX]I/to) - /(Xi-i)l = sup t (j,_i) = V(®- 0
K-} =1 o<ml
tenglik kelib chigadi. Funksiya to'la o'zgarishining ta’rifiga ko ra ushbuga ke-

laniiz:
VjiIf} = u>(b-0)=|/(6 - 0) - fa)! + |/(6) - /(6 - 0). =
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9.9. /(x)=sin.r funksiyaui [0. m] kesmada o'zgarishi chegaralangan ekan-

ligini ta'rif yordamida ko'rsating.

Yechish. [0. m] kesmani x, (i= 1.2....... n) nugtalar yordamida ixtiyoriy

n boiakka boiamiz va bu boiinishga mos

3 n
Z\NfM -f(*t-D)i = $in;,> -sin.a-i| (9.16)
A= 1 k—i

yig'indini baholaymiz. Agar sin x —siny = 2cos—y-"sin— va [sinx] <

X. X > 0 munosabatlardan foydalansak. (9.16) ni quyidagicha baholash

mumkin:

X )|/bl -I(**-i)] =  RcosXa+ k-l sin Xk *Kk"11<

A= /=1

Demak. /(x) = sinx funksiya [0, m] kesmada o'zgarishi chegaralangan. O
Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

9.10-9.13-misollarda berilgan funksiyalarni [a, b] kesmada monotonlikka
tekshiring. Ulardan gaysilari o'ngdan uzluksiz. gaysilari chapdan uzluksizlig-
ini aniglaug. Ularning barcha uzilish nugtalarini toping, uzilish nuqtalaridagi

sakrashlarini hisoblang.
9.10. f(x) = [d. [-1. 3].

9.11. f(x) =signx. [ 5].

9.12. f(x) = xw(x), [ 2 4I.

9.13. /(x) = 2 mignx + 3«A(-.0)(z), [-4: 5]

9.14. [a. § kesmada aniglangan har ganday monoton funksiya shu kesmada
chegaralangan. oichovli hamda Riman va Lebeg ma:nolarida integralla-

nuvchidir. Isbotlang.
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9.15. Kamaymaydigan, o'ngdan uzluksiz / : [a funksiya uchun
INx) = f(x) - fi(x). x 6 [a b}

funksiya, / ning uzluksiz gismi. deyiladi. fL: [a, b] =K ning uzluksiz
ekanligini isbotlang. Bu yerda f,t (9.9) tenglik bilan aniglanadi.

9.16. Kamaymaydigan (o'smaydigan) funksiyalar yig'indisi kamaymaydigan (o's-
maydigan) funksiyadir. Isbotlang.

9.17-9.20-tnisollarda keltirilgan funksiyalarning kamaymaydigan ekanligini

ko'rsatib, ularning sakrashlari funksiyasi va uzluksiz gisinini toping.

9.17. f(x) = x +sign* + \[_Llo)(x), xe[-2. 2].

' x3. x € [10. —2),
9.18. f(x) —< -7. x € [2.0).
x —3, x 6 [0.4].

9.20. f(x) = 2x+ [z], x 6 [=2. 4].

Monoton funksiyalarning quyidagi xossalarini (9.21-9.23) isbhotlang.
9.21. Monoton funksiya fagat birinchi tur uzilish nugtalarga ega.
9.22. Monoton funksiyaning uzilish nuqtalari ko;pi bilan sanoglidir.

9.23. Oiigdan uzluksiz bo'lgan har ganday monoton funksiyani yagona usul
bilan uzluksiz monoton funksiya va o'ngdan uzluksiz bo'lgan sakrashlar

funksiyasi yig'indisi shaklida tasvirlash mumkin.

9.24. /(z) = z+[z] funksiyani [2. 1] kesmada uzluksiz monoton funksiya va
o'ngdan uzluksiz bo'lgan sakrash funksiyasi yig'indisi shaklida tasvirlang.
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9.25.

9.25.

9.26.

9.27.

9.28.

9.29.

9.30.

9.31.

9.32.

9.33.

Sakrashlar funksiyasining hosilasi deyarli barcha nuqtalarda nolga teng.

Isbotlang.

Monoton funksiyaning songa ko'paytmasi yana monoton funksiya bo'ladi.

Isbotlang.

Kamaymaydigan funksiyaning musbat songa ko'paytmasi kamaymaydi-

gan funksiya bo'ladi. Isbotlang.

O'suvchi funksiyaning manfiy songa ko'paytmasi kamayuvchi funksiyadir.

Isbotlang.

Agar f(x) >0, x 6 [a f integrallanuvchi funksiya bo'lsa.

kamaymaydigan funksiya bo'ladi. Isbotlang.

Ikki monoton funksiyaning yig'indisi monoton funksiya bo'ladimi?
/(.r) = x2, g(x) = 1—21 x 6 [0, 2] funksivalarni tahlil giling.

Ikkita monoton funksiyaning ko'paytmasi monoton funksiya bo'ladimi?
f{x) =x. g(x) =x —2, x £ [0, 2] funksiyalarni tahlil giling.

Agar / va g lar [a f] da kamaymaydigan funksiyalar boiib. f{x) > 0
va g(x) >o0. Vr € [a f] bo'lsa. u holda p(x) = g(x) mf(x) funksiya
[a b da kamaymaydigan funksiya bo'ladi. Isbotlang.

Agar / funksiya [a. f] da o'suvchi funksiya boiib. f(a) = A, /(ft) = B
va g : [/, B\ —R—monoton funksiya bo'lsa. u holda g(f{x)) funksiya

[a. b] da monoton bo'ladimi?

Har ganday o'smaydigan / : [o, f] —+ M funksiya [a b kesmada
o'zgarishi chegaralangan va uning to'la o'zgarishi /(a) —/(ft) ga teng.
Ishotlang. Teskari tasdig to'g'rimi?
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9.34. Agar / :[o. 6] —=R funksiya (a. b} da monoton bo'lsa. u holda uning

o'zgarishi chegaralangan va
korf] = Y(«+0)- /(@] + lfiv) - 1(a +0)1
tenglik o'rinli. Isbotlang

9.35. Agar f .[a, i =R funksiya (a, b) iutervalda monoton bo'lsa. u holda

uning o'zgarishi chegaralangan va
Kb{f] = l/(«e+ 0) - /(a)l+ 1/(6 - 0) - /(a + 0)] + |/(6) - f(b- 0)]

tenglik o'rinli. Isbotlang.

9.36-9.43-misollarda berilgan funksiyaning o'zgarishi chegaralangan ekan-

ligini ta'rif yordamida ko'rsating.

9.36. /(x) = 3x+ 1. [0, 2. 9.40. f{x) = In(1 + x). [0, €].
9.37. /(x) = 2x24 5. [-1.3]. 9.41. /(x) =T +ox. [-2.3].
9.38. /(x) = 2cosx. [-TT. T 9.42. /(x) = xeJ+1+ 5, [-1,1].
9.39. f{x) = tq)z,, [-rr. T, 9.43. f(x)= 3r- ij+4, [0 2]

9.44-9.52-misollarda keltirilgan tasdiglarni isbotlang.

9.44. Agar / :[a b =R funksiya [a. 6] kesmada o'zgarishi chegaralangan
bo'lsa, u holda ixtiyoriy k S R uchun k +f ning ham o'zgarishi chegar-
alangan va Va[ft + /] = Vf [/] tenglik o'rinli.

9.45. Agar / :[a 6 =R funksiya [a 6] kesmada o'zgarishi chegaralangan
bo'lsa. u holda ixtiyoriy k € R son uchun k =f ning ham o'zgarishi

chegaralangan va quyidagi tenglik o'rinli

Kh[*/] = I*|i'<’[/]m
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9.46.

9.47.

9.48.

9.49.

9.50.

9.51.

9.52.

Agar /: [a b)—R funksiya [a. 6] kesmada o'zgarishi chegaralangan
bo'lsa. u holda ixtiyoriy k, | e R soniar uchun k mf + | ning ham

o'zgarishi chegaralangan va quyidagi tenglik o'rinli
Kb[/] [k-f + 1] = \k\Vt{f].

!/ ; [a, 6] = R funksiyaning [a, 6] kesmadagi to'la o'zgarishi nol
bo'lishi uchun /(.r) = const bo'lishi zarur va yetarli. Isbhotlang.

Ixtiyoriy / va g o'zgarishi chegaralangan funksiyalar uchun

tengsizlik o'rinli.

Ixtiyoriy / va g o'zgarishi chegaralangan funksiyalar uchun y{x) =

f{x) my(x) ning ham o'zgarishi chegaralangan bo'ladi va
Kh'if < i/(2-)1 ' C + v [/
if mo] rgt[lapb] i"(2-) [al résjll[Japf]|p(X)[ v /]
tengsizlik o'rinli.
Ixtiyoriy ¢ € (a. b) uchun Vp[/] = V@ [/j + 1'4[/] tenglik o’rinli.

Agar / :[a 6] =R o0'zgarishi chegaralangan funksiya bo’lsa. u holda
v{x) = W [/] — kamaymaydigan funksiya bo'ladi.

Agar / :[a. 6] =R uchun shunday a = Xg < X\ < mm< xn = b
bo'linish mavjud bo'lib, har bir [.r* K=0.1,.... n—1, kesmada
/ monoton bo'lsa, u holda / ning [a 6] da o'zgarishi chegaralangan
hamda quyidagi tengliklar o'rinli

Vi If] = /L (X 1) “ F(XI + _A**)Im X€ kb Xk+l]m

11
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9.53. 9.52-misol va (9.17) tenglikdan fovdalanib. 9.36-9.43-misollarda kelt.irilgan
funksiyalarning to’la o’zgarishini toping.

9.54. Quyidagi funksiyalarning to'la o'zgarishini toping.

x~ 0<x <1 ar, 0<x <1
fix) - < 0: X =1, g{x) = < 4 X =1
1 1<x<2 Xx+3 1l<x<2.

9.55. [0. 2] kesmada / funksiyaning to'la o'zgarishini toping.

X —1, x <1
fix) =< « X — 1.

X2, X > 1.

Parametr a 6 R ning ganday giymatida / funksiyaning to’la o’zgarishi
minimal bo’ladi? Minimallik shartini ganoatlantiruvchi a yagonami?

9.56. Agar o'zgarishi chegaralangan / funksiya x* S [a 6] nugtada o'ngdan
uzluksiz bo'lsa. u holda v(x) = V* [/] ham .r* nuqtada o'ngdan uzluksiz

bo'ladi. Isbotlang.

9.57. Agar f :[a 6] =R o0'zgarishi chegaralangan funksiya bo'lsa. u holda.
if (x) = Ve{f] —/ (x) kamaymaydigan funksiya bo’ladi. Isbotlang.

9.58. Har ganday o’zgarishi chegaralangan funksiyani ikkita kamaymaydigan
funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin. Isbotlang.

9.59. f(x) = 1-sinx, y(x) =1+ |cos.r|. p(x) = (x - 2)2. (x) = sin2x
funksiyalarni [0. m kesmada ikkita kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi

shaklida tasvirlang.

9.60. 9.36-9.44-misollarda keltirilgan funksiyalar ucliun v(x) 5 1 Vay()
i’(.r) —f(x) funksiyalarni toping.
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9.61.

9.62.

9.63.

9.64.

9.65.

9.66.

9.67.

9.68.

Quyicla berilgan / funksiyaning x = 0 nuqtadagi hosila sonlarini toping:

ax sinZX—h3x (:0527 X < 0.
f(x) = < 0, r=0 m0<a<30<ac<t
aTsin’ xl_ bftr cos’ i— X >0
Agar / funksiya [a. f] kesmada tekis uzluksiz bo'lsa. uning o’zgarishi
chegaralangan bo‘ladimi?

Agar / funksiya [a. f] kesmada chegaralangan liosilaga ega bo'lsa, u
holda / ning [a. f] kesmada o'zgarishi chegaralangan bo'lishini isbot-
lang.

[0, 1] kesmada uzluksiz

f 0. .r=0, f o0, X = 0.
i x sin— x £ (0, 1], A1 orsign (cos— . x e (0. 1],
funksiyalarning to'la o'zgarishi Mg[/] = \ = oc ekanligini isbotlang.

Agar / funksiya [a, f] da Lipshits shartini ganoatlantirsa, u holda /

ning [a, f] da o'zgarishi chegaralangan bo'lishini ishotlang.

fa. ff] kesmada o'zgarishi chegaralanmagan va a € (0. 1) tartibli
Gyolder shartini ganoatlantiruvchi funksiyaga misol keltiring.

a va fj musbat sonlar, f(x) = xa-esin-"jj, /(0) = 0 bo'lsin.

chekli, agar n >3

Vou\ = cheksiz, agar a <3

munosabatni isbotlang.
4 C [a, f] to'plamning xarakteristik funksiyasi \ a {x). -4 ga ganday

shartlar qo'yilganda [a. f] da o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi?

Qanday shartda ~[xn] minimal bo'ladi?



9.69. Agar / : [a, ] —+ R o'zgarishi chegaralangan. g : [a. d\ — [a, b
uzluksiz. o'suvchi biyektiv akslantirish bo'lsa, 1L holda i.(.r) = f(g(x)).
x £ [q, ,3] o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi va V*[f] =
tenglik o'rinli. Isbotlang.

ji = sina va yo = cosx funksiyalarning x. x + — kesmadagi to'la
o'zgarishini mos ravislida vs(x) = Mi! "[sin] va vt(x) = WJ -[cos] orqali
belgilaymiz. Bu funksiyalar uchun quvidagilarni (9.70-9.71) ishotlang.

9.70. i's:R —*R va vc : R —*R lar uzluksiz. chegaralangan va 2 davrli

funksiya.
9.71. Ixtiyoriy a < b lar uchun V”[r, -My] = 0 o'rinli.

9.72. Shunday a £ (0, Tr/2) sonni topingki. [0. d] va [a. Tr/2] kcsmalarda v,

monoton funksiya bo'lsin.
9.73. VQq'2[v] + Y,/2[rc] ni hisoblang.
9.74. = V/'+*sin] funksiyaning o'zgarmas ekanligini isbotlang.

9.75. Agar f :[a 6] —R integrallanuvchi funksiya bo'lsa. u holda.

o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi va

tenglik o'rinli. Isbotlang.
9.76. Agar / :[a bl —*R o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'lsa. u holda
g{a) =0, g(x) = — I f{t)dt. x £ [a b]

o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi. Isbotlang.
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9.77. fa. bl daaniglangan liar ganday o'zgarishi chegaralangan funksiya o'lchov-
li bo'lishini isbotlang.

9.78. Agar {/,,} lar [a, b) da o'zgarishi chegaralangan funksiyalar bo'lib. biror
/ :Ja. 6] —R uchun r{@y VI'[f —f,,] = 0 bo'lsa. n holda / ham [a, b
da o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi. Ishotlang.

10- 8. Absolyut uzluksiz funksiyalar. Lebeg-Stiltes integrali

Lebegning anigmas integrali (9.2) quyida biz ta'rifini keltirmogchi bo'lgan
absolyut uzluksiz funksiyalar sinfiga garashli bo'ladi.

10.1-ta’rif. Dizga [a, b kesmada aniglangan f funksiya berilgan bo'lsin..
Agar ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday 6 > 0 mavjud boiib. soni chek-
li va har ikkisi o'zaro kesishmaydiyan har ganday {(a*.. b*)H{!'=1 intercallar

sist.emasi uchun
I !
(J(ab nh) C [a 6], ~a*) <s

A—1

shartlar bajarilganda

(10.1)

tengsizlik o'rinli boisa. un holda f funksiya ! . kesmada absolyut uzluksiz
funksiya deyiladi.

10.2-ta’rif. Agar uzluksiz va o'zgarmasdan fargli o'zgarishi chegaralangan
f funksiyaning hosilasi deyarli barcha x larda nolga teng bo'lsa. u singulyar
funksiya deyiladi.

[f. bl kesinada kamaymaydigan va o'ngdan uzluksiz F : [a b — R
funksiya vositasida qurilgan o'lchovlar (5- § ga garang) Lebeg-Stiltes o'lchovlari
deyiladi va ular fip bilan belgilanadi.

10.3-ta’rif. Agar Lebeg o'ehovi nolga teng boigan ixtiyoriy A to'plam
uchun fJr(A) = 0 boisa. u holda /uy (Lebeg o'choriga nisbatan) absolyut
uzluksiz oichor deyiladi.



Shuni t.a'kidlaymizki. agar F funksiya absolyut uzluksiz bo'lsa, u yordami-
da hosil gilingan Lebeg-Stiltes o'lchovi up ham absolyut uzluksiz oichov
bo'ladi.

10.4-ta’rif. Agar up o'lchov uchun chekli yoki sanogli A to'plam mavjud
bo'lib. A bilan kesishmaydigan ixtiyoriy B toplam uchun /if(B) = 0
bo'lsa. n holda ftp diskret oichov deyiladi.

Agar F sakrashlar funksiya (zinapoyasimon funksiya) bo'lsa, u yordamida
hosil gilingan Lebeg-Stiltes o'Ichovi Lp diskret o'lchov bo'ladi.

10.5-ta’rif. Agar up oichovda istalgan bir nugtali to'plam nol o'lchovga
ega bo'lsa va Lebeg o‘lchovi nolga teng bo'lgan biror A to'plam mavjud bo'lib.
fip(R\j4) = 0 bo'lsa. n holda yp singtdyar o'lchov deyiladi.

Singulyar funksiyalar yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o'Ichovi /tp singul-
yar oichov bo'ladi.

Hozir biz chekli oichovli A to'plamda. aniglangan va chegaralangan funksi-
yalar uchun Lebeg-Stiltes inregrali ta'rifini keltiramiz. Cheksiz oichovli A
to'plamda aniglangan funksiyalar va chegaralanmagan funksiya uchun Lebeg-
Stiltes inregrali ta’rifi shunga o'xshash ta'riflanadi.

Cliekli oichovli A C R to'plamda aniglangan kamaymaydigan F : .4 —*R
va chegaralangan, oichovli / : A —» R funksiyalarni garaymiz. Bu holda

shunday m va M sonlari mavjudki. barcha x G .4 larda.
m < f{x) <M

tengsizlik bajariladi. [m, M] kesmani m = y) < y\ < mm<y, i <y, =
M nugtalar yordamida n boiakka boiamiz. Bu boiinishni I bilan bel-
gilaymiz. Har bir yarini interval [ya-b (/a), k = 1...... n —1, yordamida
Ak = {r6 4: a4 </(X) <Ta} va 4, = {xeA:yn* <f(x) <y,}
to plamlarni aniglaymiz. Bu M boiinishga mas Lebeg-Stiltesning quyi va
yugori yig'indilarini aniglaymiz:

u u

sn(/) = yi-iHF(Ak). Sn(f) = YLLp(AK).

A=1 A—1
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Quyi yig'indi sn(/) yuqgoridan, yuqori yig'indi Sn{J) esa quyidan chegara-
langaa. Shuning uchun quyidagilar mavjud va chekli:

L,(f) = supsn(/)m £“(/) = inf Sn{f). (10.2)

(10.2) da aniqg quyi va aniq yuqori chegaralar jim. J1/] kesnmning barclia chekli
bo‘linishlari bo'yicha olinadi.

10.6-ta’rif. Agar L,,(f) —£«(/) bo'lsa. chegaralangan f funksiyani A
to'plamda Lebeg-Stiltes ma'nosida integrallanuvchi dcyrniz. L*(f) va L"(f)
laming bv umumiy giymati f funksiyadan .4 to'plam bo'yicha olingan Lebeg-
Stiltes integrali deyiladi. ya'ni

J f()AF(r) = U f) = 1%()).

Endi g : .4 — K ixtiyoriy o'zgarishi chegaralangan funksiya bo’lsin. Uni
ikkit.a kaniaymaydigan F : A —»K va @ : 4 -* R funksiyalarning ayirmasi
shaklida tasvirlayiniz. ya'ni g(:r) = F(x) —®(r).

10.7-ta’rif. f : A —aLlU funksiyadan g : 4 — K o'zgarishi chegara-
langan funksiya bo'yicha olingan Lebeg-Stiltes integrali dcganda quyidagi in-
tegral tushuniladi:

J f(x)dg(x):: J f(x)dF(x)-Jf(x"(x).

10.1. /(i) = 2+ 3. [0, 1] funksiyani ;:bsolyut uzluksiz ekanligini ta'rif

yordainiila ko'rsating.

Yechish. [0, 1] kesmada har ikkisi o'zaro kesishmaydigan va uzunliklari
yig'indisi S > 0 danoshmaydigan {(0*, MKLi intervallar sistemasini olamiz
va unga mos (10.1) yig iiidini garaymiz:

n M M
YNom)_ =5Z i6a+3- 4 - 3i= ~ar(bk+ am < -
A—1 A=1 A—1

Bu yerda biz  + cy < 2 tengsizlikdan foydalandik. chunki 6* at 6 [0. 1]
Endi ixtiyoriy r > 0 uchun 6 = r/2 deb olamiz. U holda. (10.1) tengsizlik
o'rinli bo'ladi. Demak. / absolvut uzluksiz funksiya ekan. O
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10.2. f(x) = 2x2+5, x € [ 3] funksiyani ikkita kamaymaydigan absolyut
uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlang.
Yechish. /(x) = v(x) - v>(X), v{x) = Vr[/], <Ox) = r/(x) - /(x).
Biz /(x) = 2x2+ 5. x 6 [, 3] funksiyani ikkita kamaymaydigan absolyut
uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlaymiz. Ma'lumki, har ganday ab-
soljT.it uzluksiz funksij’a o'zgarishi chegaralangan funksiya boiadi. O'zgari-
shi chegaralangan funksiya esa kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida
tasvirlanadi. Demak. kamaymaydigan v(x) = V'fjj/] va -s(x) = u(x) —f(x)
funksiyalarni topamiz. / ning absolyut uzluksizligidan r va  funksiyalarn-
ing absolyut uzluksiz ekanligi kelib chigadi va /(x) = v(x)~ p(x) tenglik
o'rinli. Berilgan funksiya [—1. 0] kesmada kamayuvchi va. [0. 3] da o suvchi,
shuning uchun 9.35 va 9.34-misollarga ko'ra quyidagilarni olamiz:
®) _ [2-2%1- *«N- " (1) f-*-«m* *«l-1-»1 ¢
(2+2x2. xG(0. 3] L -3, 16 (0, 3]
10.3. Kantorning zinapoya. funksiyasi A ni (5.95-misolgagarang) [0, 1] kesma-
da absolyut uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Kantor to'plami K ning Lebeg oichovi nolga teng. Lebeg o'Ichovi
ta'rifiga ko'ra. ixtiyoriy d > 0 uchun shunday, o'zaro kesishmavdigan

{@@-. 6)}jjL, invervallar sistemasi mavjudki. quvidagilar bajariladi:

It n

Kc (JK. bb)- ~a< @ (103~
A=1 A=1

Ikkinchi tomondan, /ng([0, 1\A™) = 0 va ga([0, 1]) = A(1) —A40) = L
Bu yerda /.« Kantorning zinapoya funksiyasi yordamida qurilgan Lebeg-
Stiltes o'Ichovi. Bu tenglikdan kelib chigadiki.

fis (K) = 1.

Endi odchovning varirn additivlik xossasidan hamda (10.3) dan fovdalansak.

quyidagiga- ega bo'iamiz:



Demak. Kantoruing zinapoya funksiyasi —$ absolyut uzluksiz funksiya ta'-

rifini qauoatlantirmaydi, ya'iii u absolyut uzluksiz emas. O

10-4. /,,x 2 W (x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda .4 = [0. oc) —

varim oq, F(x) = [rj funksiya esa x ning butun gismi.

Yechish. Ma’lumki, F(x) —[X] o’ngdan uzluksiz kamaymaydigan sakrash-
lar funksiyasi bo'lib. uning .4 = [0, oc) dagi uzilish liugtalari barcha natural
sonlardir. Shuning uchun 10.43-misolga ko’ra, bu integral ((10.5) ga garang)

/ 2-4F(x) = 2 n(F(n) - F(n- ()

Ioe | He1
gator yig’indisiga teng. Agar barcha n 6 N lar uchun F(n) —F(n —0) = 1
tenglikni e'tiborga olsak. so’nggi gator yig'indisini hisoblash mumkin. Bu gator
biriuchi hadi ov = 1/2, maxraji g = - bo lgan cheksiz kainayuvchi geonictrik

progressiyaning yig’indisini ifodalavdi. Shuning uchun.

LO.5. Quyidagi Lebeg-Stiltes integj-.-ilini hisoblang:

‘L (x + Dill [j:).
3)

Bu yerda 4 = [0. 3] kesma, F(x) = x2+ 3.

Yechish. Ma’lumki. F(x) = x2+ 3 absolyut uzluksiz funksiya. shuning
uchun (10.44-misolga garang) (10.6) ga ko’ra. quyidagini olamiz:

J[ (x+ DdF(x) = I {x+ 1) e2rdx
0.3

J [03]

So’nggi integralning giymati 27 ga teng. Shunday qilib.

I [x+ 1)dF{x) = 27. O

0.3]
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10.6. /[0 xd.A(x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang.
Yechish. I usul. Bo'laklab integrallash usulidau foydalanainiz.
I xdA(X) = xXI(Du- j AX)dx=1-0-1i =i
Vo.i] J[o.] 2 2
Bu yerda biz f,nr A(x) dx = 0.5. ya'ni 7.G7 f)-nii,sol uatijasidan foydalandik.
Il usul. Shuni ta kidlaymizki. bu integralni odatdagi Lebeg integrali yoki
biror gator yig'indisi ko'rinishida tasvirlab bo'Imaydi. Shuning uchun integral

ta'rifi va xossalaridan foydalanainiz. Maluniki.

J xdrRx) = J xd&(x) + J xd&(r) + J xda{x) (H0.4)
[oi; Qi3] ;i/5.2/3; p/s. ij
tenglik o'rinli. Agar biz A(r) = 1/2. x € [1/3. 2/3] ning [1/3, 2/3] da
0'zgamias ekanligini hisobga olsak. (10.4) tenglikda oTt.adagi [1/3. 2/3] to'p-
lani bo'yicha olingan integral (10.45-inisolga garang) liolga teng bo'ladi. bun-
dan
Jd xewio) = J xd&(x) 4 J xdA(x).
joll p.v3 [23 5

Birinchi integralda 3,r = t. ikkiuchi integralda .r = 2 4r-t
(o}

o

deli almashtirish

olamiz. natijada
/ =>/ (@ar) +| 7 @2+ (] +1
[0 01 01
tenglikka ega bo'lamiz. Endi Kantor funksiyasining 10.34-misolda keltirilgan
xossalaridan foydalansak,
J xda) =1 3 tdag) +~J @+ Hda) =N J e +°
[o.] ai) Qi (oi;

tenglikni olamiz. Bu yerdan

ekanligini liosil gilamiz. O



10.7. /(x)=04 (x) va F(x) = A{x) funksiyalar uchun Lebeg-Stiltes integrali

j fHAF(x)

[a. bi

111 hisoblang.

Yechish. 10.47-misolda keltirilgan bo'laklab integrallash formulasidan
((10.7) ga qgarang) foydalanamiz:
I AX)d&{x) = N(1)-4(1)—A(0)-n(0)—f N(x) <W(x) = 1- 1 A{x)AA{x).

[0.1 [0.1; 0.1]

Bu yerdan f #A{x) d&(x) = 0.5 ekanligini olamiz. O
[oF;

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun inasalalar

10.8-10.16-misollarda berilgan funksiyalarning absolyut uzluksiz ekanligini
ta’rifdan foydalanib ko'rsating.

10.8. f{x) =3x+ 1. [0.2]. 10.13. f(x) =xIn(l +x), [0. e].

10.9. 100 = 22+ 5 131 014 fix) =20+ ox  [1. 3]

10.10. f{x) =sinx, [0, «.

10.11. f(x) = 2|COSy, [7T. m 10.15. f(x) = y/l4, [-1, 1]

10.12. f{x) = tf/-, [-~, T]. 10.16. f{x) = 3)x - 1] +4, [0. 2.

10.17. Absolyut uzluksiz funksiyalar yig'indisi, ayirmasi yana absolyut uzluksiz

funksiyadir. Isbotlang.

10.18. Absolyut uzluksiz funksiyaning songa ko'paytmasi vana absolyut uzluksiz

funksiyadir. Isbotlang.

10.19. Agar / va g lar [a f] da absolyut uzluksiz funksiyalar bo'lsa. u holda
f-g va/ :g (g{x) ®0, Vx € [a. ft]) funksiyalar ham [a. f{] da absolyut

uzluksiz funksiyalar bo'ladi. Isbotlang.
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10.20.

10.21.

10.22.

10.23.

10.24.

10.25.

10.26.

Agar f funksiya [o0. ] kesmada absolyut uzluksiz boisa, 11 [a b da
o'zgarishi chegaralangan ham bo'ladi. Isbotlang.

Har ganday absolyut uzluksiz fuuksiyani ikkita. monoton kamayniaydi-
gan absolyut uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin.
Isbotlang.

10.8-10.16-misollarda keltirilgan funksiyalarni ikkita ( r(x) = V,,[/].
v{x) = v(x) —f(x)) kamaymaydigan absolyut uzluksiz funksiyalar ayir-
masi shaklida tasvirlang.

Agar / :[a. f] =R integrallanuvchi funksiya boisa. u holda
F(x)= f _f(t)d»
(x) i (1)
funksiya [a f{] da absolyut uzluksiz boiadi. Ishotlang.

[a f] kesmadaabsolyut uzluksiz F funksiyaning hosilasi F1(x) = f (x)
integrallanuvchi va deyarli barcha x G [a. f] lar uchun

F(x)-F(a)= [ _f(t)dv
Jar]
tenglik o'rinli. Isbotlang.

Agar / — kamaymaydigan absolyut uzluksiz funksiya boiib. f'(x) =0
tenglik deyarli barcha x lar uchun o'rinli bo'lsa. u holda / o'zgarmas

funksiya boiadi. Isbotlang.

Har ganday o'zgarishi chegaralangan / funksiya uchta funksiya yig'indisi

ko'rinishida tasvirlanadi.
f(x) = fi(x) +f,{x) + fw(x).

Bu yerda fa sakrashlar funksiyasi. /, singulvar funksiya. absolyut

uzluksiz funksiya. Isbot giling.
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10.27.

10.28.

10.29.

10.30.

10.31.

10.32.

10.33.

10.34.

10.35.

Agar f funksiya jo. b] kesmada Lipshits shartini qauoatlantirsa. /

ning [a b] kesmada absolyut uzluksiz bo'lishini isbotlang.

Agar / funksiya [a, 6] kesmada absolyut uzluksiz, y :R —»R funksiya
Lipshits shartini gauoatlantirsa. u holda <p{f(x)). x G [a. 6 funksiya
[a b] da absolyut uzluksiz bo'ladi. Isbotlang.

Agar f funksiya [a. b] kesmada absolyut uzluksiz, A C [a, b] - nol
o'Ichovli to'plam bo'lsa, u holda /i(/(A)) = 0 bo'lishini isbotlang.

Shunday uzluksiz. syuryektiv / : [0, 1] — [0, 1] akslantirishga va .4 C
[0. 1] to'plamga misol keltiringki. qnyidagilar bajarilsin:
) f-i{p) = 1, 2) n(f(A)) =0.

Shunday uzluksiz / : [0, 1] —» [0. 1] funksiyagava A C [0, 1] to'plamga
misol keltiringki. quyidagilar bajarilsin:

1) f1.(A) =0, 2) LU = 1

[a. 6] kesmada uzluksiz hosilaga ega bo'lgan / funksiyaning [a. 6] da

absolyut uzluksiz bo'lishini isbotlang.

Agar / :[a B —=R kamaymaydigan funksiya bo'lib.

tenglik o'rinli bo'lsa. u holda / absolyut uzluksiz bo'ladi. Isbotlang.
f(x) = x+ AX). x € [0. 1] funksiyani garaymiz. Bu yerda 9 Kan-
torning zinapoya funksiyasi. Quyidagilarni isbotlang.

a) / : [0, 11— [0, 2j uzluksiz va gat'iy o'suvchi funksiya:

b) / :[0. 11— [0, 2] biyektiv akslantirish:

¢) /j,(f(K)) = 1, K — Kantor to'plami.

Kantor funksiyasining quyidagi xossalarini isbotlang.
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10.36.

10.37.

10.38.

10.39.

10.40.

10.41.

10.42.

ﬂl):\ﬂ’\ > me (°'1b
BA(WM H +r g+ wme?0 I-

[a, b] kesmada tekis uzluksiz, lekin absolyut uzluksiz bo'Imagan funksiya-

ga misol keltiring.

Agar / funksiya [a. 6] da absolyut uzluksiz bo’lsa, u holda |/j ham
absolyut uzluksiz funksiya bo'ladi. Isbotlang.

|/] ning absolyut uzluksiz ekanligidan / ning absolyut uzluksiz ekanligi
kelib chigmaydi. Quyidagi misolni tahlil giling.

x e Q.
x GR\Q.

Agar / funksiya [a. b} da uzluksiz bo'lib, |/| absolyut uzluksiz bo'lsa,

u holda / ham absolyut uzluksiz bo'ladi. Isbotlang.

Agar fn:[a B =R, n G N lar kamaymaydigan absolyut uzluksiz
funksiyalar bo'lib, har bir x G [a. 6] da fn(x) gator / ga yaginlash-
n—1

sa. u holda limitik finksiya / hani [a b da absolyut uzluksiz bo'ladi.
Isbotlang.

Agar fn: [a 6 —*R singulyar funksiyalar ketma-ketligi uchun shun-
day / :[a tj -» 1 o'zgarishi chegaralangan funksiya mavjud bo'lib,
lim Vy[f —fn] = 0 bo'lsa, u holda limitik finksiya. / yo o'zgarmas, yo

singulyar funksiya bo'ladi. Isbotlang.

Agar fil :[a bl =R absolyut uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi uchun
shunday f m[a B —R o'zgarishi chegaralangan funksiya mavjud bo'lib.
Iim*Oc VE[f —fn] — 0 bo'lsa, u holda limitik finksiya / ham absolyut
F

uzluksiz funksiya bo'ladi. Isbotlang.
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10.43.

10.44.

10.45.

10.46.

10.47.

10.48.

Agar F :[n. f] =R o'ngdan uzluksiz kamaymaydigan sakrashlar funksi-

yasi bo'lib. ci,r2.... laruning [n. B\ dagi uzilish liugtalari boisa. Lholda

g FOVAFO) =YL H(S™)Ne ) - Flek- 01 (10.5)

tenglik o'rinli. Isbotlang.

Agar F :[a bl —IR absolyut uzluksiz funksiya boisa. u holda
L f{x)dF(x)= f f(X)F'(x)dp (10.6)
Jab) Jab:

tenglik o'rinli. Isbotlang.

Agar F(x) = const bo'lsa. u holda ixtiyoriy / : [a 6] —R chegaralan-
gan funksiya uchun

!\Mf(x) dF(x) =0

tenglik o'rinli. Isbotlang.
Quyidagi tenglikni isbotlang.
L1 «dF(x) = fiF(4).

Lebeg-Stiltes integrali uchun ham bo'laklab integrallash qoidasi o'rinli.
Ya'ui / : fo, 6] 4R va g : [a 6] =R lar o'zgarishi chegaralangan
funksiyalar boisa. quyidagi tenglikni isbotlang.

f f(*)dg{x) = f(b)g{b) - f(ct)g(a) - [ g(x)df(x).  (10.7)

Aytaylik. x = p(t), n < t < 3 uzluksiz va o’suvchi funksiya bo'lib.
y(a) = a ip(p) = b bo'lsin. / :[a 6] =R uzluksiz. F :[a, b) —R
kamaymaydigan funksiyalar bo'lsin. U holda

[ f(x)dF(x)= f f(?(1))dF(<; (1))

Na.b] J[teJ]
tenglik o'rinli. ya’ni Lebeg-Stiltes integralida o'zgaruvchilarni ahnashti-

ri.sh mumkin. Isbot qiliug.



10.49.

10.50.

10.51.

10.52.

10.53.

10.54.

Agar f :[a, 6] —<+R va g :[a bl —R funksiyalar ucliun Rinian-Stiltes
integrali mavjud bo'lsa. u holda Lebeg-Stiltes integrali ham mavjud va
ular o'zaro teng. ya'ni

(L-5s) f f(x)dg(x) —(R-9s) f f{x) dg(x)

f M(x)dF(x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda n(.1)—Kan-
0.1
torning zinapoya funksiyasi. F(x) = 2x + 1.

f A(x)dF(x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda A(.r)—Kan-
[od]

torning zinapoya funksiyasi. F(x) = [3x] + 2x.

Quyidagi / : [0. ] —»R funksiyaning [0, 1] da differensiaUanuvchi

ekanligini ko'rsating. Hosila funksiyaning [0, 1] da integrallanuvchi emas-

ligini isbotlang.
Si*) =

/ :[a b =R uzluksiz. F : [a. 6] —R kamaymaydigan funksiyalar

uchun o'rta giymat hagidagi teoremani isbotlang. ya'ni

Quyida f(x) va F(x) funksiyalar berilgan. Lebeg-Stiltes integrali

ol
ni hisoblang.
1) fix)= x®m R(x) = cos X, X & [0. 7r].
2) /(.r) = sinr. F(xX) = |r]. x 6 [-TT. T
X+ 2. rf [-2. - 1]
3) f(x) = x2+3. F(x) =< 2 x £ (-1, 0),
x2+ 1. x€[0. 2]
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4) /I(r)=x. F(x) =[x], x€[0. n. neN.

5 /(r) =x2, F(x) = [x]. xe [0, n, n€N.

6) /(.r) = x+ 2, F(x) = exp x esign(cos x), x e [T .
7 [(x) = x—L F(x) =cosx. 16 [0 T

8) /(x) = x2, F(x) = N(x). x € [0. 1].

9) /(x) = 1+2x. F(x) = £(x). ;76 [0. 1]

10) /(x) = [3x], F(x) =4(x). x € [0, 1].

10.55. Quyidagi gatorni garaynuz:

ocC

f(x) =Y,b" cos(an7rx), bE (0. 1). oeN va toq son.

Bu / :IR—S funksiyaning usluksiz ekanligini isbotlang. Agar ab >
1+ ~7r bo'lsa. / : K —1 funksiya biror nugtada ham chekli hosilaga

ega emasligini ko'rsating.

10.56. Quyida berilgan absolyut uzluksiz funksiyalarni kamaymaydigan absolyut
uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlang:
a) 1(x)=x2+2. X£ [, 2], b) f(x) =expx2 x6 [-1. 2],
O /(X) = |COSX|. Xe -7r. 7]. d) f(x) = Sin X X€ [, ™.

Il bobni takrorlash uchun test savollari

1. Quyidagi belgilashni kiritamiz:

Quyidagi tasdiglar ichidan to'g’rilarini ajrating.

1) f+ o’Ichovli bo'lsa. / ham oichovli bo'ladi.

2) /_ o0'lchovli bo'lsa, / ham o'Ichovli bo'ladi.

3) /+ va /_ lar o'lchovli bo'lsa, / ham o'Ichovli bo'ladi.
A) L2 B) 13 C)23 D) 3
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10.

. Quyidagi tasdiglar ichidan to'g'rilarini ajrating.

1) |/J 0o'lchovli bo'lsa. / ham o'Ichovli bo'ladi.

2) /2 o'lchovli bo'lsa, / ham o'lchovli bo'ladi.

3) /+ va /_ lar o'Ichovli bo'lsa. / ham o'lchovli bo'ladi.
A 12 B) 13 C)23 D) 3

/(:r) = 2x. re E = [0. 5 funksiya uchun E(f < 6) to'plamni toping.
A D 2 B) [0 3) C) [0 5 D) [0. 2

. I(x) = \2x}. x £ E = [0 o] funksiya uchun E(f = 4) to'plamni

toping.
A) 0. 2] B) 2 > C) [2 5 D) [2. 3)

f(x) = In(x2- 2T+ 1) . x € E = (0, oc) funksiya uchun
{x :/(x) < 0} to'plamni toping.
A) (0, 2) B) 0. JU(L 2 C) (0. oc) D) (0. 3)

. f(x) = 2J - 1 funksiya uchun {x g [0, 5] :3 < /(x) < 7} to'plamni

toping.
A [0 3 B) (2. 3) C) [0; 3) D) [2 3

. {x € [0, M :sinx < 2-1} to'plam o'lchovini toping.

BI DI

. {x € [0. ] :sinx < cosx} to'plam o'lchovini toping.

AJ Bl O f D) |

. ,1c¢ [0. 1]—oa'lchovsiz to'plam. 3 — Dirixle funksiyasi. /i(x) =

chH = /i(x)+D (x), f:iXx) = fLx) m3(x).
|{|, e [0, i]\4 (x)+D (x), fi(x) L(x) m3(x)
O'Ichovli bo'lImagan funksiyalarni toping.

A) fl B) fl-f2  C: D) f2.f,

A C [0. 1] —'Ichovsiz to'plam. 98— Riman funksiyasi.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

li(X) = 1-x.AKx). f2(x) =fi(x) - <n(x). fa(x) = f2{x) -O(x).
O'Ichovli funksiyalarni toping.
A) h B) /2,13 C) /3 D) /2

[0, 1] kesmada. nolga ekvivalent funksiyalarni toping:
fi(x) = 94(x), /2(x) = 0 (x), fs(x) =x.
A) /1 B) /2,13 C) 13 D)/b/2

O(x) = 1+ <R(@), /2(i) = 1+ 0(i), f3{x) = 1+ "Gr) +0(i)
funksiyalar ichidan f(x) = 1 ga ekvivalent funksiyalarni toping.
A) 11.12 B) fi- f2./3 C) /2,13 D) A4./3

[i,(X) = sinZ’.T. f2l(X) = cosz X /3,(X) = 1+ J2I2"' [4n(Q = 1 +
x" o'lchovli funksiyalar ketma-ketliklaridan gaysilari [0, 1] to'plamda
/(ar) = 0 funksiyaga tekis yaginlashadi?
A) fin B) /2M./3) C) fin, fan, fin D) fin:fav

nx
fi,,(x) = sin"x. /2,() = cos"x. f3,(Xx) = 1+~>x2- = 1
o ichovli funksiyalar ketma-ketliklaridan gaysilari [0, 1] to'plamda
/(x) = 0 funksiyaga nugtali yaginlashadi?
A) fi, B) fi,,. fin C) fi,, fa,, fin D) fi,,-fin
E = [0. 4 to'plamda berilgan / sodda funksiyani toping.
A)(?-)=x B)Y/(.r)=[X] G) /(x)=er D)/(x)=sinx
E = [0, 3] to'plamda berilgan sodda funksiyalarni ko'rsating.
li(x) = x, fi{x) =1, /3(x) = 0 (X)
A) fi- 2, ¥3 B) fi, /3 C) Ib /2 D)/2./3
/(x) = 1+ sign.r sodda funksiya uchun .4i = {x G [2. 3] : f(x) = 0}
to'plamni toping.
A) [-2, O B) [-2, 0) C) [-2. - 1] D) [-2, 3
f(x) = 5 —[2x] sodda funksiya uchun Ai = {x € [2. 3] : /(x) = 1}
to'plamni toping.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

A 2 3 B) [2 3) C) 2 2.5) D) [2

Integralning additivlik xossasini toping.

A) Agar I-i(A) = 0 bo'lsa. u holda fAf(x)d/j = 0
B) JA[f{x)+ X)W = JA + JAg(x)dfi
C) JA k m(x)d/j = Kk JAf(x)dp

D) Agar f(x) > 0 bo'lsa. u holda JAf(x)d/j. > 0

Integralning bir jinslilik xossasini toping.

A) Agar /j(A) = 0 bo'lsa. u holda fAf{x)df.i =0
B) + y(x)W = Ja + Ja y(x)dil
C) JAk w{x)dn = k jJAf(x)dp

D) Agar f(x) > 0 bo'lsa. u holda JAf(x)d/u > 0

Integralning monotonlik xossasini toping.

A) Agar fj(A) = 0 bo'lsa. u holda fAJ(x)d/.i =0
B) JA[f(x) + g(x)}dfj, = JAf(x)d/j + JAg{x)dp
C) fA k W{x)dfj = kfAf(x)d/i

D) Agar f(x) > g(x) bo'lsa. u holda JAf(x)dy > JAg(x)diJ

Lebeg integralining monotonlik xossasidan foydalanib. quyidagi sonlar

ichidan eng kattasini coping.
sinlx .

dfj. ay— J sin.rd/i

. 1)

«
A) B)a2 C)a3 D) al

4 = [0. 3] to'plamda berilgan f(x) = 3 4-2(.r) sodda funksiyaning

integralini hisoblang.
A) 3 B) 2 C) 6 D) 9

A — [0. 2] to'plamda berilgan fix) = 4 —[x] sodda funksiyaning

integralini hisoblang.
A) 3 B) 7 C) 6 D) 4

160

2,6]



25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

(—2. 2] kesmada berilgan monoton funksiyani toping.
A) /(.r) = cos.r B) /(?¢) = [X] C) fix) = e™ D) /(.r) = sinr

f{x) = [x], x € [2. 2] funksiyaning uzulish nuqtalarini toping.
A) {-1:0:1} B) {-1:0: 1:2} C) {-1: 1} D) {-2: -1: 0; 1}

[0, 3] kesmada aniglangan zinapoyasinmn funksiya.larni ko'rsating.
fi{x) =x. f2{x) =1 /3(1) = [¥
A) /b f2.h B)f2f3 C)/bl2 D) /b /3

[0, 1] kesmada o’suvchi funksiya.larni ko’rsating.
/i(x) = -cosx, f2{x) =sinj:. [31)= 1+ [¥
A) /1./2./3 B)/2./3 C) /b /2 D) /v /3

[-1. 1] kesmada o'suiaydigaii funksiyalarni koi’sating.
fi(x) —cosx. f2{x) =(1- x)'2 /3(x)=1- [
A) 11,1273 B) /2./3 C)/L/2 D) fu/3

[0, 1j kesmada kamayuvchi funksiyalarni ko'rsating.
li(x) = sinx. [/2(r) = [r]. /3(x) = cosx
A) /1/-m/3 B) /2./3 Cl /1.2 Di /3

/(x) = signx funksiyaning x0= 0 nugi.ulagi .sakrashini toping.
A; 2 B) 0 C)1 D) 3

/(x) = [X] funksiyaning Xy —O0 nuqtadagi chap liniiriui toping.
A) 2 B) 0 C) -1 D) 1

f{x) — 2x —{x} funksiyani uzluksiz monoton funksiya va sakrash
funksiyalarining yig'indisi shaklida yozing.
A) x+ [X B)x-[-x] C)2x+[x] D){x} + ¥

f{x) = [2¢ funksiyaning [2. 3] dagi to'la o'zgarisliini toping.
A) 3 3)5 C) 10 D) C
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

11.

f(x) = sinx funksiyaning [—r. 7] dagi to'la o'zgarishini toping.
A2 B4 C1 D)5

[2, 2] kesmada berilgan absolyut uzluksiz funksiyani toping.
A {X} B) [X] C) el! D) signx

[—2, 2] kesmada absolyut uzluksiz bo'Imagan funksiyani toping.
A)X B) [¥ C) e~ D) sin7rx

[0, 1] kesmada berilgan singulyar funksiyani toping.

A) cos X B) 9t(x) C)D(x) D) A(x)

Lebeg-Stiltes integralining xossalaridan foydalanib. /(x) = x funksiya-
ning A = [0.3] to'plam bo'yicha olingan fAf(x)dF(x), F(x) = [¥]
integralini hisoblang.

A) 2 B) 3 C) 4 D) 6

Lebeg-Stiltes integralining xossalaridan foydalanib. f(x) —2x funksi-
yaning .4 = [L 3] to’plam bo'yicha olingan JAf(x)dF(x), F(x) =
Inx integralini hisoblang.

A) 2 B) 3 C) 4 D) 6

Il bob uchun javoblar va ko'rsatmalar
6- 8. O'lchovli funksiyalar

O'Ichovsiz funksiyalar yig'indisi o'lchovli ham. oichovsiz ham bo'lishi

mumkin. Tahlil gilinishi taklif gilngan / va g larning yig'indisi (/ + g) (x)

1 x € [0. 1] bo'lib, u d'Icliovlidir.
12.

O'Ichovsiz funksiyalar ko'paytmasi o'lchovli ham, o'lchovsiz ham bo’lishi

mumkin. Tahlil gilinishi taklif gilngan / va g funksiyalarning ko'paytmasi
/(x) *</(xX) =0. x € [0. 1] bo'lib u o'Icliovlidir.

13.

Mumkin emas.

bu yerda A C [0. 1] oichovsiz to'plam.
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15. 14 ga garang. 17. 6.18 - misolda keltirilgan £(x) funksiya.

18. Har bir aGR da {j£1: £(x) = «} to'plam ko'pi bilan ikki elementli
to'plam bo'ladi. Hagigatan ham £(ari) = £(1r) bo'lsin. Agar Xi, x? G A
bo'lsa. u holda £(xi) = £(xo0) tenglikdan X\ = xo kelib chigadi. Xuddi shun-
day xi, x20 J1 bo'lsa, u holda £(xi) = £(xr) tenglikdan —Xi = —Xo yoki
X'i = X2 kelib chigadi. Agar xi € 4 va x? * 4 bo'lsa. u holda £(xj) = £(xr)
tenglikdan Xj = —Xo kelib chigadi. Shunday qilib. {x € R : £(x) = a}
to'plam a € A\ {0} uchun ikki elementli to'plam. qolgan a lar ucliun bir
elementli to'plam bo'ladi. Shuning uchun ham {x € R : £(x) '5; a} o'lchovli
to'plamdir,

19. {rG[0, J:£(x) <0}= 10, ]\ 4 tenglik o'rinli. A 0o'lchovsiz to'plam
bo'lgani uchun [0, J\ A ham o'Ichovli emas.

20. Barcha x G [L g larda £(x) > 0 bo'lganligi ucliun {x £ [-1, 1].
£(x) <0} = [0, [\ 4 tenglik o'rinli bo'ladi (19-misolga garang). [0, J\ A
o'lchovsiz bo'lgani uchun £ funksiva E da o'lchovsiz funksiya bo'ladi.

2, Ne

={"F~" k=1L2... 2"'1
. I. xe 4
24. 4 C [-2. 2] o'Ichovsiz to'plam x.u(.r) =
0. x G[—2. 2]\.4.
1, xG 4
-1, x € [-2. 2]\A.
27. A C [0, 11 — E o'Ichovsiz to'plam va f(x) = \\(X). g(X) = Vein(x)

25. A C [2 2] o'Ichovsiz to'plam /(x) =

o'lchovli funksiya emas. f(x) + g(x) = 1
28. A C [0. 1} = E o'Ichovsiz to'plam /(.r) = xa(x')- g(z) = -\e n->)m
/(x) *g(x) =0. x GE,

% ¢<0
E\Q. O<r<!
E. ¢c>1

36. Agar / : E— R o'lchovli funksiya bo'lsa. {x G E : /(x) < a} =



{x G E :/3(x) < 03} tenglikdan / 3 oichovli funksiya ekanligi kelib chigadi.
Chunki a soni —eoc dan +o0o0 gacha bo'lgan giymatlarni gabul giiganda a3
ham (—sc, oc) to'plamni to'la bosib o‘tadi. {x GE :f3(x) < c} = {x G
E :fix) < c"} tenglik oi'inli. Demak. / va /3 lar bir vagtda oichovli yoki
oichovsiz funksiyalar bo'ladi.

41. Eyler formulasi eu = cosx + isinx dan. harnda cosx va sinx laming
[-ar, m kesmada oichovli ekanligidan. f(x) = e"’ funksiyaning [—T, ]
to'plamda o'lchovli ekanligini olamiz.

49. [0. 1] = A U B shaklda yozamiz. .4 va B oichovli to'plamlar va
((A) > 05: p{B) = 055. A va B lar quyidagi xossalarga ega. Bar-
cha x G [0, 1 va ixtiyoriy 6 > 0 uchun u(A M (x —8x + 6)) > 0 va
u{B M@ —d x + d)) > 0 boisin. U holda Xn(;r) misol shartlarini ganoat-
lantiruvchi funksiya bo'ladi.

58. [0. 1] kesrnani teng n boiakka boiamiz. Har bir n GN uchun

{*]i=i i]0r)}*=i
xarakteristik funksiyalar oilasini garaymiz. Bu funksiyalar oilasini quyidagicha

nomerlaymiz.
/iW = Xi<u;(*): /2M = X[o.i]W- /3(8) =XT[i.i;.W
va hokazo biror n uchun
lHAX) = .Yiod;(x)- /1+1IM = X\i.i](x)- mmlv+n-i{x) = X[a=i.i](-T),.

Hosil boigan f,, ketma-ketlik [0. 1] da oichov bo'yicha nol funksiyaga. yaqin-
lashadi. lekin biror nugtada ham nolga yaginlashmaydi.
60. E(f < ¢) = {x G[ 2] : signx < c} to'plamni barcha cG 8 larda
oichovli ekanligini ko'rsating.

- (pa.»-183)M0 +pa**-783)mre (4)-
65. ~(x) = 0. x G [0. 1].
66. Ax) =0. x G[0. 1), fn(x) = x*, x G [0 1).
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67. /n(x) = x", x £ [0,1] funksional ketma-ketlik B(x) = 0 funksiyaga de-
yarli va o'Ichov bo‘yicha yaginlashadi. nuqgtali yaginlashmaydi.

68. Ha. 69. Yolg.

70. @) g(x) =0, b g(x) =it: ¢)g(x) =0, d) g(x) = In(l 4 |x|).

71.a) g{x,y)=x2 b) g(x. y) =eosx - s'my, c)g(x. y)=xy.

74.2) g{x) = 0. b) g(x) =0, ¢) y(x) =0, d)g(x)=1

e) p(x) =0. f)g(x) =0

75.8) A(x. ) = 0, g@2(y) = 0 (17eQxQ
[0, (i:i/)*QxQ

i = _ L (xy)eQxQ

b) 5i(x, y) = 0, g2(x,y) = o ot Oro

1, (x,y) e lWxQ
0. 2,y) MxQ
1 x.y)$QxO

c) M(x.y) =0. g2(x.y) =

d) gitx, ) =1 g2(xy) =

2. (x.y)eQxQ
L W > W
& gifx.y) = 'V". W>bl oy = Wi < W
Bt 1 < bl 0 X = Iy

[/ 0, x=y

f) Pi(®-y)= I*1 + I*/le 52(2- y)):- 1
]



7-§. Chekli o‘lchovli to'plamlarda Lebeg integrali

13. Xarakt.eristik funksiya ikkita 0 va 1 giymatlami gabul giladi. 7.1-rnisoldan
va 4 = {X€E: vaix)—0} = E\A. d2={xEE:\g(1)=1}= 4
to'plamlarning o'lchovli ekanligidan x4 ning o'lchovli. sodda funksiya ekanligi
kelib chigadi.

14. A\ = {r£ E : signx = -1} = [-1. 0). Ao = {r€ E : sign.r= 0} =
{0}. 43 ={x € E : signx = 1} = (0, 3j to'plamlarning o'lchovli ekanligi-
dan y = signx ning E da sodda funksiya ekanligi kelib chigadi.

16. 4 :[0. ] —R o'Ichovli funksiya 6.23-misolga ko'ra A funksiya 10. J\I\
da o'lchovli funksiya bo'ladi. Har bir n £ N uchun Kn da (7.2-misolyechimiga
garang) A funksiya cheklita giymat gabul giladi. Shuning uchun A funksiya
U Kn= [0, J\K da sanoglita giymat gabul giladi. demak u sodda funksiya.

3
26. Bu funksiya. y\ —O1/o = 1L Wl ~ 2,34 = 3.y5= 4. giymatlami mos

ravislida 4] = [0.1). A2 = [1,2), A3 = [2.3). 4= [3.4), N5 = [4.5)
to'plamlarda gabul giladi. lining integrali 7.2-ta'rifga ko'ra. 10 ga teng.

28- f
29. Dirixle funksiyasi o'Ichovli va ikkita (0 va 1) giymat gabul giladi. Uning

18- E - 2"-mb)- 24 /[,(%)=Mifll.
9 Egmb g, 26 (=M

[0. 3] to'plam bo'yicha olingan integrali 0 ga teng.

30. Riman funksivasi o'lchovli va sanoglita TO' 1, ST 1J givmat. ga-
bul giladi. Lning [0. 1] to'plam bo'yicha olingan integrali 0 ga teng.

31.3. 32.2. 33.1. 34.1. 35.4. 36.-2. 37. e- 2.

56. 7.5-misolga garang. 57. 5 —\/2 —\/3-

58. 0O'zgarmasdan fargli uzluksiz funksiya. sodda. funksiya bo'la olmaydi.
59. Ikkalasi ham sodda funksiya. ularning integrallari 0O ga teng.

60.12. 61.0. 62.2. 63.-6. 64. /|Jh'2 + 5.  65. e+~2.

66.2) 0. b) 14—1 <G d — —\V . 67.a) i, b)6, ¢
0. d) j~ +1- @ In3+e ) g  h)i. i)l Kk o.
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8-8. Lebeg integrali belgisi ostida limitga o‘tish

2.a) Yoq. b) Ycqg. ¢) Yo,q. d) Yo'q. e) Ha, f) Ha.
4.a) 0. b) 1L ¢)0, d m

6.a)g>1 b)o>1 ¢c)a>2

7.9>1 8 Ha 10.a) & b) — 13. Ha

9-§. Monoton va o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar

10. Kamaymaydigan funksiya, o'ngdan uzluksiz, uzilish nugtalari 0. 1,

2. 3. Barcha uzilish nuqgtalaridagi sakraslii 1 ga teng.

11. Kamaymaydigan funksiya. fagat x = 0 nuqtada uzilishga ega. x = Oda
o'ngdan ham, ehapdan ham uzluksiz emas. x = 0 nuqtadagi sakrashi 2.
12. Kamaymaydigan funksiya, fagat x = 0 nuqtada uzilishga ega. x = Oda

ehapdan uzluksiz. uzilish liugtasidagi sakraslii 1 ga teng.

13. [4. 0) dava [0, 5] da kamaymaydigan funksiya. Bu funksiyaning uzilish
nugtalari x = —1. x = 0. x = —1 nuqtada o'ngdan uzluksiz va bu nuqtadagi
sakrashi 3 ga teng. x = 0 da o'ngdan ham. ehapdan ham uzluksiz emas.

Funksiyaning x = 0 nuqtadagi sakraslii 1 ga teng.

0, x€[-2, -1)
17. fd(x) = < 1. x € [-1. (] fdx) = x- 1
2. X€ (0. 2].

20. /(x) = fc(r) + fd(x). fd(x) = ¥+ 2, /e(x) = 2x - 2.

29. Monoton funksiyalar yig'indisi monoton boimasligi mumkin.

30. Monoton funksiyalar ko'paytmasi monoton bo'lmasligi mumkin.

32. Ha. 33. Ha.

54. 36. V[f] = 6. 37. V[f) =20, 38 V[f] =8. 39. V{f] =2, 40. V[f] =
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In(l +¢), 41 V[f}=32;. 42 V[f] = e2+ 1. 43. V[f] = G

54- V[1=3. V[d= 7

55. V[/] = 4+ |n| 4 jl —o| barcha a £ [0. 1] larda V[/] minimal boiadi.

59. f(x) = v(x) - p(x), v(x) =V-/].
sinx. x £ 0.

2 -sinx, X £%

ViG) = ()

r,{x) = VB] = 1—cosx. x £ [0, 2t7]. >g(x) = jcosxj 4-cosx . Vn(x) =

4- (x-2)2, xE [0 2 4-2(x- 2)2, x €0 2
44 (x- 2)2. xXe 2. 4 4. x £ (2, ]
. siirx, x £ 0. — Q XE£ 0 —
W{x) = ” i
2—sm9x.xG//t,Tr 2—25i|9rx, x £ //I.77
60. {36.v(x) = 3x. ~(x) = —L
"2 —2r2. X6 [-1:0 -4x3- 3. x £ [,
37.i'(x) = [ ] x) = [ a
24-2x2. x £ (0. 3]. A -3. x £ (0. 3].
2COSX + 2, x £ [—77. Q] 2. XxG[-it, Q]
38.v(x) = o) =
6 —2COSX. X £ [0. 77], 6 -4 cosx. x €0, ;

39. u(x) =tgx 41, y(x) =1 40. v(x) = In(l +x), y(x) =0.
41. v(x)
43. t'(x) = 3+ 3(x —1), y(x) = 3x —4 —3 |x —Ij }.
61. Al= —3. /= —a. A.=a J.=bh

62. Yo'q (9.65 - misolga garang).

63. Agar / funksiya [a b] kesmada chegaralangan hosilaga ega boisa.
holda / ning [a. B kesmada o'zgarishi chegaralangan bo'lishini isbotlang.

68. .4 sodda to'plam boisa. 4 = [a, € bo'lsa \a/[xn] minimal boiadi.

10-8. Absolyut uzluksiz funksiyalar. Lebeg-Stiltes integrali

8- E \f(h)-f(ak) I= E [36t.+ 1—3aA—1j= 3 E(6A-at)< 36 va 6=
k=1 k=1 k=

desak. kE—I I/(&*) —f(ak)\ < - tengsizlik bajariladi. Demak. f(x) = 3x4-

108

2X4-5x + 97, y(x) —9~. 42, v(X) —xel 141, y(x) ——4.

[

co| 1]
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funksiya [0. 2] kesmada absolyut. uzluksiz funksiya ekan.
9. a2- b2= (a —b)(a+ b) dan foydalaning. 10.1-misol yechiiniga garang.
10. jsin.r —siny) < jx —y| dan foydalaning.
11. jjcos xj —jcosyjj < jcosx —cosyj < |x - y| dan foydalaning.
16. Boiinish nugtasiga x> = 1 ni go'shib. moduldan qutiling.
22. {8. i>(x) = 3x. *2(x) = -1. 9. i'(t) = x2, <P = -3.

SillX. x £ 0. x £

2 —sinx

2+ 2cosx, x £ [, Q]

G—2cosx. x £ (0, ],

2+ 2cosx —2|cosxj. x £ [-Tr. Q]

6 —2cosx —2jcosxl. x € (0. ].

\2.v{x) =tgr +\, y(r) = I- 13. v(x) = xIn(l + x), y?(x) = 0.

14. v(x) —2°+ ox + 4,5 j{x) =4.5.

15, .1 1-Vv-J X. 1-1. Oi n J lI-1/;, €1-1,0.
| 1+ y/x x £ (0. 1], | 1+ x £ (0, 1]

IG r(x) = 3x. y(x)=3r- 3j1—xi - 4}

30. /(.r) = A(x). 4= [ 1j\K. 31 f(x) = A(x). 4= K

36. Kantorning zinapoya funksiyasi.

50. 1. 51. 3.

54. 1 2) 4. 3) 25i 4) nS2+i>. 5, +7f" £ 4

3
O 2¢c--'2- 2¢"2- A+ )"+ @A- Mecr\ 7)) 2-m 8
92 1001

Il bobda keltirilgan test javoblari

1D 2-D 3B 4B 5B GB 7-A S-A 9B 10-C 11-D 12-B 13-A
14-B lo-B 1GD 17-B 18-C 19-B 20-C 21-D 22-C 23-D 24-B 25-B
2CB 27-B 25-C 29-B 30-C 31-A 32C 33-A 34C 35-B 3GC
37-B 38-D 39-D 40-C.
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1. METRIK FAZOLAR

Bu hob 7 paragraf (11-17) dan iborat. Bobning 11-paragrafida metrik fa-
zolar, undagi asosiy tushunchalarning mohiyatini ochib beruvchi misol va
masalalar jamlangan. 12-paragrafda yaginlashuvchi va fundamental ketma-
ketliklaiga doir misollar garalgan. 13-paragrafda ochiq va yopiq sharlar ham-
da ochig va. yopiq to'plamlarniiig xossalarini tekshirishga doir misollar gar-
algan. 14-paragraf to'la metrik fazolar va metrik fa.zola.rni to'ldirisliga doir
misollarga bag’ishlangan. Bu yerda Ber teoremasining qo'llanishiga hamda
hamma yerda zich va hech yerda ziclmias to'plamlarga doir gizigarli misollar
bor. 15-paragrafda metrik fazolarni uzluksiz akslantirishlar hamda izometrik.
gomeomorf metrik fazolarga. doir misollar jamlangan. 16-pa.ragrafda gisqar-
tirib akslantirish prinsipining go'llanishiga doir misollar garalgan. Kompakt
to'plamlar va kompakt metrik fazolarga doir misollar 17-paragrafda jamlan-
gan.

11-8. Metrik fazolar

Bu paragrafda foydalaniladigan asosiy tushunchalar va ta'riflarni keltiramiz.
X bo'sh bo'lmagan to'plam va X x X bilan X ni o'zini-o'ziga dekart
ko'paytrnasini belgilaymiz.

11.1-ta’rif. Agar p : X x X —» R akslantirish quyidagi uchta shartni
gauoatlantirsa unga X dagi masofa yoki metrika deyiladi:
1J p(x.y) >0. Vx,j/l€A. p(x,y) =0 <>x =y (ayniyat aksiornasi),

2) p(x.y) =p(y,x), Wx.y€X (shnmetriklik aksiornasi).
3) p(x. 2) <p(x.y) +p{y, ), Vx.y, 1 € X (uchburchak aksiornasi).
(X.p) juftUk esa metrik fazo deyiladi.

Odatda metrik fazo, ya'ni {X,p) juftlik bitta. A" harfi bilan belgilana-
di. Agar X to'plamda. pi, py........ p,, metrikalar aniglangan bo'lsa, u holda
(X.pi). (X.p3)....... (X.p,,) metrik fazolar mos ravislida XV XV
..., Xn harflari bilan belgilanadi.
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11.2-ta’rif. Agar shunday C\ > 0 va Co > 0 sonlar mavjud bo'lib. barcha
Xx.y G X lar uchun

CiPlix, y) < po{i[. lj)) < Cpi{x, y)

tengsizliklar o'rinli bo'lsa. p\ va po lar ekvivalent metrikalar deyiladi.

Bu bobda va bundan keying! boblarda foydalaniladigan asosiy belgilash-
larni keltiramiz.

R" = {& = (@i, X2........ Vv,,), Xj GR} —n o'lchamli voktor fazo, m—bar-
chachegaralangan ketma-ketliklar to'plami. ¢ — barcha yaginlashuvchi ketma-
ketliklar to'plami. G/—nolga yaginlashuvchi barcha ketma-ketliklar to'plami.
Lo— kvadrati bilan jamlanuvchi barcha ketma-ketliklar to'plami, ya'ni

X

> 1) — absolyut givmatining p—darajalaridan tuzilgan gator yaqin-

lashuvchi bo'lgan barcha ketma-ketliklar to'plami. ya'ni

Xususan p — 1 da (v to'plam - hadlariiiing modullaridan tuzilgan qator
yaginlashuvchi bo'ladigan barcha ketma-ketliklardan iborat bo'ladi. C[a, 6] —
[a, 6] kesmada aniglangan barcha uzluksiz funksiyalar to'plami. M[a. 6] —
[a. 6] kesmada aniglangan chegaralangan funksiyalar to'plami. C(1|[a. § —
[a. b] kesmada. aniglangan barcha uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar
to’plami. b—a, 6l kesmada aniglangan n mart.a uzluksiz differensial-
lanuvchi funksiyalar to'plami. V[a, 6] —[a, 6 kesmada aniglangan o’zgarishi
chegaralangan funksiyalar to'plami. AC[a. 6] —[a, €] kesmada aniglangan
barcha absolyut uzluksiz funksiyalar to'plami. Ln\a, 6]— o'Ichovli va [a. ]
kesmada (p > 1) p —darajasi bilan Lebeg ma'nosida integrallanuvchi bo'lgan
funksiyalar to'plami. L\\\a. 6] C Lp[a. 6] bilan nolga. ekvivalent funksiyalar
to'plamini belgilaymiz. Agar / —g G L\Ha 6] bo'lsa. ularni y munos-

abatda devmiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo'ladi va u Lp[u. 6
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ni o'zaro kesishmaydigan sinflarga. ajratadi. Hosil bo'lgan sinflar to'plamini
Lv[a, ff] bilan belgilaymiz. Xususan p = 1 boiganda. [d. 6] kesmada Lebeg
manosida integrallanuvchi ekvivalent, funksiyalar sinflari to'plami hosil bo'ladi
vau Li[a. ff bilan belgilanadi. Xuddi shunday p —2 boiganda [a, f] kesma-
da kva.drati Lebeg ma nosida integrallanuvchi bo'lgan ekvivalent funksiyalar
sinflari hosil bo'ladi va u Lo[a, ff] bilan belgilanadi.

Bu paragrafda metrik fazolar va akslantirishlarga. doir misollar garaladi.

11.1. R2to'plamda. x — (xi, X2) va y —(j/i, y2) elementlar uchun kiritilgan
ushbu
Pi {x.y) = |xj - jli| -I-1x2- y2\m Pi(x.y) = IXi - x2|+ 12/i-2/2|:
p3(X.y) = IXi —y2\+ Ix2- 211: Pi{-Y) = Ixix2- yiyo\
akslantirishlardan gavsi biri metrika boiadi?

Yechish. pi akslantirishning metrika aksiotnalarini ganoatlantirishini tek-

shiramiz.
Pi(x;¥) > 0 shart modulning manfiymasligidan kelib chigadi. Faraz gilavlik.
Pi(x.y) = |ari —211+ [x2—V21=0 boisin. U holda Ja'i —Zjl = |[x2~ 22| =0

bo'ladi. Bundan xi = 2b x2—y2,ya’ni x =y. Endi x =y bo'lsin. va’ni

wi = 71. x2 = Y2 mBu yerdan
plix>y) = ki - 211+ 12 - 221=0
ekanligini olamiz. Demak. 1-aksioma bajariladi. Quyidagi tenglikdan
PI(x.y) = |xj - 211+ B2- 221= P1- 311+ \W2 - *2\ = PI(y, *)
2-aksioma.ning bajarilishi kelib chigadi. Nihoyat.
PI(x.2) = [Xi - 2+ [X2- z2\= |xj - 2L+ jli - zi\ + |[x2- 22+ R- z2\ <

< \xio- 210+ 21 - x4+ U2 - 221+ W-2- Zol = Pi(x. y)+PIl(y. 2)

tengsizlikdan 3-aksiotnaning bajarilishi kelib chigadi. Shunday qilib. (R2, p.) =
Rf metrik fazo bo'ladi. O
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il.2. p(x.y) - sup |r,—yn|. .r,y G @ akslantirishning metrika shartlari-
ni qanoatlz;r<17t7i;?schini tekshiring.

Yechish. {xn} va {yn} ket,ma-ketliklar nolga yaginlashuvchi bo'lganligi
uchun ular chegaralangan bo'ladi. Shuning uchun sup |xn—y,,j barcha x. y G
@ larda chekli bo'ladi. Ixtiyoriy n G N da I|<|nr:(iy\ > 0 ekanligidan
p(x,y) = sup |x, —2,| >0 ekanligi kelib chigadi. Endi p(x, y) = sup |x,, —yn\=
0 bo'lsin. ijphlolda barcha n G N larda |r,, —Y,\ = 0 bo'ladi. Bu y;;éan X=y
tenglikka kelamiz. Agar x =y bo'lsa. u holda p{x.y) —O0 bo;ladi. Demak. 1-
shart bajarilar «kan. |m,, —Y,,| = |[yn—xn tenglikdan 2-shartning bajarilishi

kelib chigadi. Uchburchak tengsizligi
%, - zn| < X, - Yo\ + \y, - znl. sup(x,, + yn) < supxn+ supy,,

tengsizliklarda.il kelib chigadi. Demak. berilgan p : oq x 0 —K akslantirish

uchun metrikaning barcha shartlari bajariladi. O

[11.3. p(x.y) = (x —Yy)2. x. y G M akslantirish metrikaning gaysi shartini

ganoatlantirmasligini aniglang.

Yechish. p{x,y) = (x —y)2. x. y G M akslantirish metrikaning 1—va
2—sha.rtla.rini gqanoatlantiradi. Bu akslantirish uchun uchburchak tengsizligi
o'rinli emasligini ko'rsatamiz. Buning uchun x = 0. y = 3. r = 5 nuqtalarni
olamiz. U holda p(x, z) = 25. p(x.y) = 9. p(y, r) = 4 bo‘lib.

25=p{x.r) > p(x.y) + p(y,2) = 9+ 4= 13
Demak. p uchun uchburchak aksiomasi o'rinli emas. 0

11.4. X = AC{0.7] x(t) =sint. y () =0 metrik fazoda x G X va
y G X elementlar orasidagi ma.sofa.ni toping.

Yechish. AC[Q.-n) metrik fazoda x va y nuqtalar orasidagi masofa p(x, y) =
|a;(0) —y (0 + Vg[x —y) tenglik bilan hisoblanadi. Ma'lumki, x (t) = sin t
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funksiyaning [0. m] kesmadagi to'la o'zga.rishi 2 ga teng. Shuiiing uclnui
x (t) =sin t va y(f.) =0 nuqtalar orasidagi masofa quyidagiga teng: p(x. y) =
[x(0) - 2(0)|+ VI[x - y\ = Vg[x\ = 2 O

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

11.5. R sonlar o‘gida p (x,y) = \arctgx —arctgy | akslantirish metrika bo'li-
shini tekshiring. p\ (r.y) = arctg |x - Y\ akslantirish R to’plamda.
metrika bo'ladimi?

11.6. to'plamda ushbu akslantirishlar metrika. bo'ladimi?
Pi @-Y) = If—l I ~Ydm P2(-ry) = max(rk- yk;
f 1 agar x "
P3{x-y)=< g Py ; Pixy) = sign !'xk - ykl.
0. agar x =y k=i

11.7. R3 fazoda. boslii koordinatalar markazida boigan barclia birlik (uzunligi

birga. teng) vektorlar to'plamida
p(x. y) = arccos(X. y) = arccos(Xiyx + x2y? -b:r3<3)
akslantirish metrika. bo'lishini isbotlang.

11.8. [0. Il kesmadagi barclia ochiq to‘plamlarda.n iborat sistema X Ix/Isin.

Agar p—sonlar o'gidagi Lebeg o‘lchovi bo‘lsa.
P(-4-B) —p (44 B)
akslantirish A’ da. metrika bo'lishini isbotlang.

11.9. Barclia ko'phadlardan iborat P to'plamda

ocC

p{pms) = X1 L)) - 91)(O)

akslantirish metrika bo'lishini isbotlang.
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1.10.

11.11.

11.12.

M .13.

Natural soniar to'plami N da

H---- - — . agar n®dm
n+m
0.
akslantirishlar metrika bo;lishini isbotlang.
Butun soniar to'plarni Z da
Im—n | ‘ k
Pi én-m)\= L Lol p2{n, mj = 10~ ;

V1i+ m- m\/|l + n-
(bu yerda Kk son |n —m | ayirmaning oxiridagi nollar soni, agar n = m
boisa. A= oo deb hisoblayrniz) ifodalar metrika bollishini brrsating.

Ushbu |2] < 1 t.engsizlikni ganoat-lantiruvchi kompleks soniar to'plami-
2 —2i
- (zi z2)-|n1+ e
plat. z) = 2- 2i
1- 227

akslantirish metrika bo‘lishini isbotlang. Bu metrika. Lobachevskiy rnetrikasi

deyiladi.

[a. b] kesmadaaniglangan x funksiya uchun shunday a va O o'zgarmas
soniar mayjud bo'lib. barcha t\, to € [a b] lar uchun

[x(<i) -x{t2) 1< 3mUi -<rl

tengsizlik bajarilsa, x funksiya a ko ‘rsatkichli Gyolder shartini ganoat-
lantiradi deyiladi. Bu shartni ganoatlantiruvchi barcha. funksiyalar t.o;p-
lamini H°[a. 6] orqgali belgilaylik. Agar a > 1 bo'lsa. H°[a, 6] fagat,
o'zgarmas funksiyalardan iborat ekanligini isbotlang. Agar 0 < a < 1
bo'lsa,

) —yul) —(x{t2) —y ()

. |
p(x:y) = mai (x(t) - y(O\ + S0 - tor

akslantirish Haf[a b] to’plamda metrika. bo‘lishini isbotlang. H°[a. €
Gyolder fazosi. a = 1 bo‘lganda Lipshits fazosi deyiladi.



11.14. [a, B kesmada cheksiz marta difterensiallanuvebi funksivalar to'plami
CxJ[a b} da

1 max kstvf) - Jr/(l'l S\]:)II

1 n<t<b

akslantirish metrika. bo'lishini isbotlang.

11.15. (X, p) metrik fazo bo'lsa. X to'plamda

PLCY) = TEp6%) PIE-Y)=In(*+PE-Y)

P3 (x.y) = pp(X!¥) - 1; Pa(re?) = mill {Lp(ry)}

akslaiitirislilaniing liar biri metrika. bo'lishini isbotlang.

11.16-11.34-misollarda p : X x X —K akslantirishning metrika shartlariiii

ganoatlantirishini tekshiring. Ular asosiy metrik fazolardir.
h
11.16. p(x.y) = .r$2 X' - yn mx-ye
11.17. px(Ty) = max \x, - y,|. x. y €

11.18. pi(x. y) = J2 RA- YK\. x. y € irn.
pi(x. ) /-4'2 y € irn

11.19. pp(x:y) = {hr |[x4- y\p, p>1 -r,ye XK.

11.20. p(x.y)= sup X, - ¥,\.Xx.y em.

11.21. p(x.y)= sup X,- V,\.X.yee

]<«<x

11.22. X.y) =. /£ |x, - il)2.x. ye f2
p(x.y) ??_1| y

1" .
11.23. p(x. y)-J/12:1b( - ynlw 2- YGfi-
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4 p.y=2Y. - YKyep

6. p(/,a)= max |/ (x)- a(n0:/ aGCla 6
26. n(/,y) = Xb/(.r) - ff(r)ir, f.y£ Cla H
»27. p2(/, 5) = Y IV’ -5M12n-, /. 5 GCJla 6].
28. p.(l, B) = <jtivf(x) -g(x)\pdx. p> 1L /m@GCla b
29 p(x.y) = maxjx(i) - y()] + max [1°(0-j/(£)], .ry GC@)a 6l
,30. p(X,y) = \x(a) - y(@\+ Vi'[x- yl, x, y GVJa, b
31, p(x,y) = [x(@@) - y{a)\ + V'ffx- y], x, y GAC[a B.
m 32, p{f.g) = f"\f{x) - g(x)\dx, f.g&L"a.b}.
1.33. p(/.g) =yjf*|/(.t)- g(x)\2dx. f. g GL2[a b}
N34 p(/,g) = if(x) - gx)\pdx. p>1 /, g GLp[g 6]
Yugorida aytilgauiga anial gilib quyidagi belgilashlarni kiritamiz:
(R".PI)=r;, (M"Pp)=RE (R” B =M'i. (R".p) =R"

(C[o. b].pi) = CUn, 6], (C[n, 6],p>) = C2[am6], (Cirt. ft].p;) = C,[a. b).

11.35-11.43-misollarda p : X x X —R akslantirish metrikaning gaysi
shartini ganoatlantirmasligini aniglang.
fo x=y

*.35. p(.r,ih)= [ERUK (r. &) xdy - T

ro =1V
11.36. p(r,i)= < .

*« X yGN.
[ EK1B{x, y), xTm=10

11.37. p(x, /) = jsinx - sinj/j . &, y GR.
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11.38.

11.39.
11.40.
11.41.
11.42.

11.43.

fani toping. Masofa ko'rsatilmagan misollarda tabiiy metrika garaladi. Ularni

0. x=y
p(x.y) . x<y Xyek

2. X>y.
P(X.y)-\x1-y2\+ \Wl-x2\ X yem 2
p(x.y) = W - yxA+2\x2-y 2\2. X, y € K2
p{x.y) = \xi-yi\ + v2-y 2\ x,y€ K3.
p(fg) = I/(0) —=20) I+i/ (1) — (@) I, f.9eC [0.1].

X.y) = kn - *AJ2 o el'e</€ t2.
p(x.y) N |

11.44-11.58-inisollarda x G A" va y € A" elementlar orasidagi maso-

11.1G-11.34 misollardan garab oling.

11.44.

11.45.

11.46.

11.47.

11.48.

11.49.

11.50.

11.51.

11.52.

11.53.

11.54.

X =N x=5 y=25 p(ry =01e}r—]
X =R3 x=(8.4.3). y=¢(6,0.-1).
A:R‘X, X=(4'230) = 20 9

X =Rj, x=(@4501), y=(3,027).

A=P<, x(t) =1+t y{t) =21, px_y) = J (o)
SN =00 7mj x(t)=sint. }/= cost.
X = C2[-wm7].  Ji() =e*  y(t) = e

X = rn. xn = (- 1)", 1/, =

N+ 1
n+ 1
X =z, — M —i-(-4-i
n
X = co X, = 22 Y, = 2l-n
A=(2 x=(1.1.0.1.0.0....). (0.0.0... ).
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|5 X = Li[0. . x(*) =sini. y(t)=cost.

tI6. X = Lo[0. ], x(t) =sint. y(t) = cost.

V, X =V[t, x(t)=cost, y{t)=1

58. X = /[0, 2ay, p(r. A= 0su/p4j.r(0 - y(ON. X(t) =t, y(t) =sin?.
12-8. Yaginlashuvchi va fundamental ketma-ketliklar

X metrik fazoda i'i. xo, mmmxn.... ketma-ketlik va x liugra berilgan
Lbo'lsin. Agar lim p (x,. x) = 0 munosabat bajarilsa. {x,,} ketma-ketlik x
'liugtaga yaqinﬁ;ﬁadi deviladi. r nuqta esa {r,} ketma-ketlikning li.nmt-i
deyiladi. Agar ixtiyoriy £> 0 uchun shunday Nt natural son mavjud bo'lib.
barcha. n > N, va m > Nt lar uchun p (*,,, xm) <s tengsizlik bajarilsa.. u
holda {*/i} gu fundamental ketma-ketlik deviladi.

12.1. Agar 11Iir20p(:r,,..ro) =0 va lim p(.r.,,yn) =0 bo'lsa. u holda
_*%p(yn.xo) =0 ekanligini isbotlang.
Isbot. Metrikaning 1 va 3-aksiomalaridan foydalansak,
0 <p(y,-X0) <P (Y X.u)+p (X, X0)
tengsizlikka ega bolamiz. Bu sonli tengsizlkda limitga o'tib.
nll_ryocp(yn'xo) -0

ni olamiz. O
2.2. xn(t) = rrt m~nt funksiyalar ketma-ketligi x(I) = 0 funksivaga har

bir nugtada yaginlashuvchi. ammo M~0. 1] metrik fazoda yaginlashuvchi
einas. Isbot. qiling.

Isbot. Har bir t G[0, Ij uchun lim x,,(t) =0 tenglik matematik analiz
kursidan ma'lum. Demak, x,, (/) funksiyalar ketma-ketligi x(t) = 0 funksiva-

ga. liar bir nugtada yaqginlashadi. Endi pi(.r,,. 0) masofani hisoblaymiz.
I

pl(xn.x) = J \x,(t) - O\dt = J \x,(t)\dt= 1 n2te~mdt = 1 —(n + [)e—=
n n 0]
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Integralni hisoblashda bo'laklab integrallash usulidan foydalanildi. Bu yerdan
JLnC pi(xn. x) =1

ni olamiz. Demak. {x,} ketrna-ketlik x(t) = 0 funksiyaga Ci[0. 1] fazo
metrikasida. yaginlashuvchi emas. O

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

12.3. (X,p) metrik fazoning ixtiyoriy x. y. z. t nuqtalari uchun

a) Ip(x,z)-p (v, )\ <p(xy) +p{z.t):
b) Ip (t,z) —p{y.z) |<p (x.y) tengsizliklarni isbotlang.

12.4. {r,} ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Agar ||im5/3(x-2'la) =0,
nIi_r*racp(XZn-i-b) =0 va 7!i_n;:_p{xn.c) = 0 bollsa. a = b = ¢ hamda
Hg&p (xn,a) —0 munosabatlarni isbotlang.

12.5. C[0. 1] metrik fazoda ushbu

a) x,I(t)=ta- t"+l; b) yn(t)=tn-t 2n:
i/

fii
c) zn(t) =t"- 21 +t"+2 ' d) u, (/) = P

ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo‘ladimi?
12.6. Oldingi misoldagi funksiyalar ketma-ketligi C~'[0. 1], Ci[0. 1] metrik
fazolarda yaqginlashuvchi bo'ladimi?

12.7. C\[0. 1] metrik fazoda yaginlashuvchi. ammo C[0. 1] metrik fazoda
yaginlashuvchi bo'lmagan x,,(t) uzluksiz funksiyalar ketma-ketligiga mis-
ol keltiring.

12.8. Ci[0. 1] metrik fazoda x(t) = 0 funksiyaga yaginlashuvchi. ammo hech
bir t 6 [0, 1] nuqtada 0 ga yaginlashmaydigan funksiyalar ketma-ketligiga.
misol keltiring.

12.9. Agar x,(t) uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi C[0. 1] metrik fazoda
x (t) funksiyaga j'aginlashsa. bu ket.ina-ketlik Ci[0, 1] va C3[0. Il metrik
fazolarda ham shu x (t) funksiyaga. yaginlashadi. Isbotlang.
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12.10.

12.11.

12.12.

12.13.

12.14.

12.15.

12.16.

12.17.

C[0. 1] metrik fazoda yaginlashuvchi. ammo 1] metrik fazoda
yaginlasliuvchi bo'lmagan uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalardan ib-
orat, ketma-ketlikka misol keltiring.

Ushbu

ketma-ketliklarniug qaysilari cq, c¢. 1v, m  metrik fazolarda yagin-
lashuvchi bo'la.di.

R da metrika. p(x,y) = Jarctg.r —arctgy j tenglik bilan aniglangan
boisin. U holda ixtiyoriy monot.on ketma-ketlik (inasalan. x,, = n) fun-
damentaldir. Isbotlang.

Biror gismiy ketma-ket.ligi yaginlashuvchi bo'lgan fundamental ketma-
ketlik yaginlashuvchidir. Isbotlang.

Biror tayinlangan s >0 son ncliun p(x”~,xm) >s >0, k ¢ m shartni
ganoatlantiruvchi {x,,} ketma-ket.likd'in yaginlashuvchi va liatto funda-
mental gismiy ketma-ketlik ajratib olish mumkin emas. Isbotlang.

(X. p) metrik fazo, {x,}. {i/,} esa. utidan oliugan fundamental ketma-
ketliklar bo'lsin. U holda {an =p (x,, yn) } sonli ketma-ketlik yaqin-
lashuvchi ekanligini isbotlang.

{a-,} fundamental ketma-ketlik bo’lsin. Agar biror {(/,} ketma-ketlik
ucliun Ii[ncp (X5y V) —0 boisa. {?/»} ketma-ketlik ham fundamental
boiishi kelib chigadimi?

{x,,} va {y,} fundamental ketma-ketliklar ucliun

lim p (xn,yn) =0
11—0cC



shart bajarilsa, bu ketma-ketliklarni ekvivalent deylik va {.r,} ~ {v..}
ko'rinishda yozaylik. Bu (vagtincha) kiritilgan munosabat refloksiv. sim-
metrik va tranzitiv ckanligi. ya'ni hagigatan ham ekvivalentlik muuos-
abati bo'lishini isbotlang.

12.18. {%,} . {(/.}- {..}m {£)} fundamental ketma-ketliklar uchun {x,} ~
{yn} va {r,} ~ {f,,} bo'lsa. quyidagi tenglikni isbotlang

lim p{x,,zn) = lim p{yn.t,,).

/1—0 C

13-8. Ochiqg va yopiq to'plamlar

Bizga X metrik fazo. uning x0 nuqtasi va r > 0 son berilgan bo'lsin.
A- metrik fazoda markazi xo nuqtada. radiusi r bo'lgan ochig shar deb
{r GX : p(x.x0) <r} to'plamga aytiladi va u B (xo, r) kabi belgilanadi.
Berilgan xq € X va r >0 da p(x,xy) < r shartni ganoatlantiruvohi bar-
cha x € X elementlar to‘plami S[xq. r] orqgali belgilanadi va u markazi Xn
nugtada. radiusi r bo'lgan yopiq shar deyiladi. p(x,x0) = r shartni ganoat-
lantiruvchi barcha x G X elementlar to'plami 5[xo. ® orqgali belgilanadi
va u markazi xq nuqtada. radiusi r bo'lgan sfera deyiladi. Metrik fazoda
markazi xo nuqtada va radiusi £>0 bo'lgan B (xo.f) ochiq shar xo nug-
taning e — atrofi deyiladi va u O- (xo) ko'rinishda belgilanadi. A" metrik
fazo, M uning gism to'plami va x G A" bo'lsin. Agar ixtiyoriy r > 0 uchun
0.: (x) MJ/ ~ 0 munosabat bajarilsa. x nugta M ning urinish nugtasi dey-
iladi. M to'plamning barcha urinish nuqtalaridan iborat to'plam M  ning
yopig'i deyiladi vau [[/] yoki M ko'rinishda belgilanadi. Agar x G A" ning
ixtiyoriy Or (x) atrofi [/ ning cheksiz ko'p elementlarini saglasa. u holda
X GA nuqta M to'plamning limitik nuqtasi deyiladi. M to'plamga
tegishli x nuqta uchun shunday £ > 0 mavjud bo'lib. O- (x) N I/ = {x}
bo'lsa. u holda x nugta J¥ to'plamning ynkkalangan (yolg'iz) nugtasi deyi-
ladi. Agar A" metrik fazodagi M to'plam uchun M = [A/] tenglik bajarilsa.
1/ yopiq to'plam deyiladi. Boshgacha aytganda. agar to'plam o'zining bar-
cha limitik nuqtalarini saqlasa. u yopiq to'plam deyiladi. Agar x GM nugta
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Uchun shuuday s > 0 mavjud bo’lib, 0,:(x) ¢ M bo'lsa. x uuqta M
to'plamning ichki. nuqtasi deyiladi. Agar to‘plamning barclia nuqtalari ichki
nuqta bo’isa. u ochiq to'plam deyiladi. Ya'ni fagat ichki nugtalardan tashkil
topgan to'plam ochiq to'plam deyiladi. Agar tnetrikaning 3-aksiomasi. ya'ni
uchburchak tengsizligi p{x.z) < max{p(x,y).p (y. 2)} tengsizlik bilan al-
mashtirilsa. (X,p) ga ulirarnetrik fazo deyiladi. Ochiq va yopiq to'plamlar
hagida quyidagi tasdiglar o'rinli.

13.1-teorema. Ixtiyoriy sondagi yopiq to'plamlar kesishinasi va chekli
sondagi yopiq to'plamlar yig'indisi yopiqdir.

13.2-teorerna. Ixtiyoriy sondagi ochiq to'plamlar yig'indisi va chekli sonda-
gi ochig to'plamlar kesishmasi yana ochiq to'plamdir.

13.3-teorema. M to'plam ochiq boiishi uchun uning butun fazogacha
to'ldiruvchisi X\M yopiq boiishi zarur Ha yetarli.

13.1. R da ochiq va yopiq to~lamlarning tuzilishi

Ixtiyoriy metrik fazodagi ochiq va yopiq to’plamlar hagida 13.1-13.3-teore-
malar o'rinli. Sonlar o:gidagi ochiq to’plam tavsifi quyidagi teorema orgali
ifodalanadi.

13.4-teorema. Sonlar o'gidagi ixtiyoriy ochig to'plam chekli. yoki sanoqli

sondagi o'zaro kesishmaydigan intervallar yig'indisi ko rinishida tasvirlanadi.

13.1. Kattaroq radiusli shar kichikroq radiiisli shaming gismi bo‘lishi mumkin-
tni? Misol keltiring.

Yechish. Faraz gilaylik, X —R+ va p(X.y) —W- Y\ bo’lsin. Agar
6(1.5) = {x€ [0 oc): jx—1j<5} deb markazi 1 nuqgtada va radiusi 5
ga. teng sliarni, hamda B(3.4) = {x € [0. oc) : |x—3j <4} deb markazi 3
nugtada va radiusi 4 ga. teng bo'lgan ochiq sharlarni olsak, u holda
ra=5>ri =4;ammo [0. 6) =B (1,5) ¢ B (3.4) = [0. 7). L]

13.2. R3 to’plamda
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metrika. kiritilgan. Markazi (0. 1. 2) nuqgtada radiusi esa a) 1 ga: b) 2 ga:
c) 3 ga teng bo'lgan sferalarni chizing.

Yechish. Radiusi 1ga teng sfera- (0. 1. 2) nuqtadan o‘tuv<hi va koordi-
liata o'glariga parallel to'g'ri chiziglardan ularning kesishish nugtasi (0. 1, 2)
nuqgtani chiqgarib tashlashdan hosil bo'lgan to'plam bo'ladi. 13.1 chizmaning
a) siga garang. Radiusi 2 ga teng sfera - (0. 1. 2) nugtadan o'tuvchi va ko-
ordinata tekisliklariga parallel tekisliklardan. har juft tekislikning kesishish
chizig'ini chigarib tashlashdan hosil bo'lgan to'plam bo'ladi, 13.1 chizmaning
b)siga garang. Radiusi 3 ga teng sfera - R3 fazodan (0. 1 2) nugtadan
o‘tuvchi va koordinata tekisliklariga parallel tekisliklarni chigarib tashlashdan
hosil bo'lgan to'plam bo'ladi. O

13.1-chizma

13.3. Diskret. metrik fazoda har ganday to'plam ham ochig, ham yopiq to'plam
ekanligini isbotlang.

Isbot. Diskret metrik fazoda ixtivoriy M uchun [JV] = M tonglik o‘rinli.
Shuning uchun M yopiq to‘plam. Faraz qgilaylik. x € M ixtiyoriy nug-
ta bo'lsin. u holda ixtiyoriy s S (0. 1) uchun 0;(x) —{x} atrof M da
sa.glanadi. Demak. M ochiq to‘plam. O

13.4. Interval ochig. kesma yopiq to'plam ekanligini isbotlang.

Isbot. IK da ixtiyoriy (a, b) interval ochiq to'plamdir. Hagigatan ham,
agar x € (a. b) desak. ; = min{x —a. b —r} son uchun CM.r) C (a, b).
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Endi (—oc. a) to'plamning ochiq ekanligini ko'rsatamiz. Agar ixtiyoriy x £
(—pc. a) uchun, £=n—x desak. O-(r) C (—oc, a). Xuddi shunday (b. oc)
to'plamning ochiq ekanligi ko'rsatiladi. Ochiq to'plamlai'ning birlashmasi ochiq
ekanligidan (—00. a) U (6. oc) to'plamning ochiq ekanligi kelib chigadi. 13.3-
teoremaga ko'ra bu ochig to'plamning to'ldirnvchi to'plami bo'lgan [a, &

kesma vopiqdir. O
135. K+ K ={z=x+y: x,ye A} = [0 2] tenglikni isbotlang.

Isbot. Kantor to'plami K dan ixtiyoriy

oc | oc,
va = .7
i=i

larni olamiz. Bu yerda s, va i yoki 2 ragamlaridan birini gabul giladi.
Agar

00 ced (oo X,

e V,,

i=i i—1 i=1 <=1
shaklda vozsak, u holda a, va bi lar 0 yoki 1 raqamlaridan birini gabul
giladi va ularning yig'indisi x +y = 2 X E— ¢, =u, +b bolib. ¢, —0.1

yoki 2 ragamlaridan istalgan birini qabul qlla oladi. Yani x+y, x€ K. y G
K shakldagi yig'indini [0. 2] kesmadagi ixtiyoriy songa teng gilish mumkin.
Demak. K + K = [0. 2] temglik o'rinli. O

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

13.6. Agar radiusi 7 ga teng bo'lgan shar. radiusi 3 ga teng bo'lgan shar ichiga

joylashsa. ular ustma-ust tushadi. Isbotlang.

13.7. R2 to;plamda x = (x*xr) ,y = (#,22) uchun
a) P\{x- ¥) = ki ~M\+ K3 - m\m
b) p2(x,y) = max(].i'i - yjj. jx2- 1) :
') Pi{xy) = \[>1 - yi)2+ (x2- y-i)2-
d) pi{x. y) =signIxl yi\+sign p2- yo\
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13.8.

13.9.

13.10.

13.11.

13.12.

13.13.

tengliklar orgali kiritilgan metrikalaming har birida markazi 0 = (0.0)
nugtada va radiusi 1 ga teng ochiq shar B (0, 1), yopiq shar B[O, 1] va
S[0, 1] sferalarni chizib ko'rsating.

Kengaytirilgan to'g'ri cliiziq R* - (—ec, +o00) U{—ec} U {+oc} da

» ) 4y «(-#)=lrrvn “rv7vin!

metrikalar kiritilgan. Agar 0 < r < 1 bo'lsa, B (—e0. r); B (oc, )

to‘plamlarni, ya’'ni markazi *o0o0, radiusi r bo'lgan ochiq sharlarni chiz-

ing.

M C (X, p) to'plaraning diametri diamM = sup p{x,y) tenglik bi-
X.yeM

lan aniglanadi. U holda:

a) diamB(x0,r) < 2r tengsizlikni isbotlang;

b) diamB(xo,r) < 2r bo'lgan sharga misol keltiring;

c) diamB(xo.r) = diamB[x0Or} tenglik tolg‘rimi?

Ochig shar - ochiq to'plam, yopiq shar esa yopiq to'plam bo'lishini isbot-

lang.

R tekislikda (0, 1) va (0, —1) nuqgtalardan hamda OX o'gidagi (—. 1)
intervalda.il iborat to'plamni M deb belgilab, M to‘plamda Evklid
metrika,sini kiritamiz:

P(x.y) = \J(x! - jlj)2+ (x2- r/n2\x = (11,12) « Y= {y\y-r) € M.

U holda markazi (0, 0) nuqtada, radiusi 1ga teng ochig shaming yopiq
tolplam, ammo yopiq shar emasligini isbotlang.

Shunday yopiq sharga misol keltiringki, u ochig to'plam bo'lsin. ammo
ochiq shat- boimftsin.

Diskret metrik fazoda. ixtiyoriy ikkita shar voki kesishmaydi yoki biri
ikkinchisining gismi bo'lishini isbotlang.
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13.14.

J3.15.

13.16.

13.17.

13.18.

13.19.

13.20.

Diskret metrik fazoda ixtiyoriy "uchburchak™ teng tomonli, ultramet,rik
fazoda. esa liar ganday "uchburchak" teng yonli ekanligini isbotlang.

Fi va Fy yopiq to'plamlar o'zaro kesishmasin. va'ni Fj M Fi = 0.
U holda shunday Gi D Fi va Go 9 Fo ochiq to;plamlar mavjudki.
Gl MG2= 0 Isbot giling.

O'zaro kesishmaydigan intervallardan iborat to'plamlaniing quvvati chek-
li yoki sanoqli ekanligini isbotlang.

R da ixtiyoriy ochig to'plam chekli yoki sanoqli sondagi o'zaro kesish-
maydigan intervallarning birlashrnasidan iborat bo'lishini isbotlang. Bu
yerda (-oc, a), (a. oc). (-00, oc) va (a. a) = 0 to'plamlar ham
intervallar jumlasiga kiradi.

R dagi ixtiyoriy yopiq to'plamni (—ec, 00) dan o'zaro kesishmaydigan
chekli yoki sanoqli sondagi intervallarni chigarib tashlash natijasida hosil
gilish murnkin. Isbot giling.

Ixtiyoriy x £ [0, 1j sonni uchlik kasrga yovish mumkinligini isbotlang:
I = /£Zlg . bu yerda —0, 1, 2 ragarnlardan biri. U holda x =
0,;i'2... ko'rinishda yozamiz. Agar biror x G [0, 1] uchun shunday n
rnavjud bo’lib. r, ® 0 va £, ] =r,. 2= .. =0 bo'lsa. x soni chekli
uchlik kasrga yoyilgan deyiladi. Bu x sonini cheksiz yoyilma ko'rinishda
ham yozish murnkin: x = 0,£1...5,0... = 0,Si... 5, 1 (¢, —1)22...
masalan, 0,100... —0,0222__  Fi orgali yoyilmasida 1 ragarni gat-
nashmaydigan usulda yozish mumkin bo'lgan barclia x € [0, 1] sonlar
to'plamini belgilaylik. Masalan. 0.1—8,0222 .. . yoki 2 -0.020202.... A\
to'plamning yopigq va kontinuum quvvatli to'plam ekanligini isbotlang.
Fi = K to'plam Kantor to'plarni deyiladi.

0.25 £ A ekanligini isbotlang.
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14-8. To‘la metrik fazolar

Agar X metrik fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik yaginlashuvchi
bo'lsa. u holda X ga to'la metrik fazo deyiladi. X metrik fazoning ikkita
A va B qgism to‘plarnlari berilgan bo'lsin. Agar B C [/l bo'lsa, u holda
A to'plam B to'plamda zich deyiladi. Xususan, agar f4 —X boba, 4
to'plam hamma yerda zich (X da zich) deyiladi. Agar A to'plam birorta
ham sharda zich bo'Imasa (ya'ni har bir B C X sharda A to plam bilan
umumiy elementga ega bollmagan B1 shar saglansa), u holda. A hech yerda
zichmas deyiladi. (A, p) metrik fazoda x uugta va Kl to'plam orasidagi
masofa degatida

p(x,M) = infp(x, y)
miqdor tushiniladi. Xuddi shunday (A. p) metrik fazoda A va B to!plamlar
orasidagi masofa deganda

PLAB)= L JRlgP(xY)

miqdor tushiniladi. Metrik fazolarning tollaligini tekshirishda quyidagi teore-
madan foydalaniladi.

14.1-teorema. X metrikfazo to'la bo'lishi uchun undagi ixtiyoriy ichrna-
icli joylashgan va radiuslari nolga intiluvchi yopiq sharlar ketma-ketligining
kesishmasi bo'sh bo Imasligi zarur va yetarlidir.

Agar R metrik fazo to'la. boimasa, uni biror usul bilan (aslini olganda
yagona usul bilan) biror to‘la metrik fazo ichiga joylashtirish mumkin.

14.1-ta’rif. Agar: 1) R metrik fazo R* tola metrik fazoning gism fazosi
bo'lsa: 2) R toplarn R* ning hamma yerida zich. ya'ni [A] = R* bo'‘lsa. u
holda R* metrik fazo R metrik fazoning to ‘Idirrnasi deyiladi.

14.2-tfeoremai Har bir R metrik fazo to'ldirmaga ega va bu to'ldirma
fazo R ning nuqtalarini qo'zg‘almas holda goldiruvchi izometriya anigligida
yagonadir.

14.1. K metrik fazo toia. Isbotlang.
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Isbot. Matematik analiz kursidan malumki, ixtiyoriy fundamental sonli
ketma-ketlik yaginlashuvchidir. Demak. R to'la metrik fazo. O

14.2. Ci[-1: 1] metrik fazo to‘la. emas. Isbotlang.
Isbot. (7i[—, 1] fazoning to‘la emasligini ko'rsatamiz. Buning uchun
C\[L. 1] fazoda uzluksiz funksiyalarning
-l
fn(x) = < nx. agar x G(—n xn X
1. agar x € [n-1.1]

ketma-ketligini (funksiya grafigi 14.1-chizmada. keltirilgan) garaymiz. Bu ketma-
ketlik C\{—L. 1] fazoda fundamentaldir. chunki barcha x G [—1. 1 lar uchun
I/, (x) —f m(x)] < 1 ekanligini hisobga olsak va n < m desak,

V

14.1-chizma

P{fn: fm) = f In (X) ~fm (x) \dx < ldx = - —0. M—Poc.
{ ) J 1 ) ) J[I/n n

Biroq {/,} ketma-ketlik C\[—l. 1] fazodagi birorta ham funksiyaga yagin-
lashmavdi. Hagigatan ham. / GCi[—1. 1] ixtiyoriy funksiya va

—1. agar x G[4. 0).

y{x) =
1 agar x G[0. 1]

nol nugtada uzilishga ega. funksiya bo'lsin. Ko'rinib turibdiki,

0: xG[ -I/n]lj[I/n. 1].
fn(x) - y(x) = <rix+1 x G(-1/n. 0).
nx —1. x G[0, 1/n).
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Buiidan tashqari barclia x G[-1. 1] lar ucliun \f, (x) - r'(.r) < 1 Shuning
uchun
I/n A
\f»(x) ~ *{x)\dx = \fn(x) - <f(x)\dx < 0. n *oo0 14.1
] J

I
\]]/(2-)- 'Ax)\dx < | 1/() - \dx+J \fL4X) - (F{)\dx.  (14.2)
-1 -i -1

t.engsizlikka kelainiz. Endi quyidagi
\] \f (x x)\dx >0 (14.3)

tengsizlikni isbotlaymiz. Uniug isbotini ikki liolga ajratamiz.

1) Faraz gilavlik, /(0) < 0 bo'lsiii, u holda / ning uzluksizligiga. ko'ra
shunday di > 0 mavjudki. barclia x G[0.dj] lar uchun f(x) <1/2 bo'ladi.
Bundan

\f{x) -y{x)\> 1/72. x GJ[0. 1)]] (14.4)

tengsizlik kelib cliigadi. (14.4) t.nngsizlikni [0. dij kesma bo'yicha int.egrallab.
Joif{x) - y'(-nldx > F(x) - r{x)\dx > j

t.engsizlikka kelamiz.
2) Agar biz /(0) >0 deb faraz gilsak. 1 holda shunday & > 0 mavjudki,
barclia x G[—## 0) lar uchun F (x) —" (.r) j > 1/2 boiadi. Bundan

J Y- x)dx - 0GR - i ()i dx >

Demak, (14.3) tengsizlik isbot boidi. (14.2) tengsizlikdan

J I(x) - fn{x)\dx >J \f{x) - <p(x)\dx - J 17,1 - v{x)\dx (14.5)
-1 -1
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ni olamiz. (14.1), (14.3) va (14.5) lardan

P(/:fn)=1j I/(x) - fn (x) ldx

ning noiga yaginlasha olmasligi kelib chigadi, ya’'ni {/,,} ketma-ketlik Ci[—. 1]
dagi birorta ham funksiyaga yaginlasha olmaydi. O

14.1. Separabel metrik fazolar

Hamma yerda zich sanoqgli gism to’plamga ega bo'lgan metrik fazolar sepa-
rabel metrik fazolar deyiladi. M to'plamning barcha ichki nuqtalaridan iborat
to'plam M to'plamning ichi deyiladi va I\/Io bilan belgilanadi. A to'plamning
chegarasi FrA = .4 M (A\.4) tenglik bilan aniglanadi.

14.3-teorema (Ber teoremasi). To'la metrik fazoni hech yerda zich bo'lma-
gan sanoqli sondagi to'plamlar yig'indisi ko'rinishida tasvirlash murnkin emas.

Endi, mukammal to'plam. 1-va 2-kategoriya to'plamlar tushunchalarini kelti-
ramiz. M to'plamning barcha limitik nuqtalaridan iborat to'plamni M" bi-
lan belgilaymiz. Agar M = M' tenglik o'rinli bo'lsa. M ga mukammal
to'plam deyiladi. Agar X to'la metrik fazodagi M to'plamni hech yer-
da zich bo'Imagan sanoqli sondagi to'plamlar birlashmasi ko'rinishida tasvir-
lash mumkin bo'lsa M to'plamga 1-kategoriyali to'plam deyiladi. Agar M
to'plamni hech yerda zich bo'lmagan sanoqli sondagi to'plamlar birlashmasi
ko'rinishida tasvirlash mumkin bo'lmasa M ga 2-kategoriyali to'plam deyila-
di.

4.3. Q, M\Q to'plamlarning har biri R metrik fazoda zich ekanligini isbot-
lang.

Isbot. Faraz gilaylik. x € R ixtiyoriy hagigiy son bo'lsin. U holda xn =
[nx] : n ratsional sonlar ketma-ketligi ,r ga yaginlashadi. Bu yerda [i] deb x
ning butun gismi belgilangan. Demak, ratsional sonlar to'plami Q hagiqgiy son-
lar to'plami R ning hamma yerida zich ekan. Endi irratsional sonlar to'plami
R\Q haqigiy sonlar to'plami R da zich ekanligini isbotlaymiz. Ixtiyoriy x € R
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hagiqiy son uchun y,, = I-q1+ qrirratsional soniar ketma-ketligi x ga yaqiii-
lashadi. Ya'ni. R\Q to'plam K da zich. Demak. R] = [R\Qj = R. O

14.4. R metrik fazoda Q to'plam 1-kategoriyali. R\Q to’plam 2-kategoriyali
to'plam ekanligini isbotlang.

Isbot. Ma'lumki, Q - sanogli to'plam. shuning uchun uning elementlarini
{Xj. XOXi....... xn, .. .} ko'rinishda nomerlab chigish muinkin Shunday ekan

<Q= U~Mn. Mn = {xn}

yoyilma o'rinli va. Aln, n —1,2,... lar R ning hech yerida zich emas. Ta.'rifga
ko'ra Q 1-kategorivali to'plam. Endi irratsional soniar to'plami R\Q ning 2-
ka.tegoriya.li to'plam ekanligini isbotlaymiz. Teskaridan faraz gilaylik. R\Q
1-kategoriyali to'plam bo'lsin. U holda 14.44-misolga. KoTa. to'la metrik fazo
1 = Qu (R\Q) s 1-kategoriyali to'plam bo’lar edi. Bu esa Ber teoremasiga
zid. Demak, R\Q 2-kategoriyali to'plam. O

14.5. x haqiqgiy sonning kasr qismi {:r} ko'rinishda belgilanadi. {n m\/2} ,
n £ N soniar to'plami [0, 1] kesmada zich ekanligini isbotlang. Umu-
man. a — irratsional son bo'lsa. {n *a} . n g N soniar to'plami [0, 1]

kesmada zich. Isbot giling.

Isbot. Biz a irratsional son bo'lsa, {n ma}, n 6 N soniar to’plamining
[0. 1] kesmada. zich ekanligini ko'rsatamiz. [0, 1] kesmani teng N boiakka
bo'lamiz. {a}, {2a}..... {.va}, {(.V < )a} sonlari har xil bo'ladi. Hagigatan
ham. agar biror ki ~ ko uchun {k\a} = {A2a} bo'lsa. u holda [k>—ki)a =
[f2a] —[K\a] = m bo'lib. a = P271K_| bo'lar edi. Bu esa a ning irratsional
sou ckauligiga Bid. vV + 1 ta {a}. {2a}....... {jva}, {(Ar+ l)a} nugta N ta

M IN 1 2\ INr 2 A-IN N-1V

L-V-v;- ix'Nj"” LA m .V | AVARR
to'plamda yotgani bois hech bo'Imaganda ulardan ikkita.si bir oraligga garashli
C-1 t\

bo'ladi. Masalan. {A"a}, {Aou} G v bo'lsin. U holda Umumiylikka



(lyon yetkazmaga.ii holda. k2 > ki deb faraz qilib. HA>8} - {Ai<}j < — ni
)lamiz. Sonning kasr gismi ta’rifiga ko'ra

{foa} —{Nia} = (koa —[*%]) —("a —[Ada]) = (k2 —k{)a + [Arig] —[k2a\

ni olamiz. Agar x —y +n, n GZ bo'lsa, u holda {} = {i/} yoki {r} =
1 —{y} tenglik o'rinli bo'ladi. Deinak. A%} —{A~a}j = {(xo —ki)a} yoki
Hfc2a} —{Ava}] = 1—{{ko—ki)a} bo'ladi. N ixtiyoriy natural son bo'lganligi
uchun shunday xulosa qilisli mumkinki. istalgan s > 0 uchun shunday n GN
mavjudki. {na} < £yoki 1—{na} <r tengsizligi bajariladi. Faraz gilaylik.
1—{na} <e bo'lsin. Agar 1—{na} = 6 desak. 6 G(0. s) bo'ladi. 1—{na} =
$tenglikdan foydala.nib, na uchun

na =[] +1—6 (14.6)

ifodani olamiz. Aniglik uchun a > 0 deb faraz gilamiz. U holda [na] > 0
butun son boiadi. Agar 1—2d > 0 bo‘lsa. u holda 2na = 2[na]+2--<5 ((14.6)
ga garang) {2na} = 1—26 ni olamiz. Va hokazo agar 1 —mS > 0 bo'lsa. u
holda {mna} = 1—mS tenglik o'rinli. Shunday eng kicliik m sonini topamizki
1 —[m A 1)& < 0 boisin. U holda. 6 > 1 —md > 0 tengsizligi o'rinli va
(mna) = 1—md < 6 tengsizlik ham bajariladi. Demak, ixtiyoriy £> 0 uchun
shunday n, ¢ N mavjudki {-n-a} < £ tengsizligi bajariladi. Endi x = 0 soni
xn = {na} ketma-ketlikning limitik nuqgtasi ekanligini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy
¢ > 0 uchun shunday n GN mavjudki 0 < {na} = 6 < £< 0.5 tengsizligi
bajariladi. U holda shunday eng kichik m sonini topamizki 0 < md < 1 va
(m + 1)) > 1 bo'lsin. U holda {mna} = m5 va {(rn +na} = < &£
bo'ladi. Demak. (0, £) oraligda ,r, = {na} ketma-ketlikning cheksizta. liadi
bor. ya'ni x —0 bu ketma-ketlikning limitik nuqgtasi. Endi £ ni yetarlicha
kichik musbat. son deb olamiz. U holda shunday n € N soni mavjudki. {na} =
d < £ bo'ladi. U holda.

6, 26. 36..... M5G (0, 1) (14.7)



bo'lib. (m + <5 > 1 bo'ladi. Bu yerda 8 ham irratsional son bo'ladi. Aks
holda {na} —na —[na] = 6 bo'lgani uchun a = ) bo'lib. bu a
ning irratsional ekanligiga zid. Shuning uchun ixtiyoriy m G N da T @
1 (14.7) munosabatdan ixtiyoriy x G [0, 1] uchun shunday m topiladiki
Hmna} —A —|mS —XA < S tengsizlik bajariladi. Yuqoridagi mulohazalarni
tokrorlab ixtiyoriy x G [0, 1] va £ > 0 uchun (x —s. x +¢) oraliqda
X, = {raa} ketma-ketlikning cheksizta elementi yotishini ko'rsatish mumkin.
Demak, [0. 1] dagi barcha nuqgtalar xn — {na} ketma-ketlikning limitik
nuqtalari bo'ladi. O

14.6. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy to'plamning chegarasi bo'sh ekanligini
isbotlang.

Isbot. M diskret metrik fazodagi ixtiyoriy to'plam bo'lsin. Ma'lumki (8.3-
misolga garang), bu fazoda ixtiyoriy M to'plam uchun M = M tenglik
o'rinli. Shunday ekan X\M = X\M tenglik ham o'rinli. To'plam chegarasi
ta'rifiga ko'ra JV uchnn FrM —M TM(X\M) = M TN (X\M) = 0 tenglikni
olamiz. O

Uy vazifalari va mavzuni o'zlashtirish uchun masalalar

14.7. ¢ metrik fazoning to'laligini isbotlang.

14.8. To'la metrik fazolarning dekart ko'paytmasi yana to'la metrik fazo bo'lishi-
ni isbotlang. Demak, Rn metrik fazo to'la.

14.9. Cla. b] uzluksiz funksiyalar to'plamida metrika.

ifoda. bilan aniglangan bo'lsa. (C[a, 6], p) metrik fazo to'la bo'ladimi?
14.10. C”"[a. 6]— uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar to'plamida. metrika
p(ry) = max\x{t)-y () ]
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14.11.

14.12.

14.13.

14.14.

14.15.

14.16.

14.17.

14.18.

tenglik bilan aniglangan bo'lsa, (C{,[u b\,p) metrik fazo to'la emas.
(C,(11g. b],p) metrik fazoning toUdirmasini toping.

/ : R —K funksiya ganday shartlarni ganoatlantirsa. p(x.y) —
1/0r) —f (y) | akslantirish M to'plamda: a) metrika bo‘ladi; b) (R, p)
to'la. metrik fazo bolladi?

Agar p(x, y) = jarctgx —aretgyj bo'lsa. (R. p) metrik fazoning to'ldir-

masini toping.

& —barcha finit ket.ma-ketliklar. ya'ni fagat cheklita. liadi holdan fargli
X = (xi,xo0...., xn,0,0,...) ketma-ketliklar to'plami bo‘lsin. Agar

ac
pl (X' y) = Y~\ X, - yll : p (X y) - Irrf]ac))(c IX lj
Cf_i <f<

bo'lsa, (®,px) va (®/>r) metrik fazolarning to'ldirmasini toping.
X = (. m to'plamda p(x,y) = sin-x'y metrika kiritilgan.

(X,p) metrik fazoning to'ldirma.sini toping.

P - barcha hagiqiy koeffitsiyentli ko'phadlar to'plamida x. y € P uchun
a) pi (ry) = max |x(t)- y(t) j+ max jx" (1) - y* (i) j:

b) £2Ory) = max [ (t) - y {t) [+ max-,x' (f) - y' (1) :

¢) P30T>Y) = 12 (0 - y{O I+ I (0) - Y (0)]

metrikalar kiritilgan. (P. pi), (P, pr), (P. P3) metrik fazolarning to'l-
dirmasini toping.

.2—: :m.n€ Zj to'plamning R da zich ekanligini isbotlang.

—: n€Z od0]l. [{—+—: n,rae Z nmmo 01 to'plam-
I
lar R metrlk fazoning hech yerida zich emas. Isbotlang.

Hamma yerda zich, ichi bo'sh bo‘lgan to'plamga misol keltiring.
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14.19

14.20

14.21.
14.22.

14.23.

14.24.

14.25.

14.26.

14.27.

14.28.

14.29.

14.30.

14.31.

Kantor to'plamining quyidagi (9.19-9.23) xossalarini isbotlang.

. Kantor to'plamining o'lchovi nolga teng.

. Kantor to'plamining yakkalangan nuqtalari mavjud emas.

Kantor t.o'plaminmg ichki nuqtalari mavjud emas. ya"n? K =0-
Kantor to'plami [0, 1] kesmaning hech yerida zich emas.

Kantor to'plami mukamrnal to'plam. ya'ni K = K.

R metrik fazoda shunday A to'plamga misol keltiringki, .4. .(4)1, T4
.A4. A ,§\ to'plamlar turli. ya'ni hech gaysi ikkisi teng bo'lmasin.

A C {X,p) hech yerda zich bo'lmasa. X\A to'plam hamma verda.
zichligini isbotlang.

Agar A hamma yerda zich va ochiq to'plam bo'lsa, X\"4 to'plam hech
yerda zich emas. Isbotlang.

Shunday A to'plamga misol keltiringki, .4 va .Y\.4 to'plamlarning liar
biri hamma. yerda zich bo'lsin.

® — finit ketma-ketliklar to'plami @ va (p(p > 1) metrik fazolarda
zich joylashgan, ammo ¢ va m metrik fazolarda zich emasligini isbot
qgiling.

Agar A to'plam B da. B esa C da zichjoylashgan bo'lsa. /4 to'plam
C da zich ekanligini isbotlang.

P —barcha ko'phadlar to'plami C[a. 6] metrik fazoda zich. Isbotlang.

[o. 6] kesmada a = t\ < t2 < -m < tn = b nugtalar va ixtiyoriy
TLX2....... I, soniar berilgan bo'lsin. U holda x(t,) = .r,, i = L.n
va [tj, ii+] oraliglarning har birida chizigli bo'lgan i(f) funksiya gis-
man chizigli uzluksiz funksiya deyiladi. Barcha gisman chizigli uzluksiz
funksiyalar to'plami C[a. 6] metrik fazoda zich ekanligini isbotlang.
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14.32.

14.33.

14.34.

14.35.

14.36.

14.37.

14.38.

14.39.

Barclia sodda funksiyalar (o'lchovli va giymatlari to'plami ko'pi bilan
sanogli bo'lgan funksiyalar) to'plami L\{a, 6] metrik fazoda zich ekan-
ligini isbotlang.

Sodda. funksiyalar to'plami Lp[a. b] (p > 1) metrik fazoda. zich. Isbot-
lang.

[a. b} kesmada a = f\ < t2 <mmm< t, —b nugtalar berilgan bo’lsin.

(fj. tj+). i = I,n —1 intervallarning liar birida o'zgarmas. # bo'li-

nisli nuqt.alaridagi qiymatlari esa ixtiyoriy bo‘lgan funksiya pog'onasimon

funksiya deyiladi. Ravsimnki. pog‘onasimon funksiya sodda funksiya bo'la-
di. Pog'onasimon bo'lImagan sodda. funksiyaga misol keltiring.

Pog'oiiasimon funksiyalar Lp[a, 6] (p > 1) metrik fazodagi barclia sod-
da. funksiyalar to‘plamida. zich joylashgan. Isbotlang.

Pog'onasimon funksiyalar Lv[a. t\ (p > 1) metrik fazoda zich ekanligini
ishotlang.

Barclia uzluksiz funksiyalar Lv[a. b] (p > 1) metrik fazodagi pog'on.i-
sinion funksiyalar to'plamida zich. Isbotlang. Demak, C[a. bh] to'plam
sifatida Lp[a, b metrik fazoda zich.

[a.  kesmada aniglangan ixtiyoriy uzluksiz funksivani ist.algancha. anig-
likda Lp[a.b] fazo metrikasida ko‘phad bilan yaqginlashtirish mumkin,
ya'ni x{t) uzluksiz funksiya va ixtiyoriy £ > 0 uchun shunday p{t)
ko'phad mavjudki.

tengsizlik o'rinli. Isbotlang.

Oldingi 14.38-masa.ladagi p(t) ko'phadniiig barcha koeffitsiyentlarini rat-
sional sonlar qgilib tanlasli mumkin. Isbot giling.
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14.40.

14.41.

14.42.

14.43.

14.44.

14.45.

14.46.

14.47.

14.48.

14.49.

Separabel metrik fazoning to'ldirmasi ham separabel bo'ladimi? Misol
keltiring.

Separabel fazoda. ixtiyoriy G ochiq to'plamni sanoqli yoki chekli sondagi
o'zaro kesishmaydigan ochiq sharlarning yig'indisi ko'rinishida:

G= HJ1B (X 7,), B{x. )MAB (x .T)=0, i/]j
tasvirlash murnkin. Isbot qgiling.

Separabel metrik fazoda ixtiyoriy F yopiq to‘plainni mukammal M va
chekli yoki sanogli N to'plamlarning birlashmasi ko'rinishida tasvirlash
mumkin. Isbotlang.

Diskret metrik fazo separabel bo'lishining zarur va yetarli shartini toping.

M va N lar 1-kategoriyali to‘plamlar bo'lsin. U holda M UN ning
1-kategoriyali to'plam ekanligini isbotlang.

Darajasi n dan oshmaydigan ko'phadlarning P<,, to'plami C[a, b}
metrik fazoning hech yerida zich emas. Isbot giling.

P = |J P<,, barcha ko'phadlar to'plami C[a, b} metrik fazoda 1- kate-
71=1

gorivali to'plam bo'lishini ko'rsating.

Z2[a. I\ to'plam Li[a, 6] metrik fazoda 1-kategoriyali to'plam. Isbot-

lang.

xn(t) — uzluksiz funksiyalar va ixtiyoriy t G XX uchun lim xn(t) =
X0 (t) bo'lsa, To(t) funksivaning uzilish nuqtalaridan iborat to'plam 1-
kategoriya.li to'plam ekanligini isbotlang.

Cla. b] to'plarnda

metrika kiritilgan. (C[a. b}.p) separabel emas. Isbotlang.
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14.50.

14.51.

14.52.

14.53.

14.54.

14.55.

14.56.

14.57.

14.58.

14.59.

C[a, 6] metrik fazoda
Mn = {r: |:ir(0 —x(t")\ < n mt' —t"\, ‘it', t" G[a, 6]}
to'plam yopiq va hech yerda zich emas. Isbotlang.

Cl[a, b) fazoda. Lipshits shart.ini ganoatlantiruvchi funksiyalar to'pla-
oc
mi M = U Mn (14.50-masalaga garang) 1-kategoriyali to'plam. M

to'plam yoE)iq1 emas va. C[a, b} fazoda zich ekanligini isbotlang.
C[a,b] fazoda. bar bir n GN da

D, = {x: x'(t) GC[a, b} va arr<1ta<>é lr®Ej <n}
to'plam yopiq va yech yerda zich emasligini isbotlang.

Cla,b} fazodamuzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar to'plami
Crhab] = Iqu_}Dn (Dr, — 14.52-misolda aniglangan) 1-kategoriyali
to'plam, yopiq emas va. hamma yerda zich ekanligini isbotlang.

Hech yerda zich bo'lImagan to'planming gism to'plami hech yerda zich
emas. Isbotlang.

Chekli sondagi hech yerda zich bo'Imagan to'plamlarning yig'indisi hech
yerda zich emas. Isbot giling.

(X.p) to'la. metrik fazo, M ¢ X esa 1-kategoriyali to'plam bo'lsin. U
holda. X\M to'plam X fazoda zich bo'lishini ko'rsating.

(X,p) to'la. metrik fazo, G,, C X, n GN esa ochig va hamma yerda.

DC
zich to'plamlar bo'lsin. U holda. M = |)p_|1 G, to'plam ham hamma. yerda.

zich ekanligini isbotlang.

0
M to'plam hech yerda zich bo'Imasligi uchun M —0 shartning bajar-
ilislii zarur va vetarli. Isbotlang.

X - to'la metrik fazo, M C X esa 1-kategoriyali to'plam bo'lsin. U holda.
X\M 2-kategoriyali to'plam. Isbot giling.
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14.60.

14.61.

14.62.

14.63.

14.64.

14.65.

14.66.

14.67.

14.68.

Agar 2, G B(xo,r) bo'lsa. r) C B(xQ.2r) munosabatni isbot qi-
ling.

Biror .4 to'plamning £— atrofi ushbu
Vi(A) = |.r GX :inf p(r,y) <s |
te;nglik bilan aniglanadi. U holda 4 = p) V;(.4) tenglikni isbotlang.
~0

To'g'ri chiziqgda [a, 6]. (a, b), Z, Q. [a. 00), 0 to'plamlarning che-
garalarini toping.
Hech yerda zich bo'Imagan to'plamning vopig'i ham hech yerda zich emas.

Isbotlang

Fr(A UB) ¢ FrA UFr B munosabatni isbotlang. Agar ATIB =0
bo'lsa. Fr(A UB) —FrA UFr B tenglikni isbot giling.

Separabel metrik fazoda ixtiyoriy to'plamning yakkalanga.il nugtalari chek-
li yoki sanogli to'plam bo'ladi. Isbotlang.

{x,,} C [a, 6] bo'lsin. Ixtiyoriy (a, -j) c [a. b} interval uchun n(a: B)
orgali x\. X2, nugtalarning (a, 8) oraligga tushganlarining sonini
belgilaylik. Agar ixtiyoriy (q. J) C [a. 6] uchun

li __(_5’1_-_(_5_)_ 3
hi’]c n b—a
tenglik bajarilsa. {xn} ketma-ketlik fa, 6] kesmada tekis tagsimlangan
sy dl 2123 "2 K - 1
deyiladi. Ushbu”0. D 33444 " e — . ket.ma-ket

lik [0. 1] kesmada tekis tagsimlangan bo'ladimi?

a — irratsional son bo'lsin. {no.} = na —[na], ya'ni na sonining
kasr gqismlaridan tuzilgan ketma-ketlik [0. 1j kesmada tekis tagsimlangan
bo'lishini isbotlang.

14.67-masaladan foyda.la.nib. 1.5. 52........ 5",... ketma-ketlikdagi 5" son-
niug (o’nlik sanoq sistemasida) 13 dan boshlanish ehtimolligini toping.
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L4.69. X to'la metrik fazo, {/,} esa X da aniglangau uzluksiz funksiyalar
boisin. Agar ixtivoriy x € X uchun chekli nIirrolC fn(x) = /(,r) mavjud
bo'lsa. / funksiyaning uzilish nugtalari to'pla_mi 1-kategoriyali to'plam
ekanligini isbot qiling.

14.70. Agar / : R — R funksiya har bir nuqtada chekli hosilaga ega bo'lsa.
f'(x) funksiya uzluksiz bo'ladigan nuqtalar to'plami 2- kategoriyali to'p-
lam ekanligini isbotlang.

15-8. Uzluksiz akslantirishlar

X = (X,p) vaY = (¥, d) - metrik fazolar, / esa X ni Y ga ak-
slantirish bo'lsin. Agar ixtiyoriy ¢ > 0 uchun shunday 8 > 0 mavjud
bo'lib, p (X, xay < 8 shartni ganoatlantiruvchi barcha x 6 X nugqtalar uchun
d(f(x).f(xo)) <e tengsizlik o'rinli bo'lsa. u holda / akslantirish zo € X
nuqtada uzluksiz deyiladi. Agar / akslantirish X ning hamma nugtalarida.
uzluksiz bo'lsa. u holda / akslantirish X da uzluksiz deyiladi. Agar ix-
tiyoriy £ > 0 uchun shunday 8 > 0 mavjud bo'lib. p{:r, y) < 8 shartni
ganoatlantiruvchi barcha x.y € X nugqtalar uchun d(f(x),f(y)) < £ teng-
sizlik bajarilsa. u holda / akslantirish X da tekis uzluksiz deyiladi. Agar
/ : X —Y biyektiv akslantirish bo'lib. / va /-1 akslantirishlar uzluksiz
bo'lsa. u holda f gomeomorf akslantirish yoki gomeomorfizm deyiladi. X va
Y fazolar esa gomeomorffazolar deyiladi. Agar [X, p) va (Yd) metrik fa-
zolar o'rtasida biyektiv moslik.o'rnatuvchi / akslantirish ixtiyoriy x\, xi € X
lax uchun p (xi, X2) = d (f (zi),/ (xr)) shartni ganoatlantirsa, 1 holda / ak-
slantirishga izonietriya deyiladi. X va Y fazolar esa izometrik fazolar deyi-
ladi.

15.1. / :R2 —R funksiya har bir tayinlangan z da y o'zgaruvchi bo'yicha.
ko'phad va har bir tayinlangan y da z o'zgaruvchi bo'yicha ko'phad
bo'lsa. f(x.y) funksiya ikkala. argumenti bo'yicha ham ko'phad ekanlig-
ini isbotlang.
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Isbot. Shartga ko'ra /(.r,y) funksiyani quyidagiclia tasvirlash mumkin
f{x.y) - a0(x) + cu(x)y + a2(x)y24----—-- fa,(x)yn, (15.1)
f(x,y)=bo(y) + bi(y)x + b2(y)x2H-—-+b,,(y)xm. (15.2)

Bundan / ning x va y o'zgaruvchilar bo'yicha differensiallanuvchi ekanligi

kelib chigadi. Agar y —0 boisa. u holda (15.1) va (15.2) lardan quyidagini
olamiz

f(x, 0) = Qo(x) —£d0) + £540):r+ £(0)x2+ eee+ bm(0) xm.
Xuddi shunday (15.1) va (15.2) lardan y bo'yicha xususiy hosilaolib, ularning
y = 0 dagi giymatlarini tenglaslit.irib

QI(.r) = 6M0) + £(0) m+ £50) a2+ seo+ £,0) xw
tenglikni olamiz. Va hokazo f(x,y) ning (15.1) va (15.2) ifodalaridan vy

bo'vicha n—tartibli hosila olib. ularning y = 0 dagi giymatlarini teng-
lashtirib

an(x) = b§)(0) +6(r)(0)x + bR\ 0)x2+ eee+ &M'(0) xm

tenglikka ega bo'lamiz. a0(z), aj(x),—- an(x) lar uchun topilgan bu ifo-
dalarni (15.1) ga golyib, /(x.y) ning ikkala. argumenti bo'yicha ham ko'phad
ekanligiga ishonch hosil gilamiz. O

15.2. Shunday 7 :!- > ! uzluksiz funksiya va G—ochig. F —yopiq to'plam-
larga misol keltiringki. f(G) to'plam ochigemas, f(F) to'plam esa yopiq
emas.

Yechish. Agar F chegaralangan yopiq (kompakt) to'plam bo'lsa, u holda.
}(F) ham kompakt, xususan yopiq chegaralangan to'plam bo'ladi. Demak. F
yopiq, lekin chegaralanmagan to'plam bo'ladi.

[ cosx. agar x £ [Ae. 47,

\ 1+ (x —47r)2:x2. agar |r] > 4m
G = (—ZmM—1, 1) ochiq t.o'plamni olsak, f(G) = [. 1] yopiq bo'ladi.
F = [T, oc) yopiq t.o'plamni olsak, f{F) = [1, 2) yopiq to'plam emas. O
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15.3. / : C[0. ] —»L][0. 1] akslantirish f{x(t)) = x(t) tenglik bilan

aniglangan bo'lsa. uning uzluksiz ekanligini isbotlang.

Isbot. xo GC[0. 1] ixtiyoriy nugta bo'lsin. u holda
I
p(f{x) f{x0)) = J NO.- 3o(t)\dt < mg [0 -x Q)\ J dt = p(x,x0)
0 0
tengsizlik o'rinli. Berilgan £> 0 uchun 6 = s desak. u holda p (x. X0) < $§
shartni ganoatlantiruvchi barcha x GX larda p(/(x)./(x0)) <e tengsizlik
ham o'rinli bo'ladi. xo G C[0. 1] ixtiyoriy nuqgta bo'lgani uchun / akslan-
tirish uzluksiz bo'ladi. O

15.4. f :C[0, 1] —C[0, 1] akslantirish quyidagi

a) =/ x(s)ds: b) f(x(t)) =f sin(f - s)x(s)ds :
0 0

c) f{x{t)) =f x2(s)ds : d) f(x(t)) = x(ta), a >0
0

tenglik bilan aniglangan. Ularning qaysilari uzluksiz. gaysilari tekis uzluk-
siz bo'ladi?

Yechish. a), b) va d) lar tekis uzluksiz. c) uzluksiz, lekin tekis uzluksiz
emas. Biz misolning a) gismini tekshirish bilan cheklanamiz. / akslantirishni
tekis uzluksizlikka tekshiramiz. Barcha x, y GC[0. 1] lar uchun

p{f(x)I{y)= max | [(x(s Jys))ds < max Ix(s) - WO\ f ds,

0<f<l 1] u<s<i
ya'ni p(f(x).f(y))< p{x,y) tengsizlik o'rinli. Tekis uzluksizlik ta'rifidagi 6
ni s ga teng desak. u holda p (x, y) < 6 shartni ganoatlantiruvchi barcha
X. y £ X larda p{f{x),f(y)) <r tengsizlik bajariladi. Demak. / akslan-
tirish tekis uzluksiz ekan. Tekis uzluksiz akslantirish uzluksiz bo'ladi. O

. . ) 1. agar xdy
15.5. M da pi(x.y) = jx - yj va p2(x.y) =
0. agar x=y

met.rikalar ekvivaleut. emas. Isbotlang.
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Isbot. Teskarisini faraz gilaylik, ya'ni pi va p2 metrikalar ekvivalent
bo'lsin. U holda shunday C\ > 0. C2 > 0 sonlar mavjud bo'lib. barcha
Xy, X.y & (—oc. do) lar uchun

CiPi(T,y) <PI(T.y) <C2!(x.y) <=> CjLt- N < 1<C2\v- \

tengsizliklar bajarilishi kerak. Lekin Ja@ —#f = 5 desak. oxirgi tengsizlik
bajarilmaydi. Demak, p\ va p2 metrikalar ekvivalent emas. O

15.6. C[a. 6] to'plamda Kiritilgan

b
px (x.y) = max \x(t) - y(t)\. p2(x.y)="f \t) - y()\2dt.

b b
Plix,y) - f k(0 - y(t)\dt. p4(x.y) = f sign]x(0 - y(t)\dt
a a
metrikalarning ixtiyoriy ikkitasi ekvivalent emas. Isbotlang.

Isbot. Biz pi va px metrikaiarni ekvivalent emasligini ko'rsatamiz. C[a. fg
fazoda y(t) =0 va

f1- n(t- a): agar tGla a+
X () __T 0. (agar )t G(i + £ 6][ i
funksiyalar uchun px (x,, y) = 1 < Cpi(xn.y) tengsizlikni ganoatlantiruvchi
C >0 soni mavjud emas. Cliunki n —00 da
E]

Ad,. S)=\] =

a
sonlar ketmaketligi nolga iutiladi. Demak, pi va pCc metrikalar ekvivalent
emas. O

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

15.7. Ikki argumentli / : [0, I x [0. 1] —+R funksiya har bir x da y bo'yicha
va har bir y da x bo'yicha uzluksiz bo'lsa, shunday (xg.j/0) nugt.ama.vjud-
ki, bu nugtada / funksiya ikkala argumenti bo'yicha. birgalikda uzluksiz
bo'ladi. Ishot. giling.
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15.8

15.9.

15.10.

15.11.

15.12.

15.13.

15.14.

. f funksiya (0, 1) intervalda cheksiz mart.a differensiallanuvchi bo'lsin.
Agar ixtiyoriy .r 6 (0. 1) uchun shunday n = n(x) ¢ N mavjud bo'lib.
/!"™@") =0 bo'lsa. / ning ko'phad ekanligini isbotlang.

(X.p) va (Y.d) metrik fazolar bo'lsin. f : X —Y akslantirishning

uzluksizligi quyidagi shartlarning har biriga teng kuchli ekanligini isbot-
lang:

a) ixtiyoriy G C Y ochiq to'plam uchun /~XG) C X ham ochiq
to'plam;

b) ixtiyoriy F c Y yopiq to'plam uchun f~1(F) ¢ X ham yopiq
to'plam;

c) ixtiyoriy {.rn} C X vyaginlashuvchi ketma-ketlik uchun {/(.rn)} C Y
ketma-ketlik ham yaginlashuvchi.

Ixtiyoriy fundamental ketma-ketlikni yana fundamental ketma-ketlikka.
akslantiruvchi funksiya uzluksiz bo'lishi shartmi?

Agar X diskret metrik fazo bo'lsa. har ganday / : X —Y akslantirish
uzluksiz bo'ladi. Isbotlang.

ft : X =Y. (i = 1.2) uzluksiz akslantirishlar bo'lsin. U holda
M ={x G X : fi(x) = /r(x)} to'plam yopiq ekanligini isbotlang.

fi : X =Y, (i =1,2) uzluksiz akslantirishlar va X da. zich bo'lgan
biror M to’plam berilgan bo'lsin. Agar barcha x G M uchun fi(x) =
f2{x) bo'lsa, fi = /2,ya'ni akslantirishlar butun X fazoda. teng. Isbot

giling.
/ . X —Y uzluksiz akslantirish bo'lsin. Quyidagi implikatsiyalardan
gaysi biri to'g'ri? Ixtiyoriy M C A" to'plam uchun:
a) X G M ={{x) G f{{M) :
0 0
b) r6 M = f{x) Gf(M)

205



15.15

15.16.

15.17.

15.18.

15.19.

15.20.

¢) X e M =>f{x) G (/(N/))
d) r € Fr/ =f{x) S Fr (/(1/))

. JT separabel metrik fazo va f : X —Y haqiqiy funksiya bo'lsin. JV¥
orgali X fazodagi barcha shunday nuqtalarni belgilaymizki. rIim/(.r)
mavjud va Ii_qlfix) ® /(a) bo'lsin. M to'plamning ko'pi bilan sanoqli

ekanligini isbotlang.

S={ €T : Il =1} avlanada p{z\. z2) = \zi - r2] metrika kiritilgan.
Ixtiyoriy f : S —* K uzluksiz funksiya uchun shunday r0 € S mavjudki.
/(20) = /(—9) tenglik o'rinli. Demak, aylanada aniglangan uzluksiz
funksiya gandaydir diametral garama-garshi nuqtalarda teng givinatlarni
gabul giladi. Isbotlang.

f :Cl[a, 6] —=C[0. 1] akslantirish f{x{t)) = xia+(h—a)t). 0<t<1
tenglik bilan aniglangan. Bu akslantirish:
a) uzluksiz, b) izometriya bo'ladimi?

/(.t(0) = x{t2) tenglik bilan a) 7 :c[—L1 1] —CJ[0. 1];

b) /:Lp[-1 Ij -+ LpP, 1]: c) /:C[-1, J§->Lx0. 1 akslantirish-
lar aniglangan. Ularning liar birini uzluksizlikka tekshiring.

fixit)) = x2it) tenglik bilan a) f : C[0. 1] —C[0. 1];

b) /:L,0 13- L20. 1]; «¢)/:~[0, - L20, 1]

d) /:Lo[0, 1] —=2Z/[0, 1]; e) / :Li[0. 1] —L\[0. 1] akslantirishlar
aniglangan. Ularni uzluksizlikka tekshiring.

/ L2[0. 1] —L2[0. 1] akslantirish quyidagi
a) f{x{t)) =f x(s)ds: b) f(x(t)) = I) sin(f - s)x(s)ds :
0

f) f(x{t)) =f x2{s)ds; d) f{x(1)) = B x{sa)ds, a >0

n
tenglik bilan aniglangan. Ularning qaysilari uzluksiz, gaysilari tekis uzluk-
siz bo'ladi?
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15.21.

15.22.

15.23.

15.24.

15.25.

15.26.

15.27.

15.28.

/ : Lo[0. 1] —* L2[0: 1] akslantirish ushbu

a) f{x{t)) = u(t) mx(i). n £C[0, 1], b) f{x[t)) = x{la), a >0
tenglik bilan aniglangan. Ularni uzluksizlikka. tekshiring.

>K da uzluksiz, lekin tekis uzluksiz bo'Imagan funksiyaga misol keltiring.

X, Y —metrik fazolar bo'lib, Y—to'la bo'lsin. Agar M C X hamma
yerda zich, / : M —Y tekis uzluksiz akslantirish bo'lsa, shunday F :
X —Y tekis uzluksiz akslantirish mavjudki. F|*Y = /, ya’ni ixtiyoriy
x GM uchun F(x) = f(x). Isbotlang.

Lipshits shartini ganoatlantiruvchi akslantirish tekis uzluksiz akslantirish
bo'lishini isbotlang.

K{t,s) funksiya [a. 6] x [a, b] kvadratda ikkaia argumenti bo'yicha
uzluksiz bo'lsa,

tenglik bilan aniglangan A : C[a, 6] —C[a. b] akslantirish Lipshits shar-
tini ganoatlantirishini isbotlang.

O'lchovli K(t, s) funksiya uchun

tengsizlik o'rinli bo'lsa. A : Z2[a. b] —L2[a. fi]

akslantirish tekis uzluksiz bo'lishini isbotlang.

/ X —=*Y tekis uzluksiz va g : Y Z Lipshits shartini ganoat-
lantiruvchi akslantirishlar bo'lsin. U holda g o f : X —Z akslantirish
tekis uzluksiz (Lipshits shartini ganoatlantiruvchi) boiadimi?

[0. 1] kesmada. tekis uzluksiz. ammo Lipshits shartini ganoatlantirmay-
digan funksiyaga misol keltiring.
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15.29

15.30.

15.31.

15.32.

15.33.

15.34.

15.35.

15.36.

15.37.

15.38.

15.39.

15.40.

15.41.

(A, p) metrik fazo bo’lsin. p : X x X -»S akslantirish

a) uzluksiz; b) tekis uzluksiz bo'ladimi?

(X,p) metrik fazo, .4~0. A C A" biror to'plam bo'lsin. d : X —XK

funksiya d(x) = _i/m:1 p(x.y) tenglik bilan aniglangan. Shu akslant.irishn-
e.

ing tekis uzluksiz ekanligini isbotlang.

R2 da p(x,y) —yj(x\ —ifi)2+ (t2- yo)2 metrika, C kompleks son-
lar t.o'plamida d(zi,zo) = I"i —"1 metrika kirit.ilgan. Bu fazolarning
izometrik ekanligini isbotlang.

X va Y lar metrik fazolar bo'lsin. A’ xY va Y x A" metrik fazolarning
izometrik ekanligini isbotlang.

¢ va K x oo fazolarning izometrik ekanligini isbotlang.

C[0. 1] va CJo. 6] metrik fazolar orasida izometriya 0'mat.ing.
Izometriya ekvivalentlik munosabati bo'lishini isbotlang.

R metrik fazoning barclia. izometriyalarini toping.

R2 metrik fazoning (p(x,y) = y/(xi —y\)- + (x2—y2)2) barclia izo-
metriyalarini toping.

Metrik fazoni o'ziui-o'ziga akslantiruvchi barclia izometriyalar gruppa
tashkil etishini isbotlang.

Biror A to'plamda pi va p2 ekvivalent metrikalar berilgan bo'lsin. A
to'plamdagi barclia metrikalar uchun kirit.ilgan bu munosabaf liagigatda.
ham ekvivalentlik munosabati bo'lishini isbotlang.

A' chekli to'plam bo'lsa, unda kiritilga.il ixtiyoriy ikki metrika ekvivalent.
ekanligini isbotlang.

R" da kiritilgan p\. pi = p va p metrikalar ekvivalent ekanligini is-
botlang.
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15.42.

»1543.

15.44.

15.45.

15.46.

15.47.

15.48.

15.49.

Ekvivalent metrikalarning birida yaginlashuvchi (fundamental) bo'lgan
ket.ma-ket.lik ikkinchisida ham yaqginlashuvchi (fundamental) bo'lishini is-

botlang.

Ekvivalent metrikalarning birida ochiq (yopiq) bo'lgan to'plam ikkinchisi-
da. ham ochiq (yopiq) ekanligini isbotlang.

pi va P2 ekvivalent. metrikalar bo'lsin. Agar (X,pi) metrik fazo a)
to'la; b) separabel: c) diskret bo'lsa. (X. p2) metrik fazo ham shu xossaga
ega bo'ladi. Isbot giling.

C" to'plamda px.{x.y) = max |r;- y,| pi(x,y) =]T bh< 2/1

i Co
p->(x,y) = \\YI\xi —Ym2 metrikalarning ixtivoriy ikkitasi ekvivalent
ekanligini isbotlang.
X to'plam [a, b] kesmada o'lchovli va chegaralangan funksiyalardan
iborat. Shu to'plamda aniglangan

h \ 1 /) \ 1
o -y (too) tp2dxy) = k(t) - y(t)\Pt )

metrikalar pi ¢ p2. (Pi > 1.pi > 1) bo'lganda ekvivalent emasligini
isbotlang.

Gomeomorfizm ekvivalent.lik munosa.ba.ti ekanligini isbotlang.

/ : X —Y gomeomorfizm, M C X to'plam berilgan bo'lsin. Ushbu
tasdiglarni isbotlang:

a) M ochiq to'plam bo'lsa. f(M) ham ochig:

b) M yopiq to'plam bo'lsa. f(M) ham yopig:
c) ANT)=/(AY).

Gomeomorf metrik fa.zola.rdan biri separabel bo'lsa. ikkinchisi ham sepa-
rabel bo'lishini ko'rsating.
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15.50.

K to‘plamda pi(x,y) = |Jr—y| va pr(x.y) = Jarctg.r —arctgj/|
metrikalar kiritilgan, (R, pi)va (R. fh) metrik fazolar gomeomorf ekan-
ligini isbotlang. xn = n ketma-ketlik (R. pr) metrik fazoda fundamen-
tal. (R. p{) fazoda esa fundamental emasligini isbotlang.

(R. pi) to'la metrik fazo. (R, p2) esa to'la emas. Demak. gomeomorf
metrik fazolarning biri to'la bo'lsa, ikkinchisi to'la bo'lishi shart emas.
Xulosa. Metrik fazoning to'laligi topologik xossa. emas.

15.51.

15.52.

15.53.

15.54.

(X.p) metrik fazo boisin. Agar pi(x.y) = bo'lsa. (X.p)

. _ C1+p(x.y)
va. (A, pi) metrik fazolar gomeomorf ekanligini isbotlang.
R va R2 metrik fazolar gomeomorf emas. Umuman n ¢ m da R" va

Rra, metrik fazolar gomeomorf emasligini isbotlang.

C+a. f t.o’plamda aniglangan
PI(-T-Y) = max K(t) - y(t.) 1+ max () - y(E)\ - max () - y"(H)\

P2{x,y) = max [x() - #3]+ max IX(Q) - /(9]
a<t< a<t<
metrikalarning ekvivalent ekanligini isbotlang.

(X.p) va (Y,d) metrik fazolar bo'lsin. Agar (Y.d) fazoning biror
metrik gisin fazosi (X.p) metrik fazoga izometrik (gomeomorf) bo'lsa.
(X.p) fazoni (Y.d) fazoga izometrik (gomeomorf) joylashtirish mumkin
deyiladi. Agar n < m bo'lsa. Rn metrik fazoni R™ fazoga izometrik
joylashtirish mumkinligini isbotlang. Bu yerda metrika sifatida

P(x-Y) = A i~ y*i2

p30(X, y) = max va “Y I pX(X, y) =n I'rv - yl\

(k = n yoki K= m) ifodalardan biri olingan.
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15.55. S tabiiy metrika kirit.ilgan aylana bo'lsin. Uholda S x [0, 1] va S x S
metrik fazolarning har birini R3 metrik fazoga gomeomorf joylashtirish
mumkinligiui isbotlang.

[15.56. Uchta liugtadan iborat bo‘lgan ixtiyoriy metrik fazoni R2 metrik fazoga
izometrik joylashtirish mumkinligini isbotlang. To'rtta liugtadan iborat
bo’lgan diskret. metrik fazoni R2 metrik fazoga izometrik joylashtirish
mumkin emas, ammo R3 metrik fazoga izometrik joylashtirish mumkin-
ligini isbotlang.

'15.57. To'rtta nugtadan iborat shunday metrik fazo mavjudki. uni R" metrik
fazolarning birortasiga ham izometrik joylashtirish mumkin emasligini
isbotlang.

115.58. £0[Q 1] metrik fazoni Li[0. 1] metrik fazoga

a) gomeomorf. b) izometrik joylashtirish mumkinmi?
16-8. Qisqartirib aks ettirish prinsipi

Agar / : (A", p) -* (Y.d) akslantirish uchun shunday L > 0 son mavjud
bo'lib. ixtiyoriy X1.12 € X lar uchun d(f (,ri)./ (x2) < Lp(xi,x2) shart
bajarilsa. u holda / akslantirish Lipshits shartini qonoatlantiradi deyiladi.
Agar / : X —X akslantirish Lipshits shartini ganoatlantirsa va Lipshits
o'zgarmasi L < 1 bo'lsa, / akslantirish gisuvchi deyiladi. Agar A : X —X
akslantirish uchun shunday x € A' nugta mavjud bo'lib, Ax = x tenglik
bajarilsa x nugta A akslantirishning go'zg‘almas nugtasi deyiladi.

16.1-teorema (Qisuvchi akslantmshlar prinsipi). To'la metrik fazoda. anig-

langan har ganday gisuvchi akslantirish yagona qo‘'zg‘almas nuqtaga ega.

16.1. x = écos x —2 tenglama yagona yechimga ega ekanligini isbotlang.
Kalkulyator vordamida yechimni 0.001 auiglik bilan toping.
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Yechish. Hagigiy sonlar to'plami R —to'la. metrik fazo.
/R —»R. /(r) =- cos x —2 akslantirish esa.
o

p(/(*i) /Obl) <ip(xbz2
shartni ganoatlantiradi. ya'ni - gisuvchi. Shuning uchun 16.1-teoremaga KoTa,

berilgan tenglama. yagona yechimga ega. lining yechimi tagriban
11 -2,194749. m

16.2. C[—a. a] metrik fazo va /, : C[—a. a] —=C[—a, a] ( —1.2) ak-
slantirishlar fi(x(t)) —x(—) va f2(x(t)) ——x(—t) tengliklar bilan
aniglangan. Shu akslantirishlarning go'zg‘almas nugtalarini toping.

Yechish. C[—a.a] metrik fazoda. juft funksiyalar to‘plamini CJ[—a, 4]
bilan. toq funksiyalar to'plamini esa. C~[—a, a] bilan belgilaylik. U holda.
ixtiyoriy x+ G C"\—a. a] uchun fi(x~) = x~ tenglik o'rinli. Xuddi shun-
day ko'rsatish mumkinki. har bir ,r_ s C*“[—a, a] da f2{x~) - x~ tenglik
o'rinli. Demak, barcha juft funksiyalar f\ akslantirishning go'zg‘almas nug-

talari, barcha toq funksiyalar esa f2 ning qo'zg'almas nuqtalari bo'lar ekan.
L]

16.3. R metrik fazoda. shunday /7 : R —R akslantirishga misol Kkeltiringki,
barcha x, y G R, x &y lar uchun

P{f(x), f{y)) < p(x-.y)

tengsizlik o'rinli, ammo f(x) = x tenglama yechimga. ega bo‘lmasin.

Yechish. Barcha i 6 R lar f(x) = y/x2+ 1H—1 m funksiya musbat
giymatlar gabul giladi. Bu funksiya. uchun barcha x y 1G R, r oy larda
p(f(x). f(y)) <p(x.y) tengsizlik o'rinli, ammo /(.r) = x tenglama yechim-
ga ega emasligini ko'rsatamiz. Funksiya giymatlari musbat bo'lganligi uchun
x < 0 larda. f(x) = x tenglama yechimga ega emas. Shuning uchun .r > 0
holni garaymiz:

f{x) - x=Vx2+1- x+ 3 = e 1.—>0.
\Jx-+1 VA2 + 1+ X y/x2+1
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Demak, barcha x € K larda f(x) > x o'rinli. Endi

K/0)- f(y)) < PO y)»  \f(x) - f(y)I <K “n
tengsizlikni isbotlaymiz. Funksiya hosilasi uchun

~N XZ

ru \ X X X /n

1(‘r) = INTT - (VATT)3=7 PTT " FTF - (x2+ 1)3/2
tenglik o'rinli. Bu yerdan kelib chigadiki, barcha. x € M larda f'(x) < 1
o‘rinli. Shuning uchun

/() - fOI= 1700 - W< - 2 x Dy
tengsizlik o'rinli. O
Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

16.4. Agar / :R —R va \'{X)\ < q < 1bo’lsa. x =f(x) tenglama yagona
yechimga ega ekanligini isbotlang.

16.5. Agar / : [a, bj —[a, 6] uzluksiz funksiya bo'lsa. x = f{x) tenglama-
niag yecliimi mavjudligim isbotlang.

16.6. Agar 0 <a < 1 bo'lsa.
Xn+H =xn- hxl| - a). X -0

rekurrent usulda aniglanuvchi {x,} ketma-ketlikning -/a soniga yaqin-
lashishini isbotlang.

16.7. Diskret metrik fazoda ganday akslantirish gisuvchi bo’ladi?

168. S = {z: || =1} aylana bo’lsin. f : S -* S qisuvchi akslantirish
mavjudmi?

16.9. X metrik fazo. f : X —* X qisuvchi akslantirish bo'lsin. U holda /
akslantirish uzluksiz va hatto tekis uzluksiz bo‘lishini isbotlang.
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16.10.

16.11.

16.12.

16.13.

16.14.

X to'la metrik fazo va f, : X —=* X (i = 1.2) akslantirishlar berilgan
bo'lsin. Agar /j qisuvchi bo'lsa, hamda j\ ° /2 = /20 /1 tenglik o'rinli
bo'lsa. /2 akslantirishning qo'zg'almas nugtasi mavjudligini isbotlang.

R2 metrik fazoda yagona qo'zg'almas nuqtaga ega bo'lgan izometriya
shu nugta atrofida burishdan iborat ekanligini isbotlang.

X to’la metrik fazo. /7 : X — X biror akslantirish bo'lsin. f akslan-
tirishning iteratsivalari (darajalari) ushbu

f2=f°f: r=r‘'1°f

tengliklar bilan aniglanadi. Agar biror n uchun f" gisuvchi bo'lsa, / :
A" —A¥ akslantirish yagona qo'zg'almas nugtaga ega bo'ladi. Isbot qil-
ing.

K(t.s) funksiya [a. 6] X [a. b} kvadratda uzluksiz bo'lsin. U holda Vey-
ershtrass teoremasiga ko ra. K(t. s) funksiya chegaralangan. ya’'ni barcha
i,s £ [a, 6] lar uchun

tengsizlik o'rinli. Ushbu

akslantirish C[a. bl metrik fazoni o0'zmi-o'ziga akslantirishi va barcha
x, y GCJa, I funksiyalar uchun

P(Ar. Ay) < M(b - a)p(.r,y)
tengsizlikning bajarilishini isbotlang.

K(t.s) o'lchovli funksiya uchun



116.15.

f16.16.

16.17.

16.18.

16.19.

tengsizlik o'rinli bo'lsin. U holda Lo[a, 6] fazoda aniglangan

x(t) = J'IJf K(t, s)x(s) ds +j/(f), vy GEr[a, €]
a

integral tenglama J1 parametrning yetarlicha kicliik (moduli bo'yicha)
giymatlarida yagona yechimga ega ekanligini isbotlang.

K(t.s) funksiya a <s <t < b uchburchakda (soliani chizib ko'rsating)
uzluksiz bo'lsin. U holda

tenglik bilan aniglangan A : re7, H —CJ[q. b] akslantirish uchun shun-
day n natural son mavjudki. An: Cl[a. b}—=C\a. b) akslantirish gisu-
vchi bo'ladi. Isbotlang.

K(t,s) funksiya a <s <t < b uchburchakda. y(t) funksiya esa [a, h]
kesmada uzluksiz bo'lsa.

integral tenglama ixtiyoriy A€ R uchun yagona. uzluksiz yechimga ega.
Isbotlang.

(At)(7) = f x2(s)ds tenglik bilan aniglangan A : C[0, a —C'[0, a]

0
akslantirish hech bir a > 0 uchun gisuvchi emas. Isbot giling.

a > 0 sonning ganday giymatlarida

integral tenglama CJ[0, a] fazoda yechimga ega?

R" fazoda



16.20.

16.21.

16.22.

16.23.

gism to'plam sirnpleks Ifjeyiladi. Agar P = (pij). i,j —1 n matritsa el-
ement.lari pu > 0 va }(zll,Pij =1-J=12... n shartlarni ganoatlantir-

sa, P stoxastik matritsa deyiladi. x >#Px akslantirish S"-1 simpleksni
0'zini-0'ziga akslantirishini ko'rsating. 5,, 1 to'plamda
1
PXY) = l'5—2| ~ Xmy £S"'1

metrika Kiritilgan bo'lsin. Agar P matritsaning biror satri musbat ol-
ementlardan iborat bo'lsa {pa > 0,pa > 0...... P, > 0). Px = x
tenglama 5" 1 simpleksda yagona yechimga. ega bo'lishini isbotlang.

K(t,s) funksiya [0, 1] x [0, 1] kvadratda uzluksiz bo'lsin.

R 'Eg \K(tg)\ds = M

belgilash kiritaylik. Agar 4V{1] < 1 tengsizlik bajarilsa.

Xx(t) = 1+ \ f K(t.s)x(s)ds
Jo

integral tenglama. C[0. 1] fazoda yagona yechimga ega ekanligini isbot-
lang.

Kalkulyatordan foydalanib.
a) 5x —3sinx = 7. b) 3x+er =10. ¢) x = InSN +x2—-3
tenglamalar yechimini 0.01 aniqlikda toping.

/ biror uzluksiz funksiya bo'lsa.
X(t) - i sin x(t) +f(t) =0
tenglikni ganoatlantiruvchi x G C[0, 1] funksiya mavjud. Isbotlang.

Ushbu
x(t) =e_rl) +sint

tenglamaning C[0. 1] fazoga tegishli yechimi mavjud. Isbotlang.
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16.24.

L6.25.

16.26.

16.27.

16.28.

X to'la metrik fazo. /1: X —X, p(Ax. Ay) <qp(x,y). 0 <q <1
gisuvchi akslantirish bo’lsin. Ixtiyoriy r-o € X uchun Ax = x tenglama-
nillg YTCbLIT BY,,,, shargawy M . LI Oww.

A' to'la metrik fazo, B[xo,r] C A' yopiq shar va / : B[xn:r] —X
biror akslantirish bo'lsin. Agar / akslantirish B[xo, r] sharni gisqartirib
akslantirsa. ya'ni

p{f(x}f(y)) <g'P{xy), 0<9<1, x,yeB[x0r]

shartni ganoa.tlant.irsa va p(/(.r),.r0) < (1 - q) mr tengsizlik bajarilsa.
f(x) = x tenglama. R[xo:r] sharda yagona. yechimga ega. Ishotlang.

X to'la metrik fazo. /7 : X — A” uzluksiz akslantirish
P(f(x): f(y)) >« "P{x-y). a>1 xy&X

shartni ganoatlantirsm. U holda f(x) = x tenglama yechimga ega boiishi
shartmi?

Rn fazoda metrika.

7

P{X¥) = n
i-1
tenglik bilan aniglangan. J1 —(a7). i% = 1.n matritsa elementlari
n
> <
max > <1

i=l
shartni ganoatlantirsa. .4 : M' —R" akslantirish gisuvchi bo’ladi. Isbot-

lang.
A4 = @j cheksiz matritsa bo'lsin. x = (.ti,.E9, e*mx,,. .. ® uchun
/ 00 [n.03 DC \
Ax - 1Y™avxh A <mmmy la oo |
\N/=i = =i /
belgilash kiritaylik. Quyidagi tasdiglarni isbotlang:

oc
a) agar sup layj <1 bo’lsa. 4 : 1\ —A\ - gisuvchi:

i<j<?21 =
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aG
la'/l < Isa, 4 : - qi i
b) agar 12}1& jY:11 la'’/l < 1 bo'lsa, 4:m —+m - gisuvchi

c) agar _OC _Sac1 jet/;|2 <1 bo'llsa. 4: —»£ - gisuvchi.
1=

16.29. Akslantirish .4 : C[0. 1] —C[0, 1], .4r(?) = \x(t°), a > 0 tenglik
bilan berilgan. Parametr A ning gandav giymatlarida bu akslantirish
gisuvchi bo'ladi?

16.30. / va g uzluksiz funksiyalar bo'lib, /()] < 1. /)] < 1 shart bajar-
ilsa.,
x(t) = f(t) mx{ta) +g{t)
tenglama a > 0. a ¢ 1 bo'lganda. C'[0, 1] fazoda yagona yechimga.
ega ekanligini isbotlang.

16.31. 4:£r[0, 1] —L2[0. 1, (Ax)(t) = Am(tn), 0 <n < 1 akslantirish
A parametrning ganday giymatlarida gisuvchi bo'ladi?

16.32. K(t.s) uzluksizva a <1 bo'lsin. Parametr A ning ganday giymatlarida
A C[0, 1] —C]Jo, 1]
Ax)(t)y=X-1r » x ~
(Ax)0) Jo it-Al
akslantirish gisuvchi bo'ladi?

17-8. Metrik fazolarda kompakt to’plamlar

Agar K C X to'plamning istalgan ochig goplainasidan chekli gism gopla-
ma ajratish mumkin bo'lsa, u holda K kompakt to'plam deyiladi. Agar X
fazoning istalgan ochiq qoplainasidan chekli gism goplama ajratish mumkin
bo'lsa. u holda. X kompakt metrik fazo deyiladi. Kompakt to'plamni quyida-
giclia ham ta'riflash mumkin. Agar K to'plamdan olingan ixtiyoriy {).}
ketma-ketlikdan K da yaginlashuvchi gismiy ketina-ketlik ajratish mumkin
bo'lsa. K ga kompakt to'plam deyiladi. Agar M to'plamning yopig'i [il/j
kompakt. to'plam bo'lsa, M nisbiy kompakt to'plam deyiladi. Agar ixtiyoriy
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x G JV uchun shunday o e 1 mavjud boiib. p(x. a) < c tengsizlik bajarilsa.
4 to'plam JV to'plam uchun 5 to'r deyiladi. Agar ixtiyoriy ¢ > 0 son
uchun M to'plamning chekli z to‘ri mavjud bo'lsa, M to'la chegaralangan
to'plam deyiladi.

Har ganday t.o'la chegaralangan to'plam chegaralangan bo'ladi. lekin teskari-
si o'rinli emas. Metrik fazolarda to'plamning nisbiy kompakt boiishligi hagida.
quyidagi tasdiq o'rinli.

17.1-teorema. (A, p) to'la metrik fazodagi M to'plam nishiy kompakt
bo'lishi uchun. uning to’la chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli.

Cla, b) fazoda F funksiyalar oilasi berilgan bo'lsin. Agar shunday C >0
mavjud boiib, ixtiyoriy o G F va barcha x G [a, b} lar uchun Jo(x) j< C
tengsizlik bajarilsa. u holda F funksiyalar oilasi tekis chegaralangan deyiladi.
Agar ixtiyoriy £> 0 son uchun shunday g > 0 son mavjud bo‘lib. Jtj —xt\ <
6 tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy Xi. .ro G [a, 6] hamda barcha ¢ € F
lar uchun |o (.Ti) —@(J9) j < £ tengsizlik bajarilsa. F funksiyalar oilasi tekis
darajada uzluksiz deyiladi.

17.2-teorema (Arsela teoremasi). M C C [a, 6] to'plam nisbiy kompakt
bo'lishi uchun uning tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz bo'lishi
zarur va yetarli.

Endi biz XK' yoki C” fazoda to'plamning kompaktlik va nisbiy kompaktlik
kriteriysini beramiz.

17.3-teorema. R"(Cn) metrik fazodagi K to'plam kompakt bo'lishi uchun.
uning chegaralangan va yopiq bo'lishi zarur va yetarli.

17.1-natija. R"(C") metrik fazodagi K to'plam nishiy kompakt bo'lishi

uchun. uning chegaralangan bo’lishi zarur va yetarli.

17.1. X metrik fazoda A va B nisbiy kompakt to:plamlar bo'lsa, AUB. An
B to'plamlar ham nisbiy kompakt boiishini isbotlang.

Isbot. .4 va B nisbiy kompakt to'plamlar boUgani uchun. 17.1-teorema-
ga ko'pa. ular to'la chegaralangan bo'ladi. Demak. 4 va B to'plamlar uchun
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A: va B chekli 5 to'rlar mavjud. U holda AUB to'plain uchun A- U B,
to'plam chekli r to r bo'ladi. Bundan A'OB to'plamning to la chegaralangan
ekanligi, 17.1-teoremadan esa .4 U B ning nisbiy kompakt to'plam ekanligi
kelib chigadi. 17.3-misol tasdig'iga ko'ra kesishma. 4 fIB C A nisbiy kompakt
to'plam bo'ladi. O

17.2. CJa. fi] fazoda.
F=1y()=J Ks,t)x(t) dt. x € B{0. 1]] (17.1)

funksiyalar oilasini nisbiy kornpakt.likka. tekshiring. Bu yerda B[O, 1]
to'plam - Cla, 6] fazodagi markazi nol (x(t) = 0) nuqtada radiusi 1
ga teng bo'lgan yopiq shar. K (s. t) - [a 6] X [a, 6] kvadratda aniglangan
uzluksiz funksiya.

Yechish. Arsela teoremasiga ko'ra F funksiyalar oilasining tekis chegara-
langan va tekis darajada uzluksiz ekanligini ko'rsatish yetarli. K (s. t) funksiya
- [a f] x [a f] kvadratda uzluksiz bo'lganligi uchun u chegaralangan, va'ni
shunday C > 0 son mavjudki. barcha s. t € [a, f] lar uchun jK(s,t)\ < C
tengsizlik o'rinli. x € B[0. 1] shartdan max |].r(/)j < 1 eka.nligi kelib chiga-

a<t<b
di. Endi F funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz:
Iy(s) 1= HJ[ & (si0 x(t) dt] <J/ \K (s,t) Jel.r(t) Jdt < Cmle(b- a).
a I a
Bu tengsizlik F funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini isbotlay-
di. Endi F funksiyalar oilasining tekis darajada uzluksiz ekanligini ko'rsatamiz:
1Y (si) - Y(s2) |= |f* K (sbt) x (t) dt- f* K (s2.t) x () dtj <
<j* K(si,t)- KE2t)!lex(Qdt<E£ele(6- a).
So'uggi munosabat |di —8r] < d tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha Si,S2 €
[a, ] va hamma x € B[0. 1] lar uchun o'rinli. Demak, F funksiyalar oilasi

tekis darajada. uzluksiz ekan. Shunday qilib. Arsela teoremasiga ko'ra (17.1)
tenglik bilan aniglangan F funksiyalar oilasi nishiy kompakt. to'plam bo'ladi.



17.3. C[0, 1] fazoda

P={{Xo(<)=iT W : QS(°oc)} (17-2)
funksiyalar oilasini nisbiy kompaktlikka tekshiring.

Yechish. Arsela teoremasiga ko'ra. (17.2) tenglik bilan aniglangan @
funksiyalar oilasining tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz ekanligini
tekshirishimizkerak. (1 —at)2 —1—2at+a2t2 > 0 tengsizlikdan \xa (t) \<
1 ekanligi kelib chigadi. Demak. ® funksiyalar oilasi tekis chegaralangan ekan.
Tekis darajada uzluksiz emas degan tushunehani ta'riflaymiz. Agar biror - >0
son va ixtiyoriy 6 > 0 uchun shunday xn G ® va shunday ti, 12 G[0. 1] lar
mavjud bo‘lib. jin —w\ < 6 tengsizlik bajarilganda

Ix, (ti) - xa (t2 1> £

tengsizlik bajarilsa. & funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas deyiladi.
Endi £= 1/2 va.6 > 0 - ixtiyoriy son bo'lsin. Agar a > d—va t; =— to=0

bo'lsa. u holda Ifi —"\ = 6< 6 bo'ladi. ammo

IXQ(tl) - Xa (t0) 1= -eeeeeeeeen = 1> £
1+a2-zal1

tengsizlik o'rinli. Demak, @ funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas
ekan. Shunday qilib, (17.2) tenglik bilan aniglangan @® funksiyalar oilasi nishiy
kompakt to'plam emas ekan. O

17.4. X metrik fazoda sanoqli va. kompakt. bo'lgan t.o'plamga misol keltiring.

Yechish. X = (—ec, oc) va M = {0, 2. 2-1..... 2"", ... } bo'lsin.
M to'plam sanogli va yagona limitik nuqgtasi O ni saglaydi. Demak. M yopiq
to'plam. M to'plam quyidan 0. vugoridan 2 bilan chegaralangan, ya'ni chegar-
alangan to'plam. 17.3-teoremaga ko'ra. Al kompakt to'plam bo'ladi. O

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar
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17.5.

17.6.

17.7.

17.8.

17.9.

17.10.

17.11.

17.12.

17.13.

17.14.

17.15.

17.16.

X metrik fazo A undagi kompakt to'plam bo'lsin. U holda ixtiyoriy
B(B C A) to'plamning nisbiy kompakt bo'lishini isbotlang.

X metrik fazo A undagi kompakt to'plam bo'lsin. Shunday B(B ¢ .4)
to'plamga misol keltiringki. u kompakt to'plam boimasin.

X metrik fazo A undagi nisbiy kompakt to'plam bo'lsin. U holda ix-
tiyoriy B(B C .4) to'plamning nisbiy kompakt bo'lishini isbotlang.

X metrik fazoda A va B kompakt to'plamlar bo'lsa, AUB. ATIB
to'plamlar ham kompakt bo'lishini isbotlang.

Kompakt metrik fazo to'la ekanligini isbotlang.
Kompakt metrik fazo separabel. Isbot giling.

Kompaktning uzluksiz akslantirishdagi tasviri yana kompakt bo'lishini

isbotlang.

X kompakt metrik fazo. {fa}rte/ esa undagi yopiq to'plamlar bo'lsin.
Agar Fa to'plamlarning ixtiyoriy cheklitasi bo'sh boimagan kesishmaga.

ega bo'lsa. u holda p) FO kesishma ham bo'sh emas. Isbotlang.
nel

Kompakt metrik fazolarning dekart ko'paytmasi yana kompakt bo'lishini
isbotlang.

X. Y metrik fazolar. Y kompakt va / : X —Y uzluksiz va inyektiv
akslantirish bo'lsin. U holda X va f{X) gomeomorf ekanligini isbotlang.

X kompakt metrik fazo va / : X —=X akslantirish uchun
>p{*y)< Vx.y € X

tengsizlik bajarilsa, / izometriya bo'lishini isbotlang.

X kompakt metrik fazo va. / : X —X akslantirish

pE(x):f(y))<p{x:y), xdy

222



shartni gauoatlantirsin. U holda f(x) = x tenglama yagona yechimga
ega bo'lishini isbotlang.

17.17. X kompakt metrik fazo va / : X —»X izometriya bo'lsin. U holda
f{X) = X ekanligini isbotlang.

17.18. K metrik fazodaa) Z, b) Mn = . k € ZFto'plam M uchun ganday
to'rni tashkil etadi?

17.19. Z2 to'plam R2 da ganday to'rni tashkil etadi?

17.20. Tekislikdagi 4 = {1 <,r <5 0<y <4} to'plam uchun chekli ¢ =
\/2 to'r quring. Chekli ¢ = y/2 to'rlar ichidan eng kam elementlisining
elementlari sonini toping.

17.21. / : X —»Y tekis uzluksiz. M C X to'plam to'la chegaralangan bo'lsa.
f(M) to'plam ham to'la chegaralangan. Isbot giling. Agar tekis uzluksi-
zlik shartini fagat uzluksizlik sharti bilan almashtirilsa, xulosa noto'g'ri
bo’ladi. Misol keltiring.

17.22. X metrik fazo. Agar ixtiyoriy uzluksiz / : X —K funksiya chegaralan-
gan bo'lsa. X kompakt metrik fazo bo'lishini isbotlang.

Demak, X metrik fazoda uzluksiz. ammo chegaralanmagan funksiya. mavjud
bo'lsa. X kompakt metrik fazo emas.

17.23. Agar M —kompakt to’plam, F—yopiq to'plam va M M F = 0 bo'lsa.
quyidagi tengsizlikni isbotlang

d(M,F)= XE’\iAm;eF p{x,y) > 0.

17.24. Shunday M va F yopiq to'plamlarga misol keltiringki, M fIF =0 va
d(M, F) = Xe,\ldr?IGF p(x.y) =0 bo'lsin.

17.25. Ushbu
a) {/}, n >0 b) {sinat}. a€M
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17.26.

17.27.

17.28.

17.29.

17.30.

17.31.

o {\NT72}’a>0 d {r+T5}"a>0 ¢ Nta>0

funksiyalar oilalarining gaysilari [0, 1] kesmada tekis darajada uzluksiz?
Qaysilari tekis chegaralangan?

K kompakt. C(K) shu kompaktda uzluksiz bo'lgan barcha haqigiy
(kompleks) giymatli funksiyalar to'plami bo'lsin. Agar

pOx.y) =maxIx(t) - y(O\
deb olsak. C(K) to'la va separabel metrik fazo ekanligini isbotlang.

X metrik fazo va K C JT kompakt to'plam bo'lsin. Ixtiyoriy x £ X
uchun shunday y € K mavjudki,

p(x.y) = Infp(x, 2)
ya'ni x uchun K da unga eng yaqgin element mavjud. Isbotlang.

X metrik fazoda K to'plam berilgan. Agar ixtiyoriy r > 0 uchun )\
to'plamning kompakt e to'ri mavjud bo'lsa. K kompakt bo'lishini is-
botlang.

Arsela teoremasidan fovdalanib, Cfl%. b] metrik fazoda K to'plamning
nisbiy kompakt bo'lishining zarur va yetarli shartini toping.

C[0, 1] metrik fazoda. ushbu

Mi = {x€C[0, 1]: [x(t)]<I}:

M2={i£ C[0, 1]: [Ja@© ~ N2}

M3={if C[0, 1]: WiN<1l [|I'Ql<2 |x®] <3}:
Mi ={r£ C[0, 1]: [xOl <1 |r®d] <2}:

M5={x € C[0, 1]: W{\ <1l \x'(t) <2}.
t.o'plainlardan qaysilari nisbiy kompakt to'plam bo'ladi?

K = [0 1] x [0. ] kvadratda uzluksiz differensiallanuvchi va

i <1 Jf|<I: /(Q0=1

(dti
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17.32.

17.33.

shartlanii ganoatlani inivelii /(/j, I fuuksiyalardan iborat to'plam C (K)
metrik fazoda kompakt ekanligini isbotlang.

{a,,} soniar ganday bo'lganda M —{x € In: jx,] <a,} "parallelepi-
pedl to metrik fazoda kompakt boiadi?

K ¢ X kompakt, 7, lar sim kompaktda aniglangan. haqigiy giymatli
uzluksiz funksiyalar. Agar ixtiyoriy x 6 K wuchun {/,(x) } monoton
kamaymovchi

bo'lsa. hamda ﬂi_qecfn(x) = f{x) uzluksiz funksiya bo'lsa, {/,} funk-
sional ketma-ketlik / funksiyaga tekis yaqiulashadi, ya'ni C(K) metrik
fazoda p{f,, f) — 0. Isbot qgiling.

111 bobni takrorlash uchun test savollari

. K fazo metrikasini koTsating.

A px,y) = Ix-yl By p{xy)=K-WN
C) p{x,y) = - y2 D) p(x.y) = WN+WN

R" fazo metrikasini koTsating
1

A—1

C) p{x.y) = max |x*- yk\ D) p{x.y) =V (xf- ykf

Rj fazo metrikasini koTsating.

i<ks, k=1

R'4 fazo metrikasini ko'rsating.

J

*=1

C) p(x.y) = lrllAax WK - YK\ D) p(x, y) (xk ~ Vkf

S
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10.

11.

12.

C [a. 6] fazo metrikasini ko'rsating.

A) p{xy) = -yf k{t) - y(t) Rdt  B) p{r.y) :; (1) - y(t) <k

C) p(-y) = max \x(t) - y(1)l D) p(x.y) =7 Ix(®) - y(OR

. Ci[a. b\ fazo metrikasini ko’rsating.

A) p{x.y)= 3 F \x() - y{t)'tdt  B) p{xy) =] \x(t) - y(t)\dt
y a a

C) p(x.y) = max|x(t) - y{h\ D) p(x.y) = I[x(1) - y{t)izdt

. C2[o. b] fazo metrikasini ko'rsating.

A) p(x,y) = Jyfn x(t) - y{th2dt  B) p{x,y) = f k() - y(t)ldt

f

I

b

C) p{xy) = max\x(t) - y{H\ D) p(x,y) =f \x(t) - y{t)\2dt
«<lIl<

ip/ p> 1 fazo metrikasini ko'rsating. T

A X,¥y) = sup ixj. - ykj B X,y) = Y1l XK - Yk!
) p{x.y) 1<A*D<£J yKj ) p{x.y) N

O p(xy) = {/*_Eq k*- b D pxr/) = £, K*-

£ fazo metrikasini ko'rsating. X
A) p(X,)’) = Ssup XK - yK\ B) p{X’ y) = ]r e~k IX*%E- W\
K—1

1<k<oc

c) p(x.y) :ngl*I;:i L*- YN 0) p(-r-r/) = El (x*- ya)2

Ratsional sonlar to'plami Q ning barcha limitik nuqgtalarini toping.
A) K B) Q C)o D)

Ratsional sonlar to'plami Q ning barcha urinish nuqtalarini toping.
A) R B) Q C) 0 D)

Ratsional sonlar to’plami Q ning barcha yakkalangan nugtalarini toping.

AAR B Q ©0 D)R\N
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Butun sonlar to'plami Z ning barcha limitik nugtalari to'plamini toping.

A°M BQ €0 DZ

Butun sonlar to'plami Z ning barcha urinish nuqgtalari to'plamini toping.

AX BQ CO0 DZ

Butun sonlar to'plami Z ning barcha yakkalangan nugtalari to'plamini

toping.
A) R B) Q C) o0 D) Z

E dagi ochiq to'plamni toping.
A) (0. 2) B) (0, 2 C) [0 2 D) [0 2

R dagi yopiq to'plamni toping.
A) (0, 1) B) [0. 1) C) (0, 2 D) [0. 4

R dagi chegaralangan to'plamni toping.
A) [0 1] B) (-00, 0) C)Q D) (0. .oc)

(X. p) metrik fazoda chegaralangan to'plam ta'rifini keltiring.
A) F C X to'plam X dagi birorta sharda saglansa;

B) F C X - yopiq to'plam bo'lsa:

C) F C X - ochiq to'plam bo'lsa;

D) F C X - chekli yoki sanogli dona, dementdan iborat bo'lsa.

Quyidagilar ichidan metrika. shartlarini ajrating.

Dpx.y) =0 x=y; 2)p(x, y) =p(y,x), Vx,y £X

3) p(\x. y) = Xp(y. x). 4 p(x.y) <p(x, 1) +p(z.y). Vxy,z GA,
A) 123 B)L24 C) 134 D) 1234

Quyidagilarning gaysilari {X,p) metrik fazodagi yopiq to'plam ta'rifi

bo'ladi?

1 Agar F to'plam barcha. limitik nuqt.alariiii 0'zida saglasa:
2. Agar F ning barcha nugtalari ichki nugta. bo'lsa;

3. Agar F = [F] bo'lsa;
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22.

23.

24,

25.

26.

27.

4. Agar F ning toidiruvchisi ochig to'plam boisa.
A) 123 B) 1.3 4 C)234 D) 1234

Quyidagilarning qaysilari (X.p) metrik fazodagi ochiq to'plam ta'rifi
bo’ladi?

1 Agar F to'plam barcha limitik nuqtalarini o’zida. saglasa;

2. Agar F ning barcha nuqtalari ichki nuqgta bo’lsa:

3. Agar F = [F] bo'lsa:

4. Agar F ning toidiruvchisi yopiq to'plam bo'lsa.

A) 123 B) 13 4 C)234 D) 2 4

R metrik fazoning hamma verida. zich to'plamni toping.
A) Q - ratsional soniar to'plami  B) tub soniar to'plami

C) Z - butun soniar to'plami D) N - natural soniar to'plami
R metrik fazoning hamma verida. zich to'plamni toping.
A) murakkab soniar to’'plami B) K\Q - irratsional soniar to’plami

C) Z - butun soniar to'plami D) N - natural soniar to'plami

R metrik fazoning hech yerida zich bo'Imagan to'plamni toping.
A) Q - ratsional soniar to'plami B) Z - butun soniar to'plami
C) R\Q - irratsional soniar to'plami D) [0, oc)

Quyidagi tasdiglardan to'g'rilarini ajrating.

1) Ochig to'plamning toidiruvchisi yopiq to'plamdir.

2) Ochiqg to'plamning toidiruvchisi ochiq to'plamdir.

3) Sanoqli sondagi ochiq to'plamlarning birlashmasi ochiq to‘plamdir.
4) Sanogli sondagi ochiq to'plamlarning kesishmasi ochiq to'plamdir.
A)l24 B) 123 C)1.4 D) 13

Quyidagi tasdiglardan to'g'rilarini ajrating.

1) Yopiq to'plamning toidiruvchisi ochiq to'plamdir.

2) Yopiqg to'plamning toidiruvchisi yopiq to'plamdir.

3) Sanoqli sondagi yopiqg to'plamlarning birlashmasi yopiq to'plamdir.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

4) Sanoqli sondagi yopiq to'plamlarning kesishmasi yopiqg to'plamdir.
A 124 B) 123 C) 1.4 D) 13

)R 2M  3)Clab 4 bl 5 C2a b}
A)L234 B)1,245 C 1235 D)2345

C\[L. 1] fazoda quyidagi ketma-ketliklardan qgaysilari tiolga yaginlasha-
di? Dfn(x)=x", 2)/,x)=1- xn.

3) f.{x) = (sinr)", 4) fn(x) = (cos.rn"

A) 1.3 4 B) 12 C)2.4 D)1,2.3

C2[0, 1] fazoda xn(t) = tn + f 1-1 ketma-ketlikning limitini toping.
A) x(t) =0 B) x(t) = 21 C) x(t) =1 D) x(t) =2

fazoda Koshi-Bunyakovskiv tengsizligini ko'rsating.

A) A=1 k=1 k=1
B) E \ui-h\ < E * >1, — —1
)(bll e (e w )* R4 g
p>i
D) IE akmbk
IA—1

R" fazoda Minkovskiy tengsizligini ko'rsating.

<E al ~bl
A kglak‘)k K- 1 i=

0 E}ﬂmk
D)EIK . in \El!a*f EN

R” fazoda Gyolder tengsizligini ko'rsating.
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Yopiq birlik shar qaysi fazoda kompakt to'plam boiadi?

A) R" da

B) C [s, b} da

C) f2 da

Rn fazoda kompaktlik kriteriysini keltiring.

A) To'plamning chegaralangan va ochiq bo'lishi
B) To'plamning chegaralangan va yopiq boiishi

D) m da

C) To'plamning chegaralangan va sanoqli boiishi

D) To'plamning chegaralangan boiishi

R" fazoda nisbiy kompaktlik kriteriysini keltiring.

A) To'plamning chegaralangan va ochiq boiishi
B) To'plamning chegaralangan va yopiq boiishi

C) To'plamning chegaralangan va sanoqli bo'lishi

D) To'plamning chegaralangan boiishi

Toia metrik fazoni ko'rsating.
B) cCilo, €] C) C2[a: b}

A) Cla; 6]

D) c3[a: b\

Separabel metrik fazolar keltirilgan javobni toping.

A) Rn. Cl[a. b],i2. m
C)RE, C[a B t2m D) cC".

Separabel boimagan metrik fazoni ko'rsating.

A) R"

B) Cla b} C)m

D) (2

B) R{ C[a. bj, @ @
RU. C2[a b} m

Birlik shar gavsi fazoda nishiy kompakt to'plam boiadi?

A) R" da

B) LoO. 1] da

C) i2da

D) m da



1l bob uchun javoblar va ko'rsatmalar
[1-8. Metrik fazolar

1. Agar x = (1, 1). y = (2, 2) deb olsak, u holda pr(x.r/) = JL—Ij +
2—2] =0 tenglik o'rinli, ammo x ® y. Demak. p? akslantirish uchun
metrikaning 1-aksiornasi bajarilmaydi.

Xuddi shunday ko'rsatish mumkinki, x = (2,3), y = (3,2) har xil nug-
talar uchun p3(x,y) = 2—2j + B—3] =0 va p\{x,y) = |2¢3—3+2 =0
tengliklar bajarila.di. Demak, p3 va. pi akslantirishlar uchun metrikaning
1-aksiomasi bajarilmaydi.

5. Ha. 6. P2 metrika boimaydi. pl.p3.p4 lar metrika bo'ladi.

16-34 misollarda keltirilgall p : X x X —R akslantirish metrikaning barcha
shartlarini ganoatlantiradi.

35, 36 va 40, 43-misollarda. metrikaning 3-sha.rti bajarilmaydi.

37, 39, 41, 42-misollarda metrikaning 1-sharti bajarilmaydi.

38-inisolda metrikaning 2-sha.rti bajarilmaydi.

44, 2. 45. 6. 46. 5. 47. 20. 48. 0.5. 49. s/7. 50. 2s/iv. 51. 2.

52. 1.53. 3. 54. y/3. 55. 2\/2. 56. 57. 4. 58. 2m

12-8. Yaginlashuvchi va fundamental ketma-ketliklar

5. aj Ha. b) Yo:q. ¢) Ha. d) Ha.
6. C(ll[0.1] dayo'g, CifO.l] da ha.
7.y, ) =T - "
8. Har bir Ae N uchun [0, 1] kesmada —-f1'" funksivalarni
quyidagi usul bilan aniglaymiz: /"*(0) = 1 va
1, agar =1 :
<T~k'

0. agar

Bu funksivalarni tartib bilan nomerlab. {gn} ketma-ketlikni hosil gilamiz.
{gn} ketma-ketlik 110l funksiyaga CJ0. 1] fazoda yaqinlashadi, lekin biror
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nugtada ham nolga yaginlashmaydi.

10. 1, (f) =t" - tn+l.

11. X,, Y., Z. ¢, ketma-ketliklar barcha metrik fazolarda uzoglashuvchi.
u, ketma-ketlik c<,c va m rnotrik fazolarda.yaginlashuvchi. agar ap > 1
bo'lsa. u @ fazoda ham yaginlashuvchi. (\ da uzoglashuvchi.

16. Ha

13-8. Ochiq va yopiq to‘plamlar

7. a), b), ¢) larga mos yopiq sharlar 13.1k chizmada a), b). c) lar.

13.1k-chizma

). b). ) larga mos ochiq sharlar 13.2k-chizmada a). 13). c) lar.

13.2k-chizma

a), b). ¢) larga mos sferalar 13.3k-chizma.da a), b). c) lar

13.3k-chizma
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@ Bfo, 1) = {0} 7%0. 1-yopi(] shar Ori va 0r2 o'glarining bhiashma-
sidan iborat. .S'0. lj sfcra esa koordinat o'glaridan (0. 1) nuqtani chigarib
tashlangan to'plamdan iborat..

8.a) B(-oc.r) —B(oc. 1) —0. b) B(-0¢c.r) = (=3¢, H1 —1)/r),
B (oc. 1) = = ((1 —r)/r. oc)

9. b) Diskret. metrik fazodagi birlik ochiqg shar uchun

diam B(.r0. 1) =0 <2+1.c) Har doim to'g'ri emas.

Diskret metrik fazoda. 0 = diam B (x0, 1) < diam B[xqg. 1] = 1

12. DliSth Tetrik fazodagi birlik yopiq shar.

20. A ni 1= >;' érar ko'rinishda uchlik kasrga. yovish mumkin. Bu vovilmada

1 ragami gatnashmayapti. Demak, 0, 25 £ K ekan.
14-8. To'la metrik fazolar

9. Wq. 10. C'fi.b].

11. a) / - gat’iy monoton funksiya bo'lsa. b) f- gat’iy monoton funksiya.
boiib, XI[rpﬂﬂ /(.r) = xoc bo'lsa.

12. Toidirmasi X = /Y to'plamga izomorf.

13. {opx) =4 . (P.p2) = m.

15. @) (P:pi) =C,2[0, 1], b) P,p2) = C()[0. 1],

c) P.p3) ={c£Cj—, 1] va t—0 da hosilasi mavjud funksiyalar}.

18. R da ratsional soniar to'plami.

24. (-5 6) oraligdagi ratsional sonlarni nomerlab chigamiz:

{xk} = (5 6) MQ.

Quyidagi ochiqg to'plamni kiritamiz:

*=j 4 7
A to'plam sifatida. A= ((0. 1) M Q) U (2. 3) U {4} UAIi ni olamiz. U holda

. (2.3)U 4L A3 [2 JUIS. 6 I,k: . 1) U(2; 3) U (5 6)
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M 0

A=1[ 1JU[2 3JU[5 6. A3 (2 3) U5 6.
27. X A=Q.
34. [0.1] da Riman yoki Dirixle funksiyasi.
43. X ning sanogli boiishi.
44. Ta'rifga. ko'ra. quyidagi yoyilmalar o'rinli:
M= U.Vn X = un A2 -i-
Bu yerda /12n va M2,.x lar X metrik fazoning hech yerida zich bo'Imagan
to'plamlar. U holda M UN = éNntenglik o'rinli. Demak. M UN 1-
kategoriyali to'plam.
62. Fr[a, 6] = Fr(a.  ={a&} FrZz=2Z, FrQ =R,
Fr\a, oo) = {a}. Fr0 =0.
66. {rr,} ketma-ketlikning [a. 6] kesinada tekis tagsimlangan bo'lishi uchun.
ixtiyoriy / GC[a, 6] da

bo'lishi zarur va yetarli. Har bir (a. 3) C [a f] uchun X .))(x) funksiyani
uzluksiz funksiya bilan yaginlashtirib tekis tagsimlangan ketma-ketlik uchun

’ . . . @ B- a

=l XA i pK@DCm =M T

, :1....._..112123;***7 **.,A ) "
tengiikka kela-miz. wn. 1, 3 5’ B"a Z Wl R T —k— ese ketma-ket-
lik {xn} bo'lsin. U holda n = k(k + 1) 2 deb olamlz.

/A 4
deb olsak

*V-i
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integral yig'indi va. bular uchun

lim p*- &= Jim /0o

A—oc

munosabat o'rinli. Shuning uchun

lim 6= [ f(x)dx

Jo
tenglik o'rinli. Endi n = A'uchun 0 va 1 sonlarini tashlab.
i 1 2 k
n y Hxr) = -n6 i+ -n© 2 + mem+ ﬁ©A-
=

ni olamiz. Matematik analizdagi Tyoplits teoremasiga ko'ra

. 1 2 K .
| X = i -
MmO H- ©0 + ssed—CLt) = Jim & Jé /(-r)d]

: : ) _n :
tenglikka kelamiz. Endi ----------- <N < - bo'lsin. U holda
k{k-1) kjk +1)
-E /R=-E /M +- E /m
(-1 £=1 f— N Ay |2
bo’ladi. Ko'rinib turibdiki
fifcD
I v- . LLI- 2.U u
- E - AT =
~— 1 2
/A —1)

Isin. Bu verda JV = ralz]1x]1|/(r)|. hamda. 'Ji—mac_fﬁm_: 1 Shuning uchun

im~E =T sno-

Demak. {r,} ketma-ketlik [0. 1] kemnadn tekis tagsirnlangan bo'ladi.



15-8. Uzluksiz akslantirishlar

10. Ha. 14. a) to'g'ri. b). ¢) va d) lat' doim to'g:ri emas.

17. a) uzluksiz. b) izometriya bo'ladi.

18. a) va c¢) uzluksiz. b) uzluksiz emas.

19. a) va d) uzluksiz. b), c) va e) lar uzluksiz emas.

20. a) va b) lar tekis uzluksiz, c) uzluksiz. lekin tekis uzluksiz emas.

d) a € (0. 2) da tekis uzluksiz, a >2 da tekis uzluksiz emas.

21. a) tekis uzluksiz, b) a£ (0, 2) da tekis uzluksiz, a > 2 da tekis uzluksiz
emas.

22. f(x) =xn, a > 1. 27. Tekis uzluksiz boiadi. 28. f(x) = y/x
29. a) Uzluksiz boiadi. b) har doim tekis uzluksiz emas.

34. 15.17-misolga. garang.

36. f(x) =axx, x£I.

37. R2 fazodagi evklid harakati, ya'ni

/(xi, x0) = (Xi cosip—x2sin”™ + Oi, Xi sin™ +X2cosf +ai) va

g(xi, ¥2) —(.IT, Xj) shakldagi izometriyalar va ularning kombinatsiyasi.
58. a) Ha, b) Yo'q.

16-§. Qisqartirib aks ettirish prinsipi

8. Ha 18. a<1. 21. a) x=1,414,b) x=3.321.¢c) x = -2, 369.
26. Shart emas. 29. A€ (—g. q). 0<qg<1 31. N£ (0, 1.

17-8. Metrik fazolarda kompakt to'plamlar

5. A kompakt to'plam boigani uchun, istalgan s > 0 da uning .4- chekli
s to'ri mavjud. B ¢ A boiganligi uchun At to'plam B uchun ham chekli s
to'r hoiadi. 17.1-teoremaga ko'pa B nisbiy kompakt to'plam bo'ladi.

6. X =® A=]01]. B =(0,1). 7. 17.5-misol kabi isbotlanadi.

18. a) £=0,5. b) £=TA 19- £=1"

20. Tekislikning 4 ta NJ1(2,1), N/r(2,3), N/3(4,1) va ~/4(4.3) nuqtalaridan
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tashkil topgan to'plam [ uchun eng kam elementli 5 = M2 to'r (17.1k-

chizma) bo'ladi.

0 1 X

17.1k-chizma

21. A'= R. M = (0.1). /(x) = —.

24. A'= R2 M = {(x,y) :y—0}. F = {(x.y) : x>0. y= x-1} yoki
tekislikda M sifatida y — x to‘g‘ri chizigni. F sifatida esa asimptotikasi
y = X bo'lgan va u bilan kesishmaydigan biror egri chizigni olish mumkin.
25. Birortasi ham tekis darajada uzluksiz emas. a), b), d) lar tekis chegar-
alangan.

29. C41 [a, 6] fazodagi K to'plam nisbiy kompakt bo'lishi uchun uning tekis
chegaralangan hamda o‘zi va hosilalari tekis darajada uzluksiz bo'lishi zarur
va yetarli.

30. M2, M3, M4, 32. Ii[‘E. a, = 0.
111 bobda keltirilgan test javoblari

1-A 2-A 3-B 4-C 5-C CB 7-A 8C 9-C 10-A 11-A 12-C 13-C
14-D 15-D 16-A 17-D 18-A 19-A 20-B 21-B 22-D 23-A 24-B 25-B
26-D 27-C 28-A 29-A 30-A 31-D 32-B 33-C 34-A 35-B 36-D
37-A 38-B 39-C 40-A.
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