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Kirish

Funksionai analiz matematikaning alohida boiimi sifatida. XVIII asrning 

oxiri va XIX asr boshlarida shakllana, boshlangan. Funksionai analizga oid 

dastlabki ilmiy ishlar italyan matemagi Volterra., fransuz matematigi Puankare 

va. nemis matematigi Hilbertga taalluqlidir. Metrik fazo tushunchasi fanga. 

fransuz inatematigi Freshe tomonidan XX asr boshlarida kiritilgan. normalan- 

gan fazo tushunchasi 1922 yilda polyak matematigi Banax va unga bogiiq 

boimagan holda amerikalik matematik Viner tomonidan kiritilgan.

Maiumki universitetlarning "Matematika". "Mexanika" va "Ainaliy ma- 

tematika va informat,ika" yoiialishlari uchun tuzilgan o‘quv rejada "Funk- 

sional analiz" fani ko'zda tutilgan boiib. ushbu fan ixtisoslik fanlar ichida. 

asosiy o'rin tutadi.

Universitetlarda "Funksionai analiz" kursi asosan ikki qismdan iborat. ular 

shartli ravishda quyidagicha nomlanadi:

I qism. Haqiqiy o'zgaruvdiitiing funksiyalari nazarivasi.

II qism. Operatorlar nazarivasi.

Amaldagi "Funksionai analiz" kursi fan dasturida I qism "Oichovli to‘n- 
lamlar nazariyasi", "Lebeg integrali" va "Metrik fazolar" boiimlarini o7. 

ichiga. oladi. II qism esa. "Normaiangan fazolar" va "Operatorlar nazariyasi" 

boiimlarini o‘z ichiga oladi. Universitetlaniii’.g matematika. mutaxassisligida 

taiiin  oluvchi talabalar uchun "Funksionai analiz" kutsidan o'zbek a.lifl>osi- 

da. birinchi marotaba akademik T.A. Sarimsoqov tomonidan darslik nashr 
etilgan (T.A. Sarimsoqov. Haqiqiy o'zgaruvchining funksiyalari nazariyasi; 

T.A. Sarimsoqov. Funksionai analiz kursi). Oliv o'quv yurtlanda taiiin  shak- 

li ikki bosqiclili tizimga (bakalavriatura va magistratura) o'tishi munosabati 

bilan OTMlari barcha fan dasturlarida jiddiv o‘zgarislilar yuzaga keldi. Bu 

o'zgarishlar o'z navbatida barcha yo'nalishlar uchun tegishli darslik va o quv 

qoilanmalarni ishlab chiqishni talab etmoqda. Ushbu |G. 7| o'quv qoilanmalar. 

universitetlarning bakalavriatura o'quv rejasidagi "Funksionai analiz" kursidan 

yuqoridagi ehtiyojlarni qondirish maqsadida yaratilgandir.



Mazkur o'quv qoilanma, universitetlarning matematika yo'nalishi talaba.la.ri 

uchun "Funksional analiz" kursidan amaliy mashg'ulotlarni olib borishda 
lotin yozuviga asoslangan o'zbek alifbosida. adabiyotlar tanqisligining oldini 

olish maqsadida yozilmoqda. Mazkur qo'llanmada "Funksional analiz" fani- 

ning I qismini tashkil etuvchi o’lchovli to'plamlar nazariyasi. Lebeg integrali 

va metrik fazolarga oid mavzular uchun tegishli ta'riflar, xossalar, teoremalar 

bayoni berilgan, shuningdek misol va masalaiar namuna sifatida yechib ko'rsa- 
tilgan.

Birinchi bo'lim o'lchovli to'plamlar nazarivasiga bag'ishlangan bo lib, qoi- 

lanmada to’plamlar va ularning o’lchovlariga. oid mavzular bayon qilinadi. 

Har bir mavzuga oid asosiy tushunchalar ta'rifi, asosiy teoremalar va xos- 
•salar keltirilgan. Qoilauma to'plamlar. akslantirishlar, to'plamlar quvvati, 

to'plamlar sistemasi, o'lchovli to'plamlar, o'lchovning umumiy ta'rifi va o'lchov- 

ni Lebeg ma'nosida davom ettirish kabi mavzularni o’z ichiga oladi. Har bir 

mavzu namunaviy misollar bilan boyitilgan. Shuningdek, mavzularni o'zlash- 

tirish va mustaqil o'rganish uchun yetarlicha misol va masalaiar berilgan.

Ikkinchi bo'lim integrallar nazarivasiga bag'ishlangan. Qo'llanmada oichovli 

funksiyalar, o'lchovli funksiyalar ketma-ketliklarining yaqinlashishlari. Lebeg 

integrali, monoton funksiyalar, o'zgarishi chegaralangan funksiyalar, absolyut 

uzluksiz funksiyalar va Lebeg-Stiltes integraliga oid m aiumotlar bayon qilina­
di. Har bir mavzuga oid asosiy tushunchalar ta :rifi, teoremalar \-a xossalar kel­

tirilgan. Barcha mavzular bo'yicha namunaviy misollar yechimi bilan berilgan. 

Shuningdek. talabalar mavzularni yaxshi o'zlashtirishi va mustaqil o'rganishi 

uchun har xil tipdagi misol va masalaiar jamlangan.

Uchinchi bo'lim metrik fazolar nazarivasiga bag'ishlangan. Qo'llanmada 
metrik fazolar, yaqinlashuvchi ketma-ketliklar, to'la metrik fazolar, ochiq va 

yopiq to'plamlar, kompakt to'plamlar, separabel metrik fazolar va qisqartirib 

akslantirishlarga oid mavzular bayon qilingan. Har bir mavzuga oid asosiy 

tushunchalar ta'rifi. asosiy teoremalar va xossalar keltirilgan. Mavzularga oid 

namunaviy misollar yechib ko'rsatilgan. Shuningdek, mavzular bo'yicha uy
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I. 0 ‘L C H 0V L I T O 'P L A M L A R

Ushbu boiim  to'plamlar, akslantirishlar. to'plamlar quvvati, to'plamlar sis­

temasi, o'lchovli to'plamlar. oichovning umumiy ta'rifi va o'lchovni Lebeg 

ma'nosida davom ettirish kabi mavzularni o’z ichiga oladi. Har bir mavzuda na- 

munaviy misollar yechimi bilan keltirilgan. Shuningdek, amaliy mashg'ulotlar 
va uy vazifasi uchun yetarlicha misol va masalalar berilgan.

1- §. To'plamlar ustida amallar

Matematikada juda xilma-xil to'plamlarga duch kelamiz. Haqiqiy sonlar 
to'plami. tekislikdagi ko'pburchaklar to'plami, ratsional koeffitsiyentli ko'phad- 

lar to'plami va. hoka.zo. To'plam tushunchasi matematikada tayanch tushun- 
chalardan boiib. unga. ta'rif berilmaydi. To'plam so'zining sinonimlari sifatida 

ob ’ektlar jamlanmasi yoki elementlar majrnuasi so'z birikmalaridan foydalani- 

ladi. To'plamlar nazariyasi hozirgi zamon matematikasida juda muhim o'ringa 

ega. Biz uning ayrim xossalarini o'rganish bilan cheklanamiz.

To'plamlarni lotin alifbosining bosh harflari .4, B , . . .  ularning elementlar- 

ini esa kichik - a ,b . . . .  harflar bilan belgilaymiz. Biz asosan quyidagi bel- 

gilashlarda.n fovdalanamiz. N — natural sonlar to'plami. Z — butun sonlar 

to'plami. Q — ratsional sonlar to'plami. К — haqiqiy sonlar to'plami, С 

— kompleks sonlar to'plami, R+ =  [0, oc), Z+ =  {0} U N hamda R n sifati­
da n — o'lchamli arifmetik Evklid fazo belgilanadi.

Matematik simvollarning ma'nolariga to'xtalamiz. a £ A belgisi a (de­

m ent A to'plamga tegishli ekanligini bildiradi. Bu tasdiqning inkori a & A 

shakldayoziladi va a element A to'plamga tegishli emas debo'qiladi. А С В  

belgi A to'plamning barcha elementlari В  to'plamga ham tegishli ekanligi- 
ni bildiradi. Bu holda .4 to'plam В  to'plamning qismi deyiladi. Mtumlnn, 

natural sonlar to'plami haqiqiy sonlar to'plamining qismi boiadi. Agin A va 

В  to'plamlar bir xil elementlardan tashkil topgan boisa, u holda ular teng 

to'plamlar deyiladi va A =  В  shaklda yoziladi. Ko'pincha. to'plnrnlnt'ning 

tengligini isbotlashda А  С В  va В  С A munosabatlnrnin« Ьн)иг11ЫЫ



ko'rsatiladi ([1] ga qarang). Ba’zida birorta ham elementi mavjud bo'lmagan 
to'plamlarni qarashga to'g'ri keladi. Masalan, 2 < x  < 2 qo'sh tengsiz- 

likni qanoatlantiruvchi haqiqiy sonlar to'plami yoki |a-| =  -1  tenglamaning 

yechimlari to'plami va hokazo. Bunday to'plamlar uchun maxsus bo‘sh to ‘plain 

nomi berilgan va uni belgilashda 0 simvoldan foydalaniladi. Ma’lumki, har 
qanday to'plam bo'sh to'plamni o'zida saqlaydi va har qanday to'plam o'zining 

qismi sifatida qaralishi mumkin. To'plamlarning bo'sh to'plamdan va o'zidan 
farqli barcha qism to'plamlari xos qism to'plamlar deyiladi. o'quv qo'llanmada 

A va V belgilari mos ravishda va hamda yoki so'zlariga mos keladi.

Ixtiyoriy tabiatli A  va В  to'plamlar berilgan bo'lsin.

A  U В  = {.r : x  e  A  V x e  B }  

to'plam .4 va В  to'plamlarning yig'indisi yoki birlashmasi deyiladi.

А П В  = {.r : x e  A A x e B }

to'plam A  va, В  to'plamlarning kesishmasi deyiladi. Ixtiyoriy (chekli, chek­

siz) sondagi A a to'plamlarning yig'indisi va kesishmasi ham shunga o'xshash 

aniqlanadi:

U .1,, — {.t : dQo G A, i  € - j , П A a — {x : Vet G A, x  G .4Q} .
uS.Y ' a f : X

A  va. В  to'plamlarning ayirmasi deb

Д\.В =  {x : x  e A A x B }

to'plamga. aytiladi. Agar В  с  A  bo'lsa, A \B  to'plam В  to'plamning A  

to'plamgacha toidiruvchi to'plami deyiladi va Ca B  := С  В  shaklda belgi­
lanadi. Ba’zah, A  va В  to'plamlarning simmetrik ayirmasi tushunchasini 

kiritish maqsadga muvofiq bo'ladi. A \B  va B \A  to'plamlarning birlashmasi- 

dan iborat to'plamga .4 va В  to'plamlarning sim m etrik ayirmasi deyiladi. 

ya’ni
A A B  =  (A \B )  U (B \A ) .



Agar A, В CI G bo lib. G da -t- amah aniqlangan bo Isa. u holda

А  -Ь В  = {с : с — a -Ь 6, й G A. b £ В }

to'plam A va В to'plamlarning arifmetik yig’indisi deyiladi.

A" va Y  to'plamlarning dekart ko'paytmasi deganda

X  x Y  =  {(x, y) : x e X .  y e Y }

to'plam tushuniladi. X  x Y  to'plamning ixtiyoriy R  qism toplami munosa­

bat deyiladi. x element (x, у ) juftlikning birinchi koordinatasi, у element 
esa uning ikkinchi koordinatasi deyiladi va mos ravishda x =  pi'x(x.y) va 

у =  ргг(х. у) kabi belgilanadi. Xuddi shunday X  x Y  to'plamning ixtiyo­

riy R qism to'plamining birinchi va ikkinchi koordinat.alarga. proyeksiyalari 

aniqlanadi:

p r \R  =  {x  : x £  X ,  3 у £ Y. (x. y) £ R} .

pr-iR =  {у  : у £ Y. З.г £ X. (,r. y) £ R} .

Bu to'plamlar R munosabat ning mos ravishda aniqla.nish sohasi va qiymatlar 

sohasi deyiladi. Bundan keyin biz 2t(A") bilan A’ ning barcha qism to'plamlari 
sisternasini belgilaymiz.

Endi mavzuga oid namunaviy misollar yechib ko'rsatamiz.

1.1. To'plamlar yig'indisi va kesishmasi kommutativ. Isbotlang.

A U  В =  В U А. А П  В =  B O A .

Isbo t. Ixtiyoriy x £  .4 U В elementni olamiz. Bundan

x £ A V x £ В = >  x £ В  V x £ A = >  x £ В  U A

ni olamiz. Demak, A l l  В С B U  A ekan. Agar у £ В  U A ixtiyoriy element 

bo'lsa. u holda

у £ В V у £ A = >  у £ A V у £  В = >  у £ .4 U В

bo'ladi, ya'ni В 'J А с  .4 U В ekan. Yuqorida keltirilgan munosa.batla.rdan 

.4 U В =  В  U A  ekanligi kelib chiqadi. □



1.2. Distributivlik qonunlarini isbotlang:

( Л и В ) П С  =  (ЛП С) и (В  П С). 

(А  П В) и  С  =  [А и  С) л { в  и  С).

Isbo t. х £ {A U В) П С  ixtiyoriy elementn bo'lsin. Ta'rifga ko‘ra. 

x G A U В A x € С  boiadi. Bu yerdan

(x £  .4 V x £  B) A.r G С  = >  x  G Al)C  A x G B u C  = >  x G (.4иО)П(ВПС)

kelib chiqadi. Demak, ( i  U В) П С С (A U С) П {B  U C) ekan. Agar у G 

( A U ( ' ) D ( B U  C) ixtiyoriy element boisa, и holda

у E A U С  A y € B U C = ^ >  (у £ A  V у £  С) А {у £ В  V у £  С)

boiadi. Bu yerdan у £  (.4 U В) П С  ni olamiz. ya'ni ( А и С ) П ( В и С 1) С 
(A U В) Г) С  ekan. Yuqorida keltirilgan munosabatlardan (.4 U В) П С  =  

(.4 U С) П (В  U С) ekanligi kelib chiqadi.

(.4 П В) U С =  (.4 U С) П (В  U С) tenglik shunga o'xshash isbotlanadi. □ 

To'plamlar nazariyasida muhim o'rin tutadigan va ikkilik prinsipi deb 

nomlanuvchi quyidagi munosabatni isbotlang.

1.3. Yigindining toidiruvchisi toidiruvchilar kesishmasiga teng:

E \ U A n -  C\{E\A0). An c E .  (1.1)О о

Isb o t. Ixtiyoriy x £ E \  j A n elementni olamiz. bu yerdan G E  va
О

x  ^ U .4ft ekanligi kelib chiqadi. Bundan ixtiyoriy a  uchun x ning Л0.
a

to'plamga tegishli emasligiga kelamiz. Demak. x element „4n to'plamlarning 

toidiruvchilarida yotadi. Shunday qilib. ixtiyoriy a  uchun x £ E \ A Ct munos- 

abat o'rinli. bundan biz x £  П (£ \4 0) ga ega bo'lamiz. Bu esaa

Е \ и А а С П ( Е \ А а) (1.2)
a  a

munosabatni keltirib chiqaradi. Endi teskari munosabatni isbotlaymiz. Agar 

x £  П (£'\Л а) boisa. u holda barcha a  larda x £  E \ A a boiadi va x



element А,„ to'plainlamiag bimrtnelga Imin teglshll miim, bu <m x. £ UA„
m *! i J r f  ; .Ц /

ekanligini bildiradi. Demak, x  € E \  U A,t c>kiw, Uuudtui 1)1/.(i

E \U  Aa D n {E \A „ )  f(1.3)
(\ tV 1

ga kelamiz. (1.2) va (1.3) munosabatlar (1.1) tenglikni libotlfiydi. □

1.4. A =  { {x .y )  : jx! < 4. \y\ < 4 }  va В =  {(,r,//) : x2 + j/2 < 25} ф'р- 

lamlar uchun A u B ,  A \B ,  A A B , А п  В to'plainliinii tekislikda taswir- 
lang.

Yechish. Tekislikda to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasini qaraymiz. 
Bu holda A =  [—4; 4] x [—4; 4] kvadratdan, В  esa markazi koordinatalar 

boshida radiusi 5 bo'lgan yopiq doiradan iborat boiadi (1.1-chizmaga qarang). 

A u B  — 1.1-chizmada shtrixlangan soha, A \ B  kvadratning uchlaridagi ver- 

tikal shtrixlangan soha, A A B  — chizmada vertikal va gorizontal shtrixlangan 
soha. А П  В  — chizmada qiyalab shtrixlangan soha. □

1.5. [ X \ Y )  \ Z  =  X \  (Y  U Z) tenglikni isbotlang.

Isb o t. Berilgan to'plamlarning tengligini tekshirish А с  В  va. В  С A 

munosabatlarni ko'rsatish orqali amalga oshiriladi. Endi x  € ( X \ Y )  \ Z  ix­

tiyoriy element bo'lsin. U holda x  e X \Y ,  x  £ Z  =Ф> x € X. x  & У, x ^ 

Z =* X  6 X, x  i  (Y  U Z ) => X  e  X \ ( Y  U Z ) . Demak. (АДГ) \Z  с  

X \  (Y  U Z) munosabat o'rinli. Endi teskari munosabatni ko'rsatamiz.. у € 

X \ ( Y  U Z) ixtiyoriy element bo'lsin. U holda у € X , у £ Y  U Z  bo'ladi. 
Bu yerdan у  € X, у ф Y, у ф Z  ekanligini. bundan esa у e X \Y .  у $ Z

10



natijada у G ( X \ Y ) \ Z  ekanligiai olamiz. Demak, ( X \ Y )  \ Z  D X \  (Y  U Z) 

munosabat o'rinli. Olingan bu ikki munosabatdan ( X \ Y )  \ Z  =  X \ ( Y  U Z) 

tenglik kelib chiqadi. П

1.6. (Л' П A'i) x (Y  П Yi) — (X  x У) П (Ai x Y{) tenglikni isbotlang.

Isbot. Bu yerda ham 1.5-misoldagi kabi yoi tutamiz. V(x. y) G (А flA i) x 

(Y  П >i) => x 6 X  П X i,  у G Y  n  V i. Bu yerdan x G A. у  G Y  A x £ 

A'i, у  G Yi => (x ,y)  G X  x У Л (x ,y)  e  A'i x Yx ekanligini. bundan 

esa (x. y) G (A' x Y )  П (Aj x Vi) ni olamiz. Ya'ni (А П A i) x" (Y  П Yi) 

С (X  x Y)  П (Ai x Y\) munosabat o'rinli. Teskari munosabatni ko'rsatish 

uchun (x, y) G (A x Y )  П (X\ x Yx) dan orqaga qarab harakatlanish yetarli. 

Shunday qilib. (А П A x) x (УПУ]) =  (A" x Y)  П (A^ x У ) tenglik isbotlandi. 

□

1.7. Ixtiyoriy {-4,,} to'plamlar ketma-ketligi uchun shunday {B n}  to'plam­

lar ketma-ketligini tuzingki.

a) Bn С An, Bi П Bj =  0, i ф j, U Bn -  U A n boisin:)1 = 1 n=l

b) B n D A„, B n+1 D B„, U B„ =  LJ Л,, boisin:
77 = 1 ??■=1 ;

c) B„ с  A n, B „+1 с  B„, П B„ =  П A a boisin.
11 = 1 /<==1

Yechish. Berilgan {Лп} ketma-ketlik uchun {J5„} to'plamlar ketma- 

ketligini quyidagicha tuzamiz.

B\ =  A\, Bo =  -42\ .4i, . . . .  B n =  A n\  Ak,

Hosil qilingan {Bn} to'plamlar ketma-ketligi misolning a) bandidagi barcha 

shartlarni qanoatlantiradi. Quyida biz b) va c) banddagi shartlarni qanoat- 

latiruvchi { B n}  to'plamlar ketma-ketligini keltiramiz:

b) Bi =  .4i, B -2 — A\ U A o.. . . .  Bn =  U Ak, ■. •к—1
c) Вг =  Ai, B 2 =  А г n  Ao.......  B„ =  Д - 4 , . . . .  □
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Tfl 1 Tfl 1
1.8. Ushbu I ------- — ---- 1- — 77 I . m e Z. n e  N intervallarniiig hech biri

n 4n2' n 4n2y 
s/2 sonini o‘z ichiga olmasligini isbotlang. Demak,

Isb o t. \ /2  soni irratsional boiganligidan, ixtiyoriy butun m. n soniari

uchun \m1 - 2 n 2\ Ф 0 bo'ladi. Binobarin |m2 — 2n21 > 1 tengsizlikkakelamiz.
Endi ixtiyoriy butun m € Z va natural n € N soniari uchun I— — s /2 \  >

n 4 n2
tengsizlikni isbotlaymiz. Bu yerdan

г г  , I I I I (  TXl 1 Tfl 1

m e Z n e N  4

munosabat kelib chiqadi. Agar m <  0 bo'lsa. u holda ravshanki I— — s /2 \  >
1 П

s/2 > 1,4 > tengsizlik o'rinli. Demak, m > 0 bo'lgan hoi, ya’ni n e N

uchun |-------\/21 > —77 tengsizlikni isbotlash kifoya. Agar — > 2  boisa.
n 4 n1 n

Tfl
u holda tengsizlik yana o'rinli boiadi. Shunday qilib, n. rn € N va — < 2

n
boiganda tengsizlikni isbotlash yetarli. U holda

1 < \m 2 -  2n 2j Л  <  ! ^  -  2| =  i— -  V 2| ( -  +  V2) <
n- n 2 ri n

< (2 +  s/2 ) \ ^ ~  V 2 \ < 4 \ ^ - V 2 \ .

Bundan esa. —1/ 2| > tengsizligi kelib chiqadi. Shunday qilib. ixtiyoriy 
m e  Z va п е й  uchun

г  , f  ni 1 m 1
гг 4?г2: n 4r?2,

Shuni isbotlash talab qilingan edi. □

U y vazifalari va mavzuni o'zlashtirish uchun masalalar

1.9-1.17-misollarda keltirilgan munosabatlarni isbotlang.
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1.9. To’plamlar yig’indisi va kesishmasi assotsiativ.

(A и B) и С =  ,4 U (B  U С), (А П В) П С  =  А Л (В n  C).

1.10. Kesishmaning toidiruvcliisi toidiruvchilar yig’indisiga teng:

Е \П А „  =  U( E \A a),  Aa с  E. (1.4)a о

1.11. A A B  =  {A U B )\(A  П B ) .

1.12. ALS В  =  (А А  В) А  (АП B ) .

1.13. A \ B  =  А А ( А П В ) .

1.14. Agar А  С E, В  С E  bo'lsa, ( E \A ) A ( E \B )  =  A A B  tenglik o'rinli.

1.15. (A U B )A (C  U fl) С (A A C )  U (B A D ).

1.16. A va В  to'plamlar uchun А с  В  U (A A B )  munosabat o'rinli.

1.17. Agar Ai va A -2 to'plamlar kesishmasa, ixtiyoriy B\ va. lar uchun 
Bi П Во С (A iA B i)  U (A2A B 2) munosabat o’rinli.

1.18-1.24-misollarda berilgan A va В  to'plamlar uchun .4 U B, A \B .  

A A B , А П  В  ko’rinishdagi to'plamlami toping. 1.23-1.24-misollarda esa 

A u B .  A \B ,  A A B , А П  В  to’plamlami t.ekislikda tasvirlang.

1.18. .4 =  [0, 1] ; B =  (0, 1).

1.19. A =  {2 .4 ,6, . . . .  2n , В =  {3,6. 9 , . . . : 3n , . . .} .

1.20. A =  Q, В  =  M \Q— irratsional sonlar to’plami.

1.21. A =  [0. 1] \<Q>, B =  [0, 1]HQ.

1.22. A =  {.r e  M : sin 4.x =  0} , В =  {.r £ К : cos 2x =  0} .

1.23. A =  { (x. y)  : 0 <  г  < I, 0 < у < x}  .

В  =  {(x. y) : 0 < x <  1, x <  у <  1} .
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1.24. .4 =  { ( х, у )  : х 2 + у 2 <  16} , В =  j( .r ,j/)  : +  у  < l l  . 

1.25-1.38-misollarda keltirilgan munosabatlarni isbotlang.

1.25. A' с  Y  <=> X  U Y  =  Y  <=> X  П У  =  X.

1.26. X  с  Z  A Y  с  Z  <=> X U Y  с  Z.

1.27. Z С X  A Z  С Y Z  С X  П Y.

1.28. X \ Y  =  X \  [ X  П Y)  =  ( X  U Y)  \Y.

1.29. X \  ( Y \Z )  =  ( X \ Y )  U (X  П Z ) .

1.30. ( X \ Y )  П (Z \U )  =  { X D Z ) \  (Y  U U ) .

1.31. X  П ( Y \Z )  =  (X П Y) \  (X  П Z ) .

1.32. ( X \Z )  П ( Y \Z )  =  (X  П Y ) \Z .

1.33. (X  U Y) \ Z  =  ( X \ Z )  U [ Y \ Z ] .

1.34. X  П У =  0 X  с  C Y  <=> Y  С OX.

1.35. X  С Y  <̂ ==> C Y  С C X .  1.37. X  A X  =  0.

1.36. X  A Y  =  Y  A X .  1.38.. A AQ =  X.

1.39. Shunday X  с  Z  va Y  С Z  to'plamlar topingki. X  x Y  /  Y  x X  

boisin. X  x Y  — Y  x X  tenglikdau X  — Y  kelib chiqadimi?

1.40. X  =  {1,3. 5} . Y =  {2, 4} to'plamlar uchun X  x У. Y  x A to'plamlar 

elementlarini yozib chiqing. X  x Y  — Y  x X  tenglik t.o‘g‘rimi?

1.41-1.43-misollarda keltirilgan munosabatlarni isbotlang.

1.41. X  x (Y  U Z )  =  (X  x Y )  U (X  x Z ) .

1.42. (X x У) U (Xi x Vi) с  (X U Aj) x (Y U У ) .

1.43. (X  x Y)  П (Xi x Y)  =  (X  П X x) x Y.

14



1.44. (X  х У) U (Xi х У ) =  ( X JU X i)  х (У U У ) tenglik to'grimi?

1.45. Ushbu A  U В =  А А  {В \А )  tenglikni isbotlang. Demak. " U ’’ amalni

” Д ” va ” \ !! amallar orqali ifodalash mumkin. Shunga o‘xshash:

a) ” U ” amalni " Д" va ” Л ” amallar orqali;

b) ” П" amalni ”Д" va ’’ U ” amallar bilan:

c) ” П ” amalni "A" va ” \ ” amallar orqali ifodalang.

Umuman, ” U ” , ’’ П ” . ” \ ” , ,:Д ” amallardan ixtiyoriy birini:

d) qolgan uc.hta.si;

e) qandaydir ikkitasi orqali ifodalash mumkinini?

1.46. {Л,,} to'plamlar ketma-ketligi uchun quyidagi belgilashlami
ос ос ОС' X:

A* = П U Am, A, = U П A„,
n —  1  111 =  11 n =  l  111=11

kiritamiz. U holda П A„ С A,  С .4* С U .4,, munosabatlarni isbot-
/7 — 1 71= 1

lang.

1.47. Agar .lj с  Л2 С ••• bo'lsa. {.4,,} to'plamlar ketma-ketligi o'suv- 

chi, aksincha. .4j Э Аг Э • ■ • bo'lganda. {Л,,} kamayuvchi deyiladi. 
O'suvchi to'plamlar ketma-ketligi uchun

A , =  Л* =  U A n.
П=1

hamda kamayuvchi to'plamlar ketma-ketligi uchun

A t =  A" =  П A„
77 =  1

tengliklarni isbotlang.

1.48. A„ =  : к £  z |  — maxraji n € N bo'lgan barcha ratsional sonlar 

to'plami bo'lsa. A, =  Z, A * =  Q tengliklarni isbotlang.

1.49. Agar A3„ =  B. A 3n- \  =  ('■ A3v-n — D, w G N bo'lsa.. A * va A * 

to'planilarni В . С , D  to'plamlar orqali ifodalang.
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к — —, к +  — J . к, п е  N to'plamlar uchun

to'plamlarni toping.

1.51. Ushhu IJ П  Акп С П U Akn munosabat ixtiyoriy {Лд„} . к. n G N
1=1 /( =  1 / i = l A = l

to'plamlar uchun to'g'ri. Isbotlang.

1.52. fi =  { x  : x =  (x\. X2, ... ; x„. . . . )} barcha ketma.-ketliklar to’plami.

=  { x : x =  (xi, x -2..... x„. 0, 0. •■■)} esa n +  1 -  hadidan boshlab 0
dan iborat ketma-ketliklar to'plami bo'lsin. U holda Q ^  U ekan-

1.53. c0 =  \ x : x =  (x i ,x 2, ...). lim x„ =  0 f — 0 ga yaqinlashuvchi bar-
I  It—'DC J

clia ketma.-ketlikla.rdan iborat to'plam va p G N uchun

ya’ni modulining p — darajalaridan tuzilgan qator yaqinlashuvchi bo'lgan 

barcha ketma-ketliklar to'plami bo'lsin. U holda

bo'lishini isbotlang.

1.54. Ratsional sonlar to'plami Q  =  {?7i- щ ....... r)„,. . .} biror usulda nomer-
langan bo'lsin. Ixtiyoriy 5 > 0 uchun

ligini tushuntiring.

Co D U va Со Ф U £v

U (?/,, -  5. Tj„ +  5) =  R 
/1 = 1

tenglikni isbotlang.
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2- §. A kslantirishlar

Funksiya tushunchasini umumlashtirish. Ma'lumki. matematik anal- 

izda funksiya. tushunchasi quyidagicha ta ’riflanadi: A  soniar o‘qidagi biror 

'to'plam boisin. Agar har bir x G X  songa /  qoida bo'yicha aniq bir 

у =  f ( x)  son mos qo'yilgan boisa. u holda X  to'plamda /  funksiya aniqlan­

gan deyiladi. Bunda A to'plam /  funksiyaning aniqlanish, sohasi devila- 

di: bu funksiya qabul qiladigan barcha qiymatlardan tashkil bo'lgan E( f )  

to'plam /  funksiyaning qiyrnatlar sohasi deyiladi, ya’ni

Agar sonli to'plamlar o'rnida. ixtiyoriy to'plamlar qaralsa. u holda funksiya 

tushunchasining umumlashmasi. ya’ni akslantirish ta ’rifiga kela.miz. Bizga ix­

tiyoriy A va Y  to'plamlar berilgan boisin. Agar har bir x  G X  elementga 

biror /  qoida bo'yicha Y  to’plamdan yagona. у element mos qo'yilsa. u 

holda X  to'plamda aniqlangan Y  fo’plamdan qiyrnatlar qabul qiluvchi /  

akslantirish, berilgan deyiladi. Bundan keyin funksiya termini o'rniga akslan­

tirish atainasini ishlatamiz. Agar Y  R yoki Y  =  С boisa /  ga. A ;la 

aniqlangan haqiqiy yoki komphks qiymatli funksiya deyiladi.

A to’plamda aniqlangan va Y  wplam dan qiyrnatlar qabul qiluvchi /  

akslantirish uchun f  : X  —* Y  belgilashdan fovdalaniladi. Endi /  : A —> Y  

akslantirish uchun quyidagi tushunchalarni keltiramiz.

Har bir n G A uchun unga mos qo’yilgan b =  f (a)  G Y  element 

a elementning /  akslantirishdagi tasviri yoki aksi deyiladi. Umuman, X  

to'plamning biror A qismi berilgan boisa. .4 to'plam barcha elementlar- 
ining Y  dagi tasvirlaridan iborat bo'lgan to'plam .4 to'plamning /  ak­

slantirishdagi tasviri yoki aksi deyiladi va J{A)  bilan belgilanadi. Endi b G 

Y  ixtiyoriy element boisin. A to’plamning b ga akslanuvchi barcha ele- 
mentlaridan iborat qismi b elementning /  akslantirishdagi asli deyiladi va u 

f ~ l (b) =  {a- G A" : f ( x)  =  b} bilan belgilanadi. 0 ‘z navbatida har bir В С Y

E( f )  =  { y : y  =  f (x) .  x £ X } .

to'plam uchun A  ning В  ga akslanuvchi (o’tuvchi) qismi В
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akslantirishdagi asli deyiladi va f ~ l (B)  =  { i  6 A' : f ( x)  e  B]  shaklda bel-

bo'lsa. u holda В to'plamning asli ham bo'sh to'plam bo'ladi. Umuman olgan- 

da, Y  to'plam sifatida /  akslantirishning qiymatlar sohasini o’zida saqlovchi 
to'plam qaraladi. Aniqlanish sohasi X  bo'lgan /  : X  —* Y  akslantirishda 

f { X )  =  Y  tenglik bajarilsa, /  akslantirish X  to'plamni Y  to'plamning 

ustiga yoki syuryektiv akslantirish deyiladi. Umuiniy holda, ya'ni f ( X )  С Y  

boisa, u holda /  akslantirish X  to'plamni Y  to'plamning ichiga akslantira- 

di deyiladi. Agar f  : X  —> Y  akslantirishda X  dan olingan har xil хл va x2 
elementlarga har xil t/i =  f { x L) va у2 =  /(a '2) tasvirlar mos kelsa, u holda 
/  inyektiv akslantirish yoki inyeksiya deyiladi. Bir vaqtda ham syuryektiv 

ham inyektiv bo’lgan f  : X  —> Y  akslantirishga biyektiv akslantirish yoki 
biyeksiya deyiladi.

Endi /  : X  —> Y  akslantirishga misollar keltiramiz.
2.1-2.3 misollarda keltirilgan akslantirishlarning qiymatlar sohalarini toping.

Yechish. /  : R  —> M, f (x)  =  ,r2 akslantirishning qiymatlar sohasi 
E( f )  =  [0, oc) dan iborat. Chunki barcha x € R lar uchun x2 >  0 va

2.2. g : R —* R. g(x) =  [x], Bu yerda [r] belgi x  sonining butun qismi.

Yechish. g : R —> R, g{x)  =  [,r] akslantirish uchun ixtiyoriy .r 6 R da 
g(x) £  Z , ya'ni E (g ) с  Z . Ikkinchidan ixtiyoriy n G Z uchun g(n) — n,

gilanadi. Agar barcha 6 e  В  elementlar uchun ularning /  l (b) aslilari bo'sh

2.1. /  : R  —► R. f {x)  =  x 2.

ixtiyoriy у  G [0, oo) uchun f { y / y)  =  у tenglik o'rinli. □

ya'ni Z С E { g ) . Bulardan E{g)  =  Z ekanligini olamiz. □

2.3. Dirixle funksiyasi Э  : R —> R,

(2 .1)

18



Yechish. Dirixle funksiyasi Ю : R  —> R ning qiymatlar soliasi, aniqlanishi- 

ga ko‘ra E(D)  =  {0 .1} ikki nuqtali to'plamdan iborat. □

2.4. 2.1-misoldagi /  akslantirislida A =  [0, 3) to'plamning aksi (tasviri) va 

В  =  (1, 4) to'plamning aslini toping.

Yechish. f ( x )  =  x 2 akslantirish =  [0, oc) da o'suvchi va. uzluk­
siz funksiya boiganligi uchun /([0 . 3)) =  [0. 9) boiadi. Endi В =  (1. 4) 

to'plamning /  akslantirishdagi aslini topamiz. {x € R : x2 G (1. 4)} yoki 

1 < x2 < 4 qo'sh tengsizlikni qanoatlantiruvchi haqiqiy sonlar to'plami 

f ~ l {B)  ga teng. Bu tengsizlikning yochimi (—2, -1 )  U (1, 2) to'plamdan 

iborat. Demak, f ~ 1(B)  =  (—2. — 1) U (1, 2) ekan. □

2.5. 2.3-misoldagi akslantirislida .4 =  R \Q  to'plamning aksi va В =  

(1. oo) to'plamning aslini toping.

Yechish. D  akslantirish R \Q  t.o'plauming barclia elementlariga nolni mos 

qo'yadi. shuning uchun £>(R\Q) =  {0}. Dirixle funksiyasining 1 dan katta. 
qiymatlari mavjud emas. Demak. T)~l (B)  = 0 . П

2.6. /  : R —> R. f ( x)  =  ax b. a /  0 akslantirish biyeksiya ekanligini 

isbotlang.

Isbo t. Chiziqli /  : R - » R  akslant.irishniug biyeksiya. ekanligini ko'rsatish 

uchun ixtiyoriy с 6 R da a x + b  =  с tenglamaning yagona yechimga ega. ekan­

ligini ko'rsatish yetarli. Yechimning mavjudligi /  : R —> R. akslantirisliiiing

syuryekt.ivligini, yechimning yagonaligi esa uning inyektivligini t.a’minlaydi.
с — b

Bu tenglamaning yechimi yagona bo'lib. u x = ------  dan iborat. □

2.7. Agar /  : X  —> Y  biyektiv akslantirish boisa, u holda ixtiyoriy А С X  

uchun /  : A —> В (В =  f { A) )  ham biyeksiya bo'lishini isbotlang.

Isbot. /(-4) =  В ekanligidan uning syuryektiv akslantirish ekanligi kelib 

chiqadi, inyektivligi esa f  : X  —> Y  ning inyektivligidan kelib chiqadi. □
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2.8. Ikki to‘plam birlashmasining aksi ular tasvirlarining birlashmasiga teng, 

ya’ni quyidagi tenglikni isbotlang

f { A U B ) = f ( A ) U f ( B ) .  (2.2)

Isb o t. Agar у € f ( A  U B)  ixtiyoriy element bo'lsa, u holda у  =  f ( x ) 

boiib, x element A va В  to'plarnlardan aqalli biriga tegishli boiadi. Shun­

day ekan, у £ f { A)  U f ( B) .  Bu yerdan f ( A  U В ) С f ( A ) U f { B) .  Endi 

teskari munosabatni ko'rsatamiz. Faraz qilaylik, у £ f ( A ) U f { B)  ixtiyoriy 
element boisin. U holda у =  f ( x)  boiib, x element .4 va В to'plarnlardan 

aqalli biriga tegishli boiadi. ya’ni x £  Al l  В . Bundan, у =  f ( x)  £ f(A 'O B)  

va demak, f ( A)  U f ( B)  с  f { A u B ) .  Bu munosabatlardan (2.2) tenglik kelib 
chiqadi. □

U y vazifalari va mavzuni o'zlashtirish uchun masalalar

2.9-2.11-misollardagi akslantirishlarning qiyrnatlar sohasini toping.

2.9. Riman funksiyasi ?R : R —* K,

1 m
„ , , , —, agar x =  —. m  £ Z. n € N 
Щ х) =  { n n (2.3)

0. agar x  £

Bu formulada — — qisqarmas kasr. 
n

2.10. Ortogonal proyeksiyalash funksiyasi P  : R2 —> R. P{x.  y) =  x.

2.11. Sferik simmetrik akslantirish

S : R3 —> R, S(,Ti, т2. х я) =  .r2 +  x\  +  .r2.

2.12. 2.2-misoldagi g akslantirishda A =  [0, 3) to'plamning aksi va В =  

(1, 4) to'plamning aslini toping.

2.13. 2.9-misoldagi akslantirishda A =  R \Q  to'plamning tasviri va В =  

(1, oc) to'plamning aslini toping.
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P,14. Syuryektiv (inj'ektiv) funksiyalar yig'indisi va ayirmasi syuryektiv (inyek­

tiv) bo'lishi ham, boimasligi ham mumkin. Bu hollarga misollar keltiring.

| .1 5 .  Biyektiv funksiyalar yig'indisi va ayirmasi biyektiv bo'lishi ham. boimasli­

gi ham mumkin. Bu hollarga misollar keltiring.

ft.16. Agar /  inyektiv funksiya bo'lsa, u holda ixtiyoriy nolmas a  € R soil 
uchun a f  ham inyektiv funksiya bo'ladi. Isbotlang.

2.17. Agar /  inyektiv funksiya. boisa, u holda ixtiyoriy a  £ R son uchun 

a  +  /  ham inyektiv funksiya bo'ladi. Isbotlang.

2.18. Agar /  : R —> R syuryektiv funksiya bo'lsa, u holda ixtiyoriy nolmas 
a  £ R son uchun a  f  ham syuryektiv funksiya boiadi. Isbotlang.

2.19. Agar /  : R —> R syuryektiv funksiya boisa, u holda ixtiyoriy a £ R 

son uchun a +  f  ham syuryektiv funksiya boiadi. Isbotlang.

2 .20 . Agar /  biyektiv funksiya bo'lsa, u holda 3  £ R va nolmas a  £ R sonlar 
uchun a f  +  d  ham biyektiv funksiya boiadi. Isbotlang.

2.21. Agar f ( x)  — к x + 1, к > 0 funksiya uchun / (a)  =  c. J(b) =  d boisa, 
u holda /  : [a. 6] —> [c. d] ehiziqli funksiya biyeksiya bo'ladi. Isbotlang.

2.22. Ikki to'plam birlashinasining asli ular yslilarining birlashmasiga teng, 

ya'ni quyidagi tenglikni isbotlang

г 1(лив) = г 1(л)и/-1(в).

2.23. Ikki to'plam kesishmasining asli ular aslilarining kesishmasiga teng, ya'ni 

quyidagi tenglikni isbotlang

Г \ А П В )  = r \ A ) n f - \ B ) .
, В-.' •

2.24. Quyidagi tengliklarni isbotlang:

t -г / - 1 ( и  Aa)  =  U Г \ Л а), Г 1 ( n  A A  =  П Г \ А а).
\  a / a \  a /  a
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2.25. (2.3) tenglikni ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi to'plamlar uchun 

o'rinli ekanligini. ya'ni /  =  U /  (.4„) tenglikni isbotlang.

2.26. Umuman olganda. ikkita to'plam kesishmalarining aksi ular aksilarining 

kesishmasiga teng emas. Bunga. misol keltiring.

2.27. 2.5-misolda. keltirilgan ortogonal proyeksiyalash akslantirishi P{x.  y) =  x 

va A — {(x, у) : 0 < x <  1. у — 0}. В =  {(x, у) : 0 <  x < 1. у — 1} 

to'plamlar berilgan. P  (А П В)  — P  (,4) П P  (В ) tenglik to'grimi?

2.28. f  (АГ\ В) С /  (.4) П f  (В ) munosabatni isbotlang.

2.29. Biror X  to'plam va. А С X  qism to'plam berilgan bo'lsin. X  to'plamda. 

aniqlangan

funksiya A to'plamning xarakteristik funksiyasi yoki indikatori deyi­

ladi. X \.4; A  U В: А  П B: A \ B ; A A B  to'plamlarning xarakteristik 

funksivalarini Хл (*T) va Xb{x)  funksiyalar orqali ifodalang.

2.30. Quyidagi ikki tenglikni isbotlang.

Xu„a„ {x) =  sup x.4a ( x ) : XnaAa (x) = inf х л а ix ) ■
a  a

2.31. /  (x) =  x2 bo'lsin. U holda:

a) /  : R —► R akslantirish syuryektiv ham. inyektiv ham emas:

b) /  : R —> R+ akslantirish syuryektiv. ammo inyektiv emas:

c) /  : R+ —> R_ akslantirish ham syuryektiv. ham inyektiv ekanligini 

isbotlang.

2.32. Agar f  : A —> В va g : В —+ A  inyektiv akslantirishlar mavjud bo'lsa. 

кр : A —* В  biyeksiya. mavjudligini isbotlang.

2.33. Agar /  : A —» В va g : В —* A  syuryektiv akslantirishlar mavjud 

bo'lsa, A ni В  ga biyektiv akslantirish mavjudmi?

a

(2.4)
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^.34. /  : К 2 —» М akslantirish f  [(х, у)) =  у tenglik bilan aniqlangan. A  =  
{(0. у) : у G К} та В =  {(1. у) : у  6 R} to'plamlar uchun f  ( А п  В) 

va /  (.4) П /  (В) to'plamlarni toping. Berilgan /  : К2 —> К akslantirish 

uchun f  (А П  В) ~  f  (А) П f  (В) tenglik to'g'rimi?

2.35. Ixtiyoriy /  : A  —> Y  akslantirish ya А, В  С A  to'plamlar uchun 
А С В  bo'lsa. /  (.4) с  /  (В ) munosabatni isbotlang.

2.36. /  : X  —> У akslantirish uchun quyidagi jumlalar teng kuchli ekanligini 

isbotlang:

a) / — inyektiv;

b) ixtiyoriy A B c X  uchun / (.4 n  В) =  /  (Л) П / ( B ) ;

c) barcha В  с  .4 to'plamlar uchun /  (A \B )  =  f  (Л) \ /  (B) ;

d) ixtiyoriy A С A' uchun f ~ l (/(-4)) =  A .

2.37. /  : X  —» V' akslantirish va Д, В < zY  to'plamlar uchun

a) / { Г 1 (А))  = Л П / ( Х )  :

b)Л D В boiganda f ~ 1 ( A\ B)  = / _1 (.4) \ / _1 (B) tengliklarni isbot­

lang.

2.38. /  ; A' —> [-5. 10], / ( я )  =  ar2+ l  funksiya berilgan. /  ustiga (syuryektiv) 

akslantirish boiadigan maksimal A to'plamni toping.

2.39. /  : R —*■ R . f {x)  =  0, 5 ■ [a-] funksiya berilgan. Agar A =  [0. 8], 
В =  (2, 3) bo'lsa, f { A)  va f ~ l {B) to'plamlarni toping.

2.40. /  : A' —► R+, f ( x)  =  x 2 +  1 funksiya berilgan. A  to'plam qanday 

-i • tanlansa, /  inyektiv akslantirish boiadi?

2.41. M[ x.  y) nuqta (0, 1) x (0, 1) kvadratning ixtiyoriy nuqtasi boisin. 
Uning abssissasi x va ordinatasi у larni cheksiz davriy o'nli kasr ko'rini­

shida x =  0, П1П2П3 . . .  va у  =  0, mim^mz . . .  tasvirlaymiz. Quyidagi
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f { M ( 0 .  П 1 П 2 П 3 . . . .  0 . т^тогпз • • • ) )  =  Р (0, пхтхпотощтз  . . . )

aniqlaymiz. Bu akslantirish syuryektiv boiadimi? Biyektivchi?

2.42. /  : [0, 7Г] —*■ [—1. 1], f { x)  =  cosx. 

g : [0.тг] -> [0. 1], y(x) =  sinx,

^  : [0, [0, 1], ф )  =  sin.r,

ф : [0. 3] —► [0. 10]. i'(.r) =  .r2 +  1. akslantirishlar ichidan inyektiv. 

syuryektiv va biyektivlarini ajrating.

3- § . To‘plamlar quvvati

To‘plamlarni sinflarga ajratish. Ekvivalentlik munosabatlari.

Ko'pgina masalalarda berilgan to’plam elementlarini ba’zi belgilariga qarab 
o'zaro kesishmavdigan qism to'plamlarga ajratiladi. Masalan, fazoni markazi 

koordinata boshida va radiusi r  bo’lgan har xil sferalarga ajratish mumkin 
va bu sferalar o’zaro kesishmaydi. Bir shahar aholisini bir yilda tug'ilganlik 

belgisiga ko'ra qism to'plamlarga ajratish mumkin. Bundav misollarning har 

biri to'plamni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish deyiladi.

To'plamlarni o’zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish belgilari har xil bo'li­
shi mumkin. Ammo bu belgilar ixtiyoriy emas. Masalan. tekislikda ikki a va 

b nuqtalar orasidagi masofa 1 dan kichik bo'lsa. ularni bitta sinfga kiritsak. 

bu belgi tekislikni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajratmaydi, chunki a va 

b nuqtalar orasidagi masofa 1 dan kichik. b va с nuqtalar orasidagi masofa 

ham 1 dan kichik bo'lib, a va с nuqtalar orasidagi masofa 1 dan katta bo'lishi 

mumkin. Bundan ko'rinadiki, a va b nuqtalar bir sinfda. b va с ham bir 

sinfda. U holda bir sinfga orasidagi masofa. 1 dan katta bo'lgan a va. с nuq­

talar tegishli bo'ladi. Hosil qilingan xulosa sinflarning tashkil qilinishiga zid. 

ya'ni tekislik bu belgi yordamida o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajralmaydi.

Endi to'plam elementlari qanday shartlarni qanoatlantiruvchi belgilar yor­

damida o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajralishini qarab chiqamiz.

/  : (0, 1) х  (О, 1) —» (0. 1) a k s lan tir ish n i
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3.1-ta’rif. X  x X  to'plamning ixtiyoriy R qism toplami munosabat dey­

iladi. y a ’ni (a .b) G R bo'lsa, a element b element bilan R munosabatda

deyiladi va a ~  b shaklda belgilanadi.
R

3 .2-ta’rif. Agar R munosabat quyidagi shartlarni qanoatlantirsa. unga 

ekvivalentlik munosabati deyiladi:

1. Ixtiyoriy a €  X  element uchun a ~  a (refleksivlik);

2. Agar a ~  b bo'lsa. и holda b ~  a (sirnmetriklik):

3. Agar a ~  6 va b ~  с boisa, и holda a ~  с (tranzitivlik).

Ekvivalent to'plamlar. Chekli va cheksiz to'plamlar. Chekli dona el-

ementdan iborat to'plamga chekli to'plam deyiladi, aks holda to'plam cheksiz 

deyiladi. Cheksiz to'plamlar ichida eng soddasi sanoqli to'plam deb ataluvchi- 

laridir.

3 .3-ta’rif. Agar M  to ’plam bilan natural sonlar to'plami o’rtasida biyek- 

tiv moslik o'rnatish mumkin bo'lsa. M  ga sanoqli to'plam deyiladi.

Boshqacha aytganda, agar M  to'plam elementlarini natural sonlar vosi- 
tasida сц. ао. . . .  . a „ . . . .  cheksiz ketma-ketlik ko'rinishida nomerlab chiqish 

mumkin boisa. M  ga sanoqli to'plam deyiladi. Chekli yoki sanoqli to'plamlar- 

ni ifodalashda. biz {} qavsdan foydalanainiz. Masalan. 1. 2, 3. 4 sonlardan 

iborat to'plamni {1,2. 3.4} shaklda yozamiz.

3 .4-ta ’rif. Sanoqli bo'lmagan cheksiz to'plam sanoqsiz to'plam deyiladi.

3 .5-ta ’rif. Agar A va В to'plamlar o ’rtasida biyektiv moslik o'rnatish 

mumkin boisa. и holda ular ekvivalent to'plamlar deyiladi va A ~  В  shaklda 

belgilanadi.

Endi sanoqli to'plam tushunchasini boshqacha ta ’riflash mumkin: agar to 'p­

lam natural sonlar to'plamiga. ekvivalent boisa. u sanoqli to'plam deyiladi.

3 .6-ta’rif. [0., 1] kesma va unga ekvivalent bo'lgan to'plamlar kontinuum 

quvvatli to'plamlar deyiladi.

3.1-teorem a. [0: 1] kesmadagi haqiqiy sonlar to'plami sanoqsizdir.

Kantor-Bernshteyn teoremasi yordamida to'plamlarning ekvivalentligi oson 

tekshiriladi. Bu teoremani quyidagicha bayon qilish mumkin.



3 .2 -teo rem a (Kantor-Bernshteyn). Agar A to'plam В to'plamning Bj 

qismiga, В to'plam esa A to'plamning Ai qismiga ekvivalent bo'lsa, и holda 

A va В to'plamlar ekvivalent dir.

To‘p lam lar quvvati. Agar ikkita chekli to'plam ekvivalent bo'lsa, ularn- 
ing elementlari soni teng boiadi. Agar A va В to'plamlar ekvivalent boisa, u 
holda ular bir xil quvvatga ega deyiladi. Shunday qilib. quw at ixtiyoriy ikki ek­

vivalent to'plamlar uchun umumiylik xususiyatidir. A to'plamning quvvati A 

bilan belgilanadi. Agar A  va В  to'plamlar bir xil quvvatga ega bo'lsa. u holda 

biz A =  В  shaklda yozamiz. Agar .4 va В  to'plamlar ekvivalent bo'lmasa va 

A to'plam В to'plamning biror qismiga ekvivalent bo'lsa, u holda В  to'plam 

.4 to'plamdan quvvatliroq deyiladi va A <  В shaklda yoziladi. Agar A chekli 
to'plam bo'lib, uning elementlari soni n ga teng bo'lsa, u holda A =  n shakl­

da yoziladi. Natural sonlar to'plami va unga ekvivalent to'plam quvvati uchun 

No ("alefnol" deb o'qiladi) belgidan foydalaniladi. [0, 1] kesma va unga ekvi­
valent to'plamlar "kontinuum quwat" li to'plamlar deyiladi. Bu quw at uchun 
с simvol ishlatiladi, ya’ni A ~  [0. 1] boisa, u holda A — с shaklda yoziladi. 

Agar В  to'plamning biror B\ xos qism to'plami kontinuum quvvatli bo'lib, 

В  >  Bi bo'lsa, u holda В giperkontinuum quvvatli to'plam deyiladi.

Agar ,4 va В  to'plamlar chekli to'plamlar bo'lib, n va m mos ravishda 
bu to'plamlar elementlarining soni bo'lsa, A to'plamni В  to'plamga barcha 

akslantitishlar soni m n ga tengdir. Bunga ko'ra ixtiyoriy quvvatlarni darajaga 

ko'tarishni quyidagicha ta ’riflash mumkin: .4 va В  to'plamlar quvvati mos 

ravishda a  va & bo'lsin. U holda .4 to'plamni В  to'plamga barcha aks 

ettirishlar to'plami B A ning quvvati 0  ning a  darajasi deyiladi va 8 a kabi 

belgilanadi.
3 .3-teorem a. 2K° =  c.

3 .4-teorem a. Bo'sh bo'lmagan A to'plam quvvati a  bo'lsa. и holda A 

ning barcha qism to'plamlaridan tuzilgan to'plam quvvati 2°, shu A to'plam 

quvvatidan katta, ya'ni, 2° > a.

3.1. Bizga /  : A' —* У akslantirish berilgan bo'lsin. Agar a. b G X  ele-



mentlar uchun f (a)  =  f(b)  bo'lsa.. ularni f  munosabatda deymiz. Bu 

munosabatning ekvivalentlik munosabati bo'lishini isbotlang.

Isb o t. Ixtiyoriy a £ X  uchun f (a)  =  /(a )  tenglik o'rinli. ya'ni a ~  a
У

(refleksiv) munosabat o'rinli. f (a)  =  f(b)  tenglikdan f (b)  =  f ( a ) tenglik 

kelib chiqadi, bundan f  munosabatning simmetriklik xossasi kelib chiqadi. 

Agar f ( a ) =  f ( b ) va f(b)  =  /(c ) bo'lsa. u holda /(a )  =  /(c ) bo'ladi. Bu 

esa ip munosabatning tranzitivlik xossasini isbotlaydi. Demak. p  munosabat 

ekvivalentlik munosabati bo'ladi. □

3.2. Z — butun soniar to'plami sanoqli. Isbotlang.

Isb o t. Butun soniar to'plami Z va natural soniar to'plami N o'rtasida 

biyektiv moslikni quyidagicha o'rnatish mumkin:

r, ч f 2n +  1. agar n >  0
/  : Z  N,  / ( n )  =  .

[ —2n. agar n <  0.

/  ning biyektiv akslantirish ekanligi oson tekshiriladi. Demak. butun soniar

to'plami sanoqli ekan. □

3.3. Ixtiyoriy ikkita [a, b] va [c. d] kesmalardagi nuqtalar to'plamlari ekvi- 
valentligini isbotlang. Bu yerda a < b, с <  d deb faraz qilinadi.

Isb o t. Bu to'plamlar o'rtasida biyektiv moslikni

f  : [a, b} -> [c, d}. p(.r) =  ^— -(x  -  a) +  c.
b — a

orqali o'rnatish mumkin. f ( a)  =  c, p(b) =  d ekanligini hisobga olsak. <p 

ning biyektiv akslantirish ekanligi 2.21-misoldan kelib chiqadi. □

3.4 . [0. 1] kesma va (0. 1) interval ekvivalent ekanligini isbotlang.

Isb o t. Bu to'plamlarni ekvivalent ekanligini ko'rsatishda Kantor-Bernshteyn 

teoremasidan foydalanamiz. .4 =  [0. 1]. A\ =  (0. 1), В =  (0. 1) va By =  

[1/4. 1/2] desak. u holda 3.3-misolga ko'ra .4 ~  B-, boiadi. =  В  bo'lganligi 
uchun /  : Ai —> B, Ix  =  x akslantirish biyeksiva boiadi. ya’ni В ~  A \ . 

Kantor-Bernshteyn teoremasiga ko'ra A ~  В . □



3.5. Kantor to'plamini kontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.

Isbo t. Dastlab Kantor to'plami qurilishini bayon qilainiz. E  — [0. 1] 
bo'lsin. Undan К i =  (3_1, 2 ■ З^1) intervalni cliiqarib taslilaymiz, qolgan 

yopiq to'plamni F\ bilan belgilaymiz. Keyin F-L dan K 2\ =  (9_1,2 ■ 9 va

A'22 =  (7-9 1,8-9 *) intervallarni chiqarib tashlaymiz, ularning birlashmasini 

K 2 orqali. qolgan yopiq to'plamni. ya'ni

F i \ K 2 = 0, и9j ^  [9 3
to'plamni F2 bilan (3.1-chizma) belgilaymiz. Bu to 'rtta  kesmaning har biri 

teng 3 qismga bo'linib, o'rtadagi uzunligi 3-3 ga teng bo'lgan interval chiqarib 

tashlanadi. Chiqarib tashlangan

1  \ ( L  ± ) \ \ №  j / 2 5  26 
. 27 27 /  ^  V 27’ 27 /  U  V 27 2 7 /  U  V 27 27

К  a  U I \3'2 U A 33 U К  n  —
1 \ 2 7 ’ 2 7 /  ^  V2 7 ' 2 7 /  

to'plamni K 3 bilan Е2\К з  ni esa F3 bilan (3.1-chizma) belgilaymiz. Bu 

jarayonni cheksiz davom ettirib, yopiq to'plamlarning kamayuvchi Fn ketma- 

ketligini hosil qilamiz. Agar

К  -  П  F„
/1 = 1

deb belgilasak, К  yopiq to'plam boiadi. U [0. 1] kesmadan sanoqli sonda­

gi K i,  K 2. . . . ,  K n, . . .  intervallarni chiqarib tashlash natijasida hosil boiadi. 

Hosil boigan A" to'plam Kantor to'plami deyiladi.
,_________________ __________________ ,_________________ _ Л

1/3 2/3

1/9 2/9 1/3 2/3 7/9 8/9

1- 4  - t— I- - - - - - - - - - - 1— I I— I- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1— I I— I- - - - - - - - - - - 1— I I— I

0 j _ _ L 1  2  H i  2  19 20 7 8 ^  1
27 27 0  9  27 2? з  3 a? 27 9 9 27 27

3.1-chizma
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Endi К  to'plamning tuzilishini (strukturasini) o'rganamiz. Ravshanki. [0. 1] 

kesmadan chiqarib tashlangan intervallarning oxirlari bo'lgan

°- *■ i  I s-1-I- i -  (31)
nuqtalar К  ga tegishli boiadi. Biroq К  to'plam faqat shu nuqtalardan iborat 

emas. [0, 1] kesmadagi К  ga tegishli bo'lgan nuqtalami quyidagicha xarak- 

terlash mumkin. Bulling uchun [0, 1] kesmadagi har bir x ni uchlik sistemada 
yozamiz:

oi 02 аз a„
x ~ 7  ¥ ¥ ¥

bu yerda a„ soniar 0. 1 va 2 raqamlardan birini qabul qilishi mumkin. O'nli 

kasrlar holidagidek bu yerda ham ba'zi sonlarni ikki xil ko'rinishda yozish 
mumkin. Ma.sa.lan.

1 1 0 0 0 2 2
з ~ ;Г P F ..... ~ з ' ¥  ' " —

Endi К  to’plamga tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasi haqida 
/1  2\

fikr yuritamiz. Ravshanki. ( —, -  J intervaldagi sonlarniiig uchlik sistemadagi 

yoyilmasida <ц son albatta 1 ga teng boiadi. ( ^ ) va ^  ) inter-
,9 9)  \ 9  9, 

vallarga tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasida a-i son albatta 1

ga teng boiadi. Xudcli shunga. o'xshash (■—-■ — | ■ ( — . — ] ■ ( — • — ̂  
6 0  ° V2“ 27 J  V27 27/  V27 27/

va ^ 2̂ - intervallarga tegishli soniar uchun ularning uchlik sistemada-

gi yoyilmalarida a3 son albatta 1 ga teng boiadi va hokazo. Shunday qilib. 

ixtiyoriy x € [0. 1]\A' son uchun uning uchlik sistemadagi yoyilmasida qat- 

nashuvchi ai, <22, . . .  a, , , . . .  sonlarning kamida bittasi 1 ga teng. Aytilgan mu- 
lohazalardan quyidagi xulosa kelib chiqadi: К  to'plamga kamida bir usul bi- 
lan uchlik kasr ko'rinishida tasvirlanuvchi shunday x e  [0, 1] soniar kiradiki.
ularga mos oj. 02----a„, . . .  ketma-ketlikda 1 raqami biror marta ham uchra-

maydi. Shunday qilib, har bir x G К  uchun

ax, a2 , ■ ■ . a„ . . . .  (3.2)
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ketma-ketlikni mos qo'yish mumkin, bu yerda c;„ raqam 0 yoki 2 ni qabul 
qiladi. Bunday ketma-ketliklar to'plami kontinuum quvvatli to'plamni tashkil 

qiladi. Bunga ishouch hosil qilish uchun har bir (3.2) ketma-ketlikka.

bu b2........ b„. . . .  (3.3)

ketma-ketlikni shunday mos qo'yamizki, agar an =  0 bo'lsa, bn =  0 bo'ladi. 

agar a„ =  2 bo'lsa. bn =  1 boiadi. Har bir (3.3) ketma-ketlikni, [0. 1] 

kesmadagi biror r  sonning ikkilik kasr yozuvi deb qarash mumkin. Shunday 

qilib, К  to'plamni [0, 1] ga biyektiv akslantirislmi olamiz. Bu yerdan К  

ning kontinuum quvvatli to'plam ekanligi kelib chiqadi. □

Uy vazifalari va m avzuni o‘z lash tirish  uchun m asala ia r

3.6. M  to'plamda kiritilgan \p munosabat M  ni o'zaro kesishmaydigan 

sinflarga ajratishi uchun uning ekvivalentlik munosabati bo'lishi zarur va 

yetarli. Isbotlang.

3.7. Har qanday /  : X  —> Y  akslantirish yordamida .Y ni o'zaro kesishmay­

digan sinflarga. ajratish mumkinligini isbotlang.

3.8. 3.7-misoldan foydalanib. ortogonal proyeksivalash akslautirishi
P  : K2 —♦ K, P(x.  y) =  x  yordamida IR2 ni o'zaro kesishmaydigan 

sinflarga ajrating.

3.9. Sferik simmetrik akslantirish S : R3 —» R_, 5(.Ti, x2, xz) =  x2 +  x\  +  x§ 

yordamida R3 fazoni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajrating.

3.10. Agar x va у  haqiqiy sonlarning ayirmasi butun son bo'lsa. ularni ip 

inunosabatda deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo'lishini 

isbotlang.

3.11. Butun qismlari bir xil haqiqiy sonlarni bir sinfga to'plash yo'li bilan 

haqiqiy sonlar to'plamini sinflarga ajratamiz. Bu sinflarga ajratishga. mos 

keluvchi akslantirislmi quring.
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3.12. Agar a va p  kompleks sonlarning mavhum qismlari teng boisa.. ularni

if munosabatda deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo'ladimi?

Endi sanoqli va sanoqsiz to'plamlarga misollar keltiramiz.

3.13. Barclia juft natural sonlar to'plami va natural sonlar to'plami o'rtasida 
biyektiv moslik o'rnating.

3.14. Ratsional sonlar to'plamining sanoqli ekanligini isbotlang.

3.15. Sanoqli to'plamning ixtiyoriy qism to'plami chekli yoki sanoqlidir. Isbot­
lang.

3.16. Chekli yoki sanoqlita sanoqli to'plamlar birlashmasi yana sanoqli to'p- 

lanidir. Isbotlang.

3.17. Chekli sondagi sanoqli to'plamlarning Dekart ko'paytmasi sanoqli to'p- 
lamdir. Isbotlang.

3.18. Har qanday cheksiz to'plam sanoqli qism to'plamga ega.

3.19. R va (0, 1) interval ekvivalent to'plamlar ekanligini isbotlang.

3.20. Ixtiyoriy cheksiz to'plam o'zining biror xos qism to'plamiga ekvivalent 
bo'ladi. Isbotlang.

3.21. O'zbekistondagi barcha talabalar to'plami sanoqlimi?

3.22. Ayirmasi chekli, kesishmasi sanoqli bo'lgan A va В  sanoqli to'plamlar- 
ga misol keltiring.

L .1
3.23 . Simmetrik ayirmasi sanoqli, kesishmasi chekli bo'lgan .4 va В  sanoqli 

to'plamlarga misol keltiring.

£ .24 . A va В  sonli to'plamlar sanoqli bo'lsa, ularning arifmetik yig'indisi 
ham sanoqli bo'lishini isbotlang.

3.25 . { i e S  : sinx =  0.5} to'plam sanoqli ekanligini isbotlang.
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3.26. { х  € R : cosx € Q} to'plamning quvvatini toping.

3.27. Barcha ratsional koeffit.siyent.li ko'phadlar to'plami sanoqli ekanligini is­

botlang.

3.28. Agar £ son biror ratsional koeffitsiyentli ko'phadning ildizi bo'lsa, £ al- 

gebraik son deyiladi. Algebraik sonlar to'plamining sanoqli ekanligini is­

botlang.

3.29. Agar A  to'plam В  ga, В to'plam С  ga ekvivalent boisa. u holda .4 

to'plam С  ga ekvivalent bo'lishini isbotlang.

3.30. To'plamlar o'rtasida. kiritilgan ekvivalentlik munosabati refleksiv. sim-. 

metrik va tranzitiv bo'lishini isbotlang.

3.31. [0. 1] kesmadagi haqiqiy sonlar to'plami sanoqsizdir. Isbotlang.

3.32. [0, 1] kesmani (0. 1) intervalga biyektiv akslantiruvchi moslikni quring.

3.33. [—1. 1] x [— 1, 1] kvadrat va [a. b] x [c, cl] to'g'ri to'rtburclmk o'rtasida 

biyektiv moslik o'mating.

3.34. [—1, 1] x [0, 1] va R2 o'rtasida biyeksiya o'rnating.

3.35. Haqiqiy sonlar to'plami sanoqsizdir. Isbotlang.

3.36. R \Q  va R o'rtasida biyeksiya o'rnating.

3.37. A chekli В sanoqli to'plam bo'lsin, u holda В  ~  A U В. В ~  A A B  

ekanligini isbotlang.

3.38-3.42-misollarda keltirilgan to'plamlarni kontinuum quvvatli ekanligini 

isbotlang.

3.38. Tekislikdagi barcha nuqtalar to'plami.

3.39. Sfera sirtidagi nuqtalar to'plami.

3.40. Uch o'lchamli fazodagi nuqtalar to'plami.
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■,41. Sfera ichidagi nuqtalar to'plami.

p .42 . [a. 6] kesmada aniqlangan uzluksiz funksiyalar to'plami.

p.43. Tekislikdagi ratsional koordinatali nuqtalar to'plamining sanoqli ekanlig- 

I ini isbotlang.

'8.44. Ixtiyoriy cheksiz M  va sanoqli A  to'plamlar uchun M ~ M U A  munos- 
abatni isbotlang.

3.45. Ixtiyoriy kontinuum quvvatli M  va. sanoqli A to'plamlar uchun 

M  ~  AI U A. AI ~  AI\A. AI ~  AIAA  munosabatlarni isbotlang.

3.46. Ikkita har xil cheksiz o'nli kasrli voyilmalarga ega bo'lgan sonlar to 'pla­

mining sanoqli ekanligini isbotlang.

3.47. Barcha irratsional sonlar to'plamining sanoqsiz ekanligini isbotlang.

3.48. [0, 1] dagi barcha. ratsional sonlar bilan [0, 1] x [0. 1] dagi barcha rat­

sional koordinatali nuqtalar to'plami o'rtasida biyeksiya o'rnating.

3.49. Koordinata boshidan o'tuvchi barcha to'g'ri ehiziqla.r to'plami [0, 1] to 'p­

lamga ekvivalent.ini?

3.60. [0, 1] to'plamni [0. 1] x [0. 1] to'plamga bivektiv akslantiring.
OC £

8.61. Ushbtl Y2  7Г  qatorda s n soni 0 yoki 1 ga teng bo'lishi mumkin. Demak.
II — 1 ^

qator yaqinlashuvchi. Ixtiyoriy x  G [0. 1] uchun s„ sifatida 0 yoki 1 
sonlarni shunday tanla.sh mumkinki.

ЭС-

n= 1

tenglik o'rinli bo'ladi. Isbot qiling. Qanday x sonlar ucliun bu tanlash 

yagona usulda amaiga oshiriladi?

3.52. Sonlar o'qidagi A  to'plamning ixtiyoriy ikki nuqtasi orasidagi masofa 

birdan katt.a bo'lsa, A  ning chekli yoki sanoqli to'plam ekanligini isbot­

lang.
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3.53. 3.51-masaladan foydalanib hadlari faqat 0 yoki 1 bo'lgan barcha ketma- 

ketliklar to'plami kontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.

3.54. Chekli sondagi kontinuum quvvatli to'plamlarning Dekart ko'paytmasi 

kontinuum quvvatga ega. Isbotlang.

3.55. Kontinuum quvvatli sonli to ’plamlarning arifmetik yig'indisi yana kon- 
tinuum quvvatli to'plami bo'lishini isbotlang.

3.56. Sanoqli va kontinuum quvvatli to'plamlarning Dekart ko'paytmasi kon­

tinuum quvvatga ega. Isbotlang.

3.57. Sanoqli va kontinuum quvvatli sonli to'plamlarning arifmetik yig'indisi 

kontinuum quvvatli to'plam bo'lishini isbotlang.

3.58. Agar А с  В С С  bo'lib. А ~  С  bo'lsa, А ~  В  bo'lishini isbotlang.

3.60-3.62-misollarda keltirlgan to'plamlarni 3.4-teoremadan foydalanib gi- 
perkontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.

3.59. [0. 1] kesmaning barcha qism to'plamlaridan iborat to'plam.

3.60. [0, 1] kesmada aniqlangan va qiymatlari faqat 0 yoki 1 bo'lgan barcha 

funksiyalar to'plamining kontinuumdan quwatliroq, ya’ni giperkontinu- 
um quvvatli bo'lishini isbotlang.

3.61. R2 ning barcha qism to'plamlaridan iborat to'plam.

3.62. [0. 1] kesmada aniqlangan barcha funksiyalar to'plami.

4-§. To‘plamlar sistem alari

To‘plamlar halqasi va yarim halqasi. Elementlari to'plamlardan ib­

orat to'plam to'plamlar sistemasi deyiladi. Biz asosan oldindan berilgan X  

to'plamning ba’zi qism to'plamlaridan iborat. sistemalarni qaraymiz. To'plam­

lar sistemalarini belgilash uchun biz gotik alifbosining bosh harflaridan foydala.- 
namiz. Bizni asosan to'plamlar ustidagi ba'zi amallarga nisbatan yopiq bo'lgan 

sistemalar qiziqtiradi.
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4.1-ta’rif. Agar © to'plamlar sistemasi simrnetrik ayirma va kesishma 

trnallariga nisbatan yopiq. ya'ni ixtiyoriy A, В €  & to'plamlar uchun A A B  G

5  va А  П В  G © bo'lsa, и holda © to'plamlar sistemasiga halqa deyiladi.

Sf.l.. Agar 6  to'plamlar sistemasi lialqa bo'lsa. u holda © birlashma va ayir­

ma amallariga nisbatan ham yopiq bo'ladi. Isbotlang.

Isbot. Ixtiyoriy A, В  to'plamlar uchun A U В =  ( AAB)  A  (AC\ B)  

(1.12-misol) va A \ B  =  A A  (А Л B)  (1.13-misolga qarang) tengliklar o'rinli. 

Bu tengliklardan hamda © sistema halqa ekanligidan , 4 u B  e  6  va A \ B  G

6  munosabatlar kelib chiqadi. □ 

Demak, halqa. birlashma va. ayirma amallariga nisbatan ham yopiq sistema

bo‘lar ekan. Ushbu Л \Л  =  0 tenglik ko'rsatadiki, har qanday halqa. o'zida. 

bo‘sh to'plamni saqlaydi. Faqat bo'sh to'plamdan iborat sistema mumkin bo‘1- 

gan halqalar ichida eng kichigi bo'ladi.

Agar © to'plamlar sistemasida shunday E  € © to'plam mavjud bo'lib. 

ixtiyoriy A £  & uchun A C \ E  — .4 bo'lsa. E  to'plam © sist.emaning "bir­

lik elementi" yoki "bin" deyiladi. Sistemaning bin  deganda shu sistemadagi 
maksimal to ’plam tushuniladi. Hamma sistemalar ham maksimal to'plamga 

ega boiavermaydi. Masalan, natural soniar to'plamining barcha. chekli qism 

to'plamlaridan iborat sistemada maksimal 'o'plam mavjud emas. Birlik ele- 

mentga ega bo'lgan to'plamlar halqasi algebra devibuT. Bazan. halqa tushun- 
chasiga nisbatan umumiyroq bo'lgan to'plamlar yarim halqasi tushimchasidau 

ham foydalaniladi.

4 .2-ta’rif. Agar © to'plamlar sistemasi quyidagi uch shartni qanoatlantir- 

sa, unga yarim halqa deyiladi:

a) © sistema bo'sh to'plamni saqlaydi;

b) © sistema to'plamlar kesishmasi amaliga nisbatan yopiq. ya'ni A, В €

6 munosabatdan .4П В € © munosabat kelib chiqadi:

c) Agar A  G ©. A\ G © boiib, .4! с  .4 boisa. и holda © sistemaning 

o'zaro kesishrnaydigan Л2, . . . : A„ cheklita elementlari mavjud bo'.lib, quyida-
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A \Ay =  U^Ak.

Agar A  to'plam o'zaro kesishmaydigan Ay. A2, . . . ,  A„ to'plamlar birlash- 

masidan iborat bo'lsa, bu birlashma A  to'plamning chekli yoyilmasi deyiladiП
va A — JJ A shaklda ham yoziladi.

k= 1
Ixtiyoriy 6  to'plamlar halqa.si yarim halqa bo'ladi. chunki halqa bo'sh 

to'plamni saqlaydi va kesishma amaliga nisbatan yopiq. Endi c) shartning 
bajarilishini ko'rsatamiz. A va A\ (.4i С ,4) to'plamlar 6  halqaga tegish­
li bo'lsa. u holda An — Л \Л] G © boiib, A =  A\ U .4-2 chekli yoyilma 

o'rinli boiadi. Demak. har qanday halqa yarim halqa bo'lar ekan. Lekin, yarim 

halqa aoim halqa boiavermaydi (4.14-misolga qarang). Agar © to'plamlar 

halqasi undan olingan ixtiyoriy A\. A 2. • • •, A„ , . . .  to'plamlar ketma-ketligi 
bilan birgalikda ularning vig'indisi U A n ni ham o'zida. saqla.sa. 11 holda ©H=l
sistemaga a — halqa deyiladi. Agar © to'plamlar halqasi undan olingan ix­

tiyoriy A 1. A 2, . . . .  An. . . .  to'plamlar ketma-ketligi bilan birgalikda ularning 

kesishmasi П A n ni ham o‘zida. saqlasa, u holda 6  sistemaga 6 — halqan=l
deyiladi. Agar a — halqaning birlik elementi mavjud bo'lsa, u. cr — algebra 

deyiladi. Birlik elementli 6 — halqa 5 — algebra deyiladi. Shuni ta'kidlash 

lozimki, ikkilik prinsipidan, ya'ni

E \ U .4,, =  П ( E \A n), Е \П  A n =  U (E\A„)
п  n  TI 11

munosobatlardan ((1.1) va (1.4) ga qarang) cr —algebra va 5 — algebra t.ushun- 
chalarining ustma-ust tushishi kelib chiqadi.

4.1-teorem a. Ixtiyoriy bo’shmas © to'plamlar sistemasi uchun © ni 

o'zida saqlovchi va © ni saqlovchi barcha ф  halqalarda saqlanuvchi yagona 

97l(©.) minimal halqa mavjud. Agar © yarim halqa boisa. и holda 97l(©)
77

minimal halqa .4* to'plamlar (.4* € ©) bo'yicha A =  Ah chekli yoyil- 

maga ega bo'lgan A to'plamlarning X sistemasi bilan ustma-ust tushadi. 

571(6)— 6  sistema ustiga qurilgan minimal halqa deyiladi.

Har qanday cheksiz A to'plamning barcha. qism to'plamlari sistemasi 21(Л).

gi tasvir o'rinli boiadi:
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а  — algebra boiadi. Agar biror © sistema berilgan bo'lsa, doim uni saqlovchi 
a  — algebra mavjud. Haqiqatan ham. agar X  =  U A desak, X  ning barcha

<4eS
qism to'plamlaridan tuzilgan 21(A), sistema © ni o'zida saqlovchi a  — algebra 

boiadi. Agar ф , © ni o'zida saqlovchi ixtiyoriy cr — algebra va X  uning biri 

boisa, u holda ixtiyoriy A e ©  to'plam А с  X  munosabatga bo'ysunadi, va 

shunday ekan. X  =  U А с  X .  Agar © ni saqlovchi ф  -  a — algebraning 

b,iri X  uchun X  =  X  munosabat bajarilsa, bu a  — algebra (©  ga nisbatan) 
keltirilrnaydigan a — algebra deyiladi.

4 .2 -teoreina . Ixtiyoriy bo‘shmas © to'plamlar sistemasi uchun (bu sis- 

temaga nisbatan) keltirilrnaydigan shunday ®(©),  a  — algebra rnavjudki, bu 

a — algebra © ni saqlaydi va © ni saqlovchi barcha a — algebralarda 

saqlanadi.

4.2-teoremada keltirilgan a — algebra 6  sistema ustiga qurilgan minimal 

a —. algebra deyiladi.

Sonlar o'qidagi barcha [a, 6] kesmalar va [a, b). (a, 6] yarim intervallar 

va (a . b) intervallardan tashkil topgan © yarim halqani qarasak. u holda 
© ustida qurilgan keltirilrnaydigan minimal QS(©). a — algebra elemeutlnvi 

Borel to'plamlari yoki "Borel tipidagi" to'plamlar deyiladi.

К sonlar o'qi, .гц uning biror nuqtasi bo'lsin. К da 0 £ (xo) =  =  (x0 — 

£, Xo +  *•) interval x» nuqtaning г — atrofi deyiladi. Bizga M  С Ж to'plam 
va i  €  R nuqta berilgan boisin. Agar ixtiyoriy r  > 0 uchun Ot (x) П 

M  Ф 0 munosabat bajarilsa, x nuqta Д/ ning urinish nuqtasi deyiladi. 

M  to'plamning barcha urinish nuqtalaridan iborat to'plam, M  ning yopig'i 

deyiladi va u [M] bilan belgilanadi. Agar x ning ixtiyoriy 0 € (x) atrofi M  

ning cheksiz ko‘p elementlarini saqlasa, u holda x nuqta Д/ to'plamning lim- 

itik nuqtasi deyiladi. M  ning barcha limitik nuqtalaridan iborat to'planmi 
M' bilan belgilaymiz. Agar M  =  M' bo'lsa. M  ga mukammal to 'plain dey- 

iladi. M  to'plamga tegishli x nuqta uchun shunday г > 0 mavjud bo'lib, 

Oc (x ) П M  =  {x} bo'lsa, u holda x nuqta M  to'plamning yakkalangan 

nuqtasi deyiladi. Agar M  to'plam uchun M  =  [M] tenglik bajarilsa, M  ga
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yopiq to'plam deyiladi. Boshqacha. aytganda. agar to'plam o'zining barcha li­

mitik nuqtalarini saqlasa. u yopiq to'plam deyiladi. Agar x £ M  nuqta. uchun 
shunday e >  0 mavjud boiib. Oc(x) С M  boisa. x nuqta M  to'plamning 

ichki nuqtasi deyiladi. Agar to'plamning barcha nuqtalari ichki nuqta boisa. 

u ochiq to'plam deyiladi. Ya'ni faqat ichki nuqtalardan tashkil topgan to'plam 

ochiq to'plam deyiladi. Agar A  va В to'plamlar uchun В С [.4] boisa, 

u holda .4 to'plam В  to'plamda zich deyiladi. Xususan. agar [Л] =  R 
boisa. .4 to'plam К ning hamma yerida zich deyiladi. Agar A to'plam 

birorta ham (xo — e, io  +  c) intervalda zich bo'lmasa, u holda A hech yerda 

zichmas deyiladi. Xuddi shunday tekislikdagi to'plamlar uchun ham ochiq 
va yopiq to'plam, hamda hamma yerda zich va hech yerda zichmas to'plam 

tushunchalari kiritiladi.

Endi Borel to'plamlarim quyidagicha ham ta'riflash mumkin.

4 .3 -ta ’rif. Sonlar o'qidagi barcha ochiq va yopiq to'plamlar. ularning chek­

li yoki sanoqli birlashmalaridan iborat to'plamlar va ularning toidiruvchilari 

Borel to'plamlari yoki Borel tipidagi to'plamlar deyiladi.

4 .4 -ta ’rif. Bo'sh bo'lmagan X  to'plamda * binar amal kiritilgan bo'lib. 

и quyidagi shartlarni qauoatlantirsa:

1)  ixtiyoriy x, y.  z G X  lar uchun (x * y )  * z =  x * (y * z) bo 'Isa:

2) shunday e € X  element mavjud boiib. ixtiyoriy x € X  uchun e * x =  
x * t: =  x bo 'Isa:

3) ixtiyoriy x G X  uchun shunday :r_1 G X  element mavjud bo'lib. x * 

x~l =  e bo'lsa, (X, *) juftlikka gruppa deyiladi. Agar X  gruppadagi ixtiyoriy 

x. у lar uchun x * у =  у * x boisa. X  ga kommutativ gruppa deyiladi.

4.2. Sonlar o'qidagi barcha [a. b) yarim ochiq int.erva.llar sistemasi — © yarim 

halqa bo'lishini isbotlang.

Isbo t. © bo'sh [a, a) =  0 to'plamni saqlaydi. © to'plamlar kesishrna 

amaliga nisbatan yopiq. ya'ni [a, 6), [c.d) G © munosabatdan [a. 6)n  fc. d) G 

© (4.1-chizma) munosabat kelib chiqadi.
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fn,i)fl[c,d) = [с, b)

a с b d

4 .1 -c h iz m a

[a, b) e  ©, [ai, bi) 6 6 , va [aj. b\) С [a, b) ekanligidan [a, b)\[cii, b\) 

= [a. ai) U [£>i. b) tasvir (4.2-chizmaga qarang) o'rinli hamda [a, a i) va 
[£>i. b) lar © ga qarashli. Demak, © yarim halqa boiadi. □

ta,i)\[e11i1) =

----1---------- ^------ *--------- 1----
a a- b i b

4.2-chizma

4.3 . 4.2-misolda keltirilgan © sistema halqa boimaydi. Isbotlang.

Isb o t. Bulling uchun S  sistemaning to'plamlar simmetrik ayirmasi aina- 

liga nisbatan yopiq emasligini ko'rsatish yetarli. © sistemadan olingan A  =  

[0. 5) va В =  [1, 3) to'plamlarning simmetrik ayirmasini qarayiniz. Bu hol­
da A A B  — [0. 1) U [3, 5) bo'lib. u © sistemaga qarashli emas. Demak, © 

sistema halqa boimaydi. П

4 .4 . © =  {A  с  R : A yo М\Л tn'plamlardan biri chekli} sistemaning a — 

algebra bo ia  olmasligini koi'sating.

Isbo t. Berilgan © sistema sanoqli birlashmaga nisbatan yopiq emas. Ma-
X

salan, A n — {n} € ©, lekin ularning birlashmasi [J .4,, ^ 6 . □
n = l

4.5. Agar © to'plamlar sistemasi halqa boisa, u simmetrik ayirma amaliga 
nisbatan kommutativ gruppa tashkil qiladi. Isbotlang.

Isb o t. 4.4-tai'if shartlarini bajarilishini tekshirainiz:

1) ixtiyoriy .4, В , С  6 © lar uchun ( A A B ) A C  =  A A ( B A C )  ya'ni 

(А *  В) * С  =  А *  (В * C) o'rinli.
2) shart ixtiyoriy x € X  element uchun e * x  =  x * e  =  x  tenglikni qanoat­
lantiruvchi e G X  element sigatida 0 £ © ni olamiz. U holda 0АЛ =



ЛД0 =  A tenglik o‘rinli boiadi.

3) teskari elementning mavjudligi. Ixtiyoriy ,r — .4 G 6  uchun ,r_1 sifatida

Л € в  ni olamiz. u holda x * x =  e tenglik АДА =  0 ko'rinishni oladi.

4) kommutativlik x * y  =  у * x  sharti esa A A B  =  B A A  tenglik ko'rinishga
ega. boiadi. □

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalaiar

4.6. Agar © to'plamlar sistemasi halqa boisa, u holda © chekli sondagi 

birlashma va kesishma amallariga nisbatan yopiq boiadi. Isbotlang.

4.7. Agar © to'plamlar sistemasi simmetrik ayirma va birlashma amallariga 

nisbatan yopiq bo'lsa, uning halqa bo'lishini isbotlang.

4.8. Agar © to'plamlar sistemasi simmetrik ayirma va ayirma amallariga. 
nisbatan yopiq boisa, uning halqa bo'lishini isbotlang.

4.9. Agar © to'plamlar sistemasi kesishma va ayirma amallariga nisbatan 

yopiq bo'lsa. u halqa bo'lmasligi mumkin. Misol keltiring.

4.10. Agar © to'plamlar sistemasi birlashma va kesishma amallariga nisbatan 

yopiq bo'lsa. u halqa bo'lmasligi ham mumkin. Misol keltiring.

4.11. Ixtiyoriy A to'plam uchun uning barcha qism to'plamlaridan tuzilgan 

21(A)— sistema. biri E  =  A bo'lgan algebra boiadi. Isbotlang.

4.12. Ixtiyoriy A to'plam uchun uning barcha chekli qisrn to'plamlaridan tuzil­

gan sistema halqa bo'ladi. Bu halqa algebra bo'lishi uchun A chekli 

to'plam bo'lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

4.13. Ixtiyoriy bo'shmas A to'plam uchun A va 0 to'plamlardan tuzilgan 

{A. 0} sistema. biri E  =  A bo'lgan algebra bo'ladi. Isbotlang.

4.14. Sonlar o'qidagi barcha chegaralangan to'plamlar sistemasi halqa bo'ladi, 

ammo algebra boimaydi. Isbotlang.
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1.15. Ixtiyoriy {ф0} halqalar sistemasi uchun ularning kesishmasi ф  =  П фа 

yana. halqa bo'ladi. Isbotlang.

4.16. Ixtiyoriy bo'shmas © to'plamlar sistemasi uchun © ni o'zida saqlov­
chi va © ni saqlovchi barcha ф  halqalarda saqlanuvchi yagona Ш(&) 

minimal halqa mavjud. Isbotlang.

4.17. [0. 1) dagi barcha [a. b) yarim ochiq intervallar va ularning chekli 

sondagi birlashmalaridan iborat sistemani qaraymiz. Uning halqa bo'lishi­

ni isbotlang.

4.18. 4.17-misolda keltirilgan sistemaning algebra bo'lishini isbotlang.

4.19. 4.17-misolda keltirilgan sistemaning <x — algebra bo'la olmaisligini is­

botlang.

4.20. © yarim halqadan A to'plam va o'zaro kesishmaydigan A i , A 2....... A„

to'plamlar olingan bo'lib. ularning har biri A to'plamda. saqlansin. U

holda A i.A o ......... 4„ to'plamlarni ,4n+i..........4, G © to'plamlar bilan
A to'plamning chekli yoyilmasiga qadar to'ldirish mumkin. Isbotlang.

4.21. © yarim halqadan olingan har qanday cheklita A\. A2. ....... 4„ to'p­

lamlar sistemasi uchun © da shunday o'zaro kesishmaydigan cheklita 

B \ , . . . ,  Bt to'plamlar sistemasi mavjudki. har bir Л*. to'plam B \ , . . . , B t

to'plamlardau ba'zilari yordamida Au =  U B s yig'indi ko'rinishidaлбЛД-
tasvirlanadi. Bu yerda А/* С {1. 2....... t } . Isbotlang.

4.22. Agar © yarim halqa bo'lsa. u holda. bu yarim halqadan hosil qilingan

minimal halqa ,4* to'plamlar bo'yicha .4 =  U /Ц-. .4* G © chekli
k> 1

yoyilmaga ega bo'lgan A to'plamlarning X sistemasi bilan ustma-ust 

tushadi. Isbotlang.

4 .23 . Tekislikdagi barcha kvadratlar to'plami yarim halqa bo'ladimi?

4.24. Yarim halqalarning Dekart ko'paytmasi yarim halqa bo'ladimi?
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4.25. Sonlar o'qidagi barcha ochiq va yopiq to'plamlar sistemasi yarim halqa 
(halqa) tashkil qiladimi?

4.26. Sonlar o qidagi barclia chekli yoki toidiruvchisi chekli bo'lgan to’plamlar 
sistemasi halqa tashkil qiladimi?

4.27. 6  =  {.4 с  Ж : A yo  Ж\,4 to'plamlardan biri c.hekli} sistemaning al­
gebra tashkil qilishini isbotlang.

4.28. 6  =  {/1 С 1 :  Л j/o Ж\Д to 'p lamlardan biri chekli yoki sanoqli}  sis- 

temaning cr — algebra bo'lishini isbotlang.

4.29. © == {.4 П В : А С Ж — yopiq, В С Ж ochiq to 'plam}  sistem aning al­

gebra bo 'lishini isbotlang.

4.30. 29-misolda keltirilgan sistemaning a — algebra bo'la olmasligini ko'rsating.

4.31. Shunday © va ?P halqalarga misol keltiringki. ularning birlashmasi halqa 
bo'lmasm.

4.32. A =  {a, b. c)  to'plamning halqa va algebra tashkil qiluvchi barcha qism 

to'plamlari sistemasiiii yozib chiqing.

4.33. Sonlar o'qidagi barcha chekli to'plamlar sistemasi halqa (yarim halqa) 
tashkil qiladimi?

4.34. Sonlar o'qidan olingan barcha [a, 6] kesmalarva [a, b). (a, 6] yarim in- 

tervallar va (a, b) intervallar sistemasi yarim halqa bo'lishini isbotlang. 

Bu sistemaning halqa bo’la olmasligini ko'rsating.

4.35. Tekislikdagi barcha yarim ochiq { ( r .  y) : a <  x <  b. с <  у  <  d }  to'g'ri 

to'rtburchaklar sistemasi yarim halqa bo'lishini isbotlang. Bu sistemaning 

simmetrik ayirma amaliga nisbatan yopiq emasligini ko'rsating.

4.36. Tekislikda {(т. у) £ Ж2 : a <  x < b, с < у < d}  ko'rinishdagi barcha 
to'g'ri to'rtburchaklar sistemasi yarim halqa bo’lishini isbotlang. Bu sis­

temaning birlik elementi mavjudmi? Bu sistema halqa bo’ladimi?



4.37. © — {(а;, у) : а <  х < b. <с <  у < d}  yarim halqada Л1 С A shartni 

qanoatlantiruvchi А =  [0.7) х [0.7) va =  [1.3) х [3.5) to'plamlar 
berilgan. А \Д  { to'plamning chekli yoyilmasida eng kamida nechta to‘g ii  

to i’tburchak qatnashadi. -4\.4i to‘plam yoyilmasidagi to'g'ri to'rtbur- 

chaklarni shunday tanlangki. ular perimetrlari yig'indisi minimal boisin.

4.38. Soniar o'qidagi barcha chegaralangan to'plamlar sistemasi halqa boiishi- 

ni isbotlang. Bu sistema a  — halqa bo'ladimi? a — algebrachi?

4.39. ф  halqa boisin. Har bir /1 € ф  uchun ф л bilan { А П 8 . B E  *P} , 

ko'rinishdagi to'plamlar sistemasini belgilaymiz. ning algebra boii- 

shini isbotlang. Agar ф  sistema a — halqa boisa. 11 holda фл to'plamlar 

sistemasi a — algebra boiadi. Isbotlang.

4.40. X  cheksiz elementli to'plam boisin. Uning barcha chekli yoki sanoqli 

qism to'plamlaridan iborat sistema a — halqa bo'lishini isbotlang. X  

to'plamga qanday shart qo'yilsa bu sistema algebra boiadi.

4.41. Quyida berilgan to'plamlar sistemasi yarim halqa. halqa va algebra tash- 
kil qiladimi? Tekshiring.

a) {[a, b] : a G Q, b G Q Л a < b} U 0,

b) {(a. b\ : a GZ. b G Z A a < b} U 0,

c) {[a. b) : a G R \Q , b G R \Q  A a <  b} U 0.

4.42. bo'sh bo'lmagan A' to'plamning barcha qism to'plamlaridan tashkil top- 

gan 21(A) sistema simmetrik ayirma ”Д" amaliga nisbatan kommutativ 

gruppa tashkil qilishini isbotlang.

5-§ . O 'lchovli to 'p lam la r

Bu paragrafda biz oichovning umumiy ta'rifini beramiz. Oichovni varim 

halqadan halqaga davom ettirish masalasini qaraymiz. Bundan tashqari oichov­

ning Jordan va Lebeg ma'nosidagi davomlari qaraladi va ularning additivlik. 

a — additivlik xossalari o'rganiladi.



Dastlab sonlar o'qidagi va tekislikdagi to'planilarning Lebeg ma'nosidagi 
oichoviga ta ’rif beriladi. Jordan va Lebeg ma'nosidagi oichovli to'plamlar 
solishtiriladi.

5 .1 -ta ’rif. Aniqlanish sohasi ©,, yarim halqa bo'lgan ft : ©,, —* R+ 

to'plam funksiyasi additiv bo'lsa. ya ’ni o'zaro kesishmaydigan ixtiyoriy A\. Л2.
П

. . . .  A n £ ©,, to'plamlar uchun U Ak € ©,, bo'lganda
k=l

tenglik o'rinli bo'lsa. /t : —» R„ ga o'lchov deyiladi.

Boshqacha aytganda, p  to'plam funksiyasi quyidagi 
1) aniqlanish sohasi yarim halqa, 2) qiyinatlari haqiqiy va manfiymas. 3) 
additivlik shartlarini qanoatlantirsa. unga o'lchov deyiladi.

5 .1-eslatm a. 0 =  0U0 yoyilmadan =  2^/(0). ya'ni //(0) =  0 tenglik 

kelib chiqadi.

5 .2 -ta ’rif. Agar m o'lchovning aniqlanish sohasi ©„, ikkinchi // o'lchov­

ning aniqlanish sohasi ©,, da saqlansa (©„, С ©,,) va ixtiyoriy A 6 6 m 

to'plam uchun

tenglik o'rinli bo'lsa. и holda ц  o'lchov m o'lchovning davomi deyiladi.

5.1-teorem a. Aniqlanish sohasi ©„, yarim halqa bo'lgan har bir m o'lchov 

uchun aniqlanish sohasi 9!H(©,„) (& m ni o'zida saqlovchi minimal halqa) 

bo'lgan yagona m! davom mavjud.

5 .3 -ta ’rif. Agar ©,„ sisternada aniqlangan m o'lchov va ixtiyoriy o'zaro 

kesishmaydigan sanoqlita .4i, A2, . . . , A n. . . .  G. & m to'plamlar uchun .4*. 6 
©„, bo’lganda

ц{А) =  m(A)

тп

tenglik o'rinli bo'lsa, и holda m  o'lchov sanoqli additiv yoki a — additiv 

o'lchov deyiladi.
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S odda to 'p la m  o ‘lchovi. Aytavlik a va b lar ixtiyoriy soniar bo'lsin. 

Soniar o'qida

a <  x <  b, a <  x <  b, a < x < b, a < x < b

tengsizliklarning istalgan biri bilan aniqlangan to’plamlar sistemasi berilgan 

bo'lsin. Bu to'plamlarni oraliqlar deb ataymiz. Xususan, agar yuqoridagi shart- 

lardan birini qanoatlantiruvchi nuqtalar mavjud boim asa (masalan a > b ), 
ya'ni 0 to'plamni ham oraliq deb ataymiz. © bilan soniar o'qidagi barcha 
oraliqlar sistemasini belgilaymiz.

5.1. Soniar o'qidagi barcha oraliqlar sistemasi -  © yarim halqa tashkil qiladi.

Isb o t. © sistemaningelementlari [a, b], [a. 6). (a, b\. (a. b) ko'rinisli- 
dagi oraliqiarda.n iborat. © sistemadan olingan va a. b sonlari bilan aniqlan­

gan (yopiq. ochiq yoki yarim ochiq) oraliqni P  =  P,,/, bilan belgilaymiz. © 

bo'sh [a. a) = 0  to'plamni saqlaydi. © sistema to'plamlar kesishmasi amali- 

ga nisbatan yopiq, va'ni ikki Раь va Pcd oraliqning kesishmasi bo'sh to'plam 
yoki yana Р„ь П Pc(i =  Pnm, n =  max {a, c}. m =  inin{6, rf} oraliq (5.1- 
chizmaga qarang) bo'ladi.

Pnb Pcd
f  К~№ ГЛ} 'К л

a с---- d
Pcb

Pab ^ f*cd ~ ĉb
5 .1 -ch izm a

Agar Раь G ©. Pc,i £ © bo'lib Pr,i С Р„ъ boisa., u holda Рпь\Ры. =  

P0c U Pdb yoyilma (5.2-chizma) o'rinli. Demak, © yarim halqa boiadi. □



© yarim ha.lqa.dan olingan va a, b sonlari bilan aniqlangan (yopiq, ochiq 
yoki yarim ochiq) bo‘sh bo'lmagan P  =  Pab oraliq uchun m( P)  =  b — a sonni 

mos qo'yamiz. agar P  bo'sh to'plam bo'lsa m( P)  =  0 deymiz. U holda 

m : 6  —► К to'plam funksiyasi 5.l-ta.’rif shartlarini qanoatlantiradi, ya'ni 

m : © —* К o'lchov bo'ladi. Bu o'lchovning additivlik shartini keltiramiz: 

agar

P  =  U Pk- P< П Pk =  0. г ф к. P, Pk G 6

T) ■
bo'lsa. u holda m( P)  =  m {Pk) tenglik o'rinli. 

k=l
SOT(©) bilan © yarim halqa ustiga qurilgan minimal lialqani belgilaymiz.

4.1-teoremaga ko'ra SDT(6 ) halqaning har bir element! ,4 o'zaro kesishmaydi- ' 

gan Pk G 6  oraliqlarning birlashmasi ko'rinishida. tasvirlanadi, ya’ni A =
П
Ц  Pk ■ ЯЯ(©) halqa elementlarini sodda to'plamlar deymiz. Endi 2Л(©)
fr=i
halqadagi to'plamlarning, ya'ni sodda to'plamlarning o'lchovi tushimchasini

П
kiritamiz. Har bir .4 = JJ ft G 9Я(6) sodda to'plamga 

A - l

n

m'(A)  =  E  rn (Pk) (-5.1)
A-l

sonni mos qo'yuvchi m' : Ш(&)  —> К moslikni aniqlaymiz. m'(A) miqdor 

-4 to'plamning o'lchovi deyiladi.

Lebeg o ‘lchovi. Dastlab E  =  [0, 1] birlik kesmada saqlanuvchi to'p­

lamlar bilan chegaralanamiz.

5 .4 -ta ’rif. Ixtiyoriy А  С E to'plam uchun

f { A )  =  inf £  m (Pk.) (5.2)
Ac k̂Pk

son A to'plamning tashqi o'lchovi deyiladi.

(5.2) da aniq quyi chegara A to'plamni qoplovchi oraliqlarning barcha. 

chekli yoki sanoqli sistemalari bo'yiclm olinadi. Shuni ta'kidlaymizki. ixtiyoriy 

А  С E  to'plamning tashqi o'lchovi mavjud. Cliunki infimum belgisi ostidagi 

ifoda. m  (Pk) manfiymas, shuning uchun u quyida.il nol bilan chegaralangan.

46



Quyidan chegaralangan sonli to'plam esa aniq quyi chegaraga ega. Endi A с  

E  to'plam o'lchovi ta ’rifmi berainiz.

5 .5 -ta ’rif. Agar ixtiyoriy e >  0 uchun shunday В  G 971(6) sodda to'plam 

mavjud bo‘lib. f i '(A A B ) < e tengsizlik bajarilsa. и holda A Lebeg ma'nosida 

o'lchovli to'plam deyiladi.

Agar A  Lebeg ma’nosida o'lchovli to'plam bo'lsa, uning o'lchovi deb tashqi 

o'lchovini qabul qilamiz. Faqat o'lchovli to'plamlar sistemasi i t (E) da aniqlan­

gan /j * to'plam funksiyasi Lebeg o'lchovi deyiladi va u ц bilan belgilanadi. 

Shunday qilib, o'lchovli to'plamlar sistemasi U(E)  va unda Lebeg o'lchovi /i 
aniqlandi. Demak, ixtiyoriy A G U(E)  uchun ц(А)  =  ц*(А).

Biz yuqorida faqat E  =  [0, 1] kesmada saqlanuvchi to'plamlarni qaradik. 

Bu cheklaslidan xalos bo'lish mumkin. Ma'lumki, Ж ni

E n =  [n, n +  1). n G Z

oraliqlar vig'indisi ko’rinishida tasvirlash mumkin. ya'ni

К =  ( J  E n.
nez

5 .6 -ta ’rif. Agar har bir n G Z uchun A„ =  А П E„ to'plamlar o'lchovli 

bo'lsa, и holda A to'plam o'lchovli deyiladi. Agar A to'plam o'lchovli bo'lsa, 

quyidagi yig'indi

А<(Л) =  ^ /1 .(Л ,) .  (5.3)
n eZ

A to'plamning Lebeg o'lchovi deyiladi.

Agar (5.3) qator vig'indisi chekli bo'lsa. A chekli o'lchovli to'plam deyiladi. 
Aks holda A cheksiz o'lchovli to'plam, deyiladi. Shuning uchun ц o'lchov 
cheksiz qiymat ham qabul qilishi mumkin.

8 Г l  l i  l  '\5.2. A =  I J ------ .  — h -  I ni sodda to'plam ekanligini ko'rsating. Uni
|_ ?2 о 11 о J

eng kam sondagi o’zaro kesishmaydigan Pi. P2. . . . ,  P„ oraliqlar birlash­
masi ko'rinishida tasvirlang. A =  Li P*. yoyilmadan foydalanib. A to'p­
lamning o'lchovini toping.
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-----— Ь - 1 .  п — 1.2............... 8 belgilash olamiz va Р„
п 8 п ° '
1 1 1 г

Yechish. Р„ =

oraliqlarning kesishish yoki kesishmasligini tekshiramiz.

Fi = I S ' l .
3 -5

f t  =
_5_ И  
24'  24

5.3-chizmadan ma’lum boidiki, Pi ПP> =  0, PkOPk^i Ф 0, к — 2 , 3 . . . . ,  8 . 
Shuning uchun

8

A =  P i U Q i ,  Qi  =  [ J  f t  =
ii=2

o.
5

, - P i . Q i e S

tasvir eng kam sonli yoyilma boiadi. Demak, A sodda to'plam. Bu yoyil- 

madan quyidagi tenglikni olamiz:

fj.(A) — p{Pi )  +  p{Qi)  — g +  g — g- □

Г
_Л_

s r
_A_ Pl

.̂4
24

11

24

5.3-chizma

Elementar to ‘plam o‘lchovi. Endi tekislikdagi to'plamlaming Lebeg 

oichoviga to'xtalamiz. Aytaylik a, b. с va. d lar ixtiyoriy haqiqiy sonlar 

boisin. Tekislikda biror Dekart koordinatalar sistemasi tayinlangan boiib. 

shu sistemada

a <  x < b. a <  x < b. a < x <  b, a < x <  b

va

c <  y < d ,  с <  у <  d. с < у <  d, с <  у < d

tengsizliklarning istalgan bir jufti bilan aniqlangan to'plamlar sistemasi beril­

gan bo'lsin. Bu to‘plamlarni to'g'ri to'rtburchaklar deb ataymiz. Xususan, agar 

yuqoridagi shartlardan birini qanoatlantiruvchi nuqtalar mavjud bo'lmasa. (ma- 

salan a >  b yoki с >  d boisa) uni ham to'g'ri to'rtburchak deb ataymiz. 

& 2 bilan tekislikdagi barcha to'g'ri to'rtburchaklar sistemasini belgilaymiz.
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Soniar o‘qi holidagidek tekislikdagi А  С E 2 =  [0: 1] x [0, 1] to'plamning 
tashqi o'lchovi va Lebeg o'lchovi ta'riflarini berisli mumkin.

5 .7 -ta ’rif. Ixtiyoriy A  С E 2 to'plam uchun

f ( A )  =  inf V r a ( f t )  (5.4)
-4CU4-A “

son A to'plamning tashqi o'lchovi deyiladi.

Bu yerda aniq quyi chegara .4 to'plamni qoplovchi to'g'ri to'rtburchaklar- 

ning barcha. chekli yoki sanoqli sistemalari bo'yicha olinadi.
Tekislikdagi barcha to'g'ri to'rtburchaklar sistemasi — ©2 yarim halqa tash- 

kil qiladi (5.24-5.25 misollarga qarang). в 2 yarim halqadan olingan va a. b. c. 

d sonlari bilan aniqlangan (ochiq, vopiq. yoki yarim ochiq) bo'sh bo'lmagan 

P  — Puhcd to'g'ri to'rtburchak uchun m( P)  =  (b — a)(d  — c) sonni mos 

qo'yamiz, agar P  bo'sh to'plam bo'lsa m ( P ) =  0 deymiz. Bu qonuniy- 
at bo'yicha. aniqlangan m : &2 —» R to'plam funksiyasi o'lchov (5.1-ta’rif) 

shartlarini qanoatlantiradi.

Ш(6 2) bilan ©2 yarim halqa ustiga qurilgan minimal halqaui belgilaymiz. 

9Jt(S2) halqaning elementlari elementar to'plamlar deyiladi.

5 .8 -ta ’rif. Agar ixtiyoriy :  > 0 uchun shunday В  G Ш(&2) elemental- 

to'plam mavjud bo'lib. /.i*(AAB) < s tengsizlik bajarilsa. и holda .4 Lebeg 

ma'nosida o'lchovli to'plam deyiladi.

Faqat o'lchovli to'plamlar sistemasi i i (E 2) da aniqlangan /Г to'plam funk­

siyasi Lebeg o'lchovi deyiladi va u ц bilan belgilanadi. Shunday qilib. o'lchovli 

to'plamlar sistemasi ЩЕ 2) va unda Lebeg o'lchovi ц aniqlandi. Demak. ix­

tiyoriy A G U (£2) uchun fi(A) =  /л“(А).

Xuddi soniar o'qi holidagidek tekislikni, ya'ni R2 ni

Emn — {(x. y) : m  <  x  <  m +  1. n < y  <  n +  1}. n. m G Z 

kvadratlar yig'indisi ko'rinishida tasvirlash mumkin:

K- =  Em„.
т. не  Z 
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5 .9 -ta ’rif. Л С Ж2 biror to'plam, bo'lsin. Agar istalgan m. n butun son­

lar uchun A mn =  А П E mn to 'plamlar о ‘Ichovli bo ‘Isa, и holda A to ‘plam 

o ‘lchovli deyiladi. Agar A to ‘plam o'lchovli bo'lsa,

p i  A) — ^   ̂ fi(Amn), (5.5)
m .n eZ

yig‘indi A to ‘plamning Lebeg o'lchovi deyiladi.

Agar (5.5) qator yig'indisi chekli bo'lsa, .4 с  R2 chekli, о ‘Ichovli to‘plam 

deyiladi. Aks holda A cheksiz o'lchovli to‘plam deyiladi.

5 .2 -teoroem a ( 0 ‘lchovning a —additivlik xossasi). Agar {.4,,} — o ‘zaro 

kesishmaydigan о ‘Ichovli to ‘plamlar ketma-ketligi bo‘Isa, и holda

лСы = e ^ ( a .)
\,?=1 J  n- 1

tenglik о ‘rinli.

5 .3 -teo rem a (O'lchovning uzluksizlik xossasi). Agar o'lchovli to'plamlar-
OC

ning A\ D A-2 D • • • D A v D • • • ketma-ketligi uchun A =  П A n bo'lsa, иn=l
holda /л{А) =  lim p (A n) tenglik o'rinli.

77—»OC

5 .1 -natija . Agar A\ С Аг С • • • С .4,, с  • • • o'lchovli to'plamlar ketma-
ЭС

ketligi uchun A =  U .4,, bo'lsa, и holda fJ,(A) =  lim fi(An) tenglik o'rinli.
77=1 77—»OC

Agar (5.2) tenglikda aniq quyi chegara .4 С R to'plamni qoplovchi bar­

cha В  sodda to'plamlar bo'yicha olinsa, A to'plamning Jordan ma'nosidagi 

tashqi o'lchovi hosil bo'ladi, u j*{A)  bilan belgilanadi, ya'ni

j*{A) =  i n f m ^ S ) ,  В е Я Я ( б ) .

Ushbu

j~(A) =  sup m \ B ) ,  В e  £W(6 ).
B c A

son A to'plamning Jordan ma'nosidagi ichki o'lchovi deyiladi.

5 .1 0 -ta ’rif. Agar j*{A) =  j*(A) bo'lsa. A Jordan ma'nosida o'lchovli 

to'plam deyiladi.
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Shuni ta'kidlash joizki, agar* A Jordan ma'nosida oichovli to‘plam boisa. 

u Lebeg ma’nosida. ham oichovli to'plam boiadi va bu oichovlar o'zaro teng 

boiadi.

5.3. Lebeg ma'nosida oichovli, ammo Jordan ma nosida oichovli bo'lmagan 

to'plamga misol keltiring.

Yechish. E  =  [0, 1] bo'lsin. .4 esa [0, 1] kesmadagi barcha ratsional son­

lar to'plami bo'lsin. A to'plam E  da zich bo'lganligi uchun .4 ni saqlovchi 

sodda to'plam E  ni ham o'zida saqlaydi. Shuning uchun j ’ (A) =  1 boiadi. 
A  to'plamda saqlanuvchi sodda В  to'plam faqat chekli to'plamdir. Shun­

ing uchun j , ( A)  =  0 tenglik o'rinli. Bu verdan j"(A) Ф j~{A).  Demak. A 

to'plam Jordan ma'nosida oichovli emas. Ma'lumki, .4 sanoqli to'plam, shun­

ing uchun uning elementlarini {xi , Xo....... x„. . . .} ketma-ketlik ko'rinishida

nomerlab chiqish mumkin. Shunday ekan

.4 С U Pt. . Pk =  {x : x k < x <  =  [xk: x*].
A-l

Ikkinchi tomondan ixtiyoriy к € N uchun m ( / \ )  =  0. Bu yenlan

/<"(,4) =  0

ekanligi kelib chiqadi. Shuni ta'kidlash lozimki, tasliqi o'lchovi nolga teng 

bo'lgan har qanday to'plam oichovli to'plamdir. Bulling uchun sodda to'plam 

sifatida В — 0 ni olish yetarli:

p*(AAB) =  //*(ДД0) =  p ( A )  =  0 < 5.

Demak, A Lebeg ma'nosida oichovli to'plam. Shunday qilib. ,4 Lebeg ma'no­

sida oichovli bo'lgan. lekin Jordan ma'nosida oichovli bo'hiiagan to'plamga 

^nisol bo'ladi. □

5.4. A  С [0. 1] — bilan shunday sonlar to'plami belgilanganki, ularning chek­

siz o'nli kasr yoyilmasida 5 raqami ishtirok etmaydi. / j (A) ni toping.
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Yechish. A  to'plam to'ldiruvchisining o lchovini topamiz. [О, 1]\<4 to‘p- 

lam elementlarining cheksiz o'nli kasr yoyilmasida 5 raqami ishtirok etadi.
[0. 1] kesmani teng o'ti bo'lakka bo'lamiz va oltinchi [0,5; 0,6) bo'lakni A i 

bilan belgilaymiz. .4i dagi har bir sonning cheksiz o'nli kasr yoyilmasida, 

verguldan keyingi birinchi raqami 5 bo'ladi. Qolgan 9 ta bo‘lakning har biri­

ni teng o'n bo'lakka. bo'lamiz va ulardagi oltinchi bo’laklarning birla.shma.si- 

ni [0.15; 0,16) U [0,25: 0,26) U • • • U [0.95; 0, 96) =  A 2 bilan belgilaymiz.

A 2 to'plamdagi sonlarning cheksiz o'nli kasr yoyilmasida verguldan keyingi 
ikkinchi raqami 5 bo'ladi. Va hokazo bu jarayonni cheksiz davom ettiramiz. 

Hosil bo'lgan A[,  A-2, ■ ■ ■: A„ . . . .  to'plamlar juft-jufti bilan kesishmaydi va 

ularning birlashmasi [0, 1]\Л  ga teng. Oichovning a -  additivlik xossasiga 

ko'ra
OC

M([0. 1 ] \л )  =  Х > ( д , )
n=1

tenglik o'rinli. Murakkab bo'lmagan hisoblashlar shuni ko'rsatadiki fi(Ai) =  

10-1, ц{А<2) =  9 • 10~2, fi (An) =  9n~l ■ 1 0 ”, . . .  tengliklar o'rinli. Demak.

30 x  qn-i о 1
„([0: 11V4) = E  «(А,) -  E  Т5Г = r r o l j  -  L

» = 1 4 = 1

Shunday qilib, fi(A) +  /z([0, 1]\.4) =  1 dan /u(.4) =  0 ekanini olamiz. □

5.5. Shunday { A n} "Borel tipidagi to'plam" larga misol keltiringki,
f  OC

gilar bajarilsin: fi(A„) =  +oc, A„ О n >  1, ц  ( p| .4,,
\»=i

Yechish. "Borel tipidagi to'plam4 sifatida An =  [r?,oc), n £ N larni 
olamiz. Natijada istalgan n e  N uchun l+{An) =  +00 va An о  *4n+1 munos-

ос / о с
abat bajariladi. Kesishma ("| ,4„. =  0 bo'lganligi uchun fi I p| A

d=i " ’ \»=i
bo'ladi. □

Quyidagi misolda A\ с  ,4 shartni qanoatlantiruvchi .4 va A\ to'plamlar
berilgan. Л \.4 1 to'plamni eng kam sondagi o'zaro kesishmaydigan P [, P2,■■■■, P„

П
to'g'ri to'rtburchaklar birlashmasi ko'rinishida tasvirlang. Л \Л 1 =  (J f t

*•=1
yoyilmadan foydalanib .4 \.4 1 to'plam o'lchovini toping.



К в . A =  {(.т. у) : 0 <  x <  7; 0 <  у < 7},

Ai  =  {(x, y) : 4 < x <  7, 3 < у <  7}

Yechish. Tekislikda A va А г to‘plamlarni chizmada tasvirlaymiz. 5.4- 

chizmadan .4\.4i =  Pi  U A  U P$ yoyilmani olamiz.

Bu yerda Pi =  [0. 4)x[0. 7), P> =  [4, 7)x[0. 3], P3 =  {7} x [0, 7]. Bu to'g'ri 

to'rtburehaklar o'zaro kesishmaydi. O'lchovning additivlik xossasiga ko'ra. 
p (A \A i)  =  /u{Pi) +  м(Р2) +  ц{Р'л) =  28 + 9 +  0 =  37. □

1 1
5.7. O'lchovning a -  additivlikxossasidanfoydalanib, A =  U , ...

71 =  1 \  (?г +  1 П.
to'plamning oichovini toping.

Yechish. .4,, orqali 

ft-jufti bilan 

xossasiga ko'ra

1
-------- —, —7 ) to'plamni belgilaymiz. An to'plamlar
(n +  1)! n\ J

juft-jufti bilan o'zaro kesishmaydi. shuning uchun o'lchovning a — additivlik

tenglik o'rinli. A n to'plamning o'lchovi fi(A„) =  

dalansak

Ь an r i\ V—V / , ч  ̂  ̂  ̂ f

11
n! (n — 1)!

dan foy-

1

71=1

ekanligini olamiz.

rt! (n -  1)!

□
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Ayrim umumlashtirishlar. Bizga sonlar o'qida aniqlangan, kamaymay­

digan, o'ngdan uzluksiz F  funksiya berilgan bo'lsin. Bo'sh bo'lmagan interval, 

kesma va yarim intervallarga F  funksiya yordamida quyidagi sonlarni mos 

qo'yamiz:

m  ((a. b)) =  F { b - 0 ) -  F( a) : m([a. b}) =  F{b) -  F{a -  0):

m  ((a, b]) =  F{b) -  F (o), m ([a. b)) =  F{b -  0) -  F (a  -  0).

Ravshanki, bu usuida aniqlangan m to'plam funksiyasi manfiymas va additiv. 

Yarim halqada kiritilgan bu o'lchovning davomini fip bilan belgilaymiz. Umu- 

manolganda. (ip oiehovga nisbatan o'lchovli to'plamlar sinfi F  funksiyaning 

tanlanishiga bog‘liq. Ammo R da o'ngdan uzluksiz. kamaymaydigan istal- 

gaii F  funksiya uchun ochiq va yopiq to'plamlar, shuningdek. ularning istal- 

gan sanoqli yig'indi va sanoqli kesishmalari цр  o'lchovga nisbatan o'lchovli 

to'plamlar bo'ladi.

5.11-ta’rif. Biror kamaymaydigan. o'ngdan uzluksiz F funksiya vositasi- 

da qurilgan (ip o'lchov Lebeg-Stiltes o'lchovi deyiladi.

Bizga Lebeg o'lchovi // va Lebeg-Stiltes o'lchovi fjp berilgan bo'lsin.

5.12-ta’rif. Agar (i(A) =  0 ekanligidan (ip{A) - 0 tenglik kelib chiqsa. 

Цр absolyut uzluksiz o'lchov deyiladi.

5.13-ta’rif. Agar (ip o'lchov chekli yoki- sanoqli qiymat qabul qiluvchi F  

funksiya yordamida aniqlansa. цр diskret o'lchov deyiladi.

5 .1 4 -ta ’rif. Agar (tp oichovda istalgan bir nuqtali to'plam nol o'lchov­

ga ega bo'lsa va Lebeg o'lchovi nolga teng bo'lgan biror „4 to'plam uchun 

Hp (R \A )  = 0  bo'lsa. и holda (ip singiilyar o'lchov deyiladi.

0 ‘lchovning Lebeg bo‘yicha davomi. Birlik elementli yarim halqa­

da aniqlangan o'lchovning Lebeg bo'yicha davomini qaraymiz. Agar ©„> da 

aniqlangan m o'lchov a — additiv bo'lsa. u holda w  ni ©,„ dan 9Jt(©„,) 

ga nisbatan kengroq bo'lgan va qandaydir ma'noda maksimal sinfga. davom 

ettirish mumkin. Buni Lebeg bo'yicha davom ettirish yordamida amalga os- 

hirish mumkin. Bizga biror ©,„ birlik elementli yarim halqada aniqlangan
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a — additiv т  o'lchov berilgan bo'lsin va E  to'plam ©m yarim halqaning 

: birlik elementi bo'lsin. E  ning barcha qism to'plamlaridan tashkil topgan 

St(E) sistemacla tashqi o'lchov deb ataluvchi /u* to'plam funksiyasini quyida­

gi usulda aniqlaymiz.
5 .1 5 -ta ’rif. Ixtiyoriy А  С E  to'plam uchun

ц*{А)  =  i n f ^  m (B n)
П

son A to'plamning tashqi oichovi deyiladi. В a yerda aniq quyi chegara A 

to'plamni qoplovchi barcha chekli yoki sanoqli { B n} . B„ € ©„, to'plamlar 

sistemasi bo'yicha olinadi.

5 .4 -teorem a . Agar A va sanoqlita .4b ,42. . . . .  A n. . . .  to'plamlar uchun
OC

Л е и  A„ boisa, и, holda quyidagi tengsizlik o'rinliП = 1
OC

//“(Л) < E  /j~(A„).
n=i

5 .1 6 -ta ’rif. Agar А  С E to'plam va istalgan s  > 0 uchun shunday В  € 

ОТ(©ж ) to'plam mavjud bo'lib.

ft ( - \AB) < с

tengsizlik bajarilsa, A (Lebeg m a ’nosida) oichovli to'plarn deyiladi.

Faqat o'lchovli to'plamlar sistemasi 11(E) da aniqlangan fj* to'plam funksi­

yasi Lebeg oichovi deyiladi va u д harfi bilan belgilanadi. Ravshanki. ©,„ va 
£Ш(©„,) dan olingan to'plamlar o'lchovli bo'ladi. Bunda. agar A £ ©„, va 

В € £OT(©„,) bo'lsa, u holda

ц{А) =  m(A) ,  ц(В)  =  m( B) .

Agar A o'lchovli to'plam va f i*(AAB) < s tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

В  € OT?(©„,.) to'plam berilgan bo'lsa.

A A B  =  ( E \A ) A ( E \B )



tenglikdan A  ning toidiruvchi to'plami E \A  ning ham oichovli ekanligi kelib 
chiqadi.

5.5-teorem a. Oichovli to'plamlar sistemasi H(E) halqa boiadi.

5.2-eslatm a. &m ning biiiik elementi - E  oichovli to'plamlar sistemasi

U(E) uchun ham biiiik element boiadi. shuning uchun oichovli to'plamlar 

sistemasi 11(E) algebra tashkil qiladi.
5.6-teorem a. Oichovli to'plamlar sistemasi 11(E) da aniqlangan ц  to'p­

lam funksiyasi additivdir.

5.7-teorem a. Oichovli to'plamlar sistemasi 11(E) da aniqlangan ft to'p­

lam funksiyasi a — addituvdir.

5.8-teorem a. Lebeg bo'yicha oichovli bo'lgan barcha to'plamlar sistemasi 

U( E ) . E birlik elementli a — algebradir.

5.17-ta’rif. Oichovli to'plamlar sistemasi 11(E) da aniqlangan va 11(E) 

da tashqi o ’lchov fi* bilan ustma-ust t/ashuvchi fx funksiya in o ’lchovning 

/( =  L(m) Lebeg davomi deyiladi.

5.9-teorem a. Istalgan boshlang'ich m oichov uchun Lebeg bo'yicha o i ­

chovli to'plamlar sistemasi il(E ) S— halqa boiadi. Sanoqli sondagi oichovli
OC

A 1.A 2, ........4„ , . . .  to ’plamlar birlashmasi bo'lgan A — U .4,, to'plamning1
oichovli bo'lishi uchun ц   ̂ U .4*.̂  miqdorning n ga bogiiqsiz o'zgarmas 

bilan chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli.

Lebeg oichovining yana bir xossasini keltiramiz.

5.18-ta’rif. Agar fi(A) =  0 va A! С A boiishidan A! ning oichovli 

ekanligi kelib chiqsa, ц o'lchov to'la deyiladi.

Agar p  oichov to'la bo'lsa. .4' to'plam uchun p(A') =  0 boiadi.

Ixtitoriy o'lchovning Lebeg davomi to'la boiadi. Haqiqatan ham, A! С A. 
ц{А) =  p*{A) =  0 boisa. Ц*(А') =  0 bo'ladi va B =  0 6  &m ni olsak.

/Г (Л 'Д 0) =  =  0

bo'ladi, ya’ni A' ning oichovli ekanligi va /i(A') =  0 kelib chiqadi.

5.8. O'lchovsiz to'plamlarning birlashmasi oichovsiz bo'ladimi?
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Yechish. O'lchovsiz to'plamlarning birlashmasi o'lchovli ham o'lchovsiz 
ham boiishi mumkin. Masalan. A  С [0. 1] o'lchovsiz to'plam bo'lsin. u holda 

В =  [0, 1]\.4 ham o'lchovsiz to'plam bo'ladi. Ularning birlashmasi A  U В  =  

[0, 1] esa o'lchovli to'plam. Agar A  С [0. 1) o'lchovsiz to'plam. В  С [1. 2) 

o'lchovsiz to'plam bo'lsa, u holda ularning birlashmasi С  =  A  U В  to'plam 
uchun, Ao =  С  f~l Eo =  A  o'lchovsiz to'plam bo'lganligidan 5.6-ta'rifga ko'ra 

С  = A  U В  o'lchovsiz to'plam bo'ladi. □

5.9. F(x )  =  [x] funksiya yordamida qurilgan //p — Lebeg-Stiltes o'lchovi 

diskret o'lchov bo'lishini ko'rsating.

Yechish. F(x)  =  [x] funksiya monoton kamaymaydigan o'ngdan uzluksiz 

funksiya bo'lib. uning qiymatlar sohasi butun sonlar to'plami Z dan iborat. 

Butun sonlar to'plami esa sanoqli to'plam bo'lganligi uchun. 5.13-ta'rifga ko'ra 

Hf  diskret o'lchov bo'ladi. □

U y vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

5.10. To'plam funksiyasi m'  : 971(6) —* Ж o'lchov bo'ladi. Isbotlang.

5.11. (5.1) tenglik bilan aniqlangan m ’ : 9Л(6) —> К funksiyaning qiyma- 
ti .4 sodda to'plamni chekli sondagi o'zaro kesishmaydigan oraliqlar 

yig'indisiga yoyish usulidan bog'liq emas. Isbotlang.

5.12. m' : 971(6) —> К o'lchov m : 6  —> Ж o'lchovning davomi bo'ladi. 

Isbotlang.

5.13. Ikki sodda to'plamning birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi va simmetrik 

ayirmasi yana sodda to'plam bo'ladi. Isbotlang.

5.14. Agar A  G 971(6) to'plam oraliq bo'lsa. u holda rn'(A) =  m(A )  bo'ladi. 

Isbotlang.



5.15. Agar A e 3K(©) to'plam chekli sondagi o'zaro kesishmaydigaii А г, Л2,
П

. . . ,  A n sodda to'plamlarning yig'indisi, ya'ni A =  ]J  shaklda tasvir-
k=1

la.nsa, quyidagi tenglikni isbotlang:

l '(A ) =■ Ё  m> (A k) ■m  l_
k=1

5.16. Agar A  <E 97l(S) sodda to'plam, { A „ } — sodda to'plamlarning chekli 

yoki sanoqli sistemasi bo'lib, A  С U A„ bo'lsa.П

m'  (.4) < ^ 2  m> (^»)
ri

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Isbotlang.

5.17. A  sodda to'plam sanoqli sondagi o'zaro kesishmaydigaii Ai,  A 2, . . . .  
A „ , . . .  sodda to'plamlarning yig'indisidan iborat. ya’ni

A =  Ц  A n
П—1

bo:lsin. U holda quyidagi tenglikni isbotlang;

m
n—l

5.18-5.23-misollarda keltirilgan A С R ni sodda to'plam ekanligini ko;rsa- 

ting. Uni eng каш sondagi o'zaro kesishmaydigan Pi, P2, . . . ,  Pn oraliqlar
n

birlashmasi ko'rinishida tasvirlang. A — и Pj. yoyilmadan foydalanib, .4 
to'plamning o'lchovini toping.

n 5 — n
5.18. A =  U !32-", 23-") . 5.21. A = [ J

n—l ' ??=1 £n+1: 4/i

6 8 / 1 1 1 1
5.19. A =  U  [ 3 - ,  »*-■). 5 .22 . A -  U  ( - - J ,  -  +  53

5.20. А =  U 5.23. U  ( М ,  -  + J V
n=i L2(n +  !)■ 2п! /  „=1 \ п  o n  5 J
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5.24. Ikkita yarim halqaning Dekart ko'paytmasi yarim halqa bo'ladi. Isbot­
lang.

5.25. 6  x 6  =  6 2 tenglikni isbotlang.

5.26. Tekislikdagi barcha to'g'ri to'rtburchaklar sistemasi — ©2 yarim halqa. 
tashkil qiladi. Isbotlang.

"Serpin gilami" nomli ma.sa.la.. M2 dagi E 2 =  fO. 11 x [0, ll kvadrat-
1 2  1 2 

ni x =  x =  у =  -  у =  -  tog'ri chiziqlar yordamida 9 ta bir xil 
о о о o

kvadra.tla.rga bo'lamiz va. marka.zda.gi ochiq

/ /  ч 1 2 1 2 \
3 < x < 3- з < 1 < з )

kvadratni (5.5a-chizma) tashla.ymiz. Keyin qolgan 8 ta  kvadratning har birini 

yuqoridagidek 9 ta bir xil kvadratlarga bo:lamiz (5.5b-chizma.) va markazdagi 

kvadratni tashlaymiz. Bu jarayonni cheksiz marta davom ettiramiz. Natijada 
qolgan to'plamni A bilan belgilaymiz. Bu to'plamga "Serpin gilami" nomi 
berilgan.

j . оa)
5.5-chizma

5.27. Serpin gilamining o'lchovini toping.

b)

5.28. Л  С [0, 1] — bilan shunday sonlar to'plamini belgilavmizki, ularning 

cheksiz o'nli kasr yoyilmasida 2 raqami 3 raqamidan oldin uchraydi. Bu 
to'plamning o'lchovini toping.
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5.29. А С [О, 1] — bilan cheksiz o‘nli kasr yoyilmasida 8 raqami qatnasha- 
digan sonlar to:plamini belgilaymiz. Uning o'lchovini toping.

5.30. A С [0, 1] — shunday to’plamki. uning elementlarini cheksiz o:nli kasr 
yoyilmasida 1 dan 9 gacha raqamlarning barchasi qatnashadi. Uning 
o'lchovini toping.

5.31. Kantor to'plami К  С [0, 1] ning Jordan ma’nosida oichovli emasligini 
isbotlang.

5.32. "Kantor taroyi" nomli masala. K — Kantor to'plami bo'lsin.

A =  {(x, y) : x e  [0. 1]. у G Â }

to’plam "Kantor tarog'i" deyiladi. A to'plam [0, 1] x [0. 1] ning hech 
yerida zich emas, yopiq va ц(А) =  0. Isbotlang.

"Scrpin qabristoni" nomli masala. Ж2 da [0. 1] x [0, 1] kvadratni x =
1 2  1 2x — у =  у — — tog'ri chiziqlar yordamida 9 ta teng kvadratlarga 3 3 3 3
bo'lamiz. Asosiy kvadratning uchlariga yopishgan 4 ta

<2i q 2
/ / / /  / /  

У У У / ,  
У / / / / . -

Qs
Ш ’.
Щ Qe

Ш
Ф

4,
ш Ш щ

<?3 Q 4 <?7 <28

m
/ / / / ,

/ / / / ,

/ /  / / / s '

' у / У / У л

ш

<h Qi  оУ / у / / /  у / / /  / у  
' / / / / / у

W A

я М 0 »

m Щ . ш
Q n Ql2 ч й

р2 т
ш

р.

У У У У
'У / / У .
/у У У/У у

Щ
Ш

:Щ
У

<

щ щ
у У у у
■:у . у

Рг Рз

a) b)

5.6-chizma

Pi =  | {х,У) : 0 <  .r <  i  0 <  у <  .

Pi =  j ( z , y )  : 0 < x < i .  |  <  у <  1 j ,
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^3 =

Рл =

}■

}
yopiq kvadratlarni (5.Ga-chizma) birinchi rang kvadratlari deb ataymiz.

Bu to'rt kvadratning birlashmasini A\ =  P\ U Po U P3 U P4 bilan bel- 
gilaymiz. Birinchi rang kvadratlarining har birini yuqoridagidek 9 ta teng 
kvadratlarga bo'lamiz. Birinchi rang kvadratlari P\. Pi- Рз- Pi uchlariga 
yopishgan kvadratlarni ikkinchi rang kvadratlari (5.6b-chizmada Q1 — Qie) 
deymiz. Bu 1G ta kvadratning birlashmasini .4 2 bilan belgilaymiz. Va hokazo 
bu jarayonni cheksiz marta davom ettiramiz. Natijada ichma-ich joylashgan 
Ai D A2 D . . .  D A„ D . . .  ketma-ketlikka ega bo'lamiz. Ularning kesish-

OC
masini A =  П A„  bilan belgilaymiz. A to'plam Serpin qabristoni deyiladi.П= 1

5.33. Serpin qabristoni .4 ning o'lchovi nol (ц(А) =  0) va [0, 1] x [0, 1] 
kvadratning hech yerida. zich emasligini isbotlang.

5.34. A С К to'plamning o'lchovi nolga teng bo'lsa, / ( ( ,4) =  0 bo'lishi shart- 
mi? Bu yerda A — A to'plamning vopig'i.

5.35. , 4 c R  chegaralanmagan musbat o'lchovli to'plam bo'lsin. u holda shun­
day x, у € A lar mavjudki x  — у € Q bo'ladi. Isbotlang.

5.36. , 4 c R  ixtiyoriy musbat o'lchovli to'plam bo'lsin, 11 holda shunday x, у £ 
.4 mavjudki x — у £ R\Q bo'ladi. Isbotlang.

5.37. К dagi nol o'lchovli to'plamlar sistemasi a — halqa bo'lishini isbotlang.

5.38. A c K  Borel tipidagi to'plam ekanligini ko'rsating, uning Lebeg o'lchovini 
toping:

c) A -  [0. 1]\Q.
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5.39. Quyida berilgan А С M to'plamning Bore/ tipidagi to‘plam, ekanligini 
ko'rsating. kevin uning o'lchovini toping.

a) A =  (R\Q) П [0. 1], b) A =  {x  G R : x4 G Q } .

c) A =  [a, oc),

1
e) Л =  U

n—0
n + 4” ■ f) u

n = (l

,  1  ,  1ГГ — — . П +
5"' 5"

П

5.40. Shunday {.4,,} "Borel tipidagi to'plam" larga misol keltiringki, quyida- 
gilar bajarilsin:

а) ц(А„)  =  1, n >  1, U A„ =  R,
11=1

b) /i(.4„) =  +oc, A„ D A „-i. n > 1, // П A
/1=1

1.

с) ц(А„) =  +oc, n >  1. D A„ =  N./1 = 1
d) — -{-ос. An П An П ф  777. n .  m  G N.

5.41. A С R2 ning "Borel tipidagi to'plam" ekanligini ko'rsatib. uning 
o'lchovini toping:

a) A =  { (x . y) G R 2 : . t G R ,0  < y <  .

b) .4 =  | (i, y) G R2 : -1  < x < 1, 0 < у <  y = f }  •

5.42. a G (0. 1) ixtiyoriy son bo'lsin. [0. 1] kesrnaning o'rtasidan uzunligi 
a , /2  -  a 2 +  a '

ga teng .41 = intervalni cliiqarib taslilaymiz. .4]
2 у 4 : 4
ni o'rta interval deb ataymiz. Ikkinchi qadamda qolgan ikki kesinaning
uzunligi -  ga teng bo'lgan o'rta intervalini cliiqarib taslilaymiz. Bu iu- 8
tervallar birlashmasini A2 bilan belgilaymiz. Uchinchi qadamda qolgan 
to'rtta kesinaning liar biridan uzunligi — ga teng bo'lgan o'rta inter-oZ,
valini cliiqarib taslilaymiz. Ularning birlashmasini .43 orqali belgilaymiz.

OC-
Bu jarayonni cheksiz davom ettiramiz. A bilan [0. 1]\ U A„ to'plamni

11 =  1
belgilaymiz. A ning o'lchovli ekanligini ko'rsating va uning o'lchovini 
toping.
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5.43. 5.42-misolda keltirilgan A  to'plam [0, 1] kesmaning hech yerida zich

emasligini isbotlang.

5.44. A С [a, ft] o'lchovli to'plam va ц(А) =  A > 0 bo'lsin. U holda f ( x )  =
х)Г\А) funksiyaning uzluksizligini isbotlang. /  : [a. 6] —> К 

funksiyaning qiymatlar sohasini toping.

6.45. [0, 1] kesmada [0, 1] dan farqli va o'lchovi 1 bo'lgan yopiq to'plam 
mavjudmi?

5.46. Tekislikda shunday o'lchovli A С 1R2 to'plamga misol keltiringki, uning 
koordinata o'qlariga proyeksiyalari o'lchovsiz bo'lsin.

5.47-5.49-misollarda A\ С A shartni qanoatlantiruvchi .4 va ,4i to'plamlar 
berilgan. А\Лх to'plamni eng kam sondagi o'zaro kesishmaydigaii Pi, P% . . . ,  P„

П
to'g'ri to'rtburchaklar birlashmasi ko'rinishida tasvirlang. -4\,4i =  (J Pk

k~ 1
yoyilmadan foydalanib to'plam o'lchovini toping.

5.47. A = {(x, y) : 0 < x < 7. 0 < у < 7} .

A[ =  {(.T, y) : 4 < x < 6 . 3 < у < 5}.

|5.48. A =  {(x, y) : 0 < x <  7, 0 < у < 7 },

Ai =  {(x. y) : 3 < x < 7. 0 < у < 7} .

5.49. A =  {(x , y) : 0 < x < 7. 0 < у < 7} ,

Ai =  {(.r. y) : 0 < x < 7, 0 < у < 6 }.

5.50-5.64-misollarda keltirilgan tasdiqlarni isbotlang.

5.50. А С К to'plam o'lchovli bo'lishi uchun ixtiyoriy г > 0 ga ko'ra shunday 
G (G D ,4) ochiq to'plam mavjud bo'lib, fj*(G\A) < г tengsizlikning 
bajarilishi zarur va yetarli.
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5.51. Agar Л С К o'lchovli to'plam boisa, u holda ixtiyoriy £ > 0 uchun 
shunday G (G  С A) yopiq to'plam mavjud bo'lib, fi*(A\G) <  s teng­
sizlik bajariladi.

5.52. Agar А С В bo'lsa.. ц*(А) < Ц*(В) bo'ladi.

5.53. Agar A  — sodda to'plam bo'lsa, u holda fj,*(A) =  m '(A)  tenglik o'rinli.

5.54. Agar chekli yoki sanoqli sondagi {A n} to'plamlar sistemasi uchun A С 
IJ A „  bo'lsa, u holda quyidagi tengsizlik o'rinli
П

pl* (A )  < x :  s  (A n) .
H

5.55. Agar A c  [0, 1] o'lchovli to'plam bo'lsa, [0, 1]\A ham o'lchovli bo'ladi.

5.56. Agar A va В to'plamlar o'lchovli bo'lsa, u holda AUB, АГ)В, A A B ,  A \B  

to'plamlar o'lchovli bo'ladi.

5.57. O'lchovli to'plamlar sistemasi il(R) halqa tashkil qiladi.

5.58. Chekli sondagi o'lchovli to'plamlarning birlashmasi va kesishmasi yana 
o'lchovli to'plamdir.

5.59. Agar A  va В lar o'zaro kesishmaydigaii o'lchovli to'plamlar bo'lsa, u 
holda fi(A U S) =  f.t(A) +  /j . ( B ) tenglik o'rinli.

5.60. Agar A va В lar o'lchovli to'plamlar bo'lsa. quyidagi tengliklar o'rinli:

a) м(Л U B ) =  /t(A) +  ц{В) -  f.i(A fl B),

b) fi{AAB) =  fi(A) +  1л(В) -  2ц{А П В).

5.61. Ixtiyoriy ikkita Л va В to'plamlar uchun quyidagi tengsizlik o'rinli:

\ f ( A )  ~  S (B )\  < v ( A A B ) .

5.62. Л С E  =  [0, 1] o'lchovli to'plam uchun ц{Е\А)  =  1 — fi(A) tenglik 
o'rinli.
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|;63. Sanoqli sondagi o'lchovli tO'plamlarning birlashmasi va kesishmasi yana 
oichovli to'plamdir.

p.b4. O'lchovli to'plamlar sistemasi U(K), a — algebra tashkil qiladi.

5.65. O'lchovning a — additivlik xossasidan foydalanib. quyidagi to'plamlar- 
ning o'lchovini toping:

Б.66. O'lchovning uzluksizlik xossasi va uning natijasidan foydalanib. quyidagi 
to'plamlarning o'lchovini toping:

5.67. Chegaralangan o'lchovsiz to'plamga misol keltiring.

5.68-5.75-misollarga ham 5.8-misol kabi javob bering.

5.68. 0 ‘lchovsiz to'plamlarning kesishmasi o'lchovsiz bo'ladimi?

6.69. O'lchovsiz to'plamlarning ayirmasi o'lchovsiz bo'ladimi?

5.70. O'lchovsiz to'plamlarning simmetrik ayirmasi o'lchovsiz bo'ladimi?

5.71. А С  E =  [0, 10] o'lchovsiz to'plam. В с  E o'lchovli to'piam. Ularning 
birlashmasi o'lchovli bo'lishi mumkinmi? А С  В holni tahlil qiling.

5.72. А С E o'lchovsiz to'plam, В С E o'lchovli to'plam. А Г) В to'plam 
o'lchovli bo'ladimi? Л П В  =  0, В С  А. А С В hollarni tahlil qiling.
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5.73. А с  Е  o‘lchovsiz to'plam, В с  Е  o'lchovli to'plam bo'lsin. А\В 
to'plam o'lchovli bo'lishi mumkinmi? A <Z В . В С A hollarni tahlil 
qiling.

5.74. А с  E o'lchovsiz to'plam, В с  E o'lchovli to'plam bo'lsin. B\A 
to'plam qanday hollarda o'lchovli, qachon o'lchovsiz bo'lishini misollarda 
tushuntiring. АП В =  0. В С А,  А с. В hollarni tahlil qiling.

5.75. А С E o'lchovsiz to'plam. В с  E o'lchovli to'plam bo'lsin. AAB  
to'plam o'lchovli bo'lishi mumkinmi? Л П В =  i ,  В С А,  А с  В 
hollarni tahlil qiling.

5.76. A\ Э Аг 3  • • • 3  An 3  ■ ■ ■ o'lchovli to'plamlar ketma-ketligi uchun
OC

ju( П An) =  lim fJ>(An) tenglikni isbotlang.
n = l  77—+ЭС

5.77. O'lchovli to'plamlarning Aj С A% С • • • С A„ С • • • ketma-ketligi uchun
OC

//■( U An) =  lim fi(A„) tenglikni isbotlang.
/1=1 n—*OC

5.78. Agar U(K.)— sonlar o'qidagi Lebeg ma’nosida o'lchovli to'plamlar sis­
temasi, [a, 6] ixtiyoriy kesma bo'lsa, u holda [a, b] kesmada saqlanuvchi 
o'lchovli to'plamlar sistemasi a— algebra tashkil qiladi. Isbotlang.

5.79. Kantor to'planiining o'lchovi nolga teng ekanligini isbotlang.

5.80. Ixtiyoriy А С К sanoqli to'plam uchun ц(А) =  0 ekanligini isbotlang.

5.81. A va В lar sonlar о qidagi nol о lchovli to plamlar bo Isa. A LJ В va 
AAB  lar ham nol o'lchovli to'plamlar bo'ladi. Isbotlang.

5.82. A С Ж nol o'lchovli to'plam va ixtiyoriy В С S  to'plam uchun ц{А П
В) =  0 ekanligini isbotlang.

5.83. Sonlar o'qidagi barcha nol o'lchovli to'plamlar sistemasi a halqa va 6 

halqa bo'lishini isbotlang.

5.84. Sonlar o'qidagi barcha nol o'lchovli to'plamlar sistemasi simmetrik avirma 
amaliga. nisbatan kommutativ gruppa bo'lishini isbotlang.
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5.85. Soniar o'qida kontinuum quvvatli, nol o'lchovli to'plamga misol keltiring.

5.86. [0, 1] kesmada., o'lchovi 0,9 ga teng bo'lgan va. [0, 1] ning hech yerida 
zich bo'lmagan mukammal to'plamga misol keltiring.

5.87. [0, 1] kesmada, o'lchovi 1 ga teng bo'lgan va. [0, 1] ning hech yerida 
zich bo'lmagan mukammal to'plam mavjudmi?

5.88. A С  [0, 1] hech yerda zich bo'lmagan nol o'lchovli to'plam bo'lsa, uning 
yopig'i .4 ham nol o'lchovli to'plam bo'lishi shartini?

5.89. [0, 1] kesmada, nol o'lchovli va [0, 1] ning hamma yerida zich kontinu­
um quvvatli to'plamga misol keltiring.

5.90. Shunday nol o'lchovli А С  К va В  С  I  to'plamlarga misol keltiringki. 
ularning arifmetik yig'indisi A +  В =  {с : с =  a +  b, a £ A. b £ B}  
rnusbat o'lchovli bo'lsin.

5.91. Shunday A С [0. 1] va В С [0, 1] to'plamlarga misol keltiringki. 
quyidagilar bajarilsin: ц(А) =  ц(В) =  0. /j(A +  В) =  2.

5.92. F(x)  =  2x +  l  funksiya yordamida qurilgan f i p -  Lebeg-Stiltes o'lchovi 
absolyut uzluksiz o'lchov bo'lishini isbotlang.

5.93. /-i f . F ( x )  =  2.Г +  1 o'lchov bo'yicha .4 — (1. 5] t.o'plamuing oichovini 
toping.

5.94. /ip. F(x)  =  [x] Lebeg-Stiltes o'lchovi bo'yicha .4 — (1, 5] U {7, 8} 

to'plamning o'lchovini toping.

Qurilishi Kantor to'plami- K  (3.5-misolga qarang) bilan bog'liq bo'lgan 
Kantorning zinapoya funksiyasini (5.7-chizma) keltiramiz. Kantorning zinapoya 
funksiyasini Я bilan belgilaymiz va uni M da quyidagicha aniqlaymiz: Я(х) =
0, x  £ (->оо.0] va Я(х) =  1, x  £ [l.oo). Я ni [0. 1]\A" da quyidagicha 

aniqlaymiz. K\ =  ^  to'plam va uning chegarasida (5.7-chizmaga qarang)
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1 2
3 ' 3

Я(х) =  <

Кч —  Л ’21 U К 22 =  IJ ^  to ‘ p la m  va  uning chegara larida

1 1 2'agar x  G
4 9' 9
3 '7 8—. agar x G

9 ’ 9
Endi

to’plam va uning chegaralarida
2 k  —  l  ______

&(x ) — —2̂ — ' x  e ^ 3k'  ̂ =  *’ 4'

Xuddi shunday A-,, =  IJ A'„< to’plamning fc — qo'slmi intervali va un- 
*=i

ing chegarasida
2 k — i ___

й(х) =  —_ _ .  x G K nk, Ae =  1,2,3.......2” _1
2"
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landi. Bu U K„  =  [0. 1]\/^ to'plam [0. 1] kesmada zich. Endi xq e  К  soni
11 =  1

Я funksiya aniqlanmagan biror nuqta bo'lsin, u holda

Shunday qilib, K„  to'plamlar va ularning chegaralarida Я funksiya aniq-

deymiz. Hosil qilingan funksiya Kantoming zinapoya funksiyasi deyiladi.

5.95. Kantorning zinapoya funksiyasi Я ning [0, 1] kesmada uzluksiz, mono- 
ton kamaymaydigan funksiya ekanligini isbotlang.

5.96. Kantorning zinapoya funksiyasi F(x)  =  Я(х)  yordamida qurilgan Lebeg- 
Stiltes o:lchovi —Ця bo'lsin.
a) дя ning singulyar o'lchov ekanligini isbotlang.

b) ця(К) — 1 tenglikni isbotlang. Bu yerda К  — Kantor to'plami.

c) A Kantor to'plamini saqlovchi (К  с  .4) ixtiyoriy to'plam bo'lsin. 
Дя(-4) =  1 tenglikni isbotlang.

5.97. a) F(x)  =  x funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi absolyut 
uzluksiz o'lchov bo'ladimi?

b) F(x) — 2[.r] -I- 1 funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi 
diskret o'lchov bo'ladimi?

e) Singulyar Lebeg-Stiltes o'lchoviga misol keltiring.

5.98. Additiv, ammo a — additiv bo'lmagan o'lchovga misol keltiring.

5.99. Har bir .4 с  Ж to'plamga

neN'U

sonni mos qo'yamiz. rn to'plam funksiyasi o'lchov bo'lishini ko'rsating. 
.4 =  (—oc, 0) va В =  [1. 4] to'plamlarning o'lchovlarini toping.

Я (x0) =  sup | A(x) : x < xq, x e  U Kn

69



I bobni takrorlash uchun test savollari

1. Quyidagi tengliklar ichidan to'g'rilarini ajrating.
1. A AB =  {A U B)\(A  П B). 2. AAB =  {A U B)A{A  П B). 
3. A A B  =  {A\B) U {B\A).

A) 1. 2 B) 2, 3 C) 1: 2. 3 D) 1. 3

2. E — universal to'plam. Ikkilik munosabatlarini toping.
1) Е \ и А а =П(Е\Аа). 2) Е\ПА,л = и ( Е \ А а)
3) A AB =  (А и B)\(A П B), 4) (E\A)A{E\B) = AAB  
A) 1. 2 B) 2, 3 C) 3. 4 D) 1, 4

3. .4 va В to'plamlar o'zaro kesishmaydi. Quyidagilar ichidan to'g'rilarini 
ajrating. 1) AAB =  .4 U B. 2) A\B =  A, 3) B\A =  В
A) 1. 2 B) 2. 3 С) 1. 2. 3 D) 1. 3

4. ,4i va A '2 to'plamlar o'zaro kesishmaydi. Quyidagilar ichidan to'g'rilari­
ni ajrating. 1) Вг П Во С (Ai Д Bi) 'J (Ao A Bo). 2) ЛзДЛо =  0,
3) А^ААо =  A1UA2. 4) (Л1и.42)Д (В1 U Во) с  {AyAB^ U (.42ДВ2) 
A) 1. 2. 3 B) 2. 3. 4 С) 1. 2. 3. 4 D) 1. 3. 4

5. /  : R —► R. f ( x )  — [0,5 z] akslantirish berilgan. Bu yerda [x] belgi x 
sonining butun qismi. Agar A =  [0. 8] boisa. f (A)  ni toping.
A) {0; 1; 2; 3; 4: 5: 6; 7} B) [0. 8]
С) {0: 1; 2; 3; 4; 5: 6: 7: 8} D) {0: 1; 2; 3; 4}

6. /  : A” —> [-5, 26], f ( x )  =  x2+ l  funksiya berilgan. / — ustiga (suryek- 
tiv) akslantirish bo'ladigan maksimal X  to'plamni toping.
A) [-5 , -2 ] U [2. 5] B) [—2. 5] C) [2, 5] D) (2. 5)

7. /  : [0. тг] —> [—1.1]. / (x )  =  cosx. g : [0. тг] —* [0.1]. g(x) =  sinx. 

v '■ [0< '' [0; !]• v i x ) =  sin;r- $  '■ [0.2] —> [0.5], ф(х) =  x2 +  1 
akslantirishlar ichidan suryektivlarini ajrating.
A) / .  y. if В) / .  g, p С) д. ф D) / ,  f .  ib
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8. /  : [0. тг] —> [— 1,1], f ( x )  =  cosx,  g : [0.тг] —♦.[0,1], g(x)  — sinx,

•P ■ [ 0 - ~ * [0,1]. y(x)  =  sinx, ф : [0,2] —» [0.5], ij>(x) =  x 2 +  1 
akslantirishlar ichidan biyektivlarini ajrating.
A) f . g  B) f . v  C) f,<p D) v ,il>

9. Quyidagilar ichidan sanoqli to'plamlarni ajrating.
1) Jahon banklaridagi valyutalar to'plami.
2) Barcha ratsional sonlar to'plami.
3) Yer sharidagi barcha qushlar to'plami.
4) Barcha tub sonlar to'plami.
A) 1, 3 B) 2, 4 С) 1, 2, 3 D) 1, 3, 4

10. Quyidagi tasdiqlar ichidan to'g'rilarini ajrating.
1} Chekli to'plamlarning ayirmasi chekli to'plam bo'ladi.
2) Sanoqli to'plamlarning ayirmasi sanoqli to'plam bo'ladi.
3) Kontinuum quvvatli to'plamlarning ayirmasi kontinuum quvvatli to'p- 
lam bo'ladi.
A) 1. 3 B) 2, 3 С) 1 D) 1, 2. 3

11. Quyidagi tasdiqlar ichidan to'g'rilarini ajrating.
1) Chekli to'plamlarning kesishmasi chekli to'plam bo'ladi.
2' Sanoqli to'plamlarning kesishmasi sanoqli to'plam boiadi.
3) Kontinuum quvvatli to'plamlarning kesishmasi kontinuum quvvatli 
to'plam boiadi.
A) 1, 3 B) 2. 3 С) 1 D) 1. 2. 3

12. Quyidagi tasdiqlar ichidan to'g'rilarini ajrating.
1) Chekli to'plamlarning birlashmasi chekli to'plam bo'ladi.
2) Sanoqli to'plamlarning birlashmasi sanoqli to'plam bo'ladi.
3) Kontinuum quvvatli to'plamlarning birlashmasi kontinuum quvvatli 
to'plam bo'ladi.
A) 1, 3 B) 2, 3 С) 1 D) 1. 2, 3
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13. Kesishmasi kontinuum. simmetrik ayirmasi sanoqli bo'lgan A\ va Ao 
kontinuum quvvatli to'plamlarga misol keltiring.
A) A\ =  [0. 1], Л2 =  (0. 1) В) A\ =  [0, 1], A-2 =  [0. 1) UQ
C) Ai =  [0, oo), Ao =  [—2. oo) D) .4i =  ( — oo. 0]. Ao =  (0. oo)

14. Chekli to'plamlar ko'rsatilgan javobni toping.
A) Q. Z. N B) {2: 3}. 0 C) {2 :3 } , [0. 1]. Z  D) R, Q. Z

15. Sanoqli to'plamlar ko'rsatilgan javobni toping.
A) Q. Z : N B) {2: 3}. 0 C) {2 :3 }, [0. 1], Z D) R, Q. Z

16. Kontinuum quvvatli to'plamlar ko'rsatilgan javobni toping.
A) Q. Z. N B) {2: 3}. 0 C) {2; 3} , [0: 1], Z D) [0. 1], R. R\Q

17. Ekvivalent to'plamlar ko'rsatilgan javobni toping.
A) Q ~  Z ~  N ~  R B) [0, 1] ~  [0. oc1) ~  R ~  Q
C) [0. 1] ~  R ~  K2 ~  R\Q D) [0. 1] ~  M ~  R\Q ~  Q

18. Sonlar o'qidagi barcha [a. 6) yarim intervallar sistemasi S  :
A) Yarim halqa bo'ladi. halqa boimaydi.
B) Halqa bo'ladi. algebra boimaydi.
C) Ham halqa. ham algebra bo'ladi.
D) Ham algebra, ham a algebra bo'ladi.

19. Sonlar o'qidagi barcha chekli to'plamlar sistemasi 6  :
A) Yarim halqa bo'ladi. halqa boimaydi.
B) Halqa bo'ladi. algebra boimaydi.
C) Ham halqa, ham algebra bo'ladi.
D) Ham algebra, ham a algebra, bo'ladi.

20. Sonlar o'qidagi barcha. chekli. sanoqli va kontinuum quvvatli to'plamlar 
sistemasi в  :
A) Yarim halqa bo'ladi. halqa boimaydi.
B) Halqa bo'ladi. algebra boimaydi.



C) Ham halqa, ham algebra boiadi.
D) Ham algebra, ham a algebra boiadi.

21. Sonlar o'qidagi barcha chegaralangan to'plamlar sistemasi © :
A) Yarim halqa boiadi, halqa boimaydi.
B) Halqa boiadi. algebra boimaydi.
C) Ham halqa, ham algebra boiadi.
D) Yarim halqa tashkil qilmaydi.

22. Tekislikdagi barcha to'g'ri to'rtburchaklar sistemasi S  :
A) Yarim halqa boiadi. halqa boimaydi.
B) Halqa boiadi. algebra boimaydi.
C) Ham halqa, ham algebra boiadi.
D) Ham algebra, ham a algebra boiadi.

23. E =  {(x,y)  : 0 < x < 1, 0 < у <  1} biiiik kvadratdagi barcha 
elemental' to'plamlar sistemasi © :
A) Yarim halqa boiadi, halqa boimaydi.
B) Halqa boiadi. algebra boimaydi.
C) Ham halqa. ham algebra boiadi.
D) Ham algebra, ham a algebra boiadi.

24. E = [  0. 1] to'plamning barcha qism to'plamlaridan tashkil topgan ЩЕ)  
sistema simmetrik ayirma Д amaliga nisbatan gruppa tashkil qiladi. 
Uning biiiik element! e (e * x  =  r  * e =  e) ni toping.
A) e =  [0. 1] B) e =  0 C) e =  {0} D) 6 =  (0, 1)

25. E — [0. 1] to'plamning barcha. qism to'plamlaridan tashkil topgan ЩЕ)  
sistema simmetrik ayirma Д amaliga nisbatan gruppa tashkil qiladi. Bu 
gruppada x =  (0, 1) elementga teskari elemental toping.
A) .r^1 = {0 } B) x ' 1 =  0 C) x -1 =  (0, 1) D) x - 1 =  [0, 1]

26. P = | l , 4 < x <  5^, 2,5 < у <  to'g'ri toi'tburchakning o'lcho­
vini toping.



А) 20 В) 21 С) 18.75 D) 20 ,4

27. Р  =  {0 < х <  1, 0 < у <  1} va Q =  {0,3 <  х  <  0.8, 0 <  у <  1} 
to'g'ri to'rtburchaklar kesishmasining o'lchovini toping.
A) 0,5 B) 0.8 C) 0.15 D) 0, 75

28. P =  {0 < x < 1, 0 < у <  1} va. Q  =  {0,5 < x <  1,5, 0 < у <  1} 
to'g'ri to'rtburchaklar birlashmasining o'lchovini toping.
A) 1,3 B) 1,4 C) 1,5 D) 2

29. P  =  {0 < x <  1, 0 < у <  1} va Q =  {0,5 < x <  1,5, 0 < у <  1} 
to’g'ri to'rtburchaklar simmetrik ayirmasining o'lchovini toping.
A) 0,5 В) 1 C) 1.5 D) 0,8

30. P =  {0 < x <  5, 0 < у <  5 }. Pi =  {0 < x <  2. 0 < у < 2}. P\PX 
ayirmaning chekli yoyilmasida eng kamida nechta to'g'ri to:rtburchak qat- 
nashadi?
A) 4 В) 3 C) 2 D) 5

31. A =  {0 < x < 1. 0 < у < 0,2} U {0 < x < 1, 0. 8 < у < 1} 
elemental' to'plamning o'lchovini toping.
A) 0,2 B) 0,3 G) 0,4 D) 0.5

32. A — {0 < x <  1, 0 < у < x }  to'plamning tashqi o’lchovini toping.
A) 0,2 B) 0.3 C) 0,4 D) 0,5

33. Lebeg oichovining additivlik xossasini ko'rsating.
A) /t (  U Ak)  =  ц(Ак), А, П А; =  0 , i ф j

'■*=1 y k=i
B) fj, (  U A„)  =  м(А„): А: П Aj =  0 . i ф j

V"=i /  n=1
C) lim ц(Ап) =  ц{А). A =  U An, AY С A2 С ■ ■ ■ С An С • • •л—»эс п= 1

D) ц /  U Ап) < Y. н(Ап)
Ч п=1 1 П=1
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34. Lebeg oichovining yarim additivlik xossasini ko'rsating.
A) // (  U ЛЛ =  J2 / ((Л*.), Af П Aj =  0 . i Ф j\k=l /  fc=1

B) p (  U .4,,) =  £  К A n): А, П Aj =  0 . i ф j
4 n = 1 /  „ =1

C) lim р(Л„) =  n(A). A =  U Л„. Лх С Л2 С • • • С Л„ С ■ • •
П—+ЭО п— 1

D) ц С U Л,Л < 5] м(Л„)4/1=1 У П=1

35. Lebeg oichovining a— additivlik xossasini ko'rsating.
A) ц (,U  Л *) =  Ё  м(Ла-): Л, П Л, =  0 . i ф j

\ k =1 /  t=1

B) /и (  LJ .4,,) =  Xi /*(Л„). Л, П .4̂  =  0 . i ф j
\ n = 1 У n=1

C) lim /4(Ли) =  д(Л). Л =  U Л„, Л2 С Л2 с  ■ • • С Л„ С • • •
/г—ЮС- 77 — 1

° )  ^ ( Д '4")  -  £

36. Lebeg oichovining uzluksizlik xossasini toping.
A) p (  u Ak)  =  f i  KAk)- Ai П Aj  =  0 . i. ф j

\ k -l /  k=1

B) fi (  U A, )  =  X] /'(Л „)г Л, n Л, =  0 . г Ф j
\ « = i /  „=1

C) lim /*(Л„) =  д(Л). Л =  U A,t. Л1 С Л2 С ■ ■ ■ С Л„ С • • •
П—' ЭС 7 7 -1

D) и (  U Л„) < £  А»(Л„)
Ч"=1 /  „=1

37. Л С [0, 1] — oichovsiz to'plam. Quyidagilar ichidan oichovsiz to'plamlarni 
ajrating. 1) [0. 1]\Л. 2) Л П Q, 3) ЛП([0. 1]\Q).
A) 1. 3 B) 2. 3 C) 1. 2 D) 1, 2. 3

38. A С [0, 1] — oichovsiz to'plam, K — Kantor to'plami boisin. Quyidag­
ilar ichidan oichovli to'plamlarni ajrating.
1) [0, 1 }\A: 2) Л П Q, 3) Л П K.
A) 1. 3 B) 2, 3 C) 1. 2 D) 1. 2. 3

39. /jf o'lchov F(x)  =  [z] funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes oichovi. 
A =  {1. 2. 3} boisin. /л/т(Л) ni hisoblang.



40. F(x) =  Я(х) — Kantorning zinapoya funksiyasi, цр — esa F(x)  yorda-
f l  2\mida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi boisin. A =  I -  I to'plamning

,  ,  . . \3 3/  o'lchovini topmg.

A) I B) f  C) |  ° ) °
I bob uchun javoblar va ко‘rsatmalar 

l-§. To‘plamlar ustida amallar

10. x  e E\ pi Л„ ixtiyoriy element bo'lsin. U holcla .r 6 E va. x  p) An
a q

bo'ladi. Bundan shunday ao mavjud bo'lib, x ning Л()0 to'plamga tegish- 
li emasligiga kelamiz. Demak, x  element AUlJ to'plamning toidiruvchisida 
yotadi. Shunday qilib, Qo uchun x € E\Aao muuosabat o'rinli. bundan biz 
x 6 U(£'\/lu) ga ega bo'lamiz. Bu esa

Q

E \ f ] A a с  \J(E\Aa ) ( l . l j )
П. (V

munosabatni keltirib chiqaradi. Endi teskari munosabatni isbotlaymiz. Agar 
x € U(£'\.4(V) boisa, u holda biror qq uchun x 6 E\Aao boiadi, bundan

О
x element Лас to'plamga tegishli boimaydi, bu esa x £  f lA i  ekanligini

а
bildiradi. Demak. x  € E\ P| Aa ekan. Bundan biz

СУ

E \ f ] A Q D[J(E\Aa ) (1.2 j )
a a

munosabatga kelamiz. (l.lj), (1.2j) munosabatlar (1.4) tenglikni isbotlaydi.
18. A U В =  [0. 1], A\B =  {0, 1} , .4ДВ =  {0 ,1 } .  -4 П В =  (0. 1).
19. AU В =  {2, 3. 4. 6, 8. 9, 10, 12, 14, 15. 16, 18, 20: 21. 22. 2 4 ....}  ,
A\B =  {2. 4.......2(3n -  2), 2(3?г -  1 ) .. . .}  . .4 П В =  {6, 12........6гг.. . . }
A AB =  {2, 3, 4. 8. 9, 10. 14, 15 .16,...} .
20. A U В =  R. A\B =  Q , AAB =  R, А  П В =  0.
21. Л и в  = [0 . 1], Л\В =  Л ,Л Д В = [  О, 1], Л П В =  0.

А) 1 В) 2 С) 3 D) О



22. А =  { “£■•. п £ z j  . В — гз e Z j . Bu yerda В <z A munosa-

bat o'rinli. demak A UB  =  А, АГ)В =  B, A\B =  A AB — j — , n € z j .
23. /1 to‘plam l.lk-chizmada gorizontal shtrixlangan soha, В to'plam 1.1k- 
chizmada vertikal shtrixlangan soha. AuB =  {(x, у) : 0 < x < 1. 0 < у <  1} , 
A\B =  {(x,  y) : 0 < x <  1, 0 <  у < x } :
АП В =  { (x ,у) : 0 < x < 1, у =  x } .
A AB =  {(x, у) : 0 < x < 1, 0 < у < x}  U {(x. у) : 0 < x <  1, x < у <  1} .

l.lk-chizma

24. A U В — 1.2k-chizmada shtrixlangan soha, A\B — chizmada gorizon­
tal shtrixlangan soha, AAB:  — chizmada vertikal va gorizontal shtrixlangan 
soha. АП В — chizmadaqiyalab shtrixlangan soha.

1.2k-chizma

39. Z =  Z. X  =  {1, 2}, Y  =  {3 }. X  x У =  Y  x X  tenglikdan X  =  Y 
kelib chiqadi.
40. X  x Y =  {(1,2). (1,4), (3,2). (3,4). (5,2). (5 .4)}.
Y x X  — {(2,1), (2. 3), (2. 5). (4.1). (4,3), (4, 5)} .
X  x Y  =  Y x X  tenglik umuman olganda to'g'ri emas.
44. To'g'ri emas, masalan X  =  [0.1]. Xy =  [1,2], Y  =  [2,3], Y\ =  [3,4].
49. A* =  В U С U D, A,  =  B n C D D .

OC

52. xm =  (-1 ) '"  ketma-ketlik f> ga qarashli. lekin {x ,„}  ̂ [J Пп.
11=1
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2- §. Akslantirishlar

9. E (SK) =  | 0 . 1 1 .......1
2 3 n

10. E(P)  = K .  11. E(S) =  [0, o o ).

12. g(A) =  {0 .1 .2 }. g -\ B ) =  [2.4). 13. fH(A) =  {0}, ^ ( B )  =  0.

14. f ( x )  =  x , 5(.t) =  1 - x ,  ( f  +  g)(x) =  1. 
f (x)  =  x, 5(1 ) =  x -  3, ( /  -  g)(x) =  3.
26. 2.27-misolga qarang.
27. A va. В to'plamlar o'zaro kesishmaydi, ya’ni А П В — 0. Bu yer- 

dan P(A  П B) =  0 ekanligini olamiz. Bu to'plamlarning P  aksla.ntirishda.gi 

tasvirlari ustma-ust tushadi. ya'ni P(A) =  [0. 1] , P(B) =  [0, 1]. Demak. 

P{A)  П P(B)  =  [0, 1] ф 0 =  P( A  П B ) .

29. xx\A (^) =  1 -  X a  ( x ) , X a j b  { x ) =  X a  ( x )  +  X b  ( x )  -  X a  { x ) ■ x b  ( x ) , 

ХАПВ  ( x )  =  XA ( x )  ■ XB ( x )  , X a \b  ( x ) =  X a  ( x )  -  X a  ( x ) X b  ( x )  ,.

Халв (x) =  Xa ( x ) +  X b  0 )  -  2 xa ( x ) • Xb { x )  ■
33. Mavjud. 34. To'g'ri emas. 38. X  =  [—3. —2] U [2, 3].

40. X  С (—oc. 0] yoki A' С [0, + 00) dagi ixtiyoriy to'plam.
41. Bu akslantirish ham syuryektiv, ham biyektiv.
42. Inyektivlari / .  -f. ip. Syuryektivlari / ,  g, ip. Biyektivlari / ,  p.

8. Ka =  {(x. y) : x =  a. —00 < у < 00} — sinf tekislikda x  =  a vertikal 
to'g'ri chiziqdan iborat.
9. Kr =  {(x . y, z) : x- +  y2 +  z '2 =  r }  — sinf fazoda markazi koordinata boshi- 
da radiusi r >  0 bo'lgan sferadan iborat.
12. Bo'ladi. 13. f(2n)  =  n
19. Bu to'plamlar o'rtasida biyektiv moslikui

funksiya yordamida o'rnatish mumkin. Bu akslantirishning biyektiv ekanligi 
arktangens funksiyaning xossalaridan kelib chiqadi.

39. f (A)  =  j

/  : К —> (0. 1), f (x)  =  — arctgx +  -
7Г /

1 1



21. Yo‘q. bu chekli to'plam. 22. A =  N. В =  { 3 .4 , . . ,  n. . . . }  .
23. A =  N.B  =  { . . . -  2, -1 ,0 .1 .2 } .  26. Sanoqli.

32. A =  {o, 1,|, i  .. .  Д . .. j , В =  { i  i  . . . ,  I , . . . }  to'plamlarbo'lsin. 

U holda [0, 1]\A =  (0. 1 )\B =  С . A va В lar .sanoqli to'plamlar bo'lganligi 
uchun /  : A —> В biyektiv akslantirish mavjud. U holda

I f ( x )i agar x G A , .g(x)  =  < ‘ funksiya [0.1] ni (0,1) ga biyektiv akslantiradi.
[ x. agar x € С

33. f (x,  y ) = ( a  +  ~ ± ( b  — а), с +  Ц ±{< 1  -  с ))  , (x, у) e . [ - l : l]2.

36. A С R\Q biror sanoqli to'plam bo'lsin, u holda В =  „4uQ ham sanoqli 
to'plam bo'ladi. f  : A —> В biror biyektiv akslantirish mavjud. U holda

I f (x )■ agar x e A g{x) =  < ‘ funksiva Ж\0 ni R ga biyektiv akslan-
[ x. agar x e R\(Q U A) “

tirisli bo'ladi.
49. Ekvivalent. 51. Irratsional soniar uchun.
59. A =  [0: 1] kontinuum quvvatli bo'lgani uchun 3.4-teoremaga ko'ra uning 
barcha qism to'plamlaridan iborat to'plam giperkontinuum quvvatli bo'ladi.
60. A С [0, 1]. da.gi ixtiyoriy to'plam bo'lsin. f ( x )  =  xa{x ) — A to'plamning 
xarakteristik funksiyasini olamiz. U holda \a xarakteristik funksiya A to'plam 
orqali bir qiymatli aniqlanadi. Demak, [0, 1] da aniqlangan va faqat 0 yoki 
1 qivrnat qabul qiluvchi funksiyalar to'plami bilan [0, 1] ning barcha qism 
to'plamlari o'rtasida biyektiv moslik mavjud. [0, 1] to'plamning barcha qism 
to'plamlaridan iborat sistemaning quvvati giperkontinuum bo'lgani bois [0, 1] 
da aniqlangan va faqat 0 yoki 1 qiymat qabul qiluvchi funksiyalar to'plami 
giperkontinuum quvvatli to'plam bo'ladi.
61. 3.4-teoremaga ko'ra R2 ning barcha qism to'plamlaridan. iborat to'plam 
giperkontinuum quvvatli bo'ladi.
62. Bu to'plam 60-misolda keltirilgan to'plamni saqlaydi, shuning uchun u 
giperkontinuum quvvatli bo'ladi.

4- § . To‘plamlar sistemalari
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10. Sonlar o'qidagi yopiq to'plamlar sistemasi.
15. Agar A, В G 3̂ =  П bo’lsa, u holda ixtiyoriy a da. A. В G ф а 
boiadi. *po halqa boiganligi uchun AAB  G А Г\ В G U holda
AAB  G ЯЗ va А П В G ?p.
23. Yarim halqa boimaydi.
24. Boiadi.
25. Y arim halqa boiadi. lekin halqa boimaydi.
26. Halqa tashkil qiladi.
30. Sistema sanoqli birlashmaga nisbatan yopiq emas. Masalan, .4,, =  {гг"1} G 

S  lekin (J .4,, ^ 6 .
n = l

31. 6  halqa sifatida tayinlangan Oxy koordinatalar sistemasidagi elemental- 
to'plamlar sistemasiiii olamiz. © 45 halqa sifatida. Oxy ni 45° ga burishdan 
hosil bo'lgan koordinatalar sistemasidagi elemental- to'plamlar sistemasiiii bel­
gilaymiz. 6  U ©45 sistemaning halqa. emasligi ravshan. Chunki bu to'plamlar 
sistemasi kesishma. amaliga nisbatan yopiq emas.
32. 6 i  =  { A 0 } .  6 2 =  { A { a } , { b ,c } .0 } ,  6 3 =  {A. {b}. {a. c}. 0} . 6 4 =  
{.4. {c}. {a. 6}, 0} . 6 5 =  {.4, {a}, {&}, {c}, {a, b}, {a, c}, {6, c}, 0} bu sisteina- 
lar ham halqa. ham algebra, boiadi. =  {0, {a }}  . ф 2 =  {0, {6 }} , *p3 = 
{0, { с } }  bu sist.emalar halqa bo'ladi, lekin algebra boimaydi.
33. Halqa tashkil qiladi.
34. Bu sistema simmetrik ayirrna amaliga nisbatan yopiq emas. Masalan. 
A =  [0.7]. В - (1,3) uchun AAB =  [0,1] U [3.7] to'plam bu sistemaga 
qarashli emas.
35. A =  (0, 7] x (0. 7] va В =  (0.5] x (3. 5] to'plamlar uchun AAB  bu 
sistemaga qarashli emas.
36. Bu sistemada birlik element mavjud emas. Bu sistema halqa boimaydi.
37. Eng kamida 4 ta. to'g'ri to'rtburchak qatnashadi. Minimal perimetr 50.
38. Bu sistema a — halqa bo'lmaydi. a — algebra boimaydi.
39. ning halqa ekanligini ko'rsat.aymiz. Haqiqatan ham B± =  ACiBi. B2 =
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\ЛП Bi bo'lsin. U holda

B1 n B 2 =  (-4 П Bi) П (.4 П B2)  =  -4 П (В1 fl B2) G фл- 

ptuddi shunday

Bi&B2 =  (А П A(A  П В2) =  ((.4 П Bx) U (А П B2)) \ {А П (Bx П B2)) =

=  .4 П (B1A B 0) € ф л

munosabat o'rinli. Demak, фл sistema halqa bo'ladi. Bu sistemada .4 to'plam 
birlik element bo'ladi, ya'ni фл sistema algebra bo'ladi. Agar ф  sistema 
a — halqa bo'lsa, u holda фл to'plamlar sistemasining a — algebra bo'lishi 
yuqoridagidek ko'rsatiladi.
40. X  sanoqli to'plam bo'lsa.
41. a) Yarim lmlqa tashkil qilmaydi. b) va e) lar yarim halqa tashkil qiladi. 
Halqa va algebra tashkil qilmaydi.

18. 4 =

19. A =  

2C. .4 = 

2 1 . A =

5-§. 0 ‘ lchovli to ‘plamlar

26
— . 2 ) U [3- 4). / / ( , ! ) =  2 - .

^z. e j  IJ [3, e2) U [9. ■:l) jt<(*4) =  e3 +  e2 + e -  1 2 ^ .

U60' 24
A I ) u
256 4 1 U

_L  ̂
16: 2

22. .4 =  0. u
256 J

3 13 
8' 24 u

1

,,(A) =

H(A) =  

7 25 
8' 24

80
61
256'

M-4) =  g .

27. fi{A) =  0. 28. ц(А) =  29. ц(А) =  1.
30. Ak С [0. 1]. к € {1. 2. 3, 4, 5. 6. 7. 8, 9} bilan sonlarining cheksiz 
o'nli kasr yoyilmasida к raqami qarnashadigau sonlar to'plamini belgilayiniz. 
Biz sonlarning cheksiz o'nli kasr yoyilmasida 5 raqami qatnaslmdigan son­
lar to'plaminining o'lchovi 1 ekanligini 5.4-misolda ko'rsatdik. Xuddi shunday. 
istalgan к e {1, 2 . . . . .  9} uchun р(Ак) =  1 ekanligi ko'rsatiladi. Sonlarning
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cheksiz o'nli kasr yoyilmasida 1 dan 9 gacha bo‘lgan barcha raqamlar qat- 
nashadigan soniar to‘plami A\ П A2 П • • • П Ag dan iborat bo'ladi. U holda

k=l Kk=l
< 5 > a o ,  i ]\ ^ ,)  =  o

Jt=l

bo'ladi. Demak, [i(Ai П A2 П • • • П Ag) =  1 bo'ladi.
34. Shart emas. Masalan, .4 =  [0, l]nQ  bo'lsin, u holda ц(А)  =  0, [i(A) =  1.
38. a) 4.3-ta'rifga ko'ra A Borel tipidagi to'plam bo'ladi.

to'plamlar o'zaro kesishmaydi, shuning uchun ц(А) =An n -  — . n H-----
3" 2"

oo, c) fi(A) =  1.
oc OC /  1
£  м(.4„) =  E
39. а) /л(Л) =  1, b) ц(А)  =  0, c) /j,(A) =  oo. d) ц{А)  =  3. 5.

e) м '4 ) " 4 + ф Ь ) '  f) " (-4) -  2ш-
40. a) A2n-1 =  [n -  1, n ) . A-2„ =  [-n , 1 -  n ) . b) A„ =  [n. oc) U (0,1).

1 , 1
U
k=1

к - f -

Vn + к y/n + к -  1
с) A n =  (—oo. n) U N. d) Л„

41. а) /л(А) =  тг, b) fi{A) =  тг.
42. fJ.(A) =  1 — a. 44. E( f )  =  [0, A], 45. Mavjud emas.
46. В с  [0,1] o'lchovsiz to'plam bo'lsin. U holda .4 =  {(x. y) : x e  B.y  =  1} 
U {(ar, y) : x  =  1, у e  B}  to'plam uchun prxA =  В. pr,,A = В bo'ladi.
47. /l\4i =  l\ U P2 U f\ U Pi (5.1k-chizmaga. qarang). Pi =  [0, 4) x [0. 7 ) . 
P2 =  [4, 7) x [5, 7 ) , P3 =  [6, 7) x [0, -5), P4 =  [4, 6) x [0. 3). /./.(.4\.4i) =  45.

‘ У

pг

Pi
P3

Pa
О X

5.1k-chizma

48. A\Ai =  Pi U P2. 5.2k-chizmaga qarang. Pi =  [0,3) x [0,7), P2 =  
[0,7] x {7 } .  ц(А\Аг) = 2 1 .
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5.2k-chizma

49. .4\Лх =  Pi U P> U Я). о.Зк-chizmaga. qarang. Р\ =  [0. 7] х [6. 7], Р-2 =  
[0,7] х {0 } , Рз =  { 7 } х  [0,6). (i(A\Ai) =  7.

Рз

5.3k-chizma

60. а) ц(ЛиВ)  =  +  — ц(ЛГ)В)  tenglikni isbotlaymiz. Л и В  ni 
o ‘zaro kesishmaydigan to'plamlarning birlashmasi ko'rinishida tasvirlaymiz:

.4 U В =  (A \ (.4 П B)) J (B \ (.4 П В )) U (.4 П B).

Bu yoyilmadan va o'lchovning additivlik . '. sasidan

fi(A J В) =  ц{А \ (Л П В)) + ц(В\  (.4 П B))  -f /j(A П B)  (5.1 j )

ni olamiz. Ma'lumki o'lchovli E va A to'plamlar uchun .4 с  E bo lganda 
/u(E \ ,4) =  ц(Е)  — m(-4) tenglik o'rinli. Shunga ko'ra /г(. 1 \ (А П В )) =  
ц(А) - ц{ АГ\В) .  f.i(B \ (.4 П B)) =  fi(B) — i i ( A n B )  bo'ladi. Bularni (5.1j) 
tenglikka. qo'vib /i(.4  U В) ~  ц(А) +  ц(В)  — ц(А Гi В)  tenglikni olamiz.
b )  tenglikni isbotlashda yuqoridagi tenglikdan foydalanainiz:

ц(ААВ)  =  //((/1 U B) \ (.4 П В)) =  ц{А U В) -  ц(А n B). (5.2j )

(5.2j) da fj(A U В ) o rniga /j(.4) 4- ц{В) — ц(А П В) ni qo'vib, ц(ААВ)  =  
ц{А) +  ц(В)  — 2/i(.4 П В) tenglikni olamiz.



65. а) ц(А)  =  1. b) р(А) =  2. с) ц(А)  =  1. d) ц(А) — 1.
66. а) ц(А)  =  11 — 2е. Ь) ц(А) =  З.с) p [ A ) = 4  +  2e.d)  (л{А) =  о.

67. Chegaralangan o'lchovsiz to'plam quyidagicha quriladi. Buning uchun 
[—1. 1] kesmaning nuqtalari orasida ekvivalentlik tushunchasini kiritamiz: 
agar x va у ning ayirmasi x  -  у e  Q boisa, ular ekvivalent deyiladi. Bu 
munosabat ekvivalentlik munosabati boiadi. Shuning uchun [—1, 1] ке.чша 
o'zaro ekvivalent bo'lgan elementlardan iborat К (x), x € [-1 , 1] sinflarga 
ajraladi. Bunda turli sinflar o‘zaro kesishmaydi. Shunday qilib [—1, 1] kesma 
o'zaro kesishmaydigan K(x) ,  x 6 [—1, 1] sinflarga ajraladi. Endi bu sin- 
flaming har biridan bittadan element tanlab olib, bu tanlab olingan elementlar 
to'plamini A bilan belgilaynxiz. Hosil bo'lgan A to'plam o'lchovsiz to'plam 
bo'ladi.

68. O'lchovli ham o'lchovsiz ham bo'lishi mumkin. Masalan, А с  [0,1) da- 
gi В С [1,2) dagi o'lchovsiz to'plamlar bo'lsin. U holda ularning kesishmasi 
А П В =  0 o'lchovli to'plam. Л П .4 =  .4 o'lchovsiz to'plam bo'ladi.
69. O'lchovli ham, o'lchovsiz ham bo'lishi mumkin. Masalan, Aq =  [0. 1) 
o'lchovsiz to'plam bo'lsin. .4 =  .40 U [1, 2), В = A0 bo'lsa. .4\B = [1. 2) 
o'lchovli to'plam bo'ladi. Agar .4 =  Л()и[1. 2), В =  [1. 2) desak. A\B =  An 
o'lchovsiz to'plam boiadi.
70. Oichovli ham, o'lchovsiz ham bo'lishi mumkin. 71. Mumkin.
72. Agar /Ш В  =  0 bo'lsa, keshishmao'lchovli to'plam bo'ladi. Agar В с  A 
bo'lsa, keshishma А П В =  В oichovli to'plam boiadi. Agar А С  В bo'lsa, 
keshishma А П В = A o'lchovsiz to'plain bo'ladi.
73. Agar А с  В bo'lsa, .4\fl =  0 oichovli to'plam bo'ladi. Agar В с  A 
bo'lsa, A\B o'lchovsiz to'plam bo'ladi.
74. А П В =  0 holda B\A =  В o'lchovli to'plam boiadi. В с  A holda 
B\A =  0 o'lchovli to'plam boiadi. А с  В holda B\A o'lchovsiz to'plam 
bo'ladi.
75. АП В =  0. oichovli to'plam. В с  A va А с  В hollarda A AB  to'plam 
o'lchovsiz bo'ladi.
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■  » Kantor to'plami.
р в . 5.42-misolda a =  0.1 deb olsak. ц{А) =  0,9 boiadi. Bu A to'plam 
Hfeh yerda zich bo'lmagan mukammal to'plam boiadi.
МГ. Mavjud emas. 88. Shart emas.
|S9. A =  К  U ([0. l ]n Q ) .  Bu yerda К  Kantor to'plami.
-90. A = К. В — К . Bu yerda К  Kantor to'plami.
91'. A =  В =  К. Bu yerda К  Kantor to'plami. К  + К  =  [0,2] tenglik 
13.5-misolda isbotlaugan.
93. 5.11-ta'rifga ko'ra. Hf{A)  =  F( 5) — F(  1) =  11 — 3 =  8. 94. p(A)  =  6.
97. b) Ha. c) 5.9G-misolga qarang.
98. X  =  [0, 1] H Q deymiz. 6 m orqali X  ning (a, ft) interval, [a. b\ 
kesma va [a. b). (a, ft] yarim intervallar bilan kesishmalaridan iborat to'p- 
lamlar sistemasini belgilaymiz. yarim halqa bo'ladi. Agar АаЬ =  А' П(а, b) 
(р[я. 6]. П(я. ft], H[ft- b)) desak. va. har bir .4„ь to'plamga m(Aaij) =  ft- a  
sonni mos qo'ysak, bu to plam funksiyasi m : —* R+ additiv, ammo
о — additiv bo'lmagan o'lchov bo'ladi.
99. 1) m to'plam funksiyasining aniqlanish sohasi R ning barcha qism 
to'plamlari sistemasi bo'ladi. Bu sistema yarim halqa tashkil qiladi.
2) m(-4) > 0 tengsizlik m ning aiiiqlanishidan kelib chiqadi.
3) agar .4 va В to'plamlar kesishmasa

K -U 'B )-  Y . E  JT+ E  +
»e.NnW LI5) n6N П .-1 iie N fiB  

tenglik o'rinli. Bu yerdan o'lchovning additivlik xossasi kelib chiqadi. /<(.4) =  
0, ц(В)  =  0.875.

I bobda keltirilgan test javoblari

1-C 2-A 3-C 4-D 5-D 6-A 7-A 8-C 9-B 10-C 11-C 12-D 13-B 
14-B 15-A 16-D 17-C 18-A 19-B 20-D 21-B 22-A 23-C 24-B 25-C 
2G-B 2 7-A 2 8-C 29-B 30-C 31-C 32-D 33-A 34-D 35-B 3G-C 
37-A 38-B 39-C 40-D.
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II. LEBEG IN TEG R ALI

Ushbu bo'limda o'lchovli funksiyalar va ularning Lebeg integrali xossalari 
bayon qilingan. O'lchovli funksiyalar Lebeg integrali tushunchasini kiritishda 
asosiv manba hisoblanadi. O'lchovli funksiyalar ta’rifi, ularning asosiy xos­
salari keltirilgan. Jumladan, o'lchovli funksiyalar to'plamining arifmetik amal- 
larga nisbatan yopiqligi, shuningdek o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi xos­
salari va Lebeg integrali ta rifi. asosiy xossalari bayon etilgan. Amaliv mashg'u- 
lotlar va uy vazifalari uchun yetarlicha masalalar berilgan.

6-§.  0 ‘lchovli funksiyalar

Bu paragrafda uzluksiz funksiyaga "qaysidir" ma'noda yaqin bo'lgan o'l- 
chovli funksiya tushunchasini keltiramiz. O'lchovli funksiyalar Lebeg integrali­
ni kiritishda asosiy manba hisoblanadi. Bizga E  С R (E С M2) Lebeg 
ma'nosida o'lchovli to'plam va unda aniqlangan haqiqiy qiymatli /  funksiya 
berilgan bo'lsin.

6.1-ta ’rif. Agar ixtiyoriy с G R uchun { x  £ E : f ( x )  < c} := E ( f  < c) 
to ‘plam o'lchovli bo'lsa, f  funksiya E to'plamda о ichovli deyiladi.

6.1. /  : E —► R, / (x )  =  a =  const funksiyaning o'lchovli ekanligini ta’rif 
yordamida ko'rsating.

Yechish. Ixtiyoriy с G R uchun

 ̂ E. aqa.r с >  a.
E ( f  < c )  =  { x  £ E  : f ( x )  < c} =  ^

0. agar с <  a

tenglik o'rinli. E va 0 to'plamlar o'lchovli. Demak. ixtiyoriy с G R uchun 
E ( f  < c) to'plam o'lchovli ekan. 6.1-ta’rifga ko'ra, /( .r) =  a funksiya E  da 
o'lchovli bo'ladi. □

6.2. Funksiyalarni ta'rif yordamida o'lchovli ekanligini ko'rsating.
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tj / ( z ) = 2 x  +  3, x € [0. 3]. d) / (x )  =  x2 -  5, x € [-2 , 3]. 
e) f { x )  =  2J -  1, x € [0, 2]. f) f { x )  =  ln(x +  1), x € [0, 2). 
g) / ( x )= s in x  +  5, x £ [0, тг]. h) /(x )  =  cosx +  5. x £ [—тг. 0]. 
Yechish. Biz a) misolning yechimini beramiz. Ixtiyoriy с € M uchun

») f ( x ) =  И- x e [°: 2). b) f (x)  =  {x }, X  £ [0, 2).

E (f  < с) =  {x £ E : [x] < c} =
0, agar с < 0 

[0, 1). agar 0 < с < 1 
[0. 2), agar с > 1

tenglik o'rinli. 0 va [0. 1), [0. 2) to'plamlar o'lchovli. Demak, ixtiyoriy с £ 
R uchun E( f  < c) to'plam o'lchovli ekan. 6.1-ta'rifga ko'ra, f (x)  =  [x] 
funksiya E — [0, 2) da o'lchovli boiadi. □

6.3. Oichovli boimagan funksiyaga misol keltiring.

Yechish. E musbat oichovli to'plam. .4 С E oichovsiz to'plam boisin. 
Quyidagi funksiyani qaraymiz:

I - 1 ,  aanr x £ .4 ,
f i x )  =  < W G.l

{ 1 . agar x £ E\A .

Bu funksiya. uchun E( f  < 0) =  boiib, u oichovsiz to'plam. Demak, /  
funksiya E da. oichovli emas. □

6.4. Agar .4 С E oichovsiz to'plam boisa. u holda g{x) =  \я\л(х) funksiya 
oichovsiz bo'lishini isbotlang.

Isbot. To'plam xarakteristik funksiyasi ta'rifiga ko'ra E{g < 0. 5) =  A 
boiib, u oichovsiz to'plam. Demak. g : E —> К oichovli funksiya emas. □

6.5. Agar /  funksiya E to'plamda oichovli boisa, u holda ixtiyoriy a, b £ R 
lar uchun quyidagi to'plamlarning har biri oichovli boiishini isbotlang:
1) E { f  > a): 2) E(u < f  < b): 3) £ ( /  =  a):

4) E ( f  < a); . 5) E ( f  >  a).
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Isbot. Aytaylik. /  o'lchovli funksiya bo'lsin, u holda ta'rifga ko'ra. ixtiy­
oriy a G R uchun E( f  < a) to'plam o'lchovli bo'ladi.

1) E ( f  >  a) =  E \E (f < a) tenglikdan. hamda o'lchovli to'plamning 
to'ldiruvchisi o'lchovli ekanligidan E (f  > a) to'plamning o'lchovli ekanligi 
kelib chiqadi.

2) E(a < f  < b) =  E (f  > а) П E (f  < b) tenglikdan, hamda o'lchovli 
to'plamlar kesishmasi o'lchovli ekanligidan E(a < f  < b) to'plamning o'lchovli 
ekanligi kelib chiqadi.

3) E (f — a) to'plamning o'lchovli ekanligini ko'rsatamiz.

u - o'lchovli. O'lchovli to'plamlarning sanoqli sondagi kesishmasi o'lchovli 
bo'lganligi uchun E (f — a) to'plam o'lchovli bo'ladi.

4) E [f — a) to'plamning o'lchovli ekanligi ta'rifdan, 3) dan hamda E (f <
a) =  E (f  < a) U E (f  =  a) tenglikdan kelib chiqadi.

5) E (f > a) to'plamning o'lchovli ekanligi E (f > a) =  E\E {f < a) 
tenglikdan va to'ldiruvchi to'plamning o'lchovli ekanligidan kelib chiqadi. □

6.6. Agar /  va g lar E da o'lchovli funksiyalar bo'lsa. u holda

to'plam o'lchovli bo'ladi. Isbotlang.

Isbot. Ratsional sonlar to'plami Q sanoqli bo'lgani uchun uning element-
larini nomerlab chiqamiz. ya'ni Q =  {r i : ro.......r„ . . . . }  va quyidagi tenglikni
isbotlaymiz:

{ x  £ E : f { x )  >  $ ( * ) }  =  Д  ( { . t  : f (x)  >  rk} П { x  : g{x) <  rk}) (6.2)

Faraz qilaylik. xn £ {x  G E : f ( x )  > g (x)} bo'lsin. Ratsional sonlarning zich- 
lik xossasiga ko'ra shunday rk 6 Q mavjudki, f ( x o) > rk > g(xo) munosabat
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{x G E : f {x)  > gix)}



■rinli boiadi. Demak.

x0 6 { x : /( .r) > rk} П { x : g{x) < rk)  .

Bundan

x0 € U ({ x : f { x )  > rk}  П { x : g{x) < rk}) 

ekanligi kelib chiqadi. Endi

■ro S U ({ x  : f { x )  > rk} П { .t : g(x) < r*})
A—1

ixtiyoriy nuqta boisin. u holda Xq birlashmadagi to'plamlarning hech boima- 
ganda bittasiga tegishli boiadi, ya’ni shunday rk € Q mavjudki. bir vaqtda 
f ( x o) > rk va <7(ro) < rk boiadi. Bundan /( .ro) > 5(^o) ekanligi va demak. 
xo € {.r G E : f {x)  > 5 (.r)} ekanligi kelib chiqadi. (6.2) tenglik isbotlandi. 
{.r G E : f ( x )  > g{x)}  to'plamning o'lchovli ekanligi (6.2) tenglikdan. ham- 
da oichovli to'plamlarning sanoqli birlashmasi va kesishmasi vana oichovli 
ekanligidan kelib chiqadi. □

0 ‘lchovli funksiyalar ketma-ketligining yaqinlashishlari. Bu band- 
da ekvivalent funksiyalar. ularning ayrirn xossalari va oichovli funksiyalar 
ketma-ketliklarining turli yaqinlashishlari orasidagi bogianishlarni oiganamiz.

6.2-ta’rif. E o'lchovli to'plamda aniqlangan f  va g funksiyalar uchun 
ц ({x  G E : f ( x )  Ф g(x)} )  =  0 boisa. f  va g lar ekvivalent funksiyalar 
deyiladi va f  ~  g shaklda belgilanadi.

6.3-ta’rif. Agar biror xossa E to'plamning nol oichovli qisrnida bajaril- 
may. qolgan qisrnida bajarilsa. bu xossa E to'plamda deyarli bajariladi deyi­

ladi.

Eudi 6.2-ta rifni quyidagicha ham a.ytish mumkin. Agar ikki funksiya de­
yarli teng boisa. ular ekvivalent funksiyalar deyiladi.

6.4-ta’rif. Agar E to'plamda aniqlangan { f n} funksiyalar ketmu.-ket.ligi- 
ning f  funksiyaga yaqinlashmaydigan nuqtalari to‘plarnining o'lchovi nol boi­

sa (ya'ni lim f n(x) =  f ( x )  tenglik E to'plarndagi deyarli barcha x larП— X
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uchun o'rinli boisa). и holda { f „ } funksiyalar ketma-ketligi E to'plamda 
f  funksiyaga deyarli yaqinlashadi deyiladi.

Bizga E to'plamda aniqlangan { / „ }  o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi 
va /  oichovli funksiya berilgan boisin.

6.5-ta’rif. Agar ixtiyoriy 6 >  0 uchun

lim ц {{x  e  E : |/„(.r) -  /(.r)| > d}) = 0
n —»oc

tenglik bajarilsa, и holda { / , ,}  funksiyalar ketma-ketligi E to'plamda f  
funksiyaga o'lchov bo'yicha yaqinlashadi deyiladi.

6.1-teorema (Yegorov). E chekli oichovli to'plamda { / „ }  funksiyalar 
ketma-ketligi f  ga deyarli, yaqinlashsin. U holda ixtiyoriy 6 > 0 uchun shun­

day Es С E to'plam mavjudki, fi(E\Es) < <5 va Es da { / „ }  funksiyalar 
ketma-ketligi f  ga tekis yaqinlashadi.

6.2-teorema (Luzin), [a. &] kesmada aniqlangan f  funksiya oichovli 
boiishi uchun ixtiyoriy £ > 0 son uchun [a. 6] da uzluksiz bo'lgan shun­

day f  funksiya mavjud bo'lib, f i ( {x  e [a. b] : f (x)  ф ^ (x)}) < £ tengsizlik 
bajarilishi zarur va yetarli.

6.7. Dirixle funksiyasi О ((2.1) ga qarang). Riman funksiyasi 91 ((2.3) ga 
qarang), nol funksiya 0(x) =  0 hamdabir I(x) =  1 funksiyalar orasidan 
o'zaro ekvivalent funksiyalarni ajrating.

Yechish. Malumki, Q sanoqli to'plam, shuning uchun fi(Q)  =  0. Lebeg 
o'lchovi - to'la o ’lchov (5.20-ta’rifga qarang), shunday ekan. ixtiyoriy .4 С Q 
uchun fi(A) =  0. Endi bu funksiyalarni ekvivalentlikka tekshiramiz:

{.r : £>(x) ф 0(.r)} =  Q, { r  : 9\(x) ф в(х)}  =  <Q,
{x  : В Д  ф В Д }  С Q. {.с : Э Д  ф I(x) }  =  R\Q.

Bu yerdan quyidagi tengliklarni hosil qilamiz:

ц { { х  : ® (x) ф 0(.т)}) =  f i ( {x : !Я(.г) ф в(х)})  =  pi(Q) =  0, 

fi ( {x  : O (i)  Ф « ( * ) } )  =  0. fi ( {x  : В Д  ф / ( i ) } )  =  fi (R\Q) ф 0.
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SDemak. D ~  в, 9Я ~  0. D  ~  SH munosabatlar o'rinli. 2). 5Я va 6 funksiyalar- 
ning birortasi ham I bilan ekvivalent emas. □

6.8. Aytaylik, E =  A\ U A2 va A\ П A2 =  0 bo'lsin. Agar Д : Ai —» Ж va 
h  '■ Ai  —♦ R funksiyalar o'lchovli bo'lsa, u holda

,, ч \ fx(x)-. agar x E Ai 
f ( x )  =  <

[ f 2(x). agar x G A2

funksiyaning E  to'plamda. o'lchovli bo'lishini isbotlang.
Isbot. Ixtiyoriy c G K  da

{ x G E : f ( x )  < с }  =  {x  G Аг : f i (x)  < c} U {x  G A2 : f 2{x) < c}

to'plam - o'lchovli. Haqiqatan ham, {.c G A\ : f i (x)  <  c} va { x  G A 2 : 

f 2(x) < c }  to'plamlarning o'lchovli ekanligi f\ va f 2 funksiyalarning o'lchovli 
ekanligidan kelib chiqadi. { x  E E : f ( x )  < c} esa o'lchovli to'plamlarning 
birlashmasi sifatida o'lchovlid. Demak, /  funksiya E  da o'lchovli. □

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

6.9. Agar /  va g funksiyalar E  to'plamda o'lchovli bo'lsa. u holda ularning 
yig:indisi /  +  g. ayirmasi f  — g va ko'paytmasi /  ■ g o'lchovli bo'ladi. 
Agar E  dagi barcha x  lar uchun g{x)  ^  0 bo'lsa, u holda /  : g funksiya 
ham E da o'lchovli bo'ladi. Isbotlang.

6.10. A с  R to'plamning xamkteristik funksiyasi (2.29-misol, (2.4) formulaga 
qarang) у =  x a ( x )  o'lchovli bo'lishi uchun A ning o'lchovli bo'lishi 
zarur va yetarli. Isbotlang.

6.11. O'lchovsiz funksiyalar vig'indisi o'lchovsiz bo'ladimi? А с  E  =  [0. 1] 
o'lchovsiz to'plam uchun f ( x )  =  \ a ( x )  va g(x) =  X e \a { x ) n' tahlil 
qiling.

6.12. O'lchovsiz funksiyalar ko'paj^masi o'lchovli bo'lishi mumkinmi? A С 
E =  [0, 1] o'lchovsiz to'plam. f ( x )  =  \.4(x) va g(x) =  X e \a ( x )  holni 
tahlil qiling.



6.13. Agar /  funksiya E daoichovsiz, g esa E da o'lchovli boisa, ularning 
yig'indisi f  +  g funksiya E da oichovli boiishi mumkinmi?

6.14. O'zi o'lchovsiz; kvadrati oichovli bo'lgan funksiyaga misol keltiring. 6.3- 
misoldagi (6.1) tenglik bilan aniqlangan /  funksiyani tahlil qiling.

6.15. O'zi oichovsiz, moduli oichovli bo'lgan funksiyaga misol keltiring. (6.1) 
tenglik bilan aniqlangan /  funksiyani tahlil qiling.

6.16. Agar ixtiyoriy a. b G R lar uchun 6.5-misolda keltirilgan 1). 2), 4). 5) 
ko'rinishdagi to'plamlarning birortasi o'lchovli boisa, u holda /  funksiya 
E to'plamda o'lchovli boiadi. Isbotlang.

6.17. Ixtiyoriy a G R uchun E ( f  =  a) to'plamning o'lchovli ekanligidan /  
ning E to'plamda o'lchovli bo'lishi kelib chiqmaydi. Misol keltiring.

6.18. А С [0, 1] o'lchovsiz to'plam. £  : R —» R funksiyani quyidagicha 
aniqlaymiz:

ekanligini isbotlang.

6.19. (6.3) tenglik bilan aniqlangan £  funksiya uchun { x G [0,1] : £(x) < 0 }  
to'plamning o'lchovsiz ekanligini isbotlang.

6.20. (6.3) tenglik bilan aniqlangan £  funksiyaning E — [—1, 1] to'plamda 
o'lchovsiz ekanligini isbotlang.

6.21. /  : E —► R o'lchovli funksiya bo'lishi uchun ixtiyoriy A С R Borel 
to'plami uchun f  Л{А) ning o'lchovli to'plam bo'lishi zarur va yetaiii. 
Isbotlang.

6.22. Д : R —+ R -  Kantorning zinapoya funksiyasi. K„, n =  1 ,2 ,... lar 
Kantor to'plamining qurilishida n— qadamda chiqarib tashlangan A'„,

x. agar iG .4  
—,r. agar x ^ A.

(6.3)

Bu funksiya uchun har bir a G R da {x : £(x) =  a} to'plamning o'lchovli



intervallar birlashmasi. Ularning Borel to!plamlari bo'lishini ko'rsating. 

Я~1(К2). Я~1(Кз) va Я~1(К п) larni toping.

^23 . Agar f  : E —* R oichovli funksiya boisa. u holda /  funksiya E ning 
ixtiyoriy oichovli .4 qismida- ham oichovli boiishini isbotlang.

5.24. [-2 . 2] kesmada oichovli bo'lmagan funksiyaga misol keltiring.

B.25. [—2, 2] kesmada oichovli boimagan, lekin moduli oichovli boigan funk­
siyaga misol keltiring.

6.26. Har bir /  : fa. 6 ] - > l  uchun

f+{x)  =  т а x { / ( x ) .  0} , /_ ( i )  =  m in {/(x ), 0} 

deymiz. Quyidagilarni isbotlang.

a) Agar /  oichovli boisa, u holda /_  va. /_  lar oichovli boiadi.

b) Agar f+ va /_  lar oichovli boisa, /  ham oichovli boiadi.

6.27. Shunday . /  va g funksiyalarga misol keltiringki, ularning yig'indisi o i ­
chovli boisin, lekin ayirmasi oichovli boimasin. А с  E =  [0, ll oichov­
siz to'plam. f ( x )  =  х д ( . г )  va g{x) =  \ e \a ( x )  holni tahlil qiling.

6.28. Shunday f  va g funksiyalarga misol keltiringki. ularning ko'paytmasi 
oichovli bo'lsin, lekin yig'indisi oichovli boimasin.

6.29. Dirixle funksiyasi (2.3-misol, (2.1) formulaga qarang) 2) ning [0, 3] — E 
to'plamda oichovli ekanligini ta'rif yordamida ko'rsating.

6.30. Agar /  funksiya E da oichovli bo'lsa, u holda h(x) =  sign/(x) ning 
oichovli ekanligini isbotlang.

6.31. Agar /  funksiya E to'plamda oichovli boisa, u holda

f +(x) =  i  ( f {x)  +  |/(x)|) (6.4)

funksiyaning oichovli ekanligini isbotlang.
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6.32. Agar /  funksiya E  to'plamda o'lchovli bo'lsa, u holda

/ - ( * )  =  | ( l / ( * ) l - / ( * ) )  (6-5)

funksiyaning o'lchovli ekanligini isbotlang.

6.33. Agar /  va g funksiyalar E  to'plamda o'lchovli bo'lsa, u holda m(x) =  
min { f ( x ) . g ( x ) }  funksiyaning o'lchovli ekanligini isbotlang.

6.34. Agar /  va g funksiyalar E  to'plamda o'lchovli bo'lsa, u holda A/(x) = 
m ax{/(x).<?(x)} funksiyaning o'lchovli ekanligini isbotlang.

6.35. Agar /  funksiya E  da o'lchovli bo'lsa. u holda h(x) =  [/(x)] ning 
o'lchovli ekanligini isbotlang. Bu yerda [xj bilan x ning butun qismi 
belgilangan.

6.36. /  : E  —* R o'lchovli bo'lishi uchun f  3 ning o'lchovli bo'lishi zarur va 
yetarli. Isbotlang.

6.37. Agar /  va g funksiyalar E to'plamda o'lchovli, p : R2 —> R uzluk­
siz funksiya bo'lsa, u holda /i(x) =  ip(f(x). g(x))  funksiyaning o'lchovli 
ekanligini isbotlang.

6.38. /  : E —> R o'lchovli bo'lishi uchun /i(x) =  funksiyaning o'lchovli 
bo'lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

6.39. h(x) =  c o s /(x )  funksiyaning o'lchovli ekanligidan /  : E  —> R ning 
o'lchovli ekanligi kelib chiqmaydi. G.3-misoldagi (6.1) tenglik bilan aniqlan­
gan /  funksiya misolida buni tahlil qiling.

6.40. Kompleks qivmatli f ( x )  =  u(x)+i  v(x)  funksiya berilgan bo'lsin. Agar и 
va v funksiyalar o'lchovli bo'lsa, f  : E —> С o'lchovli funksiya deyiladi. 
Agar kompleks qiymatli / ( x )  =  u(x) + i v ( x ) funksiya o'lchovli bo'lsa, 
uning moduli va tfgumenti o'lchovli funksiya bo'lishini isbotlang.

6.41. Kompleks qiymatli f i x )  =  etx, x S [—тт. тг] funksiyaning o'lchovli ekan­
ligini isbotlang.
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Ц42. f  : [0, 1] —V R uzluksiz funksiya. Har bir у G R uchun N/(y) bilan 
f ( x )  =  г/ tenglama yechimlari sonini belgilaymiz. A7/  : R —> Z+ funksi- 
yaning o'lchovli ekanligini isbotlang.

p .43. Nol o'lchovli A to'plamda aniqlangan ixtiyoriy /  : A —* R funksiyaning 
o'lchovli bo'lishini isbotlang.

|B.44. Agar f  : E —> M. funksiya. o'lchovli g : E —+ R funksiyaga ekvivalent 
bo'lsa, u holda /  ham E da o'lchovli funksiya bo'ladi. Isbotlang.

!B.45. Agar /  : [0, 1] —» R va g : [0, 1] —» R uzluksiz funksiyalar ekvivalent 
bo'lsa, ular aynan teng bo'lishini isbotlang.

6.46. Agar { / „ }  o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi E to'plamning har bir nuq-
tasida /  ga yaqinlashsa, quyidagi tenglikni isbotlang:

{x G E  : f ( x )  < c} -  U U n i x :  f m(x) < с -  \ i  .
к - 1 11=1 m > "  A' J

(6 .6)

6.47. Agar { / , , }  o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi har bir x G E da /(x )  
funksiyaga yaqinlashsa, u holda limitik funksiya /  o'lchovli bo'ladi. Is­
botlang.

OC

6.48. Nolga ekvivalent { / „ }  funksiyalar ketma-ketligi uchun fr>(x ) qator
ii—\

oc
deyarli barcha x e E larda yaqinlashuvchi bo'ladi va. f (x)  =  E  fn(x )

7 1 = 1

ham nolga ekvivalent funksiya bo'ladi. Isbotlang.

6.49. [0, 1] kesmada shunday o'lchovli funksiyaga misol keltiringki, uning o'zi 
va unga ekvivalent bo'lgan ixtiyoriy funksiya har bir nuqtada uzilishga 
ega bo'lsin.

6.50. Quyidagi qatorlar yaqinlashadigan nuqtalarda vig'indi bilan aniqlangan 
/  : R —> R  funksiyaning o'lchovli ekanligini isbot qiling.
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6.51. Quyidagi qator yaqinlashadigan nuqtalarda yig'indi bilan aniqlangan /  : 
R2 —> R funksiyaning oichovli ekanligini isbot. qiling.

6.52. Quyida berilgan /  : R2 —> R funksiyaning oichovli ekanligini isbot

6.53. f „(x)  =  cos" x, E =  [0, 2тг] funksiyalar ketma-ketligi nol funksiyaga 
deyarli yaqinlashadi. Isbotlang.

6.54. Agar E to'plamda { / „ }  o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi /  ga deyarli 
yaqinlashsa. u holda /  ham o'lchovli funksiya boiadi. Isbotlang.

6.55. Agar E  to'plamda { / „ }  oichovli funksiyalar ketma-ketligi /  ga deyarli 
yaqinlashsa va /  ~  g boisa. u holda { / „ }  ketma-ketlik g ga ham deyarli 
yaqinlashadi. Isbotlang.

6.56. Agar { / „ }  o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi ham / ,  ham g ga deyarli 
yaqinlashsa, u holda /  va g lar ekvivalent boiadi. Isbotlang.

6.57. Lebeg teoremasini isbotlang. Agar { / „ }  oichovli funksiyalar ketma- 
ketligi E (ц-(Е) <  d o ) to'plamda /  funksiyaga deyarli yaqinlashsa. 
u holda { / „ }  ketma-ketlik E to'plamda /  ga oichov bo'yicha ham 
yaqinlashadi.

6.58. Oichov bo'yicha nol funksiyaga yaqinlashuvchi, lekin biror nuqtada ham 
nolga yaqinlashmaydigan { / „ }  ketma-ketlikka misol keltiring.

6.59. Riss teoremasini isbotlang. Agar { / „ }  oichovli funksiyalar ketma-ketligi 
E to'plamda /  funksiyaga o'lchov bo'yicha yaqinlashsa, u holda { / „ }  
ketma-ketlikdan /  ga deyarli yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish 
mumkin.

qiling:

a) f ( x . y )  =sign(cos~{x2 +  y2)). b) f {x ,  y) =  (jarj +  |j/|) • e lJ\

c) f (x ,  у) =  И 2 +  [у]3, d) f (x ,  у ) =  ln(l +  [x2 +  y2)).
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/  : [—1, 2] —► R, f ( x )  =  sign x funksiyaning o'lchovli ekanligini ta:rif 
yordamida ko'rsating.r

II. [0, tt] kesmada aniqlangan 

/ ( * )  =
sinx, x  G [0, 7г] \Q 
cos2(sinx), .r e  Q

funksiya o'lchovli bo'lishini Luzin teoremasidan foydalanib isbotlang.

B-62. Agar /  : E —* R —o'lchovli funksiya va А С E — o'lchovli to'plam 
boisa, u holda /  : A —> R funksiyaning A to'plamda o'lchovli bo'lishini 
isbotlang.

6.63. Agar /  ~  g va g ~  bo'lsa, u holda /  ~  ~p ekanligini isbotlang.

6.64. /„(.r) =  cos" x, E  =  [0. 2тг] ketma-ketlik uchun Yegorov teoremasi 
shartlarini qanoatlantiruvchi Es to'plamni d =  10~‘! uchun quring.

6.65. [0. II kesmada Dirixle va Riman funksiyalari uchun Luzin teoremasinine; 
shartlarini qanoatlantiruvchi uzluksiz f  funksiyani toping.

6.66. /  funksiyaga har bir nuqtada yaqinlashuvchi. lekin tekis vaqinlashmay- 
digan / „  funksiyalar ketma-ketligiga misol keltiring.

6.67. f „ (x)  =  x'‘ . x G [0. 1] funksional ketma-ketlikning 6(x) =  0 funksi­
yaga nuqtali, devarli va o'lchov bo'yicha yaqinlashishini tekshiring.

6.68. f „ (x)  =  x",  x G [—1, 1] funksional ketma-ketlik Dirixle yoki Riman 
funksivalariga devarli yaqinlashadimi?

6.69. Devarli yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikning limitik funksiyasi ya- 
gona bo'ladimi?

6.70. Quyida berilgan f  : R —> R funksiya uchun shunday g : R —♦ R uzluksiz 
funksiya topingki, g(x)  =  f ( x )  tenglik devarli barcba x G R lar uchun 
o'rinli bo'lsin.



. ) / ( ! ) =  sinI' I € Q  b ) / w =  arotel’ I €  
I o, .r e  r\ q , 1 7Г, x e :

c) / ( I )  =  | * 2- d) / w  =  J ■” (> +  I'D. « ' е В Д
[ 0. x2 G R\Q, ^ sin a:2. eJ G Q.

6.71. Quyida berilgan /  : R2 —> R funksiya uchun shunday g : R2 —> R 
uzluksiz funksiya topingki, g{x, y) =  f { x , y) tenglik deyarli barcha 
(x. y) g R2 lar uchun o‘rinli bo'lsin.

x +  y, [x.y) e Q x Q  
x2. (x,y)  G R\(Q x Q),

sinx +  cosy, ( x , j/ ) g Q x R  

cos x — sin y, (x,y)  Q x R,

xy- (x-, y) G (R\Q) X R 
x +  y, (x, у) $ (R\Q) X R.

[x] + [y], (x, y) G R x Q 
chx, (x, j / ) ^ l x  Q.

a) .f{x, y) =

b) f {x ,  y) =

c) f ix ,  y) =

d) f (x ,  y) =

6.72. Faraz qilaylik. Д : [a. 6] —* R. A: =  1 .2 ,.. . .  n lar o'lchovli funksiyalar 
bo'lsin. Quyida berilgan funksiyalarning [a, b] kesmada o'lchovli bo'lishini 
isbotlang.

a) min { / i ( x ) . . . . .  / „ (x )} ; b) m a x { / i ( x ) ( x ) } ;
c ) / i ^ )  h(x)  , ч /i(x ) - / 2(x)

In (2 +  |/2(x)|): ch[/2(x)]' 1 +  |тах{/з(.т),/4(.т)}Г

6.73. /1 -  o'lchovli to'plam, f,  f „ ,gn : . 4 - + R  o'lchovli funksiyalar bo'lsin. 
Quyidagi to'plamlarning o'lchovli ekanligini isbotlang.



Н) и. {а- 6 .4 : f n{x) < 5г,(^)} ■ h) ( х  : inf /„(.г) ф inf 4„(х )1 .
п=1 I п>1 п > 1  I

pQuyidagi / „  : R —>• К ketma-ketlik uchun shunday д : К —> R uzluk- 
siz funksiya topingki lim =  g(x) tenglik R ning deyarli barcha

П—‘ DC

,nuqtalarida o'rinli bo'lsin.
( 2  \ n

a) fn{x) =  CO S" x. b) f n{x) — ( — arctgx J +  sin" 2x.

о . „ > j. л / \ n2 ■ sin2 x •c f „(x)  =  x2 • sm" x2. d) /„(.r) =  — — -— 7 r} .
. 1 4- l r  • S l i r  X

^  =  2 — siii" x ' ^  =  exp( _?1 Iх2 ~  1l)'

РГ5. Quyidagi / „  : R2 —* R ketma-ketlik uchun shunday g\ : R2 —► R 
uzluksiz va g> : R2 —> R uzilishga ega bo'lgan funksiyalar topingki. 
lim /„ (x ) =  <?i(x) va lim f n(x) =  g'j(x) tengliklar R2 ning deyarli

II — 1C П—'OC

hamma yerida bajarilsin.

a) /„(x , y) =  cos" (x2 +  y2) . b) fn(x . y) =  exp ( -n  (x2 +  y2)) .

с) /»(x . y) =  exp(—n |x +  г/j). d) f n{x, y) =  2su1’,(j"‘+A

e) fn(x. y) =  v/|x!" T \y\". f) /„(x , y) =  n ■ In ^1 +  .

g) Л(^. У) =  exp(x +  ^y2). h) f„(x,  y) =  exp (sin" x +  cos" j/).

6.76, /„  : 4  —* R ketma-ketlikning deyarli yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang. 
Yegorov teoramasidan foydalanib. berilgan e > G uchun shunday A: С 
.4 o'lchovli to'plam taiilangki. pi(A\A; ) < s va { / „ }  ketma-ketlik Ac 
to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'lsin. 

a) /„ (x ) =  cos"(.r), A =  [0. 2тг], r =  10“ : .

h ) f " [x) =  T T ^ '  л  =  1а 1 Ь * =  10' 2-

c )  ш  =  T T r k ? '  -4  =  [ 0 - 1 ] - r  =  1 0 “ 3 -

d) /„ (* )  =  x" -  x2". A =  [0. 1]. s ~  10-4.

. ) W  = ^ 2 L ,  А = [ - 1.Ц . r - i r * .1 +  и |sm7rx]
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f) /,,(х) =  exp(n(x -  2)), >1 =  [0. 2]. e =  10 6.

6.77. / „  : R —> R, f n(x) =  Xf-n.niW ketma-ketlik f ( x )  =  1 funksiyaga liar 
bir nuqtada yaqinlashadi, lekin { / „ }  ketma-ketlik / ( x ) =  1 ga o'lchov 
bo'yicha yaqinla.shm.aydi. Bu Lebeg teoremasiga (6.57-misolga qarang) 
zid emasmi? Sababini tushuntiring.

6.78-6.80-misolla.rda keltirilgan /„  : R —* R funksiyalar ketma-ketligini 
o'lchov bo'yicha yaqinlahuvchilikka tekshiring. Yaqinlashuvchi bo'lsa, limitik 
funksiyasini toping.

6.78. f „ (x)  =

6.79. f „ (x)  =  Sil l "  X  ■ Х [2 яП.2 лП+ я] (2-)-

6.80. f n{x) =  Y, Xk.k+kMx)-
k'=i)

C.81-G.84-misollarda keltirilgan funksiyalarni Luzin teoremasidan foydala­
nib [0. 1] da o'lchovli ekanligini isbotlang. Bu yerda К  — Kantor to'plami.

6.81. f { x )  =X-.\[o.i]\Q(.r).

6.82. f ( x )  =  £ (x ) +  <K(x).

6.83. /(.r) =
x, x 6 К
l +  x2, x e [0: l ]\K

sinx, x € [0. 1]\(A' U < 
1 +  x2. x 6 К  U Q

6.84. f ( x )  =

6.85. / d ( x ) =  xjn. n+iiM ketma-ketlik uchun har bir x € R da

lim f„(x)  =  0
11—’ OC

tenglikni isbotlang. Bu ketma-ketlik nol funksiyaga o'lchov bo'yicha yaqin- 
lashadinii?
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jj№. Agar { / „ }  o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi /  : E —* К funksiyaga har 
bir x e  E da yaqinlashsa, u holda ixtiyoriy g : К —» R uzluksiz funksiya 
uchun {y?„ =  g(fn)}  ketma-ketlik g( f )  funksiyaga nuqtali yaqinlashadi. 
Isbotlang.

87. Agar { / „ }  o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi / : . £ —> R funksiya­
ga o'lchov bo'yicha yaqinlashsa, u holda ixtiyoriy g : Ж —> R uzluksiz 
funksiya uchun { f n =  g( fn)}  ketma-ketlik g( f )  funksiyaga E to'plamda 
o'lchov bo'yicha yaqinlashadi. Isbotlang.

7-§. Chekli o'lchovli to'plamlarda Lebeg integrali

Bu paragrafda o'lchovli A to'plamda aniqlangan, o'lchovli /  funksiyani 
qaraymiz va ц{А) <  +oc deb faraz qilamiz.

7.1-ta’rif. Agar f  : A —+ R о ‘Ichovli bo'lib, uning qiymatlari to'plami 
ко‘pi bilan sanoqli bo'lsa, a holda f  sodda funksiya deyiladi.

Dastlab cheklita yi. 2/2.......Ун qiymatlami qabul qiluvchi /  sodda funksiya
uchun Lebeg integrali ta’rifini beramiz. Ixtiyoriy к € {1 .2 .......n} uchun
quyidagicha belgilash olamiz:

Ai, =  {:c 6 A : J (x) =  г/.z,}. (7.1)

7.2-ta’rif. Cheklita y\. г/ j , . . . ,  y„ qiymatlami qabul qiluvchi f  : A —► R 
sodda funksiya berilgan bo'lsin. U holda

yw  (-4t)
*-i

yig'indi f  sodda funksiyaning A to'plam, bo'yicha olingan Lebeg integrali 
deyiladi va quyidagicha belgilanadi

f  "
/  f{x)d/j = ^ 2  УкР iAk) ■

• 'A  k = 1

Endi sanoqlita yi, yo, ■ ■ ■, y„: ■ • ■ qiymatlami qabul qiluvchi /  : A —* R 
sodda funksiya berilgan bo'lsin. /  funksiya uchun quyidagi formal

OC

£  w  и * )  (7-2)
k=l
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qatorni qaraymiz, bu yerda .4* lar (7.1) tenglik bilan aniqlanadi.
7.3-ta’rif. Agar (7.2) qator absolyut. yaqinlashuvchi bo'lsa. и holda f  sod­

da funksiya A to'plamda Lebeg ma’nosida integrallanuvchi deyiladi. (7.2) qa­

torning yig'indisi f  funksiyaning ,4 to'plam bo'yicha olingan Lebeg integrali 
deyiladi va quyidayicha belgilanadi

[  f { x №  = Y  у«Iх (-4») •

Shuni ta’kidlaymizki. (7.2) qatorning absolyut yaqinlashishi muhim. Aks 
holda bu shartli yaqinlashuvchi qator yig'indisi funksiya qiyinatlarining t.ar- 
tiblanishiga bog'liq bo'lib, integralning qiymati funksiya qiyinatlarining nomer- 
lanishiga liog'licj bo'lar edi (matematik analizdan Riman teoreinasini eslang).

7.3-ta‘rifda yn qiymatlarning har xilligi talab qilingan. Lekin yn laming 
har xilligini talab qilnmsdan ham sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali 
ta:rifini keltirisli mumkin.

7.4-ta’rif. Faraz qilaylik, .4 =  (J £?/ . =  0, г ф j  yoyihna
к

o'rinli bo'lib. liar bir o'lchovli Bk to'plamda J funksiya faqat bit.t.a c> qiymat 
qabul qilsin. Agar

] T  c,/i (B,)  (7.3)
k

qator absolyut. yaqinlashuvchi bo'lsa, и liolda f  sodda funksiya A to'plam­
da Lebey ma’nosida integrallanuvchi deyiladi. (7.3) qatorning yig'indisi f  
funksiyadan A to'plam bo'yicha olingan Lebey integrali deyiladi.

Endi /  ixtiyoriy o'lchovli funksiya bo'lsin.
7.5-ta’rif. Agar A to'plamda f  funksiyaga tekis yaqinlashuvchi. inte­

grallanuvchi sodda funksiyalarning { / „ }  ketma-ketligi mavjud bo'lsa. и holda 
f  funksiya A to'plamda Lebeg ma'nosida integrallanuvchi deyiladi va uning 
integrali quyidagi tenglik bilan aniqlanadi

lim f  f„(x)dp = [  f(x)dfx . (7.4)
J A J A

Lebeg integraliga uning o'zi tomonidan berilgan ta'rifni keltiramiz. Chek­
li o'lchovli A to'plamda aniqlangan o'lchovli. chegaralangan /  : A —> К
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funksiyani qaraymiz. Bu holda shunday m va M  sonlari mavjudki. barcha 
x € A larda

tengsizlik bajariladi. [т. M]  kesinani m — yi < y2 < • ■ ■ < yn-i < Уп =  M  
nuqtalar yordamida. n bo'lakka bo'lamiz. Bu bo'linishni II bilan belgilaymiz.
Har bir [yk-i, Ук): k =  1,2.......n — l yarim interval yordamida .4* =
{ x  € A : гд_1 <  / ( г )  < yk} to'plamni va A„ =  {x  £ A : y„ - i  < f ( x )  < y„}  

to'plamni aniqlaymiz. Bu H bo‘linishga mos Lebegning quyi vayuqori yig'indi- 
larini topamiz:

Ixtiyoriy U bo'linishga mos Lebegning quyi yig'indisi зц (/) yuqoridan chega­
ralangan (liiasalan M-p(A)  bilan). yuqoriyig'indisi 5 ц (/) esaquyidanchega­
ralangan (masalan m ■ ц(А)  bilan). Shuning uchun quyidagilar mavjud va 
chekli:

(7.5) da aniq quyi va aniq yuqoti ehegaralar [m, Л/] kesmaning barcha chekli 
bo'linishlari bo'yicha olinadi. L„(f)  soni /  funksiyadan A to'plam bo'yicha 
olingan quyi integral, L~(f) esa /  funksiyadan A to'plam bo'yicha olingan 
yuqori integral deyiladi.

7.6-ta’rif. Agar L,(J) =  L*(f) boisa, chegaralangan /  funksiyani A 
to'plamda Lebeg ma'nosida integrallanuvchi deymiz. LM(f)  va L*(f) larniny 
bu umumiy qiymati f  funksiyadan A to'plam bo'yicha olingan Lebeg integrali 
deyiladi, у a ’ni

m < f ( x )  < M

П
su(f)  =  Y l  Vk-il*{Ak); Su ( / )  =  УкКАк)-

L, { f )  =  sup su{f).  L*(f) =  inf Su(f). Г

Quyidagi

0 < Su(f )  ~ su{f )  < A„ • ц(А), A„ =  max (yk+l -  yk)0<k<n-1
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tengsizlikdan chekli o'lchovli .4 to'plamda aniqlangan har qanday chegara­
langan o'lchovli /  funksiyaning Lebeg ma'nosida integrallanuvchi ekanligi ke­
lib chiqadi. Bundan Lebeg hayratga tushgan va bu jamlash usulining boshqa 
afzalliklarini qidirgan va topgan. Chegaralangan o'lchovli funksiyaning integ- 
rallanuvchanligi hozirda Lebeg integralining IV xossasi sifatida keltiriladi.

Endi chekli o'lchovli A to'plamda aniqlangan chegaralanmagan /  : A —+ R 
funksiyaning Lebeg integrali ta'rifini keltiramiz. Dastlab /  ni A to'plamda. 
manfiymas deb faraz qilamiz. ya'ni Ух £ A uchun f ( x )  >  0 bo'lsin. Bu holda 
/  : .4 —+ R funksiya yordamida { / „ }  ketma-ketlikni quyidagicha quramiz:

Bu usulda qurilgan /,, funksiya A da o'lchovli va chegaralangan bo'ladi. 
Malumki bu ketma-ketlik monoton. ya'ni

Endi chegaralanmagan /  : A —> R funksiya A  da har xil ishorali qiymatlar 
qabul qilsin. Bu holda /  funksiyadan A to'plam bo'yicha olingan integralni 
aniqlashda

f ( x )  < n 
f ( x )  >  n

fn(x) < fn-i(x),  Vx 6 .4. Vn e N.

Shuning uchun quyidagi (chekli yoki cheksiz) limit mavjud

7.7-ta’rif. Agar (7.6) limit chekli bo‘Isa. manfiymas f  funksiya A to'plam- 
da integrallanuvchi deyiladi. Bu holda f  dan A to'plam bo‘yicha olingan in­

tegral deb (7.6) limitning qiymati qabul qilinadi. ya'ni

f ( x )  =  f+(x)  -  /_ ( j) .  

f+(x)  =  ^ ( l /(* ) l  +  f ( x ) )  >  o, f - { x )  =  i(| /(x)| -  f ( x ) )  > 0 (7.7)

yoyilmadan foydalanamiz.
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7.8-ta’rif. Agar A to'plamda f + va /_  funksiyalar integrallanuvchi bo ‘Isa. 
и holda f  ni A da integrallanuvchi deymiz va uning integrali deb

J  /+{*№  -  JAf 4 x №

ni qabul qilarniz. ya 'ni

J  f (x)dn =  J  f+(x)dn -  f-{x)d/.i.

7.1-teorema (Lebeg integralining a — additivlikxossasi). 0 ‘lchovli A to'p­

lam o'zaro kesishmaydigan A\, A-2, ■ ■ ■, A n. . . .  o'lchovli to'plamlarning bir- 
lashmasidan iborat bo ‘Isin, ya ni

A =  U A„. Aj П Aj =  0. i ф j.
/ )  =  1

va f  funksiya A to'plamda integrallanuvchi bo'lsin. U holda har bir A„ 
to'plam bo'yicha f  funksiyaning integrali mavjud.

V  I f\x)dn
n=i Ja-

qator absolyut yaqinlashadi va quyidagi tenglik o'rinli

[  f{-r)dfi =  Y2 f  f ( x )dV- (7-8)
Ja Ja’•

Endi ma’lum ma'noda 7.1-tooremaga teskari hisoblanuvchi quyidagi teore- 
mani kdtiramiz.

7.2-teorema. O'lchovli A to'plam o'zaro kesishmaydigan .4i,.4-2,----
.4,,.... o'lchovli to'plamlarning birlashmasi dan iborat bo'lsin. ya 'ni

A =  U A n. Ai П Aj — 0. г ф j.П= 1

Agar har bir An to'plamda f  funksiya integrallanuvchi bo'lib.
OC 

£H = 1
qator yaqinlashuvchi bo'lsa. и holda f  funksiya A to'plamda integrallanuvchi 
bo'ladi va (7.8) tenglik o'rinli.
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7.3-teorema (Lebeg integralining absolyut uzluksizlik xossasi). Agar f  
funksiya А (/л{А) < oc) to'plamda integrallanuvchi bo‘lsa. и holda ixtiy­

oriy £ > 0 son uchun shunday 6 >  0 son mavjudki. /.i(D) < S tengsizlikni 
qanoatlantiruvchi har qanday D с  A to ‘plam uchun

tengsizlik о ‘rinli.
Endi Riman va Lebeg integrallarini taqqoslash haqidagi teoremani kelti-

Riman integrali mavjud bo'lsa. и holda f  funksiya [a, 6] kesmada Lebeg 
ma'nosida ham integrallanuvchi bo'ladi va quyidagi tenglik o'rinli:

7.1. Ko'pi bilan sanoqlita har xil y\, yi, ■ ■ ■ ■ y„, ■ ■ ■ qiymatlami qabul qiluvchi 
/  : A —♦ К funksiya o'lchovli bo'lishi uchun

to'plamlarning o'lchovli bo'lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

Isbot. Zaruriyligi. f  funksiya A to'plamda o'lchovli bo'lsa. An to'plam­
larning o'lchovli ekanligi 6.5-inisoldan kelib chiqadi.

Yetarliligi. .4,, to'plamlarning har biri o’lchovli ekanligidan /  funksi­
yaning o'lchovli ekanligini keltirib chiqaramiz.

tenglikdan va o'lchovli to'plamlarning chekli yoki sanoqli birlashmasi o'lchovli

ramiz.
7.4-teorema. Agar [a. b] kesmada

An =  {  x e  .4 : / (x )  =  yn}

A (f  < c) =  {x  6 A : f (x)  < c} =  U A„

ekanligidan /  ning .4 da o’lchovli funksiya ekanligiga kelamiz. □
10G



7.2. Kantorning zinapoya funksiyasi Я ning K n to'plam bo'yicha olingan 
Lebeg integralini hisoblang.

2^-1
Yechish. Malumki, K„ =  IJ Kvu to'plamning к -  qo'shni intervali

k=1
K,d da Я funksiya yt =  (2k -  1) ■ 2~v. (к =  1. 2 . 3 , . . . ,  2,i_I) qiymatni 
qabul qiladi. ya'ni

4 ,  =  {x  € K„ : Я(х) =  yk}  =  Knit, к =  1,2,3, . . . ,  2""1.

Bundan tashqari barcha к £ - { 1 , 2 , 3 . . . . ,  2”“ 1} lar uchun ц(Кпк) =  3_ " 

ekanligini hisobga olsak. sodda funksiyalar uchun Lebeg uutegrali ta’rifidan

L

2>«-i о"-
2A; — 1 1 1

К” —  °  2" ‘ 3" A=1

] 1 +  2" -  1 on_! _  1 2"
• 2 "2“ • 3" 2 4 3"

tenglikka ega bo'lamiz. Bu yig'indini hisoblashda arifmetik progressiyaning 
dastlabki n ta liadi yig'indisi uchun S„ =  1 - —■- n dan foydalandik. □

7.3. Kantorning zinapoya funksiyasi Я dan [0. 1]\A' to'plam bo'yicha olin­
gan integralni hisoblang. Bu yerda K — Kantor to'plami.

OC

Yechish. Malumki. [0. 1}\I< =  U K n tenglik o'rinli va K„ to'plamlar
7? —1

juft-jufti bilan o'zaro kesishmaydi. Lebeg untegralining a — additivlik xossa- 
siga (7.1-teorema. va (7.8) ga qarang) ko'ra quyidagiga ega bo'lamiz:

/  = (79) Jio.iWK Jk* 4 6 4 1

Bu yerda biz oldingi misol natijasidan hamda cheksiz kaniayuvchi geometrik
progressiva yig'indisi uchun S =  — -— formuladan foydalandik. □

1 - q

7.4. Chekli o'lchovli .4 to'plamda chegaralangan /  sodda funksiya integral- 
lanuvchidir. Isbotlang.
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Isbot. Bu xossa sodda fuuksiyalar uchun Lebeg integralining C) xossasi 
deb yuritiladi. /  sodda funksiya chegaralangan boiganligi uchun biror M > 0 
та barcha x 6 A larda |/(x’)| <  M  boiadi. Faraz qilavlik, /  sodda funksiya 
Aj to'plamda /, qiymatni qabul qilsin. U holda

] T  | h\n (Ai) (Ai) =  M  ■ ц(А).
i i

Demak, 7.3-ta'rifga ko:ra /  sodda funksiya integrallanuvchi. □

7.5. A =  (0, 1] oraliqda /  funksiyani quyidagicha aniqlaymiz: f (x)  =  n. 

agar .r e  A„ =  < n 6 N. /  sodda funksiya A =  (0. 1]
to’plamda Lebeg ma'nosida integrallanuvchimi? Agar integrallanuvchi 
boisa, uning integralini hisoblang.

Yechish. Ma’lumki,

U Av =  (0. 1]. A„ П A„, =  0. n ф m.
1) = 1

va An =  {.r € A : f (x)  =  n} tenglik o'rinli. Sodda funksiyalar uchun Lebeg 
integrali ta’rifiga ko'ra.

OC' OC -

^ 1 у,Л А ") =  • — (7.10)
»=1 n=l

qator yaqinlashuvchi boisa, /  sodda funksiya A =  (0. 1] da integrallanuvchi 
boiadi. Bu holda musbat hadli qatorlarni taqqoslash haqidagi Dalamber alo- 
matidan foydalanish qulay:

an+1 .. n + 1  2" 1 Inn ------=  Inn —-----—---- ---  -  < 1.n-»oo an п—юс 2"~L n 2

Demak, (7.10) qator yaqinlashuvchi. Bu yerdan /  sodda funksiyaning Lebeg 
ma'nosida integrallanuvchi ekanligi kelib chiqadi. Endi (7.10) qator yig indisini 
hisoblaymiz. Uning qismiy vig'indisi S„ uchun



I

/2  1\ /3  2\ (  n n — 1 \ n 1 1
+  ( 2 ~ 2 j  +  U ” 4 j + ' ' + V 2 ^ “ ^ r r / " ^ =  2  3

oo da limitga o'tib,H— J—■ -  ~  o’rinli. Bu tenglikda non-l 2n

( l - ~ \
/  f {x)dn =  lim Sn =  lim
7(0. i; "-~x

2" n
_  2"

/
jfekanligini olamiz. □

Shuni ta’kidlash joizki, yuqorida biz integralini hisoblagan sodda funksiya 
chegaralanmagandir. Ma'lumki. Riman integrali ta’rifi dastla.b chegaralan­
gan funksiyalar uchun keltiriladi. Chegaralanmagan funksiyalar uchun Riman 
integrali alohicla xosmas integral sifatida ta'riflana.di. Lebeg integrali chegar­
alangan va chegaralanmagan funksiyalar uchun bir xilda ta’riflanadi.

7.6. 0 !lchovli /  : A —> R funksiya A {/j[A) < oo) to'plamda integrallanuvchi 
bo'lishi uchun har bir n € N da

/Г(Х),  M i l ! (7.U)
n

sodda funksiya integrallanuvchi bo'lishi zarur va vetarli. Isbotlang.

Isbot. Zaruriyligi. f  : .4 —> R o'lchovli ekanligidan hamda 7.12 va 7.19- 
misollardan. har bir n € N da (7.11) tenglik bilan aniqlangan f^lt ning sodda 
funksiya ekanligi kelib chiqadi. Quyidagi tengsizlikda.il

\f^(xy<\f (x )\  +  l

va VII xossadan funksiyaning integrallanuvchi ekanligi kelib chiqadi.
Yetarliligi. /£"* sodda funksiya har bir n e  N da integrallanuvchi bo'lsin. 

{ / » uf} sodda funksiyalar ketma-ketligining /  ga tekis yaqinlashuvchi ekanli­
gini ko'rsatamiz. Haqiqatan ham, barcha r e  A larda

1/0*0 -  № *(*)I = /  0̂ ) [nf Ol')] nf{x)  -  [nf(x)} W Q r)} < 1.

tengsizlik o'rinli. Demak, {f^ut} ketma-ketlik /  ga tekis yaqinlashadi. 7.5- 
ta’rifga ko'ra /  funksiya. 4  to'plamda integrallanuvchidir. □
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7.7. Lebeg ma'nosida integrallanuvchi. lekin Riman ma’nosida integrallanuvchi 
bo'lmagan funksiyaga misol keltiring.

Yechish. Dirixle funksiyasini [0. 2] kesmada Lebeg va Riman ma:nolarida 
integrallanuvchanlikka tekshiramiz. Ю sodda funksiya bo'lib, uning Lebeg 
integrali quyidagiga teng:

Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riman ma'nosida integrallanuvchi emas. 
Buni ko'rsatish uchun [0, 2j kesmani 0 =  xo < X\ < x 2 < ■ ■ ■ < x„..j < 
x„ =  2 nuqtalar yordamida teng n bo'lakka bo'lamiz. Ma'lumki. Dirixle 
funksiyasining .r*] bo'lakchadagi aniq yuqori chegarasi ■!/* barcha
к G {1,2. . . . .  n}  uchun 1 ga teng. Dirixle funksiyasining bu bo'lakchalardagi 
aniq quyi chegarasi nik esa 0 ga teng. Bu bo'linishga mos Darbuning yuqori 

va quyi u-'n yig'iudilarini qaraymiz:

tengliklarga kelamiz. Demak. Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riman ma -

Shuni ta'kidlaymizki, IV. VI. VII va VIII xossalar faqat Lebeg integrali 
ucliun xos. Bu xossalar Riman integrali uchun o'rinli emas. Buni 7.8-7.9 va 
7.49-7.50-misollarda koTib chiqamiz.

7.8. Lebeg integralining IVr xossasi. Riman integrali uchun o'rinli emasligini, 
ya'ni shunday oichovli va chegaralangan funksiyaga misol keltiringki. u 
Riman marnosida integrallanuvchi bo'lmasin.

Э(.т)ф.  =  1 • ц ([0, 2] П Q) +  0 ■ // ([0. 2]\Q) =  0.
[0 . 2]

Bu yerdan.
lim (ln =  2, lim uJ„ =  0

nosida integrallanuvchi emas. □

Yechish. [0, 2] kesmada Dirixle funksiyasini qaraymiz. U chegaralangan 
va o :lchovli, demak IV xossaga ko ra u Lebeg ma'nosida integrallanuvchi, lekin
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lixle funksiyasi [0. 2] kesinada. Riman ma’nosida integrallanuvchi emas. Bu 
^sdiq 7.7-misolda ko'rsatildi. □

7.9. Lebeg integralining VII xossasi, Riman integrali uchun o'rinli emas. Ya’ni. 
shunday integrallanuvchi p : A —► E va oichovli /  : A —+ R funksiya- 
larga. misol keltiringki, barcha r  e  A larda |/(a~)| < tp(x) boisin, lekin 
/  funksiya Riman ma’nosida integrallanuvchi boimasin.

Yechish. Quyidagi funksiyalarni qaraymiz: <p(x) =  2 va.

/ М Л ’ 1' аЯаГ X € Q , (7.12)
I 1. agar x E™

Barcha r  e  [0, 2] lar uchun |/(.r)j < <p(x) tengsizlik o'rinli. p  : [0. 2] —■> R 
o‘zgarmas funksiya sifatida [0. 2] kesmada Riman ma'nosida integrallanuv­
chi bo'ladi. Lekin /  funksiya. [0. 2] kesmada Riman ma'nosida integral­
lanuvchi emas. Bu t.asdiq J) ning Riman ma'nosida integrallanuvchi emasligi- 
ga o'xshash isbotlanadi. □

7.10. Chebishev tengsizligini isbotlang, ya'ni A oichovli to'plamda. manfiymas 
у funksiya va с > 0 son berilgan bo’lsa. u holda

/i {x  e  A : y(x)  >  c} < i  j  p(x)dfi (7-13)
c J  A

tengsizlik o'rinli. (7.13) Chebishev tengsizligi deyiladi.

Yechish. Aytaylik, Лг =  { x € A : tp(x) > с} boisin. U holda

/ ip (x) d/i =  I p (x) dn +  I if (x) d/u >  /  ip (x) dfi > с ■ ц (Ar).
J  A JAC JA\Ac J  A,

Bu yerdan (7.13) tengsizlikning isboti kelib chiqadi. □

7.11. f ( x )  =  3i'2 +  2, x e [0, 1] funksiyaning integralini ta’rif yordamida. 
hisoblang. Javobingizni Riman va Lebeg integrallarini taqqoslash haqida- 
gi 7.4-teoremadan foydalanib tekshiring.
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Yechish. Berilgan / (x )  =  3x2 +  2. x £ [0, 1] funksiya sodda funksiya 
emas. Bu funksiya o;lchovli va [0, 1] kesmada chegaralangan, shuning uchun 
u integrallanuvchi. /  ga tekis yaqinlashuvchi va integrallanuvchi { f,L} sodda 
funksiyalar ketma-ketligini shunday tanlash kerakki, har bir n E N da / „  ning 
integralini hisoblash mumkin bo'lsin, hamda lim f .  f„.(x) dp ni hisoblash

77-+ЭО

oson bo'lsin. Shu maqsadda biz quyidagicha yo;l tutamiz. [0, 1] kesmani

^ 1 2  n — 1 n
0 < — < — <••• < —  < -  =  1 

n n n n

nuqtalar yordamida teng n boiakka bo'lamiz va

1
A k =

к - l  к .  ,
------- . -  . A- =  1.2........n -  1. A„ =

n n n 1

оbelgilashlarni kiritamiz. Tanlanishiga кота bu to'plamlar juft-jufti bilan o'zanft
kesishmaydi va [J ,4* =  [0. 1]. / „  sodda funksiyani [0. 1] kesmada quyida- 

A =  1
gicha aniqlaymiz:

fn{x)  =  f  ~  3~2 +  2' x € Ak. A-= 1 . 2 .......n.

Tanlangan ketma-ketlikni [0. 1] da /  ga tekis vaqinlashishini koTsatamiz. 

max |/„(x) -  /(x)| =  max max|/„(x) -  /(x)| =
C K .r < l  l < k < n  x e A t

l r / , z ,  „  „  3(2fc — 1) 3(2u — 1)=  max max / K/n — ; (x)  =  max ------- т-----= -------- -̂---- .
i < k < n x e A k 'JK ' ’  n  1 < k < n  n 2 n 2

Demak. bu ketma-ketlik [0, lj da /  ga tekis yaqinlashadi. Endi /„  sodda 
fuiiksiyaning [0, 1] to'plam bo'yicha Lebeg integralini hisoblavmiz.

X  „ Ш  *  -  ±  /  ( I ) , ( * )  = ±  ( £  + 2) i  = 2  ±  * 4
A:=l 4 J A - l  4 '  k = l

+ -  V  1 =  A n(n +  1)(2n +  1} +  2 =  (n +  + - 1) +  2. (7.14) 
n t—' n6 6 2 n

k = 1
Yig'indini hisoblashda barcha n £ N lar uchun o'rinli bo'lgan 

l 2 +  22 +  32 +  • • • +  n2j 2 , n2 I o2 I 2 _  ” ( n + j 0 ( 2 n  +  l )

6
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;likdan foydalandik. (7.14) tgnglikda n —* oc limitga o'tib.

+ 2 = 1  +  2 =  3

hosil qilainiz. Olingan natijaai Riman va Lebeg integrallariui taqqoslash 
qidagi 7.4-teorema yordamida tekshiramiz.

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

VI. 12. Agar /  : .4 —> К oichovli funksiya bo'lsa. u holda g(.r) =  [/(x)j 
funksiya .4 da sodda funksiya bo'lishini isbotlang. Bu yerda [a] belgi a 
souining butun qismini bildiradi.

S7.13. Oichovli А С E to'plamning у =  (x) xarakteristik funksivasi E 
da sodda funksiya ekanligini ta'rif va 7.1-misol yordamida .4,, to'plam- 
larning o'lchovli ekanligidan foydalanib ko'rsating.

7.14. у =  signx ning E =  [—1 .'V da sodda funksiya ekanligini taTiif yorda­
mida va 7.1-misol tasdig‘idan foydalanil) ko'rsating.

7.15. Agar fi  : .4 —» Ж va fo : E\A —► R sodda funksiyalar bo'lsa, u holda

funksiya E da sodda funksiya bo'lishini isbotlang.

7.16. Kantorniug zinapoya funksivasi Я ning [0. 1 ]\A' da sodda funksiya 
bo'lishini ko'rsating. Bu yerda K — Kantor to'plami.

7.17. Я : К  —> Ж Kantor funksiyasining sodda funksiya emasligini isbotlang. 
Bu yerda K — Kantor to'plami.
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[Demak, ta:rif yordamida hisoblangan integral to'g'ri ekan. □



7.18. Quyidagi sodda funksiyalarning [0. 1] to'plam bo‘yicha olingan Lebeg 
integralini hisoblang.

7.19. Sodda funksiyauing songa ko'paytmasi yana sodda funksiya bo’lishini is­
botlang.

7.20. Sodda funksiyalar yig’indisi yana sodda funksiya bo'lishini isbotlang.

7.21. Agar /  va g lar sodda funksiyalar bo’lsa. u holda o f  +  в д  funksiya 
ham sodda funksiya boiadi. Isbotlang.

7.22. Agar /  : A —* R va g : A —» R lar sodda funksiyalar boisa. u holda 
/  • g ham sodda funksiya boiadi. Isbotlang.

7.23. /  : A —> R funksiya oichovli boiishi uchun unga tekis yaqinlashuvchi 
sodda funksiyalar ketma-ketligining mavjud boiishi zarur va yetarli. Is-

7.24. Kantorning zinapoya funksiyasi Я ga [0, 1] da tekis yaqinlashuvchi va 
cheklita qiymat qabul qiluvchi sodda funksiyalar ketma-ketligini quring.

7.25. Agar /  va g sodda funksiyalar A to’plamda integrallanuvchi bo’lsa. u 
holda a f  +  dg  funksiya ham A to’plamda integrallanuvchi boiadi va

tenglik oiinli. Isbotlang.

7.26. / ( x )  = [x], x G [0, 5) =  .4 ning sodda funksiya ekanligini ko’rsating va 
uning A to'plam bo'yicha. olingan integralini hisoblang.

7.27. Ixtiyoriy oichovli А с  E uchun Je x a (x ) dfi =  p{A)  tenglikni isbot

x e К  
x € K n

botlang.

( a f ( x ) + P g ( x ) ) d f i = a  [  f ( x ) dp +  3  [  g ( x ) d f i

qiling.
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Ш - л  =  {х  е [—7г, тг] : sinx < 0.5} uchun /|_я n]XA(x)dp integralni hi- 
soblang.

f.2 9 . Dirixle funksiyasining sodda funksiya ekanligini ta'rif yordamida ko'rsating. 
Uning A =  [0.3] to'plam bo'yicha olingan integralini hisoblang.

Г-30. Riman funksiyasining sodda funksiya ekanligini ko'rsating va uning A =  
[0.1] to'plam bo'yicha olingan integralini hisoblang.

7.31-7.37-misollarda berilgan /  : A —♦ Ж funksiyani sodda ekanligini 
ko'rsatib. uning integralini hisoblang.

7.31. f{x)  = [2x], A = [0, 2 ) .

7.32. / ( x )  =  sign x. .4 = [ - 1 . 3 ] .

7.33. f ( x ) = X[o.ii\Q(ar), A =  [ - l .  3].

7.34. f ( x)  =  [x] + signx, A =  [-1. 2].

7.35. f i x )  =  signx + \[i.2;(x), A =  [-1 . 1].

7.36. fix)  = n , i S / l n = ^ .  p j .  n e  N. A =  (0. 1].

7.37. fix) =  - .  x e ,4„ =  f -— l—— . -^1 . n e  N. .4 =  (0. 1].
' n \(n +  1)! n!j

7.38. f  ga tekis yaqinlashuvchi va A to'plamda integiallanuvchi har qandav 
sodda funksiyalar ketma-ketligi uchun (7.4) limit mavjud. Isbotlang.

7.39. Berilgan /  funksiya uchun (7.4) limit, unga tekis yaqinlashuvchi { / „ }  
ketma-ketlikning tanlanishiga bog liq emas. Isbotlang.

7.40. Lebog integralining bir jinslilik xossasini isbotlang. Bu xossani matenia- 
tik simvollar yordamida quyidagicha yozish mumkin.

J  к ■ f(x)  dp = A- J  f(x)  dp, к € R.
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7.41. Lebeg integralining additivlik xossasini isbotlang. Bu xossani matematik 
simvollar yordamida quyidagicha yozish mumkin:

( /(* )  +  $(*)) dfi =  Ja f ( x )  dn +  J  g(x) dfi.

7.40 va 7.41-misolLarda keltirilgan xossalar adabiyotlarda ([1] ga qarang) 
Lebeg integralining II va III xossalari deb berilgan.

7.42. Lebeg integralining IV xossasini isbotlang. .4 to"plarnda chegaralangan. 
oichovli /  funksiya integrallanuvchidir.

7.43. Lebeg integralining monotoniik xossasini (V xossa) isbotlang. A to'plam- 
da manfiymas f ( x )  >  0 funksiyaning integrali manfiymas.

7.44. Lebeg integralining VI xossasini isbotlang. Agar ц (.4) =  0 boisa. u 
holda ixtiyoriy /  : .4 —» К funksiyaning integrali nolga teng.

7.45. Agar deyarli barcha x G .4 lar uchun f (x)  =  g(.v) boisa. u holda

J  f (x)dn =  J^gixjdn

tenglik o'rinli. Isbotlang. Bu ham Lebeg integralining VI xossasi deyiladi.

7.4G va 7.47-misollarda keltiriladigan tasdiqlar inos ravishda Lebeg inte- 
gralining VII va VIII xossasi deb ataladi ([1] ga qarang).

7.46. Agar tp funksiya .4 to'plamda integrallanuvchi boiib. deyarli barcha 
x € .4 lar uchun |/(r)| < p [x] boisa, u holda /  oichovli funksiya 
ham A to'plamda integrallanuvchi bo'lishini isbotlang.

7.47. Agar /  oichovli funksiya bo'lsa. u holda /  va j/J funksiyalar bir vaqtda 
integrallanuvchi yo integrallanuvchi emas. Isbotlang.

7.48. Agar har bir n € N uchun (7.11) tenglik bilan aniqlanuvchi f%y> sodda 
funksiya integrallanuvchi bo'lsa. quyidagi tenglikni isbotlang

[  f { x )d/J. =  lim [  d\i.
Ja Ja
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7.49. Lebeg integralining VI xossasi, Riman integrali uchun o'rinli emas. Ya’ni, 
shunday /  : A —+ R та. g : A —* R ekvivalent funksiyalarga misol 
keltiringki, ulardan biri Riman ma’nosida integrallanuvchi, ikkinchisi esa 
integrallanuvchi bo'lmasin. .4 =  [0, 2] kesmada Dirixle D ( . t ) va nol 
в(х) — 0 funksiyalarini tahlil qiling.

7.50. Lebeg integralining VIII xossasi Riman integrali uchun o'rinli emas. Ya’ni. 
Riman ma'nosida integrallanuvchi bo'lmagan shunday /  : A —> R funk­
siyaga misol keltiringki, uning moduli |/| esa, Riman ma’nosida inte­
grallanuvchi bo'lsin. (7.12) bilan aniqlangan /  funksiyani tahlil qiling.

7.51. [—1. 1] kesmada aniqlangan Riman ma’nosida integrallanuvchi bo'lma­
gan. lekin kvadrati Riman ma’nosida integrallanuvchi bo'lgan funksiyaga 
misol keltiring. 7.9-misol yechimida qaralgan /  funksiyani tahlil qiling.

7.52. (7.12) tenglik bilan aniqlangan /  funksiya va ^(x) =  1 funksiyani 
[—1. 1] kesmada ekvivalent ekanligini isbotlang. Ularni [—1. 1] kesnia- 
da Lebeg va Riman ma'nolarida integrallanuvchanlikka tekshiring.

7.55. Agar /  funksiya .4 to'plainda integrallanuvchi bo'lsa. u holda /  funksiya 
.4 to'plamning ixtiyoriy o i hovli A' qismida ham integrallanuvchi bo'ladi 
Isbotlang.

7.54. Agar f  A | f ( x )  | йц =  0 bo'lsa, u holda deyarli barcha x e  A lar uchun 
f ( x )  =  0 bo'ladi. Isbotlang.

7.55. Lebeg integralining absolyut uzluksizlik xossasidan foydalanib isbotlang. 
Agar /  funksiya A (p{A) < oo) to'plamda integrallanuvchi bo'lsa. 
u holda ixtiyoriy n € N son uchun shunday rn € N son mavjudki, 
n{D) < m ~ l tengsizlikni qanoatlantiruvchi har qanday o'lchovli D С A 
to'plam uchun

tengsizlik bajariladi.
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7.56. [О, 1] kesmada chegaralanmagan. ammo Lebeg ma:nosida integrallanuvchi 
boigaii sodda funksiyaga misol keltiring.

7.57. f [ x )  =  [x2] funksiyaning A =  [0, 2] to'plam bo'yicha olingan Lebeg 
integralini hisoblang.

7.58. [a, 6] kesmada uzluksiz funksiya sodda funksiya bo'la. oladimi?

7.59. Dirixle. Riman fuuksiyalari sodda funksiya bo'ladimi? Ularning [0, 4] 
to'plam bo'yicha olingan Lebeg integralini hisoblang.

7.60-7.G5-misollarda berilgan /  : A —► К funksiyaning integralini ta:rif 
yordamida hisoblang. Javobingizni Riman va Lebeg integrallarini taqqoslash 
haqidagi 7.4-teoremadan foydalanib tekshiring.

7.60. f ( x )  =  2 x + l ,  x € [0, 3].

7.61. /(.т) =  6 г - 3 .  . re  [ -1.2] .

7.62. /(;r) =  3.T2 -  2x. x e  [-1 . 1].

7.63. /( ;x) =  G.?:2 +  4.T -  5, X € [— 1. 1].

7.64. f { x )  =  2r +  3. .r e  [0,2].

7.65. f ( x )  =  e r +  Зх, i e [ 0 ,  1].

7.66. Quyidagi integrallarni hisoblang.

a) j sign(cos 7rx)d(L b) J sign(sin — )d/r,
,-а.з; (O.i] x

c) I I  !-r +  v W -  (i) I f  V iy  -  x\dP-
; o . 2 ] x 0 . 2 ]  J< u < i

7.67-misolni Lebeg integrali ta:rifi va xossalaridan foydalanib hisoblang. Bu 
yerda £>— Dirixle. 9Я—Riman. Я— Kantor funksivasi.

7.67. a) J x ■ \[0.r\Q(x)dfi: b) /  (1 +  2.r) cf/i;
;o. i] [o. 2]

c) /  (3.r2 +  l) ф ;  d) /  (2:r +  2) dfi:
•o. 2] о i;
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е) /  (1пЗ + e r)dn; f) J  &(x)dp-.
[0,1] '  10.11 

g) /  z ( l  -D {x))d^i:  h) j  x ( l  -*R(x))dp:
o.1] [0.1]

i) /  {x +  Я(х)) dfj-: j) J  x -A (x )d fi\
[0. lj [0,1] 

k) f  x 2 • 9t(x) d^.
[o. 11

7.68. Har bir n  € N uchun /„  : [0, 1] —» К funksiyani quyiclagicha aniqlaymiz. 
/„  funksiyaning x  € [0, 1] nuqtaclagi qiymati, x  ning cheksiz ikkilik 
kasrga yoyilmasidagi n — raqarniga teng. Masalan, / 2(0 , 10010...) =  0. 

/з (0 ,10110...) =  1. Bu ketma-ketlik uchun quyidagilarni isbotlang:

[  fn (x ) fm(x )d ix= .j, п ф т , [  ( fn{x))2 dp = i .
./[0.1] 4 V[o.i] 1

7.69. Har bir n  G N uchun grl : [0, 1] —► R funksiyani quyiclagicha aniqlaymiz. 
Agar x € [0. 1] ning cheksiz ikkilik kasrga yoyilmasida n — raqami 1 

bo'lsa, g„(x) = 1, agar n — raqami 0 boisa, g„(x) = — 1. Bu ketma- 

ketlik uchun quyidagilarni isbotlang:

/  g„(x)gm(x)dn = 0, пф т -. /  {g„{x)f dp =  1.
У [0.1] J 0.1)

8- §. Lebeg integrali belgisi ostida lim itga o'tisli

Integral belgisi ostida limitga o'tish yoki qatorlarni hadma-had integrallash 

masalasi ko'plab muammolarni yecliishda uclu aydi. Boshqacha qilib aytganda 
qanday shartlarda

lim I  f„(x)dfx=  [  lim f n(x)d/j := I  f ix )d p  (8.1)
п_,эо Ja J a J a

tenglik o'rinli boiadi. ya'ni limit va integral belgilarining o'rinlariiii almashtirish 

mumkin? Integral belgisi ostida limitga o'tishning yetarli shartlaridan biri 

berilgan ketmarketlikning tekis yaqinlishish shartidir, lekin bu shart ta ’rifda 
bor. Shuiiing uchun tekis yaqinlishishdan kuchsizroq shartlar qo'ygan holda 

(8.1) tenglikning bajarilishini tekshiramiz. Agar {/„.} integrallanuvchi funksi­

yalar ketma-ketligi A  to'plamning har bir nuqtasida /  funksiyaga yaqin- 

lashsa. (8.1) tenglik to'g'rimi degan savol tug'iladi. Umuman olganda. nuqtali
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yaqinlashish integral belgisi ostida liniitga o'tishni ta'minlay olmas ekan. Bun- 

ga quyidagi misolda ishonch hosil qilarniz.

8.1. [0, tt] kesmada quyidagi funksional ketma-ketlikni qaraymiz

Bu ketma-ketlik har bir nuqtada nolga yaqinlashadi. Bu ketma-ketlik 

uchun (8.1) tenglik to'g'rimi?

Yechish. Har bir x e  [0, тг] uchun lim f n(x) =  0 tenglik oson t.ekshiri- 
ladi. Endi /„ ning [0. n] kesma bo'yicha olingan integralini hisoblaymiz:

Demak. bu ketma-ketlik uchun integral belgisi ostida liniitga o'tish to'g'ri

Quyida biz integral belgisi ostida liniitga o'tish belgilariui keltiramiz.

8 .1 -teo rem a (Lebeg). Agar {/,,} ketma-ketlik .4 to'plamning har bir 

nuqtasida f  funksiyaga yaqinlashsa va barcha n € N lar uchun \ <

if (.r) tengsizlik bajarilib. p  funksiya A to'plamda integrallanuvchi bo'lsa. 

и holda limitik funksiya f  ham A da integrallanuvchi bo ‘ladi va quyidagi 
tenglik o'rinli

8.1-natija. Agar j /„(x) | < M  =  const va barcha x  € .4 larda lim f n{x)

Xol o'lchovli to'plamda. funksiyaning qiymatini o'zgartirish integral qiy- 

matiga ta'sir qilmaydi. shuning uchun 8.1-t.eoremada {/„} ketma-ketlikning

(8 .2 )

Ikkinchi tomondan

emas. П

f ( x )  bo‘ha. « holda quyidagi tenglik o'rinli



/  funksiyaga deyarli yaqiiilashishini va | /( . r ) | < <p(r) tengaizlikuing ham 

deyarli barcha r  lar uchun bajarilishini talab qilisli yetarli.

8 .2 -teo rem a (Levi). ,4 to'plamda monoton

f i{x) < h i* )  < < f f x )  < ■

integrallanuvchi {/„} funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo'lib. barcha n g N  

her uchun

J fn{x)dn < К

tenqsizlik bajarilsin. V holda A to ’plamning deyarli hamma yerida lim /„(.r)
0  —'OC

= f ( x )  chekli limit, mavjud hamda f  funksiya .4 da integrallanuvchi va 

integral belgisi ostida limitga o'tish mumkin. ya’ni

lim /  f ,i (x) d/j = [  f {x)  dfj,.
J a -I A

8 .2 -natija . Agar Ф„{х) > 0 bo'lib.
OC ..

E  . ^
n = 1 A

[x)dfi < +oo

bo'lsa. и holda .4 to’plamning deyarli barcha nuqtalar ida
OC

X ] u ”L,:>
/1=1

qat.or yaqinlashadi va bu qatorni hadlab integrallash mumkin. ya ’ni

/  X /  ) Ф  = Y l  /  dV ■
■'A \ , )  =  1 J  Jl  =  l  dA

8 .3 -teo rem a (Fata). Agar manfiymas. oichovli {/„} funksiyalar ketma- 

ketligi A to’plamda f  funksiyaga deyarli yaqinlashsa va

J f„(x) dp. < К

bo’lsa. и holda f  funksiya A to’plamda integrallanuvchi va

J f {x)  dfi < К  
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tengsizlik о 'rinli.

Shu payt.gacha biz faqat chekli o'lchovli (fi(A) < oc) to'plamlarda Lebeg 

integrali va uning xossalarini o‘rgandik. Lekin ko'plab masalalarni yechishda 
cheksiz olchovli to'plamda berilgan funksiyaning integralini qarashga to'g'ri 

keladi. Masalan, К =  (—oo. oc) da berilgan funksiyaning Lebeg integralini 

qarashga to 'g‘ri keladi. Biz X  to'plam sanoqli sondagi chekli o'lchovli X n 
to'plamlarning birlashmasi ko'rinishida tasvirlanishi mumkin bo'lgan hoi bilan 
chegaralanamiz.

8 .1-ta’rif. Agar X  to'plamda /j , o'lchov berilgan bo'lib. X  to'plamni 

sanoqli sondagi chekli o'lchovli to'plamlarning birlashmasi ko'rinishida tasvir- 

lash mumkin bo'lsa, и holda X  da berilgan ц  o'lchov a — chekli o'lchov dey­
iladi.

a — chekli o'lchovlarga sonlar o'qidagi va tekislikdagi Lebeg o'lchovlari 

misol bo'la oladi.

8 .2 -ta ’rif. Agar monoton o‘suvchi {X„} (X„ С X v+i) to'plamlar ketmu- 
ketligi quyidagi ikki shartni qanoatlantirsa

DC

1) U X n = X , 2) barcha n £ N lar uchun ц-(Х„) < oo,
7 2 = 1

{X,,} да X  to'plamni qoplovchi ketma-ketlik deyiladi.

8 .3-ta’rif. X  to'plamda a — chekli ц o'lchov va X  da aniqlangan man- 

fiyrnas f  funksiya berilgan bo'lsin. Agar f  funksiya ixtiyoriy chekli o'lchovli 

А  С X  to'plamda integrallanuvchi bo'lib, biror qoplovchi {AT,,} ketma-ketlik 
uchun

lirn [  f (x)df i
J  x n

chekli limit mavjud bo'lsa, и holda f  funksiya X  to'plamda integrallanuvchi 

deyiladi va bu limit

[  f ( x )dp  =  lim [  f(x)d/.t
J x  Jx,,

f  dan X  to'plam bo'yicha olingan Lebeg integrali deyiladi.

Endi /  ixtiyoriy funksiya bo'lsin. Uni ikkita maufiymas funksiyalar ayir- 

masi shaklida tasvirlaymiz, ya'ni f ( x )  = f+(x) — f ~ ( x ) . bu yerda /L va /_
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lar (7.7) tenglik bilan aniqlanadi.

8.4-ta’rif. Agar (7.7) tenglik bilan aniqlangan f + va /_  manfiy- 

мая funksiyalar X  to'plamda integrallanuvchi bo'lsa. и holda f  funksiya X  

to'plamda integrallanuvchi deyiladi va

[  = [  f+ {x)d (i-  f  f -(x)df i .
J X  J X  J X

Lebeg va Riman integrallari orasidagi quyidagi bogianislmi keltiramiz. 

Agar [a. b} kesmada /  funksiya Riman ma'nosida integrallanuvchi boisa. 

u holda /  funksiya [a, b] kesmada Lebeg ma'nosida ham integrallanuvchi 

boiadi va bu iutegrallar teng boiadi (7.4-teoremaga qarang).
Agar /  funksiya. [0, 1] kesmada xosmas ma'noda. Riman bo'yicha integral­

lanuvchi boisa. u Lebeg ma’nosida integrallanuvchi boimasligi ham mumkin. 

Masalan,

' s i n - -  (8.3)
t t v '

xosmas integral Riman ma’nosida mavjud (integrallanuvchi). Haqiqat.au ham. 

0‘zgaruvchilarni almashtirib

I
1 dt P  sin.r ,

/ s in -  — = / ----- ax
Jo t t J i x

Sill X
ga kelamiz. Dirixle alomatiga ko'ra bu integral yaqinlashuvchi ( f (x)  =

1 1 ' X
funksiya integrallanuvchi). f ( t )  = bin -  ■ -  funksiya (0. 1) oraliqda Lebeg

ma'nosida integrallanuvchi emas. Faraz qilaylik. bu funksiya Lebeg ma'nosida 

integrallanuvchi boisin. U holda VIII xossaga ko‘ra

f l . 1 dt
/ Sill -  1--
/о t t

integral ham mavjud boiadi. Bundan esa yana o‘zgaruvchilarni almashtirib.



teng likka  kelam iz. O xirg i
,-x cos 2 x

dx

integral yaqinlashuvchi. Birinchi integral esa uzoqlashuvchi. Demak.

integral ham uzoqlashuvchi. Shuni ta'kidlaymizki. agar manfiymas funksiya 

Riman ma'nosida integrallanuvchi bo’lsa. u holda bu funksiya Lebeg ma'nosida 

ham integrallanuvchi bo'ladi va bu integrallar teng bo'ladi.

8.4-teorem a. Aytaylik A to'plamning o'lchovi chtksiz bo'lsin. Cheklitu

nolmas y-L, y->__ _ y„ qiymatlami qabid qiluvchi f  : A —> R sodda funksiya

.4 da integrallanuvchi bo'lishi uchun .4*. =  {x  £ A : f ( x )  = гд}, к =

1 .2 ....,??  to'plamlarning o'lchovi chekli bo'lishi zarur va yttarli. Xususan 

В С  A to'plamning xarakteristik funksiyasi - \ b { x )  integrallanuvchi bo'lishi 
uchun fi(B) < oc bo'lishi zarur va yetarli.

8.5-ta’rif. Aytaylik A chtksiz o'lchovli to'plam. f  : A —> R sanoqlita 

3/1, г/2, . . . .  y n. . . .  qiymatlami qabul qiluvchi sodda funksiya bo'lsin. Agar har 

bir nolmas г/л- uchun Л* =  {.г £ A : f ( x )  = г/*.} to'plam chekli o'lchovli

bo'lib, 5Z Уп p{Au) qator absolyut yaqinlashuvchi bo‘Isa, f  : A —> R sodda

funksiya A to plamda Lebeg та 'nosida integrallanuvchi deyiladi..

8.2. Quyida keltirilgan funksiyalar R da Lebeg ma'nosida integrallanuvchi 

bo'ladimi?

Yechish. Hozir biz f ) ning yechimini beramiz. Berilgan funksiyaning aniqlan- 

ishidan quvidagilarga ega boiamiz. .4o =  (—эс. 1) to'plamda f ( x )  =  0 =  yti
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va f ( x )  =  — . x £ An = [n. n +  1). 8.5-ta'rifga кота /  : R —» К funksiya 

integrallanuvchi bo'lishi uchun

n

qator yaqinlashuvchi boiishi zarur va yetarli. Musbat hadli qatorlarni taqqoslash 
haqidagi Dalamber aloinatidan foydalanib (q =  0. 5), hosil bo'lgan qatorning 

yaqinlashuvchi ekanligiga ishionch hosil qilaniiz. Demak. /  funksiya К da

8.3. Л =  U [rc, n + n  n) to'plamning xarakteristik funksiyasi / { х ) = х а (%)

parametr a  ning qanday qiymatlarida R da integrallanuvchi boiadi?

Yechish. 8.4-teoremaga. ko'ra, f ( r )  =  Xa(x ) funksiya integrallanuvchi 

boiishi uchun A  to plam chekli oichovli bo'lishi zarur va yetarli. A  to'plamning 
oichovi, oichovning a — additiviik xossasiga ko'ra

yigindiga teng. Maiumki. bu qator parametr a ning 1 dan katta. barcha 
qiymatlarida yaqinlashuvchi bo'ladi. Demak. barcha a £ (1, эс) larda A 

to'plamning \ a  xarakteristik funksiyasi. R da integrallanuvchi boiadi. □

8.4. Quyidagi limitlarni integral ljelgisi ostida limitga o'tish haqidagi teore- 

malardaa foydalanib yeching.

a) lim f exp (—n x 2) d/u: b) lim f  exp ( — — ) d/i:
"_>oc[o.i; " - x ;c.t V n )

<:) lim f Sm ^ du: d) lim J  exp(—cos"x)dfi.\

Yechish. a) ning yechimi. Integral belgisi ostida limitga o'tish haqidagi

integrallanuvchi bo‘ ladi. □

Lebeg teoremasidan foydalanamiz. Berilgan f„{x) =  exp(—nx2) ketma-ketlik



[0. 1] kesinaning deyarli barcha (nol nuqtadan tashqari) liuqtalarida 0(.v) = 0 
funksiyaga yaqinlashadi. Integrallanuvchi у : [0. 1] —> R funksiya sifatida 

ip(x) = 1 ni olamiz. U holda barcha x  £ [0. 1] va n € N lar uchun j/»(x)j < 

^(x)  tengsizlik bajariladi. Integral belgisi ostida limitga o’tish haqidagi Lebeg 

teoremasining shartlari bajariladi. Teorema tasdig'iga ko’ra

lim I  exp(—пт2) d f i = I  0(x) dfi =  0. □
J  ;o.i;

8.5. f ( x )  =  ----- г-p . x € .1 =  [0. oc) funksiya A da integrallanuvchimi?
1 -+- [xj-

Yecliish. Somiing butuii qismi ta ’rifiga ko’ra /  : A —> R sodda funksi­

ya bo’lib. A n =  [n, n +  1), n  =  0 .1 ----  to’plamda y„ =  -------т qivmatni
1 +  n-

x 1
qabul qiladi va E  ------о ’ 1 4at:or yaqinlashuvchi. Demak. 8.5-ta‘rifga ko’ra

,,=o 1 +  n-

f ( x )  =   ̂ ^   ̂ j, funksiya .4 =  [0, oc) da integrallanuvchi. П

Uy vazifalari va m avzuni o ‘zlashtirisli uchun m asalalar

8.6. Quyida keltirilgan funksiyalar о > 0 parametrning qanday qiymatlarida 

R da integrallanuvchi bo'ladi?

a) / ( * )  = E  Ц ^ \ [п, ,+1!(х): b) f ( x )  = ±  ^ - % , , „ _ i;(x):
Tl— 1 W n= 1 Tl

c) / 0 0  =  E!t= 1 ft

71X°
8.7. Parametr a  ning qanday qiymatlarida /„(x) =  — ■■ . x € [0, 1]. 

ketma-ketlik integral belgisi ostida limitga o'tish haqidagi Lebeg teore- 

masi shartlarini qanoatlantiradi?

8.8. Quyidagi {(?„} ketma-ketlik integral belgisi ostida limitga o’tish hacjidagi 

Levi teorcmasi shartlarini qanoatlantiradimi?

nxi
ffn(x) =  n t,2 + : ■ * £ [0. 1].
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8.9. Fatu teoremasi shartlari bajarilganda

lim f f n(x)d/j = [  f (x)dfj  
”- ° c J  a  J  a

tenglik o'rinlimi? O’rinli bo’lmasa, misol keltiring.

8.10. Integral belgisi ostida limitga o'tish haqidagi teoremalarda.il foydalanib 

quyidagi limitlarni hisoblang.

a) lim J  exp (— (x 2 +  y2)) cos f  — x ■ y )  dx dy:
u —ocR2 \ n  J

b) lim /  П ■ sin —  d/j.

8.11. Agar manfiymas funksiya xosmas ma'noda Riman ma’nosida integralla­
nuvchi boisa. u Lebeg ma'nosida integrallanuvchi bo'lishini isbotlang.

8.12. (8.3) integralning absolyut integrallanuvchi emasligini isbotlang. 

_1
1 4- [x2]

8.13. f ( x )  = , , f , x € .4 =  [0, oc) funksiya. A  da integrallanuvchimi?

8.14. Л(.Г) =  f i W  =  № )  =  ^ГТ ^2- h  (*) =
jl i "i JC2 X j *1 X2 \ i •t'2 1 2

funksivalarni Lro(l) =  {(x.. x 2) € K2 : x \+ x \  < 1} to’plamda integral- 

lanuvchi ekanligini ko’rsating.

8.15. / ,(x ) —---------sm д.,---------  ̂ funksivalarni С/д(1) =  {(^i- ^2) €
2 — cos Xi — cos x 2

R2 : x2 +  x2 < 1 }  to'plamda integrallanuvchi ekanligini ko’rsating.

1 Ixl
8.16. f i x )  =  —----- ^ ^  va f j(x)  =  ----- i——Tf. i =  1, 2, 3 funksivalarni

JK ' x \ + x l + x \  v ; x{ + x l + x l
B 0( 1) =  {(xj. x-2- X'i) € S 3 : x \ + x2 +  x2 < 1} to'plamda integral­

lanuvchi ekanligini isbotlang. Ularning f?o(l) to'plam bo'yicha olingan 

integralini hisoblang.

8.17. f i x )  = ----------------- ------------------ funksiyani £?n(l) to'plamda integral-
3 — COS X] — cos x 2 — cos X3 

lanuvchi ekanligini koi'sating.
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9- § . M onoton  va o ‘zgarishi chegaralangan funksiyalar

9 va 10-paragraflarda. biz sonlar o'qida aniqlangan funksiyalarning Lebeg 

integralini qaraymiz. Bunda integralni tayinlangan /  da to'plam funksiyasi 

sifatida o'rganamiz. Agar /  funksiya X  С R o'lchovli to'plamda integral- 
lanuvchi bo'lsa. u holda

J  f ( x ) d »  (9.1)
.4

integral barcha o'lchovli Л С X  to'plamlar uchun mavjud va u tayinlangan /  

da to'plam funksiyasi bo'ladi. Bu integral Lebegning aniqmas integrali deyiladi. 

X  sonlar o'qidagi oraliq bo'lishi ham mumkin. Bu holda A  to'plam X  dagi 
kesmadan iborat bo'lsa, (9.1) integral kesma chetki nuqtalarining funksiyasi 

bo'ladi. .4 =  [a. b] kesma chap chekkasini tavinlab.

J  f ( t )du  (9.2)
[a.r]

integralning xossalarini o'rganamiz. Bu masala bizni sonlar o'qida aniqlangan 
funksiyalarning ba:zi muhim sinflarini qarashga olib keladi. Bular monoton 

funksiyalar, o'zgarishi chegaralangan funksiyalar va absolyut uzluksiz funksiya­

lar sinflaridir.
M onoton funksiyalar. Dastlab o'suvchi. kamayuvchi hamda kamaymay- 

digan, o'smaydigan funksiyalar ta ’riflarini beramiz.
9 .1-ta’rif. [a. 6] kesmada aniqlangan f  funksiya, shu kesmadan olingan 

har qanday x\.i'> lar uchun X\ < x-i boiganda

f i x i) < f ( x 2) ( f { x i) > /(.Го))

bo’lsa, f  funksiya [a, 6] kesMada kamaymaydigan (o’smaydigan) funksiya 

deyiladi.
9 .2-ta’rif. [o. b] kesmada aniqlangan f  funksiya. shu kesmadan olingan 

liar qanday X\,X'> lar uchun Xj < .r2 bo’lganda

f i x i )  <  f ( x 2) ( / ( . r i )  >  f ( x 2)) (9.3)
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bo'lsa, f  funksiya [a, b] kesmada o'suvchi (kamayuvc.hi) funksiya deyiladi.
Umuma.ii. qisqalik uchun monoton funksiya devilganda. 9.1 va 9.2-ta'riflarda 

keltirilgan funksiyalar tushuniladi. Ba:zan o’quvchining diqqatini jalb qilish 

uchun o’suvchi yoki kamayuvchi funksiyani. qat’iy o’suvchi yoki qat'iy ka- 

mayuvchi. yoki qat'iy monoton deb atayiniz.

Lebegning aniqmas integrali (9.2) ning xossalarini o'rganislmi quyidagi sod­

da va muhim xossadan boshlaymiz. Agar /  maufiymas funksiya bo’lsa. u hol­

da (9.2) monoton kamaymaydigan funksiya bo’ladi. Har qanday integrallanu­

vchi funksiya ikkita manfiymas integrallanuvchi funksiyalar ayirmasi shaklida 

tasvirlanadi
f ( x )  = f . (.?) -  /  (.)■). 

bu yerda /+ va /_  lar (7.7) tenglik bilan aniqlanadi.
Shuning uchun (9.2) integral ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar- 

liing ayirmasi shaklida ifodalanadi. Shu sababli vuqori chegarasi o'zgaruvchi 

bo'lgan (9.2) integralni o'rganish. monoton funksiyalarning xossalarini tek- 

shirish masalasiga keladi.

Haqiqiy sonlar to’plami К da aniqlangan /  funksiya va .To 6 R  nuqta 

berilgan bo’lsin. Agar

lim f{xa + h) ( in n  f (xo + h))
/(—-0— Л—(I

limit mavjud bo’lsa. bu limitga /  funksiyaning xo nuqtadagi o'ng (chap) lim­
it i deyiladi vn / ( x o +  0) ( / (x 0-0 ) )  ko'rinishda belgilanadi. Agar /  funksiya­

ning x0 nuqtadagi o’ng (chap) liniiti mavjud bo'lib.

f{xо +  0 )  = fixu) if{xo )  = /(:r0 -  0 ) )

tenglik o’rinli bo'lsa, /  funksiya .To nuqtada o'ngdan (chapdan) uzluksiz de­
yiladi. Agar /  funksiyaning x0 nuqtada o'ng va chap limitlari mavjud bo'lib.

/ ( . r 0  +  0 )  =  / ( . r u ) =  f i x , ,  -  0 )  

tenglik o'rinli bo’lsa. /  funksiya xq nuqtada uzluksiz deyiladi. Agarda

f i x  о -  0 )  ф  f i x  о +  0 )
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bo'lsa, /  funksiya Xq nuqtada birinchi tur uzilishga ega deyiladi. xq uuqta 

esa /  funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi.

Af{x)  =  f ( x  + 0) -  f ( x  -  0)

qiymatga /  funksiyaning x € (a. b) nuqtadagi sakrashi deyiladi. /  funksiya­

ning kesma chetlaridagi sakrashlari deb A/ (a)  =  / ( a  -f 0) — f(a),  A/(b)  =  

f(b)  — f (b  — 0) miqdorlarga aytiladi.
Agar /  funksiyaning jq  nuqtadagi o'ng та chap limitlaridan birortasi 

mavjud bo'lmasa yoki ulardan biri cheksizga aylansa, bu nuqta /  funksiya­

ning ikkinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi.

Quyidagi sonlar

■ /  ( , r 0  +  h ) ~  f i x  o)  - r r —  f i x  о  -  h )  -  f i x  o )lim :—:--------r---- 1—:—  =  Ar . lim —:------------- :—:—- =  А/.
/г-»о+ h ' h—o+ h

ш П ъ ± 1р 1 Ы = к , l ia  Z  »> -  I M  =  Л,. 
h-^Q- h /,_o+ h

mos ravishda f  funksiyaning xq nuqtadagi o'ng yuqori. chap yuqori. o'ng

quyi va chap quyi hosila sonlari deyiladi.
Endi monoton funksiyalarning xossalariga doir misollar qaraymiz.

9.1. f i x )  = [x] + 2 • sign(x + 1) + 3 • X(-i.i](-1')- [-2 . 1] funksiyani [-2 . 1] 

kesmada monotonlikka tekshiring. Ulardan qaysilari o'ngdan uzluksiz, 

qaysilari chapdan uzluksizligini aniqlang. Ularning barcha uzilish nuq- 
talarini toping, uzilish nuqtalaridagi sakrashlarini hisoblang.

Yechish. Berilgan funksiyaning har bir qo'shiluvchisini alohida tahlil qil- 

amiz. Sonning butun qismi ta'rifiga ko'ra у\(х) = [,r] funksiya barcha butun 

nuqtalarda uzilishga ega. kamaymaydigan, o'ngdan uzluksiz, uzilish nuqta- 
lardagi sakrashlari esa 1 ga teng. г/г(х) =  sign (x + 1) funksiya birgina x =  — 1 
nuqtada uzilishga ega. Bu nuqtadagi o'ng va chap limitlar esa quyidailarga 

teng:

lim sign (0 — h) =  — 1 ф signO =  0 Ф lim sign(0 +  h ) =  1. (9-4) 
I t —  o +  / i — 0 +
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У2 (x) =  sign (x +  1) kamaymaydigan funksiya boiib. uzilish nuqtasidagi 

sakraslii (— 1 +  0) — (— 1 — 0) = 2  ga teng. (9.4) dan maiumki. bu 

funksiya x = — 1 nuqtada o'ngdan ham ehapdan ham uzluksiz emas. So nggi. 

Ui\x ) = \(-i.i](2’) funksiya 1mm [—2. 1] kesmaning faqat x =  —1 nuqtasida 
uzilisliga ega. Bu funksiya .r =  — 1 nuqtada ehapdan uzluksiz va sakraslii 1 

ga teng. Tekshirish natijalariga кота quyidagi xulosaga kelamiz. y\. y> va ул 
funksiyalar kamaymaydigau va musbat. sonlarga ko'paytirib yig ilganligi uchun

ham [—2, lj da kamaymaydigan funksiya bo'ladi. Uning uzilish nuqtalari —1 

va 0 nuqtalardir. Bundan tasliqari / ( —1) =  —1, /(0 ) =  5 va

lim f ( - l - h )  =  —2+2-( —1) =  - 4  ф lim / ( -  1+h) = - 1  +  2-1 +  3-1 =  4.
h-'U- l)+

lim f ( 0 - h )  =  - l  +  2 - l  +  3 - l  =  4 /  lim / (0  +  h) =  0 +  2 • 1 +  3 • 1 =  5. ’ ;<-o-
Bu funksiyaning —1 va 0 nuqtadagi sakrashlari mos ravishda Д /(— 1) =  8

va Д /(0) =  1. Berilgan funksiya x — —1 nuqtada o'ngdan ham ehapdan

ham uzluksiz emas. x  =  0 nuqtada o'ngdan uzluksiz. IJ

9.2. Faraz qilaylik. /  : [a, ft] —> К b.maymaydigan funksiya. сг. c2. . . . .  c,,, 

shu kesmadagi ixtiyoriy muqtalar bo b; i. U holda

tengsizlik o'rinli. Isbotlang.

Isbo t. Faraz qilaylik. /  : [a, ft] —> iR kamaymaydigan funksiya. c: < e? < 
< r,„ lar shu kesmadagi. o'sish tartibida joylashgan ixtiyoriy muqtalar

У~^(/(cj +  0) — J (c, — 0)) =  /(c i +0) — /(c i  — 0) +  • • • + f(c„ +  0) — f(c„ -  0).

f {x)  =  [x] +  2 • sign (.r +  1) +  3 • \ (_ 1.1] W

7)
(9.5)

It
bo'lsin. Quyidagi A /(c;) yig'indini qaraymiz:
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Bu yig'indini quyidagicha yozib olamiz:
П 1)

£  A/(c,:) =  f(c„ + 0) -  / ( d  -  0) -  £ ( / ( *  -  0) -  /(c,-.! + 0)). (9.6) 
i=l /=2

Kamaymaydigan /  funksiya va istalgan с,- > c,_i uchun

/(c , -  0) -  /(r ,_ ! +  0) > Q (9.7)

tngzislik o'rinli. (9.6) va (9.7) lardan

£  Д/(с.,) < Дс„ +  0) -  / ( Cl -  0) < /(6) -  /(a )  (9.8)
1=1

ni olamiz. Bu esa (9.5) tengsizlikning o'zidir. □

9.3. /  : [a, 6] —» R kamaymaydigan funksiya. n 6 N ixtiyoriy son bo'lsin. 

U holda D„  =  € [a, 6] : Д f ( x )  > —|  chekli to'plam. Isbotlang.

Isb o t. Teskarida.il faraz qilaylik, biror n € N uchun D„ to'plamning 
elementlari soni cheksiz bo'lsin. u holda ixtiyoriy m  e N uchun D„ dan 

ci, со,. . . .  c„, € Dn nuqtalar olish mumkin. (9.5) hamda D n ning aniqlanishi- 

dan quyidagini olamiz:

-  1 
f ( b )  -  f ( a )  >  ^ 2  Д f (Cj) >  m  ■

? = 1

Bu yerdan m  < n(/(6) -  /(a ) )  ekanligi kelib chiqadi. Bu tengsizlik m  ning 

ixtiyoriy natural son ekanligiga zid. Demak, D n chekli to'plam. □

9.4. /  : [o, 6] —* IR kamaymaydigan funksiya, d - c2....... lar uning
X

uzilish nuqtalari boisin. U holda ^ f ( cJ  qator yaqinlashuvchi va
77=1

n=i

tengsizlik o'rinli. Isbotlang.
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Isb o t. Kamaymaydigan /  : [a, 61 —+ R funksiya va [a, b] kesmada saqlanu- 

vr hi ixtiyoriy C\.C2....... c„ nuqtalar uchun (shu jumladan uning uzilish nuq-
71

talari uchun ham) $2 A /(q ) < f(b) — f (a)  tengsizligi 2-misolda ((9.8) ga 
/=i

X

qarang) ko'rsatildi. Bu esa musbat hadli A /(c" ) qatorning qismiy yigindi-
H=1

lari ketma-ketligi S„ ning vuqoridan chegaralanganligini bildiradi. Demak,
OC

53 A f(cn) qator yaqinlashuvchi. (9.8) tengsizlikda n —* oc da limitga o’tib
r ;= 1

X > / ( c „ )  < /(6) - /(a )
»=i

tengsizlikni olamiz. □

9.5. /  : [a, 6] —* R kamaymaydigan funksiya, c\, c2. . . .  lar uning uzilish 

liuqtalari bo'lsin.

Х 6 Iй' Ь\ (9-9)
c,<x

funksiya, /  ning sakrashlari funksiyasi deyiladi. /,/ : [a, b] — > R o'ngdan 

uzluksiz kamaymaydigan funksiya. Isbotlang.

Isb o t. Kamaymaydigan f  : [a, b] R funksiyaning uzilish liuqtalari 

Cj, no . . larni o'sib borish tartibida joylasii’irish mumkin bo'lgan hoi bilan 

cheklanainiz, ya'ni ci < c2 < • • • < c„ < ■ ■ • bo'lsin. (9.9) tenglik bilan 

aniqlangan

fd(x) = '52&f(ci),  -T 6 [o, 6]
C,<T

ni [a, b) kesmada kamaymaydigan funksiya ekanligini ko'rsatamiz. Faraz qi- 

laylik. xi < x2 € [a. ft] kesmaning ixtiyoriy ikki nuqtasi bo'lsin. U holda 
kaniayniaydigan /  funksiya va istalgan с £ [a, b} uchun Д/(с) > 0 ekanligi- 

dan

f d{x\) = ] T  A/ ( c') ^  Y 1  A f  +  E  A f ‘̂  =
Cj<X 1 -l'l<Cj<X2
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ni olamiz. Bu esa /  : [a, ft] —+ M ning kamaymaydigan funksiya ekanligini 

hildiradi. Slnini ta ’kidlavniizki /  va fd funksiyalarning uzilish nuqtalari bir 

xil boiib. ular сi, C2, . . .  lardan iborat. Xuddi shunday /  va fd funksiyalam- 

ing c, uzilish nuqtasidagi sakrashlari teng, ya’ni Af(ci)  =  A fd{ct). Har bir 

(cj. Cj+i) intervalda /,; funksiya o'zgannasdir. □

9.6. f ( x )  = x + 2[.r]. x € [0. 2] funksiyani [0, 2] kesmada kamaymaydi- 

gan ekanligini ko'rsatib. lining sakrashlari funksiyasi va uzluksiz (jismini 

toping.

Yechish. Ma'lumki. x  ning butun qismi — [x] o'ngdan uzluksiz va ka- 

maymaydigan funksiyadir. g(x) = x esa uzluksiz va o'suvchi funksiyadir. 

Demak, ularning yig'iudisi bo'lgan /  funksiya o'ngdan uzluksiz kamayinaydi- 

gan funksiya bo'ladi. lining uzilish nuqtalari j'j =  1 va x -2 =  2 lar bo'lib. bu 

nuqtalardagi sakrashlari A /(x i) = Af(xo)  =  2. Bulardan fd{x) =  2[x] va 

f c(x) =  x  ekanligini olamiz. □

0 ‘zgarishi chegara langan  funksiyalar. Ma’lumki. Lebegning aniqmas 

integrali (9.2) ikkita monoton funksiyaning ayirmasi shaklida tasvirlanadi. Ikki 

monoton funksiya ayirmasi shaklida tasvirlanuvchi funksiyalar sinfi hozir biz 

ta ’rifini keltirmoqchi bo'lgan o'zgarishi chegaralangan funksiyalar sinfi bilan 

ustma-ust tushadi.

9 .3 -ta ’rif. Bizga [a, b] kesma,da a/niqlangan f  funksiya berilgan bo'lsin. 

Agar [a, b] kesmani

a =  Xo < Xi < ■ ■ ■ < < x„ = b

nuqtalar bilan ixtiyoriy n qismga bolganirnizda x,(i = 1 ,2 ....... n) nuqta-

larni tanlab ol.ish.ga bog'liq bo'lmagan va ushbu
П

^ l f ( x , ) - f ( x l:. , ) l < C '  (9.10)
*•=1

tengsizlikni qanoatlantiruvehi o'zgarmas С son mavjud bo'lsa. n holda f  

funksiya [a. b] kesmada o'zgarishi chegaralangan deyiladi.
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9 .4 -ta ’rif. Bizga [a. 6] kesmada o'zgarishi chegaralangan f  funksiya 

berilgan boisin. (9.10) yig‘indilaming barcha chekli boiinishlar bo'yicha olin­

gan aniq yuqori chegarasi f  funksiyaning [a, b] kesmadagi to'la o’zgarishi 
(to'la variatsiyasi) deyiladi va Vnb [/] bilan belgilanadi. ya'ni

П
V a [/] =  SUP E  |/(2',;) -  f ( X i - l ) \  . (9.11)

9.7. Har qandav kamaymaydigan /  : [a. ft] —* K. funksiya [a, 6] kesmada 

o’zgarishi chegaralangan та uning to’la o’zgarishi f(b) — f[a)  ga teng. 

Isbotlang.

Isb o t. [a. ft] kesmani х,-(г =  1, 2.. . .. n) nuqtalar yordamida 

a = xо < .ri < ■ • ■ < .r„_i < x„ = ft 

ixtiyoriy n qismga boiamiz va bu bo’linishga mos

П
5 3 l / ( ® t ) - / ( n - i ) |  (9.1'2)
k= 1

yig'indini qaraymiz. /  kamaynu-л :ligan funksiya bo’lgani uchun \ f  (xk) -  

f  -;) [ =  f { x k) -  f ( x А- l )  tenglik o;rini'. Bu teuglikdan (9.12) yig'indi- 
ning qiymati /(ft) -  /(a )  ga teng ekanligi kelib chiqadi. Demak. monoton 
kamaymaydigan funksiyalar uchun (9.12) yig’indining qiymati [a, ft] kesma- 
ning boiinishiga bog’liq emas va u /(ft) -  /(a )  ga teng. Shunday екал, 

vn[f] =  f{b) -  / (a )  tenglik o’rinli. □

9.8. Agar /  : [a, ft] —* Ж funksiya [и. ft) yarim intervakia monoton bo'lsa. 

u holda uning o’zgarishi chegaralangan va

K ?[/] =  I / ( b  — 0) — f ( a ) I -  I /(ft)  -  / ( 6  -  0)1 (9.13)

tenglik o’rinli. Isbotlang.



Isbo t. [a.  b] kesmani X ; ( i  =  1,2 . . . . . n )  nuqtalar yordamida ixtiyoriy 

bo'linishini qaraymiz. Funksiyaning [a. b) yarim intervalda monoton ekanlig- 

ini hisobga olsak. quyidagiga ega boiamiz:
П 1) - 1

I/ to )  _  f t o - i ) ! = W t o ) "  f t o - i )  I + ^  W ~ f t o '- 1) ‘ =
k=\ k= 1

I / t o  ) -  /  (iTA-l) +  1 / ( 6 )  -  / . ( . T„ - l )  I =
fr=1
=  l/(* » - i)  -  / ( « )  I +  1/(6) -  |. (9.14)

Endi с(.г) =  |f ( x )  -  f(u)\  + |/(6) -  /(.r) |. .i- e  [a, 6) ning кашаушау- 

digan funksiya ekanligini isbot,laymiz. Bulling ucliun [a, b) yarim intervalda 

yotuvclii ixtiyoriy X\  < x 2 nuqtalar uchun V (хг) “  V (-r i) — 0 ekanligini 
ko'rsatish kifoya.

ь’(-̂ 2) =  |f { x 2) -  /(a )j +  |/(6) -  f ( x 2)\ = |f ( x 2) -  f {xi )  +  /(.Tj) -  /(a )j +

+1/(6) -  / ( r , )  -  ( f ( x 2) -  /(* ,))!  =  i/(.r2) -  /(a-01 +  | / ( n )  -  /(a ) | +

+1/(6) -  /(.ri) -  ( /( .r2) -  /(.Ti))|. (9.15)

(9.15) dagi oxirgi tenglik /  ning [a, 6) yarim intervalda monoton (ya'ni 

f ( x 2) — f ( x i) bilan f {x i )  — f (a)  ning ishorasi bir xil) ekanligidan kelib chiqa- 

di. Ixtiyoriy с va cl sonlar uchun \c — d\ > |c| — [t/| ekanligidan foydalansak.

U’{x2) -  C{x;) =

= 1/(6) -  / ( * ,) -  ( f ( x 2) -  / (* ,) )  j +  |/( .r2) -  / ( л ) | -  |/(6) -  / ( a ) !  

ayirmaning maufiymasligiga kelamiz. Bu esa ii’ ning [a. 6) da kaniaymaydigan 

funksiya ekanligini isbotlaydi. (9.14) tenglikdan
П

sup X ]  I / t o )  -  / ( X i - i ) l  =  sup t  ( j„ _ i)  =  V’ (6 -  0)
К-} ГA = 1 o<.rn_i

tenglik kelib chiqadi. Funksiya to'la o'zgarishining ta ’rifiga ko ra ushbuga ke- 

laniiz:

Vj'lf} = u >( b- 0) = |/(6  -  0) -  Да)! +  |/(6) -  /(6  -  0)|. =
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9.9. / ( x ) = s in . r  funksiyaui [0. тг] kesmada o'zgarishi chegaralangan ekan-

ligini ta'rif yordamida ko'rsating.

Yechish. [0. тг] kesmani x, (i =  1 .2 ....... n) nuqtalar yordamida ixtiyoriy

n boiakka boiamiz va bu boiinishga mos
V И

Z \ f M - f ( * t - i ) i  = Ssin;,> - s i n . a - i |  (9.16)
A =  1 k—i

yig'indini baholaymiz. Agar sin x — sin у =  2 cos—y -^ s in — va |sinxj < 
x. x > 0 munosabatlardan foydalansak. (9.16) ni quyidagicha baholash 

mumkin:

Х ) | / Ы  - / ( * * - i ) l  =  !2 cos XA: +^ k~l sin Xk *k" 11 <
A*= I / = 1

Demak. /(x )  =  sinx funksiya [0, тг] kesmada o'zgarishi chegaralangan. □

U y vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

9.10-9.13-misollarda berilgan funksiyalarni [a, b] kesmada monotonlikka 

tekshiring. Ulardan qaysilari o'ngdan uzluksiz. qaysilari chapdan uzluksizlig- 

ini aniqlaug. Ularning barcha uzilish nuqtalarini toping, uzilish nuqtalaridagi 

sakrashlarini hisoblang.

9.10. f ( x )  =  [x]. [-1 . 3].

9.11. f ( x )  = signx. [—1. 5].

9.12. f ( x )  = x w ( x ) ,  [ 2, 4].

9.13. /(x )  =  2 ■ signx +  3 • A'(-i.o)(z), [ - 4 : 5].

9.14. [a. fc] kesmada aniqlangan har qanday monoton funksiya shu kesmada 

chegaralangan. oichovli hamda Riman va Lebeg ma:nolarida integralla- 

nuvchidir. Isbotlang.
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9.15. Kamaymaydigan, o'ngdan uzluksiz /  : [a. funksiya uchun

funksiya, /  ning uzluksiz qismi. deyiladi. f L : [a, b] —* К ning uzluksiz 

ekanligini isbotlang. Bu yerda f,t (9.9) tenglik bilan aniqlanadi.

9.16. Kamaymaydigan (o'smaydigan) funksiyalar yig'indisi kamaymaydigan (o's- 
maydigan) funksiyadir. Isbotlang.

9.17-9.20-tnisollarda keltirilgan funksiyalarning kamaymaydigan ekanligini 

ko'rsatib, ularning sakrashlari funksiyasi va uzluksiz qisinini toping.

9.20. f ( x )  =  2x +  [z], x  6 [—2. 4].

Monoton funksiyalarning quyidagi xossalarini (9.21-9.23) isbotlang.

9.21. Monoton funksiya faqat birinchi tur uzilish nuqtalarga ega.

9.22. Monoton funksiyaning uzilish nuqtalari ko;pi bilan sanoqlidir.

9.23. Oiigdan uzluksiz bo'lgan har qanday monoton funksiyani yagona usul 

bilan uzluksiz monoton funksiya va o'ngdan uzluksiz bo'lgan sakrashlar 

funksiyasi yig'indisi shaklida tasvirlash mumkin.

9.24. / ( z )  =  z+[z] funksiyani [—2. 1] kesmada uzluksiz monoton funksiya va 

o'ngdan uzluksiz bo'lgan sakrash funksiyasi yig'indisi shaklida tasvirlang.

/Лх)  =  f ( x )  -  f,i(x). x  6 [a. b}

9.17. f ( x )  = x  + sign* +  \[_ 1.o)(x), x e [ - 2 .  2].

' x3. x  € [—10. —2),
9.18. f ( x )  — < -7 .  x  € [—2.0).

x  — 3, x  6 [0. 4].
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9.25. Sakrashlar funksiyasining hosilasi deyarli barcha nuq ta larda nolga teng. 

Isbotlang.

9.25. M onoton funksiyaning songa ko 'paytm asi yana m onoton funksiya bo 'ladi. 

Isbotlang.

9.26. K am aym aydigan funksiyaning m usbat songa ko 'paytm asi kam aym aydi­

gan funksiya bo 'ladi. Isbotlang.

9.27. O 'suvchi funksiyaning m anfiy songa ko 'paytm asi kamayuvchi funksiyadir. 

Isbotlang.

9.28. Agar f ( x )  > 0 ,  x  6 [a, ft] integrallanuvchi funksiya bo'lsa.

kamaymaydigan funksiya bo'ladi. Isbotlang.

9.29. Ikki monoton funksiyaning yig'indisi monoton funksiya bo'ladimi?

/( .r) =  x 2, g ( x )  =  1 — 2.1'. x  6 [0, 2] funksivalarni tahlil qiling.

9.30. Ikkita monoton funksiyaning ko'paytmasi monoton funksiya bo'ladimi? 

f {x)  = x.  g ( x)  = x  — 2, x  £ [0, 2] funksiyalarni tahlil qiling.

9.31. Agar /  va g lar [a. ft] da kamaymaydigan funksiyalar boiib. f {x)  > 0 
va g(x) > 0. V:r € [a, ft] bo'lsa. u holda p(x)  =  g(x) ■ f ( x )  funksiya 

[a. b] da kamaymaydigan funksiya bo'ladi. Isbotlang.

9.32. Agar /  funksiya [a. ft] da o'suvchi funksiya boiib. f (a)  = A,  /(ft) =  В  

va g : [Л, B\ —> R — monoton funksiya bo'lsa. u holda g(f{x))  funksiya 

[a. b] da monoton bo'ladimi?

9.33. Har qanday o'smaydigan /  : [o, ft] —+ M funksiya [a. b] kesmada 

o'zgarishi chegaralangan va uning to'la o'zgarishi /(a )  — /(ft) ga teng. 

Isbotlang. Teskari tasdiq to'g'rimi?
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9.34. Agar /  : [о. 6] —>■ ]R funksiya (a. b} da monoton bo'lsa. u holda uning 

o'zgarishi chegaralangan va

K b[f] = !/(« + 0) -  /(a)I + I f i b )  ~  f ( a  + 0)1

tenglik o'rinli. Isbotlang

9.35. Agar f  . [a,  b] —* R funksiya (a, b) iutervalda monoton bo'lsa. u holda 

uning o'zgarishi chegaralangan va

K b{f] =  I /(«• +  0) -  / ( a ) I +  I / ( 6  -  0) -  / ( a  +  0)| +  | / ( 6 )  -  f ( b  -  0 ) | 

tenglik o'rinli. Isbotlang.

9.36-9.43-misollarda berilgan funksiyaning o'zgarishi chegaralangan ekan­
ligini ta'rif yordamida ko'rsating.

9.36. /(x )  =  3x +  l. [0, 2]. 9.40. f { x )  = ln(l +  x). [0, e].

9.37. /(x )  =  2x2 4- 5. [ - 1 .3 ] .  9.41. /(x )  =  T  +  ox.  [ - 2 .3 ] .

9.38. /(x )  =  2cosx. [-тт. тг]. 9.42. /(x )  =  x e J+1 +  5, [ - 1 ,1 ] .
X

?4 ’
X

9.39. f {x)  =  t g - ,  [-тг. тг]. 9 .4 3 . f ( x ) =  3|.r  -  ij +  4 , [0. 2].

9.44-9.52-misollarda keltirilgan tasdiqlarni isbotlang.

9.44. Agar /  : [a, b] —* R funksiya [a. 6] kesmada o'zgarishi chegaralangan 
bo'lsa, u holda ixtiyoriy к S R uchun к + f  ning ham o'zgarishi chegar­

alangan va Vab [ft +  /]  =  V’f [/] tenglik o'rinli.

9.45. Agar /  : [a, 6] —»> R. funksiya [a, 6] kesmada o'zgarishi chegaralangan 

bo'lsa. u holda ixtiyoriy к € R son uchun к ■ f  ning ham o'zgarishi 
chegaralangan va quyidagi tenglik o'rinli

Kh [* /] =  l*|i'«’[/]■
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9.46. Agar / :  [a. b) —> R funksiya [a. 6] kesmada o'zgarishi chegaralangan 

bo'lsa. u holda ixtiyoriy к, I e  R soniar uchun к ■ f  + I ning ham 

o'zgarishi chegaralangan va quyidagi tenglik o'rinli

9.47. /  ; [a, 6] —> R funksiyaning [a, 6] kesmadagi to'la o'zgarishi nol 
bo'lishi uchun /( .r) =  const bo'lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

9.48. Ixtiyoriy /  va g o'zgarishi chegaralangan funksiyalar uchun

tengsizlik o'rinli.

9.49. Ixtiyoriy /  va g o'zgarishi chegaralangan funksiyalar uchun y{x)  = 

f {x )  ■ g(x) ning ham o'zgarishi chegaralangan bo'ladi va

tengsizlik o'rinli.

9.50. Ixtiyoriy с € (a. b) uchun V„b [/] =  V0r [/j +  I ' 4 [/] tenglik o’rinli.

9.51. Agar /  : [a, 6] —> R o'zgarishi chegaralangan funksiya bo’lsa. u holda 
v{x) = Vg [/] — kamaymaydigan funksiya bo'ladi.

9.52. Agar /  : [a. 6] —> R uchun shunday a = Xq < X\ < ■ ■ ■ < x n = b 

bo'linish mavjud bo'lib, har bir [.r*, к =  0 . 1, . . . .  n — 1, kesmada 

/  monoton bo'lsa, u holda /  ning [a. 6] da o'zgarishi chegaralangan 

hamda quyidagi tengliklar o'rinli

Kb[/] [ k - f  + l] = \k\Vt{f].

Kh 'if ■ 9] < sup i/(2-)l ' С  [g] +  sup |p(x)[ • v'; [/]
re [a. b] r€l[a. fr]

Vn If] = / L  \f('XJ- 1) “  f ( Xi)\ +  _  Я**) I ■ X € k b  Xk+1] ■

11-1
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9.53. 9.52-misol va (9.17) tenglikdan fovdalanib. 9.36-9.43-misollarda kelt.irilgan 
funksiyalarning to’la o’zgarishini toping.

9.54. Quyidagi funksiyalarning to'la o'zgarishini toping. 

f i x )  -  <

x~, 0 < x  < 1.
0: x = 1, g{x) = < 
1. 1 < x < 2.

ar, 0 < x < 1. 

•5. x  =  1. 
x  +  3. 1 < x < 2 .

9.55. [0. 2] kesmada /  funksiyaning to'la o'zgarishini toping.

f i x )  = <

x — 1, x < 1.

(I. X  —  1. 

X 2 , X  >  1.

Parametr a 6  R ning qanday qiymatida /  funksiyaning to’la o’zgarishi 
minimal bo’ladi? Minimallik shartini qanoatlantiruvchi a yagonami?

9.56. Agar o'zgarishi chegaralangan /  funksiya x* S [a. 6] nuqtada o'ngdan 

uzluksiz bo'lsa. u holda v(x)  =  V* [/] ham .r* nuqtada o'ngdan uzluksiz 

bo'ladi. Isbotlang.

9.57. Agar f  : [a, 6] —> R o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'lsa. u holda. 

if (x) =  Vr-‘'{f] — /  (x) kamaymaydigan funksiya bo’ladi. Isbotlang.

9.58. Har qanday o’zgarishi chegaralangan funksiyani ikkita kamaymaydigan 

funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin. Isbotlang.

9.59. f ( x )  = 1 -  sin x, y(x) =  1 +  | cos . r | . ф(х) = (x -  2)2 . ф(х) =  sin2 x  

funksiyalarni [0 . тг] kesmada ikkita kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi 

shaklida tasvirlang.

9.60. 9.36-9.44-misollarda keltirilgan funksiyalar ucliun v(x) 

i’(.r) — f ( x )  funksiyalarni toping.
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9.61. Quyicla berilgan /  funksiyaning x  =  0 nuqtadagi hosila sonlarini toping:

a x  sin2 — h 3 x  cos2 —. x < 0 . 
x x

f ( x )  =  < 0 , r  =  0 ■ 0 < a < 3, 0 <  a < ft.
2  1 ,  9  1а т sin — Ь ft r  cos —. x  > 0 

x x

9.62. Agar /  funksiya [a. ft] kesmada tekis uzluksiz bo'lsa. uning o’zgarishi 
chegaralangan bo‘ladimi?

9.63. Agar /  funksiya [a. ft] kesmada chegaralangan liosilaga ega bo'lsa, u 

holda /  ning [a. ft] kesmada o'zgarishi chegaralangan bo'lishini isbot­

lang.

9.64. [0, 1] kesmada uzluksiz

f  0 . .r =  0 , f 0 , x = 0 .

1 ^  x  s in —, x  £ (0 , 1],  ̂ I  .rsign (cos—) . x  e  (0 . 1],

funksiyalarning to'la o'zgarishi Vq1 [/] =  \ = oc ekanligini isbotlang.

9.65. Agar /  funksiya [a, ft] da Lipshits shartini qanoatlantirsa, u holda /  

ning [a, ft] da o'zgarishi chegaralangan bo'lishini isbotlang.

9.66. fa. ft] kesmada o'zgarishi chegaralanmagan va a  € (0. 1) tartibli 
Gyolder shartini qanoatlantiruvchi funksiyaga misol keltiring.

9.67. a  va fj musbat sonlar, f ( x )  =  x a • sin-^jj, /(0 ) =  0 bo'lsin.

VoU\ =

munosabatni isbotlang.

chekli, agar n > 3 

cheksiz, agar a < 3

9.68. .4 С [a, ft] to'plamning xarakteristik funksiyasi \ a { x )  . -4 ga qanday 

shartlar qo'yilganda [я. ft] da o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi? 

Qanday shartda ^ [х л ]  minimal bo'ladi?



9.69. Agar /  : [a, b] —+ R  o'zgarishi chegaralangan. g : [a. d\ —> [a, b] 
uzluksiz. o'suvchi biyektiv akslantirish bo'lsa, 11 holda i.(.r) =  f (g(x)).

belgilaymiz. Bu funksiyalar uchun quvidagilarni (9.70-9.71) isbotlang.

9.70. i's : R  —* R  va vc : R  —* R  lar uzluksiz. chegaralangan va 2тг davrli 

funksiya.

9.71. Ixtiyoriy a < b lar uchun V^[r, -My] =  0 o'rinli.

9.72. Shunday a £ (0, тг/2) sonni topingki. [0. я] va [а. тг/2] kcsmalarda v„ 

monoton funksiya bo'lsin.

9.73. Vq'2[v̂ [ +  У0',/2[г;с] ni hisoblang.

9.74. =  V/'+^fsin] funksiyaning o'zgarmas ekanligini isbotlang.

9.75. Agar f  : [a. 6] —♦ R integrallanuvchi funksiya bo'lsa. u holda.

tenglik o'rinli. Isbotlang.

9.76. Agar /  : [a. b] —* R  o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'lsa. u holda

x  £ [q , ,3] o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi va V^[f] = 

tenglik o'rinli. Isbotlang.

j/i =  sin a: va yo = cosx funksiyalarning x. x + — kesmadagi to'la 

o'zgarishini mos ravislida vs(x) = Vi! "[sin] va vt.(x) =  VjJ -’[cos] orqali

o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi va

g{a) =  0 , g(x) =  — I f{t)dt.  x  £ [a. b]

o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi. Isbotlang.
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9.77. fa. b] da aniqlangan liar qanday o'zgarishi chegaralangan funksiya o'lchov- 

li bo'lishini isbotlang.

9.78. Agar {/,,} lar [a, b) da o'zgarishi chegaralangan funksiyalar bo'lib. biror 

/  : [a. 6] —> R uchun lim Vl’[f — f„] = 0 bo'lsa. n holda /  ham [a, b\n—* у:
da o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi. Isbotlang.

10- §. Absolyut uzluksiz funksiyalar. Lebeg-Stiltes integrali

Lebegning aniqmas integrali (9.2) quyida biz ta'rifini keltirmoqchi bo'lgan 

absolyut uzluksiz funksiyalar sinfiga qarashli bo'ladi.

10 .1- t a ’rif . Dizga [a, b] kesmada aniqlangan f  funksiya berilgan bo'lsin.. 

Agar ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday 6 > 0 mavjud boiib. soni chek­

li va har ikkisi o'zaro kesishmaydiyan har qanday {(a*.. b*)}{!=1 intercallar 

sist.emasi uchun

tengsizlik o'rinli boisa. и holda f  funksiya ! . kesmada absolyut uzluksiz 

funksiya deyiladi.
1 0 .2 -ta’rif. Agar uzluksiz va o'zgarmasdan farqli o'zgarishi chegaralangan 

f  funksiyaning hosilasi deyarli barcha x  larda nolga teng bo'lsa. и singulyar 

funksiya deyiladi.

[я. b] kesinada kamaymaydigan va o'ngdan uzluksiz F : [a. b) —> R 

funksiya vositasida qurilgan o'lchovlar (5- § ga qarang) Lebeg-Stiltes o'lchovlari 

deyiladi va ular fip bilan belgilanadi.
10 .3 -ta’rif. Agar Lebeg o'ehovi nolga teng boigan ixtiyoriy A to'plam 

uchun fJr (A)  = 0 boisa. и holda /uy (Lebeg o'choriga nisbatan) absolyut 

uzluksiz о ichor deyiladi.

I! II-
( J ( a b  h )  С [a. 6], ~  a*) < S
A —1

shartlar bajarilganda

( 10 . 1)



Shuni t.a'kidlaymizki. agar F  funksiya absolyut uzluksiz bo'lsa, u yordami­
da hosil qilingan Lebeg-Stiltes o'lchovi цр  ham absolyut uzluksiz oichov 
bo'ladi.

10 .4 -ta’rif. Agar цр o'lchov uchun chekli yoki sanoqli A to'plam mavjud 

bo'lib. A bilan kesishmaydigan ixtiyoriy В to ’plam uchun /.i f (B) = 0 

bo'lsa. и holda ftp diskret oichov deyiladi.

Agar F  sakrashlar funksiya (zinapoyasimon funksiya) bo'lsa, u yordamida 
hosil qilingan Lebeg-Stiltes o'lchovi Цр diskret o'lchov bo'ladi.

10 .5 -ta’rif. Agar цр oichovda istalgan bir nuqtali to'plam nol o'lchovga 

ega bo'lsa va Lebeg o‘lchovi nolga teng bo'lgan biror A to'plam mavjud bo'lib. 

fip (R\j4) =  0 bo'lsa. и holda цр singtdyar o'lchov deyiladi.

Singulyar funksiyalar yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi /.tp singul- 
yar oichov bo'ladi.

Hozir biz chekli oichovli A to'plamda. aniqlangan va chegaralangan funksi­

yalar uchun Lebeg-Stiltes inregrali ta'rifini keltiramiz. Cheksiz oichovli A 

to'plamda aniqlangan funksiyalar va chegaralanmagan funksiya uchun Lebeg- 
Stiltes inregrali ta ’rifi shunga o'xshash ta'riflanadi.

Cliekli oichovli A С R to'plamda aniqlangan kamaymaydigan F  : .4 —*> R 

va chegaralangan, oichovli /  : A —» R funksiyalarni qaraymiz. Bu holda 

shunday m va M  sonlari mavjudki. barcha x G .4 larda.

m < f {x)  < M

tengsizlik bajariladi. [m, M] kesmani m  =  y() < y\ < ■ • ■ < y„_i < y„ =  

M  nuqtalar yordamida n boiakka boiamiz. Bu boiinishni П bilan bel-

gilaymiz. Har bir yarini interval [уа-ь (/a), к = 1....... n — 1, yordamida

A k = {.r 6 .4 : 2/a—i < /(x )  < 7/a-} va, .4,, =  {x e  A : yn^  < f ( x )  < y„} 
to plamlarni aniqlaymiz. Bu П boiinishga mas Lebeg-Stiltesning quyi va 

yuqori yig'indilarini aniqlaymiz:
U  11

sn ( /)  =  yi-iHF(Ak).  Sn( f )  =  УШр(Ак).
A=1 A—1
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Quyi yig'indi sn (/)  yuqoridan, yuqori yig'indi Sn{J)  esa quyidan chegara- 
langaa. Shuning uchun quyidagilar mavjud va chekli:

L, ( f )  =  sup sn ( /)  ■ £ “( /)  =  inf S n{f).  (10.2)

(10.2) da aniq quyi va aniq yuqori chegaralar j[m. Л/] kesnmning barclia chekli 
bo‘linishlari bo'yicha olinadi.

10 .6 -ta’rif. Agar L„(f)  — £«(/) bo'lsa. chegaralangan f  funksiyani A 

to'plamda Lebeg-Stiltes ma'nosida integrallanuvchi dcyrniz. L*(f) va L"(f )  

laming bv umumiy qiymati f  funksiyadan .4 to'plam bo'yicha olingan Lebeg- 

Stiltes integrali deyiladi. ya'ni

J  f (x)dF( . r)  = U f )  =  !* ( /) .

Endi g : .4 —» К ixtiyoriy o'zgarishi chegaralangan funksiya bo’lsin. Uni 

ikkit.a kaniaymaydigan F : A —» К va Ф : .4 -* R funksiyalarning ayirmasi 

shaklida tasvirlayiniz. ya'ni g(:r) =  F(x) — Ф (г).

10 .7 -ta’rif. f  : A —*■ Ш funksiyadan g : .4 —> К o'zgarishi chegara­

langan funksiya bo'yicha olingan Lebeg-Stiltes integrali dcganda quyidagi in­

tegral tushuniladi:

J f ( x )dg(x) := J  f ( x ) d F ( x ) - J f ( x ^ ( x ) .

10.1. /(.i ) =  .r2 +  3. [0, 1] funksiyani ;:bsolyut uzluksiz ekanligini ta'rif 

yordainiila ko'rsating.

Yechish. [0, 1] kesmada har ikkisi o'zaro kesishmaydigan va uzunliklari 

yig'indisi S > 0 danoshmaydigan {(o*., M K L i intervallar sistemasini olamiz 

va unga mos (10.1) yig iiidini qaraymiz:
П И И

1/№ ■)_ =  5 Z  i6a- + 3 -  4  -  3i =  ~ a^ ( bk + a*■) < 2d'-
A —1 A =  1 A — 1

Bu yerda biz + сц < 2 tengsizlikdan foydalandik. chunki 6*.. сц- 6  [0. 1]. 

Endi ixtiyoriy г > 0 uchun 6 =  r/2  deb olamiz. U holda. (10.1) tengsizlik 

o'rinli bo'ladi. Demak. /  absolvut uzluksiz funksiya ekan. □
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10.2. f ( x )  = 2x2 +  5, x  € [—1. 3] funksiyani ikkita kamaymaydigan absolyut 

uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlang.

Yechish. /(x )  =  v(x) -  v>(x), v{x) =  V„r[/], <Дх) =  г/(х) -  / (x ) .
Biz /(x )  =  2x2 +  5. x 6 [—1, 3] funksiyani ikkita kamaymaydigan absolyut 

uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlaymiz. Ma'lumki, har qanday ab- 

soljT.it uzluksiz funksij’a o'zgarishi chegaralangan funksiya boiadi. O'zgari­

shi chegaralangan funksiya esa kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida 
tasvirlanadi. Demak. kamaymaydigan v(x) = V'fjj/] va -s(x) =  u(x) — f ( x )  
funksiyalarni topamiz. /  ning absolyut uzluksizligidan г va funksiyalarn­

ing absolyut uzluksiz ekanligi kelib chiqadi va /(x )  =  v(x)~ p(x)  tenglik 

o'rinli. Berilgan funksiya [ — 1. 0] kesmada kamayuvchi va. [0 . 3] da o suvchi, 

shuning uchun 9.35 va 9.34-misollarga ko'ra quyidagilarni olamiz:

Ф )  _ / 2 - 2*!- * « N -  "I ( I ) f - * - «■* * « I - 1- »1 c
( 2 +  2x2. x G (0 . 3]. ' [ - 3 ,  1 6 (0 , 3].

10.3. Kantorning zinapoya. funksiyasi Я ni (5.95-misolga qarang) [0, 1] kesma- 

da absolyut uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Kantor to'plami К  ning Lebeg oichovi nolga teng. Lebeg o'lchovi 
ta'rifiga ko'ra. ixtiyoriy d > 0 uchun shunday, o'zaro kesishmavdigan 

{(a*-. 6*)}jjL, invervallar sistemasi mavjudki. quvidagilar bajariladi:
It 71

К  с  ( J К .  ьь)- ~ a <  d'' (10-3^
A =  1 A=1

Ikkinchi tomondan, /лд([0, 1]\A”) =  0 va дя([0, 1]) =  Д(1) — Д(0) =  1.

Bu yerda //..« Kantorning zinapoya funksiyasi yordamida qurilgan Lebeg- 

Stiltes o'lchovi. Bu tenglikdan kelib chiqadiki.

fis ( K )  =  1.

Endi odchovning varirn additivlik xossasidan hamda (10.3) dan fovdalansak. 
quyidagiga- ega bo'iamiz:



Demak. Kantoruing zinapoya funksiyasi — Я absolyut uzluksiz funksiya ta'- 

rifini qauoatlantirmaydi, ya'iii u absolyut uzluksiz emas. □

10-4. / , , x 2 W (  x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda .4 =  [0. oc) —

varim oq, F(x)  =  [rj funksiya esa x  ning butun qismi.

Yechish. Ma’lumki, F(x)  — [x] o’ngdan uzluksiz kamaymaydigan sakrash- 
lar funksiyasi bo'lib. uning .4 =  [0, oc) dagi uzilish liuqtalari barcha natural 

sonlardir. Shuning uchun 10.43-misolga ko’ra, bu integral ((10.5) ga qarang)

/
J [  O.c

2 - 4 F ( x )  = 2_n (F(n) -  F(n  -  ()))
I H = 1

qator yig’indisiga teng. Agar barcha n 6  N lar uchun F(n) — F(n  — 0) =  1 

tenglikni e'tiborga olsak. so’nggi qator yig'indisini hisoblash mumkin. Bu qator 

biriuchi hadi b \  = 1/ 2 , maxraji q =  -  bo lgan cheksiz kainayuvchi geonictrik 

progressiyaning yig’indisini ifodalavdi. Shuning uchun.

L0.5. Quyidagi Lebeg-Stiltes integj-.-ilini hisoblang:

(x + l)i 11 [j:).JJ\o.МО-З)

Bu yerda .4 =  [0. 3] kesma, F(x)  =  x 2 +  3.

Yechish. Ma’lumki. F(x)  =  x 2 + 3 absolyut uzluksiz funksiya. shuning 

uchun (10.44-misolga qarang) (10.6) ga ko’ra. quyidagini olamiz:

[  (x +  1) dF(x) = I  {x +  1) • 2:r dx 
Jo. 3] J  [0.3]

So’nggi integralning qiymati 27 ga teng. Shunday qilib.

I [x +  1) dF{x) = 27. □
J{0.3]

149



10 .6 . / [0 j ,  xd.A(x)  Lebeg-Stiltes integralini hisoblang.

Yechish. I usul. Bo'laklab integrallash usulidau foydalanainiz.

I xdA(x)  =  хЛ(.1')|ц -  j  A(x)  dx =  l -  0 -  i  =  i  
Vo. i] J[ o.i] 2 2

Bu yerda biz f,n г Я(х) dx =  0 .5 . ya'ni 7.G7 f)-nii,sol uatijasidan foydalandik.

II usul. Shuni ta kidlaymizki. bu integralni odatdagi Lebeg integrali yoki

biror qator yig'indisi ko'rinishida tasvirlab bo'lmaydi. Shuning uchun integral

ta'rifi va xossalaridan foydalanainiz. Maluniki.

J xdR(x)  = J xd&(x) + J xd&(.r) + J xdЯ{x)  (Ю.4)
[o.i; ;o. i/3] ;i/s.2/3; p/s. ij

tenglik o'rinli. Agar biz Я(.г) =  1/2. x  € [1/3. 2/3] ning [1/3, 2/3] da 

o'zgamias ekanligini hisobga olsak. (10.4) tenglikda oTt.adagi [1/3. 2/3] to'p- 

lani bo'yicha olingan integral (10.45-inisolga qarang) liolga teng bo'ladi. bun­

dan

J x сШ(.с) = J xd&(x) 4- J xdA(x).
jo. l] [0.1/3] [2/3. i;

2 t
Birinchi integralda 3,r =  t . ikkiuchi integralda .r =  -  4- -  deli almashtirish

О  О

olamiz. natijada

/  =  > /  ((1Я ( I )  +  |  /  (2 + ( |  + I

[0.1] 0 1 0.1] 

tenglikka ega bo'lamiz. Endi Kantor funksiyasining 10.34-misolda keltirilgan 

xossalaridan foydalansak,

J  xdA{x) = i J  tdA(t) +  ̂ J  (2 + t)dA(t) =^ J  tdA(t) + ̂
[o.i] ;o. i) ;o. i; (o.i;

tenglikni olamiz. Bu yerdan

/ xdA(x)  = 0, 5
;o. i]

ekanligini liosil qilamiz. □



10.7. / ( х ) = Д ( х )  va F(x) = Я{х)  funksiyalar uchun Lebeg-Stiltes integrali

j  f H d F ( x )
[a . bi

111 h i s o b l a n g .

Yechish. 10.47-misolda keltirilgan bo'laklab integrallash formulasidan 

((10.7) ga qarang) foydalanamiz:

I Я (х)d&{x) = Л (1)-Д(1)— Я(0)-й(0)— f  Л(х) <Ш(х) =  1-  I  Я{х)йЯ{х).  
[0.1 [0.1; 0.1]

Bu yerdan f  Я{х) d&(x) = 0.5 ekanligini olamiz. □
[o.i;

U y vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun inasalalar

10.8-10.16-misollarda berilgan funksiyalarning absolyut uzluksiz ekanligini 

ta ’rifdan foydalanib ko'rsating.

10.8. f {x )  = 3x +  1. [0.2]. 10.13. f ( x )  = x ln ( l  +  x), [0. e].

10.9. f {x)  =  2x2 +  5, [ -1 ,3 ] .

10.10. f {x )  = sinx, [0 , «].

10.11. f (x)  =  2| COS.r|, [-7Г. 7Г ] .

10.14. f i x )  = 2J' + ox, [-1 . 3].

10.15. f (x)  =  у / Щ,  [-1 , 1].

10.12. f {x)  =  t f /- ,  [-~ , 7г]. Ю.16. f {x)  =  3|x -  1] + 4, [0. 2].

10.17. Absolyut uzluksiz funksiyalar yig'indisi, ayirmasi yana absolyut uzluksiz 

funksiyadir. Isbotlang.

10.18. Absolyut uzluksiz funksiyaning songa ko'paytmasi vana absolyut uzluksiz 

funksiyadir. Isbotlang.

10.19. Agar /  va g lar [a. ft] da absolyut uzluksiz funksiyalar bo'lsa. u holda 

f - g  va /  : g (g{x) Ф 0, Vx € [a. ft]) funksiyalar ham [a. ft] da absolyut 

uzluksiz funksiyalar bo'ladi. Isbotlang.
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10.20. Agar f  funksiya [o. ft] kesmada absolyut uzluksiz boisa, 11 [a, b] da 
o'zgarishi chegaralangan ham bo'ladi. Isbotlang.

10.21. Har qanday absolyut uzluksiz fuuksiyani ikkita. monoton kamayniaydi- 

gan absolyut uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin. 
Isbotlang.

10.22. 10.8-10.16-misollarda keltirilgan funksiyalarni ikkita ( r(x) = V„[/]. 

v{x)  =  v(x) — f ( x ) ) kamaymaydigan absolyut uzluksiz funksiyalar ayir- 

masi shaklida tasvirlang.

10.23. Agar /  : [a. ft] —> R integrallanuvchi funksiya boisa. u holda

F ( x ) =  f  f ( t ) d »
Ja.x]

funksiya [a, ft] da absolyut uzluksiz boiadi. Isbotlang.

10.24. [a. ft] kesmada absolyut uzluksiz F  funksiyaning hosilasi F 1 (x) = f  (x) 

integrallanuvchi va deyarli barcha x  G [a. ft] lar uchun

F ( x ) - F ( a ) =  [  f ( t ) d v  
J • a.r]

tenglik o'rinli. Isbotlang.

10.25. Agar / — kamaymaydigan absolyut uzluksiz funksiya boiib. f ' ( x )  = 0 

tenglik deyarli barcha x  lar uchun o'rinli bo'lsa. u holda /  o'zgarmas 

funksiya boiadi. Isbotlang.

10.26. Har qanday o'zgarishi chegaralangan /  funksiya uchta funksiya yig'indisi 

ko'rinishida tasvirlanadi.

f ( x )  =  f j (x)  + f ,{x) + f w:(x).

Bu yerda f a sakrashlar funksiyasi. / ,  singulvar funksiya. absolyut 

uzluksiz funksiya. Isbot qiling.
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10.27. Agar f  funksiya jo. b] kesm ada Lipshits shartin i qauoatlan tirsa . /  

ning [a. b] kesm ada absolyut uzluksiz bo'lishini isbotlang.

10.28. Agar /  funksiya [a, 6] kesm ada absolyut uzluksiz, у  : R  —» R  funksiya 

Lipshits shartin i qauoatlan tirsa . u holda <p{f(x)). x  G [a. 61 funksiya 

[a. b] da absolyut uzluksiz bo'ladi. Isbotlang.

10.29. Agar f  funksiya [a. b] kesm ada absolyut uzluksiz, A  С [a, b] - nol 

o'lchovli to 'p lam  bo'lsa, u holda / i( /(A ) )  =  0 bo'lishini isbotlang.

10.30. Shunday uzluksiz. syuryektiv /  : [0, 1] —> [0, 1] akslantirishga va .4 С 

[0 . 1 ] to 'p lam ga misol keltiringki. qnyidagilar bajarilsin:

10.31. Shunday uzluksiz /  : [0, 1] —» [0. 1] funksiyaga va A  С [0, 1] to 'p lam ga 

misol keltiringki. quyidagilar bajarilsin:

10.32. [a. 6] kesm ada uzluksiz hosilaga ega bo 'lgan /  funksiyaning [a. 6] da 

absolyut uzluksiz bo'lishini isbotlang.

10.33. A gar /  : [a, b] —* R  kam aym aydigan funksiya bo'lib.

tenglik  o 'rinli bo 'lsa. u holda /  absolyut uzluksiz bo 'ladi. Isbotlang.

10.34. f ( x )  =  x +  Я(х). x  €  [0. 1] funksiyani qaraym iz. Bu yerda Я Kan- 

torning zinapoya funksiyasi. Q uyidagilarni isbotlang.

a) /  : [0 , 1 ] —» [0 , 2j uzluksiz va qat'iy  o'suvchi funksiya:

b) /  : [0 . 1 ] —> [0 , 2] biyektiv akslantirish:

c) / j , ( f (K))  =  1, К  — K antor to 'plam i.

1) f-i{A) =  1, 2) n( f (A) )  = 0.

1 )  f J . ( A )  = 0, 2) /./,(/(Л )) =  1.

10.35. K antor funksiyasining quyidagi xossalarini isbotlang.
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я (I) = \' я ^ ’ ■т е ( ° ' 1Ь

Ь>Я( И Н  + Г Я ‘*>- ■г е '0' 1'-

10.36. [a, b] kesmada tekis uzluksiz, lekin absolyut uzluksiz bo'lmagan funksiya­

ga misol keltiring.

10.37. Agar /  funksiya [a. 6] da absolyut uzluksiz bo’lsa, u holda |/ j  ham 

absolyut uzluksiz funksiya bo'ladi. Isbotlang.

10.38. | / |  ning absolyut uzluksiz ekanligidan /  ning absolyut uzluksiz ekanligi 

kelib chiqmaydi. Quyidagi misolni tahlil qiling.

10.39. A gar /  funksiya [a. b} da uzluksiz bo'lib, | / |  absolyut uzluksiz bo'lsa, 

u holda /  ham absolyut uzluksiz bo'ladi. Isbotlang.

10.40. Agar f n : [a, b] —* R, n G N lar kamaymaydigan absolyut uzluksiz

funksiyalar bo'lib, har bir x  G [a. 6] da fn(x ) qator /  ga yaqinlash-
77 — 1

sa. u holda limitik finksiya /  ha.ni [a, b] da absolyut uzluksiz bo'ladi. 

Isbotlang.

10.41. Agar f n : [a, 6] —* R singulyar funksiyalar ketma-ketligi uchun shun­

day /  : [a, tj -» 1  o'zgarishi chegaralangan funksiya mavjud bo'lib, 

lim Vy[f — fn] = 0 bo'lsa, u holda limitik finksiya. /  yo o'zgarmas, yo

singulyar funksiya bo'ladi. Isbotlang.

10.42. A gar f rl : [a, b] —> R absolyut uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi uchun 

shunday f  ■ [a. b] —> R o'zgarishi chegaralangan funksiya mavjud bo'lib. 

lim V£[f — fn] — 0 bo'lsa, u holda limitik finksiya /  ham absolyut
Г, —*OC

uzluksiz funksiya bo'ladi. Isbotlang.

x  e  Q. 
x  G R\Q .

OC'
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10.43. Agar F : [n. ft] —* R o'ngdan uzluksiz kamaymaydigan sakrashlar funksi­

yasi bo'lib. c i ,r2. . . .  lar uning [л. b\ dagi uzilish liuqtalari boisa. 11 holda

f  f ( x )dF(x)  = Y ,  / (< * )№ •)  -  F(ck -  0)] (10.5) 
J.n.b] i = 1

tenglik o'rinli. Isbotlang.

10.44. Agar F : [a. b] —> IR absolyut uzluksiz funksiya boisa. u holda

[ f { x ) d F ( x ) =  f f ( x ) F ' ( x )dp  (10.6)
Ja.b) J[a.b:

tenglik o'rinli. Isbotlang.

10.45. Agar F(x)  =  const bo'lsa. u holda ixtiyoriy /  : [a. 6] —> R chegaralan­

gan funksiya uchun

f ( x )  dF(x) = 0/J\a[a. b]
tenglik o'rinli. Isbotlang.

10.46. Quyidagi tenglikni isbotlang.

1 • dF(x) = fiF (.4).L
10.47. Lebeg-Stiltes integrali uchun ham bo'laklab integral lash qoidasi o'rinli. 

Ya'ui /  : fo, 6] —♦ R va. g : [a. 6] —*• R  lar o'zgarishi chegaralangan 

funksiyalar boisa. quyidagi tenglikni isbotlang.

f f (*)dg{x)  = f(b)g{b) -  f(ct)g(a) -  [ g(x)df (x) .  (10.7)

10.48. Aytaylik. x  =  :p(t), n < t < 3 uzluksiz va o’suvchi funksiya bo'lib. 

y (a) =  a. ip(p) = b bo'lsin. /  : [a, 6] —* R uzluksiz. F  : [a, b) —> R 

kamaymaydigan funksiyalar bo'lsin. U holda

[ f ( x ) d F ( x ) =  f f(?(t))dF(<;(t))
J\a.b] J  [tt. J]

tenglik o'rinli. ya’ni Lebeg-Stiltes integralida o'zgaruvchilarni ahnashti- 

ri.sh mumkin. Isbot qiliug.



10.49. Agar f  : [a, 6] —+ R va g : [a, b] —► R funksiyalar ucliun Rinian-Stiltes 

integrali mavjud bo'lsa. u holda Lebeg-Stiltes integrali ham mavjud va 
ular o'zaro teng. ya'ni

10.50. f  M(x)dF(x)  Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda л(.т)— Kan- 
[0 .1]

torning zinapoya funksiyasi. F(x)  =  2x + 1.

10.51. f  A(x)dF(x)  Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda A(.r)— Kan- 
[o.i]
torning zinapoya funksiyasi. F(x)  =  [3x] +  2x.

10.52. Quyidagi /  : [0. 1] —► R funksiyaning [0, 1] da differensiaUanuvchi 

ekanligini ko'rsating. Hosila funksiyaning [0, 1] da integrallanuvchi emas- 

ligini isbotlang.

10.53. /  : [a. b] —* R  uzluksiz. F  : [a. 6] —> R  kamaymaydigan funksiyalar 

uchun o 'rta qiymat haqidagi teoremani isbotlang. ya'ni

10.54. Quyida f ( x )  va F(x)  funksiyalar berilgan. Lebeg-Stiltes integrali

(L -  S) f  f ( x )  dg(x) — ( R -  S) f  f {x)  dg(x)

Si*) =

[a.b]

ni hisoblang.

1 )  f i x ) =  x ■ R ( x ) =  c o s  X ,  X  & [0 .  7г].

2) /(.r) =  sin.r. F(x) = |.r|. x 6 [-тт. тг
x + 2 . , r£  [—2 . - 1].

3) f ( x )  =  x 2 + 3. F(x) = < 2. x £ ( -1 , 0),

x 2 + 1. x  € [0 . 2].
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4) /(.г) =  х. F(x)  =  [х], х € [0. п]. п е  N.

5) /(.г) = х2, F (x) =  [х]. х е [0, п], п € N.

6) /(.г) =  х +  2, F (x) =  exp х • sign (cos х), х  е  [—тт. тг].
7) /(х )  =  х — 1. F(x) =  cos х. 1 6  [0. тг].

8) /(х )  =  х2, F(x) =  Л (х). х € [0. 1].

9) /(х )  =  1 + 2 х . F (x) =  £ (x ). ,т 6 [0. 1].

10) /(х )  =  [Зх], F(x) = Я(х) .  х  € [0, 1].

10.55. Quyidagi qatorni qaraynuz:

ОС

f ( x )  = Y ,b "  cos(an7rx), b £  (0. 1). o e N  va toq son.
n = 0

Bu /  : IR —> S  funksiyaning usluksiz ekanligini isbotlang. Agar ab >
1 +  ^7г bo'lsa. /  : К —+ 1  funksiya biror nuqtada ham chekli hosilaga 

ega emasligini ko'rsating.

10.56. Quyida berilgan absolyut uzluksiz funksiyalarni kamaymaydigan absolyut 

uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlang:

a) / ( x ) = x 2 +  2. x £ [— 1, 2], b) f ( x )  = exp x2. x 6 [-1 . 2],

C) /(X) =  |C0SX|. X e  [ - 7 Г .  7r]. d) f ( x )  =  Sin X. X € [ —7Г, тг ].

II bobni takrorlash uchun test savollari

1 . Quyidagi belgilashni kiritamiz:

Quyidagi tasdiqlar ichidan to 'g’rilarini ajrating.
1) f + o’lchovli bo'lsa. /  ham oichovli bo'ladi.
2) /_  o'lchovli bo'lsa, /  ham o'lchovli bo'ladi.

3) /+  va /_  lar o'lchovli bo'lsa, /  ham o'lchovli bo'ladi.

A) 1. 2 В) 1. 3 C) 2. 3 D) 3
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2 . Quyidagi tasdiqlar ichidan to'g'rilarini ajrating.
1) |/J o'lchovli bo'lsa. /  ham o'lchovli bo'ladi.

2) / 2 o'lchovli bo'lsa, /  ham o'lchovli bo'ladi.

3) / + va /_  lar o'lchovli bo'lsa. /  ham o'lchovli bo'ladi.

A) 1. 2 В) 1. 3 C) 2. 3 D) 3

3. /( :r) =  ‘2x. .r e E = [0. 5] funksiya uchun E ( f  < 6) to'plamni toping. 

A) [0. 2] В) [0. 3) C) [0. 5) D) [0. 2)

4. /(x )  =  \2x}. x £ E  =  [0. o] funksiya uchun E ( f  =  4) to'plamni 
toping.

A) [0. 2] B) [2. °~) C) [2. 5) D) [2. 3)

5. f ( x )  =  In (x2 -  2.T +  l) . x € E  = (0, oc) funksiya uchun 

{x : /(x )  < 0} to'plamni toping.

A) (0, 2) B) (0. 1) U (1. 2) C) (0. oc) D) (0. 3)

6 . f ( x )  =  2J -  1 funksiya uchun {x g [0, 5] : 3 < /(x )  < 7} to'plamni 
toping.

A) [0. 3] B) (2. 3) C) [0; 3) D) [2, 3)

7. {x € [0, 7ГJ : sinx < 2-1} to'plam o'lchovini toping.

B) I  D) I
8 . {x € [0. 7Г] : sinx < cosx} to'plam o'lchovini toping.

A) J  B) |  C) f  D) j

9. , 1 c  [0. 1]— o'lchovsiz to'plam. Э — Dirixle funksiyasi. /i(x ) =

|  : h H  =  / i ( x )+ D ( x ) ,  f :i(x) = f L(x) ■ Э( х) .
{ l, X e [0, i]\.4

O'lchovli bo'lmagan funksiyalarni toping.

A) f l  B) f l - f '2 C: D ) f 2. f ,

10. A  С [0. 1] — o'lchovsiz to'plam. 9Я— Riman funksiyasi.
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/i(x ) =  l - x . A(x).  f 2 (x)  = f i ( x )  -  <n(x). f 3 (x)  = f 2 {x) -O(x). 

O'lchovli funksiyalarni toping.

A) h  В) / 2, /3 C) /3 D) /2

11 . [0 , 1] kesmada. nolga ekvivalent funksiyalarni toping:

/i(x ) =  9Я(х), / 2(х) =  0 (х), f 3 (x)  = x.

A) /1 B) /2, /3 C) /3 D ) / b / 2

12 . Д (х) =  1 +  <R(i), / 2( i)  =  1 +  O (i) , f 3{x) =  1 +  ^(:r) +  O (i)  

funksiyalar ichidan f ( x )  = 1 ga ekvivalent funksiyalarni toping.

A) / 1 . /2 B) f i -  f 2. /3 C) / 2, / 3 D) Д. /3

13. /i„(x) =  sin2” .T. f 2rl(x) =  C 0 S ;; X, /з„(.х) =  1  +  Л2Г2 ' / 4n(:C) =  1  +  
x" o'lchovli funksiyalar ketma-ketliklaridan qaysilari [0 , 1] to'plamda

/(ar) =  0 funksiyaga tekis yaqinlashadi?

A) f in  В) /2П./3,) C) f in,  fan, f in  D) f i n : f'2v

nx
14. f i„(x) = sin" X .  /2,,(.!•') =  cos" X .  f 3„(x) = 1 +~>x 2 - =  -1'” 

o ichovli funksiyalar ketma-ketliklaridan qaysilari [0 , 1] to'plamda 
/(x )  =  0 funksiyaga nuqtali yaqinlashadi?

A) f i„ B) fi,,. f in C) fi, ,,  fa„, f in  D) f i , , - f in

15. E  = [0. 4] to'plamda berilgan /  sodda funksiyani toping.

A)/(.?-) =  x B) /(.r) =  [x] G) /(x )  =  er D ) / ( x ) = s i n x

16. E  =  [0, 3] to'plamda berilgan sodda funksiyalarni ko'rsating.

/i(x ) =  x, f i { x )  = 1, / 3(x) =  0 (x)

A) f i -  f 2, Уз В) f i ,  /3 С) /ь  / 2 D ) / 2. / 3

17. /(х )  =  1 +  sign.г sodda funksiya uchun .4i =  {x G [—2. 3] : f ( x )  = 0} 
to'plamni toping.

A) [-2 , 0] B) [-2 , 0) C) [ - 2 . - 1] D) [-2 , 3]

18. f ( x )  =  5 — [2x] sodda funksiya uchun Ai  =  {x € [—2. 3] : /(x )  =  1} 

to'plamni toping.
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А) [2. 3] В) [2. 3) С) [2, 2.5) D) [2. 2,6]

19. Integralning additivlik xossasini toping.

A) Agar l-i(A) =  0 bo'lsa. u holda f A f(x)d/ j  =  0

B ) JA[f{x ) +  9{X)W = JA +  JA g(x)dfi
C) JA к ■ f(x)d/ j  =  к JA f (x)dp
D) Agar f ( x )  > 0 bo'lsa. u holda JA f(x)d/j. > 0

20. Integralning bir jinslilik xossasini toping.

A) Agar /j(A) =  0 bo'lsa. u holda f A f{x)df.i = 0

B ) +  y ( x ) W  =  J a  +  J a  y ( x ) d i l

C) JA к ■ f {x)dn  =  к jA f (x)dp

D) Aga.r f ( x )  > 0 bo'lsa. u holda JA f(x)d/u > 0

21. Integralning monotonlik xossasini toping.

A) Agar /j (A) =  0 bo'lsa. u holda f A J'(x)d/.i = 0

B) JA[f(x ) + g(x)}dfj, = JA f (x)d/ j  + JA g{x)dp

C) f A к ■ f{x)df j  =  к f A f(x)d/ i

D) Agar f ( x )  > g(x) bo'lsa. u holda JA f ( x ) dц > JA g(x)diJ

22. Lebeg integralining monotonlik xossasidan foydalanib. quyidagi sonlar 

ichidan eng kattasini coping.

A) «1 В) a2 C) a3 D) a()

23. ,4 =  [0. 3] to'plamda berilgan f ( x )  =  3 4- 2 (.r) sodda funksiyaning 

integralini hisoblang.

A) 3 B) 2 C) 6 D) 9

24. A — [0. 2] to'plamda berilgan f i x )  = 4 — [x] sodda funksiyaning 

integralini hisoblang.

sin1 x
X'

d/j. ац — J sin .rd/i
(U . 1)

A) 3 B) 7 C) 6 D) 4
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25. (—2. 2] kesmada berilgan monoton funksiyani toping.

A) /(.r) =  cos.r B) /(.?•) =  [x] C) f i x )  =  e'" D) /(.r) =  sin.r

26. f {x)  = [x], x  € [—2. 2] funksiyaning uzulish nuqtalarini toping.

A) { -1 :0 :1 }  B) { -1 :0 :  1:2} С) { -1 : 1} D) {-2 : -1 : 0; 1}

27. [0, 3] kesmada aniqlangan zinapoyasinmn funksiya.larni ko'rsating. 

f i{x) = X .  f 2{x) =  1. /з(.т) =  [x]

А) / ь  f 2. h  В) f 2, f 3 С) / ь / 2 D) / ь  /з

28. [0, 1] kesmada o’suvchi funksiya.larni ko’rsating.

/ i (  x) = -c o s x , f 2{x) =  sin j: . / 3(1 ) =  1 +  [xj

A) /1 . / 2./3  B ) / 2. / 3 С) / ь  / 2 D) / ь  /3

29. [-1 . 1] kesmada o'suiaydigaii funksiyalarni koi’sating. 

f i ( x ) — cosx. f 2{x) = (1 -  x)'2. / 3(x) = 1 -  [x]

A) / 1, / 2. /3 В) / 2. /3 С) / 1: /2 D) f u  /3

30. [0, lj kesmada kamayuvchi funksiyalarni ko'rsating.

/i(x ) =  sinx. / 2(.г) =  [.г]. / 3(х) =  cosx

A) / 1. />■ /3 B) / 2. /3 С! / 1./2  Di / 3

31. /(x )  =  signx funksiyaning x0 =  0 nuqi.ulagi .sakrashini toping.

A; 2 В) 0 С) 1 D) 3

32. /(x )  =  [x] funksiyaning Хц — 0 nuqtadagi chap liniiriui toping.

A) 2 В) 0 С) -1  D) 1

33. f {x )  — 2x — {x} funksiyani uzluksiz monoton funksiya va sakrash 

funksiyalarining yig'indisi shaklida yozing.

A) x +  [x] B ) x - [ - x ]  C ) 2 x + [ x ]  D) { x}  +  [x]

34. f {x )  =  [2x] funksiyaning [—2. 3] dagi to'la o'zgarisliini toping.

A) 3 3) 5 C) 10 D) С

101



35. f ( x ) =  sinx  funksiyaning [—тг. 7r] dagi to'la o'zgarishini toping.

A) 2 B) 4 С) 1 D) 5

36. [—2, 2] kesmada berilgan absolyut uzluksiz funksiyani toping.

A) {x} В) [x] C) eJ'! D) signx

37. [—2, 2] kesmada absolyut uzluksiz bo'lmagan funksiyani toping.

A)x В) [x] C) e*~ D) sin7rx

38. [0, 1] kesmada berilgan singulyar funksiyani toping.

A) cos x B) 9t(x) C )D (x) D) Я(х)

39. Lebeg-Stiltes integralining xossalaridan foydalanib. /(x )  =  x  funksiya­

ning A =  [0.3] to'plam bo'yicha olingan f A f ( x ) dF(x ) ,  F(x)  = [x] 
integralini hisoblang.

A) 2 В) 3 C) 4 D) 6

40. Lebeg-Stiltes integralining xossalaridan foydalanib. f ( x )  — 2x funksi­
yaning .4 =  [1. 3] to’plam bo'yicha olingan JA f ( x ) dF(x ) ,  F(x)  =  

lnx  integralini hisoblang.

A) 2 В) 3 C) 4 D) 6

11. O'lchovsiz funksiyalar yig'indisi o'lchovli ham. oichovsiz ham bo'lishi 

mumkin. Tahlil qilinishi taklif qilngan /  va g larning yig'indisi ( /  + g) (x) 

=  1. x € [0. 1] bo'lib, u o'lcliovlidir.

12. O'lchovsiz funksiyalar ko'paytmasi o'lchovli ham, o'lchovsiz ham bo’lishi 

mumkin. Tahlil qilinishi taklif qilngan /  va g funksiyalarning ko'paytmasi 

/(x )  • </(x) = 0 .  x  € [0. 1] bo'lib u o'lcliovlidir.
13. Mumkin emas.

II bob uchun javoblar va ko'rsatmalar

6- §. O'lchovli funksiyalar

bu yerda A С [0. 1] oichovsiz to'plam.
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15. 14 ga qarang. 17. 6.18 -  misolda keltirilgan £(x) funksiya.

18. Har bir a G R da. { j £ l :  £(x) =  «} to'plam ko'pi bilan ikki elementli 

to'plam bo'ladi. Haqiqatan ham £(ari) =  £(тг) bo'lsin. Agar Xi, x? G A 

bo'lsa. u holda £(x i) =  £(xo) tenglikdan X\ =  xo kelib chiqadi. Xuddi shun­

day xi, x -2 0  Л bo'lsa, u holda £(xi) =  £(хг) tenglikdan —Xi =  — Xo yoki 
x'i =  X2 kelib chiqadi. Agar xi € .4 va x? ^  4  bo'lsa. u holda £(xj) =  £(хг) 

tenglikdan Xj =  — Xo kelib chiqadi. Shunday qilib. {x € R : £(x) =  a} 

to'plam a € A \  {0} uchun ikki elementli to'plam. qolgan a lar ucliun bir 

elementli to'plam bo'ladi. Shuning uchun ham {x € R : £(x) '=; a} o'lchovli 

to'plamdir,

19. {.r G [0, 1] : £(x) < 0} =  [0, 1] \  .4 tenglik o'rinli. A o'lchovsiz to'plam 
bo'lgani uchun [0, 1] \  A  ham o'lchovli emas.

20. Barcha x G [—1. Oj larda £(x) > 0 bo'lganligi ucliun {x £  [-1 , 1].: 

£(x) < 0} =  [0, 1] \  .4 tenglik o'rinli bo'ladi (19-misolga qarang). [0, 1] \  A 

o'lchovsiz bo'lgani uchun £  funksiva E  da o'lchovsiz funksiya bo'ladi.

2 ,  №

= { ^ F ~ '  k = L 2 ....... 2 " '1

24. .4 С [-2 . 2] o'lchovsiz to'plam х.ч(.г) =

25. A  С [—2. 2] o'lchovsiz to'plam /(x )  =

l .  x e  .4 

0. x G [—2. 2] \.4 .

1, x G .4 

- 1 ,  x € [ -2 . 2 ] \A.
27. A  С [0, 1 ] — E  o'lchovsiz to'plam va f ( x )  =  \ . \(x).  g(x) =  \ е \ л ( х )

o'lchovli funksiya emas. f ( x )  +  g( x )  =  1.

28. A С [0. 1} =  E  o'lchovsiz to'plam /( .r) =  xa(±')- g ( z )  =  - \ e  л(->') ■ 

/ ( x )  • g( x)  = 0 .  x G E,

{ %. с < 0 
E\Q.  0 <  г <  1 
E. с > 1.

36. Agar /  : E  —> R  o'lchovli funksiya bo'lsa. {x G E  : /(x )  < a} =



{x G Е  : / 3(х) <  о3} tenglikdan / 3 oichovli funksiya ekanligi kelib chiqadi. 

Chunki a soni —oc dan +oo gacha bo'lgan qiymatlarni qabul qiiganda я3 

ham (—эс, oc) to'plamni to'la bosib o‘tadi. {x G E  : f 3(x) < c} =  {x G 

E : f i x )  < c^} tenglik oi'inli. Demak. /  va / 3 lar bir vaqtda oichovli yoki 

oichovsiz funksiyalar bo'ladi.
41. Eyler formulasi eu  = cosx  +  i s inx  dan. harnda cosx va sinx  laming 

[—тг, тг] kesmada oichovli ekanligidan. f ( x )  =  e"’ funksiyaning [—тг, тг] 
to'plamda o'lchovli ekanligini olamiz.

49. [0. 1] =  A U В  shaklda yozamiz. .4 va В  oichovli to'plamlar va 

(j(A) > 0.5: p{B) = 0,5. A  va В  lar quyidagi xossalarga ega. Bar­

cha x  G [0, 1] va ixtiyoriy 6 > 0 uchun ц(А  П (x — <3. x + 6)) > 0 va 

ц{В  П (a: — d, x  + d)) > 0 boisin. U holda Хл(;г) misol shartlarini qanoat­

lantiruvchi funksiya bo'ladi.
58. [0. 1] kesrnani teng n boiakka boiamiz. Har bir n G N uchun

{*|i=i i]0r)}*=i

xarakteristik funksiyalar oilasini qaraymiz. Bu funksiyalar oilasini quyidagicha 

nomerlaymiz.

/ i W  = Xi<u;(*): /2М  = X[o.i]W- /з(я) =X[i. i ; .W

va hokazo biror и uchun

IiAx) =  .Yio.i;(x)- / 1/+1М  =  X\i.i](x)- ■ ■ ■ Jv+ n-i{x) =  X[a=i.i](-T),. ••

Hosil boigan f„ ketma-ketlik [0. 1] da oichov bo'yicha nol funksiyaga. yaqin­
lashadi. lekin biror nuqtada ham nolga yaqinlashmaydi.

60. E ( f  <  c) =  {x  G [—1. 2] : signx  <  c} to'plamni barcha cG  8  larda 

oichovli ekanligini ko'rsating.

-  ( д а . » - т § з ) и 0  +  д а * * - т § з ) ■ г е ( Ч ) -
65.  ^ ( х )  =  0. х  G [0. 1].

66. Д х )  = 0. х G [0. 1), fn (х) =  х “, х  G [0, 1).
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67. / п(х) =  х " , х  £ [0,1] funksional ketma-ketlik в(х) = 0 funksiyaga de- 

yarli va o'lchov bo‘yicha yaqinlashadi. nuqtali yaqinlashmaydi.

68. Ha. 69. Yo!q.

70. a) g(x) = 0, b) g(x) = it: c) g(x) =  0, d) g(x) = ln(l 4- |x|).

71. a) g { x , y ) = x 2, b) g(x.  y) = eosx -  s'my, c)g(x.  y ) = x y .

74. a) g{x) =  0. b) g(x) =  0, c) y(x) =  0, d) g(x) =  1,

e) p(x) =  0. f) g(x)  =  0.

75. a.) ^ (x .  y) =  0, g2(x,y) =
l, ( i . j J e Q x Q

b) 5 i(x, y) =  0, g2(x,y) =

[ 0 ,  ( i : i / ) ^ Q x Q

L (x; y) e  Q  x Q 

0. (x, ! / ) f  Q x Q

c) ^ (x .  y) = 0. g2(x.y)  =
1, (x, y) e Ш x Q

d) gj(x, У) = 1, g2(x,y) =

0. (2 , y) M x Q

1. (x. y) $ Q x О

2. (x. y) e  Q x Q

f) Pi(^- y ) =  I *1 +  !*/!• 52(2-, y) =

e) gi{x.y) = M- И  > Ы 

1У|; И  < Ы

|.r|. \x\ > \y\ 
, g2(x. y) = \y\. ixj < \y\ 

. 0. |x| =  |y|

, /  0, x =  у 

, ) - 1



7-§. Chekli o ‘lchovli to 'p lam lard a  Lebeg integrali

13. Xarakt.eristik funksiya ikkita 0 va 1 qiymatlami qabul qiladi. 7.1-rnisoldan 

va .4; =  {x  € E  : \ a { x ) — 0} =  E \A . ,42 =  {x £ E : \д(.т) =  1} =  .4 

to'plamlarning o'lchovli ekanligidan x .4 ning o'lchovli. sodda funksiya ekanligi 
kelib chiqadi.

14. A\ =  {:r £ E  : signx =  -1 }  =  [-1 . 0). Ao =  {.r € E  : sign.r =  0} =  

{0} . .4,3 = {x € E  : sign x  =  1} =  (0 , 3j to'plamlarning o'lchovli ekanligi­

dan у =  sign x  ning E  da sodda funksiya ekanligi kelib chiqadi.

16. Я  : [0. 1] —> R o'lchovli funksiya 6.23-misolga ko'ra Я funksiya 10. 1] \ I \  

da o'lchovli funksiya bo'ladi. Har bir n £ N uchun K n da (7.2-misolyechimiga 

qarang) Я funksiya cheklita qiymat qabul qiladi. Shuning uchun Я funksiya 

U K n =  [0, 1] \ K  da sanoqlita qiymat qabul qiladi. demak u sodda funksiya.

18- «) E  -  ‘ 2" - ■ b) -  24. /„(.*:) =  M i f l l .
,^ i 3" 4 n

26. Bu funksiya. y\ — О.т/о =  1. Ш ~  2, 3/4 =  3. y.5 =  4. qiymatlami mos

ravislida .4] =  [0.1). A 2 =  [1,2), A 3 = [2.3). Л4 =  [3.4), Л5 =  [4.5)
to'plamlarda qabul qiladi. lining integrali 7.2-ta'rifga ko'ra. 10 ga teng.

28- f
29. Dirixle funksiyasi o'lchovli va ikkita (0 va 1) qiymat qabul qiladi. Uning 

[0. 3] to'plam bo'yicha olingan integrali 0 ga teng.

30. Riman funksivasi o'lchovli va sanoqlita <0, 1, —....... —.. .  . 1 qivmat. qa-
l 2 n J

bul qiladi. Lning [0 . 1] to'plam bo'yicha olingan integrali 0 ga teng.

3 1 . 3 .  3 2 . 2 .  3 3 . 1 .  3 4 . 1 .  3 5 . 4 .  3 6 . - .  37. e -  2.
2

56. 7.5-misolga qarang. 57. 5 — \/2 — \/3-

58. O'zgarmasdan farqli uzluksiz funksiya. sodda. funksiya bo'la olmaydi.

59. Ikkalasi ham sodda funksiya. ularning integrallari 0 ga teng.

6 0 . 1 2 .  6 1 . 0 .  6 2 . 2 .  6 3 . - 6 .  64. Д -  +  5. 65. e + ~ .
In2 2

6 6 . a) 0. b) I114 — 1. <;) G. d) —-— — V̂ . 67. a) i ,  b) 6 , c) 

Ю. d) j ^  +  l- (1) In3 +  e. f) g) h) i .  i) 1. k) 0 .
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8-§. Lebeg integrali belg isi ostid a  lim itga  o ‘tish

2. a) Yo q. b) Ycq. c) Yo;q. d) Yo'q. e) Ha, f) Ha. 

4. a) 0. b) 1. c) 0, d) тг.

6. a) q > 1. b) о > 1. с) a > 2.

7. q > 1. 8. Ha. 10. a) 7r. b) —. 13. Ha.

9-§. M onoton va o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar

10. Kamaymaydigan funksiya, o'ngdan uzluksiz, uzilish nuqtalari 0. 1,

2. 3. Barcha uzilish nuqtalaridagi sakraslii 1 ga teng.

11. Kamaymaydigan funksiya. faqat x = 0 nuqtada uzilishga ega. x  =  Oda 
o'ngdan ham, ehapdan ham uzluksiz emas. x =  0 nuqtadagi sakrashi 2.

12. Kamaymaydigan funksiya, faqat x = 0 nuqtada uzilishga ega. x =  Oda 

ehapdan uzluksiz. uzilish liuqtasidagi sakraslii 1 ga teng.

13. [—4. 0) da va [0, 5] da kamaymaydigan funksiya. Bu funksiyaning uzilish 
nuqtalari x =  — 1. x =  0. x =  — 1 nuqtada o'ngdan uzluksiz va bu nuqtadagi 

sakrashi 3 ga teng. x =  0 da o'ngdan ham. ehapdan ham uzluksiz emas. 

Funksiyaning x =  0 nuqtadagi sakraslii 1 ga teng.

20. / (x )  =  f c(.r) +  f d(x). f d(x) = [xj +  2, / c(x) =  2x -  2.
29. Monoton funksiyalar yig'indisi monoton boimasligi mumkin.

30. Monoton funksiyalar ko'paytmasi monoton bo'lmasligi mumkin.

32. Ha. 33. Ha.
54. 36. V[f] =  6. 37. V[f) = 20, 38. V[f] = 8. 39. V{f] = 2, 40. V[f] =

0, x € [-2 , -1 )
17. f d(x) =  < 1. x € [-1 . 0] f d x )  =  x -  1. 

2. x € (0. 2].
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ln(l +  e), 41. V [ f } = 3 2 - . 42. V[f] = e2 + l. 43. V[f] =  G.
4

54- V [/] =  3. V [g] =  7.

55. V [/] =  4 +  |n| 4- jl — o| barcha a £ [0. 1] larda V [/] minimal boiadi. 

59. f ( x )  = v(x) -  p(x),  v(x) = V-'[/]. 
sin.x. x  £  0 .

Vf(x) =
2 - s i n x ,  x £ % >/(-*)

r,,{x) =  V [5] =  1 — cosx. x £ [0, 2t7]. >̂q(x) = jcosxj 4-cosx . Vn(x) =

Vv{x) =

4 -  (x -  2)2, x £ [0. 2]

4 4- (x -  2)2. x e  (2. ttj

s iirx , x £ 0. •—
. 9 / /t”2 — sm x. x  G , тг

60. {36. v(x) =  3x. ^ ( x )  =  — 1.

'  2 — 2,r2. x 6 [ - 1 : 0]

2 4- 2x2. x £ (0. 3]. ^ 

2 COSX +  2, X  £  [—77. 0]

6  — 2 C O S X .  X £  [0 .  77],

4 -  2(x -  2)2, X  € [0. 2]

4. x £ (2., тг].

О, X £ 0. —
. 9  /  /i

2 — 2 s iirx , x £ . 77

37. i'(x) =

38. v (x ) =

(x) =

Ф )  =

-4 x 3 -  3. x £ [—1, 0] 

-3 . x £ (0. 3].

2. x G [ - it, 0]

6 - 4 cosx. x € [0, ;
39. u(x) =  tg x  4- 1, y (x ) =  1. 40. v(x) =  ln(l + x ) ,  y(x)  = 0.

41. v(x) =  2X 4- 5x +  9 ^ , y(x)  — 9 ^ . 42. v(x) — x eJ_1 4- 1, y(x)  — —4. 

43. t'(x) =  3 + 3(x — 1), y (x )  =  3x — 4 — 3 |x — lj } .

61. A1 =  —i3. Л/ =  —a . A,. = а.  Л,. =  b.

62. Yo'q (9.65 -  misolga qarang).

63. Agar /  funksiya [a. b] kesmada chegaralangan hosilaga ega boisa. u
holda /  ning [a. b\ kesmada o'zgarishi chegaralangan bo'lishini isbotlang.

h
68. .4 sodda to'plam boisa. ,4 =  [a, 61 bo'lsa V [хл] minimal boiadi.a

10-§. Absolyut uzluksiz funksiyalar. Lebeg-Stiltes integrali

8- E  \ f ( h ) - f ( a k )  I =  Ё |36t. + 1 — 3 a A. — 1 j =  3 E ( 6 A. - a t.) < 36 va 6 =
k=1 k= 1 k=l

desak. E  I/(&*•) — f ( ak) \ < - tengsizlik bajariladi. Demak. f ( x )  =  3x4-5 
k—l
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funksiya [0. 2] kesmada absolyut. uzluksiz funksiya ekan.

9. a2 -  b2 = (a — b)(a +  b) dan foydalaning. 10.1-misol yechiiniga qarang.

10. jsin.r — sin y) < jx — у | dan foydalaning.

11. j j cos xj — jcosyjj < jcosx — cosyj < |x -  y| dan foydalaning.

16. Boiinish nuqtasiga x> = 1 ni qo'shib. moduldan qutiling.

22. {8. i>(x) =  3x. *?(x) =  -1 . 9. i'(.t) =  x 2, <p{x) =  -3 .
0. x  £Sill X. x  £

2 — sin x

2 +  2cosx, x  £ [— тг, 0]

G — 2 cosx. x £ (0, тг],

2 + 2 cosx — 2 | cosxj . x  £ [-тг. 0]

6 — 2 cosx  — 2 jcosx l. x € (0. тг].

\2.v{x) = t g ^  + \, y( r )  =  I- 13. v(x) = x ln( l  +  x), y?(x) = 0.

14. v(x) — 2‘ +  ox +  4, -5. j { x )  = 4. 5.

15, .  I  1 -  V - J  X .  1-1. 0i ^  J  I - ! / ; ,  € 1 -1 ,0 .
|  1 +  y / x  x  £ (0. 1], |  1 +  x £ (0, 1].

IG. r(x) =  3x. y(x ) =  3.r -  3 j 1 — xi -  4.}
30. /(.r) =  Я(х).  -4 =  [0. lj \ K.  31. f ( x )  =  Я(х).  .4 =  К.

36. Kantorning zinapoya funksiyasi.

50. 1. 51. 3.
54. 11 2) 4. 3) 25i  4) n S 2 ± i> . 5, + ’ f "  ±  Я

3
C) 2c- - ' 2 -  2c”/2 -  (1 +  тг)с" +  (1 -  7Г) c r \  7) 2 -  тг, 8)

9) 2. 10) 1.

II b o b d a  keltirilgan  te s t javob lari

1-D 2-D 3-B 4-B 5-B G-B 7-A S-A 9-B 10-C 11-D 12-B 13-A 

14-B lo-B 1G-D 17-B 18-C 19-B 20-C 21-D 22-C 23-D 24-B 25-B

2C-B 27-B 2S-C 29-В 30-C 31-A 32-C 33-A 34-C 35-B 3G-C 

37-B 38-D 39-D 40-C.

109



III. M E T R IK  FAZO LAR

Bu hob 7 paragraf (11-17) dan iborat. Bobning 11-paragrafida metrik fa- 

zolar, undagi asosiy tushunchalarning mohiyatini ochib beruvchi misol va 

masalalar jamlangan. 12-paragrafda yaqinlashuvchi va fundamental ketma- 

ketliklaiga doir misollar qaralgan. 13-paragrafda ochiq va yopiq sharlar ham- 

da ochiq va. yopiq to'plamlarniiig xossalarini tekshirishga doir misollar qar­

algan. 14-paragraf to'la metrik fazolar va metrik fa.zola.rni to'ldirisliga doir 
misollarga bag’ishlangan. Bu yerda Ber teoremasining qo'llanishiga hamda 

hamma yerda zich va hech yerda ziclmias to'plamlarga doir qiziqarli misollar 

bor. 15-paragrafda metrik fazolarni uzluksiz akslantirishlar hamda izometrik. 

gomeomorf metrik fazolarga. doir misollar jamlangan. 16-pa.ragrafda qisqar- 

t.irib akslantirish prinsipining qo'llanishiga doir misollar qaralgan. Kompakt 

to'plamlar va kompakt metrik fazolarga doir misollar 17-paragrafda jamlan- 
gan.

l l -§ .  M etrik  fazolar

Bu paragrafda foydalaniladigan asosiy tushunchalar va ta'riflarni keltiramiz. 
X  bo'sh bo'lmagan to'plam va. X  x  X  bilan X  ni o'zini-o'ziga dekart 
ko'paytrnasini belgilaymiz.

11 .1 -ta’rif. Agar p : X  x X  —» R akslantirish quyidagi uchta shartni 

qauoatlantirsa unga X  dagi masofa yoki metrika deyiladi:

1J p(x. y) > 0. V x , j / € A .  p(x, у) =  0 <=> x  = у (ayniyat aksiornasi),

2) p(x.y)  = p(y,x) ,  W x . y € X  (shnmetriklik aksiornasi).

3) p(x. z) < p(x. у) +  p{y, г) , Vx. у, г € X  (uchburchak aksiornasi).

(X. p) juft.Uk esa metrik fazo deyiladi.

Odatda metrik fazo, ya'ni {X,p)  juftlik bitta. A' harfi bilan belgilana-

di. Agar X  to'plamda. pi, p-y........ p„ metrikalar aniqlangan bo'lsa, u holda

(X.pi).  (X .рз)....... (X.p,,) metrik fazolar mos ravislida XV XV
. . . ,  X n harflari bilan belgilanadi.
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11 .2 -ta’rif. Agar shunday C\ > 0 va Co > 0 sonlar mavjud bo'lib. barcha 

x. у G X  lar uchun

tengsizliklar o'rinli bo'lsa. p\ va po lar ekvivalent metrikalar deyiladi.
Bu bobda va bundan keying! boblarda foydalaniladigan asosiy belgilash- 

larni keltiramiz.

R" =  {a- =  (a'i, X2........ v„) , Xj G R} — n o'lchamli voktor fazo, m— bar­
cha chegaralangan ketma-ketliklar to'plami. с — barcha yaqinlashuvchi ketma- 

ketliklar to'plami. Cy — nolga yaqinlashuvchi barcha ketma-ketliklar to'plami. 

Lo — kvadrati bilan jamlanuvchi barcha ketma-ketliklar to'plami, ya'ni

> 1) — absolyut qivmatining p — darajalaridan tuzilgan qator yaqin­

lashuvchi bo'lgan barcha ketma-ketliklar to'plami. ya'ni

Xususan p — 1 da (.v to'plam -  hadlariiiing modullaridan tuzilgan qator 

yaqinlashuvchi bo'ladigan barcha ketma-ketliklardan iborat bo'ladi. C[a, 6] — 

[a, 6] kesmada aniqlangan barcha uzluksiz funksiyalar to'plami. M[a. 6] —

[a. b] kesmada. aniqlangan barcha uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar 

to’plami. b\ — [a, 61 kesmada aniqlangan n mart.a uzluksiz differensial­

lanuvchi funksiyalar to'plami. V[a, 6] — [a, 6] kesmada aniqlangan o’zgarishi 

chegaralangan funksiyalar to'plami. AC[a. 6] — [a, 6] kesmada aniqlangan 

barcha absolyut uzluksiz funksiyalar to'plami. Ln\a, 6]— o'lchovli va [a. 6] 

kesmada (p > 1) p — darajasi bilan Lebeg ma'nosida integrallanuvchi bo'lgan 

funksiyalar to'plami. L \,\a . 6] С Lp[a. 6] bilan nolga. ekvivalent funksiyalar 

to'plamini belgilaymiz. Agar /  — g G L\,]>[a, 6] bo'lsa. ularni у munos- 

abatda devmiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo'ladi va u Lp[u. 6]
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ni o'zaro kesishmaydigan sinflarga. ajratadi. Hosil bo'lgan sinflar to'plamini 

Lv[a, ft] bilan belgilaymiz. Xususan p = 1 boiganda. [я. 6] kesmada Lebeg 

manosida integrallanuvchi ekvivalent, funksiyalar sinflari to'plami hosil bo'ladi 

va u Li[a. ft] bilan belgilanadi. Xuddi shunday p — 2 boiganda [a, ft] kesma­

da kva.drati Lebeg ma nosida integrallanuvchi bo'lgan ekvivalent funksiyalar 
sinflari hosil bo'ladi va u Lo[a, ft] bilan belgilanadi.

Bu paragrafda metrik fazolar va akslantirishlarga. doir misollar qaraladi.

11.1. R2 to'plamda. x — (xi, X2) va у — (j/i, у2) elementlar uchun kiritilgan 

ushbu

Pi {x. y) =  |x j  -  j/i| -I-1 x 2 -  y2\ '■ Pi (x. y) = I Xi -  x2| +  !2/i-2/2| : 

p3 (x. y) = I Xi — y2\ +  I x2 -  2/1I : Pi {x - У) =  ! x ix2 -  yiyo\ 

akslantirishlardan qavsi biri metrika boiadi?

Yechish. p i  akslantirishning metrika aksiotnalarini qanoatlantirishini tek- 
shiramiz.

Pi(x ; У) > 0 shart modulning manfiymasligidan kelib chiqadi. Faraz qilavlik. 

Pi(x.y) = |ari — 2/11 +  |x2 —1/2! = 0  boisin. U holda ]a'i — 2/jI =  |x2~ 2/2| = 0  

bo'ladi. Bundan xi =  2/ь x 2 — y2, ya’ni x  = y. Endi x = у bo'lsin. va’ni 

■J'i =  2/1. x2 = У2 ■ Bu yerdan

рЛх >у) = k i  -  2/11 + 1̂ 2 -  2/21 =  0

ekanligini olamiz. Demak. 1-aksioma bajariladi. Quyidagi tenglikdan 

Pl(x.y)  =  |xj -  2/11 +  13-2 -  2/2I =  12/1 -  3-11 +  \У2 -  *2\ = Pl(y, *)

2-aksioma.ning bajarilishi kelib chiqadi. Nihoyat.

Pl(x. z) =  |Xi -  ZX\ +  |X2 -  Z2 \ =  |xj -  2/1 +  j/i -  zi\ +  |x2 -  2/2 +  2/2 -  z2\ <

<  \ x i  -  2/ 1 ! +  12/1 -  * l |  +  U '2  -  2 /2 1 +  \y-2 -  Zol =  P i ( x .  y ) + P l ( y .  z )  

tengsizlikdan 3-aksiotnaning bajarilishi kelib chiqadi. Shunday qilib. (R2, p.) =  

Rf metrik fazo bo'ladi. □
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i l . 2 .  p(x . y )  - sup |.r„ — yn| . .г, у G Co akslantirishning metrika shartlari-
1 < 7 7 < Э С

ni qanoatlantirishini tekshiring.

Yechish. {xn} va {yn} ket,ma-ketliklar nolga yaqinlashuvchi bo'lganligi

uchun ular chegaralangan bo'ladi. Shuning uchun sup |xn — y„ j barcha x. у G
l < n < o c

Co larda chekli bo'ladi. Ixtiyoriy n G N da |;i'n — y„\ > 0 ekanligidan 
p(x, y) =  sup |x„ — ?/„| > 0  ekanligi kelib chiqadi. Endi p(x, y) = sup |x„ — yn\ =

/ t > l  H > 1

0 bo'lsin. u holda barcha n G N larda |r„ — y„\ =  0 bo'ladi. Bu yerdan x = у 

tenglikka kelamiz. Agar x = у bo'Isa. u holda p{x. y ) — 0 bo;ladi. Demak. 1- 

shart bajarilar «кап. |лг„. — y„ | =  |yn — x n\ tenglikdan 2-shartning bajarilishi 

kelib chiqadi. Uchburchak tengsizligi

\x„ -  Z n | < \x„ -  y„\ +  \y„ -  Zn I . sup(x„ +  yn) < supxn +  supy„
It I t  II

tengsizliklarda.il kelib chiqadi. Demak. berilgan p : cq x  со —> К akslantirish 

uchun metrikaning barcha shartlari bajariladi. □

[11.3. p(x . y )  = (x — y)2 . x. у G M akslantirish metrikaning qaysi shartini 

qanoatlantirmasligini aniqlang.

Yechish. p{x, y)  =  (x — y)2 . x. у G M akslantirish metrikaning 1— va 

2— sha.rtla.rini qanoatlantiradi. Bu akslantirish uchun uchburchak tengsizligi 
o!rinli emasligini ko'rsatamiz. Buning uchun x  =  0. у =  3. г =  -5 nuqtalarni 

olamiz. U holda p(x, z ) =  25. p(x. y) =  9. p(y, г) =  4 bo‘lib.

25 =  p{x. г) > p(x. y) +  p(y, z) =  9 +  4 =  13.

Demak. p uchun uchburchak aksiomasi o'rinli emas. □

11.4. X  =  AC{0.7т]. x  (t) = sin t. у (t) = 0  metrik fazoda x  G X  va 

у G X  elementlar orasidagi ma.sofa.ni toping.

Yechish. AC[Q.-n) metrik fazoda x  va у nuqtalar orasidagi masofa p(x, y) = 

|a;(0) — y(0){ +  Vg[x — y) tenglik bilan hisoblanadi. Ma'lumki, x (t) =  sin t
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funksiyaning [0. тг] kesmadagi to'la o'zga.rishi 2 ga teng. Shuiiing uclnui 

x (t) = sin t va y(f.) = 0  nuqtalar orasidagi masofa quyidagiga teng: p(x. y) =  
|x(0) -  2/(0) | +  VJ[x -  y\ = Vg[x\ =  2. □

11.5.

11.6.

11.7.

11 .8 .

11.9.

Uy vazifalari va mavzuni o ‘zlashtirish uchun masalalar

R sonlar o‘qida p (x , y) = \ arctgx — arctgy | akslantirish metrika bo'li- 

shini tekshiring. p\ (.r. y) = arctg | x -  y\ akslantirish R to’plamda. 

metrika bo'ladimi?

to'plamda ushbu akslantirishlar metrika. bo'ladimi?

Pi (■!'• У) =  £  I ~ Ук\ ■ P'2 (-r. y) =
k=l

max (,rfc -  yk;
K K n

f 1. agar х ф у  " .
Рз{х - у )=<  ; Pi [x. у) = sign ! x k -  ykI .

0. agar x = у k= i

R3 fazoda. boslii koordinatalar markazida boigan barclia birlik (uzunligi 

birga. teng) vektorlar to'plamida

p(x. y) = arccos(x. y) = arccos(xiyx + x 2y? -Ь :r3</3)

akslantirish metrika. bo'lishini isbotlang.

[0. ll kesmadagi barclia ochiq to‘plamlarda.n iborat sistema X  Ix/lsin. 

Agar p — sonlar o'qidagi Lebeg o‘lchovi bo‘lsa.

P (-4- B) — p (.4 Д B)

akslantirish A’ da. metrika bo'lishini isbotlang.

Barclia ko'phadlardan iborat P to'plamda

ОС

p{p■ я) = X !  \p[,)(°) -  9!,)(0)
f = U

akslantirish metrika bo'lishini isbotlang.
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{1 H----- -— . aqar n Ф m
n + m  :

0. agar n =  m  

akslantirishlar metrika bo;lishini isbotlang.

11.11. Butun soniar to'plarni Z da

/ \ I rn — n I , . , n_k
Pi {n- m) = - - — - —  ■ : p2 (n, m) =  10 ;

V 1 +  m -  ■ \ / l  +  n-

(bu yerda к son | n — m  | ayirmaning oxiridagi nollar soni, agar n =  m
boisa. A' =  oo deb hisoblayrniz) ifodalar metrika bo!lishini brrsating.

11. 12. Ushbu | 2 | < 1 t.engsizlikni qanoat-lantiruvchi kompleks soniar to'plami- 

da.

,1.10 . N a tu ra l so n ia r to 'p la m i N da

p(z i. z2) =  In-
1 +

22 — 2i

1 to
1 -

22 -  2i
1 -  222]

akslantirish metrika bo‘lishini isbotlang. Bu metrika. Lobachevskiy rnetrikasi 

deyiladi.

M .13. [a. b] kesmada aniqlangan x  funksiya uchun shunday a  va 0  o'zgarmas 

soniar mayjud bo'lib. barcha t\, to € [a. b] lar uchun

|x(<i) - x { t 2) I < ,3 ■ Ui - < г Г

tengsizlik bajarilsa, x  funksiya a ko‘rsatkichli Gyolder shartini qanoat- 

lantiradi deyiladi. Bu shartni qanoatlantiruvchi barcha. funksiyalar t.o;p- 

lamini H°[a. 6] orqali belgilaylik. Agar a  > 1 bo'lsa.. H°[a, 6] faqat, 

o'zgarmas funksiyalardan iborat ekanligini isbotlang. Agar 0 < a  < 1 

bo'lsa,

. . . . .  I ) — yUl ) )  — (x( t 2) — y ( t 2))\
p(x: y) =  max |x(t) -  y(t)\ + sup / , 0

trft2 |C1 -  t2Г
*

akslantirish H a[a. b] to’plamda metrika. bo‘lishini isbotlang. H°[a.  6] 

Gyolder fazosi. a = 1 bo‘lganda Lipshits fazosi deyiladi.



11.14. [а, Ъ) kesmada cheksiz mart a difterensiallanuvebi funksivalar to'plami 
С  x [a. b} da

1 max |x‘Al(f) -  г/(Л' (f) i
1 n<t<b  1 w  J  W i

akslantirish metrika. bo'lishini isbotlang.

11.15. (X , p) metrik fazo bo'lsa. X  to'plamda

Pl (x ’y ) =  7 T ' X; У± \ ' Pi (-Г- У) =  ln (* +  P (-r - У)) '■1 + p(x . y)

Рз (x .y) =  рр(х'!/) -  1; P4 (•!’• ?/) =  mill { 1: p (r. y) } 

akslaiitirislilaniing liar biri metrika. bo'lishini isbotlang.

11.16-11.34-misollarda p : X x X  —> К akslantirishning metrika shartlariiii 

qanoatlantirishini tekshiring. Ular asosiy metrik fazolardir.

h
11.16. p(x.  у) =  . г$2 Iх ' -  ул ■ x - у e

11.17. px (:T. y) =  max \x, -  у, | . x. y €

11.18. pi(x.  y) = J2 |2-'A- -  Ук\. X .  y € iRn . 
/.■—l

11.19. pp (x: y) =  { h r  |x4- -  y,\p, p > 1, - r , y e  Ж".

11.20. p ( x . y ) =  sup |x„ -  y„\ . x . y  e m.

11.21. p ( x . y ) =  sup \x„ -  y„\ . x . y  e e.
] < « < x

11.22. p(x . y)  =  . / £  |x„ -  i/„!2 . x. у e  f2.
??—1

11.23. p(x. y ) - J 2  Iх" -  УпI ■ 2'- У G fi- 
/1=1
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4. р О, у) = ?! Y, к» -  Уп\р ■ х. у е ср.
У П— 1

Й5. р ( /, д)  =  max | /  (х)  -  д  (.г)| : / .  д G С[а, 6].
а< х< Ь

.26. л (/, у) =  Х;Ь /(.г) -  ff(.r)| i r ,  f .  у £  С [a. Ь].

»27. р2(/, 5) =  У /! ’ - 5 (^)!2^-, / .  д G С [а. 6].

,28. р„(/, д) =  < j t i \ f ( x )  - g ( x ) \ p dx.  р >  1. /  ■ <? G С [а. Ь).

,29. р(х .у)  =  maxjx( i )  -  y(t)|  +  max | т ' ( 0 - j / ( £ ) | ,  .г, у  G С (1)[а, 6].
a<t.<b a<t<o

,30. р(х, у) =  \х(а) -  у  (а) \ +  Vj'[x -  у], х,  у  G V" [а, Ь].

.31. р ( х , у )  =  |х(а) -  у{а) \  +  V'ffx -  у], х,  у  G А С  [а, Ь}.

■  •32. p { f . g )  =  f ’’ \ f {x)  -  g(x) \dx,  f . g & L ^ a . b } .

I . 3 3 .  p (/. g) = yj  f* |/(.t ) -  g(x) \2 dx. f .  g G L 2[a. b}.

И  .34. p  (/, g) =  f *  i f ( x )  -  g(x)\pdx. p >  1, / ,  g G Lp[q. 6].

Yuqorida aytilgauiga anial qilib quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

(R " . P l ) =  r ; , (M". Pp) =  R£, (R ” !> *) =  M 'i. (R ". p) =  R ”.

(C[o. b].pi) =  CL[n, 6], (C[n, 6],p->) =  C'2[a■ 6], (Cirt. ft].p;,) =  C,,[a. b).

11.35-11.43-misollarda p : X  x X —> R akslantirish metrikaning qaysi 

shartini qanoatlantirmasligini aniqlang.

f 0, x  = у
* .3 5 .  p ( . r , i / )=  . , - -r.

[ E h U K  (.г, ,;/). x  ф у

Г 0. :Г =  I/
II .3 6 . р  (.г, г/) =  < • • X. у G N.

[ Е К 1 В { х ,  у), х  т= г/

11.37. р (х, г/) =  j sinx -  sinj/j . a-, у G R.
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11.38. р (х .у )
0 . х = у
1. х < у  X. у  е К.

2 . х > у.

11.39. р ( х . у ) - \ х 1 - у 2\ + \у1 - х 2\. X; у е м 2.

11.40. р ( х . у )  = \х\ -  у х\+2\х2 - у 2\2 . х, у  € К2.

11.41. p { x . y )  = \ x i - y i \  + \x2 - y 2\. х , у €  К3.

11.42. p ( f  g )  =  |/ (0) — <? (0) | + j/ (1) — (1) |, f . g e C [ 0.1].

11.43. р ( х . у )  =  kn -  */»|2 • •!'•</€ t 2.
n—\

11.44-11.58-inisollarda x G A' va у  € A' elementlar orasidagi maso- 
fani toping. Masofa ko‘rsatilmagan misollarda tabiiy metrika qaraladi. Ularni
11.1G-11.34 misollardan qarab oling.

11.44. X = N, x = 5, у  = 25, p  (т. у )  = 0.1 • |.r — у |.

11.45. X  = R3. x = (8 . 4. 3). y  = (6 , 0 . - 1).

11.46. A  = R*x , x = ( —1. -2 . 3. 0)

СЧОCNII

11.47. X = R j, x = (4. 5. 0. 1), у = ( -3 , 0. 2, 7).

11.48. A  = P<„. x(t )  = l + t .  y{t) == 21 , p{x._ y )  = j \x{t) 
0

11.49. И II О о 7r] j x ( t )= s in t . j/ = COS t.

11.50. X = C2[-■7Г. 7г] . л: ( t )  = e '* , y(t)  =  e~".

11.51. X  =  rn. x n =  ( -  1)", I/,, =
n

11 +  1

11.52. X  =  с,
n +  1

— : 2/л —n i - ( - 4 - i .

11.53. X  =  со- x„ =  22 ". y„ =  - 2 l-n

11.54. A  =  ( 2, x =  (1 . 1. 0 . 1 . 0 . 0 .... ). ( 0 .0 .0 . . .  ). 
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|5. X = Li[0. тг]. x(^) = sin i. y ( t ) = c o s t .

tl6 . X = Lo[0. тг], x(t )  = s i n t .  y ( t )  = c o s t .

V , X  = V[—7Г, 7г], x ( t ) = c o s t ,  y{ t )  = 1.

58. X  = Л/[0 , 2 л ] ,  p(.r. г/) = sup j.r(0  -  y ( t ) \ . X(t) = t, y ( t )  = sin?.
0< /< 4

12-§.  Yaqi nl ashuvchi  v a  f undament a l  ket ma- ket l i kl ar

X  metrik fazoda i 'i. xo, ■ ■ ■ ■ x n. . . .  ketma-ketlik va x liuqra berilgan 
Lbo‘lsin. Agar lim p  (x„. x) = 0 munosabat bajarilsa. {x,,} ketma-ketlik x

11—► OG

'liuqtaga yaqin l ashadi  deviladi. r  nuqta esa {.r,,} ketma-ketlikning li.mit.-i 

deyiladi. Agar ixtiyoriy £ > 0 uchun shunday Nt  natural son mavjud bo'lib. 
barcha. n > N,  va m  > Nt lar uchun p  (*„, x m) < s  tengsizlik bajarilsa.. u 
holda {^/i} gu f u n d a m en t a l  ketma-ketl ik deviladi.

12.1. Agar lim p( :r„..ro) = 0 va lim р ( . г . , , у п) = 0 bo'lsa. u holda
11—-oc n — o c

lim p ( y n. x o) = 0 ekanligini isbotlang.
Tl—*00

Isb o t. Metrikaning 1 va 3-aksiomalaridan foydalansak,

0 < p  ( y „ .x o) < p  (y„. x „ ) + p  (x„. x0)

tengsizlikka ega bolamiz. Bu sonli tengsizlkda limitga o'tib.

lim p ( y „ . x 0) -- 0 
n —»oc

ni olamiz. □

L2 .2 . xn (t )  = r r t  ■ e~nt funksiyalar ketma-ketligi x( l )  = 0 funksivaga har 
bir nuqtada yaqinlashuvchi. ammo Г’^0 . 1] metrik fazoda yaqinlashuvchi 

einas. Isbot. qiling.

Isbot .  Har bir t G [0, lj uchun lim x„( t)  = 0 tenglik matematik analiz
n — o c

kursidan ma'lum. Demak, x„ (/) funksiyalar ketma-ketligi x(t )  = 0 funksiva-
ga. liar bir nuqtada yaqinlashadi. Endi p i(.r„. 0) masofani hisoblaymiz.

l
\x„(t)\dt= I  n 2t e~n>dt  = 1 — (n + l ) e —". 

и n о
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Integralni hisoblashda bo'laklab integrallash usulidan foydalanildi. Bu yerdan

lim p i ( x n. x ) = 1и—x:
ni olamiz. Demak. {x„} ketrna-ketlik x(t )  = 0 funksiyaga Ci[0. 1] fazo 
metrikasida. yaqinlashuvchi emas. □

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

12.3. (X , p)  metrik fazoning ixtiyoriy x. y. z. t nuqtalari uchun
a) | p ( x , z ) - p  (y, t)\ < p ( x , y )  + p  {z. t ) :
b) | p  (,t, z) — p { y . z )  | < p  (x. y )  tengsizliklarni isbotlang.

12.4. {,r„} ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Agar lim /э(х-2П.а ) = 0,II — ~>C
lim p ( x 2n - i - b ) = 0 va lim p{xn. c )  = 0 bo!lsa. a = b = с hamda

n —*OC 7? —ЭС-
lim p  (xn, a) — 0 munosabatlarni isbotlang.П-+ЭС

12.5. С  [0. 1] metrik fazoda ushbu

a) x,l ( t ) = t a -  t ”+1; b) y n ( t ) = t n - t 2n:
fii /n+1

c) zn (t )  = t" -  21”+1 + t”+2: ' d) u„ (/) = --------------
n  n  + 1

ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo‘ladimi?

1 2 .6 . Oldingi misoldagi funksiyalar ketma-ketligi C ^ '[0 . 1], C i[0 . 1] metrik 
fazolarda yaqinlashuvchi bo'ladimi?

12.7. C\ [0. 1] metrik fazoda yaqinlashuvchi. ammo C[0. 1] metrik fazoda 
yaqinlashuvchi bo'lmagan x„( t)  uzluksiz funksiyalar ketma-ketligiga mis- 
ol keltiring.

12.8. Ci[0. 1] metrik fazoda x(t )  = 0 funksiyaga yaqinlashuvchi. ammo hech 

bir t  6 [0 , 1] nuqtada 0 ga yaqinlashmaydigan funksiyalar ketma-ketligiga. 
misol keltiring.

12.9. Agar x„( t)  uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi C[0. 1] metrik fazoda 
x (t) funksiyaga j'aqinlashsa. bu ket.ina-ketlik C i[0 , 1] va Сз[0 . ll metrik 
fazolarda ham shu x ( t ) funksiyaga. yaqinlashadi. Isbotlang.
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12.10. С[0. 1] metrik fazoda yaqinlashuvchi. ammo 1] metrik fazoda 
yaqinlasliuvchi bo'lmagan uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalardan ib­
orat, ketma-ketlikka misol keltiring.

12.11. Ushbu

a) xn = ( 1 . 2 .........77, 0 , . . . ) :  b) y„ = ( - 1 . 2 .......... ( - 1)” n, 0 , . . . ) ;

c) = ( 1 . 1 , . . . .  1 , 0 , ■. ■); d) u„ = ( l .  i ........ i .  0 , . . . )  :
П

e) = (P........ °- b  °- • • ’) ; f ) “ V = ...........- p  0 , . . . ) :  a > 0
----- *-----  J2___  n -n  vn

ketma-ketliklarniug qaysilari cq, c .  l v  , m  metrik fazolarda yaqin- 
lashuvchi bo'la.di.

1 2 .1 2 . R da metrika. p ( x , y )  = | arctg.r — arctg у  j tenglik bilan aniqlangan 
boisin. U holda ixtiyoriy monot.on ketma-ketlik (inasalan. x„ = n ) fun- 

damentaldir. Isbotlang.

12.13. Biror qismiy ketma-ket.ligi yaqinlashuvchi bo'lgan fundamental ketma- 
ketlik yaqinlashuvchidir. Isbotlang.

12.14. Biror tayinlangan s  > 0  son ncliun p (x ^ ,x m) > s > 0, к  ф m shartni 
qanoatlantiruvchi {x„} ketma-ket.likd'in yaqinlashuvchi va liatto funda­
mental qismiy ketma-ketlik ajratib olish mum kin emas. Isbotlang.

12.15. (X. p) metrik fazo, {х,,}. {г/,,} esa. utidan oliugan fundamental ketma- 
ketliklar bo'lsin. U holda {an = p  (x„, y n) } sonli ketma-ketlik yaqin­
lashuvchi ekanligini isbotlang.

12.16. {a-,,} fundamental ketma-ketlik bo’lsin. Agar biror {(/„} ketma-ketlik 
ucliun lim p (x„, y„)  — 0 boisa. {?/»} ketma-ketlik ham fundamental

11—* ОС

boiishi kelib chiqadimi?

12.17. {x,,} va {у,,} fundamental ketma-ketliklar ucliun

lim p (xn, y n) = 0
11—*0С



shart bajarilsa, bu ketma-ketliklarni ekvivalent deylik va {.r,,} ~ { y,,} 
ko'rinishda yozaylik. Bu (vaqtincha) kiritilgan munosabat refloksiv. sim- 
metrik va tranzitiv ckanligi. ya ’ni haqiqatan ham ekvivalentlik muuos- 
abati bo'lishini isbotlang.

12.18. {x„} . {(/„}. {:„}■ {£,,} fundamental ketma-ketliklar uchun {x„} ~ 
{yn} va {г,,} ~ {f„} bo'lsa. quyidagi tenglikni isbotlang

lim p{ x„ , z n) = lim p { y n. t „) .
/1—0 С 77—  ОС

13-§. Ochiq va yopiq to 'p lam lar

Bizga X  metrik fazo. uning x0 nuqtasi va r  > 0 son berilgan bo'lsin. 
A- metrik fazoda markazi xo nuqtada. radiusi r  bo'lgan ochiq s h a r  deb  

{.r G X : p ( x .x o )  < r} to'plamga aytiladi va u В (xo, r) kabi belgilanadi. 
Berilgan xq € X  va r > 0 da р(х,хц) < r  shartni qanoatlantiruvohi bar­
cha x € X  elementlar to‘plami S[xq. r] orqali belgilanadi va u markazi Xn 
nuqtada. radiusi r  bo'lgan yopiq sh a r  deyiladi. p ( x ,x o )  = r  shartni qanoat- 
lantiruvchi barcha x G X  elementlar to'plami 5[xo. ?■] orqali belgilanadi 
va u markazi xq nuqtada. radiusi r  bo'lgan s f e r a  deyiladi. Metrik fazoda 

markazi xo nuqtada va radiusi £ > 0  bo'lgan В  (xo. f) ochiq shar xo nuq- 

t anin g  e — atrof i  deyiladi va u O-  (xo) ko'rinishda belgilanadi. A' metrik 
fazo, M  uning qism to'plami va x G A' bo'lsin. Agar ixtiyoriy г  > 0 uchun
0.:  (x) П Л/ ^  0 munosabat bajarilsa. x nuqta M  ning ur in i sh  nuqtas i  dey­
iladi. M  to'plamning barcha urinish nuqtalaridan iborat to'plam M  ning 
y op i g ' i  deyiladi va u [Д/] yoki M  ko'rinishda belgilanadi. Agar x G A" ning 
ixtiyoriy Or (x) atrofi Д/ ning cheksiz ko'p elementlarini saqlasa. u holda 
x G A' nuqta M  to'plamning l imitik nuqtas i  deyiladi. M  to'plamga 
tegishli x nuqta uchun shunday £ > 0 mavjud bo'lib. О- (x) П Д/ = {x} 
bo'lsa. u holda x nuqta Л/ to'plamning ynkkalangan ( yo l g ' iz)  nuqtas i  deyi­

ladi. Agar A' metrik fazodagi M  to'plam uchun M  = [A/] tenglik bajarilsa. 
.1/ y op iq t o'p lam  deyiladi. Boshqacha aytganda. agar to'plam o'zining bar­

cha limitik nuqtalarini saqlasa. u y op iq  to 'plam deyiladi. Agar x G M  nuqta
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Uchun shuuday s  > 0 mavjud bo’lib, 0,: (x) С  M  bo‘lsa. x uuqta M  

to‘plamning ichki. nuqtas i  deyiladi. Agar to‘plamning barclia nuqtalari ichki 
nuqta bo’isa. u ochiq t o 'p lam  deyiladi. Ya'ni faqat ichki nuqtalardan tashkil 
topgan to'plam ochiq t o 'p lam deyiladi. Agar tnetrikaning 3-aksiomasi. ya'ni 
uchburchak tengsizligi p{x .z )  < max {p (x, y ) , p  (y. 2)} tengsizlik bilan a.l- 
mashtirilsa. (X , p ) ga ul irarnetr ik f azo  deyiladi. Ochiq va yopiq to'plamlar 
haqida quyidagi tasdiqlar o'rinli.

13.1-teorem a. Ixt i y o r i y  s o nd ag i  y op iq t o ' p lamla r  kes i shinas i  va  chekl i  

s o n d a g i  yopiq t o ' p lamla r  y i g ' i nd i s i  yopiqdir .

13.2-teorerna. Ixt iy or i y  s o n da g i  ochiq t o ' p lamla r y i g ' i nd i s i  va chekl i  s o n d a ­

g i  ochiq t o ' p lamla r ke s i s hmas i  у  ana ochiq to 'p lam dir.

13.3-teorem a. M  to 'p lam ochiq bo i i s h i  u chun  un in g  butun f azo ga cha  

t o ' l d i ruv ch i s i  X \ M  yopiq bo i i s h i  zarur  на ye tar l i .

Ixtiyoriy metrik fazodagi ochiq va yopiq to’plamlar haqida 13.1-13.3-teore- 

malar o’rinli. Sonlar o:qidagi ochiq to’plam tavsifi quyidagi teorema orqali 
ifodalanadi.

13.4-teorem a. Son lar  o ' qi dag i  ixt i yor iy  ochiq to 'p lam chekli. yoki sanoql i  

s o n d a g i  o 'zaro k e s i s hmayd i g an  in t e rva l l a r  y i g ' i nd i s i  ko r i ni sh i da  tasvi r lanadi .

13.1. Kattaroq radiusli shar kichikroq radiiisli shaming qismi bo‘lishi mumkin- 
tni? Misol keltiring.

Yechish. Faraz qilaylik, X  — R+ va p  (x. y )  — \x -  y\ bo’lsin. Agar 
6 (1 .5 ) = {x € [0. oc) : jx — 1 j < 5} deb markazi 1 nuqtada va. radiusi 5 
ga. t.eng sliarni, hamda B ( 3.4) = {x € [0. oc) : |x — 3j < 4} deb markazi 3 
nuqtada va radiusi 4 ga. teng bo'lgan ochiq sharlarni olsak, u holda

13.1. R d a ochiq va yopiq to ^ lam la rn in g  tuz ilish i

r 2 = 5 > ri = 4 ; ammo [0. 6 ) = В  (1,5) С  В  (3.4) = [0. 7).

13.2. R3 to’plamda

□

3
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metrika. kiritilgan. Markazi (0 . 1 . 2) nuqtada radiusi esa a) 1 ga: b) 2 ga:
c) 3 ga teng bo'lgan sferalarni chizing.

Yechish. Radiusi 1 ga teng sfera - (0. 1. 2) nuqtadan o‘tuv<:hi va koordi- 
liata o'qlariga parallel to'g'ri chiziqlardan ularning kesishish nuqtasi (0 . 1 , 2 ) 
nuqtani chiqarib tashlashdan hosil bo'lgan to'plam bo'ladi. 13.1 chizmaning
a) siga qarang. Radiusi 2 ga teng sfera - (0. 1. 2) nuqtadan o'tuvchi va ko- 
ordinata tekisliklariga parallel tekisliklardan. har juft tekislikning kesishish 
chizig'ini chiqarib tashlashdan hosil bo'lgan to'plam bo'ladi, 13.1 chizmaning
b)siga qarang. Radiusi 3 ga teng sfera -  R3 fazodan (0. 1. 2) nuqtadan 
o‘tuvchi va koordinata tekisliklariga parallel tekisliklarni chiqarib tashlashdan 
hosil bo'lgan to'plam bo'ladi. □

13.3. Diskret. metrik fazoda har qanday to'plam ham ochiq, ham yopiq to'plam 
ekanligini isbotlang.

Isbot. Diskret metrik fazoda ixtivoriy M  uchun [Л/] = M  tonglik o‘rinli. 
Shuning uchun M  yopiq to‘plam. Faraz qilaylik. x € M  ixtiyoriy nuq- 
ta bo'lsin. u holda ixtiyoriy s  S (0 . 1) uchun 0 ; (x) — {x} atrof M  da 
sa.qlanadi. Demak. M  ochiq to‘plam. □

13.4. Interval ochiq. kesma yopiq to'plam ekanligini isbotlang.

Isbot. IK da ixtiyoriy (a, b) interval ochiq to'plamdir. Haqiqatan ham, 
agar x € (a. b) desak. ;  = min{x — a. b — .r} son uchun CM.г) С (a, b).
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Endi ( — ос. a) to'plamning ochiq ekanligini ko'rsatamiz. Agar ixtiyoriy x £ 
( — DC. a) uchun, £ = n— x desak. O.-(.r) С ( —oc, a).  Xuddi shunday (b . oc) 
to'plamning ochiq ekanligi ko‘rsatiladi. Ochiq to'plamlai'ning birlashmasi ochiq 
ekanligidan ( — 00 . a) U (6. oc) to'plamning ochiq ekanligi kelib chiqadi. 13.3- 

teoremaga ko'ra bu ochiq to'plamning to'ldirnvchi to'plami bo'lgan [a, 61 

kesma vopiqdir. □

13.5. К  + К  := {z = x + у  : x, у  e  A'} = [0. 2] tenglikni isbotlang.

Isbot. Kantor to'plami К  dan ixtiyoriy
OC OC -

ESi s r '  >37 va ;„ = ^ -
)=i i=i

larni olamiz. Bu yerda s,  va 6, lar 0 yoki 2 raqamlaridan birini qabul qiladi. 
Agar

0 0  ЭС- OC- r- X . ,

= v„
i= i i—1 i= l  <=1

shaklda vozsak, u holda a, va bi lar 0 yoki 1 raqamlaridan birini qabul
x  c,qiladi va ularning yig'indisi x + у  = 2 —-, c, = u, + b, bo'lib. с, — 0 . 1

;=i
yoki 2 raqamlaridan istalgan birini qabul qila oladi. Ya'ni x + y ,  x € К.  у  G 

К  shakldagi yig'indini [0 . 2] kesmadagi ixtiyoriy songa teng qilish mumkin. 
Demak. К  + К  = [0. 2] tcmglik o'rinli. □

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

13.6. Agar radiusi 7 ga teng bo'lgan shar. radiusi 3 ga teng bo'lgan shar ichiga 

joylashsa. ular ustma-ust tushadi. Isbotlang.

13.7. R2 to;plamda x = (х^хг) , у  = (1/1, 2/2) uchun

a) P\{x- У) = k i  ~ Vi\ + к з  -  m \ ■
b) p -2 (x, y )  = max(|.i'i -  y jj. j x2 -  г/21) :

'•) Pi {x. y)  = \[>1 -  y i )2 + (x2 -  y-i)2-
d) pi{x. y )  = sign Ix 1 у i\ + sign |x2 -  yo\
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tengliklar orqali kiritilgan metrikalaming har birida markazi 0 = (0 . 0 ) 
nuqtada va radiusi 1 ga teng ochiq shar B ( 0, 1), yopiq shar B[0, 1] va 
S[0, 1] sferalarni chizib ko'rsating.

13.8. Kengaytirilgan to'g'ri cliiziq R* -  ( —oc, +oo) U {—oc} U {+oc} da

» ) ч  « ( - # ) = !т т й “ т т й !
metrikalar kiritilgan. Agar 0 < r  < 1 bo'lsa, В  (—oo. r ) ; В  (oc, r) 
to‘plamlarni, ya ’ni markazi ±oo, radiusi r bo'lgan ochiq sharlarni chiz­
ing.

13.9. M  С (X , p) to'plaraning diametri d i a m M  = sup p { x , y )  tenglik bi-
x.yeM

lan aniqlanadi. U holda:

a) d i a m B ( x 0, r )  < 2r  tengsizlikni isbotlang;

b) d i a m B ( x o , r )  < 2r  bo'lgan sharga misol keltiring;

c) d i a m B ( x o . r )  = d i a m B [ x 0,r} tenglik to!g‘rimi?

13.10. Ochiq shar - ochiq to'plam, yopiq shar esa yopiq to'plam bo'lishini isbot­
lang.

13.11. Ж2 tekislikda (0, 1) va (0, —1) nuqtalardan hamda OX  o'qidagi (—1. 1) 
intervalda.il iborat to'plamni M  deb belgilab, M  to‘plamda Evklid 
metrika,sini kiritamiz:

P(x.y)  = \J(x ! -  j / j ) 2 +  (x2 -  г/г)2 \x =  (1 1 , 12) • У =  {у\,у-г) € М.

U holda markazi (0, 0) nuqtada, radiusi 1 ga teng ochiq shaming yopiq 
to!plam, ammo yopiq shar emasligini isbotlang.

13.12. Shunday yopiq sharga misol keltiringki, u ochiq to'plam bo'lsin. ammo 
ochiq shat- boimftsin.

13.13. Diskret metrik fazoda. ixtiyoriy ikkita shar voki kesishmaydi yoki biri 
ikkinchisining qismi bo'lishini isbotlang.
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13 .14. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy "uchburchak" teng tomonli, ultramet,rik 
fazoda. esa liar qanday "uchburchak" teng yonli ekanligini isbotlang.

J3 .1 5 . Fi  va F-у yopiq to'plamlar o'zaro kesishmasin. va.'ni Fj П Fi = 0 . 
U holda shunday G i D Fi va Go Э Fo ochiq to;plamlar mavjudki. 

G l П G -2 = 0- Isbot qiling.

13 .16 . O'zaro kesishmaydigan intervallardan iborat to'plamlaniing quvvati chek­
li yoki sanoqli ekanligini isbotlang.

13 .17. R da ixtiyoriy ochiq to'plam chekli yoki sanoqli sondagi o'zaro kesish­
maydigan intervallarning birlashrnasidan iborat bo'lishini isbotlang. Bu 
yerda (-o c , a ) , (a. o c ) . (-oo , oc) va (a. a) = 0 to'plamlar ham 
intervallar jumlasiga kiradi.

13.18. R dagi ixtiyoriy yopiq to'plamni (—oc, oo) dan o'zaro kesishmaydigan 
chekli yoki sanoqli sondagi intervallarni chiqarib tashlash natijasida hosil 
qilish murnkin. Isbot qiling.

13.19. Ixtiyoriy x £ [0, lj sonni uchlik kasrga yovish mumkinligini isbotlang:
DC- - .

,r = £  ~  . bu yerda — 0, 1, 2 raqarnlardan biri. U holda x =
/=1 3'

0 , ; i ' 2 . . .  ko'rinishda yozamiz. Agar biror x G [0, 1] uchun shunday n

rnavjud bo’lib. r„ Ф 0 va. £„_] = r „_2 = ... = 0 bo'lsa. x soni chekli
uchlik kasrga yoyilgan deyiladi. Bu x sonini cheksiz yoyilma ko'rinishda

ham yozish murnkin: x = 0 , £1 . . .  s„ 0 . . .  = 0 , S i . . .  5„_ 1 (e„ — 1)2 2 . . .
masalan, 0,100 . . .  —0,0222__  Fi orqali yoyilma.sida 1 raqarni qat-
nashmaydigan usulda yozish mumkin bo'lgan barclia x €  [0 , 1] sonlar
to'plamini belgilaylik. Masalan. 0.1—0,0222 .. . yoki -  -0 .020202 .... F\

4
to'plamning yopiq va kont.inuum quvvatli to'plam ekanligini isbotlang. 

Fi = К  to'plam K a n t o r  to'plarni  deyiladi.

13.20. 0. 25 £ A ekanligini isbotlang.

187



14-§. То‘1а metrik fazolar

Agar X  metrik fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik yaqinlashuvchi 
bo'lsa. u holda X g a  to' la met r ik f azo  deyiladi. X  metrik fazoning ikkita 

A va В  qism to‘plarnlari berilgan bo'lsin. Agar В  С [Л] bo'lsa, u holda 
A to'plam В  to'plamda zich deyiladi. Xususan, agar f„4] — X  ЬоЪа, .4 
to'plam h a m m a  y e rda  zi ch (X  da zi ch)  deyiladi. Agar A to'plam birorta 
ham sharda zich bo'lmasa (ya’ni har bir В  С X  sharda A to plam bilan 
umumiy elementga ega bo!lmagan B 1 shar saqlansa), u holda. A he ch  y e rda  

z i chma s  deyiladi. (A, p)  metrik fazoda x uuqta va Kl  to'plam ora s i dag i  

m as o fa  degatida
p ( x , M )  = inf p(x,  y )

1/6 м
miqdor tushiniladi. Xuddi shunday (A. p)  metrik fazoda A va  В  to!plamlar 
ora s i dag i  ma so f a  deganda

p { A , B ) =  inf p ( x . y )
л-еА.уеВ

miqdor tushiniladi. Metrik fazolarning to!laligini tekshirishda quyidagi teore- 
madan foydalaniladi.

14.1-teorem a. X me t r ik f azo  t o ‘la bo' l ishi u c hu n  undag i  ixt i yor i y  i chrna-  

icl i j o y l a s h g a n  va radius lari  n o l ga  i nt i luv ch i  y op iq  sha r l a r  k etma-ke t l ig in ing  

ke s i shmas i  bo' sh bo lmasl i g i  zarur va yetar l idi r .

Agar R  metrik fazo to'la. boimasa, uni biror usul bilan (aslini olganda 
yagona usul bilan) biror to‘la metrik fazo ichiga joylashtirish mumkin.

14 .1 -ta ’rif. Agar:  1) R me tr ik f azo  R* to ‘la me t r ik f a zo n i n g  q i sm f azos i  

bo' l sa:  2) R  t,o‘plarn R* n i n g  h a m m a  y e r i da  zich. y a ’ni  [Д] = R“ b o ‘Isa. и 

holda R* me t r ik f azo  R me t r ik f a zo n i n g  to ‘Idirrnasi deyi ladi .

14.2-tfeoremai Har bi r R  me t r ik f azo  t o ' ld i rmaga ega va bu to ' ld i rma  

f azo R n in g  nuqtalar ini  qo 'zg ' almas  holda qo l d i ruv chi  i z om e t r i y a  aniql igida  

yag onadi r .

14.1. К metrik fazo to ia. Isbotlang.
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Isbot. Matematik analiz kursidan malumki, ixtiyoriy fundamental sonli 
ketma-ketlik yaqinlashuvchidir. Demak. R to'la metrik fazo. □

14.2. C i[ - 1 : 1] metrik fazo to‘la. emas. Isbotlang.

Isbot. (7i[—1, 1] fazoning to‘la emasligini ko'rsatamiz. Buning uchun 
C\ [— 1. 1] fazoda uzluksiz funksiyalarning

f n (x )  = <

, - i l

n x .  a ga r  x G ( —n  x, n x)
1 . a g a r  x € [n-1. 1] 

ketma-ketligini (funksiya grafigi 14.1-chizmada. keltirilgan) qaraymiz. Bu ketma- 
ketlik C\{— 1. 1] fazoda fundamentaldir. chunki barcha x G [—1. 1] lar uchun 
|/„ (x) — f m (x)| < 1 ekanligini hisobga olsak va n  < m  desak,

V
14.1-chizma

P {fn: fm )  = f  I f n  (x) ~ fm  (x) \dx < [  1 dx = -  —> 0. П —► O C.
J  1 J - l/n  71

Biroq {/„} ketma-ketlik C\[— 1. 1] fazodagi birorta ham funksiyaga yaqin- 
lashmavdi. Haqiqatan ham. / G C i[— 1. 1] ixtiyoriy funksiya va

— 1. a g a r  x G [— 1. 0).

1. a g a r  x G [0. 1] 

nol nuqtada uzilishga ega. funksiya bo'lsin. Ko'rinib turibdiki,

0 : x G [—1. - l / n ] l j [ l / n .  1]. 

r ix + 1. x G ( - 1  /п. 0 ). 

nx  — 1. x  G [0, 1/n).

y { x )  =

fn  (x) -  -y (x) = <
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Buiidan tashqari barclia x G [-1 . 1] lar ucliun \f„ (x) -  r'( .r ) < 1. Shuning 
uchun

1 l/'n
J \f»(x) ~ *{x)\dx = J \fn(x) -  <f(x)\dx <  ̂ 0 . n * oo. (14.1)

l l i
J  1/(2-) -  'Ax)\dx < I |/(.r) -  f n(x)\dx + j  \f„{x) -  (f{x)\dx. (14.2) 
- l  - i  - l

t.engsizlikka kelainiz. Endi quyidagi

J \f (x) -  j ( x ) \ d x  > 0 (14.3)

tengsizlikni isbotlaymiz. Uniug isbotini ikki liolga ajratamiz.

1) Faraz qilavlik, /(0) < 0 bo'lsiii, u holda / ning uzluksizligiga. ko’ra 

shunday d'i > 0 mavjudki. barclia x G [0. dj] lar uchun f ( x )  <1/2 bo'ladi. 
Bundan

\f{x) - y { x ) \ >  1/2. x G [0. t)]] (14.4)

t.engsizlik kelib cliiqadi. (14.4) t.nngsizlikni [0. d'ij kesma bo'yicha int.egrallab.

J  if { x )  -  y'(-r)l dx > |f ( x )  -  r{x )\dx > j

t.engsizlikka kelamiz.
2) Agar biz /(0) > 0 deb faraz qilsak. 11 holda shunday 62 > 0 mavjudki, 

barclia x G [—£■>, 0) lar uchun | f  (x) — ^ (.r) j > 1/2 boiadi. Bundan

J  \.f (x) - r  (x ) l dx  >  J  I /  (,r) -  i f  (,r)i dx >

Demak, (14.3) tengsizlik isbot boidi. (14.2) tengsizlikdan

l l l 
J  If ( x )  -  f n{x)\dx > J \f{x) -  <p(x)\dx -  J  |/„(.r) -  v{x)\dx (14.5) 
-1 -1 -1
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P (/: f n ) =  j  I/ (x) -  f n  (x) I dx

ning noiga yaqinlasha olmasligi kelib chiqadi, ya ’ni {/„} ketma-ketlik C i[—1. 1] 
dagi birorta ham funksiyaga yaqinlasha olmaydi. □

14.1. S eparabe l m etrik  fazolar

Hamma yerda zich sanoqli qism to'plamga ega bo'lgan metrik fazolar s e p a ­

rabel  met r ik f azo l a r  deyiladi. M  to'plamning barcha ichki nuqtalaridan iborat
о

to'plam M  to'plamning i c h i  deyiladi va M  bilan belgilanadi. A to'plamning 
c h e ga ra s i  F rA  = .4 П (A\.4) tenglik bilan aniqlanadi.

14 .3-teorem a (B e r  t e o r emas i ) .  To'la me t r ik  f azon i  h e ch  y e rda  zi ch bo' lma-  

ga n  sanoql i  s o n d a g i  t o 'p l amla r  y i g ' i nd i s i  ko' r i ni shida tasv i r l ash murnkin emas .

Endi, mukammal to'plam. 1-va 2-kategoriya to'plamlar tushunchalarini kelti- 
ramiz. M  to'plamning barcha limitik nuqtalaridan iborat to'plamni M'  bi­
lan belgilaymiz. Agar M  = M '  tenglik o'rinli bo'lsa. M  ga mukammal  

t o ' p l am  deyiladi. Agar X  to'la metrik fazodagi M  to'plamni hech yer­
da zich bo'lmagan sanoqli sondagi to'plamlar birlashmasi ko'rinishida tasvir­
lash mumkin bo'lsa M  to'plamga 1 -ka te gor iya l i  t o 'p lam  deyiladi. Agar M  

to'plamni hech yerda zich bo'lmagan sanoqli sondagi to'plamlar birlashmasi 
ko'rinishida tasvirlash mumkin bo'lmasa M  ga 2-ka te gor iya l i  t o 'p lam  deyila­
di.

4 .3. Q, M\Q to'plamlarning har biri R metrik fazoda zich ekanligini isbot­
lang.

Isbot. Faraz qilaylik. x € R ixtiyoriy haqiqiy son bo'lsin. U holda xn = 
[nx] : n ratsional sonlar ketma-ketligi ,r ga yaqinlashadi. Bu yerda [i] deb x 

ning butun qismi belgilangan. Demak, ratsional sonlar to'plami Q haqiqiy son­
lar to'plami R ning hamma yerida zich ekan. Endi irratsional sonlar to'plami 
R\Q haqiqiy sonlar to'plami R da zich ekanligini isbotlaymiz. Ixtiyoriy x €  R

ni olamiz. (14.1), (14.3) va (14.5) lardan
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haqiqiy son uchun y„ = 1— 1 + — irratsional soniar ketma-ketligi x ga yaqiii-П П 0 0 . 1
lashadi. Ya'ni. R\Q to'plam К da zich. Demak. |’Q] = [R\Qj = R. □

14.4. R metrik fazoda Q to'plam 1-kategoriyali. R\Q to’plam 2-kategoriyali 
to'plam ekanligini isbotlang.

Isbot. Ma'lumki, Q - sanoqli to'plam. shuning uchun uning elementlarini 
{xj. XO'X-i........xn, .. .} ko'rinishda nomerlab chiqish muinkin Shunday ekan

<Q= U^Mn. Mn = {xn}

yoyilma o'rinli va. AIn, n  — 1 ,2 , . . .  lar R ning hech yerida zich emas. Ta.'rifga 
ko‘ra Q 1-kategorivali to'plam. Endi irratsional soniar to'plami R\Q ning 2- 
ka.tegoriya.li to'plam ekanligini isbotlaymiz. Teskaridan faraz qilaylik. R\Q 
1-kategoriyali to'plam bo'lsin. U holda 14.44-misolga. кота. to'la metrik fazo 

1  = Q u  (R\Q) •, 1-kategoriyali to'plam bo’lar edi. Bu esa Ber teoremasiga 
zid. Demak, R\Q 2-kategoriyali to'plam. □

14.5. x haqiqiy sonning kasr qismi {:r} ko'rinishda belgilanadi. {n ■ \/2} ,
n £ N soniar to'plami [0, 1] kesmada zich ekanligini isbotlang. Umu- 

man. a — irratsional son bo'lsa. {n • a} . n g N soniar to'plami [0, 1] 
kesmada zich. Isbot qiling.

Isbot. Biz a irratsional son bo'lsa, {n ■ a}, n 6  N soniar to’plamining 
[0. 1] kesmada. zich ekanligini ko'rsatamiz. [0 , 1] kesmani teng N  boiakka
bo'lamiz. {a}, {2a}........ {.Va}, {(.V • l)a} sonlari har xil bo'ladi. Haqiqatan
ham. agar biror ki ^  ко uchun {k\a} = {A~2a} bo'lsa. u holda [k> — ki )a =

77?
[fc2a] — [к\а] = m  bo'lib. a = -------— bo'lar edi. Bu esa a ning irratsional

A’2 — к l
sou ckauligiga Bid. JV + 1 ta {a}. {2a}........{jVa}, {(Ar + l)a}  nuqta N ta

Г0 IN 1 2\ | N r 2 A -  IN N -  1 .V
L-V-v;- i x ' N j " ” L A' ■ .V j ' .V ' .Y

to'plamda yotgani bois hech bo'lma 

bo'ladi. Masalan. {A^a}, {A2u} G

ganda ulardan ikkita.si bir oraliqqa qarashli 
С- I  t \ bo'lsin. U holda Umumiylikka
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(lyon yetkazmaga.ii holda. k2 > к i deb faraz qilib. |{A->a} -  {Ai«}j < — ni 
)lamiz. Sonning kasr qismi ta ’rifiga ko'ra

{foa} — {^ia} = (koa — [^2«]) — ( 1̂ a — [A-ja]) = (k2 — k{)a + [Aria] — [k2a\

ni olamiz. Agar x — у  + n, n G Z bo'lsa, u holda {.r} = {г/} yoki {.r} = 
1 — {y} t.englik o'rinli bo'ladi. Deinak. |{A'2a} — {A~ia}j = {(ко — ki)a} yoki 

){fc2a} — {Aria}| = 1 — {{ко — ki)a} bo'ladi. N ixtiyoriy natural son bo'lganligi 
uchun shunday xulosa qilisli mumkinki. istalgan s  > 0 uchun shunday n G N 
mavjudki. {na} < £ yoki 1 — {па} < г tengsizligi bajariladi. Faraz qilaylik. 
1 — {na} < e  bo'lsin. Agar 1 — {na} = 6 desak. 6 G (0. s )  bo'ladi. 1 — {na} = 
<5 tenglikdan foydala.nib, n a  uchun

na  = [r?a] + 1 — 6 (14.6)

ifodani olamiz. Aniqlik uchun a > 0 deb faraz qilamiz. U holda [na] > 0 
butun son boiadi. Agar 1 —2d' > 0 bo‘lsa.. u holda 2na = 2[na]+2--<5 ((14.6) 
ga qarang) {2na} = 1 — 26 ni olamiz. Va hokazo agar 1 — mS  > 0 bo'Isa. u 
holda {mna}  = 1 — mS  tenglik o'rinli. Shunday eng kicliik m  sonini topamizki 
1 — [m  -(- 1 )<5 < 0 boisin. U holda. 6 > 1 — m d  > 0 tengsizligi o'rinli va. 
(m na) = 1— m d  < 6 tengsizlik ham bajariladi. Demak, ixtiyoriy £ > 0 uchun 
shunday л, G N mavjudki {-n.-a} < £ tengsizligi bajariladi. Endi x = 0 soni 
xn = {na} ketma-ketlikning limitik nuqtasi ekanligini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy 

e  > 0 uchun shunday n G N mavjudki 0 < {na} = 6 < £ < 0 .5  tengsizligi 
bajariladi. U holda shunday eng kichik m  sonini topamizki 0 < m d  < 1 va 
( m  + 1)J > 1 bo'lsin. U holda {mna}  = m5  va. {(rn + l)na} = < <5, £ 
bo'ladi. Demak. (0, £) oraliqda ,r„ = {na} ketma-ketlikning cheksizta. liadi 
bor. ya'ni x — 0 bu ketma-ketlikning limitik nuqtasi. Endi £ ni yetarlicha 
kichik musbat. son deb olamiz. U holda shunday n € N soni mavjudki. {na} = 

d < £ bo'ladi. U holda.

6, 2 6. 36.. . . .  rri5 G (0, 1) 
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bo'lib. (m  + 1)<5 > 1 bo'ladi. Bu yerda 8 ham irratsional son bo'ladi. Aks

ning irratsional ekanligiga zid. Shuning uchun ixtiyoriy m  G N da т д  Ф 

1. (14.7) munosabatdan ixtiyoriy x G [0, 1] uchun shunday m  topiladiki 

!{mna}  — x\ — |mS — x\ < S tengsizlik bajariladi. Yuqoridagi mulohazalarni 
tokrorlab ixtiyoriy x G [0, 1] va £ > 0 uchun (x — s. x + e )  oraliqda 
x„ = {raa} ketma-ketlikning cheksizta elementi yotishini ko'rsatish mumkin. 
Demak, [0. 1] dagi barcha nuqtalar x n — {na} ketma-ketlikning limitik 
nuqtalari bo'ladi. □

14.6. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy to'plamning chegarasi bo'sh ekanligini 
isbotlang.

Isbot. M  diskret metrik fazodagi ixtiyoriy to'plam bo'lsin. Ma'lumki (8.3- 
misolga qarang), bu fazoda ixtiyoriy M  to'plam uchun M  = M  tenglik 
o'rinli. Shunday ekan X \ M  = X \ M  tenglik ham o'rinli. To'plam chegarasi 
ta'rifiga ko'ra Л/ uchnn F r M  — M  П (X\M) = M  П (X \M )  = 0 tenglikni 
olamiz. □

Uy vazifalari va mavzuni o'zlashtirish uchun masalalar

14.7. с metrik fazoning to'laligini isbotlang.

14.8. To'la metrik fazolarning dekart ko'paytmasi yana to'la metrik fazo bo'lishi- 
ni isbotlang. Demak, R n metrik fazo to'la.

14.9. C[a. b] uzluksiz funksiyalar to'plamida metrika.

ifoda. bilan aniqlangan bo'lsa. (C[a , 6], p) metrik fazo to'la bo'ladimi?

14.10. C ^ [a . 6]— uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar to'plamida. metrika

p  (.r, y )  = max \ x { t ) - y  (f) j
a<t<b
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14.11.

14.12.

14.13.

14.14.

14.15.

14.16.

14.17.

14.18.

tenglik bilan aniqlangan bo'lsa, ( C {1, [u. b\,p) metrik fazo t.o‘la emas. 
(C,(11[q. b], p)  metrik fazoning toUdirmasini toping.

/ : R —> К funksiya qanday shartlarni qanoatlantirsa. p ( x . y )  —

I / 0r ) — f  ( у )  I akslantirish M to'plamda: a) metrika bo‘ladi; b) (R, p) 
to'la. metrik fazo bo!ladi?

Agar p(x,  y )  = jarctgx — aretgyj bo'lsa. (R. p)  metrik fazoning to'ldir- 

masini toping.

Ф — barcha finit ket.ma-ketliklar. ya ’ni faqat cheklita. liadi holdan farqli 
x = (x i , x o . . . . ,  xn, 0, 0 , . . . )  ketma-ketliklar to'plami bo‘lsin. Agar

OC

pi  (x. y )  = Y~\ x, -  y ,| : p2 (x. y )  = max | x, -  y, j
c '  l < f <OC/=1

bo'lsa, (Ф,рх) va (Ф,/>г) metrik fazolarning to'ldirmasini toping.

X -  уX = (—7г. тг) to'plamda p  (x, y )  = sin- 

(X , p )  metrik fazoning to'ldirma.sini toping.

metrika kiritilgan.

P -  barcha haqiqiy koeffitsiyentli ko'phadlar to'plamida x. у € P uchun

a) pi  (,r. y) =  max | x (t ) -  у  (t) j +  max j x" (t) -  y" (i) j :

b) />2 Or, y) = max | x (t) -  у  {t) | + max- , x' (f) -  y' (t) j :

c) Рз 0T> J/) = I z (0  -  у {t) | + | x' (0) -  y' ( 0 ) j

metrikalar kiritilgan. (P. pi), (P, рг), (P. Рз) metrik fazolarning to'l- 

dirmasini toping.

■ m— : m.  
. 2n

n € Z j  to'plamning R da zich ekanligini isbotlang.

— : n  € Z. о Ф 0 1 . { — + — : n, ra e  Z, n ■ m Ф  01 to'plam- 
n ) [ n m  j

lar R  metrik fazoning hech yerida zich emas. Isbotlang.

Hamma yerda zich, ichi bo'sh bo‘lgan to'plamga misol keltiring.
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14.19. Kantor to'plamining o'lchovi nolga teng.

14.20. Kantor to'plamining yakkalangan nuqtalari mavjud emas.
, o

14.21. Kantor t.o'plaminmg ichki nuqtalari mavjud emas. ya'ni К  = 0-

14.22. Kantor to'plami [0, 1] kesmaning hech yerida zich emas.

14.23. Kantor to'plami mukamrnal to'plam. ya'ni К  = K ' .

о T
14.24. R metrik fazoda shunday A to'plamga misol keltiringki, .4. .4, .4.

A  — §
.4. A. A to'plamlar turli. ya'ni hech qaysi ikkisi teng bo'lmasin.

14.25. A С {X,p) hech yerda zich bo'lmasa. X\A to'plam hamma verda. 
zichligini isbotlang.

14.26. Agar A hamma yerda zich va ochiq to'plam bo'lsa, X\^4 to'plam hech 
yerda zich emas. Isbotlang.

14.27. Shunday A to'plamga misol keltiringki, .4 va .Y\.4 to'plamlarning liar 
biri hamma. yerda zich bo'lsin.

14.28. Ф — finit ketma-ketliklar to'plami Co va ( p (p  > 1) metrik fazolarda 
zich joylashgan, ammo с va m  metrik fazolarda zich emasligini isbot 
qiling.

14.29. Agar A to'plam В  da. В  esa С  da zich joylashgan bo'lsa. ,4 to'plam 
С  da zich ekanligini isbotlang.

14.30. P — barcha ko'phadlar to'plami C[a.  6] metrik fazoda zich. Isbotlang.

14.31. [o. 6] kesmada a  = t\ < t -2 < - ■ • < t n = b nuqtalar va ixtiyoriy
T1.X2........ .r„ soniar berilgan bo'lsin. U holda x ( t , )  = .r,, i = l .n
va [tj, i i+i] oraliqlarning har birida chiziqli bo'lgan i ( f )  funksiya qis- 

man chiziqli uzluksiz f unks i ya  deyiladi. Barcha qisman chiziqli uzluksiz 
funksiyalar to'plami C[a.  6] metrik fazoda zich ekanligini isbotlang.

Kantor to'plamining quyidagi (9.19-9.23) xossalarini isbotlang.
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14.32. Barclia sodda funksiyalar (o'lchovli va qiymatlari to'plami ко'pi bilan 
sanoqli bo'lgan funksiyalar) to'plami L\{a, 6] metrik fazoda zich ekan- 
ligini isbotlang.

14.33. Sodda. funksiyalar to'plami Lp[a. b] (p  > 1) metrik fazoda. zich. Isbot­
lang.

14.34. [a. b} kesmada a = t\ < t 2 <■■■< t„ — b nuqtalar berilgan bo’lsin. 
(fj. t j+i).  i  = l ,n  — 1 intervallarning liar birida o'zgarmas. #,• bo‘li- 
nisli nuqt.alaridagi qiymatlari esa ixtiyoriy bo‘lgan funksiya p o g ' o na s im on  

f unks i ya  deyiladi. Ravslmnki. pog‘onasimon funksiya sodda funksiya bo'la­
di. Pog'onasimon bo'lmagan sodda. funksiyaga misol keltiring.

14.35. Pog 'oiiasimon funksiyalar Lp[a, 6] (p > 1) metrik fazodagi barclia sod­
da. funksiyalar to‘plamida. zich joylashgan. Isbotlang.

14.36. Po g'onasimon funksiyalar Lv [a. b\ (p > 1) metrik fazoda zich ekanligini 
isbotlang.

14.37. Barclia uzluksiz funksiyalar Lv [a. b] (p > 1) metrik fazodagi pog'on.i- 
sinion funksiyalar to'plamida zich. Isbotlang. Demak, C[a. b] to'plam 
sifatida Lp[a, b] metrik fazoda zich.

14.38. [a. kesmada aniqlangan ixtiyoriy uzluksiz funks ivani ist.algancha. aniq- 
likda Lp [a.b] fazo metrikasida ko‘phad bilan yaqinlashtirish mumkin, 
ya'ni x{t) uzluksiz funksiya va ixtiyoriy £ > 0 uchun shunday p{t) 

ko'phad mavjudki.

tengsizlik o'rinli. Isbotlang.

14.39. Oldingi 14.38-masa.ladagi p ( t )  ko'phadniiig barcha koeffitsiyentlarini rat- 
sional sonlar qilib tanlasli mumkin. Isbot qiling.
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14.40. Separabel metrik fazoning to'ldirmasi ham separabel bo'ladimi? Misol 
keltiring.

tasvirlash murnkin. Isbot qiling.

14.42. Separabel metrik fazoda ixtiyoriy F  yopiq to‘plainni mukammal M  va 
chekli yoki sanoqli N  to'plamlarning birlashmasi ko'rinishida tasvirlash 
mumkin. Isbotlang.

14.43. Diskret metrik fazo separabel bo'lishining zarur va. yetarli shartini toping.

14.44. M  va N lar 1-kategoriyali to‘plamlar bo'lsin. U holda M  U N  ning
1-kategoriyali to'plam ekanligini isbotlang.

14.45. Darajasi n  dan oshmaydigan ko'phadlarning P<„ to'plami C[a, b} 

metrik fazoning hech yerida zich emas. Isbot qiling.

14.46. P = |J P<„ barcha ko'phadlar to'plami C[a, b} metrik fazoda 1- kate-
71=1

gorivali to'plam bo'lishini ko'rsating.

14.47. Z-2[a. b\ to'plam Li[a,  6] metrik fazoda 1-kategoriyali to'plam. Isbot­
lang.

14.48. xn(t)  — uzluksiz funksiyalar va ixtiyoriy t G Ж uchun lim x n (t ) =

xo (t) bo'lsa, .To (t ) funksivaning uzilish nuqtalaridan iborat to'plam 1- 
kategoriya.li to'plam ekanligini isbotlang.

14.49. C[a. b] to'plarnda

14.41. Separabel fazoda. ixtiyoriy G ochiq to'plamni sanoqli yoki chekli sondagi
o'zaro kesishmaydigan ochiq sharlarning yig'indisi ko'rinishida:

G = U B (x„, ?'„), В  {x,. Г;) П В  (x . Г;) = 0, i /  jП

OC

metrika kiritilgan. (C[a. b}.p) separabel emas. Isbotlang.
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14 .50. С [а , 6] metrik fazoda

Mn = {:r : |:r(0 — x(t")\ < n  ■ jt' — t"\ , 'it', t" G [a, 6]} 

to'plam yopiq va hech yerda zich emas. Isbotlang.

14.51. C [a , b) fazoda. Lipshits shart.ini qanoatlantiruvchi funksiyalar to'pla-
OC

mi M  = U M n (14.50-masalaga qarang) 1-kategoriyali to'plam. M
11 =  1

to'plam yopiq emas va. C[a, b} fazoda zich ekanligini isbotlang.

14.52. С  [a, b] fazoda. bar bir n G N da

D„ = {x : x'( t )  G C[a, b} va max |:r'(£)j < n }
a<t<b

to'plam yopiq va yech yerda zich emasligini isbotlang.

14.53. C[a ,b} fazoda. uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar to'plami00
С^^а.б] = [J Dn (Dr, — 14.52-misolda aniqlangan) 1-kategoriyali

П —1
to'plam, yopiq emas va. hamma yerda zich ekanligini isbotlang.

14.54. Hech yerda zich bo'lmagan to'planming qism to'plami hech yerda zich 
emas. Isbotlang.

14.55. Chekli sondagi hech yerda zich bo'lmagan to'plamlarning yig'indisi hech 
yerda zich emas. Isbot qiling.

14.56. (X . p )  to'la. metrik fazo, M  c X  esa 1-kategoriyali to'plam bo'lsin. U 
holda. X \ M  to'plam X  fazoda zich bo'lishini ko'rsating.

14.57. (.X , p ) to'la. metrik fazo, G„ С X, n  G N esa ochiq va hamma yerda.
DC

zich to'plamlar bo'lsin. U holda. M  = p| G„ to'plam ham hamma. yerda.
I) = 1

zich ekanligini isbotlang.
0

14.58. M  to'plam hech yerda zich bo'lmasligi uchun M  — 0 shartning bajar- 
ilislii zarur va vetarli. Isbotlang.

14.59. X - to'la metrik fazo, M  С X  esa 1-kategoriyali to'plam bo'lsin. U holda. 
X \ M  2-kategoriyali to'plam. Isbot qiling.
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14.60. Agar 2/ц G B (x o , r )  bo'lsa. г )  С B(xQ.2r ) munosabatni isbot qi­
ling.

14.61. Biror .4 to'plamning £— atrofi ushbu

V';(A) = |.r G X : inf p(.r, y )  < s  |

t,e;nglik bilan aniqlanadi. U holda .4 = p) V;(.4) tenglikni isbotlang.
.->o

14.62. To'g‘ri chiziqda [a, 6]. (a, b), Z, Q. [a. oo), 0 to'plamlarning che- 
garalarini toping.

14.63. Hech yerda zich bo'lmagan to'plamning vopig'i ham hech yerda zich emas. 
Isbotlang

14.64. Fr(A  U В)  с  FrA  U F r  В  munosabatni isbotlang. Agar А П В  = 0 
bo'lsa. Fr(A  U B )  — FrA  U F r  В  tenglikni isbot qiling.

14.65. Separabel metrik fazoda ixtiyoriy to'plamning yakkalanga.il nuqtalari chek­
li yoki sanoqli to'plam bo'ladi. Isbotlang.

14.66. {x„} С [a, 6] bo'lsin. Ixtiyoriy (a , -j) С [a. b} interval uchun n ( a :  в )  

orqali x\. X2, nuqtalarning (а , в )  oraliqqa tushganlarining sonini 
belgilaylik. Agar ixtiyoriy (q. J )  С [a. 6] uchun

n ( a :  6) 3 — alim --------- = --------
h—*  n b — a

tenglik bajarilsa. {xn} ketma-ketlik fa, 6] kesmada t ekis t aqs im langan  
„ , 1 1  2 1 2 3  " 1 2  к -  1deyiladi. Ushbu 0. 1, - ........—, - ..........—-— . . .  . ket.ma-ket-

’ 2 3 3 4 4 4  к к к
lik [0 . 1] kesmada tekis taqsimlangan bo'ladimi?

14.67. a  — irratsional son bo'lsin. {no.} = n a  — [na], ya'ni n a  sonining 
kasr qismlaridan tuzilgan ketma-ketlik [0 . l j kesmada tekis taqsimlangan 
bo'lishini isbotlang.

14.68. 14.67-masaladan foyda.la.nib. 1.5. 52........ 5 " , . . .  ketma-ketlikdagi 5" son-
niug (o’nlik sanoq sistemasida) 13 dan boshlanish ehtimolligini toping.
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L4.69. X to'la metrik fazo, {/„} esa X  da aniqlangau uzluksiz funksiyalar 
boisin. Agar ixtivoriy x € X  uchun chekli lim f n(x) = /(,r) mavjud

n — o c

bo'lsa. / funksiyaning uzilish nuqtalari to'plami 1-kategoriyali to'plam 
ekanligini isbot qiling.

14.70. Agar / : R  —» R funksiya har bir nuqtada chekli hosilaga ega bo'lsa. 
f ' ( x )  funksiya uzluksiz bo'ladigan nuqtalar to'plami 2- kategoriyali to'p­
lam ekanligini isbotlang.

15-§. U zluksiz ak s lan tir ish la r

X = (X , p) va Y  = (У, d)  -  metrik fazolar, / esa X  ni Y  ga ak­
slantirish bo'lsin. Agar ixtiyoriy e  > 0 uchun shunday 8 > 0 mavjud 

bo'lib, p  (x, X q )  < 8 shartni qanoatlantiruvchi barcha x  6 X  nuqtalar uchun 
d ( f ( x ) . f ( x o ) )  < e  tengsizlik o'rinli bo'lsa. u holda / akslantirish zo € X 

nuqtada uzluksiz deyiladi. Agar / akslantirish X  ning hamma nuqtalarida. 
uzluksiz bo'lsa. u holda / akslantirish X da uzluksiz deyiladi. Agar ix­
tiyoriy £ > 0 uchun shunday 8 > 0 mavjud bo'lib. p{:r, y)  < 8 shartni 

qanoatlantiruvchi barcha x . y  € X  nuqtalar uchun d ( f ( x ) , f ( y ) )  < £ teng­
sizlik bajarilsa. u holda / akslantirish X  da tekis uzluksiz deyiladi. Agar 
/ : X  —> Y  biyektiv akslantirish bo'lib. / va /-1 akslantirishlar uzluksiz 
bo'lsa. u holda f  g o m e o m o r f  akslant irish yoki g o m e om o r f i z m  deyiladi. X  va 
Y  fazolar esa g o m e o m o r f  f azo l a r  deyiladi. Agar [X, p)  va ( Y d )  metrik fa­
zolar o'rtasida biyektiv moslik.o'rnatuvchi / akslantirish ixtiyoriy x\, x-i € X  

lax uchun p  (xi ,  X2) = d ( f  ( z i ) , / (хг)) shartni qanoatlantirsa, 11 holda / ak- 
slantirishga i zoni et r i ya  deyiladi. X  va Y  fazolar esa i zomet rik f azo l a r  deyi­
ladi.

15.1. / : R2 —> R funksiya har bir tayinlangan z  da у  o'zgaruvchi bo'yicha. 
ko'phad va har bir tayinlangan у  da z  o'zgaruvchi bo'yicha ko'phad 
bo'lsa. f ( x .  y )  funksiya ikkala. argumenti bo'yicha ham ko'phad ekanlig­
ini isbotlang.
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Isbot. Shartga ko'ra /(.r, y )  funksiyani quyidagiclia tasvirlash mumkin

f { x . y )  -  a0(x) + сц(х) у  + a 2(x) у 2 4------- f  a„(x) y n , (15.1)

f ( x , y ) = b o ( y )  + b i ( y ) x  + b2( y ) x 2 H-----+ b , „ ( y ) x m . (15.2)

Bundan / ning x va у  o'zgaruvchilar bo'yicha differensiallanuvchi ekanligi 
kelib chiqadi. Agar у  — 0 boisa. u holda (15.1) va (15.2) lardan quyidagini 
olamiz

f ( x ,  0) = Qo(x) — £>o(0) + £>i(0 ) :r+  £>2(0 ) x2 + • • • + bm (0) xm .

Xuddi shunday (15.1) va (15.2) lardan у  bo'yicha xususiy hosilaolib, ularning 
у  = 0 dagi qiymatlarini tenglaslit.irib

Ql(.r) = 6^(0) + £>1(0) rr + £>i(0) a-2 + • • • + £>',,(0 ) xw

tenglikni olamiz. Va hokazo f ( x , y )  ning (15.1) va (15.2) ifodalaridan у  

bo'vicha n —tartibli hosila olib. ularning у  = 0 dagi qiymatlarini teng- 
lashtirib

a n (x) = b{0n)( 0) + 6(; г)(0) x + b[2 \  0) x 2 + • • • + &m'(0) x m

tenglikka ega bo'lamiz. a0(z), a j ( x ) , ----  a n(x) lar uchun topilgan bu ifo-
dalarni (15.1) ga qo!yib, / (x. y )  ning ikkala. argumenti bo‘yicha ham ko'phad 
ekanligiga ishonch hosil qilamiz. □

15.2. Shunday / : ! - > !  uzluksiz funksiya va G — ochiq. F — yopiq to'plam- 
larga misol keltiringki. f ( G )  to'plam ochiq emas, f ( F )  to'plam esa yopiq 
emas.

Yechish. Agar F  chegaralangan yopiq (kompakt) to'plam bo'lsa, u holda. 
} (F )  ham kompakt, xususan yopiq chegaralangan to'plam bo'ladi. Demak. F  

yopiq, lekin chegaralanmagan to'plam bo'ladi.

Г cos x. a g a r  x £ [—At:. 47t],
\ 1 + (x — 47r)2 : x2. a g a r  |.r| > 4тг.

G  = (—27Г — 1 , 1) ochiq t.o'plamni olsak, f ( G )  = [—1 . 1] yopiq bo'ladi. 

F  = [47Г, oc) yopiq t.o'plamni olsak, f { F )  = [1, 2) yopiq to'plam emas. □
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15.3 . / : С'[0. 1] —► L][0. 1] akslantirish f {x ( t ) )  = x(t ) tenglik bilan 

aniqlangan bo'lsa. uning uzluksiz ekanligini isbotlang.

Isbot. xo G C[0. 1] ixtiyoriy nuqta bo'lsin. u holda

l i 
p ( f { x ) , f { x o ) )  = J  NO - 3: o( t )\dt  < m g  |x(0  - x Q(t)\ J  dt = p (x ,x 0)

о 0

tengsizlik o'rinli. Berilgan £ > 0 uchun 6 = s  desak. u holda p  (x. Xo) < <5 
shartni qanoatlantiruvchi barcha x G X  larda p(/(x)./(xo)) < e  tengsizlik 
ham o'rinli bo'ladi. xo G C[0. 1] ixtiyoriy nuqta bo'lgani uchun / akslan­
tirish uzluksiz bo'ladi. □

15.4 . f  : C’[0, 1] —> C[0, 1] akslantirish quyidagi

a) = / x ( s ) d s :  b) f ( x ( t ) )  = f  sin(f -  s ) x ( s ) d s  :
о о

c) f{x{t) )  = f  x2( s ) d s  : d) f ( x ( t ) )  = x ( ta ), a > 0
о

tenglik bilan aniqlangan. Ularning qaysilari uzluksiz. qaysilari tekis uzluk­

siz bo'ladi?

Yechish. a), b) va d) lar tekis uzluksiz. c) uzluksiz, lekin tekis uzluksiz 
emas. Biz misolning a) qismini tekshirish bilan cheklanamiz. / akslantirishni 
tekis uzluksizlikka tekshiramiz. Barcha x, у  G C[0. 1] lar uchun

p { f ( x ) J { y ) ) =  max I [ (x(.s) - y { s ) ) d s  < max |x(s) -  y{s)\ f ds ,
0< f <1 I J  о u < s < i J  о

ya'ni p ( f ( x ) . f ( y ) ) <  p{x , y)  tengsizlik o'rinli. Tekis uzluksizlik ta'rifidagi 6 

ni s  ga teng desak. u holda p  (x, y )  < 6 shartni qanoatlantiruvchi barcha 

x. у  £ X  larda p { f { x ) , f ( y ) )  < г tengsizlik bajariladi. Demak. / akslan­
tirish tekis uzluksiz ekan. Tekis uzluksiz akslantirish uzluksiz bo'ladi. □

15.5 . M da pi(x. y )  = jx -  у  j va p 2 (x. y )  = 

met.rikalar ekvivaleut. emas. Isbotlang.
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Isbot. Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni pi  va p 2 metrikalar ekvivalent 
bo'lsin. U holda shunday C\ > 0. C2 > 0 sonlar mavjud bo'lib. barcha 
х ф у ,  x. y  e  (  — o c .  d o )  lar uchun

CiP i (T , y )  < P l (T . y )  < C 2p ! ( x . y )  <=> CjLt -  y\ < 1 < C2\r -  y\

tengsizliklar bajarilishi kerak. Lekin ]a' — f/j = desak. oxirgi tengsizlik
2 Co

bajarilmaydi. Demak, p\ va p 2 metrikalar ekvivalent emas. □

15.6. C[a. 6] to'plamda kiritilgan

b
px (x.y) = m ax  \x(t) -  у (t)\. p2( x . y ) = ^ f  \x(t.) -  y(t)\2 d t .

ь ь
Pl ix,  y )  -  f  k ( 0  -  y(t)\dt.  p4(x. y) = f  sign|x(0 -  y ( t )\d t

а а

metrikalarning ixtiyoriy ikkitasi ekvivalent emas. Isbotlang.

Isbot. Biz pi  va p x  metrikaiarni ekvivalent emasligini ko'rsatamiz. C[a. fc] 
fazoda y ( t )  = 0 va

_  f 1 -  n(t -  a ) : a g a r  t G [a, a + £]
Xn (*) — л «

[ 0. agar t G (a + £. 6]

funksiyalar uchun p x (x„, y) = 1 < C p i ( x n . y) tengsizlikni qanoatlantiruvchi 
С  > 0 soni mavjud emas. Cliunki n —> oo da

П~̂~п

Ad,. S ) =  J =
a

sonlar ketmaketligi nolga iutiladi. Demak, pi  va p 0c metrikalar ekvivalent 
emas. □

U y vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

15.7. Ikki argument.li / : [0, 1] x [0. 1] —+ R funksiya har bir x da у  bo'yicha 
va har bir у  da x bo'yicha uzluksiz bo'lsa, shunday (xq. j/o) nuqt.ama.vjud- 

ki, bu nuqtada / funksiya ikkala argumenti bo'yicha. birgalikda uzluksiz 
bo'ladi. Isbot. qiling.
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15.8. f  funksiya (0, 1) intervalda cheksiz mart.a differensiallanuvchi bo‘lsin. 
Agar ixtiyoriy .r G (0. 1) uchun shunday n  = n (x )  G N mavjud bo'lib. 
/ !"'(a") = 0 bo'lsa. / ning ko'phad ekanligini isbotlang.

15.9. (X . p )  va (Y.d)  metrik fazolar bo'lsin. f  : X  —> Y  akslantirishning 
uzluksizligi quyidagi shartlarning har biriga teng kuchli ekanligini isbot­
lang:

a) ixtiyoriy G С Y  ochiq to'plam uchun /~X(G) С X  ham ochiq 
to'plam;

b) ixtiyoriy F  С  Y  yopiq to'plam uchun f ~ 1(F )  С  X  ham yopiq 
to'plam;

c) ixtiyoriy {.rn} С X yaqinlashuvchi ketma-ketlik uchun {/(.rn)} С Y  

ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi.

15.10. Ixtiyoriy fundamental ketma-ketlikni yana fundamental ketma-ketlikka. 
akslantiruvchi funksiya uzluksiz bo'lishi shartmi?

15.11. Agar X  diskret metrik fazo bo'lsa. har qanday / : X —> Y  akslantirish 
uzluksiz bo'ladi. Isbotlang.

15.12. f t  : X  —> Y. (i = 1.2) uzluksiz akslantirishlar bo'lsin. U holda 
M  = {x G X : f i ( x )  = /г(х)} to'plam yopiq ekanligini isbotlang.

15.13. f i  : X —* Y, (i  = 1,2) uzluksiz akslantirishlar va X  da. zich bo'lgan 
biror M  to’plam berilgan bo'lsin. Agar barcha x G M  uchun f i ( x )  = 

f 2{x) bo'lsa, f i  = /2 , ya'ni akslantirishlar butun X  fazoda. teng. Isbot 
qiling.

15.14. / : X  —> Y  uzluksiz akslantirish bo'lsin. Quyidagi implikatsiyalardan 
qaysi biri to'g'ri? Ixtiyoriy M  С A' to'plam uchun:

a) x G M  => f {x )  G f { M )  :
0 0

b) .r G M  =» f {x)  G f ( M )  :
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c) х е М'  =► f {x)  G (/(Л/))' ;

d) г  €  F r  Л/ => f {x)  S  F r  (/(Л/))

15.15. ЛГ separabel metrik fazo va f  : X  —> Y  haqiqiy funksiya bo'lsin. Л/ 
orqali X  fazodagi barcha shunday nuqtalarni belgilaymizki. lim / (.r)r—
mavjud va lim f i x )  Ф / (a ) bo'lsin. M  to'plamning ko'pi bilan sanoqli

x —*a
ekanligini isbotlang.

15.16. S  = { : € Г  : |г| = 1} avlanada p{z\. z2) = \zi -  r2| metrika kiritilgan. 
Ixtiyoriy f  : S  —* К uzluksiz funksiya uchun shunday г0 € S  mavjudki. 
/ (20) = / (—~0) tenglik o'rinli. Demak, aylanada aniqlangan uzluksiz 
funksiya qandaydir diametral qarama-qarshi nuqtalarda teng qivinatlarni 
qabul qiladi. Isbotlang.

15.17. f  : C[a, 6] —> C[0. 1] akslantirish f{x{t) )  = x i a  + (b — a) t) .  0 < t < 1 
tenglik bilan aniqlangan. Bu akslantirish:
a) uzluksiz, b) izometriya bo'ladimi?

15.18. / ( . t ( 0 )  =  x { t 2 )  tenglik bilan a) / : C [ —1. 1] —> C[0. 1];

b) / : Lp [ - 1. lj -+ Lp{0, 1]: c) / : C [ - l ,  1] -> Lx[0. 1] akslantirish- 
lar aniqlangan. Ularning liar birini uzluksizlikka tekshiring.

15.19. f i x i t ) )  = x2it.) tenglik bilan a) f  : C[0. 1] —► C[0. 1];
b) / : L„[0, 1] -  L2[0. 1]; с) / : ^ [0 , 1] -  L2[0 , 1]:

d) / : Lo[0, 1] —> Z/i[0, 1]; e) / : Li[0. 1] —> L\[0. 1] akslantirishlar 
aniqlangan. Ularni uzluksizlikka tekshiring.

15.20. / : L2[0. 1] —> L2[0. 1] akslantirish quyidagi

a) f{x{t) )  = f  x ( s ) d s :  b) f ( x ( t ) )  = f  sin(f -  s ) x ( s ) d s  :
о 0

f:) f ( x { t ) )  = f  x2{s)ds  ; d) f {x ( t ) )  = f  x{sa )ds ,  a  > 0 
n 0

tenglik bilan aniqlangan. Ularning qaysilari uzluksiz, qaysilari tekis uzluk­

siz bo'ladi?
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15.21. / : Lo[0. 1] —* L2[0: 1] akslantirish ushbu

a) f{x{t) )  = u( t )  ■ x(i ) .  и  £ C[0, 1]; b) f {x[ t ) )  = x{la )., a  > 0 
tenglik bilan aniqlangan. Ularni uzluksizlikka. tekshiring.

15.22. Ж da uzluksiz, lekin tekis uzluksiz bo'lmagan funksiyaga misol keltiring.

15.23. X, Y — metrik fazolar bo'lib, Y — to'la bo'lsin. Agar M  С X  hamma 
yerda zich, / : M  —+ Y  tekis uzluksiz akslantirish bo'lsa, shunday F  : 
X  —> Y  tekis uzluksiz akslantirish mavjudki. F|̂ / = /, ya’ni ixtiyoriy 

x G M  uchun F(x)  = f ( x ) .  Isbotlang.

15.24. Lipshits shartini qanoatlantiruvchi akslantirish tekis uzluksiz akslantirish 
bo'lishini isbotlang.

15.25. K { t , s )  funksiya [a. 6] x  [a, b] kvadratda ikkaia argumenti bo'yicha 
uzluksiz bo'lsa,

tenglik bilan aniqlangan A : C[a, 6] —> C[a. b] akslantirish Lipshits shar­
tini qanoatlantirishini isbotlang.

15.26. O'lchovli K ( t ,  s ) funksiya uchun

akslantirish tekis uzluksiz bo'lishini isbotlang.

15.27. / : X —* Y  tekis uzluksiz va g  : Y  Z  Lipshits shartini qanoat­
lantiruvchi akslantirishlar bo'lsin. U holda g  о f  : X  —> Z  akslantirish 
tekis uzluksiz (Lipshits shartini qanoatlantiruvchi) boiadimi?

15.28. [0. 1] kesmada. tekis uzluksiz. ammo Lipshits shartini qanoatlantirmay- 

digan funksiyaga misol keltiring.

tengsizlik o'rinli bo'lsa. A : Z.2[a. b] —> L2[a. ft]
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15.29. (A , p)  metrik fazo bo’lsin. p : X x X - » S  akslantirish

a) uzluksiz; b) tekis uzluksiz bo'ladimi?

15.30. (X , p )  metrik fazo, . 4 ^ 0 .  A С A' biror to'plam bo'lsin. d  : X  —> Ж
funksiya d(x)  = inf p(x.  y )  tenglik bilan aniqlangan. Shu akslant.irishn- 

i/e.4
ing tekis uzluksiz ekanligini isbotlang.

15.31. R2 da p(x,  y )  — yj (x\  — i/i)2 + ( t 2 -  y o )2 metrika., С kompleks son­

lar t.o'plamida d ( z i , z o )  = l^i — ^1 metrika kirit.ilgan. Bu fazolarning 
izometrik ekanligini isbotlang.

15.32. X  va Y lar metrik fazolar bo'lsin. A’ x Y va Y  x A' metrik fazolarning 
izometrik ekanligini isbotlang.

15.33. с va К x со fazolarning izometrik ekanligini isbotlang.

15.34. C[0. 1] va C[o. 6] metrik fazolar orasida izometriya o'mat.ing.

15.35. Izometriya ekvivalentlik munosabati bo'lishini isbotlang.

15.36. R metrik fazoning barclia. izometriyalarini toping.

15.37. R2 metrik fazoning ( p ( x , y )  = y/(xi  — y\)- + (x2 — y 2)2 ) barclia izo- 
metriyalarini toping.

15.38. Metrik fazoni o'ziui-o'ziga akslantiruvchi barclia izometriyalar gruppa 
tashkil etishini isbotlang.

15.39. Biror A  to'plamda pi  va. p 2 ekvivalent metrikalar berilgan bo'lsin. A' 
to'plamdagi barclia metrikalar uchun kirit.ilgan bu munosabaf liaqiqatda. 
ham ekvivalentlik munosabati bo'lishini isbotlang.

15.40. A' chekli to'plam bo'lsa, unda kiritilga.il ixtiyoriy ikki metrika ekvivalent. 
ekanligini isbotlang.

15.41. R" da. kiritilgan p\. p i  = p  va p ^  metrikalar ekvivalent ekanligini is- 
botlang.
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►15.43.

15.44.

15.45.

15.46.

15.47.

15.48.

15.49.

15 .42 . Ekvivalent metrikalarning birida yaqinlashuvchi (fundamental) bo'lgan 
ket.ma-ket.lik ikkinchisida ham yaqinlashuvchi (fundamental) bo'lishini is- 
botlang.

Ekvivalent metrikalarning birida ochiq (yopiq) bo'lgan to'plam ikkinchisi­

da. ham ochiq (yopiq) ekanligini isbotlang.

pi  va P2 ekvivalent. metrikalar bo'lsin. Agar (X , p i )  metrik fazo a) 
to'la; b) separabel: c) diskret bo'lsa. (X. p 2) metrik fazo ham shu xossaga 
ega bo'ladi. Isbot qiling.

77

C" to'plamda p x.{x.y)  = max |.r,; -  y , |, p i ( x , y )  = ]T l-r< -  2/;1

Пi _ . . .
p->(x,y) = \\Yl\x i — У'п2 metrikalarning ixtivoriy ikkitasi ekvivalent

V '-1
ekanligini isbotlang.

X  to'plam [a, b] kesmada o'lchovli va chegaralangan funksiyalardan 
iborat. Shu to'plamda aniqlangan

(h \ 1 / i) \ 1
j  jx(t )  -  y ( t . ) : p 2{ x, y ) = |x(t )  -  y(t)\P2dt  )

metrikalar pi  ф p 2. (.Pi > 1 . p-i > 1 ) bo'lganda ekvivalent emasligini 
isbotlang.

Gomeomorfizm ekvivalent.lik munosa.ba.ti ekanligini isbotlang.

/ : X —> Y gomeomorfizm, M  С X  to'plam berilgan bo'lsin. Ushbu 

tasdiqlarni isbotlang:

a.) M  ochiq to'plam bo'lsa. f ( M )  ham ochiq:

b) M  yopiq to'plam bo'lsa. f ( M )  ham yopiq:
с) Д Л 7)= /(А /).

Gomeomorf metrik fa.zola.rdan biri separabel bo'lsa. ikkinchisi ham sepa­

rabel bo'lishini ko'rsating.
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15.50. К to‘plamda p i ( x , y )  = |.r — у | va р г ( х . у )  = |arctg.r — arctgj/| 
metrikalar kiritilgan, (R, p i)va (R. f h )  metrik fazolar gomeomorf ekan- 
ligini isbotlang. xn = n  ketma-ketlik (R. рг) metrik fazoda fundamen­
tal. (R. p{) fazoda esa fundamental emasligini isbotlang.

(R. p i )  to'la metrik fazo. (R, p 2) esa to'la emas. Demak. gomeomorf 
metrik fazolarning biri to'la bo'lsa, ikkinchisi to'la bo'lishi shart emas. 

X ulosa. Metrik fazoning to'laligi topologik xossa. emas.

15.51. (X . p )  metrik fazo boisin. Agar p i ( x . y )  = — bo' lsa.  (X . p )
1 + p ( x . y )

va. (A, p i )  metrik fazolar gomeomorf ekanligini isbotlang.

15.52. R va R2 metrik fazolar gomeomorf emas. Umuman n  ф m  da R" va 
R ra , metrik fazolar gomeomorf emasligini isbotlang.

15.53. C (-2'> [a. ft] t.o'plamda aniqlangan

Pi(-T- У) = max |x(t )  -  y( t . )| + max \x'(t) -  y'(t.)\ -i- max j.r"(f) -  y " ( t )\.
a<t<b a<t<b a<t<b

P2{x, y)  = max |x(t) -  f/(<)| + max |x"(<) -  !/"(«) j
a<t<b a<t<b

metrikalarning ekvivalent ekanligini isbotlang.

15.54. (X . p )  va (Y,d)  metrik fazolar bo'lsin. Agar (Y. d) fazoning biror 
metrik qisin fazosi (X . p )  metrik fazoga izometrik (gomeomorf) bo'lsa. 
(X . p )  fazoni (Y.d)  fazoga i zometr ik ( g o m e o m o r f )  j o y l a sh t i r i s h  mumkin  

deyiladi. Agar n  < m  bo'lsa. Rn metrik fazoni R™ fazoga izometrik 
joylashtirish mumkinligini isbotlang. Bu yerda metrika sifatida

Р(х-.У) = *Xi ~ y * i2’
/=l

рзо (x, y) = m ax Ix, - y , |. px (x, y )  = ^  |.r, -  y,\ 
’ ;=l 

(k =  n yoki к =  m) ifodalardan biri olingan.
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15.55. S  tabiiy metrika kirit.ilgan aylana bo'lsin. U holda S  x [0, 1] va S  x S  

metrik fazolarning har birini R 3 metrik fazoga gomeomorf joylashtirish 
mumkinligiui isbotlang.

[15.56. Ucht.a liuqtadan iborat bo‘lgan ixtiyoriy metrik fazoni R2 metrik fazoga 
izometrik joylashtirish mumkinligini isbotlang. To'rtta liuqtadan iborat 
bo’lgan diskret. metrik fazoni R 2 metrik fazoga izometrik joylashtirish 
mumkin emas, ammo R 3 metrik fazoga izometrik joylashtirish mumkin­
ligini isbotlang.

'15.57. To'rtta nuqtadan iborat shunday metrik fazo mavjudki. uni R" metrik 
fazolarning birortasiga ham izometrik joylashtirish mumkin emasligini 

isbotlang.

Il5.58. £o[О, 1] metrik fazoni Li[0. 1] metrik fazoga

a) gomeomorf. b) izometrik joylashtirish mumkinmi?

16-§. Qisqartirib aks ettirish prinsipi

Agar / : (A', p) - *  (Y. d) akslantirish uchun shunday L > 0 son mavjud 
bo‘lib. ixtiyoriy X1.12 € X  lar uchun d ( f  ( ,r i) . / (x2)) < L p (x i ,x 2) shart 
bajarilsa. u holda / akslantirish Lipshits shartini qonoatlantiradi deyiladi. 
Agar / : X  —> X  akslantirish Lipshits shartini qanoatlantirsa va Lipshits 
o'zgarmasi L < 1 bo‘lsa, / akslantirish qisuvchi deyiladi. Agar A  : X  —> X  

akslantirish uchun shunday x € A" nuqta mavjud bo'lib, Ax = x tenglik 
bajarilsa x  nuqta A  akslantirishning qo'zg‘almas nuqtasi deyiladi.

16 .1-teorem a (Qisuvchi akslantmshlar prinsipi). To'la metrik fazoda. aniq­

langan har qanday qisuvchi akslantirish yagona qo'zg'almas nuqtaga ega.

16.1. x = -  cos x — 2 tenglama yagona yechimga ega ekanligini isbotlang.
3

Kalkulyator vordamida yechimni 0.001 auiqlik bilan toping.
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Yechish. Haqiqiy sonlar to'plami R — to'la. metrik fazo.
/ : R —» R . /(.r) = -  cos x — 2 akslantirish esa.

О

p (/ (* i)  •/ОЫ) < i p ( x b z2)

shartni qanoatlantiradi. ya'ni -  qisuvchi. Shuning uchun 16.1-teoremaga кота, 
berilgan tenglama. yagona yechimga ega. lining yechimi taqriban 
1 Й - 2 , 194749. □

16.2. C[—a. a] metrik fazo va /, : C[—a. a] —> C [—a, a] (г — 1.2) ак- 
slantirishlar f i ( x ( t ) )  — x ( —t) va f 2(x( t ) )  — —x ( —t) tengliklar bilan 
aniqlangan. Shu akslantirishlarning qo'zg'almas nuqtalarini toping.

Yechish. C[—a.a]  metrik fazoda. juft funksiyalar to‘plamini C J'[—a, a] 

bilan. toq funksiyalar to'plamini esa. C~[—a, a] bilan belgilaylik. U holda. 
ixtiyoriy x+ G C^\—a. a] uchun f i (x~)  =  x~ t.englik o'rinli. Xuddi shun- 
day ko'rsatish mumkinki. har bir ,r_ s  C “ [—a, a] da f 2{x~) - x~ tenglik 
o‘rinli. Demak, barcha juft funksiyalar f\ akslantirishning qo'zg'almas nuq- 
t.alari, barcha toq funksiyalar esa f 2 ning qo'zg'almas nuqtalari bo'lar ekan. 
□

16.3. R metrik fazoda. shunday / : R  —> R akslantirishga misol keltiringki, 
barcha x, у  G R, x ф у  lar uchun

P { f ( x ) , f { y ) )  <  p (x - .y )

t.engsizlik o'rinli, ammo f ( x )  = x tenglama yechimga. ega bo‘lmasin.
1Yechish. Barcha i 6 R lar f ( x )  = y/x2 + 1 H— j . - -  ■ funksiya musbat

v i  + 1
qiymatlar qabul qiladi. Bu funksiya. uchun barcha x, у  G R, .г Ф у  larda 
p ( f ( x ) .  f ( y ) )  < p(x.  y )  t.engsizlik o'rinli, ammo /(.r) = x tenglama yechim­
ga ega emasligini ko'rsatamiz. Funksiya qiymatlari musbat bo'lganligi uchun 
x < 0 larda. f ( x )  = x tenglama yechimga ega emas. Shuning uchun .r > 0 
holni qaraymiz:

f {x )  -  x = Vx2 + 1 -  x +  3 = ------- 1— 1.. —— — > 0 .
\Jx- + 1 \Ar2 + 1 + x у/ x2 + 1
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Demak, barcha x € К larda f ( x ) > x o'rinli. Endi

K/0)- f ( y ) )  <  PO’ у ) ^  \ f ( x ) -  f ( y )I < к  “  У\

tengsizlikni isbotlaymiz. Funksiya hosilasi uchun

rU  \ X X  X /л  ̂ \ xZ
1 ( ‘r )  =  T^TT “  (V^TT)3 = 7 P T T  "  F T F  -  ( x 2 + 1)3/2

tenglik o'rinli. Bu yerdan kelib chiqadiki, barcha. x € M larda f ' ( x )  < 1 
o‘rinli. Shuning uchun

!/(*) -  f(y)I = l/'(0! \x -  y\ < \x -  y\- х Фу

tengsizlik o'rinli. □

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

16.4. Agar / : R —> R va \f'{x)\ < q < 1 bo’lsa. x = f ( x )  tenglama yagona 
yechimga ega ekanligini isbotlang.

16.5. Agar / : [a, bj —> [a, 6] uzluksiz funksiya bo'lsa. x = f {x )  tenglama- 
niag yecliimi mavjudligim isbotlang.

16.6. Agar 0 < a < 1 bo‘lsa.

xn+i = xn -  h x l  -  a). X;, - 0

rekurrent usulda aniqlanuvchi { x„} ketma-ketlikning -/a soniga yaqin- 

lashishini isbotlang.

16.7. Diskret metrik fazoda qanday akslantirish qisuvchi bo’ladi?

16.8. S  = {z : |г| = 1} aylana bo’lsin. f  : S  - *  S  qisuvchi akslantirish 

mavjudmi?

16.9. X  metrik fazo. f  : X  —* X  qisuvchi akslantirish bo'lsin. U holda / 
akslantirish uzluksiz va hatto tekis uzluksiz bo‘lishini isbotlang.
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16.10. X  to 'la  m etrik fazo va f, : X  —* X  (i =  1 . 2 )  akslantirish lar berilgan

bo'lsa. /2 akslantirishning qo'zg'almas nuqtasi mavjudligini isbotlang.

16.11. R2 metrik fazoda yagona qo'zg'almas nuqtaga ega bo'lgan izometriya 
shu nuqta atrofida burishdan iborat ekanligini isbotlang.

16.12. X  to’la metrik fazo. / : X  —» X  biror akslantirish bo'lsin. f  akslan­
tirishning iteratsivalari (darajalari) ushbu

tengliklar bilan aniqlanadi. Agar biror n uchun f "  qisuvchi bo'lsa, / : 
A' —> A* akslantirish yagona qo'zg'almas nuqtaga ega bo'ladi. Isbot qil- 
ing.

16.13. K ( t . s )  funksiya [a. 6] x [a. b} kvadratda uzluksiz bo'lsin. U holda Vey- 
ershtrass teoremasiga ko ra. K ( t .  s)  funksiya chegaralangan. ya ’ni barcha
i, s £ [a, 6] lar uchun

akslantirish C[a. b] metrik fazoni o'zmi-o'ziga akslantirishi va barcha 

x, у  G C[a, b] funksiyalar uchun

bo'lsin. Agar /j qisuvchi bo'lsa, hamda j\ ° /2 = /2 0 /1 tenglik o'rinli

f 2 = f ° f :  Г  = Г ' 1 ° f

tengsizlik o'rinli. Ushbu

p(Ar. Ay)  < M (b  -  a )p ( . r , y )

tengsizlikning bajarilishini isbotlang.

16.14. K ( t . s )  o'lchovli funksiya uchun



tengsizlik o'rinli bo'lsin. U holda Lo[a, 6] fazoda aniqlangan

x(t )  = Л f  K ( t ,  s ) x ( s )  d s  + j/(f), у  G £г[а, 6]
J  a

integral tenglama Л parametrning yetarlicha kicliik (moduli bo'yicha) 

qiymatlarida yagona yechimga ega ekanligini isbotlang.

116 .15. K ( t . s )  funksiya a < s < t < b uchburchakda (soliani chizib ko'rsating) 
uzluksiz bo'lsin. U holda

tenglik bilan aniqlangan A  : Г'[б7, Ь] —> С[я. b] akslantirish uchun shun­
day n natural son mavjudki. An : C[a. b} —> C\a. b) akslantirish qisu­
vchi bo'ladi. Isbotlang.

fl6 .16. K ( t , s )  funksiya a  < s  < t < b uchburchakda. y ( t )  funksiya esa [a, b] 

kesmada uzluksiz bo'lsa.

integral tenglama ixtiyoriy A € R uchun yagona. uzluksiz yechimga ega. 
Isbotlang.

16.17. (At ) (7) = f  x2( s ) d s  tenglik bilan aniqlangan A : C[0, a] —> C'[0, a]
о

akslantirish hech bir a > 0 uchun qisuvchi emas. Isbot qiling.

16.18. a  > 0 sonning qanday qiymatlarida

integral tenglama C[0 , a] fazoda yechimga ega?

16.19. R" fazoda



qism to'plam sirnpleks deyiladi. Agar P  = (pi j ) .  i , j  — 1. n  matritsa el-
II

ement.lari p u > 0 va Yl,Pij = 1 - J  = 1 : 2 . . . . .  л shartlarni qanoatlantir-
/=1

sa, P  stoxastik ma tr i t s a  deyiladi. x >—<■ Px  akslantirish S "-1 simpleksni 
o'zini-o'ziga akslantirishini ko'rsating. 5 ,,_1 to'plamda

11

P(X: У) = '52  ~ X■ У £ S " ’ 1
;=i

metrika kiritilgan bo'lsin. Agar P  matritsaning biror satri musbat ol-
ementlardan iborat bo'lsa {pa  > 0 , p a  > 0 ........ p,„ > 0 ). P x  = x

tenglama 5 "_1 simpleksda yagona yechimga. ega bo'lishini isbotlang.

16.20. K ( t , s ) funksiya [0, 1] x [0, 1] kvadratda uzluksiz bo'lsin.

fJo
max / \K( t . s ) \d s  = MГ1<(<1 1 ■

belgilash kiritaylik. Agar 4Л/{Л| < 1 tengsizlik bajarilsa.

x(t )  = I + \ f  K ( t . s ) x ( s ) d s
Jo

integral tenglama. C[0 . 1] fazoda yagona yechimga ega ekanligini isbot­
lang.

16.21. Kalkulyatordan foydalanib.

a) 5x — 3 sin x = 7. b) 3x + e r  = 10. c) x = In S^l -I- x2 — 3 
tenglamalar yechimini 0.01 aniqlikda toping.

16.22. / biror uzluksiz funksiya bo'lsa.

x(t) -  i  sin x(t )  + f ( t )  = 0 

tenglikni qanoatlantiruvchi x G C[0, 1] funksiya mavjud. Isbotlang.

16.23. Ushbu

x (t) = e_r!,) + sin t 

tenglamaning C[0. 1] fazoga tegishli yechimi mavjud. Isbotlang.
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16.24. X to'la metrik fazo. Л : X  —> X , p(Ax. Ay)  < q p ( x , y ) .  0 < q < 1 
qisuvchi akslantirish bo’lsin. Ixtiyoriy r-o € X  uchun Ax = x tenglama- 
nillg )ТСЫ„П B[,„ , sharga щ  М .  Ш О ш щ .

L6.25. A" to'la metrik fazo, B[xo,  г] С A' yopiq shar va / : B[xn: r] —> X 

biror akslantirish bo'lsin. Agar / akslantirish B[xo, r] sharni qisqartirib 
akslantirsa. ya'ni

p { f ( x )-. f ( y ) )  < q ' P{x. y ) ,  0 < 9 < 1 , x , y e B [ x 0, r]

shartni qanoa.tlant.irsa va p(/(.r),.r0) < (1 -  q) ■ r t.engsizlik bajarilsa. 
f ( x )  = x tenglama. R[xo: r] sharda yagona. yechimga ega. Isbotlang.

16.26. X  to'la metrik fazo. / : X —» A” uzluksiz akslantirish

P ( f ( x ) :  f ( y ) )  > «  ’ P{x- y ) .  a  > 1, x. y & X

shartni qanoatlantirsm. U holda f ( x )  = x tenglama yechimga ega boiishi 

shartmi?

16.27. Rn fazoda metrika.
7)

P{X: У) = ^
i - 1

tenglik bilan aniqlangan. Л — (a ?j ) .  i %j  = 1 . n  matritsa element lari
n

max > j a ,1 < 1
l<j<n 1i’=l

shartni qanoatlantirsa. .4 : M" —* R" akslantirish qisuvchi bo’ladi. Isbot­

lang.

16.28. ,4 = ( a , j j )  cheksiz matritsa bo'lsin. x = (.ti,.E9, • • ■ ,x„.  . .  ■) uchun
/  OO DC DC \

Ax -  I У " a v xh a °~'x <-■■ ■ ■ У 1a ••• I 
\ / = i  ; = i  ; = i  /

belgilash kiritaylik. Quyidagi tasdiqlarni isbotlang:
OC

a) agar sup |ayj < 1 bo’lsa. ,4 : L\ —> £\ - qisuvchi:
i < j < ? l , = i
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ОС-

b) agar sup Y1 !a '/l < 1 bo'lsa, .4 : m  —+ m  - qisuvchi:
1</<ЭС j  = 1
ос ЭС 2

c) agar S  jet/; | < 1 bo'lsa. .4 : —*► £2 - qisuvchi.
j = 1 i=1

16.29. Akslantirish .4 : C[0. 1] —> C[0, 1], .4г(?) = \x ( t ° ) ,  a  > 0 tenglik 
bilan berilgan. Parametr A ning qandav qiymatlarida bu akslantirish 
qisuvchi bo'ladi?

16.30. / va g  uzluksiz funksiyalar bo'lib, |/(0)| < 1. |/(1)| < 1 shart ba.ja.r- 
ilsa.,

x( t )  = f ( t )  ■ x{ta ) + g{t)

tenglama a  > 0 . а  ф  1 bo'lganda. C'[0 , 1] fazoda yagona yechimga. 
ega ekanligini isbotlang.

16.31. .4 : £г[0, 1] —> L2[0. 1] , (Ax)( t )  = A ■ x( tn ), 0 < л < 1 akslantirish 
A parametrning qanday qiymatlarida qisuvchi bo'ladi?

16.32. K ( t .  s )  uzluksiz va a  < 1 bo'lsin. Parametr A ning qanday qiymatlarida 
A : C[0 , 1] — C[0 , 1]

(Ax)( t )  = X- Г ^ х ^
Jo it - A l

akslantirish qisuvchi bo'ladi?

17-§. Metrik fazolarda kompakt to’plamlar

Agar К  С X  to'plamning istalgan ochiq qoplainasidan chekli qism qopla- 
ma ajratish mumkin bo'lsa, u holda К  kompakt t o 'p lam  deyiladi. Agar X  

fazoning istalgan ochiq qoplainasidan chekli qism qoplama ajratish mumkin 
bo'lsa. u holda. X kompakt met r ik f azo  deyiladi. Kompakt to'plamni quyida- 
giclia ham ta'riflash mumkin. Agar К  to'plamdan olingan ixtiyoriy {;)•„} 
ketma-ketlikdan К  da yaqinlashuvchi qismiy ketina-ketlik ajratish mumkin 

bo'lsa. К  ga kompakt t o 'p lam  deyiladi. Agar M  to'plamning yopig'i [il/j 
kompakt. to'plam bo'lsa, M  ni sb i y  kompakt t o 'p lam  deyiladi. Agar ixtiyoriy
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x G Л/ uchun shunday о е  Л  mavjud boiib. р(х.  а) < с tengsizlik bajarilsa.
.4 to'plam Л/ to'plam uchun 5 t o ' r  deyiladi. Agar ixtiyoriy e  > 0 son 
uchun M  to'plamning chekli z to‘ri mavjud bo'lsa, M  to'la c h e ga ra l angan  

t o 'p lam  deyiladi.
Har qanday t.o'la chegaralangan to'plam chegaralangan bo'ladi. lekin teskari- 

si o'rinli emas. Metrik fazolarda to'plamning nisbiy kompakt boiishligi haqida. 
quyidagi tasdiq o'rinli.

17.1-teorema. (A’, p) to' la met r ik f azodag i  M  t o 'p lam n i sb i y  kompakt 

bo' l ishi  uchun.  un in g  t o ’la c h e ga ra l angan  bo' l i shi  zarur  va yetar l i .

C[a,  b) fazoda F  funksiyalar oilasi berilgan bo'lsin. Agar shunday С  > 0 
mavjud boiib, ixtiyoriy о  G F  va barcha x G [a, b} lar uchun | o (x )  j < С 
tengsizlik bajarilsa. u holda F  funksiyalar oilasi tekis c h e ga ra l angan  deyiladi. 
Agar ixtiyoriy £ > 0 son uchun shunday д > 0 son mavjud bo‘lib. |tj — xt\ <

6 tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy Xi. .ro G [a, 6] ha.mda barcha ф €  F  

lar uchun | ф (.Ti) — @ ( J 9) j < £ tengsizlik bajarilsa. F  funksiyalar oilasi tekis 

dara j ada uzluksiz deyiladi.
17.2-teorema (Arse la t e o r emas i ) .  M  С С  [a, 6] t o 'p lam n i sb i y  kompakt 

bo' l ishi  u chun  un i n g  tekis c h e ga ra l angan  va tekis daraj ada uzluksiz bo' l ishi  

zarur  va yetar l i .

Endi biz Ж" yoki C” fazoda to'plamning kompaktlik va nisbiy kompaktlik 
kriteriysini beramiz.

17.3-teorema. R "(C n) met r ik f azodagi  К  t o ' p l am kompakt bo' l ishi  uchun.  

un i n g  ch ega ra l angan  va y op iq bo' l ishi zarur va yetar l i .

17.1-natija. R "(C ") metr ik f azodagi  К  t o 'p lam ni sb i y  kompakt bo' l ishi  

u chun.  un in g  c h ega ra l angan  b o ’l ishi zarur va ye tar l i .

17.1. X  metrik fazoda A va В  nisbiy kompakt to:plamlar bo'lsa, AUB.  A n  

В  to'plamlar ham nisbiy kompakt boiishini isbotlang.

Isbot. .4 va В  nisbiy kompakt to'plamlar boUgani uchun. 17.1-teorema- 
ga ko‘pa. ular to'la chegaralangan bo'ladi. Demak. ,4 va В  to'plamlar uchun

•210



A.: va В chekli 5 to'rlar mavjud. U holda A U В  t.o'plain uchun A.- U B,  

to'plam chekli г to r bo'ladi. Bundan A 'OB to'plamning to la chegaralangan 
ekanligi, 17.1-teoremadan esa .4 U В  ning nisbiy kompakt to'plam ekanligi 
kelib chiqadi. 17.3-misol tasdig'iga ko'ra kesishma. 4 f lB  С A nisbiy kompakt 
to'plam bo'ladi. □

17.2. C[a. ft] fazoda.

F  = | у  (,s) = J  К  (s , t.) x (t ) d t . x € B{0 . 1]| (17.1)

funksiyalar oilasini nisbiy kornpakt.likka. tekshiring. Bu yerda B[0, 1] 
to'plam - C[a,  6] fazodagi markazi nol ( x(t )  = 0) nuqtada radiusi 1 
ga teng bo'lgan yopiq shar. К  (s .  t) - [a, 6] x [a, 6] kvadratda aniqlangan 
uzluksiz funksiya.

Yechish. Arsela teoremasiga ko'ra F  funksiyalar oilasining tekis chegara­
langan va tekis darajada uzluksiz ekanligini ko'rsatish yetarli. К  (s.  t) funksiya
- [a, ft] x [a, ft] kvadratda uzluksiz bo'lganligi uchun u chegaralangan, va'ni 
shunday С > 0 son mavjudki. barcha s.  t € [a, ft] lar uchun jK( s , t )\  < С  

tengsizlik o'rinli. x € B[0. 1] shartdan max |.r(/)j < 1 eka.nligi kelib chiqa-
a < t < b

di. Endi F  funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz:

I У (s ) I = I [  & (s i 0  x ( t )  d t  j < / \K (s, t )  | •! .г (t) | dt  < С  ■ 1 • (b -  a ) .
I J  a i J  a

Bu tengsizlik F  funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini isbotlay- 
di. Endi F  funksiyalar oilasining tekis darajada uzluksiz ekanligini ko'rsatamiz:

I У (s i) -  У (s2) | = | f *  К  (sb  t) x (t) dt  -  f *  К  (s2. t ) x (;t ) dt  j <

< j *  |К  (s i, t ) -  К  {s-2, t ) ! • | x (<) | d t  < £ • 1 • (6 -  a ) .

So'uggi munosabat |a'i — вг| < d tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha S i,S2 € 
[a, ft] va hamma x € B[0. 1] lar uchun o'rinli. Demak, F  funksiyalar oilasi 
tekis darajada. uzluksiz ekan. Shunday qilib. Arsela teoremasiga ko'ra (17.1) 
tenglik bilan aniqlangan F  funksiyalar oilasi nisbiy kompakt. to'plam bo'ladi.
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17.3. С[0, 1] fazoda

ф = { Xo(<) = i T W : Q S (° ’ oc) }  (17-2)

funksiyalar oilasini nisbiy kompaktlikka tekshiring.

Yechish. Arsela teoremasiga ko'ra. (17.2) t.englik bilan aniqlangan Ф 
funksiyalar oilasining tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz ekanligini 
tekshirishimizkerak. (1 — a t )2 — 1 — 2 a t + a 2t2 > 0 tengsizlikdan \xa (t) \ <

1 ekanligi kelib chiqadi. Demak. Ф funksiyalar oilasi tekis chegaralangan ekan. 
Tekis darajada uzluksiz emas degan tushunehani ta'riflaymiz. Agar biror - > 0 
son va ixtiyoriy 6 > 0 uchun shunday xn G Ф va shunday t i ,  12 G [0. 1] lar 
mavjud bo‘lib. j t \ — t o\ <  6  tengsizlik bajarilganda

I x„ (t i ) -  xa (t2) I > £

tengsizlik bajarilsa. Ф funksiyalar oilasi t ekis daraj ada uzluksiz em a s  deyiladi.
Endi £ = 1/2 va.6  > 0 - ixtiyoriy son bo'lsin. Agar a  > — va. t\ = —, to = 0

" d a
bo'lsa. u holda I fi — t̂ \ = — < 6 bo'ladi. ammo

Q

2a • -
I XQ ( t l )  -  Xa (to)  I =  ----------------=  1 >  £

1 + a2 • 4
a

tengsizlik o'rinli. Demak, Ф funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas 
ekan. Shunday qilib, (17.2) tenglik bilan aniqlangan Ф funksiyalar oilasi nisbiy 
kompakt to'plam emas ekan. □

17.4. X metrik fazoda sanoqli va. kompakt. bo'lgan t.o'plamga misol keltiring.

Yechish. X = (—oc, oc) va M  = {0, 2. 2-1. . . . .  2"", . . .  } bo'lsin. 
M  to'plam sanoqli va yagona limitik nuqtasi 0 ni saqlaydi. Demak. M  yopiq 
to'plam. M  to'plam quyidan 0. vuqoridan 2 bilan chegaralangan, ya'ni chegar­
alangan to'plam. 17.3-teoremaga ko'ra. AI kompakt to'plam bo'ladi. □

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

221



17.5.

17.6.

17.7.

17.8.

17.9.

17.10.

17.11.

17.12.

17.13.

17.14.

17.15.

17.16.

X metrik fazo A undagi kompakt to'plam bo'lsin. U holda ixtiyoriy 

B ( B  С A) to'plamning nisbiy kompakt bo'lishini isbotlang.

X  metrik fazo A undagi kompakt to'plam bo'lsin. Shunday B ( B  с  .4) 

to'plamga misol keltiringki. u kompakt to'plam boimasin.

X metrik fazo A undagi nisbiy kompakt to'plam bo'lsin. U holda ix­
tiyoriy B ( B  С .4) to'plamning nisbiy kompakt bo'lishini isbotlang.

X  metrik fazoda A va В  kompakt to'plamlar bo'lsa, A U В.  А П В  

to'plamlar ham kompakt bo'lishini isbotlang.

Kompakt metrik fazo to'la ekanligini isbotlang.

Kompakt metrik fazo separabel. Isbot qiling.

Kompaktning uzluksiz akslantirishdagi tasviri yana kompakt bo'lishini 
isbotlang.

X  kompakt metrik fazo. {fa}rte/ esa undagi yopiq to'plamlar bo'lsin.
Agar Fa to'plamlarning ixtiyoriy cheklitasi bo'sh boimagan kesishmaga.
ega bo'lsa. u holda p) F0 kesishma ham bo'sh emas. Isbotlang. 

ne i
Kompakt metrik fazolarning dekart ko'paytmasi yana kompakt bo'lishini 
isbotlang.

X. Y  metrik fazolar. Y  kompakt va / : X  —> Y  uzluksiz va inyektiv 
akslantirish bo'lsin. U holda X  va f { X )  gomeomorf ekanligini isbotlang.

X  kompakt metrik fazo va / : X  —> X  akslantirish uchun

> p{*-y)< Vx. у  € X

tengsizlik bajarilsa, / izometriya bo'lishini isbotlang.

X  kompakt metrik fazo va. / : X —> X  akslantirish

p ( f ( x ) : f ( y ) ) < p { x : y ) ,  х ф у  
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shartni qauoatlantirsin. U holda f ( x )  = x tenglama yagona yechimga 
ega bo'lishini isbotlang.

17.17. X  kompakt metrik fazo va / : X  —► X  izometriya bo'lsin. U holda 
f { X )  = X  ekanligini isbotlang.

17.18. К metrik fazoda a) Z, b) M n =  : к € Z J> to'plam M uchun qanday 

to'rni tashkil etadi?

17.19. Z2 to'plam R2 da qanday to'rni tashkil etadi?

17.20. Tekislikdagi ,4 = {1 < ,r < 5, 0 < у  < 4} to'plam uchun chekli e  = 

\/2 to' r quring. Chekli e  = y/2 to'rlar ichidan eng kam elementlisining 
elementlari sonini toping.

17.21. / : X  —► Y  tekis uzluksiz. M  С X  to'plam to'la chegaralangan bo'lsa. 
f ( M )  to'plam ham to'la chegaralangan. Isbot qiling. Agar tekis uzluksi- 
zlik shartini faqat uzluksizlik sharti bilan almashtirilsa, xulosa noto'g'ri 
bo’ladi. Misol keltiring.

17.22. X  metrik fazo. Agar ixtiyoriy uzluksiz / : X —> К funksiya chegaralan­
gan bo'lsa. X  kompakt metrik fazo bo'lishini isbotlang.

Demak, X  metrik fazoda uzluksiz. ammo chegaralanmagan funksiya. mavjud 
bo'lsa. X  kompakt metrik fazo emas.

17.23. Agar M — kompakt to’plam, F — yopiq to'plam va M  П F  = 0 bo'lsa. 
quyidagi tengsizlikni isbotlang

d ( M , F ) =  inf p{x, y )  > 0.
x E M .y e F

17.24. Shunday M  va F  yopiq to'plamlarga misol keltiringki, M  f lF  = 0 va 
d ( M ,  F) = inf p(x.  у )  = 0 bo'lsin.

x e M .y G F

17.25. Ushbu

a.) { /"} , и > 0 ; b) {sin a  t} . a  € M:
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с) {^ГТ72} ’ а > 0: d) {г+Т5} ' а > 0; е) ^ ' а > 0
funksiyalar oilalarining qaysilari [0 , 1] kesmada tekis darajada uzluksiz? 
Qaysilari tekis chegaralangan?

17.26. К  kompakt. C ( K )  shu kompaktda uzluksiz bo'lgan barcha haqiqiy 
(kompleks) qiymatli funksiyalar to'plami bo'lsin. Agar

p ( x . y )  =m ax|x(t )  -  y(t)\ t^h

deb olsak. C ( K )  to'la va separabel metrik fazo ekanligini isbotlang.

17.27. X  metrik fazo va К  С Л' kompakt to'plam bo'lsin. Ixtiyoriy x £ X  

uchun shunday у  € К  mavjudki,

p ( x . y )  = inf p(x,  z)
: e h

ya'ni x uchun К  da unga eng yaqin element mavjud. Isbotlang.

17.28. X  metrik fazoda К  to'plam berilgan. Agar ixtiyoriy г > 0 uchun J\ 

to'plamning kompakt e  t.o'ri mavjud bo'lsa. К  kompakt bo'lishini is­
botlang.

17.29. Arsela teoremasidan fovdalanib, C fl% . b] metrik fazoda К  to'plamning 
nisbiy kompakt bo'lishining zarur va yetarli shartini toping.

17.30. C[0, 1] metrik fazoda. ushbu

Mi = {x € C[0 , 1] : |x(t)|< l} :

M -2 = { i£  C[0 , 1] : |a:(OI ^  ^ 2}:
M 3 = { i£  C[0, 1] : \x(t)\ < 1. |r'(<)| < 2. |x"(f)| < 3} :
M i  = { г£  C[0, 1] : |x(OI < 1. |rr"(f)| < 2} :
M 5 = {x € C[0, 1] : \x'{t)\ < 1. \x"(t) <2}..  

t.o'plainlardan qaysilari nisbiy kompakt to'plam bo'ladi?

17.31. К  = [0. 1] x [0. 1] kvadratda uzluksiz differensiallanuvchi va

12 i
; d t i <1, Jf|<l: /(0.0) = 1
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shartlanii qanoatlani inivelii /(/j, l->) fuuksiyalardan iborat to'plam C ( K ) 
metrik fazoda kompakt ekanligini isbotlang.

‘17.32. {a,,} soniar qanday bo'lganda M  — {x € In : jx„| < a,,} "parallelepi­

ped11 to metrik fazoda kompakt boiadi?

17.33. К  С  X  kompakt, /„ lar slm kompaktda aniqlangan. haqiqiy qiymatli 
uzluksiz funksiyalar. Agar ixtiyoriy x 6 К  uchun {/„(x) } monoton 
kamaymovchi

bo'lsa. hamda lim f n(x) = f {x )  uzluksiz funksiya bo'lsa, {/„} funk-11—*0С
sional ketma-ketlik / funksiyaga tekis yaqiulashadi, ya ’ni C ( K )  metrik 
fazoda p{f„,  f )  —» 0. Isbot qiling.

III bobni takrorlash uchun test savollari

1 . К fazo metrikasini koTsating.
A ; p(x,  у )  = |x -  у I B) p{x, y )  = |x| -  \y\ 

C) p{x, y )  = \x -  y \2 D) p(x.  y )  = \x\ + \y\

2. R" fazo metrikasini koTsating
71

A—1

C) p{x. y )  = max |x* -  y k\ D) p{x. у )  = V  (xfr -  y kf

3. Rj fazo metrikasini koTsating.

i <k<„ k=1

4. R'4 fazo metrikasini ko'rsating.

C) p(x.  y )  = max \xk -  y k\ D) p(x,  y )  = J 2  (xk ~ Vkf  
1<A *.= 1
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5. С  [а. 6] fazo metrikasini ko'rsating.

A) p{x, у ) = . f  |x{t) -  y ( t )  |2 dt  B) p{.r, y )  = f  \x(t) -  y ( t )  | <ft
у a a

C) p(j-.y) = max \x(t) -  y(t)l D) p ( x . y )  = / |x(f) -  y(f)|2
a<l<b n

6 . Ci [a. b\ fazo metrikasini ko’rsating.

A) p { x , y ) =  J f  \x(t) -  y{t ) ' f  d t  B) p{x , y )  = j  \x(t) -  y ( t )\d t
у a a

C) p ( x . y )  = max|x(t) -  y{t)\ D) p ( x , y )  = J [x ( t )  -  y{t)\2 dt
a <t<b a

7. С2 [о . b] fazo metrikasini ko'rsating.

A) p(x,  y )  = J f  !x(t )  -  y{t)\2 d t  B) p{x, y )  = f  |x( t )  -  y ( t )| dt  
У n П

b
C) p{x , y )  = rna.x\x(t) -  y{t)\ D) p(x,  y )  = f  \x(t) -  y{t)\2 dt

«<1<Ь

8 . i py p > 1 fazo metrikasini ko'rsating.
ЭС

A) p{x, y )  = sup ixj. -  y k j B) p{x, y )  = Y1 \xk -  У к !
1<А*<эс А=1

С) р(х.у) = //Е Iх* -  г/̂|р D) р(х,г/) = £  Iх*- -  Ук\Р 
У *-=1 fc=l

9. £2 fazo metrikasini ko'rsating.
X

А) р ( х , у )  = sup \хк -  у к\ В) р{х, у )  = ]Г  е ~к Iх *- -  Ук\
1<к<ос к—1

с) р(х.у) = л / Е  I1 * -  Ук\2 о) р(-г-г/) = Ё  (х * -  уа.)2 у *-=i <=1

10. Ratsional sonlar to'plami Q ning barcha limitik nuqtalarini toping. 
А) К В) Q С) 0 D)

11. Ratsional sonlar to'plami Q ning barcha urinish nuqtalarini toping. 
A) R B) Q C) 0 D)

12. Ratsional sonlar to’plami Q ning barcha yakkalangan nuqtalarini toping. 

A) R B) Q C) 0 D) R\i
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13. Butun sonlar to'plami Z ning barcha limitik nuqtalari to'plamini toping. 
A) M B) Q C) 0 D) Z

14. Butun sonlar to'plami Z ning barcha urinish nuqtalari to'plamini toping. 
А) Ж В) Q С) 0 D) Z

15. Butun sonlar to'plami Z ning barcha yakkalangan nuqtalari to'plamini 
toping.

A) R B) Q C) 0 D) Z

16. E dagi ochiq to'plamni toping.
A) (0. 2) B) (0, 2] C) [0, 2) D) [0. 2]

17. R dagi yopiq to'plamni toping.
A) (0, 1 ) B) [0. 1) C) (0, 2] D) [0. 4]

18. R dagi chegaralangan to'plamni toping.
A) [0, 1] B) (-oo , 0) C) Q D) (0. .oc)

19. (X. p)  metrik fazoda chegaralangan to'plam ta'rifini keltiring.
A) F  С X  to'plam X  dagi birorta sharda saqlansa;

B) F  С X  - yopiq to'plam bo'lsa:
C) F  С X  - ochiq to'plam bo'lsa;
D) F  С X  - chekli yoki sanoqli dona, dement dan iborat bo'lsa.

20 . Quyidagilar ichidan metrika. shartlarini aj rating.
1) p(x. y )  = 0 x = у ; 2) p(x,  y )  = p ( y , x), Vx, у  £ X

3) p(\x.  y )  = Xp(y. x). 4) p(x.  у )  < p(x,  г ) + p(z,  y ) .  Vx. y , z  G A.
A) 1. 2. 3 B) L 2., 4 С) 1. 3. 4 D) 1. 2, 3, 4

21. Quyidagilarning qaysilari {X,p)  metrik fazodagi yopiq to'plam ta'rifi 
bo'ladi?
1. Agar F  to'plam barcha. limitik nuqt.alariiii o'zida saqlasa:
2 . Agar F  ning barcha nuqtalari ichki nuqta. bo'lsa;
3. Agar F  = [F] bo'lsa;
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4. Agar F  ning toidiruvchisi ochiq to'plam boisa.
A) 1. 2. 3 В) 1. 3. 4 C) 2. 3. 4 D) 1. 2. 3. 4

22. Quyidagilarning qaysilari (X. p) metrik fazodagi ochiq to'plam ta'rifi 
bo’ladi?
1. Agar F  to'plam barcha limitik nuqtalarini o’zida. saqlasa;
2. Agar F  ning barcha nuqtalari ichki nuqta bo’lsa:
3. Agar F  = [F] bo'lsa:
4. Agar F  ning toidiruvchisi yopiq to'plam bo'lsa.
A) 1. 2, 3 В) 1. 3. 4 C) 2. 3, 4 D) 2, 4

23. R metrik fazoning hamma verida. zich to'plamni toping.
A) Q - ratsional soniar to'plami B) tub soniar to'plami
C) Z - butun soniar to'plami D) N - natural soniar to'plami

24. R metrik fazoning hamma verida. zich to'plamni toping.
A) murakkab soniar to’plami B) K\Q - irratsional soniar to’plami
C) Z - butun soniar to'plami D) N - natural soniar to'plami

25. R metrik fazoning hech yerida zich bo'lmagan to'plamni toping.
A) Q - ratsional soniar to'plami B) Z - butun soniar to'plami
C) R\Q - irratsional soniar to'plami D) [0, oc)

26. Quyidagi tasdiqlardan to'g'rilarini ajrating.
1) Ochiq to'plamning toidiruvchisi yopiq to'plamdir.
2) Ochiq to'plamning toidiruvchisi ochiq to'plamdir.
3) Sanoqli sondagi ochiq to'plamlarning birlashmasi ochiq to‘plamdir.
4) Sanoqli sondagi ochiq to'plamlarning kesishmasi ochiq to'plamdir.
A) 1. 2. 4 В) 1, 2. 3 С) 1 . 4 D) 1, 3

27. Quyidagi tasdiqlardan to'g'rilarini ajrating.
1) Yopiq to'plamning toidiruvchisi ochiq to'plamdir.
2) Yopiq to'plamning toidiruvchisi yopiq to'plamdir.
3) Sanoqli sondagi yopiq to'plamlarning birlashmasi yopiq to'plamdir.
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4) Sanoqli sondagi yopiq to'plamlarning kesishmasi yopiq to'plamdir. 
A) 1. 2. 4 В) 1, 2, 3 C) 1.4  D) 1, 3

28.
1) R 2) M" 3) C[a. b] 4) Ы 5) C2[a. b}.

A) L 2. 3. 4 В) 1, 2. 4. 5 С) 1, 2. 3. 5 D) 2. 3, 4, 5

29. C\ [—1. 1] fazoda quyidagi ketma-ketliklardan qaysilari tiolga yaqinlasha- 

di? 1 ) f n( x ) = x ”, 2) /„(x) = 1 -  xn.

3) f „{x) = (sinг)" , 4) f n(x) = (cos.r)"
A) 1 . 3. 4 B) 1 2  C) 2 . 4 D) 1 , 2. 3

30. C2[0, 1] fazoda x n(t) = t n + f 1-1 ketma-ketlikning limitini toping.

A) x( t )  = 0  B) x( t )  = 21 C) x (t )  = 1 D) x( t )  = 2

31. fazoda Koshi-Bunyakovskiv tengsizligini ko'rsating.

A)
A =  1 k = l k = 1

В) E  \ui--h\ < E
(Ы1 \k= 1 ( e w )*.  P. q > 1 , — I—  — 1

p  q

p > i

D) I E  ak ■ bk
IA-—1

32. R" fazoda Minkovskiy tengsizligini ko'rsating.

A) E ak ■ bk
k= 1

< E  a l  ^ b l  
к- 1 i=l

C) Ё Я/. ■ bkA—1

D) E к  • i ^  E !a * f
A-l \i = l

E N"
S-l

33. R” fazoda Gyolder tengsizligini ko'rsating.
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34. Yopiq birlik shar qaysi fazoda kompakt to'plam boiadi?
A) R" da В) С  [я, b} da C) f 2 da D) m  da

35. R n fazoda kompaktlik kriteriysini keltiring.
A) To'plamning chegaralangan va ochiq bo'lishi
B) To'plamning chegaralangan va yopiq boiishi
C) To'plamning chegaralangan va sanoqli boiishi
D) To'plamning chegaralangan boiishi

36. R" fazoda nisbiy kompaktlik kriteriysini keltiring.
A) To'plamning chegaralangan va ochiq boiishi

B) To'plamning chegaralangan va yopiq boiishi
C) To'plamning chegaralangan va sanoqli bo'lishi
D) To'plamning chegaralangan boiishi

37. Toia metrik fazoni ko'rsating.

A) C[a ; 6] B) Ci[o, 6] C) C2[a: b} D) C3[a: b\

38. Separabel metrik fazolar keltirilgan javobni toping.
A) R n. C[a. b], i 2. m  В) R'{. C[a. bj, C2, Co

C) R£., С  [a, b}. t 2. m  D) C".  RJJ. C2[a. b}. m

39. Separabel boimagan metrik fazoni ko'rsating.
A) R" В) С  [a. b} C) m  D) (2

40. Birlik shar qavsi fazoda nisbiy kompakt to'plam boiadi?
A) R" da B) Lo'O. 1] da C) i 2 da D) m  da



Ill bob uchun javoblar va ko'rsatmalar

ll-§ . Metrik fazolar

1. Agar x = (1, 1). у  = (2, 2) deb olsak, u holda рг(х.г/) = |1 — lj + 
|2 — 2| = 0  tenglik o'rinli, ammo x Ф y. Demak. p? akslantirish uchun 

metrikaning 1-aksiornasi bajarilmaydi.
Xuddi shunday ko'rsatish mumkinki, x = (2, 3 ), у  = (3, 2) har xil nuq- 

talar uchun рз(х, у )  = |2 — 2j + |3 — 3| = 0 va p\{x, y )  = |2 • 3 — 3 • 2| = 0 
tengliklar baja.rila.di. Demak, p3 va. pi akslantirishlar uchun metrikaning 
1-aksiomasi bajarilmaydi.
5. Ha. 6 . P'2 metrika boimaydi. p1.p3.p4 lar metrika bo'ladi.
16-34 misollarda keltirilga.11 p : X  x X  —> R akslantirish metrikaning barcha 
shartlarini qanoatlantiradi.
35, 36 va 40, 43-misollarda. metrikaning 3-sha.rti bajarilmaydi.
37, 39, 41, 42-misollarda metrikaning 1-sharti bajarilmaydi.
38-inisolda metrikaning 2-sha.rti bajarilmaydi.
44. 2. 45. 6. 46. 5. 47. 20. 48. 0 .5 . 49. s/7. 50. 2s/iv. 51. 2.

52. 1. 53. 3. 54. y/3. 55. 2\/2. 56. 57. 4. 58. 2тг.

12-§. Yaqinlashuvchi va fundamental ketma-ketliklar

5. aj Ha. b) Yo:q. с.) Ha. d) Ha.
6 . C (ll[0 . 1] da yo'q, CifO.l] da ha.
7. y„ (t ) = Г  -  Г-".
8 . Har bir A- e  N uchun [0, 1] kesmada ---- f l ' ’ funksivalarni
quyidagi usul bilan aniqlaymiz: /,^*(0 ) = 1 va.

1 , agar
i — 1 i 

к < T ~ k '

0. agar

Bu funksivalarni tartib bilan nomerlab. {gn} ketma-ketlikni hosil qilamiz. 
{ g n} ketma-ketlik 110I funksiyaga C J0 . 1] fazoda yaqinlashadi, lekin biror
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nuqtada ham nolga yaqinlashmaydi.
1 0 . ,r„ (f) = t" -  t n+1.

11. x„, y„, z„, e„ ketma-ketliklar barcha metrik fazolarda uzoqlashuvchi. 
u„ ketma-ketlik c<),c va rn rnotrik fazolarda.yaqinlashuvchi. agar a p  > 1 
bo'lsa. u Cn fazoda ham yaqinlashuvchi. (\ da uzoqlashuvchi.
16. Ha.

13-§. Ochiq va yopiq to‘plamlar

7. a), b), c) larga mos yopiq sharlar 13.1k chizmada a), b). c) lar.

13 .1k -ch izm a

). b). c) larga mos ochiq sharlar 13.2k-chizmada а). 1з). с) lar.

13.2k-chizma

a), b). c) larga mos sferalar 13.3k-chizma.da a), b). c) lar

13.3k-chizm a
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(1) BfO, 1) = {()}. /?[(). 1 ] -yopi(] shar O.ri va 0 r 2 o'qlarining bhiashma- 

sidan iborat. .S',0. Ij sfcra esa koordinat o'qlaridan (0. 1) nuqtani chiqarib 

tashlangan to'plamdan iborat..

8 . а) B ( - o c . r )  — В  ( o c .  r )  — 0. b) B ( - o c . r )  = ( —эс, — (1 — r ) / r ) , 

В  ( o c .  r )  = = ((1 — r )/r.  oc.)
9. b) Diskret. metrik fazodagi birlik ochiq shar uchun 
d i a m  B(.r0. 1) = 0 < 2 • 1 . c) Har doim to'g'ri emas.
Diskret metrik fazoda. 0 = d i a m  В (xo, 1) < d i a m  B[xq. 1] = 1.
12. Diskret metrik fazodagi birlik yopiq shar.

1 1 * 220. -  ni -  = У! -rr ko'rinishda uchlik kasrga. yovish mumkin. Bu vovilmada
4 4 32i

1 raqami qatnashmayapti. Demak, 0, 2-5 £ К  ekan.

14-§. To‘la metrik fazolar

9. W q . 10. C'fi.b].

1 1 . a.) / - qat’iy monoton funksiya bo'lsa. b) f -  qat’iy monoton funksiya. 

boiib, lim /(.r) = ±oc bo'lsa.
X —* ± o c

12. Toidirmasi X = -̂ -j to'plamga izomorf.

13. {Ф,рх) = 4  . (Ф.p2) = m.
15. a) (P: pi) = C ,21[0, 1], b) P ,p 2) = C,(1)[0. 1],
с) (P. рз) = {.с £ Cj — 1, 1] va t—0 da hosilasi mavjud funksiyalar}.
18. R  da ratsional soniar to'plami.
24. (-5, 6 ) oraliqdagi ratsional sonlarni nomerlab chiqamiz:

{xk} = (-5. 6) П Q.

Quyidagi ochiq to'plamni kiritamiz:

*=i 4 7 

A to 'p lam  sifatida. A = ((0 . 1) П Q) U (2. 3) U {4} U Ai ni olamiz. U holda

n "o’ iL
.4 = (2. 3) U ,41; А Э [2, -3] U [5. 6]. A = (0. 1) U (2 ; 3) U (-5, 6)
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_П_ о
A =  [0. 1] U [2, 3] U [5, 6]. А  Э  (2, 3) U [5, 6].

27. X A = Q .

34. [0.1] da Riman yoki Dirixle funksiyasi.
43. X  ning sanoqli boiishi.
44. Ta'rifga. ko'ra. quyidagi yoyilmalar o'rinli:

M  = U .V2n, X  = и A’2i,-i-n=1 «=1

Bu yerda Л2п. va .V2„.. x lar X  metrik fazoning hech yerida zich bo'lmagan
to'plamlar. U holda M  U N = U Nn tenglik o'rinli. Demak. M  U N  1-/<=1
kategoriyali to'plam.
62. F r[a , 6] = F r ( a .  fc) = {a.&}, F r  Z = Z, FrQ  = R ,
Fr\a, oo) = {a} . F r0  = 0.
6 6 . {rr„} ketma-ketlikning [a. 6] kesinada tekis taqsimlangan bo'lishi uchun. 
ixtiyoriy / G C[a,  6] da.

f  h — n 
/ f ( x ) d x  = lim ------  V  f ( x k)

J n~ x  n
a

bo'lishi zarur va yetarli. Har bir (а . 3)  С [a, ft] uchun X(a. .))(x ) funksiyani 
uzluksiz funksiya bilan yaqinlashtirib tekis taqsimlangan ketma-ketlik uchun 

ь
—— [ X(a.3) (x)dx = lim -  Y ]x(a..i)(^n) = lim — a J  и—г з ь  7? z—' n -* 3 C . n

/3) /3 -  a
n  b — ak—1

, ... . . . . . . 1 1 2 1 2 3  1 2  A -  1 , .
tengiikka kela-miz. и. 1, ~ ~, тт? t?  ~7 ? "7* * * * ? 7”’ T’ * * ■ ’ —j— ? • • • ketma-ket-2 о о 4 4 4 К г» к
lik {xn} bo'lsin. U holda n = k(k + 1) : 2 deb olamiz.

/=1 4

deb olsak
* ' I

*V -i
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/ (1)|

integral yig'indi va. bular uchun

lim |6 * -  &[\ = lim
к—'Ю A— oc

0

munosabat o'rinli. Shuning uchun

lim 6 fc = [  f ( x ) d x  
Jo

tenglik o'rinli. Endi n = ^' uchun 0 va 1 sonlarini tashlab.

i " 1 2  k 
-  У  H x r )  =  - 6 i  +  - © 2  +  ■ • ■ +  — ©A-n n n n(=1

ni olamiz. Matematik analizdagi Tyoplits teoremasiga ko'ra

1 2  к 
lim (— ©! H— ©9 + • • • 4— ©t ) = lim &iП—.ЭС'n  n n A—3c / /(-r)dJ 

Jo
д-а- _  i )  _  л  

tenglikka kelamiz. Endi ----------- < n < ----------- bo'lsin. U holda

k { k -1) kjk + L)

- E /(*<) = -  E  / М  + -  E  / м
( - 1  £=1 f  — ^ А'~ ч  | 2

bo’ladi. Ko'rinib turibdiki
frifc-D

I V - ,, .. Ш- 2 .U ■ ,
-  E  -  aT*3I7 =

/ — _ 1 2

/с(А: — 1)
lsin. Bu verda Л/ = max |/(r)|. hamda. lim — —------= 1. Shuning uchun

rC[u. 11 " — эс 2n

lim ~ E  = f  /(•r)d-r-

Demak. {.r,,} ketma-ketlik [0. 1] kemnadn tekis taqsirnlangan bo'ladi.



15-§. Uzluksiz akslantirishlar

10. На. 14. a) to'g'ri. b). c) va d) lat' doim to'g:ri emas.
17. a) uzluksiz. b) izometriya bo'ladi.
18. a) va c) uzluksiz. b) uzluksiz emas.
19. a) va d) uzluksiz. b), c) va e) lar uzluksiz emas.
2 0 . a) va b) lar tekis uzluksiz, c) uzluksiz. lekin tekis uzluksiz emas.
d) a  € (0 . 2) da tekis uzluksiz, a  > 2  da tekis uzluksiz emas.
2 1 . a) tekis uzluksiz, b) a £  (0 , 2) da tekis uzluksiz, a  > 2 da tekis uzluksiz 
emas.
22. f ( x )  = xn, a  > 1. 27. Tekis uzluksiz boiadi. 28. f ( x )  = y/x.

29. a) Uzluksiz boiadi. b) har doim tekis uzluksiz emas.

34. 15.17-misolga. qarang.
36. f ( x )  = a ± x, x £ l .
37. R2 fazodagi evklid harakati, ya'ni
/ (x i, xo)  = (xi cos ip — x -2 s in^  + Oi, Xi sin ^ + X2 cos f  + ai )  va 
g ( x i, x-2) — (.Гг, Xj) shakldagi izometriyalar va ularning kombinatsiyasi.
58. a) Ha., b) Yo‘q.

16-§. Qisqartirib aks ettirish prinsipi

8. Ha. 18. a < 1 . 21. a) x = 1,414, b) x = 3.321. c) x = -2 , 369.

26. Shart emas. 29. A € (—q. q ). 0 < q < 1. 31. Л £ (0, 1).

17-§. Metrik fazolarda kompakt to'plamlar

5. A kompakt to'plam boigani uchun, istalgan s  > 0 da uning .4,- chekli 
s  to‘ri mavjud. В  с  A boiganligi uchun At to'plam В  uchun ham chekli s  

to‘r hoiadi. 17.1-teoremaga ko'pa В  nisbiy kompakt to'plam bo'ladi.
6 . X = ®. A = [0, l ] . В  = (0 ,1 ). 7. 17.5-misol kabi isbotlanadi.

18. a) £ = 0 ,5 . b) £ = T^- 19- £ = ^ '
20. Tekislikning 4 ta ЛЛ(2,1), Л/г(2,3), Л/з(4,1) va ^/4(4 . 3 ) nuqtalaridan
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tashkil topgan to'plam Д uchun eng kam elementli 5 =  -\/2 to'r (17.1k- 

chizma) bo'ladi.

V i
4 .

0 1 X

17.1k-chizma

21. A' =  R. M  =  (0.1). / (x ) =  —. ' .

24. A' =  R 2. M  =  { (x ,  у) : у — 0 } . F  =  { (x .  у) : x  >  0. у =  x -1}  yoki 

tekislikda M  sifatida у — x  to‘g‘ri chiziqni. F  sifatida esa asimptotikasi 

у =  x bo'lgan va u bilan kesishmaydigan biror egri chiziqni olish mumkin.

25. Birortasi ham tekis darajada uzluksiz emas. a), b), d) lar tekis chegar­

alangan.

29. C411 [a, 6] fazodagi К  to'plam nisbiy kompakt bo'lishi uchun uning tekis 

chegaralangan hamda o‘zi va hosilalari tekis darajada uzluksiz bo'lishi zarur 

va yetarli.

30. M 2, M 3, M 4. 32. lim a„ =  0.
n—'OC

I I I  bobda keltirilgan test javoblari

1-A 2-A 3-B 4-C 5-C C-B 7-A 8-C 9-C 10-A 11-A 12-C 13-C

14-D 15-D 16-A  17-D 18-A  19-A 20-B 21-B 22-D 23-A 24-B 25-B 

26-D 27-C 28-A 29-A 30-A 31-D 32-B 33-C 34-A 35-B 36-D 

37-A 38-B 39-C 40-A.
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