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I'b o b. KVANT STATISTIKA
1-§. Kirish

Zarralari kvant mexanika gonunlariga bo‘ysunadigan sistema kvant
sistema deyiladi. Kvant sistemaning xossalarini o‘rganadigan statistik
fizikaning bo‘limi — kvant statistikadir.

Ko’p zarrali kvant sistemaning xossalarini umumiy holda aniq garash
bir gancha prinsipial givinchiliklarga duch keltiradi.

Sistemani tashkil etgan zarralar yetarli darajada siyrak bo‘lganda
masalani garash soddalashadi. Bu holda bitta zarraning holatlarini kvant
mexanika asosida aniglab, so‘ng shu holatlar bo‘yicha zarralarning
tagsimlanishi gonunini ko‘rish mumkin. Masalani bunday soddalashtirib
garashni kvant statistikada bir zarraviy metod deyiladi. Bir zarraviy metod
bilan masalalar kvant statistika asosida qaralganda zarralarning o‘zaro ta’siri
e’tiborga olinmaydi, fagatgina har bir holatdagi zarralar uchun almashinuv
effekt e’tiborga olinadi.

Almashinuv effekt — aynan bir xil zarralarning o‘rin almashtirishlarida
namoyon bo‘ladigan, sistemaning simmetriyaviy xossalarini aks ettiradigan,
klassik o‘xshashligi bo‘lmagan kvant korrelyatsion hodisadir.

Temperatura kamayib, p~ T de Broyl to‘lgin uzunligi A= 4/p
zarralar orasidagi masofa tartibida yoki undan katta bo‘la boshlaganda,
zarralar orasidagi o‘zaro ta’sir potensialidan tashqari, kvant korrelatsiyasiga
oid almashinuv o‘zarc ta’sir namoyon bo‘ladi.

Bu kvant korrelatsiva zarralar harakatiga, ularning sistemasi xossasiga
muhim ta’sir ko‘rsatadi. Bu ta’sir temperatura kamayishi bilan kuchayib
boradi. Kvant korrelatsiya nafaqgat zarralar harakati qonunlarini, balki
klassik statistikani ham qayta garash zarurivatini keltirib chigardi.

Shu munosabat bilan kvant mexanikaning muhim prinsiplaridan Pauli
prinsipi katta rol o‘ynaydi: bu prinsipga asosan, sistema aynish
temperaturasidan pastda bo‘lsa, har bir birzarraviy holatda bittadan ortiq
fermion bo‘la olmaydi. Bu prinsip bozonlarga taallugli emas. Demak,

sistema temperaturasi T aynish temperaturasi T = a[-b— n ¥ dan kichik
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bo‘lganda fermionlar statistikasi bozonlar statistikasidan mutlago
fargtanadilar (g.10-§, 1 bob).

Nazariy jihatdan gat’iy aytiladigan bo‘lsa, kvant statistikaning bu
metodlari — postulatlari ishchi gipotezasifatidaqaralib, ularning o‘rinli
ekanligi ular natijalarining eksperimentlar natijalariga mos kelishi bilan
isbot gilinadi. Hagigatan ham, bir zarraviy metodga asoslangan kvant
statistika natijalart tajribada olingan natijalarga ko‘p hollarda mos (muvofig)
keladi. Shunday bo‘lsa-da, bunday garash, umumnazariy nuqgtai nazardan,
tabiiyki, to‘la qonigarli emas, chunki bunday postulatlar garalayotgan
sistemaning kvant xossalaridan, ya’ni fundamental kvant mexanika
postulatlaridan kelib chiqishi lozim edi. Ammo bunday keltirib chigarish
hozirgi vaqtda gilinmagan.

Biz quyidagi kvant statistikaning masalalarini bir zarraviy metodga
asoslanib qaraymiz.

2-§. Sistema holati

1. Makroskopik holat. Juda ko‘p zarralardan (atomlar, molekulalar
va boshqgalar) tashkil topgan sistemaning dinamik erkinlik darajalari juda
ko‘p bo‘ladi. Ammo sistemaning holatini aniglash uchun odatda uning
temperaturasini, bosimini, zichligini va boshga makroskopik parametrlarini
oflchaydilar. Sistemaning bunday makroskopik (termodinamik) parameiriar
bilan aniglanadigan holatini makroskopik holat deyiladi.

2. Dinamik mikroskopik holat. Sistemani tashkil etgan zarralarning
{molekulalar, atomlar, elektronlar va boshgalar) dinamik erkinlik darajalari
orqgali ulardan har birining holatini klassik mexanika yoki kvant mexanika
asosida gsistema gamiltonianiga asoslangan tenglamalar orqali} aniglash
mumkKin. Sistemaning ana shunday dinamik erkinlik darajatari (va’ni undagi
zarralardan har birining dinamik holatini aniglash bilan) orqali aniglangan
holatini dinamik mikroskepik holat deb ataymiz. Nazariy jihatdan har
bir zarraning harakat tenglamasini (masalan, Nyuton tenglamasi yoki
Shredinger tenglamasi) yechib, sistemaning dinamik mikroskopik holatini
aniglash mumkin. Ammo zarralar soni nihoyatda ko'p bo‘lganligi uchun
sistemaning holatini bunday usul bilan amalda aniglash mumkin emas.

3. Statistik mikroskopik holat. Sistemaning mikroskopik holatini amalda
aniglash iloji bo‘imagani uchun (agar bunday mikroholat ma’lum bo‘lsa
ham zarralar harakati va o‘zaro to‘qnashishlari sababli u shunday tez
o'zgarib turadiki, undan amalda foydalanish yarogsiz bo‘lib qoladi) uning
mikroskpik holatini tavsiflash uchun vangi metod, tushuncha kiritish
zarur bo'lib goladi. Shunday yangi tushuncha (metod) birinchi marta
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7 Gibbs tomonidan kiritilgan statistik ansambl tushunchasidir. Bu tushunchaga
asosan, qaralayotgan bitta real sistema o‘rniga, unga dinamik jihatdan
ekvivalent bo‘lgan, va’ni bir xil gamiltonianga ega bo‘lgan, ammo
boshlang‘ich shartlari bilan farglanadigan ekvivalent sisternalar to‘plami
{ansambli)} qaraladi. Real! sistemaga moslashtirilgan bu to‘piamni shu
sistemaning statistik ansambli deyiladi. .

Statistik ansamb! tushunchasiga asosan, biz ta’rif bo‘yicha, sisternaning
dinamik umumlashgan koordinatalari q(t) va umumlashgan impulslari
p(t) ni vagtga bog'lig bo‘lmagan tasodifiy kattaliklar bilan almashtiramiz,
va’'ni ¢ va p ni tasodifiy kattaliklar deb qaraymiz. Tasodifiy kattliklar q va
p ning givmatlari (kvant mexanikada q voki p ning giymatlari) real
sistemaning ehtimoliy mikroskopik holatini aniqlaydi. Bunday aniglangan
holatni statistik mikroskopik holat deb ataymiz. Statistik mikroholatlar
to‘plami statistik ansamblga ekvivalentdir. Shuningdek, yuqoridagi ta’rifga
asosan, dinamik mikroholatlar to‘plamiga ham ekvivalentdir.

Statistik fizikaning asosiy postulati. Statistik mikroholatlar to‘plami
dinamik mikrohlatlar to‘plamiga ekvivalentdir (voki unga tengdir, yoki
o‘sha to‘plamning o‘zidir!). Klassik statistik fizikada (shuningdek, kvant
statistikada) q va p lar demak bular bilan aniglangan statistik mikroholatning
realizatsiyasi, namoyon bo‘lishi ehtimolini aniglash statistik fizikada asosiy
— markaziy masaladir,

Statistik mikroholatlar to‘plami klassik statistik fizikada fazaviy fazoning
gismini, kvant statistik fizikada sistemaning kvant holatlari to‘plamini
ifodalaydi. Muvozanatli statistik fizikani qurish uchun quyidagi ikkinchi
asosiy postulatni qabul qilamiz: apriori (a priort) statistik mikroholatlar
teng ehtimolli (tekis tagsimlangan) deb qabul qilinadi. Demak, statistik
mikroholatlar soni (statistik ansambl elementlari soni) N, ga teng bo‘lsa,
statistik mikroholatlar ehtimoli bu postulatga asosan. 1/N, ga teng bo‘ladi.
Bu verda maxsus eslatamiz: an’anaviy usulda mikroholatlarning teng
ehtimolligi (tekis tagsimlanganligi) hagidagi bunday postulat yakkalangan
sistema uchungina o‘rinli deb qabul gilingan edi. Kuzatiladigan kattalik
{masalan, energiva) giymatlari bilan farglanuvchi ba’zi mikroholatlarda
sistema ko‘proq (kattarogq ehtimol bilan), ba’zi mikroholatlarda sistema
kamroq (kichikroq ehtimol bilan) bo‘ladi.

Mikroholatning ehtimoli uni tashkil etgan statistik mikroholatiar soniga
— statistik vaznga bog‘lig. Mikroholatlarning ehtimollari tagsimoti funksiyasi
klassik statistik mexanikada f¢g, p) va kvant statistik mexanikada /(E, )
funksiyalar bilan aniglanadi. Masalan, biror dinamik A kattalikni tajribada
aniglaydigan (ansambl bo‘vicha) o‘rtacha giymati klassik holda
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A= [4(p.q)f(p.q)dpdq.
kvant holda

2=ZA:f(I)

ifodalar bilan aniqglanadilar.
Bunda A4, kvant mexanikadagi A kattalikning o‘rtachasi:

ﬁ 4= [y} dy,de
bunda A operator, W -1 kvant holatining to'lqin funksiyasi.

4, Jdeal gaz, Faraz qilaylik: ko‘rilayotgan sistema N ta zarradan iborat
bo‘lsin; ular orasida o‘zaro ta'sir bo‘lmasin yoki uni hisobga olmaslik
darajada kichik bo‘lsin. Bunday holda sistemaning — ideal gazning zarralari
bitta zarraning statistik ansambli elementlaridan iborat bo‘ladi deb qaralishi
mumkin.

5. Bir zarraviy metod. Ideal gaz statistik ansambli uni tashkil etgan
real molekulalar, atomlar, umuman zarralar ansambli (to‘plami)dan
iborat bo‘ladi. Shu nuqtai nazardan sistemaning (ideal gazning) statistik
mikroholati bitta zarraning (atom, molekulaning) mikroholati bilan
aniglanadi. Boshqacha aytganda, kiassik statistika p va 7 Kattaliklar
giymatlari g, §+d4 va p, p+dp intervailarda bo‘lishi ehtimoli
dWp,q)=f(p,3)dpdg bilan aniglanadi; bunda ehtimollar zichligi
A(p.g) ni bir zarraviy tagsimot funksiyasi deyiladi.

Kvant statistikada zarraning kvant holatlarda bo‘lish ¢htimolini aniglash
muhimdir. Siyrak kvant gaz holatlari bir zarraviy tagsimot funksiyasi orgali
tavsiflanadi. Biz quyida kvant sistemani garaymiz.

N ta bir-biri bilan o‘zaro ta’sirda bo‘lmagan zarralar sistemasi holatining
to‘lgin funksiyasi

W(Xi’xz»'“axwt) (M)
bilan aniglangan bo‘lsin.
Bunda gamiltonian
H=>H | @
H o= 22+ Ux) 3)
zm L 1 1

ifodalar bilan aniglangan bo‘lsin; x, bilan p yoki g larni belgiladik.
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Statsionar holat uchun to‘lqin funksiya (1) Shredinger tenglamasi

H w =Ey 4)
dan topiladi; bunda

SHy=Ey )

i i

Ideal gaz uchun y =y (x, y,(x,)..wy(xy) va E=E +E, +..+E, deb
qarash mumkin. Bu holda (5) dan

ff" "pf(xs)= ans(xf) (6)
tenglamani olamiz. Bu tenglamani yechib, har bir i zarraning to‘lqin
funksiyalari va energiva sathlarini topamiz. Har bir birzarraviy holat
funksiyasi y,(x;) ni aniglovchi kvant sonfarni (atomdagi elekiron uchun
kvant conlar », 1, m, m) bitta harf n bilan belgilaylik. Bu holda

E,, , =E, +..+E, (7

.. iy

lpnjnz...n, = q”ul(x])'l"u,(xZ)"'wuﬂ (x.N) (8)
Bunda sistema energiyasi yig‘indi (7) dan, sistema holati funksiyasi bir
zarraviy funksiyalar ko‘paytmasi (8) dan iborat.

Bu yerda shuni ta’kidlaymizki, bir-biri bilan o‘zaro ta’sirlashuvchi
zarralardan tashkil topgan sistema holati funksiyasini, ko‘p hollarda,
bir zarraviy helat funksivalari ko‘paytmalari bo‘yicha qatorga yoyilmasi
sifatida qarash mumkin.

Agar sistema zarralari bir xil bo'lsa (biz statistikada shunday holni
qaraymiz), ularning hammasi uchun tenglama (6) bir xil bo‘ladi; ularning
holatlari va energiya sathlari ham bir xil bo‘ladi. N zarradan iborat
sistemaning kvant holati N ta bir zarraviy holatlarning har xil
kombinatsivalaridan olinishi mumkin. Sistemaning bunday holatlari cheksiz
ko‘p bir zarraviy holatlar to‘plamidan N — saylash (tanlash) orqali
aniqlanadi.

k €
3 e
2 £:
| &
1.1-rasm.
7
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Dinamik nugtai nazardan ixtiyoriy bitta zarraga tegishli (6) Shredinger
tenglamasini vechib, holatlar v,y ..., ... va bularga mos energetik sathlar,
masalan, ¢,,€,,.-£, ... aniqlanadi. Bu bitta zarra uchun aniglangan energiya
sathlari sonini zarralar soni N ga nisbatan juda katta deb garab (bu ideal
kvant gaz bo'lishlik sharti}, shu energiva sathlarida N ta zarraning
tagsimlanish qonunini aniglash bir zarraviy metodning vazifasidir (1.1-
rasm). Dinamik nuqtayi nazardan bitta zarraga tegishli masalani yechib,
energiya sathlari bo‘yicha ko‘p zarralarning tagsimotini tadqiq qilish —
bu bir zarraviy metoddir.

Zarralar o'zlarining holat funksiyalari — to‘lgin funksivalarining
xarakteriga garab ikki turga: bozonlar va fermionlarga bo‘linadi. Biz shularga
gisgacha to'xtaylik.

3-§. Aynanlik prinsipi

Agar ikki zarraga klassik fizika nuqtai nazaridan qaraisa, ular uzluksiz
harakatlanayotgantigini kuzatish mumkin, ya’ni ularni prinsipial jihatdan
alohida kuzatish va demak, ajratish, farglash mumkin. Kvant mexanikada
mikrozarralarning holatlari diskret o‘zgaradi. Bir turga tegishli ikki zarra
bir xil holatda bo‘lsa, ularning xarakteristikalari bir xil bo‘ladi. Bu esa
ularning aynan bir xilligiga, ularni farglash mumkin emasligiga olib keladi.

Klassik zarralar to‘qnashganda (1.2-rasm), har doim qaysi biri qaysi
tomonga ketganini aniqlash (ko‘rish, bilish} mumkin.

Kvant zarralarda trayektoriyalar yo‘q, shu sababli ma’lum “trubka”ning
ichida to‘lgin paket harakatlanayotir deb garash mumkin. Agar
“trubka”lar to’qnashsa (yoki yaqinlashsa) gaysi zarra qaysi joyda ekanligini
aniq bilish mumkin emas. Shu sababli, bir zarra bir tomonga, ikkinchi
zarra ikkinchi tomonga ketganligini (impulsning saglanish gonuni asosida)
aniglash mumkin (q.1.2-rasm). Shunday qilib, kvant mexanikada postulat
sifatida aynanlik prinsipi qabu! gilinadi.
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Bir turdagi zarralarning bir-biridan farqlanmasligi, aynanligi sababli
sistetnadagi ixtiyoriv ikkita zarra o‘rinlarining almashtirishlari sistemaning
fizik holatini o‘zgartirmaydi.

Bir xil massa, spin, zaryadlarga ega va boshqga bir xil ichki xossalar
bilan xarakterlanuvchi, tavsiflanuvchi zarralarni kvant mexanikada aynan
bir xil zarralar deyiladi. Boshgacha aytganda, masalan, bir elektronni
ikkinchi elektrondan farglash prinsipial mumkin emas; barchaelektronlar
aynan bir xil zarralardir. Aynan bir xil zarralar kvant mexanikadagi
fundamental prinsip — aynanlik prinsipiga bo‘ysunadi.

Aynanlikprinsipigaasosan, zarralar sistemasidagi zarralarning o‘rinlari
almashinishi tufayli hosil bo‘igan holatlarni hech ganday real eksperiment
yordamida farglash (ajratish) mumkin emas. Shu sababli, bunday o‘rin
almashinishlardan hosil bo‘lgan holatiarga sistemaning bitta fizik holati
deb garalishi kerak.

Aynanlik prinsipi kvant mexanikaning klassik mexanikadan farglovchi
asosiy prinsiplardan biri, ya'ni klassik mexanikada har bir zarraning
harakatini, trayektoriyasini prinsip jihatidan kuzatish mumkin deb garaisa,
kvant mexanikada esa bunday garash o‘z ma’nosini yo‘qotadi, har bir
zarraning o'z individualligi yo‘golad.

Ma’lumki, kvant mexanikada zarra holati to‘lgin funksiva bilan
tavsiflanadi. Yuqorida aytilganlarga asosan, ikki aynan bir xil zarralarning
to‘lqin funksiyalari fazoda gisman (o‘zaro qoplashuvga) o‘zaro yopuvga ega
bo‘lsa, u holda, to‘lqin funksiyalar aniglangan sohaning biror elementar
hajmida zarralardan qaysi biri turibdi, degan savol mutlago ma’'noga ega
emas; bu ikki zarradan birining bu elementar hajmda bo‘lish ehtimoli
hagida gapirish ma’noga egadir.

Tabiatdagi aynan bir xil zarralar ikki turga: holatlari simmetrik to‘lgin
funksiyalar bilan tavsiflanuvchi bozonlarga va antisimmetrik to‘lgin
funksiyalar bilan tavsiflanuvchi fermionlarga bo‘linadi.

Aynanlik prinsipidan kelib chiqadigan to‘lgin funksiyalarning bu
simmetriklik xossalari, klassik mexanikada o‘xshashligi bo‘lmagan, kvant
effekt — almashinuv o‘zaro ta’sir mavjudligiga olib keladi.

4-§. Simmetrik va antisimmetrik to‘lqin funksiyalar
Spinlari e’'tiborga olinmagandagi 2 ta bir xil zarradan iborat sistemaning

kvant holati to‘lgin funksiva w{#,7,)} bilan tavsiflanadi; v(#,7,)-zarralar
koordinatalarining funksiyasi (g. 1.3 rasm)

9
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f.3-rasm.

Zarralarming o‘rinlarini (koordinatalarini) almashtiraylik, ya’ni 1 ning
o‘rniga 2 va 2ning o‘rniga i zarra joylashsin. U holda radius — vektor 7.
ning yo*nalishi o‘zgarib ¥, dan iborat bo‘ladi (q.1.3-rasm)

Fip =Py 9)

Zarralarning bunday o°rin almashtirishlari sistemaning holatini o‘zgar-
tirmaydi, chunki zarralar bir xil. Bunday (9) o‘rin almashtirishni akslan-
tirish deb ataladi. R

Akslantirish operatori P ni (uni o‘rin almashtirish operatori ham
deyiladi) to*\qin funksiya (7,7, )=w(1,2) ga ta'sir etkizaylik:

Py(i2)=w(2)) (10)
Bu (10) ga vana bir bor P ni ta’sir etkizsak, ravshanki, yana avvalgi
holat hosil bo‘ladi, ya'ni

HPu(.2) = vit2) (an
Kvamt mexanikaning umumiy prinsipiga asosan, operatorning to‘lqin
funksiyasiga ta’siri to‘lgin funksiyani ma’lum songa o‘zgartadi, va’'ni

Py(1.2)= Py(2.)) (12)
bunda ma’lum son p - shu - P operatoring xususiy qiymati. (10) ifodaga
P operatorni yana ta’sir ettiraylik.

f{f’w(l,z)} P(Py(1,2))= PPy(1,2)= Py (1,2) (13)
Ikkinchi tomondan, ikki marta almashtirishdan q;(l,z) kelib chigganligini
e’tiborga olsak,

Py (12)=y(1,2)
va bundan

P? =, P=11 (14)
natijani olamiz.
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Boshgacha usul: aynanlik prinsipiga asosan, zarralarning o‘rin
almashtirishi vning fizik holatini o‘zgartirmaydi. Shu sababli, bu o‘rin
almashtirishida to‘lgin funksiyasining fazasi o‘zgaradi, ya’'ni
w(2,1)= e*y(1,2) yana bir marta o‘rin almashtirilsa, y(1,2)=¢*y(1,2);
bundan ™ =1 yoki & ==*1.

{12} va (14) dan ko‘rinadiki, akslantirilganda (o‘rin almashtirilganda)
to‘lgin funksiyaning ishorasi o‘zgarmasligi mumkin (P = +1xos). Bunday
to‘lqin funksiyalarni simmetrik 1o Igin funksiyalar deyiladi; simmerrik to ‘Igin
Junksiyalar bilan holati tavsiflanadigan zarralami, yugorida aytgandek,
boze zarralar yoki bozonlar deyiladi.

Akslantirilganda to‘lgin funksiyaning ishorasi o‘zgarishi mumkin
(P=-1 hol). Bunday to‘igin funksiyalar antisimmetrik io ‘lgin funksiyalar
deyiladi; antisimmefrik to‘lgin funksiyalar bilan holati tavsiflanadigan
zarralarni, yugorida avtilgandek, fermi zarralar yoki fermionlar deyiladi,

N zarradan iborat sisterna holatining to‘lqin funksiyasi w(...x,.,x*‘_
bo‘isin. Aynanlik prinsipiga asosan, to‘lqin funksiyaning argumentlari
o‘rin almashtirsa, fizik holat o*zgarmagani sababli, fizik holatga tegishli
bo‘lmagan fazaviy o'zgarish bo‘ladi, ya'ni w(..x,,x ,...)= “w{..x,, x,...)
bunda a — ixtivoniy haqigiy kattalik; yana ikkinchi marta o‘rin almashtirilsa,
avvalgi to'lqin funksiyaga kelinadi: w(...x ,x,..}= ¢™y(...x,, x,...). Bundan
¢ =1, ¢° = +4/1 = 1 kelib chigadi. Demak, yugorida xususiy hol
uchun aytganimizdek, sistemada ikki zarra o‘rin almashganda uning to‘lgin
funksiyasining ishorasi o‘zgaradi (e'“ = —lxo;r) yoki o'zgarmaydi (e’“ =1
hol). lshorasi o‘zgarmasa simmetrik, o'zgarsa antisimmetrik t(o‘lqin
funksiyalar bo‘lib, bu o*zgarish yoki o‘zgarmaslik zarralarning spinlariga
bog‘liq ekanligi V. Pauli (1924 — 1925 yillar) tomonidan ko‘rsatildi.

Yarimli spinga ega zarralar (masalan, elektron, pozitron, neytrino,
proton, neytron va shu kabilar) hamda toq sondagi fermionlardan iborat
murakkab zarralar {masalan, tritiy yadrosi: bu yadro 1 ta proton va 2 ta
neytrondan iborat; geliy —3 vadrosi: bu yadro 2 ta proten va 1 neytrondan
iborat va shunga o'xshashlar) fermionlardan iborat bo‘ladi. Fermionlardan
tashkil topgan sistemani fermi—sistema deyiladi.

Spinning yo‘nalishi ham e’tiborga olingan aniq kvant holatda, Pauli
prinsi piga asosan, bittadan ortig fermion bo‘lishi mumkin emas, ya’ni

n =0, (15)

Spinlari nol yoki butun songa teng bo‘lgan hamda juft sondagi
fermionlardan tashkil topgan murakkab zarralar — bozonlardan iborat
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bo‘ladi. (Misol foton, mezonlar, geliy — 4 yadrosi, deyiriy yadrosi va shu
kabitar). Bozonlardan tashkil topgan sisiemani boze—sistema deyiladi.
Bozontar har bir kvant holatda ixtiyoriy sonda bo‘lishi mumkin, ya’ni

7 =012,.. (16)

5-§. Almashuv o‘zaro ta’sir, Pauli prinsipi

Kvant mexanikaning postulatlaridan biri — Paul prinsipidir. Tolgin
funksiyaning simmetrik yoki antisimmetrikligi uning fazoviy va spinlari
o'zgaruvchilarining almashtirilgandagi Xususiyatiga bog’liq.

Agar zarralar orasidagi o'zaro ta’sir kuchlari zarralar spinlariga bog'lig
bo‘lmasa, sistemaning to‘lgin funksiyasini fagat koordinatalarga va fagat
spinlarga bog‘liq funksiyalar ko‘paytmasi ko‘rinishida quyidagicha yozish
mumkin:

q;(xi, xz,...,xN;mﬂ,mﬂ,...,mw) = ¢{x,,x2,...,xN )U(mﬂ,m;z,...,mw

Demak, bunday zarralar, agar bozonlardan iborat bo‘lsa, n xolda
koordinatalar va spinlar funksivalart bir xil simmetriyalarga ega bo‘lishlari
shart, ya'ni ¢ U. voki ¢ U/, (bunda indeks “S” simmetrik, “A” esa
antisimmetriklikni ko‘rsatadi); agar fermionlardan iborat bo‘lsa, ¢ U.
yoki @ U, dan tborat bo'lishi kerak.

Boshqgacha aytganda, aynaanlik prinsipiga asosan, aynan bir xil
zarralarning fazodagi holatini tavsiflovchi to*lqin funksiyaning simmetriklik
xossasi spin to'lqin funksiyaning simmetriklik xossasiga bog‘liqdir. Bu esa
zarralaming fazodagi harakatida bir—biri bilan ma’lum muvefiglashish,
kvantoviy korrelatsiva (hatto zarralar orasidagi o‘zaro ta’sir kuchi
bo‘Imagan holda ham) mavjudligini ko‘rsatadi. Aynan bir xil zarralarning
fazodagi holatida (spinlar simmetriyasiga bog‘liq ravishda) bunday
muvofiqtashishlar kvantoviy korrelatsiyalar sisiemaning energiyasi
qiymatida o'z aksini topadi. Bu kvantoviy korrelatsiva bilan bog 'lig energiya
o‘zaro ta’sir almashuv energivasi deyiladi. Almashuv 1a’sir energiyasi
alohida zarralar tolgin funksivalarining yopuv (goplashuv) darajasiga
bog‘lig; bu yopuv sohasi gancha katta bo‘lsa, almashuv energiva shuncha
katta bo'ladi.

Shuni ta’kidlaymizki, zarralar orasidagi o‘zaro ta’sir bo‘lmaganda
ham, ya’ni aynan bir xil zarralardan tashkil topgan ideal gazda ham,
aynanlik prinsipi tufayli almashuv o‘zaro ta’sir kelib chigadi. Aimashuv
o‘zaro ta’sir — Kvantoviy korrelatsiya zarraiar orasidagi o‘rtacha masofa
de Broyl to‘lgin uzunliginnig o‘rtacha qiymati tartibida yoki undan kichik
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bo‘lganda effektiv namoyon bo‘ladi. Bunda almashuv o‘zaro ta’sirini
xarakteri fermionlar va bezonlar uchun har xil bo‘ladi. Fermionlar uchun
w,=¢U- to'lgin funksiyada spinlar parallel ekanligidan zarralarning
vaginlashuvida itarish kuchlari namovon bo‘ladi; bu itarish kuchlarini
aks ettiruvchi Pauli prinsipi ikki va undan ortiq zarralarning bir holatda
bo‘lishiga qarshilik (to‘sqinlik} giladi. Bozonlar uchun almashuv o*zaro
ta’sir esa, spinlarning antiparallelligidan zarralarning o‘zaro tortishish
kuchi sodir bo'lishligidandir. Shu sababli, bozonlar bir holatda bo‘la
olishiari mumkin.

O‘zaro ta’sirlashuvchi aynan bir xil zarralaming tashgi maydondagi
energiyasiga ham kvantoviy korrelatsiya mavjudligi ta’sir ko‘rsatadi. Ammo
bu ta’sir zarralarning o‘rin almashishlaridagi ta’sirga nisbatan ishorasi,
odatda, teskari bo‘lganligi uchun bu ta’sirlarning hissalari bir-biriga
nisbatan katta yoki kichikligiga garab, sistemaning umumiy energiyasi
ortishi yoki kamayishi mumkin, ya’ni sistema holatining qulayligi
spinlarning paralleligida (masalan, ferromagnetizmda) yoki antipa-
ralleligida (masalan H,,O, molekulalarda) sodir bolishi mumkin.

Bir-biriga bog‘lig bo‘tmagan N ta zarralar sistemasi holatlari uchun

Yo e =YW ny Wy (17)
funksiya kiritgan edik. Ammo u simmetriklik xossasiga ega bo‘lmagani
uchun sistema holatini tavsiflashga yaramaydi. Sistemaning holatini
tavsiflash uchun (17) ning chizigli kombinatsiyasidan simmetrik yoki
antisimmetrik funksiyalarni olish kerak.

Masalan, ikkita bir zarraviy funksiyalar q)nl(x) va (p"2(x) berilgan
bo‘lsa, undan simmetriklikka ega bo‘lgan holat funksiyalarini hosil
qilishimiz mumkin;

0. = [0, )0 0,6 Do)
00 = 7506 ()0, )0 )

(18) ifodadan ko'rinadiki, #, = n, yoki X, = X, bo‘lganda ¢ , = 0
bo‘ladi; ya’ni, antisimmetrik to‘lgin funksiya bilan tavsiflanuvchi ikki bir
xil zarralar (fermionlar) bir holatda yoki bir joyvda bo‘lishi mumkin
emas.

Bu (18) ifodani N ta bir-biri bilan o‘zaro ta’siflashmaydigan zarralar
sistemasi uchun umumiashtiraylik:

(18)
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i
Ve =ﬁZw,,l(xl)w,,z(lenwm(x») (19)

n, — spin kvant sonni ham aks ettiradi. O’rin almashtirishlar soni,
ya'ni (19) da hadlar soni N!. Bunda o°rin almashtirishlar v, ning ishorasini
o'zgartirmaydi!

Antisimmetrik funksiya y, ni quyidagi determinantdan iborat deb

qaraladi:
0u(x o) 0, (x,)

)
D2 (xl )p..z(xz }"(p,,z (xm )

T e (20)

w0 (5)- 0, (x,)

Zarralarning o°rin almashtirishiga (20) determinantdagi ustunlarning
o‘zaro almashtirilishi mos keladi.

Agar ixtiyoriy ikki zarraning, masalan 1 va 2 ning kvant holatlari bir
xil bo‘lsa, ya'ni n, = n, bo‘lsa, u holda determinantning ikki gatori bir
xil bo‘ladi. Ikki qaton bir xil bo isa, bunday determinant har doim nolga
teng bo‘ladi, ya’ni y , = 0. Bunday holat realizatsiyalanmaydi, bu esa
Pauli prinsi pidir. Demak bu prinsipga asosan bir xil holatda 2 ta fermion
bo‘lishi mumkin emas.

6-§. Kvant zarralarning bir zarraviy holatlar bo‘yicha tagsimoti

Ma’lumki, kvant sistemalar uchun tagsimot funksiyalari har xil
usullar bilan {xususan, Kaita kanonik tagsimoti asosida; zarralarning soni,
energiyasi va entropiya ifodalari asosida) olinadi.

Biz quyida uslubiy jihatdan nisbatan oddiy metod bilan bir zarraviy
holatlar bo‘yicha zarralar tagsimoti qonunini va Boze — Eynshteyn,
Fermi — Dirak tagsimoti funksiyalarini olamiz.

Sistema zarralari kvant mexanika asosida tavsiflansin. Bunday sistema
termodinamik muvozanatda bo‘lsa, uning gonuniyatiarini muvozanatii
kvant statistik fizika o‘rganadi.

Agar sistemaning zarralari orasidagi o°zaro ta’sir kuchi yetarli darajada
zaif, kuchsiz bo‘lsa, (yoki bu o0 zaro ta’sir yo'q bolsa, bu holda sistemani
kvant ideal sistema (gaz) deyiladi), har bir zarra, boshga zarralarga bog'liq
bo‘Imagan ravishda, erkin harakatlanadi. Bu holda zarraning kvant holatlari
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Shredinger tenglamasi (6) (Hy, = E,w,) asosida aniglanadi; w, - to‘lqin
funksiyalar, ¢,,¢,,¢,,...,&,,... - energiya sathlari; €, - zarraning ; holatdagi
energiyasi.

Sistema N ta ideal kvant zarralardan iborat bo‘lsin. Bunday sistemani
bir zarraviy metod asosida garaladi’.

Bu sistema bir zarra uchun statistik ansambldir. Qaralayotgan zarra
nusxalari N energiya sathlariga nisbatan oz (kichik) bo‘lsin. Bu hoida N ta
zarralarning energiya sathlari bo‘yicha tagsimlanishi qonunini aniglayiik.

Faraz gilaylik, N ta zarralar bir zarraviy holatlar bo'yicha quyidagicha
tagsimlangan bo‘lsin #,,7,,....,%;, (1.4-rasm)

i E N

3 F R Y

2 £ M

i € M
1.4-rasm.

Bunda / ichi holatdagi #, zarralarning energiyasi £, = ne, dan iborat.
Demak, / holatdagi sistema energivasi E, =Zjnfej; zarralar soni

N =Z M

Shuni aytish lozimki, sistemaning kvant holatini aniqlaydigan /,
energetik sathiardagi zarralar sonlari to‘plami bilan beriladi, ya’ni
{= (n,, N} ,) I — energetik sathdagi n, zarralar ochiq sistemani tashkil
qiladi, ya’ni unda n, o‘zgarishi mumkin. Berilgan », zarralardan iborat
sistemacha uchun (umumiy sistemaning qismi uchun) tagsimot

funksiyasini quyidagicha

]"(Ef)= %e‘ﬁ(ﬁ"wﬁl (21)

yozamiz. Bunda Z i-sistemachaga tegishli statistik yig‘indi,

t Zarralar orasida o*zaro ta’sir kuchli bo'lganda sistemani kvant mexanika asosida
tavsiflash mumkin. Ammo bu masala murakkab va qiyindir. Ko‘p zarralarni tadqiqot
giladigan fizikaning bo‘limini ko‘p zarralar fizikasi deyiladi. Bu bir zarraviy metodni
ba’zan mos ravishda o°zgartirib, zarralari orasidagi kuchli o*zaro ta’sir bo‘lgan sistemani
tavsiflash uchun qo‘llab yaxshi natijalar olindi.
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=
B=1z (22)

Termodinamik potensional @,
D=}, (23)
u# kimyoviy potensial.
Muvozanatli holatda fazalar muvozanati uchun yozilgan

L=L=.T, F=PF=.F, p=p,. .=y =y (24)
dan va
E =ng, (25)
ifodadan foydalanib, tagsimot qonuni uchun
l ~fnlei-p
HE)=— et (26)

ifodani olamiz; bunda statistik yig‘indi

_ - (ei=p }
Z= 2 e 27)

> AE)=I1 (28)

Hi

normalash sharti

asosida topiladi.
Taqgsimot funksiyasi (26) kvant sistema xossasini tavsiflash uchun
asos bo'ladi.

7-§. Kvant statistikaning taqsimot funksiyasi

Fizika nuqtai nazardan, har bir energetik holatda zarralar sonining
o‘rtacha givmati muhim ahamiyatga ega. Shuning uchun tagsimot funksivasi
(26) asosida i holatdagi zarralarning o‘rtacha soni {(#,) ni topaylik.

Umumiy goidaga asosan, zarralar sonining o‘rtachasi quyidagicha
aniqlanadi:

(n)= i”;f(Ej)

=0

(26) va (27) ifodalarni nazarda tutid, {n,) ni

1 dZ 1 dinZ
<R, >To—r e T
BZ dn B
L6
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ko‘rinishda yozish mumkin. (n,) = f(g,) beigilash kiritib, oxirgi ifodani
yozamiz.

dinZ
E /=
fe) B (29)
f(e,) ni kvant statistikaning tagsimot funksiyasi deyiladi, Shunday qilib,
fle,) ni, ya'ni zarralar soni o‘rtachasini aniglash uchun statistik yig‘indi
Z ni bilish zarur.

Bizga ma’lumki, yarim spinli zarralar — Pauli prinsipiga bo‘ysuna-
digan zarralar — fenmonlar bir zarraviy holatda bnttadan ortig bo'la
olmaydi, ya’'ni »=0,1.

Butun spinli yokl nol spinga ega bo‘lgan zarralar — bozonlar bir
zarraviy holatda ixtiyoriy sonda bo‘lishi mumkin, ya’'ni 2=0,1,2,...

Shu sababli, fermionlar (elektronlar, protoniar, neytronlar, pozitronlar
va boshqalar), bozonlar (fotonlar, fononlar, mezonlar va juft sonda
fermionlardan iborat murakkab zarralar) tagsimot funksiyalarini alohida-
alohida garash lozim bo‘ladi.

8-§. Boze-Eynshteyn statistikasi

Bozonlarning bir zarraviy holatlardagi tagsimot qonunini ko‘raylik.
Bu holda, n=0,1,2,... Statistik yig'indi

. Z= ;e-ﬁn.(srn) (30)

bozonlar uchun g <0 shart bajarilishi zarur. Aks holda f(g,) funksiya
# >¢, va n, - o da chegaralanmagan va demak fizik ma’noga ega bo‘lmagan
funksiyaga aylanadi. u <0 bo‘lganda (30) ifoda kamayuvchi geometrik
progressivadan iboratdir. Uning yig*indisi

Z=— L G1)

1- eﬁut-c.)
ifoda bilan aniqlanadi.
Statistik yig‘indi (31) ning ifodasidan foydalanib, f(g,) uchun (29)
asosida quyidagi ifodani olamiz.

1
eﬂui-ﬂ} -1

(32)

Holatlar bo ‘yicha zarralar o ‘rtacha sonlarining tagsimotini aniglaydigan
(32) ifodani Boze-Eynshteyn yoki Boze tagsimoti — statistikasi deyiladi.

<" Ef(si)=
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Bozonlarning umumiy soni N va ixtivoriy holatdagi o‘rtacha soni
<n, > o‘zlarining ma’nolariga ko‘ra musbat kattaliklar N>0va <ni>>0
bo‘ladi. Shuning uchun (32) dan S, —4) >0 yoki umuman -8u 20
kelib chiqadi. Bundan, 8 >0 ekanligini nazarda tutsak, u <0 Kelib
chigadi.

O‘zgaruvchi sonli bozonlar (zarralar), xususan fotonlar, fononlar uchun
kimyoviy potensial u = 0. Umuman bozonlar uchun Kimyoviy potensial

us0 (33)
shartga bo‘ysunadi.

Bozonlar uchun £ — ¢ bo‘lganda, Boze tagsimot <», >= f{g,) >
bo‘ladi, ¢ = 0 bo‘lganda esa (q.1.5-rasm).

116

et

rd

[R— >
B 0 €
£
1.5-rasm.
1
fO)=—5— o <0 (34)
ifoda olinadi,
Umumiy holda kimyoviy potensial ¢ ni zarralaming urmuniiy soni ifodasi
N=Fen>=Y m T (35)
asosida aniqlanadi. Agar energiya q1ymatlan uzluksu o‘zgaradi deb garalsa,
g(£)d€

N= ﬁ(c-::} (36)

ifodadan aniglanadi. Bunda g(e) birlik encrgiya intervaliga to‘g‘ri kelgan
holatlar soni — holatlar zichligidir.
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9-§. Fermi-Dirak statistikasi

Fermionlarning bir zarraviy holatlardagi tagsimotida »=0,1 bo‘lganligi
uchun, bu holdagi statistik yig‘indi £ ifodasi

7 ;eﬁwiu—e;) =1+ eﬂ(n—!;) (37)
ko‘rinishda bo‘ladi.

Bir zarraviy holatdagi fermionlarning o‘rtacha soni <n,> uchun (29)
dan foydalanib olamiz.

) din Z i
B dl.l ﬂ(t ) +1 (38)
Fermionlar o ‘rtacha sonining <n> bir zarraviy holatlar bo yicha tagsimoti
(38) ni Fermi-Dirak yoki Fermi tagsimoti — statistikasi deyiladi. Qulaylik
uchun Fermi-Dirak va Boze-Eynsheyn tagsimotlarini

1€)* e (39)

ko‘rinishda yoziladi. Bunda musbat ishorali ifoda Fermi — Dirak, manfiy
ishorali ifoda Boze — Eynshteyn tagsimotlariga tegishli. _

Fermi sistema temperaturasi 7=0da ¢ < 4 bo‘lgan hamma bir zarraviy
holatlar (energetik sathlar) zarralar bilan to‘lgan bo‘ladi; ¢, >u
sathlarning esa hammasi bo‘sh bo‘ladi. (q.1.6-rasm).

Temperatura noldan fargli 7>0 bo‘lganda tagsimot funksiya punktir
chiziq bilan ko‘rsatilgan (q.1.6-rasm).

Fermionlarning kimyoviy potensiali ) ni Fermi sathi yoki Fermi potensiali
deyiladi, ba’zan uni Fermi energiyasi deyiladi.

Shuni ta’kidlaymizki, 7>¢ bo‘lgandagi Fermi tagsimotining 7=0 dagi
tagsimotdan farqi, asosan Fermi sathining atrofida, £T intervalda bo‘ladi.
Boshqacha aytganda, 7>0 da ¢, > u energiyali fermionlar asosan Fermi
sathi yaqinida bo‘ladilar (q.1.6-rasm), ya’ni ular Fermi sathi yaqinidagi
sathlardan “bug‘lanib” Fermi sathi yuqorisidagi bo‘sh sathlarga o‘tadilar.

Fermi potensialini (energiyasi p ni) zarralaming umumiy soni
ifodasidan, ya’ni quyidagi ifodadan

N= Z<”f>-2-"am (40)

anigtanadi. Agar energivaning giymatlari uzluksiz o‘zgaradi, deb qaralsa,
(40) ning o‘rniga quyidagi ifoda

<n >= flg,
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4
N= J-eG(S-u}+l (41)

T
i o
! L
2 N 270
A
3, i "g
1.6-rasm.

olinadi; bu (41) ifodadan ¢ aniglanadi.

Bunda g(e) birlik energiya intervaliga to‘g‘ri kelgan holatlar soni —
holatlar zichligidir.

Tarixiy ma’lumot. Boze-Eynshteyn statistikasi 1924 yilda hind fizigi
SH. Boze tomonidan fotonlarni tavsiflash uchun kashf etilgan. Shu yili A.
Eynshteyn ideal gazlarni tavsiflash uchun ham go‘llagan.

1926 yilda italiyalik olim E. Fermi fermionlami tavsiflash uchun Fermi-
Dirak statistikasini kashf etadi, shu yili ingliz olimi P. Dirak bu statistikaning
kvant xossasini tushuntirdi. 1940 yilda shveytsariyali olim V. Pauli statistika
turlari zarralarning spinlariga bog‘liq ekanligini ko‘rsatdi.

10-§. Klassik statistika — kvant statistikaning xususiy holi. Aynish
temperaturasi

Boze va Fermi tagsimotlarini yozaylik:

o —

eB(‘i‘l‘] i.-l ?

42)
bu tagsimotiarda

e 5x 43)
shart bajarilsa, maxrajdagi 1 ni e¢’tiborga olmasdan tagriban yozish

mumkin;
1
JE )~y =™ = de™, (44)
e T
bunda §§ =1/kT,e, — zarraning to‘la energiyasi.
Demak, (43) shart bajarilganda kvant statistikalari Maksvell — Bolsman
tagsimotiga, klassik statistikaga o‘tadi.
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Klassik va kvant statistikalarni umumiy ko‘rinishda quyidagicha yozish
mumkKin:

JE)= Sy

+8 (45)

Bunda
0 klassik zarralar wuchun
§ =4+1 fermionlar uchun
-1 bozonlar uchun

Kvant statistikadan klassik statistikaga o‘tishdagi (43) shartni kiassik
ideal gaz misolida ko‘raylik.
(44) ni energiya sathlari bo*yicha yig‘ishtiraylik

Zf(ﬁj)=Z<n; >~=€”“Ze*" (46)

Bizga ma'lum
Z;“ nm>=N
Z,=2.¢" @7)
uzluksiz hol uchun esa
1. _1_[.__!’:_
Z,  V\2nmkT (48)
Bu (47) va (48) ifodalardan foydalanib, (46) ni o'zgartirib yozamiz
N=e%Z
yoki
i
Z  V{2nmkT ¥}
e_ﬂli - =L o — 4
N N ( R )Z “49)
Demak, (43) ga binoan
V 2zmkT
N ! (5)

yoki
2emkT 5, N
S>> (51
shart bajarilganda kvant statistikasi klassik statistikaga o‘tadi. (48) yoki
(49) dan ko‘rinadiki, bu shart zichlik n=N/V, temperatura T va zarra
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(molekula, atom) massasi m ga bog'lig, ya'ni sistema yetarli darajada
siyrak va yuqori temperaturada bo‘lsa, kvant statistikaning o‘rniga klassik
statistikadan foydalanish mumkin, ammo (59) bajarilmasa, ya’ni

N (21:ka f

v &2
yoki
) 3
N (2amkT ¥
v [“—‘h‘r"} (53)

bo'lsa, sistema xossalarini tavsiflash uchun kvant statistikadan foydalanish
zanur,

(49) tenglik asosida e™ ni bir necha misollarda baholaylik; bunda
k=1,38-10"%erg /grad h=6,62-10""" erg sek.

A) Vodorod atomlari sistemasi uchun cxp(-fu) ni baholaymiz;
vodorod atom massasi m =107 g. Bu holda

M ~189.10%. T’”%
Agar zichlik N/V=1,89-10? sm~ bo‘Isa, (bu zichlik 7~ 7 atm. ¢ = 0°C ga
to‘g‘r keladi), Bu hoida :
e—pfk?‘ - TL’Z
Agar T~ 10K bo'lsa, T’ » 316K bo'ladi.
Demak, T =~ 10K dagi vodorod atomlari sistemasi uchun
e w361
Hatto shunday past temperaturada ham vodorod atomlari sistemasini
klassik statistika asosida garash mumkin ekan. Bunday, unmuman atomlar,
molekulalarni klassik statistika asosida garash, tadqiq gilish mumkin.
Nihovatda past temperatura bundan istisno!
b) Elektron uchun (m, ~ 107 gr)

e-—p.’lT = 242' lolﬁr!a’li
’ N

ifodani olamiz. N /¥ = 2,42.10%ca™® — bu metallardagi erkin elektronlar
zichligiga taxminan teng. Bu holda

RITEE - {
gp.fT=10‘l'T32
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Bundan 7 ~10000K bo‘lganda ham, ¢™'* =~ 0,1 bo‘ladi, ya’ni

e ec ]

bo‘ladi.
Demak, metallardagi elektronlami kvant statistika asosida garash kerak.
Yarim o‘tkazgichlarda erkin elektronlar zichligi
N (0 -107)

1% sm’

tartibda bo'ladi. Agar temperatura T=400 K bo‘lsa,
e® ~(80+8-10°)>>1
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, yarim o‘tkazgichlardagi elektronlarni
(shuningdek, kovaklarni) tavsiflashda kvaziklassik statistikani qo‘llash
o‘rinli bo‘ladi.
(52) ifodan temperatura T ni topaylik

2 F
N} ¥ A (NY
T=7"=|— =o—| — 54

(V) 2nmk amk[V) 4

bunda a=2x.

Bu temperatura 7* ni aynish temperaturasi deyiladi.

(54) ifodada yacheykalar (holatlar) soni sathlar soniga teng deb qabul
qilingan. Ammeo past temperaturalarda kvant mexanik xossalar namoyon
bo‘la boshlaydi. Shu tufayli zarralarning aynanlik prinsipini ¢’tiborga
olish natijasida holatning aynish karrasini hisobga olish lozim. Boshqa-
cha aytganda, hofatlar soniga moslashtirilgan N ning o‘rniga sathiar so-
nini olish uchun, (54) ifodada N ning o‘rmiga N/g ni yozish lozim.

U holda aynish temperaturasi

2
I =0t (Lo (55)
ifoda bilan aniqlanadi, bunda a= 2x. klassik ideal zarralar uchun. Boze va
Fermi tagsimotlari asosida kvant ideal zarralar uchun anig hisoblash
ko‘rsatadiki,

3,3/£%7 ideal boze-gaz uchun

0,5(6m /&)*"” ideal fermi-gaz uchun
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& = 25 +1 uchun spinlar (oriyentatsivalari) vaziyatlari ¢’tiborga olingandagi
faktor (omil).

Misol He* uchun T° ~ 3K; metallardagi elektronlar uchun T° ~ IF X
Aynish temperaturasidan pastda gaz zarralarining (molekulalar, atomlarning)
aynanlik prinsipi namoyon bo‘la boshlaydi. Boze-gaz uchun aynish
temperaturasidan past temperaturada Boze-Eynshteyn kondensatsiyasi
hodisasi sodir bo‘la boshlaydi.

Fermi-gaz uchun aynish temperaturasi Boze-gaz kabi fazaviy o‘tishiar
bilan bog‘langan emas, bu temperatura Fermi energiyasi bilan aniglanadi
(masalan, u./k bilan aynish temperaturasi aniqlanadi). Elektronlar
sistemasi uchun 77 =~ 10° K tartibda.

Temperaturaning bu T < T giymatlarida aynanlik prinsipi namoyon
bo‘lganligi uchun, gazning xossalari klassik gaz xossasidan fargli bo‘ladi.
Shu sababli, masalan, issiglik sig‘im, bosimning temperaturaga bog'‘ligligi
klassik gazdagidan fargli bo‘ladi.

Temperatura pasayishi bilan, agar zarralar orasidagi o‘rtacha masofa r,

zarraning de Broy} to‘lgin uzunligini A = ;?;— dan kichik bo‘la boshlasa,
ya'ni 3 - r bo‘igan holdaaynanlik prinsipi kuchlirog (muhimroq} namoyon
bo‘la boradi. Bu yerda shuni ta’kidlaymizki, real gaz va suyuqliklardan fagat
geliy atomlari uchun 7 <7 shant bajariladi. Qolgan atomlar sistemasi
aynish temperaturasi 7* ga qadar, ya’ni ulardagi kvant xossalari namoyon
bo‘lgunga qadar gattiq agregat holatlariga o‘tib ulguradilar. Geliy He* suyuqlik
uchun esa bir tomondan atom massasi kichik, ikkinchi tomondan geliy
suyuglikning massa zichligi yetarfi darajada katta.

Geliy gaz 4,2 K da geliy suyuglikka aylanadi; temperatura yanada
pasaytirilsa, 2,18 K da geliy 1 suyuqlikdan geliy 11 suyuqlikka o‘tadi, ya’ni
bu temperaturada fazaviy o‘tish bo‘ladi (1.7-rasm). Kvant holatdagi geliy
IT suyuglik o‘ta oquvchanlik xossasiga ega bo‘ladi, u yopishqoqlikka ega
bo‘lmaydi, ya'ni uning vopishgoglik koeffitsiventi nolga teng bo‘ladi. 2,18 K
temperaturada issiqlik sig‘im C ning o‘zgarishi A ko‘rinishda bo‘ladi.

Hell Hel

§mamaearTTmoon

~
——
oo

Tk
}.7-rasm.
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11-§. Holatlar zichligi

Bir zarraviy metodga asosan, kvant sistema zarralarning umumiy soni
N=Yn=3 <n>=3 /e x), (57)
K ¥ F
Umumiy energiyasi E

E= ZE ZEH—Z(SH> Zm (58)
ifodalar bilan amqlanadl Bunda
1 1

i (c—u)_'_li B kT (59)
Bu 1fodalarda “+” ishora Fermi tagsimotiga, “— ishora Boze tagsimotiga
tegishlidir.
Faraz qilaylik, energiya sathlari bir-biriga juda yaqin, zich joylashgan
bo‘lsin. Bunday hol sistemaning hajmi V vetarli darajada katta bo‘lganda

fle,)=<n,>=

1
sodir bo‘ladi, chunki energiya E ~ v bo‘lganligi uchun bir zarraviy

holatlar zichligi kattalashib, diskretlik xarakteri kamayib, sathlar bir-
biriga yaqinlashadi. Bu holda diskret holatlar o‘miga energiya uzluksiz
giymatlarni gabul giladi deb hisoblash mumkin. Bu shart bajarilganda,
(57), (58) ifodalarda yig‘indi ishorasini integrallash bilan almashtirish
mumkin bo‘ladi. Buning uchun g,e+ds intervalda g(e)de holatlar
(energiya sathlari) mavjud deb qaraylik. Energivaning qiymatlari uzluksiz
o‘zgargan bu holda (57) va (58) ifodalarni

gle)de
I(eﬂ{s~u} + l) (60)
ggle)de
= I(eme—m 1’ (61)

ko‘rinishda vozish mumkin: bunda g(¢) holatlar zichligi.
Bir zarraviy holatlar zichligi £(¢) ni aniqlaylik, £.€ +ds intervaldagi
holatlar soni quyidagicha aniglanadi:

' dn(e) = g(e)de = TE)

(62)

2z %
dr(e) = [Idrdydz][ Idlp I sin Ode}pzdp =V.dnp'dp = 4nV - p’dp (63)
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Zarra spini vektorining fazodagi oriyentatsiyalari (vaziyatlari) soni &
ni e’tiborga olinsa, holatlar soni

dn(e}= —;’Kp p 64)

ifoda bilan aniglanadi. Bunda oriyentatsiyalar soni & = 25+ 1; §—

kvant son. §=1/2 spinli fermionlar (elektron, proton, neytron va

boshgalar) uchun £ =2; 5=1 spinli bozonlar uchun ¢ =3 (ammo foton

uchun £ =2). Umumiy holda ¢ bilan p orasidagi bog‘lanish 8(p)

murakkab. Ammo ideal gaz uchun, ya’ni zarraning erkin harakati uchun
pl‘.

€= - (65)

ifoda o‘rinli. Erkin zarra uchun (65) dan foydalanib holatlar soni (zichligi)
(64) ni quyidagi ko'rinishga keltiramiz.

dnle)= gle)dk = 2an(—};;]%35¢ (66)

bunda holatlar zichligi

gle)y=aVe'? (67)
a= 220" (68)
Shunday gilib, zarralarning umumiy soni N va energiyasi E uchun
g de
N=aV |———,
a I(eﬁ(s-u) +1) (69)
831’207&_
E=aV{—=
a I(eﬂ{s-u} + l) (70)

ifodalarni olamiz. Bu ifodalardan 8 va g larni aniglash mumkin,
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II b o b. BOZE-EYNSHTEYN STATISTIKASINING TATBIQI
1-§. Kirish

Boze ~ tagsimoti f(g,),, zarralar soni N va energiya £
1

Big,-p) 1

€
N=3n=3<n>
E=Zéinj =Z’s,.<n,. >

ifodalar bifan anigianadi; bunda f(g,) { holatdagi bozonlarning o‘rtacha soni.

Bir zarraviy metodda enesgiya sathi €, sistemaning hajmi ¥ ga teskari
proporsional bo‘igani sababli, hajm kattalashgan sari sathlar bir-biriga
yaqinlashib boradi. Hajm yetarli darajada Katta bo‘lganda, diskret energiya
sathlari o‘miga ular hosil gilgan zonani garash mumkin bo‘ladi, ya’ni € ni
uzluksiz o‘zgaradi deb gabul gilinsa bo‘ladi (2.1 rasm).

FE)

fe)=<n, >=

2.1-rasm.

Biz yuqorida ¢ > 0 bo‘lgani holda p musbat qiymat gabul gilishi
mumkin emasligini, ya’ni p £ 0 ekanligini aytgan edik. Agar aks hol
bo‘lsa, £ = p bo‘lganda Nva E cheksiz qiymatlar gabul giladi. Bu esa real
holda mumkin emas, u tajribaga ziddir.

2

Agar - >> | shart bajarilsa, sistema klassik sistemaga o‘tishini

yugorida biz ko‘rdik. Boze-gaz, agar |u| ~ kT bo‘lsa, gisman aynigan
holatga o‘tadi.
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2-§. Aynilgan boze — gaz. Boze — kondensatsiya

Bozonlar soni N va energiyasi E ni uzluksiz holatlar uchun yozaylik.
€, + de intervaldagi holatlar sonini g(e)de bilan belgilasak, (2) va
(3) ni quyidagicha yozish mumkin.

T g(e)ds
N= e )
_ 't egle)de
E= Jeﬂts-m -1 ’ (%)
Erkin bozonlar uchun gie)de = a J£'”d e ekanligidan
w f/ZdS
V.[ Be-ﬁu -1 (6)
x wzda \
VJT—_"—],G=2TC(2mlh2)'M (?)
(6) va (7) larda Be= £ / kT = x belgilash kiritaylik. U holda
L] I-f2
y dx
= aV(kT)'"? J T (8)
o 'HI
512 dx
E = aV(T)’ Je T ©)

N
(8) asosida pL ni ? » T parametrlarning funksivasi sifatida aniglash mumkin.

(6) ifodadan ko‘rinadiki, agar temperatura pasayib borsa, unga mos
4| ham shunday kamayib borishi kerakki, natijada integral ishorasi ostidagi
ifoda giymati va demak bozonlar soni N o‘zgarmasin (2.2 rasm). Temperatura
kamayib borishi bilan || kamayib borib (i ortib borib) ma’lum temperatura
T,da p = 0 qiymatni qabul giladi. Temperaturaning yanada kamayishi
bilan, ya’ni T < T, sohada p = 0 bo'lib qolaveradi. Bu T < T, sohada
B = 0 bo‘lgani uchun temperatura T o7garganda (6) yoki (8) ning o'ng
tomoni o‘zgaradi, ammo ularning chap tomonidagi zarralar soni N esa
o 2garmasligi kerak edi. Bu ziddivami Eynshteyn paradoksi deyiladi.
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BA

W
0 fo\u Ty

2.2-rasm.

p = 0 bo‘lgandagi temperatura 7, ni (8) asosida quyidagi tenglikdan
aniglanadi: .

, w x”?dx
= aV(T,)" [=— (10)
Je —1
Misol. (8) va (9) ifodalardagi
T ox"dx
=I — ,o=ppu20,ps0 (1)
Je’ -1

integraini T < 7, sohasida aniglang. 7 < T, sohada p = 0.
Yechish. T < T, sohada p = O Shuning uchun

Txedx [ . e ke P
I = = |x"e e Vdx = x"e dx
i e 2 | @
O‘zgaruvchini almashtiraylik: ikx=y
] 1 " _
In= § o jy"e ‘dy = E(n+ DI'(n+ 1) (3)

Bunda zeta — funksiya &(n) va gamma-funksiya I"(s)

) = X, 2T = [yedy

1) n=l/2,l'(l;‘2+l)§(3!2)=ﬁi(B!Z):%-Z,GIZz2,31
2) n—3f21“(3!2+1)§(5;2)_?'—‘/:§(5;2)_.i1341~178
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I =T(n+1gn+1) ifodadan foydalanib,

= dl"~r(3f2)g(312)_231 an

Q

giymatni topamiz. (11) giymatni (10)ga go‘yilsa,

kT, = 0,084h— (%)“" (12)
ifoda topiladi. "

Yana ta’kidlaymizki, T < T, sohada u = 0 va temperatura kamayganda
integral ifoda (6) yoki (8) ham kamayadi. Ammo (6) ning chap tomoni
N esa o'zgarmasligi kerak. Bu paradoksni quyidagicha hal etiladi. (6) integral
ifoda quyidagi

N=z<n,,> (13)

ifodadagi vig‘indi integral bilan almashtirish orgali olingan. (13) ni asosiy
holatdagi (¢ = 0) zarralar soni N, va uyg‘ongan holatdagi zarralar soni
N*dan iborat deb garaylik:
N=N,+ N, (14)
bunda
N = 1 N = = 1
o=V = X (15)
Asosiy holatdagi zarralar soni N, temperatura kamayishi bilan, uning
ifodasidan ko‘rinadiki, ortib boradi va p = ( bo‘lganda hamma zarralar
shu €, = 0 asosiy holatga o'tadilar. Shu sababli, g, = 0 energiyali asosiy
holatni p = 0 bo‘lgan T < T, sohada maxsus qaraladi. Uyg‘ongan
holatlardagi zarralar N* uchun yig‘indi ifodani yana integral ifoda bilan
almashtiriladi:

'”da e[ X7dx
- “VJeﬂ<= -~ V() 2J‘;‘Tj 16)

bunda integralning quyi chegarasi nol bilan almashtiriladi (bu unchalik
muhim Xato emas).
Endi 7 < T, soha uchun (p = Q) (10) va (16) ifodalardan asosiy
hoiatdagi zarralar sonini aniglaymiz;
L] N. 3
N,=N-N =Na-"2) = Ni-@/Ty?]  an
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(17) dan ko‘rinadiki, agar T — 7, (temperatura T kritik temperatura
N, ga intilsa)

N, > ON >N . (18)
bo‘ladi, ya’ni hamma bozonlar uyg‘ongan holatlarda bo‘ladi. Agar
T 5 0°K bo'lsa, (17) dan olinadi:

N, > NN 50 (19)
bu holda hamma zarralar energiyasi ¢, = 0 bo‘lgan asosiy holatda bo‘ladilar.

Shunday qilib, T < T, da temperaturaning kamayishi bilan uyg‘ongan
holatlardan zarralar asosiy holatga o‘ta beshlaydilar. Bu hodisani Boze-
Eynshteyn kondensatsiyasi deyiladi. (Bu hodisa bug‘ning suyuqglikka
aylanishiga o‘xshaydi. Ammo bu tashgi ko‘rinishdagina o‘xshashlik, xolos)
Yuqorida keltirilgan paradoks (Eynshteyn paradoksi) ana shunday hal
etiladi.

T < T, bo‘lganda boze-gazning to'la energiyasi E ni (8) dan

an 3.-‘2dx
E = aVGT) [2-X,
aV(kT) Je" — (20)
ifoda bilan aniqlanadi. Bunda
) Ari
B d;‘ =T(5/2)(5/2) =178 @n
Demak,
U=E=aV(kT)' T(5/2%(5/2), (22)
bunda
_ 2m 7z

Temperatura T < T, bo‘lganda, (22) dan foydalanib, bosim P, issiglik
sig'im C, va entropiya . ni quyidagi munosabatlardan topish mumkin:

2 U oP
P=20,C, = (%), S=|=
3 U6 = G ( e ) (24)

3-§. Muvozanatli nurlanish. Foton gaz
¥V hajmlii idishning tirgishidan elekromagnit to‘lginlar Kirib, 7T

temperaturali idish devori bilan termodinamik muvozanatli holatga kelgan
bo‘lsin (2.3-rasm). Bu nurlanish idishga kirib, gaytib chigmaganligi uchun
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gora jism nurlanishi deb yuritiladi. Bu muvozanatli nurlanishning chastota
givmatlari bo‘yicha tagsimlanishi gonunini aniglaylik.

2.3-rasm.

Idish ichida muvozanatli holatdagi elektromagnit — bu turg‘un
to‘lginiardir. Turg‘un elektromagnit to‘lginlarni (modalami) umumiy
tasavvurga ko‘ra idish ichida bir-biriga bog‘liq bo‘lmagan ossillyatorlar
(fotonlar)dan iborat deb qaraladi. Shunday qilib, muvozanatli nurlanishning
chastotalar bo'yicha tagsimlanishi gonunini aniglash — bu (foton gazda)
fotonlarning (ossillyatorlarning) energiyalar (chastotalar) bo‘yicha
tagsimlanishini topishdan iborat. @, + dw chastota intervaliga to‘gri
kelgan ossillyatorlar sonini

Vg(o)do (25)
bilan belgilaylik. Bu holda birlik hajmga to‘g i kelgan bunday ossillyatoriar soni
g(w)do (26)

bilan aniglanadi.

Ossillyatorning gabul gilishi mumkin bo‘lgan energiyalari, kvant
mexanikada ko‘rsatiladiki, ¢, = ho(n+1/2),n = 0,12,...

Bu giymatlarning o‘rtachasi esa

2 hiy Ficd
< g >= = th——
£ ge,,f(sn) S 27)
ekanligini aniglagan edik (q. 9-§, VI bob 1-gism).

4—§. Plank formulasi

®,® + do intervalga to‘g‘ri kelgan nuslanish energiyasi dU(w, T)
(26) ga (27) ifodalar asosida quyidagicha yoziladi.
dU(®,T) =< () > g(w)do (28)
Ikkinchi tomondan, berilgan temperaturada differensial dU(w, T) ni
yozish mumkin,
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dU(e,T) = (av_g:)g]@ = p(o, T)do (29)

birlik chastota intervaliga to’g’ri kelgan nurlanish energiyasi zichligi p{(w, T')
uchun (28) va (29) ni solishtirb,
ple,T) =< g(0) > g{w) 30
ifodani olamiz.
Birlik chastota intervaliga to‘g‘ri kelgan ossillyatorlar (holatlar) soni
g(w) ni aniqlaytik.
o, ® + do intervaldagi holatlar sonini (yoki shu intervaldagi modalar
sonini) quyidagicha topamiz.
dxdydzdp dp dp. fazaviy fazo elementida holatlar soni
drdp  dxdydzdp dp dp,
hz = hx (31)
ga teng. V hajmdagi holatlar sonini topish uchun (31) ni integrallab
Vdp _ Vdp dpdp,
3 /N

(32)

ifodani olamiz.

Biz qarayotgan masalada yonalishlardan gat’i nazar, fagat chastotalar
(energiya yoki impuls) giymatlari intervali muhimligi uchun (32) da sferik
koordinatalar sistemasiga o'tib, so‘ng burchaklar bo‘yicha integrallash kerak,
ya'ni

Vdp V. ,, 2" _A4nV,
?-——)?pdpgd(pjcosedﬁ—-}?—p dp (33)
Yorug'lik nazariyasida 5 = kh; bunda
Ao
p=Kh=— (34)
(34) ni (33) ga qo'yib
4nVH ©° Vo’
—dw = ——dw, (h=2nh
o 2n’c’ ( ) 35

ifodani olamiz. Elektromagnit to‘lginlar ko‘ndalang to‘lgin bo‘lgani uchun
ikki qutblanish (ikki tekislikda £ vektor tebranishi) mumkin, shu sababli
(35) ni ikkiga ko*paytirib, izlanayotgan holatlar (ossillyatortar, modalar)
sonini topamiz (V=I1sm? deb olaylik).
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wz

2n’c’

bunda ¢ — elektromagnit to°lqgin tezligi.
Birlik hajm, birlik chastota intervaliga to‘g‘ri kelgan nurlanish energiyasi
(elektromagnit energiyasi) ifodasi (30) ni aniglaymiz:
@’ HO HO
0,T)= — L cth-1—
Pl D) = s T o (7
Eslatma: Agar ossillyatorning asosiy holati e’tiborga olinmasa, uning
energiyasi €, = nhw , huddi shunday ifoda Plank tomonidan gabul gilingan
edi, statistik yig‘indi.

- glw)dm = 2-

do (36)

Z= l_ yx=ha kT, < n>=
l—¢e™ e —1
o‘rtacha energiva
ho
< &(®) >=< nhw >= -1 (38)
e —
va nurlanish energiyasi zichligi Plank gipotezasiga asosan,
o’ H©
p"((D,T) = 11:263 [emf&r _ l] (39)
ifodalar bilan aniqlanadi.
(37) ifodani o‘zgartirib vozaylik
. o’ {ho Fio
®,T)= —
p( ) nzca ( 2 emrk?‘ - l) (40)

(39) va (40) dan ko‘rinadiki, (40) da qavs ichidagi birinchi had asosiy
holatning energiyasi fio / 2 tufayli paydo bo‘lgan. (Vakuum fluktuatsiya
foni ko /2).

Adabiyotlarda, odatda sanoq sistemasining boshi asosiy holatga
ko‘chiriladi (yoki boshgacha aytganda, asosiy holat hisobga olinmaydi)
deb, nurlanish energiyasining chastota giymatlari bo‘yicha tagsimot uchun
Plank formulasi (39) gabul gilinadi.

Eng muhim tagsimot funksiyasi

-Ps, —x{2 -nx —-nx

e = e = e =
D WSS T S 41)
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ifodasida asosiy holatning ishtiroki bo‘lmaydi. Shu sababli, nurlanishning

spektral tagsimoti Plank formulasi (39) bilan tavsifianadi.
1. Plank formuiasini quyidagicha yozaylik
Ty x
AW, @)

p,©,T) = —==
ey e -

bunda
A= (KTY Knp)'c',p(x) = x" He = 1)
(42) ni geometrik nugtai nazardan tahlil gilish uchun uning grafigini

chizaylik (q.2.4-rasm).
2. 2.4-rasmdan ko‘rinadiki, x = Aw / kT ning (va’ni chastotaning)
ma’lum qgiymati x, da p(x) (ya’ni p(w,7)) maksimumdan o‘tadi.

Ekstremum sharti
x ] 3%
P, X __re g 3)
ox " e =1 (-1
pl) 1
5 :1 Plank
RJ } T2
1,51 2
1 P
! Vin
0,5 i
— >
1 2 x 3 4 X

2. 4-rasm.

Bu (43) tenglamaning tagribiy ildizi x_ =~ 2,5 dan ortigroq. Bunda
~2~é kT = af (44)

m =
ekanligi kelib chiqadi; @ = 2nc /) ni ’tiborga olib, (44) dan
A, T=bb=2nrc/a)

ifodani olamiz; g,b lar belgilashlardan ko‘rinadiki, m,7 larga bog‘lig
bo‘lmagan doimiylar. (44) yoki (43) ni Vinning siljish qonuni deyiladi.
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Temperatura ortishi bilan chastotaning &, giymati o‘ng tomonga (to‘lgin
uzunligining A, giymati esa chap tomonga) siljib boradi (2.5-rasm).

po)t

T <L <1

v

D (D W
2.5-rasm.

3. Reley-Jins gqonuni. Ossillyator energiyasining o‘rtacha giymati uchun
klassik ifoda < ¢ >_= kT qiymat olib, spektral zichlik uchun
1

p,..®7T)= ﬁzc, - kT (46)

ifodani Reley va Jins anigladilar.
Plank formulasi (39) da temperatura yuqori bo‘lganda

Ilﬂ << 1, {x << )
kT

shart bajarilsa, e* ni qatorga yoyib, birinchi ikkita hadiar bilan cheklanib
golamiz

L _L_&r
e'-1 x Jo
Demak, yuqori temperaturada (klassik hof) Plank formulasidan:

2

o.@ Ty~ 210 @
n'c’ ho rC

kT

Reley-Jins qonuni (46) kelib chigadi.

Yugori temperaturada klassik fizika o‘rinli sohada Reley-Jins qonuni
tajribadan olingan natijaga yaqin Keladi (2.4 rasm). Ammo Reley-Jins gonuni
katta chastotalarda, past temperaturalarda tajribadan keskin farq qiladi.

4., Yuqori chastotalarda, past temperaturada ossillyatorning < &(®) >
energiyasi uchun Bolsman tagsimotidan foydalanib, Vin quyidagini yozdi
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< 8(0) >,= hoe ™' 47)
(47) ni e’tiborga olsak, nurlanish spektral gonuni p{®, 7") uchun

pal@,T) = — e (48)

Vinning qonunini otamiz. YUqori chastotalarda Vin gonuni tajribadan
olingan natijalarga mos kelib, past (kichik) chastotalarda undan farqlanadi
(2.4 rasm).

ho >> kT bo‘lganda
1
e —1
deb olinsa, Plank formulasidan Vin qonuni (48) kelib chigadi.
5. Plank formulasi asosida ¥ hajmdagi nurlanishning to‘la energiyasi

U(T) ni hisoblash mumkin. Buning uchun dU(®,T) =p (0,T)d® ni
chastotalarning barcha giymatlari bo‘yicha integrallash kerak.

-x

~ e

o

W (o'do _\, G { Y vor (49)

v = oo = ]p.(m,% .

et ;e"—l_ el Je -1
K il n'
::—J;Jz—_" Hrd) = —3= —
o=t EAI'4) 50°-15
1'[2 K‘ -5 —3 —4
o= ———="7569- 10" specsu*epad 10
15 'l

 (49) ifodani (formulani) Stefan — Bolsman qonuni deyiladi; o ni Stefan-
Bolsman doimiysi deyiladi.
Izoh. Fotonlar — bu bozonlar. Bozonlar uchun tagsimot qonuni

1 1

fg)=<mn >= prrE el (1)

Fotonlar uchun p = 0 Fotonlarning o‘rtacha energiyasi

E &
< l.>=si<n,.>=em_1 )

Fotonlar uchun €, = A0 ekanligini nazarda tutsak, (2) asosida Plank
formulasi (39) ni olamiz, ya’ni Boze statistikasini fotonlar uchun qo‘llab
p = O ekanligini nazarda tutib,
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p,(@. 1) = g(o) (E)
ifedadan Plank formulasi osonlik bilan olinadi.

Tarixiy ma’lumet. Vigning nurlanish qonuni nemis olimi V. Vin
tomonidan 1893-yilda kashf etilib, 1896-yilda u gonun yanada aniqlashtirildi.
Vinning siljisht gonuni 3,7 = p shu Vinning nurlanish gonunidan 1893-
yilda keltivib chigarilgan.

Qora jisrm nurianishi gqonuni (46) ingliz olimi Reley tomonidan 900-
yilda energivaning teng tagsimlanish haqidagi klassik tasavvurlar asosida
kelurib chiqarilgan. Ingliz olimi I. Jins {905-villarda kiassik statistika asosida
shu nurlarish gorunini qayta ochadi.

1879-~vilda avstrivali fizik . Stefan qora jism nurlanishi uchun tajriba
asosidr nurianish cnergivasi temperaturaning to‘rtinichi darajasiga
aroprstonal ckanligint kashi etdi. 1884-vilda avsiriyalik olim L..Bolsman
nazariy jihatdan bu gqonunni termodinamika gonunlariga tavanib asosladi.
Ammo nurlanishning Plank nazarivasi yaratilgandan keyingina Stefan-
Boisman doimiysini hisoblash imkoni tog‘ildi.

XIX asming oxiriga borib, klassik fizikaning asosiy uchta bo‘limi: klassik
mexanika, Kassik elektrodinamika, termodinamika mukammal ishlangan
edi. Amimo bu bo'limlaming issiglik nurlanishi muammosining garashda
kuchli va kuchsiz (zaif) tamonlari yaggol ko‘rina boshladi. Xuddi shu
davrda, 1900-vyilda nemis fizigi M. Plank bu nurlanish muammosini hal
etish uchun nihoyatda dadil favqulodda g'oya aytadi: nurlanishda energiya
diskret porsivalar — kvantlar bilan sodir be’ladi. Shu gipoteza munosabati
bilan hozirgi zamon mikro fizikasida muhim ret o‘ynaydigan Plank doimiysi
h= 663107 ergsek (h = h/2rn = 1,054 10°" ergsek ) kiritildi.

5- §. Qattiq jism issiglik sig‘imining nazariyasi

1. Kristall gartiq jism. Faraz qilaylik, kristall qattiq jismda atomlar
regulyar joylashgan bo’lsin {yacheykalar ga’tiy ravishda takrorlanib
joylashgan bo'lsin) bunday joylashishiar to‘plami kristallik panjarani hosit
qiladi. Kristall panjaraning har bir tugunida atom joylashgan. Bu ideal
kristall modelidir.

Kristalning aniq nazariyasi elektronlar va atomlar (yadrolar)ning o'zaro
ta’siri e’tiborga olingan tenglamani yechishga asoslangan bo‘lishi zarur.
Bunday aniq tenglama asosida olingan energiya sathlaridan statistik yig‘indi
{integral) aniglanishi, so‘ng undan termodinamik Kattaliklar aniqlanishi
lozim. Anmimo bu yo'l amalda bajarilishi mumkin bo’lmagan giyinchilikka
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olib boradi. Shu sababli, masalani soddalashtiruvchi qo‘yidagi ikki asosiy
yaqginlashuvlar — adiabatik va garmonik yaqinlashuvlar gabul gilinadi.

Ma’lumki, elektronning massasi yadroning massasiga nisbatan juda
kichik. Shu sababli yadro siljiganda elektronlar tezda (vadro siljishiga ketgan
vaqiga nisbatan tezda) yadroga «muvofiglanib» oladi, Boshqacha aytganda,
vadro tebranishi davri elektronlarning relaksatsiya vaqtiga nisbatan juda
katta bo‘igani uchun yadro harakatiga qaraganda elektronlar harakatini
alohida ajratib qarash mumkin, ya’ni elektronlar bir onda (juda tez)
yadroga muvofiglashishga ulgurganliklari sababli elektronlarning holati
yadroning berilgan vaqidagi {ondagi) koordinatalari bilan aniqlanadi.
Mana shunday usul bilan qarash-adiabatik yaginlashishdan iborat.

Adiabatik yaginlashishda kristall atomlarining (ionlarining) tebranishi
deyiiganda, vadrolarning tebranishiari tushuniladi. Bunday qarash
(tasavvur) kristall uchun fagat yadrolarning koordinatalariga bog‘liq
bo‘igan potensial energiya kiritilishiga imkon beradi.

Agar kristail atomlarining tebranish amplitudalari kristall panjarasi
gadamiga nisbatan katta bo‘lmaganda, kristall potensial energivasini gatorga
yoyib, uning kvadratik hadi bilan cheklanish mumkin. Bu holda kristailning
atomlarini garmonik ossillyatorlar to‘plamidan iborat deb garash mumkin
bo‘ladi. Bu usul — garmonik vaginlashishdir. Bu model, aynigsa, kristallning
issiqlik sig'imini garashda qulaydir. Boshqa, ba’zi masalalarni, jumladan,
issiglikdan kengayishini garashda bu modelni takomillashtirish talab etiladi:
ba’zan esa boshga model bilan to‘ldirish talab etiladi.

2. Bir o‘lchovli kristall panjara. Garmeonik yaqinlashishni ko‘raylik.

i atomning siljishini «, bilan belgilaylik. Kristail mexanik muvozanatda
bo‘lganda, atomlar orasidagi masofa a ga teng bo‘lsin (2.6 rasm).

5%0000

i-2 i-1 i i+l i+2

2.6-rasm.

N ta atomdan iborat bu bir o‘lchovli kristalining potensial energiyasi
¥ ni gatorga yoyayiik:

ov 1
V(uo,u] s uz""’uN-l) = VD + Z (EJ “,- + EZ Guuluj + - (51)
i [ )] if

bunda ¥, kristallning muvozanat holatidagi minimal potensial energiya;
uni nolga teng deb gabui gilinadi; ikkinchi hadda (6V { Ou, )0 energiyadan
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olingan hosila muvozanatli holatda potensial minimum bo‘lgani uchun
(oV 1 ou, )9 nolga teng;
G, = oV
Oulu,
muvozanatli holatdagi (ya’ni #, =0 dagi) potensial V dan olingan ikkinchi

tartibli hosilalar; ular faqat i va j atomlar orasidagi masofaga bog'liq
musbat kattalikiardir,

1
Kristallning garmonik modeliga asosan, (51) qatorning 5 Z ,G,,“. I,

hadlari bilan chegaralanadi, ya’ni atom siljishlari kichik bo‘lganda qolgan
boshqa yuqori tartibli hadlar juda kichik ekanligi sababli, ular hisobga
olinmaydi. Demak,

1
V= -2-2 G,uH, (52)
i atomning harakat tenglamasim’ yozaylik Unga ta’sir etayotgan kuch

,. Z G My (53)

Nyutonning ikkinchi qonuniga asosan

_ov a_u
ou, or
yoki buni etiborga olib, (53) ni
a; +Y Gy, =0 (54)

ko‘rinishda yozamiz.
Umumiy holda u, vaqt f va atomning koordinatasi x, = a/ ning
funksiyasidir. #_ni quyidagicha almashtiraylik:

4 =Y &ne (55)
(55) ni (54) ga go‘yamiz )

mZ Ek(t)e™ + 2 CE, (e =p

40

www.ziyouz.com kutubxonasi



yoki

z[ma +cha] =0 (56)

Kuch doimiylar C, faqat atomlar orasidagi masofa {I — j| ga bogliq bo'lib,
{ va j larning alohida giymatlariga bog'liq emas. Shu sababli, (56) dagi
yig'indi shu |l — j| bo‘yicha olinadi shularga asosan

mw; = Z ere""""x’n (37
beigilash kiritamiz va buni nazarda tutib, (56) ni gayta yozamiz
Z(‘:&"'miék) =0 (58)
k

€, erkin o‘zgaruvchilar bo‘lgani sababli (58) dagi vig‘indi nolga teng
bo‘lishi uchun har bir had nolga teng bo‘lishi shart, ya’ni

€, +oiz,)=0 (59)
Shunday qilib, (55) almashtirish orqali kristall panjarasi atomlari
harakatini ifodalovchi dinamik masala, ossillyatorlar to‘plamini garash
masalasiga Kkeltirildi (3 o'lchovli holda ham masala shunday hal qilinadi).
Bu tabiiy koordinatalar u, ni normal koordinatalar (tebranishlar, modalar)
&, bilan almashtirilishi deyiladi. Bu juda muhim natija bo‘lib, erkin garmonik
ossillyatorning energiya sathlarini aniglashga imkon beradi. Undagi chastota
o yuqoridagi belgilash (57) asosida topiladi. Sistemaning energiya sathlari
esa ganday koordinatalar sistemasida aniglanishiga bog‘liq emas. Energiya
sathlari aniglangandan keyin, statistik yig‘indi (integral) topilib va u orqali
barcha termodinamik parametrlar aniglanishi mumkin.

Issiglik sig‘imni garash uchun har bir atomni 3 o‘lchovli ossillyatordan
iborat deb garaymiz. Bu holda N ta atomdan iborat kristalini 3N ta chizigli
garmonik ossillyatorlar bilan almashtiriladi’.

Har bir ossillyatorning o‘rtacha energiyasi <8 (o )) bo‘lsa, bu modelga
asosan N ta atomdan iborat Kristallning ichki energiyasi

U=23N<g)> (60)

ifoda bilan aniglanadi. Hajm Vo‘zgarmas bo‘lganda qattiq jism issiqlik sig‘imi
ou
C=C =|—

v ( T l (61)

! Tabiiy koordinatalardan normal koordinatalarga o‘tib, shunday ossilyatorlar
toplarni olinishi mumkinligini yo‘qorida ko‘sdik.

41

www.ziyouz.com kutubxonasi



ifoda bilan aniglanadi. (60) ifodaga asosan

c =28 62
C T er 62
Klassik hol. Agar temperatura yetarli darajada yuqori bo'lsa,
ossillyatorning o‘rtacha energivasi < ¢ »>= kT e¢kanligi ma’lum. Bu holda
kristallning issiglik sig‘imi

C = 3Nk (63)
yoki | mol uchun, N = N,; k = R/ N, ekanligidan
C=3R (64)

bo'ladi, bunda N, Avogadro soni. (64} ni Dyulong-Pti qonuni deyiladi.
(63) yoki (64) dan ko‘rinadiki, gattiq jismning issiglik sig‘imi uning
xossasiga ham, temperaturasiga ham bog'liq emas. Issiglik sig‘im C ning
gattiq jism xossasiga bog‘liq emasligi nihoyatda ajablanarli! Hagigatan ham
tajriba, yugori temperaturalarda Dyulong-Pti qonuni o‘rinli ekanligini
tasdiglaydi. (2.7-rasm). Ammo past temperaturadagi qattiq jismning issiglik
sig‘imi Dyulong-Pti gonunidan keskin farq qiladi va temperatura Kamayishi
bilan u ham kamayib boradi (2.7-rasm).

Ca‘

3R..-...-. [

Eyn.

2.7-rasm.
6-§ Issiqlik sig‘imning Eynshteyn nazariyasi
Issiqlik sig'imning past temperaturalarda temperaturaga bog‘lig
ekanligini ko‘rsatish uchun Eynshteyn ossillyatorlarni kvant statistika aso-
sida qgaradi.
Ma’lumki, kvant mexanika asosida chizigli garmonik ossiilyatorning

1
energiyasi €, = hm(n + 5 ) giymatlar gabul giladi. Uning o‘rtacha energiyasi
J
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< g(®) >= @crhim— 65
2 “our (65)

ifoda bilan aniglanadi.
(62) asosida issiglik sig‘imining topishda (65) dan foydalanamiz.
Bunda:

b<e> Od<eg> ox 4B

3 X = Bhw; ﬁ=—1~ (66)

or ox %'E T
d<g> ho o e +eh ”
S . = _Z-"hco;
ox 2 ax(e”z,_e—u:) (67)
bundal/Z =" -

ox q3 k
—=H y —= = —
B GIy (68)

(66) ga (67) va (68) ni go'yib, bitta ossillyatorga to‘g‘ri kelgan issiglik
sig‘im uchun
d<e>

T k(xZ) (69)

ifodani topamiz. .
(69) ni (62) ga qo'yib, gattiq jism issiqlik sig‘imi uchun

C = 3Nk(xZ) (70)

T
Eynshteyn formulasini olamiz. Bunda x = hov / kT = —if; T =ho!/k;

T, ni xarakteristik temperatura deyiladi.
Masala 2.1. Eynshteyn nazariyasidagi (xZ) ni yugqori temperatura
(T. / T = x << 1) uchun x2 gacha aniqlik bilan ifodasini toping.
Yechish.

x* x*

Z 2 — =y
(x ) (exf2 _8—132)2 e; +e-x __2 (I)

Bulardan foydalanib, (1) ning maxrajini yozamiz:
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z 4 2 1 4

R X ¥ x 2 X x
e+e'~2=]4+x+—+—+—+.l-x+—-—-"—F- -2
203 4 20 3 4
X x: . 2
~2[~2—l+z!~:|—x|:l+~£] (2)
Demak,
, x° x*
(xZy = zl—E;T»»TE
x2[1+i+.-- 3)
12

a) klassik hol x << 1, ya'ni yuqor temperaturali hol kT >> Ao ;
T >> T, bu holda Z ifodasidagi eksponentni darajalari bo‘yicha qatorga
yoyib, birinchi ikkita had bilan chegaralanish (cheklanish) yetarli:
l=e"”—e"‘” ~ l+£-—l+
Z 2
Demak, (70) ifodadan

=X

(SRR

C, = 3Nk
Dyulong-Pti qonuni kelib chiqadi.
b) kvant hol x >> 1. Buholda AT << #n; T << T, ya’ni temperatura
past, diskretlik omili (fakti) nazarda tutilgan holda,

_1_ = " — gV y o2

YA
Bu ifodani (70) ga qo'yib, past temperaturalardagi kristallning issiglik
sig‘imi uchun

C, ~ 3Nkx’e™ (71)

ifodani olamiz. Bunda T — 0(x — <o) bo‘lganda, C(T) temperaturaga
bog'lig bo‘lib, u nolga intiladi. (2.7-rasmga garang). Eynshteyn formulasi
(71) past temperaturalardagi issiglik sig‘imining temperaturaga bog‘liq
ekanligini tavsiflasa-da, ammo, miqdoriy tomonidan eksperement bilan
solishtirganda tafovut (farq) borligi aniglandi (2.7-rasm). Shu sababli
Eynshteyn 1906-yilda yaratgan nazariyani takomillashtirish lozim bo‘lib
goidi.
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7 - §. Issiglik sigimning Debay nazariyasi

Eynshteyn garagan modelda qattiq jismning har bir atomi bir xil
chastota bilan tebranadi. Shu sababli, k(xZ)? ni ossillyatorlar soni 3N ga
ko'paytirib, issiglik sig‘imning Eynshteyn formulasi aniglangan edi.

Agar har bir atom (yoki ossillyator) o°zining hususiy chastotasi ®,
bilan tebransa, u holda (70) dan k[x(@)Z(w)] ni 3N ga ko‘paytirish
o‘rniga 3N hadlami yig‘ishtirish zarur bo‘ladi, ya’'ni

€= cloi = £ [sonZei] 7)

F=l

Bu ifodani ixchamlab, amalda foydalaniladigan sodda ko‘rinishga
keitirish uchun yig‘indi integral bilan almashtiraladi.

Buning uchun Debay modelida kristalini uzluksiz (vaxlit) muhit deb
qarab, unda elastik tolginiar targalyapti deyiladi.

Bu iborani boshgacha tushuntirish mumkin: Tabiiy tebrangichlar
(atomlaming) tabiiy koordinatalar orqali yozilgan harakat tengiamalaridan
normal koordinatalar orgali yozilgan tenglamalarga o‘tilsa, (ma’lum
almashtirishlar orqali) har bir normal koordinata tenglamasi chizigli
garmonik ossillyator harakat tenglamasidan iborat bo'ladi, ya’ni atomlarning
tabiiy koordinatalardan norma! koordinatalarga o‘tilganda atomiarning
harakat tenglamalari 3V ta ossillyatorlarning tenglamalaridan iborat bo‘lib
qoladi.

Ossiilyatorning energivasi

g, = ho(n +112)

Hio ho
bo'lib, uning o‘rtacha giymati < & >= Py cth ST ifodadan iborat. Bunda

o - elastik to‘lgin — tovush to‘lqinining chastotasi €,,€,, €, ,... energiyalar
esa to‘lgin kvantlari — fononlarning energivalari (xuddi elektromagnit
to‘lginining kvantlari — fotonlar bo‘lgani kabi).

Endi asosiy masala o, o + do, intervaldagi holatlar soni —
ossillyatorlar soni g(co)dm ni aniglashdan iborat. Berilgan chastota qiymatiga

Clo)gloMo = HaZ) glo)o
issiglik sig‘im mos Kelgani uchun @ , @ + dwo, chastota intervaliga to*g‘ri
kelgan gattig jismning issiglik sig‘imi
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C= [clkloko = Joz ol

dan iborat. Agar (0,® ) intervalga to‘g‘ri kelgan issiqlik sig‘imni aniqla-
moqchi bo‘lsak, (73) ni shu intervalda integrallash lozim bo‘ladi, ya’ni

C= ij(w)g(w)dw = kﬂj‘(xz)zg(w)dw 74)

Endi g(co)a‘m ni aniglaylik. Kristall qattiq jismda ko‘ndalang va bo‘ylama
to‘lqiniar targaladi. Ularning har biriga v, ® + dw, intervalga mos kelgan

o’ ®’
holatlar sonlari (ossillyatorlar soni) (2 ) 5;5‘;7 + 2 v" y }‘“‘ yig‘indidan
5 )

iboratdir. (Bu holatlar sonini hisoblash Pilank formulasini isbot gilishda
hisoblanganday bo“ladi. Fagat bunda fononlar tezliklari v, va v, lar olingan).

Bunda v va v, mos ravishda ko‘ndalang va bo‘ylama to‘lqinlar tezliklari,
birinchi hadda «2» koeffitsiyent ko‘ndalang to‘lginning 2 ta qutbianishi
tufayli kiritildi. Demak,

2 2 30)2
glo)dn = {2- 2:)2 o m« ,}m = 7 do (75)

Bunda

3
;;= st (76)

belgilash klrltlldl Umumiy holda teziiklar v, va v, chastota @ ga bog'liq:

fll , v, 03 va demak, v’ ham chastotaga bog lig, va’ni dlspemlya
hodxsam mav_]ud Ammo bu dispersiya hodisasi e’tiborga olinmasa, v’ ni
integra] ishorasi ostidan tashgariga chaqirish mumkin. Bu holda (74) ni

3k "2 ,
€= | (xZ) o’ do a7

ko‘rinishda yozish mumkin. Bunda integral yuqori chegarasi (Debay

Ao
chastotasi ® ,) aniglanishi lozim. Buning uchun x = E << 1 bo‘lganda,
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ya'ni temperatura vetarli darajada yuqori bo‘lganda, issiglik sig‘im C
Dyulong — Pti gonuniga asosan 3Nk ga teng bo‘ladi, ya’ni

C = k [(x2) glo)do = 3Nk
Bu holda xZ 3! ekanligid;n

“j(xz)zg(w)dfo ~ mjg(w)dw =3N (78)

Demak, holatlar «vig indisi» ossillyatorlar yig ‘indisiga teng. (78) ni Debay
sharti deyiladi, g((o) ning (75) dan giymatini (78) ga qo‘yib olamiz

3 B 3
— Jo'do = 22 = 3N
2y 2n'v
Bundan noma’lum ©; ni topamiz:
) = 61° NV (79)

Holatlar zichligi g(a)) ning (75) ifodasini @, orqali quyidagicha yozamiz
(2.8 rasm);

#o)f

9N’
g(m)z o, (80)

0 o >0,

o, . o
T, = o Debay temperaturasi deyiladi.
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Birlik hajmdagi ichki energiya {/ ning ifodasini yozaylik:

U= “j {e)elo o = ON { 3o j oide = ONK'T! ] x'dx _ 9NKT ] xdx
o ®, 7€ O, 08"-1 x;, we’_l
3 rx’dx
Din)=— J.
(rl) n;\ e.‘ _1 (81)

bunda ‘

x,=ho, /KT =T,IT=n.
D{(n)ni Debay funksiyasi deyiladi. Demak, kristallning ichki energiyasi uchun
U = 3NKTD(n) (82)

ifodani olamiz. Bu (82) ifodadan kristallning fonon modeli asosidagi
issiglik sig‘im ifodasini olamiz:

au D dn
C = — =3NkD +3nKr——
o () on T (83)
l. Yuqori temperaturali holni garaylik. Bunda T >> T, (x << 1) shart
bajarilsin.
Bu holda quyidagi yoyishdan foydalanamiz (q. Masala 2.2)

x-‘ —xz_lx".‘._‘_... 84
e —1 27 12 &4)
Bu holda
3 ] x* 3y 1 1
D LA PR V= B I LRI P P
™ ﬂx 2 12} n"[3 g1 TG0 ]
| (83)
=l-n+—n"-
8 20
Demak, bu holda 3
37, 1 (T
U=3NkT]1 - 224 —[ =2 |-
[ % 20[?) | 6)
Bundan i
U 1 (T, Y
C="2=3NK1-—|=2[+..
aT { 20( J (87)

2. Past temperaturali holni garaylik. Bunda T, >> T shart bajarilsin.
Bu 1y = « holda
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3 ] xdx 3 3 n' n'
= — —E{Ird) = — — 3= —
D)= 5 Jor oy = B = 5 5 =
Tt-l
D(e0) = S (88)
Demak,

' 3NkT‘m’

U = 3NkTD(0) = 3NkT —- =
) sn' STC (39)
Bunda,
_ U _ 2n'Nk o, _ 12%'Nk( T ’
ON 513 5 T, (906)
(90) ifoda kristall qattiq jism issighik sig‘imi uchun (1912-yilda olingan)
Debay qonunidir.

Izoh. Issiglik sig'imi ifodasi (77) dan T << T, bo‘lganda Debay
gonunini bevosita olish mumkin, Xaqigatan ham

NI TN i S 3 .
C”W (JCZ)Z(O = 9Nk T— Zxdx=3Nkn—;J.Zxdx (91)
] (1 9

b

Bunda integral x >> 7 bo‘lganda

= J.szddx J'x'e‘dx __.x I +4]‘x3dx _
( A

SO 1), Je-i

411:4 92)

=4 j S = AT ) =

ekanligidan foydalanib, yana Debay gonuni

oo Nk (T
5 \7,

olinadi.
Integral uchun

4 — Ne 276 49
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= 4

o xfetdx 1 =
=51y —=8E(s)=31 =2
: (e =1} ; n’ ‘é( ) 90 15

ifoda olinadi; bu yerda £(S) — zeta funksiyaning giymatlari jadvalda beriladi.

4

3 T’ 5 n
= (= 2612 =— § = [=134L = 1,202; =
‘c:,(z) 12, &(2) p §(2) 1,341 E(3) = 1,202; &(4) 30

&

Tt
945

Bir necha qattiq jismltarning Debay temperaturast T, ni quyidagi jadvalda
keltiramiz.

§(3) = 1037, &) =

Jadval
Qattiq jismlarning Debay temperaturasi.

1]

Kristall Temperatura ~ 2
Qo'rg'oshin 38
Yod 106
Benzol 150
Kaliy 100
Natriy 172
QOsh tuzi 281
Mis 315
Temir 453
Berilley 1000
Cimos 1860

Shunday qilib, Debay qonuniga ko*ra T — () bo'lganda issiglik sig‘im
C~T? gonun bo‘yicha noiga intiladi. Past temperaturalarda eksperimentda
shunday gonuniyat kuzatiladi.

Ammo bir gator hollarda, Debay temperaturasi 7, temperaturaga
bog‘liq bo‘lgani uchun (2.9-rasm), issiglik sig‘imning temperaturaga
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bog‘ligligi Debay qonunidan chetlanadi. Buning sababi shuki, o‘zining
real kristall panjaralariga ega bo‘lgan real kristall uzluksiz (yaxlit) muhit
(kontinuum) bilan almashtirilishi va uning uchun maksimum chastota
@, qabul gilinishidir. Bunday almashtirish nisbatan kichik chastotalar
(katta to‘lgin uzunliklar) uchun yaxshi natija beradi, chunki bu holda
bunday to‘lgin uchun kristallning atom tuzilishi unchalik katta ahamiyatga
ega emas. Chastota ortishi bilan kristallning strukturasi (atomlararo masofa)
rol o‘ynay boshlaydi va demak, issiglik sig'imining temperaturaga bog‘ligligi
Debay qonunidan chetlana boshlaydi. 1 X atrofida tajriba natijalarining
Debay qonunidan chetlanishi kutatiladi; bu sohada kristalining elektron
strukturasi (elektronlar sistemasi issiglik sig‘imi) fonon strukiurasidan
ustunlik qilishi sabablidir (2.10-rasm).

A
T,
| Vismut (B7)
100 }
>
2.9-rasm.
c

2.10-rasm.

Masala 2.2. Debay funuksivasidagi
x* , 1 . x
=x-—x+=
e —1 2 12
yoyilmaning yuqori temperaturada o‘rinli ekanligini isbot giling.
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Yechish. Yordamchi funksiya

X

) =—= (M
kiritib, uni x=0 atrofida Teylor gatoriga yoyayhk:
1
f(x)= f(Oy+ f’(())ma;f"(o)xz + ... )
i xet o e'(l-x)-1
x = — -—
f'( ) ex "l (e.r - 1)2 (e.t _ 1)2 (3)
e-x)-e¢ Ae*-x)-e]
x — —
f'( ) (ex _ l)z (e,: _ 1)3 (4)
. xn B xZ
€ —ZE—1+.I+-—2—+... 5
lim lim x lim 1
—_— JilX} = = — =1
x—)Of() x—>0e' -1 x=-0¢ )
f(x) _ e'(I_‘-x);-l - e"(l:x)-f" - :x N :_1_ __1 M
=0 (e’ =1 2(¢" — De 20" -1) 2e 2
X f (x) = 1 - (_xel.t + xex - 262: _}‘ zxel.t + 26:) -
x>0 {e'-1
l —(xe™ + xe" — 2" +2¢") >
(e" ~1)
e” +2xe" + e + xe* —deV + 2e"
3(e" -~ 1)’e
~3e" +2e" +2xe' +1 -~ 1e" + 2Zxe* + 2¢* 1
X A _-) x x 2x - = (8)
6(e’ ~ e 6e’(e” — 1)+ e 6
'mak, (6), (7) va (8) ni (2) ga qiyib topamiz.
De x x
=]l-=+—..
f(x) AT ®
- i x? ga Ko'paytirib, asosiy matndagi yoyilma (84) ni olamiz, ya’ni
(% 52 '

www.ziyouz.com kutubxonasi



3 4

x X
Xfy=x"-—+ =
f(x) BT
Masala 2.3. Debay modeliga asosan kristallning ichki energiyasi U va

issiglik sig'imi C quyidagi ifodalar bilan aniqlanadi;

U = 3NKTD(n), (1)
C = 3NkD,(n), )
bularda
3 T x'dy
D(m) = —
0 (3)
3
De(n) = v .;[ “4)

Kristallning a) yuqori temperatura T >> TD va b) past temperatura
T << T, uchun Debay funksiyalari D(1) va Dc(n) ni aniglang. Olingan
natijalarni izohlang.

Yechish. a) 7 >> T} yoki X << | hol. Bu holda 2.2 masaladagi

x x x

~l1-Z+ =
e -1 2 12 ©)
ifodadan foydalanib, D(n) va Dc¢(n) ni topamiz:
3 £ x 1
D)= f[[r-Zs il =1-2n+ L
)= _f[x —+ s o™ )
Dy == [Far = |- 4j'
( 1)z "’ e ~1
3n 3{, x* x
= - + — —— +4D(n) =
-1 % (x 2 12 Jo w
3’('[ 3 1 2 3” 3 1 2
= - +4(1 - -+ — -—+4-——n+=-7n =
o1 gt ™M Ty 2750
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3 1

=l-n+=-n 7
2 n 5 n (7)
Demak, yuqon temperaturalarda
3 1
U-—=3Nk?{1—-— +—n*| T>T,

ur T 20 n } D (8)

3 1,
C=3Nk(1———2-n+§n L, T >>T, 9

fzoh. 1. Agar

D.(n) = f j CE(x) da E(x) =

o

¢ = Z it e = Z =1 x" / !
n

i

xze.: xZ

- = ni
(e" =1y ¢ +e' -2

dan foydalanid, taqribiy ifodasi

x2

m - —
1+ 12 (10)
12
olinishi mumkin. Bu holda D..(Tl)., ning ifodasi

3" x’ 1
D :-—Ile——— =1- 1
= | ( 12}" i (1)

bo‘ladi. Bu holda

E(x) =

1 .
C= 3Nk(l HEE)-T] ) (12)

Har xil tagribiyliklardan foydalanilgani uchun C ning (9) va (12)
natijalari har xil. Ammo (9) natija anigroqdir.

Izoh 2. Ichki energiya U va issiglik sig‘im C ning (8) (9) va (12)
ifodalaridan ko‘rinadiki, yuqori temperaturada (x <1, T >> TD) Debay
nazariyasi klassik fizika natijalariga, ya’ni ossillyatorning o‘rtacha energiyasi
kT va issiqlik sig‘imi 3Nk ga (Dyulong-Pti qonuniga) olib keladi.
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b) Past temperaturalarda 7<<7}, x>>1} D(1) va De(n) ifodalarni aniglaylik.

Dr(n) -
dagi integral ifodani yozaylik
]x’dx 3 ]‘x“dx r]‘x?'dx
e' —1 e ~1 e’ -1 a3
o 0 "
(13) da
"t xldx _n
e -1 15 (14

Past temperaturada x >> | bo lgani uchun ,* »» 1 shu sababli

N x:‘dx § A _-x - 4 . -
jel_l:Jxe dx=e"(1‘|’+3r] +6r|+6)we“n° 15)
4 L]

D(n)%ﬁ[—"-ne“"]: n_,—3e"' n>>»1 T<T,

(16)
D (1]) ni garaylik:

] xle'dx ] x'e'dx ] xte'dx

: (e.x _ 1)2 - ; (e.t _ 1)2 = : (eJ - 1)2 (17)
Bunda
Jxedx2=__ X :+4Jx'dx=0+4.n_=41t
3 (" —-1) e’ =1 : e -1 15 15 (18)
]x4e'dx — ]x4euxdx — ,rl-ie—"l
: R " (19)
Demak,
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Fl

:1 - 3'!]6—", T << TD (20)

4
De(n) = -

Past temperaturalarda (T<<7T)) Dcbay modeliga asosan kristallning ichki
energiyasi U/ va issiglik sig‘imi C quyidagicha aniglanadi:

o f g Y D
U= 3Nk:r[’—‘— (LJ - 39.'7?}, T <<T, 1)
5 \TD' .
I
€ = 3NK =2 Es {T- %e f], T << T, 2)
L - D/)

{zoir 3. Agar ichki energiyaning temperaturaga bog‘ligligiga kristall
panialarining f&qat tebranishigina sabab deb garalsa, ichki energiya Uva
denink, issighik sig'im ifodalari orinli bo‘ladi.

Kristabida fazaviy o tbhlar «erkin elektronlar» va boshga omillar
¢’tiborga obnsa, bu omillarning yuqoridagi ifodzlarga hissalarini alohida
garash lozim ho‘ladi.

[zoh 4. {ssigiik sig'imni tajribada o‘lchash yordamida va

C, = 3INKD (v}
formula asosida Debay temperaturasi 7, ni aniglash mumkin. Debay
temperaturasi 7, ni kristalldagi bo‘ylama va ko‘ndalang tovushlarning
targalishi tezliklari v, va v, ni o'lchash orgali

o, = 6x'N§’
formula asosida aniglash mumkin; bunda
T, = o, 32 1

I R % 87
Har xil metod bilan olingan Debay temperaturalarini bir-biri bilan
taqqoslab, Debay nazariyasi kristalini ganchalik aniq tavsiflashi hagida
ma’lumot olish mumkin. Quyidagi jadvalda ikki xil metod bilan olingan
Debay temperaturalarini keltiramiz.

D

Element Tovush teziigl Tosiqlik s
Al 399 394
Fe 467 220
Ca _ 329 315
A £1p) 215
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Jadvaldan ko'rinadiki, ikki xil metod bilan olingan Debay temperatu-
ralari orasidagi farq 5% va bundan kamdir,

Masala 2.4. Fotonlar va fononlar gazlari uchun kimyoviy potensial
© nolga teng ekanligini ko'rsating. .

Yechish. a) Idish ichidagi fotonlar soni donrmy ¢mas, yva’'ni fotonlar
to‘la soni fiksatsiyalanmagan (aniq bir givmatni gabul qilmaydi) dN=0.

Buning sababi: idish ichidagi fotonlar idish devorlari tomonidan
nurlanishi hamda yutilib turishi mumkin. Shu sababli, muvozanatli
nurlanishning (fotonlar gazining) termodinamikasida pdN ifoda (dN
o‘zgaruvchi bo'igani uchun ishtirok etishi mumkin emas, aks holda
termodinamik parametrlar o‘zgaruvchan bo‘lib goladi. Bu esa muvozanatli
holat ta’rifiga ziddir. pdN ifoda ishtirok etmasligi uchun p = 0 bo‘lishi
tatab etiladi (yoki boshgacha aytganda, shunday xulosa kelib chigadi).

b) fotonlar kabi fononlar to‘la soni doimiy emas. Ular kristall panjara
tomonidan nurlanib hamda yutilib turiladi. Shu sababli fononlar gazi uchun,
sistema muvozanatli holatda bo‘lganda . = 0 bo‘lishligi kelib chiqadi.

Shunday qilib, fotonlar va fononiar gazi uchun Boze-Eynshteyn
statistikasi

1

f(ci)=< n, >=°xP_(ﬂS:)"—1 (1)

yoki
exp(Bho) -1
ko‘rinishga ega bo‘ladi; bunda € = Aiv(n + 1/2),p = 1/ kT .
Masala 2.5. Foton gazning ichki energiyasi U/, bosimi P aniglansin.
Yechish. Idishdagi elektromagnit to‘iginlarni normal tebranishlar
superpozitsiyasi deb garash mumkin. ¢ ichi normal tebranishning siklik
chastotasi @, va kvant soni », bo‘lsin. Normal tebranishni esa kvant
ossilyator deb qaralishi mumkin. Bu holda kvant ossilyatorning energiyasi
€, kvant mexanikadan ma’lumki,

2

g, = hwn(n+1/2), (1)
ifoda bilan aniglanadi. Kvant ideal gaz — foton gazning energiyasi £
1

ifoda bilan aniglanadi; bunda », energiyasi fw, ga teng bo‘igan fotonlar soni.
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Har 3 ta normal tebranish fazodagi ideal kvant tebrangich tufayli
hosil bo‘layotgan deb garalishi mumkin. Bunday tebrangichlar (ideal
kvant zarralar) soni & ta bo‘lsin. Bu holda bunday N ta sistemaning
gamiltoniani kvant mexanikada 3N ta (klassik mexanikada 6N ta)
o‘zgaruvchilarza bog‘liq. Demak,

v = 3N )
Bunday sistemaning (3N ta ossilivatorlar sistemasi) ichki energiyasi U/
bizga ma’tum

274
n°k A
U=VoT', o=-— 7= 7569 107" ex’gad’ (4
15¢y
o - Stefan — Bolsman doimiysi. Demak,
i U u-v
9 _—_——=—=
v 3N 3N ©)
Ideal gaz uchun
P = nG (6)

N
holat tenglamasi o'rinli; 7 = —V— Kvant ideal zarralarning bosimi uchun

NuV  u
TVIN 3 )
ifodani olamiz; u elektromagnit to'lginlarining ichki energiyasi zichligi.

Masala 2.6. Qatiiq jism AN ta yacheykalar va har bir yacheykada r ta
atom bo'lsin. Elementar vacheyka regulyar gaytarilsa, bu ideal kristallni
tashkil etadi. Yacheykadagi har bir atomni erish temperaturasidan
uzoqdagi temperaturada 3 ta chizigli garmonik ossillyator deb tasavvur
etish mumkin. Bu holda kristallni 3/Nr ta ossillyatorlardan va ularga mos
3Nr erkinlik darajalaridan iborat deb garash mumkin.

Har bir erkinlik darajasiga (ossillyatorga) & to‘lgin vektorli va s
qutblanishli tebranish (moda) mos keladi; £ to‘lgin vektor N giymatlarni
qabul gilishi, 3r ta giymatlarni s_gabul gilishi mumkin.

1. Ossillyatorning kvant soni #(k, 5) ning o‘rtacha qiymati <n> aniglansin.

2. Ideal kristallning ichki energiyasi U/ aniglansin va a) temperatura
T=0 dagi uning giymati tahlil etilsin; b} ¥ uzluksiz bo‘lgandagi hol
uchun U ning qiymati aniqlansin.
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Ko‘rsatma. U ning ifodasidagi yig‘indini integral bilan almashtirish

kerak.

Yechish. 1. Ossillyator kvant soni # ning o‘rtacha giymati, statistik

fizikaning nmumiy metodiga asosan

0

< R >= ZHf(G,),

n=g
bunda

f(an) = %e-ﬂh

z:Ze“ﬁ‘-,ﬁ = 1/kT

Ossillyatorning energiyasi € , kvant mexanikadan ma’lum
g, =ho(n+1/2)
Demak,

i me 1
< B == =
" ZZne 1-¢*
bunda x = Bho = An / kT .

Z = Ze_m = 1..13‘-'

(6) dan foydalanib, (5) ni yozamiz:

10Z e 1
<n>= = =
Zdy 1—-e' e -1

Demak, o‘rtacha kvant son

11
ex___l eh»!lf_l

<R>=

(1)

()

&)

@

6)

(6

)

2. 3Nrta ossillyatorlarning umumiy energiyasi ossillyator energiyalamﬁng

yig‘indisidan iborat:

£= 3 .= Sl 12

1 — -
= z a5 1R, 9) + Zﬁhco(k,s)n(k,s) =E, +E,
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1 -
= EZ h&)(k,.i‘) (9)

E=thn(§,§)=2hm<n> (10)

yoki

X vV x
, = kTE _[ dk,dk dk_ =
| ) eJ "I (2n)‘i e; __1 X ¥ I

(210 z Jle - k*dkdy cos 0d0

Bunda o chastota k, ¥ ga, ya’ni £,0,9,s o‘zgaruvchilarga bog'lig;
V /(2n) Kkattalik k, fazodagi bitlik hajmdagi to‘lgin son.

Masala 2.7. Chastota ® bilan to‘igin vektori k, orasidagi dispersiya
munosabati

(11)

o = als,0,0k', t>0
bo‘lganda issiglik sig‘im G, aniglansin.
Yechish.

x (kT dir 1
x=Bko =Bhak’s k' = ——. Rk =~ | 24~
o= Bha’ ha J (r }k

Demak,
-x.'l.irdr
81”[ ) Z.[ et =1
Bundan
G _— gg — AT'HI’ 12

gonuniyat kelib chiqgadi.
Izoh. Agar r=1 bo‘lsa, (12) dan

G, = AT?
Debay qonuni kelib chiqadi.
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HI b o b. FERMI-DIRAK STATISTIKASINING TATBIQI
1-§. Kirish

Bizga ma’lumki, kvant statistikasining go‘llanish sohasida

2

T<T =.a%nm (1)

shart bajariladi; sistemaning kvant xossalari katta zichlik va past temperatura-
larda namoyon bo‘ladi.

Zarralar orasidagi o‘rtacha masofa r, ~ -1—1- va de Broyl to’igin
n

uzunligining o‘rtachasi A = h/ p va p~/mkT ekanligini nazarda tutib,
(1) shartni boshqgacha tushuntirish ham mumkin. Zarralarning orasidagi
o‘rtacha masofa r de Broyl to‘lgin uzunligi A yoki undan kichik bo'lsa,
ular orasida odatdagi o‘zaro ta’sir kuchidan tashqari kvantoviy korrelatsiya
mavjud bo‘ladi. Shu sababli zarralarning harakati maxsus kvant tabiatga
ega bo'ladi. Bu sohada, albatta, kvant statistikadan foydalanish zarur
bo‘ladi. Boshgacha aytganda, temperaturaning kamayishi 1abiiy ravishda
de Broyl to‘lgin uzunligining ortishiga olib borganligi, shu sababli zarralarda
kvant korrelatsiya almashuv o‘zaro ta’sir namoyon bo‘lishi na fagat alohida
zarrani  kvant mexanika qonuni asosida qarashga majbur etadi, balkim
zarralar sistemasini qarashni ham muhim o‘zgartirishga olib kelishini biz
yuqorida ta’kidlagan edik.

Bu sohadamuhim rolni Pauli prinsipi o‘ynaydi.

Ma’lumki, bu prinsipga ko‘ra, bir holatda bittadan ortiq fermion
bo‘lishi mumkin emas. Shu sababli fermionlar sistemasi boze-sistemadan
muhim farglidir. Bu farq sistemaning aynish temperaturasidan past
bo‘lgandagina namoyon bo‘ladi. Bu yerda shuni yana ta’kidlash lozimki,
aynish temperaturasi T ~#? bo‘lganligidan, u (tabiiyki) kvant
tushunchadir va 7< T sohada zarralar orasidagi o‘rtacha masofa r,~,
ekanligidan Geyzenberg noaniqlik prinsipi r,p~# muhim rol o‘ynay
boshlaydi.
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Tabiatda (kvant) aynigan fermi sistemalarga metallardagi elektronlar
sistemasi, oq mitti yulduzlar, neytron yulduzliar misel bo‘ladi,

Yana shuni ta’kidlash lozimki, odatdagi gazlar, suyuqliklarning aynish
temperaturasi shunchalik pastki, odatdagi sharoitda ular klassik statistik
fizika bilan to'ia tavsiflanadilar.

Biz yuqgorida ko‘rdikki, Fermi tagsimoti quyidagicha;

|

f(8)=‘€,3[,;—_mﬁ (2)

Bu funksiva f(g) temperatura 7 >0 =1/4T - =) bo‘lganda
«pog‘onali» funksiyaga aylanadi, ya'ni € <p bo‘lganda f(g)=lez2u
bo‘lganda f(g)=0 bo‘ladi (q- 3.1 rasm).

Agar T>0bo'lsa, «pog‘onali» funksiyaning € = dagi qiymati atrofida
kT sohada Fermi tagsimot «yemirilgan» bo‘ladi. U punktir chiziq bilan
3.1-rasmda ko‘rsatilgan.

h
e} -
. 4
I ——
1
> W
kT \‘\
e
0 N £
3.1-rasm.

1
Bir zarraviy holatdagi energiya €, ~ -17 bo‘lganligi uchun hajm Vortishi

bilan sathiar bir-biriga yaginlashib, zichlashib boraveradi.

Hajm yetarli darajada katta bo‘lganda, bir zarraviy holatlarni uzluksiz
deb qarab, £, £ - de intervaldagi holatlar soni uchun g(¢)de ifodani
yozishimiz mumkin; bunda g(g) — holatlar zichligi. Bu uzluksiz holda
g(g)de yordamida sistema zarralari soni N va energiyasi £uchun

N = 1)l ®

E = &f(g)g(e)de 4
ifodalarni yozish mumkin; bunda f(g) (2) ifoda bilan anigianadi.
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Temperatura 7=0K bo‘laganda, f(€)=(l) va energiya ¢ ning giymati
K = W, gacha o'zgaradi. £ ning eng kichik giymati €, (xususiy holda g,=0)
bo‘lsa, (3) va (4) ifodalar quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
Ha
N = Ig(a)d‘a %)
E = ISg(S)dS, (6)
(5) ifodadan, agar holatlar zichligi g(¢ ) aniqlangan bo‘lsa, p, ni, so‘ng
(6) dan to‘la energiya E ni aniglash mumkin.
2. Agar T>0K bo‘lsa, }4, ni va energiva E ni aniglash uchun (3) va (4)
dan foydalaniladi; bunda f(g) # 1 va u (2) bilan aniglanadi.

2-8. Qattiq jismlardagi elekironlar sistemasi

1. Zonalar. Avval T=0K (B — =) bo‘lgan holni qaraylik:

a) & <p bo'lsin. Bu hoida (2) dan ko‘rinadiki f(g) =1 ya'ni
< ni >= 1. Demak, (0,1 intervaldagi energiya sathlari hammasi bittadan
fermionlar bilan to‘lgan (band) (3.2-rasm).

LEA X2 REXE R

3.2-rasm.

b) € > 1 bo‘lsin. Buholda f(€) = 0 ya’ni, Demak, 7=0K bo‘lganda
€ = 1 sathdan yuqoridagi energiyva sathlari bo‘sh, unda fermionlar
(elektronlar) bo‘lmaydi.

Fermi tagsimot pog‘onali grafikdan iborat bo‘ladi (3.1 rasm).

2. Temperatura noldan farqli bo‘lsin, ya’ni 7>0X. Bu holda € = |
bo‘iganda taqsimot funksiya f = (1) = 1/ 2 giymatni gabul giladi. (3.1-
rasm). Bu holda f(g) silliq egri chiziqdan iborat bo‘ladi. Boshqacha
aytganda, € =l Fermi sathiga yaqin elektronlar 7>0K bo‘lganda
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yuqoridagi bo‘sh sathlarga o‘tadi («bug‘lanadi»). T=0K da tolgan sathlarni
valentli zona, undan yugoridagi sathlarni o ‘tkazuvchanlik zonasi deyiladi.
Demak, 7>0X da valentli zonadan o‘tkazuvchanlik zonasiga (metallarda)
eletronlar o‘tadi.

Bir zarraviy holatlar energiyasi sistemaning hajmi V ga (voki 1’ ga)
teskari proporsional, ya'ni E~1/V bo‘lgani uchun sistema hajmi ortib
borsa (kattalashsa), energiya sathlari quyuglashib (bir-biriga yaginlashib)
boradi. Bu holda g, & + de intervaldagi holatlar soni g(s)de dagi g(¢) ni
uzluksiz o‘zgaruvchan deb hisoblash mumkin. Bir zarraviy holatlar uchun

dnVp'd
gle)de=—EF )
ekanligi bizga ma’lum (q.10 — §, 1 bob), bunda g(g) — bir zarraviy
holatlar zichligi. Agar zamalar erkin harakatianayotir deb hisoblansa,
& = p’ / 2m ifodadan foydalanib
ge)de = aVe'"’de,a = 2r(2m 1 B*)""* (8)
ifodani olamiz (3.3 rasm)

g€) 1

=
3.3-rasm.
Bu holda
. . 8”2d8
N = . fle)gle)de = GV‘. m 8
. * . Barz(k
E= |fE)gE)ds =aV | (10)

L)
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3-§. Absolut nol temperaturali Fermi-gaz

Erkinizarralar fermi — sistemasini qarash uchun (9) va (10) ning
N/aVva E/aV ifodalaridagi '

o

] = J‘ £"de
S P (11)
integraini aniglash zarur, Bu integral 7=0K da, f{e)= 1 bo‘lgani uchun, quyidagi
Ho
I, = [e"d

sodda ko‘rinishga keladi. Avval shu godda holni ko‘raylik. 7=0X bo‘Isin.
T=0K da fermi-gazning termodinamik parametrlarini aniqlaylik. (g,=0
bo‘lsin).

u 2/3
' 2 312 3N
N=0V‘JSI sz"_'gaVH‘oI ;uo=[_—) (12)

2aV
U =E-= VP “”a:i‘a-'2 1%
s =E=a l)[-: —~5—].lu a (13)
(12) va (13) dan
Y _ Ei»l 14
N 5 0 ( )
UIJ
Bundan energiva zichligi #, = 7
3N
=2 e (15)
ifoda bilan aniglanadi.
2u
Ideal gaz ifodasi * ='? dan foydalanib, fo‘la aynigan fermi — gaz

bosimi P, ni aniglaymiz

ﬁi-l 16
Sy o (16)

Demak, bosim P, zichlik n=N/V ga quyidagicha bog'liq:

P =
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P_'(NIV)SJH - nSJ} F\\
Temperaturaga esa bog‘liq emas! (7=0°K da).
Ideal klassik gaz uchun P=nkT ckanligini eslatamiz,
Shunday qilib, 7=0 da ideal fermi ~ gazning bosimi noldan fargli
bo‘lib, elekirontar uchun baholanganda P~(10*-10% atm atrofida bo‘ladi.
Metallardagi elektron sistemaning aynish temperaturasi

T =u, k=5, Tk~100K
Demak, metallardagi elektron sistemani aynigan gaz deb, kvant
statistika asosida qarash zarur. 104K da jism gattiq agregat holida qolmaydi.
To'la aynigan fermi-sistemaning boshga termodinamik parametsiarni P,
U,, p, asosida aniglash mumkin.

4-§. Past temperaturali Fermi-gaz termodinamikasi

Past temperaturadagi fermi-gazning ichki energiyasi Uva zarralaming
soni N ni aniqlaylik. Buning uchun (11) dagi / ning taqribiy ifodasi

- n ml l
I = J‘eag & [l+n(n+ )(nkT)Z] an

tz""+1~n+1 6 1l

dan foydalanamiz, bunda (nkT /t,)* gacha aniqlik bilan topiladi.

PN 23 (T
4 3" 3l p (13)
Agar T=0KX bo'isa, yana avvalgi natijani olamiz
_ _ E _!_V_ 241
h=p, = (2 aV) (19)
(18) va (19) dan
ELE) a2 1 =kT 2
= 1+ -
e =upl 8(110)] (20)
Kichik hadda ¢ ni #0 bilan aimashtirildi. (20) dan
Y] 3 1 nkT
po = W= ()] @
0
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1 kT2 | (mTY) 1
p’ = “0[1—' -3—(_0) ] p’u’:l [ . ] 12:’ (22)

2
U 2 4, 51 nkT
13;2“;?"3’“ [1+§[po ]} 23)

(18} va (23) ifodalardan ushbu nisbatni olamiz:

2
-2 3, 8w

_3
S+

1, n’[kTJz
2 I+—|—
8\

5(nkT Y
i)
U=2uN—2 B L

| 1(nk?‘]’
1+ 2L
S8\ p

Ifodani olamiz. (21) dan foydalanib, quyidagi taqribiy ifodani olamiz:

1., ni yozaylik:

v
N

Bundan

. 5{mkTY
3 LY e s
U=-Npol—-—(—-]' ~SAHe )
. {
i mrcT]
LA T
3 1 2{m7Y 0. s(mT Y[, 1{m&7}
it s s e))
8 3\, g8\, /. 8\m, } (24)
2 H 2
VY PPN .ty I PO Y i i I PUES VIR FROC il | SRPARE.S L
5 2w Jf 2\m Jj 3 120, J 2

Bundan elektron gazning issiglik sig‘imi S, ni aniglaymiz:
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s _(6_0'\ _ mNk(kT
¢ GTJV 2 p,

Yoki
S=aT (25)
bunda
n*Nk*
a =
2,

temperaturaga bog‘liq bo‘imagan doimiy kattalik.

Elektron issiglik sig'im C juda past temperaturada chizigli gonun C ==aT’
ga bo‘ysunadi. Bu esa tajribadan olingan nattjaga mos keladi. Juda past
temperaturada kristall qattiq jismning to‘la issiglik sig'imi

C=aT+AT

ifoda bilan aniglanadi; bunda A = 12x*kN / 57", . Butemperaturada ¢lekiron
issiglik sig‘imi §, fonon issiqlik sig‘tmdan ustunlik qiladi (3.4-rasm).

g P
3R —
G=AT
.
Se=al
0 T
3.4-rasm.

Past temperaturada elektron gazning bosimi va entropiyasini aniglaylik.

poB 2N I, S(mTY
3 T 12l (26)
Bizga ma’lum
U, =3 N B =2 Mo
0 S o* 40 3 Q9

Bulardan foydalanib, bosim uchun (past temperaturada)
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5 kT 1
P=R[I+E( . ” (27)

ifodani olamiz; bunda bosim P temperaturaning kvadratiga proporsional.
Solishtirma entropiyani aniqlaymiz: entropiva Sni

T
S = _[(cv ) TYdT
1]

ifodadan aniglash mumkin.

S_n?Nk[g] -
2 n | (28)

Erkin energiva Fni F=U-ST ifoda orqali aniglaymiz:

3 s (kT Y
F=2>M|1-=2
2m)i- 2]

Shunday qilib, asosiy termodinamik parametrlarni absolut nol
temperaturadagi Fermi sathi energiyasi y, orqali ifodaladik. Qolgan
termodinamik parametrlarni esa shu aniqlangan asosiy termodinamik
parametrlar orgali ifodalash mumkin. Jumiadan

p={_5!i]
av ),

2
Yoki ideal gaz formulasi PV = 3 U dagi yana (26)

]

5V 12 p,
ifoda olinadi.

Oxirida kvant mexanika va kvant statistika yaratilganga qadar issiqlik
sig‘imga tegishli klassik statistikadagi ziddiyatga va uning kvant statistikada
hal etilishiga qisqacha to‘xtalaylik.

Birinchidan: metallarda elektr o‘tkazuvchantlik, issiglik o‘tkazuvchanlikni
erkin elektronlar modelidan foydalanib, (massani effektiv massa bilan
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almashtirib) tushuntirish mumkin. Klassik statistikadagi bu fikrga
(modelga) asosan metallarning issiqlik sig‘imi izolatorlarnikidan taxminan
2 marta ortiq bo'lishi kerak. Chunki har bir zarraga (elektronga) klassik
statistik fizikaga asosan, 3k7/2 energiya to'g'ri keladi. Ma’lumki,
diclektrlarda (izolatorlarda) erkin eletronlar yo'q deb garaladi. Ammo
tajriba ko‘rsatadiki, metallar va izolatorlarning issiqlik sig‘imi yugori
temperaturada taxminan bir xil va ular Dyulong-Pti gonuniga bo‘ysunadi.
Bu ziddiyat kvant statistikasida osonlikcha hal etiladi.

Ko’pgina metallarda Fermi sathi energiyasi u,2 eV bilan 10e} orasida
bo*ladi. Bu holda agar temperatura 7=300K bo’lsa,

Cvzn'i\fk(ﬁ]
2 \n,

ifodadagi (kT /p,) uchun
KT 300k 3k _

e I L2 0015k
po 2.10° 200
KL 300k 6003k
po 10-10°

giymatlar olinadi, 72} 2 ~ 5 bo‘lganda, bu giymatlardan elektron issiglik
sig'imi umumiy issiglik sig‘imiga 0,075 va 0,015 hissa yoki 1,5%—7,5% hissa
qo‘shishi kelib chigadi. Amalda elektronlar kristall issiglik sig‘imga 2%—8%
hissa go‘shadilar.

5-§. Kristallardagi energetik zonalar

1. Kirish. Qattiq jismlardagi elektronlaming holatlari erkin atomlardagi
elektronlar holatlariga ko‘p jihatdan o‘xshaydi, chunki kristalldagi qo‘shni
atomlar elektronlarining o‘zaro ta’siri atom tuzilishini, strukturasini to‘la
buzib yubora olmaydi. Ammo shu bilan birga bu elektronlarning o‘zaro
ta’siri tufayli erkin atomlardagi energiya sathlari shunchalik kuchli ta’sir
oladi va g'alayonlikka uchraydiki, natijada krisiallarda bir qator uning
o°‘ziga xos yangi hodisa va effektlar paydo bo‘ladi. Bu yangi hodisalardan
eng muhimi — erkin atomlardagi valent elektronlar energiya sathlarining
deyarli uzluksiz sathlarga — energetik zonalarga yoyilib ketishidir. Bu
energetik zonalar esa qattiq jismning elektr, magnit va optik xossalarining
sodir bo‘lishiga sababchilik qgiladilar.
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2. Energerik zonalar. Energiya zonalarining paydo bo‘lishini quyidagicha
tushuntirish mumkin. Faraz qilaylik, N ta erkin atomlar mavjud bo‘lsin.
Har bir atomning biror energiya sathi, masaian, / - sathi g karrali aynish
darajasiga ega bo’lsin. Ammo atomlar bir-biri bilan o‘zaro ta’sirda bo‘lmagani
uchun N ta zarralardan iborat bo‘lgan bu sistemada i — energetik sath N,
karrali aynish darajasiga ega bo‘ladi. Endi atomlar bir-biriga yaqinlashib,
kristall panjara hosil gilsin. Bu holda atomlarning o‘zaro ta’sirlari tufayli
erkin atoraning ¥, karrali holatlari o*zgaradi. Boshqacha aytganda, o‘zaro
ta’sir bo‘lmagan holdagi Ng ekvivalent (simmetrik) holatlar o‘zaro ta’sir
tufayli buziladi va ular bir-biriga juda yaqin bo‘lgani uchun energetik sathlar
dastasi deyarli uzluksiz energiya zonasini hosil giladi. Bu o°zaro ta’sir tufayli
birinchidan, energiya sathlarining pastga siliishi yuz beradi, chunki atomlar
orasida bog‘lanish hosil bo‘ladi {(molekuladagi atomiar bog‘lanishi kabi);

ikkinchidan, bu o*zaro ta’sirga, tabiiyki, atomdagi yadrodan uzogdagi
valentli elektronlar duch keladilar (ta’sirga chalinadilar), chunki ular
go‘shni atomlarga eng yaqin joylashgan bo‘ladilar;

uchinchidan, atomlar orasidagi muvozanat holatiga to‘g’ri kelgan
masofa energiyaning minimum qgiymatiga mos kelishi lozim. Yanada
atomlarning yaginlashuvida ular orasidagi itarish kuchi tufayli energiya
ortib boradi (3.5-rasm).

Atomlar orasidagi
masofa
L 4

v

r

min

)

Erkin atom valentligi
elekronning energiva
sathi

]
]
1
]
1
I
1
I
L]
L
1
1
L]
]
1
]
1
[}
i
1
1
1
1
1
1

Y . - muvozanatli kristalldagi

nun

N/, atomlar orasidagi masofa
Energiya
3.5-rasm.
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to‘rtinchidan, atomlar erkin bo‘lgandagi energiya sathlari N ular
vaginlashib o'zaro ta’sirda bo‘lganda deformatsiyalanib, o‘zgarsalar-da,
ularning soni N o‘zgarmaydi. Boshqacha aytganda, s — zonada har bir
atomga to‘g'ri keluvchi 2 ta elektron, p — zonada har bir atomga to‘gri
keluvchi 6 ta elektron bo‘la olishi mumkin, ya’ni .S — zonada 2Nta, P—
zonada 6N ta bir-biriga juda yaqin joylashgan energetik sathlar {o‘rinlar)
mavjud bo‘ladi, ya’ni zonalaming yugori chegarasi mavjud bo‘ladi.
Masalan, S holatda bittadan eiekiron bo‘lsin — atomlardagi valentli
elektronlar N ta, S zonadagi holatlar (energetik sathlar) soni 2/ ta.
Demak, masalan, T=0K da shu S zonaning yarmi Pauli prinsipiga asosan,
elektronfar bilan to‘lgan (uni valentli zona deyiladi}, golgan yarmi bo'sh
(uni o ‘tkazuvchanlik zonasi deyiladi) zonadan iboratdir (3.6-rasm). Agar
S holatda 2 ta elektron bo‘lsa (masalan, kaliy), .S -~ zona elektronlar bilan
to'lgan bo‘ladi. Ammo S — zona P— zona bir-birini o‘zaro yopgan bo‘lsa,
ular ham metallar hosil giladi. Ba’zi qattiq jismlarda (varim o‘tkazgich va
dielektriklarda) valentli zona bilan o‘tkazuvchanlik zonasi orasida
taqiglangan A energiva kenglikka ega bo‘lgan zona mavjud bo‘ladi (bu
hagda keyvinroq to‘xialamiz).

Agar qattiq jism temperaturasi 7>0 bo’isa, yugorida aytganimizday,
valentli zonaning Fermi sathi atrofidagi {vaginidagi) elektronlar

I .
p . Smx
E
2 g -
g R
&
—§
[ "LIJ' -
X NS ; A
—
— A
g a — ‘= =
38 .- 53
b ~— M
.
.
—
3.6-rasm.
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o‘tkazuvchanlik zonasiga issiqlik fluktuatsiyalar tufayli o‘tadilar. Bu
elektroniar, endi har bir atomga tegishli bo‘lmasdan kristalldagi barcha
atomiarga tegishii deb garalishi mumbkin, Bu fikrni shunday tushuntirish
mumkin: erkin atomlardagi valentli elektronlarning to‘lgin funksiyalari,
atomlar yaginlashib, kristall hosil qilganda, bir-birini gisman yopib
ketishadi. Shu sababli bir atomga tegishli elektron, ikkinchisiga ma’lum
chtimol bilan o‘tishi mumkin. Shunday gilib, elektron butun kristall
bo‘yicha migratsiya gilib yurishi mumkin.

3.7-rasmda § holat funksiyalarini bir-biri bilan gisman umumiy-
fashishi, yopishi ko‘rsatilgan, O‘tkazuvchanlik zonasidagi bunday elektron
atomlarga ozmi-ko‘pmi bog‘liq bo‘lganligi uchun unga tashqi elektr
maydon ta’sir etsa, uning harakati erkin elektronlar harakatidan
farglanadi. Ammo uni effektiv massa m" bilan erkin harakatlanayotgan
zaryadli zarra deb qaralishi mumkin, va’ni eE =m'a. O ‘thazuvchanlik
zonasidagi bu m” massali zarra erkin harakatlanayotgan elektrondan fargli
bo Iganligi sababli (uni, zarrani} kvazielektron deyiladi. Oddiy hollarda
kvazizarraning (fonon, poiyaron va shu kabilarning) massasini topish
uchun dispersiya qonuni E¢p) berilgan bo‘lsa,

1 _2Elp)
m  OP?
ifoda orqali topiladi; bunda o‘tkazuvchanlik zonasidagi elektronning F

energiyasi, P kvazimpulsi. Dispersiya gonuni anizotropiya xarakterga ega
bo‘lsa, effektiv massa tenzor xarakterga ega bo'ladi.

N

Vs

P -
e

.._.,___.._.__________

Y

3.7-rasm.
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Kristall qattig jismdagi o‘tkazuvchanlik zonasida harakatlanayotgan
elektron uchun effektiv massa m” aniglangan bo‘lsa, u holda

2
)2
m

o‘rinli bo‘ladi, bu holda holatlar zichligi

312
ge)=ae'? a= 21‘:(2;*)

ifoda bilan aniglanadi.

Umumiy holda o tkazuvchanhk zonasidagi elektron va valentli
zonadagi teshik (kovak) energiyalari impulsiar bilan murakkab
bog‘lanishda bo‘ladi. Ammo amalda o‘tkazuvchanlik zonasi tubi yaginidagi
efektronlar va valentli zona yuqorisidagi teshiklar (kovaklar) bilan ish
ko‘riladi. Bunday elektronlarni effektiv m’, massali kvazielektronlar va
effektiv m’, massali le| — zaryadli kvazipozitronlar deb garalishi mumkin.
Bu holda holat zichligi funksiyasi erkin elektronlardagi kabi paraboladan
iborat bo'ladi (g. 3.8 rasm).

g(a) A
L P
2m, 2m,
— A ——3 Y
3.8-rasm.
Bu holda dispersiya qonuni

=2

- P
e(p)=a+ pyry (elektronlar uchun),

e
=1

=y_ P
¢'(p)= opr (kovaklar uchun),

F
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda tashqi elektr maydon ta’siri tufayli
valentli zona «shifti» dagi elektrontardan gisman o‘tkazuvchanlik zonasiga
o'tishi mumkinligini ham nazarda tutmoq kerak.
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6-§. Holatlar zichligi. Qattiq jismlar turlari

Zonalar tasavvurlariga asosan gattig jismlarni turlarga bo‘lish juda qulay.

Agar zonaning bir gismi to‘lgan bo‘lib, golgan qismi bo‘sh bo‘lsa
yoki to‘lgan zona bilan yugori zona ma’lum darajada bir-birini yopsa,
bunday gqattiq jismlar metallardan iboratdir (3.9-rasm).

A
E

3.9-rasm.

Agar 1o ‘{gan zonadan keyin energiva tirgishi A bo ‘Isa, ya ni taqiglangan
zona bo'lsa, bunday qattiq jismlarni dielekirik (izolator) yoki yarim
o ‘tkazgichlar deyiladi. Agar energiya tirgshi kT dan yetarli darajada katfa
bo ‘Isa, va'ni A>kT shart bajarilsa, valentli zonadan o ‘thkazuvchanlik zonasiga
elektronlar amaida o ‘tmaydi va demak elekitr tok hosil giluvchi elektronlar
bo Imagani uchun bunday qatiiq jismlar izolatorlar (dielekirikiar) deyiladi.

Agar taqgiqlangan zona Kengligi A uncha katta bo‘lmay, £7 ga teng yoki
undan kichik bo‘lsa, va’ni A< kT bo‘lsa Ttemperaturada valentli zonadan
o‘tkazuvchanlik zonasiga fluktuatsiyalar tufayli talaygina elektronlar o‘tishi
mumkin. Elektr maydon go‘yilsa (kiritilsa), bu serharakat «chaggon»
elextronlar elekir toki hosil giladi. Bunday qattiq jismlar yarim o ‘tkazgichiar
deyiladi (3. 10-rasm).

L3

E
ZI’?Z/ o ?’? “ 0‘tkazuvc1'§anlik
// / Z % Zonasi

A < kT Taqiglangan zona

o Valentli
N z0na

5

3.10-rasm. Yarimo‘tkazgich
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Energetik sathlar va valentli elektronlar sonlariga garab, gattiq jismning
gaysi turga tegishli ekanligini aytish mumbkin. Masalan;

1. Bir valentli elektronga ega qattiq jismiar metallardir (ishqoriy metallar:
Na,K, Rb,Cu,Ag,Au). Bulardagi valentli zonaning yarmisi to‘lgan bo‘ladi.

2. Har bir yacheykaga toq sondagi elektronlar to‘g‘ri kelgan gattiq
jismlar ham metallardir. Masalan, 4/, Ga,Jn, T ning har bir atomiga 3 ta
valentli elekiron to°g‘ri keladi. Bular bir zonani va keyingi zonani gisman
to‘ldiradilar.

3. Har bir atomga juft elektronlar to‘g‘ri kelgan gattiq jismlarning
hammasi ham dielektrik (izolator) bo‘lavermaydi. Masalan, quyi zona
bilan yugori zonalar bir-birini gisman yopishi mumkin (3.11, 3.12-
rasmlar); bunday qattiq jismlar ham metallardan iborat bo‘ladi.

A

:4'.)« ";ff r/ T £
S g (205007
858 i?’%///%/ 7 ,
S5§ [T & )
o
\_—/ £

Valentli
zona

“}\“%\\\:\ o \:Q
AT ‘«{f\“‘@f\i\\

R AR

3.t 1-rasm. 3.12-rasm.

3.11 va 3.12-rasmlarda sathlarning bir-biri bilan qisman yopilishi,

umumiylashuvi ko‘rsatilgan.
2

2
Yuqorida erkin zarra modelida S(P)= “2% yoki 8(P)= 2’1. ko‘rinishdan

fovdalanib, holatlar zichligi (soni) uchun

gle) = aVe™,a = 2:{2;’ }

ge) 1

v

3.13-rasm.
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va uning grafigi ko‘rsatilgan edi (q. 3.13 rasmda). Umumiy holda, kristall
gattiq jismdagi elektronlar davriy maydonda murakkab harakat giladilar.
Shu sababli, uning holatlar zichligi g(€) = aVe'’® ga nisbatan murakkab
funksiya bilan tavsiflanadi. Natijada holatlar zichligi g{€) bir necha
gismanlarga bo‘linib ketadi. Kristalldagi elektronlar energivasi spekirining
zonalar tarkibi (strukturasi) sxematik ravishda 3.14-rasmda ko‘rsatilgan.
Albatta, har bir konkret kristall o‘zining zonalar sturkturasiga ega bo‘ladi.

e

3.14-rasm.

Shunday gilib, yakkalangan (erkin) atomdagi energiva sathlari diskret
xarakterga ega. Kristall hosil bo‘lishda atomlar bir-biriga yaqin kelishib,
ularning energetik sathlari o‘zaro ta’sir natijasida ma’lum siljishiarga ega
bo'ladi. Shu bilan birga valentli elektron esa o‘zining atomiga taallugli
bo‘lishidan tashgari, u ma’lum darajada erkin deb ham hisoblanadi. Buning
natijasida kristatida energiya zonalari hosil bo‘ladi.

Metallardagi energetik kenglik A=0 va yarimo‘tkazgichlar va
dielektriklarda A = ¢ bo‘lishi bilan tanishdik. Shunday tipdagi gatiiq jismiar
borki, ularda A=0 bo‘lsa-da o‘tkazuvchanlik zonasidagi elektronlar,
metallardagiga nisbatan bir necha tartibga kam bo'lib, yarimo ‘tkazgichiar
tipiga kiradilar. Bunday qattiq jismni tirqishsiz yarim o ‘tkazgichlar deyiladi.
Shunday qartiq jismiar ham borki, ularning o ‘thazuvchanlik zonasining
tubi valentli zonasi yuqorisidan pastda bo ‘ladilar. Bundan gattiq jismiarda,
hatto T=0 K da ham o ‘tkazuvchanlik zonasida elektronlar bo ladi. Bunday
qartiq jismlarni polumetallar deyiladi.

7-§. Yarim o‘tkazgichlar. Xususiy o‘tkazuvchanlik

Dielektrik yoki yarim o‘tkazgichlarda valentli zona bilan o‘tkazuvchanlik
Zonasi orasida energiya kengligi A, ya’ni ta’qiglangan zona mavjud bo‘ladi.
T=0K da bunday qattiq jismtarning hammasi, ravshanki, dielektrik (izolator)
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bo‘ladi. Ammo temperatura noldan fargli bo‘lganda k7T>A shart bajarilsa,
valentli zonadan o‘tkazuvchanlik zonasiga o‘tgan elektronlar valentii
zonadagi teshiklar (kovaklar) elektr o‘tkazuvchanlikni keltirib chiqaradi.
Natijada 7=0K dagi dielektrik bunday temperaturada yarim o‘tkazgichga
aylanadi, o‘tadi. Elektr o‘tkazuvchanlik paydo bo‘ladigan temperatura,
albatta tagigiangan zona kengligi A ga bevosita bog’lgdir (3.15-rasmy).

€)1 o1l han-
tIik zonasi ?'OM
{ { {

A
- Valentli
Valentli O‘tkazuvchan- \o \o \o zona
zona  \4, , lik zonasi
—— A —> N

T

3.15-rasm.

Sof (toza) yarim o thazgichda elektronlar va teshiklar (kovaklar) tufayli
hosil bo ‘lgan o ‘tkazuvchanlikni yarim o ‘tkazgichning xususiy o ‘tkazuvchanligi
deyifadi.

Yarim o‘tkazgichning o‘tkazuvchanligi o‘tkazuvchaniik zonasidagi
elektronlar zichligi n, va valentli zonasidagi teshiklar (kovaklar) zichligi
n_ga, bog'liq. Effektiv massa metodidan foydalanib (q. 5-§), Fermi —
[Sirak statistikasi asosida n, va n_ni aniqlaylik. Energiya valentli zona
yuqorisidan boshiab hisoblanadi.

Elekironlarning to‘la soni N

1 1
N= +
Lt e (29)

ifoda bilan aniglanadi; bunda ¢, va £, o‘tkazuvchanlik va valentli zonalaridagi
energiya sathlari. Valentli zonadagi eiektronlar bilan to‘la sathlari soni

Z I elektronlar soni N ga teng. Bu tenglikdan foydalanib, (29) ifodani
gayta yozamiz;

1 1 1
ZW':;[IJ'_{eﬁtz,--ul_'_l’ljzzj:leoln-ul_nl (30)

Bu tengliklar chap tomondagi ifoda o‘tkazuvchanlik zonasida elektronlar
sonini ko‘satadi. Xususiy o‘tkazuvchanlikda ular teshiklar (kovaklar)

soniga teng;
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n,=n, 3D
ya’ni o‘ng tomondagi ifoda kovakiar sonini ifodalaydi. Quyidagi tagribiy
ifodalardan foydalanaylik (3.16 rasm).
MNE

DR =

3.16-rasm.

=
< > —>

4 2

A+ = B
g, =A+ : €, = 2m; (32)
m”_va m" elektron va kovakning effektiv massalari. Zarralar sonlari #, va

n, uchun (32) dan foydalanib,

no=2 % I fﬁ 3
eﬁ[a— ~u] +1 (33)
n,= 2?11—_,- J ‘fi -
A (34)

ifodani yozishimiz mumkin. “2” spin tufayli kiritildi. 7=0K'da n,=n =0
bo‘ladi. 7>0K da, faraz qilaylik A —p >> kT, p >> kN, bolsin. Bu holda
elektronlar va kovaklarni aynimagan deb garash mumkin. Bu holda (33)
va (34) dan zichlikiar ne va np uchun

n'~“Ie ( 205, ] (_2%2““)' REel (35)

79

www.ziyouz.com kutubxonasi



2 ] . 3
2 *“{5%-'*“ J 2nm kT
n~—|e V™ ‘dp=2 2 | e 36
r h3 p hz ( )
ifodalarni olamiz. Demak, #,=n, ckanligini nazarda tutib, olamiz:

3
i 2
2almim’ PET | 2
neznpzz ( hzﬂ)z e 2 (37)

(37) dan ko‘rinadiki, o‘tkazuvchanlik zonasidagi elektronlar va valentli
zonadagi kovaklar konsentratsiyalari #_ va n, energiya tirgishi kengligi A
ga hamda temperaturaga eksponensial bog‘liqdir; tirgish kichik bo‘lsa va
temperatura yuqori bo‘lsa, konsentratsiyalar ko'p bo’ladi; shunday qilib,
varim o‘tkazgichlarda temperaturaning oshishi bilan konsentratsiyalar
ortib boradi va demak elektr o‘tkazuvchanlik ortib boradi. Tabiiyki,
temperatura ortishi bilan panjaradagi issiqlik tebranishi ortishi bilan qarshilik
ortadi. Ammo bu effekt yarimo‘tkazgichlarda konsentratsiyalar ortishiga
nisbatan kichikdir. Metallarda konsentratsiyalar temperatura ortishi bilan
o‘zgarmaydi, elektr garshilik esa tebranishlar tufayli ortib boradi.

Xususiy o‘tkazuvchanli yarim o‘tkazgichning kimyoviy potensiali |
ni (36) ning (35) ga nisbatini olib, osonlikcha aniglash mumkin:
™ =(mx, im= )" (38)

(38) ifodani logarifmlab, olamiz

A 3 m
Bu=ﬁ5+zlﬂ*n-i—f— (39)
yoki
p=l 3l
2 4 m*

Izoh: m",~ m" bo‘lganda Fermi sathi p ta’qiglangan zonaning o‘riasi
yaginida bo‘ladi. (q 3.16 rasm).

Misol, A=0,7¢V da A/k = 0,81 10°K bo‘ladi. Bunda A/k>>T va A-
w>>kT, n>kT shartlar bajariladi; odatdagi temperaturalarda T=300°K va
m,=m,=m bo‘lganda n,=n,=4,83.10" . 3007 e- 041161073004} 6
.10¥ ep 2 qiymatni olamiz.
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Taqiglangan zona kengligiga misollar: olmos 6+7¢V; kremniy 1,11eV,
germaniy 0,72¢V, kulrang galay 0,1eV.

Bular 7=0X da dielektriklar.

Olrmos xona temperaturasida ham dielektrik (izolator)dir.

Xona temperaturasida kremniy va germaniyda valentli zonadan
o‘tkazuvchanlik zonasiga sezilari sondagi elektronlar o‘tgan bo‘ladi.

8-§. Aralashmali yarim o‘tkazgichlar

Biz yugorida xususiy o‘tkazuvchanlikka ega toza (sof)
yvarimo‘tkazgichlarni ko‘rdik. Ammo amaldagi yarimo‘tkazgichtar odatda
ma’lum aralashmaga ega bo‘ladilar. Hagiqatan ham amalda foydalaniladigan
ko‘pchilik yarimo‘tkazgichlarga aralashma kiritilgan bo‘ladi.

Toza kristallarda valentli zona bilan o‘tkazuvchanlik zonasi orasida
tagiglangan zona kengligi A berilgan temperaturada anchagina keng bo‘lsa-
da, ya’ni A>KT shart bajarilsa-da, biroz aralashma kiritilishi tufayli ularda
o‘tkazuvchanlik xossasi paydo bo‘ladi. Bunday bo‘lishiga sabab, shu
tagiglangan zonada lokal (diskret) energetik sathlarning paydo bo‘lishidir.

Yarim o‘tkazgichlarning elektr o‘tkazuvchanligi aralashmaga juda kuchli
bog‘liq bo‘lgani sababli, aralashmaning yarim o‘tkazgichdagi energiya
sathlari tagsimotiga ta’sirini qarash zarurdir. :

Aralashma tufayli hosil bo‘ladigan o‘tkazuvchanlikning ikki turi mavjud.

n — tipdagi varim o‘tkazuvchantik. Bu xildagi aralashmali
o‘tkazgichlarda temperatura 7=0K da tagiqlangan zonada hosil bo‘lgan
energiya sathlari elektronlar bilan to‘la bo‘ladi. Lokal sathiar bilan
o‘tkazuvchanlik zonasi orasidagi energiya tirqishi (kengligi) A, berilgan
T>0 temperaturada A <kT shariga bo‘ysunadi (3.17 rasm). Bu holda,

. Oftkazuvchanlik zonasi

4 Donor

00

—a— ~°-

3.17-rasm.
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temperatura noldan fargli bo‘lganda, hosil bo'lgan lokal sathlardan
elektroniar, issiglik fluktuatsivasi kT sababli, o‘tkazuvchanlik zonasiga
o ‘tadilar va elektroniar bilan bog lig o thazuvchaniikni hosil etadilar. Hosil
bolgan bunday lokal sathiar donorlar deyiladi.

Misol. To‘rt valentli atomli kristalldagi (masalan, ,,Ge germaniyda)
bitta atomni besh valentli atom (masalan, P fosfor yoki ,As
margimush) bilan almashtirilsin. 5 ta valentli elektronlardan 4 tasi kimyo-
viy bog‘lanishda (kovelentli bog'lanishda) ishtirok etadi. =0 da 5-elektron
aralashma musbat ion yaqinida ushlanib turadi (3. 18-rasm). Buni kristalil
ichida joylashgan vodorod atomiga o‘xshatish mumkin. Uning
ionizatsiyasini vodorod atomining ionizatsiyasini hisoblagan kabi
hiseblash mumkin, va'ni (e¥ da)

13,6

E = " (1
¥ — dielektrik koeffitsiyent yarimo‘tkazgichlar uchun 3.9 (kremniy),
16, t (germaniy) atrofida bo‘ladi. Bulardan ionizatsiya energiyasi £ uchun
0,05¢V dan 0,10eV gacha giymatlar olamiz. Demak, aralashma atomining
ionizatsiyasi bo‘lishida beshinchi elektron o‘tkazuvchanlik zonasiga o‘tadi.
Boshqacha aytganda, aralashma atom bilan bog‘liq energiya sathi E,
o‘tkazuvchanlik zonasi tubi E, dan (0,05 = 0,10) eV quyida joylashgan
bo‘ladi (3.17-rasm).

5-etektron S-elektron
n-ti pdagi kremniy | n-tipdagi germaniy
3.18-rasm.

Shuni ta’kidlash lozimki, bu energiya fargi E -E,=A =(0,05:0,10)
eV xona temperaturasidagi issiqlik fluktuatsivasi k7 dan kichik bo‘lgani
uchun, £, dagi elektronlarning aksariyati o‘tkazuvchanlik zonasiga o‘tadi.
Shunday qilib, lokal sathlar — donorlar E, yarim o‘tkazgichning
o‘tkazuvchan zonasini elektronlar bilan ta’minfaydi.

Bunday kristalini n-tipidagi aralashmali yarimo‘tkazuvchanlik
yarimo ‘tkazgich deyiladi,
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P - tipdagi yarimo ‘tkazgich. Bu tipdagi aralashmali yarimo‘tkazgichda
tagiglangan zonada hosil bo‘lgan lokal energiya sathlari valentli zonaga
yaqin bo‘lib, ular orasidagi energiya tirqishi A,<kT shartiga bo‘ysunadi,
ular bo'sh bo'ladi. Temperatura noldan yugori bo‘isa, valentli zonadan
bu jokal energiya sathlariga elektronfar o‘tadi va valentli zonada teshiklar
(kovaklar) hosil bo'lib, elektr maydoni Kiritish bilan elektroniarning
harakati tufayli kovaklar musbat zarvad tashuvchi zarralar kabi harakatga
keladilar va elektr tok hosil qiladilar. Hosil bo‘lgan bunday lokal sathlar
akseptorlar deyiladi (3. 19-rasm).

3.19-rasm.

Bunday xildagi aralashmali yarimo ‘thazgich p tipdagi yarimo ‘tkazgich
deyiladi,

p tipdagi yarimo‘tkazgichgamisollar: ;,Ge da Al (alyumin} yoki (B
(bor) yoki ,Jn (indiy) 3 valentli elementiar aralashmasi tufayli p tipdagi
yarimo‘tkazgich hosil bo‘ladi.

Agar germaniy kristaliga indiy atomi (yoki (B, A/ atomliari) Kiritilsa,
u holda kristall strukturasi buzilmagan holda kristalldagi atomlar
bog‘lanishida to‘la to'yinish bo‘lmay qoladi, indiy atomi germaniydagi
valentli zonadan elektronni o‘ziga gabul qilib olishi mumkin. Elektroniarni
valentli zonadan ushlab oluvchi atomlar lokal sathiarni — akseptorlarni
hosil qiladi. Valentli zonada esa kovaklar {teshiklar) hosil bo‘ladi. Natijada
bunday aralashma kiritilishi tufayli kovaklar bilan bog'liq p tipdagi
varimo‘tkazgich hosil etiladi (3.20-rasm}, _

5 valentli aralashma atom o‘rtiga 3 valentli aralashma atom (masalan,
In) kiritilsa, kimyoviy kovalent bog‘lanish bo‘lishi uchun aratashma atom
to‘rtinchi elektronni valentli zonadan (masalan, germaniy atomidan)
oladi (3.20-rasm). Bunda valentli zonada erkin kovak (teshik) hosil bo‘ladi
(3.19-rasm). Bunday ionizatsiya bo‘lishi uchun ham (0,05-0,1) eV energiya
zarur bo‘ladi. Demak, bunda aralashma atom elektronning energivasi sathi
valentli zona shiftidan yugorida bo‘ladi. Issiqlik fluktuatsiyalari k T"sababli
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elektronlar E, sathlarga — akseptrlarga o‘tadilar. Shunday qilib, p tipdagi
aralashmali o‘tkazuvchanlikli yarimo‘tkazgich hosil gilinadi.

p tipdagi germaniy £ tipdagi kremniy

3.20-rasm.

9-§. Aralashmalar konsentratsiyalari bilan Fermi sathi
orasidagi bog‘lanish

Metailardagi Fermi sathini topishga nisbatan yarimo‘tkazgichlarda
Fermi sathini aniglash ancha murakkab. Chunki har bir zonadagi
elektronlar soni har xil energiya sathlari hamda donor va akseptorlar
aralashmalar konsentratsiyalariga bog‘liq.

Kristalining elektrneytrailigiga asosan, donorli yarimo‘tkazgichning
o‘tkazuvchanlik zonasidagi elektronlar soni n, ionlashgan donor atomlar
soni n, ga valentli zonadagi kovaklar soni n, go‘shilganiga teng, ya’ni

n=ntn (40)
Temperatura juda katta bo‘lmagan hOl(ﬁi, ya’ni A >>KT shart bajarilganda
kristallning elektrneytralligiga asosan aralashmali o‘tkazuvchanlikka ega
bo‘lgan donorli yarimo‘tkazgichlar uchun

n=n, A1)
akseptorli varimo‘tkazgichlar uchun
ne~n, (42)

tengliklar o‘rinlidir. Bularda valentli zonadan o‘tkazuvchanlik zonasidagi
elektronlar o‘tishi va shu sababli kovaklar paydo bo‘lishi hisobga olinmadi.
Bu (41) va (42) tengliklardan foydalanib, aralashmali yarimo‘tkazgich-
larning kimyoviy potensialini aniglash mumkin.

Bizn, van , uchun (35) va (36) ifodalarga egamiz. Bularda energiya
valentli zona yuqori chegarasidan hisoblangan. Agar energiyani
o‘tkazuvchanlik zonasining tubidan (tagidan) hisoblansa, tagiglangan
zona kengligi A ni ayirish lozim bo‘ladi. Buni nazarda tutib, (35) va (36)
ifodalarni qayta yozamiz.
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W N2
4 e—Bumn =q e-mum;
3 R (44)

Donor sathlardagi kovaklar soni 7, va akseptor sathlardagi elektronlar
soni n, ni aniqlash kerak. Bularni topish uchun Bolsman tagsimot
funksiyasidan foydalanamiz. ¢, energetik sathda #_elektronlarning bo‘lish
chtimoli W, ni

~Bier—pla,

W, =cge (45)
ifoda bilan aniqlaymiz; g, — sathning karrasi. Normallash sharti

ZW{:I

dan ¢ ni topamiz:

; ~Big, —win ( 36
Z ' ' )

n, = Wn
L3 T T
T

uchun
= 2.8, explBE, —m,
T 2.8 expl-BE, ~wn, 47)
ifoda o'rinli.
Elektronlar uchun, Pauli prinsipiga asosan, » =0,1.Shu sababli
N, 1 e g (48)
2

Bo‘sh donor sathlarning karrasi birga teng, ya’ni g,=1; elektron bilan
band donor sathning karrasi 2 ga teng (elektron spinning 2 yo‘nalishi
sababli), ya'ni g,=2. Demak, ¢, sathdan o‘tgan elektronlar konsentratsiyasi
uchun
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ed ﬁm = 1
iV, 1 [1(5.. K} +] (49)
2
N, — donorli atomlar (konsentratsiyasi) soni; elektronlan o‘tkazuv-
chanlik zonasiga o‘tgan donorlar soni n; konsentratsiya n |N, esa (49)
dan aniglanadi:

]

e oy R i n 1

—— —-—--—.:]—— — =
N, N Al 2o ] (50

1
o —e ]
2
(43) va (50) ni nazarda tutib, (41) tenglikni yozamiz

Pu Nd

ae” = 58_-0(6.; oy 1 (51)
Bundan
. 8N,
eﬁu -~ —e Blesd — 1+ 1+ B‘Ea
4 a, 62
Bunda €, = |— 8,;| (donor sath o‘tkazuvchanlik zonasi tubidan pastda).

T —> 0 da (p > o« da) (52) dan

" 8N & ot .
M~ 4 ‘l+ - Bleali2 (53)

1 1 8N 1
,u-=—5|en,|+ki"1fnZ 1+-—i--——z~ledi (54)

bundan

a

L4

Demak, T — ( da donorlik aralashmali yarimo‘tkazgichning kimyoviy
potensial y donor sathi bilan o‘tkazuvchanlik zonasi tubi o‘rtasiga yaqin
bo’ladi (q. 3.21-rasm).

Aniqrog hisoblash ko‘rsatadiki, temperatura ortishi bilan donorli
yarimo‘tkazgichning kimyoviy potensiali o‘zgaradi (g. 3.21-rasm).

Avval p biroz ortib, so‘ng tagiqlangan zona o‘rtasidagi sathgacha
kamayib boradi.

Akseptorli yarimo‘tkazgich uchun yugoridagi kabi hisobni qilib
ko‘rsatish mumkin: uning kimyoviy potensiali 7 — ( da '
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X |_‘?

]k

3.21-rasm. 3.22-rasm.

n m—A+I'°:—2-'"| (55)

bo‘ladi.

Demak 7 — 0 da(f — <o) p tipdagi yarimo‘tkazgichning kimyoviy
potensiali valentli zona yugorisi {shifti) bilan akseptor sath ¢‘rtasida bo*ladi.
Aniq hisoblash ko‘rsatadiki, tenmiperatura ortishi bilan akseptorli yarim -
o‘tkazgichning kimyoviy potensiali u(T) o‘zgaradi va yuqori temperaturada
tagiglangan zena o‘rtasidagi sathga yaginlashadi {q. 3.22-rasm).

Tarixiy ma’lumot. Metallarning klassik elektiron nazariyasi asosini nemis
olimi P.Drude (1863-1906) va gollandiyali olim X.A.Lerens (1853-1928)
varatganlar. Bu nazariya bo‘yicha metallardagi elektroniar ikki xildan
(tipdan): bog‘langan vaerkin elektronlardan iborat deb garaladi. Bu
nazariyada Kiritilgan erkin elektronlar tasavvuri metallarning elektr
o‘tkazuvchanlik va issiglik o‘tkazuvchanligini yaxshi tushuntirib bera oldi.
Bunday erkin elektronlar, klassik statistik fizikaning erkinlik darajalari
bo‘yicha energiyaning teng tagsimlashi qonuniga asosan, gattiq jismning
issiglik sig'imiga 3n.k/2 hissa qo‘shishtari kerak edi (bunda », erkin
elektronlar soni). Ammo bu esa qgattiq jismiar issiglik sig‘imining Dyulong-
Pti qonuniga ziddir. Bu ziddiyaini Fermi-Dirak statistikasi asosida nemis
olimi. A. Zommerfeld (1868-1951) bartaraf etdi.

Masala 3.1. Elektronlarning to‘la soni N ga teng. Elektronlar holatlari
zichligi

gle)=const €20
ge)=0 <0
bo‘lsin. a) 0 K da Fermi energiyasi p1, ni aniglang; b) sistemaniung kiassik
holga o‘tish sharti (aynimaganlik sharti) aniglansin.
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Yechish, Zarralar soni N umumiy holda aniqlanadi: a)

N = [fe)gte)d = I T )
T=0 K da f{)=1, Masalaning shdruga asosan g=const bo‘lgani uchun
Py
N = [gde=gn,
(1]
bundan
w,=N/g ! (2)
b} Klassik hoiga o‘tish sharti
e > 1 (3)
Bu shart bajarilganda, (I) asomda olamlz‘
N _Tosemg &
ol 41 Ct —_ 4
ol (4)
(3) va (9
E<< l,—]\—]- <<1 (5)
g kTg
(5) shart bajarilsa, sistema aynimagan bo‘ladi. (5) ni
kKTg>>N

ko‘rinishda yozayvlik; Bu tengsizlikning ma’nost: £7T intervaldagi holatlar
soni zarralar soni N dan juda katta,

Masala 3.2. Magnit maydondagi elektronning energiyasi maydon
yo‘nalishigaspinning paralle] yoki antiparaleligigagarab + pu H ga teng
T=0K dagi erkin elektronlarning paramagnit gabul giluvchanligini
hisoblang.

Yechish. Elektron energiyasi

e=L +yu,H 0
2m

0K da elektronlar Fermi sathigacha energiya sathlarini band qgiladilar.
Bu esa musbat spinli (maydon yo‘nalishiga parallel spinli) elektronlarning

P
kinetik energiyasi m nol qiymatdan u, — u  H gacha o‘zgarishi, manfiy
spinli elektronning kinetik energiyasi noldan p, + p H gacha o‘Zgarishini
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ko‘rsatadi (3.23 rasm). Musbat va manfiy spinli elektroniar soni mos
ravishda aniglanadi:

Manfiy spin

Musbat spin ~pgH
uchun holatlar

uchun holatlar

3.23-rasm.
4y 1 3
N P’ — P =y -
+ 3}]3 + (2”] + l‘l'lJ }"'BH)
4ny 1
N =—-p — P =y, +u,H
E [Zm - THeTH, )

Elektronlarning to‘la magnit momenti M

dav 4nv d
M=, (N~ N )=, (P -Rﬂ)=uﬂ~;7ﬁ2m(u.,+ugﬁ)]5—

k|
Lo, -4, H0F]
Py >> pu,H bo‘lgan hol uchun

3
4nV (2myu, P L3N

H (2)
30, 2u,

M =3Hu?-

Birlik hajmda magnitlanish M =yH N =2- 47{31'”} /’ﬁh: dan
1]

foydalaniladi. M = xH bilan (2) ni solishtirib, olamiz:
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s _ G/ 2mis _312-Npj,  ~ AT
Ho kT,

Masala 3.3. Fotoeffekt hodisasida hosil bo'igan fototok Ini aniglang. Fotoef-
fekt hodisasining qizil chegarasi Av, = y , Tushayotgan yorug'likning chas-
totasi v > v,. Metallda o‘tkazuvchanlik zonasidagi elektrontarni m, massali
elektronlardan iborat ideal fermi — gaz deb hisoblansin (q. 3.24-rasm),

Qb

¢
T

'fvvk.

Foton

3.24-rasm.
Ko‘rsatma. Elektron fotonni yutganda uning fagat metallga perpendikular
bo‘lgan impulsi proyeksivasi o'zgaradi deb hisoblansin.
Yechish, Masalaning shartiga ko‘ra, agar

2

hv + 22>y 4+

m
shart bajarilsa, metaildan eiektron hv energivaii fotonni yutgandan keyin
chiqa oladi, p - Fermi sathi. Bundan

P, >2m*( +p—hv) = p, (1}
Metallning birtik sirtiga, birlik vagtda (1) shartga bo‘ysungan, p, impuisli
tushayotgan elektronlar soni, ya'ni elektronlar ogimi .5 quyidagi

_21P f BIPE+ PP 2o o1
S= X ,;U[ml ap, Ildpxdpve

ifoda bilan aniglanadi. Qutb koordinatalar sistemasiga o‘taylik:

2+ 4
B%#Buﬂ@m’ dp.dp, = udpdu
=42 P Juad O =
ho,m 0

90

www.ziyouz.com kutubxonasi



2?—?%6#?2 T[duz{e““"z""?"’z""*l 1 }..|
Pa 0

ul
" —>H
2m

o‘zgaruvchini o‘zgartiraylik:

ankTm' % p," i : o
S = e J dp, %Jdu{exp_u + {3(2’% - ”H + 1} -

o
J i
o Ak’ Id pz Inf 1+ exp| —u —22 =
r ) ] kT
2 -
Pz
41tkTm ¥

M .
Id Pz 1081 4+ exp——21
n’ kT

Pn

W

O*zgaruvchini quyidagicha o'zgartirayhik:
y={p;/2m" ~p—~A+hvl/ kT

dmom’ (kT v —v,) :
S= -»——h-g--—— de[n{l + GXP[T - y]} =AT (P(‘S) 2)

Har bir elektronning metalidan chigish ehtimolini ¢ bilan belgilaylik.
Bu holda (2) ni elektron zaryadi e ga a ga ko‘paytirib, hosil bo‘layotgan
fototok 7 ni aniqlaymiz:

I'=—eal =—eaT’p(5) 3)

S=h(v—-v)/ kT (4)
Olingan natija eksperimentga yaxshi mos keladi.
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IVbob. O'TA YUQORI TEMPERATURALI VA ZICHLIKLI
MODDA HOLATLARI

1-§. Kirish

Faraz gilaylik, zichlik juda katta bo‘Imagan holda, modda temperaturasi
ortib borsin. Agar modda gattiq agregat holatda bo‘lsa, u suyuq holatga,
undan keyin esa gazsimon holatga o‘tadi. Temperatura bir necha ming
gradusga ko‘tarilganda termik dissotsiatsiya sodir bo‘ladi, ya’ni
molekuialarning atomlari orasidagi kimyoviy bog‘lanish (ular 10-' eV
tartibda) uziladi, molekulalar atomiarga ajraladi. Bu holatdagi gazlar
atomlardan tashkil topadilar. Agar temperatura yanada ortib 10°K dan
ortsa, atom yadrolari bilan elektronlar orasidagi bog‘lanishlar (ular bir
necha elektron — volt tartibida; 1el=10'K) uzilib, atomlarda ionlashish
hodisasi yuz bera boshlaydi; temperatura 107X da modda to‘la jonlashgan
bolib, u ionlar (vadrolar) va elektronlardan iborat plazma holatida bo‘ladi.

Temperaturaning yana ostishi bilan vadroviv reaksiyalar boshlanadi
va 10°K da vadrolar parchalana boshlaydi; (yadroda bog‘lanish energivasi
min eV tartibda bo‘ladi); temperatura 10" X bo‘'lganda modda proton va
elektronlardan iborat bo‘ladi; neytron

n—>pte +v,
reaksiya asosida proton va elektronga aylanadi va antineytrino hosil bo‘ladi.

Temperatura 10**K dan (energiya £=10°¢V dan) yuqori bo‘lganda nuklonlar-
ning tug‘ilishi va ularning boshqa elementar zarralarga aylanishi ushbu

e'+e e p+p
e + e ¢« adronlar.

sxemalar bo‘yicha sodir bo‘lishi mumkin. Temperatura orta borib, 10*X
(ya’ni energiya E=10*GeV) ga yetganda elementlar zarralarining bir-biriga
aylanishi kuchayadi. Shu biian bu holda zarralar orasidagi elektromagnit
o'zaro ta’sir va zaif (kuchsiz) o‘zaro ta’sir birlashib, bir umumiy o‘zaro
ta’sirmi (uni elza o‘zaro ta’sir deb atadik) sodir qiladilar.

Temperaturaning T=102K (Energiyvaning F=10*Gel) giymatlarida
adronlar (barioniar va mezonlar) o‘z tarkiblari — kvarklariga ajralib
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ketaditar, bunda kvarklar va leptonlar orasida o‘zaro o‘tishlar va

aylanishlarda (masalan, wue© X e'd, nd oY o v.d o‘zaro
aylanishlarda), barion zaradi saglanishining buzilishini nazariy jihatdan
ko‘rsatish mumkin (bu verda u, d-kvarklar). Buyuk birlashuv nazarivasiga
ko‘ra, bu holatda elza va kuchli o‘zaro ta’sirlar, bir umumiy o‘zaro ta’sirni
sodir etadilar. Uni biz elzakuch o‘zaro ta’sir deb atadik.

Nihoyat, chegaraviy o‘ta yuqori temperatura T=107K da (energiva
E=10*GeV bo'lganda) hozirgi zamon tasavvurlariga ko‘ra, zarralar orasida
elzakuch va gravitatsiva o‘zaro ta’sirlar birligini sodir giluvchi —yagona
o‘zaro ta’sir mavjud bo‘jadi. Bu holatda materiya bir ongina, ya’ni t~10-#
sekundgina “yashaydi”.

Energivaning vuqori giymatlarida (yuqori temperaturalarda)
elekiromagnit o‘zaro ta’sirni tavsiflovchi konstantalar «, kuchli va zaif
(kuchsiz) o‘zaro ta’sirlarni xarakterlovchi konstantalar o, va o, hamda
gravitatsiya doimiysi @, umuman aytganda, o‘zgaradilar. Ular sxematik
ravishda 4.1-rasmda ko’rsatilgan.

o ‘1\%\
™
3
;E 1'01 l'on F&s l'ow E’Gey

4.1-rasm.

Endi biz zichlik ortgandagi modda holatiari bilan tanishaylik. Moddalar
o‘zlarining kimyoviy tarkiblariga ko‘ra, normal sharoitda juda xilma-xil
bo‘lsalar-da, moddalar xossalarining bu xilma-xilligi bosim ortishi bilan
kamayib, «silliglanib> boradi.

Buning sababi shuki, bosim orta borib, 10? atm. tartibida bo‘lganda kimyoviy
xossalarning har xilligiga sababchi bo‘lgan atomlarning yuqori gobig'idagi
elektronlar o'z atomlaridan ajralib chiqadilar; ichki qobiqdagilari esa,
aksincha, zichiasha boradilar.

Bosim ortib 10"atm. tartibda bo'lganda elektronlarning yadro bilan
o‘zaro ta’siri muhim rol o‘ynaydi. Bu holda moddani, asosan, aynigan
elektron-gaz deb hisoblash mumkin.
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Bosim 10%atm. (zichlik p = 10° g/sm?) bo‘iganda, aynigan gaz
relyativistik xarakterga ega bo‘ladi, ya'ni elektronning tezligi yorug‘lik
tezligiga yaqin bo‘ladi.

Bosimning yana ortishi (zichlikning kattalashishi) tufayli elektronlar
bilan yadrolardagi protonlar orasida

e +p—a>n+v,

yadro reaksiyalari boshlanadi va bosim ortib, 10**atm (zichlik p ~ 10!
g&/sm’) tartibga yetganda neytronlashish jarayoni tufayli modda holatida
neytronlar ustunlik gifadi va bosim yana ortib 10%atm, zichlik p ~ 10%
&/sn? giymatga erishganda, yadrolar begaror bo‘lib, parchalanib ketadi
va bunda modda asosan neytronlardan iborat Fermi-gaz holatga o‘tadi.
Bosim 10 atm bo‘iganda bu Fermi-sistemaning zichligi yadro zichligi
o~ 10" g/sm? ga teng bo‘ladi.

Hozirgi zamon tasavvuriga ko‘ra, zichlikning yanada ortishi wufayli
neytronlar ham parchalanib, kvarklardan iborat modda holati sodir bo‘la
boshlaydi. Bunda zichlik 10%g/sm’—10%g/sm* va undan yuqori tartiblarda
bo‘ladi. Moddaning yuqoridagi holatlari yulduzlar, mitti yulduzlar, neytron
va kvark yulduzlarda namoyon bo‘ladilar. Moddaning bu holatlari Olamning
paydo bo‘lgan paytda va uning evolutsiyasi jarayonidagi eralarda hamda
yulduzlar va ularning evolutsiyasida namoyon bo‘ladilar.

Bizga ma’lumki, atom yadrosi proton va neytronlardan, ular esa o'z
navbatida kvarklardan iboratdir. Shuningdek, vengil zarralar — leptonlar
yoki nugtaviy zarralar deb ataluvchi elektronlar, myuonlar, taonlar va
neytrinolar hain fermionlardir. Olam paydo bo lib, «Katta portlash» dan
keyin u kvark va leptonlardan iborat davrni boshdan kechiradi. Olam
evolutsivasining keyingi davrlarida hamda yulduzlar o‘z evolutsiyalarida
yugori temperaturali va bosimli holatlarda bo*iganiar. Endi, Olam, yulduz-
lar va ularning evolutsivalari bilan gisqacha tanishaylik.

2-§. Olamning avvalgi eralari

Hozirgi zamon tasavvuriariga ko'ra, Olam fizik vakuumdan kvant
Slukmarsiya natijasida 5,2 10% sekund davomidan paydo bo‘lgan. So'ng,
Plank erasida, Olamning yoshi 1,3-10- sekund bo ‘lganda «Katta portiash»
yuz bergan’.

' Muallifiting g"oyasiga asosan, vakuumdan ikki zarra — plankeon va anti plankeon
paydo bo‘ladi. So‘ng ular Plank erasida annigilyatsiyalanadi, ya’ni «Katta portlash»
sodir etadi.
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Bunda Olamning fizik parametrlari 7 =~ 102 X va p » 10 g/snp
qiymatlarni gabul qiladi. Keyin Glamning kvark-lepton erasi 1074~107%
sekund davom etib, bu davrda uning paramerriari: temperaturasi T=10° K,
gichligi p ~ 10% g/snp, energiyasi E=10" GeV tartibda bo'lgan. Olamning
yoshi 10 sekund bo‘iganda, erkin kvarklar davri tugab, ular adron
«qopisga (uni konfaynment hodisasi — asirga tushish deyiladi) tushganlar
va barionlar va mezonlarni hosil qgilganlar. Bunda Olam parametrlari ,
T=102 K, p = 1,510% g/sm®, £2300 meV dan iborat bo‘lgan.

Olam paydo bo‘lgandan keyin, 200 sekundlarcha vaqt davomida,
uning jo‘shqin davri tugab, temperatura | mirdga tushadi. Bu davrda, 200
sekund yoshli Olamda vodorod va geliy atomlarining yadrolari mos ravishda
taxminan 70 va 30 foizlarni tashkil etadi. So‘ng, Olamning proton, geliy
yadrolari elektroniar hamda neyitrino va foronlardan iborat plazma davri
boshlangan davr 300 ming yilcha davom etgan. Bu davring oxirida Olam
temperaturasi T ~ 4000 K (E=0,4 eV), zichligi esa p = 3,5 102 g/sm?
atrofida bo'lib, vodorod va geliy yadrolari bilan elektronlar rekombinatsiyasi
uchun sharoit vujudga keladi.

Olamning bu temperaturali holatida neytral vodorod va geliy atomlari
paydo bo'la boshlaydi. Bu davr taxminan 700 ming yilcha davom etadi.
Kosmologiva uchun muhim bo'lgan bu davrda modda va nurlanish bir-
biridan ajraladi. Mazkur plazma rekombinatsivasi erasining oxirida, Olam
I min yoshga kiradi. Shu bilan olamning “tinch” davri boshlanadi va v 1
mlrd vilcha davom ectadi. Glam evolutsiyasidagi eralar quyidagi }-jadvalda
keltirilgan.

I-jadval
Olam evolutsiyasi

Olam eralari Vagt Olam holati

Fizik vakuumnda kvant fluktu-
atsiva tufayli Olam tug'ilishi
jarayoni. Kosmalogiya singulyar-
ligi; lokalon iy=1,6- 10-3* sm.
Katta portlash. Plankeon-anti-
plankeon jufti annigilyatsiyasi. _
Kvarklar va leptonlar bir-biriga
Kvark-lepton erasi | (1,3 1043 — 10-36) sek | aylana oladilar. Barion zaradining
saglanishi gonuni buziladi.
Kvarklardan barionlar va mezon-
tar hosil bo‘la boradi. Eraning
oxirida erkin kvarklar tugaydi.

Tug'ilish jarayoni

Olam paydo liot = 5
e P davomliligi x=5,2104

bo'lishi (tug‘ilishi} sek (vaqt kKvanti xronon)

Plank erasi 1= 8my=13 107" sek

Kvarkia(,iept?nlar (10-36 — 104) sek
plazmasi erasi
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Jadvaining davomi

Olam eralari Vaqt Olam holati
Leptonlar erasi (104 — 10-1) sek Nuklonlar, leptonlar, fotonlar.
Yengil yadrolar
sintezi; radiatsiya (1 — 200) sek H2, 13, He?, Het
. erasi
Yuqori tempera- 200 sek 300000 pil Ionlashgan vodorod (=70%), geliy

(230%), elektronlar va fotonlar.
Plazmaning nevtral atomlardan
tuzilpan muxitga aylanishi.
Olamning fotonlar uchun shaffof
bo'lishi.

Yulduzlar va galaktikalarning pay-
do bo'lishi. Yuldugzlarda nuklonlar
sintezi. O‘tayangi, mitti, neytron
va kvark yulduzlar, qora teshiklar,
Quyvosh sistemasining paydo bo‘-
lishi.

turali plazma
Plazma
rekombinatsiyasi

3105 ~ 106 yif

Atamar Olam 109 — 10° pit

Yulduzfar,

% e 21010 yi
galaktikalar olami 107 ~ 2-10%0 yit

3-§. Yulduzlarda elementlar sintezi

1-jadvaldan ko‘rinadigan, Olam yoshi 1 mird yi! bo‘lganda, uning
«tinch» davri tugab, katta masshtabdagi kosmik qurilishlar davri boshlanadi.
Bu davrda asosan qurilish materiali — vodorod va geliydan birlamchi
yulduzlar paydo bo‘laboshlaydi. {L.Kantning (1724-1804) gipotezasiga
ko‘ra, Olamni to‘ldirgan xaos holatidagi materivadan tortilish va itarish
kuchlari tufayli Olamning katta masshtabdagi obyektlari paydo bo‘lgan).
Gravitatsiya tortilish kuchi natijasida modda siqiladi, u giziydi va termoyadro
reaksiyalarining borishiga imkon tug‘iladi. Bu yerda shuni ta’kidlash joizki,
Olamni tashkil etgan modda massasining 99 foizini barionlar (vodorod va
geliy), | foizga yaqinini fotonlar, elektronlar esa juda kam qismini tashkil
etadi. Boshgacha aytganda, galaktikalararo tortilish kuchini, yulduzlar
holati va ularning evolutsiyasini asosan barionlar (fermionlar) aniqlaydi.
Demak, yulduzlar tarkibini tushunish uchun, jumladan elementlarning
paydo bo'lishini bilish uchun, yadro moddasi tarkibini bilish lozim bo‘ladi.

Yadro proton va neyironlardan iborat; proton va neytron-nuklonning
ikki holatdagi ko‘rinishlaridir. Bu holda yadroning holati uning nuklonlari
bilan aniglanadi. Ammo temperatura va zichlik orta borib, T > 10*K va
p 2 1,5- 10" g/sm® giymatlarga erishganda nuklonlar (proton, neytron)
kvarklarga ajraladi: kvark-glyuon ptazma hosil bo‘ladi; kvarklar o‘zlarining
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adron «goplarirdan «ozod» bo‘ladilar. Bu holda yadroni ko‘p kvarkli
sistema deb qarab, uni tadqiq etish lozim bo‘ladi.

Past temperaturada (7=0K, p, da) yadro moddasi «suyuqlik» fazasida
bo‘lsa, temperatura ortgan sari u gazsimon fazaga (nuklonlar alohida-
alohida holda) o‘tadi. Temperatura ortishi bilan barionlar va og'ir barionlar
paydo bo‘lishi mumkin. Temperaturaning vanada ortishi bilan barionlar
parchalanib, kvarklar kvark-glyuon (glyuon-kvarklar orasidagi kuchli
o‘zaro ta’sir maydonning kvantiari) holatiga o‘tadi.

Har bir kvark nuklon (yoki mezon) tarkibida kvark-antikvark hamda
glyuon bulutlarga o‘ralgan bo‘ladi, ya'ni «shuba»ga ega bo‘ladi.

Hozirgi vaqtda 3 ta avlodga tegishli #,d; s,c; b,r kvarklar bizga ma’lum.
Ular Olamning paydo bo‘lgan birinchi onlarida uni tashkil etgan dastiabki
zarralardir.

Olamning yoshi 10-" sek bo‘lganda, adron davri boshlanishida birinchi
avlod u,d kvarklardan proton va neytron (nuklonlar) paydo bo‘la boshlaydi.
Olam yoshi 10-* bo‘lganda erkin u,d kvarklar adronlarga
«kondensatsiyalanib» bo‘ladi. Bu yerda shuni aytish joizki, 2-va 3-avlod
kvarklar Olam qurilishida ishtirok etmaydilar. Olam evolutsiyasida nuklonlar
paydo bo‘lishi davri 10-'°-10 sekund juda muhim davrlardan hisoblanadi.
So‘ng, 1 sek~200 sek vaqt davomida Olamdagi hosil bo‘lgan proton-
neytronlardan iborat plazmada yadro reaksiyalari (nukleosintez) davom
etib, kosmik strukturani — galaktika va yulduzlarning tarkibini hosil qiluvchi
H B He He', L, L¥ lardan iborat gaz hosil bo‘ladi: bu hosil bo‘lgan
gaz, asosan, vodorod yadrosi (proton) va geliy yadrosi He*, dan iborat;
golgan yadrolar juda oz qismni tashkil etadi; masalan, A?-103-10% va
HeA-10-5-10 temperaturaning tushishi, plazmaning zichligi kamayishi
tufayli hamda neytronning yemirilishi sababli bu birlamchi nukleosintez
tezda, Olamning yoshi 200 sek bo‘lganda tugaydi.

Proton (=70%), geliy yadrosi (=30%), foton, elektron, neytrino va
boshqalardan iborat yugori temperaturali plazma davri uzoq vagt, 300
ming yil davom etadi. So‘ng, 700 ming yil rekombinatsiya davrida neytral
yengil atomlar hosil bo Jadi. Shunda Olam yoshi 1 mln. yil bo‘ladi. Shundan
so‘ng birlamchi yulduzlar paydo bo‘la boshlaydi va bu jarayon 1 mird
yilcha davom etadi; birlamchi yulduzlar paydo bo‘lishi hozirda ham
sodir bo‘lmogda. Bu birlamchi yulduzlardagi termoyadro reaksiyalari
tufayli boshqa elementlarning, jumladan og'ir elementlarning yadrolari
hosil bo‘lgan. Bu jarayonlar Olam yoshi 1 mird. yilga yetgandan keyin
boshlangan.
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Hozirgi vagtda yetarli darajada ma’lumki, massasi M Quyosh massasi
M, dan katta yoki unga teng, ya'ni M=M, massali birlamchi yulduzlarda
4 bosgichdan iborat termoyadro sintezi kechadi.

1. Quyosh massasiga teng yoki undan kichik massali yulduzlarda,
asosan, proton — proton sikli

H+H > H +e +v,; H+H > H +7;
H +H — H'+2H
orqali vodorod yonib, gchyga aylanadi. Yulduzlardagi bu sikl T‘"IOTK da
boshlanib, juda uzoq vaqt davom etadi. (Quyoshda ham shunday termoyadro
reaksivalari davom etyapti. Quyosh birlamchi yulduz emasligini eslatamiz).

2. Vedorod, asosan, yonib bo‘lgandan keyin, yuiduz yadrosi sigila
boshlaydi. Uning fremperaturasi T=HF K bo‘iganda.

3He' > C" +y

yadro reaks:yas: (Salptter reaksiyvasi} bo‘yicha geliy yona boshlaydi,
Yulduzning tashqi qobig‘i esa kengaya boradi: bu qgizil gigant yulduzdir.
Bunday yulduzning massasi M>M, bo‘ladi. Solpiter reaksiyasini
quyidagicha tushunish mumkin: dastiab

H!+H!' > B +v
yadro reaksiva yuz beradi. Bunda B’ ning yashash vaqti nihoyatda kichik,
10-*5 sekund tartibda. Shu vaqtda uchinchi yadro Het u bilan to*qnashib

B +H - C"+y
reaksiya sedir bo‘lishi mumkin.

Umuman B" +H' > C*+ Y reaksiyada 7,7 meV energiya ajraladi.
Nazariy hisoblash ko* rsatadikl, ma’lum sharoitda (T 107 K, p~ 102 g/sm’)
bu reaksiya effektiv ravishda borib, uglerod C% ning Olamdagi
targalganligini ta’minlash uchun C'?* da 7,7meV energiyali sath mavjud
bo‘lishi zarur. Hayratlanarlisi shundaki, xuddi shunday rezonans sath
(" da hagigatdan ham mavjud ekan; buning natijasida reaksiya katta ehtimol
bilan borishi ta’minlangan. Xuddi shu holatdagina yadro ' ning uchta
H! ga yemirilishi sekinlashadi, ya’ni ehtimoli kichik bo‘ladi va O+ H'
va '+ I reaksiyalar borishiga imkon tug'ilib, yulduzlarda termoyadro
reaksiyalar zanjiri davom etishiga yo‘l ochiladi va og‘ir vadrolar hosil
bo'lishi ta’minlanadi.

Demak, barcha og‘ir yadrolaming hosil bo‘lishiga (yaratilishiga) olib
beradigan bittagina yo‘l — bu C ning 7,7meV energiyali sathidir. Jannatga
kiradigan (o‘tadigan) bittagina ko‘prik bo‘lgani kabi, organik va noorganik
dunyoga o‘tadigan va binobarin Olamda hayotning paydo bo‘lishini (uning
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yaratilishini) ta’minlaydigan vo'lga o‘tadigan ko‘prik — bu " ning shu
7. 7meV energivali sathidir,

Hisoblashlarga asosan, yulduzlardagi protom — proton siklida
vodorodning yonishi uchun bir necha o'n mird yil talab etilsa, geliyning
yonishi uchun esa atigi taxminan o'n min yil vagt talab efiladi.

3. Yulduzdagi temperatura 7=10°K bo‘lganda C2 va O'® yadrolar yona
boshlaydi, buning natijasida neon Ne®, natriy Na®, magniy Mg**, kremniy
S va boshqa yadrolar paydo bo‘ladi. Bu reaksiyalar bir necha ming
yilcha davom etdi.

4, Birlamchi yulduzlarda temperatura 73 10°K va bundan ortiq bo‘lganda
Si yadrosi yona boshlaydi va natijada yadro reaksiyalari tufayli, eng katta
bog‘lanish energiyasiga ega bo‘igan Ni va Fe gacha yadrolar paydo bo‘ladi.
Shu bilan yulduzlardagi termoyadro reaksiyalarida og‘ir yadrolaming paydo
bo‘lishi tugaydi. Keyingi og‘ir elementlar paydo bo‘lishi uchun s-protsess
(slow — sekin) sodir bo‘lishi zarur; ya’'ni neytronni yadro ushlashi,
so‘ng § - yemirilishiga duchor bo‘lishi kerak. Neytronlar ogimi (dastasi)
esa massasi M>2M, bo‘lgan massiv yuiduzlardagi

C*+C” 5> Mg®+m0°+0" > 85" +n
yadro reaksiyalari tufayli yuz beradi. Natijada s-protsess borishi uchun
imkon tug‘iladi.

s-prosessda Z yadro tomonidan neytronlarning ikki ketma-Ket
ushlanishi uchun ketgan vaqt, hosil bo‘lgan Z yadroning § — yemirilishi
vaqtidan katta bo‘ladi, ya’ni yadro neytronni ushlagandan (zabt etgandan)
keyin 8 — yemirilishga ulguradi va natijada Z+1 yadro hosil bo‘ladi. s —
protsessining sodir bo‘lishi uchun bir sekundda 10'*-10' ta neytronlar
ogimi kerak. Bu holda tabiaida uchraydigan og‘ir elementlarning olinishi
uchun bir necha ming vil zarur bo‘ladi.

s-protsessda BP% gacha bo‘lgan og‘ir yadrolar olinishida mumkin.
Lekin undan og‘irroq vadrolar olinishi mumkin emas, chunki ularning
yashash vaqti davomida § — yemirilishi bilan birga yadrodan proton ajralib
chiqgish reaksiyasi sodir bo‘ladi, bunday yadrolar navbatdagi ikkinchi
neytronni zabt etgunga gadar parchalanib ketadi. Demak, Bi% dan og'ir
yadrolarning tabiatda uchrashini tushuntirish uchun boshqa protsesslar
zarurligi taqoza etiladi.

Yadro tomonidan ko ‘p neytronlarni ketma-ket ushlab olinish vagqti, hosil
bo ‘Igan yadro yashash vaqtidan kichik bo ‘lgan protsessiarni r-protsessi (rapid-
tez) deyiladi. B#® dan og'ir yadrolar olinishi uchun r-protsess ishtiroki
zarur bo‘ladi. Bu r-protsess esa sekundiga 107-10* ta neytronlar ogimi
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bo‘lishini tagozo etadi. Neytronlarning bunday katta oqimi o‘ta yangi
yulduziar portlashida, galaktika yadrosi portiashida hosil bo‘lishi mumkin.
Bu ogimlar (va'ni r-protsesslar) 0,1 sekunddan bir necha o‘n sekundgacha
bo‘lgan gisqga muddatda sodir bo‘ladi.

Shunday qilib, s-protsess bir necha ming vil, 7-protsess bir necha dagiga
davom etadi va natijada har xil og’ir yadrolar hosil bo‘ladi. Keyin esa,
milliard villar davom etadigan yulduzlardagi nukleosintez Olamda har xil
kimyoviy elementlarning paydo bo‘lishiga, shuningdek, hamma organik va
noorganik moddalarning, jumladan, hayotning paydo bo‘lishiga olib keladi.

4-§. Yulduz helatlari

Moddaning yuqgori temperaturali yugori bosimi (katta zichlikli) holatlari
yulduzlarda namoyon bo‘ladi.Yulduzlarning ti pikvakiti Quyoshdir.Quyosh
asosan vodorod va gelivdan iborat plazmadir. Bunday yulduzni shar
shaklidagi vodoroddan iborat plazma deb, unga ideal gaz holat tenglamasini
go‘llab, uning markazidagi bosim va temperantrani baholash mumkin.

Yulduzlar uchun kuzatitadigan kattaliklar uning massasi M va radiusi
R ekanligint nazarda tutib, bosim uchun o‘ichamlik nuqtai nazardan

[P]=[GlTM}IRY

tenglik o‘rinli bo‘iganidan, quyidagi

GA{ (1)
R
munosabat osonlikcha olinadi. (1) asosida Quyosh markazidagi bosimni
baholash mumkin (M, = 2- 10" kg, R, =~ 7 10* m):
P, ~11-10"Ma = 10" atm 2
Gravitatsiya kuchi tufayli sigilish natijasida yulduz markazida hosil
bo‘igan bosim P(1), statsionar yulduzlar uchun issiglik tufayli xaotik
harakat natijasida hosil bo‘lgan gazning bosimi P, ga teng bo‘ladi
P=PF (3)
P, ni aniglash uchun ideal gaz holati tenglamasi

P~

PTV=£RT )
M

(R ~ gaz doimiysi, g - molyar massa) ifodasidan foydalanib, so‘ng (1)
va (3) asosida Quyosh markazidagi temperaturani baholash uchun
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My
T~ Gk )
ifodani olamiz. Bundan 7»2-10° X' qiymati olinadi. Quyosh sirtidagi
temperatura 7 ni aniglash uchun Vinning siljish qonuni
A T =029 smgrad

ifodasidan foydalaniladi. Bunda spektrning maksimumi sariq-yashil spektr
gismiga to‘g'r keladi, ya’ni A__ T = 5- 107 sm. Bu holda Quyosh sirti
uchun 7=5800 qiymati olinadi. Quyoshning (shunga o‘xshash
vulduzlarning) markazidagi 2-10° K va sirtidagi 6-10° K temperaturalar
farqi tufayli unda issiqlik o‘tkazuvchanlik, konveksiya va nurlanish
protsesslari orgali intensiv ravishda issiqlik almashinuvi sodir bo‘ladi.

Nurlanuvchi sirt (qatlam)ning temperaturasini bilganimiz holda uning
intensivligini Stefan-Bolsman qonuni » = g7 asosida aniglash mumkin.
Yulduz nurlanishining umumiy quvvati I/ ni yulduz sirti 4xR%ga ko'paytirish
orgali aniglanadi:

U=4rRcT’ (6)
U ni yulduzning yoritilganligi deyiladi. Quyoshning vorituvchanligi
U, = 4nR%T, = 4. 3147- 10°) - 57-10°(58- 10°Y*BT =

= 3,86- 10” BT = 3.86- 10” erg/sek

Shunday qilib, yuqoridagi aytganlardan ko‘rinadiki, vorituvchanlik
U bilan spektr maksimumi (rang) orasida (Vin qonuniga binoan) o*zaro
bog'lanish mavjud. Shuningdek, ko‘rsatish mumkin, yulduz massasi M
bilan uning yorituvchanligi ¥/ orasida mashhur quyidagi massa —
yorituvchanlik munosabati mavjud

U~M; (7)

Bu munosabat juda ko‘p yulduzlar uchun o‘rinli ekanligi aniglangan.
Spektr — vorginlik diagrammasini Gersshprung— Ressel diagrammasi ham
deyiladi (g.4.2-rasm. Gersshprung—Resse] diagrammasi).

Astronomik kuzatishlar yulduzlarning ravshanligi (yorug‘lik darajasi)
ularning rangiga proporsional ekanligini ko‘rsatdilar. Proporsionallik
koeffitsenti hamma yulduzlar uchun taxminan bir xil. Bu proporsionallik
grafikka tushirilsa, ular Gersshprung—Ressel diagrammasiga tushadi, ya ni
ko ‘pehilik yulduzlar egri chizigh bir yo lakka joylashadilar; uni bosh ketma-
ketlik deyiladi. Ammo bu yo ‘lakka tushmaydigan yulduzlar ham bor. Bular,
yorqinlikiari o ‘7 gizil rangiga mos kelmaydigan, juda ravshan ¢izil yulduzlar;
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bularni qizil gigant yulduziar deyiladi. Shuningdek, o‘zining rangiga mos
kelmagan xira “oq mitti” kichik yulduzlar mavjud. Bu og mitti yulduziar
— aynigan ferrmi — gazlardir.

Yulduzlaring yorituvchanliklari bilan spektr sinflari orasida bog‘lanish
bo'lganligi sababli, ular yo‘lakda ma’lum ketma-Xetlik bilan joylashadilar
(4.2-tasm),

mittilar Eff. temperatura

v

0q > Spektrlar turari (rang) Qizil —»
4.2-rasm.

Yulduzlaming juda ko*plari bosh ketma-ketlik deb ataluvchi yo'lakda
bo‘ladilar. Gigant yulduzlar (gizil gigant, o‘ta gigant) o'ng tomonda
yuqorida: mitti oq yulduziar esa chap tomonda pastda joylashganlar.

Masala 4.1. Quyoshning gravitatsiva maydonining potensial energiyasini
hisoblang va fagat shu energiya Quyosh nurlanishi uchun manba bo‘lganda
edi, u necha yilga yetgan bo‘lar edi? Olingan natijani sharhlang.

Yechish. Quyoshning (yulduzning) potensial energiyasi

2
Demak, '
6,7-10(2- 10"y
v = io* O j.410"s @
Bizga ma’lum, Quyoshning yorituvchanligi
U, »386-10°BT (3)

(2) ni (3) ga bo‘lib, Vn gancha vaqtga yetishini baholaymiz:
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V., 4.10%f 1t - 7, -
U, ~ 356 10°BT 10" sek ~ 3- 10" vil

(1 yil = 3107 sekund)

Izoh. Quyosh 5 mird. vilcha nur sochib turibdi. Shu sababli nurlanish
energiyasi uchun gravitatsiya sigilish tufayli ajraladigan energiya Quyosh
nurlanishi energiyasi manbai bo‘la olmaydi,

Masala 4.2. Quyoshda termoyadro reaksiyasi tufayli protonlar geliy
yadrosiga aylanadi. Quyoshdagi 70 foiz vodorodning hammasi geliyga aylan-
ganda ajralib chiqadigan energiyani aniglang. Berilgan: 1 mab=1,66 107 kg,
proton massasi m, =1,00813 mab, geliy yadrosi massasi m,, =4,00389 mab.

Yechish. 4 ta protondan bitta geliy yadrosi hosil bo‘lad1

@

dm, -, H'+2e +2v,
Bunda massa defekti

Am = 4m, — mm,z(4,03252 - 4.00389)nab = 0,02863mab
Demak, umumiy massaning

Am 002863
4m 403252

gismi energiyaga aylanadi. Demak, Quyoshning yadro energiyasi zaxirasi

¥

AE ~ Mol——:}-'0,00’lc’ =2-10°-0,7- 00073 10°FJ = 878-10%J

Bu qiymat 8,78 10* J ni Quyosh yorituvchanligi U, ga bo‘lib, energiya
zaxirasi gancha vagtga yetishini topamiz.

3 7
MOT007¢ . 331 107cee = 22110 _ 97, 10%yit =77 mid yir

U, 3-1¢7
Izoh 1. Quyosh massasining yarmi golgunga gadar (ya’ni 35 foiz
vodorod qolguncha) statsionar holatda nur sochib turadi, deb faraz
etilsa, 7,7 mlrd yilni 2 ga bo‘lib, Quyoshning shunday holatda yana 4
mird yilga bargaror turishini aniglaymiz.
Quyosh shu vaqtgacha 4,5-5 mird vil «umr ko‘rdi, deb hiscblanadi.
Izoh 2. 70% protonlar soni uchun
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ko
0.7 M, =07 2 10,,!(—5 =07-10" =7.10%®
m, 2-10%kg
giymatni olamiz.

Hisoblash ko‘rsatadiki, proton bilan proton tunnel effekti tufayli
bir-biniga «to‘gnashib» yadro reaksiyasi hosil gilishi uchun 10" yil tartibda
vaqt kerak. 4 ta protondan bir geliv yadrosi hosil bo‘lishi uchun bunga
nisbatan 4 martagacha ko'progq vagt kerak. 4 ta protondan 1 geliy yadrosi
hosil bo‘lishini | sikl desak, Quyoshda } sekunddagi sikllarning sonini
go‘yidagicha topamiz:

o)
Sikllar soni = 710 e l—]O‘wz
4-19"-3-100 127

sikllar soni

~ 6 10" sikllar/sek.
sek

Har bir siklda 26,7 MeV energiya ajralib chigishini bilsak, Quyoshda
I sekundda ajralayotgan energiya AE ni topamiz
AE = 25]TMeV . 610% = 160,2.10% MeV = 160,2.10* . 1,6 10-* BT =

= 2,5 . 107 Vm
Quyoshning kuzatilishidan olingan yorituvchanlik 4-{0% Vm bu AE
energivaning 15 foizini tashkil etadi.

Yulduzlar evolutsiyasining oxiri oq mitti yulduzlar (fermi-gaz)
neytron va kvark yulduzlar (fermi-suyuqlik) hamda gora teshiklar bitan
tugaladi. (14-16) milliard (mlrd) yildan bo‘yon Olam kengayishi davomida
uning gorizonti {chegarasi) ~2-10% sm uzoglashdi; massa zichligi
pt’ = 3-10°gr.sekl/sm’ dan p ~ 107 g/sm’ gacha kamaydi (kuzatishlar
103 g/sm? qiymatni ko‘rsatadi).

Quyidagi 4.3-rasmda M=10M, massali yulduz holatini vaqt bo‘yicha
ozgarishi davomida, uning markazidagi temperatura 7, va zichlik p, orasida
o‘zaro bog‘lanish sifat jihatidan ko‘rsatilgan (q. «Fizika kosmosa» Kitobi,
227-bet).

Bosh ketma-ketlikdagi M=15M, M=5M_ va M=M, .massali
yulduzlarning yashash vaqti mos ravishda 10 min yil, 70 mln yil va [0
mird vil atrofida.

Xulosa gilib aytganda, har bir yulduzning tarixi-bu gravitatsiya kuchi
va gaz bosimi orasidagi million va million yillar davom etgan «Kurashi»
dan iborat bo‘iib, nihoyat gravitatsiva kuchining g‘olib kelishi bilan
tugalianadigan dramadan jborat.
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Pa
10 ‘ N =" Relyativistik
Moddalaming nyeytronlashishi - aynigan
»£ e 13, He'+4n—-26p+30n—56n elektrontar
gravitatsiya kollapsi boshlanishi
10, O'ta yangi yulduz
E\_.rolgutsiyanmg keyingi chagnashi; yuldus
bosqichi ,C2, ,0" yonishi - —» tashqgi qatlamini
] Cf protsess nyeytrino nurlanishi Qizi uloqtirilishiar
1 ., Qizil gigant
3,He' > CP
4,He*— 0%
Bosh ketma-
104 ketlik
Gravitatsion sigilish
{ 05 (yulduz tugilishi)
L
; ; ' ; 4 —
16 |G 16 10 10° K
4.3-rasm.

5-§.0%a yangi yulduzlar

Yulduz markazidagi termoyadro voqilg‘i tugab, undagi energivani
neytrino nuranishi tashgariga olib chiggandan keyin, markaz temperaturasi
pasaya boradi. Natijada yulduzdagi dinamik muvozat buzilib, gravitatsiya
tortishi kuchi tufayli yulduz sigila boshlaydi (kollapslanadi). Tortishish kuchi
aynigan elektron gaz bosimini yengish uchun markaziv yadro massasi M
Chandrasekar chegarasi bo‘lishi zarur. Bu muvozanat buzilgani sababli,
yulduzning temir gobig'i juda tez, sekundning ma’lum qismida qisiladi va
shu sababli gravitatsiva tortishish kuchi hisobiga temperatura ko‘tarilib, bu
qobigdagi temir “yonboshlaydi” (4.4-rasm). Temir qobiq yonishi ikki
protsess tufayli tezlashadi:

y+ Fe* = 13He' +4n
Xive =, Y4y,
Bu har ikki protsess ham elektron — gaz bosimining kamayishiga olib
borgani uchun kollaps yanada tezlashadi.

105

www.ziyouz.com kutubxonasi



Hisoblash ko‘rsatadiki, gravitatsion kollaps tugashi oldida kobiglarning
markaziga yiqilishi, uning harakati tezligi markazgacha bo‘lgan masofaga
proporsional bo‘lib, katta masofada moddalarning markazga tomon harakati
tezligi tovush tezligidan katta bo‘ladi (4.4-rasmda CH 1987 A yulduzning
kollaps oldidan sxematik tuzilishi ko‘rsatilgan).

Massasi juda katta bo‘lgan yulduzlarda kollaps davom etib, ular gora
o‘ralarga aylanishi mumkin. Hisoblashlar ma’lum sharoitda (zichligi atom
yadrosining zichligi atrofida, temperatura 10'*X tartibda) (1,4~2,7) M,
massali yulduzlarda gravitatsiva kollapsi (siqilish) to‘xtab, qora teshikka
aylanmas neytron yulduzlarga aylanishini ko‘ssatadi.

Shuningdek, hisoblashlardan ma’lum bo‘lishicha, yulduzning gravi-
tatsion kollapsi taxminan 200 ms (0,2 sekund) davom etadi, bu davr
oxirida yulduz gobiglaridagi massalarning yulduz markaziga tomon harakati
to'xtaydi va 0,4 ms vaqi davomida juda kuchli zarb to‘lgini hosil bo‘ladi.

Bu zarb to'lqin natijasida yulduz portlaydi — o‘ta yangi yulduz paydo
bo‘ladi, bunda yulduzning tashqi qobiqlari o‘ta zichlashadi, temperatura
yuqeri ko‘tariladi. Buning natijasida kengayuvchi gobiglarda bir gator
yadro reaksiyalari, jumladan ,,BP® vismutdan og'ir nuklidlar sintezi
ham bo‘ladi. Bunday o‘ta yangi yulduz portlashida, r-protsess imkoni
bo‘ladigan kuchli neytronlar ogimi kuchli nurlanish bilan kechadi. Bunda
yulduztarning tashqi gobiglar (0,3 M, tartibdagi massali) juda katta tezlik
(taxminan 15000 km/sek} bilan yulduzlararo fazoga tarqalib ketadi. O*ta
yangi yulduz portiashi bir necha hafta davom etadi. Qo'shni, Katta Magellan
Buluti deb nomianuvchi, Galaktikada chagnagan (1987-y.) o'ta yangi
yulduz 1987 A ni tadqiq qilish ko‘rsatdiki, portlash natijasida taxminan
0,1 M, miqdorda radioaktiv ,, N/ sintez bo‘lgan va undan B -yemirilish
tufayli ,,Co* va bundan , Fe*® elementlar hosil bo'igan.

O'ta yangi yulduzlar — tabiatning buyuk hodisasi bo‘libgina qolmay,
wlar yulduziar evolutsiyasida, va demak Olam evolutsiyasida ma’lum burilish,
bosqgich rolini o‘ynaydigan juda muhim jarayon hamdir. Hagiqatan ham
o‘ta yangi yulduz portlaganda, yulduzlar evolutsiyasida yangi bosqichdagi
davr boshlanishiga unikal, noyob imkoniyat yaratiladi (tug‘iladi). Bu yangi
davrda tabiatdagi barcha kimyoviy elementlar: stabil (turg‘un) va nostabil
izotoplar, jumladan, siyrak, kam targalgan elementlar paydo bo‘lishiga
imkon tug‘itadi; yulduzlararo, galaktikalararo muhitdagi kimyoviy elementlar
tarkibi keskin o‘zgaradi: ma’lum temperaturalarda portlash natijasida hosil
bo‘lgan elementlardan molekuialar va ulardan murakkab molekulalar zanjiri
hamda jonli tabiatning yanada murakkab qurilish «g‘isht» chalari paydo
bo‘lishi uchun dastlabki shart-sharoitlar vujudga keladi.
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O‘ta yangi yulduziar portlaganda, uning yorituvchanligi keskin Oﬁa,dl’
so’‘ngra nisbatan sekin u so‘nib boradi. Bunda yorug‘lik energiyasi ¢ Zi“‘m‘t’f
quvvatiga ko‘ra yuz milliardlab yulduzlariga ega bo‘lgan galaktika nu
quvvatiga tenglashadi; portlash tufayli 10% erg miqdor tartibda enerBi¥?
ajraladi. Solishtirish uchun aytish mumkinki, bir necha 10 rmid ¥
davomida ham Quyosh fazoga buncha energiyani targata olmaydi.

1987 yilning 23 fevraliga o‘tar kechasi kanadalik astronom YA. Shﬁlwn
tomonidan qo‘shni galaktika Katta Magellan Bulutida o‘ta yangi }’111 uz
portlashini kuzatish astronomiyada haqiqiy sensatsiva bo‘ldi. Bu grav;talslo
kollapsni o‘rganish, ogir elementlar sintezi hamda bunda kuchli ney?"°
nurianishi mavjud ekanligini ko‘rsatdi. B

Bu o‘ta yangi yulduz 1987 A ni kompyuterda modellash(iﬂl_‘Sh
ko'‘rsatdiki, portlagan yulduz i1 min yil oldin paydo bo‘lgan va "8
massasi 18} atrofida bolgan.

Amerxkallk fiziklar S.Vusli va T. Uiver hisoblashi bo‘yicha olinga™
yulduzlar qobiglarining yonish dinamikasi quyidagi 4.2-jadvalda beril#®

4.2l
]
Termoyadro reaksiyasi Temperatura K | Yonish (reaksiya) vaqit
H-sHe 4.10° 107 yil
He-C, 0 1,9- 106 108 yil
C->Ne, Mg, Na 7108 1,2 104 yil

Ne-Si 1,6 - 109 12 yil

03 3,1-10° 4 yil

Si, S—»Ni,Fe 34.10° 1 hafia

Quyidagi rasmda 1987 A o‘ta yangi yulduzning portlash oldidagi tuZiilsm
sxematik ko‘rsatiigan

Bevosita kollaps bo‘lishi oldida 18M, massali CH 1987 A yulduzl“"g
tuzilishi sxematik Ko‘rsatilgan. Yulduzmng tashgi qobig‘ining radiust
2.10%km ga, kremniy gobig‘i radiusi 1000 km ga yaqin. Kollaps wfayl
paydo bo‘ladigan kuchli zarb to‘igini qobiglaming yadrodan zarb pilah
uchib ketishiga olib kefadi va shu bilan bir vaqtda ularda qo Sh]fncha
termoyadro reaksiyalari sodir bo‘lib, og‘ir yadrolar sinteziga sabab po'ladi
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4.4-rasm.

6-§. Oq mitti yalduzlar

1. Astrofizika galaktikadagi tipik yulduzlarning tarkibini, ularning
evolutsiyasini o ‘rganadi. Quyosh ham shu yulduziar safiga kiradi.

Odatdagi yulduzlarning, jumladan, Quyoshning markaziy gismida
termovyadre reaksivalar jarayonlari borib, bunda yugori temperatura tufayli
katta gaz bosimi P, va nurlanish bosimi P, yulduz moddalarint kengaytirishga
harakat giladi. Amumo yulduz moddalarining o‘zaro gravitatsiva kuchlari
tufayli hosil bo‘lgan bosim PIfr yulduziar moddasining kengayishiga imkon
bermaydi. Shunday qilib, yulduzlarda dinamik muvezanat holati sodir bo‘ladi.

Bunday holatlardaga yulduzlarni xarakterlaydigan (tavsiflaydigan)
parametrlar, masalan, nurlanish, bosim, zichlik va boshgqalar, o‘zaro
bir-biriga muvofiglashgan bo‘ladi. Shularga garab, yulduziarning
parametrlarini ma’lum aniglik bilan hisoblash mumkin. Masalan, Quyosh
markazida massa zichligi p ~ 160 gr/sm’ , temperatura T ~ 1,6- 10" grad.
Quyosh radiusi R, ~ 6,96+ 10" sm Yer shari radiusidan 109 marta katta;
Quyosh massasi M, ~1,99-10” gr Yer massasidan 333000 marta katta;
Erkin tushishi tezlanishi g=GM, / R’e =2,74-10° sm/sek?; nurlanish
quvvati 3,86.10% erg/sek.

Vagqt o‘tishi bilan yulduzlardagi vadro voqilg'i zaxirasi vodorod kamaya
boradi. Masalan, Quyosh har sekundda nurlanishi tufayli o‘zining 4,5 min
tonnaga yaqin massasini yo‘gotadi. Umuman yadro yoqilg‘i kamaya borishi
tufayli (bu milliard villar davom etadigan jarayon) temperatura kamayishi
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va demak gaz bosimi, nurlanish bosimi kamayishi sababli muvozanatli
holat buzila boradi va gravitatsion siqilish kuchaya boradi.

Yulduzning tashgi qobig‘ida esa hali proton — proton sikili termoyadro
reaksivalari davom etishi tufayli yulduz kengaya borib Quyosh sistemasi
tartibidagi o‘lchamga tenglashadi. Yerdagi harorat 700-1000K tartibda
bo‘ladi, va’ni yulduz qizil gigantga aylanadi. Qizil gigantning sovishi
natijasida tashqi qobig i fazoga sochilib ketadi; uning gelivdan iborat golgan
zich yadrosi oq mitti yulduz deyiladi. Bu 10°K temperaturali oq mitti
yulduziar (Quyosh ham shu tipdagi yulduz) issiqlik zaxirasi vagravi-
tatsion sigilish hisobiga nurlanadilar va natijada 108 yillar davomida sovub
boradilar. Yulduzlar boshidan kechadigan bu evolyutsion jarayonda, o‘z
massalarining kichik yoki kattaligiga qarab, oq mitti (karlik) yulduzga
(fermi-gaz) yoki neytron yulduzga (fermi-suyuqlik) yoki kvark yulduzga
(fermi-gaz} voki qora teshikka aylanadilar.

Shunday qilib, yulduzlarning bu evolyutsion etapidagi holatini
o‘rganish uchun ularni Xarakterlaydigan parametrlar (masalan, bosim,
temperatura va boshqalar) ni aniglash uchun kvant statistikaga, jumiadan,
fermi statistikasiga asoslanish zamur bo‘ladi.

Agar yulduz massasi M ~1,4M, ga teng va bundan kichik bo‘lsa,
gravitatsion siqilish tufayli u oq mitti yulduzga aylanadi. Bu jarayonda modda
(elektronlar) fermi-gaz hossasini ola boradi. Bunday oq mitti ynlduziarda
zichlik taxminan 15. 10° g/sn# (Van Maanen yulduzida) bo‘lganda gaz
{fermi-gaz} bosimi bilan gravitatsiya sigilishi natijasidagi bosim tenglashib,
oq mittida dinamik muvozanatli holat sodir bo'ladi, uning o‘lchami Yer
radiusi (R ~ 10° km) bilan solishtirarli darajada kichik be‘ladi.

Dinamik muvozanat buzilgandan keyin, ba’zan gravitatsiva sigilishi
juda tez sodir bo’lishi mumkin. Bunda issiglik ajralib chigishi, muvozanatli
holatdagiga nisbatan kechikishi natijasida kuchli zarb to‘lqin hosil bo‘lib,
u vulduzning ma’lum gismini (ba’zan katta qismini) fazoga ulogtirib
targatib yuboradi, Bu holda juda yuqori temperaturadagi siqilgan gazda
termoyadro reaksiyalari tufayli juda katta nurlanish (chagnash) sodir
bo‘ladi va o‘ta yangi yuiduz paydo bo‘ladi.

Oq mitti yulduzlarni o‘rganish shuni ko‘rsatdiki, uning xira rangii
ekanligi yulduzlardagi energiyaning asosiy manbai bo‘lgan vodorodning
yonib tamom bo‘igani va demak, ularning tarkibi asosan geliydan iborat
bo‘iganligidandir. Undagi xira ravshanlik asosan issiglik energiya zaxirasi
hisobidan nurlanishi sababli hamda bu yulduzlaming sekin-asta siqilishi
tufayli gravitatsiya energiyasining ajralib chigshidandir. Hozirgi zamon
tasavvuriga binoan, bu og mitti yulduzlar yulduziar evolutsiyasining oxirgi
bosqichini boshidan kechirayotgan bo‘ladi.
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0Oq mittilardan bizga eng yaqini Siriusning vo‘ldoshi hisoblanadi. U
Quyosh sistemasidan 8 yorug‘lik yili masefada. Bu xira yulduzni
qurollanmagan ko‘z ko‘ra olmaydi. Bunday oq mittilarning ichki
temperaturasi 7 ~ 10’ ¥ atrofida. Bunday temperaturada geliy to‘la
ionlashgan bo‘ladi. Boshgacha aytganda, bunday yulduzlar geliy yadrolari
va elektronlardan iborat. Bunday model asosan og mittilarning
parametrlarini aniqlashi mumkin. Hisoblash ko‘rsatadiki, oq mitti
yulduzning massasi M Quyosh M, atrofida bo‘lib, uning yugori chegarasi
(Chandrasekar chegarasi 1931 y aniqlangan) M, =14M_ ga teng.
Binobarin, oq mittilarning massalari 1,4 M, dan katta bo‘lmaydi. Demak,
M, massali yoki shunga yaqin massali yulduzlar, jumladan, bizning
Quyoshimiz ham «umri»ning oxirida og mitti yulduzga aylanadi.

Agar yulduz massasi juda katta bo'lib, gravitatsion sigilish davom
etib, yadro moddasi zichligi 10'*g/sm* gacha borsa, u holda neytronlanish
hodisasi yuz beradi va natijada o‘ta yangi yulduz o‘raida asosan neytronlardan
iborat neytron yulduz hosil bo‘ladi. Bunda zichlik ogq mitti yulduz zichligidan
bir necha million marta katta bo‘ladi. Og mitti bir necha ming kilometr
radiusga ega bo‘lsa, neytron yulduz atigi bir necha kilometrli radiusga ega
bo‘ladi.

Bu yerda shuni ta’kidlash lozimki, yulduzdagi proton va elektron
neytronni hosil qilishi uchun go‘shimcha energiva — gravitatsiya siqish
kuchi hisobidan olinadi. Natijada proton va elektron neytronga aylanadi va
vulduz asosan neytronlardan iborat bo‘lib goladi.

Umuman oq mittilarda fermi-gaz (elektronlar) bosimi gradiyenti
gravitatsion sigilish kuchi bilan muvozanatda bo‘ladi. Neytron yulduzlarda
esa aynigan gaz neytronlar bosimi gradiyenti bilan gravitatsiya sigilish
kuchi muvozanatda bo‘ladi.

Oq mittilarning radiusi Quyosh radiusiga nisbatan yuz martacha kichik.
Demak, p~1/R? bo'lganidan oq mittilardagi massa zichligi Quyoshdagi
zichlikdan (p ~ 1,41 gr/snf) million marta katta. Bunday Zichlikda oq
mitti yulduzlardagi bosimni aynigan elektronlar bosimi tashkil etadi. Shu
sababli ham oq mitti yulduzlarni aynigan yulduzlar ham deb ataladi.

Shunday qilib, ma’lum massadan ortiq bo‘lmagan massali normal
yulduzlar, ularda termoyadro yoqilg‘isi amalda qolmagandan keyin
gravitatsion sigilish natijasida hamda tashqi qobig‘idan qutilgandan keyin
oq mitti yulduzlarga aylanadi. Bunda avval temperatura yugorn bo‘lib u
2-10° K atrofida bo‘ladi, so‘ng oq mitti sovib boradi. Ularning nurlanishidagi
energiya manbai asosan ionlarning issiglik energiyasidir. Hisoblashga ko‘ra,
galaktikadagi yulduzlarning 3-10 foizini oq mitti yulduzlar tashkil etadi.
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Endi sigilishga qarshi fermionlarning ko‘rsatayotgan bosimini ko‘raylik.
Pauli prinsipigako‘ra, har bir kvant holatdabittadan ortig fermion bo‘la
olmaydi. Birik hajmdagi p,p+dp impuls intervalidagi kvant holatlar soni
(25 + }4np’dp/ K’ ifoda bilan aniglanadi. Fermionlar uchun spin s=1/2
bo‘lgani uchun (2s+1)=2.

Juda past temperaturada (7=0K) har bir kvant holatda bittadan fermion
bo‘ladi. Demak, birlik hajmdagi zarralar soni n ni topish uchun kvant holatiar
sonini topish kerak. Buning uchun, ma’lumki, yugoridagi ifodani (0, p)
intervalda integrallash lozim; bunda p, Fermi sathidagi fermion impulsi:

Prr 2
= 81tpdp=8_1t N

PR TR @)
Bundan impuls p, ni aniqlay:niz
p.=(3/8r)" hn'"’ 9)
Fermi sathidagi zarra energiyasi ¢, norelyativistik holda
g, = p; 2m = (1/2m)(3/8ay" " W'n*"? (10)
relyativistik holda esa
€, = cp, = he(3/8r)""n'"” (11)

ifodalar bilan aniglanadi. Aynish temperaturasi 7"=¢,/k munosabatdan
topiladi; bosim P (elektronlar uchun)

Pey="5 (12
ifoda orqali topiladi. (12) dan norelyativistik hol uchun
P =23-107n"" dn/sm* (13)
relyativistik holat uchun
P =27-10"n"" dn/sm (14)

natijani olamiz.

Bu yerda shuni ta'kidlash joizki, zichlik ortishi bilan elektronlarning
tezligi ontib, yorug‘lik tezligiga yaginlasha boradi. Bu holda (14) ga asosan
bosim P~p*? qonun asosida ortib, oq mittilarda dinamik muvozanatni

ta’minlashga imkon yaratiladi.
P, = 2—;— = -i—naF = Z?n he(3/8r) *n'"? (15)
ikkinchi tomondan gravitatsion siqilish tufayli hosil bo‘lgan yulduzdagi bosim

111

www.ziyouz.com kutubxonasi



P =aGMY/R} (16)

ifoda bilan aniglanadi (a=1). Agar P > P, bolsa, yulduz siqilishi davom
etadi. Statsionar yulduzlar uchun P s:sP shan bajarlladl (15) va (16) ni

o'zaro tenglashtirib
2he 1] _M .
3G \8n R? an

tengliknmi olamiz. Bundan n=M/mV va V~R® ni nazarda tutib, oq mitti
yulduzning massasi uchun Chandrasekar chegarasi

m3

M=x——L=~14M

m? ® (18)
giymatni olamiz: m, - nuklon (proton) massasi, m, -plankeon massasi.
(18) ifodadan Quyosh massasi uchun

5m’
M, =_—— (19)

Tm,
ifoda o‘rinli ekanligi ko’rinadi.
Agar mqﬂish kuchi katta bo'lib, yulduzda turg‘untik (muvozanatli holat)
buzilsa, ya'ni P, >P, bajarilsa, siqilish davom etadi, neytronlashish hodisasi
yuz beradi, umuman yulduz kollapslanib, neytron yulduz paydo bo‘ladi.

7-§ Neytron yulduzlar

Yulduzlar massalariga qarab, har xil evolyutsion jarayonlarni boshdan
kecharadilar. Termoyadro yogilg’i zaxirasi tugagandan keyin, massasi
Quyosh massasi tartibidagi yulduzlar portlash natijasida (yoki tinch yo'l
bilan) oq mitti yulduzlarga aylanadilar, massiv yulduzlar portlash
natijasida (yoki tinch yo'l bilan) neytron {yoki kvark) yulduzlarga aylanadi;
bulardan ham katta massali yulduzlar portlasa, ular qora teshiklarga
aylanishi mumkin. Yulduzlarning tinch yo‘l bilan kollapsianishi jarayoni
sekundlarda, xatto sekundning ulushi davomida sodir bo‘lishi mumkin
va bunda neytron yulduzning massasi 1,4M, dan ortiq bo‘ladi. Neytron
yulduz o‘ta yangi yulduzning portlash yo‘li bilan paydo bo‘lsa, uning
massasi M<1,4M_ bolishi lozim.

Shuni ta’kidlaymizki, oq mitti yuiduzlar va neyiron yulduzlar
massalarining yuqori chegaralari — Chandrasekar chegaralari mavjud.
Magnitsiz aylanishga ega bo‘lmagan (sovuq) yulduzlarning massalari M
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va ularning markaziy qismidagi zichliklari p, orasidagi bog‘ianish 4.4-
rasmda Keltirilgan.

O‘ta Katta zichlikka p=(2-10'-10%) gr/sm® ega neytron yulduzning
maksimal massasi uchun Chandrasekar chegarasi M, ~(1,4-2,7)M,
giymat olinadi. Odatda maksimum uchun M _ ~2M_, minimum uchun
M, ~0,1M, giymatlarni, zichlik uchun esa p~2 10" gr/sm* giymat gabul
qilingan. Umumiy nisbiylik nazariyasi effekti hisobga olinmaganda, neytron
yulduz uchun Chandrasekar chegarasi M, ~5,73M, dan iborat.

M, ~1,3M, massali neytron yulduzning asosiy parametriari quyidagi
jadvalda berilgan.

4.3-jadval
Radius R~ 18-10 km
Gravitatsion radius r, =4 km
Markaziy zichlik oy = 3 1014-2.1013-g/5m3

Aylanishning minemal davri
Massaning gravitatsion effekti

Tin = (8-3) 104 sek
AM = (0,1-0,4) m

AM. ¢ = (1,8-7,2) -10% erg

4.5-rasmda: neytron yulduzning sxematik kesimi ko‘rsatilgan. Unda
1. Aynigan neytronlardan iborat suyuq yadro: bunda kam sondagi aynigan
protonlar va elektronlar mavjud. 2. Neytronlar bilan boyigan atom
yadrolari; bunda aynigan kam sondagi erkin neytroniar va elektronlar
mavjud; 3. Fe* yadrolar kristall panjarasidan iborat tashqi gatlam: bunda
aynigan elektronlar mavjud.
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Shunday qilib, massiv yulduzlarda termoyadro yoqilg‘i zaxirasi tamom
bo‘lgandan keyin, gravitatsiya ta’sirida hosil bo‘ladigan og‘irlik kuchi va
unga garshi bosim orasida dinamik muvozanat buziladi va yulduz gravitatsiya
kuchi ta’siri ostida sigila boshlaydi. Bu nmivozanat buzilishi natijasida sigilish
jarayoni — gravitatsiva kollaps 1 sekund, hatto sekundning qismi davomida
yuz berib, massa zichligi, yadro moddasi zichligi, 2,8 10'* g/sm* gacha
ortada. Bu vaqt davomida bir tomondan neytronlashish jarayoni borsa,
ikkinchi tomondan kuchli zarb to‘lgin hosil bo‘lib, buning natijasida
yvulduzdagi kobiq (talaygina vulduz massasi) fazoga tarqalib (sochilib)
ketadi. Bu holda zarb to'lgin tufayli qobiglar temperaturasining ko‘tarilishi
va shu sababli termoyadro reaksiyalari sodir bo‘lib, kuchli nurlanishi yuz
beradi. Bu jarayonlarda o‘ta vangi yulduz paydo bo‘lib, kuchli chagnash
sodir bo‘ladi.

Gravitatsion kollaps — siqilish jarayonida modda zichligi ortib boradi;
elektron gaz, aynigan fermi-gaz elektronning energiyasi shu qadar
ortadiki, uning energiyasi energetik to'signi o‘tib, proton tomonidan
ushlashib neytronga aylanadi, ya’ni quyidagi reaksiya sodir bo‘ldi:

e +tp—ornty,

Boshgacha aytganda, B-protsessga teskari bo‘lgan protsess boradi va
bunda neytrinonurianishi hosil bo ladi. Yulduzlar evolutsiyasidagi bu stadiyani
neytronlashish deyiladi.

Ana shu neytronlashish hodisasi tufayli o‘ta yangi yulduz o‘rnida,
uning markaziy yadrosini tashkil etgan juda katta zichlikli (p=10'* gr/sm’)
neytron yulduz paydo bo‘ladi. Gravitatsiya ta’sirida juda kuchli sigilish
natijasida aylanuvchi yulduz neytron yulduzga aytanganda uning radiusi
juda kichik (»,#10 km) boladi. Shu sababli, xarakat miqdori momenti (va
magnit momenti) saqlanishi gqonuniga asosan, neytron yulduzning
aylanish tezligi va magnit momenti juda ortib ketadi. Aylanish davri 1
sekund va undan ham kichik bo‘lishi mumkin. Masalan, normal yulduzlar
uchun R~10'" sm bo‘lgani holda, neytron yulduzlarda R~10°sm bo‘lgani
uchun harakat migdori momenti M~ R%p saqlanganda aylanish davri 10"
marta kamayadi. Agar yulduz siqilishida magnit oqimi ham saglanadi deb
hisoblansa, uning magnit oqimi 102-13"> martaga ortadi. Masalan, 1054
yildagi o‘ta yangi yulduz portlashidan qolgan gisgichbagasimon
tumanlikning markazida joylashgan NP 0531 — pulsarning aylanish davri
0,033 sekundga teng. Vaqt o‘tishi bilan pulsarning aylanish davri ortib
boradi. Nurlanish hisobiga neytron yulduzlar bir necha ming viilar
davomida sovib boradi. Radiopulsarlarning nurlanish quvvati bir necha
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o‘n MBt/sn?, Quyoshning nurlanish quvvati 7000.Bt/sm?. Statistik baholash
ko‘rsatadiki, galaktikada o‘rtacha har 10 yilda bitta neyiron yulduz paydo
bo‘ladi. Bu hoida galaktikada milliard neytron yulduzlar — pulsarlar bo‘lishi
lozim edi. Ammeo astronomik kuzatishlarga ko‘ra, hozircha 400 ga yaqin
pulsarlar qayd (kashf) etilgan.

Birinchi marta neytron yulduzni — radionurlanish manbai — pulsarni
ingliz olimi E.Xyuish o‘zining xodimlari bilan 1967-yilda kuzatgan. Rentgen
nurlanishli pulsar 1971-yilda kuzatilgan. Gamma chagnash ham neytron
yulduz evolutsiyasidagi bir davr bo‘lishi mumkin,

1. Gravitatsiva tufayli hosil bo‘lgan bosim Py nurlanish bosimi P,
dan katta bo‘lganda, yulduzda sigilish davom etadi. Yuqorida aytilgandek
zichlik p=10% gr/sm® bo‘lganda neytronlashish hodisasi elektronlarning
yadroga “bosib tushirilishi” natijasida ¢” + p = n + v, reaksiya asosida
elektron va proton neytronga aylanishi jarayoni kechadi. Neytronlarning
ko‘payishi tufayli hamda neytrinoning energiyani olib chiqishi tufayli yadro
energiyasi bog‘lanishi susaya boradi, yulduz markazi yanada (sovishi
tufayli) tezroq sigila boradi. Natijjada yulduz markazi tomon siqilish tezlasha
boradi va vadrolar yemirilib, ogibatda neytronlardan iborat modda holati
sodir bo‘ladi. Bu katta «atom yadrosi» ning zichligi p~ 10" g/sn atrofida,
ya’ni yadro materiyasi zichligi tartibida bo‘ladi. Boshqacha aytganda, bu
neytronlar aynigan fermi sistemani tashkil etadi. Uning bosimi norelya-

tivistik holda

hz N 543 3 513 .

P~ “( ) ~ E—(—‘?—) = 10°p™*(Cu da) (20)
m\V m\im

Hosil bo‘lgan neytron yulduzning statsionar bo‘lishi uchun bu bosim
gravitatsion sigilish tufayli yunzaga kelgan bosim
P, = GM? / R} 1)
bilan teng bo‘lishi lozim:
10'p°"* = GM:/ R! (22)
Zichlik uchun p ~ M, / R} ifodadan foydalanib, neytron yulduz radiusini
(22) asosida baholaymiz;

10
Vi 23)

Agar yulduz massasi M, =~ M, bo‘lsa, (23) asosida R = 10 km giymat
olinadi. '

g

10°M,"" ~ GM!R}IR! R =~
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Yulduzlar oz gravitatsiya maydonida siqilishida uning impulsi momenti
saqlanadi:

MoR* = const
Demak,

MoR' = Mo R: (24)
bundan Quyosh uchun M, ~ 2- 10° kg, @, ~ 3- 10 rad/sek, R, = 7- 10°

m ekanligini nazarda tutib, Quyosh tipidagi vulduzlar, neytron yulduzlarga
aylanganda, aylanish chastotasi ortishi quyidagicha bo‘ladi:

A
T
Nurlanish
— qonuni
Magpit qutblarining
trayektoriyalari
Nurlanish
gonuni
=
2
2l
<
4.6-rasm.
0 =@ (&)2 w, = 10° k 25
n 2] R * i ri ad/ se. ( )

aylanish davri esa 7 ~0,001 sek atrofida. Shuningdek, neytron yulduz hosil
bo‘lishida magnit maydonning oqimi ham saglanadi, ya'ni HR*=const

yoki bundan
b4
R
H =H (E- ] (26)

H

Odatda neytron yulduzlarning magnit momentlari Pm aylanish
chastotasi yo'nalishi bilan bir xil bo‘lmagani sababli, magnit momentlar
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fazoda neytron yulduzning aylanishida konik sirt hosil qiladi (4.6-rasm.)
Neytron yulduziarda umumntiy elektr zarad bo‘lmagani va sferik — simmetrik
bo‘lganidan undan magnitodipol nurlanishi sodir bo‘ladi. Bu nurlanish
J, o'lchamlar nuqtai nazaridan qaraganda, magnit momenti P ga,
aylanish chastotasi @ ga va doimiy ¢ ga quyidagicha bog‘lanishda bo‘ladi:

I= %P:co“.... X))

{a~ bir tartibidagi o‘lchamsiz doimiylik, anlgla—2/3) Agar P ~H R’
ni e’tiborga olsak, )

J~—H ‘Rlo;

L H L

ifodani olamiz; neytron yuiduz uchun
H, = 10" E, R = 10° sm, o = 10"/ sek
giymatlarni quyib, magnit-dipol nurlanishi quvvati Juchun ushbu taqribiy
giymatni topantz:
J ~ 10" erg/sek = 103 Vs (28)

Bu bir necha o‘n million quyoshlar nurlanishiga teng!

Neyrron yulduzning nurlanishi magnit momenyi vektori P ho yicha
yo ‘nalgan bo ladi. Shu sababli, neytron yulduz yerdagi kuzatuvehi tomonidan

aylanuvchi mayak-mash’al” kabi bo‘ladi, ya'ni undan kelayoigan
nur!anishning alohida impuislari kuzatiladi. Shu sababli neytron yulduziar
pulsariar deyiladi.

2

Masala 4.3. Neytron yulduzning aylanma harakati energiyasi £ =

ni baholang va olingan natijani izohlang.

Yechish. / = MR* E ~ M 0R* ~ 10 - (10°) - (10*F ~ 107
{zoh. Bu givmatni (28) ga bo‘lib, aylanma harakat energiyasi gancha
vaqtga yetishini baholaymiz:
E 10°

—_—

J 10"
Demak, pulsarning nurlanish davri tagriban million vil atrofida bo‘ladi.
Masala 4.4. Quyosh tipidagi pulsarning zichligini baholang.

~ 10" sek ~ 10° yil
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Yechish. p =~ M, ~ M,

1% 4R"

Bularni nazarda tutib, olamiz p_ = 5- 10" kg/m® =5 10" g/sm’. Bu yadro
materivasi (moddasi) zichligidir,

Masala 4.5. Neytron yulduzlar kvant statistika obyekti ekanligini
isbotiang.

M, =M, =2.10° kg R =10 m

N3

Yechish. Bizga ma’lumki, zarralar orasidagi o‘rtacha masofa [7)
de Broy! to*lgin uzunligi 4, tartibida bo‘lsa, bunday sistera Kvant statistikasi
asosida garalishi lozim. Baholaylik: neytron massasi m_~ 107 gr:

N p 1 0I4
(fy—]“ ;"— (10 Jney:fmr;rn.ri:;rr/mmL-1038 neyeronlar/sm’. Demak, bundan

H

VY 3 \ .
(}—V—] = [ﬁ}%] sm = 2- 107" sm. Endi A, ni baholaylik: Relyativistik
holda p,=m ¢ bo‘lgani uchun

h _ h 6107

Ap =— ~ 2. 107" sm
>~ 5 mec 1073 10" °
Demak, neytron yulduzlar holatlari aniq tavsiflanishi uchun kvant statistika
]

asosida garalishi lozim, chunki ular uchun (%T =~ A, shart bajariladi.

1zoh. Neytronlar yarim spinli bo‘lgani uchun neytron yulduz — pulsar
fermi-sistemadir. Pulsarlarda spiniari garama-qarshi vo‘naigan neytron
juftlari — bozonlar paydo bo‘lishi ham mumkin. Bu holda neytron yulduzda
o‘ta oquvchan boze — suyuqlik mavjud bo‘lishi mumkin.

Shuningdek, neytron yulduzdagi protonlar va elektronlar aralashmasi
mavjud. Protonlar spinlari garama-garshi yo‘nalgan juftlar — boze zarralar
hosil qilib, unda o‘ta o‘tkazuvchanlik holatini hosil gilish mumkin.

Neytron yulduzning gravitatsiya maydonini qaraylik. Bir jinsli

o o : o ,
gravitatsiya maydonidagi jism harakati v= gf, s = 52— bilan yoki bundan

v’ = 2gh (h - 6asanomux) ifodalar bilan xarakterlanadi. Ikkinchi
tomondan F=mg da g — tezlanish, shu bilan birga birlik massaga to‘gri
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keluvchi maydon kuchlanganligi (Kulon maydonidagi F= qE kabiday;
bunda E =—gradyp , ¢—potensial). Agar gravitatsiya maydoni uchun
potensial ¢ tushunchasini kiritsak, ayonki, uni

tol

h
ko'rinishda olinadi, yoki

2 ¢
2N th=a?
3 Z(h} |q)|

Bu ifodani ¢* ga bo'lib, yozamiz:

8,k

C2 CZ

g:

2

bizga ma’lumki, z << 1 bo‘lganda Nyuton nazariyasi o°'rinlidir. Bunda

o << ¢?

shart bajariladi va kuchsiz deb hisoblanadi.

gravitatsiya maydom uchun

el

Masala 4.6, Gravitatsiya maydoni uchun e ni a) Yer uchun, b)

Quyosh sirti uchun, v) Mitti yulduz sirti uchun, g) Neytron yulduz
uchun baholang.

a) javob = ~107°

I(PI

b) javob — ~107

c
v) javob |-(%|-~ 107

C
g) javob @—vOj

C

Zol_(G\M .

Ko‘rsatma: ?‘“= *07 R formuladan foydalaning.
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Neytron yulduz uchun I(p{ ~ ¢* ekanligidan uning gravitatsiya maydoni
kuchlidir va uning smldagx zarralar tezligi v, yorug'lik tezligi ¢ ga yagin
bo‘ladi. Olingan |<p! ~¢® ga ko‘ra, pulsarlarning gravitatsiya xossalarini,
kuchli maydon bo‘lgani uchun, Eynshteynning umumiy nisbiylik
nazariyasi asosida garash lozim bo‘ladi. Bu nazariyaga ko‘ra, neytron yulduz
atrofi yaginida fazo xossasi Riman geometrivasi asosida tavsiflanadi, u
fazoning ozi egrilikka ega bo‘ladi; soatlarning yurishi, vagtaing o‘tishi
kuchli gravitatsiya maydoni tufayli sezilarli darajada sekinlashadi.

Neytron yulduzlarning tug‘ilishida kuchli neytrinolar oqimi hosil
bo'ladi. Shu sababli, nevtrino astrofizika fanining rivojlanishi tadgiqotchilar
go'liga yuiduzlarni o‘rganish uchun kuchli qurol bergan bo‘lar edi.

Tarixiy ma’tumot, 1932 yilda neytron kashf etifishi bilanoq
{Kopengagenga Kembrijdan neytron kashf etilgani hagida xabar keigan
kuni, kechqurun N.Bor, L.Rozenfeld (belgivalik fizik) va 1..Landau
muhokama qilish chog‘ida) Landau neytron yulduz haqidagi g'oyani
bildiradi. Tkki vildan keyin V.Baade va F.Svikki bu g*oyani rivojlantirdilar.
Ular yugori temperaturali, zichlikli va kichik o‘lchamdagi bunday kosmik
obyektlar o‘ta yangi yulduzlar portlashidan hosi] bo‘lib, massiv yulduzlar
evolursiyasining oxirgi stadivasi ekanligini aytadilar.

Ammo, 1967 yilda pulsar kashf etilgandan keyin va neytron yulduzlar
nurlanishi nazariyasi rivojlantirilgandan keyingina bunday obyektlar hamma
tomonidan tan olingan fizik reallik bo‘lib goldi. Anglivadagi Kembrij
universitetining Myullard radioastronomiya observatoriyasida prof. Entoni
Xyuish boshchiligida 3,7 m radioto’lginni gabul giluvchi antennali, yuqori
sezgirli radioteleskopda osmonni 1967-yit iyundan boshlab muntazam
kuzata boshladilar. Kuzatish boshlangandan | oy o‘tgandan keyin aspirantka
Jokelin Bell osmondan davriy ravishda kelayotgan (paydo bo‘layotgan)
radioimpulslarni sezib goldi. Bu birinchi marta kosmosdan kelayotgan
radionurlanish manbainining kuzatilishi edi. Oktabrda Xyuish ilgari
noma’lum bo'lgan vangi hodisa kuzatilayotganiga ishonch hosil qildi.
Novyabrda Xyuish va uning xodimlari birinchi marta osmondagi manbadan
muntazam ravishda kelayotgan impulslarni anigladilar. Bu regulyar
signallar gayerdan kelayotganini aniqlash lozim edi. Hatto ulami Yerdan
tashqaridagi sivilizatsiva (“kichkina yashil odamlar”) yuborayotgan bo‘lsa
kerak degan taxminlar ham yo‘q emas edi. Bu muammoni hal gilish
uchun yana ikki oy gaitiq tadgiqot ishlari olib borishdi va nihoyat 1968-
yil fevralda “Neycher” jurnalida bu kashfiyot hagidagi maqola ¢’lon qilindi
(Hewich A, Bell S.J va boshgalar. Nature, London., 217,709,1968. Russ.
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tarjima «sb “Pulsarsi™» nashriyot. Mir . M.1971, bet 27). Bu magolada
signal manbai neytron yulduz bo‘lishi mumkinligi aytilgan edi. O‘sha
1968-yilda F.Pachini va T.Gold puisarlar aylanuvchi neytron yulduzlar
ekanligini nazariy jihatdan asosladilar. Keyingi paytda bunday radio,
rentgen, gamma nurlanishlarning manbalari bo‘lgan pulsarlar ko‘plab
kuzatildi; hozirgi vagtda ular 400 taga vaqin.

Umuman, prof. E Xyuish va aspirant J.Bell tomonidan 1967-yilda
pulsarlarning kashf etilishi, relikt nurlanishning kashf etilishi bilan bir
qatorda, astrofizikaning buyuk yutuglaridandir.

8-§. Kvark yulduzlar. Qora teshiklar

Zichlik juda katta p >10p, bo‘iganda bo‘iganda (p, yadro zichligi)
neytronlar bir-biriga juda yaqinlashib, bir-birini qisman yopib yuboradi.
Bu holda kvarklar bir neytrondan ikkinchisiga o‘tishi mumkin bo‘lib
qoladi. Shunday qilib, ultrakatta zichlikda kvarklar gaz yoki suyuql:kdagl
kabi erkin harakatlanishi mumkin bo‘ladi.

80-yillarda neytron yulduzlar holatini tahlii qilib, nevtron yulduziar
zichligidan ortig zichliklarda erkin kvarklar paydo bo‘lishi mumkinligi
taxmin gilinadi. Boshqacha aytganda, juda yuqori zichlikiarda kvarklardan
iborat yulduzlar bo‘lishi mumkinligi aytildi. 1989-yil yanvar oyida Berklidagi
Lourens nomli laboratoriyada o‘ta vangi 1987 A yulduz tadqiq qilinib,
uning markazida pulsar mavjudligi kashf etildi. Bu pulsarning qizigligi
shundaki, u sekundiga 2000 marta aylanadi; u bu paytgacha kashf etilgan
pulsarlaming eng tez aylanadiganidan ham 3 marta tez aylanadi. Bunday
tez aylanish sababini tadqgiq qilib, N.Glendenin o‘ta vangi 1987 A ning
markazidagi pulsar — kvark yulduz degan fikrga keldi. Analiz ko*rsatdiki,
kvark yulduz bo‘lishi uchun zichlik 12p, dan ortiq bo‘lishi zarur.

Giendenin modeliga qaraganda o‘ta yangi 1987 A dan qolgan yadro —
pulsar u, d va s kvarklardan tashkil toptan. Uningcha, neytron yulduzdagi
bosim ma’lum kritik giymatdan katta bo‘lsa, neytron yulduz sponton
ravishda (fazoviy o‘tishga o*xshash) kvark yulduzga aylanada.

Kvark yulduzlarning yana bir Xxususiyati shundan iboratki, ularda boshga
yulduzlar, jumladan, neytron yulduzlardagiday gravitatsiya tortishish kuchi
asosiy rolni o‘ynamay, balki bunda kuchli o‘zaro ta’sir muhim rol o‘ynaydi.
Gravitatsiya maydoni go*shimcha yordamchi rolni o‘ynaydi.

Hozirgi zamon tasavvurlariga ko‘ra, neytron yulduz kvark yulduzga
sponton o‘tishda neyiron yulduzning o‘lchami keskin kamayadi va buning
natijasida zichligi ortishi tufayli uning aylanish tezligi, momentning saglanish
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qonuniga asosan, ortadi. Shu tufayli kvark yulduzlar — pulsarlaming aylanish
tezligi neytron yulduziar —~ pulsarlarning aylanish tezligidan katta bo‘ladi.

Kvark yulduziar haqidagi bunday tasavvurlarga asosan, ba’zi pulsarlar
kvark yulduziardan iborat deyilishiga olib keldi. Jumiladan, bizdan 40
ming yorug‘lik yili masofadagi rentgen nurlari manbai bo‘lgan Oqqush
*X-3 kvark yulduz deb taxmin gilinmogda. Ota yangi 1987 A yulduz o*midagi
puisar bizdan 180 ming vorug‘lik vili uzoqlikda.

Juda katta massali ynduzlarda termoyadro yoqilg'i zaxirast tugab, unda
dinamik muvozanat buzilganda gravitatsion Kollaps natijasida sigilish
shunday davom etadiki, zichlik hatto yadro zichligiga teng bo‘igandan
so‘ng ham siqilish davom etaveradi va nihoyat yulduz “gora o‘pa”ra aylanadi.
Siqilish davom etib, gravitatsiva maydoni nihoyatda kuchayganda klassik
fizikadagi Nyutonning butun Olam tortishish qonuni o‘rniga
Eynshteynning umumiy nisbiylik nazariyasining formulasi

GM) r, ¥
F= 2’”[1-—-’&} (29)
r r
o'‘rinli bo‘ladi. Bunda
2G
=M (30)

gravitatsiya radiusi, M massa markazi atrofidagi r, radiusli sferani Shvarsshild
sferasi deyiladi. (29) formuladan ko‘rinadiki, ikki massa m va M orasidagi
r gravitatsiya radiusi r, ga yaginlashganda, ular orasidagi kuch F juda
kattalashadi, r=r bo‘fganda cheksiz katta bo*ladi. Boshgacha aytganda,
r, yoki undan kichik radiusli hajmdagi M massali yulduz — qorao‘rarsr,
masofadagi barcha jismlarni, jumiadan, fotonlami ham o*ziga tortib oladi.
Undan yorug'lik ham chiga olmaydi!

(30) ifodaga asosan, gravitatsion radius r, Quyosh uchun p=2,96
km, Yer uchun rs-:0,886 sm givmatlarga ega, Quyosh massasiga teng
bo‘lgan qora o‘pa massasining zichligi p=2-10' g/sm*. Bu yadro moddasi
zichligidan ikki tartibga ortigdir (p+2- 10" g/s»?*). Bunday katta zichlikdagi
qora o‘ra (yulduz) fazo xossasiga (uning egriligining hosil bo‘lishiga) ta’sir
etibgina golmay, u o‘zining atrofidagi jarayonlar tezligiga, vaqtning
o‘tishiga ham ta’sir etadi.

Qora o'ra atrofida r uzoqglikdagi sfera ustida ikki voqyea sodir bo‘lgan
bo‘lsin. Ularning orasidagi vagt (xususiy vagt) shu sirt ustidagi kuzatuvchi
nuqtai nazaridan Ar ga teng bo‘lsin. Sirtdan yetarli darajada uzoqdagi
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kuzatuvchi nuqtai nazaridan bu ikki vogyeaning orasidagi vaqt At bo‘lsa,
u holda umumiy nisbivlik nazariyasiga asosan,

At

hote G
¥

munosabat o‘rinli. Bu munosabatdan ko‘rinadiki, agar r yetarli darajada

Ar=

F
katta bo‘lsa, ya'ni | bo‘lsa, bu hodda ikki kuzatuvchilar vagtlari

r
Ar va Az bir-biriga deyarli teng bo‘ladi. Agar sirt radiusi r gravitatsiya
radiusi r, ga yaqinlashsa, At kattalasha boradi va nihoyat r=r, bo‘lganda
At —» oo buladi.

At vaqt elektromagnit to‘lgin davri 7, =X, /c bo‘'lishi mumkin. Bu
holda uzogdagi kuzatuvchi nuqgtai nazaridan bu to‘lgin davri Tho‘ladi. U
holda to‘lgin uzunlig A quvidagicha aniqlanadi:

A= e
- (32)
r

(31) va (32) munosabatlardan nurinadaki, katta massali yulduz atrofida
{(yaqinida) vagtning sekinlashishi, gizil siljish effekti (to*lgin vzunligining
kattalashishi) e’tiborga olinishi lozim bo‘ladi. Agar h=r, bo'lsa, yoki r
radiusli sirt Shvarsshild sferasi ichida bo ‘Isa, uzogdagi kuzatuvehiga signal
(elekiromagmit toIgin) bormaydi ( At — o0 ;7 A — o), qora o ‘pa fomonidan
ushlanib qolinadi. Shu sababli Shvarsshild sferasi vogyealar gorizonti deyiladi.

Qora teshik o‘lchami, temperaturasi va bug‘lanishi.

Mashur ingliz olimi Stivin Xokingning kvant nazariyasiga ko‘ra
umumtasavvurdan fargli, qora teshik ma’lum temperatura 7, ga ega.

(M
T, =10 ’[j}“ k (33)

bug‘lanish vaqtiga ega:
T 10-3 AF yil (34)
Biz quyida, umumiy nisbivlik nazariyasiga va Kvant nazariyaga
tayanmagan holda, gora teshikning oddiy tavsifini keltiramiz.
Shvarsshild radiusi. Avval gora teshikning o*lchamini aniqglaylik:
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Sferik simmetrivaga ega M massali obyekitdan (yulduzdan} r masofadagi
jismning gravitatsion maydondagi potensial energiyasi

_Gm

U = , (335)
Ifoda orqali aniglanadi. Uning kinetik energiyasi
ms*
U, =
=" (36)

(35) va (36) ni migdor jihatdan bir-biriga tenglashtirib yoki energiya
E=Eb.n+Em, ni nolga tenglashtirib, jismning statsionar holati uchun

guyidagi munosabatni olamiz.

2GM
== (37)

Nisbiylik nazariyasiga asosan 8 < ¢ va demak, M massali sferik
obyektning (yulduzning) o‘lchami

r

2G
= e (38)
bilan aniglanadigan sferadan kichik bo‘loimaydi, ya’ni
rzr 39)

(38) bilan aniglanadigan r, ni qora o‘rganing Shvarsshild radivusi deyiladi.

-

Juda katta tezlikli hollarda kinetik energivaning klassik ifodasi %'-9—.

taqribiydir. Shuning uchun (35) dan foydalanib olingan ifoda (38) ham
tagribivdir. Obyektning (yulduzning) minimal radivsini boshga usul bilan
aniqlaylik.

Sferik simmetriyaga ega M massali obyektning gravitatsion maydonida
r inasofada aylanayotgan m massali jismning markazdan gochma kuchi

ms’
r
ifoda bilan aniglanadi. Gravitatsion maydon tomonidan m massali jismning
markazga tortilish kuchi, Nyuton gonuniga asosan
mM
Fp=G— @b

Ifoda bilan aniglanadi. Statsionar holat uchun esa har ikki kuch tengligi
F;=F; talab, etiladi, ya'ni

F,= (40)
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yoki bundan

3 (42)

M massali obyektning eng Kichik radiusi v=c¢ bo‘lganda sodir bo‘ladi,
va'ni
oM
r= = 43)
Obyektning massasi bilan o‘lchami orasidagi bog'lanishning, yana
bir vsulini ko‘raylik.
Plank erasidagi Olamning massasi m, o‘lchami Ip, vaqti ma’lumki,

hc% _ ﬁc% _ hc%
m=(G) n=(E] (5] “

ifodalar bilan aniqlanadi. (44) dan

G
| =2 (45)

» o2

munosabat kelib chigadi. (43) va (45) ni tagqoslashdan ko‘rinadiki, Olam
Plank erasidagi singulyarlik holatda qora teshikdan iborat ekan. Bu muhim
xulosa. Shuningdek, (43) va (45) ga asosan obyektning minimal radiusi

GM . g . - . . ..
uchun r, = e ifoda olindi, ya’ni gora teshikning minimal radiusi an’ana-

viy qarashga nisbatan 2 marta kichik bo‘ladi.
Olamning singulyarlik holatdagi parametrlari ma’lum bo‘lgani uchun
gora o‘raning temperaturasi 7, ni va uning bug‘lanish vaqti T ni aniglaylik.
Qora teshik temperaturasi. Bizga ma’lum, qora o‘ra o‘ichami (45)

GM . -
= = va Kompton to‘lgin uzunligi

4

ke =Ty = (46)
ifodalardan
125

www.ziyouz.com kutubxonasi



E, =—— (47)

munosabatni olamiz. (47) Plank erasid';gi gora teshik uchun o‘rinli. (47)ni
ekstropalyatsiya gilib, barcha qora teshiklar uchun o‘rindi deb hisoblaylik.
Bu holda, gora o‘ra uchun quyidagi qonuniyat kelib chiqadi:

he ¢’
E =<
('2 ’ mﬂ' G (48)
hcva —(}— ni hisoblayvlik:
2
h cf(—;—=26,52-10n eV.g (49)
(49)ni temperaturada aniglash uchun uni 1,16 10* ga ko‘paytirish kerak.
2
hc% =30,76 10% gk (50)
Demak (48)ni temperatura orqali yozamiz:
T; = 30,76 1026 gK/M (51)
Quyosh massasi M =2-10% orqali (51) ni yozaylik.
M B
T, = 1,547/}‘ 10°K (52)

Bu (52) temperatura Xoking olgan temperatura (33) dan bir tartibga
farglanadi.

2
M=210% va (%J = M=2,1810* giymatlardan foydalanib, (52)

asosida Plank erasidagi Olamning temperaturasini topamiz:
T=141-107 K (33)

Xoking formulasi (33) bo‘yicha 7; hisoblanganda odatdagi 7~102 X
dan bir tartibga kam chigadi. Plank erasidagi temperatura o‘ta yuqorigbo‘lganj
uchun singulyarlik holatida Olam bir onda «bug‘lanish». Boshgacha aytganda,
«Katta Portlash» mexanizmi - bu «bug‘lanish»dir. Endi bu bug‘lanish
vaqti t, . ni aniglaylik.

Qora teshik bug‘lanish vagti. Gravitatsiya maydonida massa gancha
katta bo‘lsa, tortishish kuchi shuncha katta bo‘ladi va demak bug‘lanish
shuncha qiyin bo‘ladi. Boshgacha aytganda, massa ortishi bilan bug‘lanish
vaqti kattalashadi. Bug‘lanish vaqti Ty 4OTA teshik massasining kubi M® ga
bog‘ligligi aniglagan.
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Yugoridagi bizning tasavvurimizga asosan, Olamning Plank erasi
davomiyligi 7 shu singuiyarlik — gora teshikning bug‘lanish vaqti Thug:
ning o‘zidir. Demak,

1 3
_, (PG GY . G
S PR V) R Yl (54)
Biz (54) asosida barcha qora teshiklar uchun formula olamiz.
G* . ;5
=—M 55
rﬁya hC‘ ) ( )
G .
Bunda M grammlarda hisoblangan qgora teshik massasi P 1,66- 10" J;Li
" _

ekanligidan qora teshik bug‘lanish vaqtini topamiz:
T4, = 1,66- 10‘3’-}-”{-— (56)

Singulyarlik holatidagi Olam 5,34-10-* sekundda bug‘lanadi (M =
2,18-10°% g). Masalan, Quyosh qora teshikka aylangan bo‘lsin. U holda
an’anaviy tasavvur va Xoking nazariyasiga ko‘ra uning parametrlari r=3
km, T;'—"]G*’ K, ©, =10% yil giymatlarga ega.

Bizning natija‘farimizga asosan parameirlar »~1,5 km, ngl w94-10°¢
K, t, =1,3310% yil giymatlarni gabui qgiladi.

§ﬁunday qilib, Katta Portlash Xoking nazariyasiga asosan singulyar-
likning bir onda, 5 10-* sekundda bug‘lanishidir.

Qora teshikning to‘lig nurlanish quvvati

L = 10%(10/M)? erg/sek = 2,510 (M /M)* erg/sek 537
ma’lum (q. «Pu3iKa KocMocas Kitobi, M.1986 y, 718-bet). Bizning tasav-
vurimizga binoan, singulyarlikning -~ qora teshikning to‘liq nurlanish
(bug‘lanish) quvvati

; - L m,c’ het 1
oty (Gacml GPom (38)
yoki barcha gora teshiklar uchun

oW

Ac® 1
b 9
formula olamiz. Bundan (57) ga vagin
L = 430.107(M /M) erg/sek (60)

giymat olamiz
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V b o b. ZICHLIK MATRITSASI (OPERATORI)
1-§. Kirish

Ta’rif. Qaralayotgan sistemaning holatlari ¥ _,, ¥ -,... va ularga Emit
qo‘shalog holatlar ', , y"s, bo‘lsin. Bular o‘zaro ortogonal va normaldirlar:
(wew )=5_. (1)

Agar sistemani ¢ holatda bo‘lish ehtimoli w_bo‘lsa, u holda bu sistemaning
statistik xossalari quyidagi zichlik matritsasi (operatori) bilan aniglanadi:

p=Y wwey, (=X jasw, <) o)

Bunda w, uchun normalash sharti

Zwﬂ =1 G)

Gilbert fazosida ixtiyoriy ortonormalli bazis vekioriar ¢, = |n >(n = 1,2...)
berilgan bo‘lsin. Bu bazisda zichlik matritsasi
< rpjn >= Z< o > w, <ajn > @)

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bunda diagonal elementlarining vig‘indisi yoki
matritsa (operator) shpuri birga normalangan bo‘ladi:
< rpjn >=8p =1 (5

2-§. Dinamik kattalikning o‘rtachasi
Berilgan operator (matritsa) ning statistik ansambli asosida di~-namik
kattalikning o‘rtacha giymati quyidagicha aniglanadi:
A= z wa<a|A|a> = SPPA (6)

S pA — ikki matritsa p va 4 ning ko‘paytmasidan iborat bo‘lgan
matritsaning diagonal elementlarining yig‘indisidir. Eslatamiz: Matritsaning
diagonal elemantlari yig'indisi {ya'ni matritsa shpuri) invariant kattalikdir;
u koordinatalar sistemalariga bog‘liq emas.
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Kanonik tagsimotni ifodalovchi zichlik matritsasining ko‘rinishi
quyidagichadir:

p=2"¢t =2y eMoEQE =2 e*|E >< E
2 2.l < Bl

poL 0

¢, =|E > — garmltoman F hing x115u51y vektori (funksiyasi), ya’ni
Ho, =E9, (HIE >= E'|E’ ] 8)

Z = Spe‘“} = Z 6’-‘32F (9)

E
Kanonik tagsimot asosida dinamik Kattalik 4 ning o‘rtacha qiymati
quyidagicha ko‘rinishda aniqlanadi.
S, At

Y
S,e

A= (10)

3-§. Ossillyator koordinatasi va impulsining
ehtimollari tagsimotlari

Qattiq jism atomlari yoki molekula atomlari kichik tebranayotgan bo‘lsin.
Bu holda ossillyatorning energiyasi

E= —Z(Iﬁ <+ (qu'at (11)

ifoda bilan aniglanadi; P va g, umumlashgan impuls va umumlashgan

,k
(normayal) koordinatalar; ®, = ,{— normal tebranish chastotasi. Kvant
m

mexanikada ham ossillyatorning energiyasi

I
E= Z h(l)u(nu + EJ (12)

alohida ossillyatorlar energiyalari yig'indisidan iborat bo‘ladi. Ossillyator
koordinatasi givmatlari ehtimollari tagsimotiga qaraylik. Klassik statistikada
bu tagsimot
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ES‘_ ._mlqi
dW(q) = Ae 7dg = Ae T dgq (i3
dan iborat.

Kvant mexanikada shu masalani hal etaylik. Har bir ossillyatorming
energiyasi

£, =h&)(n+%J (14)
ifoda balan aniglanadi.

g.g + dg intervalda ossillyator koordinatasi givmati bo‘lishi ehtimoli,
umumiy ta’rifga asosan,

dw(q) = plgMgq = dqz w,u, (15)

= -ED ™ ——
w,=ae " , B T (16)

(15) va (16) dan ko‘rinadiki

pla)=a) e™vilg) (17)

"

{17) dan hosila olamiz.

dplg) _ ey, A,
Tq-— 2aZeI3 ‘vud—q (18)

—ih N,

3 = P W, ekanligini va n — n % 1 o'tishlar realizatsiyasi bo‘li-

shini e’tiborga olib, (18) ni yozamiz (impuis matritsasi elementlari uchun
n —» n * 1 o‘tishiargina mavjud)

d e j oo 2 pe
g = ZaZ e g .ll-’,.[i P\F,] = 'LEZ € ’ ‘\I',Il[pll—lnwn—l + PoniaV o

dq B h
P =-00G, . P... = i0g,,,, ne’tiborga olib davom ettiramiz:
dp(g) _ 200
= —— e " —
dq h Z [qn-annlpn—i Qndn w»wnH]

n —1 — n almashtiramiz.
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Dt VoW oir — qu-tlnwnlpm-le_ﬁe‘ ]=

aplq)_ 289 5ol b
h "

dq

= —“m*[e*”” -1EE*™q,.v,v..

dzgq) _ 2“‘9 Z[e i AL (19)

Endi ‘}p ni aniglaylik

&p = qaze ﬂwi = aZe-‘k” &(l",nwn ) = aze_n!‘["puqn-lnwn—t + lpuqm-lnwml ]=

=|n-1->n almashtiramiz |= a[ie*“%qmlwnﬁm, + Ze*’“qﬁ,,w,wﬁ, ]=

=dl+e™ )Y g, W0, (20)
=0
(19) va (20) dan olamiz:
Bra bl
dp(q)_ qp—Z(o 1-¢™ 2mqp e* - qupmﬂhm an
- ) S T Ty P T g T T T Ty
dg h l+e h et 1ot h 2
(21) dan
P h 2

yoki

Inp(q)-— -q"— }‘: Bzﬂ) +InC

[
N )
Pl

plg)=Ce?
Shunday qilib, izlanayotgan tagsimot p(g) ni olamiz:

plg)=cC exv[ q -fkﬁ(i]

ho 2kT
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jdw Ip (ghg =1 @)

shartdan foydalanib, doimiy son C ni topamiz:

1 _ [a) g Jo Fo
Jl'n —zcth E-@ mh 2kT
2w

Shunday qitib, oxirgi natijani (F. Bloch 1932) olamiz:

aw, =P(‘I)d(f3')—(— th 20 cw[ 7Lty @)

h  2kT h 2kT
Kvant mexanikada koordinata qiymatlari ehtimoliari tagsimoti
mzfz
e yoki

1
ko‘rinishda bo‘lib, bunda 8 klassik fizikadagi T dan farqlidir;

heo
= —th——
B m Y - B chegaraviy holda, temperatura yuqori bo‘lganda —— T

ga o‘tadi.
Izoh 1. Blox natijasi (23) ni mazkur kitobdagi metod bilan osongina
olish mumkin, Hagigatan, (11) ni nazarda tutib vozamiz:

I e
f (E)=~Z—e*" = fla)/(p) (24)
bunda
_Belg’
Flg)=se @9)
_Be?
f(p): Be ? (26)
Ossill pun v =1p = — = 1
ssillyator uchun v = U <e>
] fid hun
E =g = -;tha—k? (27)

(27) ni (25) ga qo‘yib, tagsimot fuknsiyasi f{g) ni Blox tagsimoti
(23) bilan bir hil ekanligini ko‘ramiz.
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Izoh 2. (27) ni (26) ga qo‘yib, umumlashgan impuls givmatlari
ehtimoliari tagsimotini olamiz;

W
S(p)=p(p)=Be ™" (28)
(25) va (26) (yoki (28) tagsimot funksiyalaridagi 4 va V ni normalash

shartlari .
[iaH0)=1
_[f(P)i(P) =1
asosida topiladi: -

(o]

B’ 2n

(e8]
B 2n

Masala 5.1. Garmonik ossillyatorning zichlik matritsasi ¢ tasavvurda
aniglansin,

Yechish. Muvozanat holatdagi ossillyatorlar ansambii uchun zichlik
matritsasi, ta’rif buyicha,

olg.q)= aZe“‘ v.(a W.(g) (1

ifoda bilan aniglanadi. 0‘zgamvclularm quyidagicha almashtiraylik;
g=r+s, g =r—s )

. @J N
Hosila ( 3s ), ni topaylik:
qg—g =25 (K))

(ap _Op0q  pdq _ (% _% 4
as 6qas aqas \oq oq 4

ap » . ~pe, 'a“pn
——g‘;qLaZe w,(Q)—Jaq(q )
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oplg, ¢ —pe '
p(q‘q) = az e W(‘?)M@q—) (6)

"

. ’ ~ .0
bunda — ' % = p¥.; P =—1h_— impuls operatori. Ossillyator uchun

oq Oq
matritsa elementlari noldan fargli bo‘ladi: » — n 1 oftishlar uchun
(tanlash qoidasi}. Bularni e’tiborga olib yozamiz

dy la) _

dq Py P‘V = _[pn |, 8= pnu"w.nl]:

= %[_ imqu-]-.wu-l(‘i')"' ":(’anunwnn(‘?)] = )
= %[qu-.n%-:(@)“ '?,,+;,‘LPM.|(‘})]
Xuddi shuningdek, tenglikni yozamiz:

i";—"q(.q) = %[q'«--w,t..l(q)- goo,.q)] )
(5) ni (7) ni nazarda tutib gayta yozamiz:

;ﬁ =25 "y g lg, . @ 0.,
7 n

(n—1->n almashtiramiz)

-ty @S D]
Shuningdek, yozamiz:
gg =?Z R ) VIR ) PRI ). =
N % {iu ™y (W, . - :Z;e*" v.v.. g )IM...} =
=1y almashtiramiz = (10)

e PR SO S A O )
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(%) va (10) ni nazarda tutib, (4) ni yozamiz:

(B)A%-5)
R LA XA ) TR IR L) S O RN &
el G Yoo U () O S € IO

an

Endi sp ni aniglaylik. g=r+s, g =r-s dan g+q =2r; g-q =2s; § = (q ; 7],
Demak qu va —5—22 larni aniqglash kerak.

gp = az e""*q}”(q')]w"(q)=
= a{z ey W, @+ 2 e%“i’»(q')""“(q)q“’“} "
" (12)

L

a[Z e >y (,.0 Wt Z e*‘"w,,(q')v,.ﬂ(q)qm._]

|

gp= a[Z ey (g W, (M + Te "‘”lu..(q)lu..ﬂ(q')qw]--- a13)

(12) va (13) dan foydalanib olamiz;

Rt B4 ST Wi O

™ - 1)2 w“.(q‘)lll,(q)q,...} =
= le-(-— 14 e ™ )Z e[y, ghv.(g) + vola ...

Demak,(11) va (14) dan aniglaymiz:

(14

~Biw
ds h a 1 —e ﬂ.h“') h 2
yoki bundan
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_piv e 1
plr,s)=Alr}e” * T B = -k—-?; (15)
Avvalgi o‘zgaruvchilar ¢.q ga o‘taylik:
L_a+d _la-4)

5=
2 2
Demak,
ola.g)= A a9

g +q = r,q = q bo‘lganda avvalgi masalaning natijasi olinishi zarur, ya’ni

ple) = Alg)- 1 = (--ﬁm_@ lexp( q __,h;h_@_J

nh 2kT h  2kT
yoki g,q da =44 ni e’tiborga olib yozamiz

o _@1 lg+qg) | ho
Pilg-q)= (hmzk:r)]cx??{[ PP iy B AE)

(17) ni (16) ga qo'yib, oxirgi natijani olamiz:

o) = [B_th_@)% exp{_.m(fﬁq')2 o

mh  2kT 4k 2kT

m(q - q')z oth ho
4k 2kT

Tzoh 1. Matritsa p( ,q) ning diagonal elementlari p(q, q) (18) dan
g = q bo‘lganda olinadi. Bu diagonal elementlar esa avvalgi masalaning
natijasidir.

Izoh 2. Bu diagoenal elementlarning klassik holdagi ifodasi kT >> ho
shart bajarilganda (18) dan olinadi:

(18)

”102

= A T (19)

ala
glz

plg) = Ae

k

Normal koordinata ¢ dan tabiiy koordinataga o‘taylik: @°q° = — mx® = kx’.
m

Bu holda
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I

p(x) = Ae & (20)

2
Potensial energiya -*2*- bo‘lgandagi ma’lum Gibbs (voki Bolsman)

tagsimoti ifodasi kelib chigadi.
Izoh 3. s >> kT bo‘lganda zichlik matritsasi diagonal elementini
aniglaylik:

o(@) = e T = lafsv, = ale T Q1)

lpn(q) - ossillyatorning asosiy holati to‘lqin funksiyasi (¢ — tasavvurlar).

Masala 5.2. Ossillyator uchun zichlik matritsani p tasavvurda aniqlang.
Javob:

P(p,P')[ h 2&7’)2 P{ ree] T_

-pf _, o
e T 22)

Ko‘rsatma. Avvalgi masalani yechgandagi usul go‘llanadi. _
Izoh 1. Zichlik matritsa p( .2 p’) ni diagonal elementlari ifodasi p=p

da olinadi:
ho
Aexp| — —th ——
olp) = Acxp ( oh 2kT] (23)
Asosiy matndagi umumiy ifodadan bu (23) ifodani quydagicha olinadi:
B 1 2 . ho
=Ae *;B= = —th— 24
o(p) B= 5= (24)

B ning bu giymatini nazarda tutib, (24) ifoda (23) tagsimot bilan bir
xil ekanligiga qanoat hosil qilinadi. 4 normallash shartidan aniglanadi.
Izoh 2. Klassik holda (kT >> #w shart bajarilganda) (24) yoki (23) dan

plp) = A7 @
Maksvell tagsimoti funksiyasi chigadi.
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Izoh 3. sy >> AT holda (24) dan

olp)= Ae™ = u,(pf ce

2

13
tagsimotni olamiz. Bunda %( p) = Aie‘E%uT ossillyatorning asosiy holati

to‘lgin funksiyasidir.
Izoh 4 p(p) voki pfg) ni p(q) l\]} q] deb tasavvur etilsa, umumiy
holda \p funksxya qanday tenglamaning yechimi bo‘ladi?

{\p" va \Ifo p) Shredinger tenglamasining yechimi)
Izoh 5 Garmonik ossillyatorning zichiik matritsasi

p=2" cxp(— B }}}}} = pz|2m + mco“q’|2
g-tasavvurdagi matritsa elementlari

Nl N T
plg.q )= 5 < g >= -2726 "oy, (g W.(q) )

e

i
ifoda bilan aniqlanadi. Bunda €, = hto[n + 5} hususiy giymatlarga mos

kelgan to'lgin funksivalar

nlo)=(m2) )% - )

H (%) Ermit polinomi

£ 4w

H(E)=( 1rev[é ]"e*f = & e 2ty e

\P.,(E,) ning ifodasidan foydalanib, zichtik matritsasi elementlari p(q, q')
uchun (18) ifodani olish mumkin. Ammo bu usul yetarli darajada murakkab
bo‘lgani uchun bu yerda uni gaytarmasdan, bu usul ham yana avvalgi
natijaga olib kelishini qayd etish bilan chegaralanamiz.
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VI b o b. FLUKTUATSIYA NAZARIYASI
1-§. Kirish

Statistik fizikaning asosiy vazifasi — termodinamik gqonunlar va
munosabatlarni asoslash, ularni isbot gilish xamda termodinamik
funksiyalami molekular - kinetik nazariya asosida xisoblashdan iborat.
Bunda fizik kattalikiaming o‘rtacha giymati hisoblaniladi. Kattaliklarning
haqiqiy giymatlarining o‘rtacha qiymatdan chetlanishini (og‘ishini} ham
muvozanatli statistik fizika tadqig giladi, o‘rganadi.

Fizik kawaliklar hagigiy giymatlarining wlarning o ‘rtacha giymatidan
tasodifiy chetlanishiga fluktuatsiva hodisasi deyiladi. Moddalaming mikroskopik
xossalariga fluktuatsiya ta’sir giladi. Demak, bu xossalarni chuqur tushunish
uchun fluktuatsivaning ta’sirimi hisobga olish zarur, Shu sababli, fluktuatsiya
hodisasini o‘rganish — tadqiq gilish katta ahamiyatga ega. Fluktuatsiva
nazariyasining ahamiyati shundan ham iboratki, u muvezanatli holat
nazariyasi bilan nomuvozanatli holat nazariyasi o‘rtasida ko‘prikni tashkit
ctadi. Sistema muvozanatii holatdan chetlanishi statsionar bo ‘lishi mumkin.
Bu nomuvozanatli jarayonlarni o ‘rganish usuli kinetika deyiladi. Fluktuatsiya
nazariyasi kinetik nazariya usullarini o‘rganishga qo‘yilgan gadamdir.

Ixtiyoriy miqdor x fluktuatsiyasining miqgdoriy o‘lchami sifatida
(x — })" kattalik gabul gilinadi. Aksarivat masalalami yechishda #=2 bo‘lgan

holda foydalanish yetarli bo‘ladi. Bu holda (x - ;)’ ni x kattaligining
o ‘rtacha kvadratik fluktuatsiyasi yoki dispersivasi deyiladi.

2-§. Fluktuatsiyaning termodinamik nazariyasi
Faraz qilaylik,sistema X(x,,x,,...) parametrga nisbatan aniglangan
bo‘lib, buning o‘rtacha giymati quyidagicha bo‘lsin:

(55,

Biz X ning haqiqgty qiymatlarining o‘rtacha qiymat ¥ dan chetlanishi

gonuniyatini, ya’ni X ning qiymatlari ehtimollari tagsimotint aniglashimiz
lozim.
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Fluktuatsiyani aniglash uchun (o‘lchamsiz) entropiyaning umumiy ta’rifi

§=~<nf(E)> ()

ifodadan foydalaniiadi; bunda kanonik tagsimotni quydagicha aniglaymiz:
o v

fE)=Z"* B = = @)

bunda Z— statistik integral {vig‘indi), U — ichki energiya, 2v — sistemaning
gamiltonianini aniqlovchi parametrlar soni; yuqori temperaturada,
energiyaning erkinlik darajalari bo'yicha teng tagsimlanishi qonunt o‘rinli
bo‘lganda (2) tagsimot Gibbsning kanonik tagsimotiga o‘tadi. Bundan
kanonik ansamb! entropiyasini topamiz:

S=v+InZ (3)
Sistema yoki uning biror gismini xaraktertaydigan fizik kattalik

X(x‘,xz,...) ning o°zgarishi bilan sistemaning holati o‘zgaradi. Faraz

gilaylik, entropiya tenglamasi (3) fagat muvozanat holatidagi sistema
uchun o'rinli bo‘lmasdan, X ning barcha giymatlarida ham o‘rinli bo‘isin:

5(X) = v(X)+ In Z(X) (4)
Fluktuatsiya hodisasida erkinlik darajalari soni doimiy deb, (3) va (4)
ifodalardan quyidagiga ega bo‘lamiz:

Z(x =
] expfs(x) - s(x)] ©)
- VAD.¢

Bunda §(x)- 5(){): AS(X) < 0 va demak nisbat ﬁ)—_(% 0,1)
intervalda ofzgaradi va sistemaning muvozanatii holatdan chetlanishi
ehtimoli W(X,:}f) ni aniglaydi, ya'ni

w(x,X)= 4 explas(x)] ©6)

bunda 4 — normallash shartidan aniglanadi.

w(x, X)= ; }Xf As(x) = 5(x)- s{x)

(6) ifodani Eynshieyn formulasi deyiladi.

Quyidagi bir o*zgaruvchan X(x,) = x bo‘lgan holni qarab chiqaylik.
Parametr x ning o‘rtacha giymati x dan chetfanishi kichik bo‘lsin. By
holda S(x) ni qatorga quyidagicha yoyaylik:
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S(x) = S(J_r)+ ) (x - })+ % j;; ](x - })2 +o (D)

ax r=m
x = x bo‘lganda entropiva 5(x) maksimum giymatga ega bo'ladi. Shuning uchun
o8 'S
—_— .= 0,— -<0
ox 1= ax? == @)

(8) ga asosan

S(x) - S(x) = As(x) = —g—(x - xf ©)

bunda
S
b=x
(9) ni nazarda tutib, (6) formulani quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

W(x) = 4 exp[- [% ]x - })2] (10)

(10) dagi A quyidagi normallash sharti

[W(x)ax =1 an

>0

dan topiladi. (10) ni (11) ga go‘yib, A = (zﬁ]‘ ekanini topamiz (6.1-
n

masalaga qarang). Shunday gilib, x kattalikning fluktuatsiyasi qiymatlarj
uchun quyidagi tagsimot funksiyasini olamiz:

W(x) = [%]’ exp[— [% }x - E)‘] (12)

Bu tagsimot Gauss tagsimoti (yoki normal tagsimot) deyiladi, Bu tagsimot
simmetrikdir va x = x da maksimumga ega (6.1 rasm).

Kvadratik fluktuatsiya o‘rtachasi ( X — }’ ni (12) asosida aniglaymiz
(6.1, 6.2-masalalarga qarang):
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“W(x)

¥

X X

6.1-rasm.

(c-xf = ji(x ) Wik = é (13)
W(x)= [211(;:-_;]'% exp[— H} (14)

2(x - x)z
Yuqorida bir parametming fluktuatsiyasini qaradik. Xuddi shuningdek,
ko‘p parametrlar fluktuatsiyalarini ko‘rishimiz mumkin. Bu holda sistema
entropiyasi shu parametrlar x,, x,,..., x, ning funksiyasi bo‘ladi:
S(x) = S(x,, x,,...,x,)
Bu holda parametrlaring o‘rtacha qiymatlaridan chetlanishi ehtimoli W{X)
ni quyidagicha yozamiz:
W(X )dx dx,..dx, = A exff AS(X )dx, dx, ...dx, (15)

Demak,

bunda
X = X(x,, x,,00, 1, )

S(X) ni (x__ - x_) darajalar bo‘yicha qatorga yoyamiz, (xf - }c_) ni Kichik
deb, ikkinchi tartibli hadlarni hisobga olish bilan chegaralanamiz, ya'ni
s0) = s(®)+ T 21 e - 7)+

x T

i
n 2 —_— —

+ %Z} af,;r,- l-(x = st; - -";)"'
yoki {8) ga asosan
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S(x) = S(}E) = —%ZBL,‘(% - ZI&- - Z) (16)

(16) ni (15) ga qo‘yib, aniglashimiz lozim bo‘lgan fluktuatsiya ehtimollari
tagsimotini topamiz.

W(X) = A CXP[— %gﬂ;,j(xf - x_iXxj - ;:)i| (17)

Bunda A normallash sharti

+@ -

[ [W(x)dx,dx,...dx, = 1 (18)

[ R——.

A= (21:)'5\/]5

p-matritsa B, ning determinanti (6.1, 6.2 - masalalarga qarang).
Masalalar.
6.1. (10) ifodadagi A ni aniglang.
Yechish. Qulaylik uchun ¥ = ¢ deb, (10) ni (i1) ga qo‘yamiz

AECXP[‘ %Bx’}dx =1
A(ETI =1
B

bundagi 1 Pausson integralini topamiz:

dan topilacl.'i::‘i

yoki

I= je"zdy
Buning uchun P ni yozib, so‘ng qutb koordinata sistemasiga o'tib
integrallash amalini bajaramiz, ya'ni

*

=N

= }Te"z"’zdxdy = 2]‘.4dq)iaire"z4:1fr =27 !
- Q 0 2

?

Demak, [ = Jr. Shunday qilib, A(zijl
£
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6.2. (17) ifodadagi A ni aniglang.
Yechish. (18) integral ifodani hisoblash uchun x, ustida shunday chizigli
almashtirish

L3
x, =Y axt 1)
k
ni bajaraylikki, kvadratik forma Z .,B; %x, natijada Z ,x. ga aylansin,

ya’ni
Z B, xx = Z x! = Z xxs, 2)
[N i i
(1) ni (2) ga qo'yib, quyidagini hosil gilamiz:
Z Bt’,ja:'majn = am,ll (3)
Bunda chap tomondagi matritsa determinantlari $§ = i3&.|, a= |a,.m| ,0'ng
tomondagi matritsa determinanti esa |6m| = 1. Shuning uchun
Ba' =1 4)
tenglikka ega bo‘lamiz.
(18) integralni chizigli almashtirgandan keyin, yakobian doimiy va a ga
teng ekanligini nazarda tutib, quyidagini yozamiz:
oo e . . . . +x 4x l . . ) i
I IaW(X )dxtd.xz...dx" =Aa j Jexp[— EZ xf]dxldxz..dx" =

—_® -m i

= Aa[+j€e'5"'zdx] = Ad(2r) =1

-t

yoki (4) ni ¢’tiborga olib, aniglanishi lozim bo‘igan A ni quyidagicha

ekanligini topamiz:
A= (211:)"5'\/5
6.3. Sistema gismining holatini ifodalaydigan parametr x bo‘lsin.
Entropiya ifodasi (3) asosida X ning fluktuatsiyalari tagsimotining

W(X,X,)=Ce ™ (1)

ko‘rinishga ega ekanligini ko‘rsating. Bunda A4, — sistema gismining
muvozanatli holat X, dan X=X +AX holatga o‘tishda bajarilishi zapyp
bo‘lgan minimal ish.
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Yechish. To'la sistema holati o'zgarganda bajariladigan ish termodinamika
qonunlariga asosan
dA 2 dU —0dS
yoki kvazielastik (gaytuvchan) jarayonlar uchun
dA, =dU —-98dS (2)
bo‘ladi. Bunda U va § sistemaning ichki energiyasi va entropiyasi. To‘la
sistema yakkalangan, ya’ni dU=0 bo‘lsin. Sistema gismi yetarli darajada
kichik bo'lsa, sistema parametri ning o*zgarishini hisobga olmaslik mumkin.
Bu holda snstemaning X holatdan X=X +AX holatga o‘tishi uchun (2)
asosida guyidagini yozamiz:
AA,,, = —6[S(x)- s(x,)] 3
(3) ni (6.6) ga qo'yib, isbot gilinishi lozim bo‘lgan (1) ga ega bo‘lamiz.
Termodinamik parametrlarning o‘rtacha giymatlaridan chetlanishi,
ya'ni fluktuatsiyasi tegishli (mos) ish bajarilishi bilan sodir bo‘ladi.

3-§. Termodinamik parametrlar fluktuatsiyasi

Termodinamik parametr X ning AX ga o‘zgarishi tufayli sistemaning
ichki energiyasi U entropiyasi 5 va hajmi ¥ ning o‘zgarishlari AU, AS va
AV bo'lsin. O‘zgarmas temperatura va bosimdagi sistemada fluktuatsiya
sababli tashgi kuchlar bajargan ish termodinamika asosida quyidagicha
aniqglanadi:

dA 2 dU + pdV — TdS
(bunda 0dS = kTdS = TdS, : qulaylik uchun indeks nol yozilmaydi).
Bundan minimal ish uchun
dA . =dU + pdV - Td§ 19

ifodaga ega bo‘lamiz. By ifodada T'va P muvozanatdagi qiymatlar. Uni AU
va A5 darajalari bo‘yicha qatorga yoyamiz;

au .. U GRY
AU =22Aas5+ gy + 2 AS
o5 oV [as=( fe

U
oSov

Ma’lumki, bu ifodada hosnlalar uchun ularning muvozanatdagi
giymatlari olinad;i.

+2 ASAV] + ... (20)
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ouU ol
T==-P="— 21
o3 ov o ] 2
larni nazarda tutib, Tva P parametrlaming o‘zgarishini yozamiz:

b 2
AT = ABU alff.&S-%aUAV (22)
os o8 ovos
2 1
v ) av: asav
(22) ni AS ga, (23) ni esa AV ga quyidagicha ko‘paytiramiz:
*U g7
ASAT = —AS) +——AVAS
AN ( )2 ovos @4
o'U
~ APAV = AV) + —— ASAV
av* ey + 250V 23

(21), (24) va (25) larni nazarda tutib, (20) tengiikni quyidagi
ko'rinishda yozamiz:

AU = TAS - pAV + %(ATAS — APAV) (26)
X ning chekli o‘zgarishi X+AX uchun (19) ni
AA =AU ~TAS + PAV

ko‘rinishda yozib, bu ifodaga (26) dan AU ni olib kelib qo‘ysak, quyidagi
munosabat hosil bo‘ladi:
1

AA, = E(ATAS — APAV) 27

AA_,, ning bu ifodasim
AA
WX, AX) = Cexp| — —2=
(X, %) p[ - ]

ga quyib, termodinamik parametrlar fluktuatsiyalari uchun quyidagini
olamiz:

wW(X,AX)= Cexp[z (aPAY - Ams)] (28)

Bu yerda ¢ = ;7T deb qabul gilindi,
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Masalalar.
6.4. (AVY,(ATY va AVAT o‘rtacha kvadratik fluktuatsiyalar

aniglansin.
Yechish. Erkin o'zgaruvchilar ¥'va Tbo‘lsin. U holda

oP oP
AP = AT + AV
(arl (fw] W
o8 os
AS = AT + AV
(57 )or(57)
Termodinamikadan ma’lumki,
7)) -
aT )y T '\av ), ~\aT ), )
(3} ni ¢’tiborga olib, (2) ni quyidagicha yozamiz:
oP cv
AS = AV + — AT
(a’r ]v T @

(1) va (4) lamni (4.28) ga quyib, quyidagi ifodani hosil gilamiz:

—(ATY

&)
av
WAV, ,AT )=C —2L(AV
(o%,a7)=Coxp ~2 2 (ary -

2)‘{?"2 (5)

AVAT ga mutanosib bo‘lgan hadlar (5) ifodada ishtirok etmayotir,
demak, hajm V va temperatura T fluktuatsivalari bir-biriga bog'liq emas,
ya’'ni AVAT = 0.

(5) dan ko‘rinadiki, hajm va temperatura kvadratik fluktuatsiyalari
uchun quyidagilarga egamiz:

1%
(VY = —kT(gP) = kTy,V 6)
_......_..2_ kTZ
a7y = %
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1{3V
bunda Xr =—F(‘a}§“) = izotermik sigiluvchanlik. Termodinamik
r

tengsizliklardan C, >0 va y, >0 fluktuatsiyalarning (A7) va (AV Y
musbat ekanligi ma’lum.

6.5, AP?,(ASF va APAS fluktuatsiyalarni aniglang.

Yechish. Erkin o‘zgaruvchilar P va § bo‘lsin.

oV av
AV = AP+{— | AS
(aP] {aSJ M)
AT = (671} AP+(6TJ AS )
oP GAY
Termodinamikadan ma’lumki,
GAY ov 6T
= | =Gl 33 6)
orT J, as b 6P
(3) ni ¢’tiborga olib, (1) va (2) ni quyidaglcha yozamiz:
AV = [aV] M+(Q)AS 4)
oP oP )
AT = (aT) AP+ r —AS (5)
- \@P ) C,

(4) va (5) ni (28) ga quyib,

W(aP.A5)= CeXp[ 2;:2‘@9 (ap 2kC' } ©)

ekanligini aniglaymiz.

(6) dan bosim va entropiya fluktuatsiyalari bir-biriga bog'liq emasligi,
va'ni ATAP =¢ ckanligi ko‘rinadi. Entropiya va bosim kvadratik
fluktvatsiyalari uchun (6) dan quyidagilarga ega bo'lamiz:

(ST = kC, %
G P\ KT
(@apy = “H(av J ., ®)

: dax_ui[a_V]_ diabati <ic o
un: 5 v\ap ). adiabatik sigiluvchanlik.
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6.6. Ichki energiya kvadratik fluktuatsiyasi (AU)Z ni aniqlang.
Erkin o‘zgaruvchilar qilib, ¥ va T ni oling.

Yechish.
AU:(-QEJ AT-l-(?—qJ AV 9)
T ), ov ),
Buni kvadratga ko‘paytirib, so‘ng o‘rtachalaymiz.
U=y (OU )’
(AUY =] Z= | (ATY +| == | (aVY
(ar ),,( ) [aV r a0
(AT) va {AV) larning o'rniga ularning giymatlarini go‘ysak,
quyidagiga ega bo‘lamiz:

— v Yau Y oUY
AUY=CkT?* KT} o | == | = k7| TC, +V | — |
@uy-=c (aPIaVl [ " x’(avn

4-§. Zarralar soni fluktuatsiyasi

Sistemaning bir gismi hajmining fluktuatsiyasi uichun (6.4 - masalaga
garang).

e ov
VY = -k 2
(AV) =~k (a},l (29)

tenglik o‘rinlidir. Agar sistema gismi N ta zarralardan iborat bo‘lsa, (29)
ni M ga bo‘lsak, solishtirma hajm fluktuatsiyasi uchun quyidagi tenglik
hosil bo‘ladi:

5)--2(2) .
N} NU\eP), (30)

Bu fluktuatsiya sistema hajmi yoki zarralar soni o‘zgarmas deb
garalayotganiga bog‘liq emas. Shuning uchun, (30} asosida ma’lum
hajmdagi zarralar soni fluktuatsiyasini aniglashimiz mumkin.

Hagigatan ham,
vV 1 V
A(TN—}= VA[—A—I)znvAN (31)

Buni kvadraiga ko‘tarib, so‘ng o‘rtachalab quyidagini topamiz;

149

www.ziyouz.com kutubxonasi



V2 P — u_'__'?- 5
K;‘;(AN)’ =(A}\}?]
yoki (30) ni e’tiborga olib, quyidagi zarralar fluktuatsiyasi ifodasini yozamiz:

vy KIN' (v
ANP =21 20
( v? (ap l (32)

ov
Kritik holatda ( - J siqiluvchanlik cheksizlikka intiladi. Shuning uchun
T

or

(31) dan ko‘rinadiki, zarralar soni fluktuatsiyasi cheksizlikka intiladi.
Shu sababli, kritik holatdagi jaravoniar maxsus qaralishi lozim.

Masalalar.
8.7, Zarralar soni fluktuatsiyasi quyidagi

wir=a(3) ®

ko‘rinishga ega bo‘lishini isbot giling.
oV

Yechish. Hosila (6}’ ] ni o‘zgarmas N da yozamiz, ya’'ni
T

2
[‘?_V_] “'!'("Q"WJ =I.(.@.NJ
oP ), N\eP ), NP V),

Bu yerda o‘zgaruvchan parametr deb, V'ni emas, N ni olish mumkin
((36) formula munosabati bilan aytilgan izohni garang). U holda

(@KJ =~K[Q¥YJ
P )y N\aP ), @

termodinamik potensial
a0 = d(Np)= —SdT + VdP+pdN
yoki
Nau = ~8dT + VdP

N _(aP
a 2

(3) ni e’tiborga olib, (2) ni quyidagicha o‘zgartirib yozamiz:

dan quyidagini olamiz
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(i’i] =_K[Q’_ (?ﬁ] =__’i[?_f}’_
P, N\ \op), N e ), )

Endi (4) ni (32) ga qo‘yib, zacralar soni fluktuatsiyasi (1) ni hosit
gilamiz.

6.8. Klassik ideal zarratar uchun (N\})2 ni anigiang,

Yechish. Bizga ma’lumki,

Wz_gz_w_j(aV l W

Ideal gaz tenglamasi PV=nkT va umumiy matematik munosabat
Py, =1 ga asosan (1) dan klassik zarralar fluktuatsiyasi uchun

— N
ANY ==
(AN) " 2

ifodaga ega bo‘lamiz; bunda i — korrelyatsion parametr. Ideal gaz uchun
=1 ekanligidan izlanayotgan fluktuatsiva ifodasi

(aNY =N (3)
kelib chiqadi.

5-§. Kvant ideal zarralar soni fluktuatsiyasi

[deal kvant zarralar sistemasining muvozanat holati uchun Fermi-
Dirak tagsimot funksiyasi

- 1
n=fle)= 55 (32)
eV +1
Boze - Eynshteyn tagsimot funksiyasi

- 1
m=fle)=—mr— (3)

e -1
o‘rinli; bunda n; — &, energiyali § kvant holatdagi zarralarning o*rtacha soni.
Sistemadagi kvant zarralar soni », ning fluktuatsiyasini quyidagi

3n;
An Y = kT| —
" ( o l ©9
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formula (6.7-masala (1) {brr_nulaga garang) asosida aniglaymiz.

(32) va (33) lardan (?f_'-} ni topib, so‘ng (34) ga qo‘yib, Fermi-

gaz, uchun n

(an Y =n(1-%) (35)
(A_H,)T=Ef(1+;j) (36)
ifodalami olamiz.

Klassik ideal gaz uchun Bolsman tagsimotidan foydalansak, (34)
formula asosida

Boze-gaz uchun

(An,. )2 =m : (37
ekanligini topamiz (6.8 masalaning (3) formulasiga garang). Klassik ideal
gaz uchun olingan (37} natija (35) va (36) formuladan »: <<1 bo‘lgan
chegaraviy holda kelib chigadi.

Masala. 6.9. Eritmadagi konsentratsiya fluktuatsiyasini aniglang.
Ko‘rsatma: (34) formuladan foydalaning.
Yechish, (34) formulani yozamiz:

on
iAnl)z=kT(a£:?l 5}

bunda mva g, eritmadagi ¢ — xildagi modda zarralarining soni va kimyoviy
potensiali.

7
(1) ni zarralarning umumiy coni A2 ga bo‘lib, konsentratsiya C, = N
ning fluktuatsiyasi uchun quyidagi formulani olamiz:
GCy =L (?%_C;]zmkff
N\, ) Nz(?k}:-.l @
6”1’

6-§. Fluktuatsiyalar munosabatlari

Faraz qilaylik, sistema (yoki uning gismi) undagi fluktuatsiya jarayonlari
tufayli o‘zining muvozanatli holatidan nomuvozanatli holatiga o‘tgan bo‘lsin.
Sistema holatining bu o‘zgarishini “fluktuatsiyalovchi kuch” F (umumiy
holda tashqi kuch) ta’sirida sodir bo‘layapti deb tasavvur etish mumkin.
Bu kuch Fta’siri tufayli unga mos umumlashgan koordinata o zgarishining
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o‘rtacha givmatidan chetlanishini x bitan belgilaylik. Bu holda bajarilgan ish
Fx ga teng bo‘ladi. Nomuvozanatli holatdagi sistemaning gamiltoniani, avonki
H=H,-Fxbo'ladi; bunda H, muvozanatli holatdagi sistemaning gamiltoniani.
Lokal muvozanat haqidagi farazga asoslanib, kanonik tagsimot funksiyasini

()= %CXp[— B(H,-Fx ) | (38)

ko'rinishda yozamiz.

Bu yerda maxsus shuni ta’kidlaymizki, idea! sistema garalayotganda
{klassik yoki kvant hol bo‘lishidan qat’i nazar) dinamik parametr x bitta
zarraga tegishli bo‘lishi mumkin.

Sistemadagi x ning o‘rtacha giymati umumiy usul bilan quyidagicha

ropindt - _ 1. g)expl-B(H,~ Fx )lipdg
Jexpl-B(H - Fx )pdg (39)

bunda pva ¢-zarralaring umumlashgan impulslari va koordinatalari, § = %
(39) dan quyidagi hosilani olamiz:
( & l _BJx exd-pU,~ Frllipdg [ [xexdl-B(H,~ Fx)hpdg) _
oF Jex;{— B(H,- Fx)}ipdq ]ex;{— B(H,- Fx)}fpdq
=p{x" - (2 )= plary

Shunday qilib, x parametrning fluktuatsiyasi uchun

(axy 9( 0 J 0=1 (40)

oF B
ifodaga ega bo‘lamiz.
Xuddi shuningdek, fluktuatsiyalovehi kuchlarning fluktuatsiyasi (AF)Z uchun

(aFy = (Bx ] @1)

ifodani olamiz. (40) va (41) qo‘shaloqg parametrlarning (jumladan statistik
Kattaliklarning) fluktuatsiyalarini aniglash metodlaridir.

(40) va (41) larni bir-biriga ko'paytirib va (g-;- %—E-) =1 deb hisoblab
x
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(GFy(ETF =0 “
munosabatni olamiz. {42) mi birinchi fluktuatsiya munosabati deb ataymiz.
Fluktuatsiva uchun F=o P ekanligini nazarda tutib (buni keyin asos-

laymiz), (42) ni
TN Y 4]
[(Ax)’(AP,TF =— 43)
© .
ko‘rinishda yozamiz. (43) ni ikkinchi fluktuatsiva munosabati deb ataymiz.
7-§. Parametriaming korrelatsiyasi

Fluktuatsiyalar simmetrik bo‘lgani uchun, ya’ni ularning haqiqiy
giymatlari o°rtacha qiyvmatdan ikki tomenga bir xil chetlanganliklari uchun
fluktuatsivalarning o‘rtachasi Ax har doim nolga teng bo‘ladi, ya’ni

Ax={x-%)=%-%=0
Sistema_parametriari x va y ning fluktuatsiyalari ko‘paytmasining
o‘rtachasi AxAy ni ko‘raylik.

AxAy=(x-Xky~p)=xy-—xy (44)
x parametming giymatlari y parametrning qiymatlariga bog'liq
bo’lmasa, ya’ni ulaming giymailari ehtimollari bir-biriga bog'lig bo‘Imasa,
x va y ni alohida-alohida o‘rtachalash mumkin. Bu holda xy = xy va demak
AxAy 0 bo‘ladi. Agar x va y parametrlar qivmatlarining bir-biriga ta’siri
bo'lsa, ya’ni ularning ehtimollari bir-biriga boglig bo‘lsa, tabiiyki, x va y
larni alohida-alohida o'rtachalab bo‘lmaydi va demak xy = xy bo‘ladi. Bu
holda AxAJ, % 0 bo‘ladi va parametrlar x va y orasida korrelatsiya mavjud
bo‘ladi, Korrelatsiyaning o‘Ichovi sifatida
AXAy=Xxy—Xxy (45)
ifoda qabul qilinadi. Agar x=y bo‘lsa, (45) fluktuatsiyani ifodalaydi.
Umumlashgan F, va F, kuchlarga mos, sistemani Xaraktetlovchi pa-
rametrlar x, va x, bo'lsin. Temperatura 7'bo’lgan termostat bilan sisterna kon-
taktda turibdi deb x, va x, parametrlarming korrelatsiyasi Ax Ax, ni aniglaylik.
Sistemaga F, va F, kuchlar ta’sir etayotgan bo‘lsa, uning gamiltoniani H
H=H, - Fx - Fx,

ko‘rinishga ega buladi.
Bunda x, va x, umumlashgan koordinatalar ¢ va umumiashgan impulsiar
p ning funksiyalaridir.
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Bir o‘zgaruvchi parametr bo‘lganda (f&x?) ni aniglaganimiz kabi,
kanonik tagsimot
f(H) =Z" CX]I{HD - F;x] - szz]
asosida quyidagitarni ham osonlikcha aniglashimiz mumkin;

— o

AxAx, = 9(551, (46)
8%,

AxAx, = 9(5}—,"1, (47)

(46) va (47) ning chap tomonlari tengligidan

o ) (e,
5] -(5]

ekanligi kelib chigadi. Bu (48) munosabat x, ning o‘zgarishi x, ga ta’siri
qanday bo‘lsa, x, ning o‘zgarishi x, ga shundayligini ko‘rsatadi (Onzager
prinsipi: F, ning x, ga ta’siri F, ning x, gata’siriga teng).

Masalalar,

6.10. (40) asosida sisterna hajmi ¥ ning o‘rtacha kvadratik fluktuatsiyasini
aniglang.

Yechish. Hajmga mos umumlashgan kuch — manfiy ishorali bosimdir.
Binobarin, aniglanishi lozim bo‘lgan fluktuatsiya uchun (40) asosida x ni
V bilan va Fni (- P) bilan almmashtirib,

n (O
(AV) =_9(6§J =0¥7, (1)

r

oP
6,11, O‘zgarmas hajmli sistema Ttemperaturali termostat bilan kontaktda
bo‘lsin va zarralar manbai bilan zarralar almashib turishi mumkin bo'lsin.
Bu hodda sistema holati katta kanonik tagsimot

f = exp[— B(E‘r - ].mr)]
P> expl-B(E, - un )l (1)

bilan ifodalanadi. Bunda u — zarraning kimyoviy potensiali, # va E_ esa r
holatdagi zarralar soni va energiyasidir.

1{oV
ifodaga ega bo‘lamiz; bunda Xr = — *‘; ( ] — izotermik sigiluvchanlik.
T
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Ma’lumki, makroskopik sistema uchun o‘rta givmatlar » va £ ni odatda
termodinamik muvozanatdagi giymatlar bilan almashtiriladi, mikroskopik
sistemaiarga doir masala qaralganda esa n va £ paramctrlar 7 va E bilan
almashtiriladi__Shularni_nazarda tutib, zarralar soni va energiya
ﬂuktuatl_m:tn An)’ va (A E) nihamda AFAp korrelatsiyalamni anigtang.

ﬂflgn ni aniglang.
Yechish. (39) bilan bu masaladagi (1) ni solishtirsak, ko‘ramizki,

zarralar soniga mos umumlashgan kuch — bu kimyoviy potensialdir.
Shuning uchun, (40) ga asosan, zarralar soni fluktuatsivasini yozamiz:

F on
An) =0 —
(o) [du l @
b) AEAn hi aniglang.

Yechish. Euchun yozilgan

_ 2 E exf-B(E, ~pn)]
Y cexg- B(E, ~ un,)] @)

ifodadan p bo‘yicha hosila olamiz (hosiladagi £ ni E bilan almashtiramiz):

(g] _ g ZonE expl- BE, —pn)]
G TRy Z Scxp[— B(ES - uns)]

Z E expl-B(E, - p.n)]z . exp|- BE, - P")] (n—Fﬁ)=
{3 sexpl-BE, —un, )

= B{E = E)n - 7)) = BAEAn

AEAn G[aE] 4
2
Izoh. Agar (4) ifodada E ni » bilan almashtirilsa, bizga ma’tum zarralar
soni (An) fluktuatsiyasi olinadi.

Bundan:

¢) (AEY ni aniglang.
Yechish, Bu masalani yechish uchun (3) ifodani $ bo'yicha differen-
siallaymiz:
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> exdl- B, - pn, )]
Z E, cxp[— (E —pn, )]Z E, —png )exp[ B(E, — pn, )]
{3 sexdl- B(E, - pn, )} ®
= —E(E - pn) + E(E —pn) = J(E* - E*)- (En - En)|=

\(aEY - w2Ean]
(4) va (5) ifodadan quyidagini olamiz:

] o

v oE
Izoh. Berk sistema uchun (AE)2 =0’ - “Ossillyatorlar to‘piami”

(2) - - T o ole )

modeliga asosan E = @ . Demak, (AEY = ¢*. Klassik holda § = ;T bu
holda tagsimot funksiya kanonik tagsimotdan iborat bo‘ladi. Kvant holda

hw hw
0= T“hﬁ va bu holda tagsimot funksiya f (E) = |w|2 , bunda vy —
ossillyatorning to‘lgin funksiyasidir.

8-8. Ideal gaz zarralari taqsimoti

Faraz gilaylik, berilgan ixtiyoriy ¥ hajmda ixtivoriy N sondagi zarralar
bo‘lsin. Shu zarralar soni ehtimollari tagsimotini topaylik. Ideal gazning
umumiy hajmi ¥, zarralarining umumiy soni N, bo‘lsin.

Agar bir jinsli gaz muvozanat holatda bo‘lsa, biror ixtiyoriy zarraning

' Vv
¥ hajmda bo‘lish ehtimoli [“TJ ga teng bo‘ladi. Bir vaqtda Nta zarraning

0

N
V da bo‘lish ehtimoli esa (“‘"] ga teng. Xuddi shuningdek, biror ixtiyoriy

Vo

V,-V
zarraning ¥ hajmda bo‘lmaslik ehtimoli Vv, ga teng, N,-N zarralarning
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V,-V
v

/]

Ny N
¥V hajmda bo‘imaslik ehtimoli esa ( ] ga teng bo‘ladi. Shuning

uchun V hajmda ixtivoriy N ta zarralarning bo‘lish ehtimoli W(N)
quyidagicha aniqlanadi:

-0 -Gl

Vv N

Sistema bir jinsli bo‘lganda 1 = 7~ bo'ladi, chunki gy = §, iV, = N,.
0

{}

Bularni e’tiborga olib, quyidagini yozamiz:

o-Ef-2]

N, VyvaV laruchun N, — =, V, 5 w0 va V < « qabul qilib, W(N)
uchun quyidagini olamiz:

W(N) = constN"&" 49)
Normallash sharti

S W) =1

N=0
dan
1
const = —-
N!
ni topamiz. Shunday qilib,
N’N EN
w(N) = o (50)

Bu W(N) ideal zarralar tagsimoti uchun olingan Puasson tagsimotidir.
Ma’'lum N uchun, leknn uzluksiz o‘zgaruvchi parametr N uchun
chtimollar tagsimoti (50} ni yozish mumkin:

dW(N)=w{N)dN =C N"e"dN
yoki
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aw(x)=wx)dx=C,x"e"dx (51)
Normalash shartidan

C, fx"&*dx = C,T(N + 1)= 1
0
C\, ni topamiz,
1
Ty ©2)
bunda I'(N+1) gamma-funksiya. N butun son bo‘iganda G(N+1)=N
bo'ladi; demak,

Cy

1 NYe"dN

dW(N) = W) ,

- 1
bunda W )= mﬁ "e" — gamma-tagsimotdir.

Masalalar,
6.12. }_\F ni aniglang.
Yechish.

e 2 (N)=e” NW N - N2
Ni= 2 NI (N)= Z(N T Emoy VY o

Shunday qilib, ideal gaz zarralari soni kvadratik fluktuatsiyasi uchun
quyidagini olamiz;
(ANY = N (2)
6.13. Muvozanatli berk sisterna energiyasi giymatlari tagsimotini anig-
lang va

}‘B\,(E)’IE = &V) ‘e )

ekanligini isbot giling. Bunda v — erkinlik darajalari soni, ['(v} -~ gamma-
funksiya, =0 erkinlik darajasnga to'g‘ri kelgan o’rtacha energiya.
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Yechish. » va v erkinlik darajalariga ega bo‘lgan sistemalarning ener-
giyalari £, F qiymatlari tekis tagsimlangan va n > v, v < % bo'lsin.

Ma’lum bir erkinlik darajasiga mos keluvchi energiya giymatining (0, E)
intervalda bo‘lish ehtimoli, ehtimollar tagsimotining teng tagsimlanish
hagidagij farazimizga asosan, interval uzunligi £ ga proporsicnal bo‘ladi,
ma’lum v ta erkinlik darajalariga mos keluvchi energiya qiymatining
intervalda (0,E) bo‘lish ehtimoli P(E ) esa ehtimollar ko‘paytmasi £* ga
proporsional, ya’ni

P(E)~ E )

Agar F uzluksiz o‘zgarsa, ma’lum erkinlik darajalariga mos energiya
qiymatlarining E, E, + dE, intervalda bo‘lish ehtimoli dP(E) uchun
(2) ifodaga asosan, quyidagini yozamiz:

dP(E) - E"'dE
(bunda va bundan keyin indeks v ni tushirib qoldiramiz).

Xuddi yugoridagidek, ma’lum erkinlik darajasiga mos kelgan energiva
giymatining (0, £} da bo‘lmaslik ehtimoli (£ -£) ga proporsional, ma’lum
n-v ta erkinlik darajalariga mos kelgan energiya givmati (0, E) ga bo‘lmaslik
ehtimoli esa (E -E)™ ga proporsionaldir.

Ixtiyoriy v ta erkinlik darajali sistema energiyasining E, E+dF intervalda
bo‘lish ehtimolligi dW{E) yugoridagi ehtimollar ko*paytmasadan iborat,
ya'ni

aw(E)~(EY(E,-E) " dE (3)

Endi hisoblaymiz:

R —» 0, ljm(i)= 0 @)
n

Bu farazimiz, ma’lum ma’noda Gibbs ansambliga ekvivalent, 8 esa
bir erkinlik darajasiga to‘g’ri kelgan o‘rtacha energiva, ya'ni v erkinlik
darajasiga ega bo‘lgan sistemaning ichki energiyvasi I/=v8 bo‘ladi. (4) ni
nazarda tutib, (3) tfodani o‘zgartirib yozamiz:

=30

" L]

: n=v pv=-l E 1 E ¥ VO RV vl _§
dW(E)~limE"™E == -5 dE=n""0""E"'¢ °dE
yoki

E
dW(E)= Cn*@"*E"'¢ * dE, )
bunda
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ekani hisobga olindi.
Normalash shartidan C ni topamiz;

(W (E)=Cno™ [Ee " dE=1
1] 4

Bunda

oy _E ]
JE™" —e®dE=0" |x"'e"dE=8T(v)
] ]
ni bilgan holda C ni aniglaymiz:
C=1/n""0'T(v)
Shunday qilib, (5) ehtimollik uchun:

W (EY= (BN = B e e ©

Bundan isbot qilinishi lozim bo‘lgan ehtimollik zichligi (1) ni, 8 = é

ekanligini nazarda tutib, olamiz.
6.14. Avvalgi 6.13-masalaning (6) ifodasidan quyidaga Puasson
tagsimotini oling:

Wiv)=
)= F(v T 1) L
Yechish, Bu masalada energiva ¢ ma’lum, lekin erkinlik darajalari soni
v o‘zgaradi:
v=0,12,...
Bu holda erkinlik darajalari sonining bir birlikka o‘zgarishi, energiya E
ning & ga o‘zgarishiga olib keladi, ya’'ni
AE=0; BAE=1 2
(2) ni e’tiborga olib, gamma-tagsimot ifodasini

-1 v, 6
dw(E)= T E'e *dE
quyidagicha yozamiz:
11 — Ne 276 161
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W)= B orepan)= B7) s

(SO RE T

v ni aniglaymiz;

v=‘ivWM(v) Zvﬁ—%i(;[i(-‘%)-” BEZ(BFL()} *=BE

v=|

Demak, V=pBE. Bu yerda

gW(v)=

ekani nazarda tutildi. Shunday qilib, (3) ifoda Puasson tagsimoti (1)
bilan bir xil.
6.15. Quyidagi ehtimollik ifodasi

_E

e *dE
0’ F( ) (1)
dan (6.13-masaladagi {(6) formulaga garang) berk sistema (ya’ni berilgan
ma’lum son) uchun tagsimot funksiyasini aniglang.

Yechish. v o‘Ichovii fazodagi radiuslari F vaE+4E bo'lgan gipersferalar
orasidagi elementar hajm oI, ma’lumki, £'dE ga proporsional, ya’ni

aw(E)=

dl, ~E"'dE
Gipersharning hajmi I', esa
I =4F Q)
bo‘ladi yoki bundan
&', =vAE"'dE, 3)

bunda 4 — har bir konkret hol uchun alohida aniglanadi.

Umuman, dI'; bo'yicha integrallash o‘rniga elementar giperkublar
(katakchalar, “holatlar™) hajmlari 4T =4l (p,q), bo‘yicha hisoblash mumkin.
Bu holda

dl, = gdl(p,q), “4)

bundadl giperkub hajmi, £ energivali holatlar soni g gateng deb olindi.
(3) va (4) larni nazarga olib, (1) ifodani gayta yozamiz:
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E
e

gh' &
E a
aw(E)= AF( +1)dr "Al"(v+1)e "
yoki
dW(E)= f(E)dn, (5)
bunda
L
fE)=2Z"¢"> (6)
AT -
oA +1) 0
dr . .
dn= o‘lchamsiz son, # — Plank doimiysi.

E
(6) ifoda aniglanishi zarur bo‘lgan tagsimot funksiyasidir; Z — shu
sistemaning statistik integrali (yig‘indisi).
Izoh: Puasson tagsimoti, gamma-funksiva hamda berk sistema uchun
tagsimot funksivasi

-E
AE)=ze" ®
orasida shunday bog‘lanish borki, ular ma’lum shartlar bajarilganda bir-
birlariga o‘tishlari mumkin.

9.-§. Chiziqli garmonik ossillyator koordinatasi va impulsi
giymatlari fluktuatsiyalarining taqsimoti

Sistema holatini xarakterlovchi har ganday fizik kattalikning
fluktuatsiyalari tagsimoti shu sistema holatlari tagsimoti funksiyasi orqali
aniqlanadi, ya’ni holatlar tagsimoti funksiyasi {(ehtimollar zichligi)
fluktuatsiya nazariyasi uchun asos bo‘ladi.

Berk sistema (v = const) uchun

flE)=2'¢™ 0=p"=

v
v (53)

Ossiltyator uchun
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E=—2+-1— L =
o k= mo (54)
o . ho
EB=U="2 .70
(E) 2 ot 3)

ifodalar ma’lum.
Ossillyatorlar ansambli uchun (53) ni go‘llaymiz. (54) va (55) larni
(53) ga go‘yamiz:

6= flsp)=Coonl- o e, - oL |

yoki bundan

fE)=c, exp[— E(—%_j’"} (56)
fR)=C, exp{- 2@%] (57)
bunda
(& = (9ol = e ;,3, = ,i? (58)
@) =@ @) = Z2ah i =mE)  59)

C, va C, larni normalash shartlari uchun yozilgan

If(x}dr L If (p.)p, =1

ifodatardan amqlaynuz

[ Zn o] [0

mo  2kT o’

c; [nmhwcth——»] =[2nm(E) (60)

(56) va (57) ifodalar x va p,_fluktuatsiyalari tagsimoti funksiyalaridir. Bu
tagsimot funksivalar Gauss tagsimotidir. Bu yerda eslatamiz: x¥bu ¥ = 0
dagi (x - x)', ya'ni
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A={x-3f, =0
Endi (56) va (5?) funksiyalarning xususiy (chegaraviy) hollarini. ko‘raylik.

1. Klassik hol: B> << 1, p =

kT
Bu holda
BFw) 2kT
- -—, E)=~ kT
o () 61)
2. Kvant hol: Bho >> 1
Bu holda
cthB ~1, (E) = h;’ (62).
537 va (59) larga asosan ideal zarra!ar impulsi giymatlari tagsimoti uchun
1 P’
f A = = exp -
Bundan klassik hol uchun Maksvell tagsimotini olamiz:
! ]
= xp| — :
f”(p) N2mmkT ‘ p_ 2ka:| 64)
Kvant hol uchun (62) ni hisobga olib, (63) dan
p.
- expl —
fdp.)= Jmhm p m;,o)] (65)

ni topamiz. Bilamizki, £ (p, )= ]W(P.,) bunda y(p, ) — ossillyator asosiy

holatining to‘lqin funksiyasidir.
Koordinata qiymatlari tagsimot funksiyasi (56) klassik holda

!
mo® ¥ mo’x’
exp} — 66
flx) = [2 kTT p[ m] (66)
Bolsman tagsimoti funksiyasidan iborat bo'ladi, kvant holda esa,
mwT mw*x’
x)=|— exp/ - 7
fio*) (“h/ p[ - ] (67)

bo‘ladi. Bilamizki, f (x)= Ilp(x]: bunda y(x) — ossillyator asosiy
holatining to‘lqin funksiyasidir.
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Masala, 6.16. Nornal koordinata va normal impuls giymatlari tagsimoti
funksiyalari aniglansin.
Yechish. Ossillyator energiyasini quyidagicha yozamiz:

p. kX' 1., 12

E= 4+ Y- =—{p.+0
2m 2 2 (p‘, ,,q,,)

Bunda normal koordinata g, va normal impuis p_ quyidagi ko*rinishda anig-

lanadi:

q, =mix,p, = B

ml

quyidagi f(qu )dqﬂ = (x)dx f(pa )dpu flp. }dp tengliklardan izlana-
yotgan tagsimot funksiyalari (chtimoliik zichliklari) quyidagicha aniglanadi:

a)= m 1) 1o )=m? 1(p.)

10-§. Elektromagnit maydon fluktuatsiyasining spektral zichligi va
Plank formulasi

Ma’lumki, elektromagnit maydon energiyasi zichligi

tHo) = — E*(0) (68)
bo‘ladi. A
Tagsimot funksiyasi
Ele)
flo)= —é-e “ (69)

ni muvozanatli nurlanish uchun tatbiq etamiz.
(63) ni (69) ga qo‘yib,

1 E' (o)
= —expl - ——~
€)=~ P[ 7 2nle) (70)
ni topamiz.
Bundan elektromagnit maydon fluktuatsiyasining spektral zichligini

topamiz;

(E*(0)) = 2n(g(o)) (71
Bir ossillyator uchun, fluktuatsion-dissipatsion teorema(FDT) ga(l3-
§ ga qarang) asosan, fluktuatsiya spektral zichtligi quyidagicha aniqlanadi:
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(@) (). (72)
bunda <8((0)) ossillyator energiyasining o‘rtacha giymati
_ho B0 o 1
(elm)) = 5 cth 5 = T (73)

a"((n gabul giluvchanlik koeffitsiyentining mavhum gismi.
Birtik chastota intervalidagi holatlar (ossillyator) soni g(m) quyidagicha

bo‘ladi: )
o
g([D) - an%

Demak, fluktuatsiya <E2(c0)> uchun (72) va (74) larga asosan,

(E()) = a"(0)loXe(o)) (75)
(E*(0)) = o’(0)p(0) (76)

munosabatga cga bo‘lamiz. Bunda p(co) = g(w)(a) — nurlanish energiyasi

spektral zichligining ifodasi.
Vakuum uchun sindirish ko*rsatkichi #=1 va " = 1. By holda (71) va

(76) dan

(E* (o)) = plo) = 2n(t(0)) a7
tenglamalar o‘rinli; bunda nurlanish energiyasi zichligi p(w) elekgromagnit
maydon fluktuatsiyasi spektral zichligiga teng. Bu esa p(w) ning yoki Plank
formulasining vangi (boshgacha) interpretatsiyasidir.

74

yoki

EZ
Elektromagnit maydon energiyasi zichligining o‘rtacha qiymati < e )>
murlanish energiyasi zichligi p(w) ning 27 ga bo‘linganiga teng.
11-§. Fluktuatsiya va noaniglik munosabati

Ossillyator koordinatasi va impulsi givmatlarining flukwatsiyatari bizga
ma’lum:

(AF - Bhw
(.ﬁ.x)2 = - cth > (78)
(8p,) = '";’"’ cth B’;"’ 9

Bu ikki (Ax)' va (ap.Y ifodadan fluktuatsiyalar ko‘paytmasi uchun
quyidagi qiymatni olamiz:
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L

=TT h bl
vy SR
[ yop. )| =Zeth——
(80} ifodaning fluktuatsivalar uchun universal xarakterga ega ekanligini
ko‘rsataylik.

(80)

6.2-rasm.

Fluktuatsiyalar o‘rtacha giymatga nisbatan simmetrik bo‘lgani uchun
(6.2-rasm) bu fluktuatsiyalami mos ravishda bir-biriga “ulasak™ (“tiksak™),
bu “ulangan” ossillyatorlar to*plamini hosil giladi; “yarim ossillyatorlar”
ning statistik ansambli — fluktuatsiyalar to‘plamidan iborat. Shunday qilib,
fluktuatsiyalarni garash ossillyatorlar ansamblini qarashga olib keladi.
Fluktuatsivalarni bunday usul bilan gqarashni “ossillyatorlar to‘plami”
modeli deb atashimiz mumkin. Demak,

2 2
2 hE _ pe) k= mo?
2m 2
ifodada xva p_fluktuatsiyalanuvchi umumnlashgan koordinata, umumlashgan
impulsdir. Umumiy holda ularning fluktuatsiyalari (78) va (79) ifodalar
bilan, ularning ko‘paytmasi esa (80) ifoda bilan aniglanadi. Demak, birinchi
va ikkinchi fluktuatsiya munosabatlari (42) va (43) dagi &6 — bu
ossillyatorning o‘rtacha energisi

0= (E)= 22 oo 12

2 2kT

dan iboratdir. Shunday qilib, ikkinchi fluktuatsiya munosabati (80)
universal xarakterga ega bo‘lib, klassik va kvant hollarda, ya’'ni ixtiyoriy
temperaturada o‘rinlidir,
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Ao
Temperatura (0, oo) intervalda o‘zgarganda cth(ﬁ) (1, oo) intervalda

o‘zgarishini e’tiborga olib (6.3-rasm}, (80) ni

=)t » . (81)

ko‘rinishda yozishimiz mumkin.

cth x §

6.3-rasm.

Bu (81) Geyzenberg noaniglik munosabatidir.
(80) dan ko‘rinadiki, fluktuatsiva munosabati temperaturaga bog‘liq

gism cﬂ{%) va temperaturaga bog‘liq bo‘lmagan qism (buni vakuum

holat uchun o'rinli bo‘lgan gismi deyiladi} 5 ko‘paytmataridan iborat.

Kiassik hol $710 << 1 bo‘lganda (80) dan

[Ax)zm]% = %T (82)

tenglikni, kvant hol BAw >> bo‘lganda, ya'ni fizik vakuum uchun (7=0
bo‘lganda)

&y &Tf - : (83)

munosabatni olamiz.
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12-§. Korrelatsiya parametri va fazoviy korrelatsiya
orasidagi bog‘lanish

Bir jinsli izotrop sistemada (suynglik yoki gazda) molekulalar teng
chtimollik bilan joylashadi. Lekin zarralar bir-biri bilan o'zaro ta'sirda
bo‘lganligi sababli, ular orasida korrelatsiya mavjuddir. Masalan, agar
ikki zarrani bir vaqida qarasak, birining joylashishiga ikkinchisining
joylashishi ta’sir etadi, ya’ni ular orasida korrelatsiya mavjud.

V., makroskopik hajmdagi zarralar soni N, bo‘lsin; m(F ) funksiyani
quyidagicha aniqlaylik:

) L. agar ¥ hagim V, ichida bo'lsa,
mir )= .
0, agar r hajm V, tashgarisida bo‘lsa.

Funksiya m(7) yordamida N, ni

N, =3 mF)

el
ko'rinishda yozish mumkin; N - sistema zamralarining soni; Nta zarralarning
tagsimot funksiyasini (ehtimollar zichligi) 7,(F,7,,...,7, ) bilan belgilay-
lik. Bu holda o‘rtacha qiymat (N} ni aniglaymiz:

)
(NY=S o [TV T W

= N oo (7 Y - F(RoRe. M. dF, =

= (w7 )E(F JdF = nV, (84)

Bu yerda bir jinsli sisterna (gaz yoki suyuqlik) uchun birzarraviy
tagsimot funksiyasi quyidagicha aniglanadi:

F(F)=N |- §FE. 7.5, ) dr,, ... dF, (85)
N 5> o0 bo'lganda E(F): n kabi anigianadi, » — zarralar zichligi.
Demak, bulardan

(N,)=nV, (86)
ni yozish mumkin.
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(N ; ) ni aniglaylik:

(V)= (EE o)) - [ Sl EE o))

Ry

Bunda (7, )m(r) {7} ekanligi hisobga olinadi. Ma’lumki,

< m(r > nv, . (88)
(87) dagi hadni yozamiz:

SIS [ [l o, =

=N(N-l)j-—-jm PV Y R, - F(7 R ... F MG, .. dF, =
= [ [mF 7 E G o7 v, = o [ [olF, 7 )rdr, . (89)

Bunda ikki zarraviy tagsimot funksiyasi quyidagicha aniglanadi:

FF.7)= NN - )] [FG.F,,...,7, rdF, ...d7, = n’g(F.F.). (90)
Korrelyatsion funksiya g{r‘,,rz) birinchi zarra d7, hajm elementda
bo‘lganda, ikkinchi zarraning JF, hajm elementida bo’lish ehtimolini
ko‘rsatadi (yoki aksincha, ikkinchi zarra dr, da bo‘lganda birinchi zarraning
d?, da bo‘lish ehtimolini aniglaydi).
Endi (87}, (88) va (89) lami hisobga olib, zarralar souni {luktuatsiyasini
aniglaymiz:
2
(M=) _ (%)) _ v, . [[¢G 7 )ardr, - (N,) =
- - 1172 P72 al -
(N.) (N (M) (N

=1+ o= [fls6r.7) - 1,

yoki

% IJI RAR ©1)

Suyugqlik va gazsimon (1zotrop) smtemalar uchun korrelyatsion funksiya
gl7,7) ikki zarra orasidagi masofa r = Ii’z - ﬁ] gagina bog‘lig bo‘ladi.
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Shuning uchun 7. rvar ¥, bo'yicha integralni 7 I va ¥ = r 0 ‘zgarnuvchilar
bo‘yicha mtegrallash bilan almashtirib, Yakoblanmng blrga teng ekanligini
hisobga olsak, (91) tenglama quyidagicha yoziladi:

{an,y)

(NA> =1+ nj[g(r - I]dr (92)

Ba’zan korrelyatsion funksiya quyidagicha aniglanadi: c(? ) g(? ) -1
Endi zarralar soni fluktuatsiyasi <AN)> bilan hajm fluktuatsiyasi
<(AV)> orasidagi munosabatini aniglaylik. Buning uchun avval N ni

v
doimiy deb hisoblab yozamiz: AV = Nﬁ(“ﬁ}; so‘ng bunda V ni doimiy
deb, N ni o‘zgaruvchi deb hisoblab

AV = NVA(l)= -—lAN
N N
tenglikni vozamiz. Bu tenglikni kvadratga ko'tarib, so‘ng o‘rtachatab,
izlanayotgan
((av ¥ )=r{(ar)) (93)
munosabatni olamiz.
Umumiy metodimiz asosida hajim fluktuatsiyasi

(ary) =~9(6a+;l, 0=Y

1%
ifoda bilan aniglanadi. tkkinchi tomondan

55 )
av dp _c-c, P\aT ), B
LA el W*a
vier ),
holat tenglamasi bizga ma’lum ( I qism IV bobga garang). Bu tenglama
v
dP ~ Pun,

ko‘rinishga yoki izotermik protsess uchun (c —>wo,n = l)
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av Vv
(%) - w o9
ko'rinishga keladi. Izotermik sigiluvchanlik ¥, = — -L (3—1‘;] kiritsak,
oxirgi tenglikdan quyidagi sodda, lekin muhim Y !

prT =1 935
munosabatni olamiz.
(95) ni nazarda tutib, hajm fluktuatsiyasi uchun
v
(av)) = — 96
< ) Pu (96)
ifodani olamiz. Zarralar fluktuatsivasi uchun, (96} ni nazarda tutib,
0 1
AN =NE 2
(any) =N " ©7)

ifodani olamiz.
Ideal gaz uchun 6=kT va u=l ekanligidan (97) ifodadan ma’lum
((ANY) = N tenglik kelib chigadi. Umumiy holda, P=no ckanligini

nazarda tutsak, real gaz zarralarining soni fluktuatsiyasi ideal holdagi
farglanishini ko‘ramiz:
2
((any)

N = ;1- . (98)

(92} va (98) larning o‘ng tomeonlarini tenglashtirib, korrelatsiya
parametri p bilan korrelyatsion funksiyasi g(F) orasidagi bog‘lanishni
ifodalovchi yangi umumiy tenglamani olamiz:

u =1+ n[[g(F)- 1. 99)
Bu tenglamani (95) dan foydalanib

Py, =1+ n|lg(F)- 1l7 (100)

ko‘rinishda yozamiz. Bu tenglamada, agar bosim P uchun ideal gaz holdagi
ifoda P =nkT qabul qilinsa, tenglama (100) taqribiy
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nkTy, =1+ n [[¢(F) - 1]a7 (101)
ko‘rinishni oladi. (101) tenglama Ornshteyn—Sernike tenglamasidir.
Demak, bizning umumiy va aniq tenglamamiz (99) yoki (100) dan
tagribiy holda Orushteyn—Sernike tenglamasi (101) kelib chigadi.

[zotrop sistema uchun korrelyatsion funksiya masofaga bog'lig bo‘lib,
yo‘nalishga bog‘lig emas, ya’ni g(r"’) = g{r)

1zoh.

1. Ideal gaz uchun p=1, demak, g(r)=1 bo‘ladi, va'ni kutilganidek,
zarralar orasida korrelatsiya yo‘q.

2. Anig munosabat (95) dagi ko‘paytma P, ning birdan farqliligi
korrelatsiva parametri ¢ ni va u orqali korrelyatsion funksiyasi g() ni
aniqlashga imkon beradi.

3. a va B termik koeflitsiventlardan § = g ni va demak, korrelatsiyvani

aniglash mumkin.
4, Real izoterma va real adiabataning taqribiy tenglamalari PV* = const
va PV* = const asosida u va demak, g(r} hagida ma’lumot olish mumkin.

13-§. Fluktuatsiyalarning vaqt bo‘yicha korrelyatsiyasi

Muvozanatli sistemannng biror parametri x ni ko‘raylik. Bu parametr
vaqt o‘tishi bilan o‘zining o‘rtacha giymati atrofida fluktuatsiyalanadi.
Qujaylik uchun o‘rtacha qiymat <x> ni nolga teng deylik: unda o‘rtacha
giymat bilan X ning haqiqiy giyvmati orasidagi farq x¢z} dan iborat bo‘ladi.

Hap xil vaqtlardagi x(¥} ning qivmatilari orasida ma’lum korrelatsiva
bo‘ladi, ya’ni x(¥) ning ma’lum (biror) vaqt 7 dagi qiymati boshqa vagt
t +1 da gabul gilishi mumkin bo‘lgan qiymatlari ehtimollariga ta’sir
ko‘rsatadi. Bunda vaqt korrelyatsion funksiya yoki avtokorrelatsiya o(t)
kattalik x¢f)x{r+t) ning o‘rtacha giymati bilan aniglanadi, va’ni
@(t) = {x{t)x(t + ). Bu yerda rva t+rvaqtlarda x kattalikning gabul gilishi
mumkin bo‘lgan barcha giymatlari bo‘yicha o‘rtachalanadi. Bunday statistik
o'rtachalanish vaqt bo‘yicha o‘rtachalashga ekvivalentdir, ya’ni

o) = (s(0elr + ) = lim £ [+l + Dl o

x(¢) parametrni Furye integrali ko‘rinishida ifodalaylik:
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)
x(t)z—i;_jxme do (103)

Furye — komponenta x quyidagicha aniglanadi:
= fx(e)e™ar. (104)

Furye integral (104) ni korrelyatsion funksiya (p(t'—t) = (x(f)x(t'))
ga qo'yib,
21{) _;[-ix xe’.e—i(mum'r')dwdmr (105)

ifodani hosil qilamiz. (105) da o‘ng tomondagi integral faqat ¢'—¢ ning
funksiyasi bo‘lishi uchun integral ishorasi ostidagi ifodada delta funksiya
bo‘lishi shart. Shuning uchun, ta’rif bo‘yicha, qabul gilamiz:

x,. = 2nx:8(0 + o) (106)
(106) ni (105) ga qo'yib,

—t) = — 2 -ilorre'r) - 2 _—ialr-r)
o(r'-1) = j _{x (e + o')dodo' 5 fx do

- ol

olr-1)

yoki

o(1)= —-; jx e doo (107)

-

munosabatni olamiz. Bunda ¢{t) = ¢(r'~r —d)a ning §(o + ') delta-
funksiyaning xossasiga asosan, fagat, ¢ = —@' dagina noldan farqli bo‘lishi
hisobga olindi.

Xususiy hol 7 = (0 da (107) dan

]. o
= — {x’do
o(0) o l x, (108)

Tkkinchi tomondan, ¢{0) = (x(r)x(t)} = (xz(t)) parametrning

kvadratik fluktuatsiyasining o‘rtachasidir. Shunday qilib,
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()= 51{{ jI}fdm (109)

Diskret hol uchun bu ifoda quyidagicha yoziladi:

JR— 1 o o
P 2 2
)= — |x,do = — |x.dn 110
( ) 21: _! Ll 2?: _! ( )
(107) va (109) lardan ko'rinadiki, x‘: — parametrning kvadratik
fluktuatsiyasi o‘rtachasining spektral zichligi, ikkinchi tomondan x:. -
korrelyatsion funksiyaning Furye komponentasidir, y4'ni

3= otk dr (1)

(107} va (111) munosabatlar Viner-Xinchin teoremasidir. Bu teorema
korrelyatsion funksiva ¢(7) bilan x¢z} ning kvadratik fluktvatsiyasi
o'rtachasi orasidagi bog‘lanishni ifodalaydi.

14-§. Fluktuatsion - dissipatsion teorema

Sistemaga ta’sir etayotgan umumlashgan kuch f{#} bo‘lsin. Bu kuch
sababli sistema muvozanat (eng katta ehtimoili) holatdan og‘adi, ya'ni
sistemaning reaksiyasi — javobi yuz beradi. Bunda sistema fizik kattaligining
og'istiini x(¢} bilan belgiiavlik.

Sistemaning javobi x(#} bitan umumlashgan kuch orasidagi bog‘lanish
quyidagicha aniqlanadi:

1) = iza('r)f(r - ), (112)

bunda «(t) — sistemaning xossasiga bog’liq bo‘lgan vaqt funksiyasi va t< 0
bo‘lganda a(t) = 0 bo'ladi, chunki x ning ¢ paytdagi giymati x(#} shu
paytgacha bo‘lgan vaqtgagina bog'liq bo‘lishi mumkan. Boshqacha aytganda,
x{(t) ga f(r') kuchning r' > ¢ dagi giymatlari ta’sir ko‘rsatishi mumkin
emas (sababiyat prinsipigaasosan).

x(1) va f{t) farni Furye gatoriga yoyib, (112) ga qgo‘ysak,

x, = afe)f, (113)

ni hosil gilamiz, bunda
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ofw) = faltl=dr (114)

bo'lib, <0 bo‘lganida a(r)=0 shart bajariladi. a(w) — berilgan kuch
ta’sirida sistemaning umumlashgan qabul giluvchanligi bo‘lib, umumiy
holda uni kompleks ko‘rinishda quyidagicha yozish mumkin:

alo) = &)+ ic' (o) (115)
(114) dan ko'‘rinadiki,

a-0) = o} o(-0)=oe) «-o)= o)
ya'ni a’(&)) — chastotaning juft, 0&'(0)) toq funksiyalaridir,

Sistemaga ta’sir giluvchi kuchlar, masalan, tasodifiy kuchlar tufayli
sisterna tomonidan yutlladlgan eneigiya wmumiashgan gabul giluvchanlikning
mavhum qismi, ya'ni «"(0) = Jmafw) bilan bog'langan, shuning uchun
tasodifiy kuchlarga sistema reaksiyasidasodir bo‘luvchi energiyadissipat-
siyasi qaralganda a(w) ning mavhum gismi Jma(w) ishtirok etadi.

Sistemaning muvozanatli holatdagi fluktuatsialari spektral zichligi x>
bilan uning nomuvozanatli xossast — umumlashgan gabul qiluvchanlﬂ(
a(w) orasidagi bog‘lanish X.Kallen va T.Velton nomlari bilan ataluvchi
teorema— fluktuatsion — dissi patsion teorema(FDT] orqali quyidagicha
aniqlanadi:

x2 = ho"(0)ethho / 2kT (116)

bunda ?cj_ = E spektral zichlik ;: (109) formula bilan aniglanadi:

] 1 —
xt = — |xdo
o l 2do> | 117)

Biz quyida FDT ning oddiy isbotini bayon gilamiz. Ossillyator ansambli
uchun

= h
=5 —cth -2—};- ko )e(o)) (118)

ckani (58) dan ma’lum edi, bunda k,(oa) = mw’. (118) ni quyidagicha
yozamiz ((110) ga garang).

X =3 = Mo)elo), (119)
bunda x_: va x:(toi fizik kattalik x(f) ning o‘rtachasi kvadratik
fluktuatsiyasining spektral zichliklaridir, ya'ni
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1'% .
()= o jxfim \in (120)
(117) va (120) larni mos ravishda quyidagicha yozamiz:

()= Tx_f,(m)dco = ]2x_;d(o = ]E::dm,

2nx(t) = Tx_j((o)dn = ff2x: (0)n = ]'x: ()n .
Bulardan chaslolanya-ng musbat giymatlari uchun yozilgan spektral

zichliklar x2 va x* () uchun

2, =25 x(0)=2:) (121)
ni olamiz. Xuddi shuningdek, x(#) uchun

() = 2x°() (122)

(117) va (120) lardan, (121) larni nazarda tutib, quyidagi ifodani olamiz:

o) = 0x® = 0x?, /2 (123)
Demak,
o) = 03 = K'(o)elo) (120
yoki chastotaning musbat giymatlari uchun
2 @) = ox, = 2k (o)) (125)
tenglik bajariladi. Bundan
70 (0
= = cth—
(e{o)) oot (125)
ekanligini e’tiborga olsak,
- hw
= hk o )cth—
%, = W o)eth (126)

ni hosil gilamiz. (116) va (126) formulalarni bir-biri bilan solishtirishdan
ko‘rinadiki, FDT dagi o"(e) rolini k(@) o‘ynayapti, ya'ni
o)k (0)=1 (127)

muhim munosabat o‘rinli ekanligi kelib chigadi.
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adt) 1, .
7———(x—x) (131)

T
Agar sistemaga @ chastota bilan o‘zgaruvchi davriy kuch ffe) ta'sir
etayotgan bho'lsa, ta’rifga ko‘ra

x{o)=alo)f(o) (132)

7 =a(0)f(w) (133)
bo’ladi.
(132) va (133) larni (131) ga qo'yib, qo‘yidagi munosabatni olamiz:
- iotaf0) = ~oe) + (0)
yoki

afo) = -40L (134)
1-iot’
bunda 1 fizik kattalik (ogim) x ning relaksatsiya vagti.
Umuman aytganda (132) munosbatni nomuvozanatli termodinamika
chiziqli gonunining umumiy ko‘rinishi deb garash mumkin. x_ va f, Furye-
komponentlar orasidagi bog lanish quyidagicha edi:

: afo)f(0).
(x,%,) = alo)de X 1.£,)
(x2) = alo)al- 0)f = o) £

(116) dan foydalanib, tasodifiy kuch Furye-komponenti uchun olamiz:

Bundan

yoki

= _ ha'(o)

S = Jefo) T (135)
voki

7o Ao (o ) rm)

ar = o) (136)

Masala. 6.17. Chiziqli garmonik ossillyatorlar sistemasi uchun FDT
ning o‘rinli ekanini isbotlang.
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Yechish. Ma’lumki, chizigli garmonik ossillyator uchun ZU(x) =
=k (m)xz &)) bunda U(x) — potensial energiya. Bu ifodani ossiliyatorlar
ansambli bo'yicha o'rtachaiaymiz: 2U(x)= k(o )<* () yoki 2U(x) = (e(w))

ckanidan .
(o)) = Klokilo)
1
Bundan k.(ﬁ)) = cx_"(c_o_) ekanini nazarda tutib, quyidagini olamiz;

«oXelo)) = 2o) =

yoki bunda 2x’ = x’. ekanligidan FDT kelib chigadi.
15-§. Korrelyatsion teorema

Faraz qilaylik, /=0 vaqtdan boshlab, H (p.q) energiyali sistemaga
{1 kuchlar ta’sir qgila boshiasin. Kuch ta'sirida sistemaning energiyasi
o‘zgaradi. Vaqt At davomida f,(1) ta’sirida sistemaning gamiltoniani H

H = E, -3 f)(p.g.1) (137

ko‘rinishda yozilishi mumkin. (6-§ qarang). Bunda Ax, = x}(p,q. r)
“mikroskopik” ogimlar; f,x, esa sistema tomonidan bajarilgan *“mikroskopik™
ishlar, qulaylik uchun quyida yig'indi ishorasini tushirib yozamiz.

Demak, sistemaning lokal tagsimoti funksiyasi p,( P9, t) quyidagicha
aniqlanadi:

pp.g:)=Z" exp{-BlE, - x,(p.¢.0) (O]} (138)
= [dpdq expl-flE, - x(p.q. ). (1)} (139)
Termodinamik kattalik %, ni aniglaylik;
X, = Jdpdqx,(p, a." p(p.g.t) 1 >t (140)
(138) va (139) ni hisobga olib, {140) dan
0 9%, ax(f) _

0 = L0 - xOx®)= BOALD (41

ifodani hosil gilamiz. Bunda Ax,(f")Ax, (r) — korrelyatsion funksiya.
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Sistemaning qabul giluvchanlik koeffitsiyentini, ta’rifga ko‘ra,
quyidagicha aniqlaymiz:
ox{?)
S =a,(f -1) 142
7 (142
(By yerda r < 0 bo'lganda a{z) = 0 ekanligi nazarda tutildi). (142) ifoda
chizigli qonunni 1f0dalayd1

X, (t J‘a,k t)fJt t~ -r)dt (143)

Bundan Furye-komponentlari uchun quyidagi munosabatni olamiz;
X (D) =05 w)fk(w)‘ : (144)
0)= [o,l(x)dr (145)

bunda o (o) — umumlashgan qabul giluvchanlik deyiladi. (144) dan
munosabat kelib chigadi.

'ia_gcl&l)_am(m)

= 146
%,(0) (14

(142) ni hisobga olib, korrelyatsion funksiya ifodasi (141} ni
AX (A% (1) = o, (¢ — 1P (147)

ko‘rinishda vozamiz.
Furye-komponentlari orasida esa

Ax,(@)Ax, (0) =[x ok 0)-x0) ,)=a,lp  148)
shaklda yoziladi. (147) va (148) ni Xorrelyatsion teorema ifodalari deb ataymiz,
Shuni ta’kidlaymizki, korrelyatsion funksiyalarning quyidagi ifodalaridan

x (1) x, (1) = x, (1")x,(4)

x (®)x,{0) = x, (0)x,(0)
koeffitsiyentlarning quyidagi tengligi (simmetriyasi) kelib chiqadi:

a,(t -1)=alf ~1)
(l,.k((!)) = G(,M((D)

Xususan, i=k bo‘lganda fizik kattalikning vaqt bo'yicha korrelatsivasi yoki
boshqgacha aytganda, uning o‘rtacha kvadratik fluktuatsiyasi ifodasini olamiz:
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x(@)x(1) = oc(t' - Ib .
Izoh. Fluktuatsiyaga oid masalalarni qaraiganda @ kattalikni
U hi» 0]

0=L=U=2ep 2
v 2 2T

ya’ni ossillyatorning o‘rtacha energiyasi ekanligini nazarda tutmoq lozim.

16-§. Umumlashgan qabul giluvchanlik bilan kinetik koeffitsiyenflar
bog‘lanishi

Nomuvozanatli termodinamika chizigli munosabati quyidagi ko*rinishga

ega edi:
5(0) = a,(0)f, = L.f,, (149)
bunda x(0) — termodinamik oqim, o, (0) = L, — kinetik koeffitsiyentlar.

Termodinamik Kattalik x {r) relaksatsion tenglamani ganoatlantirsin

{14-§ ga qarang): _
)= 7 (0)- %0) (150)

bunda x (0) kattalik x (r) ning +=0 dagi giymati; (150) dan Furye-
komponentlari uchun quyidagi tenglikni olamiz:

—iox(®) = ‘r,.‘;[xki()i— xkimi) (i51)
(144) va (149) ifodalarni (151) ga quyib,
ail’(o) =L, = (I,.k(ﬁl) - iO)‘Cm(lmk(O))
munosabaini hosil qilamiz.

Bu munosabat umumlashgan qabul giluvchanlik e (@) bilan kinetik
koeffitsiyent L, lar orasidagi bog‘lanishni ifodalaydi. Faqat to‘g'ri effektiarni
e’tiborga olsak, bu tenglik

of0) = afw) - imalo)
ko'rinishga keladi. Bundan
«(0)
alw)= ——t— 152
) § - (152)
kelib chigadi.
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17-§. O‘lchov ashoblarining sezgirligiga fluktuatsiyalarning ta’siri

Yuqori darajadagi sezgir asbobiarda, jumladan, tarozilarda,
galvanometrlarda va shunga o‘xshash asboblarda issiglik harakati tufayli
yuzaga keladigan fluktuatsiyalarni hisobga olish ahamiyatga ega. Hagigatan,
agar o‘rganilayotgan Kkattalikning gqiymati asbobning xususiy fluktu-
atsivasidan kichik bo‘lsa, u holda fizik kattalikni bevosita bir marta
o‘lchaganda, o‘rganayotgan kattalikni emas, balki asbobning xususiy
fluktuatsiyasini qayd etiladi. Boshqacha aytganda, issiglik harakati (fon)
va shu bilan bog‘liq fluktuatsiya har bir asbobning sezgirligini chegaralab
qo‘yadi. Fizik kattalikning qiymati issiglik harakati fonidan kichik bo‘lganda
(undan past bo‘lganda, uning ichida be‘lganda), u givmatni olchash
uchun va demak, sezgirlik darajasini yuqorilash uchun ko‘p marta o‘lchash-
lar yoki vangi asboblar varatish lozim.

Agar asbob fluktuatsiya bilan bog‘liq bo‘lgan o*zining xususiy harakatini
qayd gilsa, u holda ma’lumki, asbob ko‘rsatishlarining o‘rtacha giymati
nolga teng bo‘ladi.

Agar fonga tashqi ta’sir qo‘shilsa, asbob yangi holat atrofida fluktu-
atsivalanadi va o‘rtacha og‘ish {chetlanish) bu holda noldan fargli bo‘ladi.
Bunda gancha ko'p marta o‘lchash o‘tkazilsa, shuncha kichik migdorni
gayd gilish imkoni tug‘iladi.

Bir necha asbobning bir marta o‘lchashdagi sezgirliklarini ko‘raylik.

1. Gazli termometr. Gazli termometr vositasida temperaturani o‘lchash
uchun o'zgarmas bosimda hajmning o‘zgarishidan foydalaniladi. Bu holda
o‘lchanayotgan temperatura hajm fluktuatsiyasi tufayli uziuksiz fluktu-
atsiyalanib turadi.

Faraz qilaylik, termometrdagi gaz Klapeyron tenglamasini ganoat-
lantirsin. U holda, hajmning AV ga o*zgarishi temperaturaning quyidagi
o‘zgarishiga olib keladi:

AT = z:AXV
14

Agar hajm va temperatura o'zgarishlari AV va AT fluktuatsiyalar sababli
bo‘lsa, u holda:

e VY.V
AV = J(AVY = kT[——aP =Tv (153)
= T T
AT = J(ATY = =AV =
(AT} = - T (154)
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Agar N ~ 10* bo‘lsa, AT ~ 10™°T bo‘ladi. Temperaturaning bu
minimat qgiymati 10-'* Ttermometr yordamida o‘ichanadigan temperatura
o‘zgarishiga nisbatan juda ham kichikdir,

2. Osilgan ko‘zgu. Fizik kattalikni o‘lchash uchun ingichka, odatda
kvarsdan yasalgan ipga osilgan yengil ko*zgudan foydalaniladi. Bu od-
divgina hamda juda sezgir asbobiardan hisoblanadi. Asbobning sezgirlik
darajasi, ipga osilgan ko‘zguning qganday kichik burchakka burilishini
qayd eta olinishi bilan aniqlanadi. Odatda, bu burilish burchagi nihoyatda
kichik bo‘ladi. O'lchanishi lozim bo‘lgan eng Kichik burilish burchagi
ko*zgu vaipning molekulalari issiglikharakati tufayli bo‘ladigan fluktuatsiya
natifasida tasodifan buriladigan burchakdan katta bo‘lishi kerak. Ko‘z-
guning muvozanatli holati ¢ =0 dan molekular issiglik harakati tufayli
tasodifan ¢ burchakkaburilishi uchun ipning elastiklik kuchini yengib,
ma’lum ish bajariladi.Bu ish ipning potensial energiyasiga aylanadi.Agar
burchak ¢ kichik bo‘lsa, bu potensial energiva quyidagicha aniglanadi:

2
U((p) = kl(mﬁp ((D)’
bunda & (@) — elastiklik koeffitsiyenti bo‘lib, u

,nZ rI g
b= "7
ga teng, bunda r — ipning radiusi,/ — uning uzunligi, g — ipning siljish
koeffitsiyenti. Bu yerda ko‘zgu faqat bitta aylanish erkinlik darajasiga ega
deb garaladi.
U(p) ni o'rtachalab, fluktuatsion — dissipatsion teoremaning ifodasini

olamiz:
20(9)= k(o) (o)
¢*(©) = a"(0)elo)), (155)

bunda T(p) = (s(o)) va k(o) = &_%J) hisobga olinadi.

yoki

1. Kvant holda (a(m)) = f? demak,
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2. Klassik holda {e{w)) ~ T demak,

T O kT
(P((’-") _k,(co) (156)

Bu (156) adabiyotda uchraydigan odatdagi ifodadir.
Fluktuatsiya ta’sirida ko‘zguning burilish burchagini baholaylik. 7=300

K, judaingichka kvars ip bo‘lganda o ~ 107 erg bo‘ladi. Bu holda

(A@) ~ 107", Agar o‘Ichanayotgan Kattalik bundan kichik burchakka
ko‘zguni bursa, bir marta o‘lchash natijasida bu burchakni fluktuatsiya
tufayli buriladigan ko‘zguning xususiy burchagidan ajratib bo‘lmaydi,
Ammo juda ko'p marta o‘ichab, tashqi ta’sir tufayli noldan farqli o‘rtacha
giymatni aniqlash mumkin, Haito fizik kattalikning ta’sirt fondan kichik
bo‘lganda ham.

3. Elektr tok fluktuatsivasi. Elektr zanjirda tasodifiy EYUK ning ta’siri
tufayli elektr tok yoki kuchlanishning fluktuatsiyasi paydo bo‘ladi. FDT
asosida bu fluktuatsiyalarni aniglaylik.

EYUK va eiektr tok spektral zichliklari e(w) va J(w) orasidagi
bog‘lanishni aniqlaylik. Kvazistatsionar toklar uchun Om gonuni

R+LH 19 - (157)
t ¢ dt

o‘rinli. Furye komponentalariga nisbatan, J, = ~iag,, % = ~joJ
!

nazarda tutilsa, bu gonun

E=z(), (158)
ko‘rinishga keladi; bunda to‘la qarshilik
Z(w) = R+f(l—coL] (159)
®c
(158) ni “ogim” g, orgali yozaylik
g, = (@) (160)
bunda
[ iR 1 1
= * = — e — —_— —_ L
olo) = o)+ i) = = (-0t )
186

www.ziyouz.com kutubxonasi



Bundan

ot"(m) = R
ler (162)
FDT ga asosan
2. MR 0
q, = [D'le cth YWUT (163)

Klassik holda (#i» << kT, yani yuqori temperaturada (163) formula

2 = -—-kT
9 “’|Z| (164)

ko‘rinishga keladi. Bu Naykvist formulasi.

Tok kuchi J(e) ga nisbatan Naykvist formulasi (164) l J(m] = ng
ni ¢’tiborga olinib,

PR R
Ho) = —= kT
V(o) Zey (165)
umumiy olda esa
2 hoR ho
o) = m“’*‘{ﬁ (166)
ko‘rinishda yoziladi. (117) ga asosan tok kuchi J(#) ning fluktuatsiyasi
1 °% 7
Flo)=— [[Ho) do
w)=— _{I () (167)

bilan aniglanadi,

Fluktuatsion toklar, katoddan chiqadigan elektroniar soni flukiu-
atsiyasi bilan bog‘liq bo‘lgan “pitra effekti”’ hozirgi zamon elektr asboblar
sezgirligini chegaralab qo‘ydi.

18-§. Zichlik fluktuatsiyslarida yorug‘lik sochilishi

Bilamizki,

M M T( oV
= —, [}p:—-—-—AV’ AV = kT —
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Bulardan zichlik ﬂuktuatsiyasinj olamiz;

G = Ly --La{ 2
yoki

( )2 =gy 168
p2 VZ ap ) ( )
Zichlik fluktuatsiyalanishi sababli muhitning dielektrik koeffitsiyenti

ham fluktuatsivalanadi:

=(%}p;@=(%}’ﬂ (169)

Dielektrikdan o‘tayotgan yorug‘lik to‘lgin uning dielektrik kirituvchanlik
£ fluktuatsiyasi sababli sochiladi. Shu sochilishni qaraylik.

-

£ =
Qutblanish vektori P = (E)E dielektrik koeffitsiyent ¢ o‘zgaruv-

chanligi sababli o‘zgaradi:

B

AP =2F (170)
4n
Agar E= E’n cos®t bo‘lsa, AP uchun quyidagini yozamiz:
AP = AP coswt, 71)
bunda
M?{, _ AeE,
4n

O‘zgaruvchan qutblanish vektori AP ni shu chastota bilan tebranuvchi
dipol deyishimiz mumkin. Tebranuvchi dipol shu chastota bilan
elektromagnit to‘lgin nurlatadi. Shunday qilib, dielekirikni shunday
dipollar to‘plamidan iborat deb garash mumkin. Dipollar soni vaularning
dipol momenti Aﬁo fluktuatsiyalar soni vaularning kattaligi, zichlik
fluktuatsiyvalar soni va ularning kattalitiga bog‘liq. Dielektrikdan o‘tayotgan
yorug'lik to‘lqini energiyasining bir gismi anashn tebranuvchi dipollar
tomonidan har tomonga sochiladi (tarqaladi).

I8y
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Birlik vaqtda dipol nurlanishi intensivligi f quyidagicha aniglanadi:

[=-—-2—3(A;’) , (172)

3¢
bunda ¢ —~ yorug'likning vakuumdagi tezligi. Bundan sochilgan yorug‘lik
nuri itensivligining o‘rtachasini topamiz;
P
7= %(Mf (73)

(173) formuladan ko ‘ramizki, sochilgan yorug'lik nurining o‘rtacha
intensivligi tushayotgan yorug'lik fo‘lgini E chastotasining o rtinchi
darajasiga mutanosib (yoki to Igin uzunligining to ‘rtinchi darajasiga teskari
mutanosib). Bu bogTanishni Reley gonuni deyiladi. Shu qonun asosida,
atmosfera zichligi fluktuatsiyalarida yorug‘lik nurlari sochilishi asosida,
osmonning moviy hamda Quyoshning chigishi va botishida to‘q sarig
bo'lishligi tushuntirilgan.

(173) formulani, AP ning o‘rniga uning qiymatini qo‘ygandan keyin,
o‘zgartirib yozamiz:

_o (B (& )
3c\4n J\op J VI NOP ),

P
Bu formuladan ko‘rinadiki, agar (gﬁ) = 0 bo‘lsa, masalan, modda

(174)

kritik holatda bo‘lsa, zichlik fluktuatsiyasi 1:‘:ng katta va demak, vorug'lik
nuri sochilishi eng ko‘p bo‘ladi. Hagiqatda, yorug‘likning kritik holatda
eng ko‘p sochilishi (deyarli to‘la sochilishi) hodisasi kuzatilada. Bu hodisa
kritik opalessensiya deyaladi.

19-§. Broun harakati nazariyasi. Lanjeven tenglamasi

R.Broun 1827-vilda suyuglikdagi mayda (kolloid) zarralar uzluksiz,
tartibsiz harakat gilayotganini kuzatdi. Bu Broun harakati nazariyasini
1905-vilda A.Eynshteyn va 1906-yilda M.Smoluxovskiy yaratdilar.

Suyuqlikdagi og‘ir (kolloid) zarra harakatini tekshiraylik. Bu masaia
nomuvozanatli sistema masalalaridan biridir.
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M massali zarraga suyuglik yopishqogligi tufayli ishgalinish kuchi ?
ta’sir giladi. Bu kuch f shu zarraning tezligi ¢ ga proporsional (Stoks
qonuni), ya’'ni

f = —MEV , (175)
bunda & - ishqalanish koeffitsiyenti. Suyuqglik molekulalari zarra bilan

to‘gnashib, unga ta’sir ko‘rsatadi. Bu ta’sirlaming natijaviy kuchini Mfi"(t)
bilan belgilasak, broun zarrasining harakat tenglamasi quyidagicha bo‘ladi:

v=—£v+R(t) (176)
Bu Lanjeven tenglamasi.
Mikroskopik migqyosda qat’ly qaraiganda ishgalanish koeffitsiyenti
vagining funksiyasi va
't dt
R(t) = &) | 7= Fle - 1) 177
™), an

0

bo‘ladi. Bu holda Lanjeven tenglamasi

%(r)=~a(e)v(c)+é(:)]£-)F(r-r) a78)

i}

ko‘rinishda bo‘ladi. Inersion kuch e’tiborga olinmasa, (178) dan

' dt
Wty = [ F(t - 1) 179
)= ™ )
tenglama kelib chiqadi. _
Bu (112) munosabatning xususiy holi va demak,
wo)=wo)F(o) (180)

i
].1(0)) = -ﬁ_ﬁy)h — zarra harakatchanligining Furye-komponenti.

Molekulalar bilan Broyn zarrasi har bir to‘qnashganda o‘z trayek-
toriyasidan chetlanadi. Bunday og‘ishlar ham kattalik (migqdor), ham
yo‘nalish jihatdan juda har xil va nihoyatda betartib bo‘ladi. Shu sababli
bu og‘ishlarni, ya'ni E(;) ning vaqt bo'yicha o‘zgarishidagi qiymatini va
demak, Broun zarrasining har bir vagt momentidagi aniq o‘rni va tezligini
amalda aniq bilib bo‘lmayda. Ammo Broun zarra bilan molekulalar
tugnashishlarining o‘rtacha ta’siriga asoslanib, Broun zarrasi harakatini
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qarashimiz mumkin. Shu mazmunda Lanjeven tenglamasi (176) staxostik
tenglamalarning tipik misolidir.

Lanjeven tenglamasini yechishda quyidagi shartlar bajarilsin:

1. r =0 vaqtdagi (momentda) v, tezlikli Broun zarralari ansambli

bo‘yicha olingan Tt(t) ning o‘rtacha qiymati nolga teng;

() =0 (181)

Bu shart Broun zarrasining o‘rtacha tezligi makroskopik tenglama (175)
bilan aniglanishini ta’minlaydi.

2. Betartib to*gnashishlar, agar vagt bo‘yicha yetarli darajada bir-biridan
ajralgan bo'lsa, bir-biri bilan statistik bog‘liq emas, deb hisoblanadi.
Boshqacha aytganda, ¢, va ¢, paytlardagi kuchlar fi"(:) korrelatsiyasi
to‘gnashish vaqti t, < ¢, - ¢ bo‘lganda noldan fargli, t_21¢, — ¢
bo‘lganda noiga tent deb qaraladi, ya’ni:

(RGIRG.) = F(,~1) (182)

Bunda korrelyatsion funksiya F(i,-1) grafigi #,-7,=0 bo‘iganda keskin

tiklikka (cho‘qqiga) ega bo‘iadi; 7,-1,>7, bo‘lganda esa amalda nolga teng
bo‘ladi (6.4-rasm).

F@)!
T, 0 T, t;
6.4-rasm.
#0 -t <1
F(t1 - II)= C ’
’ =0 t -t 21,

Bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglama (176) ning yechimini
V=V + ¥V,
ko‘rinishda izlaylik, bunda
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v, =v,e”

o
bir jinsli tenglama v = ~£V ning umumiy yechimi, V, esa (176)
tenglamaning xususiy yvechimidir:

7, = e™ jdre“ﬁ(t)
0
Shunday qilib, (176) tenglamaning yechimi

V=veY +e" ifdte“f!(t) (183)
9

ko‘rinishga ega. Bunda 1_{"(1) -~ noma’lum, (183) yechimnnng hamma
hadlarini ansambl bo‘yicha o‘rtachalaymiz:

(7) = (™) < N Id‘eg‘R(“)> (184

Bunda
(e¥) = ve™ (185)

<"’-Er ] d"eaR(t)> = ¢ [a1e" (R(r)) (186)
1] 0
(181) shartni hisobga olsak, (184) ifodani quyidagi ko‘rinishda yozish
mumkin:
(v) = ve™ (187)

Bu esa makroskopik tenglama - ~£p ning yechimidir.

(183) ifodani kvadratga ko‘tarib, so‘ng uni o‘rtachalab

(v) <ve +e’ jd‘t Id‘t eg(“”z}< R(z)R(x )>> (188)

ifodaga ega bo‘lamiz. Bunda ( 181) shart hisobga olindi. (188) ifodada
o‘zgaruvchilarni

T+, =%1T~T =95
munosabatlar vositasida almashtirib,
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)= Jasi(s) (159

funksiyam kmtamlz Bunda

Idr Id‘r eI R(z )R(x, )— ~ Idvd;(s) _[a‘xe“
L on
- )( : ) (190)
(190) ni nazarda tutib, (188) ni quyldaglcha yozamiz:

(vz) =vie® + 32(-3(1 — ) (191)

Bu tenglamada kuzatish vaqti 7 to‘qnashish vaqti r, dan yetarli darajada
katta bo‘lsa, ya’ni 7 >> 7, bo‘lsa, a(f) ning o‘miga uning vaqtga bog'liq
bo‘lmagan giymati

o= descj)(s)

ni olish mumkin. (191) formuladan ko‘rinadiki, 7 ning juda Kichik
qiymatlai k << (2£)") da tezlik fluktuatsiyasi tezlikning boshlangich
qiymati v, bilan aniglanadi, amme ¢ ning juda katta giymatlarida bu
boshlang'‘ich tezlikning roli umuman yo‘qoladi (esdan chiqadi) va tezlik
o

kvadratik fluktuatsiyasi doimiy kattalik E ga intiladi; boshgacha aytganda,
bu fluktuatsiya butunlay to‘qnashishlar mexanizmiga bog‘liq bo‘lib,
boshlang‘ich tezlik vj ga bog'lig bo‘lmaydi. 1 — 40 bo‘lganda sistema
muvozanat holatiga keladi, deylik, u holda (191) dan

— o

vi)=— 192

() =% 52
(59) formuladan ma’lumki, p’(@) = m(e). By formulani ikki o‘lchamli
hol uchun yozsak bo‘ladi:

(Pilo)) = 2M(slw))
: 2(elo)
() = 2

Bundan klassik hol uchun

yoki

13~ MNe 276 193
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vy = 2T
M
o 24T

2§ M
ekani kelib chigadi. Buni e'tiborga olib, (191) ifodani

oy 2KT 24T
(7)= 7 [vi-y]e" (193)

shakida yozamiz. (193) formuladan ko‘rinadiki, Broun zarralari vagt o‘tishi
bilan o‘zining boshlang’ich tezligini esdan chigara boradi va suyugqlik
molekulalari bilan to‘gnashishlari tufayli muvozanat holatiga kela boradi.

Formula (193) “yirik strukturali” yoki vaqt bo‘yicha tekislangan
(silliglangan) manzarani ifodalavdi. Bu esa makroskopik jarayentarda
kuzatituvchi gaytmaslik mikroskopik jarayonlarni vaqt bo‘yicha yaxlitlash
orgali nazariyaga kiradi, deyishga asos bo‘ladi.

Broun zarrasi siljishlarining shu zarra hamda muhitining xossalariga
bog'ligligini ko‘raylik. Buning uchun zarra harakati tenglamasini inersiva
kuchini hisobga olmasdan yozayhik:

£7 = R(r) (194)

yoki (192) ni e’borga olsak,

Bu tenglamaning vechimi
T 1% =
F -7 = [aR(x) = < [dF(z) (195)
s €3

bo‘ladi, bunda dF(t) = R(t)dt — kuch impuisi va 7 — radius-vektor 7
ning ¢ = 0 dagi giymati. {195) ifodani kvadratga ko' tanb ansambl bo‘ylcha

o‘rtachalaylik;
{(r- ?)>="~H<dF(T)dF J=
- g Jo, Jer (R RG )=

| SR l
E?' J-dt| Idtztt’(tz '-tt)z E?a(r)‘
a a
Vaqt katta bo‘lganda, (192) dan foydalanib, (196) ifodani
194
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= 4kT :
(arf = 2w (197)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bundan Eynshteyn formulasi kelib chigadi:

(ary =2D¢» (198)
bunda
2kT
D=——- 199
M (199)
diffuziya koeffitsiyenti. Ctoks gonuni bo‘yicha § = a va demak:
kT
D=
3ana’ (200)

bunda n — suyuglikning yopishqoglik koeffiriyenti. ¢ — Broun zarrasining
radiusi.
(198) va (200) munosabatlarning o‘rinli ekanini J. Perron va T.Svedberg

R
tajribada ko*rsatdilar. Ular Bolsman doimiysi k va Avagadro soni V = ¥

ni tajribada aniqladilar va bularning giymati boshga metodlar bilan olingan
givmatlarga mos ekanligini ko‘rsatdilar.

Masalalar.

6.18. Harakatchanlik Ll(ﬁ)) ( ) ning Furye komponenti aniglansin.

Yechish. (180) tenglamaga asosan

Yo) = no)F(o) (M

FDT asosida
u(o) = g( = 0" (0)v(o)) = Bk () @
ekanini aniglaymiz. Bunda
1 i) ho
8(&))': 6@ = ?C!’hm

(vz((_o)) tezlik avtokorrelatsiyasi Furye-komponentining kvadratidir.
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6.19. Harakatchanlik pt (voki ishqalanish koeffitsiyenti £ ) ni aniglang.
Yechish. (184) tenglamani yetarli darajada kichik vaqt intervali
f —t =1 — 0 uchun yozamiz:
alt) = ult — 1)F(e)dr = wls ~ £)aF(r) (3)
Bunda pLSt kinetik koeffitsiyent (harakatchanlik “zichligi”), dF{r)
~ kuch impuisi. {3) dan korrelyatsion teorema asosida

u(x) = 67 () @
munosabatni olamiz, Bu ifodani vaqt bo‘yicha integrallab, harakatchanlik
(yoki ishqalanish koeffitsiyenti) ning umumiy ifodasi uchun

B, gl- = ;Iu(r)dr = 9“;Idr(vv(t)) 5)

tenglamaga ega bo‘lamiz.
Eslatma: Statsionar holar uchun quyidagi

Mi¢

= tima = 0" lim [de((s) ©

integral mavjud deb garaladi.

6.20. D = 6™ = oy tenglikni isbot giling, bunda D — diffuziya koef-
fitsiventi.

Yechish, avvalgi masalaning yechimidan ma’lumki, (5) tenglama:

g = ;[dt(vv(t» Q)
Demak,

D= I dt(vv(t)) 8)

ekanligini isbot qilish kerak.
|} R(‘r) = év(‘t) ni nazarga olib, (189) ni quyidagicha yozamiz:

a(r) = .‘;;_:[d‘c(vv(‘c)) = 2E? ;l'dt(vv(t)) = 2§2(t) (9)

(9)ni (196) ga qo‘yib,‘ olamiz:

(Arf = 2Dfr)- 1 (10)
¢ yetarli darajada katta bo‘lganda, ya’ni 7 >>7_bo‘lganda. D ni doimiy deb
garasak, (10) ifoda Eynshteyn formulasiga o‘tadi, Bu esa diffuziya
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koeffitsiyenti D ifodasi (8) bilan aniglangan tezlik avtokorrelatsiyasining
integrali ekanligini isbotlaydi. .

2) ikkinchi usul,

v=pnk
yoki chekli o‘zgarish uchun
Ar = pAtF
Korrelyatsion teoremaga asosan
opar = (Arar(c))
yoki har ikki tomonga siljishni e’tiborga olsak,
20p A1 = (ArAr(z)) = 2DAt
bo‘ladi. Bundan
D=6u=6t"

ekanligi kelib chigadi.

6.21. Broun zarrasining » masofaga siljish ehtimolini aniglang.

Yechish. Berilgan holatdan Broun zarrasining siljishlari tasodifiy va

simmetrikdir. Shu sababli siljishlar normal {(Gauss) tagsimoti bilan
aniqlanadi:

dW(x) = A cxp[-sz)?:'dx an

Shuningdek, dy ga siljish ehtimoli

aw(y) = AcXP[ n y)z] (12)

bo‘ladi. Broun zarrasinnng r ga siljish ehtimoli (11) va (12) ehtimollarni
ko‘payirib, so‘ng burchaklar bo‘yicha integrallab topiladi:

_rz_
dWir)= Cex d.

bunda (Arf = 2Dt . Bu ifodadan ko‘rinadiki, (13) tagsimot vaqt o‘tishi
bilan yoyilib ketadi.
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