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SO'ZBOSHI 

Ushbu o'quv qo'llanma «Matematik analizdan ma'ruzalar» (1- qism) 
kitobining davomi bo'lib, dastur materiallari 6 bob, 39 ta ma'ruzaga 
ajratib bayon qilingan. Bu ikkinchi qism ko'p o'zgaruvchili funksiya, 
uning limiti, uzluksizligi, differensial va integral hisobi, funksional 
ketma-ketlik, funksional qatorlar mavzularini o'z ichiga oladi. 
Qo'llanmani yozishdagi asosiy tamoyillar 1- qismda yozilgan 
so'zboshida keltirilgan bo'lib, 2- qismni tayyorlashda ham shu 
tamoyillarga amal qilindi. 

Mazkur o'quv qo'llanma matematika va mexanika bakalavr yo'na­
lishlarida ta'lim olayotgan talabalarga mo'ljallangan bo'lsa-da, undan 
matematika kengroq o'qitiladigan oliy ta'lim muassasalari talabalari 
ham foydalanishlari mumkin. 

Qo'llanmani tayyorlashda mualliflar Mirzo Ulug'bek nomidagi 
O'zbekiston Milliy universiteti mexanika-matematika fakultetida 
matematik analiz fanining o'qitilish jarayonida yig'ilgan tajribalaridan 
imkon darajasida foydalanishga harakat qildilar. 

Kitob qo'lyozmasini sinchiklab o'qib chiqib, uning ilmiy va 
metodikjihatdan yaxshilanishiga o'z hissalarini qo'shganliklari uchun 
professor R. R. Ashurov, R. N. G' anixo 'jayevlarga mualliflar minnat­
dorchilik bildiradilar. 

Qo'llanmaning sifatini yaxshilashga qaratilgan fikr-mulohazalarini 
bildirgan hamkasblarga ham avvaldan o'z minnatdorchiligimizni 
bildiramiz. 

Mualliflar. 
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11- BOB 
SONLI QATORLAR (davomi) 

53- ma'ruza 
Ixtiyoriy hadli qatorlarda yaqinlashish alomatlari 

r. Leybnits alomati. Ushbu 
~ 

L(_l)n-' cn = Cl -C2 +C3 -C4 + ... +(_l)n-l cn +... (1) 
n=1 

qatomi qarayrniz, bunda Cn > 0, (n = 1,2,3, ... ). 
Odatda, bunday qator hadlarining ishoralari navbat hilan 0 'zgarib 

keladigan qator deyiladi. 
Ravshanki, (1) qator ixtiyoriy hadli qatoming bitta hoIidir. 
MasaIan, ushbu 

f (_l)n-I . ~ = 1 - ~ + ~ - ~ + ... + (_l)n-1 ~ + ... 
n=1 

qator hadIarining ishoraIari navbat bilan o'zgarib keIadigan qator 
bo'Iadi. 

1- teorema. (Leybnits alomati.) Agar hadIarining ishoraIari navbat 
bilan o'zgarib keIadigan (1) qatorda: 

1) cn+1 < Cn' (n = 1,2,3, ... ); 

2) lirn Cn = 0 bo'lsa, u holda (1) qator yaqinlashuvchi bo'ladi. 
n~~ 

..... (1) qatoming dastlabki 2m ta (m E N) hadidan iborat qismiy 
yig'indisi 

S2m = Cl - C2 + C3 - C4 + ... + C2m-1 - C2m 

ni olaylik. Unda S2(m+1) uchun 

S2(m+l) = S2m + (C2m+1 - c2m+2) 

bo'lib, C2m+2 < C2m+1 bo'lganligi sababli (bunda C2m+1 - C2m+2 > 0 
bo'ladi) 

S2(m+l) >S2m, (m=1,2,3, ... ) 

bo'ladi. Dernak, {S2m} ketma-ketlik o'suvchi. 
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Endi S2m yig'indini quyidagicha yozamiz: 

S2m =CI -(C2 -C3 )-(C4 -CS)-···-(C2m_2 -C2m-I)-C2m· 

Bu tenglikning o'ng tomonidagi ifodada qatnashgan qavs ichidagi 
ayirmalarning, shuningdek, C2m ning musbat bo'lishini e'tiborga olib, 

S2m < Cl 

bo'lishini topamiz. Demak, {S2m} ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan. 
Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremaga ko'ra 

lim S2m = S, (S - chekli son) (2) 
n,~oo 

mavjud. 
Endi (1) qatorning dastlabki 2m - 1 ta (m E N) sondagi hadidan 

iborat ushbu 

S2m-1 = cl - c2 + c3 - c4 + ... + c2m_1 

qismiy yig'indisini olaylik. Ravshanki, 

S2m-1 = S2m + e2m . 

Teoremaning n ~ 00 da Cn ~ 0 bo'lishi sharti hamda (2) muno­
sabatdan foydalanib topamiz: 

lim S2m-1 = lim (S2m + C2m ) = S. 
n1400 m~oo 

Shunday qilib, berilgan (1) qatorning qismiy yig'indilaridan iborat 
ketma-ketlik chekli limitga ega ekani ko'rsatildi. Demak, (1) qator 
yaqinlashuvchi. ~ 

I I I (_l)n-1 
Masalan, 1 -"2 +"3 -"4 + ... + n + ... (3) 

qator hadlari keltirilgan teoremaning barcha shartlarini qanoatlan­
tiradi. Teoremaga ko'ra (3) qatoryaqinlashuvchi bo'ladi «3) qatorning 
yaqinlashuvchanligi va yig'indisi In2 ga teng bo'lishi ko'rsatilgan edi). 

r. Dirixle-Abel alomati. Faraz qilaylik, 

ht, b2 , b" ... , bn , ... 

ixtiyoriy haqiqiy sonlar ketma-ketliklari bo'lib, 

S n = al + a2 + ... + an 

bo'lsin. U holda "In EN, Vm E N uchun 
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n+m n+m-I 
I akbk = ~ Sk(bk - bk_l ) + Sn+m . bn+m - Sn_lbn (4) 
k=n k=n 

munosabat o'rinli bo'ladi. 
Odatda, (4) munosabat Abel ayniyati deyiladi. 

n+m 
.... Ravshanki, ak = Sk - Sk_1 bo'ladi. U holda ~ akbk yig'indi ushbu 

k=n 

n+m n+m n+m 

L akbk = L Skbk - L Sk_lbk (5) 
k=n k=n k=n 

ko'rinishga keladi. Bu tenglikning o'ng tomonidagi birinchi qo'shiluv­
chini quyidagicha: 

n+m n+m-l 

L Sk b k = L Sk b k + Sn+mbn+m 
k=n k=n 

shaklda, ikkinchi qo'shiluvchini esa quyidagicha 
n+m n+m-l n+m-l 

L Sk_l b k = L Sk b k+l= Sn_Ibn + L Sk b k+1 
k=n k=n-l k=n 

shaklda yozib olamiz. Natijada (5) tenglik quyidagicha: 

n+m n+m-I n+m-l 

I Sk b k = L Skb k + Sn+mbn+m - L Sk b k+l-Sn-Ibn = 
k=n k=n k=n 

n+m-I 

= L Sk(bk -bk+I)-Sn+mbn+m -Sn_Ibn 
k=n 

bo'ladi. ~ 
2- teorema. (Dirixe-Abel alomati.) Aytaylik, 

Lakbk =alq +a2b2 + ... +akbk +... (6) 
k=l 

qator berilgan bo'lsin. Agar: 
I) {bk } ketma-ketlik kamayuvchi va u cheksiz kichik miqdor, 

2) I ak qatoming qismiy yig'indilari ketma-ketligi chegaralangan 
k=1 

bo'lsa, (6) qator yaqinlashuvchi bo'ladi. 
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~ 

.... Agar I, ak qatorning qismiy yig'indisini 
k=1 

S n = a l + a2 + ... + an 

desak, unda teoremaning shartiga ko'ra, shunday M> 0 son topiladiki, 
barcha n E N uchun 

(7) 
bo'ladi. 

Shartga ko'ra {bk } ketma-ketlik kamayuvchi va u cheksiz kichik 
miqdor. Unda "lE> 0 ga ko'ra shunday no E N topiladiki, "In> no da 

(8) 

n+m 

bo'ladi. Endi I, akbk yig'indiga Abel ayniyatini qo'llaymiz: 
k=n 

n+m n+m-I 

I, akbk = I Sk (bk - b hi) + Sn+mbn+m - Sn_1 bn . 
k=n k=n 

Natijada 

n+m-I 

= I, ISk 1·( bk - b hi) + ISn+m 1 bn+m + ISn-ll· bn 

bo'ladi. 
(7) tengsizlikdan foydalanib topamiz: 

Agar 
lI+m-J 

L (bk -bk+I)+bn+m =(bn -b,'+I)+(bn+1 -bn+2)+···+(bn+m_1 -bn+m)+bn+m =bn 
k=n 

bo'lishini e'tiborga olsak, unda 
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bo'lib, (8) munosabatga ko'ra 

bo'ladi. Bundan Koshi teoremasiga ko'ra I~ ak bk I < E qatorning 

yaqinlashuvchanligi kelib chiqadi. ~ 

~ coskx _ cos x cos 2x cos kx 
Misol. Ushbu L. -k- - -1- + -2- + ... + -k- + '" qator 

A=! 

yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin, bunda x - tayinlangan haqiqiy son. 

<I11III Agar x = 21t bo'lsa, berilgan 

! CO~kx = ! cos~n.k =! ~ 
k=! k=! k=! 

qator garmonik qator bo'lib, u uzoqlashuvchi bo'ladi. 
Aytaylik, x:t= 21t bo'lsin. Berilgan qatorda 

ak = coskx, 

belgilashlarni bajaramiz. 

Ravshanki, {bk } = H} ketma-ketlik kamayuvchi va cheksiz kichik 

miqdor bo'ladi (k ~ 00 da ~ ~ 0) . 
~ ~ 

Endi L ak = L cos kx qatorning qismiy yig'indisi Sn ni topamiz: 
k=! k=! 

n 1 n .'X' 
S = ~ cos kx = -- " 2 SIn - cos kx = 

n L. .xL. 2 
k=! 2sm- k=1 

2 
. ( 1) .. x 

1 n [ 1 (1 ] sm n + - x -sm 2 
= -.-x L sin ( k + "2 ) x - sin k - "2 ) x = ~ x . 

2 sm- k=! 2 sm-
2 2 
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Keyingi munosabatdan, 21t ga karrali bo'lmagan x lar uchun 

ISnl~-I·IXI 
sm-

2 

bo'lishi kelib chiqadi. Demak, {Sn} ketma-ketlik chegaralangan. Unda 
berilgan qator 2- teoremaga ko'ra yaqinlashuvchi bo'ladi. ~ 

Mashqlar 

1. Quyidagi munosabatda 2n xatolik topilsin: 

In 2 = 1 - ~ + ~ - ~ + ... = (I + ~ + ~ + ~ + ... ) - 2 U + ~ + ... ) = 

= (1 + ~ + ~ + ~ + ... ) - (1 + ~ + ~ + ~ + ... ) = O. 

~ cos
n7t 

( 1 )-n 
2. Ushbu I ___ 5_ 1 + -

n=1 Jnln(n+l) n 
qator yaqinlashuvchanlikka tek-

shirilsin. 

54- ma'ruza 
Cheksiz ko'paytmalar 

10. Cheksiz ko'paytma tushunchasi. Faraz qilaylik, biror 

haqiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo'lsin. Ular yordamida ushbu 

Cl . C2 . C3 .•... en'" (1) 
ifodani tuzamiz. 

~ 

( I) ifoda cheksiz ko 'paytma deyiladi va u IT en kabi belgilanadi: 
n=1 

~ 

IT cn = Cl . c2 . e3 ••••. cn .•• , 

n=1 

bunda Cl' C2 , ••• , Cn ... sonlar cheksiz ko'paytmaning hadlari, Cn esa 
ko'paytmaning umumiy yoki n- hadi deyiladi. 
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Quyidagi p" = Cl . C2 ... Cn , (n = 1,2,3, ... ) 
ko'paytma (I) cheksiz ko'paytmaning n- qismiy ko'paytmasi deyiladi. 

Demak, (1) cheksiz ko'paytma berilganda har doim uning qismiy 
ko'paytmalaridan iborat ushbu {p,,}: 

fj,P2 ,P3 ,···,Pn ,··· 

ketma-ketlikni hosil qilish mumkin. Masalan, 

(1-
2

1
2 )-(1-

3

1
2 }.(l- :2 }., (n=2,3, ... ) 

cheksiz ko'paytmaning n- qismiy ko'paytmasi 

Pn = (1- 212 )- (I -312 }. (1 -:2 ) = 
1 3 2.4 n-l n+1 I n+1 

=2'2'3'3"'n'n =2'-11 (n=2,3,4, ... ) 
~L 

bo'lib, ulardan tuzilgan {Pn } ketma-ketlik 

3 2 5 3 1 n+l 
4' 3' 8' 5' ... , 2' n' ... 

bo'ladi. 
1- ta'rif. Agar n ~ 00 da {Pn } ketma-ketlik noldan farqIi chekli 

P songa intilsa {yaqinlashsa), (1) cheksiz ko'paytma yaqinlashuvchi 
deyiladi, P esa uning qiymati deyiladi: 

~ 

limPn =P, P=I1P", 
n-+~ 

n~1 

Agar {Pn } ketma-ketlik limitga ega bo'lmasa (yoki uning limiti 0 
bo'lsa), (1) cheksiz ko'paytma uzoqlashuvchi deyiladi. 

Masalan, yuqorida keltirilgan IT ( 1 - :2 ) cheksiz ko'paytma uchun 

I, P. l' I n+1 1 lm = lm -'- =-
n-+- n n-+~2 n 2 

bo'ladi. Demak, U( 1- :2 ) cheksiz ko'paytma yaqinlashuvchi va 

. . . 1 
umng qlymatl 2 ga teng, 
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2". Yaqinlashuvchi cheksiz ko'paytmaning xossalari. Aytaylik, biror 
~ 

I1 Cn = Cl . C2 . C3 ..••. Cn .... 

n=l 

cheksiz ko'paytma berilgan bo'lsin. 
Ushbu 

~ 

I1 Cn = Cm+l . Cm+2 ..•• 

n=m+l 

(1) 

(2) 

cheksiz ko'paytma (bunda m - tayinlangan natural son) (1) cheksiz 
ko'paytmaning qoldig'i deyiladi. 

1) Agar (1) cheksiz ko'paytma yaqinlashuvchi bo'lsa, (2) cheksiz 
ko'paytma ham yaqinlashuvchi bo'ladi va aksincha . 

.... (1) cheksiz ko'paytmaning qismiy ko'paytmasi 

Pn = cl . c2 .. . cn , 

(2) cheksiz ko'paytmaning qismiy ko'paytmasi 

Q(m) _ 
k - Cm+l . Cm+2 ..... Cm+k 

lar uchun Pn = Pm . Q!m) , 

(bunda n = m + k) bo'ladi. Bu munosabatdan, n ~ 00 da Pn ning 

chekli limitga ega bo'lishidan k ~ 00 da Qkm
) ning ham chekli limitga 

ega bo'lishi; shuningdek, k ~ 00 da Q!m) ning chekli limitga ega 
bo'lishidan, n ~ 00 da Pn ning ham chekli limitga ega bo'lishi kelib 
chiqadi. ~ 

2) Agar (1) cheksiz ko'paytma yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda 

lim (cm+l . Cm+2 .•••. cm+k •.• ) = 1 
m-t~ 

bo'ladi. 
.... Aytaylik, (1) cheksiz ko'paytma yaqinlashuvchi bo'lib, uning 

qiymati P bo'lsin. Unda • 

Pm . Cm+l . Cm+2 ..•.. Cm+k ... = P 
bo'lib, undan m ~ 00 da 

p p 
Cm+l . Cm+2 ..... cm+k .•. = p. ~ p = 1 

m 

bo'lishi kelib chiqadi. ~ 
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3) Agar (1) cheksiz ko'paytma yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda 

lim Cn = 1 
n--->~ 

bo'ladi. 
~ Aytaylik, (1) cheksiz ko'paytma yaqinlashuvchi bo'lib, uning 

qiymati P bo'lsin: 

U holda 

lim Pn = lim (Cl . C2 ..... cn ) = P. 
n~oo n~oo 

P P , . Pn b 'l'b 
n = n-I' Cn , ya nl cn = ~ 0 1 , 

n-I 

1· l' Pn P 1 Imc = Im-=-= 
n--->~ n n--->~ Pn- I P 

bo'ladi. ~ 
Yuqorida keltirilgan xossalardan quyidagi xulosalarni chiqarish 

mumkin. 
Cheksiz ko'paytmalaming yaqinlashishida, ulaming dastlabki chekli 

sondagi hadlarining ta'siri bo'lmaydi. 
Agar cheksiz ko'paytma yaqinlashuvchi bo'lsa, unda n ~ 00 da 

Cn ~ 1 bo'lganligi sababli, uning biror had id an boshlab keyingi had­
larini musbat deb olish mumkin bo'ladi. 

Bu xossalar yaqinlashuvchi cheksiz ko'paytmalarda ularning 
hadlarini musbat deb olish imkonini beradi. 

3°. Cheksiz ko'paytmalar bilan qatorlar orasidagi bog'lanish. Faraz 
qilaylik, 

~ 

ITcn =CI 'C2 · ••• ·cn .••• , (cn >0, n=1,2, ... ) 
n=1 

cheksiz ko'paytma berilgan bo'lsin. Bu cheksiz ko'paytma hadlarining 
logarifmlaridan ushbu 

~ 

I In cn = In Cl + In c2 + ... + In Cn + ... (3) 
n=1 

qatorni hosil qilamiz. 
1- teorema. (1) cheksiz ko'paytmaning yaqinlashuvchi bo'lishi 

uchun (3) qatorning yaqinlashuvchi bo'lishi zarur va yetarli. 
.... Zarurligi. Aytaylik, (1) cheksiz ko'paytma yaqinlashuvchi bo'lsin: 

hm Pn = lim(cl . C2 ..... cn ) = P, (P - chekli son). 
n-.too n-t oo 
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U holda (3) qatoming qismiy yig'indisi uchun 
n 

Sn = Ilnck = In Cl +lnc2 + ... +lncn =In(cl ,c2 ..... cn ) 
k=l 

bo'lib, 

lim Sn = lim In(cl . c2 ..... cn) = In P 
n~oo n~oo 

bo'ladi. Demak, (3) qator yaqinlashuvchi. 
Yetarliligi. Aytaylik, (3) qator yaqinlashuvchi bo'lsin: 

n 

Hm Sn = lim I Inck = Hm In(Cl . C2 ..... Cn) = S . 
n----+oo n~oo k:::l n-+oo 

U holda (1) cheksiz ko'paytmaning qismiy ko'paytmasi uchun 

bo'lib, 

p = C . r_· . C = e!n(C] S!' . . en ) 
n 1 -L ... n 

lim P = lim e!n(C] Cl ... en ) = eS 

n 
n-+oo n-+oo 

bo'ladi. Demak, (1) cheksiz ko'paytma yaqinlashuvchi. ~ 
~ 

Ko'pincha, n Cn cheksiz ko'paytmani o'rganishda, uning umu-
n=! 

miy hadi cn ni quyidagicha 

Cn = 1 + an 

ifodalash qulay bo'ladi. U holda (1) cheksiz ko'paytma 
~ n (l + an) 

n=! 

ko'rinishga, cheksiz qator esa 

IlnO + an) 
n=l 

ko'rinishga ega bo'ladi. 

Faraz qilaylik, n ning (n E N) yetarHcha katta qiymatlarida 

an > 0 (yoki an < 0 ) 

bo'lsin. 
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2- teorema. Ushbu 
n=1 

cheksiz ko'paytrnaning yaqin1ashuvchi bo'lishi uchun 

qatorning yaqin1ashuvchi bo'lishi zarur va yetarli. 

~ Ravshanki, fI (1 + an) cheksiz ko'paytrna va fan qatorning 
n=1 n=1 

yaqinlashuvchi bo'lishi uchun avva10 

lirn an = 0 
n->~ 

bo'lishi kerak. Shu rnunosabat bajari1sin. 
Ke1tiri1gan teoremaning isboti 

1· In(l +an ) 1 
lrn = 

n-too an 

rnunosabat harnda 1- teorernaning qo'llanishidan kelib chiqadi. ~ 
Masa1an, bu teorernadan foyda1anib, ushbu 

U(I+ n~ )=(l+l).(I+~u }(1+ 3~ )- .... (1+ ~u}. 
cheksiz ko'paytrnaning a> 1 bo'lganda yaqinlashuvchi bo'lishini 

(chunki f ~, (a. > 1) - yaqinlashuvchi), 
n=1 nU 

fI (1 + *) = (I + 1) . (1 + ~). (1 + ~ ) ... (1 + ~) ... 
n=1 

cheksiz ko'paytrnaning esa uzoq1ashuvchi bo'lishini (chunki f ~ 
n=1 

uzoqlashuvchi) toparniz. 
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Mashqlar 

~ 

1. Ushbu II (1 + x 2n
), (Ixl < 1) 

n=) 

cheksiz ko'paytmaning yaqinlashuvchiligi ko'rsatilsin va qiymati 
topilsin. 

2. Ushbu 

tenglik isbotiansin, bunda 

c = li~(fA -Inn) 
n~ k=) 

(EyIer o'zgarmasi). 
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12- BOB 
KO'P O'ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR, 

ULARNING LIMITI, UZLUKSIZLIGI 

55- ma'ruza 
It" fazo. It" fazoda ochiq va yopiq to'plamlar 

10. R m fazo tushunchasi. Haqiqiy sonlar to'plami R yordamida 
ushbu 

~x Rx v"· xR, = {(XI ,X2 , ... ,Xm) : XI E R, X2 E R, ... , Xm E R} (1) 
m la 

to'plamni (R ning dekart ko'paytmalaridan tuzilgan to'plamni) hosil 
qilaylik. Ravshanki, (1) to'plamning har bir elementi m ta Xl' X2, ... , Xm 
haqiqiy sonlardan tashkil topgan tartiblangan m lik 

(XI' ~, ... , Xm) 
dan iborat bo'ladi. Uni (1) to'plamning nuqtasi deyilib, bitta harf 
bilan belgilanadi: 

X = (Xl' ~, ... , Xm). 

Bunda XI' X 2, ... , Xm sonlar X nuqtaning mos ravishda birinchi, 
ikkinchi, ... , m- koordinatalari deyiladi. 

Agar X = (Xl' ~, ... , Xm), Y = (YI' Y2' ... , Ym) nuqtalar uchun 
Xl = YI' X2= Y2' ... , Xm= Ym bo'lsa, X= Y deyiladi. 

Faraz qilaylik, 

X = (Xl' ~, ... , Xm), Y = (YI' Y2' ... , Ym) 
lar (I) to'plamning ixtiyoriy ikki nuqtasi bo'lsin. Ushbu 

m 

L (Yk - Xk)2 
k=l 

miqdor X va Y nuqtalar orasidagi masofa deyiladi va p(X,Y) kabi belgilanadi: 

m 

p(X,y) = 2: (Yk - xd2 
. (2) 

k=1 

Endi masofaning xossalarini keltiramiz: 
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" 1) Har doim p(x,Y) ~ 0 va p(x,Y) = 0 <=> x = Y bo'ladi. 
~ 
r .... (2) munosabatga ko'ra, har doim p(x, y) ~ 0 bo'ladi. Agar 

p(x,Y) = 0 bo'lsa, u holda 

(YI - xd2 
+ (Y2 - ~ l + ... + (y m - Xm)2 = 0 

bo'lib, natijada XI = YI' X2 = Y2' ... , Xm = Ym, ya'ni X = Y bo'lishi kelib 
chiqadi. Aksincha, agar XI = YI' x2 = Y2' ... , xm = Ym bo'lsa, unda (2) 
munosabatdan foydalanib p(x,Y) = 0 bo'lishini topamiz. ~ 

2) p(x,Y) masofax va Y ularga nisbatan simmetrik bo'ladi: 

p(x,Y) = p(y,x) . 
.... Bu xossanig isboti (2) munosabatdan kelib chiqadi: 

m m 2 
p(x,y)= L(Yk -Xk )2 = L(xk -Yk) =p(Y,x). ~ 

k=1 k=1 

3) (1) to'plamning ixtiyoriy 

X = (xI' X2, ... , xm), Y = (YI 'Y2' ... , Ym ), Z = (ZI' Z2' ... , zm) 
nuqtalari uchun 

p(X,Z):=;; p(x,Y)+p(y,z) 

tengsizlik o'rinli bo'ladi. 

..... Ma'lumki, ixtiyoriy aI' a2' ... , am va q, ~, ... , bm haqiqiy sonlar 
uchun 

t. (ak + bk )' ~ Jt. al + Jt. bi (3) 

bo'ladi (qaralsin, [I], 12- bob, 1- §; odatda, bu tengsizlikni Koshi­
Bunyakovskiy tengsizligi deyiladi). (3) tengsizlikda 

ak=Yk-xk' bk=Zk-Yk, (k=I,2, ... ,m) 

deb topamiz: 



Bu esa 

p(X,Z) $ p(x,y)+p(y,z) 

bo'lishini bildiriladi. ~ 
Shunday qilib, (1) to'plamda (to'plam elementlari orasida) masofa 

tushunchasining kiritilishini hamda masofa uchta xossaga ega bo'lishini 
ko'rdik. 

Odatda, (1) to'plam gn fazo deyiladi. Demak, 

Rm ={(X\,X2, ... 'Xm): X\ E R, X2 E R, ... ,xm ER}. 

Endi gn fazodagi ba'zi bir to'plamlami keltiramiz. 
Aytaylik, biror a = (aI' a2 , ... , am ) E Rm nuqta va r > 0 son berilgan 

bo'lsin. 
Ushbu 

Br (a) = {(XI' X2, ... , Xm) E Rm : ~(Xl - a1)2 + ... + (Xm - am)2 < r} 
yoki qisqacha, 

Br(a) = {X E Rm : p(x,a) < r} 
to'plam markazi a nuqta, radiusi r bo'lgan shar (m o'lchovli shar) 
deyiladi. 

Quyidagi 

Br(a) ={x E Rm : p(x,a) $ r} 
to'plam ~ fazoda yopiq shar, 

B~ (a) = {X E Rm : p(x,a) = r} 
to'plam esa ~ fazoda sfera (m o'lchovli sfera) deyiladi. 

Ravshanki, 

Br (a) = Br (a) u B~ (a) 
bo'ladi. 

Ushbu 

II (al ,···, am ; q , ~ , ... , bm ) = 

= {( XI , x2 , ... , xm ) E Rm : al < XI < q, a2 < X2 < ~ , ... , am < xm < bm} 

to'plam Rm fazoda parallelepiped deyiladi, bunda QI' a2' ... , am; 
q ,~ , ... , bm - haqiqiy sonlar. 
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ZO. Rm fazoda nnqtaning atrofi. Biror xO = (x?, xf, ... , x~) E Rm 

nuqta hamda E> 0 son berilgan bo'lsin. 
1- ta'rij. Markazi x!J nuqtada, radiusi E bo'lgan ~ fazodagi shar 

x!JE K" nuqtaning sferik atrofi deyiladi va UE(x!J) kabi belgilanadi: 

U
E 

(xo) = {x E Rm 
: p(x, xo) < E}. 

2- ta'rij. Ushbu 

n U>I ,82 ... , 8m ) = {( xI> X2 , ... , xm ) E J(II : 

: x? - 81 < XI < xr + 81, x~ - 82 < ~ < x~ + 82 , ... , x~ - 8m < oX", < x::. + 8m } 

parallelepiped x!J nuqtaning parallelepipedial atroJi deyiladi va 

0'6 I ,02, ... ,'6m (XO) kabi belgilanadi, bunda °1 > 0, °2 > 0, ... , Om > 0 . 

K" fazodagi nuqtaning bu atroflari orasidagi munosabatni quyidagi 
lemma ifodalaydi. 

Lemma. XO E Rm nuqtaning har qanday l{(x!J) sferik atrofi olin­

ganda ham har doim x!J nuqtaning shunday 001 ,'62 , ... ,'6
m 

(XO) paralle­
lepipedial atrofi topiladiki, bunda 

lJ 01,02 ... Om (XO) C UE (XO) 

bo'ladi. 

Shuningdek, xf! nuqtaning har qanday UOI ,02 , ... ,Om (XO) parallele­
pepidial atrofi olinganda ham har doim xf! nuqtaning shunday UE(x!J) 
sferik atrofi topiladiki, bunda 

~. 0 ° 
U E (x ) C U'6I'62 ... 0m (x ) 

bo'ladi. 

.... XO E Rm nuqtaning sferik atrofi 

Uc(XO)={XE R m : p(x,XO) < f.} 

berilgan bo'lsin. Demak, f. > 0 son berilgan. Unga ko'ra 8 < Fm 
tengsizlikni qanoatlantiruvchi 8 sonni olib, x!J nuqtaning ushbu 

- ° - ° { m. Uo (x ) = U'6'6. '6 (x ) = (Xl' X2 , ... , Xm) ER. 

: x? - ° < Xl < x? + 0, X~ - 8 < X2 < X~ + 8, ... , X~ - 8 < Xm < X~ + 8} 
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parallelepipedial atrofini tuzamiz. Natijada xfJ nuqtaning 

Ue(xfJ) va 00 (xo) 

atroflariga ega bo'lamiz. 

Aytaylik, Vx E 00 (xO) bo'lsin. U holda 

IXk -x21 < 0, (k = 1,2, ... ,m) 
bo'lib, 

bo'ladi. Yuqoridagi ° < Fm tengsizlikni e'tiborga olib topamiz: 

m 

I,(Xk -x2)2 < E. 

hI 

Demak, p(X,XO) < E bo'lib, X E Ue (XO) bo'ladi. Bundan 

Uo(XO) c Ue(XO) 

bo'lishi kelib chiqadi. 

XO E Rm nuqtaning parallelepipedial atrofi 

O~~ ... Om (XO) = {(XI ,-X2, ""Xm) E Rm 
: 

: X? - ~ < XI < X? + ~ , xf -° < -X2 < xf + ~ , ... , X~ - Om < Xm < X~ + Om} 

berilgan bo'lsin. Berilgan °1,°2, ... , Om musbat sonlar yordamida 

E = min{01,02, .. ,Om} 
sonini topib, xfJ nuqtaning ushbu 

Ue(XO)={XE Rm : p(X,XO) <E} 
sferik atrofini tuzamiz. Natijada xfJ nuqtaning 

- ° Ue(xfJ) va U0102 ... om (X ) 

atroflariga ega bo'lamiz. 
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Aytaylik, Vx E U
E 

(XO) bo'lsin. U holda 

m 

p(x,XO)= L(Xk-x2)2 <f~bk' (k=1,2, ... ,m) 
k=1 

bo'lib, 

IXk - x21 < bk' (k = 1,2, ... ,m) 

bo'ladi. Bundan esa x E DB\B2 ... Bm (XO) bo'lishi kelib chiqadi. Demak, 

Bu lemma gn fazo nuqtasining bir atrofidan ikkinchi atrofiga 
o'tish imkonini beradi. 

3°. K" fazoda ochiq va yopiq to'plamlar. Aytaylik, gn fazoda 
biror G to'plam (G c Rm) berilgan bo'lib, xD E G bo'lsin. 

Agar xO nuqta G to'plamga tegishli bo'lgan Uf(xO) atrofga ega 
bo'lsa, (UE(xO) c G) Xo nuqta G to'plamning ichki nuqtasi deyiladi. 

3- ta'rif. G to'plamning har bir nuqtasi uning ichki nuqtasi bo'lsa, 
u ochiq to 'plam deyiladi. 

1- misol. R" fazodagi ushbu 

Br(a) = {x E Rm 
: p(x,a) < r} 

shaming ochiq to'plam ekanligi ko'rsatilsin . 
.... Vxo E Br (a) nuqtani olamiz. Unda 

r-p(xo,a) 

miqdor musbat bo'ladi. Uni cS deylik: 

cS = r - p(xo, a) (22-chizma). 
Endi xO nuqtaning ushbu 

UB(Xo)={XE Rm 
: p(x,xo) <cS} 

atrofini qaraymiz. 

Bunda UB(XO) c Br(a) bo'ladi. Haqi­
qatan ham, 

VXE Uo(xo) =::) p(x,xo) < b 
22- chizma. 
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bo'lib, masofaning 3- xossasiga ko'ra 

p(x,a) ~ p(x,xo) + p(xo ,a) < S + p(xo ,a) = r 
bo'ladi. Demak, 

'<;Ix E UIl (xo) => X E Br (xo) . 

Bundan UIl (xo) c Br (xo) bo'lishi kelib chiqadi. 

Demak, Br (a) to'plamning har bir nuqtasi uning ichki nuqtasi 
bo'ladi. Binobarin, Br (a) - ochiq to'plam. ~ 

Aytaylik, F c Rm to'plam hamda Xo E R m nuqta berilgan bo'l­
sin. Agar Xl nuqtaning ixtiyoriy UE(Xl) atrofida ('<;lE> 0) Fto'plamning 
x!J dan farqli kamida bitta nuqtasi bo'lsa, x!J nuqta F to'plamning 
limit nuqtasi deyiladi. 

Masalan, ushbu 

Br(a) = {x E Rm 
: p(x,a) < r} 

to'plamning har bir nuqtasi uning limit nuqtasi bo'ladi. Ayni paytda, 

B~ = {x E Rm 
: p(x, a) = r} 

to'plamning barcha nuqtalari ham shu Br (a) to'plamning limit nuqtasi 
bo'ladi. Biroq, bu limit nuqtalar Br (a) to'plamga tegishli bo'lmaydi. 

4- ta'rif. Agar F c Rm to'plamning barcha limit nuqtalari shu 
to'plamga tegishli bo'lsa, F yopiq to 'plam deyiladi. 

Masalan, 

Br(a) = {x E Rm : p(x,a) ~ r} 
to'plam (Ir' fazodagi yopiq shar) yopiq to'plam bo'ladi 

Biror M c Rm to'plam hamda Xo E Rm nuqtani qaraylik. 
Agar x!J nuqtaning ixtiyoriy UE(x!J) atrofida ham M to'plamning, 

ham Ir'\M to'plamning nuqtalari bo'lsa, x!J nuqta M to'plamning 
chegaraviy nuqtasi deyiladi. Mto'plarnning barcha chegaraviy nuqtalari 
uning chegarasini tashkil etadi. M to'plamning chegarasi a(M) kabi 
belgilanadi. Masalan, 

B~ (a) = {x E Rm 
: p(x, a) = r} 

to'plam 

Br (a) = {x E Rm : p(x, a) < r} 
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to'plamning chegarasi bo'ladi: 

a (Br (a)) = B~ (a). 

Agar F c R m to'plamning chegarasi iJ(M) shu to'plamga tegishli 
bo'lsa, F yopiq to'plam bo'ladi. Masalan, 

Br(a) = {x E Rm : p(x,a)::; r} 
yopiq to'plam bo'ladi, chunki 

a(Br (a» = B~ (a) c Br(a). 
4°. R m fazoda to'g'ri chiziq va kesma. Faraz qilaylik, Rm fazoda 

a = (al ,a2, .. ·,am), b = (q ,bz" ... ,bm) 

nuqtalar berilgan bo'lsin. Bu nuqtalar koordinatalari yordarnida quyidagi 

Xl =alt+q (I-f), 

X2 = a2 t + bz, (I - t) , 

(4) 
Xm = amt + bm (I - t) 

ni tuzib, (bunda tE R) t o'zgaruvchiga bog'liq bo'lgan Rm fazoning 

X = (Xl ,X2 , ... ,xm) 
nuqtalarini hosil qilamiz. Bunday nuqtalar to'plami 

{X=(XI ,X2, ... ,Xm )E Rm :X, =a,t+q (1-0, 

X2 =a2t+bz,(I-O, ... ,Xm =amt+bmO-O,tE R} 

Rm fazoda a = (a"a2, .. ·,am) va b = (b"bz., ... ,bm) nuqtalar orqali 
o'tuvchi to ~ 'ri chiziq deyiladi. 

Endi yuqoridagi a va b nuqtalarning koordinatalari yordamida 
tuzilgan (4) munosabatda 0::; t ::; I bo'lsin. R m fazoning bunday nuq­
talari to'plami 

{x=(x"x2, ... ,Xm)E Rm :x1 =a1t+q (I-f), X2 =a2t+b20-t), 

... , Xm = amt + bm (1- t), 0::; t ::; I} 

Rm fazoda a va b nuqtalarni birlashtiruvchi to ~ 'ri chiziq kesmasi 
deyiladi. 
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R m fazoda chekli sondagi nuqtalar berilgan bo'lsin. Bu nuqtalami 
birin-ketin to'g'ri chiziq kesmalari bilan birlashtirishdan tashkil topgan 
chiziq siniq chiziq deyiladi. 

Agar M c Rm to'plamning ixtiyoriy ikki nuqtasini birlashitruvchi 
shunday siniq chiziq topilsaki, u ushbu M to'plamga tegishli bo'lsa, 
M bog'lamli to 'plam deyiladi. 

5- ta'rif. Agar M c Rm to'plam ochiq hamda bog'lamli to'plam 
bo'lsa, u soha deyiladi. Masalan, 

Br(a) = {x E Rm 
: p(x,a) < r} 

to'plam soha bo'ladi. 
5°. Xususiy hollar. m = 1 bo'lganda Rm = R bo'lib, u barcha 

haqiqiy sonlardan iborat to'plam bo'ladi. Bu to'plamning har bir 
elementi to'g'ri chiziq nuqtasini, to'plamning o'zi esa to'g'ri chiziqni 
ifodalaydi. 

lkki x E R, Y E R nuqtalar orasidagi masofa 

p(x,y) = Ix - yl, 
Xo E R nuqtaning atrofi 

UE(XO)={XE R:p(X,XO)<E}=(XO-E, XO+E) 

bo'ladi. 
m = 2 bo'lganda Rm = R2 b6'lib, u barcha tekislik nuqtalaridan 

iborat to'plam bo'ladi. Bu to'plamning ikki x = (Xl' x2), Y = (YI' Y2) 
nuqtalari orasidagi masofa 

p(x, y) = ~(Yl - xd
2 

+ (Y2 - X2)2 , 

X
O = (xo ,Yo) nuqtaning sferik atrofi 

bo'ladi. 

UE(XO)={(X,Y)E R2 :p(x,y),(xo,YO»<E}= 

={(X,Y)E R2 :~(x_xo)2 +(Y-Yo)2 <E} 

R2 fazoda ushbu 

{(x,y) E R2 : p(x,y), (xo,Yo)) < r} 
to'plam ochiq, quyidagi 
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y y 

o x x 

23- chizma. 

{(x,Y)ER2:X~O, y~O, x+y:::;l} 

to'plam esa yopiq to'plam bo'ladi. Ular 23- chizmada tavsirlangan. 

Mashqlar 

1. Agar GI C Rm, G2 C Rm ochiq to'plamlar bo'lsa, 

GI \J Rm, G2 n Rm 

to'plamlarning ochiq to'plam bo'lishi ko'rsatilsin. 

2. Agar Fj c Rm, Fi c Rm yopiq to'plamlar bo'lsa, 

Fj \J Rm, Fi n Rm 

to'plamlarning yopiq to'plam bo'lishi ko'rsatilsin. 

56- ma'ruza 
Rm fazoda ketma-ketlik va uning limiti 

1°. R m fazoda ketma-ketlik va uning Iimiti tushunchalari. Aytaylik, 
biror qoidaga ko'ra har bir natural son n ga Rm fazoning bitta 

x(n) = (x~n) , x~n) , •.. , x~n», (n = 1,2, ... ) 

nuqtasi mos qo'yilgan bo'lsin. Bu moslik natijasida Rm fazo nuqtala­
ridan tashkil topgan ushbu 

( 
(I) (I) (I» «2) (2) (2» 

XI 'X2 ' ""Xm , XI ,X2 "",Xm , ... , ( 
(n) (n) (n) ) 

XI ,X2 , .•. ,Xm , ... 
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yoki qisqacha, 
(1) (2) (n) 

X ,X , ... , X , ... 

to'plam hosil bo'ladi. Uni K' fazoda ketma-ketlik deyilib, {.x<n)} kabi 
belgilanadi. Demak, {.x<n)} ketma-ketlikning hadlari Rm fazo nuqtalari­
dan iborat bo'lib, bu nuqtalarning koordinatalari m ta 

{x}n)}, {xin)}, ... , {x~n)}, (n = 1,2, ... ) 

sonlar ketma-ketliklarini yuzaga keltiradi. 
Faraz qilaylik, Rm fazoda {.x<n)}: 

(1) (2) (n) x ,x , ... , x , ... 

ketma-ketlik hamda 

a = (at ,a2, ... ,am ) E Rm 

nuqta berilgan bo'lsin. 

(1) 

1- ta'rif. Agar \:1£ > ° olinganda ham shunday no E N son topilsaki, 
barcha n > no uchun 

p(x(n) ,a) < £, 

ya'ni 

\:lE> 0, 3no E N, \:In> 110: p(x(n), a) < E 

bo'lsa, a nuqta {.x<n)} ketma-ketlikning limiti deyiladi va 

lim x(n) = a yoki n ~ 00 da x(n) ~ a 

kabi belgilanadi. 
\:In> no da 

p(x(n) , a) < £ 

tengsizlikning bajarilishi, (1) ketma-ketlikning no dan katta nomerli 
hadlari a nuqtaning Ue(a) atrofiga tegishli bo'lishini bildiradi. Bu hol 
(1) ketma-ketlikning limitini quyidagicha ta'riflash imkonini beradi. 

2- ta'rif. Agar a E Rm nuqtaning ixtiyoriy Ue(a) atrofi olinganda 
ham, {.x<n)} ketma-ketlikning biror hadidan keyingi barcha hadlari shu 
atrofga tegishli bo'lsa, a nuqta {.x<n)} ketma-ketlikning Iimiti deyiladi. 

1- misol. Rm fazoda ushbu h(n)} = {!, !, ... , !} ketma-ketlik-
n n n 

ning limiti a = (0, 0, ... , 0) bo'lishi ko'rsatilsin. 
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• 

.... \:iE > 0 sonini olib, unga ko'ra no = [ V;] + 1 ni topamiz. 

U holda \:in > no uchun 

(n) _ (1 1 1 ) p(x ,a) - p -, -, .... , - , 
n n n 

Jm Jm Jm 
(0,0, ... ,0» = ----,;- < It = [Jm] < E 

- +1 
f 

bo'ladi. Demak, lim x(n) = a. ~ 
n->= 

2". Ketma-ketlik limitining mavjudligi. Faraz qilaylik, R m fazoda 
{X<n)} ketma-ketlik va a E Rm nuqta berilgan bo'lsin. 

1- teorema. Agar Rm fazoda 

(n) «n) (n) (n» ( 1 2 ) x = xI ' x2 ' ••• , xm ' n = , , ... 
ketma-ketlik 

limitga ega bo'lsa: 

u holda 

bo'ladi. 

a = (al ,~ , ... , am) 

lim x(n) = a, 
n->= 

lim x~n) = a2 , 
n->= 

lim x(n) = a m m n->= 

.... Aytaylik lim x(n) = a bo'lsin. Limit ta'rifiga binoan \:in> no E N 
n->= 

uchun 

X(n)E Ur (a) = {x E Rm 
: p(x, a) < E}, (\:iE > 0) 

bo'ladi. Ravshanki, 

bunda 
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Ut(a) ={(XI ,X2, ... ,Xm )E Rm
: 

al - € < XI < al + €, a2 - € < X2 < a2 + €, ... , am - € < Xm < am + €}. 

Keyingi munosabatlardan, V n > no uchun 

ya'ni 

(n) al - € < XI < al + €, 

(n) 
a2 - € < X2 < a2 + €, 

IX:n) -all < e , 

Hn) - a2 1 < e , 

bo'lishini topamiz. Bundan esa 

lim x: n
) = ai' 

n->~ 

lim xin
) = a2 , 

n->~ 

lim x(n) = a m m 
n->~ 

bo'lishi kelib chiqadi. ~ 
2- teorema. Agar Rm fazodagi 

{ n}_{( (n) (n) X - XI ' x 2 ' ... , (n = 1,2 ... ) 

ketma-ketlik va a = (ai' a2' ... , am) nuqta uchun 
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n->~ I 

lim x(n) 
2 

n->~ 

lim x(n) = a m m 
n->~ 
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bo'Isa, u holda {X<n)} ketma-ketIik limitga ega bo'lib, 

lim x(n) = a 

bo'ladi. 
~ Teoremaning sharti hamda limit ta'rifidan foydalanib topamiz: 

lim xt) = al => 'if- > 0, 3~1) E N, Vn > ~I) : 1X1(n) - llJ I' < _E_ 
n~~ Fm' 

!~ x1n) = a2 => 'if- > 0, 3~2) E N, Vn> rt2
): I~n) - ~ 1 < Jm ' 

Hm x<,::) = am => 'if- > 0, 3~m) E N, Vn > ~m): 1>1;:) -Oml < ~ 
~~ ~m 

bo'ladi. 
Agar 

110 = max{~I), n&2), ... , ~m)} 

deyilsa, u holda 'in> no da bir yo'la 

Ixin ) - ak 1 < Jm ' 
tengsizliklar bajariladi. U holda 

(k=1,2, ... ,m) 

~ (xi
n

) - ak)2 < ~ ( Jm J = f- , 

ya'ni 

p(x(n) , a) < f-

bo'ladi. Demak, 

Hm x(n) = a . ~ 

Bu teoremalardan quyidagi tasdiq kelib chiqadi. 

Rm fazoda 

a = (aI' a2 , ... , am) limit: 

Hm x(n) = a 

ketma -ketlik 
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ga ega bo'lishi uchun bir yo'la 

lim X?) = aI' 
n ..... ~ 

lim x~n) = a2 , n ..... ~ 

lim x(n) = a m m n ..... ~ 

bo'lishi zarur va yetarli. 
Bu muhim tasdiq bo'lib, u R m fazodagi ketma-ketliklar limitlarini 

o'rganishni sonlar ketma -ketliklar limitlarini 0' rganishga 0 lib keladi. 
Sonlar ketma-ketliklarining limiti esa 6-8- ma'ruzalarda batafsil bayon 
etilgan. 

Agar (1) ketma-ketlik limitga ega bo'lsa, u yaqinlashuvchi ketma­
ketlik deyiladi. 

Yuqorida keltirilgan tasdiqdan foydalanib, isbotlanadigan muhim 
teoremani keltiramiz. Avvalo Rm fazoda ketma-ketlikning fundamen­
talligini ta'riflaymiz. 

3- ta'rif. Rm fazoda {.x<n)} ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Agar VE> 0 
olinganda ham shunday no E N topilsaki, Vn> no, V P> no lar uchun 

p(x(n) , x(P» < E 

tengsizlik bajarilsa, {.x<n)} fundamental ketma-ketlik deyiladi. 
3- teorema. (Kosbi teoremasi) {.x<n)} ketma-ketlikning yaqinlashuv­

chi bo'lishi uchun uning fundamental bo'lishi zarur va yetarli. 
Bu teorema 9- ma'ruzada keltirilgan 3- teorema kabi isbotlanadi. 
3°. Ichma-ich joylashgan yopiq sharlar prinsipi. K" fazoda mar­

kazlari 
(n) _ «n) (n) (n» ( - 1 2 ) a - al ' a2 ' ... , am , n - , , ... 

nuqtalarda, radiuslari 'n > 0 (n = 1,2, ... ) bo'lgan ushbu 
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• I 

yopiq sharlar ketma-ketligini qaraylik. Agar bu yopiq sharlar ketma­
ketligining hadlari uchun quyidagi 

Bl ::J B2 ::J .•. ::J Bn ::J ... 

munosabat o'rinli bo'lsa, {Bn} ichma-ich joylashgan yopiq sharlar 
ketma-ketligi deyiladi. 

Aytaylik, {Bn} Rm fazoda ichma-ich joylashgan yopiq sharlar 
ketma-ketligi bo'lsin. 

4- teorema. Agar n ~ 00 da shar radiuslari rn nolga intilsa, ya'ni 

Hm rn = 0 
n-t-

bo'lsa, u holda barcha yopiq sharlarga tegishli bo'lgan a nuqta (a E Rm) 
mavjud va u yagona bo'ladi. 

~ Shar markazlaridan tuzilgan 

{a(n)}, (a(n) E Rm, n = 1,2, .. ) 

ketma-ketlikni qaraylik. Uning fundamental ketma-ketlik bo'lishini 
ko'rsatamiz. 

Shartga ko'ra lim rn = O. U holda 
n-->-

"dE > 0, 3110 EN, n > 110: rn < E 

bo'ladi. Ayni paytda, yopiq sharlar ichma-ichjoylashganligidan ixtiyotiy 

P>n>no 

uchun jj (a(P)::J jj (a(n») 
rp rn 

bo'lib, p (a(n), a(P») ~ rp < E bo'ladi. 

Demak, {a(n)} - fundamental ketma-ketlik. U holda Koshi teo­
remasiga ko'ra u yaqinlashuvchi bo'ladi: 

lim a(n) = a, (a E Rm). 
n-t-

Bu a nuqta jj~ (a(n» to'plamning limit nuqtasi va jj~ (a(n» yopiq 
n n 

bo'lganligi uchun aE jj~ (a(n» , (n= 1 ,2, ... ) bo'ladi. Demak, a - bar-
n 

cha sharlarga tegishli bo'lgan nuqta. Faraz qilaylik, a nuqtadan farqli 
barcha sharlarga tegishli bo'lgan b nuqta (bE Rm) mavjud bo'lsin: 

bE jj~ (a(n», b t:. a. Masofaning 3-xossasidan foydalanib topamiz: 
n 
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p(a, b) $ p(a, a(n» + p(a(n), b) $ 2rn. 

Agar n ~ 00 da rn ~ ° bo'lishini e'tiborga olsak, keyingi muno­
sabatdan p(a,b) = 0, ya'ni a = b bo'lishi kelib chiqadi. ~ 

Odatda, bu teorema ichma-ich }oylashgan yopiq sharlar prinsipi 
deyiladi. . 

4°. Qismiy ketma-ketliklar. Bolsano-Veyershtr:tss teoremasi. 
J(" fazoda {X<n)}: 

x(1) , X(2) , ... , x(n) , ... 

ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Ushbu ketma-ketlik 

x(TII ), x(II:2), ... , x(nk ), ... , 

bunda nl < n2 < ... < nk < ... ; I:k EN, k = 1,2, ... , 

berilgan {X<n)} ketma-ketlikning qismiy ketma-kctligi deyiladi va u 
h(nk )} kabi belgilanadi. Ravshanki, bitta ketma-ketlikning turlicha 
qismiy ketma-ketliklari bo'ladi. 

Agar {X<n)} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'lib, 

hm x(n) = a 

bo'lsa, bu ketma-ketlikning har qanday qismiy ketma-k~tligi h(n,)} 
ham yaqinlashuvchi bo'lib, 

lim x(nk ) = r: 
k~~ 

bo'ladi. Bu tasdiqning isboti ketma-ketlik limiti ta'rifidan bevosita 
kehb chiqadi. 

Aytayhk, Rm fazoda biror M to'plam berilgan bo'lsin: Mc Rm. 
Agar J(" fazoda markazi (0,0, ... ,0) E Rm, radiusi r> ° bo'lgan shar 

UO 
={(XI ,X2, ... ,Xm )E Rm

: P((XI,X2'''''Xm ), (O,O, ... ,O))<r} 

topilsaki, bunda 
McUO 

bo'lsa, M chegaralangan to 'plam deyiladi. 
Endi Bolsano-Veyershtrass teoremasini isbotsiz keltiramiz. 
5- teorema. (Bolsano-Veyershtrass teoremasi.) Rm fazoda har 

qanday chegaralangan ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ketma­
ketlik ajratish murnkin. 
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5°. Xususiy hollar. m = 1 bo'lganda Rm = R bo'lib, undagi 
ketma-ketlik sonlar ketma-ketligi bo'ladi. Ma'lumki, sonlar ketma­
ketligi va uning limiti 6-8- ma'ruzalarda batafsil o'rganilgan. 

m = 2 bo'lganda Rm 
= R2 bo'lib, undagi ketma-ketlik tekislik 

nuqtalaridan iborat 

(x\ .. v\),(x2 'Y2),""(xn, Yn),"" (Xn ER, Yn ER , n=I,2, ... ) 

ketma-ketlik bo'ladi. Bu ketma-ketlikning limiti {xn} va {Yn} sonIar 
ketma-ketliklarining limitlari orqali o'rganiladi. 

Masalan. ushbu 

{(_I"). (-It}: (-1, -1), (1,1), (-1,-1), ... , «_I)n,(_I)n), 

ketma-ketlik limitga ega bo'lmaydi, chunki 

xn =(-1)", Yn =(-1)", (n=I,2, ... ) 

ketma-ketliklar limitgn cga emus. 

Mashqlar 

1. Agar X
O 

E Rm nuqta Mc Rm to'plamning limit nuqtasi bo'Isa, 
M to'plam elementlaridan t~shkil topgan va xO nuqtaga yaqinlasha­
digar: 

{.x<n)}, (x(n) E !o.~. x(n) '# xo, n = 1,2, ... ) 

kctma-ketlikning mavjudligi ko'rsatilsin. 
2. Agar 

limx(n)=G, (x(n)ERm, GERm, n=I,2, ... ) 

bo'lsa, {x<n)} ketma-ketlikning chegaralanganligi ko'rsatilsin. 

57- ma'ruza 
Ko'p o'zgaruvchili funksiya va uning limiti 

1 0. Ko'p o'zgaruvchili funksiya tushunchasi. Faraz qilaylik, Rm 

fazoda E to'plam beriIgan bo'lsin: E c ~. 

1- ta'rif. Agar E to'plamdagi har bir x = (XI' X2' ... xm ) nuqtaga 
biror f qoidaga ko'ra bitta haqiqiy u son mos qo'yilgan bo'lsa, E to'p-
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lamda ko'p o'zgaruvchili (m ta o'zgaruvchili) funksiya berilgan (aniq­
langan) deyiladi. U ni 

f: x = (X l 'X2""'Xm) ~ u yoki u = f(x) = f(X I ,X2 , •.. ,xm) 

(x = (Xl ,X2 , ... ,Xm) E Rm, u E R) 
kabi belgilanadi. Bunda E - funksiyaning berilish (aniqlanish) to'p-
lami, Xl' X2, ... , Xm (erkli o'zgaruchilar) - funksiya argumentlari, 
u esa XI' X2, ... , Xm laming funksiyasi deyiladi. 

Masalan, f - har bir 

nuqtaga ushbu 

X = (XI' X2 , ",xm ) EM, 

M = {x E Rm
: p (x, 0) $ I} 

(X I ,X2,· .. ,Xm) ~ ~I-xl-xi - ... -x~ 
qoida bilan bitta haqiqiy u sonini mos qo'ysin. Bu holda Mc R m 

to'plamda aniqlangan 

u = ~l - xf - xi - ... - x~ 
funksiya hosil bo'ladi. 

Aytaylik, u = f(x l , X2 , ... , xm) funksiya (ko'p hollarda bu funk­
siyani u = f(x) kabi yozamiz) E c Rm to'plamda berilgan bo'lsin. 
X

o = (x?, xf, ... , x~) E E nuqtaga mos keluvchi Uo son u = f(x) 
funksiyaning Xl nuqtadagi xususiy qiymati deyiladi: . 

Berilgan funksiyaning barcha xususiy qiymatlaridan iborat ushbu 

{u = f (x) : x E E} (1) 

sonlar to'plami u = f(x) funksiya qiymatlari to 'plami deyiladi. Agar 

(1) to'plam chegaralangan bo'lsa, u = f(x) = f(x l , x2 , ... , xm) funk­
siya E to 'plamda chegaralangan deyiladi. 

Rm+ I fazodagi ushbu 

{(x,f(x»: X = (XI ,x2 , ... xm) E Rm, f(x) E R} 

to'plam ko'p o'zgaruvchili u = f(x l , X2, ... , xm) funksiyaning grafigi 
deyiladi. 
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Faraz qilaylik, yuqorida qaralayotgan f (XI' X2 , ... , Xm) funksiyada 

XI = <PI (t) = <PI (tl ,t2 , ... ,tk ), 

X 2 = <P2 (t) = <P2 (tl ,12 , ... , t k ), 

Xm = <Pm(t) = <Pm(tl,t2 ,···,tk ) 

bo'lsin, bunda <P, (t) funksiya (i = 1,2, ... , m) T c Rk to'plamda 
aniqlangan bo'lib, t=(tI,t2,···,tk )E T bo'lganda unga mos 
X = (XI' X2, ... xm) E E bo'lsin. Natijada 

f(x(t» = f(<pI (tl , ... , tk ), <P2 (tl' ... , tk ), .... , <Pm (tl' ... , tk » = F(tl' t2, ... , tk ) 

funksiya hosil bo'ladi. Uni murakkab funksiya deyiladi. 
r. Ko'p o'zgaruvchili funksiya limiti (karrali Iimiti) ta'riflari. 

Faraz qilaylik, f(x) funksiya (x E Rm) E c Rm to'plamda berilgan, 
XO E Rm nuqta E ning limit nuqtasi bo'lsin. U holda Rm fazoda 
shunday {X<n)}: 

X(I), x(2), ... , x(n), ... 

ketma-ketlik topiladiki, bunda 

1) \:;In E N da x(n) E E, x(n)"# Xo ; 

2) n -? 00 da x(n) -? XO 

bo'ladi (bunday ketma-ketliklar istalgancha bo'ladi). 
2 - ta'rif. (Geyne ta 'riif.) Agar 

1) \:;In E N da x(n) E E, x(n)"# XO ; 

2) n -? 00 da x(n) -? XO 

shartlarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy {X<n)} ketma-ketlik uchun 

n -? 00 da f(x(n» -? A 

bo'lsa, A son f(x) = f(xl , x2 , ...• , xm ) funksiyaning XO = (x? , x~ , ... , x~) 

nuqtadagi limiti (karrali limiti) deyiladi. Uni lim f(x) = A yoki 
x->xo 
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lim f (XI' X2 , ... , Xm ) = A 

° XI ~XI 

° X2 ~ X2 

° Xm ~Xm 

kabi belgilanadi. 
Eslatma. Agar 

{x(n)}, (x(n) E E, x(n) ;f:. xo, n = 1,2, ... ), 

{y<n)}, (y(n) E E, y(n) ;f:. xo, n = 1,2, ... ) 

ketma-ketliklar uchun n ~ 00 da 

bo'lib, 

f(x(n» ~ A, f(y(n» ~ B, A;f:. B 

bo'lsa, f(x) funksiya ;x!J nuqtada limitga ega bo'lmaydi. 
3- ta'rif. (Koshi ta'rifi.) Agar 'liE> 0 son olinganda ham shunday 

0= <5(E) > 0 topilsaki, 0 < p(x, xo) < E tengsizlikni qanoatlantiruv­
chi 'IIXE E (E c Rm) da 

If(x) - AI < E 

tengsizlik bajarilsa, A son f(x) funksiyaning xO nuqtadagi limiti (karrali 
limiti) deyiladi. 

Bu ta'rifni qisqacha qilib quyidagicha ham aytsa bo'ladi. Agar 

'IIE>O, 30>0, 'IIXE En(U.s(xo)\{xo}): if(x)-AI<E 

bo'lsa, A sonf(x) funksiyaning xO nuqtadagi limiti deyiladi. 
3°. Funksiya Iimitining mavjudligi. Faraz qilaylik, f(x)= 

=f(xl ,x2' .... ,xm) funksiya EE R m to'plamda berilgan bo'lib, 
XO = (x? , xg, ... , x~) nuqta E to'plamning limit nuqtasi bo'lsin. 

1- teorema. (Koshi teoremasi.) f(x) funksiya xO nuqtada limitga 
ega bo'lishi uchun 'liE > 0 son olinganda ham shunday 0 > 0 son 
topilib, 
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VX'E En(Uo(xo)\{xo}), VX"E En(Uo(xo)\{xo}) 

nuqtalarda 

If(x') - f(x')1 < € 

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli. 
.... Zarurligi. Aytaylik,/(x) funksiya;/J nuqtada A limitga ega bo'lsin: 

lim f(x) = A. 
X __ H O 

Limit ta'rifiga ko'ra, 

V£>O, 30>0, VXE En(Uo(xo)\{xo}): 

If(x) - AI < i 
bo'ladi. Jumladan, 

X'E En(Uo(xo)\{xo}), X"E En(Uo(xo)\{xo}): 

nuqtalar uchun 

If(x') - AI < i, If(x') - AI < ~. 

bo'ladi. 
Keyingi tengsizliklardan 

If(x') - f(x')1 ::; If(x') - A 1+ If(x") - AI < £ 

bo'lishi kelib chiqadi. 
Yetarliligi. Aytaylik, V£ > 0 son olinganda ham shunday 8> 0 son 

topiladiki, bunda 

VX'E En(Uo(xo)\{xo}), VX"E En(Uo(xo)\{xo}) 

nuqtalar uchun 

If(x') - f(x')! < € 

tengsizlik bajariladi. 

;/J nuqtaga intiluvchi ikkita h(n)}, {y(n)} ketma-ketliklami ola­

miz: n ~ 00 da 

x(n) ~ X O , ( (n) E (n) ° - 1 2 ) X E , X #. X , n - , , ... , 
y(n) ~ xO, ( (n) E (n) ° 1 2 ) yE, Y #. X , n = , , .... 
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Bu ketma-ketliklar hadlaridan foydalanib, ushbu 

X(l), y(l), X(2), y(2), ... , X(n), y(n), ... 

ketma-ketlikni hosil qilamiz. Uni {in)} ketma-ketlik deylik. Ravshanki, 
bu ketma-ketlikning ham limiti :x!l bo'ladi: n ~ 00 da 

z(n) ~ xo, (z(n) E E, z(n) ~ xo, n = 1,2, ... ), 

Limit ta'rifiga binoan yuqoridagi 0> 0 songa ko'ra shunday no E N 
topiladiki, \;fn> nO, \;fm> nO da 

z(n) E En (Uo(xo) \ {xo}), 

z(m) E En (Uo(xo) \ {xo}) 

bo'ladi. 
Teoremaning shartidan 

If(z(n» - f(z(m»1 < E 

tengsizlikning bajarilishi kelib chiqadi. Demak, (f(tn»} sonlar ketma­
ketligi fundamental ketma-ketlik bo'ladi. Binobarin, u yaqinlashuvchi: 

n ~ 00 da f{i n)} ~ A. 

U holda n ~ 00 da 

f(x(n» ~ A, f(y(n» ~ A 

bo'lib, funksiya limitining Geyne ta'rifiga ko'ra 

lim f(x) = A 
x->xo 

bo'ladi. ~ 

4°. Takroriy Iimitlar. Faraz qilaylik, f(x) = f(xl ,X2 , .... ,xm) funk-

siya E E Rm to'plamda berilgan bo'lib, Xo = (x?, xf, ... , x~) E Rm 

shu E to'plamning limit nuqtasi bo'lsin. 
m ta Xl' x2, ... , Xm o'zgaruvchilarga bog'liq bo'lgan f(xl , ... , Xm ) 

funksiyada X2, X3, ... , Xm o'zgaruvchilar tayinlansa, ravshanki, u bitta 
Xl o'zgaruvchining funksiyasiga aylanadi. Aytaylik, bu funksiya 
Xl ~ X? da limitga ega bo'lsin: 

lim f (Xl , ~ , ... , Xm ) = q>l (-Xi , X3 , ... , .x;" ) . 
Xl->10 
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Endi <PI (X2 ,X3 , "" Xm) funksiyada X 3, X4 , , .• , Xm o'zgaruvchilar 

tayinlanib, so'ngra X2 ~ xg limitga o'ti1sa, 

bo'lib, berilgan funksiyaning 

limiti hosil bo'ladi. 
Xuddi shunga o'xshash f(xl , X2 , ... , xm) funksiyaning 

, h'l ' . hd 0 0 0 1 "1 d 'I' ., o zgaruvc I an mos raVIS a XII' X'2 ' ... , X'k arga mtI gan agI ImItI 

ni ham qarash mumkin, 
Odatda, bu limitlar f(x l , x2' ... , xm) funksiyaning takroriy lirnitlari 

deyiladi. f(xI' x2 , ... , xm) funksiya argument1ari XI' X2' ... , xm 1ar 
mos ravishda xf, x~, ... , x~J sonlarga turli tartibda intilganda funk­
siyaning turli takroriy limitlari hosil bo'ladi. 

Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning limiti (karrali limiti) hamda uning 
takroriy limitlari turlicha munosabatda bo'ladi. Ular haqida xususiy 
holda, keyingi bandda bayon etamiz. 

5°, Xususiy hollar, m = 1 bo'lganda bitta o'zgaruvchiga bog'liq 
bo'lgan R fazodagi biror to'p1amda aniq1angan u = f(x) funksiyaga 
ega bo'lamiz. Bu funksiya va uning limiti 11- va 12- ma'ruzalarda 
o'rganilgan va to'liq ma'lumotlar keltirilgan. 

m = 2 bo'lganda R2 fazodagi (tekislikdagi) biror to'plamda aniq­
langan ikki o'zgaruvchiga bog'liq bo'lgan u = f(x,y) funksiyaga 
ega bo'lamiz, Masalan, 
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z 

x 
24- chizma. 25- chizma. 

Bu funksiyaning aniqlanish to'plami tekislikning ushbu 

X2 + y2 -1 > 0, 

4 - x2 - y2 > 0 

y 

sistemani qanoat1antiradigan nuqtalar to'plami 24- chizmada tasvir-
1angan ha1qani ifoda1aydi: 

lkki o'zgaruvchiga bog'liq bo'lgan u = [(x, y) funksiyaning grafigi 
umuman R3 fazoda (biz yashab turgan fazoda) sirtni ifoda1aydi. Masa-
1an, ushbu 

u = x 2 + y2 
funksiyaning grafigi R3 fazoda 25- chizmada tasvirlangan ay1anma 
paraboloid bo'ladi. 

Aytaylik, [(x, y) funksiya E c R2 to'plamda berilgan bo'lib, 
(xo,Yo) E R2 nuqta E ning limit nuqtasi bo'lsin. Bu ikki o'zgaruvchili 
funksiya limiti ta'riflari quyidagicha bo'ladi: 

Agar: 1) \in E N da (Xn, Yn) E E, (xn , Yn b~: (xo ,Yo), 

2) n ~ 00 da (xn , Yn ) ~ (xo, Yo) 

shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy {(xn,yn)} nuqtalar ketma-ketligi uchun 

n ~ 00 da [(xn , Yn) ~ A 

bo'lsa, A son funksiyaning (xo, Yo) nuqtadagi limiti (karrali limiti) 
deyiladi va 

tim [(x, y) = A yoki 1im f(x, y) = A 
(x,y )~(xo ,.vo) X-HO 

kabi belgilanadi. 
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Agar '11£ > 0 olinganda ham shunday () > 0 topilsaki, 

0< p(x,y),(xo,Yo») < () tengsizlikni qanoatlantiruvchi 'II(X,y)E E da 

If(x,y) - AI < £ 

tengsizlik bajarilsa, A sonf(x, y) funksiyaning (xo,yo) nuqtadagi limiti 
(karrali limiti) deyiladi. 

Berilgan funksiyaning ikkita takroriy limitlari: 

lim lim f(x, y), lim lim f(x, y) 
x~~y~~ y~~x~~ 

bo'lishi mumkin. 
1- misol. Ushbu 

f(x,y) = Jx2+y2' 
{ 

xy agar x2 + / ::f. 0 bo'lsa, 

o ,agar x2 + / = 0 bo'lsa 

funksiyaning (x, y) ~ (0, 0) dagi limiti 0 bo'lishi ko'rsatilsin . 
.... Koshi ta'rifidan foydalanib topamiz: 
'11£ > 0 son uchun () = 2£ deyilsa, 

0< p«x,y),(O, 0») < () 

tengsizlikni qanoatlantiruvchi 'II(x,y) E R2 da 

bo'ladi. Demak, 

2- misol. Ushbu 

limf(x,y) =0. ~ 
x~o 
y~o 

x2i f(x,y) = ----... --
x2y2 +(x_y)2 

funksiyaning (0, 0) nuqtada limiti mavjud emasligi ko'rsatilsin. 
~ Ravshanki, bu funksiya 

R2 \ {(O, On 

to'plamda aniqlangan va (0, 0) nuqta shu to'plamning limit nuqtasi. 
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(0,0) nuqtaga intiluvchi {(~,~)}, {(~,-1)} ketma-ketliklarni 

olaylik: 

(~ , ~) hamda (*, -*) nuqtalarda (n= 1, 2, 3) berilgan funksiya­

ning qiymatlari 

(1 1) (1 1) 1 / -, - = 1, / -, - - = --- (n= 1 2 3) 
n n n n 4n2 +1 ' " 

bo'lib, 

bo'ladi. Funksiya limitining Geyne ta'rifidan foydalanib, berilgan funk­
siyaning (x, y) ~ (0, 0) da limitga ega emasligini topamiz. ~ 

3- misol. Ushbu 

1 
xy ,agar x 2 + y2 :t; ° bo'lsa, 

/(x,y) = ~x2 +y2 

° ,agar x
2 + y2 = ° bo'lsa 

funksiyaning (0,0) da takroriy limitlari topilsin. 
<0lIl Berilgan funksiyaning takroriy limitlarini topamiz: 

lim/(x,y) = lim W = 0, limlim/(x,y) = 0, 
x->o x->o x2 + y2 y->O x->o 

lim /(x, y) = lim W = 0, lim lim /(x, y) = 0. 
y->O y->O x2 + y2 x->o y->O 

Demak, berilgan funksiyaning (0, 0) nuqtadagi takroriy limitlari bir­
biriga teng bo'lib, ular ° ga teng. ~ 

{

2X-
y 

, agar x + 3y :t; ° bo'lsa, 
4- misol. Ushbu f(x,y) = ,Jx+3y 

° ,agar x + 3 y = ° bo' lsa 

funksiyaning (0,0) nuqtadagi takroriy limitlari topilsin. 
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~ Berilgan funksiyaning takroriy limitlari quyidagicha bo'ladi: 

o 2x-y 1 2x-y 1 hm --- = - -, Hm lim __ = - - 0 

x-tox+3y 3 y-tox-tox+3y 3' 

10 2x-y 2 10 10 2x-y 2 lm-- = lm lm-- = 
y-tO x+3 y 'x-to y-tO x+3 y 0 

Ayni paytda, berilgan funksiya (x, y) ~ (0,0) da limitga (karrali li­

mitga) ega bo'lmaydi, chunki 

(~,~)~(O,O), (~,~)~(O,O) 
ketma-ketliklar uchun 

f(! !) =! ~ ~ f(~ ~) = i ~ i 
n'n 4 4' n'n 17 17 

bo'lib, ular bir-biriga teng emaso ~ 
5- misol. Ushbu 

f(X,y)={x+YSin~, agar x:t;O bo'lsa, 

o ,agar x = 0 bo'lsa 

funksiyaning (0,0) nuqtadagi takroriy limitlari topilsino 
~ Bu funksiya uchun 

Hm f (x, y) = x, Hm Hm f (x, y) = 0 
y-tO X-toY-tO 

bo'lib, 
lim limf(x,y) 
y-tOx-tO 

esa mavjud bo'lmaydi. 
Ayni paytda, (x, y) ~ (0,0) da berilgan funksiyaning limiti (kar­

rali limiti) mavjud bo'ladi, chunki 

bo'lib, 

bo'ladi. ~ 

If(x, y) - 01 = Ix + y sin ~I :5lxl + Iyl, (x:t; 0) 

lim f(x, y) = 0 
X-tO 
y-tO 
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Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya R2 fazodagi 

E={(x,y)e R2: Ix-xol<a,IY-Yol<b} 
to'plamda berilgan bo'lsin. 

2- teorema. Agar 

1) (x,y) ---t (xo,Yo) daf(x,y) funksiyaning limiti (karrali limiti) 
mavjud va 

lim f(x, y) = A; 
x~X() 

Y~Yn 

2) har bir tayinlangan x da 

lim f(x,y) = q>(x) 
y~yo 

mavjud bo'lsa, u holda 

lim lim f(x,y) 
X~Xo y~yo 

takroriy limit mavjud va 

bo'ladi. 

~ Aytaylik, 

lim lim f(x, y) = A 
x~X() y~yo 

lim f(x,Y) = A 
x~xo 

y~yo 

(2) 

bo'lsin. Limit ta'rifiga binoan, '<lE > 0 olinganda ham shunday 0> 0 
topiladiki, ushbu 

{(x,y)eR2: Ix-xol<o, ly-Yol<o}cE 

to'plamning barcha (x, y) nuqtalari uchun 

If(x,y) - AI < E 

tengsizlik bajariladi. Keyingi tengsizlikdan, y ---t Yo da limitga o'tib topan1iz: 

Iq>(x) - AI ~ E. 

Demak, lim q>(x) = A. 
x~X() 

(2) va (3) munosabatlardan 

lim lim f(x, y) = A 
X~Xo y~yo 

bo'lishi kelib chiqadi. ~ 
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Xuddi shunga o'xshash quyidagi teorema isbotlanadi. 
3- teorema. Agar: 
1) (x,y) ~ (xo,Yo) daf(x, y) funksiyaning limiti (karraH limiti) 

mavjud va 

lim f(x, y) = A; 
x->xo 
Y-->Yo 

2) har bir tayinlangan y da 

lim f(x,y) = q>(y) 
Y-->Yo 

mavjud bo'lsa, u holda 

Hm lim f(x, y) 
X-->Xo Y--> Yo 

takroriy limit mavjud va 

lim Hm f(x,y) = A 
x->xo Y-->YO 

bo'ladi. 
Natija. Agar f(x,y) funksiya uchun bir vaqtda yuqoridagi 2- va 

3- teoremalarning shartlari bajarilsa, u holda 

lim f(x, y) = lim Hm f(x, y) = Hm Hm f(x, y) 
x->xo x->xo Y-->YO Y-->Yo x->xo 
Y--> Yo 

bo'ladi. 

Masbqlar 

1. Funksiya limiti Geyne va Koshi ta'riflarining ekvivalentligi 
ko'rsatilsin. 

2. Limitga ega bo'lgan funksiyalarning xossalari keltirilsin. 
3. Ushbu 

limit ta'riflansin. 
4. Ushbu 

limit hisoblansin. 

Hm f(x, y) = A 
x-->~ 

Y-->~ 

Hm (x 2 , y2 )e-(X+Y) 
X~+OO 

Y-->+OO 
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58- ma'ruza 
Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi. 

Tekis uzluksizlik. Kantor teoremasi 

r. Ko'p o'zgaruvchili funksiya uzluksizligi tushunchasi. Faraz qi­
laylik, J(x) = J(XI' X2' ... , Xm) funksiya Rm fazodagi E to'plamda 
berilgan bo'lib, xfJ e E nuqta E to'plamning limit nuqtasi bo'lsin. 

1- ta 'rif. Agar 

lim J(x) = J(xo) 
X~Xo 

bo'lsa, J(x) funksiya xO nuqtada uzluksiz deyiladi. 
2- ta'rif. (Geyne ta'rifi.) Agar: 
1) Vn e Nda:i-n)e E; 
2) n ~ 00 da :i-n) ~ xfJ 

shartlarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy {:i-n)} ketma-ketlik uchun 

n ~ 00 da J(:i-n» ~ J(xfJ) 
bo'lsa, J(x) funksiya xO nuqtada uzluksiz deyiladi. 

3- ta'rif. (Koshi ta'rifi.). Agar 

VE> 0, 38> 0, Vx e En UIl (xo), \J(x) - J(XO)\ < E 

bo'lsa, J(x) funksiya XO nuqtada uzluksiz deyiladi. 

(1) 

Umuman, U = J(x) funksiyaning XO e E nuqtadagi uzluksizligi 
quyidagini anglatadi: 

VE>O, 38>0, VxeEnUIl(xo), J(x)eU(J(xo». 

Odatda, ushbu 

/).U = J(x) - J(xo), (x = (XI' x2, ... , xm), XO = (x~, ... , x2» 

ayirma u = J(x) funksiyaning XO nuqtadagi orttirmasi (to'liq orttirmasi) 
deyiladi. 

Agar 

° A~ ° ° /).xl = XI - XI' llA.2 = X2 - x2, ... , /).xm = xm - xm 
deyilsa, u holda 

/).u = J(x~ + /).xl' x~ + /).x2' ... , x~ + /).xm) - J(x~, x~, ... , x~) 
bo'ladi. Yuqoridagi (1) munosabatdan foydalanib quyidagi tasdiqni 
ayta olamiz: 
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f(x) funksiya x!J nuqtada uzluksiz bo'lishi uchun 

lirn dU = 0, ya'ni 
x~xo 

lim dU = 0 
IU, ..... 0 
1U2 ..... 0 

IUm ..... O 

bo'lishi zarur va yetarli. 
Yuqoridagi ta'riflar ekvivalent ta'riflar bo'ladi. 
Agar (1) rnunosabat bajarilrnasa, f(x) funksiya x!J nuqtada uzilishga 

ega deyiladi. 
4- ta'rif. Agar f(x) funksiya E to'plamning har bir nuqtasida 

uzluksiz bo'lsa, funksiya shu E to'plarnda uzluksiz deyiladi. 
Ko'p o'zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning nuqtadagi to'liq 

orttirrnasi tushunchasi bilan bir qatorda uning xususiy orttirmalari 
tushunchalari ham kiritiladi. 

Ushbu 

d x , U = f (xp + dx1 , x!j, xf , ... , ~ ) - f( ~ , Xl, ... , .x;;, ), 

d X2 U = f (xp ,xg + ~ ,xf , ... , ~ ) - f (~ , Xl , ... , .x;;, ), 

d Xm U = f (xp , xf , ... , X~_l ,~ + d~ ) - f ( ~ , Xl , ... , .x;;, ) 

ayirmalar rnos ravishdaf(x) funksiyaning x!J nuqtadagi Xl' x2 , ••. , Xm 

o'zgaruvchilar bo'yicha xususiy orttirmalari deyiladi. Ravshanki, 

lirn d x, U = 0, 
IU, ~O 

Hrn llx2 U = 0, 
,u2~O 

Hrn llx U = 0 
IUm~O m 

bo'ladi. Biroq, llXk ~ 0 da llxk U ~ 0 (k = 1,2, ... , m) bo'Hshidan 

lirn llu = 0 
x~xo 

bo'lishi har doirn kelib chiqavermaydi (bunga misol keyingi bandda 
keltiriladi) . 

47 



r. Uzluksiz funksiyalarning sodda xossalari. Faraz qilayhk. f (x) 
va g(x) funksiyalar EcK" to'plamda bcrilgan bo'lib, x!l E E nuqtada 
uzluksiz bo'lsin. U holda 

f(x) ° c· f(x), f(x) ±g(x), f(x) ·g(x), g(x)' (g(x) ;eO) 

funksiyalar ham x!l nuqtada uzluksiz bo'ladi, bunda c = const. 
Bu tasdiqning isboti 15- ma'ruzadagi mos tasdiqning isboti kabidir. 

,l~ytaylik, 

XI = <PI (tl ,t2 , •.• ,tk ) = <PI (t), 

x2 = <P2 (tl , t 2 , ... , t k ) = <P2 (t), 

xm = <Pm(tj ,t2 , .. ·,tk ) = <Pm(t) 

(2) 

funksiyalaming har biri Mc Rk to'plamda aniqlangan bo:]sin. Bu (2) 
munosabat natijasida M to'plamning har bir t = (tl ' t2 , .•. , tk ) nuq­
tasiga mos keluvchi Rm fazoning x = (XI' X2, ... , xm ) nuqtasi hosil bo'­
ladi. Bunday nuqtalar to'plami:1i E deylil:. Ravshanki, E c Rm bo'ladi. 

Faraz qilaylik, E to'plamda 

U = f(x) = f(xI ,X2 , ... ,xm ) 

·funksiya aniqlangan bo'lsin. Natijada 

t E M ~ X E E ~ U E R, 

ya'ni (t1,t2 , ... ,tdE M ~ (XI'X2 .... 'Xm)E E ~ UE R bo'lib, 

U = f(x(t» = f (<PI (tl' ... , td,<P2 (tl' ... , tk ), ""<Pm (tl , ... , tk ») = 

= <D(t) = <D(tl ' t2 , ... , tk ) 

murakkab funksiya hosil bo'ladi. 
1- teorema. Agar 

XI = <PI (t), x2 = <P2 (1), ... , xm = <Pm(t), (t = (tl , ... ,tk » 
funksiyalar to = (tp, ... , t2) E M c Rk nuqtada uzluksiz, u = f(x) 

funksiya XO = (xp, .xf, ... , x~) EEc Rm nuqtada (xp = <PI (to), 

xf = <P2 (to), ... , x~ = <Pm (to» uzluksiz bo'lsa, u holda f(x(t»= 

= f(<PI,<P2, ... ,<Pm) murakkab funksiya to nuqtada uzluksiz bo'ladi. 
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.... Shartga ko'ra f(x) funksiya yfl nuqtada uzluksiz. U holda ta'­
rifga binoan 

j VE > 0, 38> 0, Vx E En Vo (xo): if(x) - f(xo)1 < E (3) 

, bo'ladi. Ravshanki. 

Vx E En Uo(xo) => IXI - x?1 < 0, (i = 1,2, ... ,m) (4) 

bo'ladi. Shartga ko'ra <P1(t) (i = 1,2, ... ,m) funksiyalar to nuqtada 

llz!uksiz. Ta'rifga binoan 8 > ° uchun shunday 81 > ° topiladiki, bunda 

Vt E M (l Uo, (to): l<p, (t) - <Pi (to)1 < 8 

bo'ladi, i = 1,2, ... ,m. 

Endi min {8J> O2 , ... , Om} = 0 deb olamiz. U holda Vt E M n Uo (to) 

va barcha i = 1,2, ... , m lar uchun 

1<p1 (t) - <PI (t°)1 < 0, ya'ni lx, - x,o I < 0 

bo'ladi. (3) va (4) munosabatlardan Vt E M n U[j(t°) uchun 

if(x(t» - f(x(to): < E 

bo'lishi kelib chiqadi. Demak, murakkab f(x(t» funksiya to nuqtada 
uzluksiz. ~ 

3°. To'plamda uzluksiz bo'lgan funksiyalarning xossalari. Endi 
to'plamda t:zluksiz bo'lgan funksiyalarning xossalarini keltiramiz. 

2- teorema. Agar f(x) funksiya chegaralangan yopiq E c Jr1 
to'plamda uzluksiz bo'lsa, funksiya E da chegaralangan bo'ladi. 

.... Aytaylik, funksiya shu E to'plamda chegaralanmagan bo'lsin. 
U holoa 

Vn EN, 3x(n) E E: If(x(n»! 2:: n, (n = 1,2, ... ) 

bo'ladi. Ravshanki, {X<n)} ketma-ketlik chegaralangan. Bolsano-Veyer­
shtrass teoremasiga ko'ra yaqinlashuvchi 

h(nk )}, (X(IIA )EE, k=I,2, ... ) 

qismiy ketma-ketlik mavjud: 

k ~ 00 da x(nA) ~ XO va X O E E. 
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Ayni paytda, f(x) funksiyaning E da uzluksizligidan 

k ~ 00 da f(x(nk» ~ f(xo) 

bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa 

k ~ 00 da if(x(nk»1 ~ nk ~ +00 

deyilishiga zid. Ziddiyat f(x) funksiyaning E da chegaralanmagan de­
yilishidan kelib chiqdi. Demak, f(x) funksiya E da chegaralangan. ~ 

3- teorema. Agar f(x) funksiya chegaralangan yopiq E c R m to'p­
lamda uzluksiz bo'lsa, funksiya shu to'plamda o'zining aniq yuqori 
hamda aniq quyi chegaralariga erishadi, ya'ni 

3x(0) E E , sup {f(x)} = f(}O», 
XEE 

::Jx(00) E E, 

bo'ladi. 
~ Yuqoridagi teoremaga kO'raf(x) funksiya E to'plamda chega­

ralangan bo'ladi. U holda bu funksiya aniq chegaralarga ega: 

sup {f(x)} = a, inf {f(x)} = b. 
XEE XE£ 

Aniq yuqori chegara ta'rifiga ko'ra 

VnE N, 3x(n) E E: a- -'- < f(x(n»::; a, (n = 1,2, ... ) 
n 

bo'ladi. Ravshanki, {~n)} chegaralangan ketma-ketlik bo'lib, undan 
h(nk)} qismiy ketma-ketlik ajratish mumkinki, 

k ~ 00 da x(nk) ~ x(O) va x(O) E E (5) 

bo'ladi. Berilgan funksiyaning uzluksizligidan foydalanib topamiz: 

k ~ 00 da f(x(nd ) ~ f(x(O». 

Ayni paytda, 

bo'lib, undan k ~ 00 da 

f(x(nk» ~ a 

bo'lishi kelib chiqadi. (5) va (6) munosabatlardan 
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J(X(*» = a = sup {J(X)}, (X* E E) 

bo'lishini topamiz. 
Xuddi shunga o'xshash 

J(x(**» = b = inf {J(x)}, (x(**) E E) 

bo'lishi bhotlanadi. ~ 

4- tcorcma. Faraz qilaylik, J(x) = J(xl ,x2 , "" xm) funksiya bog'-

lamli 1: c~ R'" to' plamda berilgan bo'lsin, 
Agar: 
I) J(x) fUllksiya E da uzluksiz, 

2) a=(ul .a2 .... ,am)E E, b=(~,~, ... ,bm)E E 

nuqtalarda turli ishorali qiymatlarga ega: 

(j (a) > 0, J(b) < 0 yoki J(a) < 0, J(b) > 0) 

bo'lsa, u holda shunday C = (Cl' C2' ... , Cm) E E nuqta topiladiki, 

J(C) = 0 

bo'ladi. 
.... Aytaylik, J(X) funksiya bog'lamli E c Rm to'plamda uzluksiz 

bo'Jib, 

J(a) < 0, J(b) > 0 
bo'lsin. 

E - bog'lamli to'plam, Binobarin, a va b nuqtalami birlashtiruvchi 
va shu to'plamga tegishli siniq chiziq topiladi. Agar bu siniq chiziq 
uchlarini ifodalovchi nuqtalaming biridaf(x) funksiya nolga aylansa, 
teorema isbotlanadi. 

Agar siniq chiziq uchlarida J(x) funksiya nolga aylanmasa, u 
holda siniq chiziqning shunday kesmasi topiladiki, uning bir uchi 
a' = (a{, a2' ... , a~,) da J(a') < 0, ikkinchi uchi b' = (~',!J; , .. " b:r,) 

da J(b') > 0 bo'ladi. 

Endi J(x) = J(xl ,x2' .. "xm) ni shu kesma 

k = {(Xl' X2' .. " Xm) E Rm 
: Xl = a{ + t(b( - an, 

X2 =:; a2 + t(b}, - a2), .. " Xm = a:r, + t(b:r, - a:r,)} 

(0 -:; t -:; I) da qaraymiz, U holda 
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f(a{ + t(b{ - a{), a2 + t(!J2 - a2), ... , a~ + t(b~ - a~» = F(t) 
bo'lib, bitta t o'zgaruvchiga bog'liq funksiya hosil bo'ladi. Bu funksiya 
[0, 1] segmentda uzluksiz va 

F(O) = f(a') < 0, F(l) = f(b') > 0 
bo'ladi. U holda 16- ma'ruzada keltirilgan teoremaga ko'ra shunday 
to E (0,1) nuqta topiladiki, bunda 

F(to) = 0 , 
ya'ni 

f(a{ + to (b{ - a{), a2 + to (!J2 - a2)' ... , a~ + to (b~ - a~» = 0 
bo'ladi. Agar 

c = a{ + to (b{ - a{), c2 = a2 + to (b2 - a2), ... , cm = a~ + to (b~ - a~) 

deyilsa, u holda C = (Cl' C2 , ... , Cm ) E E nuqtada 

f(c) = 0 
bo'ladi. ~ 

5- teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya bog'lamli E c Rm 

to'plamda berilgan bo'lsin. Agar: 
1) f(x) funksiya E da uzluksiz, 
2) a E E, bEE nuqtalarda f(a) = A, f(b) = B 

qiymatlarga ega va A:t:. B bo'lsa, u holda A bilan B orasida har 
qanday C son olinsa ham, shunday C E E nuqta topiladiki, bunda 

f(c) = C 
bo'ladi. 

~ Bu teorema yuqoridagi 4- teorema kabi isbotlanadi. ~ 
4°. Funksiyaning tekis uzluksizligi. Kantor teoremasi. Aytaylik, 

f(x) funksiya Ec Rm to'plamda berilgan bo'lsin. 

5- ta'rif. Agar "\lE> 0 son olinganda ham shunday 0 = O(E) > 0 

son topilsaki, 

p(x',x"') < 0 

tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x' E E, x" E E uchun 

If(x") - f(x')1 < E 

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya E to 'plamda tekis uzluksiz deyiladi. 
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Agar f(x) funksiya E to'plamda tekis uzluksiz bo'lsa, u shu 
to'plamda uzluksiz bo'ladi. 

~ Haqiqatan ham, yuqoridagi ta'rifda x" nuqta sifatida XO E E 
olinsa, funksiyaning xO nuqtada uzluksizligi, binobarin, E to'plamda 
uzluksizligi kelib chiqadi. ~ 

f(x) funksiyaning Ec Rm to'plamda tekis uzluksiz emasligi quyi­
dagicha: 

3£0 > 0, '110> 0, 3x' E E, 3x' E E, p(x', x') < 0 : if(x') - f(x')i ~ EO 

ko'rinishda bo'ladi. 
6- teorema. (Kantor teoremasi.) Agar f(x) funksiya chegaralangan 

yopiq E c Rm to'plamda uzluksiz bo'lsa, funksiya shu to'plamda 
tekis uzluksiz bo'ladi. 

~ Faraz qilaylik, f(x) funksiya chegaralangan yopiq E c Rm 

to'plamda uzluksiz bo'lib, u shu to'plamda tekis uzluksiz bo'lmasin. 
U holda biror Eo > ° son va Vn E N uchun E to'plamda 

( (n) (n) I ( - 1 2 3 ) P x ,y < -, n - , , , .... 
n 

tengsizlikni qanoatlantiruvchi shunday 

x(n) E E, y(n) E E 

nuqtalar topiladiki, bunda 

If(x(n) - f(y(n)1 ~ Eo 

bo'ladi. Ravshanki, 

h(n)}, (x(n) E E, n = 1,2,3, ... ) 

ketma-ketlik chegaralangan. Undan yaqinlashuvchi qismiy ketma­
ketlik ajratish mumkin: 

k ~ 00 da x(nk) ~ XO va XO E E. 
Masofaxossasidan foydalanib topamiz: 

p(y(nk) ,xo) ::; p(y<nd, x(nk ) + p(x(nkl , x o) < ~ + p(x(nkl , xO). 
nk 

Keyingi munosabatdan, k ~ 00 da limitga o'tish bilan 

y(nk ) ~ X O 

bo'lishini topamiz. f(x) funksiya E to'plamda, jumladan, XOE E 
nuqtada uzluksiz. U holda k ~ 00 da 
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bo'lib, undan 

f(x(nk ) - f(y(nk ) ~ 0 

bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa 

If(x(nk) - f(y(nk)1 ~ EO 

deb qilingan farazga ziddir. Demak, f(x) funksiya E to'plamda tekis 
uzluksiz. ~ 

Aytaylik, Rm fazoda biror E to'plam berilgan bo'lsin: E c Rm. 
Ushbu 

a = sup p(X', x"') 
x'eE,x'eE 

miqdor E to 'plamning diametri deyiladi. 
6- ta'rif.f(x) funksiya Ec K" to'plamda aniqlangan bo'lsin. U holda 

O)(f, E) = sup {If(x') - f(x")I} 
x'EE,x'eE 

son f(x) funksiyaning E to 'plamdagi tebranishi deyiladi. 
Natija. f(x) funksiya chegaralangan yopiq E c Rm to'plamda 

uzluksiz bo'lsa, u holda VE > 0 son uchun shunday 0 > 0 son topiladiki, 
bunda E to'plamni diametri 0 dan kichik bo'lgan Ek to'plamlarga 
ajratish mumkin: 

va har bir Ek da 

bo'ladi. 

U Ek = E, Ek nE, = 0, (k ~ i) 
k 

~ Natijaning shartidan f(x) funksiyaning E to'plamda tekis uz­
luksizligi kelib chiqadi. U holda ta'rifga binoan VE > 0 uchun shunday 
o > 0 topiladiki, bunda p(x', x"') < 0 tengsizlikni qanoatlantiruvchi 
ixtiyoriy x' E E, x'" E E nuqtalarda 

If(x') - f(x')1 < 10 

bo'ladi. 
Ravshanki, Vx' E Ek , Vx'" E Ek nuqtalar uchun 

p(x', x ... ) < 0 
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tengsizlik bajariladi. Demak, 

If(x') - f(x')1 < E. 

Keyingi tengsizlikdan 

sup {If(x') - f(x")I} ~ E , 
x'eEk ,x'eEk 

ya'ni 

bo'lishi kelib chiqadi. ~ 
So. Xususiy hollar. m = I bo'lganda Rm = R va bundagi to'plamda 

beriIgan funksiyaning uzluksizligi bir o'zgaruvchili u = f(x) funksiya­
ning (x E R, U ~ R) uzluksizligi bo'lib, uning xossalari 15-17-ma'­
ruzalarda o'rganilgan. m = 2 bo'lganda Rm = R2 va undan M to'p­
lamda berilgan funksiyaning uzluksizligi, ikki o'zgaruvchili u = f(x,y) 

funksiyaning «x,y) EEc R2 ,u E R) uzluksizligi bo'lib, uning 
(xo, Yo) E E nuqtadagi uzluksizligi quyidagicha bo'ladi. Agar: 

lim f(x, y) = f(.xo, Yo) 
x-+xo 
Y-+Yo 

bo'lsa yoki 'liE> 0, ::30 > 0, 'II(x, y) E En UI) «xo, Yo» : 

If(x,y) - f(xo,yo)1 < E 

bo'lsa, yoki "linEN da (xn,Yn)EE bo'lgan va n~oo da 
(Xn ,Yn ) ~ (xo ,Yo) bo'ladigan ixtiyoriy {(Xn ,Yn)} ketma-ketlik uchun 
f(xn, Yn) ~ f(xo, Yo) bo'lsa, yoki 

lim f(x, y) = lim [J(.xo + Llx, Yo + Lly) - f( Xo, Jb)] = ° 
,u-+o llx-+O 
~y-+o ~y-+o 

bo'lsa, f(x,y) funksiya (Xo, Yo) nuqtada uzluksiz bo'ladi. 
1- misol. Ushbu 

f(x,y)=x+y 
funksiyaning R2 da uzluksiz bo'lishi ko'rsatilsin . 

.... "liE > ° sonini olamiz. Unga ko'ra 8 > ° soni 0 = i deyilsa, u 
holda 
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tengsizlikni qanoatlantiruvchi V (x, y) E R2 nuqtalarda 

I/(x,y) = l(xo,yo)1 = Ix + y -(xo + yo)1 ~ 

~ Ix - Xo 1+ Iy - Yo I ~ 2~(x - XO)2 < 28 = £ 

bo'ladi. Bu esa ta'rifga ko'ra berilgan funksiyaning V(xo, Yo) E R2 
nuqtada uzluksiz bo'lishini bildiradi. ~ 

Aytaylik, I(x,y) funksiya E c R2 to'plamda berilgan bo'lib, 
(xo, Yo ) E E bo'lsin. Ma'lumki, bu funksiyaning to'liq orttirmasi 

~/(xo,yo) = I(xo +~, Yo + ~y) - I(xo,yo) , 
xususiy orttirmalari 

~x/(Xo,yo) = I(xo +~, Yo) - I<Xo, yo), 

~yl(Xo, Yo) = I(xo, Yo + ~y) - I(xo, Yo) 

bo'ladi ((Xo +~, Yo + ~y) E E, (Xo +~, Yo) E E, (Xo, Yo + ~y) E E). 

Agar 

bo'lsa,/(x,y) funksiya (Xo, Yo) nuqtada x o'zgaruvchi bo'yicha (y o'z­
garuvchi bo'yicha) uzluksiz deyiladi. Ravshanki,f(x,y) funksiya (Xo, Yo) 
nuqtada uzluksiz bo'lsa, funksiya shu nuqtada har bir o'zgaruvchisi 
bo'yicha uzluksiz bo'ladi. 

Biroq,/(x,y) funksiyaning (Xo, Yo) nuqtada har bir o'zgaruvchisi 
bo'yicha uzluksiz bo'lishidan uning shu nuqtada uzluksiz bo'lishi 
har doim ham kelib chiqavermaydi. 

2- misoI. Ushbu 

{~' agar x 2 + y2 *" 0 bo'lsa, 
I(x,y) = x 2+y2 

o ,agar x 2 + y2 = 0 bo'lsa 

funksiya (0, 0) nuqtada uzluksizlikka tekshirilsin. 
~ Berilgan funksiyaning (0, 0) nuqtadagi xususiy orttirmalari 

bo'lib, 
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~x/(O, 0) = 1(0 +~, 0) - 1(0,0) = 0, 
~y/(O, 0) = 1(0,0+ ~y) - 1(0,0) = 0 



lim tJ.x/(O,O) = 0, lim tJ.y/(O,O) = ° 
Ax~O AY~O 

bo'ladi. Demak, /(x,y) funksiya (0, 0) nuqtada har bir o'zgaruvchisi 
bo'yicha uzluksiz. 

Qaralayotgan funksiyaning (0,0) nuqtadagi to'liq orttirmasi 

41(0,0) = /(0 + tu, 0+ tJ.y) - 1(0,0) = 2~'~Y2 
tu +~y 

bo'ladi. Ushbu 

lim 41(0,0) 
Ax~O 
Ay~O 

limit mavjud bo'lmaydi, chunki 

1 } 1 2 tu=-~O 2·_·- 4 4 
~ da 41(0,0) = ~ n 1. = :5 ~ :5' 

tJ.y = - ~ 0 2 + 2 
n n n 

I} 1 1 
tu = ~ ~ 0 da 41 (0, 0) = 2

1
, ;; . ? = 1 ~ 1. 

tJ.y = - ~ 0 2" + 2" 
n n n 

Dernak, berilgan funksiya (0, 0) nuqtada uzluksiz bo'lrnaydi. ~ 
3- misol. Ushbu 

1 
/(x,y) = . 2 . 2 

SIn 7tX +sm ny 

funksiyaning uzilish nuqtalari topilsin. 
~ Bu funksiya R2 to'plarnning 

sin 1tX = 0, 

sin 1ty = ° 
sistemasini qanoatlantiruvchi (x, y) nuqtalarida uzilishga ega. Ravshan­
ki, sistemaning yechimi 

{(X,Y)E R2; x = nE Z, y = mE z} 
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to'plam nuqtalaridan iborat. Demak, berilgan funksiyaning uzilish nuq­
talari cheksiz ko'p bo'lib, ular 

{( n, m) E R2; n E Z, m E Z} 
to'plamni tashkil etadi. ~ 

Mashqlar 

1. Agar biror E c Rm to'plam va xc Rm uchun 

p(x,E) = infp(x,y) 
YEE 

bo'lsa, ushbu 

f(x) = p(x, E) 

funksiyaning Rm da uzluksiz bo'lishi isbotlansin. 
2. Ushbu 

{
lX2y 

agar x2 + i > 0 bo'lsa, 
f(x,Y) = x4+i' 

o , agar x = Y = 0 bo' lsa 

funksiya uzluksizlikka tekshirilsin. 
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13- BOB 

KO'P O'ZGARUVCHILI FUNKSIYANING HOSlLA 
VA DIFFERENSIALLARI 

59- ma'ruza 
Ko 'p 0 'zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalari. 

Funksiyaning differensiallanuvchanligi 

10. Funksiyaning xususiy hosilalari tushunchasi. Faraz qilaylik, 
f(x) = f(x l , X2' "', xm) funksiy Ec Rm to'plamda berilgan bo'lib, 

XO = (x? ,xf , .. "x~) E E, (x? + LUI , xL .. " x~) E E, (LUI ~O) 

bo'lsin, Bu funksiyaning XO nuqtadagi Xl o'zgaruvchi bo'yicha xususiy 
orttirmasi 

L1Xl I (XO) = I (x? + LUI , xg , "', x;:, ) - I (x? , :xf] ,"', ~ ) 
LUI ga bog'liq bo'ladi. 

, ~xl /(xo) 
1- ta'rif. Ushbu hm ~--

6.xl -to ~l 

limit mavjud bo'lsa, bu limit I(x) = I(XI ,X2,""Xm ) lunksiyaning 
XO = (x? , xf, .. " x~) nuqtadagi Xl 0 'zgaruvchisi bo 'yicha xususiy 
hosilasi deyiladi. Uni 

kabi belgilanadi: 

a/(xo) = Ix = lim ~xJ(Xo) = lim /(X~+M,,~, · .. ,_~t.t\~-, ~'"':''' ~), 
axl I Axl -to ~ Ax, -to Ml 

Berilgan funksiyaning bu xususiy hosilasini quyidagicha 

f 
° ' /(xl,~,· .. ,~)-/(~O,4, .. ,,~) 

x, (X ) = tim o· 
xl-txr Xl-Xj 

deb ta'riflasa ham bo'ladi. 
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f (Xl, X2' ... , Xm) funksiyaning boshqa X2' X3' ... , Xm o'zgaruvchilari 
bo'yicha xususiy hosilalari ham xuddi shunga o'xshash ta'riflanadi: 

_aJ_(x_O) _ lim 6.x2 f(xo) = Hrn f(xt°,xg+6.X2'xg,···,~)-.r(.{, ~, ... ,~) 
aX2 &2 -+0 &2 &2 -+0 &2 ' 

af(xO) = Hm 6.xm f(xo) = lim f(.xf,xg'···'~_i'x~+Ax",)-f(xf, xg, ... ,~) 
aXm &m -+0 Ax", &m -+0 &m ' 

(Mk~O, k = 2, 3, ... , m). 

Yuqorida keltirilgan ta'riflardan ko'p o'zgaruvchili funksiyaning 
xususiy hosilalari bir o'zgaruvchili funksiyaning hosilasi kabi ekanligi 
ko'rinadi. Demak, ko'p o'zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalarini 
topishda ma'lum jadval va qoidalardan foydalanish rnumkiR. Jum­
ladan, agar 

f(x) = f(x1, X2' ... , xm), g(x) = g(Xl, X2' ... ,xm) 

funksiyalar Ec Rm to'plamda berilgan bo'lib, XE E nuqtada xususiy 
hosilalarga ega bo'lsa, u holda: 

1) \-I R' a(cf(x» = af(x). 
vC E . a ca' 

Xk . Xk 

2) a(f(x)+g(x» = af(x) + ag(x). 
aXk aXk aXk' 

3) a(J(x)·g(x» = af(x) g(x) + f(x) ag(x); 
aXk aXk aXk 

bo'ladi. 
2". Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning differensiallanuvchanligi. 

Zaruriy shart. Aytaylik, f(x) = f(xl ' X2' ... , xm) funksiya E c Rm 

to'plarnda berilgan bo'lib, 
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• 

o (0 0 0) E (0 A~ 0 A~ 0 A~) E x = XI' X2 , ... , Xm E , XI + UAI ,X2 + UA2 , ... , Xm + UAm E 

bo'lsin. Ma'lumki, berilgan funksiyaning jJ nuqtadagi to'la orttirmasi 

4f(xo) = f(xo +LUI , xg +LU2, ... , X~ +LUm)-f(x?, xg, ... , x~) 

bo'lib, U LUI , LU2, ... , LUm larga bog'liq bo'ladi. 

2- ta'rif. Agar LUI , LU2, ... , LUm orttirmalarga bog'liq bo'lmagan 

shunday AI' A2 , ... , Am sonlar topilib, funksiyaning:xfJ nuqtadagi to'liq 
orttirmasi ushbu 

4f (xo) = A I LUI + A2 LU2 + ... + Am LUm + 

(1) 

ko'rinishda ifodalansa, f(x) funksiya :xfJ nuqtada differensiallanuvchi 
deyiladi, bunda 0.1 ,0.2' ... , am lar LUI , LU2, ... , LUm larga bog'liq va 
LUI ~ 0, LU2 ~ 0, ... , LUm ~ 0 da cheksiz kichik miqdorlar. 

Agar (x?, xg, ... , x~) hamda (x? + ~I' xg + LU2, ... , x~ + LUm) 
nuqtalar orasidagi masofa 

I 2 2 2 P = \j LUI + LU2 + ... + LUm 

uchun LUI ~ 0, LU2 ~ 0, ... , LUm ~ 0 da 

alLUI +a2LU2 + ... +amLUm =O(p) 
bo'lishini e'tiborga olsak, (1) munosabat ushbu 

4f(xo) = A I LUI + A2LU2 + ... + AmLUm + O(p) 

ko'rinishga keladi. 

(2) 

Odatda, (1) va (2) munosabatlar f(x) funksiyaning :xfJ nuqtada 
differensiallanuvchanlik sharti deyiladi. 

1- misoI. U shbu 

f (x) = f (XI' X2 , ... , xm) = Xl
2 + xi + ... + x~ 

funksiyaning V(x?, xg, ... , x~) E Rm nuqtada differensiallanuvchi 
bo'lishi ko'rsatilsin . 

.... Berilgan funksiyaning X
O = (xI

O
, xf, ... , x~) nuqtadagi to'liq 

orttirmasini topamiz: 
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Agar 

Al = 2xr, A2 = 2x~, .'" Am = 2x~" 
a l = D.xl , a 2 = D.x2 , ... , am = D.xm 

deyilsa, u holda 

4f(xo) = AID.x1 + A2Llx2 + ... + AmD.xm + alD.x1 + a 2 D.x2 + ... + amD.xm 
bo'ladi. Demak, berilgan funksiya Vxo E Rm nuqtada difTeremial­
lanuvchi. ~ 

Agar f(x) funksiya Ec Rm to'plamning har bir nllqtasida difTe­
rensiallanuvchi bo'lsa, funksiya E to'plamda difTerensiallanllvchi de­
yiladi. 

1- teorema. Agar f(x) funksiya Xo E Ec R m nuqtada differensial­
lanuvchi bo'lsa, u holda funksiya shu nuqtada uzluksiz bo'ladi. 

..... Shartga ko'ra f(x) funksiya xO nuqtada difTerensiallanuvchi. 
Demak, funksiyaning shu nuqtadagi to'Jiq orttirmasi 

4f(xo) = Al Llxl + A2Llx2 + ... + AmD.xm + alD.x1 + a2 M 2 + ... + amD.xm 

bo'ladi. Bu tenglikdan 

lim I1f(xo) = 0 
,ul ~o 
,u2 ~o 

,um~O 

bo'lishini topamiz. Demak, f(x) funksiya XO nuqtada uzluksiz. ~ 
2- teorema. Agar f(x) funksiya XO nuqtada difTerensiallanuvchi 

bo'lsa, u holda funksiya shu nuqtada barcha xususiy hosilalarga ega va 

f:
1 

(xo) = AI' f:
2 

(xo) = A2 , .•• , f:
m 

(xo) = ~ 

bo'ladi. 
..... Shartga ko'ra f(x) funksiya xO nuqtada difTerensiallanuvchi. 

Binobarin, (1) shart bajariladi. U holda 

D.x\ 'f:; 0, D.x2 = D.x3 = ... = D.xm = 0 
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\ 
deh olinsa, quyidagi 

D.xJ/(xo) = AI~I +<XI~I 
tcnglik hosil bo'ladi. Bu tenglikdan topamiz: 

. flX]/(Xo) . 
hm = hm (A] + <X] ) = ~ . 

A.~J .... 0 M] MJ .... 0 

Demak. 

Xudd] shunga o'xshash I(x) funksiyaning XO nuqtada 1:
2 

(XO), 

1:
3 

(xl! ), ... , I:
m 

(xo) xususiy hosilalarining mavjudligi hamda 

1:
2 

(xO) = A2, 1;3 (xO) = A3, ... , I;m (xo) = ~ 

bo' Iishi ko' rsatiladi. ~ 
Bu teoremadan xO nuqtada differensiallanuvchi/(x) funksiyaning 

orttirmasi uchun 

bo'lishi kelib chiqadi. 
E s I a t m a . I(x) funksiyaning biror xO nuqtada barcha xususiy 

hosilalari 

I~ (XO), 1;2 (XO), 1;3 (xO), ... , I;m (xo) 

• ning mavjud bo'lishidan, uning shu nuqtada differensiallanuvchi bo'­
Iishi har doim kelib chiqavermaydi (bunga misol keyingi bandda 
keltiriladi) . 

Yuqorida keltirilgan teorema va eslatmadan/(x) funksiyaning xO 
nuqtada barcha xususiy hosilalarga ega bo'lishi funksiyaning shu nuqtada 
differensiallanuvchi bo'lishining zaruriy sharti ekanligi kelib chiqadi. 

3°. Funksiya differensiallanuvchanligining yetarli sharti. Faraz 
qilaylik,/(x) funksiya Ec Rm to'plamda berilgan bo'lib, Uo(xO) c E 
bo'lsin (8 > 0). 

3- teorema. Agar I(x) funksiya Uo(>!l) da barcha xususiy hosilalarga 
ega bo'lib, bu xususiy hosilalar xO nuqtada uzluksiz bo'lsa, I(x) funk­
siya xO nuqtada differensiallanuvchi bo'ladi. 

~ Ushbu 

(x? + ~l , x~ + ~2 , ... , x~ + ~m ) E Uo (xo ) 
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nuqtani olib, berilgan funksiyaning XO = (xf , xf, , .. , x~,) nuqtadagi 
to'liq orttirmasini qaraymiz: 

4f(xo) = f(xf + Axl , xf + Ax2, .. " x~ + Axm ) - f(xf, xf, ... , x~) . 

Bu orttirmani quyidagicha yozib olamiz: 

D.f(xO) = [f(xf + Axl , xf + D.x2 , .. " x~ + Axm )-

- f (xf , xf + Ax2 , ... , X~ + D.xm ) ] + 

+[f(x~, xf +Ax2 , ... , X~ +D.xm )- (3) 

- f (x~, xf, x~ + Ax) , ... , X~ + Axm )] + 

+ .. , + [f(x~, xf, .. " X~_I' X~ + D.xm ) - f(xf, xf, ... , x~)]. 

Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz: 

f{x~ + ~, xf + ~, .. ,' .x;;, + D.~) - f{ f, .f + D.>i , ... , ~ + D.~,) = 

= f~ (xf + 91 'D.xj , xf + D.Xi , .. " .x;;, + D.~)' D.-1 , 

f{x~, xf + ~, ... , .x;;, + D.x",) - f( f, .f, ~ + D.~, .. " ~ + D.~) = 

= f:
2 

(xf, xf + 92 ,D.x2 , xJ + D.x, , ... , .xe, + D.,X;,J' D.>i ; 

f{xf, xf, .. " .x;;,-I'.x;;, + D.Xr,,) - f{~, ~, .. ,' ~) = (4) 

= f:
m 

(xf, xf, ... , .x;;,-I , .x;;, + 9mD.~) , D.Xr", 

(O<9k <1, k=I,2, ... ,m) 

Shartga ko'ra f~ ,f:
2

, ... , fL xususiy hosilalar XO = (x?, x~, .. " x~) 
nuqtada uzluksiz. U holda 

f~ (x~ + 91D.x1 , xf + D.x2 , .. " .x;;, + D.~) = ~ (x'l) + 0.1 , 

f:
2 

(x? , xf + 92 D.x2 , xf + D.x) , .. " .x;;, + D.~ ) = .c2 (x'l ) + 0.2 , 

f:m (X?, xf, ... , .x;;,-I , .x;;, + 9m D.~ ) = km (x'l ) + o.m 
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I , 
JJ 

bo'Iadi. Bunqa 

L1x1 ~ 0, L1x2 ~ 0, ... , L1xm ~ ° da a l ~ 0, a2 ~ 0, ... , am ~ 0. 
Yuqoridagi (3), (4) va (5) munosabatIardan 

llf(xo) = f~ (xo)!!.xl + 1:2 (xo)llx2 + ... + km (xo)ll~ + 

+ al!!.xl + a 2!!.x2 + ... + amllxm 
bo'lishi kelib chiqadi. Demak, f(x) funksiya xD nuqtada differensial­
Ianuvchi. ~ 

Bu teorema f(x) funksiyaning xD nuqtada differensiallanuvchi 
bo'lishining yetarli shartini ifodaIaydi. 

4°. Murakkab funksiyaning differensiallanuvchanligi. Murakkab 
funksiyaning hosiIasi. Aytaylik, ushbu 

XI = <PI (t) = <PI (tl , t2, ... , tk ), 

X2 = <P2 (t) = <P2 (tl , t2, ... , td, 

Xm = <Pm (t) = <Pm (tl' t2, ... , tk ) 

funksiyaIarning har bir Mc Rk to'pIamda, 
u = f (XI' X2' ... , Xm) 

funksiya esa 

E = {(XI , X2, .... Xm)E Rm; XI = <PI (t), x2 = <P2(t), ... , Xm = <Pm(t)} 

to'pIamda berilgan bo'lib, uIar yordamida 

f ( <PI (t), <P2 (t), 000, <Pm (t») = F (t, , t2 , 000, td 

murakkab funksiya hasil qilingan bo'Isino 
4- teorema. Agar XI = <PI (t" t2 , 000, tk ) funksiyaIarning har biri 

(i = 1,2,000, m), (til, tf, 000, t2) E M nuqtada differensiallanuvchi 

bo'lib, f (x" x2' 000, xm ) funksiya mos (x?, xf, 000, x~) nuqtada 

( ° (0 ° ° ) ° ( ° ° ) ° ( ° 0 )) x, = <PI t" 12 ' 000, tk ,X2 = <P2 t" 000, tk ,000, Xm = <Pm tl , 000, tk 

differensiallanuvchi bo'lsa, u holda murakkab 
f (<p, (tl' 000' tk ), <P2 (t" 0'0' tk ), 000' <Pm (tl' 000, tk )) 

funksiya (t?, tf, 000, (2) nuqtada differensiallanuvchi bo'Iadi. 
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.... (t?, If, ... , t2) E M nuqtaning koordinatalariga mos ravishda 
M) , M 2, ... , Mk orttirmalar beraylikki, bunda 

(t? + M), tf + M 2 , ••. , t2 + M k ) E M 

bo'lsin. U hold a har bir Xi = <Pi (t), t2 , ... , td funksiya (i = 1,2, ... , m) 
ham &i (i = 1,2, ... ,m) orttirma1arga va nihoyat f(x) funksiya 11/ 
orttirmaga ega bo'ladi. 

Shartga kO'ra Xi = <Pi (tl , t2 , ... , tk ) funksiyalarning har biri 

(t?, tf, ... , t2) nuqtada differensiallanuvchi. Demak, 

(6) 

bo'1adi, bunda 

~:~, (i = 1,2,.;.,m; j = 1,2, ... ,k) 
J 

xususiy hosilalaming (t?, tf, ... , (2) nuqtadagi qiymatlari olingan va 

p = ~ Mf + Mi + ... + Ml . 
Shartga ko'ra f (XI' x2' ... , xm) funksiya (x?, xf, ... , x~) nuqtada 

differensiallanuvchi. Demak, 

at at at t{ = - &) + - &2 + ... + - &m + a.) &) + 0.2&2 + ... + o.m&m (7) ax) aX2 aXm 

bo'ladi, bunda at , (i = 1,2, ... , m) xususiy hosilalarning (x? , xf , ... , x~ ) 
ax, 

nuqtadagi qiymatlari olingan va 

&) ~ 0, &2 ~ 0, ... , &m ~ ° da a.) ~ 0, 0.2 ~ 0, ... , am ~ O. 

(6), (7) munosabatlardan topamiz: 
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Bu tenglikdan (at + af_ + ... + aaf ). O(p) = O(p) . 
ax, aX2 Xm 

M, ~ 0, M2 ~ 0, ... , Mk ~ 0, ya'ni p ~ 0 da 

Llx, ~ 0, Llx2 ~ 0, ... , Llxm ~ 0 va a, ~ 0, a2 ~ 0, ... , am ~ 0 
bo'lgani sababli 

a,Llx, +a2Llx2 + ... +amLlxm = O(p) 
bo'lishi hamda quyidagi 

A) = af . ax, + a(. aX2 + ... + ar_ . ~m 
ax, at) aX2 at) aXm at) 

(j = 1, 2, ... , k) belgilashlar natijasida 

!1/ = A,M, + A2M2 + ... + AmMm + O(p) 

(8) 

(9) 
bo'ladi. Demak, murakkab funksiya to nuqtada differensiallanuvchi. ~ 

Aytaylik,/(x(t» murakkab funksiya yuqoridagi teoremaning shart­
larini qanoatlantirsin. U holda 

at at at !!f(t) = -L\t, +-M2 + ... +--Mk +O(p) 
at, at2 atk 
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bo'ladi. Bu hamda (8), (9) munosabatlardan foydalanib murakkab 
funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha 

aj aj aXI aj aX2 aj aXm -= --+----+ ... +_._, 
atl aXI atl aX2 atl aXm atl 
df aj aXI afax2 aj aXm -=--+---+ ... +--, 
at2 aXI at2 aX2 at2 aXm at2 

af = ar .. ~xl + af ax2 + ... + aj _ aXm 
atk aXI atk aX2 atk aXm atk 

bo'lishini topamiz. 
5°. Xususiy hollar. m = 1 bo'lganda bir o'zgaruvchili u = f(x) 

(x E R, U E R) funksiya hosilasi tushunchasiga kelamiz. Bular ha­
qidagi ma'lumotlar 19-21- ma'ruzalarda bayon etilgan. 

m = 2 bo'lsin. Bu holda ikki o'zgaruvchili U = f{x,Y) 
« x, y) EEc R2 , U ER) funksiyaning xususiy hosilalari 

aj = lim !J.xf = lim f(x+!J.x,y)- f(x,y) , 
ax llx -> 0!J.x llx ->0 !J.x 

aj = lim ~yf = lim f(x,y+!J.y)- f(x,y) 
ay tiy->O!J.y tiy->O !J.y 

hamda quyidagi 

4f = f{x +.:ix, Y + ~y) - f(x,y) = A.:ix + B~y + al.:ix + a2~y 
differensiallanuvchanlik shartiga ega bo'lamiz. 

2- misol. Ushbu f(x,y)=lntg~ 
y 

funksiyaning xususiy hosilalari topilsin . 
.... Berilgan funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha bo'ladi: 

~ = :x ( In tg ~ ) = ~:~ . co: 2 ~ . ~ = y s~~3i ; 
y y y 

af a ( x ) 1 1 (X ) -2 
ay = ay In tg y = tg~ . cos2 ~. - y2 = y2 sin 2x . ~ 

y y y 
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3- misol. Ushbu 

f(x,y) = {):> , agar (x,y):t; (0,0) bo'lsa, 

° ,agar (x, y) = (0,0) bo'lsa 

funksiyaning xususiy hosilalari topilsin. 
<II1II Aytaylik, (x, y) :t; (0,0) bo'lsin. U holda 

al = ~(~)= 2y{x
2
+y2)-2xy.2x = 2y{/_-x~2 

ax ax x2 +y2 {2 2)2 (2 2)2' x +y x +y 

?L = ~_(~)= 2x{x
2
+y2)-2xy.2y = 2x{x

2
_y2) 

ay ay x 2 +y2 {2 2 )2 {2 2 )2 x +y x +y 
bo'ladi. 

Aytaylik, (x, y) = (0, 0) bo'lsin. Bu holda ta'rifdan foydalanib topamiz: 

-,~jCO,O) = Hm j(O~~,O)-=/_CO,O) = Hm ~~.~ = ° 
ax M-.O ~ M~O ~3 ' 

ajCO,O) = lim j(O,O+~y)- ICO,O) = Hm 2~y 0 = 0. ~ 
ay t.y~O ~y t.y~O ~y3 

4- misol. Ushbu f (x, y) = ~x2 + y2 funksiyaning xususiy hosi­
lalari topilsin. 

<II1II Aytaylik, (x, y) :t; (0, 0) bo'lsin. Bu holda 

aj=~~x2+y2= __ ~ __ = x 
ax ax 2Jx2+/ Jx2+y2' 

al = ~ ~ x2 + y2 = ~~. = _ y 
ay ay 2Jx2 +y2 Jx 2+y2 

bo'ladi. 
Aytaylik, (x, y) = (0, 0) bo'lsin. Ta'rifga ko'ra 

a/CO,O) = Hm £(O+_~._O)-:/(~.O) = lim I~I 
ax M~O ~ M~O ~x ' 

a/(O,O) = lim f(o,O+~Y)-/CO,O) = lim I~YI 
ay t.y->O ~y t.y~O ~y 

bo'lib, bu limitlar mavjud bo'lmaganligi sababli berilgan funksiya 
(0,0) nuqtada xususiy hosilalarga ega bo'lmaydi. ~ 

69 



:- misf.1. Ush~l.! 

I(x, y) :::: {X::~2' agar (x, Y) ~ (0,0) bo'lsa, 

o ,agar (x, Y) = (0, 0) be' Isa 

fun{~siya)}:R.3 (0, 0) r.cqtadagi xusl,;siy hosilalari topilsin. 
~ Ta'rifs;a ko'ra 

il/(O,O) = lim /(O+Llx,O)- /(0,0) = 0, 
oX M->O Llx 

0/(0,0) = lim /(O,O+~y)-/(O,O) = 0 
oy ~y->O ~y 

bo'ladi. Biroq berilsan funksiya (0, 0) nuqtada uzluksiz bo'lmaydL 
chunki 

(11) (11) 1 1 n' n3 ~ (0,0) da 1 n' -;;r ="2 ~"2 ~ 1(0,0). ~ 

6- misol. Ushbu 

{
Jl;-;' agar (x,y) ~ (0,0) bo'ls:., 

1 (x, Y) = x2 + i 
. 0 ,agar (x,y) = (0,0) bo'lsa 

funksiyaning (0, 0) nuqtada xususiy hosilalarining mavjudlig:, ~mn~o 
~1U nuqtada differensiallanuvchi emasligi ko'rsatilsin. 

~ ~avshanki, 

0/(0,0) = lim /(Llx,O)- /(0,0) = 0, 
ox <lx->O Llx 

0/(0,0) = lim /(O,~y)-/(O,O) = O. 
oy ~y->O ~y 

Demak, berilgan funksiyaning (0,0) nuqtada x"Ususiy hosilalari mavjud 
va ular 0 ga teng. 

Bu funksiya (0, 0) nuqtada differensiallanuvchi oo'lmaydi. Shuni 
isbotlaymiz. Teskarisini faraz qilaylik, qaralayotgan funksiya (0,0) 
nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin: 
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( ) 
af(O,O) aJ('),O) 4f 0,0 = ~--Llx + ---Lly + aiM + a2~y = ax ay 

= alLlx + a 2Lly, (Llx ~ 0, Lly ~ 0 da ('(I ~ 0, a2 ~ 0). 

Ayni paytda, 

~I (0, 0) = 1(0 + Llx, 0 + ~y) - I (0,0) = I (Llx, ~y) = J Ax~y 
Ax2 +~y2 

Ax~y 
bo'Iadi. Demak, J = alA-\" + (X2~Y' 

Ax2+~/ 

Bu tcnglikdan, LlX = LlY > 0 bo'Iganda 

I 
a l + a 2 = J2 

bo'lishi kelib chiqadi. Bu e~:l ,ix = LlY > 0 da (XI ~ 0, (X2 ~ 0 bo'­
lishiga zid. Demak, beriIgan funksiya (0, 0) nuqtada differensialla­
nuvchi cmas. ~ 

7- misol. Agar I(x,y) funksiya R2 ca differensiallanuvchi bo'lib, 

. b' I af af I '1 . x = r cos <po y = r Sin <p 0 sa, a,:' a~ ar tOPl Sin . 

... Ravshanki, 

I(x, y) = fer cc:, 9, r sin 9)· 
Murakkab funksiyaning xususiy hosilaIarini top ish qoidasiga ko'ra 

a,~ = ¥ . ax + Uf . ~v = cos <p of + ~in <p at = ._I_~~ (x at + y ¥ ), 
or ox or oy or ilx oy [x2 +/ ox oy 
df of ox Of ay . of of df Of 
a~ = a~ . ocp + ay . aq; = -r Sin <P ax + r cos <p ay = -y ax + x ay . ~ 

Mashqlar 

1. Ushbu 

I(x,y) = (~r, f(x,},) = In sin 7J 
funksiya1arning xususiy hosilalari topilsin. 
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2. Agar 
u 

f (x, y) = x sin y + y sin x, x = -, y = u . v 
v 

bo'lsa, of, of lar topilsin. 
ou OV 

3. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar Uo (xo) c Rm da aniqlangan 
bo'lib, 

1) f(x) funksiya J!1 nuqtada differensiyallanuvchi vaf(xo) = 0, 
2) g(x) funksiya J!1 nuqtada uzluksiz bo'lsa,j(x) . g(x) funksiyaning 

XO nuqtada differensiallanuvchi bo'lishi ko'rsatilsin. 

4. Ushbu f(x,y) = ~IXYI 
funksiyaning (0,0) nuqtada differensiallanuvchi emasligi isbotlansin. 

60- ma'ruza 
O'rta qiymat haqida teorema. Yo'nalish bo'yicha hosila 

r. O'rta qiymat haqida teorema. Faraz qilaylik, f (x) = 

= f(x"x2 , ••• ,xm ) funksiya Ec R m to'plamda berilgan bo'lsin. Bu 
E to'plamda shunday 

a=(a"a2,···,am), b=(q,~, ... ,bm) 

nuqtalami qaraymizki, bu nuqtalami birlashtiruvchi to'g'ri chiziq 
kesmasi E to'plamga tegishli bo'lsin. 

Ravshanki, bu kesma ushbu 

K={(X"X2, ... ,Xm)E Rm : Xl =al +t(q -al ), 

X2 =a2+t(~-a2)"",Xm=am+t(bm-am)' (O~t~l)} 

nuqtalar to'plami bilan ifodalanadi: Kc E. 
1- teorema. Agar f (x) funksiya K kesmaning a va b nuqtalarida 

uzluksiz bo'lib, kesmaning qolgan barcha nuqtalarida differensial­
lanuvchi bo'lsa, u holda Kkesmada shunday C = (Cl' C2' ... , Cm) nuqta 
topiladiki, bunda 

f(b) - f(a) = f~ (c)(q - a.) + f~ (c)(~ - ~) + ... + f:
m 

(c)(bm - Cl",) (1) 

bo'ladi. 
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~ f(x) funksiya Kc E kesmada quyidagi 

f (x) = f (XI' x2 , "" Xm ) = 
= f(a l +t(q -al ), a2 +t(~ -a2), .. " am +t(bm -am»), (0 ~ t ~ D 

ko'rinishda bo'ladi. Bu to'zgaruvchining funksiyasini F(t) bilan belgi­
laylik: 

F (t) = f (al + t (q - ad ' a2 + t (b2 - a2 ), .. " am + t (bm - am )) , 

Ravshanki, F(t) funksiya [0, 1] segmentda uzluksiz bo'lib, (0, 1) da 

F'(t) = I~ (q - al ) + 1:2 (~ - a2) + .. , + I:m (bm - am) 

hosilaga ega bo'ladi. Bunda f~ , f~ , .. " t:
m 

xususiy hosilalarning 

(a l + t (q - ad, a2 + t (b2 - a2 ) , .. " am + t (bm - am )) 

nuqtadagi qiymatlari olingan, 
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz: 

F(l) - F(O) = F'(to), (0 < to < 1), (2) 

Agar 
F(O) = f(a), F(l) = f(b) (3) 

hamda 

F'(to) = f~ (al +to (bl -llt), ~ +~ (11 -~), .. " am +~ (bm -0", ))x 

X (bl -llt ) + f~ (llt + ~ (bl - ~ ), ~ + ~ (11 - ~ ), .. " t1m + ~ (bm - 0", )) X (4) 

x(0. -~) +'" + I:m (llt +to (bl-~ ), "" am +~ (bm -0",)) ,(bm -Cl,n) 

bo'lishini e'tiborga olsak, so'ngra ushbu 

al + to (q - ad = Cl , 

a2 + to (b2 - a2 ) = c2 , 

am + to (bm - am ) = Cm 

belgilashlarni bajarsak, u holda 

C=(CI , C2' .. " Cm)E K 

bo'lib, (2), (3) va (4) munosabatlardan 
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I(b) - I(a) = I~ (c)(~ - al ) + 1:
2 

(C)(0. - a2) + ... + I:
m 

(c)(bm - am) 

bo'lishi kelib chiqadi. ~ 
Odatda, (1) formula Lagranjning chekli orttirma/ar lormu/asi 

deyiladi. 
ZO. Xususiy hollar. Yo'nalish bo'yicha hosila. m = 1 bo'lganda 

yuqoridagi teoremada keltirilgan formula 

f(b) - I(a) = f'(c)· (b - a) 

(a E R, bE R, a < c < b) ko'rinishga keladi. Bu Lagranj teoremasini 
ifodalovchi formula bo'lib, 21- ma'ruzada o'rganilgan. 

m = 2 bo'lganda (1) formula 

I(b) - I(a) = I;(c)(~ - a) + I;(c)(~ - a2), 

(b = (~ , ~ ) E R2, a = (a) , a2 ) E R2, C = (Cl' C2 ) E R2) 

ko'rinishda bo'ladi. 
Ma'lumki, u = I(x), (x E R, U E R) funksiyaning hosilasi f'(x) 

shu funksiyaning o'zgarishini (o'zgarish tezligini) ifodalar edi. 
U = I(x), (x,y) E R2, U E R) ikki o'zgaruvchili funksiyaning 

I: (x,y), I; (x, y) xususiy hosilalari funksiyaning mos ravishda OX 

hamda OY o'qlar bo'yicha o'zgarish tezligini bildiradi. Boshqacha 
aytganda,/(x,y) funksiyaning xususiy hosilalari koordinata o'qlari 
yo'nalishi bo'yicha hosilalar bo'ladi. 

Endi I(x,y) funksiyaning tekislikdagi ixtiyoriy tayin yo'nalish 
bo'yicha hosilasi tushunchasini keltiramiz. 

Faraz qilaylik, I(x,y) funksiya E c R2 to'plamda berilgan bo'l­
sin. Bu funksiyani Dekart koordinatalar sistemasida tasvirlangan 
.40 = (.xv, Yo) nuqtaning VD (.40) c E, (8) 0) atrofida qaraymiz. 

Ushbu A = (x, y) C VD (.40) nuqtani olib, Ao va A nuqtalar orqali 

to'g'ri chiziq o'tkazamiz. Undagi ikki yo'nalishdan birini musbat 
yo'nalish (26- chizmada ko'rsatilgandek), ikkinchisini esa manfiy 
yo'nalish deb qabul qilamiz. Bu yo'nalgan to'g'ri chiziqni / bilan 
belgilaymiz. Ao va A nuqtalar orasidagi masofa 

p = p (.40, A) = ~( x - xo)2 + (y - Yo)2 
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y 
I 

x 

26- chizma. 

bo'lib, bu masofa AoA vektorning yo'nalishi I ning yo'nalishi bilan 
bir xiI bo'Jsa, musbat ishora bilan, aks holda, manfiy ishora bilan 
olinadi. 

Agar I ning musbat yo'nalishi bilan OX va OY koordinata 
o'qlarining musbat yo'nalishlari orasidagi burchakni mos ravishda 
a va p deyilsa (26- chizma), u holda 

X-Xo Y-Yo 
~~~ ~ = cos a, ~- -- ~- = cos p 
p p 

• bo'lishi topiladi. 

1- ta'rif. Agar . f(A)- f(Ao) hm --~------~ 
A-4~ P 

limit mavjud bo'lsa, bu limit/(x,y) funksiyaning Ao = (xo,Yo) nuq­

tadagi I YO'nalish bo'yicha hosiIasi deyiladi. Uni 

af(Ao) yoki ~nx<L'~) 
at at 

kabi belgilanadi. Demak ~t(Ao) = lim !(/i)=L(1_! 
, at A-4Ao P 

1- misol. U shbu /(x,y) = Vx2 y 

funksiyaning (0, 0) nuqtada barcha YO'nalishlar bo'icha hosilalarining 
mavjudligi ko'rsatilsin. 
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.... Aytaylik, o.::F ± l bo'lsin. Bu holda 

y = tgo.· x 
bo'lib, 

f(x,y) = ~X3 tgo. = xVtgo., 

p(x,y),(O,O») = ~X2 + x 2 tg2 a = Ixl~r-l +-tg-'-2-o. 

bo'ladi. U holda berilgan funksiyaning (0,0) nuqtadagi a ::F ± i bo'lgan 
ixtiyoriy yo'nalish bo'yicha hosilasi, ta'rifga binoan, 

a/(o,O) = lim /(x,y)-/(O,O) = lim ViiU·x 
at p-tO p p-tO ~l+ tg2 a .Ixl 

bo'ladi. 
1t 1t 

Agar -"2 < a <"2 bo'lsa, u holda x > 0, Ixl = x bo'lib, 

a/(o,o) _ ~ 
-~ - ~1+tg2 a 

bo'ladi. 
1t 31t 

Agar "2 < a < 2 bo'lsa, u holda x < 0, Ixl = -x bo'lib, 

a/(o,o) ~ 
-a-t- = - ~1+tg2 a 

bo'ladi. 

Aytaylik, o.::F ± l bo'lsin. Bu holda x = 0, f (0, y) = 0 bo'lib, 

bu yo'nalishlar bo'yicha hosila 

bo'ladi. ~ 

a/(o,o) = 0 
at 

1- teorema. Agar f(x,y) funksiya Ao = (xo, Yo) nuqtada diffe­
rensiallanuvchi bo'lsa, u holda funksiya shu nuqtada har qanday 
yo'nalish bo'yicha hosilaga ega va 

bo'ladi. 

76 

a/(Ao) at(xo,yo) a/(xo,Yo) at(xo, Yo) A 
-- = = coso.+ cOS p at at ax ay 

(5) 



~ Aytaylik, f(x,y) funksiya An = (xo, Yo) nuqtada differensialla­
nuvchi bo'lsin. U hold a 

f (A) - f (An ) = f (x, y) - f (xo ,Yo ) 
orttirma uchun 

a/(Ao) af(Ao) 
f (A) - f (Ao ) = -- . (x - xo) + -- . (y - Yo ) + 0 (p ) 

ax ay 

bo'ladi, bunda 

Keyingi tenglikning har ikki tomonini p ga bo'lamiz: 

/CA)-/(Ao) a/(Ao) x-xo a/(Ao) y-yo O(p) -'------'-=-_._-+-_._-+-
P ax p ay p p 

x-xo y-Yo 
Ma']umki, -- = cos a., -- = cos~. 

p p 

Shuni e'tiborga olib, p ~ 0 da limitga o'tib topamiz: 

lim f0)-/(Ao) = a/(Ao) cos a. + a!i~lcos~ 
p->O p ax ay' 

Demak, ¥(Ao) = a/(xo, Yo) cos a. + a/(xo,~cos~ . ~ 
at ax ay 

2- misol. Ushbu 

funksiyaning (l,l) nuqtada r = J + 2J vektoryo'nalish bo'yicha hosi­
lasi topilsin. 

~ Ravshanki, bu holda 

1 2 
cos a. = .J5' cos ~ = J5' 

¥(x,y) = a(x
2

+y2) = 2x ¥~!2 = 2 
ax ax 'ax' 

a/(x,y) = a{x2 
+y2) = 2 at(l~~ = 2 

ay ay y, ay 

bo'ladi. (5) formuladan foydalanib topamiz: 

a/(l,l) = 2 . _1 + 2 . ~ =~ 
at .J5 .J5 J5' ~ 

77 



Faraz qilaylik,/(x,y) funksiya ochiq Ec Rm to'plamda differensial­
lanuvchi bo'lsin. Binobarin, funksiya Eto'plamning har bir (x,y) E E 
nuqtasida 

af(x,y) af(x,y) 
ax ay 

xususiy hosilalarga ega bo'ladi. Koordinatalari shu xususiy hosilalardan 
iborat bo'lgan vektorni tuzamiz: 

af(x,y) 7 af(x,y) ~ 
--'---'----'-'- . I + 0 } , 

ax ay 
(6) 

bunda T va J - koordinata o'qlari bo'yicha yo'nalgan birlik vektorlaro 
(6) vektor f(x,y) funksiyaning gradiyenti deyiladi va gradf kabi bel­
gilanadi: 

df 
af(x,y) 7 af(x,y) ~ 

gra = 01 + oJ • 
ax ay 

Demak, gradf Eto'plamning harbir (x,y) nuqtasiga bitta vektorni 
mos qo'yuvchi qoida, boshqacha aytganda, ikki o'zgaruvchili vektor 
funksiya bo'ladi. 

f(x,y) funksiyaning e = (cosa,cos~) vektor yo'nalishi bo'yicha 

at(x,y) h 01 0 0 0 dO . I' ·ft d 1 h kO H 0 at OSI aSlm umng gra Iyentl orqa 1 loa as mum 111. aql-

qatan ham, gradfva e vektorlaming skalyar ko'paytmasi 

e 0 gradf = cos a af(x,y) + cos ~ af(x,y) (7) 
ax ay 

bo'lib, u (5) formulaga ko'ra af~,Y) ga teng bo'ladi: 

- df - af(x,y) 
e gra - ax . 

Ayni paytda, e va gradfvektorlaming skalyar ko'paytmasi shu 
vektor uzunliklari ko'paytmasining ular orasidagi burchak kosinusiga 
ko'paytirilganiga teng bo'ladi: 

e gradf = Igradfl·lelo cos (e ~ gradf). (8) 

Ravshanki, lel = 1. (7) va (8) munosabatlardan 
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~ 
i 
j 

c' 

df~,Y) = [gradf (x,y )[. cos(e, gradf (x,y)) 

bo'lishi kelib chiqadi. 
Keyingi tenglikdan ko'rinadiki, e hamda gradf(x,y) vektorlar 

11 1 b 'I d af(x,y). . . k para e 0 gan a ---aJ- mng qlymatl eng atta va u 

Igradf(x,y)1 = ~f/ (x,y)+ f/ (x,y) 

ga teng bo'ladi. 
Shunday qilib,j(x,y) funksiyaning gradiyenti gradf funksiyaning 

(x,y) nuqtadagi eng tez o'sadigan tomonga yo'nalgan bo'lib, uning 
uzunligi shu yo'nalish bo'yicha o'sish tezligiga teng ekan. 

3- misol. Ushbu f (x, y) = x2 + 2y2 

funksiyaning (1, 1) nuqtada eng tez o'sadigan yo'nalishi aniqlansin 
va shu yo'nalish bo'yicha o'sish tezligi topilsin . 

.... Ravshanki, 

bo'lib, 

bo'ladi. ~ 

af(x,y) = a(x2+2y2) = 2 af(l,l) = 2' 
ax ax x, ax ' 

df(x,yl = a (x 2
+2y2) = 4y af(l,12 = 4 

ay ay 'ay 

gradf(l,l) = 27 +4J, 

Igradf (1, 1)1 = J22 + 42 = 2$ 

Masbqlar 

1. Aytaylik, f(x) funksiya bog'larnli E E Rm to'plamda differen­
siallanuvchi bo'lsin. Agar Eto'plamning harbir x EEc Rm nuqtasida 
f(x) funksiyaning barcha xususiy hosilalari nolga teng bo'lsa, funksiya 
E to'plamda o'zgarmas bo'lishi isbotlansin. 

2. Agar f(x,y) funksiya (0,0) nuqtada barcha yo'nalishlar bo'yicha 
hosilaga ega bo'lsa,j(x,y) funksiya (0,0) nuqtada differensiallanuvchi 
bo'ladimi? 
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61- ma',u:a I 
Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning differensiali f 

r. Funksiya differensiali tushunchasi. Faraz qilaylik, f(x) = ~~ 
=f(X),X2,""Xm ) funksiya EcR" da berilgan bo'lib, ~= _. 

= (x?, xg, ... , x~) E E nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin. U 

holda ta'rifga ko'ra funksiyaning XO nuqtadagi to'liq orttirrnasi 

AI" ( 0) _ at{xO) A~ af(xO) A~ af(xO) Av () (1) 
UJ X --a- UA) +-a- UA2 +"'+-a--UAm +0 p 

x) X2 Xm 

bo'ladi. Bu munosabatda 

122 2 P = \j &) + LU2 + ... + LUm 

bo'lib, LUI ~ 0, LU2 ~ 0, ... , LUm ~ 0 da p ~ O. 

1- ta'rif. f(x) funksiyaning I1f(xO) orttirrnasidagi 

ata(x
O

) &1 + afa(x
O

) &2 + ... + afa(x
O

) &m 
XI X2 Xm 

ifoda f(x) funksiyaning XO nuqtadagi differensiali (to'liq differensiali) 
deyiladi va 

df(xO) yoki df(xr, xf, ... , x~) 
kabi belgilanadi: 

dlf( 0) - af(xO) A ~ af(xOl A ~ af(xO) A ~ 
X - UAI + a UA2 + ... + a UAm • 

aXI x2 Xm 

Demak, f (x) funksiyaning XO nuqtadagi differensiali &) , LU2 •••. , LUm 

larga bog'liq va ularning chiziqli funksiyasi bo'ladi. 
Agar 

M) = dx), LU2 = dx2, ... , Mm = dxm 

deyilsa, f(x) funksiyaning XO nuqtadagi differensiali ushbu 

df(xO) = at(xO) dXI + at(xO) dX2 + ... + af(xO) dX
m 

(2) 
ax) aX2 aXm 

ko'rinishga keladi. Demak, 
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!:1/(XO) = d/(xo) + O(p). 

Keyingi tenglikdan p ~ 0 da 

4[(xo) "" d/(xo) 

1 bo'lishi kelib chiqadi. Bu taqribiy formulaning mohiyati shundaki, 
~ funksiyaning orttirmasi !:1x1 , !:1x2 , ... ,!:1xm laming, umuman aytgan­

da, murakkab funksiyasi bo'lgan holda funksiyaning differensiali 
!:1x1 , !:1x2 , ..• ,!:1xm laming chiziqIi funksiyasi bo'lishidadir. 

r. Murakkab funksiyaning differensiali. Differensial shaklning 
invariantligi. Aytaylik, 

XI = <PI (t) = <PI (tl , t2 , ... , tk ), 

x2 = <P2 (t) = <PI (tl , t2 , ••. , tk ), 

xm = <Pm(t) = <PI (t l , t2 , ••• , tk ) 

funksiyalaming har biri ME RK to'plamda berilgan bo'lib, 

E={(XI ,X2 , ... ,Xm )E Rm :xl = <P1(t) = <PI (t l ,t2 ,···,tk ), 

X2 = <P2 (t) = <PI (tl , t2 , •.. , td, ... , xm = <Pm(t) = <PI (tl , t2 , •.. , tk )} 

to'plamda esa f (XI' X 2'···, xm) funksiya aniqlangan bo'lsin. Bular yor­
damida 

/(xU» = /(XI (t), X2 (t), ... , xm (t» = F (tl' t2, ... , tk ) 

murakkab funksiya hosil qilingan bo'lsin. 

Ma'lumki, X, = <P, (tl> ... , td (i=1,2, ... ,m) funksiyalar to = (t?, ... , t2) 

nuqtada differensiallanuvchi bo'lib, /(x) = / (XI' X2, ... , xm) funk­

siya mos XO =(x?,xf"",X~,) nuqtada (x? =<l'I(t0),.x;f=<f'2(t0), 

... , x~ = <Pm (to» differensiallanuvchi bo'lsa, murakkab funksiya 

to = (tIO, ... , t2) nuqtada differensialanuvchi bo'ladi. 

Modomiki, /(x(t» funksiya tl , t2 , ... , tk o'zgaruvchilarga bog'liq 
ekan, u holda 
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(3) 

bo'ladi. 
Murakkab funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblash formulalari­

dan foydalanib topamiz: 

Bu xususiy hosilalami (3) ifodadagi ~t , at '"""' at laming o'miga at) at2 at" 

bo'ladi. 
Ravshanki, 
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aXm d aXm d aXm d d --- I1 +~ 12 + ... +- Ik = X k · 
atl at2 atk 

Demak. murakkab funksiyaning differensiali 

df = dt_dx
1 

+ at dX2 + ... + _at dX
m dXI aX2 aXm 

(4) 

bo'ladi. 
Biz yuqoridaf(x) hamdaf(x(t» murakkab funksiyaning differen­

siallari uchun (2) va (4) ifodalarni topdik. Bu ifodalarni solishtirib, 
ularning shakli (ko'rinishi) bir xiI, ya'ni (2) va (4) fonnulalarda funk­
siyaning differensiali xususiy hosilalaming mos differensiallarga ko'payt­
malaridan tuzilgan yig'indiga teng ekanligini payqaymiz. Bu xossa 
difJerensial shaklining invarianlligi deyiladi. 

E s I a t m a . f(x) funksiya differensialining (2) ifodasidagi 

dxl , dX2' ... , dXm lar mos ravishda ~I' ~2' ... , ~m lar bo'lsa,/(x (t» 
funksiya differensialidagi dx l , dx2, ... , dXm lar 11 , t 2 , ... , tk o'zgaruvchi­
laming funksiyalari bo'ladi. Demak, (2) va (4) formulalaming ko'ri­
nishlarigina bir xiI bo'ladi. 

3°. Sodda qoidaiar. Aytaylik, 

funksiyalar EE Rm to'plamda berilgan bo'lib, XO = (x~ ,xg , ... ,x~) E E 

nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin. U holda: 

I) d(u+v)=du+dv, 

2) d (u· v) = vdu + udv, 

3) d (lI.) = ':!...du-udu, (v:;t. 0) 
u u2 

bo'ladi. 
Bu munosabatlardan birining, masalan, 3) ning isbotini keltiramiz. 

.... Aytaylik, F=lI.. 
u 

bo'lsin. Bu holda F funksiya u va v larga hamda u va v lar o'z 
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navbatida XI' X 2 , ... , Xm o'zgaruvchilarga bog'liq bo'lib, murakkab funk­
siyaga ega bo'lamiz. Differensial shaklining invariantlik xossasiga ko'ra 

aF aF 
dF = -du+-dv au av 

bo'ladi. Ravshanki, 

Demak, 
1 u vdu-udv 

dF = --du--dv = -----, 
v v2 v2 

ya'ni d (~) = vdu-udv 
v v2 

bo'ladi. ~ 
40

• Xususiy hollar. Funksiya diiTerensialining geometrik ma 'nosi. 
Aytaylik, m = 1 bo'lsin. Bu holda u = I (x), (x E R, u E R) funksiya 
va uning differensiali 

du = dl = f'(x)dx 
ga ega bo'lamiz. 

Ma'lumki, u = I(x) funksiyaning differensiali shu funksiya tasvir­
langan egri chiziqqa (xo ,f(x)) nuqtada o'tkazilgan urinma ordina­
tasining orttirmasini ifodalaydi (27 - chizma). 

y 

o 
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m = 2 bo'lsin. Bu holda ikki o'zgaruvchili U = f(x,y), 
«x,y) E R2 ,u E R) funksiyaga ega bo'Jib, uning (X01 Yo) nuqtadagi 
ditTerensiali 

du - d{ (xo, Yo) = iJf(xO'~2) dx + af0~,~o) dy . ax ay 

bo'ladi, bunda dx = ~, dy = ~y . 
~ va ~y lar yctarlicha kichik bo'lganda 

4f(xo,yo) "" df(xo,yo), 

ya'ni ft.\l' t L\x,Yo +~Y)""f(xo'yo)+ af0~~0~+~!:(x~'!'~1~y 
aXI ay 

taqribiy formula hosil bo'ladi. 

I-misol.l l 
.... hhu u::::x' 

funksiyaning Jlt"it.:rensiali topilsin. 

.... Ravshanki. (JII l" ·1 _ :::: yx 
<Ix 

U holda (5) formulaga ko'ra 

au 
= x Y In x . ay 

£ill 0.= yx11dx + Xl In xdy 
bo'ladi. ~ 

2- misol. romonlari x = 6 m va x = 8 m bo'lgan to'g'Ji to'rtburchak 
berilgan. Agar bu to'g'ri to'rtburchakning x tomonini 5 sm ga oshi­
rilsa, y tomonini lO sm ga kamaytirilsa, to'rtburchakning dioganali 
yanchaga o'zgaradi? 

.... Agar berilgan to'g'Ji to'rtburchakning dioganalini U desak, unda 

U = ~X2 + / 
bo'ladi. Endi 
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Bu munosabatda 
xo = 6 m, ~ = 0,05 m, Yo = 8 m, ~y = -0,10 m 

deyilsa, u holda 

A _ 60,06+8·(-0,10) - 0 05 
LlU-- m-- m 

.J36+64 ' 

bo'lishi kelib chiqadi. 
Demak, to'g'ri to'rtburchakning diagonali taxminan 5 sm ga 

kamayar ekan. ~ 
Endi I(x, y) funksiya differensialining geometrik ma'nosini kel­

tiramiz. 

Aytaylik, z=/(x,y) 

funksiya ochiq EE R2 to'plamda differensiaIlnuvchi bo'lsin. Bu funksiya 
grafigi R.1 fazoda biror r(f) sirtni ifodalasin. r(/) = {(X,y,Z)E R3: 
(x,y) E E, Z = I (x,y)} sirtda (Xo,Yo, ~) E r<f), (Zo = f (Xo, Yo)) 
nuqtani va shu nuqtadan o'tuvchi, qaralayotgan sirtga tegishli bo'lgan 
silliq 

r = {x = x(t), y = y(t), Z = z(t) : a ~ t ~ M 
egri chiziqni olamiz. Modomiki, egri chiziq sirtda yotar ekan, u holda 

z(t) = I(x(t),y(t», 

((x(to),y(to),z(to») = (xo,yo,zo), to E (a,~») 

bo'ladi. Ravshanki, 

z(t) = I(x(t),y(t») 
murakkab funksiya bo'lib, uning to nuqtadagi differensiali, difTerensial 
shaklining invariantlik xossasiga binoan, ushbu 

dl (xo, Yo) = dz = a/(xo ,Yo) dx + ~/(~o.!!') dy (6) 
ax ay 

ko'rinishga ega. 
Koordinatalari dx, dy, dz bo'lgan vektor r egri chiziqqa (xo, Yo , Zo) 

nuqtada o'tkazilgan urinma vektor bo'ladi. 
Endi koordinatalari 

a/(xo,Yo) a/(xo,Yo) 
-----

ax ay 
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bo'lgan ii vektorni qaraylik. Yuqoridagi (6) munosabat ii vektor 
urinma vektorga (xo, Yo, ~) nuqtada ortogonal bo'lishini bildiradi. 
Shuning uchun ii vektor egri chiziqqa (xo, Yo, Zo) nuqtada ortogonal 
deyiJadi. 

Ma'lumki, r egri chiziq (xo, Yo , z{)) nuqtadan o'tuvchi va rif) 
sirtda yotuvchi ixtiyoriy egri chiziq edi. Binobarin, ii vektor shu 
(xo, Yo, z.()) nuqtadan o'tuvchi va rif) sirtda yotuvchi ixtiyoriy egri 
chiziqqa ortogonal bo'ladi. Shuning uchun ii vektor rif) sirtning 
(xo ,Yo ' Zo) nuqtasidagi normal vektori deyiJadi. 

Sirtning (xo, Yo, Zo) nuqtasidan o'tuvchi va sirtning normal vek­

toriga ortogonal bo'lgan tekislik, rif) sirtga (xo, Yo, ~) nuqtada 
o'tkaziJgan urinma tekislik deyiJadi. Uning tenglamasi 

Z - Zo = ~f(xo -!~2 (X - xo) + ¥-~~ .~o) (Y - Yo) 
dX dY 

bo'ladi, bunda (X, Y,z) urinma tekislikdagi o'zgaruvchi nuqta. Bu 
tenglikdan foydalanib, 

Z - Zo = ~iX"()~!'Q) (x - xo) + ~f!xo')lo) (y - Yo ) 
dX dY 

ifodani olamiz. Keltirilgan tenglik va (6) munosabatdan 

df (xo ' Yo ) = Z - Zo 
bo'lishi kelib chiqadi. 

Z 

X 
28- chizma. 
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Shunday qilib, z = [(x, y) funksiyaning (xo. )'0) nuqtadagi diffe­
rensiali d[(xo, Yo) bu funksiya grafigiga (xo, Yo[(Xo, Yo» nuqtadagi 
urinma tekislik applikatasining orttirmasini ifodalar ekan (28- chizma). 

Mashqlar 

1. Ushbu [(x2 + y2 ,arctg~), (x 2 + y2 > 0) 

funksiyaning differensiali topilsin. 

2. Ushbu a = (1,02 )3,01 miqdoming taqribiy qiymati topilsin. 

62- ma'ruza 
Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli hosila va 

differensiallari. Teylor formulasi 

r. Yuqori tartibli xususiy hosiIalar. Faraz qilaylik, [(x) = 
= [(XI' X2' ... , xm) funksiya ochiq E c Rm to'plamning har bir 
x = (XI' X2, ... , xm) E E nuqtasida 

afa(x) = [;, (i = 1,2, ... , m) 
Xi I 

xususiy hosilalarga ega bo'lsin. Bu xususiy hosilalar XI' x 2' ••• , xm 
o'zgaruvchilaming funksiyasi bo'lib, ular ham xususiy hosilalarga ega 
bo'lishi mumkin: 

a~ (a~~~») = ([:, (x»)' x, , (i, k = 1, 2, ... , m) . 

Bu xususiy hosilalar berilgan [(x) [unksiyaning ikkinchi tartibli 
xususiy hosilalari deyiladi va 

a2 f(x) 
yoki f~xk(X), (i,k=1,2, ... ,m) 

aXkax, 

kabi belgilanadi: 
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• 

Agar i :I:- k bo'lsa, 
a2 f(x) 

aXk ax, 
ikkinchi tartibli xususiy hosila ara/ash hosila deyiladi. 

Agar i = k bo'lsa, ikkinchi tartibli 

~2!J~ = fir (x) 
aXk ax, X,Xk 

xususiy hosilalar quyidagicha yoziladi: 

?:l(xJ = f~ (x) . 
ax2 X; , 

f{x) funksiyaning uchinchi, to'rtinchi va h.k. tartibdagi xususiy 
hosilalari xuddi yuqoridagiga o'xshash ta'riflanadi. Umuman, 
f(x) = f (XI' X2, ... , xm) funksiyaning Xi ,Xi2 , ... , Xin_1 ,Xin o'zgaruvchi­
lar bo'yicha n- tartibli xususiy hosilasi berilgan funksiyaning (n - 1)­
tartibli xususiy hosilasi 

an-If(x) (.. . 1) 
-~------ -, 11 + 12 + ... + In_I = n -
aXin_1 aX'n_2 ... aX" 

ning X," o'zgaruvchi bo'yicha xususiy hosilasi sifatida ta'riflanadi: 

__ anf(xL _ ___ - _~_[_~:-lf(~L __ ] 
aX'n aX'n_1 ... aXi2 ax" aX'n aX'n_1 ... aXi2 ax~ . 

Bu holda ham i l , i2, ••• , in lar bir-biriga teng bo'lmaganda 
an f 

--------

aralash hosila deyiladi. 
Agar il = i2 = ... = in = k bo'lsa, n- tartibli xususiy hosilalar qu­

yidagicha yoziladi: 

a2f ---, (i:l:- k) 
dXkax,' aX,axk Ushbu 

aralash hosilalar funksiyaning turli o'zgaruvchilari bo'yicha differen­
siallash tartibi bilan farq qiladi: 
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da f (Xl' X2, ... , Xm) funksiyaning awal XI o'zgaruvchi bo'yicha, so'ng­

ra X k o'zgaruvchi bo'yicha xususiy hosilasi hisoblangan bo'lsa, 

a2 f 
aX,aXk 

ifodada esa awal Xk o'zgaruvchi bo'yicha, so'ngra X, o'zgaruvchi 
bo'yicha xususiy hosila hisoblangan. Ular bir-biriga teng ham bo'lishi 
mumkin, teng bo'lmasdan qolishi ham mumkin (misollar keyingi 
bandda keltiriIadi). 

Aralash hisilalarning tengligini quyidagi teorema ifodalaydi. 
1- teorema. Faraz qilaylik, f (Xl' X2, ... , Xm) funksiya Xl = 

= (X? , X~ , ... , X~ ) EEc Rm nuqtada n marta differensiallanuvchi 00'1-
sin. U holda XJ nuqtada f (Xl' X2 , ... , Xm) funksiya ixtiyoriy n- tartibli 
aralash hosiIalarining qiymati Xl' X2' ... , Xm o'zgaruvchilar bo'yicha 
qanday tartibda differensiallanishiga bog'liq bo' Imaydi. 

~ Bu teoremaning isboti, keyingi bandda ikki o'zgaruvchiIi funk­
siya uchun keltiriladigan teorema isboti kabi bo'Iadi. ~ 

2". Yuqori tartibli differensiallar. Faraz qilayIik, f(x) = 

= f(xl ,x2, ... ,xm) funksiya ochiq Ec Rm to'plamda berilgan, XE E 
nuqtada ikki marta differensiallanuvchi bo'Isin. 

1- ta'riff(x) funksiya differensiali df(x) ning differensiaIi berilgan 
funksiyaning X nuqtadagi ikkinchi tartibli differensiali deyiladi va d 2j(x) 
kabi belgilanadi: 

d 2 f(x) = d (df(x». 

Endi funksiya ikkinchi tartibli differensialini uning xususiy hosilalari 
orqali ifodalanishini ko'rsatamiz. 

Ravshanki, 

df(x) = af!::!l dxl + af(x) dX2 + ... + af(x) dXm 
aXl aX2 aXm 

bo'lib, u X = (xl' X2 , ... , Xm) ga hamda dxl , dX2 , ... , dXm larga bog'liq 
bo'ladi. Bu tenglikda dXl' dx2, ... , dxm larni tayinlangan deb hisoblab, 
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I 

df(x) ni x,, X2, ... , Xm o'zgaruvchilaming funksiyasi sifatida qarab, 
uning differensialini topamiz: 

d{df) = d -- dx, + -- dX2 + ... + --dxm = ( 
df df aJ) 
dX, dX2 dXm 

= dx, [-~- ( d
f
_). dX1 + -~ ( aJ -). dX2 + ... + ~- (S[ ) . dx m ] + 

dX, aXI dX2 dX, dXm dX, 

+dx2 [-~ (}.[). dX1 + ~- (_a£ )dx2 + .. , + JJ_(}/ )dXm] + ... + 
dX, dX2 dX2 aX2 dXm dX2 

+dxm [~(}L )dX1 + -~- (~)dX2 + ... + _L ( df_ )dxm] = ax, dXm dX2 dXm dXm aXm 

= ~2 f dxl + ~~£ dx~ + ... + i)2 f dx;, + 2[ a~Ldx,dx2 + 
~ ~ ~ ~~ 

a2 f a2 f a 2 f a
2 f 

+ dx, dX3 + ... + - dx, dXm + --- - dx2dx3 + ------- dX2dx4 + 
dX,dX3 dXldXm dX2 dx) aX2dX4 

+ ... + _d
2 
f __ dx2dxm + ... + _~2! __ dXm_1dXm] = 

dX2dXm dXm_1aXm 

(
d a a)2 = - dX1 + --- dX2 + ... + - dx m f· 

dXl dX2 oXm 

BlInda simvolik yozuvdan foydalaniladi. U qllyidagicha tushuniladi: 
gays ichidagi yig'indi kvadratga ko'tarilib, sO'ngfga «ko'paytiriladi». 
Keyin daraja ko'rsatkichlari xususiy hosilalar tartibi deb hisoblanadi. 
Demak, 

2 (a d d)2 d f(x) = -- dx, + ---- dX2 + ... + ---- dXm f. 
dXl dX2 ax., (1) 

f(x) funksiyaning x nuqtadagi uchinchi, to'rtinchi va h.k. tartibdagi 
differensiallari ham yuqoridagidek ta'riflanadi. 

Umuman,J(x) funksiyaning x nuqtadagi (n-l)- tartibli differensiali 
d n-'f(x) ning differensiali f(x) ning n- tartibli difJerensiali deyiladi 
va d nf(x) kabi belgilanadi: 

d n f(x) = d(dn- 1 f(x» . 
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Agar J(x) funksiya x nuqtada n marta differensialanuvchi bo'lsa, 
u holda 

d J(x) = ~- dx, + - dX 2 + ... + - J n ( a a a In 
ax, aX2 aXm (2) 

bo'ladi. 
3°. Murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallari. Biz 

yuqorida funksiyaning yuqori tartibli differensallarini bayon etdik. 
Unda funksiya argumenti XI' x2, ... , xm lar erkli o'zgaruvchilar edi. 

Aytaylik, J(x) = J(x" x2, ... , xm) funksiyada XI' x2, ... , xm o'zga­
ruvchilarning har biri ri' t2, ... , tk o'zgaruvchilarning funksiyalari bo'l-
sin (x, =<p,(tl ,t2 ,.··,rd). 

Qaralayotgan J(x) va x; = <PiU), (i = 1,2, ... ,m) funksiyalar 
n marta differensiallanuvchanlik shartlarini bajargan deb. murakkab 
J(x(t» funksiyaning yuqori tartibli differensiallarini hisoblaymil. 

Ma'lumki, differensial shaklning invariantligi xossasiga hllloan. 
murakkab funksiyaning differensiali 

at at at _ 
dJ = ~- dXI + -a dX2 + ... + - dXm 

dXI X2 aXm 
bo'ladi. Differensiallash qoidalaridan foydalanib funksiyaning ,kkmchl 
tartibli differensialini topamiz: 

d J = d (dJ) = d - dx, + - dX2 + ... + -. dxm = 2 ( at at at) 
ax, aX2 aXm 

=d(at dXI)+d(at dX2)+ ... +d(-aat.dXm)= aXI aX2 Xm 

= d - . dXI + - d (dxd + d -- . dX2 + - . d (dx: ) + ... + (
at ) af ( at ) at . 
ax, aXI aX2 aX2 

+d - . dxm + -d(dxm) = 
(

at) at 
aXm aXm 

= d( at ). dXI + d( at )dX2 + ... + d(dt )dXm + aXI aX2 aXm 

+ at d2 X + at d2 X + ... + at d2 X = 
ax lax 2 ax m I 2 m 

)

2 a a a at2 at2 d/2 = (-dx l +-dx2 +"'+-ax dxm J+ ax d XI +-ax~d X2 +"'+-ax d Xm· 
axl ax2 m I 2 m 
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Demak, 

2 (a a a)2 d I = -~ dXI + -- dX2 + ... + ~-- dXm I + aXI aX2 aXm 

aj 2 at 2 at 2 + -a d XI + -- d X2 + ... + - d Xm· 
xI aX2 aXm 

(3) 

Shu yo'l bilan berilgan murakkab funksiyaning keyingi tartibdagi 
differensiallari topiladi. 

1- e s I a t ID a. (1) va (3) formulalami solishtirib, ikkinchi tartibli 
differensialarda differensial shaklning invariantligi xossasi o'rinli emas­
ligini ko'ramiz. 

2- e s I a t ID a. Agar I (x) , ~ , ... , xm) funksiya argumentlari 
XI' x2' ... , xm laming har biri tl, t2, ... , tk o'zgaruvchilaming chiziqli 
funksiyasi bo'lsa, u holda/(x) funksiyaning ikkinchi tartibli (umuman, 
n- tartibli) differensiali differensial shaklning invariantlik xossasiga 
ega bo'ladi. 

.... Aytaylik, 

Xi =bi +a'ltl +ai2 t2 + ... +aiktk> (i=1,2, ... ,k) 

bo'lsin. U holda, ravshanki, 

d2tl =d2t2 = ... =d2tk =0 
bo'lib, 

d2 Xi = a'l d2 tl + a~ d2 t2 + ... + ai• d
2 tk = 0 

bo'ladi. (3) formuladan foydalanib topamiz: 

2 (a a a )2 d I = -- dX j + - dX2 + ... + --- I. aXI aX2 aXm 

Bu esa d 21 ning (1) formula ko'rinishiga ega ekanligini bildiradi. ~ 
4°. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi. Aytaylik, 

I(x) = I(x), x2, ... , xm) funksiya ochiq Ec Rmto'plamda berilgan 

bo'lib, UI) (xo) c E bo'lsin, bunda XO = (xP, xf, ... , x~) va S > O. 
Ravshanki, 

Vx = (X j ,X2, ... ,Xm)E UI)(xo), XO = (xP, x~, ... , x~) 

nuqtalami birlashtiruvchi to'g'ri chiziq kesmasi 
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A={xP+t(xl -xP),xf+t(x2 -xf),···,x~,+t(xm-x~); O~t~l} 

shu U/j (xo) ga tegishli bo'ladi. 

Farazqilaylik, f(xl,x2, ... ,xm) funksiya U/j(xo) to'plamda(n+l) 
mart a differensiallanuvchi bo'lsin. Bu funksiyani A to'plamda qarasak, 
[0, I] segmentda aniqlangan ushbu 

F(t) = f (xP + t(xl - xp). xf + t(x2 - x~), ... , X~, + f(Xm - x~») 
funksiyaga ega bo'lamiz. F(t) funksiya [0, I] da hosilaga ega bo'lib, 

F'(t) = aj . (XI - x?) +~.L. (X2 - xf) + ... + af_. (xm - x~) = 
aXI aX2 aXm 

=(~.(XI-Xn+~-·(X2 -xf)+ ... +~(xm -x~))f 
aXI aX2 aXm 

bo'ladi, bundaf(x) funksiyaning barcha xususiy hosilalari 

(xP + t(XI - x?), x~ + t(X2 - xf), ... , x~ + t(xm - x~)) (4) 

nuqtada hisoblangan. 
Umuman, hosil qilingan F(t) funksiya k- tartibli (k = 1,2, ... , n + I) 

hosilalarga ega va u 

k 

F(kl(t) =(~.(XI -X?)+-~--.(X2 -xg)+···+-aa (xm -X~,)J f 
aXI aX2 Xm 

ga teng, bundagi barcha xususiy hosilalar (4) nuqtada hisoblangan. 
Bu munosabatning to'g'riligi matematik induksiya usuli yordamida 
isbotlanadi. 

Shunday qilib, F(t) funk~iya F' (t), F" (t), ... , F(n+Jl (t) hosilalarga 
ega bo'ladi. Teylor formulasiga ko'ra (qaralsin, 24- ma'ruza) to nuqtada 
(0 ~ to ~ I) 

F(t) = F(to)+F'(to)(t-to)+ ;! F"(to)(t-to)2 + ... + 

+ ~ F(n) (t ). (t _ t )n + _1_ F(n+l) (c). (t _ t )n+l 
n! 0 0 (n+I)! 0 

(5) 

bo'ladi, bunda c = to + 8 (t - to), 0 < 8 < 1 . Bu tenglikda to = 0, t = 1 
deyilsa, u holda 
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F(I) = F(O) + -~ F'(O) + ~ F"(O) + ... + ~ F(n) (0) + __ I F(n+l) (S) 
I! 2! n! (n+I)! 

bo'lishi kelib chiqadi. 
Ayni paytda, 

F(O) = J(x~, xf, ... , x~), 

F(I) = J(xl , X2, ... , Xm ), 

F(k)(O)=(-~'(XI -Xn+~·(X2 -xf)+"'+~-.(Xm -x~)'f (6) 
dXI dX2 dXm r 

(bundaJfunksiyaning barcha xususiy hosilalari (x~, xf ' ... , x~) nuq­
tada hisoblangan) bo'lishini e'tiborga olsak, u holda (5) va (6) tenglik­
lardan ushbu 

J (XI' x2 , ••• , Xm) = J (X~ , xg, ... , X~) + i k~ X 
k=1 

X (-~ . (XI - X~ ) + -~ - . (X2 - xf ) + ... + -~. - (Xm - X~ ))k J (X~ , xf , ... , x~) + 
dXI dX2 aXm 

+----- ---(X I-XI )+--(X2 -x2)+ ... +---(x -x) x 1 (a 0 a 0 a 0 )n+1 

(n+])! aXI aX2 aXm m m 

xJ(x~ +S(XI -xn, xf +S(X2 -xf), ... , x~ +S(xm -x~)) 

(0 < S < 1) tenglikka kelamiz. Bu ifoda ko'p o'zgaruvchili J (XI' X2 , ... , Xm) 
funksiyaning Lagranj ko 'rinishidagi qoldiq hadli Teylor Jormulasi deyiladi. 

5°. Xususiy hollar. Aralash hosilaning tengligi haqida teorema. 
m = 1 bo'lsin. Bu holda u = J(x) (x E R, u E R) funksiyaning yuqori 
tartibli hosila va differensiallariga kelamiz. Ular 23- ma'ruzada batafsil 
bayon etilgan. 

m = 2 bo'lganda u = J(x, y), «x,y) E R2, UE R) iloo o'zgaruvchili 
funksiya bo'lib, uning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari (ular 4 ta 
bo'ladi) quyidagicha bo'ladi: 

a
2
f(x,y) = ~(df(X'Y») 
dx2 ax ax ' 

a
2
f(x,y) = ~(af(x,y») 
axay ax ay , 

a
2
f(x,y) _ a (af(x,y») - ayax .. - ay ----a.x- , 
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1- misol. Ushbu f(x,y) = arctg~, (Y:F- 0) 
y 

funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari topilsin . 
.... Ravshanki, 

ix = -7. + = x2 :y2' ~ = -7 . (- y~ ) = - x 2 :i 
1+- 1+-i y2 

bo'ladi. 
Endi ta'rifdan foydalanib, berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli 

xususiy hosilalarini topamiz: 

{

Xy x2-i agar x 2 + / > 0 bo'lsa, 
f(x,y) = x2+i' 

o ,agar x2 + y2 = 0 bo'lsa, 

funksiyaning (0, 0) nuqtadagi aralash hosilalari topilsin. 
Aytaylik, (x, y) :F- (0,0) bo'lsin. Bu holda 
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bo'ladi. 
Aytaylik. (x, y) = (0,0) bo'lsin. Hu holda funksiyaning hosilalarini 

ta'rifgga ko'ra hisoblaymiz: 

d/(O,O) . I(M,O)-1(0,0) --- --- = hm ------ --- -- -- = O. 
ax dx->O Ax 

¥(0,9) = lim ((O,L'ly)-1(0,0) = O. 
ay t.y->O L'ly 

a/(o,L'ly) a/(o.O) 
a2/(0,0) . ------ - - -- . -M,l 
- - -= hm ---~---- M = hm =-1. ayax t.y->o L'ly t.y ->0 L'ly' 

a/(M,O) a/(O,O) 
2 -- -- - - - - - - - - :; 

a 1(0,0) . L'ly L'ly . --L'ly 
-------= hm------------= hm - - =l.~ 

axay dx->O M t..\ --->0 M3 

Yuqorida keltirilgan misollardan ko'rinadiki, /(X,y) funksiyaning 

a2 I a2 I 
axay' ayax 

aralash hosilalari bir-biriga teng ham bo'lishi mumkin. teng bo'lmasdan 
qolishi ham mumkin ekan. 

2- teorema. Faraz qilaylik,f(x,y) funksiya (xo, Yo ) E R2 nuqtaning 

Us ((xo,Yo») atrofida 

a2/(x,y) a2/(x,y) ( ) -axay---' -aya:X-' (X,Y)E u{, ((xo,Yo») 

aralash hosilalarga ega bo'Jib, bu hosilalar (xo,Yo) nuqtada uzluksiz 
bo'lsin. U holda/(x,y) funksiyaning aralash hosilalari (xo'Yo) nuqtada 
teng bo'ladi: 

--ayax- - - axay 
~ AytayJik, (xo + tU', Yo + dY), (xo + tU', Yo). (XI) • yl) + dy) nuq­

talar (xo,Yo) nuqtaning atrofiga tegishli bo'lsin: 
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(Xo +~\'YII +~Y)E Vd(xl)'Yo)), (xo +LU'YO)E U;S(Xo,YO))' 

(XO . Yo + L1y) E U'6 (( Xo ,Yo )). 

Ushbu 

<l> (LU, L1y) = f (xo + LU, Yo + L1y) - f (xo + ~\. Yo ) -

- f (-'"0 ,Yo + L1y) + f (-'"0 ' Yo ) . 

<p(x) = I(x,yo +L1Y)-/(x,yo) 

funksiyalarni qaraylik. 
Ravshanki, 

<l> (LU, L1y) = <p(XO + LU) - <p(XO) 

bo'ladi. Bu tenglikning o'ng tomoniga Lagranj teoremasini ikki marta 
qo'llab topamiz: 

<p (xo + ~\ ) - <p (xo ) = <p' (xo + 81 . LU ) . L1x = 

= I ¥(xo+_81_ Lix:'YO:+-t.~) _ i!{(.Xo!_~L·_~·YO)] LU = 
L ax ax 

= a
2 
f(xo +8~:;~YO +82~1. LU . L1y, (0 < 8

1
, 8

2 
< 1). 

Shartga ko'ra aralash hosila (xo,Yo) nuqtada uzluksiz. Demak, 
LU ~ 0, L1y ~ 0 da 

a2 f(xo +81Lix:. Yo +82t.y) a2 f( Xo ,Yu ) 
-- - --------~-- LUL1y = ----- L1xL1y + 00) ayax oyax 

bo'lib, 

bo'ladi. 
Endi <l> (L1x, L1y) funksiya bilan birga quyidagi 

\jI(y) = I(xo + L1x,y) - 1 (xo,y) 

funksiyani qaraymiz. Ravshanki, 

<l> (LU, L1y) = \jI (Yo + L1y) - \jI (Yo ) 

(7) 

bo'ladi. Yuqoridagidek, bu tenglikning o'ng tomoniga Lagranj teore-
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masini ikki marta qo'llab. ~o'ng aralash hosilaning (xo'Yo) nuqtada 
uzluksizligidan foydalanih topamiz: 

( ) () l
~/(.\O-tAX.Yo-tOi~Y) ()f(X()'.\'o+OiAY)] 

\jI Yo + l\y - \jI Yo = . -- " l\y = ay uy 

()2 f (xo+82L\x,Yo+8iAy) a2f(xo,Yo) 0 I) 
l\xl\y == .. . . l\xl\y + ( , 

oxoy ()xay 

(0 < e~, e; < I, l\x ~ 0, l\y -~ 0). 

a2j(xo.yo) 
Dcmak. <l>(l\x,l\y) = .. _-- ·-l\xl\y+O(l). (8) 

aXdY 

(7) va 01) munosabatlardan 

a2 j(xo.Yo) (J2j(Xo.Yo) 
= ------ -------- ---

(Jxay (JYdX 

bo'lishi kcl!h chiqadi. ~ 

Mashqlar 

1. Ushhll 11 = f(x.y). x = (2 + S2, Y = (. s funksiyaning ikkin­

chi tartibl! difterensiali topilsin. 

2. U~hhll 11 = Y . <j) (x 2 
- y) funksiya quyidagi 

J au J (Ju u +. --- = --
x (Jx yay / 

tenglikni qanoatlantirishi isbotlansin. 

63- ma'ruza 
Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari 

r. Funksiya ekstremumi tushunchasi. Zaruriy shart. Faraz qi­

laylik. f(x) = f (XI' x2 , ... , xm) funksiya Ec W' to'plamda berilgan 

b 'I'b () (0 0 0) E b 'I . o I • X = XI' x2 , ... , xm EOSIn. 

1- ta'rif. Agar shunday 8 > 0 son topilsaki, 

V8 (xo) c E bo'Jib, Vx E Vo (xo) da f(x) ~ f(x o) 
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bo'lsa, f(x) funksiya XO nuqtada lakal maksimumga; f(x) ~ f(xo) 

bo'lsa, f(x) funksiya XO nuqtada lakal minimumga erishadi deyiladi. 
2- ta'rif. Agar shunday 0 > 0 son topilsaki, VI) (xo) c E bo'lib, 

Vx E VI)(xo) \ {xo} da f(x) < f(xo) bo'lsaJ(x) funksiyaxD nuqta­
da qat'iy lokal maksimumga; f(x) > f(xo) bo'lsa, f(x) funksiya XO 
nuqtada qat'iy lokal minimumga erishadi deyiladi. 

Funksiyaning lokal maksimumi, lokal minimumi umumiy nom 
bilan funksiyaning lakal ekstremumi deyiladi. Bunda il nuqta f(x) 
funksiyaning lakal ekstremum nuqtasi, f(xD) ga esa funksiyaning {aka! 
ekstremum qiymati deyiladi. 

Funksiyaning maksimum (minimum) qiymati quyidagicha belgl­
lanadi: 

f(xo) = max f(x) , (f(XO) = max f(X»). 
XEUB(Xo) x'Ol/5(Xo) 

Ma'lumki, 

ayirma funksiyaning xD nuqtadagi to'liq orttirmasl deyilar edi. 
f(x) funksiya xD nuqtada lokal maksimumga erishsa, 1I holda 

VXEVI)(XO) da 

!if(xo) ~ 0 

bo'ladi va aksincha. Shuningdek, f(x) funksiya xD nuqtada lokal 
minimumga erishsa, u holda Vx E Vo (xo) da 

!if(xo) ~ 0 

bo'ladi va aksincha. 
1- teorema. Agar f(x) = f (Xl' X2' ... , xm ) funksiya xD = (X? , 

x~ , ... , x~) nuqtada lokal estremumga erishsa va shu nuqtada barcha 

at, U=I,2, ... ,m) 
aXi 

xususiy hosilalarga ega bo'lsa, u holda 

bo'ladi. 
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.... Aytaylik,!(x)=!(XI,-X2, ... ,Xm ) funksiya XO =(xP,x~, ... ,x~) 
nuqtada lokal minimumga erishsin. U holda 

Vx = (XI 'X2 , ... ,Xm) E Uf> (XO) da f(x l 'X2 , ... ,Xm) ~ f(xP ,X~ , ... ,X~) 

tengsizlik bajariladi. lumladan, 

f (XI ' X~ , xf , ... , x~ ) ~ f (xP , x~ , ... , x2, ) 

bo'ladi. Agar 

<P (XI) = f (XI , X~ , xf ' ... , X~ ) 

deyilsa, VXI E (xP -8, xp +8) da 

<P (xd ~ <P (xP) 
bo'lib, bir o'zgaruvchili <P (xd funksiya xp nuqtada lokal minimumga 
erishadi. U holda 25- ma'ruzada keltirilgan teoremaga ko'ra 

'( 0) 0 ,. af(~ol = 0 
<P XI = , ya maxI 

bo'ladi. Xuddi shunga o'xshash 

af(xo) = 0 af(xo) = 0 
aX2 ' .•• , aXm 

bo'lishi isbotlanadi. ~ 
1- e s I a t m a. Agar! (x) funksiya biror xD nuqtada lokal ekstre­

mumga erishsa va shu nuqtada differensiallanuvchi bo'lsa, u holda 

d!(xo) = 0 
bo'ladi. 

2- e s I a t m a. !(x) =! (XI' X2, ... , xm) funksiyaning biror xD nuq­
tada barcha xususiy hosilalarga ega va 

af(xO) . 
--=0, (1=1,2, ... ,m) 

aXj 

bo'lishidan, berilgan funksiyaning shu nuqtada lokal estremumga eri­
shishi har doim kelib chiqavermaydi (misollar keyingi bandda kelti­
riladi). 

Demak, 1- teorema funksiyaning lokal ekstremumga erishishining 
zaruriy shartini ifodalaydi. 
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I(x) funksiya xususiy hosilalarini nolga aylantiradigan nuqtalar 
uning statsionar nuqtalari deyiladi. 

r. Funksiya ekstremumga erishishining yetarli sharti. Aytaylik, 
I(x) = I (Xl' X2, ... , Xm) funksiya XJ E Rm nuqtaning biror U8(~) atro­
fida berilgan, shu atrofda barcha ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy 
hosilalarga ega va 

at ( xo) = 0, (i = I, 2, ... , m) 
dX; 

bo'lsin. Bu funksiyaning Teylor formulasi (62- ma'ruzada keltirilgan 
Teylor formulasida n = 2 bo'lgan hol) 

at (xo) = 0, (i = I, 2, ... , m) 
dX, 

shartni hisobga olgan holda quyidagicha 

I(x) =/(xo)+! i _a
2
f &;&k 

2 ; ,k=l ax;axk 

ko'rinishda ifodalanadi, bunda ikkinchi tartibli xususiy hosilalar 

(x? + 9 . Axl , x~ + 9 . Ax2 ' ... , x~ + 9 . Axm) 

(0 < e < 1) nuqtada hisoblangan va bunda 

&1 = XI - x?, &2 = X2 - x~, ... , &m = xm - x~ . 

(1) 

Berilgan/(x) funksiya ikkinchi tartibli xususiy hosilalarining ~ statsio­
nar nuqtadagi qiymatlarini 

a2 f(xO) • 
a,k = a a ,(/,k = 1,2, ... , m) 

x, Xk 

bilan belgilaymiz. Barcha ikkinchi tartibli xususiy hosilalar 

a2f 
dX;axk 

laming XO = (x?, x~, ... , x~) nuqtada uzluksizligidan 

hamda 
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a2j(xp+9LU). X~+9LU2' ... , X~+9'LUrn) a2j(XO) 
~~-~-- ~--- = ~ ~- + a k = a'k + a'k 

ax,aXk aXiaXk ' , , 
bo'lishi kelib chiqadi, bunda 

tu, ~ 0, (i = 1,2, ... ,m) da aik ~ O. 

Natijada (1) tenglik ushbu 

ko'rinishga keladi. Agar 
122 2 P = \f tu) + tu2 + ... + turn , 

tu, = P . Si , (i = I, 2, ... , m) 

deyilsa, so'ngra tu, ~ 0 (i = 1,2, ... ,m) da, ya'ni p ~ 0 da 

m rn 

L a,ktuk tu, = p2 LaikS,Sk = p2 . a(p) 
,~=) ,~ 

(bunda, p ~ 0 da a(p) ~ 0 ) bo'lishini e'tiborga olsak, u holda 

"'(X
O

) ~ P: [1 a", 1;,1;, + a(p) 1 (2) 

bo'lishini topamiz. 

Ma'lumki, 4f (xO) = f (x) - f (xO) ayirma Vo(xO) da ishora 

saqlasa, ya'ni \:Ix E Vo (XO) da 

4f(XO) ~ 0 
bo'lsa, f(x) funksiya x;O nuqtada lokal minimumga; 

4f(XO) ~ 0 
bo'lsa, f(x) funksiya x;O nuqtada lokal maksimumga erishadi. 

Yuqoridagi (2) tenglikdan ko'rinadiki, !1f(xO) ning ishorasi koeffitsi­
yentlari 
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bo'lgan (3) 
l,k=1 

kvadratik shaklga bog'liq bo'ladi. 
2- teorema. Agar (3) kvadratik shakl musbat aniqlangan bo'lsa, 

f(x) funksiya Jf! nuqtada lokal minimumga; manfiy aniqlangan bo'lsa, 
lokal maksimumga erishadi. 

Agar (3) kvadratik shakl noaniq bo'lsa, f(x) funksiya Jf! nuqtada 
lokal estremumga erishmaydi. 

.... Bu teorema, keyingi bandda, xususiy holda, ya'ni ikki o'zga­
ruvchili funksiyalar uchun isbotlanadi. ~ (Qaralsin, [I], 13- bob). 

30. Xususiy hollar. m = 1 bo'lsin. Bu holda u = f(x), (XE R, UE R) 
funksiyaning lokal ekstremumlari, ekstremumning zaruriy va yetarli 
shartlari kabi tushuncha va tasdiqlarga kelamiz. Ular 25- ma'ruzada 
bayon etilgan. 

m = 2 bo'lsin. Bu holda u = f(x,y), (x,y) E R2, U E R) ikki 
o'zgaruvchili funksiyaning lokal ekstremum tushunchalari yuzaga kelib, 
bu hol uchun ulaming ta'riflari quyidagicha bo'ladi. 

Aytaylik, u = f(x,y) funksiya E c Rm to'plamda berilgan bo'lib, 
(xo,Yo) E E bo'lsin. 

Agar cS> 0 shunday son topilsaki, Ul)«XO,yO» c E bo'lib, 

V(X,y)E Vo (xo,Yo)) uchun 

f(x,y)~f(xo,yo), (f(x,Y)~f(xo,yo)) 

bo'lsa, f(x,y) funksiya (xo,yo) nuqtada lokal minimumga (lokal mak­
simumga) erishadi deyiladi. (xo,Yo) nuqta f(x,y) funksiyaning lokal 
minimum (maksimum) nuqtasi, f(xo,Yo) miqdor esa funksiyaning 
minimum (maksimum) qiymati deyiladi. 

Agar shunday cS> 0 son topilsaki, Vl)«XO,yO» c E bo'lib, 

V(X,y)E Vo (xo,Yo)) \ {(xo,Yo)} uchun 

f(x,y) > f(xo',yo), (f(x,y) < f(xo,yo») 

bo'lsa,f(x,y) funksiya (xo,Yo) nuqtada qat'iy lokal minimumga (qat'iy 
lokal maksimumga) erishadi deyiladi. 

1- misol. Ushbu f (x, y) = Jr-1-_-x-=-2 -_-y7"2 funksiyaning (0,0) nuq­

tada qat'iy maksimumga erishishi ko'rsatilsin. 
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~ 8> 0, (0 < 8 < I) sonni olib, (0,0) nuqtaning Uo«O,O» atrofini 

hosil qilamiz. U holda V(X,y)E Uo((O,O))\{(O,O)} uchun 

l(x,y)=~I-X2 _y2 </(0,0)=1 
bo'ladi. Demak, berilgan funksiya (0,0) nuqtada maksimumga eri­
shadi. ~ 

Agar I(x,y) funksiya (xo,yo) EEc R8 > om nuqtada lokal 
ekstremumga erishsa va shu nuqtada 

aj aj 
ax' ay 

xususiy hosilalarga ega bo'lsa, u holda 

aj(xo ,Yo) = 0, aj(XO'!~ = ° 
ax ay 

bo'ladi. 

Biroq,/(x,y) funksiyaning biror (x* ,y*) nuqtada !, ~ xususiy 

hosilalari mavjud bo'lib, ular shu nuqtada nolga teng bo'lsa, qara­
layotgan funksiya (x* ,y*) nuqtada ekstremumga erishmasdan qolishi 
mumkin. Masalan, 

I(x,y) = xy 

aj aj 
-=y -=X ax 'ay funksiya 

xususiy hosilalarga ega bo'lib, ular (0,0) nuqtada nolga teng: 

ajCo,o) _ ° ajCo,o) _ ° ----ax- - , ---ay---
bo'lsa ham, bu funksiya (0,0) nuqtada ekstremumga erishmaydi (funk­
siya grafigi - giperbolik paraboloidni tasavvur qiling). 

Aytaylik,/(x,y) funksiya (xo,Yo) E R2 nuqtaning biror UoC(Xo,Yo» 
atrofida (8 > 0) berilgan bo'lib, quyidagi shartlami bajarsin: 

I) I(x,y) funksiyaUo«xo,Yo» da uzluksiz va uzluksiz I:, f;, f;' , 
f; ,Ij xususiy hosilalarga ega, 

2) (Xo, Yo) statsionar nuqta: 

f: (xo,Yo) = 0, f; (xo,Yo) = 0. 
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Bu I(x) funksiya uchun r da yuritilgan mulohazalami qo'llab 

IJ.I (xo, Yo) = 1 (x, y) - 1 (xo ,Yo) = 

= 4 (all t:ix2 + 2al21J.xIJ.y + a22 IJ.y2 + UIlt:ix
2 + 2u 12 t:ixlJ.y + U 22IJ./) (*) 

bo'lishini topamiz, bunda 

all =1; (Xo,Yo), a12 =1; (.xo,Yo) = I; (.xo,Yo), ~2 =J;~ (~,Yo) 

bo'lib, 

bo'ladi. 
3- teorema. Agar 

all t:ix2 + 2a12 t:ixlJ.y + a22lJ.y 2 
kvadratik shakl musbat aniqlangan, ya'ni 

l
all al2l 2 all> 0, = all a22 - a12 > 0 
a21 a22 

(4) 

bo'lsa, I(x,y) funksiya (.xo,Yo) nuqtada Iokal minimumga erishadi, 
agar (4) kvadratik shakl manfiy aniqlangan, ya'ni 

all < 0, = all a22 - a12 > 0 
I 
all al2l 2 

a21 all 

bo'lsa,/(x,y) funkusiya (xo,Yo) nuqtada lokal maksimumga erishadi. 
.... Ma'lumki,/(x,y) funksiyaning (~,Yo) nuqtada ekstremumga 

erishishi Uo( (xo,Yo» da ushbu 

4f (xo, Yo) = 1 (x, y) - 1 (xo, Yo) 
ayirmaning ishora saqlashi bilan bog'liq: 

V(X,y)E U5 ((xo,Yo)) da 4f(xo,yo) > 0 bo'lsa, 

(xo,yo) nuqtada lokal minimum; 4f (xo, Yo) < 0 bo'lsa, (xo,Yo) 
nuqtada lokal maksimum sodir bo'Iadi. 

4f (xo, Yo) ayirmaning ishorasini aniqlash qulay bo'lishi maqsadida 
(4) da 

IJ.x = p . cos <p , lJ.y = P . sin <p 
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almashtirish bajaramiz, bunda 
~---

p = ~ 1h2 + ~y2 . 
Natijada (*) munosabat ushbu 

2 
4f(Xo,Yo) = P2 [(all cos2 q>+2aI2 cosq>sinq>+a22 sin2 q»+ 

+ (all cos2 q> + 2al2 cos q> sin <p + an sin 2 q» ] (5) 

ko'rinishga keladi. Aytaylik, 

all > 0, all a22 - at2 > 0 
bo'lsin. Ravshanki, 

2 2 . . 2 all cos q> + al2 cos q>sm q> + an SIll q> = 

=~[(all cosq>+aI2 sinq»2 + (alla22 -a?2)·sin2 q>J. 
all 

Ayni paytda, bu funksiya q> ning funksiyasi sifatida [0,21t] da 
uzluksiz bo'lib, o'zining eng kichik qiymati (uni m bilan belgilaylik) 
m ga ega bo'ladi: 

lall cos2 <p + 2 an cos <p sin q> + an sin 2 q>1 ~ m > 0 . 

Ikkinchi tomondan, Ih ~ 0, ~Y ~ 0, ya'ni p ~ 0 da all ~ 0, 

an ~ 0, an ~ 0 bo'lganligi sababli, p ning yetarli kichik qiymat­
larida 

lall cos2 q> + 2al2 cos q> sin q> + a 22 sin 2 
<pI ::; lalll + 21a 121 + la22 I < m 

bo'loladi. 

Demak, all > 0, all a22 - at2 > 0 bo'Jganda (5) tenglikning o'ng 
tomonidagi ifoda musbat bo'ladi. Binobarin, 

4f(xo,Yo) > 0 

bo'Jib, /(x,y) funksiya (xo,yo) nuqtada lokal minimumga erishadi. 

Aytaylik, all < 0, all a22 - al
22 > 0 

bo'lsin. Bu holda (5) tenglikning o'ng tomonidagi ifoda manfiy bo'ladi. 
Binobarin, 

4f(xo,yo) < 0 
bo'lib,/(x,y) funksiya (XO,yo) nuqtada lokal maksimumga erishadi. ~ 
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3- e s I a t m a. Agar all a22 - af2 < 0 bo'lsa, f(x,y) funksiya' (xo,Yo) 
nuqtada ekstremumga erishmaydi. 

4- e s I a t m a . Agar all a22 - af2 = 0 bo'lsa,j(x,y) funksiya (.xo,Yo) 
nuqtada ekstremumga erishishi ham mumkin, erishmasligi ham 
mumkin (qaralsin, [1], 13- bob). 

2- misol. Ushbu 

f(x,y)=x2 +xy+y2 -2x-3y 
funksiya ekstremumga tekshirilsin . 

... Avvalo berilgan funksiyaning statsionar nuqtalarini topamiz: 

1 
f: (x, y) = 2 x + y - 2, 2 x + y - 2 = 0, ~ = :3' 

f; (x,y) = x+ 2y - 3, 
4 

x+ 2y- 3 = 0, Yo =:3' 

Demak, U, ~) - statsionar nuqta. Ravshanki, 

f; (x,y)=2, f;(x,y)=l, f). (x,y)=2. 

Demak, all = 2, a12 = 1, an = 2. Bunda all = 2 > 0 va 

all a22 - af2 = 3 > 0 bo'lganligi uchun berilgan funksiya (~, ~) 
nuqtada lokal minimumga erishadi va 

bo'ladi. ~ 
3- misol. Ushbu 

min f (x, y) = f ( ~, ~) = - ~ 

fi (x,y)=x4 +y4, 

fi (x,y)=-(x4 +y4), 

13 (x,y) = x3 + y3 

funksiyalar ekstremumga tekshirilsin . 
... Berilgan funksiyalar uchun (0,0) statsionar nuqta bo'ladi. Bu 

funksiyalar uchun 
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bo'ladi. Ravshanki, (0,0) nuqtauaj;(x,y) funksiya minimumga,.t;(x,y) 
funksiya esa maksimumga erishaui. f,(x,y) funksiya (0.0) nuqtada 
ekstremumga ega bo'lmaydi. ~ 

MashqJar 

1. 3- teoremada keltirilganf(x,y) funksiya uchun (xo,Yo) statsionar 
nuqtada 

f~ (xo' Yo ) . f; (xo, Yo ) - [f;v (Xo , Yo ) J2 < ° 
ho'lsa, f(x,y) funksiya (xo,Yo) nuqtada ekstremumga erishmasligi 
isbotlansin. 

2. U shbu f (x, y ) = (y - x)2 + (y + 2 i funksiya ekstremumga tek­

,,)milsin. 

64- ma'ruza 
Oshkormas funksiyalar 

10. Oshkormas funksiya tushunchasi. Ma'lumki, x c R, Ye R 
to'plamlar va biror f qoida berilgan holda har bir x E X songa f qoidaga 
ko'ra bitta yE Y son mos qo'yilsa, X to'plamda y = f(x) funksiya 
aniqlangan deyilar edi. 

x va y o'zgaruvchilarni bog'lovchi qoida turlicha, jumladan, 
analitik ifodalar yordamida, jadval yordamida, egri chiziq yordamida 
bo'lishi mumkin. 

Endi x va Y o'zgaruvchilar tenglama yordamida bog'langan holda 
funksiya yuzaga kelishini ko'rsatamiz. 

Aytaylik, x va Y o'zgaruvchilarning F(x, y) funksiyasi 

E={(X,Y)E R2 :a<x<b, c<y<d} 

to'plamda berilgan bo'lsin. Ushbu 

F(x,y)=O (1) 

teglamani qaraylik. Har bir tayinlangan x = Xo da (I) tenglama y ga 
nisbatan tenglamaga aylanadi. Bu tenglama yagona Yo yechimga ega 
bo'lsin. Demak, 
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Bunday xususiyatga ega bo'lgan Xo nuqtalar bir qancha bo'li~hl 
mumkin. Ulardan tashkil topgan to'plamni X deylik. Ravshanki, bunda 
X c (a, b) bo'ladi. 

Endi X to'plamdan olingan har bir x ga (x E X) (1) tenglamaning 
yagona yechimi y ni mos qo'yaylik. Natijada X da aniqlangan funksiya 
hosil bo'Iadi. Uni <p(x) deylik. Demak, 

<p : x ~ y va F (x. <p( x» == 0 . 
Bu <p(x) oshkormas (oshkormas ko'rinishda berilgan) funksiya 

deyiladi. 
1- misol. Ushbu 

F(x,y)=y~-2=O (2) 

tenglama yordamida oshkormas fuksiya aniqlanishi ko'rsatilsin. 

~ Ravshanki, (2) tenglama har bir x E (-00, - 1) u (1, -t<>o) da yagona 

y = <p(x) = ~-~~ 
~x2_1 

yechimga ega va 

F (x, <p( x» == 0 . 
Demak, (2) tenglama oshkormas funksiyani aniqlaydi. ~ 

2- misol. Ushbu 

F (x, y) = x - y + ~ sin y = 0 

tenglama yordamida oshkormas funksiya aniqlanishi ko'rsatilsin. 
~ Berilgan tenglamani quyidagicha yozib olamiz: 

x = y - ~ sin y = a(y), (y E (-00, +00»). 

Bu a(y) funksiya R da uzuluksiz va a' (y) = 1 - ~ cos y > 0 bo'ladi. 

U holda a(y) funksiya (-00, -t<>o) da teskari y = a-I (x) funksiyaga ega va 

F(x,a-I(x») = 0 

bo'ladi. Demak, bu tenglama ushbu 

<p: x ~ a-I (x) 

oshkormas funksiyani aniqlaydi. ~ 
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3- misol. Ushbu 

F(x,y)=x2 +/-Iny=0, (y>O) 
tenglama y 111 X ning oshkormas funksiyasi sifatida aniqlaydimi? 

~ AniqlamaydL chunki har bir x E (--00, -too) da y2 - In y > 0 bo'I­
ganligi sababli. yechimga ega emas. ~ 

Oshkormas funksiyaIami o'rganishda quyidagi masaIaIar muhimdir: 
I) F(x,y) funksiya biror E c R2 to'pIamda beriIgan hoIda y = <p(x) 

oshkormas funksiya mavjud bo'ladimi va bu funksiyaning aniqIanish 
to'pIami qanday bo'Iadi? 

2) (1) tengIama bilan aniqlangan y = <p(x) oshkormas funksiya 
qanday xossaIarga ega va bu xossalar F(x,y) funksiya xossalari bilan 
qanday bog'Iangan? 

ZO. Oshkormas funksiyaning mavjudligi. 
1- teorema. Faraz qilaylik, F(x,y) funksiya (xo,Yo) nuqtaning biror 

atrofi 

U hJ.. (( Xo , Yo )) = {( x, y) E R2 : Xo - h < x < Xo + h, Yo - k < y < Yo + k} 

da (h> 0, k > 0) berilgan bo'lib, quyidagi shartIarni bajarsin: 

1) F(x,y) funksiya U hJ.. ((xo, Yo )) da uzluksiz; 

2) Har bir tayin x E (xo - h, Xo + h) da y o'zgaruvchining funk­
siyasi sifatida o'suvchi; 

3) F(xo,yo)=O. 

U hoIda (Xo,yo) nuqtaning shunday atrofi 

Uoc((xo,Yo))={(X,y)E R2 :xo-o<x<xo+O,Yo-E<Y<YO+E} 

topiIadiki (0 < S < h, 0 < E < k), bunda: 

a) VXE (xo -8,xo +8) da 

F(x,y)=O 

tengIama yagona Y (Y E (Yo - E, Yo + E») yechimga ega, ya'ni 
F (x, y) = 0 tenglama yordamida Y = <p( x) oshkormas funksiya 
aniqIanadi; 

b) <p(xo) = Yo bo'Iadi; 

d) y = <p(x) funksiya (xo - 0, Xo + S) da uzIuksiz bo'ladi. 
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"'4 Viii. ((XII . .r1l )) atrofga tegishli bO'!gan 

(XI)' Yo - E), (XO, Yo + f). (0 < E < k) 

nuqtalarni olib. lyo - E, Yo + E] segmentda 

\j1 Cv ) :.:: F ( Xo ' Y ) 
funksiyani qaraymiz. Teoremaning 2- shartiga ko'ra \j1Cv) o'suvchi, 

3- shartiga ko'ra \j1 (YI!) = F (xo, Yo) = 0 bo'ladi. Bunda esa 

\j1 CVI) - £) = F (xo ,Yo - £) < 0, 

\j1 (Yo + £) = F (xo, Yo + £) > 0 

bo'lishi kelib chiqadi. 

Teoremaning 1- shartiga ko'ra F(x,y) funksiya V hk {( Xo ' Yo )) da uzluk­
siz. U holda uzluksiz funksiyaning xossasiga ko'ra, Xo nuqtaning shunday 

(xo - 8, Xo + 8) atrofi (0 < 8 < h) topiladiki, '\Ix E (Xo - 8, Xo + 8) da 

F(x,yo -£) < 0, 

F(x,yo+£»O (3) 

bo'ladi. Endi (xo,yo) nuqtaning 

U& {(xo,Yo)) = {(X,Y)E R2 : Xo -0 < x < Xo +0, Yo -£ < Y < Yo +d 

atrofida 
F(x,y)=O 

tenglama y ni X ning oshkormas funksiyasi sifatida aniqlashini ko'r­
satamiz. 

Ixtiyoriy x* E (xo - 8, Xo + 8) nuqtani olib, [Yo - £, Yo + £] da 
ushbu 

g(y) = F(x* ,y) 

funksiyani qaraymiz. Ravshanki, bu funksiya [Yo - £, Yo + £] segment­
da uzluksiz va ayni paytda (3) munosabatga binoan 

g(yo -£) = F{x' ,Yo -£) < 0, 

g (Yo + £) = F ( x· ,Yo + £) > 0 

bo'ladi. U holda Bolsano-Koshi teoremasiga ko'ra shunday 
y' E [Yo - £, .vo + £] nuqta topiladiki, bunda 
Il2 

\ 
\1 

\ 
I. 

P 
{ 
I 



g(y*) = F(x' ,y*) = 0 
bo'ladi. 

Ayni paytda, g(y) funksiya [Yo - E, Yo + E] da o'suvchi (qat'iy 
o'suvchi) bo'lganligi sababli, y shu oraliqda bittadan ortiq nuqtada 
nolga aylanmaydi. 

Shunday qilib, ixtiyoriy x E (XO - 8, Xo + 8) uchun yagona 

yE (Yn - E, Yo + E) topiladiki, bunda 
; ) ;1 F(x,y =0 

bo'ladi. Bu esa U& ((xo,Yo)) da F(x,y) = 0 tenglama y ni x ning 

oshkormas funksiyasi sifatida aniqlashini bildiradi: 

y = <p(x): F (x, <p(x») = O. 
Aytaylik, x = Xo bo'lsin. U holda teoremaning 3- shartiga ko'ra 

F (xo,Yo) = 0 
bo'ladi. Binobarin. aniqlangan oshkormas funksiyaning Xo nuqtadagi 
qiymati <p(xo) = Yo bo'ladi. 

Modomiki, '\Ix E (xo - 8, Xo + 8) uchun <p(x) ga ko'ra unga mos 
keladigan y E (Yo - E, Yo + E) bo'lar ekan, u holda 

Ix - Xo I < 8 => Iy - Yo I = l<p(x) - <p (xo )1 < E 

bo'ladi. Demak. oshkormas funksiya Xo nuqtada uzluksiz. 
Oshkormas funksiyaning '\Ix' E (xo - 8, Xo + 8) nuqtada uzluksiz 

bo'lishini ko'rsatish bu funksiyaning Xo nuqtada uzluksiz bo'lishini 
ko'rsatish kabidir. Demak, mavjudligi ko'rsatilgan oshkormas funksiya 
(xo - 8, Xo + 8) da uzluksiz bo'ladi. ~ 

3°. Oshkormas funksiyaning hosilalari. Oshkormas funksiyaning 
hosilasini aniqlaydigan teoremani keltiramiz. 

2- teorema. Faraz qilaylik, F(x, y) funksiya (xo, Yo) nuqtaning 

biror atrofi U hk ( Xo ,Yo)) da (h > 0, k > 0) berilgan bo'lib, quyidagi 
shartlami bajarsin: 

1) U hk (( Xo , yo)) da uzluksiz; 
2) Uhk ((xo ,Yo)) da uzluksiz F;(x,y), F;(x, y) xususiy hosilalarga 

ega va F; (xo , Yo) :t:. 0 ; 
3) F(xo,yo) = O. 
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U holda (xo, Yo) nuqtaning shunday U&. ((xo,Yo») atrofi 
(0 < 0 < h, 0 < E < k) topiladiki, F (x, y) = 0 tenglama y ni x ning 
y = <p(x) oshkormas funksiyasi sifatida aniqlaydi va bu y = <p(x) 
funksiya (xo - 0, Xo + 0) da uzluksiz differensiallanuvchi bo'lib, 

'(x) = _ F;(x,<p(x») 
<p F;(x,<p(x») 

bo'ladi. 
.... Teoremaningshartigako'ra F;(x,y) funksiya Uhk ((xo,Yo») da 

uzluksiz va F; (xo, Yo) "* O. Aytaylik, F; (xo, Yo) > 0 bo'lsin. Uzluk­
siz funksiya xossasiga ko'ra (xo,yo) nuqtaning shunday U &. (( Xo , Yo)) 
atrofi (O<O<h,O<E<k) topiladiki, V(x,y)eU&.((xo,Yo)) da 

F; (x, y) > 0 bo'ladi. Bundan esa har bir tayin x e (xo - 0, Xo + 0) da 

F(x,Y) funksiya y o'zgaruvchining funksiyasi sifatida o'suvchi bo'lishi 
kelib chiqadi. U holda 1- teoremaga ko'ra F (x, y) = 0 tenglama 
(xo - 0, Xo + 0) da y ni x ning y = <p(x) oshkormas funksiyasi sifatida 

aniqlaydi va y = <p(x) oshkormas funksiya x e (xo - 0, Xo + 0) da 
uzluksiz bo'lib, <p(xo) = Yo bo'ladi. 

Aytaylik, x e (xo - 0, Xo + 0), x + & E (xo - 0, ~ + 0) bo'lsin. 
Ravshanki, 

F(x,y)=O, F(x+&,y+~y)=O 

bo'lib, bundan quyidagi ifodani hosil qilamiz: 

~F (x, y) = F (x + &, y + ~y ) - F (x, y) = 0 . (4) 

Teoremaning shartidan F (x,y) funksiyaning (x,y) nuqtada differen­
sialanuvchi bo'lishi kelib chiqadi. Binobarin, 

~F (x,y) = F; (x, y)~x+ F; (x, y)~y+ a· ~x+ 13· ~y (5) 

bo'lib, & ~ 0, ~y ~ 0 da a ~ 0, 13 ~ 0 bo'ladi. 
(4) va (5) munosabatlardan topamiz: 

~y F; (x,y)+u 
= ~ F;(x,y)+~ . 

Keyingi tenglikda ~ ~ 0 da limitga o'tsak, u holda 
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<p'(x) = y' = - F~(~.Jl 
Fy(x,y) 

hosil bo'ladi. U & (( xo , Yo )) da F; (x, y), F; (x, y) xususiy hosilalar 
uzluksiz va F; (x, y) 7= 0 bo'lishidan oshkormas funksiyaning hosilasi 

<p'(x) = _!;(~,!l 
F;(x,y) 

ning (xo - 8, Xo + 8) da uzluksiz bo'lishi kelib chiqadi. ~ 
4- misol. Ushbu 

F ( x, y) = eY + y sin x - x 3 + 7 = 0 

tenglama (2, 0) nuqtaning atrofida y ni x ning oshkormas funksiyasi 
sifatida aniqlashi va bu oshkormas funksiyaning hosilasi topilsin . 

... Ravshanki, 

F ( x, y) = eY + y sin x - x 3 + 7 

funksiya R2 da aniqlangan va uzluksiz. Binobarin, u (2, 0) nuqtaning 
atrofida uzluksiz, F(x,Y) funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha 
bo'ladi: 

aF~:,y~ = a~ (eY +ysinx-x3 +7)=ycosx-3x2, 

aF(x,y) a ( Y . 3 7) Y . -ay--- = ay e + y SIn X - X + = e + SIn x. 

Demak, F(x,y) funksiyaning xususiy hosilalari R2 da, jumladan, 
(2, 0) nuqtaning atrofida uzluksiz. 

So'ngra 

aF(2,O) _ (Y .) _ I . 2 0 -a:v- - e + SIn X x=2,Y=O - + SIn 7= • 

Va nihoyat, 

F(2,0)=(eY +ysinx-x3 +7)x=2,y=O =0 
bo'ladi. U holda 2- teoremaga ko'ra 

F (x, y) = eY + y sin x - x3 + 7 = 0 
tenglama (2, 0) nuqtaning atrofida y ni x ning oshkormas funksiyasi 
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sifatida aniqlaydi va bu oshkormas <p(x) funksiyaning hosilasi quyida­
gicha bo'ladi: 

<p'(x) = _ F;(x,y) = __ ~cosx-3X2 ~ 
F; (x,y) eY +sin x . 

1- e s I a t m a . Oshkormas funksiyaning hosilasini quyidagicha ham 
hisoblasa bo'ladi: 

F(x,Y)=O 
ni (yo'zgaruvchi x ning funksiyasi ekanini hisobga olib) differensiallab 
topamiz: 

F: (x,y) + F; (x,y)· y' = O. 

Keyingi tenglikdan esa quyidagi ifoda kelib chiqadi: 

, F; (x,y) 
Y = - F;(x,y) . 

Aytaylik, F (x,Y) funksiya U oc ( Xo , Yo )) da uzluksiz ikkinchi tartibli 

F; (x,y), F; (x, y), F~ (x, y) 
x Y 

xususiy hosilalarga ega bo'lsin. Ma'lumki, 

, F;(x,y) 
y = - F;(x,y) . 

Buni differensiallab topamiz: 

Agar 

, (F;(x,y»)~ -F;(x,y)-( r;(x,y»)~. 1;( x, y) 
y = - -----'=-------,.-----"----

(F;(x,y))2 

(F:(x,y))~ = F) (x,y)+ F; (x,y)· y, 

(F:(x,y))~ = F;(x,y)+~; (x,y)· y' 

ekanini hisobga olsak. U hold a 

(6) 

, (F;X(x,y)+ F) (x, y). y') 1;( x, y)-( t;2 ( x, >1+ ~ ( oX}) y)- l§( ~ » 
y - -

- (F;(x,y))2 -
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F:X(x,y) F;(x,y)- F) (x,y) If,( X; M+[ IJ2 (x; M- 11( ~ )}- ~( ~)} f( -¥ t] Y 
= ~--.~---. -- - -- ------ -- - {F;(x,y»)2 ---.-.--- -- - ----

bo'ladi. Bu ifodadagi Y' ning o'rniga 

F;(x,y) 

F;(x,y) 

ni qo'yib, oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi uchun 
quyidagi formulaga kelamiz: 

2F' -F' -F" _F'2 F" _F'2 -F" , x y xy Y x2 x y2 
Y = ------f:2.--~--~ . 

y 

2- e s I a t m a . Oshkormas funksiyaning yuqori tartibli hosilalarini 
quyidagicha ham hisoblasa bo'ladi. Yuqorida 

F(x,y) = 0 
ni dfTerensiallab, 

F;(x, y) + F;(x, y) - y' = 0 

bo'lishini topgan edik. Buni yana bir marta difTerensiallab topamiz: 

[F;(x,y)+F;(x,y)-y'l = 

= (F;(x,y»)~ + y'. (F;(x, Y»)x + F;(x, y) - y = O. 

Agar (6) munsabatlardan foydalansak, keyingi tenglik ushbu 

F; (x,Y)+ 2F;(x,y), y' + F) (x,y)· y,2 + F;(x,y). y" = 0 

tenglikka keladi. Undan esa 

" F;2 (x,y)+2 F;y (x,y) i+F;2 (x,y) y2 
y = -.-.----~---------~~...:-- ---_.-

bo'lishi kelib chiqadi. 
5- misol. Ushbu 

F~(x,y) 

F(x, y) = xl! + y~ - 2 = 0 

tenglama bilan aniqlanadigan oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli 
hosilasi topilsin. 
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.... Differensiallab topamiz: 

( F (x, y ))~ = (xeY + y~ - 2)~ = 0, 

eY + yeX + (xeY + eX). y' = 0 , 

, eY +yeX 
y = ---"--­

eX +xeY . 

Endi (7) ni yana bir marta differensiallaymiz: 

(7) 

(8) 

eY . y' + y'e X + ye X + eY . y' + xeY y' . y' + xeY . y' + y'eX + y'eX = O. 
Keyingi tenglikdan 

bo'lishi kelib chiqadi. Bu tenglikda y' ning o'rniga (8) da ifodalangan 
qiymatini qo'yib, oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi 
topiladi. ~ 

Mashqlar 

1. Ushbu y5 + Y - X = 0 
tenglama bilan aniqlangan oshkormas funksiyaning grafigi yasalsin. 

2. Ushbu x Y = yX, (x;t y) 
tenglama bilan aniqlanadigan y = <p(x) oshkormas funksiyaning y' 
va y" hosilalari topilsin. 
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14- BOB 

FUNKSIONAL KETMA-KETLIK VA QATORLAR 

65- ma'ruza 
Funksional ketma -ketIiklar va ularning tekis 

yaqinlashuvchanligi 

10. Funksional ketma-ketlik va limit funksiya tushunchalari. Aytaylik, 
har bir natural n songa E c R to'plamda aniqlangan bitta J,,(x) 
funksiyani mos qo'yuvchi qoida berilgan bo'lsin. Bu qoidaga ko'ra 

J.. (x), 12 (x), ... , In (X), ... (1) 

to'plam hosil bo'ladi. Unilunksional ketma-ketlik deyiladi. Eto'plam 
(1) lunksional ketma-ketlikning aniqlanish to 'plami deyiladi. 

Odatda, (I) funksional ketma-ketlik, uning n- hadi yordamida 
(f,,(x)} yoki J,,(x) kabi belgilanadi. Masalan, 

n+l 2 3 n+l 
In (X) = ~-~~ : 1';x2' 2+x2 ' ... , n+x2 ' ... ; 

j,() 
. JX . JX . JX . JX 

n X = SIn ~ n-: SIn --1- , SIn T ' ... , SIn n ' ... 
lar funksional ketma-ketliklar bo'ladi va ularning aniqlanish to'plami 
mos ravishda 

E = R, E = [0,+00) 
bo'ladi. Ravshanki, x o'zgaruvchining biror tayinlangan X = Xo E E 
qiymatida ushbu 

{In (Xo)}: J.. (xo), 12 (Xo), ... , In (xo), ... 
sonlar ketma-ketligiga ega bo'lamiz. 

1- fa'rif. Agar lfn(Xo)} sonli ketma-ketlik yaqinlashuvchi (uzoqla­
shuvchi) bo'lsa, (f,,(x)} funksional ketma-ketlik x = Xo nuqtada yaqin­
lashuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi. Xo nuqta esa bu funksional ketma­
ketlikning yaqinlashish (uzoqlashish) nuqtasi deyiladi. 

2 - fa'rif. (f,,(x)} funksional ketma -ketlikning barcha yaqinlashish 
nuqtalaridan iborat Eo c E to'plam lfn(x)} funksional ketma-ketlikning 
yaqinlashish to 'plami deyiladi. 
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Masalan, ushbu 
E'() n. 2 3 n In X =.X . X,X ,X , ... ,X , ... 

funksional ketma-ketlik aniqlanish to'plami E = R bo'lib, u "Ix E (-1,1] 
nuqtada yaqinlashuvchi, XE R\(-l,l] da uzoqlashuvchi bo'ladi. 
Demak, ketma-ketlikning yaqinlashish to'plami Eo = (-1, 1] bo'ladi. 

Faraz qilaylik, {fn(.xo)} funksional ketma-ketlikning yaqinlashish 
to'plami Eo (Eo E K) bo'lsin. Ravshanki, bu holda har bir XE Eo da 

J; (x), 12 (X), ... , In (X), ... 

ketma-ketlik yaqinlashuvchi, ya'ni 

lim In (X) 
n~~ 

mavjud bo'ladi. Endi harbir XE Ega lim In (X) ni mos qo'ysak, ushbu 
n~~ 

I : X ~ lim In (X) 
n~~ 

funksiya hosil bo'ladi. Bu I(x) funksiya {fn(.xo)} funksional ketma­
ketlikning limit funksiyasi deyiladi: 

lim In (X) = I (X), ( X E Eo)· 
n~~ 

Bu munosabat quyidagini anglatadi: ixtiyoriy £ > ° son va har bir 
X E Eo uchun shunday natural 110 = 110 (£, x) son topiladiki, ixtiyoriy 
n > no da 

ya'ni 

"1£>0, 311o=11o(£,x)EN, "In>1\): Ifn(x)-f(x)I<£ 

bo'ladi. 

1- misol. Ushbu fn(x) = nsin JX 
n 

funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin . 
..... Berilgan funksional ketma-ketlik E = [0, -too) da aniqlangan. 

U ning limit funksiyasi 
.JX 

f(x) = limfn(x) = limnsin JX = lim sm~ . JX =-.Ix 
n-+.o n-+oo n n-+oo " X 

n 
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bo'ladi. Demak, funksional ketma-ketlik E = lO, +(0) da yaqinlashuv­
chi va 

2- misol. Ushbu 

I· . JX c ..... 
lm n sm - = "X . ,.. 
n~oo n 

funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin . 
.... Bu funksional ketma-ketlik E = R da aniqlangan. Ravshanki, 

Vx E (I, +(0) da lim In (x) = lim xn = +00, 
n~oo n~oo 

VXE (-1,1) da limln(x) = limxn =0, 
n-+oo n-+oo 

x = 1 da lim In (x) = lim 1 = 1 , 
n~oo n-+oo 

Vx E (-00,-1) da lim In(x) mavjud emas. 
n-->~ 

Demak, berilgan funksional ketma-ketlik Eo = (-1,1] da yaqinlashuv­

chi bo'lib, uning limit funksiyasi 

{
o agar -1 < x < 1 bo'lsa, 

I(x) = lim xn = ' 
n-->~ 1, agar x = 1 bo'lsa 

bo'ladi. ~ 
3- misol. Ushbu 

In (x) = n2 (~ - n+.ifX), (x > 0) 

funksionaI ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin . 
.... Berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi quyida­

gicha topiladi: 

I(x) = tim (In (x») = Hm n2 (~ - n+rx) = tim n2 (x~ - xn~l ) = 
n-+DO n-+oo n~oo 

1 

~(! __ l) ,;. ~ xn2+n_l 
= tim n2 xn+l xn n+l - 1 = lim -- xn+l . ---- = In x. ~ 

n-->- n-->~ n2 +n 1 
n2+n 
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ZO. Funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashuvchanligi. Faraz 
qilaylik, ifn(XO)}: 

fi (x), 12 (X), ... , In (X), ... 

funksional ketma-ketlik EO to'plamda yaqinlashuvchi (ya'ni yaqinla­
shish to'plami Eo) bo'lib, uning limit funksiyasi I(x) bo'lsin: 

Iim In (X) = I(x). 
n~~ 

Ma'lumki, bu munosabat 

\;1£ > 0, ::1110 = 110 (£, X) E N, \;In> 110: IIn (x) - f(x)1 < £ 

bo'lishini anglatadi. Shuni ta'kidlash lozimki, yuqoridagi natural no 
soft ixtiyoriy olingan £ > ° son bilan birga qaralayotgan X E Eo nuqtaga 
ham bog'liq bo'ladi (chunki, x E Eo ning turli qiymatlarida ularga 
mos ketma-ketlik, umuman aytganda, turlicha bo'ladi) .. 

3- ta'rif. Agar \;1£ > ° son olinganda ham shu E > ° gagina bog'liq 
bo'lgan natural no = no (£) son topilsaki, \;In> no va ixtiyoriy x E Eo da 

Ifn (x) - f(x)1 < £ 

tengsizlik bajarilsa, ya'ni 

\;1£>0, ::1110 =11o(E)E N, \;In>no, \;IXE Eo: Ifn(x)-f(x)I<£ 

bo'lsa, ifn(xo)} funksional ketma-ketlik Eo to'plamda f(x) ga tekis 
yaqinlashadi (funksional ketma-ketlik Eo to'plamda tekis yaqinla­
shuvchi) deyiladi. 

Shunday qilib, ifn(XO)} funksional ketma-ketlik Eo to'plamdaf(x) 
limit funksiyaga ega bo'lsa, uning shu limit funksiyasiga yaqinalishish 
ikki xil bo'lar ekan: 

1) \;1£>0, ::1110 = 110 (£,X)E N, \in> 110: IIn(x)-f(x)I<£ 

bo'lsa, ifn(x)} funksional ketma-ketlik Eo da f(x) ga yaqinlashadi 
(oddiy yaqinlashadi). Bu holda 

fn (x) -7 f(x), (x E Eo) 
kabi belgilanadi. 

2) \;1£>0, ::1110 =11o(£)E N, \;In> Ib, \iXE Eo: IIn(x)-f(x)I<£ 

bo'lsa, {fn(x)} funksional ketma-ketIik Eo da/(x) ga tekis yaqinlashadi. 
Bu holda 

kabi belgilanadi. 
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29- chizma. 

f(x)+£ 

f(x) 

fn(x) 

f(x) - £ 

x 

Ravshanki, (f,,(x)} funksional ketma-ketlik Eo to'plamda f(x) 
funksiyaga tekis yaqinlashsa, u ushbu to'plamdaf(x) ga yaqinlashadi: 

fn (x) ~f(x) => fn (x) ~ f(x), (x E Eo)· 

Aytaylik, 

bo'lsin. Bu holda Vn> no va Vx E Eo da 

Ifn (x) - f(x)1 < E, ya'ni f(x) - E < fn (x) < f(x) + E 

bo'ladi. Bu esa (f,,(x)} funksional ketama-ketlikning biror hadidan 
boshlab, keyingi barcha hadlari f(x) funksiyaning «E-oralig'i»da 
butunlay joylashishini bildiradi (29- chizma) 

4- misol. Ushbu 

/, (x) = sin nx 
n n 

funksional ketma-ketlikning R da tekis yaqinlashuvchanligi ko'rsatilsin . 
.... Ravshanki, 

lim fn (x) = lim sin nx = 0 . 
n~oo n-+oo n 

Demak, limit funksiyaf(x) = O. 

Agar VE> 0 son olinganda 110 = [n deyilsa, u holda Vn> no va 

VXE R uchun 
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If, tx) - f(x)1 = \Sin ~ _ 01 = ISin nxl ::; ! ::; _1_ < £ 
n n n n 'b+1 

bo'lishini topamiz. Demak, ta'rifga binoan 

bo'ladi. ~ 
Faraz qilaylik, (f,,(x)} funksional ketma-ketlik Eo to'plamda f(x) 

limit funksiyaga ega bo'lsin. 
1- teorema. {f,,(x)} funksional ketma-ketlik Eo to'plamdaf(x) funk­

siyaga tekis yaqilashishi uchun ,. 

lim sup Ifn(x) - f(x)1 = ° 
n-->~ XEEO 

bo'lishi zarur va yetarli . 
.... Zarurligi. Aytaylik, 

fn (x) ::f(x), (x E Eo) 
bo'lsin. Ta'rifga binoan 

\i£ > 0, :l11o = 110 (E) EN, '1n> 110, '1x E Eo: Itn (x) - f(x)1 < £ 

bo'ladi. Bu tengsizlikdan 

sup Ifn(x) - f(x)l::; £ 
XEEo 

bo'lib, undan 

lim sup Ifn(x) - f(x)1 = ° 
n-->~ XEEO 

bo'lishi kelib chiqadi. 
Yeiarliligi. Aytaylik 

lim sup Itn (x) - f(x)1 = 0 
n-->~ XEEO 

bo'lsin. Limit ta'rifga ko'ra 

'1£ > 0, :l11o E N, '1n> 110: sup Itn(x) - f(x)1 < £ 
XEEO 

bo'ladi. Ravshanki 

Itn (x) - f(x)1 ::; sup Itn (x) - f(x)l· 
XEEO 

U holda '1 x E Eo uchun 
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bo'ladi. Bundan 

bo'lishi kelib chiqadi. ~ 

5- misol. Ushbu 

Iln (x) - l(x)1 < £ 

C2:l In (x) = \jx +-;t 

funksional ketama-ketlikning Eo = R da tekis yaqinlashuvchiligi ko'r­
satilsin . 

.. Berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi 

I(x) = lim In (x) = lim ~X2 + 12 = lxi, (X E R) 
n~~ n~~ n 

bo'ladi. Endi sup Iln (x) - l(x)1 
x 

ni topamiz: 

Demak, lim sup [1)X2 + 12 -Ixll = Hm! = 0 
n~~ xeR n n~~ n 

bo'lib, )X2 + ~~ :lxi, (X E R) 

ifodaga ega bo'lamiz. ~ 
E s I a t m a. Agar {f,,(x)} funksional ketma -ketlik uchun E c R 

to'plamda 

lim sup Iln (x) - l(x)lt:. 0 
n~~ xeE 

bo'lsa, {f,,(x)} funksional ketma-ketlik E da tekis yaniqlashishi shart 
emas. 

Endi funksional ketma-ketlikning limit funksiyaga ega bo'lishi va 
unga tekis yag'inlashishini ifodalovchi teoremani keltiramiz. 
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2- teorema. (Koshi teoremasi.) (f,,(x)} funksional ketma -ketlik 
E to'plamda limit funksiyaga ega bo'lishi va unga tekis yaqinlashishi 
uchun '11£ > ° son olinganda ham shunday 110 = nO(E) E N topilib, 
'11 n > no , 'lip E N va '11 x E E da 

Iln+p(x) - In (x)1 < £, 

ya'ni '11£>0,3110 =no(£)E N, 'IIn > 110, 'IIPE N va 'IIXE E da 

IIn+p(x) - In (x)1 < £ (2) 

bo'lishi zarur va yetarli. 
.... Zarurligi. Aytaylik, Eto'plamda {f,,(x)} funksional ketma-ketlik 

limit funksiya/(x) ga ega bo'lib, unga tekis yaqinlashsin: 

In (x) -: I (x) , (x E Eo)· 

Tekis yaqinlashish ta'rifiga ko'ra 

'11£ > 0, 3110 = 110(£) E N, 'Ilk> no, 'IIXE E: 1.Ik(x) - I(x)i < ~ 
, I 2 

bo'ladi. Xususan, k = n, n > no va k = n + p, pEN da 

i/n(x) - I(x)i < ~, Iln+p(x) - l(x)1 < ~ 

tengsizliklar bajarilib, ulardan 

IIn+p (x) - In (X)I = Iln+p (x) - I(x) - (In (x) - I(X»)I ::; 

::; Iln+p (X) - I(X)I + I/n (X) - I(X)i < ~ + ~ = £ 

bo'lishi kelib chiqadi. Demak, (2) shart o'rinli. 
Yetarliligi. {fn(x)} funksionaI ketma-ketlik uchun (2) shart bajariIsin. 

U ni quyidagicha yozamiz: 

'11£>0, 3no =no(£)E N, 'IIn>no' 'IIPE N, 'IIXE E da 

IIn+p (x) - In (x)1 < ~ (3) 

bo'Iadi. 
Ravshanki, tayin Xo E E da (f,,(x)} sonlar ketma-ketIigi uchun (3) 

shartning bajariIishidan uning fundamental ketma-ketlik ekanligi kelib 
chiqadi. Koshi teoremasiga ko'ra {f,,(xo)} yaqinlashuvchi bo'Iadi. Bino­
barin, chekli 
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Iim In (xo) (4) 
n~~ 

limit mavjud. 
Modomiki, har bir x E E da (4) limit mavjud bo'Iar ekan, u 

holda avvaI aytganimizdek, E to'plamda aniqlangan 

x ~ lim In (x), (x E E) 
n~~ 

funksiya hosil bo' ladi. U ni I (x) bilan belgilaymiz. Bu funksiya {fn(x)} 
funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi bo'ladi: 

In (x) ~ I(x), (x E E). 

Endi (3) tengsizlikda n va x lami tayinlab (n > 110, X E E) p ~ 00 da 
limitga o'tamiz. Natijada 

I/(x) - In (x)1 ::; i < E 

hosil bo'ladi. Bu quyidagicha bo'lishini bildiradi: 

• In (x) --.!. I(x), (XE Eo)· ~ 

, 

6- misol. U shbu 

In (x) = !n nx 
JnX 

funksionaI ketma-ketlik E = (0,1) to'plamda tekis yaqinlashuvchan­
likka tekshirilsin . 

.... Agar ixtiyoriy kEN uchun 

deyilsa, 

• 1 1 
n = k, P = k = n, x = - = -

k n 

I/n+p(x) - l(x)1 = Ihn (~)- In (~)I = Il~ -In1
1 = ~~ = EO 

bo'Iadi. Demak, 

1n2 
3Eo = J2 Vk E N, 3n ~ k, ?Jp E N, 

3x' = ~ E (0,1): I/n+p (X') - In (X')I ~ EO· 

Bu esa yuqoridagi teorema shartining bajarilmasligini ko'rsatadi. 
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik E=(O,l) da tekis yaqinla­
shuvchi emas. ~ 
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Aytaylik, (f,,(x)} funksional ketma-ketlik Eto'plamda yaqinlashuv­
chi bo'lib, I(x) funksiya uning limit funksiyasi bo'lsin: 

In (x) ~ I(x), (x E E). 

Agar 

3co > 0, Vk E N, 3n> k, 3x* E E: I/n(x*) - l(x*)1 ~ Co 

bo'lsa, (f,,(x)} funksional ketma-ketlik E to'plamda I(x) funksiyaga 
notekis yaqinlashadi deyiladi. 

7- misol. Ushbu In (x) = n sin ~ 
nx 

funksional ketma-ketlik E= (0, 1) da tekis yaqinlashuvchanlikka tek­
shirilsin. 

! 

.... Ravshanki 
SIn-

1· I' (\ I' . 1 l' nx I .im J _ X'.:= Im n SLJ1 - = 1nl - _.- = '. 
n--)~ -/ . n--)~ nx n ..... ~ I x -- x 

nx 

Demak, berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi I(x) = I 
x 

bo'ladi, 

Aytaylik, x' = ~ bo'lsin. U holda 
n 

Iln (x') - l(x')1 = In sin 1 - nl ~ 1 - sin 1 = Co 

munosabat ixtiyoriy nE N da o'rinli bo'ladi. 

Demak, In (x) = n sin ~ funksional ketma-ketlik limit funksiya 
nx 

I(x) = ~ ga E= (0,1) da tekis yaqinlashmaydi. ~ 
x 

3°. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikning xossalari. 
Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketliklar qator xossalarga ega. 
Bu xossalarni keltiramiz. 

Aytaylik, (f,,(x)}: 

fi (x), fi (x), ... , In (x), ... 

funksional ketma-ketlik E c R to'plamda yaqinlashuvchi bo'lib, I (x) 
uning limit funksiyasi bo'lsin: 

In (x) ~ I(x), (x E E). 
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1- XOSS3. Agar (f,,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir J,,(x), 
(n=I,2,3, ... ) hadi E to'plamda uzluksiz bo'lib, 

In (x) =: I(x), (x E E) 

bo'lsa, limit funksiya I(x) shu E to'plamda uzluksiz bo'ladi. Demak, 
bu holda 

Hm (Hm In (I») = Hm (Hm In (I») 
f--+x n--+tx) n-+oa l--+x 

munosabat o'rinli bo'ladi. 
2- XOSS3. Agar (f,,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir J,,(x), 

(n=I,2,3, ... ) hadi E= [a,b] da uzluksiz bo'lib, 

In (x) =: I(x), (x E [a, b]) 

bo'lsa, 
h 0 

!i!?2,J In (x)dx = J I(x)dx 
a a 

bo·ladi. Demak, bu holda 

h h 

!~ J In (x)dx = f(!i!?2, In (x») dx 
a a 

munosabat o'rinli bo'ladi. 
3- xossa. Agar (f,,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir J,,(x), 

(n=I,2,3, ... ) hadi E= [a,b] da uzluksiz I:(x), (n = 1,2,3, ... ) hosi­
lalarga ega bo'lib, 

I:(x) =: q>(x), (XE [a,b]) 

bo'lsa, 

q>(x) = j'(x) 

ga ega bo'lamiz. 
Shu kabi xossalarga keyinroq o'rganiladigan tekis yaqinlashuvchi 

funksional qatorlar ham ega bo'ladi. Ayni paytda, ular bir mulohaza 
asosida isbotlanadi. Mazkur xossalarning isbotini funksional qatorlarga 
nisbatan keltiramiz. 
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Mashqlar 

1. Ushbu In (x) = n( ~x + ~ - JX) funksional ketma-ketlik 

E = (0, +00) da tekis yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin. 
2.Aytaylik, I(x) funksiya (a,b) da uzluksiz J'(x) hosilaga ega 

bo'lib, 

bo'lsin. Bu funksional ketma-ketlikning [ap bi ] c (a, b) da J'(x) ga 

tekis yaqinlashishi isbotlansin. 

66- ma'ruza 
Funksional qatorlar va ularning tekis 

yaqinlashuvchanligi 

10. Funksional qator va uning yig'indisi. Faraz qilaylik, E c R 
to'plamda aniqlangan 

u1 (x), u2 (x), ... , un (x), ... 

funksional ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Bu ketma-ketlik hadlari 
yordamida tuzilgan quyidagi 

Ul (x) + U2 (x) + ... + Un (x) + ... 

ifoda Iunksional qator deyiladi va L Un (x) kabi belgilanadi: 
n=l 

~ 

Lun(X)=U1(X)+U2 (x)+ ... +un(X)+... (1) 
n=l 

Bunda E - funksional qatoming aniqlanish to'plami deyiladi. Masalan, 
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I) '" n-l 1 2 n-l £..iX = +X+X + ... +X + ... , 
n=l 

2) L nenx = eX + 2e2x + 3e3x + ... + nenx + ... 
n=l 



funksional qatorlar bo'lib, ulaming aniqlanish to'plami E = (-00, -too) 
bo'ladi. (1) funksional qator hadlaridan ushbu 

SI (x) = ul (x), 

S2 (x) = Ut (x) + U2 (x), 

(2) 
Sn (x) = Ut (x) + U2 (x) + ... + un (x), 

yig'indilami tuzamiz. Ular (1) funksional qatoming qismiy yig'indi/ari 
deyiJadi. Demak, (1) funksional qator berilgan holda har doim bu 
qatoming (2) qismiy yig'indiJaridan iborat {Sn(x)}: 

SI (x), S2 (x), ... , Sn (x), ... 

funksional ketma-ketlik hosil bo'ladi. Ravshanki, x = Xo E E nuqtada 
{Sixo)} sonlar ketma-ketligi bo'ladi. . 

1- ta'rif. Agar {Sn(xO)} yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo'lsa, 
~ 

L un (x) funksional qator x = Xc! nuqtada yaqinlashuvchi (uzoqla-
n=1 

shuvchi) deyiladi, Xo nuqta funksional qatoming yaqinlashish (uzoq­
lashish) nuqtasi deyiladi. 

2- ta'rif. L Un (x) funksional qatoming barcha y~qinlashish nuq-
_I _ 

talaridan iborat E c Eo to'plam, L Un (x) funksional qatorning 
n=t -

yaqinlashish to 'plami deyiladi. Bu holda L Un (x) funksional qator 
n=1 

Eo to'plamda yaqinlashuvchi deb ham yuritiladi. 
Agar Eo to'plamda ushbu 

-E jUn (x)j = jUt (x)j + jU2 (x)j + ... + jUn (x)j + ... 
n=t 

qator yaqinlashuvchi bo'lsa, L un (x) funksional qator Eo da absolut 
n=t 

yaqinlashuvchi deyiladi. 
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-
3- ta'rif. L Un (x) funksional qatorning qismiy yig'indilaridan 

n=! 
iborat {Sn(X)} ketma-ketlikning limit funksiyasi S(x): 

Sn (x) ~ S(x), (x E Eo), 

-L un (x) junksional qator yig'indisi deyiladi va quyidagicha yoziladi: 
n=! -

LUn(x)=S(x), (xEEo)' 
n=! 

-
1 . I U hb '" n-! 1 2 n-! -mlso. S U £..JX = +X+X + ... +X + ... 

n=! 
funksional qatorning yaqinlashish to'plami va yig'indisi topilsin . 

.... Berilgan funksional qatorning aniqlanish to'plami E = R bo'ladi. 
Qatorning qismiy yig'indisini topamiz: 

{

1_xn 
Sn(x)=I+x+x 2 + ... +Xn-! = I-x' agar x:;i:l 

n , agar x = 1. 

Ravshanki, n ~ 00 da Sn(x) ning limiti x ga bog'liq bo'ladi: 

a) xE(-I,I) da limSn(X)=lim(-11 _l
xn )=-11 ; 

n~~ n~~ -x -x -x 

b) XE [1,+00) da limSn(x) =00; 
n~-

d) xE(---oo,-I]da limSn(x) mavjudemas. 
n~-

Demak, berilgan funksional qatorning yaqinlashish to'plami 
Eo=(-I, I) bo'lib, yig'indisi 

ga teng bo'ladi. ~ 

1 S(x) =­
I-x 

2- misol. Ushbu f 1 x
n

2n funksional qatorning yaqinlashish to'p-
n=! +x 

lami topilsin. 
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~ Sonli qatorlar nazariyasidagi Dalamber alomatidan foydalanib 
topamiz: 

a) x E (-1,1) da tim IX(1+2
x2 :)1 = Ixl. 

n-4~ l+x n+ 

Bu holda berilgan funksional qator (-1,1) da yaqinlashuvchi 
bo'ladi. 

b) x E (-00, -1) u (l, +00) da 

= I~-I 

bo' lib, funksional qator x E (-00, -1) u (1, +00) da yaqinlashuvchi 
bo'ladi. 

d) x = ±I da berilgan funksional qator mos ravishda ushbu 

~! ~ (_On 

£.J2' £.J 2 
n=1 n=1 

sonli qatorga aylanadi va ular uzoqlashuvchi bo'ladi. 
Shunday qilib, qaralayotan funksional qatorning yaqinlashish 

to'plami 

Eo = R \ {-I, I} = (-00, -I ) u ( -I, 1) u (1, +00 ) 

bo'ladi. ~ 
r. Funksional qatorning tekis yaqinlasbuvcbanligi. Aytaylik, 

L Un (x) = U1 (x) + U2 (x) + ... + Un (x) + ... 
n=1 

funksional qator Eo to'plamda yaqinlashuvchi (ya'ni qatorning yaqin­
lashish to'plami Eo) bo'lib, yig'indisi S(x) bo'lsin: 

Sn (x) -7 S(x), (x E Eo), (3) 
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bunda Sn (x) = u, (x) + U2 (x) + 000 + Un (x) 0 (3) munosabat 

"1£>0, VXEEo, 3110 = 110 (£,X)E N, Vn>~: ISn(X)-S(x),<£ 

bo'lishini anglatadi. 
4- ta'rif. Agar Eo to'plamda 

Sn (x) ~ S(x), (x E Eo) 
ya'ni 
"1£>0,3110 =11o(£)E N, "In > flo, VXE Eo: ISn(x)-S(x)I<E 

bo'lsa, L Un (X) funksional qator Eo to'plamda tekis yaqinlashuvchi 
n=' 

deyiladi. Agar 

rn(x) = S(x) - Sn(x) 

deyilsa, funksional qatorning Eo to'plamda tekis yaqinlashuvchanligmi 
quyidagicha 

"a'ni 

"1£>0, 3n() =ndc1t N, "In> 110, VXE Eo :irn(x)!<£ 

ko'rinishua tdOfll!:-tsh mumkin bo'ladi. Shunday qilib, 

LUn(X) = u, (x) + u2 (x) + 000 + un(x) + 000 

n=' 
funksional qator, uning qismiy yig'indisi 

Sn(x) = u,(X)+U2(X)+ooo+un(x) 

va yig'indisi S(x) uchun 

Sn (x) -t S(x), (x E Eo) 
bo'lsa, funksional qator Eo da yaqinlashuvchi; 

Sn (x) ~ S(x), (x E Eo) 
bo'lsa, funksional qator Eo da tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. 

1- teorema. L un (x) funksional qator Eo da qator yig'indisi 
n=' 

S(x) funksiyaga tekis yaqinlashishi uchun 
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lim sup iSn(x) - S(x)i = 0, 
n-->~ XEEO 

ya'ni 

lim sup irn (x)i = 0 
n-->~ XEEO 

bo'lishi zarur va yetarli . 
.... Bu teoremaning isboti ravshan (qaralsin, 65- ma'ruza, I-teo­

rema.) ~ 

3- misol. Ushbu 
~ 1 I---- ---~--

n=l (x + n)( x + n + 1 ) 

funksional qatorning [0, +00) da tekis yaqinlashuvchi bo'lishi isbot­

lalbin . 
.... Berilgan funksional qatoming qismiy yig'indisini hisoblab, so'ng­

ra yig'indisini topamiz: 

1 1 1 
SII(X) = (X:;()(x+2) + (x-+2)(x+3) + '" + (X'+n)(x-+n+i) = 

= C~I - x-i2) + (Xi2 - xh) + ... + L~n -X+~+-I) = 'x~i - X+~+I ' 

Demak, 

U holda 

lim Sn (x) = lim (_~ - .---1 _) = 1 . 
n-->~ n-->~ x+1 x+n+1 x+1 

1 S(x) = --- . 
x+1 

Sn (x) - S(x) = X~I - x-+~'+i - X~I = - ~+~:;:I bo'lib, 

sup ISn (x) - S(x)i = .. L 
XE[O,_) n+1 

ga ega bo'lamiz. Keyingi tenglikdan 

lim sup iSn (x) - S(x)i = 0 
n-->~ XE[O, +~) 

bo'lishi kelib chiqadi. 1- teoremaga ko'ra berilgan funksional qator 
[0, +00) da tekis yaqinlashuvchi. ~ 
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Eslatma.Agar lirn sup ISn(x)-S(x)I'#O 
n->- XE[O, +_) 

-
bo'lsa, L Un (X) funksional qator Eo da tekis yaqinlashuvchi bo'lishi 

n=1 
shart ernas. Masalan, 

-
'" n-I 1 2 n-I £..JX = +x+x + ... +x + ... 
n=1 

funksional qatorning (-1,1) da yaqinlashuvchi, yig'indisi 

S(x)=-!-
i-x 

bo'lishini ko'rgan edik. Bu funksional qator uchun 

lirn sup ISn (X) - S(X)I = lirn sup I-~I = +00 
n->- -1<x<I n->- -1<x<I i-x 

bo'ladi. Dernak, funksional qator (-1,1) da tekis yaqinlashuvchi ernas. 
Faraz qilaylik, 

Lun(x) = U1 (X) + U2 (X) + ... + un(x) + ... 
n=1 

funksional qator to'plarnda berilgan bo'lsin. 

-
2- teorema. (Koshi teoremasi.) L Un (X) funksional qator Eto'p-

n=1 
larnda tekis yaqinlashuvchi bo'lishi uchun 

"if. > 0, 3no = no(E)E N, "in> 110, "iPE N, "iXE E da 

iSn+p (x) - Sn (x)i = iUn+1 (x) + un+2 (x) + ... + un+p (x)i < f. 

bo'lishi zarur va yetarli. 
Bu tenglarnaning isboti 65- rna'ruzadagi 2- teorernadan kelib chiqadi. 
3°. Funksional qatorlarning tekis yaqinlashuvchanlik alomatlari. 
a) Veyershtrass alomati. Aytaylik, E to'plarnda 

-
LUn(x) = u1 (x) + U2 (x) + ... + un(x) + ... (4) 
n=1 

funksional qator berilgan bo'lib, 
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• 

-
2) L Cn = Cl + C2 + ... + Cn + ... sonli qator yaqinlashuvchi bo'l-

n=l 

sin. U holda (4) funksional qator E to'plamda tekis yaqinlashuvchi 
bo'ladi . 

.... 1- shartga ko'ra Vn > no, Vp E N va Vx E E uchun 

IUn+1 (x) + Un+2 (x) + ... + un+ p (x)1 :::;Iun+l (x)! + IUn+2 (x)1 + ... + Iun+ p (x)1 :::; 

:::; Cn+l + Cn+2 + ... + Cn+p 

-
bo'lib, 2- shartdan, ya'ni L Cn qatoming yaqinlashuvchanligidan 

n=l 

Koshi teoremasiga binoan 

'<Jf > 0, 3110 = no (f) EN, Vn > no, '<Jp E N da 

Cn+1 + Cn+2 + ... + Cn+p < f 

bo'ladi. Demak, 

IUn+1 (x) + un+2 (x) + ... + un+ p (x)i < E. 

-
Yuqoridagi 2- teoremaga ko'ra L un (x) funksional qator Eto'plamda 

n=1 

tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. ~ 

4-misol. Ushbu f· ~in~_ funksional qator tekis yaqinla­
n=1 ,,] +n2 (] +nx2) 

shuvchanlikka tekshirilsin . 
.... Berilgan qatoming aniqlanish to'plami E = (-00, f-oo) bo'lib, 

uning umumiy hadi 

bo'ladi. Ravshanki, 

IUn (X)I = 1 .. ~Il~1 :::; Ixl 
~]+r? (l+n~) Jl+n2 (l+nxl) . 
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Endi V X E (-00, -too) uchun 

Ixl 1 --<­
l+nx2 - 2.Jii 

bo'lishini e'tiborga olib topamiz: 

Ixl < 1 <_1_ 
~ - / - 3/2 -v1+n2(I+nx2) 2v n(l+n2 ) 2n . 

Demak, berilgan funksional qatoming hadlari uchun 

IUn(X)1 $ +/2 
2n 

bo'ladi. Ma'lumki, t 3
1
/2 qator yaqinlashuvchi. Binobarin. Veyer-

n=) n 

shtrass alomatiga ko'ra berilgan funksional qator (-00, +00) da tekis 
yaqinlashuvchi bo'ladi. ~ 

Funksional qatorlaming tekis yaqinlashishini ifodalovchi keyingi 
alomatlarini isbotsiz keltiramiz. 

b) Dirixle alomati. Aytaylik, E c R to'plamda aniqlangan un(x) 
va vn(x). (n = 1,2,3, ... ) funksiyalar quyidagi shartlami bajarsin: 

1) VXE E da {Un(X)} ketma-ketlik monoton; 
2) {Un(X)} funksional ketma-ketlik E da ° ga tekis yaqinlashuvchi: 

un (x) :::: 0, (x E E); 

3) shunday C E R mavjudki, \;fn E N, \;fx E E da 

In-
Iv) (x) + V2 (x) + ... + vn(x)1 = itt V k (X)i $ C . 

U holda LUn(x),vn(x) 
n=) 

funksional qator E to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. 

~ sin x -sin nx 
5- misol. Ushbu £... 

n=1 .In+x 

funksional qator E = [0, +00) da tekis yaqinlashuvchiligi isbotlansin. 
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6- misol. Ushbu 

funksional qatoming E=[O, I] da tekis yaqinlashuvchi ekanligi isbotlansin. 

( J)n+1 
~ Aytaylik, Un (x) = x n , Vn (x) = -=---, {x E [0, ID 

n 

bo'lsin. Bu funksiyalar uchun Abel alomatidagi uchta shart bajariladi 
(bu ravshan). U holda Abel alomatiga ko'ra berilgan funksional qator 
[0, I] da tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. ~ 

Mashqlar 
~ 

l.Agar L Un (x), (x E E) funksional qator E to'plamda tekis 
n=1 

yaqinlashuvchi bo'lsa, {un(x)} funksional ketma-ketlikning Eto'plamda ° ga tekis yaqinlashishi isbotlansin. 
~ (-It+1 

2. Ushbu L --2- arctg nx, (X E R) funksional qator R da tekis 
n=1 n+x 

yaqinlashuvchi ekanligi isbotlansin. 

67- ma'ruza 
Tekis yaqinlashuvchi funksional qatorlarning xossalari 

1°. Funksional qator yig'indisining uzluksizligi. Faraz qilaylik, 
Ec Rto'plamda 

~ 

Lun(x)=u1(X)+U2(X)+ ... +Un(x)+... (1) 
n=1 

funksional qator berilgan bo'lib, uning yig'indisi S(x) bo'lsin. 
1- teorema. Aytaylik, (I) qator ushbu shartlarni bajarsin: 
1) qatorning har bir Un (x), (n = 1,2,3, ... ) hadi E to'plamda 

uzluksiz; 

2) L Un (x) qator E da tekis yaqinlashuvchi. U holda funksional 
n=1 

qatorning yig'indisi S(x) funksiya E to'plamda uzluksiz bo'ladi. 
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.... Aytaylik, Xo E E, 

Sn(x) = Ul (x) + U2 (x) + '" + Un(X) 
bo'lsin. Teoremaning 2- shartiga ko'ra 

Sn (x) ::: S(x), (x E E) 
bo'ladi. Ta'rifga binoan 

'\lE > 0, 3110 = 110 (E) EN, '\In> no va '\Ix E E da 

jumladan, 

tengsizliklar bajariladi. 

ISn(X) - S(x)1 < ~, 

ISn(xo)-S(Xo)1 < i 
(2) 

(3) 

Ravshanki, (2) va (3) tengsizliklar n ning no dan katta biror 
muayyan n1 qiymatida ham o'rinli bo'ladi: 

Is". (x) - S(x)1 < j , 

ISIIJ (xo)-S(xo)! < i· 
(2' ) 

(3' ) 

Teoremaning 1- shartidan va chekli sondagi uzluksiz funksiyalar 
yig'indisi yana uzluksiz bo'lishidan 

S". (x) = u1 (x) + ~ (x) + ... + ulIJ (x) 

funksiyaning Eto'plamda uzluksiz ekanligi kelib chiqadi. Demak, S". (x) 

funksiyax =Xo da uzluksiz. U holda, ta'rifga binoan '\lE> 0, 30 = O(E) > 0, 
Ix - Xo I < 0 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x E E da 

(4) 

bo'ladi. Yuqoridagi (2'), (3') va (4) tengsizliklardan foydalanib topamiz: 

is(x) - S(Xo)i = I( S(x) - s". (x») +( s". (x) - s". (Xo)) +( s". (Xo) - S(Xo ))1 ~ 

~IS(x)-S". (x)I+ISn,(x)-SIIJ (Xo)I+IS". (Xo)-S(Xo)I<j+j+j =E. 

Bu esa Sex) funksiyaning Xo nuqtada uzluksiz bo'lishini bildiradi. 
Modomiki, Xo nuqta E to'plamning ixtiyoriy nuqtasi ekan, S(x) 
funksiya E to'plamda uzluksiz bo'ladi. ~ 
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Yuqorida keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda uning 
tasdig'ini quyidagicha ifodalash mumkin: 

Hm :tun(x) = :t( lim Un(X»). 
X-HO n=l n=l X~XO 

2". Funksional qatorlarni hadlab integraUash. Faraz qilaylik, [a, bl 
segmentda 

~ 

L.. Un (X) = U1 (X) + U2 (X) + ... + Un (X) + ... (5) 
n=l 

funksional qator berilgan bo'lsin. 
2- teorema. Aytaylik, (5) qator quyidagi shartlami bajarsin: 

1) qatoming har bir Un (X), (n = 1,2,3, ... ) hadi [a, bl segmentda 
uzluksiz; 

2) I Un (x) qator [a, bl segmentda tekis yaqinlashuvchi; 
n=l 
~ 

3) L.. Un (X) = S(x) . 
n=l 

00 x x x 

U holda If Un (t)dt = f Ul (t)dt + f U2 (t)dt + ... 
n=l a a a 

qator [a, bl da yaqinlashuvchi va 

~ X x 

If Un (t)dt = f S(t)dt, (XE [a,b)) 
n=l a a 

bo'ladi. 
... Berilgan funksional qatoming qismiy yig'indisi 

Sn (x) = udx) + U2 (x) + ... + Un (x) 

ni olamiz. U hold a teoremaning 2- va 3- shartlariga ko'ra 

Sn(x) =: S(x), (X E [a,b)) 

bo'ladi. Tekis yaqinlashish ta'rifiga binoan '<iE > 0, 3no = no (E) EN, 
'<In > 110 va '<it E [a, b] da 
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tengsizlik bajariladi. 
Teoremaning 1- shartidan hamda yuqorida isbot etilgan 1- teorema­

dan foydalanib 
x x 

fUn(t)dt, (n=I,2,3, ... ); fS(t)dt 
a a 

integrallarning mavjudligini topamiz. Ushbu 
ooX x x x 

L f Un (t)dt = f U1 (t)dt + f U2 (t)dt + ... + fUn (t)dt + ... 
n=l a a a a 

funksional qatorni qaraymiz. Bu qatorning qismiy yig'indisi 
n x 

an (x) = L f Uk (t)dt, (x E [a, b]) 
k=l a 

• bo'lsin. Ravshanki, 

x 

Demak, an (x) = f Sn (t)dt . 
a 

~ x 

Endi L fUn (t)dt 
n=l a 

funksional qatorning [a, b] da tekis yaqinlashuvchi ekanligini ko'rsa­
tamiz. Quyidagi 

a 
ayirma uchun 

x x x 

an (x) - f S(t)dt = f Sn (t)dt - f S(t)dt $ 

a a a 

x x 

$ flSn (t) - s(t)1 dt < _t_ fdt = -.-!_. (x - a) < £ 
b-a b-a 

a a 
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bo'ladi. Demak, 

x 

<In(x)=:f S(t)dt, (XE [a,b]). 
a 

~ x 

Bu esa L fUn (t)dt 
n=l a 

funksional qatoming [a,b] da tekis yaqinlashuvchi va 

~ x x 

L fUn (t)dt = f S(t)dt 
n=l a a 

bo'lishini bildiradi. ~ 
Keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda teoremaning tasdi­

g'ini quyidagicha ifodalash mumkin: 

t.l Uk (I)dt = Ht. Uk (I) )dt 

3°. Funksional qatorlarni hadlab difTerensiaUash. Faraz qilaylik, 
[a, b] segmentda 

~ 

LUn(x)=ul(X)+U2(x)+",+un(x)+", (6) 
n=l 

funksional qator berilgan bo'lsin. 
3- teorema. Aytaylik, (6) funksional qator quyidagi shartlarni bajarsin: 
1) Qatoming har bir Un (x), (n = 1,2,3, ... ) hadi [a, b] segmentda 

uzluksiz u~(x), (n = 1,2,3, ... ) hosilaga ega; 
2) Ushbu 

~ 

LU~(x) = u{(x) + u; (x) + .. , + u~(x) + ... 
n=! 

funksional qator [a, b] da tekis yaqinlashuvchi; 
3) Xo E [a, b] nuqta mavjudki, bunda 

~ 

L un (x) = Ul (Xo) + U2 (Xo) + .,. + Un (Xo) + ... 
n=l 
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qator yaqinlashuvchi. U holda 

a) L un (X) funksional qator la, hi da tckis yaqinlashuvchi; 

b) bu qatorning yig'indisi 
,. 

S(x) = L Un (x) 
11-) 

la, hi da uzluksiz S'(x) hosilaga ega; 

d) S'(x) = L U~ (x) bo'ladi. 
n=1 

~ Ushbu 

qatorning yig'indisini cr(x) bilan belgilaylik: 

cr(x) = L U~ (x) . (7) 
n=1 

Bu qator tekis yaqinlashuvchi va har bir hadi I a, hi da uzluksiz. 
Yuqorida keltirilgan 2- teoremaga ko'ra (7) ni hadlab illtegrallash 
mumkin: 

\ 00 x 

f cr(x)dx = L f U~ (x)dx, 
Xo n=1 -'0 

bunda Xo E [a,h], XE [a,h]. Ayni paytda, 

00 x 

L f u;'(x) funksional qator [a, hi da tekis yaqinlashllvchi. 
n=) '0 

x 

Ravshanki, f u;'(x)dx= un(x)- Un (.X(,) . 

~ 

Demak, L (un (x) - Un (xo» qator I a, hi da tekb yaqinlashuvchi. 
n=1 

Shartga ko'ra 
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qator yaqinlashuvchi (uni [a, b] da tekis yaqinlashuvchi deb qarash 
ffillmkin). Shllnday qilib 

~ 

L(un(x)-un(xo)), LUn(xo) 
_I _I 

qatorlar [a, bI da tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. Bundan esa bll qator­
laming yig'indisi bo'lgan 

n=1 

fllnksional qatoming [a, bl da tekis yaqinlashllvchi ekanligi kelib chi­
qadi. Shuni e'tiborga olib topamiz: 

x ~ ~ ~ f cr( x) d.x = L ( Un (x) - ~ (.xo ») = L Un (x) - L ~ ( Xl ) = S( x) - S( ~ ). 
-'i) n=! n=1 n=! 

cr(x) funksiya har bir hadi uzluksiz, o'zi tekis yaqinlashuvchi 

n=! 

qatorning yig'indisi bo'lgani uchun 1- teoremaga ko'ra, la,b] da 
uzlllksiz bo'ladi. U holda keyingi tenglikdan 

cr(x) = (S(x) - S(xo»)' = S'(x) 

bo'lishi kelib chiqadi. Demak, 

n=! 

qator yig'indisi uzluksiz hosilaga ega va 
~ 

S'(x) = L u~ (x) 
n=l 

bo'ladi. ~ 
Bu keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda uning tasdig'ini 

quyidagicha yozish mumkin: 
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1- misol. Ushbu ~ In (nt-I)(n~x) (0::; x ::; -t<x» 
£..J n(Il+I+x) ' 
n~l 

funksionaI qatoming yig'indisi topilsin. 

.... Ma'lumki, ! 1 
n=l (n+x)(n+I+x) 

funksional qator [0, -t<x» da tekis yaqinlashuvchi bo'lib, uning yig'indisi 

I 
Sex) =­

I+x 
ga teng (qaralsin, 66- ma'ruza): 

1 ~ I 

I +x = ~ (n+x)(n+l+x)' 

Ravshanki, bu qatoming har bir hadi [0, -t<x» da uzluksiz. Demak, 

uni 2- teoremaga ko'ra hadlab integrallash mumkin: 

x ~ x 

f dt '" f dt 
o i~t = tI 0 (n+l)(n+I+0 . 

Aniq integrallami hisoblaymiz: 

x 

f I~t = In(1 + t)1~ = In(l + x), 
o 

I
~ (n+I)(n+x) 

Demak, In --(----) = In(l + x). ~ 
n n+l+x 

n=l 
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Masbqlar 

~ 

1. Ushbu L nxn
, (-1 < x < 1) funksional qatoming yig'indisi 

n=l 

topilsin. 

2. Ushbu S(x) =! )) )' (x E R) funksiya funksional qatomi 
n=l 11- +x-

hadlab differensiallash bilan topilsin. 

68- ma'ruza 
Darajali qatorlar, ularning yaqinlashish radiusi va 

yaqinlashish intervallari 

10. Darajali qator tushunchasi. Abel teoremasi. Har bir hadi 

Un(t) = an (t ~ to)", (to E R; n = 0,1,2 ... ) 

tunksiyadan iborat bo'lgan ushbu 

fa" (t --to)" = ao +al (t-to)+a2 (t-to)2 +... (I) 
,,=0 

funksional qator darajali qator deyiladi, bunda 

ao ' a l , ... , an' ... 
haqiqiy sonlar darajali qatorning koeffitsiyentlari deyiladi. 

( 1) da t - to = x deyilsa, u quyidagi 

(x E R) ( 7\ 
~I 

ko'rinishga keladi va biz shu ko'rinishdagi darajali qatorlami o'rga­
namiz. 

Ravshanki, (2) qatorning qismiy yig'indisi 

Sn(x) = ao + a1x + a2 x 2 + ... + a"x" 

ko'phaddan iborat. Ayni paytda, x = 0 da Sn (0) = ao bo'ladi. Demak, 
har qanday (2) ko'rinishdagi darajali qator X = 0 nuqtada yaqinlashuv­
chi bo'ladi. 
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1- teorema. (Abel teoremasi). Agar 

darajali qator x = Xo * 0 nuqtada yaqinlashuvchi bo'lsa, ushbu 

ix! < !Xo. 

tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x larda darajali qator yaqinla­
shuvchi (absolut yaqinlashuvchi) bo'ladi. 

~ Aytaylik, x = Xo * 0 da 

qator yaqinlashuvchi bo'lsin. Qator yaqinlashishining zaruriy shartiga 
ko'ra 

Iim anx(~ = 0 
11 -~ ., 

bo'ladi. Demak, {anxn ketma-ketlik chegaralangan: 

3M > 0, "in E N da ianxg I ~ M . 

Ravshanki, (3) 

va Ixi < ixo da : x: = q < 1 bo'ladi. Demak. tl x li
n 

= fqn 
. Xo n~O Xo n=O 

geometrik qator yaqinlashuvchi. U holda ushbu 

~ I x In 
~MIX~)I 

qator ham yaqinlashuvchi bo'ladi. (3) munosabatni e'tiborga olib, 
so'ngra solishtirish teoremasidan foydalanib, 

darajali qatorning yaqinlashishini (absolut yaqinlashishini) topamiz. ~ 
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~ 

Natija. Agar L anxn = l10 + alx + a2x 2 + ... + anxn + ... 

darajali qator x = XI nuqtada uzoqlashuvchi ( ushbu 

L anx;' = l10 + alxl + a2 x l + ... + anx{' + ... 
n=O 

sonli qator uzoqlashuvchi) bo'lsa, quyidagi 

IXI > lXI' 

~, 

tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x larda L al1 x" qator uzoqla­
n=Cl 

shuvchi bo'ladi . 

.... Teskarisini faraz qilaylik. L a"x" qator iX' > XI! tengsizlikni 
,,~I! 

qanoatlantiruvchi biror X = x* nuqtada ex' > lX, ) yaqinlashuvchi 

bo'lsin. U holda Abel teoremasiga ko'rax' < :x· tengsizlikni qano­
atlantiruvchi barcha X larda yaqinlashuvchi. jumladan, XI nuqtada 
ham yaqinlashuvchi bo'lib qoladi. Bu esa shartga ziddir. ~ 

Abel teoremasi va uning natijasi darajali qatorlarning yaqinlashish 
(uzoqlashish) to'plamining strukturasini (tuzilishini) aniqlab beradi. 

r. Darajali qatoming yaqinIashish radiusi va yaqinlashish intervali. 
Faraz qilaylik, 

darajali qator berilgan bo'lsin. Bu qatorning yaqinlashish yoki 
uzoqlashish nuqtalari haqida quyidagi uch hot bo'lishi mumkin: 

I) barcha musbat sonlar qatorning yaqinlashish nuqtalari bo'ladi; 
2) barcha musbat sonlar qatorning uzoqlashish nuqtalari bo'ladi; 
3) shunday musbat sonlar borki, ular qatorning yaqinlashish nuq­

talari bo'ladi. shunday musbat sonlar borki, ular qatorning uzoqla­
shish nuqtalari bo'ladi. 

Birinchi holda, Abel teoremasiga ko'ra darajali qator barcha 
X E R da yaqinlashuvchi bo'lib, darajali qatoming yaqinlashish to'p-
lami E = (-00, +00) bo'ladi. Bunday qatorga ushbu 

150 



~ 1 nIl 2 1." £...J -IX = +X+
1

,X + ... + ,x + ... 
n=on. -. n. 

darajaJi qator misoI bo'ladi. 
Ikkinchl holda, Abel teoremasining natijasiga ko'ra darajaJi qator 

barcha x E R\{O} da uzoqlashuvchi bo'Jib, lining yaqinlashish to'plami 
E = {O} bo'Iadi. Bunday qatorga ushbu 

~ 

In! x" = X + 2 ! x 2 + 3! x \ + ... + n! x" + ... 
11=1 

darajali qator misoI bo'IoIadi. 
Endi uchmchi holni qaraymiz. Bu hoIga lIshbll 

.~ 

I x" = I + x + x 2 + ... + x" + ... 
,,=0 

darajali qator I1llso1 bo'Iadi. Bu darajali qator barcha x E (0,1) da 
yaqinlashuvchi va demak. Abel teoremasiga ko'ra qator (- 1,1) da 
yaqinlashadi, ban.:ha x ElL +00) da qator uzoqlashllvchi va demak, 

Abel teoremasining natijasiga ko'ra qator (-00, -11 U 11, +00) da uzoq­
lashadi. Demak, darajali qatoming yaqinlashish to'plami E = (-'-1,1) 
bo'Iadi. 

AytayJik, 

darajali qator r l nuqtada (rl > 0) yaqinlashuvchi. RI nuqtada (RI > 0) 
nuqtada esa uzoqlashuvchi bo'lsin. Ravshanki, 

r l > RI 

bo'ladi. Agar L anxn darajali qator 

nuqtada yaqinlashuvchi bo'lsa, 

r2 = 'J_;l!l , R2 = RI 

deb; uzoqlashuvchi bo'lsa, 
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\ 
\ 

R r,+R, 
r2 = Ij , 2 = - -2 

deb r2 va R2 nuqtalarni olamiz. Ravshanki, 

R,-r, 
Ij ~ r2 , R, 2 R2 va R2 - r2 = - 2 

bo'ladi. Bu munosabatdagi r2 va R2 sonlarga ko'ra r, va R, sonlarni 
yuqoridagiga o'xshash aniqlaymiz. 

Agar I. QnXn darajali qator 
n=O 

nuqtada yaqinlashuvchi bo'lsa, 

. _'2+R2 
'3 - --2--' R3 = R2 

deb; uzoqlashuvchi bo'lsa, 

R3 = '2 +R2 
- 2 

deb r3 va R" nuqtalarni olamiz. Bunda quyidagicha bo'ladi.: 

R,-r, 
r2 ~ r" R2 2 R3 va R3 - Ij = -22 -

Bu jarayonni davom ettirib borilsa, I. QnXn darajali qatorning 
n=O 

yaqinlashish nuqtalaridan iborat {rn}, uzoqlashish nuqtalaridan iborat 
{Rn} ketma-letliklar hosil bo'ladi. Bunda 

Ij ~ r2 ~ ..• ~ r" ~ ... , R, 2 R2 2 ... 2 Rn 2 ... , 

va n ~ 00 da 
R,-r, 

Rn - rn = 2"-' ~ 0 

bo'ladi. U holda 11], 3- bob, 8- § da keltirilgan teoremaga ko'ra 

lim rn va lim Rn limitlar mavjud va 
n~oo n---+<>o 

lim rn = lim l\, 
n---7OQ n---+oo 

bo'ladi. Uni r bilan belgilaymiz: 
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lim rn = lim Rn = r . 
n---too n~OCI 

Endi x o'zgaruvchining IXI < r tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

ixtiyoriy qiymatini olaylik. U holda 

lim rn = r 
n->~ 

bo'lishidan, shunday no E N topiladiki, bunda 

ixl < rno < r 

bo'ladi. Binobarin, berilgan darajali qator rf1(J nuqtada, demak, qara­
layotgan x nuqtada yaqinlashuvchi bo'ladi. 

x o'zgaruvchining Ixl > r tenglikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy 
qiymatini olaylik. Bunda 

bo'lishidan, shun day nJ E N topiladiki, 

Ixl > Rnl > r 

bo'ladi. Binobarin, berilgan darajali qator Rn., nuqtada, demak, qara­
layotgan x nuqtada uzoqlashuvchi bo'ladi. 

Demak, 3- holda I anxn darajali qator uchun shunday musbat 

r son! mavjud bo'ladiki. Ixl < r , ya'ni Vx E (--r, r) da qator yaqin­
lashuvchi; !,x. > r, ya'ni VXE (-oo,-r)u{r,+oo) da qator uzoqla-

shuvchi bo'ladi. x = ±r nuqtalarda I anxn darajali qator yaqinla-
n=O 

shuvchi ham bo'lishi mumkin, uzoqlashuvchi ham bo'lishi mumkin. 

1- ta'rif. Yuqorida keltirilgan r son I anxn darajali qatorning 
n=O 

yaqinlashish radiusi, (-r,r) interval esa darajaJi qatorning yaqinlashish 
intervali deyiladi. 

E s I a t m a. 1- holda darajaJi qatorning yaqinlashish radiusi r = +00 
deb, 2- holda darajali qatorning yaqinlashish radiusi r= 0 deb olinadi. 
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3°. Darajali qatorning yaqinlashish radiusini topish. Biror 

darajali qatorni qaraylik. Bu qator koeffitsiyentlaridan tuzilgan {an}, 
(n = 0.1. 2 .... ) ketma-ketlik uchun 

I) \::j n 2 0 da an "# 0 , 

2) lim! l!n_
1 

mavjud bo'lsin. U holda I anx
n darajali qatorning 

n-->~ iO",11 n=O 

yaqinlashish radiusi quyidagicha bo'ladi: 
1 

r = lim ,On i. 
,,-->~ ,an+11 

.... Aytaylik, darajali qator uchun 

lim I~: = L, (an "# 0, n = 0,1,2,3, ... ) 
n-too an+J I 

bo'lsin. Qaralayotgan L anx
n darajali qatorda X ni parametr hisob-

,,=0 

lab, Dalamber alomatiga ko'ra uni yaqinlashishga tekshiramiz: 

i ° xX+II i ° 1 I 1 lim I-~- = lim I-'!±! 1 'Ixl = Ixi lim ~ = Ixl' -
n-->~ I ° xn n-->~ on I n-->~ On L . 

n -I 
,on+l, 

Demak, I~I < 1 . ya'ni IXI < L 

bo'lganda qator yaqinlashuvchi bo'ladi; 

I~I > 1 , ya'ni IXI > L 

bo'lganda darajali qator uzoqlashuvchi bo'ladi. 

Bundan L anx
n darajali qatorning yaqinlashish radiusi 

n=O 
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ho'lishi kelib chiqadi. ~ 
1- misol. Ushbu 

L I· i an I r = = Im' ---: 
f7 ~'X' I Gn+l I 

darajah qatornmg yaqinlashish radiusi topilsin . 
.... Bu qator uchun 

bo'ladi. Ravshanki, 

(4) 

Demak. berilgan darajali qatorning yaqinlashish radiusi r = 1 bo'ladi. ~ 
Ixtiyoriy darajali qatoming yaqinlashish radiusini aniqlab beradigan 

teoremani isbotsiz keltiramiz. 
2- teorema. (Koshi-Adamar teoremasi.) Ushbu 

darajaIi qatorning yaqinlashish radiusi 

1 
r = ==-->'= 

hm ifaJ 
n-4°o 

bo'ladi. [11 

Eslatma. Agar' ITm~ = +00 bo'lsa, 
n->~ 

(5) 

darajali qa-

toming yaqinlashish radiusi r = 0 deb; iTm~ = 0 bo'Isa, f QnXn 
n->~ 

n=O 

darajaIi qatorning yaqinlashish radiusi r = +00 deb olinadi. 
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2- misol. Ushbu I 2n x5n darajali qatorning yaqinlashish radiusi 
n=O 

topilsin . 

.... Avvalo 2X 5 = t deb olamiz. Natijada berilgan qator quyidagi 
~ 

L In = 1 + 1 + 12 + .. , + In + ... 
n=O 

ko'rinishga keladi. Bu qatorning yaqinlashish radiusi (5) formulaga ko'ra 

r= 1 =_1_=1 
lim~ Hm 11 
n~oo n""""1OC1 

bo'ladi. Demak, It I < 1 da qator yaqinlashuvchi, It I > 1 da qator 

uzoqlashuvchi. U holda 

12 51 1 ,. I I 1 I X < ,yam X <VI da berilgan qator yaqinlashuvchi, 

12x51 > 1, ya'ni Ixl> ~ da qator uzoqlashuvchi bo'ladi. 

Berilgan darajali qatorning yaqinlashish radiusi r = * bo'ladi. ~ 

~ (_1)n n 
3- misol. Ushbu "" -- X darajali qatorning yaqinlashish L.J 3,,-1 r:; 

n=O vn 
to'plami topilsin. 

<_1)" <_1)n+1 

.... Ravshanki, an = 3,,-1 In ' a n+1 = 3n .Jn~l . 

Berilgan darajali qatorning yaqinlashish radiusini (4) formulaga ko' ra 
topamiz: 

r = lim I~I = lim IJ.--nn

_. t_.Jn+11 = lim 3)11+1 = 3. 
n~~ Qn+l n~~ 3n- 1 In <_1)n+1 I n~~ n 

~3 
Darajali qator X = -3 nuqtada ushbu L.J Tn sonli qatorga ayla-

n=1 

nadi va bu sonli qator uzoqlashuvchi bo'ladi. X = 3 nuqtada esa 
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! 3~-jr sonli qator hosil bo'ladi va bu qator Leybnib teoremasiga 
n=1 

ko'ra yaqinlashuvchi bo'ladi. Demak, berilgan darajali qatorning 
yaqinlashish to'plami E = (-3, 31 dan iborat. ~ 

Mashqlar 

1. Agar I anxn darajali qatorning yaqinlashish radiusi r > 0 
11~() 

bo'lsa, lIshbu 

darajali qatorlarning yaqinlashish radiuslari ham r ga tcng bo'lishl 
Isbotlansm. 

~ (nl) 11 •• • • • 

2. Ushbu ~(2n)! x darajah qatormng yaqmlashlsh lIltervah 
n=O 

topilsin. 

69- ma'ruza 
Darajali qatorning tekis yaqinlashishi. Darajali qatorning 

xossalari 

10. Darajali qatorning tekis yaqinlashishi. Aytaylik, ushbu 

(l) 

darajali qatorning yaqinlashish radiusi r> 0 bo'lsin. 
1- !eorema. (I) darajali qator la,~1 c (-r,r) da tekis yaqinla­

shuvchi bo'ladi. bunda a E R, ~ ER . 

.... Ravshanki, (1) darajali qator (-r, r) da absolut yaqinlashuvchi 
bo'ladi. 

Aytaylik, a E (0, r) bo'lsin. U holda 'in ~ 0 va 'ix E [-a,al da 

ian xn I ~ :anan 
I 
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bo'lganligi uchun Veyershtrass alomatiga ko'ra, (1) qator [-a,aj da 
tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. ~ 

Demak, L, anxn darajali qatorning yaqinlashish radiusi r > 0 bo'l-
n=O 

sa, yuqorida keltirilgan teoremaga ko'ra bu qator [-c, c] c (-r, r) da 
tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. Bunda c sonni rsonga har qancha yaqin 
qilib olish mumkin bo'lsa-da, qator (-r, r) da tekis yaqinlashmasdan 
qolishi mumkin. Masalan, ushbu 

~ 

" n 1 2 n ~x = +x+x + ... +x + ... 
n=O 

darajali qatorning yaqinlashish radiusi r = I, biroq qator (-1,1) da 
tekis yaqinlashuvchi emas. 

r. Darajali qatorning xossalari. Ma'lumki. darajali qatorlar funk­
sional qatorlarning xususiy holi. Binobarin, ular tekis yaqinlashuvchi 
funksional qatorlarning xossalari kabi xossalarga ega. 

2- teorema. Agar 

darajali qatorning yaqinlashish radiusi r> 0 bo'lib, yig'indisi 

S(x) = L,anxn 

n=O 

bo'lsa, S(x) funksiya (-r, r) da uzluksiz bo'ladi. 
.... Ravshanki, qaralayotgan darajali qator (-r, r) da yaqinlashuvchi 

bo'ladi. Aytaylik, Xo E (-r, r) bo'lsin. Ushbu 

IXol < c < r 
tengsizlikni qanoatlantiruvchi c sonni olaylik. U holda darajali qator 
[-c, c] da tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. Tekis yaqinlashuvchi funksional 

qatorning xossasiga ko'ra L, anxn darajali qatorning yig'indisi S(x) 
n=0 

funksiya [-c, c] da uzluksiz, jumladan, Xo nuqtada uzluksiz. ~ 

3- teorema. Aytaylik, darajali qatoming yaqinlashish radiusi r > 0 
bo'lib, yig'indisi S(x) bo'lsin: 
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Bu qatorni (-r, r) ga tegishli bo'lgan ixtiyoriy [a, bl bo'yicha 
([ a, b) c (-r, r)) hadlab integrallash mumkin: 

h ~ [h 1 f S(x)dx = ~ f anxndx . 

Xususan. Vx E (-r, r) uchun quyidagicha bo'ladi: 

x ~ 

fS(t)dt = ",a~xn+1 . (2) 
.t.- n+l 

o n=O 

~ Ravshanki, darajali qator [a,b] da {[a, b I c (- r, r)) tekis yaqin­
lashuvchi bo'ladL Tekis yaqinlashuvchi funksional qatorning xossasiga 
ko'ra uni hadlab integrallash mumkin. Ayni paytda, (2) qatorning 
yaqinlashish radiusi rga teng bo'ladi. Haqiqatan ham, Koshi-Adamar 
teoremasiga ko'ra 

~ I a I -~ ~ -niCI 
limn'I'--_n I' = lim _n_ = lim~lanl = r 
n->~ n+l n->~ ~n+l n--t~ 

ifodaga ega bo'lamiz. ~ 

Natija. Aytaylik, L anxn darajali qator berilgan bo'lib, uning yaqin-
n=O 

lash ish radiusi r> 0 bo'lsin. Bu qatorni [0, xl bo'yicha (Vxo E (-r, r» 
ixtiyoriy marta hadlab integrallash mumkin. Integrallash natijasida 
hosil bo'lgan darajali qatorning yaqinlashish radiusi ham r ga teng 
bo'ladi. 

4- teorema. Faraz qilaylik, 

~ 

'" n 2 n .t.- anx = Go + alx + a2 x + ... + anx + ... 
n=O 

darajali qatorning yaqinlashish radiusi r> 0, yig'indisi S(x) bo'lsin: 

L anx
n = S(x) . 

n=O 
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U holda funblya (-r, r) da S'(x) uzluksiz hosilaga ega va 

S'(x) = L nanXn
-

1 (3) 
n=O 

bo'ladi, bunda (3) qatorning yaqinlashish radiusi ham r ga teng. 
~ Berilgan darajali qator I-c, c] da (0 < c < r) tekis yaqinlashuvchi 

bo'ladi. Tekis yaqinlashuvchi funksional qatorning xossasiga ko'm damjali 
qatorni hadlab differcnsiallash mumkin. Demak, Vxo E (-r, r) da 

~ ,~ 

S'(x) = L (anx
n

) = L nanx
n
-

1 
• 

n=O n=l 

Bu damjali qatorning yaqinlashish radiusi ham r ga teng bo'lishi 
quyidagi munosabatdan kelib chiqadi: 

lim~!nan I = Urn (in . ~Ian I) = lim~. ~ 
n~~ n~~ n~~ 

Natija. Aytaylik, I QnXn damjali qator berilgan bo'lib, uning 
n=O 

yaqinlashish radiusi r> 0 bo'lsin. Bu qatorni (-r, r) da ixtiyoriy mart a 
hadlab differensiallash mumkin. Differensiallash natijasida hosil 
bo'lgan darajali qatorning yaqinlashish radiusi ham r ga teng bo'ladi. 

5- teorema. Aytaylik, 
~ 

"\"' n 2 n £... anx = ao + a) x + a) x + ... + anx + ... 
n=O 

darajali qatorning yaqinlashish radiusi r > 0, yig'indisi S(x) bo'lsin: 

I anx
n = S(x). (4) 

n=O 

U holda Vn ~ 0 da 

s(n) (0) 
a = -- ~-~-~-

n n! 

bo'ladi. 
~ (4) munosabatda x = 0 deb topamiz: 

ao = S(O). 

(4) qatorni hadlab differensiallaymiz: 
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~ ~ 

5'(x) = I,(anxny= I,nanxn- I
• 

n~O n~O 

Bu tL:nghkda x = 0 deyilsa 
aO = 5'(0) 

bo'lishi h.\.'Iih chiqadi. Shu jarayonni davom ettirib 
s(n) (0) 

an = --,---, (n = 2,3 .... ) 
n. 

ho' lI"hini topamiz. ~ 

] - misol. Ushbu L nxn = X + 2X2 + 3x3 + ... + nxn + ... 
n~1 

dara)dll qator yig'indisi topilsin . 

... Ma'lumki, I,xn darajali qator (-1, I) da yaqinlashuvchi va 
n~) 

111l11H! \'w'indisi
x

- ga teng: 
~ . ~ I-x 

Bu q:tt(lrni hadlab differensiallab topamiz: 

,~ (t,X' )~ ~ (1~J, 
Keying) tcnglikning har ikki tomonini x ga ko'paytirsak, 

bo"lishl h.elib chiqadi. ~ 

2- misol. Ushbu 

tenglikning to'g'riligi isbotlansin. 

~ Ravshanki, L xn darajali qator (-1,1) da yaqinlashuvchi bo'-
n~O 

lib, uning yig'indisi -11 ga teng: 
-x 
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~ n I LX =I-x. 
n=O 

Bu tenglikda X ni -x ga almashtirsak, natijada 

f (-It x" = _J __ 
n=O I+x 

tenglik hosil bo'ladi. Uni [O,x] bo'yicha (0 < x < I) integrallab topamiz: 

~ x 

L(-It ftndt=lnO+t)I~, 
n=O 0 

3- misol. Ushbu f ~~ x2n+l 
n=O 2n+l 

darajali qator yig'indisi topilsin va undan foydalanib 

~ ~-~~: = ~ 
bo'lishi ko'rsatilsin. 

~ I 
~ Ma'lumki, ~ xn = -, (-I < x < 1). 

£..J I-x 
n=O 

Bu tenglikda x ni -x2 ga almashtiramiz. Natijada I(-Ir rn = -Li 
n=O I+x 

hosil bo'ladi. Uni [0, xl bo'yicha (0 < x < I) integrallab topamiz: 

1(i (_I)n 12n Jdl = 1 dt 2- , 
o n=O 0 I+t 

~ x 

L(-l)n f t 2n dt = arctgtl~, 
n=O 0 
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= n X2n+1 
" (-1) -- - = arctg x . 
£... 2n+1 
n~O 

Keyingi tenglikda x = I deylik. U holda tenglikning chap tomoni 

= (-It 

~ 2n:;'-f 

sonli qatorga aylanib, u Leybnits teoremasiga ko'ra, yaqinlashuvchi 
bo'ladi. Demak, 

I
= (_])n 7t 

--- - = arctg 1 = _. ~ 
n~O 2n+1 4 . 

Mashqlar 

1. Hadlab differensiallash bilan ushbu 

X2 x4 

1 + -2-' + --, + ... . 4. 
darajali qatorning yig'indisi topilsin. 

2. Hadlab integrallash bilan ushbu 

x - 4x2 + 9x3 -16x4 + ... 
darajali qatorning yig'indisi topilsin. 

70- ma'ruza 
Teylor qatori 

r. Funksiyaning Teylor qatori. Aytaylik, f(x) funksiya Xo E R 
nuqtaning biror 

Vo (xo) = {x ER: Xo - 0 < x < Xo + 0; 0> O} 
atrofida istalgan tartibdagi hosilaga ega bo'lsin. Bu hol f(x) funk­
siyaning Teylor formulasini yozish imkonini beradi: 

f'(xo) r(xo) 2 
f (x) = f (xo ) + -1'- (x - Xo ) + 2 j (x - xo) + ... + 

f n ) (xo) n 
+---,--(x-xo) +rn(x), 

n. 

bunda rn(x) - qoldiq had. 
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Modomiki, f(x) fllnksiya Ur,(Xo) da istalgan tartibdagi hosilaga 
ega ekan, 1I holda 

I'(Xo) I'(Xo) 2 j<n)(Xo) ." 
f(Xo)+-,-(X-Xo)+-2'-(X-Xo) + ... + , ... (x-Ajd + ... (1) 

1. . n. 

darajali qatomi qarash mumkin bo'ladi. 
(1) darajali qatoming koeffitsiyentlari sonlar bo'Jib, ularf(x) funk­

siya va uning hosilalarining Xo nuqtadagi qiymatlari orqali ifodalangan. 
(1) daraja/i qator f(x) funksiyaning Teylor qatori deyiladi. 
Xususan, Xo = 0 bo'lganda (1) darajali qator ushbu 

1'(0) 1*(0) 2 j<n) (0) n I~ I(n) (Q) .n 
f(O) + -- X + -- X + ... + --- - X + ... = X 

I! 2! n! /1' 
,,=1 

ko'rinishga keladi. Faraz qilaylik,f(x) funksiya biror (-r, r) da (r > 0) 
istalgan tartibdagi hosilaga ega bo'lib, uning Xo = 0 nuqtadagi Teylor 
qatori 

I'(Q) 1'(0) 2 j(n) (0) n 
/ (0) + -Tf -X + 2! X + ... + n! X +... (2) 

bo'lsin. Bu qatoming qoldiq hadini rn(x) deylik: 

1'(0) 1'(0) 2 j<n) (0) n 
/(0)+--,-X+-

2
,-X + ... +--,-x +rn(x). 

1.. n. 

1- teorema. (2) darajali qator (-r, r) da/(x) ga yaqinlashishi uchun 
ushbu 

1'(0) 1'(0) 2 I(n) (0) n 
f(x) = /(0) + -IT-x + --F X + ... + -- ~!- X + r,,(X) 

Teylor formulasida Vx E (-r, r) uchun 

lim rn(x) = 0 
n-+~ 

bo'lishi zarur va yetarli. 
.... Zarurligi. Aytaylik, (2) darajali qator (-r, r) da yaqinlashuvchi, 

yig'indisif(x) bo'lsin. Ta'rifga binoan 
lim Sn(x) = f(x), {x E (-r, r») 
n-~oo 

bo'ladi, bunda 

1'(0) 1'(0) 2 I(n)(o) 
S (X) =/(O)+--X+-----X + +--n l! 2! ... n!' 
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Ravshanki, "Ix E (-r, r) da lirn Sn (x) = f(x) bo'lishidan 
n--+~ 

lirn[f(x) - Sn (x) 1= lirn rn (x) = 0 
n~~ n~~ 

bo'lishi kelib chiqadi. 

Yetar!i!igi. Aytaylik, Vx E (-r, r) da lirn rn (x) = 0 bo'lsin. U holda 
n--+~ 

lirn[f(x) - Sn (x) 1= lirn rn (x) = 0 
n---700 n-~oa 

bo'lib, undan 

lirn Sn (x) = f(x) 
n--+~ 

bo'lishi kelib chiqadi. Dernak, 

1'(0) 1'(0) 2 f n ) (0) 
f(x) = f(O) + --1'--- X + ---2' x + ... + --,-- + ... 

.. n. 
bo'ladi. ~ 

Odatda, bu rnunosabat o'rinli bo'lsa,j(x) funksiya Teylor qatoriga 
yoyilgan deyiladi. 

2°. Funksiyani Teylor qatoriga yoyish. Faraz qilaylik,f(x) funksiya 
biror (-r, r) da istalgan tartibdagi hosilalarga ega bo'lsin. 

2- teorema. Agar :lM > 0, Vx E (-r, r), Vn;?: 0 da 

if(n) (x)i ~ M 

bo'lsa, f(x) funksiya (-r, r) da Teylor qatoriga yoyiladi: 

f(x) = ~ t n
) (~ =f (0) + ~'i0~ x + l~~~~ x 2 + ... + !~~<Q! xn + ... (3) 

~ n! I! 2! n! 

.... Ma'lurnki,j(x) funksiyaning Lagranj ko'rinishidagi qoldiq hadli 
Teylor forrnulasi quyidagicha bo'ladi: 

1'(0) 1'(0) 2 fin) (0) n 
f(x)=f(O)+---I'--X+--

2
,-X + ... +----,-x +rn(x) , 

.. n. 

f n ) (ex) n+1 bunda r. (x) = ----- x (0 < e < 1) 
n (n+])!' . 

Teorernaning shartidan foydalanib toparniz: 

(x E (-r,r)). 
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Ravshanki, 
. rn+1 
hm--- =0. 
n--,,~(n+I)! 

Demak, V Xo E (-r, r) da 

lim rn (x) = 0 
n--,,~ 

bo'lib, undan qaralayotganf(x) funksiyaning Teylor qatoriga yoyilishi 
kelib chiqadi. ~ 

3°. Elementar funksiyalarni Teylor qatoriga yoyish. 
a) Ko'rsatkichli va giperbolik funksiyalarning Teylor qatorlarini 

topamiz. Aytaylik, 

f(x) = eX 

bo'lsin. Ravshanki, f(O) = I, f(n) (0) = I, (nE N) bo'Jib, 

V x E (-Cl, Cl) da (Cl > 0) 

0< f(x) < ea., 0 < f(n) (x) < ea. 

bo'ladi. Binobarin, 2- teoremaga ko'ra f(x) = eX funksiya (-a,a) da 

Teylor qatoriga yoyiladi va (3) formulada foydalanib topamiz: 

X ~ xn x x 2 xn 
e =.L,.,=1+'+-2'+"'+-'+"" (0!=1). 

O
n. 1.. n. 

n= 

(4) 

Cl> 0 ixtiyoriy musbat son. Demak, (4) darajali qatorning yaqin­
lash ish radiusi r = +00 bo'ladi. 

(4) munosabatda x ni -x ga almashtirib topamiz: 

-X ~ (_x)n x x2 n xn 
e =.L,.--,-=1--1'+-2'-"'+(-O '-,+ ... 

O
n. .. n. 

n= 

Ma'lumki, giperbolik sinus hamda giperbolik kosinus funksiyalari 
quyidagicha ta'riflanar edi: 

Yuqoridagi 
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eX _e- x 

sh x = ---=---
2 ' 

X x x2 ~ 
e =1+'+-2'+"'+-'+"" 1.. n. 

-x 1 x x
2 

( l)n ~ e = -'+-2' - ... + - -, + ... 1.. n. 



formulalardan foydalanib topamiz: 

sh x = ~ + X
3 

+ + ~2~~ + = ~ ~2~~1_ 
I! 3! ... (2n+1)! ... ~ (2n+l)!' 

n=O 

x 2 x4 x2n ~ x2n 

ch X = 1 + 2T + 4! + ... + (21iYf + ... = =0 C2':;)!' 

Bu shx, chx funksiyalarining Teylor qatorlari bo'lib, ular ifoda­
langan darajali qatorlarning yaqinlashish radiuslari r = -too bo'ladi. 

b) Trigonometrik funksiyalarning Teylor qatorlarini topamiz. 
Ay1aylik, I(x) = sin x bo'lsin. Ravshanki, 'ilx E R, 'iln E N da 

I/(x)1 $ I, I/(n) (x)1 $ 1 

ho'lIb. f (0). I' (0) = 1, 1(2n) (0) = 0, 1(2n+l) (0) = (-It, (n E N) 

bo'lad!. Demak, 2- teoremaga ko'ra I(x) = sin x funksiya Teylor 
qatoriga yoyiladi va (3) formulaga binoan 

. ~ ( _On 2 n+ I 1 3 I 5 
S1l1 X = ~ (2n+I)! x = X - 3! x + sT X - ... 

n=O 
(S) 

bo'ladi. Aytaylik, 
I(x) = COS X 

bo'lsin. Bu funksiya uchun 'ilx E R, 'iln E N da 

I/(x)1 $ 1, if n
) (x)1 $ I 

bo'lib, 

1(0) = 1, 1'(0) = 0, 1(2n) (0) = (-It, 1(2n+l) (0) = 0, (nE N) 

bo'ladi. U holda 2- teoremaga ko'ra I(x) = cosx funksiya Teylor 
qatoriga yoyiladi va (3) formulaga binoan 

cos x = f ~.-=!ti x2n = 1 - -\ x 2 + I X4 _.... (6) 
n=O(2n). 2. 4! 

bo'ladi. 
(S) va (6) darajali qatorlarning yaqinIashish radiusi r = +00 bo'ladi. 
d) Logarifmik funksiyaning Teylor qatorini topamiz. Aytaylik, 

I(x) = In (1 + x) 
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bo'lsin. Ma'lumki, 

j<") (x) = ~:::.lX':jt::l)!, (n E N) 
O+x) 

bo'lib, 
n! n 

bo'ladi. Bu funksiyaning Teylor formulasi 

x 2 x 3 x4 11-1 xn 
In (1 + x) = x - 2 + T - 4- + ... + ( - 1) -;- + rn (x) (7) 

ko'rinishga ega. 
f (x) = In (I + x) funksiyani T eylor qatoriga yoyishda 1- teorema­

dan foydalanamiz. Buning uchun (7) formulada rn(x) ning 0 ga intili­
shini ko'rsatish yetarli bo'ladi. 

Aytaylik, XE [0,1] bo'lsin. Bu holda Lagranj ko'rinishida yozilgan 

qoldiq had uchun 
I 

Ir. (x)I:s;-
n n+1 

bo'ladi va 

tenglik bajariladi. Aytaylik, x E [-a,O] bo'lsin (0 < a < 1). Bu holda 
Koshi ko'rinishida yozilgan 

(_On (I-adn xn+1 
r (x) = -------, (0 < 81 < 1) 
n (l+alx)"+1 

qoldiq had uchun 

a n+1 

Irn(x)1 :s; I-a 

bo'lib, quyidagiga ega bo'lamiz: 

limrn(x) =0. 
n-4-

Demak, VXE (-1, 1] 

lim rl1 (x) = O. 
n-4-
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U holda 1- teoremaga ko'ra 

L
~ (_!)n-l n x 2 x 3 n-l xn 

InO+x)= ------x =x- + 3- - •.• +(-1) - + ... (8) 
n 2 n 

n=l 

bo'ladi. 
(8) darajali qatorning yaqinlashish radiusi , = 1 ga teng. Agar 

yuqoridagi In(1 + x) ning yayilmasida x ni -x ga almashtirilsa, u 
holda 

~ xn x 2 x 3 xn 
In 0- x) = - L..J 11 = -x - -2- -3- - '" - -n-- - ... 

n=l 

formula kelib chiqadi. 
e) Darajali funksiyaning Teylor qatorini topamiz. 
Aytaylik, 

bo'lsin. Ma'lumki, 

f nl (x) = a (a -1)(0. - 2)... (a - n + DO + x)u-n 

bo'lib, 

f n
) (0) = a (a -1)(0. - 2>". (a - n + 1) 

bo'ladi. Bu funksiyaning Teylor formulasi ushbu 

( )
u a 0.(0.-1) 2 o.(o.-1) ... (o.-n+l) n 

1 + x = 1 + - x + -- X + .. + ------------- X + r (x) l! 2! . n! n 

ko'rinishga ega. 
Endi n -4 00 da 'n(x) -40 bo'lishini ko'rsatamiz. 
Ma'lumki, Teylor formulasidagi qoldiq hadning Koshi ko'rinishi 

quyidagicha 

r (x) = (o.-l)(o.-2) ... [(o.-l)-(n-l)! xna. x (1 + Sx)u-l (}_=~_)n 
n n! 1+8x ' 

(0 < e < 1) bo'lar edi. Aytaylik, x E (-1,1) bo'lsin. Bu holda: 

1) lim~, (a - 1)(0. - 2>". [(a - I) - (n - I)]xn = 0 bo'ladi, 
n~oo n. 

chunki limit ishorasi ostidagi ifoda yaqinlashuvchi ushbu 
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qatorning umumiy hadi; 

2) ia. xl (1 -lxlr-1 < a . x (1 + 9X)u-l < la· XI (1 + Ixlr-1 ; 

--- ::; --I < 1 3) 
I

I-Sln II-S i 
I+Sx I+Sxl 

bo'Iadi. Bu munosabatIardan foydaIanib, 

V x E (-1, 1) da 

bo'lishini topamiz. 1- teoremaga ko'ra 

(I + x)U = 1 + I;x + a(i~.!2 x 2 + ... + ~~a-:-:I).~;a_-n_+ll xn +... (9) 

bo'ladi. Bu darajali qatorning yaqinIashish radiusi 0. i= 0, 0. ~ N bo'I­
ganda 1 ga teng: r = 1. 

(9) munosabatda 0. = -1 deb olinsa, u holda ushbu 

-.!- = I(-lt xn = l-x+x2 _x3 +X4 - ... +(-It xn + ... 
I+x n=O 

formula hosil bo'Iadi. Bu formuIada x ni -x ga almashtirib topamiz: 

1- misol. Ushbu f(x) = In I+x funksiya TeyIor qatoriga yoyilsin. 
I-x 

.... Ma'lumki, 

Biz yuqorida 

In !~x = In (I + x) -In (I - x) bo'ladi . 
I-x 

x 2 x 3 n-l xn 
In (I + x) = x - '2 + 3 - ... + (-1) -It + ... , 

x 2 x 3 xn 
In (I - x) = -x - -Y - 3 - ... - -,;- - ... 

bo'lishini ko'rgan edik. Bu munosabatIardan foydalanib topamiz: 
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x 2 X 3 n-I xn 
In (1 + x) -In (1 - x) = x - --2 + -- - ... + (-}) - -+ ... 

3 n 

_( -x - ~2 _ ~j' _ ... _~; _ ... )= 2x + ?~~ + ~{+ ... + 2;:;7 + ... 

I+x ( x
3 

x
5 

x
2n

-
1 

) Demak, In I':~ = 2 x +.f + T + ... + 2n-( + ... . (l0) 

(10) darajali qatorning yaqinlashish radiusi r = 1 bo'lib, yaqin­
lashish to'plami (-I, 1) bo'ladi. ~ 

x . 

2- misol. Ushbu I (x) = I ~~i t dt funksiya Teylor qatoriga yoyilsin. 
o 

. (3 (5 n-I (2n-1 

.... Ma'lumki, smt=t- 3 !+-s,-···+(-l) (2iz--=f)!+ .... 

sin ( (2 (4 n-I (2n-2 
U holda -- = 1- -- + -- - ... + (-1)--- + ... bo'ladi. 

( 3! 5! (2n-])! 

Bu darajali qatorni hadlab integraUab topamiz: 

I
x sin ( IX ( (2 (4 n-I (2n-2 ) 
o ,- dt = 0 1 - 3! +s! - ... + (-I) Un-If! + ... dt = 

x3 x5 n-I x2n-1 
= X - --- +---- - ... + (-I) -------- + ... 

3! 3 5! 5 (2 fl-1)! (2 fl-I) 

Keyingi darajali qatorning yaqinlashish radiusi r = +00 bo'ladi. ~ 

3- misol. U shbu I (x) = _3_x 
- I funksiya Teylor qatoriga yoyilsin 

x2+x-6 

va bu qatorning yaqinlashish radiusi topilsin . 
.... Avvalo/(x) funksiyani quyidagicha yozib olamiz: 

I(x) = 2x-}_ = _1 __ +_~_ = I ______ 1 ___ _ 

x2+x-6 x+2 x-3 2(1+~X) 3(1-~xl 

Ma'lumki, 
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Bu formulalardan foydalanib topamiz: 

I ~ I n (I)n ~ (_])n n 

( 

I ) = L 2 (-0 . 2 x = L -2n+1 x , (r = 2), 
2 I+-x n=O n=O 

2 

--( \ -) = f H~ X r = f 3LT Xn, (r = 3). 
3 I - "3 x n=O n=O 

Demak, quyidagi Teylor qatorini olamiz: 

2x-1 ~ (-It n ~ I n ~(-It I) n 
x2 +x-6 = L... -2n+IX - L... 3n+(X = L... 2n+1 - 3niT X . 

n=O n=O n=O 

Bu darajali qatorning yaqinlashish radiusi r = 2 bo'ladi. ~ 

MashqJar 

1. Ushbu I(x) - sin 3 x, f(x) = In (1- x 2
), 

It .. \ I 
J \..t) = -------

l+x+x2 

funksiyalar Teylor qatoriga yoyilsin. 

~ 3n 

2. Ushbu L (x -),. (x E R) qatoming yig'indisi topilsin. 
n=O 3n . 

71- ma'ruza 
Uzluksiz funksiyani ko'phad bilan yaqinlashtirish. 

Veyershtrass teoremasi 

1". Bernshteyn ko'phadi. Aytaylik,/(x) funksiya [0,1] segmentda 
berilgan bo'lsin. Ushbu 

~/(~)(~Xk (I _xr-
k 

= J(O) -o-xr + J(~)C~XO-xt-I + ... + Jo)xn 

ko'phad/(x) Junksiyaning Bemshteyn ko 'phadi deyiladi va Bn (I; x) 
kabi belgilanadi: 

Bn (J;x) = I.I (~)C: Xk 0- x)n-k . 
k=U .. 
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" n(n-J)(n-2) ... (n-k+J) 
Bunda Cn = ~--~-kT~~~~------' 

Demak, Bernshteyn ko'phadi n~ darajali ko'phad bo'lib, uning 
koeffitsiyentlari f (x) funksiyaning 

k -, (k = O,1,2, ... ,n) 
n 

nuqtalardagi qiymatlari orqali ifodalanadi. Masalan, 

B) (f; x) = f (0) + [f (0 - f (O)]x , 

B2 (f;x) = f(o)+[2fU)-2f(O)]x+[f(o)+2fU)+f(1)]X2 

bo'ladi. 
ZO. Muhim lemma. Ushbu 

n 

IC:Xk (1 _xt-k 
= 1, (1) 

k=0 

i (~- x t C:x" (I - xt-k 
= ~(I:~, (0::; x::; 1) (2) 

k=O 

ayniyatlar o'rinli. 
.... Nyuton binomi formulasi 

n I C: ak bn-k = (a + b)n 
"=0 

da a = x, b = 1 - x deyilsa, u holda 
n I c; Xk (I - x t-k 

= 1 
"=0 

bo'lishi kelib chiqadi. 
(2) ayniyatni isbotlash uchun quyidagi 

i ~C:xk (l-xt-k, 
k=O n 

yig'indilami hisoblaymiz. 

Bu yig'indini hisoblashda yuqorida keltirilgan C~ ning ifodasi va 
Nyuton binomi formulasidan foydalanamiz: 
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~ ~CkXk (1 -xt-k = ~ ~CkXk (} _xt-k = ~ Ck~IIXk (I _xt-k 
k.Jn n k.Jn n k.J n 
k=O k=1 k=1 

n 
= x' IC:~IXk-1 (1 _X)n-I-(k-Ij =X[X+o -X)r-

I 
= x, 

k=1 

Demak, ~ k Ck k (I )n-k_ k.J -- n X - X - X . 
k=O n 

(3) 

n k2 
Endi I-rC:Xk (1 _xt-

k 

k=O n 

yig'indini hisoblaymiz: 

n k 2 n 
~ ~CkXk O_X)n-k = ~ ~Ck-IIXk (1-xt-k = 
k.J 2 n k.J n-
k=O n hi n 

I
n n-I k-I Ck-I k (I )n-k In 1 Ck-I k (I )n-k 
-'- IX -x + -- IX -x = n n-I n- n n-

k=1 k=1 

_ n-l 2 ~ Ck-2 k-2 (I )n-2-(k-2l I ~ Ck-I k-I (1 )n-I-(k-I) _ - n X k.J n-2 X - X + n X k.J n-I X - X -
k~ k~ 

n-l 2 [ ( )In-2 I [ ( )In-I 2 x(l-x) =n X x+ I-x +;;X x+ I-x =X +-n-' 

Demak, ~ k2 
Ck k (1 )n-k _ 2 xO-X) k.J-r nX -X -X +--, 

hO n n 
(4) 

Yuqoridagi (1), (3) va (4) munosabatlardan foydalanib topamiz: 

~ (k )2 C k k ( )n-k ~ k2 
k k ( )n-k 

k.J n - X n X 1 - X = k.J n2 C n X 1 - X -
k~ k~ 

-2xi~Ck(l_x)n-k +x2 iCk X k O-xt-
k 

= 

k=O 11 n k=O n \ 

= X2 + xCI-x) _ 2x ' X + X2 = ~~l-x). ~ 
n n 
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• 

Natija. Vx E [0,1], Vn E N uchun 

~ (~_ X)2 Ck x" (1 _ xt-k :::;} 
~ n n 4n 
k=O 

tengsizlik o'rinli bo'Iadi. 
~ Ravshanki, V x E [0, I] uchun 

1 
x(l-x):::;4 

(5) 

bo'ladi. Bu tengsizlik va (2) munosabatdan (5) tengsizlikning o'rinli 
bo'lishi kelib chiqadi. ~ 

3°. Uzluksiz funksiyani ko'phad bilan yaqinlashtirish. 
1- teorema. (Bernshteyn teoremasi.) Agar f(x) funksiya 10, 1 J 

segmentda uzluksiz bo'lsa, u holda 

lim max if(x) - Bn (f, x)i = 0 
n->~ 09:51 I 

bo'ladi, bunda 

En (f;x) = if(~)C:Xk (1 _ x)n-k . 
k=O n 

(6) 

~ (1) va (6) munosabatlardan foydalanib topamiz: 

Bn(f;x)-f(x) = ~[f(~)-f(x)JC~Xk (l-xt-
k

• 

Kantor teoremasiga ko'ra qaralayotgan f(x) funksiya [0, 1] da 
tekis uzluksiz bo'ladi. U holda ta'rifga binoan 

VE > 0, 38> 0, Vx', X" E [0,11 uchun lx' -x"l < 8 

bo'lganda If(x*) - f(x')1 < ~ 

tengsizlik bajariladi. Ma'lumki, 

En U; x) - f(x) 
ayirmani ifodalovchi yig'indida n+ 1 ta had bo'lib, ular k ning 
0,1 ,2, ... ,n qiymatIarida yuzaga keladi. Bu k ning ushbu 

I~ - xl < 0, (x E [0, 1]) 
In 
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tengsizlikni qanoatlantiradigan qiymatlari to'plam1l1i En(k) bilan; 

I~ -xl ~ 0, (x E [0. I]) 

tengsizlikni qanoatlantiradigan qiymatlari to'plamini Fn(k) bilan bel­
gilaylik. Ravshanki, 

En(k)uFn(k) ={0,1,2, ... ,1l} 
bo'ladi. Shuni e'tiborga olib, yuqoridagi yig'indini ikki qbmga ajratamiz: 

t[f(k) - f(X)]C~Xk (I - xr-
k = I [f(k) - f(x)J C;x" (} - x)/-" + 

k=O n /;n(k) n 

+ I [f (~) - f(x) ]c: Xk (I - xr" . 
Fn(k) 

Endi bll yig'indilami baholaymiz.f(x) funksiyaning [0, 11 da tekis 
lIzlllksizligidan hamda lemmadan foydalanib topami7.: 

I [f(k) - f(X)]C: x" (1- X),,-k ~ I If(~) - f(x), c; xk (} - X),,-k = 
En(k) n En(k) I n 

= I 'if (~) - f(X)i c: x" (1 - X),,-k < ~ I c,~ x" Cl - x)"-" ~ 
".I~-+o En(k) 

n 

~ ~ I c: x" (} - X),,-k =~. 
k=O 

Ravshanki, f(x) funksiya [0, 1] da chegaralangan. U holda 

max !f(x)i = MER bo'ladi. Shuni e'tiborga olib topamiz: 
O~x~1 ' 
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I I [f (~) - f(X)] c; Xk (I - X),,-k: ~ 
IFn (") n ! 

~ f.. If (~) - f(x)j c; Xk (1 - X),,-k ~ 
k:I~-+o 

~2M I C:x" (}_x)n-k. 

kl;-+o 

I 
\ 

, , 

( 
i 
I 



Agar I~ -xl ~ 8 => (~ _ x)2 . ~ ~ 1 
/l n 82 

bo'lishini hisobga olsak, u holda lemmaga ko'ra 

L C: Xk (} - x t-k ~...;- L (~- x r C: xk (} - xt-k ~ 
k 1~-XI2!O 8 k'I;-+s 

n 2 
1 L ( k ) Ck k ( )n-J... 1 ~- --x x I-x ~--

82 n n 4n82 
k=O 

it bo'ladi. Shunday qilib, 

fBn(/;x)--/(x)f~ L [/(~)-/(x)JC:xk(}_x)n-k + 
En(k) n 

bo'ladi. Agar n > -!!..- deyilsa, u holda 
282E 

M 1 . -_ .. < -E 
282n 2 

bo'Jib, natijada quyidagiga ega bo'lamiz: 

£ M < . + ._----
2 2n82 

IBn (J;x) - I(x)f < f 

Bu munosabatdan esa 

lim max fBn (I; x) - I(x). = 0 
n->~ Osxsl . 

bo'lishi kelib chiqadi. ~ 
Bu teoremadan n ~ 00 da 

Bn (I; x) ::: I(x), (0 ~ x ~ ]) 
bo'lishini topamiz. Demak, [0, 11 da uzluksiz bo'lgan I(x) funksiya 
Rn (I; x) ko'phad bilan yaqinlashtirildi: 

f(x) '" tf(~)C:Xk (I _xt--Io., (0 ~ x ~ I). 
10.=0 n 
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Aytaylik,/(x) funksiya [a, b] segmentda uzluksiz bo'lsin. Ma'­
lumki, ushbu 

I a 
t=-x--b-a b-a 

chiziqli almashtirish [a,b] segmentni [0,1] segmentga almashtiradi. 
Bu almashtirishdan foydalanib ushbu 

q>(t) = 1 (a + (b - a) t}, (0 ~ t ~ 1) (7) 

funksiyani hosil qilamiz. Ravshanki, q>(t) funksiya [0, I] da uzluksiz 
bo'ladi. Yuqoridagi teoremadan foydalanib topamiz: 

bunda 

(7) va (8) munosabatlardan 

lim max IBn (I; xb-a) - I(X)i = 0 
n-,>~ as,xs,h -a 

bo'lishi kelib chiqadi, bunda 

Rn (I; x-a) = ~ I(a + b-a k)C: (x_a)k (1- x_a)n-k = 
b-a L..J n b-a b-a 

k=O 

n k n-k 
= L/(a+~:a k)C: (x-a) (b-;) 

k=o (b-a) 

Shunday qilib quyidagi teoremaga kelamiz. 

(8) 

2- teorema (Veyershtrass teoremasi.) Agar I(x) funksiya [a, b] 
segmentda uzluksiz bo'lsa, 

bo'ladi. 
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Mashqlar 

1. Agar I (x) funksiya [0, 1 J segmentda uzluksiz bo'lsa, Vx E [0; I] da 

!i~ I c-Il I (~)c: Xk (I - xt-k = 0 
"=0 

bo'lishi isbotlansin. 
2.Agar I (x) funksiya [0, IJ segmentda uzluksiz bo'lsa, 

sup IEn (I: x) - I(x)i ::; ~ 0)( ~) 
()5x5J ...;n 

bo'lishi isbotlansin. bunda 0)(8) - funksiya I(x) ning uzluksiz moduli. 

72- ma'ruza 
Furye qatori tushunchasi 

r. Davriy funksiyalar haqida ba'zi ma'lumotlar. I(x) funksiya 
R = (-00, -too) to'plamda berilgan bo'lsin. Ma'lumki, shunday 
T E R \ {a} son topilsaki, Vx E R da 

I(x + T) = I(x) 

tenglik bajarilsa, I(x) - davriy funksiya, T"# 0 son esa uning davri 
deyilar edi. 

Agar I(x) davriy funksiya bo'lib, T"# 0 son uning davri bo'lsa, kT 
sonlar (k ;::0 ±1.±2, ... ) ham shu funksiyaning davri bo'ladi. 

Agar/(x) vag(x) davriy funksiyalarbo'lib, T"# 0 ularning davri bo'lsa, 

I(x) ± g(x), I(x), g(x), ft}, (g(x)"# 0) 

funksiyalar ham davriy bo'lib, ularning davri T ga teng bo'ladi. 
Aytaylik,/(x) davriy funksiya bo'Jib, uning davri T bo'lsin. Agar 

bu funksiya grafigining tasviri la, a+T ) oraliqda (aE R) ma'lum bo'lsa, 
uni birin-ketin 

x=a+kT, (k =±1,±2, ... ) 
vertikal to'g'ri chiziqqa nisbatan simmetrik ko'chirish natijasida 
I(x) ning (-00, -too) dagi grafigi hasil bo'ladi (30- chizma). 

Bu jarayonni [a, a+T I da beri/gan lunksiyani (--"", -too) da davriy 
davom ettirish deb ham yuritiladi. 
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a a+T 

30- chizma. 

Shuni ta'kidlash lozimki, T davrli f(x) funksiya [a, a+11 da 
uzluksiz bo'lsa, uni (-00, +00) ga davriy davom ettirishdan hosil bo'lgan 
funksiya (uni ham f(x) deymiz) (-00, +00) da uzluksiz yoki bo'lakli 
uzluksiz (ya'ni x = a + kT nuqtalarda (k = ±l, ±2, ... ) uzilishga ega 
bo'lib, boshqa barcha nuqtalarda uzluksiz) bo'lishi mumkin. 

Masalan, [0, 1] da berilgan 

f(x) = 2~x (1 - x) 

funksiyani (-00, +00) da davriy davom ettirishdan hosil bo'lgan funksiya 
(-00, +00) da uzluksiz bo'ladi (31- chizma). 

31- chizma. 

[-1, 2] da berilgan 
f(x) = x2 

funksiyani (-00, +00) da davriy davom ettirishdan hosil bo'lgan funksiya 
(-00, +00) da bo'lakli uzluksiz bo'ladi (32- chizma): 

Lemma. Agar f(x) - davriy funksiya, uning davri T bo'lib, 
la, a+11 da integrallanuvchi bo'lsa, u holda 

bo'ladi. 
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y 

2 3 X 

32- chizma . 

.... Aniq integral xossasidan foydalanib topamiz: 
<It! b b+T a+T J J(x)dx = J J(x)dx + J J(x)dx + J J(x)dx. (1) 

(/ a b b+T 

a+T 

Bu tenglikdagi J J(x)dx 

integralda X = t + T almashtirish bajaramiz. Natijada 
(/' I b a b J .I (x)dx = J J (t + T) dt = J J(t)dt = - J J(x)dx (2) 
h· I a b 11 

bo'ladi. ( I) va (2) munosabatlardan 

a+T b+T 

J J(x) dx = J J(x) dx 
a b 

bo'lishi kelib chiqadi. ~ 
2". Garmonikalar. Ushbu 

J(x) = A sin (ax +~) (3) 

funksiyani qaraylik, bunda A, a, ~ - haqiqiy sonlar. Bu davriy 
funksiya bo'lib, uning davri 

21t T = -, (a::F 0) 
a 

ga teng bo'ladi. 
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... Haqiqatan ham, 

f ( x + 2:) = A sin ( <X ( X + 2:) + ~ ) = A sin (<xx + ~ + 2It) = 

= A sin (<xx + ~) = f (x). ~ 

Odatda, (3) funksiya garmonika deyiladi. Gannonikaning grafigi 
y = sinx funksiya grafigini OXva OYo'qlar bo'yicha siqish (cho'zish) 
hamda OX o'q bo'yicha surish natijasida hosil bo'ladi. 

Garmonikani quyidagicha yozish ham mumkin: 

f (x) = A sin (ax + ~) = A (cos ax sin ~ + sin <xx cos ~) = 

= A sin ~ . cos ax + A cos ~ . sin ax = a cos <XX + b sin ax, 

bunda 
a = Asin~, b = Acos~. 

Aksincha, 

f (x) = a cos <xx + b sin ax 

funksiya garmonikani ifodalaydi: 

f(x) = acosax + bsinax = .Ja
2 + b2 (d;;r cosax + Jh sinax)= 

a2 +b2 a2 +b2 

= A (sin ~ cos ax + cos ~ sin ax) = A sin ( ax + ~) , 

3°. Furye qatorining ta'rifi. Har bir hadi 

un (x) = an cos nx + bn sin nx, (n = 0, 1,2, ... ) 

garmonikadan iborat ushbu 

ao + L (an cos nx + bn sin nx) 
n=l 

funksional qator trigonometrik qator deyiladi. Bunda 

sonlar trigonometrik qatorning koeffitsiyentlari deyiladi. 
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Odatda, (4) trigonometrik qatoming qismiy yig'indisi 
n 

Tn (x) = ao + L (ak cos kx + bk sin kx) 
k=' 

trigonometrik ko 'phad deyiladi. 
Aytaylik, f(x) funksiya [-7t,7t] da berilgan bo'lib, u shu oraliqda 

integrallanuvchi bo'lsin. 
Ravshanki, 

f(x)cosnx, f(x)sinnx, (n = 1,2,3, ... ) 
funksiyalar ham integrallanuvchi bo'ladi. Yuqorida keltirilgan funk­
siyalaming integrallarini quyidagicha belgilaymiz: 

I It 

ao = ~ f f(x)dx, 
-It 

I fit an =; f(x)cosnxdx, (n = 1,2, ... ) (5) 

-It 

It 

bn = ~ f f(x) sin nxdx, (n = 1,2, ... ) 
-It 

So'ng ushbu a; + L (an cos nx + bn sin nx) 
n=' 

(6) 

trigonometrik qatomi tuzamiz. 
Ravshanki, (6) trigonometrik qator (5) munosabatlardan topiladigan 

ao, a, ' b, , a2 , b2 ' ... , an' bn, ... 
sonlar bilan to'la aniqlanadi. 

1- ta'rif. Koeffitsiyentlari (5) munosabatlar bilan aniqlangan (6) 
trigonometrik qator f(x) funksiyaning Furye qatori deyiladi. Bunda 

ao , a, , b, , a2 , b2 ' ... , an' bn, ... 
sonlar f(x) funksiyaning Furye koejjitsiyentlari deyiladi. 

Demak, f(x) funksiyaning Furye qatori shunday trigonometrik 
qatorki, uning koeffitsiyentlari (5) formulalar yordamida aniqlanadi. 
Shuni e'tiborga olib, funksiyaning Furye qatori quyidagicha yoziladi: 

~ 

f(x) -1- + L (an cos nx + bn sin nx). 
n-I 
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1- misol. Ushbu 

f(x) = eux, (-n ~ x ~ n, a "# 0) 

funksiyaning Furye qatori topilsin . 
.... (5) formulalardan foydalanib, berilgan funksiyaning Furye koef­

fitsiyentlarini hisoblaymiz: 
It 

1 J uxd 1 (Ult -Ult) 2 J ao = - e x = -- e - e = -- s 1 an, 
n an an 

-It 

It lit 1 J ux 1 acos nx+nsin nx ux an = - e cosnxdx = _. -- 'j------ e I = 
n n a~+n2 '-71 

-It 

( )n 1 2a h = -1 - . -- s an 
n a 2 +n2 ' 

(n = 1,2, ... ), 

It lit 
b 1 J UX· d 1 asinnx-ncosnx ca· 

= - e SIn nx x = - . e I 
n n n a 2 +n2 -71 

-It 

( ) n-I 1 2 n h ( ) = -1 - . -2--2 san, n = 1, 2, ... . 
n a +n 

Demak, f(x) = eux 

funksiyaning Furye qatori 

~ 

f(x) = eUX - a; + L (an cos nx + bn sin nx) = 
n=1 

2 sh an [1 ~ (-1 t ( ')] = -- -2 + £... -2--2 a cos nx - n SIn nx 
1t a n=I a +n 

bo'ladi. ~ 
Aytaylik, ushbu shartlar bajarilsin: 
1) Quyidagi 

~ + L (an cos nx + bn sin nx) 
n=1 

(7) 

trigonometrik qator [-n, n] da yaqinlashuvchi va uning yig'indisi 
f(x) ga teng: 
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f(x) = i + L (an cosnx + bn sin nx); 
n=l 

(8) 

2) (8) ifoda hamda uni coskx va sinkx larga (k=0,1,2, ... ) ko'pay­
tirishdan hosH bo'lgan 

~ 

f(x) cos kx = ~~ cos kx + L (an cos nxcos kx + bn sin nxcos kx), 
- n=l 

~ 

f (x) sin kx = i sin kx + L (an cos nx sin kx + bn sin nx sin kx), 
n=1 

qatorlar [-re, re] da hadlab integrallansin. U holda 

ao , a l ' bl , a2 , ~ , ... , an' bn , ... 

sonlar I (x) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari bo'ladi, (7) trigono­
metrik qator esa/(x) funksiyaning Furye qatori bo'ladi. Bu tasdiqning 
isboti quyidagi 

It It IT f f(x)dx, f f(x) cos kxdx, f f(x) sin kxdx 
-IT -IT -IT 

integrallarni hisoblashdan kelib chiqadi. 
4°. Juft va toq funksiyalarning Furye qatori. Faraz qilaylik,/(x) 

funksiya [-re, reI da berilgan juft funksiya bo'lib, u shu oraliqda 
integrallanuvchi bo'lsin. Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini 
topamiz: 

Q. = ~ 1, fix) cosnxdx = ~ [}/(x) cos nxdx + J fix) cos nxdx 1 = 

2 IT 

= ~ f I(x) cos nxdx, (n = 0, 1,2, ... ), 
o 

It [0 IT 1 bn = ~ L I(x) sin nxdx = ~ L I(x) sin nxdx + I I(x) sin nxdx = 

= ~ [-1 f(x) sin nxdx + 1 fix) sin nxdx 1 = 0, (n = 1,2, ... ). 

185 



Demak, juft f(x) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari 

2 fit an = ~ f(x)cosnxdx, (n=0,1,2, ... ) 
o 

bn = 0, (n = 1,2, ... ) 

bo'lib, Furye qatori 

f(x) - ~ + L an cosnx 
n=1 

bo'ladi. 
Aytaylik, f(x) funksiya [-n, n] da berilgan toq funksiya bo'lib, u 

shu oraliqda integarallanuvchi bo'lsin. Bu funksiyaning Furye koef­
fitsiyentlarini topamiz: 

a, = ~ I [(x) cos nxdx = ~ [I [(x) cos nxdx + 1 [(x) cos nxdx 1 = 

= ~ [-J [(x) cosnxdx - [(x) cos nxdx 1 = 0, (n = 0, I, 2, ... ), 

b, = ~ I [(x) sin nxdx = ~ [I [(x) sin nxdx + 1 [(x) sin nxdx 1 = 

= ~ [1 [(x) sin nxdx l (n =1,2, ... ). 

Demak, f(x) toq funksiyaning Furye koeffitsiyentlari 

an =0, (n=0,1,2, ... ), 
It 

bn = ~ f f(x) sin nxdx, (n = 1,2, ... ) 
o 

bo'lib, Furye qatori quyidagidan iborat: 

f(x) - Lbn sinnx. 
n=l 
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2- misol. Ushbu 

juft funksiyaning Furye qatori topilsin. 
~ Avvalo berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini topamiz: 

2 fit 2 sin nx lit 4 fit . an = - x2 cos nx dx = - x 2 
-- - - X SIn nx dx = 

x x n 0 nx 
o 0 

=~[xcosnxllt -.!.]cosnxdx]=(-lt.~, (n=1,2, ... ). 
xn n 0 no n 

Demak, f(x) = x 2 funksiyaning Furye qatori 

2 x2 L~ ( )n cosnx f(x) = X - --- + 4 -1 ~-
3 n2 

n=1 

bo'ladi. ~ 

3- misol. Ushbu f(x) = X, (-7t ~ X $; 7t) toq funksiyaning Furye 
qatori topilsin. 

~ Berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini hisoblaymiz: 

b = ~ fit X sin nx dx = ~ [_ ~_~os nxl
lt 
+! fit cos nx dX] = ~~-:I)n~1 

n x x non n 
o 0 

Demak, f(x) = X funksiyaning Furye qatori 

f(x) - ! (_On-I ~ sin nx 
n=1 

bo'ladi. ~ 
5°. [-I, I] oraliqda berilgan funksiyaning Furye qatori. Faraz 

qilaylik, f(x) funksiya [-I, l] oraliqda (l> 0) berilgan bo'lib, u shu 
oraliqda integrallanuvchi bo'lsin. 

Ravshanki, ushbu t = 7- X almashtirish natijasida [-I, I] oraliq 

[-7t, 7t] oraliqqa o'tadi. Agar 
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f ( x) = f ( ~ t ) = q>( t ) 

deyilsa, q>(t) funksiya [-1t, 1t] oraliqda berilgan va shu oraliqda integral­
lanuvchi funksiya bo'ladi. Uning Furye qatori 

~ 

q>(t) - i + L (an COS nt + bn sin nt) 
n~1 

It 

bo'lib, an = ~ J q>(t)cosntdt, (n = 0,1,2, ... ) 
-It 

It 

bn = ~ f q>(t)sinntdt, (n = 1,2, ... ) 
-It 

bo'ladi. Endi t = T X bo'lishini e'tiborga olib topamiz: 

q> (7 x) - a~ + ~ ( an cos n 7 X + bn sin n 7 x), 
/ 

an = ~ f q> ( 7 x) cos n 7 xdx, (n = 0, 1, 2, ... ) , 
-/ 

/ 

bn =~fq>(7x)sinnyxdx, (n=1,2, ... ). 
-/ 

Natijada berilgan f(x) funksiyaning Furye qatori quyidagicha 

ao '" ( mrx . I11tx) f(x) - 2 + L... an cos -, + bn S1l1 r-
n~1 

bo'lib, bunda: 

/ 

1 f mu an = 7 f(x)cos-,-dx, (n = 0,1,2, ... ) 
-/ 

/ 

bn = ~ f f(x) sin n; xdx, (n = 1,2, ... ). 
-I 
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4- misol. Ushbu 
funksiyaning Furye qatori topilsin. 

~ Yuqoridagi formulalardan foydalanib, J(x) == eX funksiyaning 
Furye koeffitsiyentilarini topamiz: 

I 

ao == S eXdx ==e-e-I , 
-I 

I . I 

an == S eX cos mr.xdx == ~1t sm_ll7t~-=~o~_ ~ eX I 
-I I+n 1t -I 

I ( -I) n e-e- I 
== --2 -2 e cos me - e cos me == (-I) ----r2' 

I+n 1t IH/1t 

b S
I X d sin n1tx-n1t cos n1tX xiI 

n = e cos nrrx X = 2 2 e = 
I+n )t -I 

-I 

(n==I,2, ... ), 

I ( I) n1t( -- i)n (I ) == --2 -2 enre COS nre + nree- COS nrc == J 2 e- -- e == 
I+n 1t l+f/)t 

-I 
== (_Un

+
1 e-e

2 
2' (n == 1,2, ... ). 

I+n 1t 

Demak, 

J(x)==eX
, (-I~x~O 

funksiyaning Furye qatori quyidagicha 

-I ~ [ ( I)n I n+1 J X e-e -I - (- ) . 
e - -- + (e - e ) '" --- COS nre + ------ nre Sill nrex 

2 £... l+n2)t2 l+n2)t2 
n~1 

ko'rinishda bo'ladi. ~ 

Mashqlar 

1. Ushbu f(x) == 2 sin (2x + 2) garmonikaning grafigi topilsin. 

2. Ushbu f(x) == lxi, (-re ~ x ~ 1d funksiyaning Furye qatori 
topilsin. 
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73- ma'ruza 
Furye qatorining yaqinlashuvchanligi 

r. Lemmalar. Furye qatorining yaqinlashishini isbotlashda muhim 
bo'lgan lemmalami keltiramiz. 

I-lemma. Agar <p(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo'lsa, 

h h 

Hm f <p(x) sin px dx = 0, 
p-t~ 

lim f q>(x) cos px dx = 0 
P-t~ 

a a 

bo'ladi. 
~ Ravshanki, lemmaning shartidan 

q>(x) sin px. <p(x) cos px 

funksiyalar la,b] da integrallanuvchi bo'ladi. la,b] segmentda 

xO,xl,""xn_l,xn , (a=xo <XI <X2 <",<xn_1 <Xn =b) 

nuqtalami olib, 

h f <p(x) sin px dx 
a 

ni quyidagicha yozib olamiz: 

h n-I XI.+I f <p(x) sin pxdx = I f q>(x) sin px dx = 
a k=O XI. 

n-I XI. +1 11-1 ·'1..1 

= I f [<p(x)-mk]sinpxdx+ Imk f sinpxdx, (I) 
k=O ~ k=O AI. 

bunda mk = inf q>(x), (k=0,1,2 ..... n-I). 
XE[XI. • xI.+ll 

Bu (I) tenglikning o'ng tomonidagi integrallami baho\aymiz: 

!f XI' [<p(x) - mk ]sin PXdX' ~ f XI' rok dx = frok~~' 
!k=O XI. k=O XI. k =0 

bunda rok - funksiya <p(x)ning lxk, xk+l] dagi tebranishi, ~k = Xk+1 - xk' 
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• 

Modorniki, q>(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi ekan, u holda 

(2) 

qilib olinishi rnurnkin. 
Endi (I) tenglikning o'ng tornonidagi ikkinchi integralni baho­

layrniz: 

III~ XkJ'+I. d < ~ I I Icos PXk -cos PXk+1 1< L.J mk Sin pX X - L.J mk . -- -
k=O x, k=O P 

n-I n-I 

~ Ilmkl· ~ = ~ Ilmkl· 
k=O P P k=O 

Ravshanki, p ni yetarlicha katta qilib olish hisobiga 
n-I 

~ Ilmkl < ~ 
P k=O 2 

(3) 

ga erishish rnurnkin. Natijada (1) , (2) va (3) rnunosabatlardan 

b J q>(x) sin px dx < E 

a 

~. bo'lishi va undan 
b 

Hrn Jq>(X) sin pxdx = ° 
p~~ 

a 

ifoda kelib chiqadi. Xuddi shunga o'xshash 

b 

Hrn J q>(x) cos pxdx = ° 
p~~ 

a 

isbotlanadi. ~ 
Agar la, b] oraliqni shunday 

[ao,ad, [al ,a2], .. ·,[an_1,an ], (ao =a,an =b) 

bo'laklarga ajratish rnumkin bo'lsaki, har bir (ak , ahl ) da 
(k = 0, I, 2, ... , n -1) f(x) funksiya uzluksiz bo'lib, x = ak nuqtalar­
da chekli o'ng 
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f(a" +0), (k=0,1,2, ... ,n-l)' 
va chap 

f(a" -0), (k = 0,1,2, ... ,n) 
limitlarga ega bo'lsa,f(x) funksiya [a,b] da ba'lakli uzluksiz deyiladi. 

Yuqoridagi lemma <p(x) funksiya [a,bl da bo'lakli uzluksiz funksiya 
bo'lgan holda ham o'rinli bo'ladi. 

1- lemmadan quyidagi natija kelib chiqadi. 
Natija. Agarf(x) funksiya 1-7t, 7t] oraliqda bo'lakli uzluksiz bo'lsa, 

uning Furye koeffitsiyentlari n ~ 00 da nolga intiladi: 
It 

lim an = lim ~- f f(x) cos nx dx = 0, 
n~oo n~oo 1t 

-It 

It 

lim bn = lim ~ f f(x) sin nxdx = 0. 
n-too n--.oo Tt 

-It 

2-lemma. Ushbu 
I n sin(2n+l)~ 
2 + LCos ku = 2 

hi 2sin~ 
2 

tenglik o'rinli. 

.... Ravshanki, 

I 

I 
I 

/1 
\ 

~ + I cos ku =--~ [sin ~ + 12 sin ~ cos kU] J

1

' 
2 hi 2 sin ~ 2 k=l 2 

2 

bo'ladi. Agar l 

t,2Sin l eosku ~ t,[Sin( k+ ~)U-Sin(k - })U 1 ~Sin( n+~) u-sin i ( 
bo'lishini e'tiborga olsak, u holda yuqoridagi tenglikdan 

~ + Icosku = sin(2n+l) 
2 2 . U 

k=1 SIn--
2 

tenglikni keltirib chiqaramiz. ~ 
2". Furye qatorining qismiy yig'indisi. Dirixle integrali. Funksional 

qatorlar nazariyasidan ma'lumki, qatorning yaqinlashishini aniqlashda 
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avvalo uning qismiy yig'indisi topilib, so'ngra bu qismiy yig'indining 
limiti o'rganilar edi. 

Funksiya Furye qatorining yaqinlashishini aniqlashda ham avvalo 
uning qismiy yig'indisi topiladi. 

Aytaylik,/(x) funksiya [-n, n] oraliqda integrallanuvchi bo'lsin. 
Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini topib, uning Furye qatorini 
tuzamiz: 

I I1t ak = n l(t)cosktdt, (k = 0,1,2, ... ), 
-1t 

1t 

bk =~ II(t)sinktdt, (k=1,2, ... ), 
-1t 

~ 

I(x) - a; + L (ak cos kx + bk sin kx). 
k=1 

Ravshanki, bu qatoming qismiy yig'indisi 

n 

Fn Cl; x) = a; + L (ak cos kx + bk sin kx ) 
k=1 

bo'ladi. Bu tenglikdagi ak va bk laming o'miga ulaming yuqorida 
keltirilgan ifodalarini qo'yib topamiz: 

1t n IT 

Fn C/;x)=2
1
n I l(t)dt+ L~ I l(t)[cosktcoskx+sinkfsin kx]dt= 

-1t k=1 -IT 

I 1t [1 n 1 = n L f (t) :2 + t; cos k (t - x) dt. 

Ma'lumki, 2- lemmaga ko'ra 

t-x 
1 n sin(2n+I)-
-2 + " cos k(t - x) = 2 £..J . t-x 

k=1 2sm-
2 

bo'ladi. U holda Fn (I; x) yig'indi quyidagi ko'rinishga keladi: 
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I-x 
1 It sin(2n+l)-

Fn C/;x)=21tfl(t) .1-/ dt. 
-It 2sm2 

(4) 

Odatda, (4) tenglikning o'ng tomonidagi integral/(x) funksiyaning 
Dirixle integrali deyiladi. 

Fn (I; x) yig'indining bu ifodasini yanada o'zgartirib, n ~ 00 da 

Fn (I; x) ning limitini topishga qulaylik keltiradigan ko'rinishga olib 
kelamiz. 

Avvalo (4) integralda t - x = u almashtirishni bajaramiz. Bunda 
integral ostidagi funksiya 21t davrli bo'lganligi sababli integrallash 
chegarasining o'zgarmay qolishini e'tiborga olib topamiz: 

1 It sin(2n+1)~ 
Fn (I; x) = -2 f I (x + u) 2 du . 

1t 2 . U 
-It sm2 

Bu tenglikni ikki qismga ajratib: 

Fn (f;x)=21t fl(x+u) . u 2du+fl(x+u) . u 2du, 
1 l 0 sin(2n+l)~ 1l sin(2n+l)~ j 

-It 2sm2 0 2sm2 
o'ng tomondagi birinchi integralda u ni -u ga almashtirib topamiz: 

1 It sin(2n+l)~ 
Fn (I; x) = -f[J(x + u) + I(x - u)] 2 duo 

1t 2 . u o sm2 

Xususan, I (x) == I bo' 19anda 

. ( I} It sm n+-

Fn Cl; x) = ~ f. ~ du 
o 2sm2 

bo'lib, u 1 ga teng bo'ladi. 
Haqiqatan ham, 2- lemmadan foydalansak, u holda 
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,11 [, n 1 2 n 11 

Fn (1, x) = ~ f 2 2 + L cos ku du = 1 + ~ L f cos kudu = 
o k=l k=1 0 

U=1I 

= 1 + ~ ~ sin ku = 1 
Tt £...J k 

k=l u=O 

bo'lishi kelib chiqadi. Demak, 

'±iI 11 Sill n+-
1 =! f- 2 du. 

Tt 2' u o Sill 2 
(5) 

3°. Lokallashtirish prinsipi./(x) funksiya Furye qatorining qismiy 
yig'indisi 

j~ 11 Sill n+- u 
Fn(!;x)=!f[J(x+U)+/(x-u)]- - 2 du (6) 

Tt 2 . u 
o @n~ 

ning bitta muhim xossasini ke1tiramiz. 
Ixtiyoriy 8 sonni (0 < 8 < 1t) olib, (6) integralni ikkita integralga 

ajratamiz: 

:fit 1 I) Sill n+2 
Fn (I; x) = - f [I ( x + u) + ! (x - u ) J- du + 

Tt 0 2 sin I 
. fit (7) , 11 Sill n+2 +- f[/(x+u)+!(x-u)]-- du =J1 (n, 8)+J2 (n, 8). 

Tt I) 2 sin I 
1- teorema. n ~ 00 da J2 (n, 8) ning limiti nolga teng bo'ladi: 

lim J2 (n, 8) = O. 
n~~ 

""4/(x) funksiya [-1t,1t] da integrallanuvchi bo'lganligi sababli 

q>( u) = _1_ [I (x + u) + 1 (x - u ) ] 
2sinl!.. 

2 
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funksiya ham [0, 1t] da integrallanuvchi bo'ladi. U holda 1-1emmaga 
ko'ra 

1t Sill n+-:±ill 

limJ2 (n,0)=lim!J[f(x+u)+f(x-u)] 2 du= 
n--+~ n--+~ 1t 2 . u 

/) Sill 2 

= ~ !~ j <p (u ) sin ( n + ~ ) udu = 0 
/) 

bo'ladi.~ 
(7) munosabat va keltirilgan teoremadan muhim natija kelib chi­

qadi. Ushbu 

TIl Ii Sill n+2 
J1 (n,o)=! J[f(x+u)+f(x-u)] du 

1t 0 2 Sin~ 

integralning n ~ 00 dagi limiti mavjud bo'lgandagina Fn (f; x) ning 
limiti mavjud va 

Hm Fn (f, x) = limJ1 (n, 0) 
n-4oo n~oo 

munosabat o'rinli bo'ladi. 

Ma'lumki, J1 (n, 0) integraldaf funksiyaning [x - 0, x + 0] ora­

liqdagi qiymatlarigina qatnashadi. 
Demak, f(x) funksiya Furye qatorining x nuqtada yaqinlashuv­

chanligi yoki uzoqlashuvchanligi bu funksiyaning shu nuqta atrofi 
(x - 0, x + 0) dagi qiymatlarigagina bog'liq bo'ladi. Buni lokallash­
tirish prinsipi deb yuritiladi. 

4°. Furye qatorining yaqinlashuvchanligi. Endi funksiya Furye 
qatorining yaqinlashishi haqidagi teoremani keltiramiz. 

Agar har bir (ak, ak+l) da (k = 0,1,2, ... , n - 1) f(x) funksiya dif­
ferensiallanuvchi bo'lib, x = ak nuqtalarda chekli o'ng 

va chap 
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f'(ak -0), (k =0,1,2, ... ,n) 

hosilalarga ega bo'lsa, I(x) funksiya [a,b] da bo'lakli differensial­
lanuvchi deyiladi. 

2- teorema. 21£ davrli 1 (x) funksiya [-1£, 1£] oraliqda bo'lakli diffe­
rensiallanuvchi bo'lsa, u holda bu funksiyaning Furye qatori 

I(x) - ~+ I(ak coskx+bk sinkx) 
k=1 

[-1£,1£] da yaqinlashuvchi bo'lib, uning yig'indisi 

!(X+O)+ !(x-o) 

2 
ga teng bo'ladi. 

~ (5) tenglikning har ikki tomonini 

~[/(X+O)+ I(x -O)J 

ga ko'paytirib, ushbu 

Fn (I; x) - ~ [I (x + 0) + I (x - 0)] 

ayirmani quyidagicha 

Fn (I; x) - ~ [f (x + 0) + f (x - 0) J = 

It Sill n+-:[:Ul 
=]-f[f(x+u)+/(x-u)-f(x+O)-f(x-O)} 2 --du 

1t 0 2 sin~ 

ko'rinishda yozib olamiz. Bu tenglikning o'ng tomonidagi integralni 
ikkita 

±fr 1 It Sill n+2 
J 1 =- f[/(x+u)-f(x+O)J ··du, 

1t 0 2 sin~ 

. [ II 1 It Sill n+2 
J 2 = - f [I (x - u) - f (x - 0) J -- du 

1t 0 2 sin~ 
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integralga ajratamiz. Natijada 

Fn(f;x)-~[f(x+O)+f(x-O)]=J) +J2 

bo'ladi. 
Endi J) va /2 integrallami baholaymiz. J) integralni baholash 

uchun awal0 ixtiyoriy ° (0 < ° < 1t) sonni o lib , J) ni ikki qismga 
ajratib yozamiz: 

±1}1 
1 (\ sm n+2 

J) =- j[f(x+u)-f(x+O)] du+ 
1t 0 2 sin~ 

±1}1 
1 It sm n+2 + - J [f ( x + u) - f (x + 0)] du. 
7t (\ 2sin~ 

(8) 

Lokallashtirish prinsipiga asosan 

±:Ill 
It sm n+-

lim ! J [f (x + u) - f (x + 0)] 2 du = O. 
n--+~ 7t 2 . U (\ 5m2 

Demak, \lE> 0, 3170 = n (E,O) EN, \In> 170 da 

±1}1 
It ~n n+-

~ J [f (x + u) - f (x + 0)] .: du < I (9) 
(\ 2sm2 

bo'ladi. Shartga ko'ra, f(x) funksiya [-1t,1t] da bo'lakli differen­
siallanuvchi. U holda \Ix E [-1t,1t] da 

1· f(x+u)-f(x+O) f( 0) lm = x+ 
u--++o U 

mavjud bo'lib, 30) > 0, 0 < u < 8) da 

I_f-,---(X_+-.:.U)_:f_(-=-X_+O---,-) I ::;; M), (M) = const) 
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tengsizlik o'rinli bo'ladi. Shuningdek, 382 > 0, 0 < u < 82 da 

tengsizlik bajariladi. 

U 

_2_::; M2, (M2 = const) 
. U 

SIn-
2 

Endi min{81 ,82 '2M7MJ=8 deb olamiz. Natijada, VneN 

bo'lganda (8) tenglikning o'ng tomonidagi birinchi integral uchun 
ushbu 

5 U 
1 f[f(x+U)-f(x+O)] 2 . ( 1) d < - . - SIn n + - u u _ 
re 0 U sin~ 2 

2 (10) 
5 U 

::; ~ f[lf(X+U)-f(X+O)IJ· "2 - du::; ! M
1
M

2
8::; ~ 

re U . U re 2 o SIn-
2 

bahoga ega bo'lamiz. (8), (9) va (10) munosabatlardan 

bo'lishi kelib chiqadi. 
J2 integral ham xuddi shunga o'xshash baholanadi va 

bo'lishi topiladi. Demak, 

IFn (I; x) - ~[I (x + 0) + I (x - 0)]\ < 2£ 
bo' lib, undan 
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!~ Fn (I; x) = ~ [I (x + 0) + I (x - 0)] 

bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa/(x) funksiya Furye qatorining yaqinla­
shuvchiva 

- 1 
Go + I (ak cos kx + bk sin kx) = - [I (x + 0) + I (x - 0)] 
2 k~ 2 

bo'lishini bildiradi. ~ 
Natija. Agar/funksiya yuqoridagi teoremaning shartlarini bajarib, 

x nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda quyidagi natijaga ega bo'lamiz: 

-
~ + L(ak coskx + bk sin kx) =/(x). 

k=l 

Misol. Ushbu 

I(x) = cos ax, (-1t ~ X ~ 1t, a;;!; nE Z) 

funksiyaning Furye qatori topilsin va uni yaqinlashishga tekshirilsin. 
.... Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini topamiz. Qaralayotgan 

funksiya juft bo'lgani uchun 
bn=O, (n=I,2,3, ... ) 

bo'lib, 
It It 

an = ~ f cos ax cos nxdx = f [ cos (a - n) x + cos (a + n) x ] dx = 
o 0 

= sina1t (_On [_1_ + _1_] 
1t a+n a-n 

bo'ladi. Demak, 

I(x) - -- -+ -I -+ - cosnx . sin a1t [ 1 L~ ( )n (1 1) 1 
1t a n=l a+n Q-n 

Agar I(x) = cos ax funksiya teoremaning hamda natijaning shart­
larini bajarishini e'tiborga olsak, u holda 

sin an [ 1 I- ( )n (1 1) 1 cosax = -- -+ -1 -+- cosnx 
n Q a+n a-n 

n=l 

bo'lishini topamiz. ~ 
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Keyingi tenglikda x = 0 deyilsa, 

_7t_ =! + ~:<-lt (_1_ + _1_) 
sin a7t a n=1 a+n a-n 

bo'lishi kelib chiqadi. 

1. Ushbu 

Masbqlar 

! (x) = {-x, agar -1t ~ X ~ 0 bo'lsa, 
0, agar 0 < x < 1t bo'lsa 

(11) 

funksiyaning Furye qatori topilsin va uni yaqinlashishga tekshirilsin. 
2. Ushbu 

!(x)=-lnlsinII, (x;t:2k1t, kEZ) 

funksiyaning Furye qatori topilsin va uni yaqinlashishga tekshirilsin. 
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15- BOB 

PARAMETRGA BOG'LIQ INTEGRALLAR 

74- ma'ruza 
1100 o'zgaruvchili funksiyaning bir o'zgaruvchisi 

bo'yicha yaqinlashishi 

r. Limit funksiya. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya R2 fazodagi 

M = {(x,y) E R2 : a ~ x ~ b, yE E c R} 

to'plamda berilgan va Yo E R nuqta E to'plamning limit nuqtasi bo'Isin. 
Ravshanki, har bir tayin x E [a, b] da f(x,y) funksiya y o'zga­

ruvchining funksiyasiga aylanadi. Aytaylik, bu funksiya x E [a, b] da 

lim f(x,y) 
Y--'Yo 

limitga ega bo'lsin. 
Har bir x E [a, b] ga f (x,y) funksiyaning y ~ Yo dagi limitini mos 

qo'yish natijasida 

q>: x ~ lim f(x,y) 
Y--'Yo 

funksiya hosil bo'ladi. 
Odatda, bu funksiyaf(x,y) funksiyaning y ~ Yo dagi limitfunksiyasi 

deyiladi: 

limf(x,y)=q>(x), (xE[a,b]). (1) 
Y--'Yo 

(1) munosabat quyidagicha tushuniladi: '<lE > 0 son olinganda 
ham shunday 8 = 8 (e, x) > 0 son topiladiki, bunda 0 < Iy - Yo 1 < 8 
tengsizlikni qanoatlantiruvchi '<Iy E E uchun 

If(x,y)-q>(x)1 < E, (XE [a,b]) 

bo'ladi. 
Endi f(x,y) funksiya 

M = {( x, y ) E R2; X E [a, b], y EEc R} 

to'plamda berilgan va 00 «nuqta» Eto'plamning limit nuqtasi bo'lsin. 
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Agar \:lE > 0 son olinganda ham shunday 8 = 8(e,x) > 0 son 
topilsaki, Iyl > 8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi \:Iy E E uchun 

II (x,y) - <p(x)1 < E 

tengsizlik bajarilsa, <p(x) funksiya/(x,y) ning y ~ 00 dagi limit funksiyasi 
deyiladi. 

1- misoI. Ushbu I(x,y) = xy funksiyani 

M = {(x,y) E R2 : 0 S; x S; 1, yE [0, In 

to'plamda qaraylik. Bu funksiyaning y ~ Yo = 1 dagi limit funk­

siyasi <p(x) = x bo'lishi ko'rsatilsin. 

~ Ixtiyoriy E > 0 songa ko'ra, har bir x E [0,1] uchun 8 = E deb 

olinsa, u hoIda Iy - Yo I = Iy -11 < 8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi 
yE [0,1] uchun 

I/(x,y) -<p(x)1 = Ixy - xl = Ixlly -11 ::;Iy -11 < 0 = E 

bo'ladi. Demak, . 
limxy=x.~ 
y~l 

2- misoI. Ushbu 1 (x,y) = x Y , (00 = 0) funksiyani 

M = {(x,y) E R2 : 0 S; x S; 1, yE [0, In 

to'plamda qaraymiz. Bu funksiyaning y ~ Yo = 0 dagi limit funk­
siyasi topilsin. 

~ Aytaylik, x = 0 bo'lsin. Bu holda '<:/y E [0,1] uchun 

I(O,y)=O 

bo'lib, y ~ 0 da I(O,y) ~ 0 bo'ladi. 

Aytaylik, x 7; 0 bo'lsin. Bu holda y ~ 0 da 

1 (x, y) = xY ~ XO = 1 

bo'ladi. Haqiqatan ham, ixtiyoriy E > 0 songa ko'ra 8 = logx (I - e) 

deyilsa (x > 0), u holda Iy - Yo I = Iy - 01 = Iyl < 8 tengsizlikni qanoat­
lantiruvchi YE [0,1] uchun 

I/(x, y) - <p(x)1 = IxY -11 = 1- xY < 1- x1ogx(J-E) = 1- (I - e) = E 

bo'ladi. Demak, y ~ 0 da 1 ( x, y) = xY funksiyaning limit funksiyasi 
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bo'ladi. ~ 

<p(x) = {l, agar x E (0,1] bo'lsa, 
0, agar x = 0 bo'lsa 

2°. Limit funksiyaga tekis yaqinlashish. Faraz qilaylik, J(x,y) 
funksiya 

M = {( x, y) E R2 : a ~ x ~ b, Y EEc R} 

to'plamda berilgan bo'lib, Yo E R nuqta E to'plamning limit nuqtasi 
bo'lsin. Bu funksiya har bir tayinlangan x E [a,b] da Y o'zgaruvchining 
funksiyasi sifatida y ~ Yo da limit funksiyaga ega bo'lsin: 

lim J(x, y) = <p(x). 
Y-4Yo 

J(x,y) funksiyaning <p(x) ga intilish xarakteri olingan x ga bog'liq, 
chunki x ning turli qiymatlaridaJ(x,y) funksiya, umuman aytganda, 
y o'zgaruvchining turlicha funksiyalari bo'ladi. Bu vaziyat 

Hm J(x,Y) = <p(x), (XE [a,b]) 
Y-4Yo 

tushunchasidagi ixtiyoriy £ > 0 songa ko'ra topiladigan 8 > 0 sonning 
qaralayotgan x ga bog'liq yoki bog'Hq emasligida namoyon bo'ladi. 

Yuqorida keltirilgan misollarning birinchisida 8 = £ bo'lib, u faqat 
£ > 0 gagina bog'liq, ikkinchisida esa 8 = log x (1- £) bo'lib, u olingan 
£ > 0 bilan birga qaralayotgan x ga ham bog'liq ekanini ko'ramiz. 

1- ta'rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday 8 = 8(£) > 0 
son topilsaki, Iy - Yo I < 8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi yE E, 

VXE [a,b] uchun 

If(x, y) - <p(x)1 < £ 

tengsizlik bajarilsa, ya'ni 

V£>O, 30=0(£»0, IY-Yol<8,YEE, 

VXE [a,b]: IJ(x,y)-<p(x)I<£ 

bo'lsa, J(x,y) funksiya <p(x) ga [a,b] da tekis yaqinlashadi deyiladi. 

3-misol. U shbu f (x, y) = x sin y funksiyani 

M = {(x, y) E R2: 0 ~ x ~ l, y E [0, It]} 
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to'plamda qaraylik. Bu funksiyaning y ~ Yo =} da limit funksiyasi 

topilib, unga [0, 1) da tekis yaqinlashishi ko'rsatilsin . 
.... Ravshanki, 

Demak, 

1· . J3 
lI~xsmy = TX' 
y~-

3 

Agar 'liE > ° ga ko'ra 8 = E deyilsa, u holda Iy - i-I < 8 tengsiz­

likni qanoatlantiruvchi yE [0,1t] va vx E [0,1] uchun 

If(x, y) - <p(x)1 = Ix sin y - ~ xl = Ixllsin y - ~I = 

= Ixllsin y - sin i-I ::; Iy - i-I < 8 = E 

bo'ladi. Ta'rifga binoan, y~i- da !(x,y)=xsiny funksiya 

<p(x) = ~ x limit funksiyaga [0,1) da tekis yaqinlashadi. ~ 

Esla tma. Aytaylik, lim f(x,y) = <p(x) bo'lsin. 
y~yo 

Agar '118> ° son olinganda shunday EO > 0, Xo E [a,b] va 

Iy - Yo I < 8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi YI E E topilsaki, bunda 

If (xo , YI ) - <p (xo )1 ~ EO 

bo'lsa, f(x,y) funksiya y ~ Yo da limit funksiya <p(x) ga tekis yaqin­
lashmaydi deyiladi. Masalan, 

f (x, y) = xY , (00 = 0) 

funksiya y ~ ° da limit funksiya 

<p(X)={l, agar XE (0,1] bo'lsa, 
0, agar x = ° bo'lsa 
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ga tekis yaqinlashmaydi. Haqiqatan ham, Vo > 0 son olinganda, 
I 

EO = ~, 0 < y, < 0 tengsizlikni qanoatlantiruvchi y, va Xo = 2-Y;-

deb olinsa, u holda 

If (xo, YI ) - q> (xo)1 = 1 - X~I = 1 - ~ = ~ > Eo 

bo'ladi. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya R2 fazodagi 

M = {( x, Y ) E R2 : a $ x $ b, Y EEc R} 

to'plamda berilgan va Yo E R nuqta Eto'plamning limit nuqtasi bo'lsin. 
Agar Eto'plam Yo ga intiluvchi {Yn} ketma-ketlikdan iborat bo'lsa, 

f(x,y) funksiyani [a, b) da aniqlangan 

fn(x) = f(x,Yn) 

funksional ketma-ketlik sifatida qarash mumkin. Masalan, 

2xy 
f(x,y) = -2-2 

X +y 

funksiyani Mo ={(X,Y)E R2: XE [0,1]' yE E ={1,~,~, ... }} to'p­

lamda qarasak, u quyidagi 

2xn 
fn(x)=---

1+n2 x2 

funksional ketma-ketlikka aylanadi. 
1- teorema. Agar Y ~ Yo daf(x,y) funksiya q>(x) ga [a,b] da tekis 

yaqinlashsa, u holda E to'plamdagi Yo ga intiluvchi har bir {Yn} ketma­
ketlikda (Yn c E) 

fn (x) = f(x,yn) 

funksional ketma-ketlik ham [a,b] da q>(x) ga tekis yaqinlashadi. 
~ Aytaylik, f(x,y) funksiya Y ~ Yo da q>(x) funksiyaga [a,b] da 

tekis yaqinlashsin. U holda ta'rifga binoan VE > 0, 30 = O(E) > 0, 
o < Iy - Yo I < 0 tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy yE E, 

Vx E [a, b]: If(x, y) - q>(x)1 < E bo'ladi. 
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• 

Modomiki, {Yn} ketma-ketlik Yo ga intilar ekan, 

\1'0 > 0, 3no E N, \1'n> no: IYn - Yol < 0 

tengsizlik bajariladi. Demak, 

\1'E > 0, 30 > 0, IYn - Yol < O,YnE E, \1'XE [a,b]: If(x,Yn) -q>(x)1 < E, 

ya'ni, 

IIn (x) - q>(x)1 < E 

bo'ladi. Bu esa/n(x) funksional ketma-ketlikning [a,b] da q>(x) funk­
siyaga tekis yaqinlashishini bildiradi. ~ 

Endi f(x,y) funksiyaning limit funksiyaga ega bo'lish va unga 
tekis yaqinlashishi haqidagi teoremani keltiramiz. 

2- teorema. f(x,y) funksiya Y ~ Yo da limit funksiya q>(x) ga ega 
bo'lishi va unga tekis yaqinlashishi uchun '<iE > ° olinganda ham x ga 

bog'liq bo'lmagan shunday 30 = O(E) > ° topilib, Iy - Yol < 0, 

Iy' - Yo I < 0 tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy y, Y' E E 

hamda '<ix E [a, b] da 

If(x,y)-f(x,y')I<E (2) 

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli. 
~ Zarurligi. Aytaylik, f(x,y) funksiya y ~ Yo da limit funksiya 

q>(x) ga [a,b] da tekis yaqinlashsin. U holda ta'rifga binoan 

'<iE > 0, 30> 0, Iy - Yo 1< 0, \1'y E E, 

\1'x E [a, b]: If(x,y) - q>(x)1 < I' (3) 

jumladan, Iy' - Yo I < 0, Y' E E uchun ham 

If(x, Y') - q>(x)1 < I 
bo'ladi. (3) va (4) munosabatlardan 

If (x,y) - f (x,y')1 < E 

bo'lishi kelib chiqadi. 

(4) 

Yetarliligi. Aytaylik, (2) shart bajarilsin. Modomiki, har bir tayin-
langan \1'x E [a,b] va Iy - Yol < 0, Iy' - Yol < 0, yE E, y' E E da 
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If(x,y)-f(x,y')1 <£ 

tengsizlik bajarilar ekan, u holda Koshi teoremasiga ko'ra y ~ Yo ca 
f(x,y) funksiya limitga ega bo'ladi. Uni q>(x) bilan belgilaylik: 

lim f (x, y) = q>( x) . 
y-+Yo 

Endi y o'zgaruvchining Iy' - Yol < 8 tengsizlikni qanoatlantira­
digan qiymatida (2) tengsizlikda Y , ~ Yo da limitga o'tib topamiz: 

If (x,y) - q>(x)1 ~ £. 

Bu esa y ~ Yo da f(x,y) funksiyaning q>(x) ga [a,b] da tekis 
yaqinlashishini bildiradi. ~ 

3- teorema. f(x,y) funksiya uchun quyidagi shartlar bajarilsin: 
I) har bir tayin yE E da f(x,y) funksiya [a,b] da x o'zgaruv-

chining funksiyasi sifatida uzluksiz; 
2) y ~ Yo da f(x,y) funksiya [a,b] da q>(x) ga tekis yaqinlashsin. 
U -holda q>(x) funksiya [a,b] da uzluksiz bo'ladi. _ _ 
.... E to'plamda Yo ga intiluvchi ixtiyoriy {Yn} ketma-ketlik olib 

(Yn E E, n = 1,2, ... , Yn ~ Yo) [a,b] segmentda aniqlangan ushbu 

funksional ketma-kctlikni hosil qilamiz. Teoremaning shartlariga ko'm: 
I)!,,(x) funksional ketmn-ketlikning harbir hadi [a,b] da uzlur..siz 

bo'ladi; 
2) mazkur ma'ruzadagi 2- teoremaga binoan y ~ Yo da !,,(x) 

funksional ketma-ketlik q>(x) funksiyaga [a,b] da tekis yaqinlashadi. 
U holda q>(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz bo'ladi (qaralsin, 

65- ma'ruza). ~ 

Mashqlar 

1. Ushbu f(x,y) = n( Jx + ~ - v'X) 
funksiyani M = {(x,n) E R2: x E (0,00), nE N} to'plamda qarab, 
uning n ~ 00 dagi limit funksiyasi topilsin. 
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I (x,y) = -dl- x~) X~ 
y 

2. Ushbu 

funksiyani M = {eX, y) E R2 : x E [~, 1], yE eo,l]} to'plamda qa­

rang. Bu funksiya uchun quyidagi tenglik o'rinli bo'lishi isbotlansin: 

lim I (x, y) = 0 . 
Y-HO 

3. Aytaylik,/(x,Y) funksiya 

M={eX,Y)ER2: xE[a,b], YEEcR} 

to'plamda berilgan va Yo E R esa E ning limit nuqtasi bo'lsin. Y ~ Yo da 
I(x,y) funksiyaning <p(x) ga [a,b] da tekis yaqinlashishi uchun Eto'p-

~ lamdagi Yo ga intiluvchi ixtiyoriy {Yn } ketma-ketlikda 

~ In (x) = l(x,Yn) 
funksional ketm::-ketIikning [a,b] da q>(x) ga tekis yaqinlashishi zarur 
va yetarli ekani isbo~lansin. 

75- ma'ruza 
Parametrga bog'liq integrallar 

1°. Parametrga bog'liq integral tushunchasi. Aytaylik, I(x,y) 
funksiya 

M={eX,Y)ER2 :a$x$b, YEEcR} 
to'plamda berilgan bo'lsin. Bu funksiya har bir tayinlangan yE E da 
x o'zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,b] da integrallanuvchi, ya'ni 

b 

f lex,y)dx 
a 

mavjud deylik. Qaralayotgan integralning qiymati tayinlangan Y ga 
bog'liq bo'ladi: 

b 

J(y)= f/(x,y)dx. (1) 
a 
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Masalan, y:f::. 0 bo'lganda 

y = 0 bo'lganda 

bo'ladi. Demak, 

agar Y:f::. 0 bo'lsa, 

agar y = 0 bo'lsa. 

Odatda, (1) integral parametrga bog'liq integral, y esa parametr 
deyiladi. 

Ravshanki, J(y) funksiya (parametrga bog'liq integral) berilgan 
f(x,Y) funksiya orqali aniqlanib, unga bog'liq bo'ladi. 

Parametrga bog'liq integral mavzusida!(x,y) funksiyaning funk­
sional xossalariga ko'ra J(y) funksiyaning funksional xossalari (limiti, 
uzluksizligi, differensiallanuvchanligi, integrallanuvchanligi) o'rganiladi. 

2°. J(y) funksiyaning Iimiti. Aytaylik, !(x,y) funksiya 

M = {(x, y) E R2 : a $ x $ b, y EEc R} 

to'plamda berilgan bo'lib, YoE R esa E to'plamning limit nuqtasi 
bo'lsin. Bu funksiya uchun har bir tayin yE E da 

b 

J(y) = J f(x,y)dx 
a 

mavjud bo'lsin. 
1- teorema. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya quyidagi shartlami 

bajarsin: 
1) har bir tayin yE E da !(X,y) funksiya x o'zgaruvchining 

funksiyasi sifatida [a,b] da uzluksiz; 
2) y ~ Yo da !(x,y) funksiya limit funksiya <p(x) ga [a,b] da tekis 

yaqinlashsin. 
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U holda y ~ Yo da J(y) funksiya limitga ega bo'lib, 
h 

Hm J(y) = f<p(x)dx 
Y--->Yo 

a 

bo'ladi. 

(2) 

~ Keltirilgan teorema shartlarining bajarilishidan, 74- ma'ruzadagi 
3- teoremaga ko'ra, limit funksiya <p(x) ning [a,b) da uzluksiz bo'lishi 
kelib chiqadi. Demak, 

h 

f <p(x)dx 
a 

integral mavjud. 
Ayni paytda, y ~ Yo da/(x,y) funksiyaning r a,b) da <p(x) funksiyaga 

tekis yaqinlashuvchi bo'lishidan, ta'rifga binoan, 

\:Jf > 0, 30 > 0, Iy - Yol < 0, \:Jy E E, \:JXE la,b]: 1/(x,y)-<p(x)1 < b~~ 

bo'lishini topamiz. Ushbu 

h 

J(y) - f <p(x)dx 
a 

ayirmani qaraylik. 

Ravshanki, Iy - Yo I < 0 tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy 
yE E uchun 

h h h I 
J(y)- f<p(x)dx = f/(x,y)dx- f<p(x)dx!$; 

a a a I 
h h 

$; fl/(x,y)-<p(x)ldx < b~af dx =€ 

a a 

bo'ladi. Keyingi munosabatdan 

h 

Hm J(y) = f<p(x)dx 
Y--->Yo 

a 

bo'lishi kelib chiqadi. ~ 
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(2) rnunosabatni quyidagicha 

b b 

lirn JI (x, y)dx = J[ lirn I (x,y)] dx 
y--> Yo Y--> Yo 

a a 

ko'rinishda ham yozish rnurnkin. Bu integral belgisi ostida lirnitga 
o'tish qoidasini ifodalaydi. 

3°. J(y) funksiyaning uzluksizligi. J(y) funksiyaning uzluksizligini 
quyidagi teorerna ifodalaydi. 

2- teorema. Agar I (x,y) funksiya 

Mo ={(X,Y)E R2 :a~x~b, c~y~d} 
to'plarnda uzluksiz bo'lsa, J(y) funksiya [c,d] da uzluksiz bo'ladi. 

~ Ixtiyoriy Yo E [c, d] va Yo + ~y E [c, d] nuqtalami olib, J(y) 
funksiyaning orttirmasini toparniz: 

b 

~J(Yo)=J(yo +~y)-J(yo)= J[/(x,yo +~Y)-/(x,Yo)Jdx. 
a 

I(x,y) funksiya Mo to'plarnda tekis uzluksiz. Unda \;lE > 0 uchun 

shunday 8> 0 topiladiki, I~YI < 8 bo'lganda, \;IXE [a,b] uchun 

1I ( X, Yo + ~y) - I (X, yo)1 < E 

bo'ladi. Dernak, I~YI < 8 bo'lganda 

b 

I~J (yo)1 = S[! (x, Yo + ~y) -! (X,Yo)] dx < E(b - a) 
a 

bo'ladi. Keyingi rnunosabatdan 

lirn ~J (Yo ) = 0 
6Y-->o 

bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa J(y) funksiyaning ixtiyoriy Yo nuqtada, 
binobarin, [c,d] da uzluksiz bo'lishini bildiradi. ~ 

4°. J(y) funksiyani differensiallash. Aytaylik,/(x,y) funksiya Mo 
to'plarnda berilgan bo'lsin. 

3- teorema. Faraz qilaylik, I(x,y) funksiya quyidagi shartlami 
bajarsin: 
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1) har bir tayin yE [C, d] da I(x,y) funksiya [a,b] da x o'zga­
ruvchining funksiyasi sifatida uzluksiz; 

2)/(x,y) funksiya Mo to'plamda I; (x,y) xususiy hosilaga ega va 

I; (x, y) funksiya Mo da uzhiksiz. 
U holda J(y) funksiya [c, d] da hosilaga ega va 

h 

J'(y) = II;(x,y)dx 
a 

bo'ladi. 

.... y E [c, d], y + ~y E [c, d] nuqtalami olib, topamiz: 
h 

~(y+~y)-J(y) = I I(x,y!_~y)- I(x,y) dx. 
~y ~y 

a 

Lagranj teoremasiga ko'ra 

!i~~y~~:;- I(x,y) = I; (x, y + e~y), (0 < e < 1) 

bo'lib, 

(3) 

h 

J(y+~y)-J(y) = If'(x,y + e~y)dx, (0 < e < 1) (4) 
~y 

a 

bo'ladi. 
I; (x, y) funksiya Mo to'plamda tekis uzluksiz bo'lganligi sababli 

\lE> 0, 38> 0, I~YI < 8, \Ix E [a,b]: 1/; (x,y + e~y) - I; (x,y)1 < b~a 
tengsizlik bajariladi. (4) munosobatdan foydalanib 

h h 

J(Y+~:;- I(y) _ I I; (x,y )dx ~ Ill; (x, y + e~y) - I; (x, y)1 dx < E 

a a 

bo'lishini topamiz. Demak, 
h 

1· J(y+~y)-J(y) = I!,' ( )d Im y X,y x. 
~y~o ~y 

a 
h 

Bu esa J' (y ) = I f; (x, y) dx ekanini bildiradi. ~ 
a 
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(3) munosabatni quyidagicha 

d b b d 
dy f f (x, y) dx = f dy f (x, y ) dx 

a a 

ko'rinishda ham yozish mumkin. Bu differensiallash amalini integral 
belgisi ostiga o'tkazish qoidasini ifodalaydi. 

5°. J(y) funksiyani integrallash. Faraz qilaylik, f(x,Y) funksiya 
Mo to'plamda berilgan va uzluksiz bo'lsin. U holda 2- teoremaga ko'ra 

b 

J (y) = f f (x, y) dx 
a 

funksiya [e,d] da uzluksiz bo'ladi. Binobarin, bu funksiya [e,d] da 
integrallanuvchi, ya'ni 

d f J (y)dy 
c 

mavjud bo'ladi. 
4- teorema. Agar f(x,y) funksiya Mo to'plamda uzluksiz bo'lsa, u 

holda quyidagi ifoda o'rinli bo'ladi: . 

d d [b ] b [d ] 
[J(y)dy = [ If(x,y)dx dy= I [f(x,Y)dY dx . 

.... Vt E [e, d] nuqtani olib, ushbu 

F(t) ~ HJ f(x,y)dx ]dY , 

funksiyalarni qaraymiz. Ravshanki, 
, 

F'(t) ~ (m f (x,y)dx ldy ) ~ 1 f(x,t)dx, 

<I>'(t) ~ (Ht f(X,Y)dy]dx J ~ 1[t f(x,y)dy I dx ~ I f(x,t)dx .. 
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h 

Demak, F' ( t) = <1>' (t) = f I (x, t) dx 
a 

bo'lib, undan 

F(t) = <1>(t) + C, (C = const) 
bo'lishi kelib chiqadi. Agar t = c deyilsa, 

F(c) = <D(c) = 0 
bo'ladi va keyingi tenglikdan C = 0 bo'lishini topamiz. Demak, 

F(t) = <D(t). 

Xususan, t = d bo'lganda F(d) = ct>(d) bo'lib, 

HI f(x,y)dx ]dY ~ HI f(X,Y)dY]dx 

bo'ladi. ~ 

Mashqlar 

1. Ushbu I(x,y)= !(I-x~ )x~ 
y 

funksiyani 

to'plamda qaraylik. Bu funksiya uchun 

I I 

lim fl(x, y)dx '" f( lim I(x, Y))dx 
Y--HO Y-HO 

I I 
2 2 

bo'lishi isbotlansin. 
2. Agar I(x) funksiya [0, I] segmentda uzluksiz hosilaga ega bo'lsa, 

I 

J(y)= fl(x)signsin(xy)dx, (y>O) 
o 

funksiyaning hosilasi topilsin. 

\, 
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n 

3. Agar J o (y) = ~ f cos (y cosx) dx, (y E R) 
o 

bo'lsa, u quyidagi yJ;(y) + J~ (y) + yJo (y) = 0 tenglamani qanoat­
lantirishi ko'rsatilsin. 

76- ma'ruza 
Chegaralari o'zgaruvchi parametrga bog'liq integrallar 

Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya 

Mo = {(x,y) E R2 : a ~ x ~ b, c ~ y ~ d} 

to'plamda berilgan va har bir tayin yE [c, d] da f(x,y) funksiya 
x o'zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,b] da integrallanuvchi bo'lsin. 
a(y) va ~(y) funksiyalarning har biri [c,d] da berilgan va Vy E [c, d] uchun 

a~a(y)~~(y)~b (1) 

tengsizliklar bajarilsin. Ushbu 

I3(Y) 

f f(x,y)dx 
cx(y) 

integral, ravshanki, y o'zgaruvchiga bog'liq bo'ladi: 

l3(y) 

J1 (y) = J f(x,y)dx. (2) 
cx(y) 

2) integral chegaralari ham parametrga bog'liq integral deyiladi. 
1°. I. (y) funksiyaning uzluksizligi. J1 (y) funksiyaning uzluksizligini 

quyidagi teorema ifodalaydi. 
1- teorema. Faraz qilaylik,f(x,y) funksiya Mo to'plamda uzluksiz 

bo'lib, a(y) va ~(y) funksiyalar esa [c,d] segmentda uzluksiz bo'lsin. 
U holda 

l3(y) 

JtCy) = f f(x,y)dx 
cx(y) 

funksiya [c,d] da uzluksiz bo'ladi. 
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.... Ixtiyoriy Yo E [C, d] nuqtani olaylik. Integralning ma'lum xossa­
laridan foydalanib topamiz: 

~y) u(Yo) J3(yo) 

J1 (y) = J f(x,y)dx= J f(x,y)dx+ J f(x,y)dx+ 
u(y) a(y) u(Yo) 

J3(y) J3()\)) J3(y) u(y) 

+ J f(x,y)dx= J f(x,y)dx+ J f(x,y)dx- J f(x,y)dx. (3) 
J3(yo) u(Yo) J3(yo) u(Yo) 

J3(yo) 

Ravshanki, J f(x,y)dx 
u(Yo) 

integral chegarasi o'zgarmas bo'lgan parametrga bog'liq integral. Bu 
funksiya 75- ma'ruzada keltirilgan 2- teoremaga muvofiq y o'zgaruv­
chining uzluksiz funksiyasi bo'ladi. Demak, 

J3(Yo) J3(Yo) 

y~yo da J f(x,y)dx~ J f(x,yo)dx=Jdyo) (4) 
U(Yo) U(Yo) 

bo'ladi. 
f(x,y) funksiya Mo to'plamda uzluksiz bo'lganligi sababli y shu 

to'plamda chegaralangan bo'ladi: 

If(x,y)1 ~ C, (C = const). 

Shartga ko'ra a(y) va ~(y) funksiyalar [c,d] segmentda uzluksiz. 
Demak: 

Endi 
J3(y) 

y ~ Yo da a (y) ~ a (Yo ) , 

y ~ Yo da ~ (y) ~ ~ (Yo ) . 

J f(x,y)dx ~ CI~(Y)-~(Yo)l, 
J3(yo) 

u(y) 

J f(x,y)dx ~ Cla(y)-a(yo)1 
U(Yo) 
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munosabatlardan 

~(y) ~(y) 

Y ~ Yo da f f (x, y) dx ~ 0 , 
~(Yo ) 

Y~Yo da f f(x,y)dx~O 
a(yo) 

bo'lishini topamiz. 
(3) tenglikda, Y ~ Yo da limitga o'tish va unda (4) va (5) muno­

sabatlami hisobga olish natijasida 

y ~ Yo da J1 (y) ~ J1 (Yo) 

bo'lishi kelib chiqadi. Demak, J1(y) funksiya [c,d] da uzluksiz. ~ 
2". Jt(y) funksiyani differensiallash. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya 

Mo ={(X,Y)E R2 :a5,x5,b, c5,y5,d} 

to'plamda, a(y) va P(y) funksiyalar esa [c,d] segmentda berilgan bo'­
lib, a(y), P(y) funksiyalar (1) shartni bajarsin, ya'ni Vy E [c, d] uchun 

a 5, a (y) ~ p (y) ~ b 

bo'lsin. 
2- teorema. Aytaylik, f(x,y), a(y) va P(y) funksiyalar quyidagi 

shartlami bajarsin: 
I) f(x,y) funksiya Mo to'plamda uzluksiz; 
2)f(x,y) funksiya Mo to'plamda uzluksiz f;(x,y) xususiy hosi­

laga ega; 
3) a(y) va P(y) funksiyalar [c,d] da a'(y) va P'(Y) hosilalarga ega. 

U holda 

~(y) 

J1 (y) = f f(x,y)dx 
a(y) 

funksiya [c,d] segmentda J{ (y) hosilaga ega bo'lib, 

~(y) 

J{(y)= f f;(x,y)dx+P'(y)f(P(y),y)-a'(y)f(a(y),y) 
a(y) 

bo'ladi. 

... Yo E [c,d], Yo + ~y E [c,d] nuqtalami olib, topamiz: 
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[

P(YO +6y) P(Yo) 1 
J] (yo+~y)-JdJb) = J__ J f (x Yo + ~y) dx - J f (x Yo) dx " 

~ ~' , 
U(YO +6y) U(YO ) 

Agar 

P(YO +6y) P(Yo ) 

J f(x,yo +~y)dx = J f(x,yo +~y)dx+ 
u(yo +6y) u(yo) 

P(Yo +6y) u(yo +6y) 

+ J f (x, Yo + ~y) dx - J f (x, Yo + ~y) dx 
P(Yo) u(yo) 

bo'lishini e'tiborga olsak, u holda 

~~)[ ] J](yo+~y)-J](yo) = J f(x,Yo+~Y)-f(x.Yo) dx+ 
~y 6y 

u(yo) 

P(Yo +6y) u(yO +6y) 

+~ J f(x,Yo +~y)dx-~ J f(x,Yo +~y)dx (6) 6y 6y 
P(YO) U(YO) 

bo'lishi kelib chiqadi. 75- ma'ruzadagi 1- teoremaga ko'ra 

P(YO) [ ] 
lim J ~(x-,Yo+6Y)-f(x,yo) dx = 
6y-+O ~y 

u(yo) 

P(Yo ) [ ] P(Yo ) - J I" f(x.Yo+6y)-f(x,yo) d - J J'( )dx - lm x - y x,Yo 
6y-+O ~Y 

u(yo) u(Yo) 

(7) 

bo'ladi. 0' rta qiymat haqidagi teoremadan foydalanib, topamiz: 
P(Yo +6y) 

J f (x,Yo + ~y) dx = f (x', Yo + ~y)[~(yo + ~y) - ~()b )], 
P(yo) 

u(yo+6y) 

J f(x,yo +~y)dx= f(x',Yo +~y)[a(yo +~y)-a(Jb)]. 
U(YO) 
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Bunda x' nuqta P (Yo ), P (Yo + Lly) nuqtalar orasida, x" esa 
a (Yo ), a (Yo + Lly) nuqtalar orasida joylashgan. y ~ Yo da limitga 
o'tishi bilan quyidagi tengliklarga kelamiz: 

~(Yo +,\y) 

lim ~ f I (x, Yo + Lly) dx = 
'\y~o ~y 

~(yo ) 

= lim I(x',yo +LlY)[~(Yo+~:)-~(Yo)] = I{P(yo),yo)P(Yo), 
'\y~o Y 

a(yo +,\y) 

lim~ f l(x,yo+Lly)dx= (8) 
M~O~Y 

a(yo) 

. , [ a(yo +~y )-a(yo )] 
= hm I(x ,Yo +Lly) = l{a(yo),yo)a(Yo). 

'\y~O ~y 

Yuqoridagi (6) munosabatda Lly ~ ° da limitga o'tib, (7) va (8) 
tengliklarni e'tiborga olib, ushbu 

tenglikka kelamiz. Demak, 

!XYo) 

I( (yo) = f I; (x,Yo )d\:+ I{P(yo ),Yo )p'()U) - l{a(JO), JO )a{JO). ~ 
a(yo) 

1 

Misol. Ushbu J 1 (y) = f eX iy - xl dx funksiyaning hosilasi topilsin. 
o 

... Aytaylik, y E (-00,0) bo'lsin. Bu holda 

1 1 

11 (y) = -y f eXdx + f xex dx = y(1- e) + [e - (e -1)] = (1- e) y + 1 
o 0 

bo'lib, J{ (y) = 1- e ga ega bo'lamiz. 
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Aytaylik, YE (0,1) bo'lsin. Bu holda 

y 1 Y 

J 1 (y) = f (y - x) ~ dx - f (y - x) if dx = f yif dx-
o y 0 

y 1 1 -f xex dx - f y~ dx + f x~ dx = 2 e>' - ( e + I) y - 1 
o y y 

bo'lib, J( (y) = 2eY - e -I bo'ladi. 

Aytaylik, yE [1, +00) bo'lsin. Bu holda 

1 1 

J 1 (y) = y f eXdx - f xexdx = y(e -0 - [e - (e -0] = (e -0 y-l 
o 0 

va J( (y) = e -I bo'ladi. Demak, 

J( (y) = 2eY ~ e -1, 
{

1- e agar - 00 < y ~ 0, 

agar 0 < y < I, 
agar 1 ~ y < +00 

bo'ladi. ~ 

1. Agar 

e -I, 

Masbqlar 

Y 

f 
eXdx 

J 1 (y) = C-::' (0 ~ x ~ I) 
o "y-z 

bo'lsa, u hold a 0 < Y < 1 uchun 

Y 
'() 1 f eXdx J 1 y = J.: + c-: 

"y 0 "y-Z 

bo'lishi isbotlansin. 
I+y 

2. Agar J 1 (y) = f ~x 2 bo'lsa, lim J 1 (y) topilsin. 
l+x +y y~O 

y 
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77- ma'ruza 
Parametrga bog'liq xosmas integrallar 

10. Parametrga bog'liq xosmas integral tushunchasi. Faraz qilaylik, 
/(x,y) funksiya 

M = {( x, y) E R2 : x E [a, +00 ) , Y EEc R} 

to'plamda berilgan bo'lsin. Bu funksiya har bir tayin yE E da x o'z­
garuvchining funksiyasi sifatida [a,+oo] da integrallanuvchi, ya'ni 

+00 

f /(x,y)dx 
a 

xosmas integral yaqinlashuvchi. Ravshanki, integralning qiymati y o'z­
garuvchiga bog'liq bo'ladi: 

+-

F(y) = f /(x,y)dx. 
a 

Masalan, y > I bo'lganda 

+00 I 

f dx -I· fdX -li 1 (tl-y -1)- 1 -- lm -- m- --
x y f-+- x y f-+- l-y y-l 

I I 

bo'ladi. Demak, bu holda 

ifoda kelib chiqadi. 

1 F(y)=­
y-l 

(1) 

(I) integral parametrga bog'liq chegarasi cheksiz xosmas integral, 
y esa parametr deyiladi. 

Xuddi shunga o'xshash 
a +~ 

Pi (y) = f /(x,y)dx, fi (y) = f /(x,y)dx 

parametrga bog'liq xosmas integrallar tushunchalari kiritiladi. 
Aytaylik, /(x,y) funksiya 

M = {( x, y) E R2 : X E [a, b), y EEc R} 
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to'plamda berilgan bo'lsin. Bu funksiya har bir tayin ye E da x o'zga­
ruvchining funksiyasi sifatida qaralganda uning uchun b maxsus nuqta 
bo'lib, u [a,b] da integrallanuvchi, ya'ni 

h 

f f(x,y)dx 
a 

xosmas integral yaqinlashuvchi bo'lsin. Ravshanki, bu holda ham 
integralning qiymati y 0' zgaruvchiga' bog'liq bo' ladi: 

h 

$(y)= ff(x,y)dx. 
a 

Masalan, 0 < Y < 1 bo'lganda 

2 1 

f~= lim f(2-xf Y dx= lim _1_[(2-d-Y-l]=~_ 
(2-xY' 1-12-0 1-12-0 y-l l-y 

I I 

bo'ladi. Demak, bu holda 

bo'ladi. 

1 
$(y) =­

l-y 

(2) 

(2) integral parametrga bog'liq, chegaralanmagan funksiyaning 
xosmas integrali, yesa parametr deyiladi. 

Umumiy holda, parametrga bog'liq, chegaralanmagan funksiyaning 
chegarasi cheksiz integrali tushunchasi ham yuqoridagidek kiritiladi. 

Parametrga bog'liq xosmas integrallarning funksional xossalari 
(limiti, uzluksizligi, differensiallanishi, integrallanishi)ni 

+-> 

F(y) = f f(x,y)dx 
a 

integral uchun keltirish bilan kifoyalanamiz. 
2". Integralning tekis yaqinlashishi. Aytaylik, f(x,y) funksiya 

M = {(x,y)e R2 : xe [a,+oo), ye E c R} 
to'plamda berilgan bo'lib, har bir tayin ye E da 

+0-

F(y)= f f(x,y)dx 
a 
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xosrnas integral yaqinlashuvchi bo'lsin. Ta'rifga binoan 
_ t 

F(y)= jf(x,y)dx= lirnjf(x,y)dx, (a<t<oo) 
I~-

a a 

bo'ladi. Natijada berilgan f(x,y) funksiya yordarnida 
I 

G(y,t)= jf(x,y)dx, (a<t<oo) 
a 

+~ 

F (y) = j f (x, y) dx 
a 

funksiyalar yuzaga keladi va 

Hrn G(y,t) = F(y), (y E E) 
t--+_ 

rnunosabat bajariladi. 
Dernak, G(y,t) funksiya t ~ +00 da limit funksiya F(y) ga ega 

bo'ladi. 
1- ta'rif. Agar t ~ +00 da G(y,t) funksiya limit funksiya F(y) ga 

E to'plamda tekis yaqinlashsa, 

-F(y) = j f(x,y)dx 
a 

integral E to'plarnda tekis yaqinlashuvchi deyiladi. 
Integralning E to'plamda tekis yaqinlashuvchanligini quyidagicha 

anglash lozim: 

-1) har bir tayin yE E da j f(x,y)dx xosmas integral yaqin-
a 

lashuvchi; 

2) \::lE> 0 olinganda ham shunday ~ = ~(E) > 0 topiladiki, bunda 

"it > ~ va "iy E Euchun 

tengsizlik bajariladi. 
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+-

1- misol. Ushbu J e- x cos xy dx 
o 

xosmas integralning (-00, -too) da tekis yaqinlashuvchi ekani ko'rsatilsin . 
... Har bir tayin y E (-00, -too) da qaralayotgan xosmas integralning 

yaqinlashuvchi ekanligi ravshan. 

VE > 0 ga ko'ra 8 = In ~ deyilsa, u holda 'Vt > 8 va Vy E (-00, -too) 
E 

uchun 

+- +- 1 2 J e-Xcosxydx::; J e-xdx=e-t ::;e- Ii =e-
n

; =i<E 
1 1 

bo'ladi. Demak, berilgan integral (-00, -too) da tekis yaqinlashuvchi. ~ 
2- ta'rif. Agar t ---7 -too da G(y,t) funksiya limit funksiya F(y) ga 

E to'plamda tekis yaqinlashmasa, 

+-

F(y)= J /(x,y)dx 
a 

integral E to'plamda tekis yaqinlashmaydi deyiladi. 
Integral E to'plamda yaqinlashuvchi, ammo u shu to'plamda 

tekis yaqinlashmaydi degani quyidagini anglatadi: 
+-

1) har bir tayin y E E da J / (x, y) dx xosmas integral yaqinla-

shuvchi; 
a 

2) 'V8 > 0 olinganda ham shunday Eo > 0, Yo E E va t1 > 8 
bo'lgan t1 E [a, -too) topiladiki, bunda quyidagi ifoda o'rinli bo'ladi: 

2- misol. Ushbu 

+-

J / (x,yddx ~ Eo· 

'1 

+-J ye- XY dx 
o 

xosmas integralning (0, -too) da tekis yaqinlashmasligi ko'rsatilsin. 
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.... Ravshanki, 
+<><> I 

J ye-xy dx = lirn Jye-XY dx = lirn (1- e-ty) = 1 . 
I-++<><> I-++<><> o 0 

Dernak, berilgan xosrnas integral yaqinlashuvchi. Aytaylik, 
YE E = (0, -too) bo'lsin. Ixtiyoriy rnusbat 0 sonni olaylik. Agar 

1 1 
Eo = -3' to > 0 va Yo = - deb olsak, u holda 

to 

+<><> f yoe-XYo dx = e- IOyo = e- I > j = Eo 
10 

+<><> 

bo'ladi. Bu esa f ye-XY dx integral E = (O,-too) da tekis yaqinlash­
o 

rnasligini bildiradi. ~ 
+~ 

Yuqoridagi F(y) = f f(x,y)dx 
a 

pararnetrga bog'liq xosrnas integralning pararnetr y bo'yicha E to'p­
larnda tekis yaqinlashishini quyidagicha ham ta'riflasa bo'ladi. 

3 - ta'rif. Agar 

I +<><> 

lirn sup F(y)- f f(x,y)dx = Hrn sup f f(x,y)dx =0 
I-++<><> yeE a 1-++00 yeE I 

(a < t < -too) bo'lsa, 

+~ 

F(y) = f f(x,y)dx 
a 

xosrnas integral to'plarnda tekis yaqinlashuvchi deyiladi. 

+<><> 

3- misol. Ushbu F (y) = f dx xosmas integralninig E = [2, -too ) 
x

y 
I 

to'plarnda tekis yaqinlashuvchi ekani ko'rsatilsin. 
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~ Ravshanki, 1 < t < +00 uchun 

+0-

o ~ sup J dx = sup __ 1_ ~ ! 
ye[2,_) , x Y ye[2,_) (y-l)ty - I t 

+~ 

bo'lib, 1· J dx 0 Im sup - = 
'-++0- ye[2,+o-) , x

y 

bo'ladi. Demak, berilgan xosmas integral E = [2, +00) to'plamda tekis 
yaqinlashuvchi. ~ 

Endi integralning tekis yaqinlashishini ifodalovchi teoremani 
keltiramiz. 

+~ 

I-teorema. Ushbu F(y)= J f(x,y)dx 
a 

integralning E to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'lishi uchun \;;lE > 0 
olinganda ham y ga bog'liq bo'lmagan shunday 8 = 8(E) > 0 topilib, 

t' > 8, t" > 8 tengsizliklarni qanoatlantiruvchi "ill', (" va "iIy E E da 

" J f(x,y)dx < E 

" 
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli. 

Bu teoremaning isboti ravshan. 
3°. Parametrga bog'liq xosmas integrallarning parametr bo'yicha 

tekis yaqinlashish alomatlari. 
2- teorema. (Veyershtrass alomati.) Aytaylik, f(x,y) funksiya 

M = {( x, y ) E R2 : x E [a, +00 ), Y EEc R} 

to'plamda berilgan va harbirtayinyE Edaf(x,y) funksiya [a,+oo) da 
integrallanuvchi bo'lsin. 

Agar [a,+oo) da aniqlangan shunday <p(x) funksiya topilsaki, 
1) \;;Ix E [a,+oo), "iIy E E uchun if(x,y)i ~ <p(x) bo'lsa, 

+~ 

2) ushbu f <p(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda 
a 
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+-

F(y) = J f(x,y)dx 
a 

integral E to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. 
+-

.... Modomiki, J <p(x)dx yaqinlashuvchi ekan, u holda "lE > 0 olin-
a 

ganda ham shunday 0 = O(E) > 0 topiladiki, t' > 0, t N > 0 bo'lganda 

t" 

J f(x,y)dx < E 

t' 

tengsizlik bajariladi. Ayni paytda, 

t" t" t" 

J f(x,y)dx ~ J if(x,y)i dx ~ J <p(x)dx, (t' < t
N

) 

t' t' t' 

bo'lganligi sababli 

t" J f(x,y)dx < E 

t' 

bo'ladi. Yuqorida keltirilgan 1- teoremaga muvofiq 

-F(y) = J f (x,y)dx 
a 

integral E to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. ~ 

+-

4- misoI. Ushbu J COSX{ dx, (y E E = (-00,+00)) 
o 1+x 

integralning tekis yaqinlashuvchi ekani ko'rsatilsin . 

.... Ravshanki, "Ix E [0,+00) va 'Vy E (-00,+00) uchun 

bo'ladi. Ayni paytda, 
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+~ 

J 1 dx 
1+x2 o 

xosmas integral yaqinlashuvchi bo'lganligi sababli Veyershtrass 
alomatiga ko'ra berilgan integral E = (-00, +00) da tekis yaqinlashuv­
chi bo'ladi. ~ 

Integrallarning tekis yaqinlashishini aniqIashda ko'p foydala­
niladigan Abel hamda Dirixle alomatlarini isbotsiz keItiramiz. 

3- teorema. (Abel alomati.) f(x,y) va g(x,y) funksiyaIar 

M ={(X,Y)E R2 :XE [a,+oo), yE Ec R} 

to'plamda berilgan bo'lib, quyidagi shartlar bajarilsin: 
1) harbirtayin yE E dag(x,y) funksiya [a,+oo) da monoton bo'lsin; 
2) 'It (x, y) E M uchun Ig (x, y)1 ~ c, (c = const) bo'lsin; 

+~ 

3) ushbu J f (x, y) dx integral E to'plamda tekis yaqinlashuvchi 
a 

bo'lsin. U holda 
+00 J f(x,y)g(x,y)dx 
a 

integral E to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. 
4- teorema. (Dirixle alomati.) f(x,y) va g(x,y) funksiyalar M to'p­

lamda berilgan bo'lib, quyidagi shartlar bajarilsin: 
1) 'It t ~ a hamda 'It tEE da 

t J f (x, y) dx ~ c, Cc = const) 
a 

tengsizlik bajarilsin; 
2) har bir tayin yE E da g(x,y) funksiya limit funksiya q>(x)=O ga 

tekis yaqinlashsin. U holda 

+00 J f(x,y)g(x,y)dx 
a 

integral E to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. 
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5- misol. Ushbu 

+<>0 • 

f smxy d -- x, 
x 

o 
(y E E = [1,2]) 

integral tekis yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin . 
.... Berilgan integralda 

1 f (x, y ) = sin xy, g (x, y ) = -
x 

deyilsa, u holda 

1) Vt > 0, Vy E [1,2] uchun 

t t f f(x,y)dx = f sinxydx = Il-costyl $ 2, 
o 0 y 

2) x ~ +00 da g(x,y) =! funksiya E= [1,2] da noiga tekis 
x 

yaqinlashuvchi. 
Dirixle alomatiga ko'ra berilgan integral E= [1, 2] da tekis yaqin­

lashuvchi bo'ladi. ~ 

Masbqlar 

+<>Of Y cos xy2 dx 
1. Ushbu integralning E = [2, 10] to'plamda tekis 

y+xY 
o 

yaqinlashishi isbotlansin. 

+<>0 

2. Ushbu f~, (y > 1) integral tekis yaqinlashishga tekshirilsin. 
l+xY o 

3. AytaylikJ(x) funksiya R da uzluksiz bo'lib, VXE R daf(x) ;?: 0 
bo'lsin. Ushbu 

+<>0 o f f(y-x)dx, f f(y - x)dx 
o 

integrallarning y parametr bo'yicha ixtiyoriy chekli [a,b] eR seg­
mentda tekis yaqinlashuvchi bo'lishi isbotlansin. 
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78- ma'ruza 
Parametrga bog'liq xosmas integrallarning 

funksional xossalari 

Ushbu ma'ruzada parametrga bog'liq xosmas integral 

+00 

F(y) = f f(x,y)dx 
a 

ning limiti, uzluksizligi, differensiallanishi hamda integrallanishi 
masalalarini bayon etamiz. 

1°. F(y) funksiyaniog limiti. Aytaylik, f(x,y) funksiya 

M = {( x, y ) E R2 : X E [a, +00 ), Y EEc R} 

to'plamda berilgan, Yo E R esa E to'plamning limit nuqtasi bo'lsin. 
1- teorema. f(x,y) funksiya quyidagi shartlami bajarsin: 
1) har bir tayin yE E daf(x,y) funksiya X o'zgaruvchining funk­

siyasi sifatida [a,-too) da uzluksiz; 
2) y ~ Yo da f(x,y) funksiya ixtiyoriy [a, I] da (a < I < 00) limit 

funksiya <p(x) ga tekis yaqinlashsin; 
+00 

3) ushbu F(y) = f f(x,y)dx integral Eto'plamda tekis yaqinla-
a 

shuvchi bo'lsin. U holda y ~ Yo da F(y) funksiya limitga ega va 
+00 

Hm F(y) = f <p(x)dx 
y--+Yo 

a 

bo'ladi. 
.... Teoremaning 1- va 2- shartlarining bajarilishidan <p(x) funk­

siyaning [a,-too) da uzluksiz bo'lishini topamiz. Binobarin, <p(x) 
ixtiyoriy [a,l] da (a < I < 00) integrallanuvchi bo'ladi. Modomiki, 

+00 

F(y) = f f(x,y)dx 
a 

integral Eto'plamda tekis yaqinlashuvchi ekan, u holda 77- ma'ruza­
dagi 1- teoremaga ko'ra 

231 



'V£ > 0, 38 = 8(£) > 0, (' > 8, tIt > 8, 'Vt', f", 'Vy E E: 

(" 

f J(x,y)dx < £ 

t' 

bo'ladi. Keyingi tengsizlikda, y ~ Yo da limitga o'tsak, u holda 
(" 

f <p(x)dx 5 £ 

(' 

tengsizlik hosil bo'ladi. Bundan <p(x) funksiyaning [a,+oo) da integ­
rallanuvchanligi kelib chiqadi. Ushbu 

+00 +00 

f J(x,y)dx- f <p(x)dx 
a a 

ayirmani qaraymiz. Uning uchun quyidagi tengsizlik bajariladi: 
+00 +00 

f J (x,y)dx - f <p(x)dx 5 
a a 

t +00 +00 

5 fIJ(x,y) -<p(x)ldx + f J(x,y)dx + f <p(x)dx, (a < f < 00). (1) 
a 

Bu tengsizlikning o'ng tomonidagi qo'shiluvchilami baholaymiz. 

+00 

f J (x,y) dx integral E to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'lganligi 
a 

sababli, 

bo'ladi. 
+00 

f <p(x)dx 
a 

integral yaqinlashuvchi bo'lganligi sababli 
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+00 

"lE > 0,302 = O2 (E) > 0, "It > O2 : f q>(x)dx < i (3) 

ifodaga ega bo'lamiz. 

Ravshanki, "It> 00 : (00 = max( 0}02 ») da (2) va (3) tensizlik1ar bir 
yo'la bajariladi. Funksiya f(x,y) y ~ Yo da [a,/] segmentda (I > (0) 

limit funksiya q>(x) ga tekis yaqinlashuvchi bo'lganligi sababli 

"IE>0,30'=0'(E»0, iY-Yoi<o', "IYEE, "IxE[a,/], (a<l<oo) 

if(x, y) - q>(x)i < 3(t~a) 
bo'ladi. (1), (2), (3) va (4) munosabatlardan 

+- +~ 

f f(x,y)dx- f q>(x)dx <E 

a a 

bo'lishi kelib chiqadi. Demak 

+00 +-

lim F(y)= tim ff(x,y)dx=fq>(x)dx. ~ 
y--> Yo Y--> Yo 

a a 

Keyingi tenglikni quyidagicha ham yozish mumkin: 

+~ +~ 

Hm f f (x, y) dx = f [ lim f (x, y)] dx . 
Y-->~ Y-->~ 

a a 

(4) 

+- . +- . 

1- misol. Ushbu Hm f e-XY Sin X dx = f Sin X dx tenglik isbot-
y-->+o X X 

a a 

lansin . 

.... Agar q>(x) = sin x funksiyaning x = 0 nuqtadagi qiymatini 
x 

q>(0)=1 deb olinsa, u holda 

f ( ) -xy sinx x,y = e -
x 

funksiya {(X,y)E R2: XE [O,+oo),YE [O,+oo)} to'plamda uzluksiz 

bo'ladi. 
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Ravshanki, har bir tayin yE [0,+00) daf(x,y) funksiya x o'zga­
ruvchining funksiyasi sifatida [0,+00) da uzluksiz bo'lib, y ~ +00 da 

bu funksiya ixtiyoriy [0, t] da (0 < t < 00) q>(x) = sin x funksiyaga 
x 

tekis yaqinlashadi. Endi 

+-0 , J e-XY SI: x dx 
o 

xosmas integralni parametr y bo'yicha [0,+00) da tekis yaqinlashuvchi 
bo'lishini ko'rsatamiz. 

Agar 77- ma'ruzada keltirilgan Abel alomatida f(x,y) funksiya 

sifatida sin x ; g(x,y) funksiya sifatida e-XY funksiyalar olinsa, ular 
x 

uchun Abel alomati barcha shartlarining o'rinli bo'lishini ko'rsatish 
qiyin emas. Demak, alomatga ko'ra 

+-> , J e-xy SI: x dx 
o 

integral tekis yaqinlashuvchi. 
Yuqorida keltirilgan 1- teoremaga binoan 

+-> +-0 

I, J -xy sin x dx - J (1' -xy sin X) dx Im e -- - Im e --
Y-HO X y-+tO X o 0 

+-> , +->. 

bo'lib, undan lim J e- xy smx dx = J smx dx bo'lishi kelib 
Y-HO x x 

chiqadi. ~ 
o 0 

2". }{y) funksiyaning uzluksizligi. Aytaylik, f(x,y) funksiya 

Mo ={(X,Y)E R2 :XE [a, +00), YE [c,d]} 

to'plamda berilgan bo'lsin. 
2- teorema. Agar f(x,y) funksiya Mo to'plamda uzluksiz bo'lib, 

+~ 

F(y)= J f(x,y)dx 
a 

integral [c,d] da tekis yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda F(y) funksiya 
[c,d] da uzluksiz bo'ladi. 
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~ Ixtiyoriy Yo E [c,d], Yo + L1y E [c,d] nuqtalarni o lib , F(y) 
funksiyaning orttirmasini topamiz: 

+-0 

L1F(yo) = F(yo + L1y) - F(yo) = f [f(x,yo + L1y) - f(x,yo)] dx. 
a 

+-0 

Shartga ko' ra f f (x, y) dx integral [c, d] da tekis yaqinlashuvchi. 

U holda a 

+-0 

'VE>0,30=0(£»0, 'Vto >0, 'VYE[c,d]: f f(x,y)dx <~ (5) 

fO 

bo'ladi. Ravshanki, f(x,y) funksiya 

Mfo ={(X,Y)E R2 :XE [a,to], YE[c,d]}, (a<to <+00) 

to'plamda tekis uzluksiz bo'ladi. U holda 

'VE > 0, 30) = 0) (E) > 0, ily < od£) : 

If(x,Yo+L1y)-f(x,yo)I<3( £ ) 
to-a (6) 

ga ega bo'lamiz. Agar 00 = max {o, 01} deyilsa, uning uchun (5) va 

(6) tengsizliklar bir yo'la bajariladi. (5) va (6) munosabatlarni e'tiborga 
olib topamiz: 

+-0 

IL1F(Yo)l= f[f(x,yo +L1y)-f(x,yo)]dx ~ 
a 

fO +-0 +-0 

~ f If(x, Yo + L1y) - f(x, Yo )dxl + f f(x, Yo + L1y)dx + f f(x, Yo) < E. 

a fo fO 

Demak, lim L1F(yo) = 0. 
dy-tO 

Bu esa F(y) funksiyaning [c, d] oraliqda uzluksizligini bildiradi. ~ 

+-0 2 

2- misol. U shbu F (y) = f e -( x-y) dx integral y parametrning uz-
o 

luksiz funksiyasi bo'lishi ko'rsatilsin. 
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... Berilgan integralda x - y = t almashtirish bajaramiz. U holda 

+- 0 +00 Y +00 

F (y) = J e-,2 dt = J e-,2 dt + J e-,2 dt = J e-,2 dt + J e-,2 dt 
-y -y 0 0 0 

bo'lib, bu yig'indining har bir qO'shiluvchisi y ning uzluksiz funksiyasi I 

bo'lgani uchun berilgan integral y parametrning uzluksiz funksiyasi I," 

bo'ladi. ~ 
30. F(y) funksiyani differensiallash. Faraz qilaylik,J(x,y) funksiya 

Mo to'plamda berilgan bo'lsin. 
3- teorema. J(x,y) funksiya quyidagi shartlarni qanoatlantirsin: 
1) J(x,y) funksiya Mo to'plamda uzluksiz; 
2) J;(x,y) xususiy hosila mavjud va u Mo to'plamda uzluksiz; 
3) Har bir tayin yE [c, d] da 

+00 

F(y) = J J(x,y)dx 
a 

integral yaqinlashuvchi; 
+0-

4) Ushbu J J;(x,y)dx integral rc, d] da tekis yaqinlashuvchi. 
a 

U holda Ry) funksiya rc, d] da F(y) hosilaga ega va 
+0-

F'(y) = J J;(x,y)dx 
a 

bo'ladi. 
... Yo E [c, d], Yo + ~y E [c, d] nuqtalarni olib, topamiz: 

+~ 

F(YO+Ay)-F(yo) = J f(x,YO+AY)-/(X,yo) dx. 
AY Ay 

a 

Lagranj teoremasiga ko'ra 

f(x,yo+A:;- f(x,yo) = J;(x, Yo + e~y), (0 < e < 1), 

+~ 

F(YO+A:;-F(Yo) = J J;(x,yo + e~y)dx 
a 
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bo'ladi. Dernak, 

+-

lirn F(Yo+6.y)-F(yo) = lirn f f,'(X,Yo + e~y)dx. (7) 
tJ.y~o 6.y tJ.y~o y 

a 

Shartga ko'ra f;(x,y) funksiya Mo to'plamda uzluksiz. Kantor 

teoremasiga binoan u 

M t = {(x,y) E R2 : X E [a,t], yE [c,d]}, (a < t < 00) 

to'plarnda tekis uzluksiz bo'ladi. U holda 

"le> 0, 38 = 8(e) > 0, I~YI < o(e), Vx E [a,t], 

!f;(x,yo + e~y) - f;(x,yo)! < e 

bo'ladi. Dernak, ~y ~ ° da f;(x,yo + e~y) funksiya f;(x,yo) ga 

tekis yaqinlashadi. Shartga ko'ra 

a 

integral tekis yaqinlashuvchi. U holda 

Ve>O, 30=0(e»0, (>0, t" > o,V(,t", VYE[c,d]: 

jurnladan, 

t" 

t" 

f f;(x,y)dx < e, 
l' 

f f;(x,yo + e~y)dx < e 
l' 

bo'ladi. Keyingi tengsizlikning bajarilishidan esa 

+<0 f f;(x,yo +e~y)dx 
a 

integralning tekis yaqinlashuvchanligi kelib chiqadi. Ushbu ma'ruzada 
keltirilgan 1- teorernani (7) tenglikning o'ng tomoniga qo'llab, to­
pamiz: 
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+- +00 

lim J J;(x,yo + et"y)dx = J [lim J;(x, Yo + et"y)] dx = 
6y~O 6y~O 

a a -= J J;(X,yo )dx. 
(8) 

a 

(7) va (8) munosabatlardan 
+00 

F'(Yo) = J J;(x,yo)dx (9) 
a 

bo'lishi kelib chiqadi. 
(9) munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin: 

+00 +00 

~ J J(x,y)dx = J af~,y) dx . 
a . a 

Bu differensiallash amalini integral ostiga o'tkazish qoidasini ifo­
dalaydi. ~ 

4°. IV) funksiyani integraIlash. Aytaylik, J(x,y) funksiya 

Mo ={(X,y)E R2 :XE [a,+oo), YE [e,dJ} 

to'plamda berilgan bo'lsin. 
4- teorema. Agar J(x,y) funksiya Mo to'plamda uzluksiz va 

+00 

F(y) = J J(x,y)dx integral [e, d] da tekis yaqinlshuvchi bo'lsa, u 
a 

holda F(y) funksiya [e, d] da integrallanuvchi va 

! F(y)dy = HI !(x,y) dx] dy = m !(x,y)dy]dx 

bo'ladi. 
.... Ravshanki, F(y) funksiya [e, d] da uzluksiz bo'ladi. Binobarin, 

u [e, d] da integrallanuvchi. Shartga ko'ra 
+00 

F(y) = J J(x, y)dx 
a 

integral [e, dJ da tekis yaqinlashuvchi. U holda 
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f 

,I 

-\1'E>0,30=O(E»0, \1't>O, \1'ye[c,d]: J f(x,y)dx <E 
t 

bo'ladi. Shu tengsizlik bajariladigan t ni olib topamiz: 
_ f +-0 

J f(x,y)dx= Jf(x,y)dx+ J f(x,y)dx. 
a a 

Natijada 

HT f(X,Y)dx]dY~m f(X,Y)d+Y + HT f(X'Y)dx]dy~ 
~ HJf(X,Y)dY]dx+1[7 f(X,y)dx]dy 

bo'ladi. Agar 

d I [d ] d _ f F(y)dy -! f f(x,y)dy dx ::; f f f(x, y)dx dy < E(d - c) 

bo'lishini e'tiborga olsak, u holda 

d I [d ] ~ [d ] ! F(y)dy = ~~! f f(x, y)dy dx = ! ! f(x, y)dy dx 

bo'lib, 

HT f(x, y)dx] dy ~ W f(x, y)dy ] dx 

ekanligi kelib chiqadi. ~ 

Masbqlar 

1. Agar f(x) funksiya (0, 00) da integrallanuvchi bo'lib, 

F(y) = J e-YX f(x)dx 
o 
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- -
bo'lsa, Hm F(y) = Hm fe-YX f(x)dx = ff(x)dx 

Y-HO Y-HO o 0 

bo'Hshi isbotlansin. 

- 2 
2. Ushbu F(y) = f e-Y Xydx, (-00 < y < +00) funksiya uzluksiz-

o 
Hkka tekshirilsin. 

79- ma'ruza 
Ba'zi xosmas integraUarni hisoblash 

Parametrga bog'Hq integrallar va ulaming funksional xossalaridan 
foydalanib, ba'zi xosmas integrallami hisoblaymiz. - . r. f SI: x dx integralni hisoblash. Bu integralning yaqinlashuv-

o 
chiligi 77 - ma'ruzada keltirilgan. 

Ma'lumki, 

Bu tenglikdagi 

+-

f e-XY sinxdx = _1_. 
l+y2 o 

-F (y) = f e-XY sin xdx 
o 

(1) 

parametrga bog'liq integral y parametr bo'yicha ixtiyoriy It, A] da 
(t> 0) tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. Bu tasdiq 

-le- XY sin xl < e-ty, f e-ty dx = ~ 
o 

bo'lishi hamda Veyershtrass alomatini qo'llashdan kelib chiqadi. (1) 
tenglikni integrallab topamiz: 

f f e- xy sin x dx dy = f --2 dy = arctg A - arctg t. A[_ 1 A 1 

tOt l+y 
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Bu tenglikning chap tomonidagi integral uchun 

f f e-xy sin xdx dy = f f e-XY sin xdy dx = f e ~e sin xdx A [+00 1 - [A 1 +00 -tx -Ax 

( 0 0 ( 0 

va \:Ix ~ 0 da Isin xl ::; x bo'lib, 

- Ax -f e- . d f -Axdx 1 ----x- sm x x::; e = A 
o 0 

bo'ladi. Natijada A ~ +00 da - . 
7t f -tx smx d - - arctg t = e -- x 
2 x 

(2) 
o 

bo'lishi kelib chiqadi. Endi 

+~ -
lim f e-ty sin x dx = J sin x dx 
(-HO x X 

o 0 

tenglikning o'rinli ekanini (qaralsin, 78- ma'ruza) e'tiborga olib (2) da 
t ~ +0 da limitga o'tib topamiz: - . 

J Sin X dx = ~ 
x 2' 

o -zo. J sinxYx dx integralni hisoblash. Bu integralning (-00, +00) da 
o 

yaqinlashuvchi bo'lishi ravshan. Aytaylik, y > 0 bo'lsin. Bu holda 
integralda yx = t almashtirish bajarib topamiz: -. -. 

f Sin yx dx = J Sin t dt = ~ 
x t 2· 

o 0 

Aytaylik, y < 0 bo'lsin. Bu holda qaralayotgan integralda yx = -t 
almashtirish bajarib topamiz: -. -. 

f Sin yx dx = - f Sin t dt = - ~ 
x t 2 . 

o 0 
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Aytaylik, y = 0 bo'lsin. Bu holda 

bo'ladi. Demak, 

1t 
2' agar y > 0, 

0, agar y = 0, 
1t 

-2' agar y < 0, 

ya'ni 
+00 • 

J smyx 1t. -- dx = - slgny 
x 2 

bo'ladi. 
o 

+00 a-I 

3°. J ~+X dx integralni hisoblash. Avvalo bu parametrga bog'­
o 

liq xosmas integralni yaqinlashuvchanlikka tekshiramiz. Buning uchun 
berilgan integralni quyidagicha yozib olamiz: 

+00 a-I I a-I +00 a-I 

F(a)= J ~dx=J~dx+ J ~dx. 
l+x l+x l+x 

o 0 I 

Aytaylik, 0 < X < 1 bo'lsin. Bu holda 

bo'lib, a > 0 da ushbu 

a-I 
X a-I --<x 
l+x 

I J xa-Idx 

o 
integralning yaqinlashuvchi bo'lganligidan, a > 0 da 

1
1 xa-I 
-dx 
l+x 

o 
integralning ham yaqinlashuvchi bo'lishi kelib chiqadi. 
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Aytaylik, x ~ 1 bo'lsin. Bu holda 

bo'lib, a < 1 da ushbu 

-f x a
-

2dx 
I 

integralning yaqinlashuvchi bo'lganligidan, a < 1 da 

-f xa
-

I 
-dx 
l+x 

I 

integralning ham yaqinlashuvchi bo'lishi kelib chiqadi. 
Demak, qaralayotgan 

- a-I 
F(a) = f ~--- dx 

l+x 
o 

integral 0 < a < 1 da yaqinlashuvchi bo'ladi. 
Endi F(a) integralni hisoblaymiz. Ma'lumki, 0 < x < 1 da 

_1_ = f (-ll Xk 
l+x k=O • 

Bu tenglikdan 

a-I ~ 

~ = L (_Ok X a+k- I 

l+x k=O 

bo'lishini topamiz. Tenglikning o'ng tomonidagi qator [aO' bol da 

(0 < aO ~ x ~ bo < 1) tekis yaqinlashuvchi bo'lib, uning qismiyyig'indisi 

n-I a-I ( ( )n) 
S (x) = "(_Ok X a+k- I = ~~~~_=-x_ 

n £.J l+x 
k=O 

bo'ladi. Agar '\In EN, '\Ix E (0,1) uchun 
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1 

tengsizlikni hamda J xa-1dx, CO < a < 0 integralning yaqinlashuvchi 
o 

ekanligini e'tiborga olsak, u holda Veyershtrass alomatiga ko'ra 
1 J Sn(x) dx 
o 

tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. Demak, 
1 1 

y~J Sn(x)dx = J (!~~ Sn(x»)dx , 
o 0 

ya'ni 

Hm f(~ c-ll X
a

+
k

-
I Jdx = f(lim ~ C_Ok 

X
a

+
k

-
I Jdx = f xa

-

I 

dx 
n-+- k 0 n-+- k 0 l+x o ~ 0 ~ 0 

bo'ladi. Demak, 

1 all (n-I J J ~ dx = lim J L C_l)k X
a
+

k
-

I dx = 
l+x n-+~ k 0 o 0 ~ 

n-I 1 n-I k 
= L J (-ll X a+k- I ) dx = L (-l) . 

k~O 0 k~O a+k 
(4) 

+- a-I 

Endi J ~1 dx integralda X =! almashtirish bajarsak, u holda 
+x 1 

1 

~J x a- I JI r a JI 1(1-a)-1 
-dx= -dt= --dt 
l+x 1+1 1+1 
100 

bo'lib, yuqoridagi (4) munosabatga ko'ra 

~J xa- I _ ~ (_Ok 
-dx-£.J-

I l+x k~1 a-k 

bo'ladi. (3), (4) va (5) munosabatlardan 
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---dx=-+ ~(-I) -+-+J~ x G
-

1 1 ~ k [1 1 ] 
I l+x a fj a+k a-k 

bo'lishi kelib chiqadi. Ma'lurnki, 

-+ (-1) -+- =--1 L~ k[ 1 1] 1t 

a k=1 a+k a-k sin a1t ' 
(0 < a < 1) 

(qaralsin, 76-rna'ruza). Dernak, quyidagi ifoda kelib chiqadi: 

-J xG
-

1 
1t -dx=--

l+x sin a1t ' (0 < a < O. 
o 

+~ 

4°
0 

Jf(ax)-f(bX)d 0 10ho bl h B d f()f k' .... _.- x mtegra DJ ISO as 0 un a x un slya 
x 

o 
+~ 

[0, +00] da uzluksiz, istalgan A > 0 da J f~X) dx integral yaqinla­
A 

shuvchi va a > 0, b > O. 
Berilgan integralni quyidagi ikkita integralning lirniti deb qarayrniz: 

+J~ f(axl-f(bx) dx = lirn[-J f(axl dx _ -J f(bX1dx ]. 
x ~o x x 

000 

Bu tenglikning o'ng tornonidagi birinchi integralda ax = t, ikkinchi 
integralda bx = t alrnashtirishlarni bajarib toparniz: 

_ _ _ bO 

J 
f(ax)- f(bx) dx = Hrn J f(t) dt - lirn J f(t) dt = lirn J f(t] dt . 

x 0-+0 t 0-+0 t 0-+0 t 
o GO bO GO 

Ravshanki,f(t) - uzluksiz funksiya, ! funksiya esa ishora saqlaydi 
t 

(chunki a > 0, b> 0, X E (0, + 00). Dernak, 

bO J f;t) dt 
GO 

integralda o'rta qiyrnat haqidagi teorernani qo'llash rnurnkin: 
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ho ho 

5 f{t) dt = f (~) 5 dt 
t t . 

ao ao 

Natijada 
hO hO 

lim 5 f(t) dt = limf(~)5!dt = limf(~)ln~ 
o~o t O~O t O~O a 

(7) 
ao ao 

bo'ladi. Modomiki, ~ nuqta ao bilan bO orasida ekan, 0 ~ 0 da ~ ~ 0 va 

lim f (~) = f (0) (8) 
~~o 

bo'ladi. (6), (7) va (8) munosabatlardan 

-5 f(ax)- f(bx) dx = f (0) In ~ 
x a 

o 
bo'lishi kelib chiqadi. 

5°. Ba'zi xosmas integrallaming qiymatlari. Quyida ba'zi xosmas 
integrallarning qiymatlarini keltiramiz: 
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-5 _x
2 dx - ,fit 1. e -T. 

o 

3 +5~ cosx2dx = Ji . 2 . 
o - . 

5 
x Sill xy d Tt. -Iyl 

5. 2 X = "2s1gnye . 
o l+x 

+5~ sin4 ax-sin
4 

bx dx = ~ In ~ 
7. x 8 b· 

o 

2. 7 sinx'dx = ~. 
o -5 cos xy dx = ~ e -Iyl 

4. 1 2 2 . o +x 

-5 sinx
2 

dx = ~ 
6. x 4· 

o 

-5 e-ax _e-hx . b a 
8. smnxdx = arctg--arctg-, (a>O,b>O,n:;t:O). 

x n n 
o 

-5 e-ax _e- hx 1 if +n2 
9. cos nx dx = "2 In -2--2 . 

o x a +n 



Masbqlar 

1. Ushbu +f~ I-cosxy e-kx = ! In(l + y2} (y > 0, k > 0) tenglik 
x 2 ~ o 

isbotlansin. 

+00 ( 2 2) 
2 U hb f In I+a x d 

. s U 2 2 X, 
o b +x 

(a > 0, b > 0) integral hisoblansin. 

+~ 

f dx 1t 
3. Ushbu -2- = 2 c, (a > 0) tenglikdan foydalanib, 

o x +a '\fa 

integral hisoblansin. 

+00 

f dx 
----, (nE N) 
(x2 +a)n+1 o 

80- ma'ruza 
Eyler integrallari 

Biz 48- ma'ruzada ushbu 

I f xa- I 0- X)b-I dx 
o 

xosmas integralning a > 0, b > 0 bo'lganda yaqinlashuvchi ekanligini, 

+00 f xa-1e-xdx 
o 

xosmas integralning esa a > 0 bo'lganda yaqinlashuvchiligini isbot­
lagan edik. 

Ravshanki, bu xosmas integrallar a va b larga bog'liq, ya'ni para­
metrga bog'liq xosmas integrallar bo'ladi. 

10. Beta funksiya va uoing tekis yaqiolasbuvcbaoligi. U shbu 

1 f x a- I 0- X)b-I dx 

o 
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parametrga bog'liq xosmas integral beta funksiya (/- tur Eyler integrali) 
deyiladi va B(a,b) kabi belgilanadi: 

I 

B(a,b)= Jxa-1
(1-X)b-

1dx, (a>O,b>O). 
o 

Demak, beta funksiya 

{(a,b)E R2 :aE (O,-too),bE (O,-too)} 

to'plamda aniqlangan funksiya. 
1- teorema. Ushbu 

I 

B(a, b) = J x a-1 (1- X)b-l dx 
o 

integral Mo = {(a, b) E R2 : a E [ao, -too), b E [bo, -too), ao > 0, bo > O} 
to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. 

.... B(a, b)funksiyani ifodalovchi integralni ikki qismga 

I 2 I J x a-1 (1- X)b-l dx = J x a-1 (1- X)b-l dx + J x a-1 (1- X)b-l dx 
o 0 I 

2 

ko'rinishda ajratib, har bir integralni tekis yaqinlashishga tekshiramiz. 

Parametr a ~ ao, (ao > 0), 'db> 0, 'dx E (0, IJ da 

x a- 1 (1- X)b-l ~ xao -I (1- X)b-I ~ 2xao -1 

va a > 0 bo'lganda 

I 
2 J xa-1dx 

o 

integralning yaqinlashuvchi bo'lishidan Veyershtrass alomatiga ko'ra 
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2 J x a
- 1 (1- X)b-l dx 

o 



integralning a ~ ao, (ao > 0) da tekis yaqinlashuvchanligini topa­

miz. Shuningdek, parametr b ~ bo, (~ > 0), \:;la> 0, \:;Ix e G, 1] da 

x a- 1 (1 - X)b-l ::; xa- 1 (1 - X)~-I ::; 2 (I _ X)~-l 

va b > 0 bo'lganda 
1 1(1- X)b-l dx 
1 
2 

integralning yaqinlashuvchi bo'lishidan Veyershtrass alomatiga ko'ra 

1 

I x a- 1 (1- X)b-l dx 
1 
2 

integralning b ~ ~, (~ > 0) da tekis yaqinlashuvchi bo'lishini topa­
miz.Demak, 

1 

B(a, b) = I x a- 1 (1- X)b-I dx 
o 

integral Mo = {(a,b) e R2 : ae [00,+00), be [bo,+OO), 00 > 0, bo > O} 
to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. ~ 

Natija. B(a, b) funksiya 

M = {(a,b)e R2 : ae (O,+oo),be (O,+oo)} 

to'plamda uzluksiz bo'ladi. 

1 

.... Bu tasdiq I x a
-

1 (1- X)b-l dx 
o 

integralning tekis yaqinlashuvchanligi hamda integral ostidagi funksiya­
ning M to'plamda uzluksiz bo'lishidan kelib chiqadi. ~ 

ZO. B(a, b) funksiyaoing xossalari. Endi 

1 

B(a,b)= Ixa
-
1(1-x)b-1dx 

o 
funksiyaning xossalarini keltiramiz. 
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1) B(a, b) funksiya a va b argumentlariga nisbatan simmetrik 
funksiya, ya'ni: 

B(a,b) = B(b,a), (a> O,b > 0) . 
.... B(a, b) ni ifodalovchi integralda x = 1 - 1 almashtirish bajarib 

topamiz: 

I 0 

B(a, b) = f xa-I (1- X)b-I dx = - f (1- 1)a-1 tb-I dt = 
o I 

I 

= f tb-I (1- l)a-1 dt = B(b, a). ~ 
o 

2) B(a, b) funksiyani quyidagicha ifodalash ham mumkin: 

-f ta-I 
B(a,b) = bd1. 

(1+1)a+ 
o 

(1) 

.... B(a, b) ni ifodalovchi integralda X = -1 t almashtirish bajarib 
+t 

topamiz: 

I -+00 a-I b-I -+00 a-I 
B(a, b) = fxa-I(l-x)b-I dx = f (_t) (1- _t) ~ = f t dl. ~ 

l+t l+t (l+t)2 (l+t)a+b 
o 0 0 

Agar (1) da b = 1- a, (0 < a < I) deyilsa, u holda 

-f ta-I 1t 
B(a, 1 - a) = - dt = -.-

l+t Sin 1ta 
o 

bo'ladi. Xususan: B (~,~) = 1t. 

3) B(a, b) funksiya uchun ushbu 

B(a + l,b) = ~b B(a,b), (a> 0, b > 0) 
a+ 

formula o'rinli bo'ladi. 
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I 

.... Ravshanki, B(a + 1, b) = J xa (l - X)h-I dx . 
o 



Bu integralni bo'laklab integrallaymiz: 

1 1 1 

B(a+ l,b) = I xa(l- xl-l dx = -bI xad«(l- X)b) = 
o 0 

1 1 

=_!xa(1-X)bl +~Ixa(1_x)bdx= 
bob o 

= E J xa-l (1 - X)b = E [J Xa-l (1 - X)b-l dx - J xa (1- X)b-l dX] = 

o 0 0 

= E B(a, b) - E B(a + 1, b). 

Natijada 

B(a + l,b) = 7;B(a,b) -7;B(a + l,b) 

bo'lib, undan 

a 
B(a + l,b) = -b B(a,b) 

a+ 
bo'lishi kelib chiqadi. ~ 

B(a, b) funksiya simmetrik bo'lganligidan 

b 
B(a,b + 1) = -b B(a,b) 

a+ 

ifodani yozish mumkin. 

(2) 

(3) 

Natija. B(m, n) funksiyaga (m EN, nE N) (2) va (3) formula­
larni takror qo'llash natijasida 

B(m n) = (m-1)!(n-1)! 
, (m+n-1)! 

bo'lishi kelib chiqadi. 
3°. Gamma funksiya va uoing yaqinlashuvchaoligi. Ushbu 

.... 
I xa-le-Xdx 
o 

parametrga bog'liq xosmas integral gamma funksiya (2- tur Eyler 
integrali) deyiladi va r(a) kabi belgilanadi: 
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-r(a) = f xa-1e-xdx. 
o 

Demak, gamma funksiya (0, +00) da aniqlangan funksiya. 
+00 

2- teorema. Ushbu r(a) = f xa-1e-xdx 
o 

integral [an, l~d da (0 < an < bo < +00) tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. 
.... r(a) funksiyani ifodalovchi integralni ikki integral yig'indisi 

sifatida yozib olamiz: 
1 +00 

r(a)= fxa-1e-xdx+ f xa-1e-xdx. 
o 1 

So'ngra ikkala integralning ixtiyoriy [an, bo ] segmentda 
(0 < an < bo < +00) tekis yaqinlashuvchi bo'lishini ko'rsatamiz. Para­
metr a ~ ao (ao > 0), \ix E (0,1] da 

xa-1e-x $ xao -I 

1 

va ao > 0 da f xao-1dx 
o 

integralning yaqinlashuvchi bo'lishidan Veyershtrass alomatiga ko'ra 

1 

f xa-1e-xdx 
o 

integralning a ~ ao da tekis yaqinlashuvchi bo'lishi kelib chiqadi. 
Shuningdek, parametr a $ bo, \ix E [1, +00) da 

+00 

xa-I e-x $ xllJ -I e-x va f xllJ -I e-x dx 
1 

integralning yaqinlashuvchi bo'lishidan yana Veyershtrass alomatiga 
ko'ra 
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integralning a $ bo da tekis yaqinlashuvchi bo'lishini topamiz. Demak, 

+-

r(a) = J xa-1e-xdx 
o 

xosmas integral [ao, b01 da tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. ~ 
Natija. na) funksiya (0, -too) da uzluksiz bo'ladi. 
~ Bu tasdiq 

+-J xa-1e-xdx 

o 
integralning tekis yaqinlashuvchiligi hamda integral ostidagi funk­
siyaning M = {(x, a) E R2 : x E (0, -too), a E (0, -too)} da uzluksiz bo'li­
shidan kelib chiqadi. ~ 

4°. r(a) funksiyaoing xossalari. 1) Gamma funksiya (0, -too) da 
barcha tartibdagi uzluksiz hosilalarga ega va 

bo'ladi. 

+-

r(n) (a) = J xa- I e-x (In xt dx, (n = 1,2,3 .... ) 
o 

+-

~ Ravshanki, r(a)= J xa-1e-xdx 

o 

integralostidagi f(x, a) = ~-I e- x funksiya 

M = {(x,a)E R2 : XE (O,-too),aE (O,-too)) 

to'plamda uzluksiz bo'lib, uzluksiz 

f: (x, a) = xa
-
1 e-x In x 

hosilaga ega bo'ladi. Yuqorida aytganimizdek, 

1 +00 

f(a) = J xa-1e-xdx+ J xa-1e-xdx 

o I 

tenglikning o'ng tomonidagi integrallar ixtiyoriy [ao, b01 da 
(0 < £10 < bo < -too) tekis yaqinlashuvchi. 
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1 +-

Ushbu f xa-I In x· e-x dx, f x a-I In x . e-x dx integrallarni qaray-
o 1 

lik. Bu integrallardan birinchisi, a 2: ao > 0 da 

1 

Ixa-I In x . e-x I ~ J<!kl-I IIn xl va f x Oo -I IIn xl dx 
o 

integral yaqinlashuvchi bo'lganligidan Veyershtrass alomatiga ko'ra 
tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. Shuningdek, ikkinchi integral ham 
a ~ bo < +00 da 

+-

Ixa-I In x· e-x I ~ x4J -1 In x· e-x = x4l . eX va f x4J - 1 In x· e-xdx 
I 

integral yaqinlashuvchi bo'lganligidan yana Veyershtrass aIomatiga 
ko'ra tekis yaqinlashuvchi bo'Iadi. Parametrga bog'liq xosmas integraI­
ning parametr bo'yicha differensiallash haqidagi teoremadan foyda­
lanib topamiz: 

.!!...- f(a) =.!!...- fxa-1e- X dx + f ~-l e-x dx = f!!'- (XZ-I e-x ) dx+ 
[

I +- 1 1 

da da da 

Demak, 

o 1 0 

+- +00 

+ f :a (xa-l e-x ) dx = f ~-I . In x· e-x dx. 
1 1 

+-

r'(a) = f xa-I ·In x . e-x dx . 
o 

['(a) funksiyaning [ao, bol da uzluksiz bo'lishi ravshan. 
Xuddi shu yo'l bilan funksiyaning ikkinchi, uchinchi va hokazo 

tartibdagi hosilaIarining mavjudligi, uzIuksizligi hamda 

+-

[(11) (a) = f xa-1e-x (In x)n dx 

bo'lishi ko'rsatiladi. ~ 
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2) r(a) funksiya uchun ushbu 

r(a + 1) = ar(a) (4) 
formula o'rinli bo'ladi. 

+00 

.... Ravshanki, r(a) = f xa-1e-xdx. 
o 

Bu integralni bo'laklab integrallaymiz. Natijada 

+00 -+00 -+00 

r(a+l) = f ~e-xdx=-J ~d(e-X)=_~e-xl~ +aJ ~-le-xdx=m'(a) 
000 

bo'ladi. ~ 

Ma'lumki, a E (0,1] bo'lsa, a + 1 E (1,2] bo'ladi. r(a) funksiya­
ning bu xossasini ifodalovchi (4) munosabat r( a) funksiyaning (0,1] 
dagi qiymatlariga ko'ra uning (1,2] oraliqdagi qiymatlarini, umuman, 
ixtiyoriy (n,n+ 1] dagi qiymatlarini top ish imkonini beradi. 

Natija. r(n) funksiyaga (nE N) (4) formulani takror qo'Uash nati­
jasida (r(1)= 1) 

r(n) = (n -I)! 
bo'lishi kelib chiqadi. 

3) r(a) funksiyaning o'zgarish xarakteri. Ravshanki, 

+00 

r(1) = J e-x dx = 1 . 
o 

Yuqoridagi (4) formulaga ko'ra 

r(2) = 1· r(l) = 1 

bo'ladi. Roll teoremasiga muvofiq, shunday ao (1 < ao < 2) nuqta 
topiladiki, 

r'(ao) = 0 

bo'ladi. Ayni paytda, \;;fa E (0, +00) da 

+00 

r'(a) = f xa-1e-x 1n2 xdx> 0 
o 

bo'lganligi uchun r '(a) funksiya (0,+00) da qat'iy o'suvchi bo'ladi. 
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Binobarin, r '(a) funksiya ao nuqtadan boshqa nuqtalarda nolga aylan­
maydi. Demak, 

+0-

f'(a) = f xa-1e-x In xdx = ° 
o 

tenglama (0,+00) oraliqda yagona yechimga ega. U holda 

° < a < ao da r' (a) < ° , 
ao < a < +00 da r' (a) > ° 

bo'lib, r(a) funksiya Clo nuqtada minimumga ega bo'ladi. (ao = 1,4616 ... , 
r(ao) = min rea) = 0,8856 ... bo'lishi topilgan). 

r(a) funksiya a > ao da o'suvchi bo'lganligi sababli a > n+ 1 
bo'lganda r(a) > r(n+ 1) = n! bo'lib, undan 

lim rea) = +00 
a-++-

bo'lishi kelib chiqadi. Agar a ~ +0 da rea + 1) ~ fO) = 1 hamda 

rea) = r(a+l) 
a 

bo'lishini e'tiborga olsak, u holda 

lim rea) = +00 
a-++O 

ekanligini topamiz. 
5°. Beta va gamma funksiyalar orasidagi bog'lanish. Beta va gamma 

funksiyalar orasidagi bog'lanishni quyidagi teorema ifodalaydi. 
3- teorema. V(a, b) E {(a, b) E R2 : a E (0, +00), b E (0, +oo)} uchun 

B( b) = r(a)·r(b) 
a, r(a+b) (5) 

formula o'rinli bo'ladi. 
+0-

.... Ushbu res) = f xs-1e-xdx 
o 

integralda x = (1 + u)t, (t > 0) almashtirish bajarib, s ni a+b ga 

almashtiramiz. N atijada 
+0-

rea + b) = f (1 + u)a+h-l ta+h- 1 e-(l+u)t (1 + u) dt 
o 
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bo'lib, 

bo'ladi. 
Endi bu tenglikning har ikki tomonini ua- I ga ko'paytirib, so'ngra 

(O,+oo)ora1iq bo'yicha integrallab topamiz: 

- I -[- 1 r(a + b) f u
a

- du = f f t+h- I e-(I+u)1 dt rf- I dUo 
(l+u)a+h 

o 0 0 

ya' ni r( a + b) . B( a, b) ~ I [I t'Hb-1 .-(1"" d}t- I duo 

l 11, 17- bob, 8- §da keltirilgan teoremadan foydalanib, keyingi 
tenglikning o'ng tomonidagi integrallarning o'rinlarini almashtiramiz. 

/~ Natijada 

r(a + b) . B( a, b) = 7 [7 If-I .-(1.", dU]t"<'-1 dt 

bo'ladi. Integralda ut = y almashtirish bajarib topamiz: 

- -= f th-Ie-Idt· f ya-Ie-Ydy=r(b)·r(a). 

o 0 

Demak, B( b) = r(a)·r(b) ~ 
a, r(a+b)' 

Natija. VaE (0,1) uchun 

r(a)r(l- a) = ---:~ 
sm an 

bo'ladi. 

(6) 
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... (5) tenglikda b = 1 - a (0 < a < 1) deb olinsa, unda 

B( 1- ) = r(a)·r(l-a) 
a, a r(l) 

bo'ladi. Ma'lumki, 

B(a, 1- a) = _._1t_, r(l) = 1. 
SIn a1t 

Demak, 
1t r(a)r(l-a)=-.-, (O<a<I).~ 

SIn a1t 

Agar (6) formulada a = ~ deyilsa, 

rU)=~ 
bo'lishi kelib chiqadi. 

+00 2 
1- misol. Ushbu f e-x dx integral hisoblansin. 

o 
... Bu integralda x2 = t almashtirish bajaramiz. U hold a 

1 
1 1 --

dx = - dt = - t 2 dt 
2Jt 2 

bo'lib, 

+00 +00 1 +~ 11 ,-J e-
x2 

dx = ~ J t-2e-'dt =~ J t2- e-'dt =~rU) = ~1t 
000 

bo'ladi. ~ 
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J dx 
2- misol. Ushbu -1 3 integral hisoblansin. 

o +x 

.... Bu integralda 1 + x 3 = ~ almashtirish bajaramiz. U holda 
y 



2 ' 
_ 0 I ()__ I I 2 

J dx - 1 J 3 l-y 3 dy - 1 J -3 (1 )-3 ,/l.. -- - - - y - . - - - y - y uy -
1+x3 3 Y y2 3 

o I 0 

1lliD2 r - r -
1 2 1 1 3 3 1 1t 1t 21t 

= 3 B (3' 3) = 3 . r(l) = 3 . -so 1 - = -/3 = 3J3 
111-1t 3.-

3 2 
bo'ladi. ~ 

Mashqlar 

. na·n! 
1. Va ER \ {O,-l,oo.,-n,oo.} da r(a) = hm ( 1) ( ) bo'li-

n-->~ a a+ ... a+ n 

shi isbotlansin. 

-J xmdx 
2. Ushbu ( b n)p , (a> 0, b > 0, n > 0) integral beta funksiya 

o a+ x 

orqali ifodalansin. 

3. Quyidagi (f'(ad < f(a)· f"(a) tengsizlik isbotlansin. 
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16- BOB 
KARRALI INTEGRALLAR 

81- ma'ruza 
Tekis shaklning yuzi hamda fazodagi jismning 

hajmi haqida ba'zi ma'lumotlar 

Aniq integralning tatbiqlari rnavzusida tekis shaklning yuzi harnda 
jisrnning hajrni haqida rna'lurnotlar keltirilgan edi. Bu tushunchalar 
karrali integrallar nazariyasida rnuhirnligini inobatga olib, ular to'g'ri­
sidagi ta'rifva tasdiqlarni talab darajasida bayon etishni lozirn topdik. 

r. Tekis shaklning yuzi va uning mavjudligi. Tekislikda Dekart 
koordinatalari sisternasi berilgan bo'lsin. Bu tekislikda sodda yopiq 
chiziq bilan chegaralangan tekislik qisrnidan tashkil topgan Q shaklni 
(tekislik nuqtalari to'plamini) qaraylik. Q shaklning chegarasini (sodda 
yopiq chiziqni) aQ bilan, Q u aQ ni esa Q bilan belgilayrniz: 

Q = QuaQ. 
Masalan, koordinatalari ushbu 

x > 0, y > 0, x + y < 1 
tengsizliklarni qanoatlantiruvchi (x,y) nuqtalardan tashkil topgan 

~ = {(x,y): x> 0, y > 0, x + y < I} 
to'plam 33- chizmada tasvirlangan uchburchak shaklini ifodalaydi. 

y 

(0,1) 

o (1,0) 

33- chizma. 
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OX o'qdagi birlik kesma 
(0 s x sI) OY o'qdagi birlik kes­
ma (0 s y s 1) hamda (1,0) va 
(0,1) nuqtalarni birlashtiruvchi 
to'g'ri chiziq kesmalari birgalikda 
uchburchak shaklining chegarasi 
a~ ni tashkil etadi. 

Tekislikda uchburchaklar, yopiq 
siniq chiziq bilan chegaralangan te­
kislik qismidan tashkil topgan 

X ko'pburchaklar yuzaga ega va ular­
ni topish o'quvchiga maktab mate­
matika kursidan ma'lum. 



Tekislikda Q shakl bilan birga A va B ko'pburchaklarni olaylik. 
Agar A ko'pburchakning har bir nuqtasi Q ga tegishli bo'lsa, A ko'p­
burchak Q shaklning ichiga chizilgan deyiladi (bunda A c Q bo'ladi). 
Agar Q ning har bir nuqtasi B kO'pburchakka tegishli bo'lsa, B ko'p­
burchak Q shaklni o'z ichiga oladi deyiladi (bunda Q c B bo'ladi). 

Agar ~ va JlB lar mos ravishda A va B ko'pburchaklarning yuza­
lari bo'lsa, u holda 

(1) 

tengsizlik bajariladi. 
Aytaylik, Q shaklning ichiga chizilgan ko'pburchaklardan iborat 

to'plam - {A}, Q shaklni o'z ichiga olgan ko'pburchaklardan iborat 
to'plam {B} bo'lib, ularning yuzalaridan iborat to'plam esa mos 
ravishda {~} va {JlB} bo'lsin. 

Ravshanki, {~} va {JlB} lar sonlar to'plami bo'lib, {j.tA} 
yuqoridan, {JlB} esa quyidan chegaralangan to'plamlar bo'ladi. U 
holda to'plamning aniq chegaralari haqidagi teoremaga ko'ra 

sup {~} = Jl,Q , inf {JlB} = Jl' Q 

lar mavjud. Odatda, Jl,Q son shaklning quyi yuzasi, Jl'Q son esa Q 
shaklning yuqori yuzasi deyiladi. 

Tasdiq. Jl' Q va Jl' Q miqdorlar uchun 

Jl,Q ::; Jl'Q (2) 
tengsizlik bajariladi. 

Aytaylik, Jl,Q >. Jl'Q bo'lsin. Bu holda, ravshanki, Jl,Q - J.l'Q 
ayirma musbat bo'ladi. Aniq chegara ta'riflariga ko'ra 'ie > 0, jumladan, 

1 , 
e = 2 (Jl,Q - Jl Q) > 0 

uchun shunday Ao c Q, Q c Bo kO'pburchaklar topiladiki, 

IlAo > Jl. Q - e, JlB 0 < Jl' Q + e 

tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan foydalanib topamiz: 

JlBo -!lAo < Jl'Q + e - (Jl,Q - e) = Jl'Q - Jl* Q + 2e = 
= Jl*Q - Jl,Q + (Jl,Q - J.l*Q) = o. 

Keyingi tengsizlikdan {!lAo > J.lBo bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa 
(1) munosabatga zid. Demak, (2) tengsizlik o'rinli bo'ladi. • 

261 



1- ta'rif. Agar Il*Q = Il*Q tenglik o'rinli bo'lsa, Q shakl yuzaga 

ega deyiladi. Ushbu Il.Q = 11· Q miqdor Q shaklning yuzi deyiladi. 
Uni IlQ kabi belgilanadi: 

IlQ = Il·Q = Il·Q. 

1- teorema. Tekislikdagi shakl yuzaga ega bo'lishi uchun "iE> 0 
soni olinganda ham Q shaklni ichiga joylashgan shunday A ko'pbur­
chak, Q shaklni ichiga olgan shunday B ko'pburchak topilib, ular uchun 

/lA - IlB < E (3) 
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli. 

~ Zarurligi. Aytaylik, tekislikdagi Q shakl yuzaga ega bo'lsin: 

IlQ = Il.Q = Il·Q. 

Aniq chegara ta'riflariga ko'ra, "iE> 0 uchun shunday 

AeQ, QeB 
ko'pburchak topiladiki, bunda 

• E IlB < 11 Q + 2:' 

ya'ni 

/lA > Il·Q - i, 
/lA > IlQ - i, 

bo'ladi. Bu tengsizlikdan 

IlB -/lA < E 

bo'lishi kelib chiqadi. 
Yetarliligi. Aytaylik, A e Q, Q e B ko'pburchaklar uchun 

IlB -/lA < E 

tengsizlik bajarilsin. Ravshanki, 

IlA ~ Il·Q, IlB ~ Il·Q· 
Yuqoridagi (2) munosabatdan foydalanib topamiz: 

IlA ~ Il.Q ~ 11· Q ~ IlB . 
Bu va (3) tengsizlikka ko'ra 

Il*Q -1l.Q ~ IlB -/lA < E 

bo'ladi. Demak, Il*Q = Il'Q· ~ 
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Faraz qilaylik, tekislikda I chiziq (u yopiq yoki yopiq bo'lmasligi 
mumkin) berilgan bo'lsin. 

2- tarif. Agar shunday Ao ko'pburchak topilsaki, 
1)lcAo, 
2) 'VE> ° uchun ~ < E bo'lsa, I nol yuzali chiziq deyiladi. 
Masalan, I chiziq y = [(x) E qa,bl funksiyaning grafigidan 

iborat bo'lsa, u nol yuzali chiziq bo'ladi. 
.... 'VE > ° sonni olib [a,bl segmentni shunday lXk ,xr+ll 

(k=O,I,2 .. ,n-l;xo =a,xn =b) bo'laklarga ajratamizki, har bir 
[Xk , xr+ll da [(x) funksiyaning tebranishi 

E 
Olk <­b-a 

bo'lsin. U holda I chiziqni o'z ichiga olgan Ao ko'pburchakning yuzi 

n-l 

IlAo = L (Mk - mk )(Xk+l - xk ) 
k=O 

bo'ladi, bunda 
Mk =sup[(x), XE [xbXk+l), (k =O,I, ... ,n-l), 

mk =inf[(x), XE[Xbxk+l), (k=O,I, ... ,n-l). 

n-l n-l 

Ravshanki, IlAo = LOlkLUk < b~aLLUk = E. 
k=O k=O 

Demak, 1- nol yuzali chiziq. ~ 
Bu tushuncha yordamida yuqoridagi 1- teoremani quyidagicha 

ifodalasa bo'ladi. 
2- teorema. Tekislikdagi Q shakl yuzaga ega bo'lishi uchun uning 

chegarasi aQ nol yuzali chiziq bo'lishi zamr va yetarli. 
Natija. Agar tekislikdagi Q shaklning chegarasi aQ, har biri 

y = [(x) E C[a, bl yoki x = g(y) E C[a, bl 

funksiyalar tasvirlangan bir necha egri chiziqlardan tashkil topgan 
bo'lsa, u holda Q shakl yuzaga ega bo'ladi. 

Odatda, uzunlikka ega bo'lgan egri chiziq to 'g'rilanuvchi chiziq 
deyiladi. Quyida Q tekis shaklning yuzaga ega· bo'lishining yetarli 
shartini ifodalovchi teoremani isbotsiz keltiramiz. 

263 



3- teorema. Agar Q tekis shaklning chegarasi aQ to'g'rilanuvchi 
egri chiziq bo'lsa, u Q yuzaga ega bo'ladi. 

2". Yuzaning xossalari. Endi yuzaning asosiy xossalarini keltiramiz. 
I) Agar tekislikdagi Q1 va Q2 shakllar yuzaga ega bo'lib, OJ c02 

bo'lsa, u holda 

bo'ladi. 
2) Agar Q1 va Q2 tekis shakllar yuzaga ega bo'lsa, u holda Q1 U Q2 

ham yuzaga ega va 

Jl(QI U Q2) ::;; JlQ1 + JlQ2 

bo'ladi. Agar bu Q1 va Q2 shakllar chegaralaridan boshqa umumiy 
nuqtaga ega bo'lmasa, ya'ni Q1 n Q2 = (0 bo'lsa, u holda 
Jl (QJ U Q2) = JlQ1 + JlQ2 bo'ladi. Bu yuzaning additivlik xossasi 
deyiladi. 

3°. Tekis shaklni bo'laklash. Tekislikda biror yuzaga ega bo'lgan 
Q shakl berilgan bo'lib, 

QIQ2 .. ·Qn 
shakllar uning yuzaga ega bo'lgan qismiy shakllari, yani 

QkEQ, (k=1,2, ... ,n) 

bo'lsin. Agar QIQ2 ... Qn lar uchun 
I) Q1 U Q2 u .... U Qn = 0, 
2) ixtiyoriy Qk va Q; lar (k = 1,2, ... ,n; i = 1,2, ... ,n) umumiy 

nuqtaga (chegaralaridagi nuqtalardan boshqa) ega bo'lmasa, u holda 
QIQ2 ... Qn lar Q da bo'laklash bajaradi yoki Q shakl QIQ2 ... Qn shakl­
larga ho 'laklangan deyiladi. 

Q shaklni QIQ2 ... Qn larga bo'laklashni P bilan belgilanadi: 

P = {QIQ2 .. ·Qn}· 

Ushbu d(Qd = sup p«x', Y'), (x', Y'», 

(X',y')E Qk' (x", Y"')E Qb (k = 1,2, ... ,n) 

miqdorlaming eng kattasi P ho 'laklashning diametri deyiladi va Ap 
kabi belgilanadi: 

Ap = max d(Qd· 
I~k~n 

264 



Masalan, ushbu 

QkI ={(X,Y)E R2 :Xk ~X~Xk+I'Yi ~Y~YI+I'} 
(k = 0,1, ... , n -1; i = 0,1, ... , m-I; Xo = a, xn = b, Yo = C, Ym = d) 

to'g'ri to'rtburchaklar 

Q={(X,Y)E R2 :a~x~b,c~y~d} 

tekis shaklning P bo'laklashini hosil qiladi. Bunda 

bo'ladi. 

Ap = max ~!lX/ + I1Y/ 
l~k~n-I 
O~i~m-I 

4°. R3 fazoda jismning hajmi. R3 fazoda Dekart koordinatalar 
sistemasi berilgan bo'lsin. Bu fazoda, chegaralangan yopiq sirt bilan 
(yoki bunday sirtlarning bir nechtasi bilan) o'ralgan Vjismni (R3 fazo 
qismini) qaraylik. V jismni o'rab turuvchi sirtni - V, jismning che-

garasini a v bilan, V u a v ni V bilan belgilaymiz: 

v=vuav. 
Masalan, koordinatalari ushbu 

X2 + y2 + Z2 < 1 
tengsizlikni qanoatlantiruvchi (x,y,z» nuqtalardan tashkil topgan 

S={(X,Y,Z)E R3 :X2 +y2 +Z2 <I} 

to'plam, markazi (0,0,0), radiusi 1 ga teng bo'lgan sharni - jismni 
ifodalaydi. U ning chegarasi esa 

as = {(x,y,z) E R3 : x2 + l + Z2 = I} 

sfera bo'ladi. Bunday jism - shar hajmga ega va quyidagiga teng: 

4 
/J.V=3 1t • 

Umuman, fazoda ko'pyoqliklarning hajmga ega bo'lishi va uni 
topish qoidalari o'quvchiga o'rta maktab matematika kursidan ma'lum. 

Endi R3 fazoda Vjism bilan birga Fva G ko'pyoqliklarni qaraylik. 
Agar F ko'pyoqlikning har bir nuqtasi V ga tegishli bo'lsa, 

F ko'pyoqlik V jismning ichiga joylashgan deyiladi (bunda Fe V 
bo'ladi). Agar V ning har bir nuqtasi G ko'pyoqlikka tegishli bo'lsa, 
G ko'pyoqlik Vjismni o'z ichiga oladi deyiladi (bunda V c 0). 
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Agar ~F va ~G lar rnos ravishda F va G ko'pyoqliklarning hajrn­
lari bo'lsa, u holda 

tengsizlik bajariladi. 
Aytaylik, V jisrnda joylashgan ko'pyoqliklar hajrnlaridan iborat 

{~F} to'plarn, V jisrnni o'z ichiga olgan ko'pyoqliklar hajrnlaridan 
iborat {~G} to'plarn bo'lsin. U holda 

sup{~E} = ~.V, inf{JlG} = Jl'V 

lar rnavjud. 
3 - fa'rif. Agar 

Jl.V = Jl'V 
tenglik o'rinli bo'lsa, jisrn hajrnga ega deyiladi. Ushbu 

Jl.V = ~'V 
rniqdor V jisrnning hajrni deyiladi. U ni ~ V kabi belgilanadi: 

~. V = ~. V = ~ V . 

Tekis shaklning yuzi, fazodagi jisrnning hajrni tushunchalarida 
bir-biriga o'xshashlik borligini inobatga olib, jisrn hajrnining rnav­
judliligi haqidagi teorernani keltirish bilan kifoyalanarniz. 

4- teorema. Fazodagi V jisrn hajrnga ega bo'lishi uchun V£ > 0 
son olinganda ham Vjisrnning ichidajoylashgan shunday Fko'pyoqlik, 
V jisrnni o'z ichiga olgan shunday G ko'pyoqlik topilib, ular uchun 

~G - ~F < £ tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli. 

Masbqlar 

1. Aytaylik, f(x) E C [a, b] bo'lib, Vx E [a, b] da f(x) ~ 0 bo'l­

sin. Bu funksiya grafigi - x = a, x = b chiziqlar harnda [a, b] kesma 
bilan chegaralangan shakl yuzaga ega bo'lishi isbotlansin. 

2. Tekislikda Q shakl berilgan bo'lib, {An} va {Bn} ko'pburchaklar 
ketrna-ketligi uchun An C (j, Bn C (j (n = 1, 2, ... ) bo'lsin. U holda 

Q shakl yuzaga ega bo'lishi lim An = lim Bn tenglikning bajarilishi 
n-+oo n-+1Xl 

orqali ifodalanishi rnurnkinmi? 
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82- ma'ruza 
IIdd karrali integral tushunchasi va 

uning mavjudligi 

10. Funksiyaning integral va Darbu yig'indilari. Faraz qilaylik, 
tekislikda yuzaga ega bo'lgan D shakl (to'plam) berilgan bo'lsin. Bu 
to'plamda/(x, y) funksiya aniqlangan va chegaralangan: 

3M = const, 3m = const, V(x, y) E D, m ~ I(x,y) ~ M. 

D ning biror 
p = {~ , ~ , ... , Dn } 

bo'laklanishi va har bir Dk da ixtiyoriy (~k' nk ) E Dk nuqtani (k = 1, 
2, ... ,n) olib quyidagi 

n 

L f (~k' llk )IlDk 
k=1 

yig'indini tuzamiz. 

n 

1- ta'rif. Ushbu 0' = L f (~k' lldllDk 
k=1 

yig'indi f(x,y) funksiyaning integral yig'indisi (Riman yig'indisi) 
deyiladi. 

Keltirilgan ta'rifdan ko'rinadiki, integral yig'indi/(x,y) funksiyaga, 
D to'plam va uni bo'laklash usuliga hamda har bir (~k' llk) E Dk 
nuqtalarga bog'liq bo'ladi: 

0' = O'p (I, ~k' lld· 

Modomiki, f(x,y) funksiya D da chegaralangan ekan, u har bir 
Dk da (k = 1, 2, ... ,n) ham chegaralangan bo'ladi. Demak, 

mk = inf{f(x,y): (X,y)E Dd, 
Mk = sup{f(x,y): (x,y) E Dd 

mavjud. Ayni paytda, V(x, y) E Dk uchun 

mk ~ I(x,y) ~ Mk (1) 

tengsizliklar bajariladi. 

267 



2- ta'rif. Ushbu 

n n 

S = Lmk~Dk' S = LMk~Dk 
k=1 k=1 

yig'indilar rnos ravishda Darbuning quyi harnda yuqori yig(indilari 
deyiladi. 

Funksiyaning Darbu yig'indilari/(x,y) funksiyaga, D to'plarn va 
uning bo'laklashiga bog'liq: 

s = si!), S = S/f) 
bo'lib, har doirn s::; Stengsizlik bajariladi. (1) tengsizlikdan foydalanib 
toparniz: 

n n n 

Lmk~Dk ::; L/(~k'11d~Dk ::; LMk~Dk' 
hI k~ k~ 

Dernak, s::; 0" ::; S . 
2". Ikki karrali integral ta'riflari. Aytaylik,/(x,y) funksiya yuzaga 

ega bo'lgan D to'plamda aniqlangan va chegaralangan bo'lsin. D ning 

P = {DI ,D2, ••• ,Dn} 

bo'laklashini olib, berilgan funksiyaning integral yig'indisini tuzarniz: 
n 

0" = L / (~k ,11k ) ~Dk . 
k=1 

3- ta'rif. Agar 'ie > 0 son olinganda ham shunday 8 > 0 son 
topilsaki, D ning diametri /..p < 8 bo'lgan har qanday P bo'laklash 
harnda har bir Dk da olingan ixtiyoriy (~k' llk) lar uchun 

10"- JI < to 
tengsizlik bajarilsa, J son 0" yig'indining /..p ~ 0 dagi lirniti deyiladi va 

Hrn 0" = J 
. I..p-+o 

kabi belgilanadi. 
4- ta'rif. Agar /..p~ 0 da /(x,y) funksiyaning integral yig'indisi 

lirniti rnavjud va chekli J ga teng bo'lsa, /(x,y) funksiya D da integ­
rallanuvchi deyiladi. J soniga esa/(x,y) funksiyaning D bo'yicha ikki 
karrali integrali deyiladi. Uni quyidagicha 
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kabi belgilanadi. Demak, 

n 

ff f(x,y)dxdy = lim cr = lim If(~k,l1k)IlDk' 
D Ap ..... O Ap ..... O k=1 

Masalan, f(x,y) = C = const bo'lsin. Bu funksiyaning integral 
yig'indisi 

n 

cr = L CIlDk = CIlD 
k=1 

bo'lib, uning ikki karrali integrali 

ff Cdxdy = lirn CIlD = CIlD 
D Ap--+O 

bo'ladi. Xususan, C = I bo'lganda quyidagiga ega bo'lamiz: 

JJ Idxdy = IlD. 
D 

Funksiyaning ikki karrali integrali yuqori hamda quyi integrallar 
yordamida ham ta'riflanishi mumkin. 

Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya yuzaga ega bo'lgan D to'plamda 
berilgan va chegaralangan bo'lsin. D ning turli bo'laklashlaridan tashkil 
topgan to'plamni {P} deylik: P ={DI,~, ... ,Dn}' 

Har bir PE {p} bo'laklashga nisbatanf(x,y) funksiyaning Darbu 
yig'indilarini tuzib, ushbu {sp(f)}, {Sp(f)} to'plamlarni hosil 
qilamiz. Bu to'plamlar chegaralangan bo'ladi. 

5- ta'rif. {sp(f)} to'plamning aniq yuqori chegarasif(x,y) funk­
siyaning quyi ikki karrali integrali deyiladi va 

.[ = JJ f(x,y)dxdy 
D 

kabi belgilanadi. Demak, 

n 

l = JJ f(x,y)dxdy = sup (sp(f» = sup (L,mkIlDd. 
D Pe{P} Pe{p} k=1 

6- ta'rif. {Sp (f)} to'plamning aniq quyi chegarasi f(x,y) funk­
siyaning yuqori ikki karrali integrali deyiladi va 
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J = If I(x,y)dxdy 
D 

kabi belgilanadi. Demak, 

- n 

J = ff/(x,y)dXdy = inf (Sp (I» = inf (I, Md1Dk). 
D Pelp} Pelp} k=1 

Demak, chegaralangan/(x,y) funksiyaning har doim quyi hamda 
yuqori integrali mavjud bo'ladi. 

7- ta'rif. Agar J = J 

bo'lsa,j(x,y) funksiya D to'plamda integrallanuYchi, ularning umumiy 
qiymati J = J = J esa I(x,y) funksiyaning D bo'yicha ikki karrali 
integrali deyiladi. Demak, 

If I(x,y)dxdy = J = l· 
D 

E s I a t m a. Agar J * l bo'lsa,/(x,y) funksiya D da integrallan­
maydi. 

3°. Darbu yig'indilarining xossalari. Aytaylik,j(x,y) funksiya yuzaga 
ega bo'lgan D to'plamda berilgan va chegaralangan bo'lsin. D to'p-
lamning bo'laklashlari to'plami P = (P) dagi P = {DI , ~ , ... , Dn} 
bo'laklashga nisbatan I(x,y) funksiyaning integral hllmda Darbu 
yig'indilarini kiritamiz: 

n 

cr p (f; ~k' llk) = I, f(~k' lldJlDk , 
hi 

n n 

sp(f) = I,mkJlDk , Sp(f) = I, MkJlDk , 
k=1 k=1 

bunda mk = inf {f(x, y) : (x,y) E Dd, 
Mk = sup{f(x,y) : (x,y) E Dd 

bo'lib, V(x,y) E Dk uchun quyidagi ifoda o'rinli: 
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I Ma'lumki, 33- ma'ruzada f(x) funksiya Darbu yig'indilarining 
xossalari keltirilib, ular batafsil isbotlangan edi. 

Xuddi shunday xossalar f(x,y) funksiya Darbu yig'indilari uchun 
ham o'rinli bo'ladi. Ular awalgidek mulohaza asosida isbotlanishini 
e'tiborga olib, mos xossalarni keltirish bilan kifoyalanamiz. 

I) '1/£> 0 olinganda ham (~k,llk)E Dk nuqtalarni (k=1,2, ... ,n) 
shunday tanlab olish mumkinki, 

0::; Sp(f) - (Jp(f;~k' lld < £, 

shuningdek, (~k' llk ) E Dk nuqtalarni yana shunday tanlab olish mum­
kinki, 

0::; (Jp(f;~k> lld - sp(f) < £ 

bo'ladi. Bu xossa Darbu yig'indilari integral yig'indi uchun aniq 
yuqori va aniq quyi chegara bo'lishini bildiradi. 

2) Aytaylik, f1 = {DI , D2 , ••• , Dk_1 , Dk , Dk+l , •.. , Dn }, 

P2 = {DI , D2 ,···, Dk_l , Die, Die, Dk+1 , ... ,Dn } 

lar D to'plamning bo'laklashlari bo'lib, 

Dk = Die u D;c', Die n D" = 0 
bo'lsin. U holda 

SPJ ::; SPl (f), SPl (f) ::; SPt (f) 

bo'ladi. Bu xossa D ning bo'laklashdagi bo'laklar soni orta borganda 
ularga mos Darbuning quyi yig'indisining kamaymasligi, yuqori yig'in­
disining esa oshmasligini bildiradi. 

3) Agar PI va P2 lar D ning ikki bo'laklashi bo'lib, SPt {f}, SPt (J) 
va S Pl {f}, S Pl {f} lar f(x,y) funksiyaning shu bo'laklashlarga nisbatan 
Darbu yig'indilari bo'lsa, u holda 

SPt ::; SPl' SPl (f) ::; SPt (f) 

bo'ladi. 
Bu xossa, D ning bo'laklashlariga nisbatan tuzilgan quyi yig'in­

dilar to'plami {s p (f)} ning har bir elementi (yuqori yig'indilar to'p­
lami {S.p (f)} ning har bir elementi) yuqori yig'indilari to'plami 
{Sp(f)} ning istalgan elementidan (quyi yig'indilar to'plami 
{s p (f)} ning istalgan elementidan) katta (kichik) emasligini bildiradi. 
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4) Ushbu 

sup {sp (I)} ~ inf {Sp(/)} 

munosobat o'rinli. Bu xossa I(x,y) funksiyaning quyi ikki karrali 
integrali, uning yuqori ikki karrali integralidan katta emasligini bildiradi: 

.[ ~ J . 
5) "lE> 0 olinganda ham shunday 0> 0 topiladiki, D ning diametri 

Ap < 0 bo'lgan barcha bo'laklashlari uchun 

o ~ Sp (I) - J < E, 0 ~ .[ - sp (I) < E 

bo'ladi. Bu xossa I(x,y) funksiyaning yuqori hamda quyi integrallari 
Ap ~ 0 da mos ravishda Darbuning yuqori hamda quyi yig'indilari­
ning limiti ekanligini bildiradi. 

4°. Ikki karrali integralning mavjudligi. I(x,y) funksiyaning Darbu 
yig'indilari va ulaming xossalaridan foydalanib, ikki karrali integralning 
mavjudligi haqidagi teoremani keltiramiz. 

Aytaylik, yuzaga ega bo'lgan D to'plamda I(x,y) funksiya beril­
gan va chegaralangan bo'lsin. 

1- teorema. I(x,y) funksiya to'plamda integrallanuvchi bo'lishi 
uchun, "lE> 0 son olinganda ham, shunday 0> 0 soni topilib, D ning 
diametri Ap> 0 bo'lgan har qanday P bo'laklashiga nisbatan Darbu 
yig'indilari ushbu 

Sp(/)-sp(/)<E (2) 

tengsizlikni qanoatlantirishi zarur va yetarli. 
... Zarurligi. Faraz qilaylik,f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi 

bo'lsin. Ta'rifga ko'ra J = j =.[ bo'ladi, bunda 
n 

.[ = sup(sp(/» = SUP(L mkllDd, 
P P k=q 

n 

J = iIJ,f(Sp (I» = iIJ,f(L MkIlDk ). 
k=q 

Ayni paytda, Darbu yig'indilarining 5- xossasiga ko'ra 

"lE> 0, 30> 0, Ap < 0, 'vp E (P): 

S p (I) - J < ~, .[ - S p (I) < ~ 
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va J = J = l bo'lgani uchun 

Sp(/)-J<~, J-sp(/)<~ 

tengsizliklar o'rinli bo'ladi. Keyingi tengsizliklardan 

Sp(/)-sp(/) < E 

bo'lishi kelib chiqadi. 

Yetarliligi. Aytaylik, '<lE> 0, 30> 0, Ap < 0, '<Ip E (P): 

Sp(/)-sp(/) < E 

bo'lsin,/(x,y) funksiya D da chegaralanganligi uchun 

sup{sp(/)}=l, inf{Sp(/)}=! 

mavjud bo'lib, Darbu yig'indilarining 4- xossasiga ko'ra l ~ J bo'ladi. 
Demak, 

sp(/)~l~J~Sp(/). 
Bu tengsizliklar va (2) shartdan foydalanib topamiz: 

o ~ J -l ~ S p (I) - S p (I) < Eo 

Demak, l ~ J ·/(x,y) funksiya D da integrallanuvchi. ~ 

Aytaylik, D ning P = {Dl,~, ... ,Dn} bo'laklashning Dk bo'la­
gida (k = 1,2, ... ,n) I(x,y) funksiyaning tebranishi 

O)k = sup{/(x,y): (x,y) E Dk}- inf {/(x,y): (x,y) E Dd 
bo'lsin. Unda/(~,Y) funksiyaning D da integrallanuvchi bo'lish sharti 

(3) 

ya'ni 

(4) 

ko'rinishlarga keladi. 
Demak,/(x,y) funksiyaning D to'plamda integrallanuvchi bo'li­

shini isbotlash uchun (2), (3), (4) shartlardan birining bajarilishini 
ko'rsatish yetarli bo'ladi. 
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Masbqlar 

1. Ushbu D = {(x,y) E R2 : 0 ~ x ~ I, 0 ~ y ~ t} to'plam (tekislik­
dagi kvadrat) 

x = Xi =~, i = 1,2,3, .. ,n, y = Yi =~, k = t,2,3, .. ,n 
n n 

chiziqlar yordamida Dik larga bo'laklangan. Shu bo'laklashning diametri 
topilsin. 

2. Yuqoridagi D to'plam va uning P = {Dik ; i, k = 1,2, ... , n} bo'-

laklashga nisbatan I(x,y) = x 2 + y2 funksiyaning 
a) Darbu yig'indilari, 

b) har bir Dik da ~i = ~, 'Ilk = ~ deb, integral yig'indisi topilsin. 
n n 

3. Aytaylik, D - tekislikdagi yuzaga ega bo'lgan to'plam bo'lsin. 
Ushbu 

( ) {
t, agar (x,y) E D, X E Q,y E Q bo'lsa, 

g x y = 
, 0, agar (x,y) E D, x va y 

laming kamida bittasi irratsional bo'lsa, funksiyaning D da integralla­
nuvchi bo'lmasligi isbotlansin. 

4. I(x,y) funksiya yuzaga ega bo'lgan Dto'plamda chegaralangan 
bo'lib, J va .[ lar mos ravishda funksiyaning yuqori va quyi ikki 
karrali integrallari bo'lsa, .[ ~ J bo'lishi isbotlansin. 

5. I(x,y) funksiyaning Darbu yig'indilari uchun 

tim S p (I) = J, tim s p (I) = .[ 
A.p~O A.p~O 

bo'lishi isbotlansin. 

83- ma'ruza 
Integrallanuvchi funksiyalar sinfi. Integralning asosiy 

xossalari 

r. Uzluksiz funksiyalarning integraUanuvchi bo'lishi. Uzluksiz 
funksiyalaming integrallanuvchi bo'lishini quyidagi teorema ifodalaydi. 

1- teorema. Agar/(x,y) funksiya chegaralangan yopiq Dto'plamda 
uzluksiz bo'lsa, u shu to'plamda integrallanuvchi bo'ladi. 
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~ Ixtiyoriy E > 0 sonni olaylik. I(x,y) funksiya chegaralangan 
yopiq D da uzluksiz. Binobarin, funksiya D da tekis uzluksiz. U holda 

~>O 
JJD 

songa ko'ra, shunday 0> 0 son topiladiki, D ning diametri Ap> 0 
bo'lgan 

P ={D1 ,D2 , ••• ,Dn } 

bo'laklashning harbir Dk bo'lagida (k= 1,2, ... ,n)/(x,y) funksiyaning 
tebranishi rok uchun 

tengsizlik bajariladi. 
Shunday P bo'laklashlarga nisbatan 

n n 

Sp (I) - sp (I) = L rok~Dk < -1> L~Dk = E 
k=l Jl k=l 

bo'ladi. Demak,/(x,y) funksiya D da integrallanuvchi. 
r. UziIishga ega bo'lgan fnnksiyaning integraUanuvchi bo'lishi. 

Ba'zi bir uzilishga ega bo'lgan funksiyalarning integrallanuvchi bo'lishi 
haqidagi teoremani keltirishdan avval bitta sodda tasdiqni bayon etamiz. 

Aytaylik, tekislikda yuzaga ega bo'lgan D to'plam berilgan bo'lib, 
I esa shu to'plamga tegishli nol yuzali chiziq bo'lsin. 

Tasdiq. VE> 0 son olinganda ham shunday 0> 0 topiladiki, D 
ning diametri Ap > 8 bo'lgan V PEP bo'laklash olinganda, bu 
bo'laklashning I chiziq bilan umumiy nuqtaga ega bo'lgan bo'lakchalari 
yuzalarining yig'indisi E dan kichik bo'ladi. 

~ I chiziq nol yuzali bo'lganligi uchun shunday A ko'pburchak 
topiladiki, 

1) leA, 
2) VE > 0 uchun J.L4 < E bo'ladi. Aytaylik, In aA = 0 bo'lsin. 

I chiziq nuqtalari bilan aA nuqtalari orasidagi masofaning eng kichigini 
o (8 > 0) deylik. U holda Ap> 8 bo'lgan V PEP bo'laklashning 
I chiziq bilan umumiy nuqtaga ega bo'lgan burchaklari A ko'pburchak­
ka tegishli bo'ladi. Binobarin, bunday bo'lakchalar yuzalarining yig'in­
disi E dan kichik bo'ladi. ~ 
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2- teorema. Agar/(x,y) chegaralangan yopiq Dda berilgan bo'lib, 
bu to'plamga tegishli chekli sondagi nol yuzali chiziqlarda uzilishga 
ega, qolgan barcha nuqtalarda uzluksiz bo'lsa, I(x,y) funksiya D da 
integrallanuvchi bo'ladi. 

~ Soddalik uchun I(x,y) funksiya D dagi bitta nol yuzali I chi­
ziqda uzilishga ega, qolgan barcha nuqtalarda uzluksiz deylik. 

Ixtiyoriy E > 0 sonni olamiz. U holda I c A, J.L4 < E bo'lgan 
A ko'pburchak (A c D) D ni A va D\A qismlarga ajratadi. 

Ravshanki, I(x,y) funksiya D\A da tekis uzluksiz. U holda 
\::lE > 0 ga ko'ra shunday 81 > 0 topiladiki, D ning diametri Ap > 01 

bo'lgan P bo'laklashining har bir bo'lakchasida I(x,y) funksiyaning 
tebranishi quyidagicha bo'ladi: 

(Ok < E. 

Yuqoridagi tasdiqqa binoan va \::lE> 0 ga ko'ra shunday 82 > 0 
topiladiki, D ning diametri Ap> 82 bo'lgan P bo'laklashining A ko'p­
burchak bilan umumiy nuqtaga ega bo'lgan bo'lakchalari yuzalari 
yig'indisi E dan kichik bo'lishini topamiz. 

Endi 8 = min{81,02} 

deb, diametri Ap> ° bo'lgan D ning 

P ={D1,~, ... ,Dn} 
bo'laklashini olib, unga nisbatan tuzilgan Darbu yig'indilari ayirmasi 

n 

Sp (I) - sp (I) = L (OkJlDk (1) 
k=1 

ni qaraymiz. 
(1) tenglikning o'ng tomonidagi yig'indi n ta haddan iborat. Uni 

ikki qismga ajratamiz: 
n 

L (OkJlDk = I ~kJlDk + L'~kJlDk , 
k=l 

bunda I'(OkJlDk ifoda - P bo'laklash bo'lakchasi Dk laming A ko'p­

burchakdan tashqarisida joylashganlariga mos (1) ning hadlaridan 

~" iborat yig'indi, £.J (OkJlDk 

tashkil topgan yig'indi. 
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Yuqorida aytilganlami e'tiborga olib topamiz: 

" n 
Sp(f) -sp(f) $ £L,'J-lDk + L, QJ-lDk $ £ L,J.tDk +Q. 2£ = £(J.lD+2Q). 

k=1 

Bunda Q - funksiya/(x,y)ning D dagi tebranishi. Keyingi tengsizlikdan 

n 

lim L, ffikJ-lDk = 0 
A.p~O k=1 

bo'lishi kelib chiqadi. Demak,J(x,y) funksiya D da integrallanuvchi. ~ 
3'. Ikki karrali integralning xossalari. Ikki karrali integral ham 

[1], 35- ma'ruzada batafsil bayon etilgan aniq integralning xossalari 
singari qator xossalarga ega. Shuni ham aytish kerakki, ulami isbotlash 
jarayonlaridagi mulohazalar bir-biriga o'xshash bo'ladi. Shulami 
e'tiborga olib, quyida keltiriladigan xossalaming ba'zilarini isbotlash 
yo'l-yo'riqlarini, ba'zilarini esa isbotsiz keltirish bilan kifoyalanamiz. 

1) Faraz qilaylik, I(x,y) funksiya D to'plamda integrallanuvchi 
bo'lsin. Agar D nol yuzali I chiziq bilan umumiy ichki nuqtaga ega 
bo'lmagan bog'lamli DI va D2 to'plamlarga ajralgan bo'lsa, I(x,y) 
funksiya har bir Dl va D2 larda integrallanuvchi va 

If I(x,y)dxdy = If I(x,y)dxdy + If I(x,y)dxdy (2) 
D ~ ~ 

bo'ladi. 
.... Aytaylik, 

p, - {D(1) D(2) D(n)} 
I - I' I , .. , I ' P {D(I) n(2) n(m)} 

2 = 2' 2 , .. , 2 

lar mos ravishda Dl va D2 laming bo'laklashlari bo'lsin. Bu bo'lak­
lashlar D to'plamning 

P = {D(l) n(l) n(2) D(2) n(n) n(m)} 
I ' 2 ' I ' 2 , •. , I ' 2 

bo'laklashlarini hosil qiladi. Agar 

sp! (I), Sp! (I), sPl (I), SPl (I), sp(/), Sp(/) 

lar I(x,y) funksiyaning PI' P2, P bo'laklashlariga nisbatan Darbu 
yig'indilari bo'lsa, u holda 

DI c D ~ Sp! (/)-sp! (I) $ Sp(/)-sp(f) , 

D2 c D ~ SPl (I) - sPl (I) <::: Sp (I) - Jp (I) 
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bo'lib, quyidagi ifodaga ega bo'lamiz: 

Sp(/) - sp(/) < E ~ SPl (I) -Sp! (I) < E, SP2 (I) - SP2 (I) < E. 

Demak,f(x,y) funksiya DI va D2 to'plamlarda integrallanuvchi. Ushbu 

Sp (I) = Sp! (I) + SP2 (I), Sp (f) = Sp! (I) + SP2 (I) 

tengliklami e'tiborga olib, 

If I(x,y)dxdy = If I(x,y)dxdy + If I(x,y)dxdy 
D ~ lh. 

bo'lishini topamiz. ~ 
Yuqoridagi xossaning aksi ham o'rinli, ya'ni I(x,y) funksiya har 

bir DI va D2 to'plamlarda integrallanuvchi bo'lsa, u D da integralla­
nuvchi bo'lib, (2) tenglik o'rinli bo'ladi. 

2) Agar I(x,y) funksiya D da integrallanuvchi bo'lsa, c/(x,y) funk­
siya (c = const) ham D da integrallanuvchi va 

If c/(x,y)dxdy =c If I(x,y)dxdy 
D D 

bo'ladi. Bu xossaning isboti ushbu 
n n 

lim L C/(~k' llk )J.lDk = c Hm L I(~k' llk )J.lDk 
Ap -40 k=1 Ap -40 k=1 

tenglikdan kelib chiqadi. 
3) Agar I(x,y) va g(x,y) funksiyalar D da integrallanuvchi bo'lsa, 

I(x,y) ± g(x,y) funksiya ham D da integrallanuvchi va 

If[f(x,y) ± g(x,y)]dxdy = If I(x,y)dxdy ± If g(x,y)dxdy 
D D D 

bo'ladi. 
4) Agar 1 (x,y) funksiya D da integrallanuvchi bo'lib, "if (x, y) E D da 

I(x,y) ~ 0 bo'lsa, 

If I(x,y)dxdy ~ 0 
D 

ga ega bo'lamiz. Bu xossaning isboti 
n 

Hm L/(~k'llk)J.lDk ~ 0 
Ap -40 k=l . 

bo'lishidan kelib chiqadi. 
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5) Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar D da integralanuvchi bo'lib, 
'V(X,y)E D uchun f(x,y) ~ g(x,y) bo'lsa, u holda 

If f(x, y)dxdy ~ If g(x,y)dxdy 
D D 

bo'ladi. 
.... Bu xossaning isboti g(x,y) - f(x,y) funksiyaga 5- xossani tatbiq 

etish va 3- xossadan foydalanish natijasida kelib chiqadi. ~ 
6) Agar f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi bo'lsa, u holda 

if(x,y)i funksiya ham D da integrallanuvchi va quyidagi ifoda o'rinli 
bo'ladi: 

If f(x,y)dxdy ~ Iflf(x,y)ldxdy. 
D D 

4°. O'rta qiymat haqidagi teoremalar. Aytaylik, f(x,y) funksiya 
yuzaga ega bo'lgan D to'plamda berilgan va chegaralangan bo'lsin: 

3M=const, 3m=const, V(x,Y)ED: m~f(x,y)~M. 

3- teorema. Agar f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi bo'lsa, u 
holda, shunday a son (m ~ a ~ M) topiladiki, bunda 

If f(x,y)dxdy = a~D 
D 

bo'ladi. 
.... Yuqorida keltirilgan ikki karrali integralning xossalaridan 

foydalanib topamiz: 

m ~ f(x,y) ~ M ~ ~ If f(x,y)dxdy = a ~ If f(x,y)dxdy = a~D, 
D D 

(m ~ a ~ M). ~ 

Bu teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi. 
Natija. Agar f(x,y) funksiya bog'lamli yopiq D to'plamda uzluk­

siz bo'lsa, u holda shunday (~, 11) E D nuqta topiladiki, 

If f(x,y)dxdy = f(~,11)~D 
D 

bo'ladi. 
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4- teorema. Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar D to'plamda integ­
rallanuvchibo'lib, V(X,y)E D uchun g(x,y)~O (yoki g(x,y)::;O) 
bo'lsa, u holda shunday a son (m::; a ::; M) topiladiki, bunda 

If f(x,y)g(x, y)dxdy = a If g(x,y)dxdy 
D D 

bo'ladi. 

Mashqlar 

I. Agar f(x,y) funksiya chegaralangan yopiq Dc R2 to'plamda 
chegaralanrnagan bo'lsa, uning D da integrallanuvchi bo'lmasligi isbot­
lansin. 

2. Agarf(x,y) funksiya Dc R2 da integrallanuvchi bo'lsa, jf(x,y)j 
funksiyaning ham D da integrallanuvchi bo'lishi ko'rsatilsin. 

3. Ma'lumki, ushbu 

M[J] = ~If f(x,y)dxdy 
11 D 

miqdor f(x,y) funksiyaning D dagi o'rta qiymati deyiladi. 
Quyidagi 

f(x,y) = sin2 xsin2 y 

funksiyaning D = {(x,y) E R2 : 0::; x::; n,O::; y::; n} dagi o'rta qiy­
mati topilsin. 

4. Ushbu - i < If (x2 - y2) dxdy < 4n tengsizliklar isbotlansin, 
D 

bunda D = {(x,y) E R2 : x 2 + y2 - 2x::; O}. 

84- ma'ruza 
IkId karrali integralni hisoblash 

10. To'g'ri to'rtburchak to'plam bo'yicha ikki karrali integraUami 
hisoblash. f(x,y) funksiya tekislikdagi D = {(x,y) E R2 : a::; x::; b, 
c ::; y ::; d} to'plamda berilgan bo'lsin. Bu f(x,y) funksiyaning D 
bo'yicha ikki karrali integralini hisoblash masalasini qaraymiz. 
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,'" 

1- teorema. f(x,y) funksiya quyidagi shartlami bajarsin: 
1) f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi; 
2) Har bir tayin x E [a,b] da 

h 

J(x) = J f(x,y)dy 
a 

integral mavjud. 
U holda J(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi, ya'ni 

mavjud va 

bo'ladi. 

t J(x)dx ~ Ht f(X,Y)dy]dx 

Jf f(x,y)dxdy = 1[1 f(X,Y)dY]dX 
D a c 

..... [a,b] segmentning 

a = Xo < Xl < X2 < ... < Xn = b , 
[c,d] segmentning 

c = Yo < Yl < Y2 < ... < Y m = d 
nuqtalari yordamida D uchun ushbu 

P={D,d={(x,Y)E R2: X, ~X~Xi+I'Yk ~Y~Yk+I}' 
(i = 0, 1,2, ... ,n -1; k = 0,1,2, ... ,m -1) 

bo'laklashni hosil qilamiz. Uning diametri 

Ap = max ~Dxl + fly~ , 

(Dx, = Xi+l -Xi' flYk = Yk+l - Yk; i = 0,1,2, ... , n -1; k = 0,1,2, ... , m-I) 

bo'ladi. Aytaylik, 

mik = inf {f (x, y) : (x, y) E Did, 

Mik = sup{f(x,y): (X,Y)E Did, 

(i = 0,1,2, ... , n -1; k = 0,1,2, ... , m-I) 

bo'lsin. Ravshanki, V(X,Y)E Dik uchun 
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bo'lib, 

ya'ni 

bo'ladi. 

Yhl Yhl Yk+1 f mikdy:::; f f(x,y)dy:::; f Mikdy, 
Yk Ik Yk 

mikfiYk :::; YT f(x,y)dy:::; MikfiYk 
Ik 

Keyingi tengsizlikni k ning k = 0, I, 2, "" m -I qiymatlari uchun 
yozish, so'ngra ularni hadlab qo'shish natijasida 

m-I d m-I 

Lm,kfiYk :::; f f(x,y)dY:::;L MikfiYk 
k:O c k=O 

(2) 

d 

hosil bo'ladi. Ushbu f f(x,y)dy 
c 

d 

integral x ning F(x) = f f(x,y)dy 
c 

funksiyasi bo'lib, bu funksiya [a,b] da, jumladan, [Xi' x i+1 ] da che­
garalangan bo'ladi. Agar 

m, = inf {F(x), X E [Xi' xi+t1}, 

Mi =sup{F(X),XE [Xi,Xi+I]}, (i=O,I,2,3, .. "n-l) 
deyilsa, (2) munosabatga ko'ra 

m-I m-I 

L m,kfiYk :::; l11; :::; Mi :::; L M,kfiYk 
k:O k=O 

bo'lib, undan 
m-I 

0:::; M, -m, :::; L(Mik - m,k )~Yk 
k=O 

bo'lishi kelib chiqadi. Bu tengsizlikni ~k ga ko'paytirib, so'ngra 
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• 

hosil bo'lgan tengsizlikni i ning i = 0,1, ... , n -I qiymatlarida yozib, 
ularni hadlab qo'shib topamiz: 

n-I n-I m-I 

o ::; L (M, - In, )Llxk ::; L L (M;k - rrl;k )JlDk = Sp (I) - Sp (I) . 
;=0 ;=0 k=O 

Modomiki, I(x,y) funksiya D da integrallanuvchi ekan, u holda 

Ap ~ 0 da (m~xLUk ~ 0) da 

n-I 

L(M; - m, )LUk ~ 0 
;=0 

d 

bo'ladi. Bu esa F(x) = J I(x,y)dy 
c 

funskiyaning [a,b] da integrallanuvchi ekanini bildiradi. 

Demak, h h [d 1 I F(x, y)dx = I f I(x, y)dy dx 

integral mavjud. 

(2) tengsizlikni [x;, xl+l ] oraliq bo'yicha hadlab integrallab topamiz: 

I ~ I1!;,Ay,dx ~ J[l fix, y)dy 1 dxs I ~ M"AJi dx=> 

~ ~"",ruw, s m fix, y)dy 1 dxs ~~ M"A;,;A», 

ya'ni s, (f) ~ HJ fix, y)dy 1 dx ~ Sp (f) 

munosabatga kelamiz. Ravshanki, 

va 

Sp (I) ::; JJ I(x, y)dxdy ::; sp (I) 
D 

(3) 

(4) 
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U holda (3) va (4) munosabatlardan 

lj f(x,y)dxdy = HI f(X,Y)dY]dx 

bo'lishi kelib chiqadi. ~ 
2- teorema. f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin: 
1) f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi, 
2) harbirtayin yE [c,d] da 

b 

J(y) = f f(x,y)dx 
a 

integral mavjud. 
U holda J(y) funksiya [c,d] da integrallanuvchi, ya'ni 

[J(Y)dy = Ht f(X,Y)dx] dy 

mavjud va lj f(x, y)dxdy = HI f( x, y)dx ] dy bo'ladi. 

.... Bu teoremaning isboti yuqoridagi teoremaning isboti kabidir. ~ 
1- natija. f(x,y) quyidagi shartlarni qanoatlantirsin: 
1) f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi; 

d 

2) har bir tayin x E [a,b] da f f(x,y)dy integral mavjud; 
c 

b 

3) har bir tayin yE rc, d] da f f(x,y)dx integral mavjud. U 
a 

holda 

m f(x,y)dy ]dx, HI f(x,y)dx ]dY 

integrallar mavjud va 
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lj f(x,y)dx ~ HI f(X,Y)dy]dx '" HI f(x, Y)dx] dy 

bo'ladi. 
2- natija. Agar !(x,y) funksiya D da uzluksiz bo'lsa, u holda 

lj f(x,y)dxdy, m f(X,y)dy]dx, HI f(X,Y)dx]dy 

integrallar mavjud va ular bir-biriga teng bo'ladi. Demak, integrallash 
to'plami 

D = {(x,y) E R2 : a $ x $ b, C $ Y $ d} 

bo'lgan holda!(x,y) funksiyaning D bo'yicha integrali avval birinchi 
argumenti (ikkinchi argumentini o'zgarmas deb hisoblab), so'ngra 
ikkinchi argumenti bo'yicha integrallab topiladi. 

1- misoI. Ushbu If x 2 ydxdy integral hisoblansin, bunda 
D 

D = {( x, y) E R2 : 2 $ x $ 5, 1 $ Y $ 3} . 

~ Integrallanayotgan !(x,y)=x2y funksiya 1- va 2-teorema­
lar shartlarini bajaradi. Ulardan foydalanib topamiz: 

If x 2 
ydxdy = S[I x 2 Ydx1] dy = S(X~Y JX=5 dy = 

D I 2 I x=2 

= - (125y - 8y)dy = - - = 156. 1 J3 117 (y2 J3 
3 I 3 2 I 

Shuningdek, 

bo'ladi. ~ 
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2". Egri chiziqli trapesiya bo'yicha ikki karrali integraUarni hi­
soblash. !(x,Y) funksiya tekislikdagi 

D) = {( x, y) e R2 : a :;:; x :;:; b, <PI (x) :;:; Y :;:; <P2 (x)} 

to'plamda berilgan bo'lsin, bunda <PI (x), <P2 (x) funksiyalar [a,b] da 
uzluksiz va "\Ix e (a, b) da <PI (x) < <P2 (x). 

3- teorema. !(x,Y) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin: 
1) !(x,Y) funksiya D da integrallanuvchi; 

2) har bir tayin x e [a,b] da 

'P2(X) 
J !(x,y)dy 

<PI (x) 

integral mavjud. U holda 

HI f(X,Y)dy]dx 

mavjud va quyidagi ifoda o'rinli bo'ladi: 

JJ !(x,y)dxdy =J['P2y) !(X,Y)dY]dX. 

I1 a 'PI (x) 

~Aytaylik, D={(x,y)e R2 :a:;:;x:;:;b,c:;:;y:;:;d} to'g'rito'rt­

burchak D) ni o'z ichiga joylashtirsin: D) c D (34- chizma). 
Ushbu 

( ) 
{
!(X,y), agar (x,y)e D) bo'lsa, 

F X,y = 
0, agar (x,y) e D \ D) bo'lsa 

funksiya uchun, ravshanki, 

JJ !(x,y)dxdy = JJ F(x,y)dxdy (5) 

I1 D 

tenglik bajariladi. 
Agar F(x,y) funksiya har bir tayin x e [a, b] da y o'zgaruvchining 

funksiyasi sifatida qaralsa, u holda teoremaning 2- sharti hamda F{x,y) 
funksiyaning tuzilishidan 

286 



, 

I" 

d r: 
f F(x,y)dy 

d ------..------~ 
c 

integralning mavjudligini topamiz. 
Unda 1- teoremaga ko'ra 

If F(x,y)dxdy = 
c ------I----~-___4 

I 
I 
I 

D 

~ m F(x,Y)dY]dx 

I 
I (6) 

o a b 

34- chizma. 

bo'ladi. Ayni paytda, har bir tayin X E [a,b] da 

d <PI (x) 'P2(x) d 

fF(x,y)dy= f F(x,y)dy+ f F(x,y)dy+ f F(x, y) dy= 
c (' <PI (x) 'P2 (x) 

<i>l (x) 'P2 (x) 

= f F(x,y)dy= f f(x,y)dy 
<i>1(X) 

bo'ladi. (5), (6) va (7) munosabatlardan 

If F(x,y)dxdy= J['P2y) f(X,y)dY]dX 
~ a <PI (x) 

bo'lishi kelib chiqadi. ~ 
Aytaylik, f(x,y) funksiya tekislikdagi 

x 

(7) 

D2 ={(X,Y)E R2: ",dY)~X~"'2(Y)' c~y~d} 
to'plamda berilgan bo'lsin, bunda "'I (y) va "'2 (y) funksiyalar [C,d] da 
uzluksiz va Vy E (c, d) da <PI (y) < <P2 (y). 

4- teorema. f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin: 
1) f(x,y) funksiya D2 da integrallanuvchi; 
2) har bir tayin YE [c, d] da 

IVl (y) 

f f(x,y)dx 
IVI(Y) 
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integral mavjud. U holda 

J[IVT) leX,Y)dxjdY 
C IVdy) 

mavjud va quyidagi ifoda o'rinli bo'ladi: 

If I(x,y)dxdy = J[1V2y) I(x, y) dx] dy. 
~ C IVI (y) 

~ Bu teoremaning isboti 3-teoremaning isboti kabidir. ~ 
Agar I (x,y) funksiya D* da kerakli shartlarni bajarib, integrallash 

to'plami f)* esa nol yuzali chiziqlar yordamida o'zaro bir-biri bilan 
ichki umumiy nuqtaga ega bo'lmasa hamda yuqoridagi teoremalardagi 
kabi 

D* = D; u D; u ... u D; 
bo'lsa, u holda quyidagi tenglik kelib chiqadi: 

If I(x,y )dxdy = If I (x,y)dxdy + If I (x,y)dxdy + ... 
D* ~ ~ 

+ If I (x,y)dxdy. 
n; 

2- misoI. Ushbu J = If ~x + ydxdy 
D 

integrallar hisoblansin, bunda D - quyidagi 
x = 0, y = 0, x + Y = 1 

chiziqlar bilan chegaralangan to'plam. 
~ Bu chiziqlar bilan chegaralangan to'plam 35- chizmada tasvir­

langan. 
I (x, y) = ~ x + y funksiya va D to'plam 3- teoremaning shartla­

rini bajaradi. Endi 

D = {(x,y) E R2: 0 ~ x ~ 1, 0 ~ y ~ 1- x} 

ekanini e'tiborga olib topamiz: 
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y 
y 

y =x+a 

3a y =x 

x x 

35- chizma. 36- chizma. 

J= s[IT JX+"YdY]dx= S~[(X+Y)~IY=I-Xl dx=~S(l-X~)dX= 
o 0 0 y=O 0 

=~(X-~)l =Hl-~)=~ ~ 
3- misol. U shbu J = JJ (x2 

I y2) dxdy 
D 

integral hisoblansin, bunda D quyidagi 
y = x, y = x + a, y = a, y = 3a, (a > 0) 

chiziqlar bilan chegaralangan to'plam. 
~ Bu chiziqlar bilan chegaralangan to'plam 36- chizmada tasvir­

langan. 
Berilgan integralni hisoblashda 4- teoremadan foydalanamiz: 

J = '[[1 {x' + y')dx ]dY = Hy: -(y~a)3 + y' (y - a) )dY = 

81a4 16a4 27 a4 a4 a4 4 
=12-12+-3--U-3=14a. ~ 

4- misol. Ushbu J = JJ dxdy integral hisoblansin, bunda D -
D 

quyidagi chiziqlar: 
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37- chizma. 

y2 = 2x parabola va uning (2; -2) va (8; 4) nuqtalarini birlashti­
ruvchi vatar bilan chegaralangan to'plam . 

.... y2 = 2x parabolaning (2; -2) va (8; 4) nuqtalarini birlashtiruv­
chi vatar tenglamasi 

Y = x-4 

kO'rinishda bo'ladi. y2 = 2x va y = x - 4 chiziqlar bilan chegaralan­
gan D to'plam 37- chizmada tasvirlangan. 

x = 2 to'g'ri chiziq yordamida D to'plamni ikkita DJ va D2 larga 
ajratamiz. Bunda: 
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DJ ={(x,Y)ER2
: O:::;x:::;2, -ffx:::;y:::;ffx}, 

D2 ={(X,Y)E R2: 2:::;x:::;8, x-4:::;y:::;-J2X}. 

Ikki karrali integralning xossalaridan foydalanib topamiz: 

If dxdy = If dxdy + If dxdy . 
D ~ ~ 

Bu integrallarni hisoblaymiz: 

If dxdy = If dxdy + If dxdy = J [1 dY] dx + j [1 dY] dx = 
D ~ ~ 0 -.J2X 2 x-4 

2 8 

= J2~dx+ J(.J2X-x+4)dx=18. ~ 
o 2 



Mashqlar 

1. Ushbu fJ sin ~2 -~+1 dxdy 
D x +Y +1 

integral baholansin, bunda 

D={(X,Y)E R2 :x2 +y2 ::;9}. 

2. Ushbu If f (x, y) dxdy integral takroriy integralga keltirilsin, 
D 

bunda D to'plam x2 + y2 = 4 va x2 - 2x + y2 = 0 aylanalar bilan 
chegaralangan. 

3. Ushbu If dxdy 3 integral hisoblansin, bunda 

D (l+x2+y2)2" 

D = {( x, y) E R2 : 0 ::; x ::; 1, 0 $ Y ::; 1 - x} . 

85- ma'ruza 
Ikki karrali integralda 0 'zgaruvchilarni 

almashtirish 

Ikki karrali integrallami hisoblashda ancha qiyinchiliklarga duch 
kelinadi. Bu qiyinchiliklar: 

I) integrallanuvchi funksiyalaming murakkabligi; 
2) integrallash to'plamining murakkabligi hisobiga sodir bo'ladi. 
Ba'zan o'zgaruvchilami almashtirish natijasida integrallanuvchi 

funksiya ham, integrallash to'plami ham soddaroq ko'rinishga (integral­
lash uchun qulay ko'rinishga) keladi va integralni hisoblash osonlashadi. 

10. Tekislikda to'plamlarni akslantirish haqida. Faraz qilaylik, 
tekislikda XOY dekart koordinatalar sistemasiga nisbatan chegara­
langan D to'plam, uOv dekart koordinatalar sistemasiga nisbatan esa 
chegaralangan.1 to'plam berilgan bo'lib, ulaming chegaralari aD va 
a.1 lar bo'lakli-silliq yopiq chiziqlardan iborat bo'lsin (38- chizma). 

Aytaylik, 

{

X = q>(u, v), 

y = 'I'(u, v) 
(I) 

sistema .1 ni D ga akslantirsin. Bu akslantirish quyidagi shartlarni bajarsin: 
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y v 

o x o U 

38- chizma. 

1) bu o'zaro bir qiymatli akslantirish; 
2) <p(u, v) va ",(u, v) funksiyalar!1 to'plamda uzluksiz va uzluksiz 

barcha xususiy hosilalarga ega; 
3) xususiy hosilalardan tuzilgan 

dX dX 

J(u,v)= au av 
ay dY 
dU dV 

funksional determinant !1 da ishora saqlasin va \i(u, v) E!1 da 
J (u, v) i:- 0 bo'lsin. 

Odatda, J (u, v) determinant (1) sistemaning yakobiani deyiladi. 
Ravshanki, bunday holda (1) akslantirishga teskari 

{
u = <p(x,y), 

v = ",(x,y) 

akslantirish mavjud va u D ni !1 ga bir qiymatli akslantiradi. 
Tasdiq. D to'plamning yuzi 

~D = ffIJ(u,v)ldudv 
/! 

bo'ladi (qaralsin, [1], 19- bob, 3- §). 
2°. Ikki karrali integralIarda o'zgaruvchilarni almashtirish. 

f(x,y) funksiya D to'plamda berilgan va uzluksiz bo'lsin. Ushbu 
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{

X = <p(u, v), 

y = \jf(U,v) (2) 

sistema ~ ni D ga akslantirib, u 10 da keltirilgan 1-3- shartlami bajarsin. 
D ning biror 

Pt>. = (~l '~2 , ... , ~n ) 

bo'laklanishi olaylik. Bu bo'laklash (1) akslantirish yordamida Dto'p-
~mn~ . 

PD =(D1 ,D2 ,···,Dn ) 

bo'laklashlarini hosil qiladi. 
lkki karrali integral ta'rifiga ko'ra 

bo'lib, 

bo'ladi. 

n 

() = I f(~k' llk hlDk , «~k' llk) E Dk ) 
k=l 

10 da keltirilgan tasdiqdan foydalanib topamiz: 

flDk = If IJ (u, v)1 dudv. 

O'rta qiymat haqidagi teoremaga binoan, shunday 

(u:, v:) E ~k 
nuqta topiladiki, bunda 

f IJ(u, v)1 dudv = IJ(u;, v;)1 flDk 

D 

tenglik bajariladi. 
Natijadaf(x,y) funksiyaning integral yig'indisi quyidagi 

n 

() = I f(~k , llk ) IJ (u; , v; )1).lAk 
k=l 

ko'rinishga keladi. (~k' llk) E Dk nuqtaning ixtiyoriyligidan 
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~k = (U;,V;)' 'Ilk = (U;,V;) 

deb olish mumkin. U holda 
n 

(J = L, J(<p(U;, V;), 'V(U;, V;) /J(U;, v;)/ ~k 
k=l 

bo'ladi. J(q>(u,v),'V(u,v))IJ(u,v)1 funksiya.6 da uzluksiz, bino­
barin, integrallanuvchi. Demak, 

n 

lim (J= lim L,J(q>(u;,v;),'V(u;,v;)/J(u;,V;)/)l.6k = 
Ap!1. ~O Ap!1. ~O k=l (4) 

= If J(q>(u,v),'V(u,v»IJ(u,v)ldudv 
.1-

bo'ladi. (2) va (3) munosabatlardan 

If J(x,y) =If J(<p(u,v),'V(u,v»IJ(u,v)ldudv (5) 
D .1-

bo'lishi kelib chiqadi. 
(5) ifoda ikki karrali integrallarda o'zgaruvchilami almashtirish 

formulasidir. 

1- misol. Ushbu 

integral hisoblansin. D quyidagi y = x 2 , Y = 2X2, xy = 1, xy = 2 
chiziqlar bilan chegaralangan. 
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r: .... Berilgan chiziqlar bilan che-

39- chizma. 

garalangan D to'plam 39- chiz­
mada tasvirlangan. 

Ushbu 

(x> 0) (6) 

akslantirishda D ning aksi: 

X .6={(u,v)eIr: 1::;u::;2,1::;v::;2}. 



Ravshanki, (5) akslantirish o'zaro bir qiymatli akslantirish bo'lib, 
unga teskari akslantirish quyidagicha: 

{

I I 

X = U 3 v 3, 

I 2 

Y = U 3v 3 • 

(6) sistemaning yakobianini topamiz: 
4 I 2 2 

(6') 

ox ox _!U-3v3 !U-3v3 

J(u,v)=~; ~~ = 3 I 2 3 I I =-3u' IJ(u,v)I=3~ul· 
~U3v-3 ~U3v-3 ou OV 3 3 

Endi y3 = uv2 ekanini e'tiborga olib, berilgan integralda (6') 
almashtirish bajarsak, u holda (5) formulaga ko'ra 

fJ y 3dxdy = fJ uv2IJ(u,v)ldudv 
D D 

bo'ladi. Keyingi integralni hisoblaymiz: 

fJ uv2IJ(u, v)ldudv = ~ fJ v2
dudv = ~ J(J V2

dV)dU =H~ -~) = ~. 
D D I I 

Demak, ff i dxdy = ~. ~ 
D 

3°. Ikki karrali integralning qutb koordinatalarida ifodalanishi. 
Yuqoridagi (1) sistema sifatida ushbu 

{

X = r c~sq>, 
y = r SIn q> (7) 

akslantirishni olaylik. Bu tekislikdagi qutb koordinatalari sistemasi 
bo'yicha (r,q» nuqtani dekart koordinatalari sistemasi bo'yicha (x,y) 
nuqtaga akslantirishni ifodalaydi. 

(7) sistemaning yakobiani 

J(u,v) = I co~q> -rsin<p1 = r 
-rSIn<p rcos<p 

bo'ladi. XOY tekisligidagi yuzaga ega D to'pJamni olaylik. 
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Bu D ning (7) akslantirish yordamida asli (proobrazi) 
~c{(r,q»E R2 :r~0,0~q>~21t} bo'ladi. 

Agar 0 nuqta (koordinata boshi) D ga tegishli bo'lmasa, u holda 
~ ni D ga akslantirish o'zaro bir qiymatli bo'lib, sistemaning yakobiani 
o dan farqli bo'ladi. 

Agar 0 nuqta D ga tegishli bo'lsa, u holda (7) akslantirishning 
o'zaro bir qiymatliligi hamda J(r,q» *- 0 shart nol yuzali chiziqlar­
dagina bajarilmaydi. 

Demak, J(x,y) funksiya Du aD da uzluksiz bo'lsa u holda 

Sf J(x,y) = Sf J(cosq>,rsinq»rdrdq> (8) 
D D 

formula o'rinli bo'ladi. 

2- misol. Ushbu J = Sf 2 1 2 dxdy 
D (x +Y ) 

integral hisoblansin, bunda D - quyidagi x = 0, y = 0, x + Y = a, 
x + y = b (0 < a < b) chiziqlar bilan chegaralangan to'plam. 

~ Berilgan integralda o'zgaruvchilarni quyidagicha 

x = r cos q>, y = r sin q> 

ko'rinsihda almashtiramiz. Unda x 2 + y2 = r2 bo'lib, (8) formulaga 
ko'ra 

r: 
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J = Sf i- rdrdq> = Sf ~ drdq> 
D r 11 r 

a b 

40-chizma. 

bo'ladi. Endi ~ ni topamiz. D ning 
tekislikdagi tasviri 40- chizmada 
ko'rsatilgan. 

Ravshanki, qutb burchagi q> ning 

o'zgarishi 0 bilan ~ orasida bo'-

ladi: 0 ~ q> ~ ~. (r,q» nuqta D da 

bo'lishi uchun r qutb radiusi chiz­
X mada ko'rsatilgan A nuqta bilan 

B nuqta orasida bo'lishi kerak. 



A nuqtada x + y = a bo'lgani uchun , cos <p + , sin <p = a, ya'ni 

a 
, =----
A cos <p+sin <p , 

B nuqtada x + y = b bo'lgani uchun , COS <p +' sin <p = b, ya'ni 

b 
, =----
B cos <p+sin <p 

bo'lib, 

'A ~, ~'B 

bo'ladi. Demak, ~={("<P)ER2 :'A ~r~rB' O~<p~~}. 

Natijada 

ga ega bo'lamiz. lntegrallarni hisoblab topamiz: 

It It It 

-[ J - -2 rB 1 2 1 rB 2 1 1 5 52 dr d<p= J(-r) d<P=5(,-,)d<P= 
o rA r 0 rA 0 A B 

It It 

5
2 (COS <p+sin <p cos <p+sin <P) d b-a 52 ( .) d 2 b-a ..... = - <p = - cos <p + Sin <p <p = -.,.... 

a b ab ab 
o 0 

3- misol. Ushbu J = Sf (x + y)dxdy integral hisoblansin, bunda 
D 

D to'plam x2 + l = 1, x2 + y2 = 4 , y = 0 (D da y > 0) chiziqlar 
bilan chegaralangan (41- chizma). 

(8) formuladan foydalanib topamiz: 

J = Sf (x + y)dxdy = Sf (r cos<p + r sin <p)drd<p. 
D D 

Ravshanki, 
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Natijada 

y 

41- chizma. 

J = If r2 (cos <p + sin cp)drd<p = 
D 

x 

= f f r2 (cos <p + sin <p) dr d<p = ; f (cos <p + sin <p)d<p = 1; n(2 ) n 

o I 0 

ga ega bo'lamiz. ~ 

Mashqlar 

1. Ushbu xy = 1, xy = 2, x - y - 1 = 0 (x > 0, y > 0) chiziqlar 
bilan chegaralangan to'plamni tomonlari koordinatalar o'qiga parallel 
bo'lgan to'g'ri to'rtburchakka o'tkazuvchi akslantirish topilsin. 

2. Ushbu If ;xd~ )2 integral hisoblansin, bunda D quyidagi 
D (x +Y 

x2 + i = 4x , x2 + y2 = 8x, y = x, y = 2x 
chiziqlar bilan chegaralangan. 

86- ma'ruza 
Ikki karraIi integralning ba'zi bir tatbiqlari 

10. Tekis shaldning yuzi. Tekislikda yuzaga ega bo'lgan D shakl 
berilgan bo'lsin. Bu shaklning yuzi 

~D= If dxdy (1) 

D 
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bo'ladi. Bu tenglikning isboti ilOO karrali Y 
integral ta'rifidan kelib chiqadi. 

Misol. Tekislikning birinchi chora­
gida ushbu 

x2 + y2 = 2ax, y2 = 2ax, 

x = 2a (a> 0) 
chiziqlar bilan chegaralangan shaklning 
yuzi topilsin. 

~ Bu shakl42-chizmada tasvirlan-
gan. 0 

(1) formulaga ko'ra qaralayotgan 
shaklning yuzi 

bo'lib, bunda 

~D = If dxdy 
D 

a 2a 

42- chizma. 

D = {(x,y) E R2 : 0 $ X $ 2a, .J2ax-x2 $ y $ v'2ax}. 

Integralni hisoblab, topamiz: 

= ~ a2 _ ~ ..2 = 16-31t J ..... 
3 2(4 6 . r 

x 

2·. Jismning hajmi. 81- ma'ruzada fazodagi jismning hajmi 
tushunchasi va uning mavjudligi sharti bayon etilgan edi. 

Endi jisrn hajmining ikki karrali integral orqali ifodalanishini 
ko'rsatamiz. 

R3 fazoda Dekart koordinatalar sistemasi va unga nisbatan joy­
lashgan V jismni qaraylik. Bu jism yuqoridan z = /(x,y) ifodalagan 
sirt, yon tomondan yasovchilari OZ o'qiga parallel silindrik sirt hamda 
pastdan XO Y tekisligidagi chegaralangan yopiq D to'plam bilan chegara­
langanjism bo'lsin. Bunda/(x,y) funksiyani D da uzluksiz deb qaraymiz. 

D to'plamning 
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bo'laklashlarini olaylik. U holda 

mk = inf {f(x,y): (x,y) E Dd, 
Mk = sup{f(x,y): (x,y) E Dd 

mavjud bo'ladi. Ushbu 

n n 

~ = Lmk~Dk' ~B = LMk~Dk 
k~l k~1 

yig'indilar mos ravishda V jismning ichiga joylashgan A ko'pyoqlik­
ning hajmi va Vjismni o'z ichiga olgan B ko'pyoqIikning hajmi bo'lib, 

~$~B 

bo'ladi. 
D to'plamni turli bo'laklashlar natijasida hosil bo'lgan {~} va 

{~B} to'plamlaming chegaralanganligidan sup{~}, inf{~B} laming 
mavjud bo'lishi kelib chiqadi. 

f(x,y) funksiya yopiq D to'plamda uzluksiz. Demak, u D da tekis 
uzluksiz. U holda "lE > 0 olinganda ham shunday 0 > 0 topiladiki, 
D to'plamning Ap < 0 bo'lgan ixtiyoriy 

P = {DI , D2 , .. Dn } 

bo'laklash uchun har bir Dk da (k=1,2, ... ,n) funksiyaning tebranishi 

E 
Mk -mk <­

IlD 

tengsizlikni qanoatlantiradi. Shulami e'tiborga olib topamiz: 

n n 

infwB}-supUtA}$ ~B-~ = LMk~Dk - Lmk~Dk = 
k=1 k=1 

Demak, 0 $ inf {~B} - sup{~} $ E. 

Keyingi munosabatdan 

inf WB} = sup UtA} 
bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa V jism hajmga ega bo'lishi va uning 
hajmi ~ V ning 
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/J. V = inf {!J.B} = sup {!J.A} 
ekanligini bildiradi. Ayni paytda, 

sup {/J.B} = fJ f(x,y)dxdy, 
jj 

va (2) tenglikka ko'ra 

inf {!J.A} = fJ f(x,y)dxdy 
D 

(2) 

fJ f(x,y)dxdy = fJ f(x,y)dxdy = 11 f(x,y)dxdy (3) 
D D D 

bo'ladi. (2) va (3) munosabatlardan 

/J.V = fJ f(x,y)dxdy (4) 

bo'lishi kelib chiqadi. 
2- misol. F azodagi 

x 2 + y2 + Z - 4 = 0 

D 

sirt (paraboloid) hamda tekislik bilan 
chegaralangan jismning hajmi topilsin . 

.... Bu jism 43- chizmada tasvirlan­
gan bo'lib, D to'plam XOYtekislik­
dagi x 2 + y2 $ 4 doiradan iborat. 

Sirtning tenglamasini Z = 4 - ~ -I 
ko'rinishda yozib, (4) formuladan 

Z 

4 

foydalanib topamiz: X 
43- chizma. 

/J. V = fJ (4 - x 2 - y2) dxdy, (5) 
D 

bunda D = {( x, y) E R2 : x 2 + y2 $ 4} , 
(5) integralda o'zgaruvchilami quyidagicha 

{

X = ,c~s<p, 
y = ,sm <p 

ko'rinishda almashtirib hisoblaymiz: 

4 - x 2 
- y2 = 4 - ,2, J (', <p) = " 0 $ , $ 2 , 

y 
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Demak, jismning hajmi )l V = 81t ga teng. 
3°. Sirtning yuzi. Faraz qilaylik, tekislikda yuzaga ega bo'lgan D 

to'plamda z = 1 (x,y) funksiya berilgan bo'lib, u shu to'plamda uzluksiz 
I;(x,y) , I;(x,y) hosilalarga ega bo'lsin. Bu funksiyaning grafigi 
R3 fazoda S sirtni ifodalasin (44- chizma). 

Bunday sirtning yuzasi ikki karrali integral orqali quyidagicha 
ifodalanadi: 

IlS = If ~1 + 1;2 (x,y) + 1;2 (x,y) dxdy. (6) 
(DJ 

3- misol. Asosining radiusi r, balandligi h ga teng doiraviy konus­
ning yon sirti topilsin . 

.... Ma'lumki, konus sirt z = ~ ~ x 2 + l tenglama bilan ifodala­
r 

nadi. (6) formulaga ko'ra konusning yon sirti 

IlS = Sf ~1 + (Z~2 (X,y»2 + (Z;2 (X,y»2 dxdy 
D 

bo'ladi, bunda D={(X,y)E R2: x2 +y2 sr2}. 

Agar 

z 

~ 
J lil I 

V1f=j ';.r;--...: , 
! lJ...-o' 

x 
44- chizma. 
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bo'lishini e'tiborga olsak, u holda 

IlS = Sf ~1 + h~ dxdy = 
D x 

= ~1 + h~ JJ dxdy = 1tr.J r2 + h2 

x D 

ekanini topamiz. ~ 



4°. Ikki karrali integralning mexanikaga tatbiqlari. Aytaylik, 
tekislikda massaga ega bo' 19an moddiy D shaklning har bir (x, y) E D 

, nuqtasidagi zichligi p(x,y) bo'lib, u D da uzluksiz bo'lsin. D shakl­
, ning massasini top ish talab etilsin. 

Ravshanki, p(x,y) = C - const bo'lsa, u holda Dshaklning massasi 

m = CJlD 

ga teng bo'ladi. Agar p(x,y) ixtiyoriy (k=1,2, ... ,n) uzluksiz funksiya 
bo'lsa, D shaklning massasini topish uchun D ning 

P = {D1 , D2 , .. Dn } 

bo'laklashini va har bir Dk da (k= 1 ,2, ... ,n) ixtiyoriy (~k' ~k) nuqtani 

olamiz: (~k' ~k) E Dk . Har bir Dk da p(x, y) ni o'zgarmas va uni 
P(~k' llk) ga teng deyilsa, u holda Dk ning massasi taxminan 

P(~k ,11k )JlDk 

J ga teng bo'lib, D shaklning massasi esa taxminan 
n 

L, P(~k' llk )JlDk (7) 
k=l 

ga teng bo'ladi. 

P bo'laklashning diametri A p ~ 0 da (7) yig'indining limiti izla­

nayotgan shaklning massasini ifodalaydi. 
Ayni paytda, (7) yig'indi funksiyaning integral yig'indisi va p(x,y) 

funksiya D da uzluksiz bo'lganligi sababli bu yig'indining limiti 

fJ p(x,y)dxdy 
D 

bo'ladi. Demak, D shaklning rnassasi 

m = fJ p(x,y)dxdy 
D 

tenglik bilan aniqlanar ekan. 

(8) 

4- misol. Tekislikda a radiusli doiraviy plastinka berilgan bo'lib, 
uning har bir A(x,y) nuqtadagi zichligi shu nuqtadan koordinatalar 
boshigacha bo'lgan masofaga proporsional. Doiraviy plastinkaning 
massasi topilsin. 
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~ Dekart koordinatalar sistemasining koordinatalar boshiga doi­
raviy plastinkaning markazini joylashtiramiz. U holda plastinkaning 
A(x,y) nuqtasidan koordinatalar boshigacha bo'lgan masofa 

d = ~X2 + y2 

bo'lib, plastinka zichligi 

p(x,Y)=k~x2 +y2 

bo'ladi, bunda k - proporsionallik koeffitsiyenti. 
(8) formulaga ko'ra plastinka massasi 

m = JJ k~x2 + y2 dxdy 
D 

bo'ladi, bunda D = {(x, y) E R2 : x 2 + i ~ r2} . 
Ikki karrali integralda 

{

X = rc~sq>, 
x = rsmq> 

almashtirish bajarib, uni hisoblaymiz: 

27t(Q ) 27t( 31 2 
m = If k~X2 + i dxdy = J J k· r· nir dq> = k J r3 J> dq> = '3 krra

3 
. ~ 

D 0 0 0 

Ikki karrali integrallar yordamida statistik momentlar: 

Mx = If yp (x, y) dxdy, (OX o'qiga nisbatan), 
D 

My = If xp (x, y) dxdy, (OY o'qiga nisbatan), 
D 

og'irlik markazining koordinatalari: 

Xo = If d~dY JJ xdxdy, Yo = If ~dY If ydxdy, 
D n D D 

inersiya momentlari: 
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Ix = Ify2p(x,y)dxdy, (OXo'qiga nisbatan), 
D 
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fy = Sf X2 P (x, y) dxdy, (OY o'qiga nisbatan). 
D 

fo = Sf (X2 + y2) P (x, y) dxdy (koordinatalar boshiga nisbatan) 
D 

topiladi. 

Mashqlar 

1. Tekislikda ushbu 

y2 +a2 y2 +b2 
X = -~' x = -----riJ' (0 < a < b) 

parabolalar bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin. 
2. Fazoda quyidagi 

x2 + y2 = 4 x, Z = x, Z = 2x 
sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmi topilsin. 

87- ma'ruza 
Uch karrali integrallar 

Matematik analiz kursi davomida f(x) funksiyaning [a, b] c R 
segment bo'yicha aniq integrali, f(x,y) funksiyaning Dc R2 to'plam 
bo'yicha ikki karrali integrali tushunchalari kiritilib, ular batafsil o'rga­
nildi. 

Xuddi shunga o'xshash bu tushuncha uch o'zgaruvchili f(x,y,z) 
funksiya uchun ham kiritiladi. Unda, avvalgi hollarda keltirilgan 
ma'lumotlar va ularni isbotlashda yuritilgan mulohozalar qaytariladi. 

Shuni e'tiborga o lib , uch karrali integral haqida tushuncha va 
tasdiqlarni keltirish bilan chegaralanamiz. 

1°. Uch karrali integral tushunchasi. Faraz qilaylik, R3 fazoda 
chegaralangan hamda hajmga ega bo'lgan Vjisrn (to'plam) daf(x,y,z) 
funksiya aniqlangan va chegaralangan bo'lsin. 

m:'>f(x,y,z):'>M, (X,y,Z)E V). 
V to'plamning biror 
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bo'laklashini va har bir Vk da ixtiyoriy (~k' llk , t;k ) E Vk nuqtani 
(k = 1,2, ... ,n) olib, ushbu 

n 

a = L I(~k' llk' t;k)1l Vk 
k~1 

yig'indini tuzamiz. U I(x,y,z) funksiyaning integral yig'indisi deyiladi. 
1- ta'rif. Agar \;lE > 0 son olinganda ham shunday 8 > 0 son 

topilsaki, Vto'plamning diametri A.p >8 bo'lgan har qanday Pbo'lak-
lash hamda har bir Vk da olingan ixtiyoriy (~k' llk , t;k) lar uchun 

la - JI < E 

tengsizlik bajarilsa, J son a yig'indining Ap> 8 dagi limiti deyiladi va 
quyidagicha belgilanadi: 

lim a = J. 
A.p-'+o 

2- ta'rif. Agar Ap > 8 da I(x,y,z) funksiyaning integral yig'indisi 
chekli limitga ega bo'lsa, I(x,y,z) funksiya V to'plamda integralla­
nuvchi, J songa esa I(x,y,z) lunksiyaning V to 'plam ho 'yicha uch 
karrali integrali deyiladi va quyidagicha 

HI/(x,y,z)dxdydZ 
v 

ko'rinishda belgilanadi. Demak, 

n If I I(x,y, z)dxdydz = lim LI(~k' llk' t;k )Il Vk . 
V A.p-,+o k~1 

I(x,y,z) funksiya V da chegaralanganligi uchun 
mk = inf{/(x,y,z):(X,y,Z)E Vd, 

Mk = sup{/(x,y,z):(X,y,Z)E Vd 

n n 

mavjud. Ushbu S = LmkllVk, S = LMkllVk 
k~ k~ 

yig'indilar mos ravishda Darbuning quyi hamda yuqori yig'indilari 
deyiladi. 

Ravshanki, S = sp(/), S = Sp(/) 

bo'lib, {s = Sp (I)}, {S = Sp (I)} to'plamlar chegaralangan bo'ladi. 
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3- ta'ri! {sp(f)} to'plamning aniq yuqori chegarasi f(x,y,z) 
funksiyaning quyi uch karrali integrali deyiladi va 

.L = JJJ f(x,y,z)dxdydz 
v 

kabi belgilanadi. 
4- ta'rif. {Sin to'plamning aniq quyi chegarasi f(x,y,z) funk­

siyaning yuqori uch karrali integrali deyiladi va 

1= JJJ f(x,y,z)dxdydz 
v 

kabi belgilanadi. 
5- ta'rif. Agar .L = J bo'lsa, f(x,y,z) funksiya V to'plamda in­

tegrallanuvchi, ularning umumiy qiymati 

J=J=J 
f(x,y,z) funksiyaning Vto'plam bo'yicha uch karrali integrali deyiladi. 

2". Uch karrali integralning mavjudligi. Quyidagi teorema uch 
karrali integralning mavjudligini ifodalaydi. 

1- teorema. f(x,y,z) funksiyaning V to'plamda integrallanuvchi 
bo'lishi uchun "'lE> 0 son olinganda ham shunday 0> 0 son topilib, 
V to'plamning diametri Ap> 0 bo'lgan har qanday P bo'laklashiga 
nisbatan Darbu yig'indilari ushbu 

Sp(J)-Sp(J)<E (1) 

tengsizlikni qanoatlantirishi zarur va yetarli. 
Agar f(x,y,z) funksiyaning Vk dagi tebranishini ffik desak, u holda 

n n 

Sp(f)-sp(f)= L(Mk -mkhtVk = LffikllVk 

bo'lib, (1) shart ushbu 

ko'rinishni oladi. Bu holda 

deyish mumkin. 

k~ k~ 

n 

LffikllVk < E 
k=l 
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3°. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi. Uch o'zgaruvchili f(x,y,z) 
funksiyalar ma'lum shartlarni qanoatlantirganda ulaming integ­
rananuvchi bo'lishini ifodalaydigan teoremalami keltiramiz. 

2- teorema. AgarJ(x,y,z) funksiya chegaralangan yopiq Vto'plam-
da uzluksiz bo'lsa, u shu to'plamda integrallanuvchi bo'ladi. 

Aytaylik, R3 fazoda S sirt berilgan bo'lsin. 
6- ta'rij. Agar R3 da shunday Vo ko'pyoqlik topilsaki, 
1) Se VG, 
2) '<:lE> 0 uchun Il Vo < £ bo'lsa, S nol hajmli sirt deyiladi. 
3- teorema. AgarJ(x,y,z) funksiya chegaralangan yopiq Vto'plam­

dagi chekli sonda nol hajmli sirtlarda uzilishga ega, qolgan barcha 
nuqtalarda uzluksiz bo'lsa, J(x,y,z) funksiya V to'plamda integralla­
nuvchi bo'ladi. 

4°. Uch karrali integralning xossalari. Uch karrali integrallar 
ham ikki karrali integralning xossalari kabi xossalarga ega. 

1) f(x,y,z) funksiya V da ( Ve R3) integrallanuvchi bo'lsin. Agar 
Vto'plam nol hajmli Ssirt bilan umumiy ichki nuqtaga ega bo'lmagan 
bog'lamli ~ va V2 to'plamlarga ajralgan bo'lsa, J(x,y,z) funksiya har 
bir VI va J'2 to'plamlarda integrallanuvchi va quyidagicha bo'ladi: 

If I f(x,y,z)dxdydz = If I J(x,y,z)dxdydz + If I J(x,y,z)dxdydz. 
v ~ ~ 

2) Agar J(x,y,z) funksiya V to'plamda integrallanuvchi bo'lsa, 
c· f(x,y,z) funksiya (c = const) ham Vto'plamda integrallanuvchi va 

If I cJ(x,y,z)dxdydz = c If I J(x,y,z)dxdydz 
v v 

bo'ladi. 
3) Agar J(x,y,z) va g(x,y,z) funksiyalar V da integrallanuvchi bo'lsa, 

J(x,y, z) ± g(x, y, z), J(x,y, z)· g(x, y, z) funksiyalar integralla­
nuvchi va 

bo'ladi. 
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If I [J(x,y, z) ± g(x,y, z)] dxdydz = 
v 

= If I J(x,y,z)dxdydz ± If I J(x,y,z)dxdydz 
v v 



4) Agar f(x,y,z) funksiya V to'plamda integrallanuvchi bo'lib, 
V'(x,y,z) E V da f(x,y,z) ~ 0 bo'lsa, 

bo'ladi. 

If I f(x,y,z)dxdydz ~ 0 
v 

5) Agar f(x,y,z) funksiya Vto'plamda integrallanuvchi bo'lsa, u 
holda if(x,y, z)i funksiya ham V da integrallanuvchi va 

If I f(x,y,z)dxdydz $ Iffif(x,y,z)idxdydZ 
v v 

bo'ladi. 
6) Agar f(x,y,z) funksiya V to'plamda integrallanuvchi bo'lsa, u 

holda shunday ex son (m $ ex $ M) topiladiki, bunda 

If I f(x,y,z)dxdxydz = exllV (V'(X,y,Z)E v: m $ f(x,y,z) $ M) 
v 

bo'ladi (o'rta qiymat haqidagi teorema). 
5°. Uch karrali integraUarni hisoblash. Uch karrali integrallarni 

hisoblash formulalari integrallash to'plamining ko'rinishiga qarab 
turlicha bo'ladi. 

a) Aytaylik, f(x,y,z) funksiya R3 fazodagi to'plam 

V = {( x, y, z) E R3 : a $ x $ b, C $ Y $ d, p $ Z $ q} 

da (parallelepipedda) uzluksiz bo'lsin. U holda quyidagicha bo'ladi: 

W [(x,y,z)dxdydz = W[(! [(x,y,z)dz) )dy]dx. (2) 

b) Aytaylik, R3 fazodagi Vto'plam pastdan Z = '1'1 (x,y), yuqo­
ridan z = '1'2 (x,y) sift (bunda Dc R2 to'plam V jismning XOY 
tekislikdagi proyeksiyasi) bilan chegaralangan bo'lsin. Agar bu V da 
f(x,y,z) uzluksiz, '1'1 (X,y) va '1'2 (X,y) funksiyalar D da uzluksiz 
bo'lsa, u holda quyidagicha bo'ladi.: 

fJf [(x, y, z) dxdydz = fl[:I: [( >; y, z) d'fdY (3) 
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d) Aytaylik, b) holdagi D to'plam quyidagicha 

D = {( x, y) E R2 : a ~ x ~ b, <Pt< x) ~ y ~ <P2 (x)} 
bo'lib, <PI va <P2 funksiyalar [a,b] da uzluksiz bo'lsin. U holda 

b[<Jl2(X)(1JI2(X,Y) ) 1 HI f(x, y, z)dxdydz = I I I f(x, y, z) dz) dy dx 
v a 'Pt (x) 1JI1 (X,Y) 

bo'ladi. 

1- misol. Ushbu J = HI (x + y + z)dxdydz integral hisoblansin, 
v 

bunda V={(X,y,Z)E R3 :O~x~1,O~y~3,O~z~2}. 
~ Yuqoridagi (2) forrnuladan foydalanib berilgan integralni hi­

soblaymiz: 

J[J(J (x + y + Z)dZ)dy] dx = J[J( xz+ yH ~ r dy] dx= 
o 0 0 0 0 z=ll 

I [3 ] I ( 2 1=3 I = I I2(x+y+l)dy dx= I2 xy+~ +y _ dx=I(6x+15)dx=18. ~ 
o 0 0 =0 0 

2- misol. Ushbu HI z 2dxdydz integral hisoblansin, bunda V­
(v) 

konus (z = ~X2 + y2 ) va Z = h tekislik bilan chegaralangan to'plam. 
~ Vning XOYtekislikdagi proyeksiyasi 

D = {(x,y) E R2 : x 2 + y2 ~ h2} 

bo'ladi. (3) formuladan foydalanib topamiz: 

J = H[ j Z2 dZ JdxdY = H[~ -~(r + I )~] dxdy. 
D J~+y2 . D 

Keyingi integralda 
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almashtirish bajarib, uni hisoblaymiz: 

J = m(~ +' }d+~= ~xN ~ 
6°. Uch karrali integrallarda o'zgaruvchilarni almashtirish. 

Aytaylik, f(x,y,z) funksiya Vc R3 to'plamda berilgan va uzluksiz 
bo'lsin. Ushbu 

{

X = <p(u,v, w). 
y = o/(u,v, w), 
z = X(u,v, w) 

sistema ~ c R3 to'plamni Vto'plamga akslantirish bo'lib, bu akslan­
tirish 85- ma'ruzada keltirilgan 1- 3- shartlarni bajarsin. U holda 

HI f(x,y,z)dzdydz = 
v 

= HI f(<p(u,v, w), o/(u,v, w), x(u,v, w))IJldudvdw 
f1 

bo'ladi, bunda 

dx dx dx 
du dv dw 

J= 
dy dy dy 
du dv dw 
dz dz dz 
du dv dw 

bo'ladi. 
Ko'p hollarda dekart koordinatalaridan silindrik hamda sferik koor­

dinatalarga o'tish bilan uch karrali integrallar hisoblanadi. 
a) Dekart koordinatalari x, y, z dan silindrik koordinatalar p, <p, z ga 

o'tish 

x = p cos <p, y = p sin <p, Z = Z 

(0 ~ p ~ +00, 0 ~ <p ~ 21t, -00 < Z < +00) formulalar yordamida amal­

ga oshiriladi (45- chizma). 
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z z 

y y 

x x 
45- chizma. 46- chizma. 

Bu almashtirishning yakobiani J = p bo'lib, 

HI f(x,y,z)dxdydz = HI f(pcos<p,psin<p,z)pdpd<pdz 
v 8 

ga ega bo'lamiz. 
b) Dekart koordinatalari X, y, z dan sferik koordinatalar p, <p, e ga 

o'tish 
X = P sin e . cos q> , y = p sin e . sin q> , z = p cos e 

(0 S; p S; +00, 0 S; q> S; 2n, 0 S; e S; n) formulalar yordamida amalga 
oshiriladi (46- chizma). 

Almashtirish yakobiani J = p2sine bo'lib, 

HI f(x,y,z)dxdydz = 
v 

= HI f(psinecos<p, psinesin<p, pcose)p2 sinedpd<pde 
v 

bo'ladi. 

3- misol. Ushbu HI zdzdydz 
v 

integral hisoblansin. Bunda quyidagi 
2 2 2 

x ~y =.;-, (h > 0) 
r h 

konusning yuqori qismi va z = h tekislik bilan chegaralangan to'plam. 
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~ Berilgan integralda o'zgaruvchini quyidagicha 
x = p cos <p, y = p sin <p, z = z 

ko'rinishda almashtirib topamiz: 

x 2+y2 Z2 p2 Z2 h 
--=-=>-=-=>z=+-p ,2 h2 ,2 h2 -,' 

Natijada 

bo'ladi. Keyingi integralni hisoblaymiz: 

r[2lt( 2 )Z=h 1 r[2lt( 2 2 ) 1 I I p ~ h d<p dp = I I h2 - h,2 p2 pd<p dp = 
o 0 z=-p 0 0 2 

r 

1th2,2 
Demak, J = -4-' ~ 

4- misol. Ushbu J = If I (x 2 + y2 + Z2 )dxdydz 
v 

integral hisoblansinki, bunda V to'plam 

x2 + y2 + Z2 ::;;,2 

shardan iborat. 
~ Bu intervalda 

x = p sin e . cos <p , y = p sin e . sin <p, z = p cos e 
almashtirish bajaramiz. U holda 

x 2 + y2 + Z2 = p2, J = p2 sin e 
bo'lib, 
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o ~ p ~ r, 0 ~ <p ~ 21t, 0 ~ e ~ 1t 

bo'ladi. Natijada berilgan integral 

J = If I (h y' +Z') dxdydz = l[ HI p' p' sin Od<fl )dO] dp 

ko'rinishga keladi. Keyingi integralni hisoblaymiz: 

4nr5 

Demak, J = -5- . ~ 

7°. Ucb karrali integrallarning ba'zi tatbiqlari. Uch karrali integral 
yordamida R3 fazodagijismlarning hajrnini, massalijismning massasini, 
og'irlik markazini, inersiya momentlarini topish mumkin. 

1. Ushbu 

Masbqlar 

J H J x 2 + y2 dxdydz 
v 

integral hisoblansin, bunda V - fazoda quyidagi 
x 2 + y2 = Z2 , Z = 1 

sirtlar bilan chegaralangan jism (to'plam). 
2. Sferik koordinatalarga o'tib, ushbu 

HJ Jx2 + i + Z2 dxdydz 
v 

integral hisoblansin, bunda V - fazoda 
x2 + y2 = Z2 = z 

sirt bilan chegaralangan jism (to'plam). 
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17- BOB 
EGRI CHIZIQLI INTEGRALLAR 

88- ma'ruza 
Egri chiziqlar va ulaming uzunliklari haqida 

10. Egri chiziq tushunchasi. Oliy matematikaning dastlabki qismini 
o'rganish mobaynida o'quvchi egri chiziq va uning tenglamalari, 
egri chiziqning uzunligi kabi ma'lumotlar, shuningdek, ba'zi egri 
chiziqning tasvirlari bilan tanishgan. Egri chiziqli integrallar naza­
riyasida (shuningdek, keyinchalik o'rganiladigan kompleks analiz kursida) 
egri chiziqlaming muhimligini e'tiborga olib, ular haqida ba'zi ma'lu­
motlami keltirish lozim topildi. Hozirgi zamon matematikasida egri 
chiziq turlicha ta'riflangan bo'lib, ular orasida Jordan tomonidan 
keltirilgan ta'rif birmuncha tabiiyroq hisoblanadi. U egri chiziqni 
nuqtaning uzluksiz harakati natijasida qoldirgan izi sifatida qaragan. 

x(t), y(t) funksiyalar [a.,~] segmentda aniqlangan va uzluksiz bo'l­
sin. Bu funksiyalardan tuzilgan ushbu 

{

X = x(t), 
y=y(t) (a.::;t::;~) (1) 

sistemani qaraylik. Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini olib, 
x va y lami shu tekislikdagi biror M nuqtaning koordinatalari sifatida 
qaraymiz: M= M(x,y). Ravshanki, M nuqta [a.,~] dan olingan t ga 
bog'liq. Ayni paytda, M nuqta argument t ning (1) akslantirishdagi 
aksi (obrazi), t ning o'zi bu akslantirishdagi M nuqtaning asli (proob­
razi) bo'ladi. Shunday qilib, (1) akslantirish yordamida [a.,~] seg­
mentning aksi tekislikda ushbu 

r = {(x,y): x = x(t), y = y(t), t E [a.,~]} 

to'plamni hosil qiladi. Bu r to'plamga tekislikdagi egri chiziq deyiladi. 
Demak, egri chiziq [a.,~] da uzluksiz bo'lgan 2 ta x(t), y(t) funksiyalar 
yordamida ta'riflanar ekan. Odatda, egri chiziqning bunday berilishi 
uning parametrik ko'rinishda berilishi deyiladi. Bunda t - parametr. 
Masalan: 
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{rx=rc~st, (0:::;t:::;21[,r>0) (2) 
y = rSIn t 

sistema tekislikda markazi koordinatalar boshida, radiusi r ga teng 
bo'lgan aylanani ifodalaydi. Demak, (2) - aylananing parametrik 
tenglamasi. 

Ba'zi hollarda egri chiziqning ta'rifini ifodalaydigan r to'plam 
murakkab bo'lib, hatto u biz tasavvur etadigan egri chiziqqa butunlay 
o'xshamay qolishi mumkin. Masalan, Peano tomonidan [0, I] seg­
mentda uzluksiz bo'lgan shunday x(t), y(t) funksiyalar tuzilgan: 
r to'plam uchlari (0,0), (1,0), (1,1), (0,1), nuqtalarda bo'lgan kvad­
ratdan iborat bo'ladi. Boshqacha qilib aytganda, «Egri chiziq» kvadrat­
ning har bir nuqtasidan o'tadi. Bu «Egri chiziq» shu bilan xarakter­
lanadiki, bunda parametrning cheksiz ko'p turli qiymaUarida x(t) va 
y(t) funksiyalar bir xil qiymatni qabul qiladi. 

Aytaylik, {;:;~:~' (a:::;t:::;p) (3) 

tenglamalar sitemasi biror egri chiziqni aniqlasin, bunda x(t), y(t) 

funksiyalar [a,~] da uzluksiz. Agar tl ,t2 E [a,p] da tl * t2 bo'lganda 

x(tl) = x(t2 ), y(tl) = y(t2 ) 

bo'lsa, u holda egri chiziqning (X(tl ),y(tl» va (X(t2 ),y(t2» nuqta­
lari uning karrali nuqtalari deyiladi (bu nuqtada egri chiziq o'zini o'zi 
kesib o'tadi). Karrali nuqtalarga ega bo'lmagan egri chiziq sodda Jordan 
egri chizig'i deyiladi. Bu holda t parametrning turli tl , t2 (tl * t2 ) 

qiymatiariga mos keluvchi egri chiziqning (X(tl ),y(t,», (X(t2 ),y(t2» 
nuqtalarLturlicha bo'ladi. Masalan, [a,b] segmentda uzluksiz bo'lgan 
y = f(x) funksiya grafigi sodda Jordan egri chizig'i bo'ladi. Haqiqatan 
ham, 

{

X = t, 
, Y = f (t), (y = f (x), a:::; x :::; b) 

deyilsa, u holda tufli tl , t2 (tl * t2 ) uchun XI * X2 (XI = tl , X2 = t2 ) 

bo'lishi ravshan. Agar (3) sistema bilan aniqlanadigan egri chiziqda 
t parametrning turli tl , t2 (tl * t2) qiymatlariga mos keluvchi egri 
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chiziqning (X(tl ),y(t,)), (X(t2 ),y(t2)) nuqtalari ham turlicha bo'lib, 

x(a) = x(13), y(a) = y(13) 
bo'lsa, egri chiziq sodda yopiq egri chiziq deyiladi. Masalan, ushbu 

. (0 ::; t ::; 2n, a > 0, b > 0) 
{

X = acos t, 

y = bsml 

sictema bilan aniqlangan egri chiziq (ellips) sodda yopiq egri chiziq 
bo'ladi. 

Biror sodda egri chiziq ushbu 

{

X = x(t), 

y = y(t) 
(a::;t::;13) 

tenglamalar sitemasi bilan aniqlanadigan bo'lsin. (x(a),y(a)) = A, 
(x(13),y(13)) = B nuqtalar bu egri chiziqning mos r~vishda boshi va 
oxirgi nuqtalari deyiladi. Bu hold a egri chiziqni AB yoy deb ham 
yuritiladi. 

Parametr 1 E [a, 13 1 ning 11 ,12 (t1:F- t2 ) qiymatiari tichtm tl < 12 

bo'lganda egri chiziqning JX(t2 ),y(t2» nuqtasi (X(tl ),y(fj)) 

nuqtadan keyin kelishi bilan AB yoyda yo'nalish o'rnatiladi. Bunday 
yo'nalish A dan B ga qarab bo'ladi. Agar (3) sistemadagi 

x = x(t), y = y(t) 

funksiyalar [a,131 da uzluksiz x'(t), y'(t) hosilalarga ega bo'lib, 
X,2 (t) + y,2 (1) > 0 bo'lsa, (3) sistema aniqlagan egri chiziq silliq egri ....., 
chiZiq deyiladi. Agar AB egri chiziq chekli sondagi silliq egri chiziq-
lardan tashkil topgan bo'lsa, uni bo '/akli silliq egri chiziq deyiladi. 
Silliq egri chiziq har bir nuqtasi urinmaga (chetki nuqtalarda bir 
tomonli urinmalarga) ega bo'ladi. Bo'lakli silliq egri chiziqlar esa 
chekli sondagi nuqtalarda bir tomonli urinmalarga ega bo'lishi mum­
kin. Masalan 

{
X = a c.os 1, (0::; 1 ::; 2 n) 
y = bsml 

ellips - silliq egri chiziq, siniq chiziq esa bo'lakli silliq egri chiziq 
bo'ladi. 
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2". Egri chiziqning mavjudIigi va uoing ozunligi. Faraz qilaylik, 
AB egri chiziq 

{

X = x(t), 

y = y(t) 

tenglamalarsistemasi bilan aniqlangan bo'lsin, bunda A = (x(a), y(a», \ 

B = (x(~),y(~», [a,~] segmentning ixtiyoriy bo'laklanishi ! 
P = {to, tl , .. tn_1 ,tn}, (to = a,tn =~) 

n~olamiz. P bo'laklashning bo'luvchi tk (k = O,I,2, ... ,n) nuqtalari 
AB egri chiziqda 

Ak = (X(tk),y(tk »; (k = O,I,2,.3, ... ,n, Ao = A, A" ..., B) 

nuqtalarni hosH qiladi. Bu nuqtala~ni bir-biri bilan. to'g~ri chiziq 
kesmalari yordamida birlashtirib, AB egri chiziqqa chizilgan siniq 
chiziqni topamiz. Ravshanki, siniq chiziq uzunlikka ega (odatda, 
siniq chiziq uzunligi uning periametri deyiladi). Uni L bilan belgilaylik. 
Siniq chiziq perimetri L [a,~] ning bo'laklanishi Pga bog'liq bo'ladi: 
L = L(P). [a,~] segmentning barcha bo'laklashlari to'plami P={P} 
ning har bir bo'laklashiga nisbatan egri chiziqqa siniq chiziq chiziladi. 
Bunday siniq chiziqlarning perimetrlari {L(P)} to'plamni ~osil qiladi. 

1- ta'rif. Agar {L(P)} to'plam chegaralangan bo'lsa, AB egri chi­
ziq uzun!ij<.ka ega deyiladi. Agar {L(P)} to'plam chegaralanmagan 
bo'lsa, AB egri chiziq uzunlikka ega emas deyiladi. 

Endi egri chiziqning uzunlikka ega bo'lishini ifodalaydigan teore­
malarni isbotsiz keltiramiz. 

'-' 

Aytaylik, AB egri chiziq ushbu 

{

X = x(t), 

y = y(t) 
(a::;t::;~) 

tenglamalar sistemasi bilan aniqlangan bo'lsin. [a,~] segmentning ixtiyoriy 

P={tO,tI,···,tn-l,tn}, (to =a,tn =~) 
bo'laklashini olib, quyidagi 

n-I n-I 
SI = L Ix(tk+1 ) - X(tk )1, S2 = L ly(tk+l) - y(tk)1 

k=O k=O 
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'( 

yig'indilarni tuzamiz. Ravshanki, bu yig'indilar P bo'laklashga bog'­
liq bo'ladi: 

SI = SI (P), S2 = S2 (P). 

1- teorema. AB egri chiziq uztinlikka ega bo'lishi uchun [Il,~] 

segmentning barcha turli bo'laklashlari bo'yicha tuzilgan {Sl(P), SiP)} 
to'plamlarning chegaralangan ba'lishi zarur va yetarli. 

Xususan, egri chiziq 

y = f(x), (a ~ x ~ b) (4) 
tenglama bilan aniqlangan bo'lib, f(x) funksiya [a,b] segmentda 
uzluksiz bo'lsin. [a,b] segmentning ixtiyoriy 

P = {XO,Xl"",Xn_l ,Xn}, (xo = a,xn = b) 

bo'laklashini olib, unga nisbatan ushbu 

n-l 
S(P) = I If(xk+l) - f(xk)1 

k=O 

yig'indini hasil qilamiz. 
2- teorema. (4) egri chiziq uzunlikka ega bo'lishi uchun [a,b] 

segmentning barcha turli bo'laklashlari bo'yicha tuzilgan 

n-I 

S(P) = I If(Xk+1 ) - f(xk)1 
k=O 

to'plamning chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli. 
1- misol. 1. Ushbu 

f (x) = {x cos ~ ~ agar 0 < x ~ I, 
0, agar x = 0 

tenglamalar bilan aniqlangan egri chiziq uzunlikka ega emasligi isbot­
lansin. 

.... Bu funksiya [0,1] segmentda uzluksiz bo'ladi. segmentining 

P = {xo, Xl' ... , Xn-l ,Xn} 

bo'laklashini olaylik, bunda 

1 1 1 
Xo =0, XI =-, X2 =-l""'Xn-1 =-, Xn =1 n n- 2 
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bo'lsin. Ravshanki, 

k = ° da f(Xo) = f(O) = 0, 
1t 1 (_l)n-k+1 

k :/:. ° da f(Xk) = Xk COS - = -k-l cos(n - k + 1)1t = k 1 Xk n- + n- + 

bo'lib, 

bo'ladi. Natijada 

1 1 
If(xk+l) - f(xk)1 = - + --­

n-k n-k+l 

S(P) = Ilf(Xk+l) - f(Xk)1 = If(xl)1 + If(.xz) - f(xl)1 + ... + If(xn) - f(Xn-I)1 = 

I 1 1 1 =-+-+-+ ... +-+1 
n n-l n 2 

bo'lib, bundan S(P) > 1 + ~ + ~ + ... + ~ bo'lishligi kelib chiqadi. 

Keyingi tengsizHkdan esa S(P) ning chegaralanmaganligini topamiz. ~ 
2- misol. Ushbu 

f(x) = {X2 cos~, agar ° < x ::; 1, 

0, agar x = ° 
tenglama bilan aniqlangan egri chiziq uzunlikka ega bo'lishi isbot­
lansin . 

.... Bu funksiya [0,1] segmentda uzluksiz bo'ladi. [0,1] segment­
ning ixtiyoriy 

P = {xo , xI , ... , Xn-l , xn } 
bo'laklashini olib, 

n-I 
S(P) = ~ If(xk+l ) - f(Xk)1 

k=O 

yig'indini qaraymiz. Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz: 

n-I 
S(P) = ~ 1f'(~k)1 (Xk+1 - Xk) . 

k=O 

Agar 1J'(x)1 = 12x cos ~ + 1t sin ~I < 6, (0 < x ::; 1) 
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bo'lishini e'tiborga olsak, keyingi munosabatdan 

n-I 

S(P) ::; 6I (Xk+1 - Xk) = 6 
k=O 

bo'lishi kelib chiqadi. Demak, qaralayotgan egri chiziq uzunlikka 
ega. ~ 

E s I a t m a. Egri chiziqning uzunlikka ega bo'lishi va uning uzun­
ligini limit orqali ta'riflash mumkin. 

Aytaylik, ushbu 

{
X = x(t), 

y = y(t) 
(a.::;I::;~) 

tenglamalar sistemasi Jordan chizig'ining ifodasi bo'lsin, bunda x(t), 
y(t) funksiyalar [a.,~] da uzluksiz. 

l a.,~] segmentning 

P = {to, 11, ... ,In-l,ln} 

bo'laklashini olib, so'ngra egri chiziqning . 
(x(to), y(to », (X(tl)' y(tl»' ... , (x(tn), y(tn» 

nuqtalarini to'g'ri chiziq kesmalari yordamida birlashtirib, egri chi­
ziqqa chizilgan siniq chiziqni hosil qilamiz. U ning perimetri 

n-l 
L = I )[X(tk+l) - x(tk)f + [yUk+l ) - y(tk )]2 

k=O 

bo'ladi. 
2- fa'rif. Agar VE > 0 olinganda ham shunday 8 >' 0 son topilsaki, 

diametri Ap>8 bo'lgan [a.,~] segmentning ixtiyoriy Pbo'laklashi uchun 

IL(P)-II<E 

tengsizlik bajarilsa, ya'ni 

lim L(P) = I 
A.p~O 

bo'lsa, egri chiziq uzunlikka ega deyilib, I esa uning uzunligi deyiladi. 
3°. Egri chiziq uzunligini hisoblash formulalari. 40- ma'ruzada 

egri chiziq uzunligini hisoblash formulalari bayon etilgan. Egri chiziqli 
integrallarda egri chiziqning uzunligi muhimligini e'tiborga olib, tegishli 
formulalarni keltiramiz. . 
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1) AB egri chiziq y = I(x), (a:5 x :5 b) tenglama bilan berilgan 
bo'lib,/(x) funksila [a,b] da uzluksiz va uzluksiz f'(x) hosilaga ega 
bo'lsin. U holda AB egri chiziqning uzunligi quyidagiga teng bo'ladi: 

b 

1= f~1+f'2(x)dx. 
a 

'-" 

2) AB egri chiziq 

{

X = x(t), 

y = y(t) 

tenglamalar sitemasi bilan aniqlansin. Bunda x(t), y(t) funksiyalar 
[a,~] segmentda uzluksiz va uzluksiz x 'et), y'(t) hosilalarga ega bo'lib, 

A = (x(a),y(a», B = (x(~),y(~» 
bo'lsin. U holda egri chiziqning uzunligi 

p . 

1= f ~X'2 (t) + y'2 (t)dt 
a 

bo'ladi. 
'-" 

3) AB egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida 

p = peS), (a:5 S :5 ~) 

tenglama bilan aniqlansin, bunda peS) funks~a [a,~] segmentda uzluk­
siz va uzluksiz p'(S) hosilaga ega. U holda AB egri chiziqning uzunligi 
quyidagiga teng bo'ladi: 

p 

1= f ~p'2 (9) + p2 (e)de. 
a 

Mashqlar 

1. Ushbu I(x) = {JX cos ~, agar 0 < x :5 1 bo'lsa, 

o ,agar x = 0 bo'lsa 

tenglamalar bilan aniqlangan egri chiziqning uzunlikka ega emasligi 
isbotlansin. 
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2. Agar AB yoy I uzunlikka ega bo'lib, 

AB = AAI + Al A2 + ... + An_1 B 
bo'lsa, u holda 

AAI , AIA2 , .•. , An_IB 

yoylar ham 11, ••• , In-I uzunliklarga ega va 

1 = 11 + 12 + ... + In_1 
bo'lishi isbotlansin (additivlik xossasi). 

89- ma'ruza 
Birinchi tur egri chiziqli integraUar 

Ma'lumki, integral matematik analizning muhim tushunchalaridan 
hisoblanadi. Uning umumlashtirishlaridan biri - ma'ruzalarda bayon 
etilgan ikki o'zgaruvchili funksiyaning tekislikdagi to'plam bo'yicha 
ikki karrali integralidir. Ayni paytda, ikki o'zgaruvchili funksiya 
integralini boshqacha umumlashtirish (bu konkret amaliy masalalarni 
hal qilishda zarur ekanligidan kelib chiqqan) ham mumkin. Quyida 
keltiriladigan egri chiziqli integral shular jumlasidandir. 

10. Birinchi tur egri c~iziqli integral tushunchasi. Tekislikda sodda 
uzunlikka ega bo'lgan AB egri chiziqni qaraylik (47- chizma). 

Bu egri chiziqda A dan B ga qarab yo'nalishni musbat yo'nalish 
deb, uning 

.40 , AI , ... , An_I' An 
nuqtalar yordamida hosil qilingan 

(.40 = A,An = B) 

Y 
p = {.4o, AI' ... , An_I' An} 

bo'laklashini olamiz. Natijada AB 
egri chiziq 

~ 

AkAk+1 (k = 0, I, 2, ... , n - 1) 
bo'lakchalarga ajraladi. Uning uzun-

ligini ~Sk (k =0,1,2, ... ,n-l) de­
yilsa, P bo'laklashning diametri 0 

Ap = max{~Sk} bo'ladi. 
k 

tuk 

47- chizma. 

B 

x 
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Aytaylik, bu AB egri chiziqdaJ(x,y) funksiya aniqlangan bo'lsin 

«x,y)e AB). Harbir AkAk+1 daixtiyoriy (~k ,1lk) nuqtanioiib, so'ngra 

bu nuqtadagi /(x,y) funksiyaning qiymati J( (~k ,1lk » ni !J.Sk ga 
ko'paytirib ushbu 

n-I 

a = L J(~k' Tld!J.Sk 
k=0 

yig'indini hosii qilamiz. 
Ta'rif. Asar 'VE > 0 olinganda ham shunday 8> 0 son topilsaki, 

AB egri chiziqr,ing diametri Ar> 0 bo'lgan har qanday P bo'laklash 
~ 

uchun tuzilgan a yig'indi ixtiyoriy (~k' lld e AkAk+l nuqtalarda 

la -JI < E 

tengsizlikni bajarsaJ(x,y) funksiya AB egri chiziq bo'yicha integral-
~ 

lanuvchi deyilib, J sor. esaJ(x,y) Junksiy!!ning AB egri chiziq bo 'yicha 
birinchi tur egri chiziqli integrali deyiladi. U 

f J(x,y)ds 
AB 

kabi belgilanadi. Denak, 
/I-I f J(x,y)ds = Hm LJ(~k,llk)!J.S.l.' 

- Ap ->0 k 0 
AB = 

Keltirilgan ta'rifd~ ko'rinadiki, J(x,y) funksiyaning birinchi tur 
egri chiziqli integrali AB egri chiziqning yo'nalishiga bog'l:q bo'lm:!ydi: 

f J(x,y)ds = J J(x,y)ds. 
AB BA 

2". Birinchi tur egri chiziqli integralning ma'judligi va uni hisob­
lash. Birinchi tur egri-.5hiziqli integral ta'rifidan ko'rinadiki, u berilgan 
J(x,y) funksiya va AB egri chiziqqa bog'liq bo'ladi. 
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Faraz qilaylik, AB sodda silliq egri chiziq ushbu 

{

X = x(t), 

y = y(t) 
(a::;t:5~) 



tenglamalar sitemasi bilan aniqlangan va 

A = (x(a),y(p», B = (x(P),y(P» 

bo'lsin. Shu egri chiziqdaj(x,y) fun~ya berilgan. 
Teorema. Agar j(x,y) funksiya AB da uzluksiz bo'lsa, u holda 

birinchi tur egri chiziqli integral 

f j(x,y)ds 

AB 

mavjud bo'lib, quyidagi tenglik o'rinli bo'ladi: 

~ f j(x,y)ds = f j(x(t),y(t»~X'2.(t) + y,2 (t)dt. 
-

AB 
a 

.... [a,PI segmentning 

P={to,tl,· .. ,tn_l,tn} (to =a, In =P) 

bo'laklashi AB egri chiziqda 

Ak = (x(td, y(td), (k = O,I,2, ... ,n) 
nuqtalami hosil qilib, U o'z navbatida egri chiziqning 

p = {Ao , AI , ... , An-I, An }, (Ao = A, An = B) 

bo'laklashini yuzaga keltiradi. Su bo'laklashga nisbatan quyidagi 
n-I 

(J = L j(~k' lldLlSk 
k=0 

(1) 

yig'indini tuzamiz. Sunda (~k' llk) E AkAk+1 , LlSk esa AkAk+1 egri 
chiziq uzunligi. Ma'lumki, 

tk+t 

LlSk = f ~x'2(t)+y'2(t)dt 
t~ 

bo'ladi. O'rta qiymat haqidagi teoremadan foydalanib topamiz: 

LlSk = ~X'2 (9k ) + y,2 (9k )Mk 

(tk < 9k < tk+1 , Mk = tk+1 - tk ). 
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Endi 

deb qaraymiz. Ravshanki, (~k' Tlk) E AkAhl . Modomiki, f(x,y) funk-
'-'" 

siya AB egri chiziqda berilgan ekan, u holda f(x,y) = f(x(t), y(t» 
bo'ladi. Natijada (1) yig'indi ushbu 

n-I 

<J = L f(x(ek ), y(ed)~x'2 (ek ) + y,2 (edMk (2) 
k=O 

ko'rinishga keladi. 
x(t), y(t) funksiyalar [a.,~] da uzluksiz bo'lganligi sababli 

max{Md ~ 0 da Ap = max{LlSd ~ 0 
k k 

bo'ladi. Yana 

f(x(t), y(t»Jx'(t) + y'2 (t) 

funksiya [a.,~] da uzluksiz bo'lganligi uchun u [a.,~] da integralla­
nuvchi bo'ladi. 

(2) tenglikda limitga o'tib topamiz: 
n-I 

lim<J= lim Lf(x(ed,y(ek))~x'2(ed+y'2(ek)Mk = 
Ap ~O max{d1k }~O k=O 

~ 

= f f(x(t), y(t»)~X'2 (ek )+ y'2 (eddt. 
(l 

~ 

Demak, f f(x, y)ds = f f(x(t), y(t»JX'2 (t) + y,2 (t)dt. (3) 
-

AB 
(l 

Bu teorema birinchi tur egri chiziqli integralning mavjudligini 
ifodalash bilan birga uni hisoblash imkonini ham beradi. 

'-'" 

1- natija. Aytaylik, AB egri chiziq y = y(x) (a ~ x ~ b) teng-

lama bilan aniqlangan bo'lib, y(x) funksiya [a,b] da uzluksiz hamda 
uzluksiz y'(x) hosilaga ega bo'lsin (y(a) = A, y(b) = B). 

'-'" 

Agar f(x,y) funksiya esa shu AB egri chiziqda uzluksiz bo'lsa, 

f f(x,y)ds birinchi tur egri chiziqli integral mavjud bo'lib, 
-

AB 
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b f f(x,y)ds = f f(x,y(x»~l + y'2 (x)dx (4) 
-

AB 
a 

bo'ladi. 
2- natija. Aytaylik, AB egri chiziq qutb koordinatalari sistema­

sida 

p = p(9), (a::; 9 ::; ~) 

tenglama bilan aniqlangan bo'lsin, bunda p = p(9) funksiya [a,~] 

segmentda uzluksiz va uzluksiz p' hosilaga ega. Bu egri chiziqda 
f(x,y) funksiya aniqlangan va uzluksiz. U holda 

f f(x, y)ds 

AB 

birinchi tur egri chiziqli integral mavjud bo'lib, 

~ f f(x,y)ds = J f(pcos9,psine)~p2 +p'2de (5) 
-

AB 

bo'ladi. 

1- misol. U shbu 

a 

J = J ~ ds 
- y 

AB 

'-' 

integral hisoblansin, bunda AB egri chiziq - y2 = 2x parabolaning 

(1, Ji), (2,2) nuqtalari orasidagi qismi. 
.... (4) formuladan foydalanib topamiz: 

2 2 
J = f~ Jl+2x dx = ~f.Jl +2xdx = ~(5$ -3J3). ~ 

JfX JfX 2 6 
I I 
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2- misol. U shbu J = f ! cos 9ds 
e P 

interal hisoblansin, bunda C - markazi (a,O) nuqtada, radiusi a ga 
teng bo'lgan aylana. 

~ Ma'lumki, bu aylananing tenglamasi qutb koordinatalar siste­
masida 

p(9) = 2acos9, (-i ~ 9 ~ i) 
ko:rinishda bo'ladi. (5) formuladan foydalanib topamiz: 

It It 

2 2 

J = f co;e Jp2(9) +p'2(9)d9 = f d9 = 1t. ~ 
It It 

2 2 

3°. Birinchi tur egri chiziqli integrallaroing ba'zi tatbiqlari. Birinchi 
tur egri chiziqli integrallar yordamida egri chiziqning uzunligini, jism­
ning massasini, og'irlik markazini, inersiya momentlarini topish kabi 
masalalar hal etiladi. 

1. Tekislikda uzunlikka ega bo'lgan AB egri chiziqning uzunligi ushbu 

s = f ds (6) 
-

AB 

integral yordamida topiladi. 
2. Tekislikda uzunlikka ega bo'lgan AB egri chiziq bo'yicha 

massa tarqatilgan bo'lib, uning zichligi p = p(x,y) bo'lsin. Bu egri 
chiziqning massasi ushbu 

m = f p(x,y)ds 

AB 

integral yordamida, og'irlik markazining koordinatalari esa 

(7) 

Xo = ! f xp(x,y)ds, Yo = ! f yp(x,y)ds (8) 
-

AB 

integrallar yordamida topiladi. 
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3. Tekislikda uzunlikka ega bo'lgan AB egri chiziqning OX va 
OYkoordinata o'qlariga nisbatan statik momentlari ushbu 

Sx = J yds, Sy = J xds (9) 
- -

AB AB 

formula bilan, shu o'qlarga nisbatan inersiya momentlari esa quyidagi 

Ix = J y 2ds, ly = J x2ds (10) 

AB AB 

inegrallar yordamida topiladi. 
3- misol. Ushbu 

{
x(t) = a cos3 t, 

y(t) = a sin3 t 
(O:s; t :s; 21t) 

tenglamalar sistemasi bilan aniqlanadigan AB egri chiziq (astroida) 
ning uzunligi topilsin . 

.... Astroida koordinatalari o'qlariga nisbatan simmetrik bo'lishini 
e'tiborga olib, (6) formuladan foydalanib topamiz: 

rr rr 
- -
2 2 

S = J ds = 4 J ~ X,2 (t) + y'2 (t)dt = J ~( -3a cos2 t sin t)2 + (3a sin2 t cos tf dt = 

AB 0 0 

rr rr 

222 

= 4 f 9: sin 2 2tdt =6a f sin 2tdt = 6a . ~ 
o 0 

4- misol. Chizig'ining zichligi p(x,y) = Iyl bo'lgan iiJ massali 

egri chiziq - y2 = 2 px, (o:s; x :s; t) parabolaning massasi hamda 

og'irlik markazi topilsin . 
.... (7) formulaga ko'ra parabolaning massasi 
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bo'ladi. Endi birinchi tur egri chiziqli integralni (4) formulaga ko'ra 
aniq integralga keltirib hisoblaymiz: 

P M IP IP 
m= flyl 1+;dY=2-fy~p2+y2dY=-f~p2+y2d(l+y2)= 

-P P PoP 0 

= ! ( p2 + y2 ) ~ ~ r = ~ p2 (2,fi - 1) . 
P 3 3 

Qaralayotgan massali parabola og'irlik markazining koordinata­
larini (8) formuladan foydalanib topamiz: 

lIP 
Xo = m f x Iyl ds = m f y3 ~ p2 + y2 dy , 

AB o 

2p5 (l+.J2) = --=------':--:---'-
15 

Demak, Xo = ~ 2p5(.J2+I) =~. 1 2p5(.J2+1) = p3(3.J2+5) 
m 15 2 p2 (2.J2 -1) 15 35 

Xuddi shunga o'xshash 

Yo = ~ f y Iyl ds = 3(2~+P) (3,fi + In(l + Ji» 
AB 

bo'lishi topiladi. 
5- misol. Ushbu C aylana (X2 + y2 = a2 ) ning uning diametriga 

nisbatan inersiya momenti topilsin. 
~ Berilgan aylananing parametrik tenglamasi 

{

X = a c.os t, 
y = asmt 

(0 $; t $; 2n) 
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bo'ladi. Aylana diametrini OX o'qqa joylashtirib, so'ngra (10) for­
muladan foydalanib topamiz: 

21t 

Ix = Jy2ds= J a2sin2t+~(acost)'2 +(asint)'2dt= 
C 0 

21t 

= a3 f sin 2 tdt = na3
. ~ 

o 

E s I a t m a . Aytaylik, AB egri chiziq fazoviy egri chiziq bo'lib, 
bu chiziqda/(x,y,z) funksiya berilgan bo'lsin. Yuqoridagidek,f(x,y,z) 

funksiyaning AB egri chiziq bo'yicha birinchi tur egri chiziqIi integral 
tushunchasi kiritiladi va o'rganiladi. 

Mashqlar 

1. Ushbu y = I -In cos x, (0::; x ::; ~) tenglama bilan berilgan 

egri chiziqning uzunligi topilsin. 

2. Zichligi p(x,y) = ~ bo'lgan ushbu y = ~ (e~ + e-~) zanjir 
y 2 

chiziqning massasi topilsin. 

90- ma'ruza 
Ikkinchi tur egri chiziqli integrallar 

10. Ikkinchi tur egri chiziqli integral tushunchasi. Tekislikda 
~ 

(sodda) uzunlikka ega bo'lgan AB egri chiziqni qaraylik (48- chizma). 
Bu egri chiziqning biror 

P={.4o,A1 ,A2 ,···,An}, (.40 =A, An =B) 
~ 

bo'laklashini olamiz. Natijada AB egri chiziq 

AkAk+l, (k = 0,1,2, ... ,n-1) 

bo'lakchalarga ajraladi. A;Ak+l ning OXva OYkoordinatalar o'qlari-
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y 

o 

· · · · · · · · · · ! . . . , 
: dx'k : 

48- chizma. 

B 

x 

dagi proyeksiyalari mos ravishda tuk va I1Yk bo'lsin: 

proxAkAk+1 =tuk , Pl"oy ~Ak+1 =I1Yk, (k=O,1,2, ... ,n-l). 
'--' 

Aytaylik, AB egri chiziqdaj(x,y) funksiya berilgan bo'lsin. Har 
'--' 

bir AkAk+1 da ixtiyoriy (~k ,11k) nuqtalarni olib, so'ngra bu nuqtadagi 

funksiyaningj(~k , llk) qiymatini tuk va I1Yk larga ko'paytirib, quyi­
dagi 

n-I n-I 

a l = L j(~k' llk )axk , a2 = Lf(~k' lldl1Yk 
k=O k=O 

yig'indilarni hosil qilamiz. Bu yig'indilar f(x,y) funksiyaga bog'liq 

bo'lishi bilan birga AB egri chiziqni bo'laklashga hamda har bir 
'--' 

AkAk+1 da olingan (~k' llk) nuqtalarga bog'liq bo'ladi. 
1- ta'rif. Agar VE> 0 olinganda ham shunday 8> 0 son topilsaki, 

AB egri chiziqning diametri Ap < 8 bo'lgan har qanday P bo'laklash 

uchun tuzilgan a I (a2) yig'indi ixtiyoriy (~k ,11k ) E A;Ak+1 nuqtalarda 

lal - JII < E, (la2 - J 21 < E) 

tengsizlik bajarilsa,/(x,y) funksiya AB egri chiziq bo'yicha integral­
lanuvchi, JI son (J2 son) esa j(x,y) funksiyaning ikkinchi tur egri 
chiziqli integrali deyiladi. U ni 
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5 f(x,y)dx, (5 f(x,y)dy) 

AB AB 

kabi belgilanadi. Demak, 

Keltirilgan ta'rifdan quyidagi xulosalar kelib chiqadi: 
~ 

1.) f(x,y) funksiyaning AB egri chiziq bo'yicha ikkinchi tur egri 
chiziqli integrali ikkita bo'ladi: 

5 f(x,y)dx, 5 f(x,y)dy. 

AB AB 

Aytaylik, AB egri chiziqda P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar berilgan 

bo'lib, 5 P(x,y)dx, 5 Q(x,y)dy lar esa ulaming ikkinchi tur 
- -

AB AB 

egri chiziqli integrallari bo'lsin. Ushbu 

J P(x,y)dx + J Q(x,y)dy 

AB AB 

yig'indi ikkinchi tur egri chiziqli integralning umumiy ko'rinishi 
deyiladi va 

kabi belgilanadi: 

J P(x,y)dx + Q(x,y)dy 

AB 

f P(x,y)dx+Q(x,y)dy = f P(x,y)dx+ f Q(x,y)dy. 

AB AB AB 
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2) J(x,y) funksiyaning ikkinchi tur egri chiziqli integrallari AB 
egri chiziqning yo'nalishiga bog'liq bo'lib, 

J J(x,y)dx = - J J(x,y)dx, J J(x,y)dy = - J J(x,y)dy 
- -BA AB BA AB 

bo'ladi. 
---3) Agar AB egri chiziq OX koordinata o'qiga (OYkordinata o'qi-

gal perpendikular bo'lgan to'g'ri chiziq kesmasidan iborat bo'lsa, 

! J(x,y)dy = 0, (! J(x,y)dy = 0J 
BA AB 

bo'ladi. 
Aytaylik, K = AB sodda yopiq egri chiziq bo'lsin. Bu holda A va 

B nuqtalar ustma-ust tushadi (49- chizma). 
Yopiq egri chiziq K da chizmada ko'rsatilganidek ikki yo'nalish 

bo'lib, ulardan biri musbat, ikkinchisi esa manfiy bo'ladi. 
Agar kuzatuvchi K chiziq bo'yicha harakatlanganda K bilan che­

garalangan to'plam har doim chap tomonda qolsa, bunday yo'nalish 
musbat bo'ladi, aks holda esa manfiy bo'ladi. 

Shu K egri chiziqda J(x,y) funksiya berilgan bo'lsin. K chiziqda 
ixtiyoriy ikki A va B nuqtalarni olaylik. Bu nuqtalar K egri chiziqni 

'-' ---
ikkita AnB va BmA egri chiziqlarga ajratadi. 

Faraz qilaylik, quyidagi 

J J(x,y)dx, J J(x,y)dx 

A;;B BmA 

Y integrallar mavjud bo'lsin. Ushbu 

J J(x,y)dx + J J(x,y)dx 

AnB BmA 

yig'indiJ(x,y) funksiyaning Kyopiq 
egri chiziq bo'yicha ikkinchi tur 
egri chiziqli integrali deyiladi. Uni 

0 X J J(x,y)dx yoki ~ J(x,y)dx 

49- chizma. K K 
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I 

I 

I 

I 
I 

• 

kabi belgilanadi. Bu holda K yopiq chiziqning musbat yo'nalishi 
olinadi. Demak, 

f f(x,y)dx = f f(x,y)dx + f f(x,y)dx. 

K AnB &;A 

Xuddi shunga o'xshash 

hamda umumiy holda 

integrallar ta'riQanadi. 

f f(x,y)dx 
K 

f P(x,y)dx + Q(x,y)dy 
K 

Aytaylik, AB fazodagi sodda uzunlikka ega bo'lgan egri chiziq 
bo'lib, bu egri chiziqdaf(x,y,z) funksiya berilgan bo'lsin. Yuqoridagi­
dek, f(x,y,z) funksiyaning ikkinchi tur egri chiziqli integrallari ta'rif­
lanadi va ular quyidagicha belgilanadi: 

f f(x,y,z)dx, f f(x,y,z)dy, f f(x,y,z)dz, 
- -AB AB AB 

f P(x,y, z)dx + Q(x,y, z)dy + R(x,y,z)dz . 

AB 

2°. Ikkinchi tur egri chiziqli integralning mavjudligi va uni hisob-
'-' 

lash. Faraz qilaylik, AB egri chiziq ushbu 

{
X = x(t), (a ~ t $ p) 
Y = y(t) 

(1) 

tenglamalar sistemasi bilan aniqlangan bo'lih, x = x(t) funksiya [a,p] da 
uzluksiz, x '(t) hosilaga ega, y(1) funksiya esa [a,p] da uzluksiz hamda 

A = (x(a),y(a», B = (x(P),y(P» 

bo'lsin. t parametr a dan pga qarab o'zgarganda AB egri chiziqning 
'-' 

(x,y) = (x(t),y(t» nuqtasi A dan B ga qarab AB ni chizib borsin. 
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1- teorema. Agar f(x,y) funksiya AB da uzluksiz bo'lsa, u holda 
ikkinchi tur egri chiziqli integral 

f f(x,y)dx 

AB 

mavjud bo'lib, u quyidagiga teng: 

~ f f(x,y)dx = f f(x(t),y(t»x'(t)dt 

AB 

~ [a,~] segmentning 

P = {to,tl,···,tn_l,tn}. (to = a, tn =~) 

bo'laklashi AB egri chiziqda 

Ak = (x(tk),y(td), (k=O,1,2,3, ... ,n) 

nuqtalarni hosil qilib, ular o'z navbatida AB egri chiziqning 

P* {Ao, AI' ... , An_I' An}, (Ao = A, An = B) 

bo'laklashini yuzaga keltiradi. Bu bo'laklashga nisbatan quyidagi 

n-J 

crI = L f(~k' llk )Axk 
k=O 

(2) 

(3) 

yig'indini tuzamiz. Bunda Axk miqdor AkAhl ning OX o'qidagi 
proyeksiyasi bo'lib, 

bo'ladi. Ayni paytda, 

f(~k> lld = f(x( 'tk), y( 'tk», ('tk E [tk' thl ]) 

tenglikka ega bo'lamiz. Endi 

Ik+1 

Axk = f x'(t)dt 

bo'lishini e'tiborga olib, (3) tenglikni quyidagi ko'rinishda yozib olamiz: 
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n-I fk+1 n-I fk+1 

cri = L f(x('tk ),y('tk» I x'(t)dt = L I f(x('tk ), y('tk »x'(t)dt . 
k~O fA k~O fk 

Ravshanki, ushbu 

13 

fl = J f(x(t),y(t»X'(t)dt 
a 

integral mavjud, uni quyidagicha 

n-I fk+1 

fl = L J f(x(t),y(t»x'(t)dt 
k~O fk 

deb yozib, so'ngra 

n-I fk+1 

cri -fl = L I If(x('tk ),y('tk » - f(x(t),y(t»Jx'(t)dt 
k~O fk 

ayirmani qaraymiz. 
f(x(t), y(t» funksiya [a,~J da uzluksiz. U holda VE > 0 olinganda 

ham shunday 8 > 0 topiladiki, bunda barcha Mk = thl - tk lar 8 dan 
kichik bo'lganda f(x(t), y(t» funksiyaning tebranishi E dan kichik 
bo'ladi. x '(t) funksiya esa [a,~J da uzluksiz, demak, chegaralangan: 

Ix'(t)1 < M . 

Shunday qilib, 

Icrl - fll < EM(~ - a) 

bo'ladi. Keyingi munosabatdan 

Iim cri = fl 
I.. p-"o 

bo'lishi kelib chiqadi. Bu tengIik integralning mavjudligi va (2) teng­
likning o'rinli bo'lishini isbotIaydi. ~ 

Aytaylik, (1) sistemadagi x(t), y(t) funksiyalar [a,~] da uzluksiz 
bo'lib, y(t) funksiya esa uzluksiz y'(t) hosilaga ega bo'lsin. 

'--' 

2- teorema." Agar f(x,y) funksiya AB da uzluksiz bo'lsa, u holda 
ikkinchi tur egri chiziqIi integral 
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J !(x,y)dx 

AB 

mavjud bo'lib, qjuyidagi tenglik o'rinli bo'ladi: 

~ J !(x,y)dy = J !(X(t),y(t»y'(t)dt. 
-

AB 

(4) 

Aytaylik, (1) sistemadagi x(t), y(t) funksiyalar [(X,~] da uzluksiz 
x '(t), y'(t) hosilalarga ega bo'lsin. 

'-' 

3- teorema. Agar P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar AB da uzluksiz 
bo'lsa, u holda egri chiziqli integral 

J P(x,y)dx+Q(x,y)dy 

AB 

mavjud bo'lib, 

J P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 
AB 

~ 

= J [P(x(t),y(t»x'(t) + Q(x(t),y(t»y'(t)]dt (5) 
a 

bo'ladi. 
Bu teoremalar yuqoridagi 1- teorema kabi isbotlanadi. Keltirilgan 

teoremalar ikkinchi tur egri chiziqli integralning mavjudligini isbotlash 
bilan birga ulaming aniq integrallarga (Riman integrallariga) kelishini 
ifodalaydi. Binobarin, egri chiziqli integrallami his ob lash imkonini 
beradi. Egri chiziqli integrallar (2),(4) va (5) formulalar yordamida 
hisoblanadi. 

Agar AB egri chiziq ushbu 

y = y(x), (a ~ x ~ b); x = x(y) , (c ~ y ~ d) 

tenglamalar bilan berilgan bo'lsa, u holda egri chiziqli integrallar 
'-' 

birmuncha sodda ko'rinishga ega bo'ladi. Aytaylik, AB egri chiziq 

y = y(x), (a ~ x ~ b) 
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tenglama bilan berilgan bo'lib, y(x) funksiya [a,b] da uzluksiz y'(x) 
hosilaga ega bo'lsin. U holda (2) va (5) formulalar quyidagi 

b 

f f(x,y)dx = f f(x,y(x»dx, (6) 
a 

b f P(x,y)dx + Q(x,y)dy = f [P(x,y(x» + Q(x,y(x»y'(x)]dx (7) 
a 

ko'rinishga keladi. Aytaylik, AB egri chiziq 

X = x(y), (c ~ y ~ d) 

tenglama bilan berilgan bo'lib, X = x(y) funksiya [c,d] da uzluksiz 
X '(y) hosilaga ega bo'lsin. U holda (4) va (5) formulalar quyidagi 

d 

f f(x,y)dy = f f(x(y),y)dy, (8) 
c 

d f P(x,y)dx + Q(x, y)dy = f [P(x(y), y)x'(y) + Q(x(y), y)]dy (9) 

ko'rinishga keladi. 
1- misol. U shbu 

c 

'1 = f (x2 - y2 )dx, J 2 = f (x2 - i )dy 

AB AB 
......., 

integrallar hisoblansin. Bunda AB egri chiziq y = xl- parabolaning 
absissalari X = 0, X = 2 bo'lgan nuqtalari orqasidagi qismi. 

.... AB egri chiziq y = x2 tenglama bilan aniqlanishini e'tiborga 
olib, J1 integralni hisoblashda (6) formuladan foydalanamiz: 

2 

f 2 2 f 2 4)dx 56 '1 = (X - y )dx = (X - X = - 15' 
AB 0 

J2 integralda integrallash egri chizig'i x2 = y bo'lib, (8) formula­
ga ko'ra quyidagi natijani olamiz: 
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2- misol. Ushbu 

x2 y2 
integral hisoblansin, bunda AB egri chiziq - + - = 1 ellipsning 

a2 b2 

yuqori yarim tekislikdagi qismi. 
<II1II Bu ellipsning parametrik tenglamasi 

{

X = a cost, 

y = bsin t 

bo'ladi. A = (a,O) nuqtaga parametrning t = ° qiymati, B = (-a,O) 
nuqtaga esa t = 1t qiymati mos kelib, t parametr ° dan 1t gacha 
o'zgarganda (x,y) nuqta A dan B ga qarab ellipsning yuqori yarim 
tekislikdagi qismini chizadi. Ravshanki, 

P(x,y) = y2, Q(x,y) = x 2 
'-' 

funksiyalar AB da uzluksiz. Berilgan integralni (5) formuladan foy-
dalanib hisoblaymiz: 

It 

f y 2dx + x 2dy = f[b2 sin2 t(-asint)+a2 cos2 tbcost]dt = 
AB 0 

It 4 
= ab f (a cos3 t - b sin 3 t) dt = -"3 ab2 

• ~ 
o 

3- misol. Ushbu ~ 2xydx - x 2 dy 
K 

integral hisoblansin, bunda K - yopiq chiziqning 0(0,0) va A(2, 1) 

nuqtalarini birlashtimvchi to'g'ri chiziq kesmasi hamda y2 = ~ x 

parabola yoyidan tashkil topgan yopiq egri .chiziq (50- chizma). 
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y 

2 

50- chizma. 

2 1 Y =-x 
2 

x 

Ravshanki, 

~ 2xydx - x 2dy = I 2xydx + x 2dy + I 2xydx + x 2dy. 
k OA AO 

OA kesmada x = 2y bo'lib, (9) formulaga ko'ra 

1 4 
I2xydx+x2dy= I[2.2 y 2 .2- 4i]dy=.3 

0:4 0 

natijaga ega bo'lamiz. 
'-' 

OA yoyda x = 2y2 bo'lib, yana (9) formulaga ko'ra 

1 12 
I 2xydx+ x 2dy = I[2. 2y2 . y. 4· y _4y4]dy = - S-

AD 0 

bo'ladi. Demak, J. 2xydx + x 2dy = i - g = -!~ 'f 3 5 15' 
k 

3°. Ikkinchi tur egri chiziqli integralning ba'zi tatbiqlari. Ikkinchi 
tur egri chiziqli integrallar yordamida tekis shaklning yuzi, kuch 
ta'sirida bo'lgan maydonda bajarilgan ish topiladi hamda boshqa turli 
fizik va mexanik masalalar hal etiladi. Tekislikda biror yuzaga ega 
bo'lgan D shakl berilgan bo'lib, uning chegarasi to'g'rilanuvchi yopiq 
aD chiziqdan iborat bo'lsin. Bu shaklning yuzi ushbu 

~D= I xdy, ~D= - I ydx, Il D = ~ I xdy- ydx (10) 
aD aD aD 

formulalar yordamida topiladi. 
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Aytaylik, uzunlikka ega bo'lgan AB egri chiziq berilgan bo'lib, 
uning har bir (x,y) nuqtasi ushbu 

F(x,y) = P(x,y)[ +Q(x,y)] 

kuch ta'sirida bo'lsin. U holda A nuqtani B nuqtaga o'tkazishda 
bajarilgan ish quyidagicha hisoblanadi: 

w= f P(x,y)dx+Q(x,y)dy. (11) 

4- misol. Ushbu 

AB 

{

X = acost, 
(0 s t s 2n) 

y = bsint 

ellips bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin . 
.... Bu shaklning yuzi (10) formulaga ko'ra 

JlD = ~ ~ xdy - ydx 
a(D) 

bo'ladi. Egri chiziqIi integralni hisoblaymiz: 
2lt 

JlD = ~ f (a cos t . b cos t + b sin t . a sin t )dt = 
o 

~ 

2lt 

= ~ ab f (cos2 t + sin 2 t) dt = nab. ~ 
o 

5- misol. AB egri chiziq y = x3 chiziqning (0,0) va (1,1) nuqtalari 
orasidagi qismi bo'Iib, uning har bir nuqtasi 

F(x,y) = 4x6
[ + xy] 

kuch ta'sirida bo'lsin. Bu kuch ta'sirida bajarilgan ish topilsin. 
.... Izlanayotgan ishni (11) formuladan foydalanib topamiz. Bu holda 

P(x,y) = 4x6
, Q(x,y) = xy 

bo'Iishini e'tiborga olsak, u hold a bajarilgan ish 
I 

W = f 4x6 dx + xy dy = f (4x6 + X * x 3 *3x 2 )dx = 1 

bo'ladi. ~ 
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Masbqlar 

1. Ikkinchi tur egri chiziqIi integrallar ham aniq integral xossalari 
kabi xossalarga ega. Bu xossalar keltirilsin va ular isbotlansin. 

2. Birinchi va ikkinchi tur egri chiziqli integrallar ushbu 

f f(x,y)dx = f f(x,y) cos ads, f f(x,y)dy = f f(x,y)cos~ds, 
in 

f P(x,y)dx+Q(x,y)dy = f [P(x,y)cosa+Q(x,y)cos~Jds 
bog'lanishda bo'lishi isbotlansin, bunda a va ~ - mos ravishda OX 
va 0 Y o'qlar bilan urinmaning yoy o'sishi tomoniga qarab yo'nalishlari 
orasidagi burchaklar. 

3. Ushbu f (2a - y)dx + xdy 

AB 

integral hisoblansin, bunda AB yopiq chiziq quyidagi 

{
X = a(t -sint), (0::; t::; 27t) 
y = a(l - cos t) 

sikloidadan iborat. 

~ Ixl!lyl (dx + dy) 
K 

4. Ushbu 

integral hisoblansin, bunda K yopiq chiziq uchlari 

A = (1,0), B = (0,1), C = (-1,0), D = (0,-1) 
nuqtalarda bo'lgan kvadratdan iborat. 

91- ma'ruza 
Grin formulasi va uning tatbiqlari 

10. Grin formulasi. Tekislikda ushbu 

y = YI (x), Y = Y2 (x), (a::; x::; b, YI (x) ::; Y2 (x» 
hamda 
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y y 
B 

~ 

If 1 ~ 
;. = YI(X) 

o a b X 0 X 

51- chizma. 52- c!lizma. 

x = a, x = b 
chiziqlar bilan chegaralangan D[ to'pamni olaylik, bunda y[(x) va 
Yix) funksiyalar [a,b] da uzluksiz (51- chizma). 

Ravshanki, D[ ning chegarasi (konturi) aD[ quyidagi I, 11, lII, 
IV ch!ziq~arga ajraladi (bunda 11 va IV chiziqIar li.uqtalarga ~yIanishi 
mumkin). 

Aytaylik, D = DJ vaD[ da P(x,y) funksiya uzIu!(siz bo'lib, u 
. ap(x,y) 

uzlukslZ ay xususiy hosilaga ega bo'ls!:l. Ushbu 

f P(x,y)dx 

("gri chiziqJi intcgralni qaraymiz. Uni quyidagicha 

f P(x,y)dx= f P(x,y)dx+ f P(x,y)dx+ f P(x,y)dx+ f P(x,y)dx 
Jl\ I Il III IV 

ko'rinishda yozib olamiz. II va IV chiziqlar OX o'qqa perpendikular 
bo'lganligi sababli 

f P(x,y)dx = f P(x,y)dx = 0 
II IV 

bo'lib, 

f P(x,y)dx= f P(x,y)dx+ f P(x,y)dx 
d~ I III 

bo'ladi. Endi 
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b b 

f P(x,y)dx+ f P(x,y)dx = f P(x,Ydx»)dx+ f P(X'Y2(x»)dx = 
I III a a 

b b 

= f [P(x, YJ) - P(x, Y2)] dx = -- f P(x, Y)I;:~ dx = 
a a 

= -s[YT ap~:,y) dY]dX = -ffap~;'!2dxdY 
a Y=Y) ~ 

bo'lishini e'tiborga olsak, U holda 

f P(x,y)dx - If ap~x,y) dxdy 
d~ ~ y 

(I) 

tenglikka ega bo'lamiz. 
raraz qilaylik, tekislikdagi G to'pam shunday bo'lsinki, uni vertikal 

chiziqlar yordamida yuqoridagi DJ kabi Gk (k = 1,2,3, ... ) larga ajratish 
mumkin bo'lsin (52- chizma). 

Bunday to'pam uchun ham (1) form~la o'rinli bo'ladi: 

n 

f P(x,y)dx = 2: f P(x,y)dx = 
dGj k=J a G.: 

Endi tekislikda ushbu 

x=xJ(y), x=x2(y), (c:S;y:s;d) 

hamda y = c, y = d 
chiziqlar bilan chegaralangan D2 to'pamni olaylik, bunda xJ(y) , x2(Y) 
funksiyalar [c,d] da uzluksiz (53- chizma). 

Ravshanki, D2 ning chegarasi (konturi) dD2 quyidagi I, 11, Ill, 
IV chiziqlarga ajraladi (bunda 11 va IV chiziqlar nuqtalarga aylanishi 
mUmkin). 

Faraz qilaylik, D2 = D2 U dD2 da Q(x,y) funksiya uzluksiz bo'lib, 
aQ(x,y) 

u uzluksiz ay xususiy hosilaga ega bo'lsin. Ushbu 
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r: 

o x 
53- chizma. 

f Q(x,y)dy 
aG:1 

egri chiziqli integralni qaraymiz. Uni quyidagicha 

f Q(x,y)dy= IQ(x,y)dy+ fQ(x,y)dy+ fQ(x,y)dy+ fQ(x,y)dy 
aG:1 I 11 III IV 

ko'rinishda yozib olamiz. II va IV chiziqlar OY o'qqa perpendikular 
bo'lgimligi sababli 

I Q(x,y)dy = I Q(x,y)dy = 0 
II IV 

bo'lib, I Q(x,y)dy = f Q(x,y)dy + f Q(x,y)dy 
aG2 I III 

ga ega bo'lamiz. Endi 

d 

I Q(x,y)dy + I Q(x,y)dy = I Q(xdy),y)dy + 
I III c 

d d 

+ I Q (X2 (y), y) dy = I [ Q (XI' y) - Q (X2 , Y )] dy = 
c c 

d d 

= IQ (x,y)I X
=X2 dy = f[aQ(x,y) dx] dy = If aQ(x,y) dxdy 

X=XI ax ax 
c c ~ 

bo'lishini e'tiborga olib topamiz: 
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J Q(x,y)dy = y 

a~ (2) 

= Jr~Q~:,Y) dxdy. 

~ 

Aytaylik, tekislikdagi Fto'p­
lam shunday bo'Isaki, uni go­
rizontaI chiziqlar yordamida 
yuqoridagi D2 kabi Fk (k= 1, 
2,3, ... )Iarga ajratish mumkin 0 
bo'Isin (54- chizma). 

Bundayto'plam uchun ham 
(2) formula o'rinli bo'Iadi: 

..-..... 
I 

x 
54- chizma. 

J Q(x,y)dy = i ~ Q (x,y )dy = i[JJ ~Q~~,Y) dxdY ]= JJaQ~~.J!ldxdy. 
aF k:1 aFk hI F. G 

Faraz qilaylik, tekic1ikdagi D to'plam yuqoridagi DI va D2 Iar 
xususiyatiga ega bo'lib, unda P(x,y), Q(x,y) funksiyalar uzluksiz va 

1 k · ap(x,y) aQ(x,y) . h ·1 1 '1· U h Id uz u SIZ ay , ax XUSUSlY OSI a arga ega bo SIn. 0 a 

P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar uchun bir yo'la (1) va (2) formulalar 
o'rinli bo'Iadi. Ularni hadlab qo'shib topamiz: 

J P(x,y)dx + Q(x,y)dy = JJ(aQ~~,Y) - ap~x'~l )dXdY . (3) 
aD D Y 

Bu Grin formulasi deyiladi. Demak, Grin formulasi to'plam 
bo'yicha olingan ikki karrali integral bilan shu to'plam chegarasi 
bo'yicha olingan egri chiziqli integralning bog'Ianishini ifodalaydi. 

2". Grin formulasining ba 'zi bir tatbiqlari. Aytaylik, yuqorida 
keltiriIgan bir bog'Iamli D to'plamda p(x,y), Q(x,y) funksiyalar uzluksiz 
va uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo'lsin. U holda Grin formulasi 
(3) o'rinli bo'ladi. 

Grin formulasidan foydalanib, tekis shakl yuzining egri chiziqli 
integral yordamida ifodalanishini ko'rsatish mumkin. 

Aytaylik, r(x,y), Q*(x,y) funksiyalar Dto'plamda yuqorida kelti­
rilgan shartlarni qanoatiantirishi bilan birga ushbu 

aQ*(x,y) ap*(x,y) - 1 
- ax ---ay~ = 
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shartni ham qanoatlantirsin. U holda 

fJ(?Q· (x,y) - (Jp. (x,y) )dXd" = liD 
CJx rh )' ~ 

'D .! 

bo'lib, G:-:n fOf.11UIasiga ko'ra 

JlD = P (x, y) dx + Q (x, y) dy J . • 
aD 

bo'Iadi: Xust:sar., p·(x,y)::: -y, Q(x,y) = 0 yoki 

• 1 1 
p. (x,y) = 0, Q(x,y) = 0, yoki P (x,y) = -"2 y, Q(x,y) = "2 x 

bo'I~::, 

CJQ* (x,y) _ CJP* (x,y) == 1 
CJx CJ:' 

bo'lib. to'pIamning yuzi quyid:\giga. teng bo'Iadi: 

JlD = -~ ydx = ~ xdy = ! ~ xdy - ydx. (4) 
aD riD 2 aD 

Mashqlar 

1. Grin fo:muiasidap foydaIanib, ushbu 

[ P + y2 dx + y [ xy + In (x + J x 2 + y2 ) ] ay 

cgri chiziqli in~egraI hisobIansin. 
2. Ushbl1 

{

X = a cos3 t, 
• 3 (0 ~ t ~ 21t) 

y = asm t, 

astroida biIan chegaralangan to'pIamning yuzi top]sin. 
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