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SO‘ZBOSHI

Ushbu o‘quv go‘llanma «Matematik analizdan ma’ruzalar» (1- gism)
kitobining davomi bo‘lib, dastur materiallari 6 bob, 39 ta ma’ruzaga
ajratib bayon gilingan. Bu ikkinchi gism ko‘p o‘zgaruvchili funksiya,
uning limiti, uzluksizligi, differensial va integral hisobi, funksional
ketma-ketlik, funksional qatorlar mavzularini o‘z ichiga oladi.
Qo‘llanmani yozishdagi asosiy tamoyillar 1- gismda yozilgan
so‘zboshida keltirilgan bo‘lib, 2- gismni tayyorlashda ham shu
tamoyillarga amal qilindi.

Mazkur o‘quv go‘llanma matematika va mexanika bakalavr yo‘na-
lishlarida ta’lim olayotgan talabalarga mo‘ljallangan bo‘lsa-da, undan
matematika kengroq o‘qgitiladigan oliy ta’lim muassasalari talabalari
ham foydalanishlari mumkin.

Qo‘llanmani tayyorlashda mualliflar Mirzo Ulug‘bek nomidagi
O‘zbekiston Milliy universiteti mexanika-matematika fakultetida
matematik analiz fanining o‘qitilish jarayonida yig‘ilgan tajribalaridan
imkon darajasida foydalanishga harakat qildilar.

Kitob go‘lyozmasini sinchiklab o‘qib chiqib, uning ilmiy va
metodik jihatdan yaxshilanishiga o‘z hissalarini go‘shganliklari uchun
professor R.R. Ashurov, R.N. G‘anixo‘jayevlarga mualliflar minnat-
dorchilik bildiradilar.

Qo‘llanmaning sifatini yaxshilashga garatilgan fikr-mulohazalarini
bildirgan hamkasblarga ham avvaldan o‘z minnatdorchiligimizni
bildiramiz.

Mualliflar.



11-BOB
SONLI QATORLAR (davomi)

53- ma’ruza
Ixtiyoriy hadli qatorlarda yaginlashish alomatlari

1°. Leybnits alomati. Ushbu
z:(—l)""l ¢, =C —C+C —C+..+t(=1)"c, +... 0

qatorni qaraymiz, bunda ¢, >0, (n=1,2,3,...).
Odatda, bunday qator hadlarining ishoralari navbat bilan o zgarib
keladigan gator deyiladi.
Ravshanki, (1) qator ixtiyoriy hadli qatorning bitta holidir.
Masalan, ushbu

1 1

n-1 1_ _ 5 _ n—ll_
Z( =1 5 R S h A G VAR

gator hadlarining ishoralari navbat bilan o‘zgarib keladigan gqator
bo‘ladi.

1- teorema. (Leybnits alomati.) Agar hadlarining ishoralari navbat
bilan o‘zgarib keladigan (1) gatorda:

1) Chil <Cps (n = 1,2,3,...) ;
2) limc¢, =0 bo‘lsa, u holda (1) qator yaqginlashuvchi bo‘ladi.

n—oo

< (1) gatorning dastlabkl 2m ta (me N) hadidan iborat gismiy
yig‘indisi
Som =0 —C+C3—=C4+ ..+ Crpy —Copm

ni olaylik. Unda S,(,,,;) uchun

SZ(m+1) = SZm + (c2m+l - C2m+2)
bo‘lib, ¢;,,.; < ¢, bo‘lganligi sababli (bunda ¢, —¢,,.; >0
bo‘ladi)

SZ(m+l) > SZm= (m = 1>273;---)

bo‘ladi. Demak, {S,, } ketma-ketlik o‘suvchi.
4



Endi S,,, yig‘indini quyidagicha yozamiz:
Som =0 —(6g —¢5) =(¢g —¢5) = . = (2 = Copmy ) = Co -

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi ifodada gatnashgan qavs ichidagi
ayirmalarning, shuningdek, c,,, ning musbat bo‘lishini e’tiborga olib,
S:m <
bo‘lishini topamiz. Demak, {S,,, } ketma-ketlik yugoridan chegaralangan.

Monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teoremaga ko‘ra

lim §,,, =S5, (85— chekli son) )

ni—reo

mavjud.
Endi (1) qatorning dastlabki 2m — 1 ta (m ¢ N) sondagi hadidan
iborat ushbu
Someg =€ —C) +C3 —C4 + .o+ Cypyy
gismiy yig‘indisini olaylik. Ravshanki,
Syma = Som +Com-

Teoremaning n — « da ¢, — 0 bo‘lishi sharti hamda (2) muno-
sabatdan foydalanib topamiz:
hm Sz,"‘] = llm(Szm + C2m) = S
Shunday qilib, berilgan (1) gatorning qismiy yig‘indilaridan iborat
ketma-ketlik chekli limitga ega ekani ko‘rsatildi. Demak, (1) gator
yaginlashuvchi. p

1 1 1 (-1

Masal _————— 3
asalan, 1 st3g et _ (3)

gator hadlari keltirilgan teoremaning barcha shartlarini gqanoatlan-

tiradi. Teoremaga ko‘ra (3) qator yaginlashuvchi bo‘ladi ((3) gatorning

yaginlashuvchanligi va yig‘indisi In2 ga teng bo‘lishi ko‘rsatilgan edi).
2°. Dirixle—Abel alomati. Faraz gilaylik,

ay, Gy, Gy, .y Gy, oy

b, b, b, .., b,, ..
ixtiyoriy haqiqiy sonlar ketma-ketliklari bo‘lib,

S,=a,+a, +...+a,
bo‘lsin. U holda Vre N, Yme N uchun



n+m n+m-1

Z akbk = z Sk (bk - bk—l )+ Sn+m ’ bn+m - Sn—] bn (4)
k=n k

=n
munosabat o‘rinli bo‘ladi.
Odatda, (4) munosabat Abel ayniyati deyiladi.

n+m
<«Ravshanki, g, = &, - S, ; bo‘ladi. U holda )" a, b, vigfindi ushbu
k=n

n+m n+m n+m

D ab, = z Sebe = Si1be )
k=n k=n k=n

ko‘rinishga keladi. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi qo‘shiluv-
chini quyidagicha:

n+m n+m-1
z Skbk = z Skbk * Sn+mbn+m
k=n k=n
shaklda, ikkinchi go‘shiluvchini esa quyidagicha
n+m n+m-1 n+m-1
sz~lbk = Z Sib k= Spb, + z A
k=n k=n-1 k=n
shaklda yozib olamiz. Natijada (5) tenglik quyidagicha:
n+m n+m-1 nim-1
Z Skbk = Skbk + Sn+mbn+m - Skbk+l_Sn—-1bn =
k=n k=n k=n
n+m-1
= Sk (bk -b k+1) - Sn+mbn+m - Sn—l bn
k=n
bo‘ladi. P

2- teorema. (Dirixe—Abel alomati.) Aytaylik,

Zakbk = alb| +a2b2 +...+akbk + ... (6)
k=1

gator berilgan bo‘lsin. Agar:
1) {,} ketma-ketlik kamayuvchi va u cheksiz kichik miqdor,

2) z 4, gatorning qismiy yig‘indilari ketma-ketligi chegaralangan
k=1

bo‘lsa, (6) gator yaginlashuvchi bo‘ladi.
6



<« Agar z a, qatorning gismiy yig‘indisini
k=1
S,=a,+a, +...+a,
desak, unda teoremaning shartiga ko‘ra, shunday M > 0 son topiladiki,
barcha ne N uchun
|S,,| <M @)

bo‘ladi.

Shartga ko‘ra {b,} ketma-ketlik kamayuvchi va u cheksiz kichik
miqdor. Unda Ve > 0 ga ko‘ra shunday n, € N topiladiki, Vr > n, da

0<b, <50 (8)

n+m
bo‘ladi. Endi z a. b, yig‘indiga Abel ayniyatini qo‘llaymiz:
k=n
n+m

z akbk - 2 Sk (bk ~b k+l) + Sn+mbn+m - Sn—lbn.

Natljada

n+m n+m-~1
Zakbk Z Sk (B = b o)+ [Snsmbrem| + |Sucaba] =
k=n k=n

n+m-1

= z ‘Skl(bk _bk+l)+’ +m| n+m ’Sn—l|'bn

k=n
bo‘ladi.
(7) tengsizlikdan foydalanib topamiz:

n+m

z a. by
k=n

n+m-1
< M[ Z (bk _bk+1)+bn+m]+M'bn'

k=n

Agar

n+m-1
Z (b bk+l) +4 n+m — (b bH—l ) + ( n+l T “n+2 ) +...+ ( n+m-} bn+m) + bn+m = bn
k=n
bo‘lishini e’tiborga olsak, unda

nh+m

z a by

k=n

<2M b,




bo‘lib, (8) munosabatga ko‘ra

n+m

Z a; by
k=n

<€

n+m

z a by

k=n

bo‘ladi. Bundan Koshi teoremasiga ko‘ra < & qatorning

yaqginlashuvchanligi kelib chiqadi. »

oo

Misol. Ushbu Z cozkx = Colsx + 00522x +..+ coikx +... gator

yaginlashuvchanlikka tekshirilsin, bunda x — tayinlangan haqiqiy son.
« Agar x = 2x bo‘lsa, berilgan

a=1

oo oo

Z cols(kx _ z cosin-k =g%

k=1 k=1

qator garmonik gator bo‘lib, u uzoglashuvchi bo‘ladi.
Aytaylik, x # 2n bo‘lsin. Berilgan qatorda

a, =coskx, b, =%
belgilashlarni bajaramiz.

Ravshanki, {b, } = {%} ketma-ketlik kamayuvchi va cheksiz kichik
miqdor bo‘ladi (k - « da % - 0).

Endi z o = Z cos kx gatorning qismiy yig‘indisi S, ni topamiz:
k=1 k=1
L 2sin % cos kx =

S, = icoskx =
k=1

2sin= k=1
sm2

. 1 L
n sin(n+-)x—sin-
=1 [sin(k+l)x—sin(k—l)x]= 2 2
’ 2 2

. . X
2sinZ k= 2sin=

N =



Keyingi munosabatdan, 2x ga karrali bo‘lmagan x lar uchun

[l <

sm

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, {S,} ketma-ketlik chegaralangan. Unda
berilgan gator 2- teoremaga ko‘ra yaqinlashuvchi bo‘ladi. »

Mashgqlar

1. Quyidagi munosabatda 2» xatolik topilsin:

1 1 1 1 1 1 1
ln2—l——+3 4t (]+5+§+Z+"')—2(E+Z+"')_

1 1 1 I 1 1
‘(1+§+§+Z+"')—(1+5+§+Z+"')_0'

nmn
ad COS—

2. Ushbu 2 NP (nr »—)(1+%)_ gator yaginlashuvchanlikka tek-

shirilsin.

54- ma’ruza
Cheksiz ko‘paytmalar

1°. Cheksiz ko‘paytma tushunchasi. Faraz qilaylik, biror
{c,}: ¢,6,65,....C

e
haqiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Ular yordamida ushbu

€ Cr C3 e Cpon (N
ifodani tuzamiz.

(1) ifoda cheksiz ko ‘paytma deyiladi va u H ¢, kabi belgilanadi:

n=1

oo

I IC,, =C1 6‘2 'C3‘...'C"...,

n=1
bunda ¢,c¢;,...,c,... sonlar cheksiz ko‘paytmaning hadlari, c, esa
ko‘paytmaning umumiy yoki »- hadi deyiladi.



Quyidagi Po=c¢-c.c, (n=123,.)
ko‘paytma (1) cheksiz ko‘paytmaning »- gismiy ko‘paytmasi deyiladi.
Demak, (1) cheksiz ko‘paytma berilganda har doim uning gismiy
ko‘paytmalaridan iborat ushbu {P,}:
PP AP, ...
ketma-ketlikni hosil qilish mumkin. Masalan,

1 1 1
@—?)p—?Jm@—?}ﬁ(n=L1J

cheksiz ko‘paytmaning n- qismiy ko‘paytmasi

I l |
1 32 4 n-l n+l:l._n+l

“13330h w2 e B4

i
bo‘lib, ulardan tuzilgan {P,} ketma-ketlik
1ol
e A
bo‘ladi.
I-ta’rif. Agar n — « da {P,} ketma-ketlik noldan fargli chekli

P songa intilsa (yaqinlashsa), (1) cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi
deyiladi, P esa uning giymati deyiladi:

lim P, =P, P=[]B.
n=|

n—eo

Agar {P,} ketma-ketlik limitga ega bo‘lmasa (yoki uning limiti 0
bo‘lsa), (1) cheksiz ko‘paytma uzoglashuvchi deyiladi.

Masalan, yuqorida keltirilgan H (1 - —17) cheksiz ko‘paytma uchun
2 n

. .1 n+l 1
limP, =lim; — ==
nl—)w n n—yeo n 2

n

bo‘ladi. Demak, H(l - Lz) cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi va

n=2
. . |
uning giymatt 5 ga teng.
10



2°. Yaqinlashuvchi cheksiz ko‘paytmaning xossalari. Aytaylik, biror

ch=C1'C2'C3‘...'Cn'... (1)
n=l1
cheksiz ko‘paytma berilgan bo‘Isin.
Ushbu
H Cp = Cpi1 " Crpa2 - (2)
n=m+l

cheksiz ko‘paytma (bunda m — tayinlangan natural son) (1) cheksiz
ko‘paytmaning goldig‘i deyiladi.
1) Agar (1) cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi bo‘lsa, (2) cheksiz
ko‘paytma ham yaqinlashuvchi bo‘ladi va aksincha.
4 (1) cheksiz ko‘paytmaning gismiy ko‘paytmasi
P =c-c..c,,
(2) cheksiz ko‘paytmaning qismiy ko‘paytmasi

(m) _
k = Comel " Cme2 oo Coas

lar uchun P, =P, O™,

(bunda n=m+k) bo‘ladi. Bu munosabatdan, n — « da P, ning
chekli limitga ega bo‘lishidan £ — « da Q,i"') ning ham chekli limitga
ega bo‘lishi; shuningdek, k& — « da O™ ning chekli limitga ega
bo‘lishidan, » — ~ da P, ning ham chekli limitga ega bo‘lishi kelib
chigadi. »

2) Agar (1) cheksiz ko‘paytma yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda
’Li_r)ll(cmﬂ “Cpyd e Cppypee) =1

bo‘ladi.
« Aytaylik, (1) cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi bo‘lib, uning
giymati P bo‘lsin. Unda '

Pm 'Cm+1 'Cm+2 -...-C,,Hk... = P
bo‘lib, undan m — « da
P P
Coel “Cosd oo Copygoee = = = = =1
P, P

bo‘lishi kelib chigadi. p»
11



3) Agar (1) cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
lime, =1

bo‘ladi.
« Aytaylik, (1) cheksiz ko‘paytma yaqinlashuvchi bo‘lib, uning
giymati P bo‘lsin:

lim B, =lim(¢ -¢, -...-c,) = P.
n—reo Nn—yoo
U holda B, = £,., -c,, ya'ni ¢, = 5= bo'lib,
n-1
. T P, _£_
ime, = im 5= -1

n-1
bo‘ladi. »

Yuqorida keltirilgan xossalardan quyidagi xulosalarni chiqarish
mumkin.

Cheksiz ko‘paytmalaming yaqinlashishida, ulaming dastlabki chekli
sondagi hadlarining ta’siri bo‘lmaydi.

Agar cheksiz ko‘paytma yaqginlashuvchi bo‘lsa, unda n — = da
¢, — 1 bo‘lganligi sababli, uning biror hadidan boshlab keyingi had-
larini musbat deb olish mumkin bo‘ladi.

Bu xossalar yaginlashuvchi cheksiz ko‘paytmalarda ularning
hadlarini musbat deb olish imkonini beradi.

3°. Cheksiz ko‘paytmalar bilan gatorlar orasidagi bog‘lanish. Faraz
gilaylik,

Hc,, =¢C e Cyrey (,>0, n=12,..)
n=l1

cheksiz ko‘paytma berilgan bo‘lsin. Bu cheksiz ko‘paytma hadlarining
logarifmlaridan ushbu

zlncn =In¢g +Ine, +...+1Inc, + ... 3
n=1
gatorni hosil gilamiz.
1- teorema. (1) cheksiz ko‘paytmaning yaqinlashuvchi bo‘lishi
uchun (3) qatorning yaginlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli.
4 Zarurligi. Aytaylik, (1) cheksiz ko‘paytma yaqinlashuvchi bo‘lsin:
lim P, =lim(¢ - ¢, -...-¢,) = P, (P — chekli son).

n—yoo n—yoo

12



U holda (3) gatorning qismiy yig‘indisi uchun

S, =Zlnck =ln¢g +Ineg, +...+In¢c, =In(¢; - ¢, - ... - ¢,)
k=1
bo‘lib,
lim S, =limIn(¢ -¢;-...-c,)=In P

n—ee

bo‘ladi. Demak, (3) qator yaqinlashuvchi.
Yetarliligi. Aytaylik, (3) qator yaqinlashuvchi bo‘lsin:

Nn—oo n—oo

n
lim S, =lim ) Inc, =limIn(¢; - ¢, ~...-¢,) = S
el Nn—o0

U holda (1) cheksiz ko‘paytmaning gismiy ko‘paytmasi uchun

— _ pn( ~.Cy)
P=¢q ¢ ¢=e"12%
bo‘llb’ },lj;ll Pn - ’111‘1;1;10 eln(q (4] ...C,,) — eS

bo‘ladi. Demak, (1) cheksiz ko‘paytma yaqinlashuvchi. »

Ko‘pincha, H ¢, cheksiz ko‘paytmani o‘rganishda, uning umu-

n=1

miy hadi ¢, ni quyidagicha
c, =1+a,
ifodalash qulay bo‘ladi. U holda (1) cheksiz ko‘paytma

l:[(1+a,,)
n=l1

ko‘rinishga, cheksiz gator esa

i In(1+a,)
n=1

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Faraz qilaylik, » ning (ne N) yetarlicha katta qiymatlarida
a, >0 (yoki a, <0)
bo‘lsin.

13



2-teorema. Ushbu [ +a,)
=1

cheksiz ko‘paytmaning yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun

gatorning yaginlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli.

<« Ravshanki, 1:1(1 +a,) cheksiz ko‘paytma va Zan gatorning
yaqinlashuvchi bo‘?i=slhi uchun avvalo "
fm g, =0
bo‘lishi kerak. Shu munosabat bajarilsin.
Keltirilgan teoremaning isboti
lim Ind+a,) _

n—soo

1

n

munosabat hamda 1- teoremaning qo‘llanishidan kelib chiqgadi. »
Masalan, bu teoremadan foydalanib, ushbu

Q(H;‘(—;}(l+1)-[1+2_‘J)‘(1+_3‘;).....(1+;Z‘;)...

cheksiz ko‘paytmaning o >1 bo‘lganda yaqginlashuvchi bo‘lishini

(chunki z La, (oo > 1) — yaqginlashuvchi),
n=1 h

(1+%)=(1+1)-(1+%)-(1+‘§)...(1+‘;)...

cheksiz ko‘paytmaning esa uzoqglashuvchi bo‘lishini (chunki Z% -

n=1

o0

n=l1

uzoglashuvchi) topamiz.
14



Mashgqlar

1. Ushbu H(l +x2"), (xl<1)
n=1

cheksiz ko‘paytmaning yaqinlashuvchiligi ko‘rsatilsin va giymati
topilsin.

2. Ushbu I AT

tenglik isbotlansin, bunda

c= lim[Z%-lnn]

(Eyler o‘zgarmasi).

15



12-BO B

KO‘P O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR,
ULARNING LIMITI, UZLUKSIZLIGI

55- ma’ruza
R fazo. R"™ fazoda ochiq va yopiq to‘plamlar

1°. R™ fazo tushunchasi. Haqiqiy sonlar to‘plami R yordamida
ushbu

RxRx -+ xR={(x,%,...%X,) X, € R, x;€ R, ..., x,, € R} (1)
M—-—v_———J
m ta

to‘plamni (R ning dekart ko‘paytmalaridan tuzilgan to‘plamni) hosil
qilaylik. Ravshanki, (1) to‘plamning har bir elementi m ta x;, x,, ..., X,
haqiqiy sonlardan tashkil topgan tartiblangan m lik
(x), X35 -y X,
dan iborat bo‘ladi. Uni (1) to‘plamning nugqtasi deyilib, bitta harf
bilan belgilanadi:
X =(X], Xg5 ooy X))

Bunda x,, x,, ..., x,, sonlar x nuqtaning mos ravishda birinchi,
ikkinchi, ..., m- koordinatalari deyiladi.

Agar x = (X, X, .y X,), ¥ = (1, Y +or V) Nuqtalar uchun
Xy =V X3= Vs ey Xy =Y, DO‘Isa, x=y deyiladi.

Faraz qilaylik,

X = (xl’ xZ’ e Xm), y = (yl’ .V2’ Hae] ym)

lar (1) to‘plamning ixtiyoriy ikki nuqtasi bo‘lsin. Ushbu

m

Z(yk = Xk )2

k=1
migdor x va y nuqtalar orasidagi masofa deyiladi va p(x,y) kabi belgilanadi:

p(x,y)= ,fg(yk -x. ). )

Endi masofaning xossalarini keltiramiz:
16
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1) Har doim p(x,y) 20 va p(x,y)=0 & x =y bo‘ladi.
< (2) munosabatga ko‘ra, har doim p(x,y) 20 bo‘ladi. Agar
p(x,y) =0 boflsa, u holda

2 2 2
D =-x) +(0n-x%) +t(Ym=X,) =0

bo‘lib, natijada x; = y,, X, =, ..., X, = V,, ¥a'ni x = y bo‘lishi kelib
chigadi. Aksincha, agar x, = y,, x,=y,, ..., X,,= y,, bo‘lsa, unda (2)
munosabatdan foydalanib p(x,y) =0 bo‘lishini topamiz. P

2) p(x,y) masofa x va y ularga nisbatan simmetrik bo‘ladi:
p(x,y) =p(y,x).

<« Bu xossanig isboti (2) munosabatdan kelib chigadi:

m

p(x,y) = JZ(yk -x) = \/Z(xk -3 =p(r.x). »
k=1

k=1

3) (1) to‘plamning ixtiyoriy

X=(X5X0,05%,) s Y=V, V2sesVm) s 2=, 25 2p)
nuqtalari uchun

p(x,2) < p(x,y) +p(y,2)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

<« M2’lumki, ixtiyoriy g, ,qa,, ..., a, va §,b,, ..., b, haqigiy sonlar
uchun

\/z (a, + bk \/2 a, + \/Z b} (3)
k=1 k=1

bo‘ladi (qaralsin, [1], 12- bob, 1-§; odatda, bu tengsizlikni Koshi—
Bunyakovskiy tengsizligi deyiladi). (3) tengsizlikda

a =YV — X4, by =2, -y, (k=1,2,....,m)
deb topamiz:

\/i(zk_xk)z S\/g(yk _xk)z + zm:(zk —J’k)2
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Bu esa
p(x,2) s p(x,¥)+p(y,2)

bo‘lishini bildiriladi. P

Shunday qilib, (1) to‘plamda (to‘plam elementlari orasida) masofa
tushunchasining kiritilishini hamda masofa uchta xossaga ega bo‘lishini
ko‘rdik.

Odatda, (1) to‘plam R" fazo deyiladi. Demak,

R™ ={(x,%;,...X,): X, € R, X, € R,...,x, € R}.

Endi R" fazodagi ba’zi bir to‘plamlarni keltiramiz.

Aytaylik, biror a = (a,,4a,,...,a, )€ R™ nuqta va r > 0 son berilgan
bo‘lsin.

Ushbu

B, (a)= {(xl,xz,...,xm) e R" : \/(x1 —a) 4.+ (x, —a,)? < r}
yoki gisgacha,

B (a)={xe R™ : p(x,a) < r}
to‘plam markazi a nuqta, radiusi r bo‘lgan shar (m o‘lchovli shar)
deyiladi.
Quyidagi
B.(a) ={xe R™ : p(x,a) < r}
to‘plam R" fazoda yopiq shar,
B} (a) = {x e R" :p(x,a) = r}
to‘plam esa R” fazoda sfera (m o‘lchovli sfera) deyiladi.
Ravshanki,

B,(a) = B,(a) L B (a)
bo‘ladi.
Ushbu

H(al,...,am;b,,bz,...,bm)=
={(x, %, Xp)e R" 10y < < b, @y <x, <by,..,a, <X, <b,,,}

to‘plam R"™ fazoda parallelepiped deyiladi, bunda gq,,q,,...,q,;
b ,b,,...,b, — hagiqiy sonlar.
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2°. R™fazoda nugtaning atrofi. Biror x° = (x{,x?,...,x%)e R™
nuqgta hamda ¢ > 0 son berilgan bo‘lsin.
1- ta’rif. Markazi x° nuqtada, radiusi € bo‘lgan R” fazodagi shar
xX’e R™ nuqtaning sferik atrofi deyiladi va U,(x°) kabi belgilanadi:
U (x°) ={xe R" :p(x,x°) < &}.
2- ta’rif. Ushbu

[13.8,..8,) ={(x1, %, X, ) e R™:
DX =8 <X <X 8, Xy =8 <X <X +8y,, X =8, <X, <X+,
parallelepiped x° nuqtaning parallelepipedial atrofi deyiladi va
Ua, 590 (x°) kabi belgilanadi, bunda 8, >0,8,>0,..,5, >0.

R" fazodagi nuqtaning bu atroflari orasidagi munosabatni quyidagi
lemma ifodalaydi.

Lemma. x° € R™ nuqtaning har qanday U,(x?) sferik atrofi olin-
ganda ham har doim x° nuqtaning shunday (751 52008 (x*) paralle-
lepipedial atrofi topiladiki, bunda

US: 8 .8y (xo) c U, (xo)
bo‘ladi.
Shuningdek, x° nuqgtaning har qanday (751 521 (x°) parallele-

pepidial atrofi olinganda ham har doim x° nuqtaning shunday U, (x?)
sferik atrofi topiladiki, bunda

Ue (x°) < Usgs, s, (x)
bo‘ladi.
4 x° € R™ nuqtaning sferik atrofi
U (x*) ={xe R" : p(x,x°) < &}

berilgan bo‘lsin. Demak, € > 0 son berilgan. Unga ko‘ra d < %

m
tengsizlikni ganoatlantiruvchi 8 sonni olib, x* nugtaning ushbu

Us(x°) =Ugs 5(x°) ={(x,%,...,x,) e R" :
X -8<x <X +8,x) —8<x) <xX) +, ..., X0 —B< X, < X0, +8}
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parallelepipedial atrofini tuzamiz. Natijada x° nuqtaning
U, va Us (x°)
atroflariga ega bo‘lamiz.
Aytaylik, Vx € Us(x®) bo‘lsin. U holda
lxk —x,?l <98, (k=12,...m)
bo‘lib,

\/i(xk - xp)? <\/i82 =5-Jm

k=1 k=1

bo‘ladi. Yuqgoridagi & < % tengsizlikni e’tiborga olib topamiz:
m

’i(xk —x,?)z <E.
k=1

Demak, p(x,X;) <€ bo‘lib, x e U, (x°) bo‘ladi. Bundan
Us(x°) U, (x%)
bo‘lishi kelib chiqadi.
x® € R™ nugtaning parallelepipedial atrofi
(761525”, (XO) = {(xl ,-xz gesey Xm) [ Rm
X =8 <X <X 8, —8<X <X+, Xy =8y <X,y < XD 45, )
berilgan bo‘lsin. Berilgan §,,3,,...,8,, musbat sonlar yordamida
e =min{3;,5,,..,5,}
sonini topib, x° nuqtaning ushbu
U (x")={xe R" : p(x,x°) < e}
sferik atrofini tuzamiz. Natijada x° nuqtaning
U ) va Uss, 5, (X°)
atroflariga ega bo‘lamiz.
20



Aytaylik, Vx e U, (x°) bolsin. U holda

p(x,x%) = fz:(xk—x,?)2 <e<d, (k=12,.,m)
k=1

bo‘lib,
b, = x2| <8, (k=1,2,...,m)
bo‘ladi. Bundanesa x e U 55,..5, (x") bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

U, (x%) c Uslaz By x*). »

Bu lemma R™ fazo nuqtasining bir atrofidan ikkinchi atrofiga
o‘tish imkonini beradi.

3°. R™ fazoda ochiq va yopiq to‘plamlar. Aytaylik, R" fazoda
biror G to‘plam (G < R™) berilgan bo‘lib, X’ € G bo‘lsin.

Agar x° nuqta G to‘plamga tegishli bo‘lgan U.(x°) atrofga ega
bo‘lsa, (U,(x°) = G) x; nuqta G to‘plamning ichki nuqtasi deyiladi.

3- ta’rif. G to‘plamning har bir nuqtasi uning ichki nugqtasi bo‘lsa,
u ochiq to ‘plam deyiladi.

1- misol. R” fazodagi ushbu

B.(a) = {x e R™ : p(x,a) < r}

sharning ochiq to‘plam ekanligi ko‘rsatilsin.

4 Vx" e B (a) nugtani olamiz. Unda

r-p(x°, a)
migdor musbat bo‘ladi. Uni & deylik:
8 =r—-p(x°,a) (22-chizma).
Endi x® nugtaning ushbu
Us(x°) ={x e R™ : p(x,x") < &}
atrofini qaraymiz.

Bunda Ua(xo) c B, (a) bo‘ladi. Haqi-
gatan ham,

Vx e Us(x") = p(x,x°) < 8

22- chizma.
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bo‘lib, masofaning 3- xossasiga ko‘ra

p(x,a) < p(x,x°) +p(x°,a) <8 +p(x°,a) = r
bo‘ladi. Demak,

Vxe Us(x°) = xe B, (x").

Bundan U, (x°) c B, (x") bo‘lishi kelib chigadi.

Demak, B,(a) to‘plamning har bir nuqtasi uning ichki nuqtasi
bo‘ladi. Binobarin, B,(a) — ochiq to‘plam. »

Aytaylik, F ¢ R" to‘plam hamda x° € R™ nugqta berilgan bo‘l-
sin. Agar X’ nugtaning ixtiyoriy U,(x?) atrofida (Ve > 0) Fto‘plamning
x? dan farqli kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, X’ nuqta F to‘plamning
limit nuqtasi deyiladi.

Masalan, ushbu

B (a)={xe R" :p(x,a) < r}
to‘plamning har bir nuqtasi uning limit nuqtasi bo‘ladi. Ayni paytda,
BY ={xe R" :p(x,a) = r}
to‘plamning barcha nuqtalari ham shu B, (@) to‘plamning limit nuqtasi
bo‘ladi. Biroq, bu limit nuqgtalar B, (a) to‘plamga tegishli bo‘lmaydi.
4-ta’rif. Agar F c R™ to‘plamning barcha limit nugtalari shu
to‘plamga tegishli bo‘lsa, F yopig to ‘plam deyiladi.

Masalan,

Br(a)={xe R™ : p(x,a) < r}
to‘plam (R" fazodagi yopiq shar) yopiq to‘plam bo‘ladi

Biror M < R™ to‘plam hamda x° € R™ nugqtani garaylik.

Agar X’ nugtaning ixtiyoriy U.(x°) atrofida ham M to‘plamning,
ham R™MM to‘plamning nugqtalari bo‘lsa, x* nuqta M to‘plamning
chegaraviy nugtasi deyiladi. M to‘plamning barcha chegaraviy nuqtalari

uning chegarasini tashkil etadi. M to‘plamning chegarasi a(M) kabi
belgilanadi. Masalan,

B%(a)={xe R™ : p(x,a) = r}
to‘plam

B (a) = {x e R” :p(x,0) < r}
22



to‘plamning chegarasi bo‘ladi:
d(B,(a)) = B®(a).
Agar F < R™ to‘plamning chegarasi (M) shu to‘plamga tegishli
bo‘lsa, F yopiq to‘plam bo‘ladi. Masalan,
B.(a)={xe R™ : p(x,a) < r}
yopiq to‘plam bo‘ladi, chunki
9(B, (a)) = BY(a) c B.(a).
4°. R ™ fazoda to‘g‘ri chiziq va kesma. Faraz gilaylik, R" fazoda
a=(a,a,..,a,), b=(b,b,...b,)
nugqtalar berilgan bo‘lsin. Bu nugtalar koordinatalari yordamida quyidagi
X2 =azt+b2 (l—t),
............................ )
X, = a,t+b,1-1)
ni tuzib, (bunda te R) t o‘zgaruvchiga bog‘lig bo‘lgan R™ fazoning
X = (X, X500y Xy )
nugqtalarini hosil gilamiz. Bunday nugtalar to‘plami
{x =(X.%,... Xy )e R" :x) =t + b (1 -1),
X, =t +b,(0-1),.,x, =a,t+b,(1-1),te R}
R™ fazoda a =(a,,a,,...,a,) va b=(b,b,,...,b,) nugtalar orqali
o‘tuvchi to‘gri chizig deyiladi.
Endi yuqgoridagi a va & nuqtalarning koordinatalari yordamida
tuzilgan (4) munosabatda 0 < ¢ < 1 bo‘lsin. R" fazoning bunday nug-

talari to‘plami
{x =(X1, X350 Xy)e R" iy =it + b (1=1), x, =ayt +b, (1-1),
e Xy =aut+ b, (1-1), 0<t<1}

R™ fazoda a va b nuqtalarni birlashtiruvchi fo ‘g chiziq kesmasi
deyiladi.
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R" fazoda chekli sondagi nuqtalar berilgan bo‘lsin. Bu nugtalarni
birin-ketin to‘g‘ri chiziq kesmalari bilan birlashtirishdan tashkil topgan
chiziq sinig chizig deyiladi.

Agar M < R™ to‘plamning ixtiyoriy ikki nuqtasini birlashitruvchi
shunday siniq chiziq topilsaki, u ushbu M to‘plamga tegishli bo‘lsa,
M bog ‘lamli to‘plam deyiladi.

5-ta’rif. Agar M < R"™ to‘plam ochiq hamda bog‘lamli to‘plam
bo‘lsa, u soha deyiladi. Masalan,

B (a) = {x € R™ : p(x,a) < r}
to‘plam soha bo‘ladi.
5°. Xususiy hollar. m = 1 bo‘lganda R™ = R bo‘lib, u barcha
hagigiy sonlardan iborat to‘plam bo‘ladi. Bu to‘plamning har bir
elementi to‘g‘ri chiziq nugqtasini, to‘plamning o‘zi esa to‘g‘ri chizigni
ifodalaydi.
Ikki x € R, y ¢ R nuqtalar orasidagi masofa

p(x,y) =x-y|,
Xy € Rnuqgtaning atrofi
U (xg) ={xe R:p(x,xy) <e}=(x) —¢&, Xy +¢)
bo‘ladi.
m = 2bo‘lganda R™ = R2 bo‘lib, u barcha tekislik nuqtalaridan

iborat to‘plam bo‘ladi. Bu to‘plamning ikki x = (x;, x,), y = (v}, »»)
nuqtalari orasidagi masofa

p(x,») = -1 ) + (3 - x)
x® = (x,,y,) nuqtaning sferik atrofi
U (") ={(x,y) e B2 : p((x,¥), (xp,¥)) < €} =
e R Jx-x)2 + (v - 30)7 <¢}

bo‘ladi.
R? fazoda ushbu

{(x,J’) € RZ . p((xay)s (x05y0)) < r}
to‘plam ochiq, quyidagi
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Ya Y

23- chizma.

{(x,»)e R* :x20, y=20, x+y<l}
to‘plam esa yopiq to‘plam bo‘ladi. Ular 23- chizmada tavsirlangan.

Mashglar

1. Agar G, c R™, G, c R™ ochiq to‘plamlar bo‘lsa,
G, VR™, G,nR"
to‘plamlarning ochiq to‘plam bo‘lishi ko‘rsatilsin.
2. Agar F; c R", F5 c R™ yopiq to‘plamlar bo‘lsa,

I;i w Rm’ 1:2 A~ R™
to‘plamlaming yopiq to‘plam bo‘lishi ko‘rsatilsin.

56- ma’ruza
R™ fazoda ketma-ketlik va uning limiti
1°. R™ fazoda ketma-ketlik va uning limiti tushunchalari. Aytaylik,
biror goidaga ko‘ra har bir natural son » ga R” fazoning bitta
x(M = (xl(").xg"’,...,x,(,,”’), (n=12,..)

nuqtasi mos qo‘yilgan bo‘lsin. Bu moslik natijasida R™ fazo nuqtala-
ridan tashkil topgan ushbu

1 1 ) e 2
PP, LxfDy, P xR xR XL x ),
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yoki gisqacha,

D x® L xm

to‘plam hosil bo‘ladi. Uni R™ fazoda ketma-ketlik deyilib, {x\"} kabi
belgilanadi. Demak, {x"} ketma-ketlikning hadlari R™ fazo nuqtalari-
dan iborat bo‘lib, bu nuqtalarning koordinatalari m ta

{x}, {xm), L XY, (n=1,2,..)
sonlar ketma-ketliklarini yuzaga keltiradi.
Faraz qgilaylik, R™ fazoda {x{"}:
D x@ o xm (D
ketma-ketlik hamda

a=(a ,a,.a,)€ R"
nugta berilgan bo‘lsin.
I- ta’rif. Agar Ve > 0 olinganda ham shunday nye N son topilsaki,
barcha n > n; uchun
p(x",a)<e,

ya’ni

Ve>0, 3mpe N, Vn>n: p(xX",a)<e
bo‘lsa, a nugta {x"} ketma-ketlikning limiti deyiladi va

limx™ =g yoki n > da x" > a

n—yec

kabi belgilanadi.
Vn> n;da

p(xM, a)<e
tengsizlikning bajarilishi, (1) ketma-ketlikning n, dan katta nomerli
hadlari a nuqtaning U(a) atrofiga tegishli bo‘lishini bildiradi. Bu hol
(1) ketma-ketlikning limitini quyidagicha ta’riflash imkonini beradi.
2-ta’rif. Agar ae R™ nuqtaning ixtiyoriy U.(a) atrofi olinganda
ham, {x{"} ketma-ketlikning biror hadidan keyingi barcha hadlari shu
atrofga tegishli bo‘lsa, @ nuqta {x("} ketma-ketlikning limiti deyiladi.
1- misol. R™ fazoda ushbu {x"} = {% s ln, e %} ketma-ketlik-
ning limiti a = (0, 0, ..., 0) bo‘lishi ko‘rsatilsin.
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4 Ve > 0 sonini olib, unga ko‘ra n, = [{"5]+1 ni topamiz.
U holda Vn > n; uchun

Jm
[ﬂ]ﬂ

o™, ay=p(t, L 1) 00,00 = I <

n n

<E

b

€

bo‘ladi. Demak, lim x™ =a. P

n—oo
2°. Ketma-ketlik limitining mavjudligi. Faraz gilaylik, R™ fazoda
{x(”} ketma-ketlik va a € R™ nuqta berilgan bo‘lsin.
1- teorema. Agar R™ fazoda

x(") = (x](")’xgn)"'wxp(nn))’ (n=1’2="')
ketma-ketlik

a=(a,a,..,a,)
limitga ega bo‘lsa: lim x™ =a,
n-—oo
u holda
lim x(" = a,
n—yoo
limx{" = a,,
n—oo
limx{"” =q_
n—oo
bo‘ladi.

<« Aytaylik lim x' = g bo‘lsin. Limit ta’rifiga binoan Vn > nye N
N—rc0

uchun
xMe U, (a) ={xe R" : p(x,a) <&}, (Ve >0)
bo‘ladi. Ravshanki,
U.(a) c U~e (a),
bunda
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U,(a) ={(x, %3, X,,) € R™ :
G —€<X <q +8& G —E<X; <Ay +€, ..., Ay —€ <X, <qp +E}.
Keyingi munosabatlardan, V» > n, uchun

(n

g -e<x” <q +e,
(n)

a, ~e<x3" < a, +¢,

(n)
a, -£<x,’ <a,+¢,

ya’ni \x,"') —a,l <e ,
X —a|<e

bo‘lishini topamiz. Bundan esa

lim x,(") =a,

n-yoo

; (n) _
lim x{" = a,
n—oo

bo‘lishi kelib chigadi.
2- teorema. Agar R" fazodagi

{x"}= {(xl("), xg"’, vy X )}, (n=1,2.)
ketma-ketlik va a = (g, a,, ..., a,,) nuqta uchun

lim x" = q,

n—roo

lim x{" = a,,

n—oo

limx{" =gq

m
n—oo
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bo‘lsa, u holda {x} ketma-ketlik limitga ega bo‘lib,

lim x™

n—eo

=a
bo‘ladi.
« Teoremaning sharti hamda limit ta’rifidan foydalanib topamiz:

limx" =a = Ve >0, 3KV e N, Va> A" : ’ () a,‘<—_

n—oo

(n) _ (2) 2) . A _ £
limx" =, = Ve>0, 3p” e N, vn> A . }xg azl<\/;,
limx{” =a, = Ve>0, ™ e N, Yn>nr™: ‘xf,,”) - a,,,' < —j=
n—eo m

bo‘ladi.
Agar

ng = max{n", i$?, .., ™}
deyilsa, u holda Vn > n, da bir yo‘la

;x,@ -~ ak' < 78; (k=1,2,...m)
tengsizliklar bajariladi. U holda

m m 2
\/Z(x,((”)—ak)z <\/ (im] =€,
k=1 =1

bo‘ladi. Demak,

ya’ni

Bu teoremalardan quyidagi tasdiq kelib chiqadi.
R" fazoda {x"}= {(x("), XM, X )} ketma-ketlik
a=(a,a,..,a,) limit
lim x") = q

n—roo
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ga ega bo‘lishi uchun bir yo‘la

im x™ —

i {n) _
limx{” = qa,
n—yoo

bo‘lishi zarur va yetarli.

Bu muhim tasdiq bo‘lib, u R" fazodagi ketma-ketliklar limitlarini
o‘rganishni sonlar ketma-ketliklar limitlarini o‘rganishga olib keladi.
Sonlar ketma-ketliklarining limiti esa 6—8- ma’ruzalarda batafsil bayon
etilgan.

Agar (1) ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, u yaginlashuvchi ketma-
ketlik deyiladi.

Yugorida keltirilgan tasdigdan foydalanib, isbotlanadigan muhim
teoremani keltiramiz. Avvalo R™ fazoda ketma-ketlikning fundamen-
talligini ta’riflaymiz.

3-ta’rif. R™fazoda {x"} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar Ve > 0
olinganda ham shunday n,e N topilsaki, Vn> n;, VP> n, lar uchun

p(x("), x(P)) <

tengsizlik bajarilsa, {x"} fundamental ketma-ketlik deyiladi.

3- teorema. (Koshi teoremasi) {x("’} ketma-ketlikning yaginlashuv-
chi bo‘lishi uchun uning fundamental bo‘lishi zarur va yetarli.

Bu teorema 9- ma’ruzada keltirilgan 3- teorema kabi isbotlanadi.

3°. Ichma-ich joylashgan yopiq sharlar prinsipi. R” fazoda mar-
kazlari

a" = (al("),aé”),...,a,(,,")), (n=12,..)

nugtalarda, radiuslari r, > 0 (n = 1,2,...) bo‘lgan ushbu

B =B (aV)={xe R": p(x,a") <1},

(@) ={xe R": p(x,a”) s n},

30



yopiq sharlar ketma-ketligini qaraylik. Agar bu yopiq sharlar ketma-
ketligining hadlari uchun quyidagi
B>oB>..oB >..
munosabat o‘rinli bo‘lsa, {B,} ichma-ich joylashgan yopiq sharlar
ketma-ketligi deyiladi.
Aytaylik, {B,} R™ fazoda ichma-ich joylashgan yopiq sharlar
ketma-ketligi bo‘Isin.
4- teorema. Agar n — o da shar radiuslari 7, nolga intilsa, ya’'ni
limr, =0
H—reo
bo‘lsa, u holda barcha yopiq sharlarga tegishli bo‘lgan a nugta (a € R™)
mavjud va u yagona bo‘ladi.
<« Shar markazlaridan tuzilgan

{a”}, (a™ e R™, n=1,2,.)
ketma-ketlikni garaylik. Uning fundamental ketma-ketlik bo‘lishini
ko‘rsatamiz.
Shartga ko‘ra limr, = 0. U holda

noe

ve>0, Amye N, n>n: r,

n

bo‘ladi. Ayni paytda, yopiq sharlar ichma-ich joylashganligidan ixtiyoriy

<E&

P >n>n
uchun B,p (a(P) > B, (a(")))
bo‘lib, p(a™,aP)<r <e  boladi.

Demak, {a”} — fundamental ketma-ketlik. U holda Koshi teo-
remasiga ko‘ra u yaqinlashuvchi bo‘ladi:

lima'” =a, (ae R™).

e
Bu a nugta B, (a'”) to‘plamning limit nugtasi va B, (a'”) yopiq
bo‘lganligi uchun ae B, (a'”), (n=1,2,...) bo‘ladi. Demak, a — bar-
cha sharlarga tegishli bo‘lgan nuqta. Faraz gilaylik, @ nugtadan farqli
barcha sharlarga tegishli bo‘lgan » nuqta (be R™) mavjud bo‘lsin:

be Er,, (a™), b # a. Masofaning 3-xossasidan foydalanib topamiz:
31



p(a, b) < p(a, a™) +p(a'™, b) <2r,.

Agar n — ~ da r, —» 0 bo‘lishini e’tiborga olsak, keyingi muno-
sabatdan p(a,b) = 0, ya’ni a = b bo'lishi kelib chiqgadi. »

Odatda, bu teorema ichma-ich joylashgan yopiq sharlar prinsipi
deyiladi. .

4°. Qismiy ketma-ketliklar. Bolsano—Veyershtrass teoremasi.
R" fazoda {x\"}:

xD XDy
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Ushbu ketma-ketlik

x('“’ x('q)’ x("k),

Py ceey weey

bunda m<nm<.<m<.; peN, k=12,.,

berilgan {x{"} ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi deyiladi va u
{x{=)} kabi belgilanadi. Ravshanki, bitta ketma-ketlikning turlicha
gismiy ketma-ketliklari bo‘ladi.
Agar {x{"} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib,
lim x"™ =a

bo‘lsa, bu ketma-ketlikning har qanday qismiy ketma-ketligi {x" )}
ham yaginlashuvchi bo‘lib,
ll(im ) = o
bo‘ladi. Bu tasdigning isboti ketma-ketlik limiti ta’rifidan bevosita
kelib chiqadi.
Aytaylik, R™ fazoda biror M to‘plam berilgan bo‘lsin. M < R".
Agar R" fazoda markazi (0,0,...,0) € R™, radiusi » > 0 bo‘lgan shar

U° ={(x,,x2,...,xm)e R" : p((xl,xz,...,xm), (0, 0,...,0))<r}

topilsaki, bunda
McU®

bo‘lsa, M chegaralangan to plam deyiladi.

Endi Bolsano-Veyershtrass teoremasini isbotsiz keltiramiz.

5- teorema. (Bolsano-Veyershtrass teoremasi.) R" fazoda har
ganday chegaralangan ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin.
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5°. Xususiy hollar. m = 1 bo‘lganda R™ = R bo‘lib, undagi
ketma-ketlik sonlar ketma-ketligi bo‘ladi. Ma’lumki, sonlar ketma-
ketligi va uning limiti 6—8- ma’ruzalarda batafsil o‘rganilgan.

m = 2 bo‘lganda R™ = R? bo‘lib, undagi ketma-ketlik tekislik
nuqtalaridan iborat

o) (9,92)s 0 (X V4)s s (X, € R, y,€R, n=1,2,..)

ketma-ketlik bo‘ladi. Bu keima-ketlikning limiti {x,} va {y,} sonlar
ketma-ketliklarining limitlari orqali o‘rganiladi.
Masalan, ushbu

{1, D"} (-1, -1, (4,1, (-1,-1), ., (=D, (=1)"), ...
ketma-ketlik limitga ega bo‘lmaydi, chunki

xn =(_1)na yn =(_1)n’ (n=1,2,...)
ketma-ketliklar limitga ega emas.

Mashgqlar

1. Agar x° € R” nuqta M c R™ to‘plamning limit nugtasi bo‘lsa,
M to‘plam elementlaridan tashkil topgan va X nuqtaga yaginlasha-
digan
{emy, (x e A X ex,, n=1,2,.)
kctma-ketlikning mavjudligi ko‘rsatilsin.
2. Agar
(n)

limx" =a, (X eR™ aeR", n=12,.)

n-eo

bo‘lsa, {x"} ketma-Kketlikning chegaralanganligi ko‘rsatilsin.

57- ma’ruza
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya va uning limiti

1°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya tushunchasi. Faraz qilaylik, R"”
fazoda E to‘plam berilgan bo‘lsin: £ c R".

1- ta’rif. Agar E to‘plamdagi har bir x = (x;,x,,...x,,) nuqgtaga
biror f'qoidaga ko‘ra bitta haqigiy « son mos qo‘yilgan bo‘lsa, E to‘p-
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lamda ko‘p o‘zgaruvchili (mta o‘zgaruvchili) funksiya berilgan (aniq-
langan) deyiladi. Uni
fix=(x,%,.»X,) > u Yyoki u= f(x)=f(x,%,...,%,)
(x=(x,%,...,X,)€ R", ue R)
kabi belgilanadi. Bunda E — funksiyaning berilish (aniglanish) to‘p-
lami, x;, x5, ..., X,, (erkli o‘zgaruchilar) — funksiya argumentlari,

U €sa X, X,, ..., X,, larning funksiyasi deyiladi.
Masalan, f— har bir

X =(X,%,..X,)e M,

M={xe R": p(x,0)<1}
nugtaga ushbu

2

2 2
(%), Xy 503X, ) \/l—x, =Xy — e — Xy,

goida bilan bitta haqiqiy # sonini mos qo‘ysin. Bu holda M c R”
to‘plamda aniglangan

u=\/l—x12 —x} - =X}
funksiya hosil bo‘ladi.

Aytaylik, u = f(x,%,,...,x,) funksiya (ko‘p hollarda bu funk-
siyani ¥ = f(x) kabi yozamiz) Ec R™ to‘plamda berilgan bo‘lsin.
x® =(x}, x7, ..., xn) € E nugtaga mos keluvchi u, son u = f(x)
Sfunksiyaning x° nuqtadagi xususiy giymati deyiladi: .

Berilgan funksiyaning barcha xususiy giymatlaridan iborat ushbu

{u=rf(x):xe E} (N
sonlar to‘plami u = f(x) funksiya gqiymatiari to'plami deyiladi. Agar
(1) to‘plam chegaralangan bo‘lsa, u = f(x) = f(x;,x,,...,X,,) funk-
siya E to‘plamda chegaralangan deyiladi.

R™! fazodagi ushbu

{(x, f(X) : x =(x,%,..X,) e R™, f(x)e R}

to‘plam ko‘p o‘zgaruvchili u = f(x;, x,,..., X, ) funksiyaning grafigi
deyiladi.
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Faraz qilaylik, yuqorida qaralayotgan f(x,x,,...,X,,) funksiyada

xl = (pl (t) = (Pl(tl ,t2 r“)tk )3
X =@ (1) =@ (h, b, 1),

Xp =0,y (1) =@, (1, 15,0, 1)

bo‘lsin, bunda ¢,(#) funksiya (i=1,2,..,m) T c R* to‘plamda
aniqlangan bo‘lib, ¢=(4,t,....,4,)e T bo‘lganda unga mos
x =(x,%,..X,, ) € E bo‘lsin. Natijada

S = (@0, ), 0 (B 5 )y oo, @ (G5 1)) = (8,15, 8,)

funksiya hosil bo‘ladi. Uni murakkab funksiya deyiladi.

2°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya limiti (karrali limiti) ta’riflari.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya (x € R™) E < R™ to‘plamda berilgan,
x% e R™ nuqta E ning limit nugtasi bo‘lsin. U holda R™ fazoda
shunday {x"}:

xD 0 x@ o xtm
ketma-ketlik topiladiki, bunda
1) Vne N da x™ e E, x" #x°;
2) n—»eda xM — x°
bo‘ladi (bunday ketma-ketliklar istalgancha bo‘ladi).
2- ta’rif. (Geyne ta’riif.) Agar
1) Vne N da x" e E, x"™ =x%;
2) n>oeda x" - x°
shartlarni gqanoatlantiruvchi ixtiyoriy {x\)} ketma-ketlik uchun
n—oeda f(x") > A4

bo‘lsa, Ason f(x) = f(x,Xy,.....x, ) funksiyaning x° = (], x3, ..., x)

nuqtadagi limiti (karrali limiti) deyiladi. Uni lim0 f(x)=A yoki

XX

35



lim f(x,%,....x,)=A
x = xf
X, = X3

kabi belgilanadi.
Eslatma. Agar

X"}, e E, x"™ 2 x% n=1,2,.),
Y, e E, y™ +x%, n=12,.)
ketma-ketliklar uchun n — - da
xM 5 X0 y 5 X0
bo‘lib,
f&x™)y > A, f(y"")—> B, A= B

bo‘lsa, f(x) funksiya x° nuqtada limitga ega bo‘lmaydi.

3- ta’rif. (Koshi ta’rifi.) Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday
8 =8(c) > 0 topilsaki, 0 < p(x,x°) < ¢ tengsizlikni ganoatlantiruv-
chi Vxe E (E < R™) da

|f(x)-A|l<e

tengsizlik bajarilsa, A son f(x) funksiyaning xX° nuqtadagi limiti (karrali
limiti) deyiladi.

Bu ta’rifni gisgacha qilib quyidagicha ham aytsa bo‘ladi. Agar

ve>0, 33>0, Vxe En(Us(xX)\{x*}): |f(x)- A <e

bo‘lsa, A son f(x) funksiyaning x° nuqtadagi limiti deyiladi.

3°. Funksiya limitining mavjudligi. Faraz qilaylik, f(x)=
= f(x,%,....,x,) funksiya Ee R" to‘plamda berilgan bo‘lib,
X0 =, %), ..., x2) nuqgta E to‘plamning limit nuqtasi bo‘Isin.

1- teorema. (Koshi teoremasi.) f(x) funksiya x° nugtada limitga

ega bo‘lishi uchun Ve > 0 son olinganda ham shunday & > 0 son
topilib,
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Vx'e En(Us(x*)\{x"}), Vx"e En(Us(x°)\ {x°})
nuqtalarda
If(x7) = f(x)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
o Zarurligi. Aytaylik, f(x) funksiya x° nuqtada A limitga ega bo‘lsin:
limo f(x)=A4.

XX

<&

Limit ta’rifiga ko‘ra,
Ve>0, 38>0, Vxe En(Us(x*)\ {x"}):
fx)-A<3
bo‘ladi. Jumladan,

x'e En(Us ()N X)), x"e En(Us(x*)\ {(x°}):
nugtalar uchun

O -A<5, S =A<
bo‘ladi.

Keyingi tengsizliklardan

(XD =D S| (X)) -A]+[f(x")- A <e
bo‘lishi kelib chiqadi.

Yetarliligi. Aytaylik, Ve > 0 son olinganda ham shunday 8> 0 son
topiladiki, bunda

vx'e EnUs(xX)\{x°)), Vx"e £ (Us(x°)\ {x°})
nuqtalar uchun
f(x) - f(x) <e
tengsizlik bajariladi.

x* nuqtaga intiluvchi ikkita {x"}, {y} ketma-ketliklarni ola-
miz: n —  da
M 5 x0 (xXMeE, x"xx n=12,..),
(n)

X

y(n)

->x° " e E, y2x®, n=12,.).
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Bu ketma-ketliklar hadlaridan foydalanib, ushbu

XDy @@ ey
ketma-Ketlikni hosil gilamiz. Uni {Z"} ketma-ketlik deylik. Ravshanki,
bu ketma-ketlikning ham limiti x® bo‘ladi: n — - da

5 x (M eE, ZMex®, n=12,.),
Limit ta’rifiga binoan yuqoridagi 8 > 0 songa ko‘ra shunday n,e N
topiladiki, Vrn > n°, Vm > n’da

2" € En(Us(x*) \ {x°D),
2" e En(Us(x*)\ {x°})

bo‘ladi.
Teoremaning shartidan

£ (2™ - f(2"™) <&

tengsizlikning bajarilishi kelib chiqadi. Demak, {f(z)} sonlar ketma-
ketligi fundamental ketma-ketlik bo‘ladi. Binobarin, u yaginlashuvchi:

n— o da f{Z"} — A
U holda n — o da

Gy > A4, fO7) > 4
bo‘lib, funksiya limitining Geyne ta’rifiga ko‘ra

lim f(x) = A

bo‘ladi. »

4°. Takroriy limitlar. Faraz gilaylik, f(x) = f(x,%,....,x,,) funk-
siya Ee R™ to‘plamda berilgan bo‘lib, x° =(x{,x}, ..., x2) € R™
shu F to‘plamning limit nuqtasi bo‘Isin.

mta x, x,, ..., x,, o‘zgaruvchilarga bog‘liq bo‘lgan f(x,,...,x,,)
funksiyada x,, x;, ..., x,, 0‘zgaruvchilar tayinlansa, ravshanki, u bitta
x, o‘zgaruvchining funksiyasiga aylanadi. Aytaylik, bu funksiya
D x{’ da limitga ega bo‘lsin:

Hm (X%, %) = 01(%, %, .., %) -

Xy —)Xl
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Endi ¢,(x,,x5,...,x,) funksiyada x;, x,, ..., x, o‘zgaruvchilar

tayinlanib, so‘ngra x, — x? limitga o‘tilsa,

limo (p](-xz’xll""’xm) = ¢2(X3,X4,,,,’ xm)

X —)X2

bo‘lib, berilgan funksiyaning

lim lim0 S(x,%,.X%,)

X —>X2 X —>xl

limiti hosil bo‘ladi.
Xuddi shunga o‘xshash f(x;,x;,...,X,,) funksiyaning

Xy s Xiy 5 ees X

0 x? larga intilgandagi limiti

o‘zgaruvchilari mos ravishda x,? s Xiy s ees Xy

lim ... limn S(x,%,...x%,)
X —-)X’k Xy —-»x']
ni ham garash mumkin.
Odatda, bu limitlar f(x;,x,,...,x,,) funksiyaning takroriy limitlari

deyiladi. f(x,,x,,...,x,) funksiya argumentlari x,, x,, ..., x,, lar

mos ravishda x?, x?, ..., x? sonlarga turli tartibda intilganda funk-

siyaning turli takroriy limitlari hosil bo‘ladi.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning limiti (karrali limiti) hamda uning
takroriy limitlari turlicha munosabatda bo‘ladi. Ular haqida xususiy
holda, keyingi bandda bayon etamiz.

5°. Xususiy hollar. m = 1 bo‘lganda bitta o‘zgaruvchiga bog‘lig
bo‘lgan R fazodagi biror to‘plamda aniqlangan u = f(x) funksiyaga
ega bo‘lamiz. Bu funksiya va uning limiti 11- va 12- ma’ruzalarda
o‘rganilgan va to‘lig ma’lumotlar keltirilgan.

m = 2bo‘lganda R? fazodagi (tekislikdagi) biror to‘plamda anig-
langan ikki o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lgan u = f(x,y) funksiyaga
ega bo‘lamiz. Masalan,

"y 1n(x2+y2—1).
’4 _x2 _y2
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24- chizma. 25- chizma.

Bu funksiyaning aniqlanish to‘plami tekislikning ushbu
x*+y? -1>0,
4-x*-y2 >0
sistemani qanoatlantiradigan nugtalar to‘plami 24- chizmada tasvir-
langan halgani ifodalaydi:
1kki o‘zgaruvchiga bog‘lig bo‘lgan u = f(x,y) funksiyaning grafigi

umuman R? fazoda (biz yashab turgan fazoda) sirtni ifodalaydi. Masa-
lan, ushbu

u=x*+y?
funksiyaning grafigi R?® fazoda 25- chizmada tasvirlangan aylanma
paraboloid bo‘ladi.
Aytaylik, f(x, y) funksiya E c R? to‘plamda berilgan bo‘lib,
(x5,)0) € R? nuqta E ning limit nuqtasi bo‘Isin. Bu ikki o‘zgaruvchili
funksiya limiti ta’riflari quyidagicha bo‘ladi:

Agar: 1)Vne Nda (x,,y,)e E, (x,,y,)# (x5,¥0)»
2) n—>eeda (x,,y,) > (X5, V)
shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy {(x,,y,)} nuqtalar ketma-ketligi uchun
n—oeda f(x,,y,) > A
bo‘lsa, A son funksiyaning (x;, y,) nuqtadagi limiti (karrali limiti)
deyiladi va

lim  f(x,y)=A4 yoki lim f(x,y)=4
X—r X

(x,¥)=(x0 .0)
kabi belgilanadi.
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Agar Ve>0 olinganda ham shunday & > 0 topilsaki,
0<p((x,),(xq,¥0)) < & tengsizlikni ganoatlantiruvchi ¥(x,y)e E da

|f(x,y)-Al<e
tengsizlik bajarilsa, 4 son f(x, y) funksiyaning (x;,y,) nugtadagi limiti
(karrali limiti) deyiladi.
Berilgan funksiyaning ikkita takroriy limitlari:
lim lim f(x,y), lim lim f(x,y)
X9Xx9 YN Y= XX
bo‘lishi mumkin.
1- misol. Ushbu

Xy

f(x,y) = {Vx*+y
0 , agar x*+y’ =0 bo'lsa

~, agar x?+y? #0 bo'lsa,

funksiyaning (x, y) — (0, 0) dagi limiti 0 bo‘lishi ko‘rsatilsin.
« Koshi ta’rifidan foydalanib topamiz:
Ve > 0 son uchun 8 = 2¢ deyilsa,

0<p((x,»).(0, 0))<3d

tengsizlikni ganoatlantiruvchi V(x,y)e R? da

£ =00 = |2 < L 437 = Lo ((x,),(0,0) < 2 5=¢
x2+y2 2 2
bo‘ladi. Demak, lirré flx,»)=0.p

y—0

2- misol. Ushbu
x2y2
X, = e—_— =
f(x,y) )
funksiyaning (0, 0) nuqtada limiti mavjud emasligi ko*rsatilsin.
<« Ravshanki, bu funksiya

R*\ {(0,0)}
to‘plamda aniglangan va (0, 0) nugta shu to‘plamning limit nuqtasi.
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(0, 0) nuqtaga intiluvchi {(%,—i)}, {(J ’_:?)} ketma-ketliklarni

olaylik:

(l , _1.) hamda (% ,—%) nuqtalarda (n=1, 2, 3) berilgan funksiya-
n n
ning giymatlari

11 1 1 |
f(;,;)—l, f(;,—;)—zn—z;,(n=l,2, 3)
o 11 11
bo‘lib, f(;,;)—n, f(;, n)—>0
bo‘ladi. Funksiya limitining Geyne ta’rifidan foydalanib, berilgan funk-

siyaning (x, y) — (0, 0) da limitga ega emasligini topamiz. »
3- misol. Ushbu

xy
flx,y) =2 +y?

0 ,agar x*+y’ =0 bo'lsa

,agar x° +y? #0 bo‘lsa,

funksiyaning (0,0) da takroriy limitlari topilsin.
<« Berilgan funksiyaning takroriy limitlarini topamiz:

lim f(x,y) = lim -2 =0, limlim f(x,y) =0,
x—0 x—0 x4y y-0 x—0

: RT Xy _ .. B
_1y1_r}(1) f(x,y)= ng(l) woyie 0, lim lylir[l) f(x,y)=0.

Demak, berilgan funksiyaning (0, 0) nuqtadagi takroriy limitlari bir-
biriga teng bo‘lib, ular 0 ga teng. »

2x-y
4- misol. Ushbu f(x,y) ={/x+3y’
0 ,agar x+3y =0 bo‘lsa

agar x+3y #0 bo‘lsa,

funksiyaning (0,0) nuqtadagi takroriy limitlari topilsin.
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« Berilgan funksiyaning takroriy limitlari quyidagicha bo‘ladi:

m 2{_}1 _1 m lim _l‘
x—0 x+3y T3 y—->0 x—0 x+3y 3’
lim 2X7Y =2, limlim 2*2Y =2,

yo0 x+3y x50 y—0 x+3y

Ayni paytda, berilgan funksiya (x,y) — (0,0) da limitga (karrali li-
mitga) ega bo‘lmaydi, chunki

(2] 00 (18- 00

ketma-ketliklar uchun

1 1 1 1 5 4
Gaimce G- 5-5
bo‘lib, ular bir-biriga teng emas. »
5- misol. Ushbu

|
x+ysin -, agar x # (0 bo‘lsa,
f(x,y)={ S

0 , agar x =0 bo‘lsa

funksiyaning (0,0) nuqtadagi takroriy limitlari topilsin.
4 Bu funksiya uchun

lim f(x,y)=x, limlim f(x,y)=0
y—0 x—0 y—0
bo‘lib,
y_r}g) lim f(x, y)
esa mavjud bo‘lmaydi.

Ayni paytda, (x,y) — (0,0) da berilgan funksiyaning limiti (kar-
rali limiti) mavjud bo‘ladi, chunki

|f(x,y) =0/ =|x+ ysin - ’ x|+ |, (x#0)
bo‘lib,
lim f(x,y) =0
Y0
bo‘ladi. »
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Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya R? fazodagi
E:{(x,y)e R : x-xl<a, ]y—y0\<b}
to‘plamda berilgan bo‘lsin.
2- teorema. Agar

1) (x,y) = (xy,yy) da f(x,y) funksiyaning limiti (karrali limiti)
mavjud va
lim f(x,y) = 4;
X X
Y=
2) har bir tayinlangan x da
}L“}n f(x,¥) =9(x) 2
mavjud bo‘lsa, u holda
Iim lim f(x,y)

X—=X5 y—)yo

takroriy limit mavjud va
lim lim f(x,y)=A4

XXxg Y-y
bo‘ladi.
< Aytaylik, lim f(x,y)=A
X—Xq
y=n

bo‘lsin. Limit ta’rifiga binoan, Ve > 0 olinganda ham shunday § > 0
topiladiki, ushbu

{(x,y)e RE: |x = x| <8, |y=w <8}c E
to‘plamning barcha (x, y) nugtalari uchun

S(x,y)-A|<e

tengsizlik bajariladi. Keyingi tengsizlikdan, y — y, da limitga o‘tib topamiz:
lp(x) - A <e.

Demak, ll-»r?{, o(x)=A. (3)

(2) va (3) munosabatlardan
lim lim f(x,y)=A

X=Xy Y3

bo‘lishi kelib chigadi. »
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Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.

3- teorema. Agar:

1) (x,y) > (x5,¥,) da f(x, y) funksiyaning limiti (karrali limiti)
mavjud va

lim f(x,y) = 4;
X—> X
yon

2) har bir tayinlangan y da

ylig}) F(x,¥) =9(y)
mavjud bo‘lsa, u holda

lim lim f(x,y)
XXy YY)
takroriy limit mavjud va
lim lim f(x,y)=A
XX YYo
bo‘ladi.
Natija. Agar f(x,y) funksiya uchun bir vaqtda yuqoridagi 2- va
3- teoremalarning shartlari bajarilsa, u holda
lim f(x,y)= lim lim f(x,y)=lim lim f(x, )
;3;8 XXy YY) Yoy XX

bo‘ladi.
Mashglar

1. Funksiya limiti Geyne va Koshi ta’riflarining ekvivalentligi
ko‘rsatilsin.

2. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari keltirilsin.

3. Ushbu

lim f(x,y)= 4
X—poo
Yoo
limit ta’riflansin.
4. Ushbu

lim (x?, y? e )

X—>+oo

Y—rteo

limit hisoblansin.
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58- ma’ruza

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi.
Tekis uzluksizlik. Kantor teoremasi

1°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya uzluksizligi tushunchasi. Faraz qi-
laylik, f(x) = f(x, X, ..., x,,) funksiya R™ fazodagi E to‘plamda
berilgan bo‘lib, x® € E nuqta E to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
1- ta’rif. Agar
lim f(x) = f(x°) (1)
X=X
bo‘lsa, f(x) funksiya ¥ nuqgtada uzluksiz deyiladi.
2- ta’rif. (Geyne ta’rifi.) Agar:
1) Vhe Ndax"e E,
2) n oo da X 5 X0
shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy {x{("} ketma-ketlik uchun
n—oe da f(x") - f(x°)
bo‘lsa, f(x) funksiya x* nugtada uzluksiz deyiladi.
3- ta’rif. (Koshi ta’rifi.). Agar

ve>0, 38>0, Vxe ENU,(x?), lf(x)—f(xo)] <eg
bo‘lsa, f(x) funksiya x° nugtada uzluksiz deyiladi.
Umuman, ¥ = f(x) funksiyaning x° € E nuqtadagi uzluksizligi
quyidagini anglatadi:
Ve>0, 38>0, Vxe ENU;(x%), f(x)e U .(f(x)).
Odatda, ushbu

Au = f(x) —f(x0)9 (x = (xl s x2 3 very xm), xO = (x{)s srey xl(() ))
ayirma u = f(x) funksiyaning x° nuqtadagi orttirmasi (to‘lig orttirmasi)
deyiladi.

Agar
0 0 0
Ax) =X =X, A =Xx5 — X7, .., AX, =X, —X,
deyilsa, u holda
0 0 0 0 0 0
Au= f(x; +Ax, X +8Xy, ooy Xy + X)) — f(X) 5 X35 ees Xpy)

bo‘ladi. Yuqoridagi (1) munosabatdan foydalanib quyidagi tasdigni
ayta olamiz:
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f(x) funksiya x° nugtada uzluksiz bo‘lishi uchun

lim Au=0, ya’ni lim Au=0
X—»Xg Ax) -0
Axy —0

bo‘lishi zarur va yetarli.

Yugqoridagi ta’riflar ekvivalent ta’riflar bo‘ladi.

Agar (1) munosabat bajarilmasa, f(x) funksiya x° nuqgtada uzilishga
ega deyiladi.

4-ta’rif. Agar f(x) funksiya E to‘plamning har bir nuqtasida
uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu F to‘plamda uzluksiz deyiladi.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning nuqtadagi to‘lig
orttirmasi tushunchasi bilan bir gatorda uning xususiy orttirmalari
tushunchalari ham Kkiritiladi.

Ushbu

Agu=fx) +8x,%,%,..,%)- [(,%,.... %),
Agu=f0,x +8%6,%,..,%)- (X, %,..%),

A, u= (0,0 Xy X+ A%,) = f(X, %, %)

ayirmalar mos ravishda f(x) funksiyaning x° nuqtadagi x,, x,, ..., x,,
o‘zgaruvchilar bo‘yicha xususiy orttirmalari deyiladi. Ravshanki,

[ lim A_u=0
Axl—>0 A ’
lim A, u=0,
lim Au=0 = {20

XX

bo‘ladi. Birogq, A, »0da A u—s0 (k=1,2,..,m) bo'lishidan
lim Au=0

X0

bo‘lishi har doim kelib chigavermaydi (bunga misol keyingi bandda
keltiriladi).
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2°, Uzluksiz funksiyalarning sodda xossalari. Faraz qilaylik. f(x)
va g(x) funksiyalar £ c R” to‘plamda berilgan bo‘lib, X’ ¢ E nuqtada
uzluksiz bo‘lsin. U holda

¢S, ()50, fO0) g LD (@(x*) #0)

funksiyalar ham x° niqtada uzluksiz bo‘ladi, bunda ¢ = const.
Bu tasdigning isboti 15- ma’ruzadagi mos tasdigning isboti kabidir.
Aytaylik,

X =@t l, . 0) = ¢ (1),
X =@yt ) = 0, (),
........................ )
Xim = O (12505 1) = @y (1)
funksiyalarning har biri M < R* to‘plamda aniqlangan bo‘lsin. Bu 2)
munosabat natijasida M to‘plamning har bir 1 =(#,4,...,#;,) nug-
tasiga mos keluvchi R™ fazoning x = (x;, x;,..., x,, ) nuqtasi hosil bo‘-

ladi. Bunday nugqtalar to‘plamini E deylil:. Ravshanki, £« R" bo‘ladi.
Faraz qilaylik, E to‘plamda

u=f(x)= f(x,%,. . X,)
»funksiya aniqlangan bo‘lsin. Natijada
te M > xe E >ueR,

yoni (4,0, t.)e M = (X,%....x,)€ E > ue R bolib,

u=f(x(t))= (0t s )@y (tysesty )y @, (45 ) =
=®(t) =Dy, t,.... 1)

murakkab funksiya hosil bo‘ladi.
1- teorema. Agar

xi=¢,(), x;=05(8) ... X, =0,), (t=0,..,4))
funksiyalar ° = (¢),...,t0)e M < R* nuqtada uzluksiz, u = f(x)
funksiya x° =(x,.x},...,x5)e E c R nuqtada (x{ = ¢, (°),
x) =@, (t%),...,x° =¢,(t°)) uzluksiz bo‘lsa, u holda f(x(1))=
= f(¢;,9,,...,0,) murakkab funksiya 7° nugtada uzluksiz bo‘ladi.
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« Shartga ko‘ra f(x) funksiya x’ nugtada uzluksiz. U holda ta’-
rifga binoan

Ve>0, 38>0, Vxe EnUs;(xX°): [f(x)- f(x")<e (3
bo‘ladi. Ravshanki.

Vxe EnUs(x®) = x, -x%| <&, (i=1,2,..,m) @)
bo‘ladi. Shartga ko‘ra ¢,(f) (i =1,2,...,m) funksiyalar ¢° nuqtada
uziuksiz. Ta’rifga binoan 8 > 0 uchun shunday 8§, > 0 topiladiki, bunda

Vie M AUs (1°): lo, (1) -, ()| <
bo‘ladi, i =1,2,...,m.
Endi min{5,,5,,...,5,} =8 deb olamiz. U holda ¥/ € M nUs(1°)

va barcha i =1,2,...,m lar uchun

0, (1) - @, (1°) < 8, ya'ni

x -x)|<3
bo‘ladi. (3) va (4) munosabatlardan Vte M n Uy (¢°) uchun

S (x(1) = f(x(5)<e

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, murakkab f(x(f)) funksiya #° nugtada
uzluksiz. W
3°. To‘plamda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari. Endi
to‘plamda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalarini keltiramiz.
2- tecrema. Agar f(x) funksiya chegaralangan yopiq £ < R"
to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, funksiya F da chegaralangan bo‘ladi.

« Aytaylik, funksiya shu F to‘plamda chegaralanmagan bo‘lsin.
U holda

Vne N, 3x" e E:|f(x) 2 n, (n=1,2,..)

bo‘ladi. Ravshanki, {x{""} ketma-ketlik chegaralangan. Bolsano—Veyer-
shtrass teoremasiga ko‘ra yaginlashuvchi

{xm}, (xX™ e E, k=1,2,..)
qismiy ketma-ketlik mavjud:

()

k — o da x —x"va xXc¢ E.
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Ayni paytda, f(x) funksiyaning £ da uzluksizligidan
k — oo da f(x'"™) > £(x°)
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa
k — o da }f(x("k))’ 21 — 4oo

deyilishiga zid. Ziddiyat f(x) funksiyaning £ da chegaralanmagan de-
yilishidan kelib chigdi. Demak, f(x) funksiya £ da chegaralangan. »

3- teorema. Agar f(x) funksiya chegaralangan yopiq £c R"™ to‘p-
lamda uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu to‘plamda o‘zining aniq yuqori
hamda aniq quyi chegaralariga erishadi, ya'ni

WO e E, sup{f(x)}=f(x7),
xeE
K e E, inf{f(x}=f(x)

bo‘ladi.
<« Yuqoridagi teoremaga ko‘ra f (x) funksiya F to‘plamda chega-
ralangan bo‘ladi. U holda bu funksiya aniq chegaralarga ega:

SUIE){f(X)}= a, igg{f(x)}= b.
Aniq yuqori chegara ta’rifiga ko‘ra

Yne N, 3x" e E:a- % <f(x"y<a (n=12,.)
bo‘ladi. Ravshanki, {x"} chegaralangan ketma-ketlik bo‘lib, undan
{x\")} gismiy ketma-ketlik ajratish mumkinki,

k> o da x" 5 x® vaxWekE )
bo‘ladi. Berilgan funksiyaning uzluksizligidan foydalanib topamiz:
k= e da f(x0) 5 £(x0).
Ayni paytda,
vVne N da a—i < f(x"))<a
n
bo‘lib, undan k£ — « da
F(x"™)) > a ©
bo‘lishi kelib chigadi. (5) va (6) munosabatlardan
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f(x?) =a=sup{f(x)}, (x"€E)
bo‘lishini topamiz.
Xuddi shunga o‘xshash
f(xX") =b=inf{f(x)}, (x' e E)
bo'lishi isbotlanadi. P
4- teorema. Faraz qgilaylik, f(x) = f(x;,x,,...,X,,) funksiya bog"-
lamli £ R” to'plamda berilgan bo‘lsin.

Agar;

1) f(x) funksiya £ da vzluksiz,

D a=(4.a:....,a,)e E, b=(h,b,...,b,)e E
nuqtalarda turli ishorali qiymatlarga ega:

(f(a) >0, f(b)<O0 yoki f(a)<O0, f(b)>0)
bo‘lsa, u holda shunday ¢ =(¢,c,,...,c,) € £ nuqta topiladiki,

f(c)=0
bo‘ladi.

« Aytaylik, f(x) funksiya bog‘lamli £< R™ to‘plamda uzluksiz
bo‘lib,

f(a)<0, f(b)>0
bo‘lsin.

E — bog‘lamli to‘plam. Binobarin, @ va b nugtalarni birlashtiruvchi
va shu to‘plamga tegishli siniq chiziq topiladi. Agar bu siniq chiziq
uchlarini ifodalovchi nugtalarning birida f(x) funksiya nolga aylansa,
teorema isbotlanadi.

Agar siniq chiziq uchlarida f(x) funksiya nolga aylanmasa, u
holda siniq chizigning shunday kesmasi topiladiki, uning bir uchi
a =(a,ay,....a,) da f(a’) <0, ikkinchi uchi »"=(4,b;,....b,,)
da f(b’) >0 bo‘ladi.

Endi f(x)= f(x),x,,...,X,) ni shu kesma

k ={(x1, Xy, s Xy )€ R™ 1 X =a +t(b - af),
X, =a, +t(by -ay), .., x, =a, +tb, -a,)}
(0 <¢ <1) da qaraymiz. U holda
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fla +t(B -af), a3 +1(by ~a3), ..., a, +t(b, —a,))=F()
bo‘lib, bitta ¢ o‘zgaruvchiga bog‘lig funksiya hosil bo‘ladi. Bu funksiya
[0, 1] segmentda uzluksiz va

F(0)= f(a') <0, F(1)=f(b)>0

bo‘ladi. U holda 16- ma’ruzada keltirilgan teoremaga ko‘ra shunday
1, € (0,1) nugqta topiladiki, bunda
ya’ni

flal + (b —a)), a; +t(by —a3), ..., a, +t,(b, —a,))=0
bo‘ladi. Agar

c=a +t,(b{ —a)), ¢, =ay +t,(by —a3), ..., ¢, =a, +t,(b, —a,)
deyilsa, u holda ¢ = (¢;,¢;,...,c, ) € E nuqtada

f(e)=0
bo‘ladi. »

5- teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya bog‘lamli £c R"
to‘plamda berilgan bo‘lsin. Agar:
1) f(x) funksiya E da uzluksiz,

2) ae E, be E nuqtalarda f(a)=A4, f(b)=8B
giymatlarga ega va A# B bo‘lsa, u holda A bilan B orasida har
ganday C son olinsa ham, shunday ¢ € £ nuqta topiladiki, bunda

fley=C

bo‘ladi.

<« Bu teorema yuqoridagi 4- teorema kabi isbotlanadi. »

4°. Funksiyaning tekis uzluksizligi. Kantor teoremasi. Aytaylik,
f(x) funksiyva Ec R™ to‘plamda berilgan bo‘lsin.

5- ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday & = 8(¢) > 0
son topilsaki,

p(x’,x") <8
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x" e £, x"e E uchun
f(x7) - f(x)

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya E to ‘plamda tekis uzluksiz deyiladi.
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Agar f(x) funksiya E to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lsa, u shu
to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.

« Hagigatan ham, yuqoridagi ta’rifda x” nuqta sifatida x°e F
olinsa, funksiyaning x° nuqtada uzluksizligi, binobarin, F to‘plamda
uzluksizligi kelib chigadi. »

f(x) funksiyaning Ec R™ to‘plamda tekis uzluksiz emasligi quyi-
dagicha:

Jg, >0, V8>0, e E, Ix"e E, p(x",x")<8:|f(x") - f(x")| 2 &
ko‘rinishda bo‘ladi.

6- teorema. (Kantor teoremasi.) Agar f(x) funksiya chegaralangan
yopiq Ec R” to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu to‘plamda
tekis uzluksiz bo‘ladi.

« Faraz qilaylik, f(x) funksiya chegaralangan yopiq £c R"
to‘plamda uzluksiz bo‘lib, u shu to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lmasin.
U holda biror g, > 0 son va Vn € N uchun £ to‘plamda

(™, Y ™)< 1, (n=1,2,3,...)
tengsizlikni qanoatlantiruvchi shunday

xMeE, y"eE
nugqtalar topiladiki, bunda

S = £

2 g
bo‘ladi. Ravshanki,
{x"}, x" e E, n=1,2,3,..)

ketma-ketlik chegaralangan. Undan yaqinlashuvchi gismiy ketma-

ketlik ajratish mumkin:
k — o da x™) - x° va x°e E.

Masofa xossasidan foydalanib topamiz:

PO ™), x%) < p(r™), X)) 4 p(x"), x0) < 4 p(x, x0).
K
Keyingi munosabatdan, & — «~ da limitga o‘tish bilan
y(”k) N x0

bo‘lishini topamiz. f(x) funksiya F to‘plamda, jumladan, x% F
nugtada uzluksiz. U holda k¥ —» «~ da
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SOy = (30, fU) - f(x°)

bo‘lib, undan

Sy - f(y) 50
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa

()~ £y 2 €

deb qilingan farazga ziddir. Demak, f(x) funksiya E to‘plamda tekis
uzluksiz. »

Aytaylik, R™ fazoda biror E to‘plam berilgan bo‘lsin: £ < R".
Ushbu

o= sup p(x’,x")
xeExeE

miqdor E fo ‘plamning diametri deyiladi.

6- ta’rif. f(x) funksiva Ec R" to‘plamda aniglangan bo‘lsin. U holda

of,B)= sup {f(x)~ G}

X

son f(x) funksiyaning F fto plamdagi tebranishi deyiladi.

Natija. f(x) funksiya chegaralangan yopig £ c R™ to‘plamda
uzluksiz bo‘lsa, u holda Ve > 0 son uchun shunday & > 0 son topiladiki,
bunda £ to‘plamni diametri 8 dan kichik bo‘lgan E, to‘plamlarga
ajratish mumkin:

kkJEk =E, E,nE =0, (k1)
va har bir E, da
o(f;E)se
bo‘ladi.

« Natijaning shartidan f(x) funksiyaning E to‘plamda tekis uz-
luksizligi kelib chigadi. U holda ta’rifga binoan Ve > 0 uchun shunday

8 > 0 topiladiki, bunda p(x’,x") < § tengsizlikni ganoatlantiruvchi
ixtiyoriy x“e E,x" e E nuqtalarda

If(x7) - F(x')

<eg
bo‘ladi.
Ravshanki, vx’e E,, Vx"e E, nuqtalar uchun
p(x’,x") <8
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tengsizlik bajariladi. Demak,

(X)) - f(x)]<e.
Keyingi tengsizlikdan
w2 {f &) - f(xM}<e,
ya’ni
o(f;E)<e

bo‘lishi kelib chigadi. »
5°. Xususiy hollar. m = 1 bo‘lganda R” = R va bundagi to‘plamda
berilgan funksiyaning uzluksizligi bir o‘zgaruvchili ¥ = f(x) funksiya-
ning (x € R, u < R) uzluksizligi bo‘lib, uning xossalari 15—17-ma’-
ruzalarda o‘rganilgan. m = 2 bo‘lganda R™ = R? va undan M to‘p-
lamda berilgan funksiyaning uzluksizligi, ikki o‘zgaruvchili u = f(x,y)
funksiyaning ((x,y)e E c R?,ue R) uzluksizligi bo‘lib, uning
(x0,¥0) € E nuqtadagi uzluksizligi quyidagicha bo‘ladi. Agar:
xll_)rrxi)f(x7y) = f(x()ay())
y-=»n
bo‘lsa yoki Vve>0, 3§>0, V(x,y)e EnUs((xy, 1)) :
’f(X,}’)—f(xo,J’o)’ <t
bo‘lsa, yoki VYne N da (x,,y,)e E bo‘lgan va n > da
(x,,¥,) = (xp,¥p) bo‘ladigan ixtiyoriy {(x,,, )} ketma-ketlik uchun
S (X, ¥,) = f(xp,¥y) bo‘lsa, yoki
lim f(x, y) = lim [ /(x5 +Ax, 3 +4Y) - [(%, %)] =0
Ay—0 Ay—0
bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x,, y,) nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
1- misol. Ushbu

fx,y)=x+y
funksiyaning R? da uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatilsin.

4 Ve > 0 sonini olamiz. Unga ko‘ra 8 > 0 soni § = % deyilsa, u
holda

(X, 1), (X0, 7o) = J(x =X P +(y = p,)* < &
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tengsizlikni qanoatlantiruvchi V(x,y)e R? nuqtalarda

f(x,9) = F(xp, o)l = |x+y— (X + ¥)| <
SIx=xo|+|y -y S2Y(x - x)* <28 =¢

bo‘ladi. Bu esa ta’rifga ko‘ra berilgan funksiyaning V(x,, y,) € R
nuqtada uzluksiz bo‘lishini bildiradi. P
Aytaylik, f(x,y) funksiya Ec R? to‘plamda berilgan bo‘lib,
(x5,¥0) € E bo‘lsin. Ma’lumki, bu funksiyaning to‘liq orttirmasi
Af (xy,¥0) = f(Xg + Ax, yo + AY) — (X5, ¥0) »
xususiy orttirmalari
Axf(xO’yO) = f(x() +Ax’ y()) —f(x()’ yO)a
A, f(xg,¥0) = f(x0,¥0 +BY) = f(Xo,¥)

bo'ladi ((xy +Ax, ¥y +AV) € E, (% +4x, yy)e E, (X, ¥ + )€ E).

Agar T Af(x0,70)=0, (Jima, f(x, 3)=0]

Ax—
bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x,, y,) nuqtada x o‘zgaruvchi bo‘yicha (y o‘z-
garuvchi bo‘yicha) uzluksiz deyiladi. Ravshanki, f(x,y) funksiya (xy, y;)
nuqtada vzluksiz bo‘lsa, funksiya shu nuqtada har bir o‘zgaruvchisi
bo‘yicha uzluksiz bo‘ladi.

Biroq, f(x,y) funksiyaning (x;, y,) nuqtada har bir o‘zgaruvchisi
bo‘yicha uzluksiz bo‘lishidan uning shu nuqtada uzluksiz bo‘lishi
har doim ham kelib chigavermaydi.

2- misol. Ushbu

Fy) ;22—%-2—, agar x*+y? #0 bo'lsa,
xX,y)=
0 , agar x*+y? =0 bo‘lsa

funksiya (0, 0) nugtada uzluksizlikka tekshirilsin.
« Berilgan funksiyaning (0, 0) nuqgtadagi xususiy orttirmalari
Axf(OaO) = f(0+ Ax9 0) - f((),O) = 03
Ayf(O,O) = f(050+ Ay) "f(O?O) =0
bo‘lib,
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lim A, £(0,0) =0, lim A, f(0,0) =0
Ax—0 Ay -0

bo‘ladi. Demak, f(x,y) funksiya (0, 0) nugtada har bir o‘zgaruvchisi
bo‘yicha uzluksiz.
Qaralayotgan funksiyaning (0,0) nuqtadagi to‘liq orttirmasi

2Ax-Ay
0 = f(0+Ax, 0+ Ay)-f(0,0) = ==~ —
Af(0, 0) = £(0 + Ax, 0+ Ay) - f(0,0) Airay?
bo‘ladi. Ushbu
lim Af(0,0)
Ax—0
Ay—0
limit mavjud bo‘lmaydi, chunki
; da M(0,0)=1”4”=§—>§,
Ay=;—->0 n_2+n_2
Ax=—1———)0 21 l
n da Af(0,0)= - =1>1.
A =l—)0 L+i
y n nz n2

Demak, berilgan funksiya (0, 0) nuqtada uzluksiz bo‘lmaydi. P
3- misol. Ushbu

1
)
nX+sin® my

) =—

sin
funksiyaning uzilish nuqtalari topilsin.
« Bu funksiya R? to‘plamning
sinnx =0,
sinty =0

sistemasini ganoatlantiruvchi (x, y) nuqtalarida uzilishga ega. Ravshan-
ki, sistemaning yechimi

{x,y)e R*; x=neZ, y=me Z}
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to‘plam nuqtalaridan iborat. Demak, berilgan funksiyaning uzilish nug-
talari cheksiz ko‘p bo‘lib, ular

{t(n,m)e R*; ne Z, me Z}
to‘plamni tashkil etadi. »

Mashglar

1. Agar biror Ec R™ to‘plam va x< R™ uchun
p(x, E) = inf p(x, )
yeE

bo‘lsa, ushbu

f(x)=p(x,E)
funksiyaning R™ da uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu
2x2y

Foey =3nt agar x’ +y? >0 bolsa,

0, agar x=y =0 bo‘lsa
funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.
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13-BO B

KO‘P O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYANING HOSILA
VA DIFFERENSIALLARI

59- ma’ruza

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalari.
Funksiyaning differensiallanuvchanligi

1°. Funksiyaning xususiy hosilalari tushunchasi. Faraz qilaylik,
f(x) = f(x,xy,...,x,) funksiy Ec R" to‘plamda berilgan bo‘lib,
=), x,. L x0e E, (x) +Ax, %), ..., x2)e E, (Ax 20)

bo‘lsin. Bu funksiyaning x° nuqtadagi x, o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy
orttirmasi

Axlf(xo) = f(x? +Ax]9xg9""xn01)_f(ﬁ)’g,“"ﬁl)
Ax, ga bog‘liq bo‘ladi.

s A f(x")
I- ta’rif. Ushbu AlxllrEO T

limit mavjud bo‘lsa, bu limit f(x) = f(x,x,..., x,,) funksiyaning
x* =(x}, X, ..., x2) nuqradagi x, o‘zgaruvchisi bo ‘yicha xususiy
hosilasi deyiladi. Uni

I (x°) .
o yoki f; (x")

kabi belgilanadi:
F(0) a0 (e, R)- AR, A, B)
=f, = lim - —— = lim —Lriol e L
axl 1 Axy -0 Axl Ax; -0 Axl
Berilgan funksiyaning bu xususiy hosilasini quyidagicha

R 2 €708 - T L B P

fo () = tim TG S S R )
x - x—X

deb ta’riflasa ham bo‘ladi.

59



f(x,%,...,x,) funksiyaning boshga x,,x,,..., x,, o‘zgaruvchilari
bo‘yicha xususiy hosilalari ham xuddi shunga o‘xshash ta’riflanadi:

AL gy SIS0 ) 4 R)

9x; A0 AX sz —)0

¥ _ fim Ay, [(X) i S, x8 4%, )-f(20, 2. 28)

Xy, ax, -0 Axy, Ax,, =0 Ax,,

(M20, k=2,3,...,m).

Yugqorida keltirilgan ta’riflardan ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning
xususiy hosilalari bir o‘zgaruvchili funksiyaning hosilasi kabi ekanligi
ko‘rinadi. Demak, ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalarini
topishda ma’lum jadval va qoidalardan foydalanish mumkin. Jum-
ladan, agar

)= f(q,%35.. %), 8(X) =8(x1,%)53Xp)
funksiyalar Ec R™ to‘plamda berilgan bo‘lib, xe E nugtada xususiy
hosilalarga ega bo‘lsa, u holda:

1) Vee R: a(cf (x)) Bf(x)

axk = ) axk ’
3(f (x)+g(x)) af(x) ag(x) .
) axk - axk axk ’

a(f(x)g(x)) _af(x) 0g(x) .
3) - =, g(x)+ f(x) o

f(x)
4) Ug"" - g <x>(ag;;>g<x> —f) a%a‘;-’)

(g(x) £0), k=12,.,m

bo‘ladi.

2°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning differensiallanuvchanligi.
Zaruriy shart. Aytaylik, f(x) = f(x,,x,,...,X,) funksiya Ec R"
to‘plamda berilgan bo‘lib,
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X =, XY, ., x2)e E, (X0 +Axy, XY + Ay, ., X0 +AX,, ) e E
bo‘lsin. Ma’lumki, berilgan funksiyaning X° nuqtadagi to‘la orttirmasi
A (X°) = F(X° +Ax, X} + A%y, .., X0 +Ax,)— X, %), ..., x2)

bo‘lib, u Ax,, Ax,, ..., Ax,, larga bog‘liq bo‘ladi.

2-ta’rif. Agar Ax,, Ax,, ..., Ax,, orttirmalarga bog‘liq bo‘lmagan
shunday 4, 4,, ..., A,, sonlar topilib, funksiyaning x° nuqtadagi to‘liq
orttirmasi ushbu

A_f(.xo) = AIAxl + AZAXZ +..+ AmAxm +
+ 04 AX] + 0AX, + ..+ 0, AX,, §))

ko‘rinishda ifodalansa, f(x) funksiya x* nugtada differensiallanuvchi
deyiladi, bunda o, a,, ..., o, lar Ax, Ax,, ..., Ax,, larga bog‘liq va
Ax; = 0,Ax, - 0, ..., Ax,, — 0 da cheksiz kichik miqdorlar.

0
Agar (x),x3,...,x0) hamda (x + Ax;, x) + Axy, ..., x0 + Ax,,)
nugtalar orasidagi masofa

p=yAx +AXE + ..+ AX
uchun Ax; -» 0, Ax, -0, ..., Ax,, —» 0 da
a]Axl + Otzsz +...+ amAxm = 0(p)
bo‘lishini e’tiborga olsak, (1) munosabat ushbu
A (x") = A|Ax; + A Ay +...+ A, Ax,, +0(p) )
ko‘rinishga keladi.
Odatda, (1) va (2) munosabatlar f(x) funksiyaning x* nuqtada

differensiallanuvchanlik sharti deyiladi.
1- misol. Ushbu

FOX) = f(Xy, Xy ey X)) = X, 45 + 4 XD

funksiyaning V(x}, x7, ..., x2)e R™ nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lishi ko‘rsatilsin.

<« Berilgan funksiyaning x® = (x?, x?, ..., x®) nuqtadagi to‘liq
orttirmasini topamiz:
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M) = () + M) +(x) +A6) + .+ (X2 +Ax, ) -
2 2 2
(x4 ) = 2x0Ax, +2x) Axy +..+
+2X0AX,, + A+ AXE + ..+ AXE.
Agar

<

A =2x0, A =2x0, ..

0(1 =Ax1, az =AX2,..

2x
= AX

”

3

'R

LA,
. O,

deyilsa, u holda

M(xo) == Alel + AzAXz +...+ AmAxm + alel + azsz +...+ (X",Axm
bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya vx° € R” nugqtada differensial-
lanuvchi. »

Agar f(x) funksiya Fc R™ to‘plamning har bir nuqtasida diffe-
rensiallanuvchi bo‘lsa, funksiya F to‘plamda differensiallanuvchi de-
yiladi.

1- teorema. Agar f(x) funksiya x’e Ec R™ nuqtada differensial-
lanuvchi bo‘lsa, u holda funksiya shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

« Shartga ko‘ra f(x) funksiya x® nuqtada differensiallanuvchi.
Demak, funksiyaning shu nugtadagi to‘lig orttirmasi

Af (x%) = A|Ax) + AAx) + ...+ A, A, + 0 AX; + 0, AX, + ... + 0, AX,,
bo‘ladi. Bu tenglikdan

. 0y _
W D=0

bo‘lishini topamiz. Demak, f(x) funksiya x° nuqtada uzluksiz. »
2- teorema. Agar f(x) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, u holda funksiya shu nuqtada barcha xususiy hosilalarga ega va

[ () =4, £, =4y, .., fi (X*)=4,
bo‘ladi.
« Shartga ko‘ra f(x) funksiya x’ nuqtada differensiallanuvchi.
Binobarin, (1) shart bajariladi. U holda

Ax, %0, Axy = Ax; =...= Ax,, =0
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M Tt e ———— g

deb olinsa, quyidagi
Ax,f(xo) = A4 Ax; + oy Ax
tenglik hosil bo‘ladi. Bu tenglikdan topamiz:

S . _
Jim e = lim (4 +oy) =4
Demak. fx’1 (x%) = 4.
Xuddi shunga o‘xshash f(x) funksiyaning x° nuqtada f; (x°),
Loy, £ (x*) xususiy hosilalarining mavjudligi hamda

fo () =4y, [ ()= A5,y fr (X)) =4,
bo‘lishi ko rsatiladi. »
Bu teoremadan x° nuqtada differensiallanuvchi f(x) funksiyaning
orttirmasi uchun

A (XY = 7 (X®)Ax, + £ (x")Ax +...+ £ (x°)Ax,, +0(p)
bo‘lishi kelib chigadi.

Eslatma. f(x) funksiyaning biror x’ nuqgtada barcha xususiy
hosilalari

Fa (%), o), £ (K)o fr (X0)
ning mavjud bo‘lishidan, uning shu nuqtada differensiallanuvchi bo‘-
lishi har doim kelib chigavermaydi (bunga misol keyingi bandda
keltiriladi).

Yugorida keltirilgan teorema va eslatmadan f(x) funksiyaning x°
nugtada barcha xususiy hosilalarga ega bo‘lishi funksiyaning shu nugtada
differensiallanuvchi bo‘lishining zaruriy sharti ekanligi kelib chigadi.

3°. Funksiya differensiallanuvchanligining yetarli sharti. Faraz
gilaylik, f(x) funksiya Fc R" to‘plamda berilgan bo‘lib, Uy(x?) c £
bo‘lsin (& > 0).

3- teorema. Agar f(x) funksiya U;(x°) da barcha xususiy hosilalarga
ega bo‘lib, bu xususiy hosilalar X nuqgtada uzluksiz bo‘lsa, f(x) funk-
siva x° nugtada differensiallanuvchi bo‘ladi.

<« Ushbu

() + Axg, X2+ Axy, ., X0+ A, ) € U (x°)
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nuqtani olib, berilgan funksiyaning x® = (x{, x7, ..., x)) nuqtadagi
to‘liq orttirmasini qaraymiz:

AF(X%) = £+ Ax, X3 + Axy, oy X0 4+ A, ) - £, XD, X0 .
Bu orttirmani quyidagicha yozib olamiz:
Af(xo)z{f(xlo + A%, X3 +AXy .y X +Ax,,,)—
(0, +ax, .., xS +Ax,,,)]+
+[f(x,°,x§+Ax2,...,x3,+Ax,,,)— A3)
-f(xP, X3, X +Ax3,... x) +Ax,,,)]+
+...+[f(x1°,x§’,. X0 1, X0+ Ax,) - f(x,o,xg,...,x?,,)].

Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

f(xlO+Ax|’x20+Ax25"" ﬁl-*ﬁAxﬂ)—f('#)’ g-*-A'E""’ '&1+Axﬂ)=
= £ (%) +8,-Ax, X +A%, ..., X +AX, ) AX,
f(xlo’x?*’sz""’ng-*-Ax”l)—f(#)’ 'é)’ '%)+A%""’ £1+Axn)=
= x,z(xlo’x’?"'e2 'AXZ,X30+AX3,..., XSMLAXm)A’i,

FO, B, v ax,) - f(R, 4, ., 4)= (4)

= x',,, (xl ’XQ"“’ xgr—la X,?, +9mAXm)'A)9n’
(0<0, <1, k=1,2,.., m)

Shartga ko‘ra f;, f. , ..., f;, xususiy hosilalar x° = (x{, X3, ..., Xp,)
nugtada vzluksiz. U holda
fi () +6,8%, 4 + A%, ..., X5 +A%,) = £ (L) + oy,
£, 8 + 6,80, x4 +4x, .., X +AXx,) = £ () + 0y,

R
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bo‘ladi. Bunda
Ax; -0, Ax, - 0,..,Ax, >0 da oy -0, )y »0,...,a, > 0.
Yugoridagi (3), (4) va (5) munosabatlardan

Af(x%) = S (x")Ax; + £ (x°)Ax + ...+ f (x*)Ax, +
+o,Ax + 0, A +.. + 0, AX,

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, f(x) funksiya x° nuqgtada differensial-
lanuvchi. p

Bu teorema f(x) funksiyaning x° nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lishining yetarli shartini ifodalaydi.

4°. Murakkab funksiyaning differensiallanuvchanligi. Murakkab
funksiyaning hosilasi. Aytaylik, ushbu

X =@ () =0 (t: 8,0t ),

x2 = (pz(t) = (pz (tl s tz, very tk)’

.\‘m = (pm(t) = (pm (tl, t2 5 seey tk)
funksiyalarning har bir Mc R* to‘plamda,

U= f(x1, x5, 000y Xpy)
funksiva esa
E ={(x1, Xy Xy )e R™5 x5 =@ (1), x5 = @y (8) .0y X, =0y (t)}
to‘plamda berilgan bo‘lib, ular yordamida
f((Pl (’)’ (05} (t)’ ey (pm(t)) = F(t]’ t2a weey tk)
murakkab funksiya hosil gilingan bo‘lsin.
4- teorema. Agar x, = ¢, (#, %, ..., ;) funksiyalarning har biri

(i=1,2,...,m). (#f,1),..,1))e M nuqtada differensiallanuvchi
bo'lib, f(x, x,. ..., x,,) funksiya mos (x{, xJ, ..., x)) nugtada

(X =g (2,8, s 8), X = (0,000 £2), e X5 = @ (20, s 22))
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda murakkab

(@t te) @ (f s 1) s oy @y (By5 s 1))
funksiya (#), #, ..., ) nugtada differensiallanuvchi bo‘ladi.
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<€ (#,4,..,1))e M nuqgtaning koordinatalariga mos ravishda
Aty , At,, ..., A, orttirmalar beraylikki, bunda

(B + At 1) +AL, ) +AL ) e M

bo‘lsin. U holda har bir x; = ¢; (4, &, ..., ;) funksiya (i = 1,2,...,m)
ham Ax; (i =1,2,...,m) orttirmalarga va nihoyat f(x) funksiya Af
orttirmaga ega bo‘ladi.

Shartga ko‘ra x; =¢; (4,4, ...,t,) funksiyalarning har biri
(20,4, ..., ) nugtada differensiallanuvchi. Demak,

Bx,

Ax = o

At + L pad Aty + ..+ Q—Atk +0(p),
812 aty

_ aXZ BX2 3
Ax, = 2 At + EAt2 4o+ 5—Atk +0(p),
....................................... ©)
0Xp, Xy, Xy,
= = + = +. "
AX 3 Aty TS Aty +...+ 3, At +0(p)

n

bo‘ladi, bunda
% (i=1,2,,m; j=1,2,...k)

J

xususiy hosilalarning (tlo , tg 5 eeey t,?) nuqtadagi giymatlari olingan va

p=yAR + AR + ..+ AL

Shartga ko‘ra f (X, X, ..., X,,) funksiya (x}, xJ, ..., x ) nugtada
differensiallanuvchi. Demak,

:){ ,+aaiAx2+ +if—Ax + oy Ax + 0y AX, +.. + oA, (7)
1

bo‘ladi, bunda ait, (i =1,2,...,m) xususiy hosilalarning (x, x, ..., x% )
'xl

nuqtadagi giymatlari olingan va

Ax;, -0, Ax, > 0,...,Ax, >0 da oy -0, 0, - 0,..,0a, - 0.

(6), (7) munosabatlardan topamiz:
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Af = ——[axl At + 221

ox,
ox) hiaty
2 h At + .+ 3, At + 0(p)]+

a

f[aszt,+aﬁAt2+ +~—Atk+0(p):|+ +

x5 | 94 ot
+ if,, [a;t’" Aty + —5—-- Aty +. + — Atk + O(p)]
1

af ax, o ox
===+ == f 4+
+ 0y AX + 0 AXy +... + O, AX, (ax, o Vg o

ooy ¥ Ay
+ax,,, a )At +(ax 3, +a)c2 ™ +"'+ax,,, 5 )At2 +ot
¥ o o A
+(a 51, +ax2 ™ + ot T )Atk +
of o af
+(5Z+a-x; +. +a—x';) 0(p) + 0| Ax) + 0 AXy + ...+ O, AX,,
Bu tenglikdan (QL + I oL ) 0(p) =0(p) -
aX2 a X m
At - 0,At - 0,...,A >0, ya’'ni p - 0 da
Ax; — 0,Ax, - 0,...,Mx, »>0vao; 0,00 50,...,0a, 50
bo‘lgani sababli
oy AX) + 0 AX + ...+ 0, A, = 0(p)
bo‘lishi hamda quyidagi
LA N .
4; = axy * ox; dt; - +ax,,, 5t— ®
(j =1,2,..., k) belgilashlar natijasida
Af = A At + A AL + ..o+ A,AL, +0(p) )

bo‘ladi. Demak, murakkab funksiya 7° nugtada differensiallanuvchi. »

Aytaylik, £ (x(#)) murakkab funksiya yuqoridagi teoremaning shart-
larini qanoatlantirsin. U holda

=Y o+ T sy s Ly 20
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bo‘ladi. Bu hamda (8), (9) munosabatlardan foydalanib murakkab
funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha

f Yo, o o X

afl - ax1 afl aX2 atl ax,,, atl ’
SV Y X, T K
atz axl 8t2 aX2 312 ax,,, 8t2

) of ax . of ox o oxy
bo‘lishini topamiz.
5°. Xususiy hollar. m = 1 bo‘lganda bir o‘zgaruvchili u = f(x)
(xe R,ue R) funksiya hosilasi tushunchasiga kelamiz. Bular ha-
gidagi ma’lumotlar 19—21- ma’ruzalarda bayon etilgan.
m = 2 bo‘lsin. Bu holda ikki o‘zgaruvchili u= f(x,y)

((x,y)e E c R?, ue R) funksiyaning xususiy hosilalari

Y _ jim 2/ = lim f(x+Ax,Y)—f(x,y)’
9X  Ax—0 AX  Ax—0 Ax
Y _ \im &S lim L y+ar)-s(x.)
Yy  Ap—0 Ay Ay—0 Ay

hamda quyidagi
A = f(x+Ax, y+Ay)-f(x,y) = AAx + BAy + oy Ax + 0, Ay
differensiallanuvchanlik shartiga ega bo‘lamiz.

2- misol. Ushbu f(x,y)=In tg%

funksiyaning xususiy hosilalari topilsin.
« Berilgan funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha bo‘ladi:

ox  ox Y tgX cos?: 7 ysin~2v
y y
2
9 Y gX cos?® y y? sin~2~—
y
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3- misol. Ushbu

2xy ‘
——_, agar (x,y)#(0,0) bo‘lsa,
Fry) = dx2ey gar (x,y)#(0,0)
0 , agar (x,y)=(0,0) bo‘lsa
funksiyaning xususiy hosilalari topilsin.
< Aytaylik, (x, y) = (0,0) bo‘lsin. U holda

%_i( 2xy ): 2y(_x2+y2)_2xy.2x 3 2y(y2_x2)

ox - ax x2+y2 (x2+y2 )2 B (x2+y2 )2 ’
o 9 2xy \_ 2x(x2+y2)—2xy-2y _ 2x(x2—y2)
w ovl 2. .2 | ] - 2
y Y{x“+y (x2+y2) (x2+y2)

bo‘ladi.
Aytaylik, (x, y) = (0, 0) bo‘lsin. Bu holda ta’rifdan foydalanib topamiz:

¥(0,0) S(0+8%,0)- /0,0) _ |, 24x.0

= lim = lim 2=~ =0,
ax Ax—0 Ax Ax-0  Ax3
ay Ay—0 Ay Ay—0 Ay3 ’

4- misol. Ushbu f (x,y)=+/x* + y? funksiyaning xususiy hosi-
lalari topilsin.
o Aytaylik, (x, y) = (0, 0) bo‘lsin. Bu holda

% = _a_ x2 + yZ = 2X = x
ox  9x 2Jx2+y2 \/x2+y2 ’
o _ 9 [ 2 2y y
= + y = .=
dy dy 2\/x2+y2 \/x2+y2
bo‘ladi.
Aytaylik, (x, y) = (0, 0) bo‘lsin. Ta’rifga ko‘ra

af (0,0) = lim f(0+4x,0)- £(0,0) - lim %
ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax '’

9 (0,0) = lim f(0,0+Ay) - £(0,0) - lim M
ay Ay—0 Ay Ay—0 Ay

bo‘lib, bu limitlar mavjud bo‘lmaganligi sababli berilgan funksiya
(0,0) nuqgtada xususiy hosilalarga ega bo‘lmavdi. »
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£~ miscl. Ushbu

x3y

f(xp)=1x502°
0 , agar (x,y)=(0,0) bc'lsa
funksiyanirg (0, 0) nuqtadagi xususiv hosilalan topilsin.
« Ta’rifea ko‘ra
ox Ax—0 Ax
af(0,0) — llm f(0’0+Ay)_f(0x0) — 0
oy Ay—0 Ay

agar (x,y) = (0,0) bo'lsa,

2

bo‘ladi. Biroq berilgan funksiya (0, 0) nuqtada uzluksiz bo‘imaydi,
chunki

()00 rL3)-

6- misol. Ushbu

S e 70,00,

[ ST
S]]

X
FQx,y) =4 {x*+y?
0 , agar (x,))=1(0,0) bo‘lsa

, agar (x,y)#(0,0) bo'ls.,

funksiyaning (0, 0) nuqtada xususiy hosilalarining mavjudligi, rmn:o
¢hu nuqtada differensiallanuvchi emasligi ko‘rsatilsin.
<« Ravshanki,

YO0 _ o F8x,0)-700)
Ax

’

ox Ax—0
af(O:O) = llm f(Oa Ay)_f(O,O) — 0
oy Ay—0 Ay )

Demalk, berilgan funksiyaning (0, 0) nugtada xususiy hosilalari mavjud
va ular 0 ga teng.

Bu funksiya (0, 0) nugtada differensiallanuvchi oo‘lmaydi. Shuni
isbotlaymiz. Teskarisini faraz qilaylik, qaralayotgan funksiya (0,0)
nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin:
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Af (0, O)_?!»Q—O—) af() O)Ay+oc,Ax + oAy =

= oy Ax + 0,4y, (Ax — 0, Ay —>0 da o -0, o > 0).
Ayni paytda,
AF (0,0) = £ (0 +Ax, 0+ Ay)— £ (0,0) = £ (Ax, Ap) = X8

Ax? +Ay2

g AxAy
bo‘ladi. Demak, —=——
Ax“+Ay

Bu tenglikdan, Ax = Ay >0 bo‘lganda

1
oy +0,y = N

bo‘lishi kelib chigadi. Buesa Ax = Ay >0 da oy - 0, o, — 0 bo‘-
lishiga zid. Demak, berilgan funksiya (0, 0) nugtada differensialla-
nuvchi emas. »

7- misol. Agar f(x,y) funksiya R? da differensiallanuvchi bo‘lib,

£

X =rcos¢. y=rsing bo‘lsa, gf ) A lar topilsin.

<4 Ravshanki,

f(x,y)=f(rccso, rsing).
Murakkab funksiyaning xususiy Liosilalarini topish qoidasiga ko‘ra

éf_Qf. X o oy of of ! v,

o “ax ar oy g D COSO, Teneg = i ( x 7Y )

A af.ax ¥ ¥ sine +r o _ f’f_ ¥

o = ox a(p+ay S0 = ;smq)achoscpa Y ay. >
Mashglar

1. Ushbu

£(x,) :() f(x,y) = Insin }y—'

funksiyalarning xususiy hosilalari topilsin.
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2. Agar
f(x,y)=xsiny+ysinx, x=%,y=u-v
v

bo‘lsa, ﬁf:, oS lar topilsin.
du dv

3. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar Ua(xo) < R™ da aniglangan
bo‘lib,

1) f(x) funksiya x® nuqtada differensiyallanuvchi va f(x,) = 0,

2) g(x) funksiya x° nugtada uzluksiz bo‘lsa, f (x) - g(x) funksiyaning
x° nuqgtada differensiallanuvchi bo‘lishi ko‘rsatilsin.

4. Ushbu f(x,y) = x|

funksiyaning (0,0) nuqtada differensiallanuvchi emasligi isbotlansin.

60- ma’ruza
O‘rta giymat haqida teorema. Yo‘nalish bo‘yicha hosila

1°. O‘rta qiymat hagida teorema. Faraz qilaylik, f(x)=
= f(x,%y,...,X, ) funksiya Ec R" to‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu
E to‘plamda shunday
a=(al3a2’"'aam)3 b=(b13b27""bm)
nuqgtalarni qaraymizki, bu nuqtalarni birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq

kesmasi F to‘plamga tegishli bo‘lsin.
Ravshanki, bu kesma ushbu

K ={(x,,x2,...,xm)e R™ : x;=a +t(h -q),
X, =@ +1(by =), X,y = @, + (b, —a,), O<t<1}

nuqtalar to‘plami bilan ifodalanadi: Kc E.

1- teorema. Agar f(x) funksiya K kesmaning a va b nuqgtalarida
uzluksiz bo‘lib, kesmaning qolgan barcha nuqtalarida differensial-
lanuvchi bo‘lsa, u holda K kesmada shunday ¢ = (¢, ¢;, ..., ¢,,) nugta
topiladiki, bunda

f) - f(a) = £ ()(B —ag)+ £, ()b =) +...+ f; ()b, —a,) (1)
bo‘ladi.
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d f(x) funksiya K c E kesmada quyidagi
FxX) = f(x,% %) =
=f(a +t(h —q), ay +1(by — @), ..., a, +1(b, —a,)), (0<t<])

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu f o‘zgaruvchining funksiyasini /(¢) bilan belgi-
laylik:

F(t)=f(aq+t(b -a),a+1(b, —ay), ..., a, +1(b, —a,)).
Ravshanki, F(f) funksiya [0, 1] segmentda uzluksiz bo‘lib, (0, 1) da
F()y=fob-a)+f, (b -a)+..+ [, (by ~ay)
hosilaga ega bo‘ladi. Bunda f, , f, ..., f,, Xususiy hosilalarning
(o +t(by—a),ay +t(by - @), ..., a, +1(b, - a,))

nuqtadagi giymatlari olingan.
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

F()-F(0)= F'(4y), (0<t<1). @

Agar
F0)=f(a), F1)=f(b) (3

hamda
F'(t)=f, (al +o (b -a), 6+ (B -a), .., a,+4 (b, _am))x
><(bl —G )+ x’z (al +h (bl“q )’ &+ (Q —aZ)a oy Gyt (bm —am))x (4)
X(by~a)+.tfo (@ +1 (=), .. Gy + (B ~ ) (by — )
bo‘lishini €’tiborga olsak, so‘ngra ushbu

g+t (b -a)=q,

a +ty(by -ay) =c,,

belgilashlarni bajarsak, u holda
c=(c,6,.rcp)e K

bo‘lib, (2), (3) va (4) munosabatlardan
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F®B) - fla)= fg ()b —a) + [, ()b —a) +...+ i ()b, ~a,)

bo‘lishi kelib chigadi.

Odatda, (1) formula Lagranjning chekli orttirmalar formulasi
deyiladi.

2°. Xususiy hollar. Yo‘nalish bo‘yicha hosila. m = 1 bo‘lganda
yuqoridagi teoremada keltirilgan formula

fB)-f(a)=f"(c)-(b-a)

(ae R,be R, a<c<b) ko‘rinishga keladi. Bu Lagranj teoremasini
ifodalovchi formula bo‘lib, 21- ma’ruzada o‘rganilgan.
m = 2 bo‘lganda (1) formula

fb) - f(a)= ()b -a)+ [ ()b, -ay),
(b:(bl,bz)e R, a=(a,a)e R?, c=(q,0)e RZ)

ko‘rinishda bo‘ladi.

Ma’lumki, u = f(x), (xe R, ue R) funksiyaning hosilasi f”(x)
shu funksiyaning o‘zgarishini (o‘zgarish tezligini) ifodalar edi.
u=f(x), ((x,y)e R*,ue R) ikki o‘zgaruvchili funksivaning
fi(x,y), f)(x,y) xususiy hosilalari funksiyaning mos ravishda OX
hamda OY o‘glar bo‘yicha o‘zgarish tezligini bildiradi. Boshgacha
aytganda, f(x,y) funksiyaning xususiy hosilalari koordinata o‘qlari
yo‘nalishi bo‘yicha hosilalar bo‘ladi.

Endi f(x,y) funksiyaning tekislikdagi ixtiyoriy tayin yo‘nalish
bo‘yicha hosilasi tushunchasini keltiramiz.

Faraz qilaylik, f(x,p) funksiya Ec R? to‘plamda berilgan bo‘l-
sin. Bu funksiyani Dekart koordinatalar sistemasida tasvirlangan
A =(x, y,) nuqtaning U; (4)) < E, (8§ >0) atrofida qaraymiz.
Ushbu A =(x,y) c Us (4,) nuqtani olib, A, va 4 nuqtalar orqali
to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz. Undagi ikki yo‘nalishdan birini musbat
yo‘nalish (26- chizmada ko‘rsatilgandek), ikkinchisini esa manfiy
yo‘nalish deb gabul gilamiz. Bu yo‘nalgan to‘g‘ri chizigni / bilan
belgilaymiz. A, va A nuqtalar orasidagi masofa

p=p(4,A)=y(x-x) +(-»)
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26- chizma.

bo‘lib, bu masofa m vektorning yo‘nalishi / ning yo‘nalishi bilan

bir xil bo‘lsa, musbat ishora bilan, aks holda, manfiy ishora bilan
olinadi.

Agar | ning musbat yo‘nalishi bilan OX va OY koordinata
o‘qglarining musbat yo‘nalishlari orasidagi burchakni mos ravishda
o va B deyilsa (26- chizma), u holda

XX _ cos a, Xf‘;yg. = cosP
bo‘lishi topiladi.
1- ta’rif. Agar lim £/ ()
A4y p

limit mavjud bo‘lsa, bu limit f(x,y) funksiyaning A4, = (x,,y,) nug-
tadagi / yo'nalish bo‘yicha hosilasi deyiladi. Uni

o (4p) . df(x.0)
Tor Yoki g
9 . A)-
kabi belgilanadi. Demak, _f_(a_'[",q)_ = /}grf}o -f(-ﬂ)?f-(*@“) .

1- misol. Ushbu f(x,y)=3xy
funksiyaning (0, 0) nugtada barcha yo*‘nalishlar bo‘icha hosilalarining
mavjudligi ko‘rsatilsin.
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« Aytaylik, o = ig bo‘lsin. Bu holda
y=tgo-x

f(x,y)=3x’ tgo = x3tga,
p((x,¥),(0,0)) = \/x2 +x2tgl o = |x|\/l +tg? a
bo‘ladi. U holda berilgan funksiyaning (0,0) nuqgtadagi o # ig— bo‘lgan
ixtiyoriy yo‘nalish bo‘yicha hosilasi, ta’rifga binoan,
_ Mz o -
(0,0) _ lim f(x.y)-£(0,0) _ li Jtgo-x

im-——==——
al p—0 P P20 J1+tg? o -xl

bo‘lib,

bo‘ladi.

Agar —g << g bo‘lsa, u holda x >0, |x|=x bo‘lib,

3 (0,0)  3Itza
ol \/l+tg2 o

bo‘ladi.
Agar g << 37" bo‘lsa, u holda x <0, |x/=-x bo‘lib,

of(0,0) g
o \/l+tg2 o

bo‘ladi.
Aytaylik, o # ig bo‘lsin. Bu holda x =0, £(0,y)=0 bo‘lib,
bu yo‘nalishlar bo‘yicha hosila
Y00 _

al
bo‘ladi. »
1- teorema. Agar f(x,y) funksiya 4y, =(x,,¥,) nuqtada diffe-
rensiallanuvchi bo‘lsa, u holda funksiya shu nuqtada har qanday
yo‘nalish bo‘yicha hosilaga ega va

of (Ap) _ f (x0.30) _ o (x0.)0) 9 (x> Y)
T 5 = ~ cosa + ~—-ay———cosB &)

bo‘ladi.
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« Aytaylik, f(x,y) funksiya A, = (Xy,¥,) nuqtada differensialla-
nuvchi bo‘lsin. U holda

A= f(4)=fxy)-f(x,%)

orttirma uchun

fA-f(4)= af(A")( - Xp)+ f(A") “(y=»)+0(p)

bo‘ladi, bunda p= \/(x —x) Y +-»).
Keyingi tenglikning har ikki tomonini p ga bo‘lamiz;

SA-f(4) _ ¥ (4) x-x , ¥(4) y-y , 00p)
p ox P dy p p -

Ma’lumki, i{-“l = cosa, y—pyo =cospP.

Shuni e’tiborga olib, p — 0 da limitga o‘tib topamiz:

lim S-S (4) _ o (A) o f(AO)cosB
p—0 p ox

Demak, ¥(h) _ ¥ (o, ywcosowﬂoiyi)cosﬁ >
al ox ay

2- misol. Ushbu f(x,y)= x2 + y2
funksiyaning (1,1) nuqtada 7 =i + 2 vektor yo‘nalish bo‘yicha hosi-

lasi topilsin.
<« Ravshanki, bu holda

cosa = L cosP = 2
N 5
Fxy) _ aP+?) _, (L)
ox ox =2x, Tox =2,
¥xy) _ AxP+y?) 5 (L)) _
T
bo‘ladi. (5) formuladan foydalanib topamiz:
YUY _ 5. 2 6

3l Y AR
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Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya ochiq £c R™ to‘plamda differensial-
lanuvchi bo‘lsin. Binobarin, funksiya F to‘plamning har bir (x,y) e £
nugtasida

of (x,y) f(x,y)
ox dy
xususiy hosilalarga ega bo‘ladi. Koordinatalari shu xususiy hosilalardan
iborat bo‘igan vektorni tuzamiz:

o (x,y) =, of(xy) =
x ! + oy I

©)

bunda i va j — koordinata o‘glari bo‘yicha yo‘nalgan birlik vektorlar.
(6) vektor f(x,y) funksiyaning gradiyenti deyiladi va grad f kabi bel-
gilanadi:

gradf = L&) 7 YD) 5.

Demak, grad f Fto‘plamning har bir (x,y) nuqtasiga bitta vektorni

mos go‘yuvchi qoida, boshqgacha aytganda, ikki o‘zgaruvchili vektor
funksiya bo‘ladi.

f(x,y) funksiyaning & = (cosa,cosp) vektor yo‘nalishi bo‘yicha

) . . .
f((.;’y) hosilasini uning gradiyenti orqali ifodalash mumkin. Hagqi-
gatan ham, grad fva € vektorlarning skalyar ko‘paytmasi
5 _ of (x,y) of (x,y)
€ gradf =cosa. —, - tcos B % )
of (x, )
bo‘lib, u (5) formulaga ko‘ra i%.xll) ga teng bo‘ladi:
egradf = af(aZ’y) .

Ayni paytda, € va grad f vektorlarning skalyar ko‘paytmasi shu
vektor uzunlikiari ko‘paytmasining ular orasidagi burchak kosinusiga
ko‘paytirilganiga teng bo‘ladi:

égradf=|gradf|-1é|-cos(él,\gradf). 8)

Ravshanki, €/ =1. (7) va (8) munosabatlardan

78



T -

TS M Ao T A

af(x,y) = lgradf (x,y)| cos(e, gradf (x,y))

bo‘lishi kelib chlqadl.
Keyingi tenglikdan ko‘rinadiki, € hamda grad f(x,y) vektorlar

parallel bo‘lganda f( y—) ning giymati eng katta va u

\grad f (x,y)\ = (2 )+ £ (x,y)

ga teng bo‘ladi.

Shunday qilib, f(x,y) funksiyaning gradiyenti grad f funksiyaning
(x,y) nugtadagi eng tez o‘sadigan tomonga yo‘nalgan bo‘lib, uning
uzunligi shu yo‘nalish bo‘yicha o'sish tezligiga teng ekan.

3-misol. Ushbu £ (x,y)=x? +2y?

funksiyaning (1, 1) nuqtada eng tez o‘sadigan yo‘nalishi aniglansin
va shu yo‘nalish bo‘yicha o‘sish tezligi topilsin.

<« Ravshanki,
o (x,y) _ alx?+2y?) of (1,1) _
ax ox =21x, ax %
o (x.y) _a (x*+2y%) _ I
Iy oy =4y, _%3}—__—4
bo‘lib, gradf (1,1) =27 +47],

lgradf (1,1)| = V22 42 =245
bo‘ladi. P

Mashgqlar

1. Aytaylik, f(x) funksiya bog‘lamli Fe R" to‘plamda differen-
siallanuvchi bo‘lsin. Agar F'to‘plamning har bir x e £ < R™ nuqtasida
f(x) funksiyaning barcha xususiy hosilalari nolga teng bo‘lsa, funksiya
E to‘plamda o‘zgarmas bo‘lishi isbotlansin.

2. Agar f(x,y) funksiya (0,0) nugtada barcha yo‘nalishlar bo‘yicha
hosilaga ega bo‘lsa, f(x,y) funksiya (0,0) nuqgtada differensiallanuvchi
bo‘ladimi?
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61- ma’ruza
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning differensiali

1°. Funksiya differensiali tushunchasi. Faraz qilaylik, f(x) =
= f(x,Xy,.,%,) funksiya Ec R" da berilgan bo‘lib, x’=

=(x), x},..,x2)e E nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. U
holda ta’rifga ko‘ra funksiyaning x° nugtadagi to‘liq orttirmasi
0
Af(xo) Ax, af(x )Ax2 af(x )Ax +olp) (1)
m

bo‘ladi. Bu munosabatda

p=JAxE + Ax} 4.+ AXL

bolib, A, - 0,Ax, 5 0,...,Ax,, >0 dap—0.
I- ta’rif. f(x) funksiyaning Af (x°) orttirmasidagi
o (x0) (x°) (x°)
faxl Ax + afa toe afx,,,
ifoda f(x) funksiyaning x° nuqtadagz differensiali (to‘liq differensiali)
deyiladi va

Axm

df (x°) yoki df(x‘f, X3, ... xg,)
kabi belgilanadi:

af(xo)

Axy + ...+ 3 Ax

df (x°) = Axy +

n s

( 0) o (x)
axz m
Demak, f(x) funksxyanmg x% nuqtadagi differensiali Ax,, Ax,. ..., Ax,,
larga bog‘lig va ularning chizigli funksiyasi bo‘ladi.
Agar
Axl = dxl, sz = de, caey Axm = dxm
deyilsa, f(x) funksiyaning x° nuqtadagi differensiali ushbu

df (x°) = ()d, AC PV AL

ax; 09X, m
ko‘rinishga keladi. Demak,
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A (x°) =df (x") + 0(p) -
Keyingi tenglikdan p — 0 da
A (x°) = df (x*)
bo‘lishi kelib chiqgadi. Bu tagribiy formulaning mohiyati shundaki,
funksiyaning orttirmasi Ax;, Ax,, ..., Ax,, larning, umuman aytgan-
da, murakkab funksiyasi bo‘lgan holda funksiyaning differensiali
Axy, AX,, ..., Ax,, larning chiziqli funksiyasi bo‘lishidadir.
2°. Murakkab funksiyaning differensiali. Differensial shaklning

invariantligi. Aytaylik,

xl = (pl (t) = (p] (t] s t2, vaey tk)’

X2 = (pz(t) = (p] (tl’ tz y seey tk)’

funksiyalarning har biri Me R* to‘plamda berilgan bo‘lib,
E ={(X1, x2, vaey Xm)e Rm :xl Z(Pl(t) =(p1 (tl’t29 ""tk)?
X, = Q1) =@ (1, fys coes B ) vy Xy = 0 (D) =0y (B, Ly, s 1y )}

to‘plamda esa f (x, I SO xm) funksiya aniglangan bo‘Isin. Bular yor-
damida

f(x(t)) = f(xl(t), x2 (t), seny xm(f)) = F(tl s t2, aeey tk)
murakkab funksiya hosil gilingan bo‘lsin.

Ma'lumki, X, =@, (1), ..., ) (iF1,2,...,m) funksiyalar #° = (¢, ..., £} )
nugtada differensiallanuvchi bo‘lib, f(x) = f (x;, x5, ..., x,,) funk-
siya mos x° = (x!, xJ,..., x2) nugtada (XX =¢(°), X =g, (°),
e X0 =@, (¢£°)) differensiallanuvchi bo‘lsa, murakkab funksiya
1° = (2, ..., t)) nuqtada differensialanuvchi bo*ladi.

Modomiki, f(x(?)) funksiya ¢, t,, ..., , o‘zgaruvchilarga bog‘liq
ekan, u holda
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df = ,dt, aé_ dty + ..+ ;{_ d,, 3

bo‘ladi.

Murakkab funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblash formulalari-
dan foydalanib topamiz;

f A A ., Y

an, _ox, o ox, of " ox, o’
¥ _¥ wm F x o ox,
812 axl atz axz atz ax,,, 812
o _of o o on KA
atk axl afk a)C2 oty ax,,, afk
Bu xususiy hosilalarni (3) ifodadagi g_tf—, (_%: ;f . larning o‘rniga
1 9 i

go‘yamiz. Natijada
df = [3/; X of ¥ A ]dt,

axl atl axz afl o axm af]

of Ix;  df 9xy of  oxp
e dt
+|:Bxl afz sz afz tox. ax afz 2 Fet
af ax, af aX2 of Bx,,,
et =S+ T, =
[axl oty ox atk ox, ot | *
af E)xl 1
=5 [ 30 d, + = cz’t2 +. + dtk
af a)C2 d ax2 2
L+ —cdty v+ 22d |+t
8x2 [ atl 1 2 atk k
af | 9xp ax,,, ax,,,
+ axm [ atl dtl + at dt2 + ...+ — dtk
bo‘ladi.
Ravshanki,
ox ax, d axl
a_t{dt‘ kS L+ dtk =dx,
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9% axz
N dy + = 3, dn +..+ % dtk =dx,,
axm diy + % iy o+t 4 T gty = dx,.
1

Demak, murakkab funk51yamng differensiali
daf = dx1 af dx, +‘..+-€)f~dxm 4)
9x)

bo‘ladi.

Biz yuqorida £ (x) hamda f (x(7)) murakkab funksiyaning differen-
siallari uchun (2) va (4) ifodalarni topdik. Bu ifodalarni solishtirib,
ularning shakli (ko‘rinishi) bir xil, ya’ni (2) va (4) formulalarda funk-
siyaning differensiali xususiy hosilalarning mos differensiallarga ko‘payt-
malaridan tuzilgan yig‘indiga teng ekanligini payqaymiz. Bu xossa
differensial shaklining invariantligi deyiladi.

Eslatma. f(x) funksiya differensialining (2) ifodasidagi
dx, ,dx,,...,dx,, lar mos ravishda Ax,,Ax,,...,Ax,, lar bo‘lsa, f(x ()
funksiya differensialidagi dx,,dx,,...,dx,, lar t,,t,,...,t, o‘zgaruvchi-
larning funksiyalari bo‘ladi. Demak, (2) va (4) formulalarning ko‘ri-
nishlarigina bir xil bo‘ladi.

3°. Sodda qoidalar. Aytaylik,

U=U(X],Xy50es Xy )y V=0(X], X500y Xy )
funksiyalar Ee R™ to‘plamda berilgan bo‘lib, x° = (x? X ,‘..,x?,,)e E
nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda:

1) d (u+v)=du+dv,
2) d(u-v) = vdu + udv,

3) d( )—”"” v (2 0)

’
v2

bo‘ladi.
Bu munosabatlardan birining, masalan, 3) ning isbotini keltiramiz.

« Aytaylik, F = %

bo‘lsin. Bu holda F funksiva v va v larga hamda « va v lar o'z
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navbatida x;, X, , ..., X, o‘zgaruvchilarga bog‘liq bo‘lib, murakkab funk-
sivaga ega bo‘lamiz. Differensial shaklining invariantlik xossasiga ko‘ra

_9oF oF
dF = 3 du + E dv
bo‘ladi. Ravshanki,

ou v’ v v2
Demak, dF = Ldu— " dy = vAudv
v v v
roas d g) _ vdu—ud:i
ya’'ni (U .

bo‘ladi.

4°, Xususiy hollar. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi.
Aytaylik, m = 1 bo‘lsin. Buholda u = f (x), (xe R, ue R) funksiya
va uning differensiali

du=df = f'(x)dx

ga ega bo‘lamiz.

Ma’lumki, u = f(x) funksiyaning differensiali shu funksiya tasvir-
langan egri chizigga (x,, f(x)) nuqtada o‘tkazilgan urinma ordina-
tasining orttirmasini ifodalaydi (27- chizma).

Ya
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= 2 bo‘lsin. Bu holda ikki o‘zgaruvchili u= f(x,y),
((x.y)e R*.ue R) tunksiyaga ega bo‘lib, uning (x,, ¥,) nuqtadagi
differensiali

du - df (xo y()) = afﬂ’f‘_)) dx + ,af(_x_g'l)o) dy
ox ay
bo‘ladi, bunda dx = Ax, dy = Ay.
Ax va Ay lar yetarlicha kichik bo‘lganda

M(XOs}’o):df(x()aJ’o),

f (xo ,)’o) 3f (%0,¥0)

ya’ni f(x, + AX,y, +Ay) f(xo Yo )+ 5;1-_ *-~—~~a}v~~ Ay
tagribiy formula hosil bo‘ladi.
1- misol. Uishbu u=x
funksiyaning ditterensiali topilsin.
« Ravshanki, e e M _ ¥ Inx.
ax ay

U holda (5) tormulaga ko'ra

du = yx* Ydx + x* In xdy
bo‘ladi. P
2- misol. T'omonlari x =6 m va x =8 m bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchak
berilgan. Agar bu to‘g'ri to‘rtburchakning x tomonini 5 sm ga oshi-
rilsa, y tomonini 10 sm ga kamaytirilsa, to‘rtburchakning dioganali
ganchaga o‘zgaradi?
<« Agar berilgan to‘g‘ri to‘rtburchakning dioganalini « desak, unda

x? + y2
bo‘ladi. Endi

Xo Yo
Au(xy,yo) = s AX e Ay
XO +y0 \/XO +y0

bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz:

_ %o Ax+)yg Ay

Au(xg, yo) = % ' T e
VX0 Yo \/x0+y0 \E+y0
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Bu munosabatda
Xo=6m, Ax=0,05m, y, =8m, Ay =-0,10 m

deyilsa, u holda
_ 60.06+8(-0,10)

Au
\J36+64

m=-0,05m

bo‘lishi kelib chigadi.

Demak, to‘g‘ri to‘rtburchakning diagonali taxminan 5 sm ga
kamayar ekan. P

Endi f(x, y) funksiya differensialining geometrik ma’nosini kel-
tiramiz.

Aytaylik, z=f(x,y)
funksiya ochiq Ee R?to‘plamda differensiallnuvchi bo‘lsin. Bu funksiya
grafigi R? fazoda biror I'(f) sirtni ifodalasin. T'(f) ={(x,y.2)e R*:
(X._V)E E’ <= f(X,y)} sirtda (x()ayO’ZO)e r(f)’ (Z() = f(XOsyO))
nuqtani va shu nuqtadan o‘tuvchi, garalayotgan sirtga tegishli bo‘lgan
sillig

I={x=x(t),y=y@t),z=2(t):a<t<p}
egri chizigni olamiz. Modomiki, egri chiziq sirtda yotar ekan, u holda
z(1) = f(x(@®), y(1)),
((x(t())s _V(t() )s Z(tO )) = (-xO ) .V() Y ZO ) ) ’0 € ((1, B))
bo‘ladi. Ravshanki,
z(t) = f(x(0), y(1))
murakkab funksiya bo‘lib, uning #, nuqtadagi differensiali, differensial
shaklining invariantlik xossasiga binoan, ushbu
of (x0,¥0) of (x9.¥0)
df (x0,y0) = de = =302 dx+ === dy (©)

ko‘rinishga ega.

Koordinatalari dx, dy, dz bo‘lgan vektor I egri chiziqga (x¢. g, %)
nuqtada o‘tkazilgan urinma vektor bo‘ladi.

Endi koordinatalari

_Y(xo.y0)  _9f(x000)
ox ay
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bo‘lgan n vektorni qaraylik. Yuqoridagi (6) munosabat # vektor
urinma vektorga (Xg,¥,,2% ) nuqtada ortogonal bo‘lishini bildiradi.
Shuning uchun 7 vektor egri chiziqgga (xy,¥,2) nuqtada ortogonal
deyiladi.

Ma’lumki, T egri chiziq (Xg, 9,2 ) nuqtadan o‘tuvchi va I'(f)
sirtda yotuvchi ixtiyoriy egri chiziq edi. Binobarin, # vektor shu
(X9, Y02 ) nugtadan o‘tuvchi va I'(f) sirtda yotuvchi ixtiyoriy egri
chiziqga ortogonal bo‘ladi. Shuning uchun # vektor I'(f) sirtning
(x4, ¥+ 29) nuqtasidagi normal vektori deyiladi.

Sirtning (X, ¥y, % ) nuqtasidan o‘tuvchi va sirtning normal vek-
toriga ortogonal bo‘lgan tekislik, I'(f) sirtga (xy,¥y,% ) nuqtada
o‘tkazilgan urinma tekislik deyiladi. Uning tenglamasi

Z— af xO yO»)(X ())+§‘/’(“);(";‘¥9’)(Y_

bo‘ladi, bunda (X, Y,Z) urinma tekislikdagi o‘zgaruvchi nuqgta. Bu
tenglikdan foydalanib,

Z-z af(xo J’o)(

X))+ af(a(;J’o)(y

ifodani olamiz. Keltmlgan tenglik va (6) munosabatdan
df (x,¥0)=Z -2

Yo)

bo‘lishi kelib chigadi.

Z)

<::_/I df (x. ¥o)

0 N Y

(x5 ¥o)

28- chizma.
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Shunday qilib, z = f(x, y) funksiyaning (x,. );,) nuqtadagi diffe-
rensiali df (x;, y,) bu funksiya grafigiga (x,, v,/ (X, ¥,)) nuqgtadagi
urinma tekislik applikatasining orttirmasini ifodalar ekan (28- chizma).

Mashglar

1. Ushbu f(x2 +y2,arctg—i-), (x2+y?>0)

funksiyaning differensiali topilsin.

2. Ushbu o = (1,02 )3‘0' miqgdorning taqribiy qiymati topilsin.

62- ma’ruza

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli hosila va
differensiallari. Teylor formulasi

1°. Yugqori tartibli xususiy hosilalar. Faraz qilaylik, f(x)=
= f(x,%,...,x,) funksiya ochiq Ec R" to‘plamning har bir
x=(x, Xy, ..., X,, ) € E nuqtasida

af(X) = fx: ’ (l. = 1129""m)

ax,‘
xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. Bu xususiy hosilalar x;, x,, ..., x,,
o‘zgaruvchilarning funksiyasi bo‘lib, ular ham xususiy hosilalarga ega
bo‘lishi mumkin:
0 af(X) ’ ’ .
e [ P s k= 12,m).

Bu xususiy hosilalar berilgan f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli

xususiy hosilalari deyiladi va

»

¥ f(x) : o
Soax YO Jin (0. ik =12,...m)

kabi belgilanadi:
2
L) _ o ()= 8 (afgg)

5}‘;‘336, - Ik ax, | ox,
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v i ‘ 3’/ (x)
Agar i/ # k bo‘lsa, o,

ikkinchi tartibli xususiy hosila aralash hosila deyiladi.
Agar i = k bo‘lsa, ikkinchi tartibli

VLX) _ e ()
X Xk

anaX
xususiy hosilalar quyidagicha yoziladi:
3/ (x)
‘5—jv =f5 P (x).

f(x) funksiyaning uchinchi, to‘rtinchi va h.k. tartibdagi xususiy
hosilalari xuddi yuqoridagiga o‘xshash ta’riflanadi. Umuman,
f(x)=f(x,x,,...,x, ) funksiyaning X;,x; ,...,x;  ,X; o‘zgaruvchi-
lar bo‘yicha n- tartibli xususiy hosilasi berilgan funksiyaning (n — 1)-
tartibli xususiy hosilasi

" f(x) . .
e -, +i +.. =n-1
ox;  ox, . ..0X, (I' b thpy =n-1)
ning X, o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilasi sifatida ta’riflanadi:
€O N L A€ 3
ox, 0x;, | ...0X; ax ox, {ox, . ax ox, |’
Bu holda ham i, i,, ..., i, lar bir-biriga teng bo‘lmaganda
9
ax, ...0x; ox;

aralash hosila deyiladi.

Agar iy =i, =...=i, = k bo'lsa, n-tartibli xususiy hosilalar qu-
yidagicha yoziladi:

" (x)
Bx,’(' )
2 f *f :

o B UER
aralash hosilalar funksiyaning turli o‘zgaruvchilari bo‘yicha differen-
siallash tartibi bilan farq qiladi:

Ushbu
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3 f

ax,ox,
da f(x,,%,..., x,,) funksiyaning avval x, o‘zgaruvchi bo‘yicha, so‘ng-
ra x, o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilasi hisoblangan bo‘lsa,

2

Bx,axk
ifodada esa avval x, o‘zgaruvchi bo‘yicha, so‘ngra x, o‘zgaruvchi
bo‘yicha xususiy hosila hisoblangan. Ular bir-biriga teng ham bo‘lishi
mumkin, teng bo‘lmasdan golishi ham mumkin (misollar keyingi
bandda keltiriladi).

Aralash hisilalarning tengligini quyidagi teorema ifodalaydi.

1- teorema. Faraz qilaylik, f(x,x,,...,x,) funksiya x0=
=(x,x3,....,x% ) e E ¢ R™ nugtada n marta differensiallanuvchi bo‘l-
sin. U holda x° nugtada f(x;,x,,...,x,,) funksiya ixtiyoriy »- tartibli
aralash hosilalarining giymati x,, x,, ..., x,, o‘zgaruvchilar bo‘yicha
ganday tartibda differensiallanishiga bog‘liq bo‘lmaydi.

<« Buteoremaning isboti, keyingi bandda ikki o‘zgaruvchili funk-

siya uchun keltiriladigan teorema isboti kabi bo‘ladi. »
2°. Yugqori tartibli differensiallar. Faraz qilaylik, f(x) =

= f(x,%3,..., X, ) funksiya ochiq Ec R™ to‘plamda berilgan, xe E
nuqtada ikki marta differensiallanuvchi bo‘lsin.

1- ta’rif. f(x) funksiya differensiali df (x) ning differensiali berilgan
Sfunksiyaning x nuqtadagi ikkinchi tartibli differensiali deyiladi va d % (x)
kabi belgilanadi:

d*f(x) = d (df (x)).

Endi funksiya ikkinchi tartibli differensialini uning xususiy hosilalari
orqali ifodalanishini ko‘rsatamiz.
Ravshanki,

_ %) J (x) U (x)
df (x) = o, dx, + o dx; + ...+ 5, dx,,

bo‘lib, u x =(x,x,,...,x, ) ga hamda dx,,dx,,...,dx, larga bogliq
bo‘ladi. Bu tenglikda dx,, dx,, ..., dx,, larni tayinlangan deb hisoblab,
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df (x) ni x;, Xy, ..., X,, o‘zgaruvchilarning funksiyasi sifatida qarab,
uning differensialini topamiz:
d(df)= d(af dx, + fAdxz +.. +-f—a’x ) =

m

_ of 3 (o (o)
_dx‘[ax, (ax ) dx, +ax2(a ) dx, + +a—;”;(&7) dx,,,]+

of a ( of af
+dx, [5)21 (axz ) dx; + 872(8)6 )dx2 ot = o (axz )dx ]+ .+

2 2 2
I fdx2 Lo dx? +...+—a‘fdx,2,, +2}- a Y —dxdx, +
ax ax, 0x0%,

oS 3’ f 3’/ ’f
+a’\la dx;dx;y +. +é',ax dxdx,, + 5,5, dx,dx; + Sy5%, dx,dx, +

3 f ’f
U S — - -dx, ,dx, |=
+..+ S0, xXydx,, + ...+ 3 ov, X -1 xm]

3 3 ;
=(de, Fi —dx, +. +§X"' dx,,,) f.
Bunda simvolik yozuvdan foydalaniladi. U quyidagicha tushuniladi:
gavs ichidagi yig‘indi kvadratga ko‘tarilib, so‘ng fga «ko‘paytiriladi».
Keyin daraja ko‘rsatkichlari xususiy hosilalar tartibi deb hisoblanadi.
Demak,

m

) =2 dx + Ldey +..+ 2odx 2f 1
axg Vo T g, m | (1

S (x) funksiyaning x nugtadagi uchinchi, to‘rtinchi va h.k. tartibdagi
differensiallari ham yuqoridagidek ta’riflanadi.

Umuman, f(x) funksiyaning x nuqtadagi (n—1)- tartibli differensiali
d " 'f(x) ning differensiali f(x) ning n- tartibli differensiali deyiladi
va d"f(x) kabi belgilanadi:

d"f(x)=d(d" f(x)).
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Agar f(x) funksiya x nugtada » marta differensialanuvchi bo‘lsa,
u holda

" pey = (2 e 4 2 2
d"f(x)= (aXI dx; + % dxy + ..+ 5 ) f )
bo‘ladi.
3°. Murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallari. Biz

yuqorida funksiyaning yuqori tartibli differensallarini bayon etdik.

Unda funksiya argumenti x,, x,, ..., x,, lar erkli o‘zgaruvchilar edi.
Aytaylik, f(x) = f(x, x,, ..., X,,) funksiyada x;, x,, ..., x,, 0‘zga-
ruvchilarning har biri ¢, 4, ..., f, o‘zgaruvchilarning funksiyalari bo‘l-

sin (x, =@, (1,53, % ).
Qaralayotgan f(x) va x; =¢,(#), (i=1,2,...,m) funksiyalar
n marta differensiallanuvchanlik shartlarini bajargan deb. murakkab
f(x(1)) funksiyaning yuqori tartibli differensiallarini hisoblaymiz.
Ma’lumki, differensial shaklning invariantligi xossasiga bioan.
murakkab funksiyaning differensiali

of of .
daf = a’xl Fre dx, +..+ ax, dx,,
bo‘ladi. Ditferensmllash q01dalar1dan foydalanib funksiyaning ikkinchi
tartibli differensialini topamiz:

dzf:d(df)=d(%f-dxl+ fdxz fAdx,,,)
1
(o of of _
_a'(g;dxl)+d(5;dxz )+...+d(-ax—~dx,,,)_
=d(.a.ai).dx,+af d(dxl)+d(af)dx2 I d(dxy)
X3

X, ox,

of o -
+d(-—)- diy + 32~ (d, ) =

ax’"
- d(i)vdx, +d[§f—)dx2 ‘. ( o )dx,,, 4
Xy axZ axm
af d’x, + af dzxz +. +i =
Xy Xm
d )
( labc,+ 2dx2+ +ax—,,, )f+ d2x1+—Ld2x2+ +—a—xf;d2
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Demak,

2
d*f = 7_8_ de + 2 dy ot Sdx, | [+
ox % 2 ) m

Xm
3)

o n o 3f 2 (
axldx, axzdx2+ e d

Shu yo‘l bilan berilgan murakkab funk51yan1ng keyingi tartibdagi
differensiallari topiladi.

l-eslatma. (1) va (3) formulalarni solishtirib, ikkinchi tartibli
differensialarda differensial shaklning invariantligi xossasi o‘rinli emas-
ligini ko‘ramiz.

2-eslatma. Agar f(x,x%,..,x,) funksiya argumentlari
Xy, X, ..., X,, larning har biri 1, 4, ..., #, o‘zgaruvchilarning chizigli
funksiyasi bo‘lsa, u holda f(x) funksivaning ikkinchi tartibli (umuman,
n- tartibli) differensiali differensial shaklning invariantlik xossasiga
ega bo‘ladi.

« Aytaylik,

xp=b+at +a,t +..+a. 1, (i=12,.,k)
bo‘lsin. U holda, ravshanki,
dztl = dztz =..= dztk = 0
bo‘lib,
d*x; = a,d*t +a, d°ty + ...+ a, d*t, =0

bo‘ladi. (3) formuladan foydalanib topamiz:

2
20 [ 9 9 9
df_(a—x-] b+ 2 dx2+...+aXm)f,

Bu esa d?f ning (1) formula ko‘rinishiga ega ekanligini bildiradi. »

4°, Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi. Aytaylik,
f(x)=f(x,x,, ..., x,,) funksiya ochig £c R"” to‘plamda berilgan
bo‘lib, U5(x®) c E bo'lsin, bunda x° = (x{, x7, ..., x2) va & > 0.
Ravshanki,

VX = (X, %50y X ) € Us(x®), x° =(x), x3, ..., x2)
nuqtalarni birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kesmasi
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A={x) +105 —x)), ) +106 = x7), oy X0 +2(x, - x2); 0<r<1}
shu U5(x°) ga tegishli bo‘ladi.

Faraz qilaylik, f (x,%,,..., X, ) funksiya Us(x°) to‘plamda (n+1)
marta differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiyani 4 to‘plamda garasak,
[0, 1] segmentda aniglangan ushbu

F(t) = f(XP +10q ~x)), x5 + 10 =x9), ooy X2+ 1(x,, - x2))
funksiyaga ega bo‘lamiz. F(r) funksiya [0, 1] da hosilaga ega bo‘lib,
’ a a )
F(f)=5}€-(xl—xl)+~f— (x, =x?)+.. +5[— (x,, -x2) =

ax X, "
0 0 0 0 d 0

(ax A(x, - xf )+a—x2 ey = x¥ )+ +m(x,,, —x,,,))f
bo‘ladi, bunda f(x) funksiyaning barcha xususiy hosilalari

(x,o +t(xg =x)), ) w1 (6 —x2), .y X% +1(x, —xf’,,)) e
nuqtada hisoblangan.
Umuman, hosil qilingan A7) funksiya k- tartibli (k = 1,2,...,n+1)
hosilalarga ega va u

K
FOO =[5 (=) w2l =a8) e 2y —xh) |

ga teng, bundagi barcha xususiy hosilalar (4) nuqtada hisoblangan.
Bu munosabatning to‘g‘riligi matematik induksiya usuli yordamida
isbotlanadi.

Shunday gilib, £z ) funksiya F'(z), F*(¢), ..., F"*"(¢) hosilalarga
ega bo‘ladi. Teylor formulasiga ko‘ra (garalsin, 24- ma’ruza) ¢, nuqtada
(0<t <)

F(t) = F(ty)+ F' (1, )(t —t0)+ % F )t =1 +...+

)
+%F("’ (t0) -t =16)" + 5,

) F(n+l)(c) (t )n+l

bo‘ladi, bunda ¢ = £, + 0 (¢ —tO), 0 <6 <1.Butenglikda #, =0,7 =1
deyilsa, u holda
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F(1)= F(0)+, F(0)+ F(0)+ . F(")(O)+7—~—I—)'F"+' (0)

bo‘lishi kelib chlqadl.
Ayni paytda,

FO)=f(x), x5, . x),
FD)=f(x,%,..,%,),

(k) 0 J .0 9 L0
F(0) = (a 5 (x - x| )+§}2— (6, =) +...+ o (x,, xm))f (6)
(bunda f funksiyaning barcha xususiy hosilalari (x,xJ, ..., x3 ) nug-

tada hisoblangan) bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda (5) va (6) tenglik-
lardan ushbu

n
1
f(xl, R xm):f(xlo,xg, ey x'(:')+zk—'x
k=1 """

k
x(—»a—-(xl —X{))+é§<-(x2 —xg)+...+5—ar-(xm —Xg,)) f(x,o, xf,_’, ey x,(,),)+

Bxl X5 X,
(et 2 (=) e 2 (s, -8 |
(ne D)1 axy VT T g V2 T AT T e A T
xf(xlo+6(xl—xlo),x20+6(x2—x?),. x% +0(x,, —x ))

(0 <8< 1) tenglikka kelamiz. Bu ifoda ko‘p o‘zgaruvchili f(x;, X, , ..., X,,)
funksiyaning Lagranj ko ‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi deyiladi.

5°. Xususiy hollar. Aralash hosilaning tengligi haqida teorema.
m=1bo‘lsin. Bu holda ¥ = f(x) (xe R, ue R) funksiyaning yuqori
tartibli hosila va differensiallariga kelamiz. Ular 23- ma’ruzada batafsil
bayon etilgan.

m =2 bo‘lganda u = f(x, y), ((x,y) € R?, ue R) ikki o‘zgaruvchili
funksiya bo‘lib, uning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari (ular 4 ta
bo‘ladi) quyidagicha bo‘ladi:

f(x.y) _ 3 (¥ (x.y) 3f(xy) _ 3 (f(xy)
ax2 ax S/ ayox E)y ax )

Pf(xy) _ 3 (¥ (xy) Ff(xy) _ 3 (of(xy)
9xdy ax dy ’ ay2 By Iy
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1- misol. Ushbu £ (x,y) = arctgfy‘—, (y #0)

funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari topilsin.

<« Ravshanki, ;
of 1 1 _ y of _ 1 ( x )_ x .
x T, T2 1 Yy 2| T T2, ’
1+x_ Yy  x“+y y l+% y X +y [1
y y
bo‘ladi.

Endi ta’rifdan foydalanib, berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli
xususiy hosilalarini topamiz: j

az_f_a( y )=_ 2xy 4

ax?r  ox| x24y? (x? +y2)2 ’ u"
aZf —i y _ X2— y2 *
ayox  ay | x2+y? (x2+y2)2 ’ \

]
32 f _9f x _ x2- y? ‘1
oxay ox xz +y2 (x2 +y2 )2 ’ [

Ff_a(_ x _
ap? | x4yl (x2+y2)2 g
2- misol. Ushbu

2.2
X _y 2 2 <
Xy =, agar x° +y >0 bo'lsa,
fley)=4" x4y
0 , agar x’+y’ =0 bo'lsa,

funksiyaning (0, 0) nuqtadagi aralash hosilalari topilsin.
Aytaylik, (x,y) = (0,0) bo‘lsin. Bu holda

2.2 2.2 2.2 2.2
a_f_zy[x—y+4xy ), _a_f_:x[xy_4xy }

x2+y? (x2+y2)2 ay x2+y? (x2+y2)2

3f _ 3 (of\_ x*-y? 8x?y?
e~ ax) = Tt | T |
y (x2+y?)

— e —
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RS o () xP-y? 8x2y?
oxdy Dx(ay) X2 ;y, [l+ 2.2 2)
(x2+y?)
bo‘ladi.
Aytaylik, (x, y) =(0,0) bo‘lsin. Bu holda funksiyaning hosilalarini
ta’rifgga ko‘ra hisoblaymiz:

¥(0.0) _ iy £(&x.0-£(0.0) _
ox Ax -0 AXx
FO.0) _ iy £0.80)-£(0.0) _
oy Ay -0 Ay
o (0.4y) _of(0.0)
9’ f(0.0) _ A Ax i =AY
"= lim &% .. - 22 = lim = -1,
ayax Ay -0 Ay Ay -0 Ay3

¥ (8x,0)_3(0,0)
azf(o 02 lim ﬂ,_ U éy_ — = lim “_Ay_}
axay Aan Ax Ax=0 Ax]

=1.p

Yugorida keltirilgan misollardan ko‘rinadiki, f(x,y) funksiyaning
¥r 37
oxdy ’ dyox
aralash hosilalari bir-biriga teng ham bo‘lishi mumkin. teng bo‘lmasdan
golishi ham mumkin ekan.
2- teorema. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya (x,,5,) € R nuqtaning
Us ((xo » o )) atrofida

2
60 LD, ()c )

aralash hosilalarga ega bo‘lib, bu hosilalar (x,,y,) nuqtada uzluksiz
bo‘lsin. U holda f(x,y) funksiyaning aralash hosilalari (x,.y;) nugtada
teng bo‘ladi:
9 f(x030) _ 9 (x0.%)
aydx  axay
< Aytaylik, (Xo + Ax, Yy +4Ap), (X + Ax.py). (X, ¥y + Ay) nug-
talar (x,,y,) nuqtaning atrofiga tegishli bo‘lsin:
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(xy + Ay, +AV) e Uy ((x).59)). (X +Ax.¥5) e Us ((x4,¥)),
(xg-¥o + AV) e Us ((x()-)’() ))
Ushbu
D (Ax.Ay) = [ (xg + A,y + AYV) = f (X + Ax ) -
S (X0 yo + DY)+ S (XY )-
o(x) = f(x.yp +Ay)~ f(x, 1)

funksiyalarni qaraylik.
Ravshanki,

D (Ax,Ay) = @(X + Ax) — 9(X))
bo‘ladi. Bu tenglikning o‘ng tomoniga Lagranj teoremasini ikki marta
go‘llab topamiz:

@(xg +AX) - 0(xy) =" (xp + 6, -Ax)- Ax =
[E)f(xo +6) Ax.yo+Ay)  9f (x +91-Ax.y0)]
= - - e e e e Ax =
ox ax

3% [ (X +8,AX . yg +6,A
R —a’—y-axyp— 2»—yv)-Ax-Ay, (0<9,,6, <1).

Shartga ko‘ra aralash hosila (x,,y,) nuqtada uzluksiz. Demak,
Ax - 0,Ay —» 0 da

azf(x0+9,Ax. Yo +62Ay) ° f(xp.y)
T V’g;é}’_'f———"" AxA — aya T AxA + 0(1)
bo‘lib,
3% f(x0.%)
= ———— 7
®(Ax, Ay) 3y5x AxAy +0(1) )
bo‘ladi.

Endi ®(Ax,Ay) funksiya bilan birga quyidagi
v() = f(x+8x,y)— f(x4,¥)
funksiyani garaymiz. Ravshanki,
@ (Ax, Ay) =y (¥o + AY) -y ()
bo‘ladi. Yuqoridagidek, bu tenglikning o‘ng tomoniga Lagranj teore-
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masini tkki marta qo’llab. so‘ng aralash hosilaning (x,.y,) nuqtada
uzluksizligidan foydalanib topamiz:

I (p+ Ax. ;VUMJ]A,V) N af (xg ._"U+()1Ay)]Ay ~

V(¥ +ay)-w(¥)= 3 3

D2 £ (x0+65A% .y, +0]AY 2 f(xp-
_ 97 (xo+024x .y +6) ')AXAy:v—'/(M)»y“)
axay dxay

(0<86, 8, <1, Ax -0, Ay - 0).

AxAy +0(1),

2
Demak. D (Ax,Ay) = o f;;g};yq) AxAy +0(1) . 8)
(7) va (8) munosabatlardan

71 x00) _ 9 (0.50)

Axdy Coyox
bo‘lishi kehib chiqadi. P

Mashgqlar

1. Ushbu uw = f(x.y), x=1¢* +s?, y=1-s funksiyaning ikkin-
chi tartibli differensiali topilsin.
2. Ushbu u = v-¢(x? - y) funksiya quyidagi
Touw Tou_ u
xdx  ydy y?
tenglikni qanoatlantirishi isbotlansin.
63- ma’ruza
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari

1°. Funksiya ekstremumi tushunchasi. Zaruriy shart. Faraz qi-
laylik, f(x)= f(x, X3, ..., X,,) funksiya Ec R" to'plamda berilgan
bo'lib, x" =(x, x3, ..., x2 )e E bo‘lsin.
1- ta’rif. Agar shunday 8 > 0 son topilsaki,
Us(x®) ¢ E bo'lib, Vxe Us(x") da f(x) < f(x?)
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bo‘lsa, f(x) funksiya x° nugtada lokal maksimumga; f(x) 2 f(x%)
bo‘lsa, f(x) funksiya x° nuqtada lokal minimumga erishadi deyiladi.

2- ta’rif. Agar shunday & > 0 son topilsaki, Uﬁ(xo) < FE bo‘lib,
Vx e Us(x")\{x"} da f(x) < f(x°) bo‘lsa, f(x) funksiya x* nuqta-
da qat’iy lokal maksimumga; f(x) > f(x%) bo'lsa, f(x) funksiya x°
nuqtada gat’iy lokal minimumga erishadi deyiladi.

Funksiyaning lokal maksimumi, lokal minimumi umumiy nom
bilan funksiyaning lokal ekstremumi deyiladi. Bunda x” nugta f(x)
funksiyaning lokal ekstremum nugtasi, f(x") ga esa funksiyaning lokal
ekstremum qiymati deyiladi.

Funksiyaning maksimum (minimum) giymati quyidagicha belgi-
lanadi:

f(x)= max f(x), (f(x”) = max f(x)J.
xe Ug (x%) xells (x*)
Ma’lumki, A (x°) = f(x) - f(x")
ayirma funksiyaning x° nuqgtadagi to‘liq orttirmast deyilar edi.
f(x) funksiya x® nuqtada lokal maksimumga erishsa, u holda
Vxe Ug(x®) da

AM(x*)<0
bo‘ladi va aksincha. Shuningdek, f(x) funksiya x’ nuqtada lokal
minimumga erishsa, u holda Vx e Uy (x") da

A(x*)20
bo‘ladi va aksincha.
1- teorema. Agar f(x)=f(x, X, ..., X,,) funksiya x*= (x;,

xg, s x?n) nuqgtada lokal estremumga erishsa va shu nuqtada barcha

¥ o
ot (i=12,....m)

xususiy hosilalarga ega bo‘lsa, u holda

bo‘ladi.
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<« Aytaylik, f(X) = £ (X, %, ..., X, ) funksiya x* = (x}, %2, ..., x3)
nuqtada lokal minimumga erishsin. U holda

VX = (X)X 50 Xy ) € Ug (x°) da f(x7,2,.,%,) 2 F(, 53, x2)
tengsizlik bajariladi. Jumladan,
S(aax g xn) 2 £, 20 xn)

bo‘ladi. Agar

o(x) = f (x5, X3, x2)

deyilsa, vx; e (x) -3, x{ +8) da

¢(x)=o(x')
bo‘lib, bir o‘zgaruvchili ¢ (x;) funksiya x? nugtada lokal minimumga
erishadi. U holda 25- ma’ruzada keltirilgan teoremaga ko‘ra

0
¢ (x*) =0, yani ﬂ’%’ =0

ox
bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshash
I (L) _ I _
W—O,...,—aTm-‘—O
bo‘lishi isbotlanadi. P
l1-eslatma. Agar f(x) funksiya biror x’ nugtada lokal ekstre-
mumga erishsa va shu nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda
df (x*) =0
bo‘ladi.
2-eslatma. f(x)= f(x, %, ..., X,,) funksiyaning biror x’ nuq-
tada barcha xususiy hosilalarga ega va

af(xo)

ox;

=0, (i=12,...,m)

bo‘lishidan, berilgan funksiyaning shu nuqtada lokal estremumga eri-
shishi har doim kelib chigavermaydi (misollar keyingi bandda kelti-
riladi).

Demak, 1- teorema funksiyaning lokal ekstremumga erishishining
zaruriy shartini ifodalaydi.
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f(x) funksiya xususiy hosilalarini nolga aylantiradigan nuqtalar
uning statsionar nugqtalari deyiladi.

2°. Funksiya ekstremumga erishishining yetarli sharti. Aytaylik,
f(x)=f(x, %, .., Xx,) funksiya X’ e R" nuqtaning biror Uy(x®) atro-
fida berilgan, shu atrofda barcha ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy
hosilalarga ega va

0
I (x7) _ 0, (i=12,...m)

ox;

bo‘lsin. Bu funksiyaning Teylor formulasi (62- ma’ruzada keltirilgan
Teylor formulasida » = 2 bo‘lgan hol)

o (x%) .
P 0, (i=12,...m)

shartni hisobga olgan holda quyidagicha

if
—— Ax;Ax 1
! axox, ! k (1)

1 m

FO) = £+

ko‘rinishda ifodalanadi, bunda ikkinchi tartibli xususiy hosilalar
(x) +6-Ax, x) +0-Ax,, ..., X2 +6-Ax,,)

(0 < 6 < 1) nuqgtada hisoblangan va bunda

0 0 0
Ay =x =X, A =X —X;, .., Ax,, =X, —X,,.

Berilgan f (x) funksiya ikkinchi tartibli xususiy hosilalarining x° statsio-
nar nuqtadagi qiymatlarini

_azf(xo) .
a,k_m, (i,k=12,...m)

bilan belgilaymiz. Barcha ikkinchi tartibli xususiy hosilalar

2 f

ax,-axk

larning x° = (x?, xJ, ..., x%) nuqtada uzluksizligidan

Qi = Qy
hamda
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azf(x?+9Ax1.x(2)+9Ax2,..., x2 +6-Ax,, ) 2f(x )
s Oy = ay + Oy

0X,0X B ax,axk
bo‘lishi kelib chiqgadi, bunda
Ax, -0, (i=1,2,..,m) da o; —0.
Natijada (1) tenglik ushbu

A=) - f(x°) = Za,kAxAxk +Za,kAxAxk

iJe=1
ko‘rinishga keladi. Agar
p=AX] +AX} +...+AXE,
Ax, =p-C;, (i=12,.,m)
deyilsa, so‘ngra Ax, -0 (i=1,2,...,m) da, ya’ni p - 0 da

z 0‘lkAxk =P Zalkg Ck - p a(p)

1.k=1

(bunda, p —» 0 da a(p) — 0) bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda

W6+ 8 0,00 0060 o
1,k=l1

bo‘lishini topamlz.
Ma’lumki, Af(x°) = f(x)- f(x°) ayirma Uy(x’) da ishora

saqlasa, ya'ni vxe U; (x°) da

A (x%) >0

bo‘lsa, f(x) funksiya x* nugtada lokal minimumga;

N (x°)<0
bo‘lsa, f(x) funksiya x° nugtada lokal maksimumga erishadi.
Yugoridagi (2) tenglikdan ko‘rinadiki, Af(x°) ning ishorasi koeffitsi-
yentlari
2 f(x?
alk - ax, « ( k _l 2 )
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bo‘lgan Z alkgle 3)
t,k=1
kvadratik shaklga bog‘liq bo‘ladi.

2- teorema. Agar (3) kvadratik shakl musbat aniglangan bo‘lsa,
f(x) funksiya xX* nuqtada lokal minimumga; manfiy aniglangan bo‘lsa,
lokal maksimumga erishadi.

Agar (3) kvadratik shakl noaniq bo‘lsa, f(x) funksiya x* nuqtada
lokal estremumga erishmaydi.

<« Bu teorema, keyingi bandda, xususiy holda, ya’ni ikki o‘zga-
ruvchili funksiyalar uchun isbotlanadi. P (Qaralsin, [1], 13- bob).

3°. Xususiy hollar. m = 1 bo‘lsin. Bu holda u= f(x),(xe R, ue R)
funksiyaning lokal ekstremumlari, ekstremumning zaruriy va yetarli
shartlari kabi tushuncha va tasdiglarga kelamiz. Ular 25- ma’ruzada
bayon etilgan.

m = 2 bolsin. Bu holda u = f(x,), ((x,y)e R*,ue R) ikki
o‘zgaruvchili funksiyaning lokal ekstremum tushunchalari yuzaga kelib,
bu hol uchun ularning ta’riflari quyidagicha bo‘ladi.

Aytaylik, u = f(x,y) funksiya Fc R" to‘plamda berilgan bo‘lib,
(xp5¥0) € E bolsin.

Agar 8 >0 shunday son topilsaki, Us((x°,»%)) < E bo‘lib,

V(x,y)e Us ((x9,¥9)) uchun
f(x,J’)Zf(xo,J’o), (f(x,y)Sf(x[),yo))

bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x,,y,) nuqtada Jokal minimumga (lokal mak-
simumga) erishadi deyiladi. (x,,y,) nuqta f(x,y) funksiyaning lokal
minimum (maksimum) nugqtasi, f(x,,y,) miqdor esa funksiyaning
minimum (maksimum) giymati deyiladi.

Agar shunday & >0 son topilsaki, Us((x%y°) c E bo‘lib,

V(x,y)e Us ((x9, %))\ {(%0,%0)} uchun

F ) > f(xs¥0)s (f(x,9) < f(%:¥0))
bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x,,),) nuqtada qat’iy lokal minimumga (gat’iy
lokal maksimumga) erishadi deyiladi.

1- misol. Ushbu f (x,y) = J1- x* — y? funksiyaning (0,0) nug-
tada gat’iy maksimumga erishishi ko‘rsatilsin.
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435>0, (0 <3< 1) sonni olib, (0,0) nugtaning U;((0,0)) atrofini
hosil gilamiz. U holda V (x,y)e U; ((0,0))\ {(0,0)} uchun

f(x,y)= Vl_xz —y2 <f(0>0)=1
bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya (0,0) nugtada maksimumga eri-
shadi. »
Agar f(x,y) funksiya (x,y,) € Ec Rd>0" nuqtada lokal

ekstremumga erishsa va shu nuqtada

o o

ox’
xususiy hosilalarga ega bo‘lsa, u holda

of (x0,¥0) 0 af(xog’o)

ax ay

bo‘ladi.
. L . o o .
Biroq, f(x,y) funksiyaning biror (x*,y*) nuqtada 9x° gy Xususiy
hosilalari mavjud bo‘lib, ular shu nuqtada nolga teng bo‘lsa, gara-
layotgan funksiya (x*,y*) nuqgtada ekstremumga erishmasdan golishi
mumkin. Masalan,

Sxy) = xy

. of _ 9 _
funksiya Felmb % =X

xususiy hosilalarga ega bo‘lib, ular (0,0) nuqgtada nolga teng:
0.0 _ o ¥00) _

ax ’ oy
bo‘lsa ham, bu funksiya (0,0) nuqtada ekstremumga erishmaydi (funk-
siya grafigi — giperbolik paraboloidni tasavvur qiling).
Aytaylik, f(x,y) funksiya (x,,,) € R? nugtaning biror Us((xy,,))
atrofida (8 > 0) berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x,y) funksiya Us((xo,¥,)) da uzluksiz va vzluksiz f, f;, £,

Sos f. y'z xususiy hosilalarga ega,
2) (%, ) statsionar nugta:

f< (%0, ¥0) =0, fy,(XanO):'O'
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Bu f(x) funksiya uchun 2° da yuritilgan mulohazalarni go‘llab ‘
8 (x0:30) = £ (x:3) =/ (%0 30) = ?
= %(a“sz +2a,AxAY + ay,AY? + oy, AX + 200, AXAY + 0yy AY ) ™

bo‘lishini topamiz, bunda

ay =/ (x0,¥0), @2 =f5 (%, %)=fx (%, %), @& = fv”z (%, %)
bo‘lib,
Ax -0, Ay—>0 da o; 50, o >0, o, -0
bo‘ladi.
3- teorema. Agar i
a,,Ax? +2a;,AxAy + ay, Ay? (4)
kvadratik shakl musbat aniglangan, ya’ni

a, ap

2
ay >0, =ay,ay —aj; >0

a4  an
bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x,,),) nuqtada lokal minimumga erishadi,
agar (4) kvadratik shakl manfiy aniglangan, ya’ni

a4y

2
a” < O, = a“azz —alz > O

a4 ay
bo‘lsa, f(x,y) funkusiya (x;,y,) nugtada lokal maksimumga erishadi.

4 Ma’lumki, f(x,y) funksiyaning (x,,),) nugtada ekstremumga
erishishi Us((x,,y,)) da ushbu

A (%o, ¥0) = £ (%, )= f (%0, %)
ayirmaning ishora saqlashi bilan bog‘liq:
V(x,y)e Us((x9,¥,)) da Af (xg,¥0) >0 bo‘lsa,

(x9,¥;) nuqtada lokal minimum; Af (x,¥,) <0 bo‘lsa, (x5,¥,)
nugtada lokal maksimum sodir bo‘ladi.

Af (xy,yo) ayirmaning ishorasini aniglash qulay bo‘lishi magsadida
(4) da
Ax=p-cos¢ , Ay =p-sing
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almashtirish bajaramiz, bunda
p=Ax? + Ay? .
Natijada (*) munosabat ushbu

2 2 - )
A (Xo,¥0) = %—[(a“ cos’? @+ 2a;, cos @sin @ + a, sin® @) +

+( 0y, cos? ¢ + 20, COS @Sin @ + oy, sin? cp)] (5)

ko‘rinishga keladi. Aytaylik,
a, >0, a,a,, —a} >0
bo‘lsin. Ravshanki,
a,; cos® ¢ +2a;, COs @psin @ + ay, sin® ¢ =
1 . 2 .
= [(a11 cos @ +ay, sing)” + (a,ay, ~ ab )-sin? (p].

Ayni paytda, bu funksiya ¢ ning funksiyasi sifatida [0,2n] da
uzluksiz bo‘lib, o‘zining eng kichik giymati (uni m bilan belgilaylik)
m ga ega bo‘ladi:

ay, €os? ¢ + 2a;, cos @sin @ + ay, sinZ |2 m > 0.

Ikkinchi tomondan, Ax —» 0, Ay — 0,ya’ni p - 0 da a;; — 0,
o, = 0, o, — 0 bo‘lganligi sababli, p ning yetarli kichik qiymat-
larida

o cos? @ + 201y, €OS @sin @ + oy, sin? ¢| < Joy, |+ 2 oy, | + oy, | < m
bo‘loladi.

Demak, a;, >0, a;,a,, —a% >0 bo‘lganda (5) tenglikning o‘ng
tomonidagi ifoda musbat bo‘ladi. Binobarin,

Af (x,0) >0
bo‘lib, f(x,y) funksiya (x,,y,) nuqtada lokal minimumga erishadi.
Aytaylik, a, <0, a,a, —a} >0

bo‘lsin. Bu holda (5) tenglikning o‘ng tomonidagi ifoda manfiy bo‘ladi.
Binobarin,

Af (x0 » Yo ) <0
bo‘lib, f(x,y) funksiya (x,,y,) nugtada lokal maksimumga erishadi. »
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3-eslatma. Agar a0y, - a’, <0 bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x,,5,)
nuqgtada ekstremumga erishmaydi.

4-eslatma. Agar a,,a,, —a}, =0 bo‘lsa, f(x,y) funksiya (xy, o)
nuqgtada ekstremumga erishishi ham mumkin, erishmasligi ham
mumkin (qaralsin, [1], 13- bob).

2- misol. Ushbu

fxy)=x>+xy+y* -2x -3y

funksiya ekstremumga tekshirilsin.
« Avvalo berilgan funksiyaning statsionar nuqtalarini topamiz:
fi(x,y)=2x+y-2, 2x+y-2=0, x =

k4

Wl s W=

f,(x,y)=x+2y-3, x+2y-3=0, y =

Demak, (%, g) — statsionar nugta. Ravshanki,

fa ey =2 £5(x¥)=1, fi(xy)=2.
Demak, q, =2, a,=1, a,,=2. Bunda g4, =2>0 va

a4y, —ah =3>0 bo‘lganligi uchun berilgan funksiya (%, g)
nuqtada lokal minimumga erishadi va

min £ (x,) = £ (3, 3) = -3

bo‘ladi. »
3- misol. Ushbu
fi(x,y)=x* +yf,
£ (xy)=-(x* +y*),
fi(x,y)=x"+y’
funksiyalar ekstremumga tekshirilsin.

« Berilgan funksiyalar uchun (0,0) statsionar nugta bo‘ladi. Bu
funksiyalar uchun

2 _
aay -0 =0
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bo‘ladi. Ravshanki, (0,0) nugtada £ (x,y) funksiya minimumga, f,(x,y)
funksiya esa maksimumga erishadi. fi(x,v) funksiya (0.0) nugtada
ekstremumga ega bo‘lmaydi. P

Mashglar

1. 3- teoremada keltirilgan f(x,y) funksiya uchun (x,,y,) statsionar
nuqtada

£a Gom) 15 (oom0) = [fa (o)) <0

bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x,,y,) nuqtada ekstremumga erishmasligi
isbotlansin.

2. Ushbu f(x,y) = (y - x)* + (v + 2)’ funksiya ekstremumga tek-
shirilsin.

64- ma’ruza
Oshkormas funksiyalar

1°. Oshkormas funksiya tushunchasi. Ma’'lumki, xc R, Yc< R
to'plamlar va biror f qoida berilgan holda har bir xe X songa f qoidaga
ko‘ra bitta y € Y son mos qo‘yilsa, X to‘plamda y = f(x) funksiya
aniglangan deyilar edi.

x va y o‘zgaruvchilarni bog‘lovchi goida turlicha, jumladan,
analitik ifodalar yordamida, jadval yordamida, egri chiziq yordamida
bo‘lishi mumkin.

Endi x va y o‘zgaruvchilar tenglama yordamida bog‘langan holda
funksiya yuzaga kelishini ko‘rsatamiz.

Aytaylik, x va y o‘zgaruvchilarning F(x, y) funksiyasi

E={(x,y)e R* :a<x<b, c<y<d}
to‘plamda berilgan bo‘lsin. Ushbu
F (xa y) =0 (1)
teglamani qaraylik. Har bir tayinlangan x = x, da (1) tenglama y ga

nisbatan tenglamaga aylanadi. Bu tenglama yagona y, yechimga ega
bo‘lsin. Demak,

F(XO’J’O)= 0.
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Bunday xususiyatga ega bo‘lgan x, nugtalar bir gancha bo‘lishi
mumkin. Ulardan tashkil topgan to‘plamni X deylik. Ravshanki, bunda
Xc (a, b)bo‘ladi.

Endi Xto‘plamdan olingan har bir x ga (xe X) (1) tenglamaning
yagona yechimi y ni mos go‘yaylik. Natijada X da aniglangan funksiya
hosil bo‘ladi. Uni ¢(x) deylik. Demak,

@g:x >y va F(x.¢(x))=0.

Bu ¢(x) oshkormas (oshkormas ko‘rinishda berilgan) funksiya
deyiladi.
1- misol. Ushbu

F(x,y)=yJx? -1-2=0 (2)
tenglama yordamida oshkormas fuksiya aniglanishi ko‘rsatilsin.

<« Ravshanki, (2) tenglama har bir x e (—o,~1) U (], 4+e0) da yagona

2
y=o(x) ==
x° -1
yechimga ega va

F(x,0(x))=0.
Demak, (2) tenglama oshkormas funksiyani aniglaydi. »
2- misol. Ushbu

F(x,y):x——y+%siny=0

tenglama yordamida oshkormas funksiya aniglanishi ko‘rsatilsin.
« Berilgan tenglamani quyidagicha yozib olamiz:
1 .
x=y-ssiny=a(y), (ye(-o+)).

Bu o(y) funksiya R da uzuluksiz va o’(y) =1- ; cosy >0 bo‘ladi.
U holda a(y) funksiya (o, +o<) da teskari y = o”' (x) funksiyaga ega va
F(x,oc"(x)) =0

bo‘ladi. Demak, bu tenglama ushbu
@:x — al(x)

oshkormas funksiyani aniglaydi. »
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3- misol. Ushbu

F(x,y)=x>+y? ~Iny=0, (y>0)
tenglama y n1 x ning oshkormas funksiyasi sifatida aniglaydimi?

< Aniglamaydi. chunki har bir x € (—e,+=) da y? —Iny > 0 bo‘l-
ganligi sababli. yechimga ega emas. »

Oshkormas funksiyalarni o‘rganishda quyidagi masalalar muhimdir;

1) Ax,y) funksiya biror Ec R? to‘plamda berilgan holda y = ¢(x)
oshkormas funksiya mavjud bo‘ladimi va bu funksiyaning aniglanish
to‘plami qanday bo‘ladi?

2) (1) tenglama bilan aniglangan y = ¢(x) oshkormas funksiya
ganday xossalarga ega va bu xossalar F(x,y) funksiya xossalari bilan
ganday bog‘langan?

2°. Oshkormas funksiyaning mavjudligi.

1- teorema. Faraz gilaylik, F(x,y) funksiya (x,,y,) nuqtaning biror
atrofi

Uhk((xo,yo))z{(x,y)e R? TXg—h<x<x,+h y,-k<y< y[,+k}

da (A >0, k > 0) berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) Ax,y) funksiya Uy ((x,¥0)) da uzluksiz;

2) Har bir tayin x e (x, — h, x, + h) da y o‘zgaruvchining funk-
siyasi sifatida o‘suvchi;

3) F(xg.%)=0.

U holda (x,.y,) nugtaning shunday atrofi
Us (X0, %0)) ={(x, 7)€ R* 1 xy =8 <x<xg+8, yy ~€ <y < Yy +€}
topiladiki (0 <8< h, 0<e<k), bunda:

a) Vxe (xg - 8,x, +8) da

F(x,y)=0

tenglama yagona y(ye (v, —¢, ¥ +s)) yechimga ega, va’ni
F(x,y)=0 tenglama yordamida y =@(x) oshkormas funksiya
aniglanadi;

b) @(xp) =y, bo'ladi;

d) y = ¢(x) funksiya (x, ~ 8, x, +8) da uzluksiz bo‘ladi.
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< Uy ((xy-1,)) atrofga tegishli bo’lgan
(X Yo =€), (Xg, ¥o +€). (O<e<k)
nugqtalarni olib. [y, -¢, y, + €] segmentda
()= F(3.%)
funksiyani qaraymiz. Teoremaning 2- shartiga ko‘ra y(y) o‘suvchi,
3- shartiga ko‘ra y(y,) = F (xy,5) = 0 bo‘ladi. Bunda esa

v (v ~e)=F(x,y —€) <0,
V(y +€)=F(x,y9 +€)>0
bo‘lishi kelib chiqadi.

Teoremaning 1- shartiga ko‘ra Ax,y) funksiya U, ((xo > Vo )) da uzluk-
siz. U holda uzluksiz funksiyaning xossasiga ko‘ra, x, nuqtaning shunday
(xy =8, xo +8) atrofi (0 <8< h) topiladiki, ¥xe (x; — 8, x, + ) da

F(x,y,-€)<0,
F(x,y,+€)>0 &)
bo‘ladi. Endi (x,y,) nugtaning

Us ((X0,¥0)) = {(x,)e R* :xy =8 < x <Xy +8, 9y —€ <y < yy +€}
atrofida
F(x,y)=0

tenglama y ni x ning oshkormas funksiyasi sifatida aniqlashini ko‘r-
satamiz.

Ixtiyoriy X" € (xy -8, xy +8) nugtani olib, [y, —¢€, yy +¢] da
ushbu

g(y)=F(x",y)

funksiyani qaraymiz. Ravshanki, bu funksiya [y, — €, y, + €] segment-
da uzluksiz va ayni paytda (3) munosabatga binoan

gy —€)=F(x",y —€) <0,
g(yo+€)=F(x",yy +€)>0
bo‘ladi. U holda Bolsano—Koshi teoremasiga ko‘ra shunday
y* € [yy —¢€, ¥y +€] nuqta topiladiki, bunda
112

(4

S



1

gy ) = F(x',y")=0
bo‘ladi.

Ayni paytda, g(y) funksiya [y, —¢, ¥, +€] da o‘suvchi (qat’iy
o‘suvchi) bo‘lganligi sababli, y shu oraligda bittadan ortiq nuqtada
nolga aylanmaydi.

Shunday qilib, ixtiyoriy xe (x, -8, x, +8) uchun yagona
ve (y, —€, y, +¢) topiladiki, bunda

F(x,y)=0
bo‘ladi. Bu esa Uy ((xp,¥,)) da F(x,y)=0 tenglama y ni x ning
oshkormas funksiyasi sifatida aniglashini bildiradi:

y=0(x): F(x,0(x))=0.
Aytaylik, x = x, bo‘lsin. U holda teoremaning 3- shartiga ko‘ra
F(%5,y9)=0
bo‘ladi. Binobarin, aniglangan oshkormas funksiyaning x, nuqtadagi
giymati @(x,) = y, bo‘ladi.
Modomiki, Vx e (x, — 8, xy + 8) uchun ¢(x) ga ko‘ra unga mos
keladigan y e (y, — ¢, yy +¢£) bo‘lar ekan, u holda

X=Xy | <8 = [y - yp| = ‘(p(x) —(P(xo)‘ <€
bo‘ladi. Demak, oshkormas funksiya x, nuqtada uzluksiz.

Oshkormas funksiyaning vx' e (xo — 8, x, + 8) nuqtada uzluksiz
bo‘lishini ko‘rsatish bu funksiyaning x, nuqtada uzluksiz bo‘lishini
ko‘rsatish kabidir. Demak, mavjudligi ko‘rsatilgan oshkormas funksiya
(xg ~ 8, x5 +8) da uzluksiz bo‘ladi. P

3°. Oshkormas funksiyaning hosilalari. Oshkormas funksiyaning
hosilasini aniglaydigan teoremani keltiramiz.

2- teorema. Faraz qilaylik, F(x, y) funksiya (x,, y,) nuqtaning
biror atrofi Uy, ((xg,%)) da (h > 0, k > 0) berilgan bo‘lib, quyidagi
shartlarni bajarsin:

1) Ui ((x0,¥)) da uzluksiz;

U, ((xo,yg )) da uzluksiz F;(x,y), F;(x, ) xususiy hosilalarga
ega va Fy(x,50) #0;

3) F(x,54)=0.
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U holda (x,, y,) nuqtaning shunday Ug ((x,¥,)) atrofi
(0<d<h,0<e<k) topiladiki, F(x,y)=0 tenglama y ni x ning
y = @(x) oshkormas funksiyasi sifatida aniglaydi va bu y = ¢(x)
funksiya (x, — 8, X, +8) da uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib,

/ F(x,9(x))
elx)=- Fy (x,0(x))
bo‘ladi.

<« Teoremaning shartiga ko‘ra £, (x, y) funksiya Uy, ((xo,,)) da
uzluksiz va F) (xy,¥,) # 0. Aytaylik, F; (x,¥) > 0 bo‘lsin. Uzluk-
siz funksiya xossasiga ko‘ra (x,,y,) nuqtaning shunday U, ((x,,¥,))
atrofi (0<8<h,0<e<k) topiladiki, V(x,y)e Us ((x5,¥,)) da
F;(x,y) > 0 bo‘ladi. Bundan esa har bir tayin x € (X — 8, X, +8) da
F(x,y) funksiya y o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida o‘suvchi bo‘lishi
kelib chigadi. U holda 1-teoremaga ko‘ra F(x,y)=0 tenglama
(xo = 8, xp +8) da y ni x ning y = @(x) oshkormas funksiyasi sifatida
aniglaydi va y = ¢(x) oshkormas funksiya x e (x; ~ 3, x, +8) da
uzluksiz bo‘lib, ¢(x;) = y, bo‘ladi.

Aytaylik, xe (xq -8, xy +8), x+Axe (x5 -8, X5 +38) bolsin.
Ravshanki,

F(x,y)=0, F(x+Ax,y+Ay)=0
bo‘lib, bundan quyidagi ifodani hosil gilamiz:
AF (x,y)=F(x+Ax,y+Ay)-F(x,y)=0. )]

Teoremaning shartidan F (x,y) funksiyaning (x,y) nugtada differen-
sialanuvchi bo‘lishi kelib chiqadi. Binobarin,

AF (x,y) = F/(x,y)Ax+ E/ (x,y)Ay+o-Ax+B-Ay (5
bo‘lib, Ax - 0,Ay -0 da a - 0, B — 0 bo‘ladi.

(4) va (5) munosabatlardan topamiz:

ay _ K(xy)ta
ax  E(xyep’

Keyingi tenglikda Ax — 0 da limitga o‘tsak, u holda
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Fi(x,y)
Fy(x,y)
hosil bo‘ladi. Uy, ((x5,%0)) da F/ (x,y), F; (x,y) xususiy hosilalar

uzluksizva F; (x,y) # 0 bo‘lishidan oshkormas funksiyaning hosilasi

ooy H(xy)
¢'(x) =~ vFR;f:\T)

P(x)=y =~

ning (x; -8, x, +8) da uzluksiz bo‘lishi kelib chigadi. »
4- misol. Ushbu
F(x,y)=¢€ +ysinx-x’+7=0

tenglama (2, 0) nuqtaning atrofida y ni x ning oshkormas funksiyasi
sifatida aniqlashi va bu oshkormas funksiyaning hosilasi topilsin.

<« Ravshanki,
F(x,y)=e’ +ysinx-x'+7
funksiya R? da aniglangan va uzluksiz. Binobarin, u (2, 0) nugtaning

atrofida uzluksiz, F(x,y) funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha
bo‘ladi:

E)F(x,y)_ a ¥ . 3 _ 3 2

,_qa_x»w_gi( +ysinx —x* +7)= ycosx -3x?,

aF(X»}’) d y : 3 :

= (e -x+7)=¢" +sinx.
5 ay( +ysinx-x*+7)

Demak, F(x,y) funksiyaning xususiy hosilalari R? da, jumladan,
(2, 0) nuqtaning atrofida uzluksiz.
So‘ngra
9F(2.0) _

e’ +sin x
5 ( n x)

x=2ye0 = 1+8in220

Va nihoyat,
F(2,0)=(e” +ysinx-x*+7),
bo‘ladi. U holda 2- teoremaga ko‘ra

=o=0

=2,y

F(x,y)=¢" +ysinx-x>+7=0
tenglama (2, 0) nuqtaning atrofida y ni x ning oshkormas funksiyasi
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sifatida aniglaydi va bu oshkormas ¢(x) funksiyaning hosilasi quyida-
gicha bo‘ladi:

Fe(x,y) _  ycos x-3x2
Fy(x,y) e’ +sin x

9'(x) = - . >

1-eslatma. Oshkormas funksiyaning hosilasini quyidagicha ham
hisoblasa bo‘ladi:
F(x,y)=0

ni (yo‘zgaruvchi x ning funksiyasi ekanini hisobga olib) differensiallab
topamiz:

Fx’(x’y)+ F;,’(X,y)' y, =0.
Keyingi tenglikdan esa quyidagi ifoda kelib chiqadi:

RO HCRY
Fy)

Aytaylik, F (x,y) funksiya Uy, ((xo,,)) da uzluksiz ikkinchi tartibli
Fh(x,y), E(x,y), Fi(x)
xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. Ma’lumki,

, Fixy)
Y =Ty

Buni differensiallab topamiz:

. (EEY) B xn-(5(xy) E(x)
(F(x)

Agar  (F/(x,9)). = F5 (x, )+ E, (%, 1) ¥, ©)
(F(x,0), = B (x,9)+ F5 (x,9)- ¥/
ekanini hisobga olsak. U holda
(B )+ Ep (e py V) B D~ B2 (x )+ By (x ) ¥) BE(x )
) (£ (o)) )

116



_ Fr(xy) E(x)- B2 (x9) BEOx| B (%0 E(x)- B(x) £(x)] 9

(Fy (x. )
bo‘ladi. Bu ifodadagi y’ ning o‘rniga
_F(xy)
F(x,y)
ni go‘yib, oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi uchun
quyidagi formulaga kelamiz:

X
£’

2-eslatma. Oshkormas funksiyaning yuqori tartibli hosilalarini
quyidagicha ham hisoblasa bo‘ladi. Yuqorida

F(x,y)=0

”

2F,-Fy-Fl,-F} F—F( Fp
y'= :

ni dfferensiallab,
F/(x,y)+ E/(x,)-y =0
bo‘lishini topgan edik. Buni yana bir marta differensiallab topamiz:
[Ex )+ E(x»-y] =
=(F,0), +Y (E(x ) + E(xy- ¥ =0.
Agar (6) munsabatlardan foydalansak, keyingi tenglik ushbu
F5(x,y)+2F5(x,y)- ¥ + F5 (x,9) y? + F(x,3)-y"=0
tenglikka keladi. Undan esa
. Fo (x y)+2 F5, (x,y) ¥+ Fa (x, y) )/2

bo‘lishi kelib chigadi.
5- misol. Ushbu

F(x,y)=xe" +ye* -2=0

tenglama bilan aniglanadigan oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli
hosilasi topilsin.
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« Differensiallab topamiz:

(F(x,y)); = (xe’ + ye* —2); =0,

e’ +ye* +(xe” +e*)-y' =0, (7
. e +ye”
T taxe? ®)

Endi (7) ni yana bir marta differensiallaymiz:

ey +ye’ +yet vy +xe’y’-y'+xe’ -y +y'et +yet =0.
Keyingi tenglikdan

P_ 28’y y+xe’ yP i yet

yo= xe¥ +e* i
bo‘lishi kelib chigadi. Bu tenglikda y’ ning o‘rniga (8) da ifodalangan
giymatini qo‘yib, oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi
topiladi. >

Mashglar
1. Ushbu Y +y-x=0
tenglama bilan aniglangan oshkormas funksiyaning grafigi yasalsin.
2. Ushbu x’ =y*, (xzy)

tenglama bilan aniqlanadigan y = ¢(x) oshkormas funksiyaning y’
va y” hosilalari topilsin.
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14-BOB
FUNKSIONAL KETMA-KETLIK VA QATORLAR

65- ma’ruza

Funksional ketma-ketliklar va ularning tekis
yaqinlashuvchanligi

1°. Funksional ketma-ketlik va limit funksiya tushunchalari. Aytaylik,
har bir natural n songa £ c R to‘plamda aniglangan bitta f,(x)
funksiyani mos qo‘yuvchi qoida berilgan bo‘lsin. Bu qoidaga ko‘ra

LX), fL(x)s ., f(X), .. Q)

to‘plam hosil bo‘ladi. Uni funksional ketma-ketlik deyiladi. E to‘plam
(1) funksional ketma-ketlikning aniglanish to‘plami deyiladi.

Odatda, (1) funksional ketma-ketlik, uning »- hadi yordamida
{/,(x)} yoki f,(x) kabi belgilanadi. Masalan,

n+l 2 3 n+l
X)=——= . ———= 3 Ty sy T Ay
Jn(x) n+x? T 1+x? 7 24x? n+x?
/,(x) =sin ‘;f : sin -'i— sin \/2— .., SIn —: > e

lar funksional ketma-ketliklar bo‘ladi va ularning aniglanish to‘plami
mos ravishda

E =R, E=][0,+)
bo‘ladi. Ravshanki, x o‘zgaruvchining biror tayinlangan x = x, € E
giymatida ushbu

{fn (xo)}3 fi(xo)s o (%0)s s fu (X0)s -
sonlar ketma-ketligiga ega bo‘lamiz.

1- ta’rif. Agar {f,(x,)} sonli ketma-ketlik yaqginlashuvchi (uzoqla-
shuvchi) bo‘lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik x = x; nugtada yaqin-
lashuvchi (uzoqglashuvchi) deyiladi. x, nugta esa bu funksional ketma-
ketlikning yagqinlashish (uzoqlashish) nugqtasi deyiladi.

2-ta’rif. {f(x)} funksional ketma-ketlikning barcha yaqinlashish
nugqtalaridan iborat £, < F'to‘plam {f,(x)} funksional ketma-ketlikning
yaginlashish to ‘plami deyiladi.
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Masalan, ushbu

f(x)=x"1x,x*,x3,...,x",...

funksional ketma-ketlik aniglanish to‘plami £ = Rbo‘lib, u Vx e (-1,1]
nuqtada yaqinlashuvchi, xe R\ (~1,1] da uzoqlashuvchi bo‘ladi.
Demak, ketma-ketlikning yaqginlashish to‘plami £, = (—1, 1] bo‘ladi.

Faraz qilaylik, {f,(x)} funksional ketma-Kketlikning yaqinlashish
to‘plami E; (E, e R) bo‘lsin. Ravshanki, bu holda har bir xe E; da

H ), /(%) s fu (X)), o

ketma-ketlik yaqginlashuvchi, ya’ni
lim £, (x)
N300

mavjud bo‘ladi. Endi har bir xe E'ga lim f, (x) ni mos go‘ysak, ushbu
n—oo

fix - lim f,(x)
funksiya hosil bo‘ladi. Bu f(x) funksiya {f,(x,)} funksional ketma-
ketlikning limit funksiyasi deyiladi:
lim £,(x) = f(x), (xe E)-

Bu munosabat quyidagini anglatadi: ixtiyoriy € > 0 son va har bir
x € Eyuchun shunday natural n, = n, (g, x) son topiladiki, ixtiyoriy
n > n, da

\fn(x) - f(x)| <€,
ya’ni
Ve>0, Iny =ny(e,x)e N, Yn>nr: |f(x)- f(X)|<e
bo‘ladi.

1- misol. Ushbu Jf,(x) = nsin g
funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin.

« Berilgan funksional ketma-ketlik E = [0,+) da aniglangan.
Uning limit funksiyasi

Jx sin[f
f(x) =lim £, (x) = lim nsin *= = lim n_.Jfx =Jx
n—eo N0 n Neyoo —\/E
n
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bo‘ladi. Demak, funksional ketma-ketlik £ = [0, +o<) da yaqinlashuv-
chi va

limnsin—‘/ng =Jx.»
2- misol. Ushbu [(x)=x"
funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin.
<« Bu funksional ketma-ketlik £ = R da aniglangan. Ravshanki,

Vx € (I,4e0) da lim £,(x) = lim x" = 4,
vxe (-1,1) da },iglf"(x) ='11i~)rr3°x" =0,
x=1da 'l,i_rilcf,,(x):'l,i_r)l}ol:l,
Vx € (—,-1) da ll_r)ll /fn(x) mavjud emas.
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik F, = (-1,1] da yaqinlashuv-

chi bo‘lib, uning limit funksiyasi

0, agar ~1<x <1 bo'lsa,
1, agar x=1 bo‘lsa

f(x)=limx" ={
bo‘ladi. »
3- misol. Ushbu

£,(x)=r (&x -mx), (x>0)

funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin.
<« Berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi quyida-
gicha topiladi:

1 1
S0y = lim (£, (x0)) = lim n* (&x - "¥x) = lim (x; —x"—*‘)=

oo

1 ( 11 ) 2 L A
. — | . —  xn+n_
= lim w2 xm1 \x7 71 _1) = lim xn+l =Inx. P
n—ow nowe n?4n 1
n2+n
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2°. Funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashuvchanligi. Faraz

qilaylik, {/,(xo)}:
H(x)s f(X)s ey fr(X), -
funksional ketma-ketlik £ to‘plamda yaginlashuvchi (ya’ni yaginla-
shish to‘plami £;) bo‘lib, uning limit funksiyasi f(x) bo‘lsin:
lim f,(x) = ().
Ma’lumki, bu munosabat
Ve>0, 3y =n(e,x)e N, Vu>n: |f(x)- f(x)|<e

bo‘lishini anglatadi. Shuni ta’kidlash lozimki, yuqoridagi natural »,
sof ixtiyoriy olingan € > 0 son bilan birga garalayotgan xe £, nuqtaga
ham bog‘liq bo‘ladi (chunki, x € E, ning turli giymatlarida ularga
mos ketma-ketlik, umuman aytganda, turlicha bo‘ladi). -

3- ta’rif. Agar Ve >0 son olinganda ham shu € > 0 gagina bog‘lig
bo‘lgan natural ny, = 5, () son topilsaki, Vn > n, va ixtiyoriy xe E, da
f(x)-f(x)<e

tengsizlik bajarilsa, ya’'ni
Ve>0, 3my =my(e)e N, Vn>ny, Vxe Ey: |f,(x)~ f(x)|<e

bo‘lsa, {f,(x;)} funksional ketma-ketlik £, to‘plamda f(x) ga tekis
yaginlashadi (funksional ketma-ketlik E, to‘plamda tekis yagqinla-
shuvchi) deyiladi.

Shunday qilib, {f,(x;)} funksional ketma-ketlik £, to‘plamda f(x)
limit funksiyaga ega bo‘lsa, uning shu limit funksiyasiga yaginalishish
ikki xil bo‘lar ekan:

1) Ve>0, 3m =n(e,x)e N, Vn>n: |f ()~ f(x)|<e

bo‘lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik £; da f(x) ga yaqinlashadi
(oddiy yaginlashadi). Bu holda

fn(X)%f(X), (XE EO)
kabi belgilanadi.

2) Ve>0, Im =n(e)e N, Vu>n,Vxe K [f,(x)- f(X)|<e
bo‘lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik £; da f(x) ga tekis yaginlashadi.
Bu holda

LX) ZF(X), (xe Ey)
kabi belgilanadi.
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7

N

0 X

.

29- chizma.

Ravshanki, {f,(x)} funksional ketma-ketlik £, to‘plamda f(x)
funksiyaga tekis yaginlashsa, u ushbu to‘plamda f(x) ga yaqinlashadi:

SO0 = L0 5 S0, (xe ).

Aytaylik, So(xX)3f(x), (x€ Ep)
bo‘lsin. Bu holda Vn > n, va Vxe E; da

o (X) = f(x)| <€, ya'ni f(x)-e< f(x)< f(x)+e

bo‘ladi. Bu esa {f (x)} funksional ketama-ketlikning biror hadidan
boshlab, keyingi barcha hadlari f(x) funksiyaning «g-oralig‘i»da
butunlay joylashishini bildiradi (29- chizma)

4- misol. Ushbu

£, (x) = sinnnx

funksional ketma-ketlikning R da tekis yaqinlashuvchanligi ko‘rsatilsin.
<« Ravshanki,

sin nx
=0.
n

lim f,(x) = lim
Demak, limit funksiya f(x) = 0.
Agar Ve > 0 son olinganda n, = [1] deyilsa, u holda Vn > n, va
€

Vx e Ruchun
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ARG S

bo‘lishini topamiz. Demak, ta’rifga bmoan

<€

sin sin nx 01

sin nx -0
n

bo‘ladi. P

Faraz qilaylik, {f,(x)} funksional ketma-ketlik £, to‘plamda f(x)
limit funksiyaga ega bo‘Isin.

1- teorema. {f,(x)} funksional ketma-ketlik £, to‘plamda f(x) funk-
siyaga tekis yagilashishi uchun

lim sup| £, (x) ~ £ (x)| = 0
xe £y
bo‘lishi zarur va yetarli.
d Zarurligi. Aytaylik,
L) 2F0), (xe Ey)
bo‘lsin. Ta’rifga binoan
Ve >0, 3ny =m(e)e N, Ya>ny,Vxe Ey: |f,(x)- f(x)|<e
bo‘ladi. Bu tengsizlikdan

sup |/ (x) = f(X)| <€

xe Ey

bo‘lib, undan
fim sup |1, (x) - /()] = 0
bo'lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik
lim sup | £, (x) - f(x)| =

n—ree xe By

bo‘lsin. Limit ta’rifga ko‘ra
Ve>0, dnye N, Vn>n, : suplf(x)—f(x)]<e
bo‘ladi. Ravshanki =
£ (X) = f(3)] < sup | (x) = f(X)].

U holda Vxe Ej uchun
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S (x)-f(x)| <e
bo‘ladi. Bundan

Lo ()3 f(x), (xe Ey)
bo‘lishi kelib chigadi. »

5- misol. Ushbu fo(x)= x2 + Lz
n
funksional ketama-ketlikning £,= R da tekis yaginlashuvchiligi ko‘r-
satilsin.
<« Berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi
F) =1im £,(x) = lim x> + 5 =lx], (xe R)

N0 n-—yoo n

bo‘ladi. Endi sup | f, (x) = f(x)|

ni topamiz:

1
s 1 | r“ _}17 1 ! !
Sup i /x +‘*2 —rxuzsup————;——-—=sup—2—~——-———_=__
xeR | n i xe R 3 1 xeR N 2 1 n
X +-5+x| x
n

r
Demak, limsup ,[x* + Lz —xl=1m® =0
n—e ye R ‘ n n—e N
1
bo'lib, X’ + SRl (xeR)

ifodaga ega bo‘lamiz. P
Eslatma. Agar {f(x)} funksional ketma-ketlik uchun Ec R
to‘plamda

limsup|f, (x) - f(x)|#0
N2 xe £

bo‘lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik £ da tekis yaniqlashishi shart
emas.

Endi funksional ketma-ketlikning limit funksiyaga ega bo‘lishi va
unga tekis yag‘inlashishini ifodalovchi teoremani keltiramiz.
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2- teorema. (Koshi teoremasi.) {f,(x)} funksional ketma-ketlik
E to‘plamda limit funksiyaga ega bo‘lishi va unga tekis yaginlashishi
uchun ve > 0 son olinganda ham shunday ny = ny, € N topilib,
Vn>ny,,Vpe N vaVxe Eda

‘fn+p(x) - fn(x)! <€ >
ya’ni Ve>0, Iny =my(e)e N, Va>n,, Vpe N va Vxe £ da
ey () = ()| <& @
bo‘lishi zarur va yetarli.

o Zarurligi. Aytaylik, Eto‘plamda {f,(x)} funksional ketma-ketlik
limit funksiya f(x) ga ega bo‘lib, unga tekis yaqginlashsin:

[, (x)2f(x), (xe E).
Tekis yaqginlashish ta’rifiga ko‘ra

Ve>0, Iny =my(e)e N, Vk > n,, Ver:gfk(x)-f(x)g<§

bo‘ladi. Xususan, k=n, n>n, va k=n+p, pe N da

) =S <5, Uy ()= f(0) <5

tengsizliklar bajarilib, ulardan
Uniep (X) = £, (X)] = |frrep (X) = £(x) = (£, (x) = f(X))| <

p )= L+ () = f0) <5 +5 =

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, (2) shart o‘rinli.
Yetarliligi. {f,(x)} funksional ketma-ketlik uchun (2) shart bajarilsin.
Uni quyidagicha yozamiz:

ve>0, 3ny =m(e)e N, Va>n,, Vpe N, Vxe E da

g ) = £, ()] < 5 3)

bo‘ladi. ,

Ravshanki, tayin x, € E da {f,(x)} sonlar ketma-ketligi uchun (3)
shartning bajarilishidan uning fundamental ketma-ketlik ekanligi kelib
chiqadi. Koshi teoremasiga ko‘ra {f,(x,)} yaginlashuvchi bo‘ladi. Bino-
barin, chekli
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fim /, (x) @
limit mavjud.
Modomiki, har bir x € E da (4) limit mavjud bo‘lar ekan, u
holda avval aytganimizdek, £ to‘plamda aniglangan
x — lim f,(x), (xe E)

funksiya hosil bo‘ladi. Uni f(x) bilan belgilaymiz. Bu funksiya {f,(x)}
funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi bo‘ladi:

fo(x) > f(x), (xeE).
Endi (3) tengsizlikda n va x lami tayinlab (7 > ny, xe E) p >« da
limitga o‘tamiz. Natijada

|f(x) = f, (%) < ~<€
hosil bo‘ladi. Bu quyidagicha bo‘lishini blldiradi:
[, (x) 3 f(x), (xe Ey). P
6- misol. Ushbu

In nx
Ja(x) = N

funksional ketma-ketlik £ = (0,1) to‘plamda tekis yaginlashuvchan-
likka tekshirilsin.
4 Agar ixtiyoriy ke N uchun

e 11
n=k, p=k=n, x = =
deyilsa,
1 1 In2 2
frep = G = (1) - £ (3) = T - 1‘ — ¢,
bo‘ladi. Demak,
30_¥\7’k eN, 3n2k, Ipe N,
= L€ (0,1): Sy ()= £ (3] 2 6.

Bu esa yuqoridagi teorema shartining bajarilmasligini ko‘rsatadi.
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik £=(0,1) da tekis yaginla-
shuvchi emas. »
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Aytaylik, {f,(x)} funksional ketma-ketlik £ to‘plamda yaginlashuv-
chi bo‘lib, f(x) funksiya uning limit funksiyasi bo‘lsin:
fu(x) > f(x), (xe E).
Agar
Jey, >0, Vke N, 3n>k, 3Ix' e E: fn(x*)—f(x*)lzs0

bo‘lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik £ to‘plamda f(x) funksiyaga
notekis yaginlashadi deyiladi.

7- misol. Ushbu S, (x) =nsin ;},;

funksional ketma-ketlik £= (0, 1) da tekis yaqginlashuvchanlikka tek-
shirilsin.
]
Sin— 1

.. . . . ) .
« Ravshanki, lLim f (x)=limasin — = lim - /% = _.
n—yoo n—eo nx o Lo

nx
Demak, berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi f(x) = i
bo‘ladi.

Aytaylik, x° =% bo‘lsin. U holda

£, (x") = F(xD)

munosabat ixtiyoriy ne N da o‘rinli bo‘ladi.

=|nsinl - nl 21 -sinl = ¢,

Demak, f,(x) = nsin% funksional ketma-ketlik limit funksiya

fx)= % ga E=(0, 1) da tekis yaginlashmaydi. p>

3°. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikning xossalari.
Tekis yaginlashuvchi funksional ketma-ketliklar qator xossalarga ega.
Bu xossalarni keltiramiz.

Aytaylik, {f,(x)}:
SH(x)s f[1(x), s fr(x), ..
funksional ketma-ketlik £c Rto‘plamda yaginlashuvchi bo‘lib, f(x)
uning limit funksiyasi bo‘lsin:

fa(x) = f(x), (xe E).
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1- xossa. Agar {f,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir f (x),
(n=1,2,3,...) hadi F to‘plamda uzluksiz bo‘lib,

f,(x) 2 f(x), (xeE)

bo‘lsa, limit funksiya f(x) shu F to‘plamda uzluksiz bo‘ladi. Demak,
bu holda

lim (lim fu (t)) = 'l’ll’E (}mxl fy (t))

I-5x \n—eo

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
2- xossa. Agar {f,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir £, (x),
(r=1,2,3,...) hadi E=[a,b] da uzluksiz bo‘lib,
fr(x) 3 f(x), (xela,b])

bo‘lsa,
b o
lim [ £, (x)ax = [ f(x)dx

bo'ladi. Demak, bu holda
b b
lim [ £, (x)dx = j(nmf,,(x))dx

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
3- xossa. Agar {f,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir £ (x),

(n=1,2,3,...) hadi E=[a,b] da uzluksiz f,(x), (n=1,2,3,...) hosi-
lalarga ega bo‘lib,

£1(x) 3 o(x), (xela,b])

bo‘lsa,
o(x) = f'(x)

ga ega bo‘lamiz.

Shu kabi xossalarga keyinroq o‘rganiladigan tekis yaqginlashuvchi
funksional gatorlar ham ega bo‘ladi. Ayni paytda, ular bir mulohaza
asosida isbotlanadi. Mazkur xossalarning isbotini funksional qatorlarga
nisbatan keltiramiz.
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Mashglar

1.Ushbu  f,(x) = n( X + % _Jx ) funksional ketma-ketlik

E = (0, +<>o) da tekis yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
2. Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) da uzluksiz f’(x) hosilaga ega
bo‘lib,
1
1,60 =n(f x4 1)/ @)

bo‘lsin. Bu funksional ketma-ketlikning [a,,b ] c (a,b) da f’(x) ga
tekis yaqinlashishi isbotlansin.

66- ma’ruza

Funksional qatorlar va ularning tekis
yaqinlashuvchanligi

1°. Funksional gator va uning yig‘indisi. Faraz qilaylik, £c R
to‘plamda aniglangan

U (x), uy (x), ..., u,(x), ...
funksional ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlik hadlari
yordamida tuzilgan quyidagi

U (x)+ (X)) + .o+ U, (X) + ...

ifoda funksional qator deyiladi va z u,(x) kabi belgilanadi:

n=1
iu,,(x) =u (X)+ U (X)+ ...+ U, (X) + ... ¢
n=1

Bunda £ — funksional gatorning aniglanish to‘plami deyiladi. Masalan,

D Y x =lex+x? +o+x" 4
n=]

b

2) Zne"" =e* +2e** +3 ...+ ne™ +...
n=1
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funksional qatorlar bo‘lib, ularning aniglanish to‘plami £ = (oo, +co)
bo‘ladi. (1) funksional gator hadlaridan ushbu

S, (x) =1 (x),
S, (x) = 4 (x) + uy (x),

...................... (@)

yig‘indilarni tuzamiz. Ular (1) funksional qatorning qismiy yig ‘indilari
deyiladi. Demak, (1) funksional gator berilgan holda har doim bu
qatorning (2) qismiy yig‘indilaridan iborat {S,(x)}:
S,(x), S, (x), ..., S, (x), ...
funksional ketma-ketlik hosil bo‘ladi. Ravshanki, x = x, € E nugtada
{S,(%)} sonlar ketma-ketligi bo‘ladi. '
I-ta’rif. Agar {S,(x;)} yaqginlashuvchi (uzoglashuvchi) bo‘lsa,

Z”n (x) funksional qator x =x, nuqtada yaginlashuvchi (uzoqla-

n=1

shuvchi) deyiladi, x; nuqta funksional qatorning yaginlashish (uzoq-
lashish) nuqtasi deyiladi.

2-ta’rif. Z u, (x) funksional qatorning barcha yaginlashish nuq-

n=1

talaridan iborat E c E, to‘plam, Zu,,(x) funksional gatorning

n=t

yaginlashish to ‘plami deyiladi. Bu holda Zu,,(x) funksional gator

n=|
E, to‘plamda yaqinlashuvchi deb ham yuritiladi.
Agar E; to‘plamda ushbu

oo

Z}u,, ()| = |y (X)) + juy ()] + ... + [, (X)) + ...

n=1

gator yaqinlashuvchi bo‘lsa, 2 u, (x) funksional qator E; da absolut
n=l

yagqinlashuvchi deyiladi.
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3- ta’rif. Zu,,(x) funksional qatorning qismiy yig‘indilaridan
n=1

iborat {.S,(x)} ketma-ketlikning limit funksiyasi S(x):
S, (x) > S(x), (xe E),

Z u, (x) funksional qator yig ‘indisi deyiladi va quyidagicha yoziladi:

n=1

S, (x) = S, (xe Ey).
n=1

1- misol. Ushbu Zx"" =l+x+x> 4. +x" 4
n=1

funksional gatorning yaqinlashish to‘plami va yig‘indisi topilsin.

<« Berilgan funksional gatorning aniglanish to‘plami £ = Rbo‘ladi.
Qatorning gismiy yig‘indisini topamiz:

1-x"

S, (x)=l+x+x>+..+x"1 =31«
n , agar x=1.

, agar x =1

Ravshanki, n —  da S,(x) ning limiti x ga bog‘liq bo‘ladi:

a) xe(-1,1) da 1imS,,(x)=1im(L_x_")=L-

o\ l=x 1-x l-x’
b) xe[l,+e) da limS,(x)=c;
d) xe (—,-1] da lim S, (x) mavjud emas.
Demak, berilgan funksional qatorning yaqinlashish to‘plami
Ey=(—1, 1) bo‘lib, yig‘indisi
S(x) = ——
1-x

ga teng bo‘ladi.

oo

2- misol. Ushbu Z

n=1

n
JW funksional qatorning yaqinlashish to‘p-

1+x
lami topilsin.
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<« Sonli qgatorlar nazariyasidagi Dalamber alomatidan foydalanib
topamiz:

lim”‘";l(f‘_), =k o T x(1ex?")|
"_’”i un(x) { n—oes ]+x2”*2 ]+x2" H—yoo 1+x2n+2 ’
- |x(tex2)
a) xe (~1,1) da ,l,l_r,ll T T |x].

Bu holda berilgan funksional gator (—1,1) da yaginlashuvchi
bo‘ladi.

b) x e (—o,-1)u(l,+=) da

. x(1+x27) . xdmlox 1

lim|~—i=lim|=~—— | =|--

n-—yoo ]+x2"+2 N-yo0 _1_" 1 X
x2n+2

bo‘lib, funksional gator xe (~e,~1)U(1,+e) da yaginlashuvchi
bo‘ladi.

d) x = +1 da berilgan funksional gator mos ravishda ushbu

oo

= 1\
Z;_’ 2{(;)
=

n=1

sonli qatorga aylanadi va ular uzoglashuvchi bo‘ladi.
Shunday qilib, qaralayotan funksional gatorning yaginlashish
to‘plami
Ey = R\ {-1,1} = (o0, = 1) U(-1,1) U (1, +e)
bo‘ladi. »
2°. Funksional qatorning tekis yaginlashuvchanligi. Aytaylik,

iu,,(x) = U (xX)+ Uy (X)+ ..+ u, (X)) + ...
n=1

funksional qator E, to‘plamda yaqginlashuvchi (ya’ni qatorning yaqin-
lashish to‘plami E;) bo‘lib, yig‘indisi S(x) bo‘Isin:

S, (x) » S(x), (xe Ey), 3)
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bunda S, (x) =y (x) +u, (x) + ... + u,(x) . (3) munosabat

Ve>0, Vxe Ey, Ing=m(e,x)e N, Vn>n: |S,(x)-S(x)<e€
bo‘lishini anglatadi.
4- ta’rif. Agar E, to‘plamda
S,(x) 3 S(x), (xe E)
ya’ni
Ve>0, 3nyg=m(e)e N, Vn>ny, Vxe Ey: |S,(x)-S(x)<¢e

bo‘lsa, z u, (x) funksional gator £ to‘plamda tekis yaqinlashuvchi
n=1
deyiladi. Agar
r,,(X) = S(X) - S,,(X)
deyilsa, funksional gatorning £, to‘plamda tekis yaqinlashuvchanligini
quyidagicha
r,(x)30, (xe E).
va’ni
ve>0, 3nm =micic N, Van>ny, Vxe E; |r(x)<e

ko‘rinishda ta’riitash mumkin bo‘ladi. Shunday qilib,

iu,,(x) =u(X)+ Uy (X)+ . +u,(x)+ ..
n=1

funksional gator, uning qismiy yig‘indisi
S, (x)=u (x)+u (x)+...+u,(x)
va yig‘indisi S(x) uchun
S, (x) > S(x), (xe Ey)
bo‘lsa, funksional qator £, da yaqginlashuvchi;
S,(x) 3 S(x), (xe £E)
bo‘lsa, funksional qator E; da tekis yaqginlashuvchi bo‘ladi.
1- teorema. iun (x) funksional qator E;, da gator yig‘indisi

n=1

S(x) funksiyaga tekis yaginlashishi uchun
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lim sup |, (x) - S(x)| =

noes xe £y
ya’'ni
lim sup |, (x)| =
n—re xe £y

bo‘lishi zarur va yetarli.
<« Bu teoremaning isboti ravshan (qaralsin, 65- ma’ruza, 1-teo-
rema.)

- 1

3- misol. Ushbu z (x L n)Tf{?fff)

funksional gatorning [0, +e) da tekis yaginlashuvchi bo'lishi isbot-
lansin.

<« Berilgan funksional gatorning gismiy yig‘indisini hisoblab, so‘ng-
ra yig‘indisini topamiz:

S,(x) = + L +o+ .

- (x+l)(x+2) (x+2)(x+3) (x+n)(x+n+1) =
( 1 1 ) ( 1 ] ) ( 1 1 ) 1 1
= - —}+|—= -]+ e
x+l  x+2 x+2 x+3 x+n  x+n+l x+l  x+n+l
1 1 1
th (x)—ll-r}l(xﬂ xfn*:l)_ x+1°
Demak, S(x) = J,l_ .

Uholda S, (x)=S(x)= +—--L___L 1 yoqp,

x+1 x+nel x4+l x+n+l
sup 1S, (x) = S(x)| = —

ga ega bo‘lamiz. Keyingi tenglikdan
lim sup {S (x)-S(x)| =

N xe [0, +o0)

bo‘lishi kelib chiqadi. 1- teoremaga ko‘ra berilgan funksional qator
[0, +e0) da tekis yaginlashuvchi. »
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Eslatma. Agar lim sup [S,(x)-S(x)=0

N xe[0, +o0)

bo‘lsa, z u, (x) funksional qator E; da tekis yaginlashuvchi bo‘lishi
n=l1
shart emas. Masalan,
Zx”“ =l+x+x +..+x" 4+
n=1
funksional gatorning (—1,1) da yaqinlashuvchi, yig‘indisi
S(x)=-1-
1-x
bo‘lishini ko‘rgan edik. Bu funksional gator uchun

lim sup |S,(x)- S(x)| = lxm sup

R _jex<] —]<x<l

bo‘ladi. Demak, funksional gator (—1,1) da tekis yaqmlashuvchi emas.
Faraz qilaylik,

= +4o0o
x

iun(x) = (X)+ Uy (X)+ ..+ u,(x)+...
n=1

funksional gator to‘plamda berilgan bo‘lsin.

2- teorema. (Koshi teoremasi.) 2 u, (x) funksional gator E£to‘p-
n=]

lamda tekis yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun
ve>0, Iny =my(e)e N, Vn>n,, Vpe N, Vxe E da

[Snap (X) = S, (O] =ty (%) + 15 (X) + oo+ Uy, , (X)] < €
bo‘lishi zarur va yetarli.
Bu tenglamaning isboti 65- ma’ruzadagi 2- teoremadan kelib chigadi.
3°. Funksional gatorlarning tekis yaqinlashuvchanlik alomatlari.
a) Veyershtrass alomati. Aytaylik, E to‘plamda

iu,,(x)=u,(x)+u2(x)+...+u,,(x)+... @
n=1

funksional gator berilgan bo‘lib,
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1) Vne N, Vxe E da |u,(x)|<C,

2) ZC,, =C, +C, +...+C, +... sonli qator yaqinlashuvchi bo‘l-
n=1
sin. U holda (4) funksional gator E to‘plamda tekis yaginlashuvchi
bo‘ladi.
< 1- shartga ko‘ra Va > n,, Vpe N va Vxe E uchun

1un+1 (x) + Upir (X) +...+ Upip (X)‘ < 1 n+l (x)l + !un+2 (X)I tet ' n+p (x)‘ s
SCy+Cpy+ ..+ Gy,

bo‘lib, 2- shartdan, ya’ni ZC,, gatorning yaginlashuvchanligidan

n=|
Koshi teoremasiga binoan
Ve >0, 3ny =ny(e)e N, Vn>ny, Vpe N da
Cog +Cpp +..+Cpp <€
bo‘ladi. Demak,

|u,,+1 (X) + Uy (X) + .o+ Uy, (X) <.

Yuqoridagi 2- teoremaga ko‘ra 2 u, (x) funksional qator £to‘plamda

n=1

tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. p

xsmx

4-misol. Ushbu Z

— funksional qator tekis yaqginla-
1+ (1+nx?)

shuvchanlikka tekshmlsm.
« Berilgan qatorning aniglanish to‘plami £ = (—oo,4e) bo‘lib,
uning umumiy hadi

xsin x
, (n= )

e ) = e e Vi+n? (1+nx2

bo‘ladi. Ravshanki,

Juy ()| =

xsin x ‘ x|
\/l+n2 (1+n)| J1+m (tenx?)”
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Endi Vx € (~o0,4) uchun

L
1+nx? \/_
bo‘lishini €’tiborga olib topamiz:
| I !

< <
\/l+n2 (1+nx?) 2\/n(1+n2) 2232 -
Demak, berilgan funksional qatoming hadlari uchun

Iy (x)] < 3/2

oo

bo‘ladi. Ma’lumki, ),

n=t 1

1 . . .
377 qator yaginlashuvchi. Binobarin, Veyer-

shtrass alomatiga ko‘ra berilgan funksional gator (—oe,+<) da tekis
yaginlashuvchi bo‘ladi.

Funksional gatorlarning tekis yaqinlashishini ifodalovchi keyingi
alomatlarini isbotsiz keltiramiz.

b) Dirixle alomati. Aytaylik, £< R to‘plamda aniqlangan u,(x)
va v,(x). (n=1,2,3,...) funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin:

1) Vxe Eda {u,(x)} ketma-ketlik monoton;

2) {u,(x)} funksional ketma-ketlik £da O ga tekis yaqinlashuvchi:

u,(x) 20, (xe E);
3) shunday Ce R mavjudki, Vne N, Vxe Eda

[0 (X) + 0y (X) +... 40, ()] = ka (x) <C.

P
U holda Y, (x) - v, (%)
=1

funksional gator F to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

. sin x-sin nx
5-misol. Ushbu Z d

funksional qator £ = [0, +oo) da tekis yaqinlashuvchiligi isbotlansin.
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« Aytaylik,
1
U, (x) = Nk
bo‘lsin. Bu funksiyalar uchun Dirixle alomatidagi uchta shart baja-
riladi. Haqgiqatan ham,

v, (x) = sin x - sin nx

1
vn+x

11 _ nitex—Jnex 1 -
Jntx  Anilax o Anexdnilix Jr+x)(n+14x) (Vnt Lo x +3n+x)

bo‘lganligidan, uning kamayuvchiligi kelib chigadi;

1) Vxe F da u,(x)= uchun

>0

2) Ravshanki, u, (x) = \/nl+—x < % n— e da % 50.
Demak, u,(x) 2 0, (xe E).
3) Bu holda
& N . xl. nmx . n+l |
vak(X) = kz:}smxsmkx = 2lcos Eilsm 5 -sin - xi <2
bo‘ladi.

Dirixle alomatiga ko‘ra berilgan funksional qator £ = [0,+ec) da
tekis yaqinlashuvchi. »

d) Abel alomati. Aytaylik, £c R to‘plamda aniglangan u,(x) va
v, (x), (n=1,2,3,...) funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin:

1) Vxe Eda {u,(x)} ketma-ketlik monoton;

2) shunday Ce R topiladiki, Yre N, Vxe E da

u,(x)|<C;
3) Z v,(x) funksional qator E to‘plamda tekis yaqinlashuvchi.

n=1

U holda
3 by (x) -0, (x)
n=1

funksional gator to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.
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oo _1)n+l "
6- misol. Ushbu y e«

h
n=1

funksional qatorming £=[0, 1] da tekis yaginlashuvchi ekanligi isbotlansin.

n+l
<« Avtaylik, u, (x) = x", v,,(x)=(—_l—n)——, (xe[0,1])

bo‘lsin. Bu funksiyalar uchun Abel alomatidagi uchta shart bajariladi
(bu ravshan). U holda Abel alomatiga ko‘ra berilgan funksional qator
[0, 1] da tekis yaqginlashuvchi bo‘ladi. P

Mashgqlar

1. Agar zu,,(x), (x € FE) funksional qator E to‘plamda tekis
n=|
yaginlashuvchi bo‘lsa, {u,(x)} funksional ketma-ketlikning £'to‘plamda
0 ga tekis yaginlashishi isbotlansin.

0o n+l
2. Ushbu Z (1) arctg nx, (xe R) funksional qator R da tekis
n=}

n+x2

yaqinlashuvchi ekanligi isbotlansin.

67- ma’ruza
Tekis yaqinlashuvchi funksional gatorlarning xossalari

1°. Funksional qator yig‘indisining uzluksizligi. Faraz qilaylik,
Ec Rto‘plamda

iun(x) = U (x)+ Uy (X)+ ...+ u,(x)+... 1)

n=1
funksional qator berilgan bo‘lib, uning yig‘indisi S(x) bo‘lsin.
1- teorema. Aytaylik, (1) qator ushbu shartlarni bajarsin:
1) qatorning har bir u,(x), (n=1,2,3,..) hadi E to‘plamda
uzluksiz;

2) Z u, (x) qator E da tekis yaginlashuvchi. U holda funksional
n=1
qatorning yig‘indisi S(x) funksiya E to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.
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4 Aytaylik, x, € E,
S, (x) = (x)+uy (x) + ...+ u,(x)
bo‘lsin. Teoremaning 2- shartiga ko‘ra

S,(x) 2 S(x), (xe E)
bo‘ladi. Ta’rifga binoan

ve >0, Iny=ny(e)e N, Vn>n, va Vxe E da

1S, (x) - S(x)| < § : )

jumladan, 1S, (%) = S(x)] < % 3)

tengsizliklar bajariladi.
Ravshanki, (2) va (3) tengsizliklar » ning n, dan katta biror
muayyan », giymatida ham o‘rinli bo‘ladi:

S (x) = S(x)[ <3, )

S (x) = S(x0)] < 3. (3)
Teoremaning 1- shartidan va chekli sondagi uzluksiz funksiyalar
yig‘indisi yana uzluksiz bo‘lishidan
Sy (X) = (x) + 14y (x) +... + Uy, (X)
funksiyaning E to‘plamda uzluksiz ekanligi kelib chigadi. Demak, S, m (X)
funksiya x = x; da uzluksiz. U holda, ta’rifga binoan ve >0, 38 = (¢) > 0,
Ix — Xo| < & tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha xe E da

[y () = 8,y (x0)] < 5 @
bo‘ladi. Yuqoridagi (27, (3") va (4) tengsizliklardan foydalanib topamiz:

S(x) =8 (%) = [(S(x) = Sy (X)) +(Sy () =8, (%)) +(S, (x0) -5 (%)) <

<[00 = S, ()| +]8, () =S, (x0) +[S, (x0) =S (x) <5 +3+5 =€

Bu esa S(x) funksiyaning x, nuqtada uzluksiz bo‘lishini bildiradi.
Modomiki, x, nugta £ to‘plamning ixtiyoriy nuqtasi ekan, S(x)
funksiva £ to‘plamda uzluksiz bo‘ladi. P
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Yugqorida keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda uning
tasdig‘ini quyidagicha ifodalash mumkin:

I =3[ 1 .
Jim 3,00 = 3l 10

2°. Funksional qatorlarni hadlab integrallash. Faraz qilaylik, {a, b]
segmentda

Zu,,(x):u,(x)+uz(x)+...+u,,(x)+... 5)
n=1
funksional gator berilgan bo‘Isin.
2- teorema. Aytaylik, (5) qator quyidagi shartlarni bajarsin:
1) qatorning har bir u,(x), (n=1,2,3,...) hadi [a, b] segmentda
uzluksiz;

2) Z u,(x) qator [a, b] segmentda tekis yaqinlashuvchi;

n=1

3) iu,,(x) =5(x).
n=1

U holda i]c'u,,(t)dt = ]iul ()dt + juz Hdr + ...
n=l g a a

qator [a, b] da yaginlashuvchi va

S [ 0de = [ Sy, (xe [a,b)
n=l g

bo‘ladi.
4 Berilgan funksional qatorning gismiy yig‘indisi

S, (X)) =u (X)+uy (x) + ... + 14, (X)

ni olamiz. U holda teoremaning 2- va 3- shartlariga ko‘ra
S, (x) 3 S(x), (xel[a,b])

bo‘ladi. Tekis yaginlashish ta’rifiga binoan Ve > 0, 3n, = ny(e)e N,
Vn > n, va Vte [a,b] da
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S, (1) = S(0)] < 5=

tengsizlik bajariladi.
Teoremaning 1- shartidan hamda yuqorida isbot etilgan 1- teorema-
dan foydalanib

Iu,,(t)dt, (n=1,2,3,..); jS(t)dt

integrallarning mavjudligini topamiz. Ushbu

zju (1)dt = ju,(t)dt+ju2 (£)dr +.. +ju (dt + ..

n=l 4 a a a

funksional gatorni garaymiz. Bu gatorning qismiy yig‘indisi

c,(x) = ZJuk (r)dt, (xela, b))

k=17
bo‘lsin. Ravshanki,

ijuk ()dt = I[Z uk(t)]dt
k=17

2 k=1
Demak, c,(x) = IS,, (t)dt.
Endi Y [u(ar

n=1 4

funksional qatorning [a, b] da tekis yaginlashuvchi ekanligini ko‘rsa-
tamiz. Quyidagi

c,,(x)—]S(t)dt

ayirma uchun

]C-S,,(t)dt - jS(t)dt <

o, (x) - TS(t)dt =

sj.|S,,(t)—S(t)|dt< (x-a)<e

a'——.k
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bo‘ladi. Demak,

o, (x) 3j S(t)dt, (xe[a,b)).

Bu esa iJ.u,,(t)dt

n=l g

funksional qatorning [a,b] da tekis yaginlashuvchi va

'LMS

j (t)dt = jS(t)dt
bo‘lishini bildiradi. P

Keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda teoremaning tasdi-
g‘ini quyidagicha ifodalash mumkin:

i]uk ()t = j(i uk (t))dt.

k=175 w k=l

3°. Funksional qatorlarni hadlab differensiallash. Faraz gilaylik,
[a, b] segmentda

iun(x) =u(x)+ U (x)+...+u,(x)+.. 6)
n=l|

funksional gator berilgan bo‘lsin.
3- teorema. Aytaylik, (6) funksional gator quyidagi shartlarni bajarsin:
1) Qatorning har bir u,(x), (n=1,2,3,...) hadi [a, b] segmentda
uzluksiz u) (x), (n=1,2,3,...) hosilaga ega;
2) Ushbu

iu,’,(x) = U (X)+ Uy (X) + ..+ Uy (X) + ...
n=1

funksional gator [a, b] da tekis yaginlashuvchi;
3) x; € [a, b] nugta mavjudki, bunda

iu,,(x) =1 (X)) + Uy (Xp) +oo + U, (X)) + ..
n=|
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M o AR

qator yaqginlashuvchi. U holda

a) Z u, (x) funksional gator |a, b] da tekis yaginlashuvchi;

n=1

b) bu gatorning yig‘indist

S(x) = Xu,,(x)

n-1

{a, b] da uzluksiz S’(x) hosilaga ega;

d) S'(x) = Y u,(x) bo'ladi.
n=1

< Ushbu D uy(x)

n=]

gatorning yig‘indisini 6(x) bilan belgilaylik:

o(x)= 3w, (x). %
n=1

Bu qator tekis yaginlashuvchi va har bir hadi |a, ] da uzluksiz.
Yuqgorida keltirilgan 2- teoremaga ko‘ra (7) ni hadlab integrallash
mumkin:

j o(x)dx = i -\[ u,(x)dx,

Xy n=1 x,

bunda x, € [a,b], x € [a.b]. Ayni paytda,

D j u'(x) funksional gator [a, b] da tekis yaginlashuvchi.
n=| \
Ravshanki, J. u,(x)dx = u, (x)~ u,(x) .

Demak, Z(u,,(x) - u,(xy)) qator |a, b] da tekis yaqinlashuvchi.

n=l1
Shartga ko‘ra
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3 1, (%)
n=1

gator yaginlashuvchi (uni {a, b] da tekis yaginlashuvchi deb qarash
mumkin). Shunday qilib

i(“n(x)—u,,(xo)), iun(xo)

n=1 n=1
qatorlar [a, b] da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Bundan esa bu gator-
larning yig‘indisi bo‘lgan
Y u, (x)
n=l

funksional qatorning [a, b da tekis yaginlashuvchi ekanligi kelib chi-
gadi. Shuni e’tiborga olib topamiz:

X

[otde =3 (0 - 1,(%)) = T, (0 - 3 1,(3) = S0 - S%).
n=1 n=1

Xy n=1
o(x) funksiya har bir hadi uzluksiz, o‘zi tekis yaginlashuvchi
D Uy (x)
n=1

qatorning yig‘indisi bo‘lgani uchun 1-teoremaga ko‘ra, |a,b] da
uzluksiz bo‘ladi. U holda keyingi tenglikdan

o(x) = (S(x) - §(x,)) = 5(x)
bo‘lishi kelib chiqadi. Demak,

Y u, (%)
n=1

gator yig‘indisi uzluksiz hosilaga ega va

S'(x) =Y u; (x)
n=1
bo‘ladi. »
Bu keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda uning tasdig‘ini
quyidagicha yozish mumkin:
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;i[gun(x)) > (44, 00).

n=1

(n+l)(n+x)

1- misol. Ushbu ZIn WGl ) (0 € x € 400)
n=1

funksional qatorning yig‘indisi topilsin.

<4 Ma’lumki, Z

= {(n+x)(n+l+x)
funksional qator [0, +-) da tekis yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi

S(x) = ,]l

+X
ga teng (garalsin, 66- ma’ruza):

1+x Z {n+x)( n+1+x)

Ravshanki, bu qatorning har bir hadi [0, +e) da uzluksiz. Demak,
uni 2- teoremaga ko‘ra hadlab integrallash mumkin:

iii = In(1+ [} =In(l + x),

X X
1 I
ceimee ot = = -2 |dt =
n+l+t n+t n+l4t
0 0

x 1 .
I a1+ 0 =0 )

Demak, Z :gj)r%ﬁ{;-)aln(l+x). >
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Mashglar

1. Ushbu an”. (-1 < x < 1) funksional qatorning yig‘indisi
n=1
topilsin.

2. Ushbu S(x) =Y

n=I|

hadlab differensiallash bilan topilsin.

|

3

(x € R) funksiya funksional gatorni

68- ma’ruza

Darajali qatorlar, ularning yaqinlashish radiusi va
yaqinlashish intervallari

1°. Darajali qator tushunchasi. Abel teoremasi. Har bir hadi

u, () =a,(r -1,)" . (the R, n=0,1,2..)
funksivadan iborat bo'lgan ushbu

- n 2
za,,(t--t(,) =ay+a(t-ty)+a(t—1t,) +.. (1)
n=0

funksional qator darajali gator deyiladi, bunda
Ay, Q) y ey Gy sy ven
haqiqiy sonlar darajali qatorning koeffitsiyentlari deyiladi.
(1) da ¢ — 1, = x deyilsa, u quyidagi

Y a,x" =ay+ax+ax’ +..+a,x" +... (xeR) (2)
n=0

ko‘rinishga keladi va biz shu ko‘rinishdagi darajali qatorlarni o‘rga-
namiz.

Ravshanki, (2) qatorning gismiy yig‘indisi

S, (X)=ay +ax +ayx’ + ...+ a,x"

ko‘phaddan iborat. Ayni paytda, x =0da S, (0) = g, bo‘ladi. Demak,
har ganday (2) ko‘rinishdagi darajali qator x = 0 nuqtada yaginlashuv-
chi bo‘ladi.
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1- teorema. (Abel teoremasi). Agar

Za,,x" =gy +tax+axt+.vax"+ ..
n=0

darajali gator x = x, # 0 nuqtada yaginlashuvchi bo‘lsa, ushbu

X! < ixg.

tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x larda darajali gator yaqinla-
shuvchi (absolut yaginlashuvchi) bo‘ladi.
« Aytaylik, x = x, #0 da

n
PILR
n=0

gator yaginlashuvchi bo‘Isin. Qator yaginlashishining zaruriy shartiga
ko‘ra

: h
’111_131 anx() = O

bo‘ladi. Demak, {a,x7} ketma-ketlik chegaralangan:

M >0, VYne N da |a,x5|< M.
. Ixl g
Ravshanki, a,x" | = |a,X; | 4_‘ <M. ‘ 0)
Xo (X0
va < da ¥ =g<1 boladi. Demak, X 11 =>4"
1)C() oy 0 e

geometrik qator yaginlashuvchi. U holda ushbu

oo ‘7)4( !n
”Z::;M\xo‘

gator ham yagqginlashuvchi bo‘ladi. (3) munosabatni e’tiborga olib,
so‘ngra solishtirish teoremasidan foydalanib,

n
S
n=0

darajali gatorning yaqinlashishini (absolut yaginlashishini) topamiz. »
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o N 2
Natija. Agar Z a,x" =ay +ax+ax° +..+a,x" +..

n=0

darajali gqator x = x, nugtada uzoqglashuvchi ( ushbu
N no_ 2 n
Za,,x, =ay +a X + X[ +...+a,x + ...
n=0

sonli gator uzoglashuvchi) bo‘lsa, quyidagi
|X1 > 1),

tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x larda z a,x" qator uzogla-

shuvchi bo‘ladi. =0

<« Teskarisini faraz qilaylik. za,,.\‘" qator ix' > x;' tengsizlikni
n={

ganoatlantiruvchi biror x = x* nuqtada (*x‘ > X ) vaginlashuvchi
bo‘lsin. U holda Abel teoremasiga ko‘ra 'x' < !x” tengsizlikni qano-
atlantiruvchi barcha x larda yaqinlashuvchi. jumladan, x, nuqtada
ham yaqinlashuvchi bo‘lib qoladi. Bu esa shartga ziddir. P

Abel teoremasi va uning natijasi darajali gatorlarning yaginlashish
(uzoglashish) to‘plamining strukturasini (tuzilishini) aniqlab beradi.

2°. Darajali gatorning yaqinlashish radiusi va yaqinlashish intervali.
Faraz qilaylik,

C n 2 n
Za,,x =qy+ X+ ax +..+a,x" +...
n=0
darajali qator berilgan bo‘lsin. Bu qatorning yaqinlashish yoki
uzoglashish nuqtalari hagida quyidagi uch hol bo‘lishi mumkin:
1) barcha musbat sonlar gatorning yaqinlashish nuqtalari bo‘ladi;
2) barcha musbat sonlar qatorning uzoglashish nugqtalari bo‘ladi;
3) shunday musbat sonlar borki, ular qatorning yaqinlashish nug-
talari bo‘ladi, shunday musbat sonlar borki, ular qatorning uzogla-
shish nuqtalari bo‘ladi.
Birinchi holda, Abel teoremasiga ko‘ra darajali qator barcha
x € R da yaqinlashuvchi bo‘lib, darajali qatorning yaqginlashish to‘p-
lami E = (-, +e) bo‘ladi. Bunday gatorga ushbu
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i 1 n 1 2 1 N
Xt =l x4 oxT 4+ X+
n! 2! n!
n=0

darajali gator misol bo‘ladi.

Ikkinchi holda, Abel teoremasining natijasiga ko‘ra darajali gator
barcha x e R\{0} da uzoglashuvchi bo‘lib, uning yaqinlashish to‘plami
E = {0} bo‘ladi. Bunday qatorga ushbu

Zn!x” =x4+2'7 +30x w4l
n=1
darajali gator misol bo'loladi.
Endi uchinchi holni garaymiz. Bu holga ushbu

Zx" =ltx+x 4. +x" 4.

n=0
darajali gator musol bo‘ladi. Bu darajali qator barcha x e (0.1) da
yaqginlashuvchi va demak. Abel teoremasiga ko‘ra gator (-1,1) da
yaqinlashadi, barcha x e |1, +e) da qator uzoqlashuvchi va demak,
Abel teoremasining natijasiga ko‘ra qator (—ee.~1| U |1, +e) da uzoq-
lashadi. Demak, darajali qatorning yaqinlashish to‘plami £= (—1,1)
bo‘ladi.

Avytaylik, Z a,X" = ay + @x+ ax* + ... +a,x" +...
n=0)
darajali qator r, nuqtada (r, > 0) yaginlashuvchi, R, nugtada (R, > 0)
nuqtada esa uzoglashuvchi bo‘lsin. Ravshanki,

r > R

bo‘ladi. Agar Za,,x" darajali qator

n=0
r1+R|
2
nuqtada yaginlashuvchi bo‘lsa,
R,
n = ,’sz,J ,R, =R

deb; uzoglashuvchi bo‘lsa,
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+ Rl
)

deb r, va R, nuqtalarni olamiz. Ravshanki,

.
rn=r, Ry="

Ry—r
l‘l Srz,Rl ZRZ va Rz'—rz =717) ]
bo‘ladi. Bu munosabatdagi r, va R, sonlarga ko‘ra r, va R, sonlarni
yugoridagiga o‘xshash aniglaymiz.

Agar Za,,x” darajali gator
n=0
n+Ry
2
nuqtada yaginlashuvchi bo‘lsa,

deb; uzoglashuvchi bo‘lsa,

+R
rn=n, R3='222-

deb r; va R, nugtalarni olamiz. Bunda quyidagicha bo‘ladi.:

Ry-r
h Sr;, Rz ZR'; va R3_’f; :*'iz‘ .

Bu jarayonni davom ettirib borilsa, Za,,x” darajali qatorning
n=0
yaqinlashish nuqtalaridan iborat {r,}, uzoglashish nuqtalaridan iborat
{R,} ketma-ketliklar hosil bo‘ladi. Bunda

hsns<.frn<.., R2R2>2.2R >..

va n -« da R, -r,=-~- "0

bo‘ladi. U holda |1}, 3- bob, 8- § da keltirilgan teoremaga ko‘ra
lim 7, va lim R, limitlar mavjud va

n-—reo n—oo
limr, =lim R,
n—eo n—oo

bo‘ladi. Uni r bilan belgilaymiz:
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limrp, =1limR, =r.

o0 N —roo
Endi x o‘zgaruvchining ix| < r tengsizlikni qanoatlantiruvchi
ixtiyoriy giymatini olaylik. U holda

limnr, =r

bo‘lishidan, shunday n, € N topiladiki, bunda
x| <r, <r
bo‘ladi. Binobarin, berilgan darajali gator 7, nuqtada, demak, gara-
layotgan x nugtada yaqginlashuvchi bo‘ladi.
x o‘zgaruvchining (x| > r tenglikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy
giymatini olaylik. Bunda

IimR, =r

n—oo
bo'lishidan, shunday n, € N topiladiki,
x| >R, >r

bo‘ladi. Binobarin, berilgan darajali qator R, nuqtada, demak, gara-
layotgan x nuqtada uzoqlashuvchi bo'‘ladi.

Demak, 3- holda z a,x" darajali qator uchun shunday musbat

n=0
r sont mavjud bo‘ladiki, (x| <r, ya’ni Vxe (-r,r) da qator yaqgin-
lashuvchi; 'x > 7, ya'ni Vxe (—e,-r)u(r,+=) da gator uzogla-

shuvchi bo‘ladi. X = *r nuqtalarda Za,,x" darajali qator yaginla-
n=0
shuvchi ham bo‘lishi mumkin, uzoglashuvchi ham bo‘lishi mumkin.

I1- ta’rif. Yuqorida keltirilgan r son Za,,x" darajali gatorning
n=0
yagqinlashish radiusi, (—r,r) interval esa darajali qatorning yaginlashish
intervali deyiladi.
Eslatma. 1- holda darajali gatorning yaqginlashish radiusi » = 4
deb, 2- holda darajali gatorning yaginlashish radiusi » = 0 deb olinadi.
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3°. Darajali qatorning yaqinlashish radiusini topish. Biror

Za,,x" =ay+ax+axt o +a,x" +..

n=0
darajali qatorni qaraylik. Bu qator koeffitsiyentlaridan tuzilgan {a,},
(n=0.1.2....) ketma-ketlik uchun

1) vn20 da g, #0,

2) lim i—:’-'—\ mavjud bo‘lsin. U holda Za,,x" darajali gatorning
n—oeo iy, =0
yaqinlashish radiusi quyidagicha bo‘ladi:
1
r=1lim: %

Nn—reo Ay oy

« Aytaylik, darajali gator uchun

=L, (a,#0, n=0123.)

Apy |

lim

N—3o00

bo‘lsin. Qaralayotgan Z a,x" darajali qatorda x ni parametr hisob-
n=0

lab, Dalamber alomatiga ko‘ra uni yaqinlashishga tekshiramiz:

1

| x+] !
fim %1% 7 = fim %01 |y =[x lim || = |-
n n ‘ n-—s ‘

n-—n»‘ anx noe | @, oo a,,

19n+1 |

]

Demak, T < 1.ya’ni |x|< L

bo‘lganda gator yaqginlashuvchi bo‘ladi;

X

1> 1,vyani |x{>L
7 > 1 yani x|
bo‘lganda darajali gator uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Bundan 2 a,x" darajali qatorning yaqginlashish radiusi
n=0
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r=1L=lim % (@)

"o ‘G”H :

bo‘lishi kelib chigadi. »
1- misol. Ushbu

23

Z-"-n--x =1

n_Oe n!

darajali qatorming yaginlashish radiusi topilsin.
4 Bu gator uchun

1
a = n" a . = (n+1)"+ ‘
et ! e"”(n+1)
bo'ladi. Ravshanki,
‘ i .
. " e (ne)t e
lim | = llm, e )'z m-—-——- =
Kl arn] [mdadt e n’ (fH—])nH nee 1 "
1+ -
n

Demak, berilgan darajali gatorning yaqinlashish radiusi » = 1 bo‘ladi. P
Ixtiyoriy darajali gatorning yaqinlashish radiusini aniglab beradigan
teoremani isbotsiz keltiramiz.
2- teorema. (Koshi—Adamar teoremasi.) Ushbu

Za,,x” =ay+tax+ax F.+ra,x" ..
n=0
darajali qatorning yaginlashish radiusi

1

" T ©)

n-oo

bo‘ladi. [1]

Eslatma. Agar ﬁﬁ,"/ja,,i = +oo bo‘lsa, Za,,x" darajali qa-
n—oo =0

torning yaqinlashish radiusi » = 0 deb; Ll_r)ll nla,| =0 bo‘lsa, ZO a,x"

darajali gatorning yaqinlashish radiusi » = + deb olinadi.



3

2- misol. Ushbu 2 2" x*" darajali gatorning yaginlashish radiusi
n=0

topilsin.

« Avvalo 2x° = deb olamiz. Natijada berilgan gator quyidagi
21" =l+t+2+..+1"+

ko‘rinishga keladi. Bu gatorning yaginlashish radiusi (5) formulaga ko‘ra
1 1

= = =1
lim 7/|a,| J]_T.,(’/T

n—oeo

bo‘ladi. Demak, [f{{<1 da gator yaqginlashuvchi, |t/ >1 da qator
uzoglashuvchi. U holda

\2x5| <1, ya’ni x| < = da berilgan qator yaginlashuvchi.

\/_
\/_

Berilgan darajali qatorning yaqinlashish radiusi r = .- bo‘ladi.

\/_
1"

—= X" darajali qatorning yaginlashish
n

’2x \ >1, ya’'ni |x|> da gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

3- misol. Ushbu 2
n=0
to‘plami topilsin.

(&0 !

- -1 [ Jn’ ;:‘ \/m .

Berilgan darajali gatorning yaginlashish radiusini (4) formulaga ko‘ra
topamiz;

« Ravshanki, a, =

. D" 3" Jn+l }
r=lim % = lim =1lim3 =3,
-y, n—eo 3" l\/— ( ])"+1 l N—y00

Darajali gator x = —3 nugqtada ushbu 2 = sonli qatorga ayla-

nadi va bu sonli qator uzoglashuvchi bo ladi. x=3 nuqgtada esa
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haid n
23(5%77 sonli gator hosil bo‘ladi va bu gator Leybnits teoremasiga
n=1 h

ko‘ra yaginlashuvchi bo‘ladi. Demak, berilgan darajali gatorning
yaqinlashish to‘plami E = (—3, 3] dan iborat. »

Mashgqlar

1. Agar Za,,x" darajali gatorning yaqginlashish radiusi » > 0
n=0
bo‘lsa, ushbu
N 2 n S 1 n
Z(n +Da,x", Zh;ja,,x
n=0 n=0
darajali gatorlarning yaqginlashish radiuslari ham r ga teng bo‘lishi
isbotlansin.

> (0D,

2. Ushbu ™ darajali qatorning vaginlashish mtervah
n=0 77

topilsin.

69- ma’ruza

Darajali qatorning tekis yaqinlashishi. Darajali qatorning
xossalari

1°. Darajali gatorning tekis yaginlashishi. Aytaylik. ushbu
Yoax" =ay+tax+ax +. . +a,x" - ()
n=0

darajali gatorning yaqginlashish radiusi » > 0 bo‘lsin.

1- teorema. (1) darajali qator [o.B] < (-r,r) da tekis yaqinla-
shuvchi bo‘ladi. bunda ae R, Be R.

<« Ravshanki, (1) darajali qator (-r, r) da absolut yaginlashuvchi
bo‘ladi.

Aytaylik, oce (0,r) bo‘lsin. U holda Vn >0 va Vx e [-a,a] da

la,x"| < a,a"
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bo‘lganligi uchun Veyershtrass alomatiga ko‘ra, (1) gator [-o,0] da
tekis yaqginlashuvchi bo‘ladi. »

Demak, Z a,x" darajali qatorning yaginlashish radiusi » > 0 bo‘l-
n=0
sa, yuqorida keltirilgan teoremaga ko‘ra bu gator [-¢,c] c (—r,r) da
tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bunda ¢ sonni r songa har qancha vaqin
gilib olish mumkin bo‘lsa-da, qator (-r, r) da tekis yaginiashmasdan
golishi mumkin. Masalan, ushbu

Zx" =l+x+x2 +.+x"+ ...
n=0
darajali qatorning yaqginlashish radiusi » = 1, biroq gator (—1,1) da
tekis yaginlashuvchi emas.
2°. Darajali qatorning xossalari. Ma’lumki. darajali qatorlar funk-
sional qatorlarning xususiy holi. Binobarin, ular tekis yaqinlashuvchi
funksional gatorlarning xossalari kabi xossalarga ega.
2- teorema. Agar

Za,,x" =gy +aX+ax + . ax" + .
n=0

darajali gatorning yaqinlashish radiusi » > 0 bo‘lib, yig‘indisi

S(x)= Z a,x"
n=0
bo‘lsa, S(x) funksiya (-#, r) da uzluksiz bo‘ladi.
<« Ravshanki, qaralayotgan darajali gator (-r, #) da yaginlashuvchi
bo‘ladi. Aytaylik, x, € (-r, r) bo‘lsin. Ushbu
Ixo|<c<r

tengsizlikni ganoatlantiruvchi ¢ sonni olaylik. U holda darajali gator
[—¢, ¢] da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Tekis yaginlashuvchi funksional

gatorning xossasiga ko‘ra z a,x" darajali gatorning yig‘indisi S(x)
n=0
funksiya [—c, ¢] da uzluksiz, jumladan, x, nuqtada uzluksiz. »
3- teorema. Aytaylik, darajali gatorning yaginlashish radiusi » > 0
bo‘lib, yig‘indisi S(x) bo‘lsin:
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S(x) = i a,x".
n=0

Bu gatorni (-r, r) ga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy [a, b] bo‘yicha
(la,b] < (-r,r)) hadlab integrallash mumkin:

jS(x)dx = i[j‘anx"a’x].

n=0\ ,

Xususan. Vx e (-r, r) uchun quyidagicha bo‘ladi:

oo

[swydr = P Q)
0

<« Ravshanki, darajali qator [a,b] da ([a,b] (- r,r)) tekis yaqin-
lashuvchi bo‘ladi. Tekis yaginlashuvchi funksional gatorning xossasiga
ko‘ra uni hadlab integrallash mumkin. Ayni paytda, (2) gatorning
yaginlashish radiusi r ga teng bo‘ladi. Hagigatan ham, Koshi—Adamar
teoremasiga ko‘ra

fimgf 2| = 1im ol _ e -

n--yoo | n+l n-—ro0 n—oeo

ifodaga ega bo‘lamiz. p

Natija. Aytaylik, z a,x" darajali gator berilgan bo‘lib, uning yaqin-
n=0
lashish radiusi » > 0 bo‘lsin. Bu qatorni {0, x] bo‘yicha (Vx, e (-r, )
ixtiyoriy marta hadlab integrallash mumkin. Integrallash natijasida
hosil bo‘lgan darajali gatorning yaqinlashish radiusi ham r ga teng
bo‘ladi.
4- teorema. Faraz qilaylik,

Za,,x" =ay+ax+axt+..+ax" +..
n=0
darajali gatorning yaginlashish radiusi r > 0, yig‘indisi S(x) bo‘lsin:

i a,x" = S(x).
n=0
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U holda funksiya (-, r) da §’(x) uzluksiz hosilaga ega va

S’(x) = i na,x""! 3)
n=0

bo'ladi, bunda (3) gatorning yaginlashish radiusi ham r ga teng.

<« Berilgan darajali qator [—¢, ¢] da (0 < ¢ < r) tekis yaginlashuvchi
bo‘ladi. Tekis yaginlashuvchi funksional gatorning xossasiga ko‘ra darajali
qatorni hadlab differensiallash mumkin. Demak, Vx, e (-r, r) da

§'(x)=> (a,x") = na,x""
n=0 n=]
Bu darajali qatorning yaqinlashish radiusi ham r ga teng bo‘lishi
quyidagi munosabatdan kelib chiqadi:

imgfina,| = lim (4n - ¢fla,[) = limfa, . »

Natija. Aytaylik, Za,,x” darajali qator berilgan bo‘lib, uning
n=0

yaginlashish radiusi > 0 bo‘Isin. Bu qatorni (-, r) da ixtiyoriy marta

hadlab differensiallash mumkin. Differensiallash natijasida hosil

bo‘lgan darajali qatoming yaqinlashish radiusi ham r ga teng bo‘ladi.
5- teorema. Aytaylik,

Yoax =g +ax+ax’ +. . +a,x" +.
n=0
darajali gatorning yaqginlashish radiusi » > 0, yig‘indisi S(x) bo‘Isin:

Za,,x” = S5(x). “4
n=0
U holda Vr 2 0 da
5 (0)
a, == "
" n!
bo‘ladi.
<« (4) munosabatda x = 0 deb topamiz:
a, = S(0).

(4) qatorni hadlab differensiallaymiz:
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S(x) = Z (a,x") = 2 na, x"
n=0 n=0
Bu tenghkda x = 0 deyilsa

a; = §'(0)
bo‘lishi kelib chigadi. Shu jarayonni davom ettirib
(n)
0 =570 (a3
n.

bo fishini topamiz. P

1- misol. Ushbu an” =x+2xX2 +3xX° +.. + X"+ ...
n=1

darajal qator yig‘indisi topilsin.

4 Ma'lumki, Zx" darajali qator (—1, 1) da yaqinlashuvchi va

n=1
. X
unimg vigtindisi oy 82 teng:
Z} 1 -x
Bu aaternt hadlab differensiallab topamiz:
dig i n].d (L) -
dx (;x )_dx l-x/> an e )c)2
Keyingi tenglikning har ikki tomonini x ga ko‘paytirsak,
- X
an” =- s
n:l (l-x)
bolishi kelib chiqgadi. P
: S DTt 1014 x)
2- misol. Ushbu s X =10 1+x

tenglikning to‘g‘riligi isbotlansin.
<« Ravshanki, Zx” darajali qator (—1,1) da yaqinlashuvchi bo‘-
n=0
lib, uning yig‘indisi T—l_x ga teng:
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n=0
Bu tenglikda x ni —x ga almashtirsak, natijada

2( D' x" =

tenglik hosil bo‘ladi. Uni [O,x] bo‘yicha (0 < x < 1) integrallab topamiz:

JZ( 1" 1"dt = o“

=0
" ( 1"dt = In (
2 I
Z( D' =1n(+x).
=0
( 1) 2n+1

3- misol. Ushbu
2 n+l

darajali qator yig‘indisi topilsm va undan foydalanib
N (D" _n
. 2n+l 4

bo‘lishi ko‘rsatilsin.
— SR e
4 Ma’lumki, gx =1 (-l<x<D).

Bu tenglikda x ni —x? ga almashtiramiz. Natijada Z( -1y P =

1+x

hosil bo‘ladi. Uni [0, x] bo‘yicha (0 < x < 1) 1ntegrallab topamiz;
> (=1y" 2 Jdr = | 4
(g( ) ) jmz :

Z( 1)”jt2"dt = arctg tjo

n=0

D ey &

162



oo x2n+1

Z(—l)” ____=arctg x .

— 2n+1

Keyingi tenglikda x = 1 deylik U holda tenglikning chap tomoni
o iﬁlf

sonli qatorga aylanib, u Leybnits teoremasiga ko‘ra, yaqinlashuvchi

bo‘ladi. Demak,

Mashglar

1. Hadlab differensiallash bilan ushbu

x? x4

l+2'+ e

darajali gatorning yig‘indisi topilsin.
2. Hadlab integrallash bilan ushbu

x-4x2 +9xF -16x* + ...
darajali qatorning yig‘indisi topilsin.

70- ma’ruza
Teylor qatori

1°. Funksiyaning Teylor qatori. Aytaylik, f(x) funksiya x,e R
nuqtaning biror
Us(xg)={xe R: xy~8<x<xy+8 &>0}
atrofida istalgan tartibdagi hosilaga ega bo‘lsin. Bu hol f(x) funk-
siyaning Teylor formulasini yozish imkonini beradi:

f(x)=f(xp)+ jl(w—(x x0)+f(

f(")(xo

+ ---~n———(x xp )" + 1, (x),

(x- X))+t

bunda r,(x) — qoldiq had.
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Modomiki, f(x) funksiya Uy(x,) da istalgan tartibdagi hosilaga
ega ekan, u holda

S (% 2
7o)+ L0 (o )+ L) (o 1
darajali qatorni garash mumkin bo‘ladi.

(1) darajali qatorning koeffitsiyentlari sonlar bo‘lib, ular f(x) funk-
siya va uning hosilalarining x; nugtadagi giymatlari orqali ifodalangan.
(1) darajali qator f(x) funksiyaning Teylor qatori deyiladi.
Xususan, x, = 0 bo‘lganda (1) darajali qator ushbu
f (0) LSO f‘"’ f ”’(0 o
O A

f(x f(n)( )(

x-x) +... (1)

n=1
ko‘rinishga keladi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya biror (-r, ) da (r > 0)
istalgan tartibdagi hosilaga ega bo‘lib, uning x;, = 0 nuqtadagi Teylor
qatori

4 (n)
f(0)+f(0)x+f2(?)x2+...+fn(O) x" + )
bo‘lsin. Bu qatorning goldiq hadini r,(x) deylik:
» (n)
f(0)+vf£)2 + fz('o)x2 +... f—?(w)—x +1,(x).

1- teorema. (2) darajali gator (-, r) da f(x) ga yaginlashishi uchun
ushbu

S(x)=f(0)+* S (02 S0 2 f(n)( )

n
X+ - T + ... X +1,(x)

Teylor formulasida Vx e (~r, r) uchun
limr,(x)=0
bo‘lishi zarur va yetarli.
o« Zarurligi. Aytaylik, (2) darajali gator (-, r) da yaqinlashuvchi,
yig‘indisi f(x) bo‘lsin. Ta’rifga binoan
lim S, (x) = f(x), (xe(-r, r))
bo‘ladi, bunda

(n)
S (x)=f f(0) SO o, /20

X+ S5 Xt 4 -
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Ravshanki, Vx e (-r,r) da lim S, (x) = f(x) bo‘lishidan
lim{f(x)-S§,(x)]=1limr,(x)=0
bo‘lishi kelib chiqadi.
Yetarliligi. Aytaylik, Vx e (-r,r) da lim r, (x) = 0 bo‘lsin. U holda
lim[f(x)-S8,(x)]=1limr,(x)=0
bo‘lib, undan
lim S, (x) = f(x)
n—eo
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
) *(0) (m (0
fx)y =@+ L0 03y 4 L0

X+ SR
bo‘ladi. »
Odatda, bu munosabat o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiya Teylor qatoriga
yoyilgan deyiladi.
2°. Funksiyani Teylor qatoriga yoyish. Faraz gilaylik, f(x) funksiya
biror (-r, r) da istalgan tartibdagi hosilalarga ega bo‘lsin.

2- teorema. Agar IM >0, Vxe (-r,r), Vn20 da

SO <M
bo‘lsa, f{x) funksiya (-r, r) da Teylor qatoriga yoyiladi:
< S7(0) SO0 5, 0
f) =Y == = O+ mx ot e L 4 ()
<4 Ma’lumki, f(x) funksiyaning Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli
Teylor formulasi quyidagicha bo‘ladi:
02, S0

f(x)=f(0)+-f--l(9?x+ff2] X%+ .. o x" +r,(x),
(n)
bunda r,(x) = T (lif)x"*', 0<0<l).

Teoremaning shartidan foydalanib topamiz:

+1

()e n+|
= X S M s (e ),



n+l
Ravshanki, lim-"— =0.
n—eo (n+1)!
Demak, Vx,e (-r, r) da
limr, (x)=0
bo‘lib, undan qaralayotgan f(x) funksiyaning Teylor gatoriga yoyilishi
kelib chigadi. »
J°. Elementar funksiyalarni Teylor qatoriga yoyish.
a) Ko‘rsatkichli va giperbolik funksiyalarning Teylor qatorlarini
topamiz. Aytaylik,
f(x)=¢€
bolsin.  Ravshanki, f(@) =1, f"™(0)=1(ne N)  bo'lib,
Vxe (-a,a) da (a > 0)

0< f(x)<e*, 0< fI"(x)<e™

bo‘ladi. Binobarin, 2- teoremaga ko‘ra f(x) = ¢* funksiya (-o,0) da
Teylor gatoriga yoyiladi va (3) formulada foydalanib topamiz:

hnd 2 n
Z"n_ SA ST et b, (O=1). ©)
~ !

o > 0 ixtiyoriy musbat son. Demak, (4) darajali qatorning yaqin-
lashish radiusi r = 4+ bo‘ladi.
(4) munosabatda x ni —x ga almashtirib topamiz:
x =) x| K
"_ZO il T et (D7
Ma’lumki, giperbolik sinus hamda giperbolik kosinus funksiyalari
quyidagicha ta’riflanar edi:

—X X —X

e* —e e’ +e
shx = > chx= 5
Yugqoridagi
X x2
e =1+—!+~—2!+ ot
2
-x _ X n x"
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tormulalardan foydalanib topamiz:

3 2n+l oo 2n+l
X X X X
shx=Z+_+.. 4+ - +..= S
It 3! Qn+) ! %(2”1)"
2 4 2n hd 2n
chx=1+2+2 4+ +2 +. =% % _
21 41 (2n)! ;(2n)!

Bu shx, chx funksiyalarining Teylor gatorlari bo‘lib, ular ifoda-
langan darajali qatorlarning yaginlashish radiuslari » = +oo bo‘ladi.

b) Trigonometrik funksiyalarning Teylor qatorlarini topamiz.
Aytaylik, f(x) =sinx bo‘lsin. Ravshanki, Vxe R, Vne N da

S S VAR eSS
bolib. 7(0). £7(0) =1, fC"(0)=0, ™V =(1", (ne N)
bo'ladi. Demak, 2- teoremaga ko‘ra f(x) =sinx funksiya Teylor

gatoriga yoyiladi va (3) formulaga binoan

o D" o
Q2n+)!
n=0

_ I 3 1 5
SX- X g X )

sin x =

bo‘ladi. Aytaylik,
f(x)=cosx
bo‘lsin. Bu funksiya uchun vxe R, VYrne N da
FEEIES MRVALCI ES!
bo‘lib,
fO@=1, =0, f20)=D", f20)=0, (ne N)

bo‘ladi. U holda 2- teoremaga ko‘ra f(x) = cosx funksiya Teylor
qatoriga yoyiladi va (3) formulaga binoan

Cos X = Z-(——l—) LTI L N S 6)

bo‘ladi.
(5) va (6) darajali qatorlarning yaginlashish radiusi » = +- bo‘ladi.
d) Logarifmik funksiyaning Teylor gatorini topamiz. Aytaylik,
f(x)=In(+x)
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bo‘lsin. Ma’lumki,

n-1
F0 (xy = 0D G o vy

1+x)"

bo'lib O Sh
’ n!  n
bo‘ladi. Bu funksiyaning Teylor formulasi
x2 2 Xt n-1 x"
1n(1+x)—x—7+—3——z—+...+(—1) —n—+r,,(x) 7

ko‘rinishga ega.

f(x) =1In( + x) funksiyani Teylor gatoriga yoyishda 1- teorema-
dan foydalanamiz. Buning uchun (7) formulada r,(x) ning 0 ga intili-
shini ko‘rsatish yetarli bo‘ladi.

Aytaylik, xe [0,1] bo‘lsin. Bu holda Lagranj ko‘rinishida yozilgan

N n+l
r,,(x)——(——l—)x - (0<e<D)
(n+1(1+0x)™
. 1
goldiq had uchun |, (x)] < —
bo‘ladi va limr,(x)=0

tenglik bajariladi. Aytaylik, x € [-a, 0] bo‘lsin (0 < o < 1). Bu holda
Koshi ko‘rinishida yozilgan
(-D"(1-6, )" x™!

Fr{(x)=—- — = 0<9 <1
n( ) (l+(—)1x)"+1 ( i )

goldig had uchun

an+l
l-a

| (x)| <
bo‘lib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

ll_r)rglo r,(x)=0.
Demak, Vxe (-1, 1]

limr,(x)=0.
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U holda 1- teoremaga ko‘ra

W

n-1 2 n
ln(1+x)—2~(-——ll—- x" —x—x2 +x§ et (=D fh +.. (8

bo‘ladi.

(8) darajali gatorning vaginlashish radiusi r = 1 ga teng. Agar
yugoridagi In(1 + x) ning yoyilmasida x ni —x ga almashtirilsa, u
holda

bl | 2
1n(1—x)=—z“x—=—x—i‘2ﬂ——)i .
n=l n

formula kelib chigadi.
e) Darajali funksiyaning Teylor qatorini topamiz.
Aytaylik,
f(x)=0+x), (ae R)
bo‘lsin. Ma’lumki,

FPx)=oloe-D-2)..(c-n+ DUA+x)*"
bo‘lib,
PO =ale-D(e-2)..(a-n+1)
bo‘ladi. Bu funksiyaning Teylor formulasi ushbu

eot) o,y olethlemm) b
2! n!

1+ x)" —1+l'x+

ko‘rinishga ega.

Endi n — e da 7,(x) — 0 bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Ma’lumki, Teylor formulasidagi qoldiq hadning Koshi ko‘rinishi
quyidagicha

r,,(x)—(a D(a-2)...[(a-1)~(rn-1)] o x (1 + 6x)* (1‘9) ,

n! 1+6x

(0 <6 <1) bo'lar edi. Aytaylik, x € (-1,1) bo‘lsin. Bu holda:

1) 'llirrolo%(a—1)(cx—2)‘..[(a—l)—(n—l)]x" =0 bo‘ladi,

chunki limit ishorasi ostidagi ifoda yaqinlashuvchi ushbu
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I+ o olo-1)...(a-n+l) X

gatorning umumiy hadi;

2) o x|(1- ]x\)a_] <o-xU+6x)" <la- x! (1 + |x})a_]

!Tﬂ 16| <1 bo‘ladi. Bu munosabatlardan foydalanib,
1+6x 146x i
VYxe(~1,1) da

limr,(x)=0

n—yoo
bo‘lishini topamiz. 1- teoremaga ko‘ra

alo-1) > alo- l) {o-n+1) X" 4. (9)

o
Q+x) =1+ l' Xk g X ek T RS

bo‘ladi. Bu darajali qatorning yaqinlashish radiusi o= 0, oo ¢ N bo‘l-
ganda | ga teng: r= 1.
(9) munosabatda o = —1 deb olinsa, u holda ushbu

fi)?: 2(—1)" X' =l-x+x?—x3+xt - D X"+

formula hosil bo‘ladi. Bu formulada x ni —x ga almashtirib topamiz:

-—»—Z( D' x" =l+x+x>+..+x"+..
n=0

1- misol. Ushbu f(x) = In i% funksiya Teylor qatoriga yoyilsin.

I+x

« Ma’lumki, In 1T =In(l+x)-In(1-x) bo‘ladi.

Biz yuqorida

2,3 "
mU+x)=x-2+% - 4% 4.

2 3 n

X3 x"
ln(l—x)——x—_z_—T_ -Z.-

bo‘lishini ko‘rgan edik. Bu munosabatlardan foydalanib topamiz:
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3

n
md+x)-In0-x)=x-2% +% —+D"" 5 4.
2 3 n

(o )y
R 3 et S e
1+x X x2r-1
Demak, In T 2[x + 5 + B + .+ e +..1 (10)

(10) darajali qatorning yaqinlashish radiusi » = 1 bo‘lib, yaqin-

lashish to‘plami (—1, 1) bo‘ladi. P
sint
~—-- dt funksiya Teylor gatoriga yoyilsin.

2- misol. Ushbu f (x) _j
0

, . g ne1 20
4 Ma’lumki, sinf¢ =1-5+ g v+ (=1 it
. 2 4
Uholda 7 =1-5 + 5 —.+ (1" (; s+ - bo‘ladi

Bu darajali gatorni hadlab integrallab topamiz:

fsine . of, 2 1 1272 N
j_farz_l[l-ji 5~ t (D (2m~7+...Jdt—

0
2n-1

TS S S B
B 313 5157 Qn-1)! Qn-1)
Keyingi darajali qatorning yaqinlashish radiusi » = +- bo‘ladi. P

3- misol. Ushbu f(x) = 43’,‘ -1 funk51ya Teylor qatoriga yoyilsin
+x

va bu gatorning yaqmlashlsh rad1u31 topilsin.
<4 Avvalo f(x) funksiyani quyidagicha yozib olamiz:

21 _ 1 !
roo=2l o Ly L SR
x'+x-6  X+2 x-3 2(1+%x) 3[1—%x)

Ma’lumki _l__ = D7 x" __1_ = x"
1 1, l+x 20( 1) ’ 1-x z .
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Bu formulalardan foydalanib topamiz:

1 - | n (1 Y 1)
= V(_l) '(*x) = ‘Txn’ (r=2)a
2(1+lx) 22 2 n=0 2 :

n=0 n=0

1 - - 1 .,
5( ‘) =250 ) =2 g X" (r=3).
Demak, quyidagi Teylor gatorini olamiz:

-1 O (= D D" n
x2+x—6 2n+l _Z3n+l _Z(znﬂ _?:—l_]x .

n=0 n=0 n=0

Bu darajali qatorning yaqinlashish radiusi » = 2 bo‘ladi. »
Mashgqlar
1. Ushbu f(x)-sin’x, f{x)=m{-x?)

funksiyalar Teylor qatoriga yoyilsin.

ki 3n
2. Ushbu z (%W (x € R) qatorning yig‘indisi topilsin.
n=0 ’

71- ma’ruza

Uzluksiz funksiyani ko‘phad bilan yaqinlashtirish.
Veyershtrass teoremasi

1°. Bernshteyn ko‘phadi. Aytaylik, f(x) funksiya [0,1] segmentda
berilgan bo‘lsin. Ushbu

Zf( ) Cox (1— %)™ = £(0)-(1 - x)" +f( )C,l,x(l—x)"'l+...+f(1)x"

ko‘phad f(x) funksiyaning Bernshteyn ko ‘phadi deyiladi va B, (f;x)
kabi belgilanadi:

B, (£x)= Y £ (E)ckxt a0
k=0
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v nln=-1D(n=2) - (n-k+)
Bunda C, = T .
Demak, Bernshteyn ko‘phadi #- darajali ko‘phad bo‘lib, uning

koeffitsiyentlari f(x) funksiyaning

%, (k =0,1,2,....n)
nuqgtalardagi giymatlari orgali ifodalanadi. Masalan,

B, (f;x)=fO@+[f 1) - f0)]x,

B, (f:x):f(0)+[2f(;)—2f(0)]x+[f(0)+2f(;)+f(1)]x2

bo‘ladi.
2°. Muhim lemma. Ushbu

E":C,’,‘x" A-x)" =1, (1)

k=0

n 2 _
Y (5-x) cixta- = 0k @
A0 n n
ayniyatlar o‘rinli.
<« Nyuton binomi formulasi

Y Cra b =(a+b)
k=0
daa=x,b=1-—x deyilsa, u holda

> ik - =1
k=0
bo‘lishi kelib chiqadi.
(2) ayniyatni isbotlash uchun quyidagi

n L k2 )
zlicrl"xk (]_x)"—k’ ZTC:Xk (1~X)n
k=0 " k=0 "
yig‘indilarni hisoblaymiz.
Bu yig‘indini hisoblashda yuqorida keltirilgan C,’; ning ifodasi va
Nyuton binomi formulasidan foydalanamiz:
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5k k _k _n—k_"k kok (1 _ oYk _ k-1 ok n-k
Z;Cnx 1-x) —Z’;C,,x (1-x) ZC SxF 0 -x)"" =

k=0 k=1 k=1

=x Y Chlxt Q- =x[x+ (- I =
k=1

Sk k_k n-k
Demak, ;;:o"ic"x (1-x)" =x. 3)
. k k Lk n—-k
Endi TC x*(1-x)

k=0 "

yig‘indini hisoblaymiz:

n 2
Ek—zC,’,‘x" A-x)"* = 5 Xk (1-x)"* =
n

k=1

k= 1

nlkl
n

Chilxk (1 -x)"* +z Chlxk (1 -x)"" =

_n-1_» k=2 k=2 n-2-(k-2) k-1 k-1 n-1-(k-1) _
=X ZC,,_zx (1-x) +;1-xkz=}c,,_lx (1-x) =
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n-l e [x+(1- x)]"'2 + lzx[x +(1- x)]"_l =t 4 X%

n

n 2 _
Demak, 2 k—ZC,’,‘x" (A - x)™* = x? 4 ¥0=%) @)
n

k=0 n

Yugoridagi (1), (3) va (4) munosabatlardan foydalanib topamiz:

n

Z(é —x)2 Chxk (1-x)"™* —Z Ckxk (1-x)"" -
Py par g

—ZxZ %C,’,‘ (1-x)"" +x2 ZC,’,‘x" A-xy"*=

= x? +f(7li)—2x x+x? =f$l—§~) | 4
n n



Natija. vx e [0,1], Vne N uchun

L (k 2 k_k n-k 1
;(;—x) C,x" (1-x) < i )
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

« Ravshanki, Vx e [0,1] uchun

1
x(1-x)< 3
bo‘ladi. Bu tengsizlik va (2) munosabatdan (5) tengsizlikning o‘rinli
bo‘lishi kelib chiqgadi. P

3°. Uzluksiz funksiyani ko‘phad bilan yaginlashtirish.

1- teorema. (Bernshteyn teoremasi.) Agar f(x) funksiya [0, 1]
segmentda uzluksiz bo‘lsa, u holda

lim max |f(x) - B, (f,x)| =0

n—ree f<x<l

bo‘ladi, bunda

B, (f3x)= if(%)C,’,‘x" a-x)*. (6)
k=0

4 (1) va (6) munosabatlardan foydalanib topamiz:

B, (f:x)- f(x) = Z[f(:)—f(x):lC,’,‘x" - x)"*
k=0
Kantor teoremasiga ko‘ra qaralayotgan f(x) funksiya [0, 1} da
tekis uzluksiz bo‘ladi. U holda ta’rifga binoan

Ve>0, 38>0, Vvx', x"e[0,1] uchun |x"-x" <3

bo‘lganda If(x7) - f(x)|< %
tengsizlik bajariladi. Ma’lumki,
B, (f;x)- f(x)

ayirmani ifodalovchi yig‘indida »+1 ta had bo‘lib, ular k& ning
0,1,2,...,n giymatlarida yuzaga keladi. Bu & ning ushbu
‘Iﬁ - x1 <8, (xel0,1])
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tengsizlikni qanoatlantiradigan giymatlari to‘plamni £, (k) bilan;

“—xlzs, (xe[0.1])

n

tengsizlikni ganoatlantiradigan giymatlari to‘plamini £,(k) bilan bel-
gilaylik. Ravshanki,

E, (k)u F,(k) ={0,1,2,...,n}
bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib, yuqoridagi yig‘indini ikki gismga ajratamiz:

n

Z[f(l;)"f(x)]cka (1-x" =3 [f(n) f(x)} Chok (1-x)"™ +

k=0 Enlk)

+Z[ ( )—f(X)]C:xk (l_x)n—k

Fa(k)

Endi bu yig‘indilarni baholaymiz. f(x) funksiyaning |0, 1] da tekis
uzluksizligidan hamda lemmadan foydalanib topamiz:

Y [f(n) f(x)]C"x" (-0

Ep(k)
oL

<8

Ey (k)

| k n-k € A n-h
= Cix* (1-x) <52C,,)&(1_x) <
,L'g _x En(k)

€ < k n-k €
<§/§;Cn#‘ (1-x) =5

Ravshanki, f(x) funksiya [0, 1] da chegaralangan. U holda
max | f(x); = M € R bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib topamiz:

0<xsl |
[Z[ ( ) f(x)]C"x" (1- x)"_k‘ <

< X )

Chxk (1-x)"" <
k| 28

»-x
n

<aM Y Chxa-x"

k 28

k
—-—x
n
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e 4

2
Agar |£—x28=>(§—x) -Slzzl

n

bo‘lishini hisobga olsak, u holda lemmaga ko‘ra

D, Chxt A-x)""*< SLZ D (%— x)2 CEx* (1- 0" <
= k

= _x|28

k‘é‘x
n n

n 2
S-IT (£~x) Ckxk(1-)"" < 12
o o\ 4nd

bo‘ladi. Shunday qilib,

z [f<lr(t)—f(x)]C:xk (1—x)" A‘

Enlk) 1

B, (f;x)~ f(x) <

+E [f(’;)_f(x)]c,';x" (1-x)"™

| £y (k)

£ M
<+

2 2np?

bo‘ladi. Agar »n > 72_5‘ deyilsa, u holda

Mo 1
28'n 2
bo‘lib, natijada quyidagiga ega bo‘lamiz:
IBn (f’x)_f(x)l <€
Bu munosabatdan esa
lim max‘B,, (fix)-f(x),=0

n—oee Dex<l
bo‘lishi kelib chiqadi. P
Bu teoremadan n — «~ da
B,(f;x) 3 f(x), (0<x<])
bo‘lishini topamiz. Demak, [0, 1] da uzluksiz bo‘lgan f(x) funksiya
B, (f;x) ko‘phad bilan yaginlashtirildi:

f(x) = z”:f(lf)C,’,‘xk A-x)""*. (O<x<D.
o
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Aytaylik, f(x) funksiya [a, b] segmentda uzluksiz bo‘lsin. Ma’-
lumki, ushbu

1 _a

=X "

chiziqli almashtirish [a,b] segmentni [0,1] segmentga almashtiradi.
Bu almashtirishdan foydalanib ushbu
o(t)= fla+(b-a)t), (0O<t<]) (7

funksiyani hosil qilamiz. Ravshanki, ¢(#) funksiya [0, 1] da uzluksiz
bo‘ladi. Yuqoridagi teoremadan foydalanib topamiz:

lim max |B, (¢;1) - ¢(1)| =0, (8)

n-soo O<r<i

bunda
B, (1) = Z(p( )C"t a-n"*.
(7) va (8) munosabatlardan

lim max

n—ee as<x<h

B, (£:52)- 1) -

bo‘lishi kelib chigadi, bunda

( = a) Zf(a+_k) (Z—Z)" (l_g)n—k _

Zf( +‘—k) k(x—a) (b— x)nk‘

_k() (b- a)n

Shunday qilib quyidagi teoremaga kelamiz.
2- teorema (Veyershtrass teoremasi.) Agar f(x) funksiya [a, b]
segmentda uzluksiz bo‘lsa,

Iim max

N—yoo a<x<h

B, (£:572)- 1) =

bo‘ladi.
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Mashgqlar
1. Agar f(x) funksiya [0, 1] segmentda uzluksiz bo‘lsa, Vx € [0; 1] da
. 4 1) k kok (1 _ LYk _
lim g( 1 f(n)C,,x A-xy"*=0

bo‘lishi isbotlansin.
2. Agar f(x) funksiya [0, 1] segmentda uzluksiz bo‘lsa,
‘ 3 1
sup |B X)- (X)L 0] =
5,18, (/3= 19| 30( )
bo‘lishi isbotlansin, bunda ®(8) — funksiya f(x) ning uzluksiz moduli.

72- ma’ruza
Furye qatori tushunchasi

1°. Davriy funksiyalar hagida ba’zi ma’lumotlar. f(x) funksiya
R = (—o0,+00) to’plamda berilgan bo‘lsin. Ma’lumki, shunday
T e R\ {0} son topilsaki, Vxe R da

f(x+T)=f(x)
tenglik bajarilsa, f(x) — davriy funksiya, 7# 0 son esa uning davri
deyilar edi.
Agar f(x) davriy funksiya bo‘lib, T# 0 son uning davri bo‘lsa, kT
sonlar (k = +1,+2,...) ham shu funksiyaning davri bo‘ladi.
Agar f(x) va g(x) davriy funksiyalar bo‘lib, 7# 0 ularning davri bo‘lsa,

f 2800, £ g0, TE (500 #0)
funksiyalar ham davriy bo‘lib, ularning davri T ga teng bo‘ladi.
Aytaylik, f(x) davriy funksiya bo'‘lib, uning davri 7 bo‘lsin. Agar
bu funksiya grafigining tasviri [a. a+T } oraligda (ae R) ma’lum bo‘lsa,
uni birin-ketin

x=a+kT, (k=+1,£2,.)
vertikal to‘g‘ri chizigga nisbatan simmetrik ko‘chirish natijasida
f(x) ning (—e, +oo) dagi grafigi hosil bo‘ladi (30- chizma).

Bu jarayonni [a, a+T | da berilgan funksiyani (—, +e<) da davriy
davom ettirish deb ham yuritiladi.
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VA VAN

—- —o—
a a+T
30- chizma.

Shuni ta’kidlash lozimki, T davrli f(x) funksiya [a, a+7T] da
uzluksiz bo‘lsa, uni (—oe, +o<) ga davriy davom ettirishdan hosil bo‘lgan
funksiva (uni ham f(x) deymiz) (-, +) da uzluksiz yoki bo‘lakli
uzluksiz (ya’ni x = a + kT nuqtalarda (k = +1,+2,...) uzilishga ega
bo‘lib, boshga barcha nuqtalarda uzluksiz) bo‘lishi mumkin.

Masalan, [0, 1] da berilgan

f(x)=2JxA-x)

funksiyani (—es, +o0) da davriy davom ettirishdan hosil bo‘lgan funksiya
(=0, +o0) da uzluksiz bo‘ladi (31- chizma).

31- chizma.

[—1, 2] da berilgan
f(x) =x

funksiyani (—oe, +o<) da davriy davom ettirishdan hosil bo‘lgan funksiya
(—o0, +o0) da bo‘lakli uzluksiz bo‘ladi (32- chizma):
Lemma. Agar f(x) — davriy funksiya, uning davri T bo‘lib,
|la, a+T] da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
a+T b+T
| rax= | feoydx, e R)
a b
bo‘ladi.
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-3-2-10] 1 2 3 X

32- chizma.

4 Aniq integral xossasidan foydalanib topamiz:

a+f b b+T a+T
| roodc=[feodc+ [ foae+ | foods. )
a a b b+T
a+T
Bu tenglikdagi f F(x)dx
b+T

integralda x = ¢ + T almashtirish bajaramiz. Natijada
a1 b

J »/(x)dx=Jf(t+T)dt=Tf(t)dt=—j‘f(x)dx 2
hed a b a

bo‘ladi. (1) va (2) munosabatlardan
a+T b+T

[ rxac= | reax
a b

bo'lishi kelib chigadi. &
2°. Garmonikalar. Ushbu
f(x) = Asin (ox + B) 3)
funksiyani qaraylik, bunda A4, o, p — haqiqiy sonlar. Bu davriy
funksiya bo‘lib, uning davri

T=2" (a#0)
03

ga teng bo‘ladi.
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<« Hagigatan ham,

f(x+%n)=Asin(oc(x+3a5)+[3)=Asin(ax+B+2n)=

= Asin(ox +B) = f(x). »
Odatda, (3) funksiya garmonika deyiladi. Garmonikaning grafigi
y = sinx funksiya grafigini OX va OY o‘qlar bo‘yicha sigish (cho‘zish)
hamda OX o‘q bo‘yicha surish natijasida hosil bo‘ladi.
Garmonikani quyidagicha yozish ham mumkin:
f(x) = Asin(ox +B) = A(cosox sin B + sin ox cosB) =
= AsinB-cosox + AcosP - sin ox = a cos ox + bsin ox,
bunda
a=AsinP, b= Acosp.
Aksincha,
f(x) =acosox + bsin ox

funksiya garmonikani ifodalaydi:

. b .
f(x)=acosox +bsinax =vVa* + b* | —2—_cosox + ———sinox |=
va? +b? va? +b?
= A(sin B cosox + cosPsin ax) = Asin (ox +B),
bunda Va’ +b° =

= sin B, =cos fi.

b
A, -2 _ L
Va? +b? Va? +b?
3°. Furye qatorining ta’rifi. Har bir hadi
u,(x) = a, cosnx +b,sinnx, (n=0,1,2,...)

garmonikadan iborat ushbu

a, + z (a, cos nx + b, sin nx) [E)

n=1
funksional gator trigonometrik gator deyiladi. Bunda
ag,a,b,a,,b,..,a,,b,, ..
sonlar trigonometrik qatorning koeffitsiyentiari deyiladi.
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Odatda, (4) trigonometrik qatorning qismiy yig‘indisi
T,(x)=a + Z(ak cos kx + b, sin kx)
k=1
trigonometrik ko ‘phad deyiladi.
Aytaylik, f(x) funksiya {-=m, n] da berilgan bo‘lib, u shu oraligda
integrallanuvchi bo‘lsin.
Ravshanki,
f(x)cosnx, f(x)sinnx, (n=1,2,3,..)
funksiyalar ham integrallanuvchi bo‘ladi. Yuqgorida keltirilgan funk-
siyalarning integrallarini quyidagicha belgilaymiz:

a = [ rxax,
a, = % j f(x)cosnxdx, (n=1,2,..) )
b, = % I S(x)sinnxdx, (n=1,2,...)

So‘ng ushbu %0 + (a, cosnx + b, sin nx) (6)
n=1
trigonometrik gatorni tuzamiz.
Ravshanki, (6) trigonometrik qator (5) munosabatlardan topiladigan
ay,a,b,a,b,...,a,,b,, ..
sonlar bilan to‘la aniglanadi.

1- ta’rif. Koeffitsiyentlari (5) munosabatlar bilan aniglangan (6)
trigonometrik qator f(x) funksiyaning Furye gatori deyiladi. Bunda
ay,a,b,a,b,...,a,,0b,, ..

sonlar f(x) funksivaning Furye koeffitsiyentlari deyiladi.
Demak, f(x) funksiyaning Furye qatori shunday trigonometrik

gatorki, uning koeffitsiventlari (5) formulalar yordamida aniglanadi.
Shuni e’tiborga olib, funksiyaning Furye gatori quyidagicha yoziladi:

f(x) ~ %Q + (a, cos nx + b, sin nx).
n-1
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1- misol. Ushbu

f(x)=€e", (-n<x<moa=#0)
funksiyaning Furye gatori topilsin.
< (5) formulalardan foydalanib, berilgan funksiyaning Furye koef-
fitsiyentlarini hisoblaymiz:

T
1 1 _
ay =— | e¥dx = E—(e""t —-e ") = 2 sh o,
T T (039

T

1y . n
1 0L.COS nx+nsin nx
a, =— I e™ cos nxdx = — - e“““ =
2

=D 2% shom, (n=1,2..),

n (12 +n2

1
- 3
n ol +n? —r

Y
b, = 1 I e™ sin nxdx =
T
-n

- ™! %-:ff’psh om, (n=1,2,..).

. hs
1 asin nx—ncos nx ew‘!
T az +n2 |-7[

Demak, f(x)=e"
funksiyaning Furye qatori

f(x)=e" ~329+2(a,, Cos nx + b, sin nx) =
n=|

oo ”n
:2shom 1 +z (-1)

26 2.2
n 2a ol O tn

(oLcos nx — nsin nx)

bo‘ladi. 0
Avytaylik, ushbu shartlar bajarilsin:
1) Quyidagi

a - .

2+ ; (a, cos nx + b, sin nx) )
trigonometrik qator [-n, n] da yaginlashuvchi va uning yig‘indisi
f(x) ga teng:
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f(x) = 2—°+i(an cos nx + b, sin nx); ®)
n=1

2) (8) ifoda hamda uni coskx va sinkx larga (k=0,1,2,...) ko‘pay-
tirishdan hosil bo‘lgan

f(x)coskx = ?79 cos kx + z (a, cos nx cos kx + b, sin nx cos kx),

n=1

f(x)sinkx = %Osin kx + Z(a,, cos nx sin kx + b, sin nxsin kx),
n=1

qatorlar [-x, n] da hadlab integrallansin. U holda

a()a a]s bla a29 b2$ vy an’ bn’
sonlar f(x) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari bo‘ladi, (7) trigono-

metrik qator esa f(x) funksiyaning Furye gatori bo‘ladi. Bu tasdigning
isboti quyidagi

]Ef(x)dx, jlf(x)coskxdx, jf(x)sinkxdx

integrallarni hisoblashdan kelib chiqadi.

4°. Juft va toq funksiyalarning Furye qatori. Faraz qilaylik, f(x)
funksiya [-m, n] da berilgan juft funksiya bo‘lib, u shu oraligda
integrallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini
topamiz:

a, J.f(x)cosnxdx =- [J f(x)cos nxdx+jf(x)cos nxdx]

-n

f(x)cosnxdx, (n=0,1,2,..),

:HN
o'—.:a

0 7
-1 j f(x)sin nxdx = l[j F(x)sin nxdx+jf(x) sin nxdx} -
1t_ T - 5

% jf(x)smnxdx+Jf(x)smnxdx} 0, (n=1,2,..).

(=
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Demak, juft f(x) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari

a, = %jf(x)cosnxdx, (n=0,1,2,..)
0

b, =0, (n=12,.)
bo‘lib, Furye qatori
o <
f(x) -~ —2-+nz=}a,, COs hx
bo‘ladi.
Avytaylik, f(x) funksiya [-m, nt] da berilgan toq funksiya bo‘lib, u

shu oraligda integarallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiyaning Furye koef-
fitsiyentlarini topamiz:

n 0 n
a, = ;1[ I f(x)cos nxdx = %[J f(x)cos nxdx +jf(x) cos nxdx:} =
-1 0

atid

al—

I:—jf(x)cos nxdx — f(x)cos nxdx} =0, (n=0,1,2,..),

0
o 0 n

b, = % J S (x)sin nxdx = %[J. f(x)sin nxdx+Jf(x)sin nxdle =
n Ix 0

:%[jf(x)sinnxdx , (n=12,..).
0

Demak, f(x) toq funksiyaning Furye koeffitsiyentlari
a, =0, (n=0,1,2,...),

b, = %ff(x)sin nxdx, (n=1,2,..)
0
bo‘lib, Furye qatori quyidagidan iborat:
f(x)~ Zb,, sin xx ,
n=|
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2- misol. Ushbu f(x)=x?, (-<n<x<n)

juft funksivaning Furye qatori topilsin.
<« Avvalo berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini topamiz:

2 2 2sinnx"

2
Zlx cosnxdx——x
Tt n

T
4 .
-— J.xsm nxdx =
mO

_ 4 xcosmc"_lrr _(_y. 4 _
_“[_%lo ;'([cosnxdx)—( D = (n=12,.).

0

nn
Demak, f(x) = x? funksiyaning Furye gatori

f(X) = X ~ +42( 1)" CQSn?c

bo‘ladi. »
3-misol. Ushbu f(x) = x, (-n < x < n) toq funksiyaning Furye

qatori topilsin.
<« Berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini hisoblaymiz:

n n-1
lf osnxdx]_ 207
nO .

I’I

n
b, EJ. smnxdx:g[— -
7!0 n

Demak, f(x) = x funksiyaning Furye qatori
f(x) ~ Z( D2 —smnx

bo‘ladi. »

5°. [—1, I] oraligda berilgan funksiyaning Furye qatori. Faraz
qilaylik, f(x) funksiya [—/, /] oraligda (/ > 0) berilgan bo‘lib, u shu
oraligda integrallanuvchi bo‘lsin.

Ravshanki, ushbu ¢ = %x almashtirish natijasida [—/, /] oraliq

[-m, n] oraliqqa o‘tadi. Agar
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f=1(41) =00

deyilsa, @(?) funksiya [—r, ] oraligda berilgan va shu oraligda integral-
lanuvchi funksiya bo‘ladi. Uning Furye qatori

o(t)y ~ = +Z(a cos nt + b, sin nt)

n=|

bo‘lib, a, = % [ ottycosntdr, (n=0,1,2,..)
b =1]t.(p(t)sinntdt (n=1,2,..)
n T . ’ 3Ly eee

bo‘ladi. Endi ¢ = %x bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:

b1 ~_£ - n
(p(?x) 5 Z;(a cosn1x+b smnlx)
1I
a, 7]@(% )cosn xdx, (n=0,1,2,..),
{

; )smn xdx, (n=12,..).

~ -

Natijada berilgan f(x) funksiyaning Furye gatori quyidagicha

f(x)~ % + Z(a,, cos 5713 + b, sin m;x)
n=1
bo‘lib, bunda:

!
:1 f(x)cosf_n_fdx’ (n=0,1,2,...)
l ; /

!
b, = Hf(x)sin " xdx, (n=1,2,..).
-1
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4- misol. Ushbu f(x)=¢€", (-1<x<1)
funksiyaning Furye qatori topilsin.
« Yugoridagi formulalardan foydalanib, f(x) = e* funksiyaning
Furye koeffitsiyentilarini topamiz:
1
ay = Ie"dx —e-e’,
2

1 1
AT SIn ATX—COS ATX

a, = Je" COS AMXAX = ————— -5 - "¢
-1

-1

=m(ecosmc e cos nm) = (- 1)"e:22 (n=12, ..),

Sin KX~ AT COS MALX

1
b, = J e™ cos nmxdx =
-1

1+n2 2 -1
= —— (enncos nr + nre”! cos mt) (- D" T (e -e)=
l+n‘m 1+ n?
-1
= (=™ l" < —, (1=12...).

Demak,
f(x)=¢€", (-1<x<])
funksiyaning Furye gatori quyidagicha

x €e—e€ _el) D" D~ cosnm -H" ]
E + - —%-= AT SIN nNX
[ 1+n’n? 1entn?

ko‘rinishda bo‘ladi. »

Mashglar

1. Ushbu f(x) = 2sin(2x + 2) garmonikaning grafigi topilsin.
2. Ushbu f(x)=|x|, (-n< x <n) funksiyaning Furye qatori
topilsin.
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73- ma’ruza
Furye qatorining yaqinlashuvchanligi
1°. Lemmalar. Furye gatorining yaqinlashishini isbotlashda muhim

bo‘lgan lemmalarni keltiramiz.
1- lemma. Agar ¢(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo‘lsa,

b b
lim I@(x) sin px dx =0, lim I(p(x) cos pxdx =0
Py pvoe

bo‘ladi.
<« Ravshanki, lemmaning shartidan

o(x)sin px, @(x)cos px
funksiyalar |a,b] da integrallanuvchi bo‘ladi. [a,b] segmentda

Xy Xps ooy Xyl s Xy (@=Xg <X <Xy <..< Xy <X, =b)
nuqtalarni olib,

b
J(p(x) sin px dx

ni quyidagicha yozib olamiz:

b n-1 Xk+l
I@(x) sin pxdx = o(x)sin px dx =
k=0 x,
1— Xhal n-1 Ayl
Z j [o(x) — my ]sin px dx+2mk J sin px dx, (1
k=0 5, k=0 %

bunda m, = inf o(x), (k=0,1,2,...,n-1).

xe[x; . X4

Bu (1) tenglikning o‘ng tomonidagi integrallarni baholaymiz:

,
n-1 Xk4l n-l

Xt n-1
|z I [@(x) — my ]sin px dx <Z J' dx:zmkAxk’
k=0 x k=0 k=0

bunda @, — funksiya @(x)ning |x,, x| dagi tebranishi, Ax, = x;,, — x, .
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Lons BRI

Modomiki, ¢(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi ekan, u holda
n=1
2 ®,; Axy < 3 @
k=0
qilib olinishi mumkin.
Endi (1) tenglikning o‘ng tomonidagi ikkinchi integralni baho-
laymiz:

i Xi4 n-l COS pXj —COS PXy 4 l
mk sin px dx SZ\mkl' IS
’ I =0 P
n-1 nl
2 2
< Z|mk] = 52|mk’
k=0 k=0

Ravshanki, p ni yetarlicha katta gilib olish hisobiga
2 £
Z m, < =
; §| el <5 3
ga erishish mumkin. Natijada (1) , (2) va (3) munosabatlardan

b
I(p(x) sin pxdx| <€

bo‘lishi va undan

b
lim j @(x)sin pxdx = 0
P
ifoda kelib chigadi. Xuddi shunga o‘xshash

b
lim J.q)(x) cos pxdx =0
poe

isbotlanadi. »
Agar |a, b] oraligni shunday

9, 4], [a,a],...[0,4, a,], (& =a,a, =b)
bo‘laklarga ajratish mumkin bo‘lsaki, har bir (g, q,,;) da
(k=0,1,2,...,n-1) f(x) funksiya uzluksiz bo‘lib, x = g, nuqtalar-

da chekli o‘ng
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f(a, +0), (k=0,1,2,...,n-1),

va chap

f(a, -0), (k=0,1,2,....,n)
limitlarga ega bo‘lsa, f(x) funksiva [a,b] da bo lakli uzluksiz deyiladi.
Yugqoridagi lemma ¢(x) funksiya [a,b] da bo‘lakli uzluksiz funksiya
bo‘lgan holda ham o‘rinli bo‘ladi.
1- lemmadan quyidagi natija kelib chiqadi.
Natija. Agar f(x) funksiya [~r, n] oraligda bo‘lakli uzluksiz bo‘lsa,
uning Furye koeffitsiyentlari » — « da nolga intiladi:

lim a, —11ml f(x)cosnxdx =0,

n—roe
—7(

lim b, _llml f(x)sinnxdx = 0.

N—yo0
-1

n sin(2n+l)E
cos ku = s tenglik o‘rinli.

k=1 2sin—
Sln2

2- lemma. Ushbu

DI

<« Ravshanki,

z cosku = L lsm + 22 sin — cos ku]

Isin
k=1 sm2

N !

bo‘ladi. Agar

. 1 . 1 . 1 .u
ZZSm 5 COS ku= ;[sm (k + E) u-— sm(k - 5) u] =sin (n+ 5) u-sin;
bo lishini e’tiborga olsak, u holda yugoridagi tenglikdan

4 sin(2n+1
L )" cos ku = (2n+l)
2 .U

k=1 25m-2—

tenglikni keltirib chigaramiz. P

2°. Furye qatorining gismiy yig‘indisi. Dirixle integrali. Funksional
qatorlar nazariyasidan ma’lumki, qatorning yaginlashishini aniglashda
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[~y ]

avvalo uning gismiy yig‘indisi topilib, so‘ngra bu gismiy vig‘indining
limiti o‘rganilar edi.

Funksiya Furye gatorining yaginlashishini aniglashda ham avvalo
uning qismiy yig‘indisi topiladi.

Avytaylik, f(x) funksiya [-m, ©t] oraligda integrallanuvchi bo‘lsin.
Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini topib, uning Furye gatorini
tuzamiz:

g, = % [ rycoskedr, (k=0,1,2,..),
b, = Hf(t)sin ktdt, (k=1,2,..),

f(x)~ a7°+i(ak cos kx + by sin kx).
k=1

Ravshanki, bu gqatorning qismiy yig‘indisi
n
F,(f;x)= 520—+ Y (ay cos kx + by sin kx)
k=1
bo‘ladi. Bu tenglikdagi a, va b, larning o‘rniga ularning yuqorida
keltirilgan ifodalarini qo‘yib topamiz:

1T 51T o
E, (f;x)= I If(t)dt+kz=}1—t Jf(t)[cosktcoslcx+smktsm kxldt =

1T I
= J f(t){i +k2=‘;cosk(t —x):ldt.
Ma’lumki, 2- lemmaga ko‘ra

. t—-x
Qn+D—=
sin2n+)—

n
+Zcosk(t -Xx) = —
k=1 2sin—~

1

o}

bo‘ladi. U holda F, (f; x) yig‘indi quyidagi ko‘rinishga keladi:
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-X

2 4. @

F sm(2n+1)

X)) =
W (f3x) = jf( ) —

2

Odatda, (4) tenglikning o‘ng tomonidagi integral f(x) funksiyaning
Dirixle integrali deyiladi.

F,(f; x) yig‘indining bu ifodasini yanada o‘zgartirib, n — - da
F, (f; x) ning limitini topishga qulaylik keltiradigan ko‘rinishga olib
kelamiz.

Avvalo (4) integralda + — x = « almashtirishni bajaramiz. Bunda
integral ostidagi funksiya 2z davrli bo‘lganligi sababli integrallash
chegarasining o‘zgarmay qolishini e’tiborga olib topamiz:

sinQn+1)¥

1T )
F(fixX)=—|f(x+u)—=du.
" 2”—'[: 2sin¥
2
Bu tenglikni ikki gismga ajratib:
sm(2n+1) sm(2n+l)g
Fy(f3x)=5- jf(x+u) u2du+jf(x+u)__u_%du :
251n5 2sin—

o‘ng tomondagi birinchi integralda ¥ ni —u ga almashtirib topamiz:

sm(2n+1)—
F, (f,x)——j[ (x+uw)+ f(x-u)]——= y du.
0 Zsmi

Xususan, f(x)=1 bo‘lganda

1
T sin{ n+
E,(1;x)= 1J-J—zkafu

u
2sin—
0 1 2

bo‘lib, u 1 ga teng bo‘ladi.
Hagiqatan ham, 2- lemmadan foydalansak, u holda
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n

I R
E, (1, x)=- 2[—+ cosku]du=1+— cos kudu=

n .0[ 2 kz=1 7 k=16[

2 shxkuu=n
=1+= =1
m k2=] k u=0
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
n sin| n+
= [ 2L, ©)
T 0o 2 sin%

3°. Lokallashtirish prinsipi. /(x) funksiya Furye qatorining qismiy
yig‘indisi

1 n siAnLn+% U
FAf3x) = [[f (x+u)+ f(x-w)]- l du
n . u
0 2 sin~
ning bitta muhim xossasini keltiramiz.

Ixtiyoriy & sonni (0 < § < =) olib, (6) integralni ikkita integralga
ajratamiz:

3 sin n+l
E,(f; x):%J-[f(x+u)+f(x~u)]~[~~2}-du+

0 2sin—

(6)

N 0
+H[f(x+u)+f(x—“)]"l_i}d“ ~I B+ T (n.8).

s 2sin—
1- teorema. n — - da J, (»,8) ning limiti nolga teng bo‘ladi:
lim J, (n, 8) = 0.

4 f(x) funksiya [-m, n] da integrallanuvchi bo‘lganligi sababli

o(u) = — [ fCeru)+ f(x-u)]

2sin—
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funksiya ham [3, n] da integrallanuvchi bo‘ladi. U holda 1- lemmaga
ko‘ra

1
lim J, (r,8) = lim J[f(x+u)+fx “)]‘L%k

2sin—
2

——hm_[(p(u s1n(n+ )udu 0

T noeo

bo‘ladi.p>
(7) munosabat va keltirilgan teoremadan muhim natija kelib chi-
gadi. Ushbu

1
Jy (n,8) == J[f(x+u)+f(x u)]’l—zkdu

2sin2
2
integralning n — « dagi limiti mavjud bo‘lgandagina F, (f; x) ning
limiti mavjud va
lim F, (f, x) = lim J, (n, §)
Nn—yeo n—yoo
munosabat o‘rinli bo‘ladi.
Ma’lumki, J; (n, §) integralda f funksiyaning [x - &, x + 8] ora-

ligdagi giymatlarigina gatnashadi.
Demak, f(x) funksiya Furye qatorining x nuqtada yaqinlashuv-
chanligi yoki uzoglashuvchanligi bu funksiyaning shu nuqta atrofi

(x -8, x +8) dagi giymatlarigagina bog‘liq bo‘ladi. Buni lokallash-
tirish prinsipi deb yuritiladi.

4°. Furye qatorining yagqinlashuvchanligi. Endi funksiya Furye
gatorining yaqinlashishi haqidagi teoremani keltiramiz.

Agar har bir (a;, a;,,) da (k=0,1,2,...,n-1) f(x) funksiya dif-
ferensiallanuvchi bo‘lib, x = a, nuqtalarda chekli o‘ng

f(ar+0), (k=0,1,2,...,n-1)

va chap
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f'(a,-0), (k=0,1,2,...,n)
hosilalarga ega bo‘lsa, f(x) funksiya [a,b] da bolakli differensial-
lanuvchi deyiladi.
2- teorema. 2n davrli f(x) funksiya [-x, nt] oraligda bo‘lakli diffe-
rensiallanuvchi bo‘lsa, u holda bu funksiyaning Furye gatori

f(x) ~ 329+ i(ak cos kx + by, sin kx)
k=1

[-r, n] da yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi

f(x+0)+f(x-0)
2
ga teng bo‘ladi.
« (5) tenglikning har ikki tomonini

%[f(x+0)+f(x—0)]
ga ko‘paytirib, ushbu
F(f3%) =3[ f (x+0)+ £ (x - 0)]

ayirmani quyidagicha

F, (f;x)—l[f(x+0 )+ f(x-0)]=
1
_l.j fx+u)+ f(x-u)-f(x+0)- f(x- 0)] .L_i}du
i 2sin—
2

ko‘rinishda yozib olamiz. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integralni

ikkita
ln sinf n 4}1
J,—_-;‘(,;[f(x+u f(x+0)] L du,

2 sm—

1
5y = L f 1) £ (e ol ﬁdu

25 =
0 ln



integralga ajratamiz. Natijada

1
F, (f;x)—i[f(x+0)+f(x—0)]=.11 +J,
bo‘ladi.
Endi J; va J, integrallarni baholaymiz. J, integralni baholash
uchun avvalo ixtiyoriy 8 (0 <8 < ) sonni olib, J; ni ikki gismga
ajratib yozamiz:

. 1
3 sinf n+—

J; =lj[f(x+u)_f(x+0)]udu+
no 2sin£

2
. [ 1) ®)
1 n sSin n+§
+;J'[f(x+u)—f(x+0)] ~Ldu.
F3 2sin—

Lokallashtirish prinsipiga asosan
1 b4 sin n+5
lim—I[f(x+u)—f(x+0)] du=0.
no=Te 2sin2
2
Demak, Ve >0, 3ny =n(e,8)e N, Vvan>n, da
. 1
1 T sin ’H—i e
_J‘[f(x+u)—f(x+0)]i—ku dul < > )
r F 2sin5

bo‘ladi. Shartga ko‘ra, f(x) funksiya [-m, ] da bo‘lakli differen-
siallanuvchi. U holda Vx e [-x,n] da

. S(x+u)-f(x+0)

fim P < x40
mavjud bo‘lib, 35, >0, O<u <3 da
‘&i)_;__fM < M,, (M, =const)
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tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Shuningdek, 33, >0, O0<u<3, da

<M,, (M, =const)

u
2
sin¥
2

tengsizlik bajariladi.

Endi min{81’52’§W
1M,

re }:5 deb olamiz. Natijada, Vne N

bo‘lganda (8) tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi integral uchun

ushbu

I

lj'[f(xw)_f(xm)]- 2_gin (n+ 1)udu <
T u .U 2 -
0 sinJ

u
2 ! €
] duSanMZSSZ

.U
sin—
2

n u
0

< l i”f(x+u)—f(x+0)

bahoga ega bo‘lamiz. (8), (9) va (10) munosabatlardan

. 1
T S| n+—
A %J'[f(x+u)—f(x+0)]_£_._ildu <e
0 Sin -
2

bo‘lishi kelib chiqgadi.
J, integral ham xuddi shunga o‘xshash baholanadi va

in( nel
| = %J‘[f(x—u)—f(x—O)]sz%Edu <e
0 Slni

bo‘lishi topiladi. Demak,
E, (f; x)—%[f(x+0)+f(x—0)]t <2e

bo‘lib, undan

(10)
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lim £, (f; x)= 5 [f (x+0)+ £ (x~0)]

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa f(x) funksiya Furye qatorining yaginla-
shuvchi va

9 4y (@ coskx+ b sinkx) =2 [ £ (x+0)+ £ (x-0)]
k=1

bo‘lishini bildiradi. P
Natija. Agar ffunksiya yuqoridagi teoremaning shartlarini bajarib,
x nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda quyidagi natijaga ega bo‘lamiz:

% +i(ak cos kx + b, sin kx) =f(x) .
k=1

Misol. Ushbu
f(x)=cosax, (-n<x<n, a#ne Z)

funksiyaning Furye qatori topilsin va uni yaqinlashishga tekshirilsin.

<« Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini topamiz. Qaralayotgan
funksiya juft bo‘lgani uchun

b,=0, (n=1,2,3,...)

bo‘lib,

a, = %Icosaxcosnxdx = I[cos(a —n)x +cos(a+n)x]dx =

0 0

___sinan(_l)n[LﬁLL]
T

a+n a-n

bo‘ladi. Demak,

f(x)~Sinna"[ Z( 08 (m+j)cosnx].

Agar f(x) = cos ax funksiya teoremaning hamda natijaning shart-
larini bajarishini e’tiborga olsak, u holda

cos ax = Sman[ Z( 1)”(—+-;)cosnx]

bo‘lishini topamiz. »
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Keyingi tenglikda x = 0 deyilsa,

Fiq _1 — n 1 1
S =at 2D (m +;:;;) (11)

n=1
bo‘lishi kelib chigadi.

Mashgqlar

1. Ushbu

-x, agar —t<x<0 bo‘lsa,
0, agar O<x<m bolsa

769+

funksiyaning Furye qatori topilsin va uni yaqginlashishga tekshirilsin.
2. Ushbu

f(x)=-In 'sin%

, (x #2kn, ke Z)

funksiyaning Furye qatori topilsin va uni yaginlashishga tekshirilsin.
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15-BOB
PARAMETRGA BOG‘LIQ INTEGRALLAR

74- ma’ruza
Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning bir o‘zgaruvchisi
bo‘yicha yaqinlashishi

1°. Limit funksiya. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya R? fazodagi
M ={(x,y)e R* :a<x<b, ye Ec R}
to‘plamda berilgan va y, € R nuqta £ to‘plamning limit nuqtasi bo‘Isin.
Ravshanki, har bir tayin x e [a,b] da f(x,y) funksiya y o‘zga-
ruvchining funksiyasiga aylanadi. Aytaylik, bu funksiya x e [a, b] da

lim f(x,y)

Y=y

limitga ega bo‘lsin.

Har bir x € [a, b] ga f(x,y) funksiyaning y — y, dagi limitini mos
go‘yish natijasida

¢: x— lim f(x,y)
Y=Y

funksiya hosil bo‘ladi.

Odatda, bu funksiya f(x,y) funksiyaning y — y, dagi limit funksiyasi
deyiladi:

fim f(x,9) = 9(x), (xe[a,b]). (1)
-

(1) munosabat quyidagicha tushuniladi: Ve > 0 son olinganda
ham shunday & = §(e,x) > 0 son topiladiki, bunda 0 < |y - yo| < 3
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ¥y e £ uchun

If (x,)-o(x)|<e, (xea,b])

bo‘ladi.
Endi f(x,y) funksiya

M ={(x,y)e R?; xe[a,b], ye Ec R}
to‘plamda berilgan va ~ «nugta» E to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
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Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday §=§(e,x) >0 son

topilsaki, |y| > 8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi Yy e E uchun

|f (x,¥) - o(x)| <&
tengsizlik bajarilsa, @(x) funksiya f(x,y) ning y —  dagi limit funksiyasi
deyiladi.

1- misol. Ushbu f(x,y) = xy funksiyani

M={(x,y)e R : 0<x<l, ye[0,1]}
to‘plamda garaylik. Bu funksiyaning y — y, =1 dagi limit funk-
siyasi ¢(x) = x bo‘lishi ko‘rsatilsin.

« Ixtiyoriy € > 0 songa ko‘ra, har bir x e [0,1] uchun § =¢ deb
olinsa, u holda |y -y,|=|y 1< 38 tengsizlikni qanoatlantiruvchi
ye[0,1] uchun

[f 6, p) - o) = |xy - x| =|x|ly -] sy -1 <8=¢

bo‘ladi. Demak,

limxy=x.p

y-l

2- misol. Ushbu f (x,y)=x”, (0°=0) funksiyani
M ={(x,y)e R : 0<x<1, ye[0,1]}

to‘plamda garaymiz. Bu funksiyaning y - y, =0 dagi limit funk-
siyasi topilsin.

« Aytaylik, x = 0 bo‘lsin. Bu holda vy € [0,1] uchun

f(0,y)=0
bo‘lib, y » 0 da f(0,y) -» 0 bo‘ladi.
Aytaylik, x # 0 bo‘lsin. Bu holda y — 0 da
f(x,y)=x" 5 x" =1
bo‘ladi. Hagiqatan ham, ixtiyoriy € > 0 songa ko‘ra & =log, (1-¢)
deyilsa (x > 0), u holda |y — y4| = [v - 0| =|y| < 8 tengsizlikni ganoat-
lantiruvchi y e [0, 1] uchun
fGay)—ox)=|x -1|=1-x <1-x*=0% =1_(1-¢)=¢
bo‘ladi. Demak, y — 0 da f(x,y) = x” funksiyaning limit funksiyasi
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1, agar xe (0,1] bo'lsa,
0,agar x=0 bo'lsa

<p(X)={

bo‘ladi. P
2°. Limit funksiyaga tekis yaqinlashish. Faraz qilaylik, f(x,y)
funksiya
M={(x,y)e R®:a<x<bh, ye EcR}
to‘plamda berilgan bo‘lib, y, € R nuqgta E to‘plamning limit nuqtasi
bo‘Isin. Bu funksiya har bir tayinlangan x € [a,b] da y o‘zgaruvchining
funksiyasi sifatida y — y, da limit funksiyaga ega bo‘lsin:
lim f(x,y) = ¢(x).
Y=o
f(x,y) funksiyaning ¢(x) ga intilish xarakteri olingan x ga bog‘liq,

chunki x ning turli giymatlarida f(x,y) funksiya, umuman aytganda,
y o‘zgaruvchining turlicha funksiyalari bo‘ladi. Bu vaziyat

Jim f(x,»)=09(x), (xe[a,b])

tushunchasidagi ixtiyoriy € > 0 songa ko‘ra topiladigan 8 > 0 sonning
garalayotgan x ga bog‘liq yoki bog‘liq emasligida namoyon bo‘ladi.

Yugorida keltirilgan misollarning birinchisida & =€ bo‘lib, u faqat
€ > 0 gagina bog‘lig, ikkinchisida esa 8 = log, (1 - €) bo‘lib, u olingan
€ > 0 bilan birga qaralayotgan x ga ham bog‘liq ekanini ko‘ramiz.

1-ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday & = 8(e) > 0
son topilsaki, |y -y, <38 tengsizlikni qanoatlantiruvchi ye E,
Vx e [a,b] uchun

If(x,y)-o(x) <e
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
Ve >0,35=58(e)>0, |y-y|<8,yeE,
vxe [a,b]: |f(x,¥)—o(x)|<¢

bo‘lsa, f(x,y) funksiya ¢(x) ga [a,b] da tekis yaqinlashadi deyiladi.
3-misol. Ushbu f(x,y) = xsin y funksiyani
M ={(x,y)e R: 0<x<1, ye [0,1t]}
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to‘plamda qaraylik. Bu funksiyaning y — y, = ’3_‘ da limit funksiyasi

topilib, unga [0, 1] da tekis yaqginlashishi ko‘rsatilsin.
<« Ravshanki,

limxsiny = ? X.
yo3
3
Demak, o(x) = —\/;x.

Agar Ve > 0 ga ko‘ra 8 = € deyilsa, u holda ’ y- gl < d tengsiz-

likni qanoatlantiruvchi y e [0,x] va vx e [0,1] uchun

-Ix

xsiny——?x siny—?‘=

[f(x,9) - 0(x)] =

- inv—sin ¥ <* _r =
|x\‘smy sm3._y 3 <d=¢
bo‘ladi. Ta’rifga binoan, y —>§

o(x) = ? x limit funksiyaga [0,1] da tekis yaginlashadi. »

da f(x,y)=xsiny funksiya

Eslatma. Aytaylik, }}11‘51 f(x,y) =¢(x) bolsin.
-

Agar V3>0 son olinganda shunday e, >0, x, € [a,b] va
|V — ¥o| < 8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi y, € E topilsaki, bunda
1f(x0,y1)—(p(x0)\ 2 €

bo‘lsa, f(x,y) funksiya y — y, da limit funksiya ¢(x) ga tekis yaqin-
lashmaydi deyiladi. Masalan,

fx,y)=x", (0°=0)
funksiya y — 0 da limit funksiya

1, agar xe (0,1} bo‘lsa,
o(x)={b 2o xe O
0, agar x=0 bo‘lsa
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ga tekis yaginlashmaydi. Hagigatan ham, V& > 0 son olinganda,
1

714"’ 0 < y, <& tengsizlikni qanoatlantiruvchi y, va x, =2 *

deb olinsa, u holda

€0=

1 1
‘f(Xanl)—(p(xo)‘=1—xgl =1_5=_2_>£0

bo‘ladi. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya R? fazodagi
M ={(x,y)e R :a<x<b, ye Ec R}
to‘plamda berilgan va y;e R nuqgta E'to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
Agar E'to‘plam y, ga intiluvchi {y,} ketma-ketlikdan iborat bo‘lsa,
f(x,y) funksiyani [a, b] da aniglangan
Su(X) = f(x,y,)
funksional ketma-ketlik sifatida garash mumkin. Masalan,
2
flx,y) =52

x2 +y

funksiyani M, ={(x,y)e R : xe[0,1], ye E ={1,

,%,}} to‘p-

N r—

lamda qarasak, u quyidagi

2xn
x) = .
Jn(x) 1+n% x?

funksional ketma-ketlikka aylanadi.

1- teorema. Agar y — y, da f(x,y) funksiya ¢(x) ga [a,b] da tekis
yaginlashsa, u holda E to‘plamdagi y, ga intiluvchi har bir {y,} ketma-
ketlikda (y, < E)

fn (x) = f(xayn)
funksional ketma-ketlik ham [a,b] da ¢(x) ga tekis yaqinlashadi.

d Aytaylik, f(x,y) funksiya y — y, da ¢(x) funksiyaga [a,b] da
tekis yaginlashsin. U holda ta’rifga binoan Ve > 0, 33 = 8(¢) > 0,
0< |y —yo\ <& tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy ye E,
Vxe [a,b]: |f(x,y)-¢(x)| < e boladi.
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Modomiki, {y,} ketma-ketlik y, ga intilar ekan,
V8> 0, Inge N, Vn>ny |y, -y, <8
tengsizlik bajariladi. Demak,
Ve>0,35>0, |y, — ¥l <8,y,€ E Vxe [a,b]: |f(x,,) - 0(x)| <&,
ya’ni,
£ (x) -o(x)|<e
bo‘ladi. Bu esa f,(x) funksional ketma-ketlikning [a,b] da ¢(x) funk-
siyaga tekis yaginlashishini bildiradi. »

Endi f(x,y) funksiyaning limit funksiyaga ega bo‘lish va unga
tekis yaginlashishi hagidagi teoremani keltiramiz.

2- teorema. f(x,y) funksiya y — y, da limit funksiya ¢(x) ga ega
bo‘lishi va unga tekis yaginlashishi uchun Ve > 0 olinganda ham x ga
bog‘lig bo‘lmagan shunday 38 =8(¢) > 0 topilib, [y - yo\ <3,
ly" - yo| <8 tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy y, y'e E
hamda Vx e [a,b] da

f(x,9)-F(x,y) <e @
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

d Zarurligi. Aytaylik, f(x,y) funksiya y — y, da limit funksiya
¢(x) ga [a,b] da tekis yaqinlashsin. U holda ta’rifga binoan

Ve>0, 38>0, |y-yo|<8, VyeE,

vxe [a,b]: |[f(x,y)~o(x)| < %’ ©)

jumladan, |y"-y|<38, y’e E uchun ham

() -] <5 @
bo‘ladi. (3) va (4) munosabatlardan
lf (x,y) - f(x9y,)
bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik, (2) shart bajarilsin. Modomiki, har bir tayin-
langan Vxe [a,b] va [y —yo| <8, |y =)|<8,ye E y'eE da
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V<e

tengsizlik bajarilar ekan, u holda Koshi teoremasiga ko‘ra y — y, ca
f(x,v) funksiya limitga ega bo‘ladi. Uni ¢(x) bilan belgilaylik:

lim f(x,y) = ¢(x).
Y-

Endi y o‘zgaruvchining | y - J’0| < & tengsizlikni ganoatlantira-
digan giymatida (2) tengsizlikda y” — y, da limitga o‘tib topamiz:

If (x,)-9(x)|<e.

Bu esa y — y, da f(x,y) funksiyaning ¢(x) ga [a,b] da tekis
yaginlashishini bildiradi. »

3- teorema. f(x,y) funksiya uchun quyidagi shartlar bajarilsin:

1) har bir tayin ye E da f(x,y) funksiya {g,b] da x o‘zgaruv-
chining funksiyasi sifatida uzluksiz;

2) y > y, da f(x,y) funksiya [a,b] da ¢(x) ga tekis yaqinlashsin.

U-holda ¢(x) funksiya [a,b] da uzluksiz bo‘ladi.

« E to‘plamda y, ga intiluvchi ixtiyoriy {y,} ketma- ketlik ohb

(yae E,n=1,2,...,y, > ) la,b] segmentda aniglangan ushbu

f;x (X) =f(x$yn)

funksional ketma-ketlikni hosil gilamiz. Teoremaning shartlariga ko‘ra:
1) £,(x) funksional ketma-ketlikning har bir hadi [a,)] da uzluksiz
bo‘ladi;
2) mazkur ma’ruzadagi 2- teoremaga binoan y — y, da f,(x)
funksional ketima-ketlik ¢(x) funksiyaga [a,b] da tekis yaginlashadi.
U holda ¢(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz bo‘ladi (qaralsin,
65- ma’ruza). P

Mashglar

1. Ushbu f(x,y)=n(,/x+%—x/;)

funksiyani M ={(x,n)e R*: xe (0,), ne N} to‘plamda garab,
uning n — o dagi limit funksiyasi topilsin.
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Sy

1y 1
2. Ushbu f(x,y)= %(1 -x* )xy

funksiyani M ={(x,y)e R*: xe [%,1}, ye (0,1]} to‘plamda qa-

rang. Bu funksiya uchun quyidagi tenglik o‘rinli bo‘lishi isbotlansin:
yll_glof(x,y) =0.
3. Aytaylik, f(x,y) funksiya
M ={(x,y)e R*: xela,b], ye Ec R}

to‘plamda berilgan va y, € R esa E ning limit nuqtasi bo‘lsin. y — y, da
f(x,y) funksiyaning ¢(x) ga [a,b] da tekis yaqginlashishi uchun F to‘p-
lamdagi y, ga intiluvchi ixtiyoriy {y,} ketma-ketlikda

£ (X) = f(x,,)
funksional ketmz-ketlikning [a,b] da ¢(x) ga tekis yaqinlashishi zarur
va yetarli ekani isbotlansin.
75- ma’ruza
Parametrga bog‘liq integrallar

1¢. Parametrga bog‘liq integral tushunchasi. Aytaylik, f(x,y)

funksiya
M:{(x,y)e R*:a<x<bh, ye EcR}

to‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu funksiya har bir tayinlangan ye E da
x o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,b] da integrallanuvchi, ya’'ni

jf(x,y)dx

mavjud deylik. Qaralayotgan integralning giymati tayinlangan y ga
bog‘lig bo‘ladi:

b
J) = [ f(xy)dx. (1)
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Masalan, y # 0 bo‘lganda
1

[eax = el e
5 Yo y
y = 0 bo‘lganda
1
Jeoxdx =1
0
bo‘ladi. Demak,
1 e’ -1 .
J(y)=Iey"dx= ——, agar y#0 bo'lsa,
0 1, agar y=0 bo‘lsa.

Odatda, (1) integral parametrga bog‘liq integral, y esa parametr
deyiladi.

Ravshanki, J(y) funksiya (parametrga bog‘liq integral) berilgan
f(x,y) funksiya orqali aniglanib, unga bog‘liq bo‘ladi.

Parametrga bog‘liq integral mavzusida f(x,y) funksiyaning funk-
sional xossalariga ko‘ra J(y) funksiyaning funksional xossalari (limiti,
uzluksizligi, differensiallanuvchanligi, integrallanuvchanligi) o‘rganiladi.

2°. J(y) funksiyaning limiti. Aytaylik, f(x,y) funksiya

M={(x,y)e RR:a<x<b, yeEcR}

to‘plamda berilgan bo‘lib, y,e R esa E to‘plamning limit nuqtasi
bo‘lsin. Bu funksiya uchun har bir tayin ye £ da

b
J) = [ £ (x,y)dx

mavjud bo‘lsin.

1- teorema. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni
bajarsin:

1) har bir tayin ye E da f(x,y) funksiya x o‘zgaruvchining
funksiyasi sifatida [a,b] da uzluksiz,;

2) y > y, da f(x,y) funksiya limit funksiya ¢(x) ga [a,b] da tekis
yaginlashsin.
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U holda y — y, da J(y) funksiya limitga ega bo‘lib,

b
lim J(y) = _!(p(X)dx @

bo‘ladi.

<« Keltirilgan teorema shartlarining bajarilishidan, 74- ma’ruzadagi
3- teoremaga ko‘ra, limit funksiya @(x) ning {a,b] da uzluksiz bo‘lishi
kelib chigadi. Demak,

b
[otx)ax

integral mavjud.

Ayni paytda, y — y, da f(x,y) funksiyaning [a,b] da ¢(x) funksiyaga
tekis yaginlashuvchi bo‘lishidan, ta’rifga binoan,
Ve>0,35>0,]y-y|<8 Vye E, Vxe [a,b]: |f(x,y)—(p(x)| < —b—i—é

bo'lishini topamiz. Ushbu

b
.J(y) -| (p(X)dxl

ayirmani garaylik.
Ravshanki, |y —yy| <8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy
ye Euchun

b b
[£Gxpyax-| w(x)de <

b
J(y)—Jcp(x)dx

b b
< ﬂf(x,y)—tp(x)\dx < 7fa-jafx =g
bo‘ladi. Keyingi munosabatdan
b
lim J () = [@(x)dx
y—-n "

bo‘lishi kelib chigadi. &
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(2) munosabatni quyidagicha
b b
fim [ £ (x,y)dx = | fim f (x| ax
y—-)o p p Yy-on

ko‘rinishda ham yozish mumkin. Bu integral belgisi ostida limitga
o‘tish qoidasini ifodalaydi.
3°. J(y) funksiyaning uzluksizligi. J(y) funksiyaning uzluksizligini
quyidagi teorema ifodalaydi.
2- teorema. Agar f(x,y) funksiya
My ={(x,y)e R*:asx<bh, c<y<d)}
to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, J(y) funksiya [c,d] da uzluksiz bo‘ladi.

« Ixtiyoriy y, e [c,d] va y, + Ay € [c,d] nugtalami olib, J(»)
funksiyaning orttirmasini topamiz:

AJ (¥o) =‘J(J’0 +Ay)-J (») = J[f(an’O +Ay)——f(x,y0)]dx,

a

f(x,y) funksiya M, to‘plamda tekis uzluksiz. Unda Ve > 0 uchun
shunday & > 0 topiladiki, |Ay| <8 bo‘lganda, Vx e [a,b] uchun

|f e,y +8) = f (x,30)| <
bo‘ladi. Demak, |Ay| <8 bo‘lganda

IAJ(J’o)l = J[f(X,yo +Ay)—f(x,y0)]dx <e(b-a)

a

bo‘ladi. Keyingi munosabatdan
AI;TO AJ (%)=0

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa J(y) funksiyaning ixtiyoriy y, nuqtada,
binobarin, [c,d] da uzluksiz bo‘lishini bildiradi. »

4°. J(y) funksiyani differensiallash. Aytaylik, f(x,y) funksiya M,
to‘plamda berilgan bo‘lsin.

3- teorema. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni
bajarsin:
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1) har bir tayin y e [c,d] da f(x,y) funksiya [a,b] da x o‘zga-
ruvchining funksiyasi sifatida uzluksiz;

2) f(x,y) funksiya M, to‘plamda f, (x,») xususiy hosilaga ega va
£, (x,y) funksiya M, da uzluksiz.

U holda J(y) funksiya [c, d] da hosilaga ega va

b
J) = [ f (x,y)dx 3

bo‘ladi.
d ye[c,d], y+Aye|[c,d] nuqgtalarni olib, topamiz:

J(r+ay)-J () _ jf(x,ymy)-f(x,y) i
Ay Ay )

Lagranj teoremasiga ko‘ra
S(xy+Ay)-f(x,y) _
ST = f(x,y+04y), (0<B8<])

Ay
bo‘lib,

b
J(y+A:;—J(y) _ Jf’(x,y +0Ap)dx, (0<0<1l) @

bo‘ladi.
Sy (x,y) funksiya M, to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lganligi sababli
Ve>0,35>0,|Ay| < 8, Vx e [a,

‘ll
tengsizlik bajariladi. (4) munosobatdan foydalamb

b
LSS0 ()| <

b
dx <€

bo‘lishini topamiz. Demak,

lim le(y) J‘f (x,y)dx .

Ay -0

b
Bu esa J'(y) = j £, (x,y)dx ekanini bildiradi. >
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(3) munosabatni quyidagicha

4| td
& L ey)ax = [ 2 (xy)dx

ko‘rinishda ham yozish mumkin. Bu differensiallash amalini integral
belgisi ostiga o‘tkazish qoidasini ifodalaydi.

5°. J(y) funksiyani integrallash. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya
M, to‘plamda berilgan va uzluksiz bo‘lsin. U holda 2- teoremaga ko‘ra

b
J()= [ f(x,y)dx

funksiya [c,d] da uzluksiz bo‘ladi. Binobarin, bu funksiya [c,d]} da
integrallanuvchi, ya’ni

jJ(y)dy

mavjud bo‘ladi.
4- teorema. Agar f(x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, u
holda quyidagi ifoda o‘rinli bo‘ladi:

d dl b bl d
[ 7y = _[[jf(x,y)dX] dy = j[]f(x, ») dy} dx.
4 V¢ e [c,d] nugtani olib, ushbu

i b bl 1t
F(n)= | [ f(x,y)dx}dy, o(r) = | [j f(x,y)dy]dx

cipa

funksiyalarni qaraymiz. Ravshanki,

’

F'(t) = [j“f(x,y)dx] dy) = jf(x, t)dx,

cLa

D'(r) = [f[jf(x,y)dy]dx) = f[jf(x,y)dy] dx = jf(x, f)dx.

apc
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b
Demak, F'(t) = D'(¢) = j £ (x,1) dx

bo‘lib, undan
F(@)=®d(#)+C, (C =const)
bo‘lishi kelib chiqgadi. Agar ¢ = ¢ deyilsa,

F(c)=P(c)=0
bo‘ladi va keyingi tenglikdan C = 0 bo‘lishini topamiz. Demak,
F()=9().

Xususan, 7 = d bo‘lganda F(d) = ®(d) bo‘lib,

df s b[d
j[ f(x,y)dX]dy=J[jf(x,y)dy]dx
bo‘ladi. P
Mashglar
!
1. Ushbu f(x,y)= %(1 -x’ )x’

1
funksiyani {(x,y)e R :xe [5 ,1],y € (0,1]}

to‘plamda garaylik. Bu funksiya uchun

1 1
fim [/ (e e | (Jim, 7 . y))dx

2 2

bo‘lishi isbotlansin.
2. Agar f(x) funksiya [0, 1] segmentda uzluksiz hosilaga ega bo‘lsa,

1
J (y) = [ f(x)signsin (xp)dx, (v >0)
0

funksiyaning hosilasi topilsin.
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n

3. Agar J,(y) = %J.cos(y cosx)dx, (yeR)
0
bo‘lsa, u quyidagi yJ5(y)+J4(y) +yJy(y) = 0 tenglamani ganoat-
lantirishi ko‘rsatilsin.

76- ma’ruza
Chegaralari o‘zgaruvchi parametrga bog‘liq integrallar

Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya
M, ={(x,y)e RP:a<x<b, cSysd}

to‘plamda berilgan va har bir tayin ye [c,a’] da f(x,y) funksiya
x o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,b] da integrallanuvchi bo‘lsin.
a(y) va B(y) funksiyalarning har biri [c¢,d] da berilgan va Vy € [¢,d] uchun

a<o(y)<B(y)<h (1)
tengsizliklar bajarilsin. Ushbu

B(»)
[ fxp)ax
oly)
integral, ravshanki, y o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘ladi:

B(¥)
L= | fx ). @)
a(y)

2) integral chegaralari ham parametrga bog ‘liq integral deyiladi.

1°. J;(y) funksiyaning uzluksizligi. J,(») funksiyaning uzluksizligini
quyidagi teorema ifodalaydi.

1- teorema. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz
bo‘lib, a(y) va B(y) funksiyalar esa [c,d] segmentda uzluksiz bo‘lsin.
U holda

B(y)
h)= [ f(xy)ax

ofy)

funksiya [c,d] da uzluksiz bo‘ladi.
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o Ixtiyoriy y, € [c,d] nugtani olaylik. Integralning ma’lum xossa-
laridan foydalanib topamiz:

o(yp) B(x)
J ()= jf<xy = [ fley)ae+ | Fxy)dee
ofy) ofy) o)

jfxydx jfxydx+jfxydx jfxyasc 3)
B(yo) olye) B(») ofyp)

B(»o)
Ravshanki, J‘ f (x, y) dx

a(¥)
integral chegarasi o‘zgarmas bo‘lgan parametrga bog‘liq integral. Bu
funksiya 75- ma’ruzada keltirilgan 2- teoremaga muvofiq y o‘zgaruv-
chining uzluksiz funksiyasi bo‘ladi. Demak,

B(xo) B(»)
yowda [ fleyyaxo [ fluw)d=4(n) @
a(yo) a(yp)

bo‘ladi.
f(x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz bo‘lganligi sababli y shu
to‘plamda chegaralangan bo‘ladi:

|f (x,9) < C, (C=const).
Shartga ko‘ra a(y) va B(y) funksiyalar [c,d] segmentda uzluksiz.
Demak:
y =y da o(y) - a(y,),
y =y, da B(y) > B(»)-

B(y)
Endi [ f(xp)ax

B(xo)

<CIB(»)-B(3),

a(y)
[ fxp)yax

a(y)

< Cla(y)-a(n)
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munosabatlardan

B(y) B(y)
y >y, da If(x,y)dx—>0, y =y, da j f(x,y)dx -0
B(x) o(¥)

bo‘lishini topamiz.
(3) tenglikda, y — y, da limitga o‘tish va unda (4) va (5) muno-
sabatlarni hisobga olish natijasida

y =y da Jy (y) = Iy ()
bo‘lishi kelib chigadi. Demak, J,(y) funksiya [c,d] da uzluksiz. P
2°. J,(y) funksiyani differensiallash. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya
My ={(x,y)e R® :a<x<b, c<y<d}
to‘plamda, o(y) va B(y) funksiyalar esa [c,d] segmentda berilgan bo‘-
lib, a(y), B(y) funksiyalar (1) shartni bajarsin, ya’ni Vy e [c,d] uchun

aso(y)<p(y)sd

bo‘Isin.

2- teorema. Aytaylik, f(x,y), o(y) va B(y) funksiyalar quyidagi
shartlarni bajarsin:

1) f(x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz;

2) f(x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz f, (x,y) xususiy hosi-
laga ega;

3) a(y) va B(y) funksiyalar [c,d] da o’(y) va p’(y) hosilalarga ega.
U holda

B(y)
)= [ flxy)ax

oy)
funksiya [c,d] segmentda J; (y) hosilaga ega bo‘lib,

B(y)
KW= [ £ xy)axc+p () FBG)y) -’ () F(a(), y)

a(y)
bo‘ladi.
4 y, € [c,d], y, + Ay € [c,d] nuqtalarni olib, topamiz:
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B(yo +4y) B(m)

J,(yomy)—fl(m)_ LU S avyae- | (xw)dxl|.

Ay

a(yy +ay) a(yo)
Agar
B(yo +Ay) B0 )
f(x,yy +Ay)dx = j f(x,y, +Ay)dx +

a(ye+4y) a(yp)

B(yo+Ay) oy +4y)
+ j f(x,y +Ay)dx - J S(x,y +Ay)dx

B(») (o)

bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda

I (y0+Ay) J1(3) .[ [f ,yo+Ay) f(x.3)] g+
: Blyo +oy) a(yp +4y)
+5 I f(x, y0+Ay)dx—— j f(x,y+Ay)dx  (6)
B(y) a(y)

bo‘lishi kelib chigadi. 75- ma’ruzadagi 1- teoremaga ko‘ra

B(yn)
: [f(xyovay)-f(xn)] ,
Jim, w o=
(%) @)
B(3) B(»)
_ . [f(X,YO +Ay)-f(x,) ] ’
= J A, Ay dx = -[ Jy (630 )
a(yo) o(¥o)

bo‘ladi. O° rta giymat hagidagi teoremadan foydalanib, topamiz:
B(»a +4y)
S (x,p +8y)de = £(x', 5 +8y)[B(3% +4y)-B(%)],
B(»)
o(ye+4ay)
[ rxov+av)de=£(xp +an)[a(n +ay)-a(n)].
a(y)
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Bunda x’ nugta B(y,), B(yo + Ay) nuqtalar orasida, x” esa
a(yy), (¥, +Ay) nuqtalar orasida joylashgan. y — y, da limitga
o‘tishi bilan quyidagi tengliklarga kelamiz:

B(yo+ay}
Al;r_l)iog J f(x,y) +Ay)dx =
[B(vo+ay)-

Ay

POOL_ £ (B3, 30) B ).

= lim f(x',y, + Ay)
Ay-0
lim f(x, 3y +Ay)dx = (8)

‘}}T f(x" +A}’)[ (y°+A:y) a(YO)] f(a(xn), ¥ )o ()

Yugqoridagi (6) munosabatda Ay — 0 da limitga o‘tib, (7) va (8)
tengliklarni e’tiborga olib, ushbu

B(¥o)
. J1(vo+ay)-J(3)
lim, - a({ )f (x,yy ) dx +
0

+/ (B(3),20)B (0) = f(a(3), %)’ (3%)

tenglikka kelamiz. Demak,

B(xo)
Fn)= [ £ Goye)de+ F(BOO) 2B (08) - %), %) (%) »
ofx)

1

Misol. Ushbu J, (y) = Je" ly — x| dx funksiyaning hosilasi topilsin.
0

« Aytaylik, y € (—»,0) bo‘lsin. Bu holda

1 1
J, (y):-yJede+Ixexdx=y(l—e)+[e—(e—1)]=(1_e)y+1
0 0

bo‘lib, J{(y)=1-e ga ega bo‘lamiz.
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Aytaylik, y e (0,1) bo‘lsin. Bu holda

Ji (y)=‘y[(y—x)e"dx—jf(y—x)e"dX=jye‘dx—
0 y 0

_]:xe"dx—jye"dx+j.xe"dx=2e" -(e+1) y-1
y

0 y

bo'lib, J{(y)=2¢’ —e—-1 boladi.
Aytaylik, y € [1,+e) bo‘lsin. Bu holda

1 1
Ji (y)=yje"dx—jxe"dx=y(e—l)—[e—(e—l)]=(e—l)y—l
0 0

va J{(y)=e~1 bo‘ladi. Demak,

1-e, agar — <y <0,
J/(y)=42¢” —e-1, agar 0<y<],
e-1, agar 1<y < +oo
bo‘ladi. P
Mashglar
1. Agar J, (y):j €& (Osx<)
o VIV 2

bo‘lsa, u holda 0 < y < 1 uchun

y
, | *d
K= L] e
0

7l

y

bo‘lishi isbotlansin.

1+y

2. Agar J, (¥) = J-

y

dx
1+x2 +y

> bo‘lsa, limJ, (y) topilsin.
y—0
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77- ma’ruza
Parametrga bog‘liq xosmas integrallar
1°. Parametrga bog‘liq xosmas integral tushunchasi. Faraz qgilaylik,
f(x,y) funksiya

M ={(x,y)e R* . xe[a,+=), ye E c R}

to‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu funksiya har bir tayin ye E da x o‘z-
garuvchining funksiyasi sifatida [a,+] da integrallanuvchi, va’ni

L

xosmas integral yaginlashuvchi. Ravshanki, integralning qiymati y o‘z-
garuvchiga bog‘liq bo‘ladi:

oo
F(y)= [ f(x,y)ex. )
Masalan, y > 1 bo‘lganda
400 {
1 xV t—eo 1 xY 1—5eo l—y y—l

bo‘ladi. Demak, bu holda
1
F(J’) =500

ifoda kelib chiqgadi.

(1) integral parametrga bog‘liq chegarasi cheksiz xosmas integral,
y esa parametr deyiladi.

Xuddi shunga o‘xshash

FE) = [ fy)dx, B(»)= [ f(xy)dx
parametrga bog‘liq xosmas integrallar tushunchalari kiritiladi.
Aytaylik, f(x,y) funksiya
M ={(x,y)e R? :xe[a,b), ye E c R}
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to‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu funksiya har bir tayin y e £ da x o‘zga-
ruvchining funksiyasi sifatida garalganda uning uchun » maxsus nuqta
bo‘lib, u [a,b] da integrallanuvchi, ya’'ni

f[f(x,y)dx

xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsin. Ravshanki, bu holda ham
integralning qiymati y o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘ladi:

®(y) = [ f(x,y)dsx. e)

Masalan, 0 < y < 1 bo‘lganda

!
& _ lim J(Z—X)de—llm —-[(2 t)ly—l]_~—
1 Q-xyY r—>2—01 -y

bo‘ladi. Demak, bu holda

<D(y)=$

bo‘ladi.

(2) integral parametrga bog‘liq, chegaralanmagan funksiyaning
xosmas integrali, y esa parametr deyiladi.

Umumiy holda, parametrga bog‘lig, chegaralanmagan funksiyaning
chegarasi cheksiz integrali tushunchasi ham yuqoridagidek kiritiladi.

Parametrga bog‘liqQ xosmas integrallarning funksional xossalari
(limiti, uzluksizligi, differensiallanishi, integrallanishi)ni

4eo
F(y)= [ f(x,»)ax
a
integral uchun keltirish bilan kifoyalanamiz.
2°. Integralning tekis yaqinlashishi. Aytaylik, f(x,y) funksiya

M ={(x,y)e R* : xe [a,+), ye E c R}
to‘plamda berilgan bo‘lib, har bir tayin ye F da

F)= | £z
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xosmas integral yaginlashuvchi bo‘Isin. Ta’rifga binoan

+oo 1
F()= | fx,y)dc=lim [ £ (x,y)dx, (a<t<w)
bo‘ladi. Natijada berilgan f(x,y) funksiya yordamida

G(y,t) =jf(x,y)dx, (@< <o)

F(y)= | f(x.y)dx
funksivalar yuzaga keladi va
Im G(y,1)=F(y), (veE)

munosabat bajariladi.

Demak, G(y,9) funksiya t - +o0 da limit funksiya Ky) ga ega
bo‘ladi.

1-ta’rif. Agar t - 4+ da G(y,?) funksiya limit funksiya F(y) ga
E to‘plamda tekis yaqginlashsa,

F(»)= [ f(xy)ax
integral F to‘plamda tekis yaginlashuvchi deyiladi.

Integralning E to‘plamda tekis yaginlashuvchanligini quyidagicha
anglash lozim:

1) har bir tayin ye F da j f(x,y)dx xosmas integral yaqin-

lashuvchi;
2) Ve > 0 olinganda ham shunday 3 = 8(e) > 0 topiladiki, bunda
VvVt > 8 va Vy € E uchun

<Eg

Tf(x,y)dx

tengsizlik bajariladi.
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+oo

1- misol. Ushbu J e ™ cos xy dx
0

xosmas integralning (—ee, +) da tekis yaqinlashuvchi ekani ko‘rsatilsin.
<« Har bir tayin y € (—, +0) da garalayotgan xosmas integralning
yaginlashuvchi ekanligi ravshan.
Ve >0gako‘ra d = lng deyilsa, u holda V¢ > 3 va Vy e (—oo, 420)
uchun
+o0
I e * cos xy dx

14

e -lnZ
Sje""dx:e"Se‘sze € =§<g

H

bo‘ladi. Demak, berilgan integral (—oo, +o0) da tekis yaqinlashuvchi. P
2- ta’rif. Agar t — +oo da G(y, funksiya limit funksiya F(y) ga
E to‘plamda tekis yaginlashmasa,

F(y)=Tf(x,y)dx

integral E to‘plamda tekis yaginlashmaydi deyiladi.
Integral E to‘plamda yaqinlashuvchi, ammo u shu to‘plamda
tekis yaginlashmaydi degani quyidagini anglatadi:

+4o0
1) har bir tayin ye F da j S (x,y)dx xosmas integral yaginla-

shuvchi;
2) V3 > 0 olinganda ham shunday ¢, >0, y,e £ va t;, > d
bo‘lgan ¢ € [a,+) topiladiki, bunda quyidagi ifoda o‘rinli bo‘ladi:

>g,.

Tf(xs)ﬁ)dx

2- misol. Ushbu
j ye ™ dx
0

xosmas integralning (0, +w) da tekis yaginlashmasligi ko‘rsatilsin.
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<« Ravshanki,
o0 t
-l'ye—x.)’dx: im J.ye—xydx= lim (l—e_'y)=1.
0 1400 0 I —+o0

Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi. Aytaylik,
ye E =(0,+0) bo‘lsin. Ixtiyoriy musbat & sonni olaylik. Agar
1

80 =§,

fh >3 va y, =tl deb olsak, u holda
0

Toemas

i

_ _ 1
=M =el>2=¢

bo‘ladi. Bu esa J. ye ¥ dx integral E =(0,4c) da tekis yaqginlash-
0
masligini bildiradi. »
Yugqoridagi F(y)= J f(x,y)dx

parametrga bog‘liq xosmas integralning parametr y bo‘yicha E to‘p-
lamda tekis yaqinlashishini quyidagicha ham ta’riflasa bo‘ladi.
3- ta’rif. Agar

=0

+ff(x,y)a'x

t
lim sup |F (y) - [ f (x,y) dx
194 ye E ’

= lim sup

I+ ye E
(a <t < +) bo'lsa,

F(y)= | f(x,y)dx

xosmas integral to‘plamda tekis yaqinlashuvchi deyiladi.

oo
3- misol. Ushbu F (y) = I d—f xosmas integralninig E =[2,+e)
X
1

to‘plamda tekis yaginlashuvchi ekani ko‘rsatilsin.
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<4 Ravshanki, 1 <t < +eo uchun

Ta 1 1
0< sup J—x= sup ———— < -
yel2=) |5 X7 | yef2am) (p-1)PT0 1
T d
bo‘lib lim sup || Z{=0
’ 19400 ye[2 4eo) ’ xY

bo‘ladi. Demak, berilgan xosmas integral £ = [2,+) to‘plamda tekis
yaqinlashuvchi. p

Endi integralning tekis yaqinlashishini ifodalovchi teoremani
keltiramiz.

o0

1- teorema. Ushbu F(y) = Jf(x,y)dx
integralning FE to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘lishi uchun ve > 0
olinganda ham y ga bog‘lig bo‘lmagan shunday & = 3(¢) > 0 topilib,

t">8, t”>3 tengsizliklarni qanoatlantiruvchi V¢, 1" va Vye E da

<€

If(x,y)dx

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Bu teoremaning isboti ravshan.

3°. Parametrga bog‘liq xosmas integrallarning parametr bo‘yicha
tekis yaqinlashish alomatlari.

2- teorema. (Veyershtrass alomati.) Aytaylik, f(x,y) funksiya

M ={(x,y)e R* : xe [a,+), ye E c R}

to‘plamda berilgan va har bir tayin ye E da f(x,y) funksiya [a,+~) da
integrallanuvchi bo‘lsin.

Agar [a,+) da aniglangan shunday ¢(x) funksiya topilsaki,

1) Vxe [a,+), Vy € E uchun [f (x,y)| < @(x) bo‘lsa,

2) ushbu J ¢{(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

a
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Fy)= | f(x,y)dx

integral F to‘plamda tekis yaqginlashuvchi bo‘ladi.
<« Modomiki, j ¢(x)dx yaginlashuvchi ekan, u holda Ve > 0 olin-

ganda ham shunday & = 3(¢) > O topiladiki, "> 8, ¢” > & bo‘lganda

<€

-
[ £ (e,y)ax
)

tengsizlik bajariladi. Ayni paytda,

-
[ £ y)ax
>

t” "

< _“f (x,y)|dx < J‘P(x)dx, ' < t*)
t t

bo‘lganligi sababli

<E€E

-
[ £ Cey)ax
,,

bo‘ladi. Yuqorida keltirilgan 1- teoremaga muvofiq

F)= [ f(xy)dx

integral E to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. P

cOs xy

b) dx, (y eE= (_°°a+°°))

4- misol. Ushbu J

1+x
0
integralning tekis yaginlashuvchi ekani ko ‘rsatilsin.
<« Ravshanki, vx e [0,+e) va Vy € (—oo,+cc) uchun
cos Xy

< 1
14+x2

If (x,p) =

bo‘ladi. Ayni paytda,
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Tl
-‘[ 1+x2 dx
xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lganligi sababli Veyershtrass
alomatiga ko‘ra berilgan integral E = (—oo,+o0) da tekis yaqinlashuv-
chi bo‘ladi. P
Integrallarning tekis yaqinlashishini aniqlashda ko‘p foydala-
niladigan Abel hamda Dirixle alomatlarini isbotsiz keltiramiz.
3- teorema. (Abel alomati.) f(x,y) va g(x,y) funksiyalar

M ={(x,y)e R :xe[a,+=), ye Ec R}
to‘plamda berilgan bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin:
1) har bir tayin y € £ da g(x,y) funksiya [a,+e~) da monoton bo‘lsin;
2) V(x,y)e M uchun |g(x,y)|<¢, (c=const) bo'lsin;

400
3) ushbu I f (x,y)dx integral E to‘plamda tekis yaginlashuvchi

bo‘lsin. U holda

+ff(x,y)g(x,y)dx

integral E to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

4- teorema. (Dirixle alomati.) /' (x,y) va g(x,y) funksiyalar M to‘p-
lamda berilgan bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin:

1) Vt>a hamda Vte E da

<e¢, (¢ =const)

[7 e

tengsizlik bajarilsin;
2) har bir tayin y e E da g(x,y) funksiya limit funksiya ¢(x)=0 ga
tekis yaqginlashsin. U holda

[ rxy)gtey)ds

integral E to‘plamda tekis vaginlashuvchi bo‘ladi.
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5- misol. Ushbu
| Si’;"y dx, (yeE=[1,2])
0

integral tekis yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
<« Berilgan integralda

f(x,y) = sinxy, g(x,y) = l

deyilsa, u holda x
1) Vt >0, Vye [l,2] uchun
t t 1
Jf(X,}’)dx = Isinxydx =’__M <2,
0

0

2) x = 4o da g(x,y)=;1; funksiya £=[1,2] da nolga tekis
yaqinlashuvchi.

Dirixle alomatiga ko‘ra berilgan integral £ = [1, 2] da tekis yaqin-
lashuvchi bo‘ladi. »

Mashgqlar

Y 2
d
1. Ushbu J. = Cz—ixy x integralning £ = [2, 10] to‘plamda tekis
0

x}’
yaqinlashishi isbotlansin.
2. Ushbu I l—dl;, (¥ > 1) integral tekis yaqinlashishga tekshirilsin.
o 1+x

3. Aytaylik, f(x) funksiya R da uzluksiz bo‘lib, Vxe Rdaf(x) 20
bo‘lsin. Ushbu

Tro-xam, [ ro-xa
0 —oo

integrallarning y parametr bo‘yicha ixtiyoriy chekli [a,b] < R seg-
mentda tekis yaqinlashuvchi bo‘lishi isbotlansin.
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78- ma’ruza

Parametrga bog‘liq xosmas integrallarning
funksional xossalari

Ushbu ma’ruzada parametrga bog‘lig xosmas integral

F) = [ f(x,p)dx

ning limiti, uzluksizligi, differensiallanishi hamda integrallanishi
masalalarini bayon etamiz.
1°. K(y) funksiyaning limiti. Aytaylik, f(x,y) funksiya

M ={(x,y)e R* : xe [a,+=), ye E c R}

to‘plamda berilgan, y, € R esa E to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

1- teorema. f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:

1) har bir tayin ye E da f(x,y) funksiya x o‘zgaruvchining funk-
siyasi sifatida [a,+o) da uzluksiz;

2) y - y,da f(x,y) funksiya ixtiyoriy [a, f] da (@ < t < e) limit
funksiya @(x) ga tekis yaginlashsin;

3) ushbu F(y) = I f (x,y)dx integral Eto‘plamda tekis yaginla-
shuvchi bo‘lsin. U holda y — y, da F(y) funksiya limitga ega va
lim F(y) = j o(x)dx
Y= "
bo‘ladi.
« Teoremaning 1- va 2- shartlarining bajarilishidan ¢(x) funk-

siyaning [a,+e) da uzluksiz bo‘lishini topamiz. Binobarin, ¢@(x)
ixtiyoriy {a,f] da (a < t < «) integrallanuvchi bo‘ladi. Modomiki,

F)= [ f(x.y)dx

integral E to‘plamda tekis yaginlashuvchi ekan, u holda 77- ma’ruza-
dagi 1- teoremaga ko‘ra
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ve>0, 35=8(e)>0, t'>8, t">8, Vt',t" Vye E:

t
[ £ (x)ax
:

<E€

bo‘ladi. Keyingi tengsizlikda, y — y, da limitga o‘tsak, u holda
t’
j(p(x)dx <g
tl

tengsizlik hosil bo‘ladi. Bundan ¢(x) funksiyaning [a,+e) da integ-
rallanuvchanligi kelib chigadi. Ushbu

Tf (x,y)dx —T(p(x)dx

ayirmani qaraymiz. Uning uchun quyidagi tengsizlik bajariladi;

<

Tf(x,y)dx —T(p(x)dx

!

< £ Ge.p) - o(x)]dx +

a

Jf(x,y)dx + J¢(x)dx, (a<t<e).(1)

Bu tengsizlikning o‘ng tomonidagi qo‘shiluvchilarni baholaymiz.
+o0
J. f(x,y)dx integral E to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘lganligi
a

sababli,
ve>0, 35, =8,(e)>0, Vt>3, Vye E:

<z )

T £ ey

bo‘ladi. —
[ o(x)ax

integral yaginlashuvchi bo‘lganligi sababli
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o

ve > 0,38, =3,(e) >0, Vi>0;:

T(P(X)dx < § )

ifodaga ega bo‘lamiz.

Ravshanki, V¢ > §; : (8, = max(§,8,)) da (2) va (3) tensizliklar bir
yo‘la bajariladi. Funksiya f(x,y) y — y, da [a,f] segmentda (¢ > ;)
limit funksiya @(x) ga tekis yaginlashuvchi bo‘lganligi sababli

Ve > 0,38 =8(e) >0, [y-w|<?d, YyeE, Vxelat], (a<t<eo)

£ (6,9) =000 < 375 ) @)
bo‘ladi. (1), (2), (3) va (4) munosabatlardan '

<&

Tf(x,y)dx ~T(p(x)dx

bo‘lishi kelib chigadi. Demak
+e0 +oo
lim F(y)= lim jf(x,y)dx=j<p(x)dx. >
Y=o Y- p "
Keyingi tenglikni quyidagicha ham yozish mumkin:

lim If(x,y)dx ZT[ tim £ (x,9)]dx.

sin x
X

dx tenglik isbot-

1- misol. Ushbu lim I -y Smxd_xzj
y—>+0 .

lansin.
4 Agar ¢(x) = sme funksiyaning x =0 nuqtadagi giymatini
¢(0)=1 deb olinsa, u holda

__—xy Sinx
f(xyy)"e x

funksiya {(x,y)e R*: xe [0,4c),y e [0,4)} to‘plamda uzluksiz
bo‘ladi.
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Ravshanki, har bir tayin y e [0,+0) da f(x,y) funksiya x o‘zga-
ruvchining funksiyasi sifatida [0,+) da uzluksiz bo‘lib, y — + da
bu funksiya ixtiyoriy [0, /] da (0 < f < ) @(x) = S"‘T" funksiyaga
tekis yaginlashadi. Endi

+’° .
— sSin x
je xy SIMX o
X
0

xosmas integralni parametr y bo‘yicha [0,+o) da tekis yaginlashuvchi
bo‘lishini ko‘rsatamiz.
Agar 77- ma’ruzada keltirilgan Abel alomatida f(x,y) funksiya

sifatida %; g(x,y) funksiya sifatida e funksiyalar olinsa, ular

uchun Abel alomati barcha shartlarining o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatish
giyin emas. Demak, alomatga ko‘ra

+oo .
J e sin x dx
0 X
integral tekis yaqinlashuvchi.
Yugqgorida keltirilgan 1- teoremaga binoan

Sln X - Sln X
lim e"y—dx J'(nme"y )dx
y-+0 0 y—-+0

bo‘lib, undan  lim j - S0 gy js"‘xdx bolishi kelib

chiqadi. p» °
2°. H(y) funksiyaning uzluksizligi. Aytaylik, f(x,y) funksiya
M, :{(x,y)e R? :xela,+), ye [c,d]}

to‘plamda berilgan bo‘lsin.
2- teorema. Agar f(x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz bo‘lib,

F(y)= jf(x y)dx

integral [c d] da tekis yaq1nlashuvch1 bo‘lsa, u holda Fy) funksiya
[c,d] da uzluksiz bo‘ladi.
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« Ixtiyoriy y, € [c,d], y, + Ay € [c,d] nuqtalarni olib, F(y)
funksiyaning orttirmasini topamiz:

+oo

AF(3) = F(yy +89) = F(3) = [ [f(x,30 +AV) - £ (3, 9)]dx.

a

Shartga ko‘ra J S (x,y)dx integral [c, d] da tekis yaginlashuvchi.
U holda !

Ve > 0,35 = 8(e) > 0, Ve, >3, Vye[c,d}: If(x,y)dx

o

<§ &)

bo‘ladi. Ravshanki, f(x,y) funksiya

M, ={(x,y)e R*:xela 1], ye [c,d]}, (a <ty < +oo)
to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi. U holda
ve>0, 38, =8(e)>0, Ay <d;(g):

€

|f(xs}’0 +A.V)—f(X,yo)|<m 6)
ga ega bo‘lamiz. Agar §; = max {3, 8,} deyilsa, uning uchun (5) va
(6) tengsizliklar bir yo‘la bajariladi. (5) va (6) munosabatlarni ¢’tiborga
olib topamiz:

IAF ()] = | [ Lf (x50 + &%) = £ (x, )] x| <
< 1730+ a9) = £ e y0)ax] +| [ /(x50 +Av)ax +| [ £, 3)| <

Demak, Alim0 AF(yy)=0.
—
Bu esa F(y) funksiyaning [c, d] oraligda uzluksizligini bildiradi. »

Ay )
2- misol. Ushbu F(y) = j e *) dx integral y parametrning uz-
0
luksiz funksiyasi bo‘lishi ko‘rsatilsin.
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« Berilgan integralda x — y = ¢ almashtirish bajaramiz. U holda

F(y)= Te"z dt = j)' e dt + Te"2 dt = je"l dt + T e dt
-y -y 0 0 0

bo‘lib, bu yig‘indining har bir qo‘shiluvchisi y ning uzluksiz funksiyasi
bo‘lgani uchun berilgan integral y parametrning uzluksiz funksiyasi
bo‘ladi. P

3°. F(y) funksiyani differensiallash. Faraz qgilaylik, f(x,y) funksiya
M, to‘plamda berilgan bo‘Isin.

3- teorema. f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:

1) f(x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz;

2) fy' (x,y) xususiy hosila mavjud va u M, to‘plamda uzluksiz;

3) Har bir tayin y e [¢,d] da

F(y)= Tf(x,y)dx
integral yaginlashuvchi; i "
4) Ushbu T £, (x,y)dx integral [c, d] da tekis yaqinlashuvchi.
U holda F(;) funksiya [c, d] da F(y) hosilaga ega va
F'(y) = Tfy’(x,y)dx

bo‘ladi.
4 y, e [c,d]), y, + Ay € [c,d] nuqtalarni olib, topamiz:

F(yo+ay)-F(3) _ f S0 +8y)-F(x30) 1
Ay A Ay )

Lagranj teoremasiga ko‘ra

f(xsy +AJ’)-f(xa.V ) ’
0 A 0 = £ (x,y, +04y), (0<0<1),

F(yo+A0)-F(30) _ [ 4
200 = [ Sy + 08y)dx
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bo‘ladi. Demak,

4o
lim ZQ0VTO0) _ i [ e,y 000, ()
Ay—0

Ay->0 Ay

Shartga ko‘ra fy' (x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz. Kantor

teoremasiga binoan u
M, = {(x,y)e R* :xela,tl, ye [c,d]}, (a<t< o)
to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi. U holda
Ve > 0,38 = 3(e) > 0, |Ay| < 8(e), Vx € [a,1],

£ (x, ¥y +0AY) - £ (x, )| < €
bo‘ladi. Demak, Ay — 0 da f;(x,y, +6Ay) funksiya f,(x,y,) ga
tekis yaqinlashadi. Shartga ko‘ra

f Sy (x, yp)dx

integral tekis yaqinlashuvchi. U holda
ve>0, 38=38(e)>0, t'>8, t">98,Vt',t", Vye|c,d]:

<Eg,

Ify'(x,y)dx

jumladan,

<Eg

.
[ 1x, 30 + 08y)dx
)

bo‘ladi. Keyingi tengsizlikning bajarilishidan esa
J fy (x,yp +0Ay)dx

integralning tekis yaqinlashuvchanligi kelib chigadi. Ushbu ma’ruzada
keltirilgan 1- teoremani (7) tenglikning o‘ng tomoniga go‘llab, to-
pamiz:
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AI;'TO J Sy (x, 30 + 0Ay)dx = -[ [Alir_?oj;,(x, Yot eAy)] b=

®)

£y (x, yp)dx.

8 —}

(7) va (8) munosabatlardan
F'(y) = _[fy'(x,J’o)dx )

bo‘lishi kelib chiqadi.
(9) munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:
d 7 _+°° of (x,y)
E J- f(x,?l)dx —I ‘Ty———dx .

Bu differensiallash amalini integral ostiga o‘tkazish qoidasini ifo-
dalaydi. »
4°. Ky) funksiyani integrallash. Aytaylik, f(x,y) funksiya

M, ={(x,y)e R? : x e [a,+=), yelc,d]}

to‘plamda berilgan bo‘lsin.
4- teorema. Agar f(x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz va

F(y) = I f(x,y)x integral [c, d] da tekis yaqinlshuvchi bo‘lsa, u

holda F(y) funksiya [c, d] da integrallanuvchi va

TF(y)dy = T[Tf(x,y)dx]dy = f[T f(x,9) dy]dx
bo‘ladi.

<« Ravshanki, F(y) funksiya [c, d] da uzluksiz bo‘ladi. Binobarin,
u [c, d] da integrallanuvchi. Shartga ko‘ra

F(y)= If(x,y)dx

integral {c, d] da tekis yaqginlashuvchi. U holda
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T

ve>0,33=8(e) >0, vr>3§, Vyelcd]:

t
bo‘ladi. Shu tengsizlik bajariladigan ¢ ni olib topamiz:

<Eg

T rx,yya

T rerayrax= | fyra+ | roxyas.

Natijada

c a

]
8
1

bo‘ladi. Agar

TF(y)dy - _’[ LT f(x,y)dy] dx

bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda

y

Tﬁf(x,y)dedy=mf(x,y)dx]dy+j[j fUx, y)dx} -

:j[f (x,¥) dy} dx +T[T f(x, y)dx] dy

T fix s

t

dy<e(d- o)

c

[Fay=tim | [T fex, y)dy] d = jﬁ £ y)dy] &

bo‘lib,

j[j f(x, y)dx]dy

(4 a

ekanligi kelib chigadi. »

j[] fx, y)dy]

Mashglar
1. Agar f(x) funksiya (0, «) da integrallanuvchi bo‘lib,

Fo = |
0

e f(x)dx
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bo‘lsa, lim F(y) = lim jeﬂ“ F(x)dx = j f(x)dx
y—+0 y—>+0 0 0
bo‘lishi isbotlansin.
° 2
2. Ushbu F(y) = Je‘y *ydx, (- < y < +o) funksiya uzluksiz-
0
likka tekshirilsin.

79- ma’ruza
Ba’zi xosmas integrallarni hisoblash

Parametrga bog‘liq integrallar va ularning funksional xossalaridan
foydalanib, ba’zi xosmas integrallarni hisoblaymiz.

1°. _[ %ﬁdx integralni hisoblash. Bu integralning yaginlashuv-
0

chiligi 77- ma’ruzada keltirilgan.

+oo

Ma’lumki, [ e sinxax= L. (1)
0 I+y
Bu tenglikdagi
F(y)= j e ™ sin xdx
0

parametrga bog‘lig integral y parametr bo‘yicha ixtiyoriy [¢, A] da
(¢ > 0) tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bu tasdiq
+o0
{e”‘y sin x' <e? J e Vdx = ;
0

bo‘lishi hamda Veyershtrass alomatini qo‘llashdan kelib chiqadi. (1)
tenglikni integrallab topamiz:

Al +e A 1
J' J’ e sin x dx |dy = j_z dy = arctg A—arctg t,
Ak . I+y
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Bu tenglikning chap tomonidagi integral uchun

Al +e +ool A o _Ax
I[I e sin xdx] dy = J[J- e sin xdy] dx = j ¢ ;e —sin xdx
1 0

0 t 0

va Vx>0 da [sinx| < x bo‘lib,

+«-oe_Ax oo
ITsinxdx < Je““"dx:

0

1
A
bo‘ladi. Natijada 4 — 4+ da

_x Sinx
x dx
x

g —arctgt = f e )

0
bo‘lishi kelib chiqadi. Endi

+oo . o0 |

. _ Sin x sSin x
lim [ e $0% gy = j dx
1—+0 X X

tenglikning o‘rinli ekanini (qaralsin, 78- ma’ruza) ¢’tiborga olib (2) da
t —» +0 da limitga o‘tib topamiz:
J' sinx b -

X
0

[T

2°. J Smxyx dx integralni hisoblash. Bu integralning (—eo, +e0) da
0

yaqinlashuvchi bo‘lishi ravshan. Aytaylik, y > 0 bo‘lsin. Bu holda
integralda yx = t almashtirish bajarib topamiz:

I sin yx dx = J smt
0

T
7 -

Aytaylik, y < 0 bo‘lsin. Bu holda qaralayotgan integralda yx = —¢
almashtirish bajarib topamiz:

Ismyxdx J-ﬂdt
0
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Aytaylik, y = 0 bo‘lsin. Bu holda

Foo |
j sin Ox dx =0
X
0
bo‘ladi. Demak,
T agar y >0,
too 2
_[ SINIX iy = 0, agar y =0,
0 * b
-5, agar y < 0,
i sin
. X . .
ya’ni J Tydx = gszgny bo‘ladi.

0

= a1
3. _[ Lx dx integralni hisoblash. Avvalo bu parametrga bog‘-
! ,

lig xosmas integralni yaginlashuvchanlikka tekshiramiz. Buning uchun
berilgan integralni quyidagicha yozib olamiz:

a-1

dx | 3)

1+x

F(a):I’;: dx=j’1‘: dx+Tx

Aytaylik, 0 < x <1 bo‘lsin. Bu holda

xa—l a1

T+x

bo‘lib, a > 0 da ushbu

x*dx

© te—y—

integralning yaqinlashuvchi bo‘lganligidan, ¢ > 0 da

1 a-1
J X dx
0

1+x

integralning ham yaginlashuvchi bo‘lishi kelib chigadi.
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Aytaylik, x 2 1 bo‘lsin. Bu holda

a-1

X a-2
X
1+x
bo‘lib, @ < 1 da ushbu
I x2dx

1
integralning yaginlashuvchi bo‘lganligidan, a < 1 da

= _a-l
J. x dx
l 1+x

integralning ham yaqginlashuvchi bo‘lishi kelib chigadi.
Demak, qaralayotgan

integral 0 < g < 1 da yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Endi F(a) integralni hisoblaymiz. Ma’lumki, 0 < x< 1 da

Bu tenglikdan

xa—l

=Y (-1 xerk!
I+x oy

bo‘lishini topamiz. Tenglikning o‘ng tomonidagi gator [a,, b,] da

(0 < @y < x < By < 1) tekis yaginlashuvchi bo‘lib, uning gismiy yig‘indisi

= a- n
S, (x) =Y (D xo! = x ! 1-(x')
k=0

bo‘ladi. Agar Vne N, Vxe (0,1) uchun

a-1 ”n
D) oo
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1
tengsizlikni hamda Jx""dx, (0 < a < 1) integralning yaginlashuvchi
ekanligini e’tiborga olsak, u holda Veyershtrass alomatiga ko‘ra
1
[ Sa(x)dx
0

tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Demak,

1 1
im [ 5,0 =  1m 5, )
0 0

ya’'ni
L ¢ n-1 x 1 ! -1 1 xa-—l
lim [;(—l) x ]a:! 1122( D" x )dx .")-dex

bo‘ladi. Demak,

-1
x
dx =
x

o T
—_
+| s
l':‘
i3

© Sy et

n=1
> DF xk Ly =
k=0

n-11 n-1 k
=3 [ xk)ax = 3 C0 @
k=07 k=0 4t
a-1
Endi J X dx integralda x = } almashtirish bajarsak, u holda

1+x
1

j_dz j’(l T

1+t

+oo xa_
J l+x
1
bo‘lib, yuqoridagi (4) munosabatga ko‘ra
R A0

4 l+x - pi a-k )

bo‘ladi. (3), (4) va (5) munosabatlardan
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k

J-l-—dx_—+2( 1 [_+_]

bo‘lishi kelib chigadi. Ma’lumki,

oo

+ 2 L] _=
k=1 a+k a-k Smans O<a<l
(qaralsin, 76-ma’

Ql-—‘

ruza). Demak, quyidagi ifoda kelib chigadi:

_('; “snans (O<ac<l.

(
J flax)- f (bX)dx integralni hisoblash. Bunda f(x) funksiya

+o0
[0,+e] da uzluksiz, istalgan 4 > 0 da j@dx integral yaginla-

shuvchivaa > 0, b > 0.

Berilgan integralni quyidagi ikkita integralning limiti deb garaymiz:
T (bx) T )
Jf,ax),iidleim J-Mldx_‘l‘_f;_zidx

X §-0 X X
0 3

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi integralda ax = ¢, ikkinchi

integralda bx = r almashtirishlarni bajarib topamiz:

IM hme(t)dt J.f(’)dt llmbfif;tldt.

5—»0 60
a

Ravshanki, f(f) — uzluksiz funksiya, % funksiya esa ishora saqlaydi
(chunki a > 0, b > 0, x e (0, + =) ). Demak,

b5
[ 12 a1
t
integralda o‘rta giymat haqidagi teoremani qo‘llash mumkin:
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bd bd
fQ@ dt
JSTdt-f(a)IST.

Natijada ~ lim bf @ di = lim f (g)bj:% dt = lim f (£)In g )
bo‘ladi. Modomifi, & nugta ad bilan bg orasida ekan, 8 >0daf—0va
lim £ () = £ (0) ®)
bo‘ladi. (6), (7) va (8) munosabatlardan
Tiﬁﬁi@9a=fmnnﬁ
. x a
bo‘lishi kelib chigadi.

5°. Ba’zi xosmas integrallarning giymatlari. Quyida ba’zi xosmas
integrallarning qiymatlarini keltiramiz:

- y= oo hid
1.je**dx=7". 2. [ sinxtdx = 2
0 0
T \/E +°°COSX
3. Jcosxzdx=—l_ 4 J- ydx LA
2 1+x?
0 0
T xsinx T sin x2
J ydx— signye"yl_ 6 Ismx dx =2
1+x2 ' x 4
0 0
teo L o4 .4
sin” ax-sin®* bx 3, a
7. J X dx_glng‘
0
e _pbx b a
8. j smnxdx:arctg;—arctg—, (@a>0,6>0,n20),
° n
¥ o —ax _-bx 2
5 Jeiecosnxd”llnﬁ:"_.
5 2 aten?



+oe 2
1. Ushbu j — e = ln(l + %} (y >0, k >0) tenglik
0

isbotlansin.

A 2,2
2. Ushbu | '“(lzi;‘_l dx, (a>0, b>0) integral hisoblansin.
y bex

3. Ushbu _[ >— = >, (a > 0) tenglikdan foydalanib,

x“+a 2Na’

T dx
[ (igpr (e
0

integral hisoblansin.

80- ma’ruza
Eyler integrallari

Biz 48- ma’ruzada ushbu
1
[xta-0ax
0

xosmas integralning a > 0, b > 0 bo‘lganda yaginlashuvchi ekanligini,

J x e dx
0
xosmas integralning esa a > 0 bo‘lganda yaginlashuvchiligini isbot-
lagan edik.
Ravshanki, bu xosmas integrallar a va b larga bog‘liq, ya’'ni para-
metrga bog‘liq xosmas integrallar bo‘ladi.
1°. Beta funksiya va uning tekis yaqinlashuvchanligi. Ushbu

x1(1 - x)*dx

o'—.v—-
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parametrga bog‘liq xosmas integral beta funksiya (1- tur Eyler integrali)
deyiladi va B(a,b) kabi belgilanadi:

1
B(a,b) =[x (1-x)""dx, (a>0,6>0).
0

Demak, beta funksiya

{(a,b)e R? :ae (0,+=), be (0,+=)}
to‘plamda aniqglangan funksiya.
1- teorema. Ushbu

1
B(a,b) = j X1 (1 - x)* dx
0

integral M, ={(a,b) e R* : ae[ay,+=),be [by,+=),aq) >0, b, >0}
to‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.
« B(a, b)funksiyani ifodalovchi integralni ikki gismga

!
1 2

Jx"" (1-x)"dx = jx"" A=x)Tdx+ | x40 - x)? 1 dx
0 0

Y-

ko‘rinishda ajratib, har bir integralni tekis yaqinlashishga tekshiramiz.
Parametr a > a,, (g, >0), Vb>0, Vxe (O, %] da

x1(1-x)4T < x%7 (1 - x)4! <2x%7!
va a > 0 bo‘lganda

a1dx

—tu | —
=

0
integralning yaqiniashuvchi bo‘lishidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra

x*11 - x)2ldx

O ey 10 | e
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integralning a > ay, (a, > 0) da tekis yaqinlashuvchanligini topa-
miz. Shuningdek, parametr & > &), (& > 0), Va >0, Vxe (% 1] da

X1 -x)P" < x* T (1-x)P7 <20 - x)

va b > 0 bo‘lganda (1-x)""dx

N e

integralning yaginlashuvchi bo‘lishidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra

x* (1 - x)"dx

o —

integralning b > b,, (4, > 0) da tekis yaqinlashuvchi bo‘lishini topa-
miz. Demak,

1
B(a,b) = Ix"‘l (1 - x)" dx
0

integral M, ={(a,b)e R* :ae [ay,+e0), be [by,+e), ay > 0, b, > 0}
to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. »
Natija. B(a, b) funksiya
M ={(a,b)e R* :ae (0,+w),be (0,+)}
to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.

1
<« Bu tasdiq [x -0t dx
0
integralning tekis yaginlashuvchanligi hamda integral ostidagi funksiya-
ning M to‘plamda uzluksiz bo‘lishidan kelib chigadi. »
2°. B(a, b) funksiyaning xossalari. Endi

1
B(a,b) = jx"-’ (1-x)""ax
0

funksiyaning xossalarini keltiramiz.
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1) B(a, b) funksiva a va b argumentlariga nisbatan simmetrik
funksiya, ya’ni:
B(a,b) = B(b,a), (a>0,b>0).
<4 B(a, b) ni ifodalovchi integralda x = 1 — ¢ almashtirish bajarib
topamiz;

1 0
B(a,b) = jx"-‘ (1= x)" gx = -j(l )t gy =
0 1

1
= jt"-‘ (1-1)*'dt = B(b,a). P
0

2) B(a, b) funksiyani quyidagicha ifodalash ham mumkin:

21

B(a,b) = j(l P (1)

<« B(a, b) ni ifodalovchi integralda x = KIJ almashtirish bajarib
topamiz:

oo ’ﬂ—

1 too a-1
B(a,b) ='([xa—1(1-x)“dx= .([(T:J) (1 - 1;) (1+t)2 ‘([ (1+t)a+b

Agar (1) da b=1-a, (0 <a<1) deyilsa, u holda

ta—l

B(a,1-a) = dt = "

1+t sin na

bo‘ladi. Xususan: B (~,%) .
3) B(a, b) funksiya uchun ushbu
Bla+1,b)=-2_B(a,b), (a>0,b>0)
a+b
formula o‘rinli bo‘ladi.

1
« Ravshanki, B(a+1,b) = jxﬂ(l —x)*dx
0
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Bu integralni bo‘laklab integrallaymiz:

1 !
B(a+1,b) = [ x*(1-x)"" dx = —Bjx“d((l _x)t) =
0

0

___l a _ b
==X (1-x)

1 1
a a b
+— | x“(1-x)dx =
0 b;’;
1

1
¥ 11-x)? =2 [j x1(1 - x) ax -jx“(l —x)ldx | =

- b
0 0

a
b

=

a a
ZB(a,b) ~% B(a+1,b).

Natijada
B(a+1,b)=%B(a,b)—%B(a+l,b) Q)
bo‘lib, undan
a
B(a+1,b)= - B(a,b)

bo‘lishi kelib chigadi. P
B(a, b) funksiya simmetrik bo‘lganligidan

B(a,b+1)= ;—%B(a,b) 3)

ifodani yozish mumkin.
Natija. B(m, n) funksiyaga (me N,ne N) (2) va (3) formula-
larni takror qo‘llash natijasida
_ (m=1)!(n-1)!
Blm,n) == D
bo‘lishi kelib chiqadi.
3°. Gamma funksiya va uning yaqinlashuvchanligi. Ushbu

4oo
J xa—l e_xdx
0

parametrga bog‘liqQ xosmas integral gamma funksiya (2- tur Eyler

integrali) deyiladi va I'(a) kabi belgilanadi:
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4eo
I'(a) = I x® e *dx .
0
Demak, gamma funksiya (0, +e) da aniqlangan funksiya.

2- teorema. Ushbu I'(a) = J x e *dx
0

integral [a,,5 ] da (0 < gy < & < +eo) tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.
4 I'(a) funksiyani ifodalovchi integralni ikki integral yig‘indisi
sifatida yozib olamiz:

1 +oo
I'(a) = Jx"'le"‘dx+ J x* e *dx .
0 1

So‘ngra ikkala integralning ixtiyoriy [a4,,H,] segmentda
(0 < gy < By < +) tekis yaginlashuvchi bo‘lishini ko‘rsatamiz. Para-
metr a 2 a, (a, >0), Vxe (0,1] da
xa—le—x < xao—l

1
vaa, > 0da J.x"""dx

0
integralning yaqinlashuvchi bo‘lishidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra

x® e *dx

O Sy e

integralning a > a, da tekis yaginlashuvchi bo‘lishi kelib chigadi.
Shuningdek, parametr a < b,, Vx e [1,+~) da
+4o0
x*le* < xP e va Jx"“"e”‘dx
1

integralning yaginlashuvchi bo‘lishidan yana Veyershtrass alomatiga
ko‘ra

400
I x% e *dx
1
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integralning a < b, da tekis yaginlashuvchi bo‘lishini topamiz. Demak,
T'(a) = J x e *dx
0

xosmas integral [a,, b,] da tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. P
Natija. I'(a) funksiya (0, +e) da uzluksiz bo‘ladi.
< Bu tasdiq

+oo
j x* e *dx
0

integralning tekis yaginlashuvchiligi hamda integral ostidagi funk-
siyaning M = {(x,a) e R? : x € (0,+c),a € (0,+°)} dauzluksiz boli-
shidan kelib chigadi. »

4°. T'(a) funksiyaning xossalari. 1) Gamma funksiya (0, +»~) da
barcha tartibdagi uzluksiz hosilalarga ega va

+oo

' (g) = jx"“e"‘(ln X)dx, (n=1,2,3..)
0
bo‘ladi.

<« Ravshanki, I'(a) = jx"-‘e-"dx
0

integral ostidagi f(x,a) = x*'e™* funksiya
M ={(x,a)e R* : x e (0,+),ae (0,+w)}
to‘plamda uzluksiz bo‘lib, uzluksiz
fl(x,a)=x*"e*Inx

hosilaga ega bo‘ladi. Yuqorida aytganimizdek,

1 +eo

I'(a) = jx”"l e dx + j xle*dx

0 1
tenglikning o‘ng tomonidagi integrallar ixtiyoriy [ay, b,] da
(0 < ay < by < +) tekis yaginlashuvchi.
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1 4oo
Ushbu fx”" Inx-e*dx, I x°1Inx - e*dx integrallarni qaray-

lik. Bu integrallardan birinchisi, a 2 g, >0 da

1
x*lnx- e"“ <x*'nx va Jx““" lIn x| dx
0

integral yaqinlashuvchi bo‘lganligidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra
tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. Shuningdek, ikkinchi integral ham

a<by <+o da

oo
x2-! lnx-e"" <xbPllnx.e*=xb .¢* va _[x""" Inx-e*dx

integral yaginlashuvchi bo‘lganligidan yana Veyershtrass alomatiga
ko‘ra tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Parametrga bog‘liq xosmas integral-
ning parametr bo‘yicha differensiallash haqidagi teoremadan foyda-
lanib topamiz;

1 +oo 1
d _ d a-1 -x -1 -x _ i -1 —x
Er(a)_% ‘([x e dx+Jx" e “dx —Jda(x’ e )dx+

Tdi a-1 "‘)dx—Jx“ -In x- e *dx.
1

Demak, I(a) = J x1V . Inx-e*dx.
0

I"’(a) funksiyaning [a,, b,] da uzluksiz bo‘lishi ravshan.
Xuddi shu yo‘l bilan funksiyaning ikkinchi, uchinchi va hokazo
tartibdagi hosilalarining mavjudligi, uzluksizligi hamda

' (q) = J x? e *(In x)" dx
0

bo‘lishi ko‘rsatiladi. P
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@ ——p— S

B

2) I'(a) funksiya uchun ushbu
I'(a+1) =al'(a) @)
formula o‘rinli bo‘ladi.

<« Ravshanki, I'(a) = j x*le*dx .
0

Bu integralni bo‘laklab integrallaymiz. Natijada

+oa

:o + aJ e *dx = a(a)
0

Ma+]) = [ ¥e*dv=-[ Pd(e*) =-x"e*
0 0

bo‘ladi.

Ma’lumki, a e (0,1] bolsa, a +1¢e (1,2] bo‘ladi. I'(a) funksiya-
ning bu xossasini ifodalovchi (4) munosabat I'(a) funksiyaning (0,1]
dagi giymatlariga ko‘ra uning (1,2] oraligdagi giymatlarini, umuman,
ixtiyoriy (n,n+1] dagi gqiymatlarini topish imkonini beradi.

Natija. I'(n) funksiyaga (ne N) (4) formulani takror qo‘llash nati-
jasida (I'(1)=1)

r(n)=(n-1n!
bo‘lishi kelib chiqadi.
3) I'(a) funksiyaning o‘zgarish xarakteri. Ravshanki,
+4o0
r()= [ e*dc=1.
0
Yuqoridagi (4) formulaga ko‘ra
r)=1-rd) =1
bo‘ladi. Roll teoremasiga muvofiq, shunday a, (1< g, <2) nuqta
topiladiki,
IM(ay) =0
bo‘ladi. Ayni paytda, Vae (0,+-) da

I'"(a) = J x*e™* In? xdx > 0
0

bo‘lganligi uchun I ’(g) funksiya (0,+~) da qat’iy o‘suvchi bo‘ladi.
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Binobarin, I" ‘(@) funksiya a, nuqtadan boshga nuqtalarda nolga aylan-
maydi. Demak,

I'(a) = I x* e Inxdx =0
0
tenglama (0,+e) oraligda yagona yechimga ega. U holda
0O<a<a, daT'(a)<0,
Gy <a<+wo daI'(a)>0
bo‘lib, I'(a) funksiya g, nuqtada minimumga ega bo‘ladi. (g, = 1,4616...,
I'(ay) = min I'(a) = 0,8856... bo‘lishi topilgan).
I'(a) funksiya a > a, da o‘suvchi bo‘lganligi sababli a > n+1
bo‘lganda I'(a) > I'(n+1) = n! bo‘lib, undan
lim I'(a) = +oo

bo‘lishi kelib chigadi. Agar ¢ —» +0 da I'(a+1) - I'(1) =1 hamda
I'(a) = I'(a+l)

a
bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda
1im0 (@) = +eo
ekanligini topamiz.
5°. Beta va gamma funksiyalar orasidagi bog‘lanish. Beta va gamma
funksiyalar orasidagi bog‘lanishni quyidagi teorema ifodalaydi.

3- teorema. V(a,b) e {(a,b) e R? : ae (0,+), b e (0,+e)} uchun

I'(a)T(b)
B(a,b) = S0 ©)
formula o‘rinli bo‘ladi.
<« Ushbu I'(s) = st'le‘xdx

0
integralda x = (1+u)t, (+ > 0) almashtirish bajarib, s ni a+b ga
almashtiramiz. Natijada

T(a+b) = j (A + ) orbt e (o gy
0
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bo‘lib,

F(a+b)_ _ T ’a+b—1e-—(1+u)ldt
(]+u)a+h
bo‘ladi.
Endi bu tenglikning har ikki tomonini «°! ga ko‘paytirib, so‘ngra
(0,+o0)oraliq bo‘yicha integrallab topamiz:

I'la+ b)J )a+h du= T[T ta+h—l e—(1+u)t dt]ua—l du,
0

0

4o | 400

ya'ni I'(a+b) - B(a,b) = _[ {_[ bl e‘““‘“dt]z/’" du.
0 0

[1]. 17-Dbob, 8- §da keltirilgan teoremadan foydalanib, keyingi
tenglikning o‘ng tomonidagi integrallarning o‘rinlarini almashtiramiz.
Natijada

oo | oo
Fa+b)-Bab = | [j Al du}t‘””“‘ dt
0

0
bo‘ladi. Integralda u¢t = y almashtirish bajarib topamiz:

T'(a+b) Ba,b)= j[] ylple ’e‘ydy] dt =

= j e dr . j y*leVdy = [(b) - T(a).
0 0

_ I'(a)T(b)
Demak, B(a,b) = Tlatd) "
Natija. Vae (0,1) uchun
I(a)r(l-a)= an—an (6)

bo‘ladi.
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< (5) tenglikda h=1-a (0 <a <1) deb olinsa, unda

B(a,1 -q) = " T

r()
bo‘ladi. Ma’lumki,
B(a,1-a)= ——, T(l)=1.
Demak, M@r(l-a)=_—, (0<a<l).»
Agar (6) formulada a = % deyilsa,
()

bo‘lishi kelib chigadi.

T2
1- misol. Ushbu Je"" dx integral hisoblansin.
. 0

« Bu integralda x? = t almashtirish bajaramiz. U holda

1

dx t dt

dt =

N =

=1
2Vt

oo 1*“_1 1+oo l—l 1 1 \/—
-X -2 2,1 == ) —7 =1 i
!e dx zi[t e'dt 2_[t e dt 2F()

272
0

bo‘ladi. »>
T N
2- misol. Ushbu J 1.3 integral hisoblansin.
0

« Bu integralda 1+ x* =% almashtirish bajaramiz. U holda

() (%)
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n
sin%n 3.12_3: 343
bo‘ladi. »
Mashglar

. nt.n! -
1. Vae R \ {O,—l,...,—n,...} da F(a) = }’l_l)ll WW bo‘li-
shi isbotlansin.

oo m

2. Ushbu | —as

X
7, (@a>0,b>0,n>0) integral beta funksiya
0 (a+bx")?
orqali ifodalansin.

3. Quyidagi (I ’(a))2 < TI'(a)-I'"(a) tengsizlik isbotlansin.
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16-BO B
KARRALI INTEGRALLAR

81- ma’ruza

Tekis shaklning yuzi hamda fazodagi jismning
hajmi haqida ba’zi ma’lumotlar

Aniq integralning tatbiglari mavzusida tekis shaklning yuzi hamda
jismning hajmi haqida ma’lumotlar keltirilgan edi. Bu tushunchalar
karrali integrallar nazariyasida muhimligini inobatga olib, ular to‘g‘ri-
sidagi ta’rif va tasdiglarni talab darajasida bayon etishni lozim topdik.

1°. Tekis shaklning yuzi va uning mavjudligi. Tekislikda Dekart
koordinatalari sistemasi berilgan bo‘lsin. Bu tekislikda sodda yopiq
chiziqg bilan chegaralangan tekislik gismidan tashkil topgan Q shaklni
(tekislik nuqtalari to‘plamini) qaraylik. Q shaklning chegarasini (sodda
yopiq chizigni) 9Q bilan, @ UIQ ni esa Q bilan belgilaymiz:

0=0Quvad0.
Masalan, koordinatalari ushbu
x>0, y>0, x+y<l
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi (x,y) nuqtalardan tashkil topgan
A={(x,y):x>0,y>0,x+y<1}
to‘plam 33- chizmada tasvirlangan uchburchak shaklini ifodalaydi.
0OX o‘qdagi birlik kesma
(0 < x <1) OY o‘qdagi birlik kes-

Ya ma (0<y<1) hamda (1,0) va
(0,1) nugtalarni birlashtiruvchi
©.1) to‘g‘ri chiziq kesmalari birgalikda

uchburchak shaklining chegarasi
oA ni tashkil etadi.

Tekislikda uchburchaklar, yopiq
siniq chiziq bilan chegaralangan te-
kislik gismidan tashkil topgan
o (1,0) X ko‘pburchaklar yuzaga ega va ular-
ni topish o‘quvchiga maktab mate-
matika kursidan ma’lum.

\ 4

33- chizma.
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Tekislikda Q shakl bilan birga 4 va B ko‘pburchaklarni olaylik.
Agar A ko‘pburchakning har bir nuqtasi Q ga tegishli bo‘lsa, 4 ko‘p-
burchak Q shaklning ichiga chizilgan deyiladi (bunda A= Q bo‘ladi).
Agar Q ning har bir nuqtasi B ko‘pburchakka tegishli bo‘lsa, B ko‘p-
burchak Q shaklni o‘z ichiga oladi deyiladi (bunda @ < B bo‘ladi).

Agar pA va pB lar mos ravishda A va B ko‘pburchaklarning yuza-
lari bo‘lsa, u holda

uAd < uB (1)
tengsizlik bajariladi.

Aytaylik, Q shaklning ichiga chizilgan ko‘pburchaklardan iborat
to‘plam — {4}, QO shaklni o‘z ichiga olgan ko‘pburchaklardan iborat
to‘plam {B} bo‘lib, ularning yuzalaridan iborat to‘plam esa mos
ravishda {pA} va {uB} bo‘lsin.

Ravshanki, {uA4} va {uB} lar sonlar to‘plami bo‘lib, {uA}
yuqoridan, {uB} esa quyidan chegaralangan to‘plamlar bo‘ladi. U
holda to‘plamning aniq chegaralari haqgidagi teoremaga ko‘ra

sup {ud} =p.Q, inf{uB}=p"Q
lar mavjud. Odatda, n.Q son shaklning quyi yuzasi, n*Q son esa Q
shaklining yuqori yuzasi deyiladi.
Tasdiq. p.Q va p*Q miqdorlar uchun

TR RN )
tengsizlik bajariladi.
Aytaylik, p.Q >.u"Q bo‘lsin. Bu holda, ravshanki, p.Q — p'Q
ayirma musbat bo‘ladi. Aniq chegara ta’riflariga ko‘ra Ve > 0, jumladan,
1 .
e=5(0-p0Q)>0
uchun shunday 4,c Q, Q < B, ko‘pburchaklar topiladiki,
pAdy >pu«Q-¢, puB j<pu'Q+e
tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan foydalanib topamiz:
uBy —pdy <p'Q+e-(nQ-8)=p'Q-p.Q+2=
=p'Q-pQ+(w0-uQ)=0.

Keyingi tengsizlikdan {u4, > pB, bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa
(1) munosabatga zid. Demak, (2) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. &
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I- ta’rif. Agar 1.Q =p’Q tenglik o‘rinli bo‘lsa, Q shakl yuzaga
ega deyiladi. Ushbu p.Q = p°Q miqdor Q shaklning yuzi deyiladi.
Uni pQ kabi belgilanadi:

O =p.0=yp"Q.
1- teorema. Tekislikdagi shakl yuzaga ega bo‘lishi uchun ve> 0

soni olinganda ham Q shaklni ichiga joylashgan shunday A ko‘pbur-
chak, Q shakini ichiga olgan shunday B ko‘pburchak topilib, ular uchun

pA-puB<e 3
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
o Zarurligi. Aytaylik, tekislikdagi Q shakl yuzaga ega bo‘lsin:
pO=p.0=p'0.
Aniq chegara ta’riflariga ko‘ra, Ve > 0 uchun shunday
. Ac Q, OQcB
ko‘pburchak topiladiki, bunda

,_LA)”.Q—%, uB<p‘Q+§,

ya’'ni mA>pQ -, pB<pQ+s
bo‘ladi. Bu tengsizlikdan
uB -pAd<e
bo‘lishi kelib chigadi. L
Yetarliligi. Aytaylik, Ac @, Q c B ko‘pburchaklar uchun
uB -ud<e
tengsizlik bajarilsin. Ravshanki,
pA<p.Q, puB2p'Q.
Yugqoridagi (2) munosabatdan foydalanib topamiz:

pA<u.Q<p'Q@<uB.
Bu va (3) tengsizlikka ko‘ra
WO-p.QspuB-pd<e

bo‘ladi. Demak, u.Q =u'Q. »
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Faraz qilaylik, tekislikda / chiziq (u yopiq yoki yopiq bo‘lmasligi
mumkin) berilgan bo‘lsin.

2- tarif. Agar shunday A, ko‘pburchak topilsaki,

1) I c 4,

2) Ve > 0 uchun pAd, <& bo‘lsa, I nol yuzali chiziq deyiladi.

Masalan, / chiziq y = f(x)e Cla,b] funksiyaning grafigidan
iborat bo‘lsa, u nol yuzali chiziq bo‘ladi.

4 Ve > 0 sonni olib [a,b] segmentni shunday |[x;,x,,;]
(k=0,1,2.,n-1;x, = a,x, = b) bo‘laklarga ajratamizki, har bir
[x:,x,.11 da f(x) funksiyaning tebranishi

W <5

bo‘lsin. U holda / chizigni o‘z ichiga olgan A, ko‘pburchakning yuzi

n-1
na, = Z(Mk = My ) (X — Xi)
k=0

bo‘ladi, bunda
Mk =Supf(X), X € [xk’ka]’ (k =0,1:-'-sn—1)a
m, =inf f(x), xelx, %], (k=0,1,..,n-1).

n-1 n-1
. €
Ravshanki, p4, = ;kaxk < F-Z,;Ax" =€.
Demak, / — nol yuzali chiziq. P

Bu tushuncha yordamida yuqoridagi 1- teoremani quyidagicha
ifodalasa bo‘ladi.

2- teorema. Tekislikdagi Q shakl yuzaga ega bo‘lishi uchun uning
chegarasi 9Q nol yuzali chiziq bo‘lishi zarur va yetarli.

Natija. Agar tekislikdagi Q shaklning chegarasi dQ , har biri

y = f(x)e Cla,b] yoki x=g(y)e Cla,b]
funksiyalar tasvirlangan bir necha egri chiziglardan tashkil topgan
bo‘lsa, u holda Q shakl yuzaga ega bo‘ladi.

Odatda, uzunlikka ega bo‘lgan egri chiziq to ‘g rilanuvchi chiziq
deyiladi. Quyida Q tekis shaklning yuzaga ega bo‘lishining yetarli
shartini ifodalovchi teoremani isbotsiz keltiramiz.
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3- teorema. Agar Q tekis shaklning chegarasi dQ to‘g‘rilanuvchi
egri chiziq bo‘lsa, u Q yuzaga ega bo‘ladi.

2°. Yuzaning xossalari. Endi yuzaning asosiy xossalarini keltiramiz.

1) Agar tekislikdagi Q, va @, shakllar yuzaga ega bo‘lib, Q) c Q,
bo‘lsa, u holda

Lo <pQ

bo‘ladi.

2) Agar Q, va Q, tekis shakllar yuzaga ega bo‘lsa, u holda Q, U Q,
ham yuzaga ega va

W@ uQ,)<uQ +uQ,

bo‘ladi. Agar bu Q, va Q, shakllar chegaralaridan boshga umumiy
nuqgtaga ega bo‘lmasa, ya'ni Q, nQ, =0 bolsa, u holda
u(Q v0,)=nQ +u0Q, bo‘ladi. Bu yuzaning additiviik xossasi
deyiladi.

3°. Tekis shaklni bo‘laklash. Tekislikda biror yuzaga ega bo‘lgan
O shakl berilgan bo‘lib,

90,..0,
shakllar uning yuzaga ega bo‘lgan gismiy shakllari, yani
0 eQ, (k=12,..,n)

bo‘lsin. Agar Q,0,...Q, lar uchun

DQugu.ug, =0,

2) ixtiyoriy Q, va Q,; lar (k=1,2,...,n;i =1,2,...,n) umumiy
nugtaga (chegaralaridagi nuqtalardan boshqa) ega bo‘lmasa, u holda
0,0, ...0, lar Q da bo‘laklash bajaradi yoki Q shakl Q,Q,...Q, shakl-
larga bo ‘laklangan deyiladi.

QO shaklni Q,Q,...Q, larga bo‘laklashni P bilan belgilanadi:

P={00,..0,}
Ushbu d(Qy) =supp((x’,¥),(x",¥"),
X, y)e Q, (X", ¥y e O, (k=1,2,..,n)
miqgdorlarning eng kattasi P bo laklashning diametri deyiladi va A,
kabi belgilanadi:

A, =maxd(Q,)-

I<k<n
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Masalan, ushbu
On ={(x,¥)e R DX SX S Xy, Vi SV S Vo)
(k=0,1,..n-14i=01,..m-1;x=a,x,=b,yy=¢, ¥, =d)
to‘g‘ri to‘rtburchaklar

Q={(x,y)e R :asx<bc<y<d)
tekis shaklning P bo‘laklashini hosil giladi. Bunda
Ap = max Jax? + 8y}

1<k<n-
0<i<m-1

bo‘ladi.

4°. R® fazoda jismning hajmi. R® fazoda Dekart koordinatalar
sistemasi berilgan bo‘lsin. Bu fazoda, chegaralangan yopiq sirt bilan
(yoki bunday sirtlarning bir nechtasi bilan) o‘ralgan Vjismni (R? fazo
gismini) qaraylik. V jismni o‘rab turuvchi sirtni — V, jismning che-
garasini @V bilan, ¥ uadV ni V bilan belgilaymiz:

V=VudVl.
Masalan, koordinatalari ushbu
x? + y2 +zt <1
tengsizlikni qanoatlantiruvchi (x,y,z)) nuqtalardan tashkil topgan
S={(x,y,20e RB:x*+y*+72 <1}

to‘plam, markazi (0,0,0), radiusi 1 ga teng bo‘lgan shami — jismni
ifodalaydi. Uning chegarasi esa

S ={(x,y,0)e B :x* +y* + 2 =1}
sfera bo‘ladi. Bunday jism — shar hajmga ega va quyidagiga teng:

uV=§7t.

Umuman, fazoda ko‘pyoqliklarning hajmga ega bo‘lishi va uni
topish qoidalari o‘quvchiga o‘rta maktab matematika kursidan ma’lum.
Endi R® fazoda ¥V jism bilan birga Fva G ko‘pyogliklami qaraylik.
Agar F ko‘pyoqlikning har bir nuqtasi ¥ ga tegishli bo‘lsa,
F ko‘pyoqlik V jismning ichiga joylashgan deyiladi (bunda Fc V
bo‘ladi). Agar ¥ ning har bir nugtasi G ko‘pyoqlikka tegishli bo‘lsa,
G ko‘pyoqlik V jismni o‘z ichiga oladi deyiladi (bunda V < G).
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Agar puF va puG lar mos ravishda £ va G ko‘pyogliklarning hajm-
lari bo‘lsa, u holda

pF <G
tengsizlik bajariladi.

Aytaylik, V jismda joylashgan ko‘pyoqliklar hajmlaridan iborat
{WF} to‘plam, V jismni o‘z ichiga olgan ko‘pyoqliklar hajmlaridan
iborat {uG} to‘plam bo‘lsin. U holda

sup{uE} = p.V, infuG}=p'v
lar mavjud.
3- ta’rif. Agar
WV =pn'v
tenglik o‘rinli bo‘lsa, jism hajmga ega deyiladi. Ushbu

WV =pu'v
miqdor ¥V jismning hajmi deyiladi. Uni pV kabi belgilanadi:
wV=pyVv=yb.

Tekis shaklning yuzi, fazodagi jismning hajmi tushunchalarida
bir-biriga o‘xshashlik borligini inobatga olib, jism hajmining mav-
judliligi hagidagi teoremani keltirish bilan kifoyalanamiz.

4- teorema. Fazodagi V jism hajmga ega bo‘lishi uchun ve > 0
son olinganda ham Vjismning ichida joylashgan shunday Fko‘pyoqlik,
Vjismni o‘z ichiga olgan shunday G ko‘pyoqlik topilib, ular uchun

uG - pF < ¢ tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Mashgqlar

1. Aytaylik, f(x)e Cla,b] bo‘lib, Vx € [a,b] da f(x) > 0 bo‘l-
sin. Bu funksiya grafigi — x = @, x = b chiziglar hamda [a, b] kesma

bilan chegaralangan shakl yuzaga ega bo‘lishi isbotlansin.
2. Tekislikda Q shakl berilgan bo‘lib, {4,} va {B,} ko‘pburchaklar
ketma-ketligi uchun 4, «c Q, B, cQ (n=1,2,..) bo‘lsin. U holda

O shakl yuzaga ega bo‘lishi lim A, = lim B, tenglikning bajarilishi
Nn—yo0

n—eo

orgali ifodalanishi mumkinmi?
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82- ma’ruza
Ikki karrali integral tushunchasi va
uning mavjudligi

1°. Funksiyaning integral va Darbu yig‘indilari. Faraz qilaylik,
tekislikda yuzaga ega bo‘lgan D shakl (to‘plam) berilgan bo‘lsin. Bu
to‘plamda f(x, y) funksiya aniglangan va chegaralangan:

M =const, Im =const, V(x,y)e D, m< f(x,y) <M.
D ning biror

P={D,D,,..,D,)
bo‘laklanishi va har bir D, da ixtiyoriy (§,,n,)e D, nuqtani (k= 1,
2,...,n) olib quyidagi

Zf(@ka N JuD,
k=1
yig‘indini tuzamiz.
I-ta’rif, Ushbu o= f (&, M )uby
k=1

yig‘indi f(x,y) funksiyaning integral yig‘indisi (Riman yig‘indisi)
deyiladi.

Keltirilgan ta’rifdan ko‘rinadiki, integral yig‘indi f (x,y) funksiyaga,
D to‘plam va uni bo‘laklash usuliga hamda har bir (§,,n,)e D,
nugtalarga bog‘liq bo‘ladi:

G=Gp (f’gk’nk)'

Modomiki, f(x,y) funksiya D da chegaralangan ekan, u har bir
D, da (k= 1, 2,...,n) ham chegaralangan bo‘ladi. Demak,

my, =inf{f(x,y) : (x,y) € D;},
My =sup{f(x,y): (x,y) € D}
mavjud. Ayni paytda, V(x, y)e€ D, uchun
m < f(x,y) < M, (1
tengsizliklar bajariladi.
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2-ta’rif. Ushbu

s = z":mkuDk, S = iMkp.Dk
k=1 k=1

yig‘indilar mos ravishda Darbuning quyi hamda yugqori yig‘indilari
deyiladi.
Funksiyaning Darbu yig‘indilari f(x,y) funksiyaga, D to‘plam va
uning bo‘laklashiga bog‘liq:
s =50, §= S,
bo‘lib, har doim s < Stengsizlik bajariladi. (1) tengsizlikdan foydalanib
topamiz:

n n n
zmklle < Zf(ék’nk)uDk s szHDk .
k=1 k=1 k=

Demak, s<o0<S.
2°. IKkki karrali integral ta’riflari. Aytaylik, f(x,y) funksiya yuzaga
ega bo‘lgan D to‘plamda aniqlangan va chegaralangan bo‘lsin. D ning
P = {D\,D,,...D,}
bo‘laklashini olib, berilgan funksiyaning integral yig‘indisini tuzamiz:

C= if(gk’nk)“Dk .
k=1

3- ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday & > 0 son
topilsaki, D ning diametri A, < 8 bo‘lgan har ganday P bo‘laklash

hamda har bir D, da olingan ixtiyoriy (§,,n,) lar uchun
lo-J|<e

tengsizlik bajarilsa, J son ¢ yig‘indining A,— 0 dagi limiti deyiladi va
limo=J

A,—0
kabi belgilanadi.

4- ta’rif. Agar A,— 0 da f(x,y) funksiyaning integral yig‘indisi
limiti mavjud va chekli J ga teng bo‘lsa, f(x,y) funksiya D da integ-
rallanuvchi deyiladi. J soniga esa f(x,y) funksiyaning D bo‘yicha ikki
karrali integrali deyiladi. Uni quyidagicha

[[ £ ¢x, yydxay
D
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kabi belgilanadi. Demak,

J] 7o y)dudy = lim o = lim > f (& nenDy .
D 2 Y000

Masalan, f(x,y) = C = const bo‘lsin. Bu funksiyaning integral
yig‘indisi
G =) CuD; =CuD
k=1
bo‘lib, uning ikki karrali integrali

” Cdxdy = lim CpD = CuD
] kp—)O

bo‘ladi. Xususan, C = 1 bo‘lganda quyidagiga ega bo‘lamiz:
H ldxdy = uD.
D

Funksiyaning ikki karrali integrali yuqori hamda quyi integrallar
yordamida ham ta’riflanishi mumkin.

Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya yuzaga ega bo‘lgan D to‘plamda
berilgan va chegaralangan bo‘lsin. D ning turli bo‘laklashlaridan tashkil
topgan to‘plamni {P} deylik: P ={D,,D,...,D,}.

Har bir P € {P} bo‘laklashga nisbatan f(x,y) funksiyaning Darbu
yig‘indilarini tuzib, ushbu {s,(f)}, {S,(f)} to‘plamlarni hosil
gilamiz. Bu to‘plamlar chegaralangan bo‘ladi.

5-ta’rif. {s,(f)} to‘plamning aniq yuqori chegarasi f (x,y) funk-
siyaning quyi ikki karrali integrali deyiladi va

J = [[ £ Gx.y)dxdy

kabi belgilanadi. Demak,

e{pr} k1

L= [[ 7Gxty = s 5,17 = 0.5 ms).

6- ta’rif. {S,(f)} to‘plamning aniq quyi chegarasi f(x,y) funk-
siyaning yuqori ikki karrali integrali deyiladi va
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J = j]f(x,y)dxdy
D

kabi belgilanadi. Demak,
p— . . "
J = ij fx,p)dxdy = inf (S,(f)) = ,}Er}g}(; MuD,).
Demak, chegaralangan f(x,y) funksiyaning har doim quyi hamda
yuqori integrali mavjud bo‘ladi.

7-ta’rif. Agar J=J

bo‘lsa, f(x,y) funksiya D to‘plamda integrallanuvchi, ularning umumiy
giymati J =J =J esa f(x,y) funksiyaning D bo‘yicha ikki karrali
integrali deyiladi. Demak,

[[ £ p)dxdy =T =J .
D

Eslatma.Agar J # J bo'lsa, f(x,y) funksiya D da integrallan-
maydi. )

3°. Darbu yig‘indilarining xossalari. Aytaylik, f(x,y) funksiya yuzaga
ega bo‘lgan D to‘plamda berilgan va chegaralangan bo‘lsin. D to‘p-
lamning bo‘laklashlari to‘plami P = (P) dagi P ={D,D,,...,D,}
bo‘laklashga nisbatan f(x,y) funksiyaning integral hamda Darbu
yig‘indilarini kiritamiz:

0, (F380me) = 3 fEnenD;
k=1

s,(f) =3 muD,, S,(f)=Y MuD,,
k=1 k=1

bunda m, =inf {f(x,y) : (x,y)e D},
My =sup{f(x,y):(x,y) e D}
bo‘lib, V(x, y) e D, uchun quyidagi ifoda o‘rinli:
m, < f(x,y)< M,.
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Ma’lumki, 33- ma’ruzada f(x) funksiya Darbu yig‘indilarining
xossalari keltirilib, ular batafsil isbotlangan edi.

Xuddi shunday xossalar f(x,y) funksiya Darbu yig‘indilari uchun
ham o‘rinli bo‘ladi. Ular avvalgidek mulohaza asosida isbotlanishini
e’tiborga olib, mos xossalarni keltirish bilan kifoyalanamiz.

1) Ve > 0 olinganda ham (§,,n,) e D, nugtalarni (k=1,2,...,n)
shunday tanlab olish mumkinki,

0<S8,(f)-0,(f;8 ) <e,
shuningdek, (£, ,m,) € D, nugtalarni yana shunday tanlab olish mum-
0<o0,(f;8m)—s,(f)<e
bo‘ladi. Bu xossa Darbu yig‘indilari integral yig‘indi uchun aniq
yugori va aniq quyi chegara bo‘lishini bildiradi.
2) Aytaylik, P ={D;,D,,..., 0, D¢, Dp,y,--., D, },
P2 = {Dl ’ DZ""’ Dk-l ’ DI; ’ DI: s Dk+l ""’Dn}
lar D to‘plamning bo‘laklashlari bo‘lib,
D.=D,uD, DinD'=0
bo‘lsin. U holda
Sn <SS (), Sp (IS, (f)
bo‘ladi. Bu xossa D ning bo‘laklashdagi bo‘laklar soni orta borganda
ularga mos Darbuning quyi yig‘indisining kamaymasligi, yuqori yig‘in-
disining esa oshmasligini bildiradi.
3) Agar P, va P, lar D ning ikki bo‘laklashi bo‘lib, s, (f), S, (f)
va 5, (f), S, (f) lar f(x,y) funksiyaning shu bo‘laklashlarga nisbatan
Darbu yig‘indilari bo‘lsa, u holda

Sy £8,, 85, ()<S, ()
bo‘ladi.

Bu xossa, D ning bo‘laklashlariga nisbatan tuzilgan quyi yig‘in-
dilar to‘plami {s, (f)} ning har bir elementi (yuqori yig‘indilar to‘p-
lami {S,(f)} ning har bir elementi) yuqori yig‘indilari to‘plami
{S,, (f)} ning istalgan elementidan (quyi yig‘indilar to‘plami
{s » (f )} ning istalgan elementidan) katta (kichik) emasligini bildiradi.
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4) Ushbu
sup{s,(f)}<inf{S, ()}

munosobat o‘rinli. Bu xossa f(x,y) funksiyaning quyi ikki karrali
integrali, uning yuqori ikki karrali integralidan katta emasligini bildiradi:

J<J.

5) Ve > 0 olinganda ham shunday & > 0 topiladiki, D ning diametri

A, < 8 bo‘lgan barcha bo‘laklashlari uchun

0<S,(f)-J<e, 0/ -5,(f) <e
bo‘ladi. Bu xossa f(x,y) funksiyaning yuqori hamda quyi integrallari
2, — 0 da mos ravishda Darbuning yuqori hamda quyi yig‘indilari-
ning limiti ekanligini bildiradi.

4°. IKkki karrali integralning mavjudligi. f(x,y) funksiyaning Darbu
yig‘indilari va ularning xossalaridan foydalanib, ikki karrali integralning
mavjudligi hagidagi teoremani keltiramiz.

Aytaylik, yuzaga ega bo‘lgan D to‘plamda f(x,y) funksiya beril-
gan va chegaralangan bo‘lsin.

1- teorema. f(x,y) funksiya to‘plamda integrallanuvchi bo‘lishi
uchun, Ve > 0 son olinganda ham, shunday & > 0 soni topilib, D ning
diametri A, > & bo‘lgan har ganday P bo‘laklashiga nisbatan Darbu
yig‘indilari ushbu

Sp(f)—sp(f)<€ (2)
tengsizlikni ganoatlantirishi zarur va yetarli.

d Zarurligi. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi
bo‘lsin. Ta’rifga ko‘ra J =J =J bo‘ladi, bunda

J =sup(s,(f)) = sup(}, muD, ),
P P e

T =inf(S, () =inf (3 MyuD;).
=4

Ayni paytda, Darbu yig‘indilarining 5- xossasiga ko‘ra
ve>0, 35>0, A, <8, Vpe (P):

S,(N-T <5, L-s5,()<3
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va J =J =J bo‘lgani uchun

S,(N)=d <5, J=5,()<3
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Keyingi tengsizliklardan

S, (f)-s,(f)<e
bo‘lishi kelib chigadi.

Yertarliligi. Aytaylik, Ve >0, 38>0, A, <38, Vpe (P):
Sp(f)_sp(f)<e
bo‘lsin, f(x,y) funksiya D da chegaralanganligi uchun
sup{s,()} =4, inf{S,(f)}=7
mavjud bo‘lib, Darbu yig‘indilarining 4~ xossasiga ko‘ra J < J bo‘ladi.
Demak,
s,(N)SIST<S, (.
Bu tengsizliklar va (2) shartdan foydalanib topamiz:
0<J-J<8,(f)-s5,(f)<ke.
Demak, J < J . f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi. »>
Aytaylik, D ning P = {DI,DZ,...,D,,} bo‘laklashning D, bo‘la-
gida (k = 1,2,...,n) f(x,y) funksiyaning tebranishi
Wy = Sup{f(x’y) : (xsy) € Dk}_ lnf{f(x’y) . (X,}’) € Dk}
bo‘lsin. Unda f(x,y) funksiyaning D da integrallanuvchi bo‘lish sharti

n
Y oD, <e, ©)
k=1
ya’'ni
}\'1:1’_1;10 k2=l’ O)kl-le = 0 (4)

ko‘rinishlarga keladi.

Demak, f(x,y) funksiyaning D to‘plamda integrallanuvchi bo‘li-
shini isbotlash uchun (2), (3), (4) shartlardan birining bajarilishini
ko‘rsatish yetarli bo‘ladi.
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Mashglar

1. Ushbu D = {(x,y) e RP:0<x<1,0<y< 1} to‘plam (tekislik-
dagi kvadrat)

x=x = % i=1,2,3,.,n, y=y, =§,k =1,2,3,..,n

chiziglar yordamida D, larga bo‘laklangan. Shu bo‘laklashning diametri
topilsin.

2. Yugoridagi D to‘plam va uning P ={D,;i,k =1,2,...,n} bo*-
laklashga nisbatan f(x,y) = x> + y*> funksiyaning

a) Darbu yig‘indilari,

b) har bir D,. da §; = %, Ny = % deb, integral yig‘indisi topilsin.

3. Aytaylik, D — tekislikdagi yuzaga ega bo‘lgan to‘plam bo‘lsin.
Ushbu
1, agar (x,y)e D,xe Q,y e Q bo‘lsa,
oy - [l 28 (%) 0.ye0
0, agar (x,y)e D,xvay

larning kamida bittasi irratsional bo‘lsa, funksiyaning D da integralla-
nuvchi bo‘lmasligi isbotlansin.

4. f(x,y) funksiya yuzaga ega bo‘lgan D to‘plamda chegaralangan
bo‘lib, J/ va J lar mos ravishda funksiyaning yuqori va quyi ikki
Karrali integrallari bo‘lsa, J < J bo‘lishi isbotlansin.

5. f(x,y) funksiyaning Darbu yig‘indilari uchun

dm S, (f)=J, lims, (=1

bo‘lishi isbotlansin.

83- ma’ruza

Integrallanuvchi funksiyalar sinfi. Integralning asosiy
xossalari

1°. Uzluksiz funksiyalarning integrallanuvchi bo‘lishi. Uzluksiz
funksiyalarning integrallanuvchi bo‘lishini quyidagi teorema ifodalaydi.

1- teorema. Agar f(x,y) funksiya chegaralangan yopiq D to‘plamda
uzluksiz bo‘lsa, u shu to‘plamda integrallanuvchi bo‘ladi.
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« Ixtiyoriy € > 0 sonni olaylik. f(x,y) funksiya chegaralangan
yopiq D da uzluksiz. Binobarin, funksiva D da tekis uzluksiz. U holda
£
D >0
songa ko‘ra, shunday 8 > 0 son topiladiki, D ning diametri A,>d
bo‘lgan

P = {‘Dl 3 D2 geeey D"}
bo‘laklashning har bir D, bo‘lagida (k = 1,2,...,n) f(x,y) funksiyaning
tebranishi o, uchun
W, < =
““ub
tengsizlik bajariladi.
Shunday P bo‘laklashlarga nisbatan

Sy()=5,(f) = L ouhD; < 5 > uD; =e
k=1 k=1

bo‘ladi. Demak, f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi.

2°. Uzilishga ega bo‘lgan funksiyaning integrallanuvchi bo‘lishi.
Ba’zi bir uzilishga ega bo‘lgan funksiyalarning integrallanuvchi bo‘lishi
haqidagi teoremani keltirishdan avval bitta sodda tasdigni bayon etamiz.

Aytaylik, tekislikda yuzaga ega bo‘lgan D to‘plam berilgan bo‘lib,
! esa shu to‘plamga tegishli nol yuzali chiziq bo‘lsin.

Tasdiq. Ve > 0 son olinganda ham shunday & > 0 topiladiki, D
ning diametri A, > & bo‘lgan VP e P bo‘laklash olinganda, bu
bo‘laklashning / chiziq bilan umumiy nuqtaga ega bo‘lgan bo‘lakchalari
yuzalarining yig‘indisi € dan kichik bo‘ladi.

« / chiziq nol yuzali bo‘lganligi uchun shunday A ko‘pburchak
topiladiki,

1) Ic A,

2) Ve > 0 uchun pud < ¢ bo‘ladi. Aytaylik, /94 =@ bo‘lsin.
! chiziq nuqtalari bilan 4 nuqtalari orasidagi masofaning eng kichigini
8 (8 > 0) deylik. U holda A, > 8 bo‘lgan VP e P bo‘laklashning
! chiziq bilan umumiy nuqtaga ega bo‘lgan burchaklari 4 ko‘pburchak-
ka tegishli bo‘ladi. Binobarin, bunday bo‘lakchalar yuzalarining yig‘in-
disi € dan kichik bo‘ladi. »
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2- teorema. Agar f (x,y) chegaralangan yopiq D da berilgan bo‘lib,
bu to‘plamga tegishli chekli sondagi nol yuzali chiziglarda uzilishga
ega, qolgan barcha nuqtalarda uzluksiz bo‘lsa, f(x,y) funksiya D da
integrallanuvchi bo‘ladi.

« Soddalik uchun f(x,y) funksiya D dagi bitta nol yuzali / chi-
ziqgda uzilishga ega, qolgan barcha nuqtalarda uzluksiz deylik.

Ixtiyoriy € > 0 sonni olamiz. U holda / ¢ A, pA4 < ¢ bo‘lgan
A ko‘pburchak (4 < D) D ni A va D\A gismlarga ajratadi.

Ravshanki, f(x,y) funksiya D\A da tekis uzluksiz. U holda
Ve >0 ga ko‘ra shunday 8, > 0 topiladiki, D ning diametri A, > §,
bo‘lgan P bo‘laklashining har bir bo‘lakchasida f(x,y) funksiyaning
tebranishi quyidagicha bo‘ladi:

o, <Et.

Yuqoridagi tasdigga binoan va Ve >0 ga ko‘ra shunday &, > 0
topiladiki, D ning diametri A, > 8, bo‘lgan P bo‘laklashining 4 ko‘p-
burchak bilan umumiy nuqtaga ega bo‘lgan bo‘lakchalari yuzalari
yig‘indisi € dan kichik bo‘lishini topamiz.

Endi 8 = min {81 s 52}
deb, diametri A,> 8 bo‘lgan D ning
P={D,D,..,D,}
bo‘laklashini olib, unga nisbatan tuzilgan Darbu yig‘indilari ayirmasi
S,(f)=5,(f) =Y, onb, )
k=1

ni garaymiz.
(1) tenglikning o‘ng tomonidagi yig‘indi » ta haddan iborat. Uni
ikki gismga ajratamiz:

imkHDk = Z,mk“Dk + EZOkl»’«Dk )
k=1

bunda Z’cokuDk ifoda — P bo‘laklash bo‘lakchasi D, larning A ko‘p-
burchakdan tashqarisida joylashganlariga mos (1) ning hadlaridan

iborat yig‘indi, z’éokuDk esa (1) ning qolgan barcha hadlaridan
tashkil topgan yig‘indi.
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Yuqorida aytilganlarni e’tiborga olib topamiz:

Sp(f)_sp(f) SeZ,HDk +222}le SEZHD/( +Q-2¢ =€(HD+2Q)
k=1

Bunda Q — funksiya f (x,y)ning D dagi tebranishi. Keyingi tengsizlikdan

n
lim Zwkak =0
Xp,—0 ol

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi. p

3'. Ikki karrali integralning xossalari. Ikki karrali integral ham
[1], 35- ma’ruzada batafsil bayon etilgan aniq integralning xossalari
singari qator xossalarga ega. Shuni ham aytish kerakki, ularni isbotlash
jarayonlaridagi mulohazalar bir-biriga o‘xshash bo‘ladi. Shularni
e’tiborga olib, quyida keltiriladigan xossalarning ba’zilarini isbotlash
yo‘l-yo‘riglarini, ba’zilarini esa isbotsiz keltirish bilan kifoyalanamiz.

1) Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya D to‘plamda integrallanuvchi
bo‘lsin. Agar D nol yuzali / chiziq bilan umumiy ichki nuqtaga ega
bo‘lmagan bog‘lamli D, va D, to‘plamlarga ajralgan bo‘lsa, f(x,y)
funksiya har bir D, va D, larda integrallanuvchi va

[[ 7 paxdy = [[ rx,yaxdy + [[ fxpyasdy @
D D D)

bo‘ladi.
< Aytaylik,
R ={DP.00...00")}, B -{D",D®,..0")

lar mos ravishda D, va D, larning bo‘laklashlari bo‘lsin. Bu bo‘lak-
lashlar D to‘plamning

P={DM, D, D® ,D? ., D", Dim}
bo‘laklashlarini hosil giladi. Agar

Sp (F)s Sy () 85, (), S5, (), 5,0, S, (S)

lar f(x,y) funksiyaning P,, P,, P bo‘laklashlariga nisbatan Darbu
yig‘indilari bo‘lsa, u holda

DcD=S,(f)-5,()<sS,(fH-s,(/),
D2 C‘D:sz (f)_spz(f)g‘gp(f)_sp(f)
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bo‘lib, quyidagi ifodaga ega bo‘lamiz:

S'p(.f)—_sp(.f)<8’:"> Sp](f)—spl (f)<8’ sz (f)_spz(f)<e-
Demak, f(x,y) funksiya D, va D, to‘plamlarda integrallanuvchi. Ushbu
S,(f)=8, (N+S,,(f), 5,(f)=5,()+5,(f)

tengliklarni e’tiborga olib,
[J 7(x,vyaxdy = [[ £x,yydxdy + [ £(x, y)dxdy
D p2) D,

bo‘lishini topamiz. »

Yugqoridagi xossaning aksi ham o‘rinli, ya’ni f(x,y) funksiya har
bir D, va D, to‘plamlarda integrallanuvchi bo‘lsa, u D da integralla-
nuvchi bo‘lib, (2) tenglik o‘rinli bo‘ladi.

2) Agar f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi bo‘lsa, ¢f (x,y) funk-
siya (¢ = const) ham D da integrallanuvchi va

[[ of (x,vydxdy =c [ £ (x, y)dxdy
D D
bo‘ladi. Bu xossaning isboti ushbu
lim ch(gk s WD, = ¢ lim Zf(gk’nk JuD,
kp—)() el kp—>0 el

tenglikdan kelib chigadi.
3) Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar D da integrallanuvchi bo‘lsa,
S (x,y) £ g(x,y) funksiya ham D da integrallanuvchi va

[JUr (e, ) £ g(x, )dxdy = [[ fx, )dxdy + [[ g(x, y)dxdy
D D D

bo‘ladi.
4) Agar f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi bo‘lib, V(x,y)e D da
f(x,y) =20 bo‘lsa,

H f(x,y)dxdy 20

D
ga ega bo‘lamiz. Bu xossaning isboti

lim ¥ FGendnD, 20
A= .

bo‘lishidan kelib chigadi.
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5) Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar D da integralanuvchi bo‘lib,
V(x,y)e D uchun f(x,y) < g(x,y) bo‘lsa, u holda

[[ £ e, p)axdy < [[ g(x, y)dxay
D D

bo‘ladi.

<« Bu xossaning isboti g(x,y) - f(x,y) funksiyaga 5- xossani tatbiq
etish va 3- xossadan foydalanish natijasida kelib chigadi. »

6) Agar f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
|f(x,y)| funksiya ham D da integrallanuvchi va quyidagi ifoda o*rinli
bo‘ladi:

}jj £ (x,y)dxdy
D

< H |f(x,y) dxdy .
D

4°. O‘rta giymat haqidagi teoremalar. Aytaylik, f(x,y) funksiya
yuzaga ega bo‘lgan D to‘plamda berilgan va chegaralangan bo‘lsin:

AM =const, Im=const, V(x,y)e D: m< f(x,y)s M.
3- teorema. Agar f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi bo‘lsa, u
holda, shunday o son (m < a < M) topiladiki, bunda

JI £ (x, yydxdy = oD
D

bo‘ladi.
« Yuqorida keltirilgan ikki karrali integralning xossalaridan
foydalanib topamiz:

m<f(x,y) <M= ﬁ_[jf(x,y)dxdy =a= [[£(x,)dsdy = oD,
D D

(msasM).»
Bu teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.
Natija. Agar f(x,y) funksiya bog‘lamli yopiq D to‘plamda uzluk-
siz bo‘lsa, u holda shunday (£,n)e D nugqgta topiladiki,

[[ 7(x,pydxdy = £&mnD
D

bo‘ladi.
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4- teorema. Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar D to‘plamda integ-
rallanuvchi bo‘lib, V (x,y)e D uchun g(x,y) >0 (yoki g(x,y)<0)
bo‘lsa, u holda shunday a son (m < o < M) topiladiki, bunda

[] 7. )g(x, yyaxdy = af[ g(x, y)dxdy
D D

bo‘ladi.
Mashgqlar

1.Agar f(x,y) funksiya chegaralangan yopiq D < R? to‘plamda
chegaralanmagan bo‘lsa, uning D da integrallanuvchi bo‘Imasligi isbot-
lansin.

2. Agar f(x,y) funksiya D  R? da integrallanuvchi bo‘lsa, | f(x, )|
funksiyvaning ham D da integrallanuvchi bo‘lishi ko‘rsatilsin.

3. Ma’lumki, ushbu

Mf)= 5 [ ey
D

miqgdor f(x,y) funksiyaning D dagi o‘rta giymati deyiladi.
Quyidagi
f(x,y) =sin? xsin’ y
funksiyaning D ={(x,y)e R* :0<x <0<y <n} dagi o‘rta giy-
mati topilsin.

4. Ushbu -

g < _U(xz - y?)dxdy < 4 tengsizliklar isbotlansin,
D

bunda D ={(x,y)e R* : x* +y* —=2x <0}

84- ma’ruza
Ikki karrali integralni hisoblash

1°. To‘g‘ri to‘rtburchak to‘plam bo‘yicha ikki karrali integrallarni
hisoblash. f(x,y) funksiya tekislikdagi D ={(x,y)e R®: a <x <b,
c <y <d} to‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu f(x,y) funksiyaning D
bo‘yicha ikki karrali integralini hisoblash masalasini garaymiz.
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1- teorema. f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin;
1) f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi;
2) Har bir tayin x e [a,b] da

b
J(x) = [ fx,p)dy

integral mavjud.
U holda J(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi, ya’ni

b bld
[T (xyae = j[jf(x,ywy]dx

b[d
mavjud va H f(x,y)dxdy = J[ f(x, y)dyjl dx

D a
bo‘ladi.
4 [a,b] segmentning
A=X) <X <Xy <.<Xx,=b,
[c,d] segmentning

C=Yy <V <Yy <ee. <Y, =d
nugtalari yordamida D uchun ushbu

P ={D,k}={(st’)€ R : x Sx<x,, ¥ <y Syk+1}a
(i=0,1,2,..,n-1; k=0,1,2,....,m-1)
bo‘laklashni hosil gilamiz. Uning diametri

A, = maxm,

(A, =Xy =X, AV = Vi = Vi3 1=0,1,2,.,n-1; k=0,1,2,...m-1)
bo‘ladi. Aytaylik,

my = inf {f (x,y): (x,y)e Dy},

My = SUP{f(X,J’) H(x,y)e Dik}a

(i=0,1,2,...,n-1; k=01,2,.m-1)
bo‘lsin. Ravshanki, V¥ (x,y)e D, uchun
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m, Sf(xyy) < Milc

Vical Y41 Y+l
bo‘lib, [ mays [ fxnays | Mydy,
Yk I Yk
Yi+l
ya’'ni my Ay, < I f(x,y)Mdy < My Ay,

I
bo‘ladi.
Keyingi tengsizlikni k ning k =0,1,2,...,m —1 qiymatlari uchun
yozish, so‘ngra ularni hadlab qo‘shish natijasida

m-1 d m-1
Y medy < [ £x,0)dy <Y My by, @
k=0 c k=0
d
hosil bo‘ladi. Ushbu [ £, ay
d
integral x ning F(x)= Jf(x,y)dy

funksiyasi bo‘lib, bu funksiya [a,b] da, jumladan, [x;,x;,,] da che-
garalangan bo‘ladi. Agar

m, = lnf{F(X), Xe [xiaxi+l ]}9

M; =sup{F(x),x € [x;,x,1}, (i=0,1,2,3,...,n-1)
deyilsa, (2) munosabatga ko‘ra

m-1 m-}
mAy, sm < M; < ) M, Ay,
k=0 k=0
bo‘lib, undan
m-1
0< Ml -m < Z(Mik - my )Ayk
k=0

bo‘lishi kelib chigadi. Bu tengsizlikni Ax, ga ko‘paytirib, so‘ngra
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hosil bo‘lgan tengsizlikni / ning i = 0,1,...,n—1 qiymatlarida yozib,
ularni hadlab qo‘shib topamiz:

n-1 m-1

0<2(M —m)AX, < 3D (My —m)uD, = S,(f)-5,(f).

i=0 k=0
Modomlkl, f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi ekan, u holda

A, >0 da (m'axAxk —>0) da

n-1
z (M; -m)Ax, -0
i=0
d
bo‘ladi. Bu esa F(x) = j f(x,y)dy

c

funskiyaning [a,b] da integrallanuvchi ekanini bildiradi.

Demak, j. F(x,y)dx = jﬁ fix, y)dy] dx

apLc

integral mavjud.
(2) tengsizlikni [x;, x,,, ] oralig bo‘yicha hadlab integrallab topamiz:

X 41 m 1 Xl | d X4l -]
J My Ay, dx < j I: f(x, J’)d)’] dx < J D M Ay dx=

5, k=0 X 5, k=0

—
R

n-1 m-

b n=1 m-1
my A Ay, < J{jf(x y)dy] dx< ZZ M AxAy,
=0

i=0 k alc i=0 k=0
b[d
yani 5,(f) < j[ | f(x,y)dy] dx < S, (f) 3)
munosabatga kelamiz. Ravshanki,
s, () < [[ f(x, p)dxdy < S,(f) @
D
va S,(f)-s,(f) <e.
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U holda (3) va (4) munosabatlardan

bl d
[[ 7=, yyaxay = j[j f(x,y)dy] dx
D a
bo‘lishi kelib chigadi. »
2- teorema. f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi,
2) har bir tayin y e [c,d] da

C

b
J) = [ f(x,)dx

integral mavjud.
U holda J(y) funksiya [c,d] da integrallanuvchi, ya’ni

d d| b
[7(dy = j[jf(x,y)dx] dy

dl b

mavjud va ” f(x,y)dxdy = J[j f(x,y)dx} dy bo‘ladi.
D cla

<« Bu teoremaning isboti yuqoridagi teoremaning isboti kabidir. p

1- natija. f(x,y) quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
1} f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi;

d
2) har bir tayin x € [a,b] da ‘[f(x,y)dy integral mavjud;

b
3) har bir tayin ye[c,d] da [f(x,y)dx integral mavjud. U

holda
b|d dl b
j[ J f(x,y)dy}dX, | [_[f(x,y)dx] dy

integrallar mavjud va
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[[ £(x,y)ax = fU f(x,y)dy] dx = dj{j f(x y)dx} dy
D alc c

bo‘ladi.

2- natija. Agar f(x,y) funksiya D da uzluksiz bo‘lsa, u holda

[ 7 (x,pyaxdy, j[if(x,y)dy]dx, f[ff(x,y)dx]dy
D ale el

integrallar mavjud va ular bir-biriga teng bo‘ladi. Demak, integrallash

to‘plami
D={(x,y)e R®:a<x<bc<y<d}

bo‘lgan holda f(x,y) funksiyaning D bo‘yicha integrali avval birinchi
argumenti (ikkinchi argumentini o‘zgarmas deb hisoblab), so‘ngra

ikkinchi argumenti bo‘yicha integrallab topiladi.

1- misol. Ushbu H x*ydxdy integral hisoblansin, bunda

D
D={(x,y)e R*:2<x<5, 1<y<3}.

<« Integrallanayotgan f(x,y) = x*y funksiya 1- va 2- teorema-

lar shartlarini bajaradi. Ulardan foydalanib topamiz:

” x? ydxdy = jﬁ X ydx]} dy =j(f‘iy_ )5 dy =
3
112 1

x=2

3 3
1 117( y2
§J(125y—8y)dy—T[y7) = 156.
1 1
Shuningdek,
\ 513 , 5x2y2 =3
[[ vy = [| [ <tsay | = [[<7°] e
D 2 y=
X3 °
S [9x? = x*yax = 4( ) =156
-1] 2
bo‘ladi. P
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2°. Egri chiziqli trapesiya bo‘yicha ikki karrali integrallarni hi-
soblash. f(x,y) funksiya tekislikdagi
D ={(x,y)e R :a<x<b, o(x)sy< <p2(x)}
to‘plamda berilgan bo‘lsin, bunda ¢,(x), ¢,(x) funksiyalar [a,b] da
uzluksiz va Vx e (a,b) da ¢,(x) < ¢,(x).

3- teorema. f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi;

2) har bir tayin x € [a,b] da
¢ (x)
J S (x,y)dy
9 (x)
integral mavjud. U holda

bi¢2(x)
j[ | f(x,y)dy]dx

al ¢ (x)

mavjud va quyidagi ifoda o‘rinli bo‘ladi:

b| ¢2(x)
[] £x, yyaxdy =j[ | s, y)dy] dx.
D al ¢1(x)
< Aytaylik, D ={(x,y)e R* ta<x<b,c<y<d} to'g'ri to‘rt-
burchak D, ni oz ichiga joylashtirsin: D, « D (34- chizma).
Ushbu
f(x,y), agar (x,y)e D; bo‘lsa,
Fixy)={/ (59> 28 (o)< B bol
0, agar (x,y)e D\ D, bo‘lsa
funksiya uchun, ravshanki, ‘

[[ £, vyaxdy = [[ Fx, yydxay ©)
D D

tenglik bajariladi.

Agar F(x,y) funksiya har bir tayin x e [a,b] da y o‘zgaruvchining
funksiyasi sifatida garalsa, u holda teoremaning 2- sharti hamda F(x,y)
funksiyaning tuzilishidan
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d
JF(x,y)dy

@,(x)
integralning mavjudligini topamiz. /\/\

D,

Unda 1- teoremaga ko‘ra \/\/
95(x)
HF(x,y)dxdy= ¢
D
6 >
© 0] a b X

34- chizma.

]

bo‘ladi. Ayni paytda, har bir tayin x € [a,b] da

d
jF(x,y)dy}dx

d @ (x) @ (x) d
[Feyay= | Flxyp)dy+ | Fxpdy+ [ F(xy)dy=
c < @ (%) 9 (x)
9(x) 0 (x) O
= [ Fxpay= [ f(xy)dy

¢ (x) o (x)

bo‘ladi. (5), (6) va (7) munosabatlardan

b e(x)
ij(x,y)dxdy=j[j f(x,y)dy]dx
Dy al ¢ (x)
bo‘lishi kelib chigadi. P

Aytaylik, f(x,y) funksiya tekislikdagi
D, ={(x,y)e R : yy(y)<x<y,(y), c<y Sd}
to‘plamda berilgan bolsin, bunda v, () va v, () funksiyalar [c,d] da
uzluksiz va Vy e (c,d) da ¢, (¥) <o, ().
4- teorema. f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x,y) funksiya D, da integrallanuvchi;
2) har bir tayin y e [c,d] da

va(y)
f Sf(x,y)dx
w1 (¥)
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integral mavjud. U holda

d{way)
j[ f(x,y)dx]dy
clwi(y)

mavjud va quyidagi ifoda o‘rinli bo‘ladi:

v2(y)
ﬁf(x,y)dxdy=f[ | f(x,y)dx] dy.
D

clwi(y)

4 Bu teoremaning isboti 3-teoremaning isboti kabidir. p
Agar f(x,y) funksiya D* da kerakli shartlarni bajarib, integrallash
to‘plami D* esa nol yuzali chiziglar yordamida o‘zaro bir-biri bilan
ichki umumiy nuqtaga ega bo‘lmasa hamda yuqoridagi teoremalardagi
kabi
D'=DuD u..uD
bo‘lsa, u holda quyidagi tenglik kelib chigadi:

[[7 e yyaxdy = [[ f (x,p) dedy + [[ f (x, ) dxay + ..
b ) D;
+Hf(x,y)dxdy.

Di
2- misol. Ushbu J = ”,/x + ydxdy
D

integrallar hisoblansin, bunda D — quyidagi
x=0, y=0,x+y=1
chiziglar bilan chegaralangan to‘plam.

<« Bu chiziqlar bilan chegaralangan to‘plam 35- chizmada tasvir-
langan. :

f(x,y)=x+y funksiya va D to‘plam 3- teoremaning shartla-
rini bajaradi. Endi
D={(x,y)e R*: 0<x<1, 0<y<l-x}
ekanini e’tiborga olib topamiz:
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y =xta

-

y=x

3- misol. Ushbu _H t 32) dxdy

integral hisoblansin, bunda D quyidagi
y=x,y=x+ta,y=a,y=3a,(a>0)
chiziglar bilan chegaralangan to‘plam.
<« Bu chiziglar bilan chegaralangan to‘plam 36- chizmada tasvir-
langan.
Berilgan integralni hisoblashda 4- teoremadan foydalanamiz:

J = J[J xt +y? dx]dy J‘{—z—(y;l) +y (y- a)]dy—

aly-a

_8la' _16a" 274 4
T2 1273

a 4
—T_14a. >

4- misol. Ushbu J = H dxdy integral hisoblansin, bunda D —
D

quyidagi chiziglar:
289



37- chizma.

y? = 2x parabola va uning (2; —2) va (8; 4) nuqtalarini birlashti-
ruvchi vatar bilan chegaralangan to‘plam.
4 )? = 2x parabolaning (2; —2) va (8; 4) nuqtalarini birlashtiruv-
chi vatar tenglamasi
y=x-4
ko‘rinishda bo‘ladi. 32 = 2x va y = x —4 chiziqlar bilan chegaralan-

gan D to‘plam 37- chizmada tasvirlangan.
x = 2to‘g‘ri chiziq yordamida D to‘plamni ikkita D, va D, larga
ajratamiz Bunda:

={(x,y)e R?: 0<x<2, \/Z—;SyS\/ZC_},
D2={(x,y)e R*: 2<x<8, x—4Sysﬁ;}.

1kki karrali integralning xossalaridan foydalanib topamiz:

” dxdy = j j dxdy + [[ dxdy .
D b D,

Bu integrallarni hisoblaymiz:

dedy dedy+”dxdy j[j dy]dx+j[?dy}dx=

~2x 2] x4

It
© oy
[\S]

+Z[(\/2—)_c—x+4)dx=18. >
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Mashglar

X +y2+

1. Ushbu ”sm —y+l dxdy integral baholansin, bunda

Dz{(x,y Je R? : x? +y? 39}.
2. Ushbu H f(x,y)dxdy integral takroriy integralga keltirilsin,
D

bunda D to‘plam x* + y? =4 va x? =2x+ y* =0 aylanalar bilan
chegaralangan.

3. Ushbu J m‘!—x—@—J integral  hisoblansin, bunda
D (14x2+y*)2
D={(x,y)e R*:0<x<1,0<y<l-x}.

85- ma’ruza

Ikki karrali integralda o‘zgaruvchilarni
almashtirish

Ikki karrali integrallarni hisoblashda ancha qiyinchiliklarga duch
kelinadi. Bu qiyinchiliklar:

1) integrallanuvchi funksiyalarning murakkabligi;

2) integrallash to‘plamining murakkabligi hisobiga sodir bo‘ladi.

Ba’zan o‘zgaruvchilarni almashtirish natijasida integrallanuvchi
funksiya ham, integrallash to‘plami ham soddaroq ko‘rinishga (integral-
lash uchun qulay ko‘rinishga) keladi va integralni hisoblash osonlashadi.

1°. Tekislikda to‘plamlarni akslantirish haqida. Faraz qilaylik,
tekislikda XOY dekart koordinatalar sistemasiga nisbatan chegara-
langan D to‘plam, ¥ Ov dekart koordinatalar sistemasiga nisbatan esa
chegaralangan A to‘plam berilgan bo‘lib, ularning chegaralari dD va
dA lar bo‘lakli-silliq yopiq chiziglardan iborat bo‘lsin (38- chizma).

Aytaylik,

x = @(u,v),
{ - (D
y =y(u,v)
sistema A ni D ga akslantirsin. Bu akslantirish quyidagi shartlarni bajarsin:
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\ 4

0 ' >x 0 u
38- chizma.

1) bu o‘zaro bir giymatli akslantirish;

2) ¢(u,v) va y(u,v) funksiyalar A to‘plamda uzluksiz va uzluksiz
barcha xususiy hosilalarga ega;

3) xususiy hosilalardan tuzilgan

ox ox

du v
J(u,v) =
o=

ou ov

funksional determinant A da ishora saqlasin va V(u,v)e A da
J(u,v) # 0 bo‘lsin.

Odatda, J(u,v) determinant (1) sistemaning yakobiani deyiladi.
Ravshanki, bunday holda (1) akslantirishga teskari

{u =o(x,y),
v=y(x,y)

akslantirish mavjud va u D ni A ga bir qiymatli akslantiradi.
Tasdiq. D to‘plamning yuzi

wD = [[ 1V (u,v)| dudv

bo‘ladi (qaralsin, [1], 19- bob, 3- §).
2°. IKkki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish.
f(x,») funksiya D to‘plamda berilgan va uzluksiz bo‘lsin. Ushbu
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{x = ¢(u,v),
Y = y(u,0) @
sistema A ni D ga akslantirib, u 1°da keltirilgan 1—3- shartlamni bajarsin.
D ning biror
PA = (Al,Az,...,A")
bo‘laklanishi olaylik. Bu bo‘laklash (1) akslantirish yordamida D to‘p-
lamning
PD = (DlaDZ ""’Dn)
bo‘laklashlarini hosil qiladi.
1kki karrali integral ta’rifiga ko‘ra

G=Zf(§k,m)HDk, (&) e D)

k=1
bo‘lib,

Jim o = lim ;f@k,nk WD, =JDjf<x,y)dxdy 3)

D—+0

bo‘ladi.
1° da keltirilgan tasdigdan foydalanib topamiz:

ub, = ”\J(u,v)\dudv.
A4
O‘rta giymat hagidagi teoremaga binoan, shunday
(u,: , v;( e A,
nuqta topiladiki, bunda

[V @, v)|dudv = |7 (., )| D,
D

tenglik bajariladi.
Natijada f(x,y) funksiyaning integral yig‘indisi quyidagi

C = Zf(ék,ﬂk)‘J(”;’”I:)“Ak
k=1

ko‘rinishga keladi. (§;,n,) e D, nuqtaning ixtiyoriyligidan
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ékz(u/.(’UI:)’ lez(“/:,U/:)
deb olish mumkin. U holda

o= flolu;,v}), wlug,vp)
k=1

J(ul: ’vl: )‘ p'Ak

bo‘ladi. f(¢(u,v),y(u,v))|J(u,v)| funksiva A da uzluksiz, bino-
barin, integrallanuvchi. Demak,

lim o= lim 3 f(9u,v}), W, v)[J (g v ) nay =
& kel @
= [[ fCotu, ), w(w,0)) | (u,0)| dudv

bo‘ladi. (2) va (3) munosabatlardan
[[ 1.9 =[] £ (0w, 0), wu,0) | (4, 0)] dudv (5)
D A

bo‘lishi kelib chigadi.
(5) ifoda ikki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish
formulasidir.

1- misol. Ushbu j j y3dxdy
D

2

integral hisoblansin. D quyidagi y = x2, y=2x%, xp=1, xy =2

chiziqglar bilan chegaralangan.

Y, <« Berilgan chiziglar bilan che-
) - 22 garalangan D to‘plam 39- chiz-
y=ex mada tasvirlangan.
Ushbu
= x?
y Loy
¥’ (x>0) (6)
xy =2 v=2Xxy,
xy =1 akslantirishda D ning aksi:
0 X A={wv)eR: 1sus2,1<v<2}.
39- chizma.
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Ravshanki, (5) akslantirish o‘zaro bir qiymatli akslantirish bo‘lib,
unga teskari akslantirish quyidagicha:
11

x=u3v3,
12 )
y =uvl,
(6) sistemaning yakobianini topamiz:
41 22
ox ox 1 33 1 -3 3
w w| _| ¥V 3%l ; 1
J(H,U)— ay a—y - 5 1 _Z 5 1 _l —3_s \ (uyv)|_"3'|'l;|"
34 3o 5"31) 3 §u3v 3

Endi y® =uw? ekanini e’tiborga olib, berilgan integralda (6)
almashtirish bajarsak, u holda (5) formulaga ko‘ra

[ axdy = [[ w? |7 (u,v) ducto
D D

bo‘ladi. Keyingi integralni hisoblaymiz:

_[b"uvz W (u,v)| dudv = ”v dudv = 31[]0 dv] (% - %) = g
Demak, Hy3dxdy _ ; >

3°. Ikki karrali integralning qutb koordinatalarida ifodalanishi.
Yugoridagi (1) sistema sifatida ushbu

X =rcose,
y=rsing @

akslantirishni olaylik. Bu tekislikdagi qutb koordinatalari sistemasi
bo‘yicha (r,¢) nuqtani dekart koordinatalari sistemasi bo‘yicha (x,y)
nuqtaga akslantirishni ifodalaydi.

(7) sistemaning yakobiani

CosQ -—rsing

J(u,v) = )
—rsing rcosq

bo‘ladi. XOY tekisligidagi yuzaga ega D to‘plamni olaylik.
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Bu D ning (7) akslantirish yordamida asli (proobrazi)
Ac{(r,g)e R :r20,0<¢<2n} boladi.

Agar O nuqta (koordinata boshi) D ga tegishli bo‘lmasa, u holda
A ni D ga akslantirish o‘zaro bir qiymatli bo‘lib, sistemaning yakobiani
0 dan farqgli bo‘ladi.

Agar O nugta D ga tegishli bo‘lsa, u holda (7) akslantirishning
o‘zaro bir giymatliligi hamda J(r,¢) # 0 shart nol yuzali chiziglar-
dagina bajarilmaydi.

Demak, f(x,y) funksiya D udD da uzluksiz bo‘lsa u holda

[J 7.9y = [ f(cos g,r sin g)rdrde ®)
D D
formula o‘rinli bo‘ladi.
. B 1
2- misol. Ushbu J = ‘gm dxdy

integral hisoblansin, bunda D — quyidagi x =0, y =0, x + y = a,
x+y = b (0 < a < b) chiziglar bilan chegaralangan to‘plam.
<« Berilgan integralda o‘zgaruvchilarni quyidagicha

X=rcose, y=rsing

ko‘rinsihda almashtiramiz. Unda x* + y2 = r? bolib, (8) formulaga
ko‘ra

J = ”;13 rdrdg = Hrizdrdq)
D A

Y bo‘ladi. Endi A ni topamiz. D ning
4 tekislikdagi tasviri 40- chizmada
ko‘rsatilgan.

Ravshanki, qutb burchagi ¢ ning

o‘zgarishi 0 bilan ; orasida bo‘-

ladi: 0@ < g (r,9) nugta D da

bo‘lishi uchun r qutb radiusi chiz-

mada ko‘rsatilgan A nuqgta bilan
B nuqta orasida bo‘lishi kerak.




A nuqtada x + y = a bo‘lgani uchun rcos¢ + rsing = a, ya’ni

a

Ta = cos@+sing’
B nuqtada x + y = b bo‘lgani uchun rcos¢ + rsing = b, ya’ni

b
COS @+sin @

Ig =

bo‘lib,

: :
_ [(cos¢e+sing  cos p+sin ¢ b-a M
—2[( ; 5 )d(p —‘([(cosq)+sm(p)d(p - >

3- misol. Ushbu J = ”(x + y)dxdy integral hisoblansin, bunda
D

Dto‘plam x> +y* =1, x* +y* =4,y =0 (D da y > 0) chiziglar
bilan chegaralangan (41- chizma).
(8) formuladan foydalanib topamiz:

J = ” (x + y)dxdy =_U (rcos@+rsing)drde.
D D

Ravshanki,

A={(r,¢)e R®* :11<r<2,0<¢<n}.
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0 X

41- chizma.

Natijada J = ﬂ r?(cos ¢ +sin @)drde =
D

nf2 .
= J(J'ﬂ (cos ¢ +sin @) dr]d(p = %J.(cosq)+ sin@)do = ?

o1l 0
ga ega bo‘lamiz. P

Mashglar

1. Ushbuxy=1,xy=2, x—y—1=0 (x>0, y > 0) chiziglar
bilan chegaralangan to‘plamni tomonlari koordinatalar o‘qiga parallel
bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchakka o‘tkazuvchi akslantirish topilsin.

2. Ushbu _” ——5~3 integral hisoblansin, bunda D quyidagi

2)

X +yt=4x, xX?+y?=8x, y=x, y=2x
chiziglar bilan chegaralangan.

86- ma’ruza
Ikki karrali integralning ba’zi bir tatbiglari

1°. Tekis shaklning yuzi. Tekislikda yuzaga ega bo‘lgan D shakl
berilgan bo‘lsin. Bu shaklning yuzi

uD=”dxdy (1)
D
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bo‘ladi. Bu tenglikning isboti ikki karrali ¥
integral ta’rifidan kelib chigadi.
Misol. Tekislikning birinchi chora-

\
gida ushbu
x+y? =2ax, y* =2ax, I
x=2a (a>0) /

chiziglar bilan chegaralangan shaklning
yuzi topilsin.
<« Bu shakl 42-chizmada tasvirlan-
gan. 0 a 2a
(1) formulaga ko‘ra qaralayotgan
shaklning yuzi

><V

42- chizma.

uD = dedy
D
bo‘lib, bunda
Dz{(x,y)e R?:0<x<2a,V2ax-x*<y S«/2ax}-

Integralni hisoblab, topamiz:

2af V2ax 2a
uD:I I dy ldx = | (V2ax -2ax- ) dx=
0 2ax_x2 0
_8 2 _m > 16-3m
=30 —54 =—— a.»

2'. Jismning hajmi. 81- ma’ruzada fazodagi jismning hajmi
tushunchasi va uning mavjudligi sharti bayon etilgan edi.

Endi jism hajmining ikki karrali integral orqali ifodalanishini
ko‘rsatamiz. .

R? fazoda Dekart koordinatalar sistemasi va unga nisbatan joy-
lashgan V jismni qaraylik. Bu jism yuqoridan z = f(x,y) ifodalagan
sirt, yon tomondan yasovchilari OZ o‘qiga parallel silindrik sirt hamda
pastdan XOY tekisligidagi chegaralangan yopiq D to‘plam bilan chegara-
langan jism bo‘Isin. Bunda f'(x,y) funksiyani D da uzluksiz deb garaymiz.

D to‘plamning

P ={D1,D2,...,D”}
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bo‘laklashlarini olaylik. U holda
m, = mf{f(X,J’) . (x9y) € Dk} )

M, =sup{f(x,y):(x,y) e D;}
mavjud bo‘ladi. Ushbu

nA = imkuDk , uB=Y M,uD,
k=1 k=1

yig‘indilar mos ravishda V jismning ichiga joylashgan A ko‘pyoqlik-
ning hajmi va Vjismni o‘z ichiga olgan B ko‘pyoqlikning hajmi bo‘lib,

uA s uB
bo‘ladi.

D to‘plamni turli bo‘laklashlar natijasida hosil bo‘lgan {uA} va
{uB} to‘plamlarning chegaralanganligidan sup{uA}, inf{uB} larning
mavjud bo‘lishi kelib chigadi.

f(x,y) funksiya yopiq D to‘plamda uzluksiz. Demak, u D da tekis
uzluksiz. U holda Ve > 0 olinganda ham shunday 8 > 0 topiladiki,
D to‘plamning A, < 8 bo‘lgan ixtiyoriy

P = {Dl 3 D2 ,..D"}
bo‘laklash uchun har bir D, da (k=1,2,...,n) funksiyaning tebranishi
£
nD
tengsizlikni ganoatlantiradi. Shularni e’tiborga olib topamiz:

M,-m <

inf {uB} - sup{uA} < uB-pd = Y MyuD, - muD, =
k=1 k=1

c € 3 _
-Z;(Mk —m )b, <u—D‘Dk ‘EE”D =¢&.

Demak, 0 < inf {uB}-sup{ud}<e.
Keyingi munosabatdan

inf {uB} = sup {uA}
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa ¥V jism hajmga ega bo‘lishi va uning
hajmi pV ning
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wV = inf {uB} = sup{ud} (2)
ekanligini bildiradi. Ayni paytda,

sup {uB} = _[If(x,y)dxdy , inf{ud}= I]f(x,y)dxdy
D D

va (2) tenglikka ko‘ra

[[ £Cepyaxdy = [[ £ (e, pydxdy = [[ f(x, p)axdy — (3)
D D D
bo‘ladi. (2) va (3) munosabatlardan

kY = [ f . y)dudy @
D

bo‘lishi kelib chigadi.
2- misol. Fazodagi Z

x2+yt+7-4=0
sirt (paraboloid) hamda tekislik bilan
chegaralangan jismning hajmi topilsin.
<« Bu jism 43- chizmada tasvirlan-
gan bo‘lib, D to‘plam XOY tekislik-

dagi x? + y* <4 doiradan iborat.

Sirtning tenglamasini z =4-x* -*
ko‘rinishda yozib, (4) formuladan
foydalanib topamiz:

43- chizma.
uv = H(4—x2 ~ydxdy, (5)
D
bunda D={(x,y)e R* : x* +y* <4},
(5) integralda o‘zgaruvchilarni quyidagicha
X =rcosq,
y=rsing

ko‘rinishda almashtirib hisoblaymiz:

4-x*-y* =4-r" J(r,¢)=r, 0<r<2, 0<@<2nm,
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g(4 —x2 - y?)dxdy = Zﬂjm —rz)rdr)d(p = Zof(zﬂ -;I do =8.

Demak, jismning hajmi pV = 8n ga teng.

3°. Sirtning yuzi. Faraz qilaylik, tekislikda yuzaga ega bo‘lgan D
to‘plamda z = f(x,y) funksiya berilgan bo‘lib, u shu to‘plamda uzluksiz
£(x,y), fy’ (x,y) hosilalarga ega bo‘lsin. Bu funksiyaning grafigi
R fazoda S sirtni ifodalasin (44- chizma).

Bunday sirtning yuzasi ikki karrali integral orqali quyidagicha
ifodalanadi:

uS = [[ 4 72 op)+ 57 (x3) ddy. ©)
o)

3- misol. Asosining radiusi r, balandligi # ga teng doiraviy konus-
ning yon sirti topilsin.

4 Ma’lumki, konus sirt z = g\/xz +y’ tenglama bilan ifodala-
nadi. (6) formulaga ko‘ra konusning yon sirti

us = H \/l +(Z2 6, p))? + (27 (x,9))? dxdy

D
bo‘ladi, bunda D ={(x,y)e R* : x* +y* <r*}.

h X ’ h y
ar = = —
Ag 2y = Eaw s Ly =7 e

J+ @ o)y +@) (ak Y =

[P 2 \th
TRy r2x2+y2

bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda

;
o) — > uS = ”,/1 + gz— dxdy =
(B> =
(D
= 1+@J‘J‘dxdy=1tr r’ +
X
D

44- chizma. ekanini topamiz. P




4°. Ikki karrali integralning mexanikaga tatbiqlari. Aytaylik,
tekislikda massaga ega bo‘lgan moddiy D shaklning har bir (x,y)e D
nuqtasidagi zichligi p(x,y) bo‘lib, u D da uzluksiz bo‘lsin. D shakl-
ning massasini topish talab etilsin.

Ravshanki, p(x,y) = C — const bo‘lsa, u holda D shaklning massasi

m=CuD
ga teng bo‘ladi. Agar p(x,y) ixtiyoriy (k=1,2,...,n) uzluksiz funksiya
bo‘lsa, D shaklning massasini topish uchun D ning
P = {D] s Dz N "DM}

bo‘laklashini va har bir D, da (k=1,2,...,n) ixtiyoriy (§,,¢,) nuqtani
olamiz: (§,,¢,)e D,. Har bir D, da p(x,y) ni o‘zgarmas va uni
p(E;,m,) ga teng deyilsa, u holda D, ning massasi taxminan

P&,y IuD,
ga teng bo‘lib, D shaklning massasi esa taxminan

S (G, nnD, %
k=1

ga teng bo‘ladi.

Pbo‘laklashning diametri A, — 0 da (7) yig‘indining limiti izla-
nayotgan shakining massasini ifodalaydi.

Ayni paytda, (7) yig‘indi funksiyaning integral yig‘indisi va p(x,y)
funksiya D da uzluksiz bo‘lganligi sababli bu yig‘indining limiti

[[pCx, yydxay
D

bo‘ladi. Demak, D shaklning massasi

m = [[ p(x, y)dxdy ®)
D

tenglik bilan aniglanar ekan.

4- misol. Tekislikda « radiusii doiraviy plastinka berilgan bo‘lib,
uning har bir A(x,y) nuqtadagi zichligi shu nugtadan koordinatalar
boshigacha bo‘lgan masofaga proporsional. Doiraviy plastinkaning
massasi topilsin.
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<« Dekart koordinatalar sistemasining koordinatalar boshiga doi-
raviy plastinkaning markazini joylashtiramiz. U holda plastinkaning
A(x,y) nuqtasidan koordinatalar boshigacha bo‘lgan masofa

d=\x*+y’
bo‘lib, plastinka zichligi

p(x,y) =kyx* +y*

bo‘ladi, bunda k& — proporsionallik koeffitsiyenti.
(8) formulaga ko‘ra plastinka massasi

m= ‘Uk\/xz + y*dxdy
D

bo‘ladi, bunda D ={(x,y)e R?: x* +y* <r?}.
1kki karrali integralda

X =rcosg,
x =rsing
almashtirish bajarib, uni hisoblaymiz:

2nf a 2n 3
m=”k\/x2 +y dxdy = I jk-r-rdr dq)=k_[(r—Id(p=%k1ta3 »
D olo 0 3 3
Ikki karrali integrallar yordamida statistik momentlar:
M, = Hyp (x,y)dxdy, (OX o‘qiga nisbatan),
D
M, = pr (x,y)dxdy, (OY o‘qiga nisbatan),
D
og'irlik markazining koordinatalari:

_ !
%o = Ty _U xdxdy , y, = Ty _U ydxdy ,
D D D D
inersiyva momentlari:

J, = Hyzp (x,y)dxdy, (OX o‘qiga nisbatan),
D
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J, = Hx’-p(x,y)dxdy, (0Y o‘giga nisbatan).
D

Jo = ”(xz +y?) p(x,y)dxdy (koordinatalar boshiga nisbatan)
D

topiladi.
Mashglar
1. Tekislikda ushbu
2, 2 2 2
_y+a _y +b <a<
=g 0 X= g 0<a<h

parabolalar bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
2. Fazoda quyidagi

x2+y2 =4x, z=x, 7= 2x
sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmi topilsin.

87- ma’ruza
Uch karrali integrallar

Matematik analiz kursi davomida f(x) funksiyaning [a,b] < R
segment bo‘yicha aniq integrali, f(x,y) funksivaning D R* to‘plam
bo‘yicha ikki karrali integrali tushunchalari kiritilib, ular batafsil o‘rga-
nildi.

Xuddi shunga o‘xshash bu tushuncha uch o‘zgaruvchili f(x,y,2)
funksiyva uchun ham Kkiritiladi. Unda, avvalgi hollarda keltirilgan
ma’lumotlar va ularni isbotlashda yuritilgan mulohozalar gaytariladi.

Shuni e’tiborga olib, uch karrali integral hagida tushuncha va
tasdiqlarni keltirish bilan chegaralanamiz.

1%, Uch Karrali integral tushunchasi. Faraz qilaylik, R? fazoda
chegaralangan hamda hajmga ega bo‘lgan Vjism (to‘plam) da f(x,y,2)
funksiya aniglangan va chegaralangan bo‘lsin.

m< f(x,y,2) <M, ((x,y,2)eV).
V to‘plamning biror
P=W,V,.,V,}
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bo‘laklashini va har bir ¥ da ixtiyoriy (&,,n,,s;) e V; nuqtani
(k =1,2,...,n) olib, ushbu

CEDI (PR IRBMA
k=1

yig‘indini tuzamiz. U f(x,y,z) funksiyaning integral yig‘indisi deyiladi.
I-ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday & > 0 son
topilsaki, ¥'to‘plamning diametri A,> 8 bo‘lgan har qanday P bo‘lak-
lash hamda har bir ¥, da olingan ixtiyoriy (§;,mn,,G,) lar uchun
lo-J|<e
tengsizlik bajarilsa, J son ¢ yig‘indining A, > 8 dagi limiti deyiladi va
quyidagicha belgilanadi;

limo=J.
kp—>o

2-ta’rif. Agar A, > 5 da f(x,y,2) funksiyaning integral yig‘indisi
chekli limitga ega bo‘lsa, f(x,y,z) funksiya V to‘plamda integralla-
nuvchi, J songa esa f(x,y,2) funksiyaning V to‘plam bo‘yicha uch
karrali integrali deyiladi va quyidagicha

[[] £ x,», 2y dvdyaz
4

ko‘rinishda belgilanadi. Demak,

([ ey, Dy = Jim S £ Cyme Vi
v P k=1

f(x,y,2) funksiya V da chegaralanganligi uchun
mk = inf{f(x,y,z) : (X,y,Z)E Vk} ’
Mk = SUp{f(x,y,Z) : (xsy’Z) € Vk }

n n
mavjud. Ushbu s = kau Vi, S= z M.V,
k=t k=1
vig‘indilar mos ravishda Darbuning quyi hamda yuqori yig‘indilari
deyiladi.
Ravshanki, s=5,(f), §=8,(f)

bo‘lib, {s =s5,(/)}, {§ =5,(f)} to‘plamlar chegaralangan bo‘ladi.
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3-ta’rif. {s,(f)} to‘plamning aniq yuqori chegarasi f(x,y,z)
funksiyaning quyi uch karrali integrali deyiladi va

J = [[[ £x,v, xdydz
v

kabi belgilanadi.
4- ta’rif. {S,(f) to‘plamning aniq quyi chegarasi f(x,y,z) funk-
siyaning yuqori uch karrali integrali deyiladi va

7 = {[[ xop. sy
14

kabi belgilanadi.
S5-ta’rif. Agar J =J bo‘lsa, f(x,y,2) funksiya V to‘plamda in-
tegrallanuvchi, ularning umumiy giymati
J=J=J
f(x,y,2) funksiyaning V'to‘plam bo‘yicha uch karrali integrali deyiladi.
2°. Uch karrali integralning mavjudligi. Quyidagi teorema uch
karrali integralning mavjudligini ifodalaydi.

1- teorema. f(x,y,7) funksiyaning V to‘plamda integrallanuvchi
bo‘lishi uchun Ve > 0 son olinganda ham shunday & > 0 son topilib,
V to‘plamning diametri A, > 3 bo‘lgan har ganday P bo‘laklashiga
nisbatan Darbu yig‘indilari ushbu

Sp(f)_sp(f)<£ (1)
tengsizlikni ganoatlantirishi zarur va yetarli.
Agar f(x,y,2) funksiyaning ¥, dagi tebranishini o, desak, u holda

S,(f)=5,() =Y (My ~m )V =Y oV
k=1 k=1
bo‘lib, (1) shart ushbu
Z opby <e
k=1
ko‘rinishni oladi. Bu holda
lim ) ¥ =0
Ap -0 ol

deyish mumkin.
307



3°. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi. Uch o‘zgaruvchili f(x,y,2)
funksiyalar ma’lum shartlarni ganoatlantirganda ularning integ-
rallanuvchi bo‘lishini ifodalaydigan teoremalarni keltiramiz.

2- teorema. Agar f(x,y,7) funksiya chegaralangan yopiq ¥ 'to‘plam-
da uzluksiz bo‘lsa, u shu to‘plamda integrallanuvchi bo‘ladi.

Aytaylik, R> fazoda S sirt berilgan bo‘lsin.

6- ta’rif. Agar R3 da shunday ¥, ko‘pyoqlik topilsaki,

1) Sc ¥,

2) Ve> 0 uchun p¥, <¢ bo‘lsa, S nol hajmli sirt deyiladi.

3- teorema. Agar f(x,y,z) funksiya chegaralangan yopiq V'to‘plam-
dagi chekli sonda nol hajmli sirtlarda uzilishga ega, golgan barcha
nugtalarda uzluksiz bo‘lsa, f(x,y,z) funksiya V to‘plamda integralla-
nuvchi bo‘ladi.

4°. Uch Kkarrali integralning xossalari. Uch karrali integrallar
ham ikki karrali integralning xossalari kabi xossalarga ega.

1) f(x,y,2) funksiya ¥ da (V' c R?) integrallanuvchi bo‘lsin. Agar
Vto‘plam nol hajmli S sirt bilan umumiy ichki nuqtaga ega bo‘lmagan
bog‘lamli V| va ¥, to‘plamlarga ajralgan bo‘lsa, f(x,y,2) funksiya har
bir ¥, va ¥, to‘plamlarda integrallanuvchi va quyidagicha bo‘ladi:

[[[ £,y Dyaxdyaz = [[[ £(x, v, 2)dxdydz + [[[ f(x,y,2)dxdydz .
v 4 6!

2) Agar f(x,y,7) funksiya V to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa,
¢ f(x,y,z) funksiya (¢ = const) ham Vto‘plamda integrallanuvchi va

[ e,y 2ddxdydz = e [[ £ (x. ., 2)dxdyet
v Vv

bo‘ladi.
3) Agar f(x,y,2) va g(x,y,z) funksiyalar ¥ da integrallanuvchi bo‘lsa,

fy,20+8(x,y,2), f(x,y,2)-8(x,y,z) funksiyalar integralla-
nuvchi va

JH [f(x,y,2) £ g(x,y,2)])dxdydz =

4
= ij(x,y,z)dxdydz + _mf(x,y, 2)dxdydz
14 Vv

bo‘ladi.
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4) Agar f(x,y,7) funksiya V to‘plamda integrallanuvchi bo‘lib,
V(x,y,z)eV da f(x,y,z) 20 bo‘lsa,

I-”f(x,y, 2)dxdydz 2 0
%

bo‘ladi.
S) Agar f(x,y,7) funksiya Vto‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u
holda |f(x,y,z)| funksiya ham V da integrallanuvchi va

mf S (x,y,2) dxdydz| < [[[|f (x, y,2)| dxdydz
v v

bo‘ladi.
6) Agar f(x,y,7) funksiya ¥ to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u
holda shunday o son (m < o < M) topiladiki, bunda

[[] £ x, v, 2)dxdxydz = oV (v(x,p,2)€ V i m< f(x,y,2) < M)
14

bo‘ladi (o‘rta qiymat haqidagi teorema).
5°. Uch karrali integrallarni hisoblash. Uch karrali integrallarni
hisoblash formulalari integrallash to‘plamining ko‘rinishiga garab
turlicha bo‘ladi.
a) Aytaylik, f(x,y,7) funksiya R? fazodagi to‘plam
V={(x,y,2)e RR:a<x<bec<sy<d,p<zs<q)
da (parallelepipedda) uzluksiz bo‘lsin. U holda quyidagicha bo‘ladi:

”_[ f(x,y,2)dxdydz = T[T[(j f(x,y,2)dz) ]dy:| dx. )
14

a P

4

b) Aytaylik, R? fazodagi ¥ to‘plam pastdan z =y, (x,y), yugo-
ridan z =, (x,y) sirt (bunda Dc R? to‘plam V jismning XOY
tekislikdagi proyeksiyasi) bilan chegaralangan bo‘lsin. Agar bu V' da
f(x,y,2) uzluksiz, wy,(x,y) va y,(x,y) funksiyalar D da uzluksiz
bo‘lsa, u holda quyidagicha bo‘ladi.:

mﬂx,y,zwxdw@ﬁ[“’"f’”f(x,y, , }, o
V

D\ y(xy)
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d) Aytaylik, b) holdagi D to‘plam quyidagicha

D={(x,y)e R®:a<x<b, ¢(x)<y<q(x)}
bo‘lib, @, va @, funksiyalar [a,b] da uzluksiz bo‘lsin. U holda

H f(x,y, 2)dxdydz = i["’lj’”["’z (Jf,y) f(x,y,9d?) ]dy} dx
v

al ¢ () vi(x,y)
bo‘ladi.
1- misol. Ushbu J = Hj(x + y + 7)dxdydz integral hisoblansin,
V
bunda ¥V ={(x,y,2)e R®:0<x<1,0<y<3,0<z7<2).

« Yugqoridagi (2) formuladan foydalanib berilgan integralni hi-
soblaymiz:

M{I(x y+ z)dz]dy] dx=j;[;[(xz+ . 5’;_):)@} e

v

=lj[jz(x+y+1)dyJ _[Z(xy+——+yI dx j(6x+15)dx 18,
0Lo

2- misol. Ushbu J.”zzdxdydz integral hisoblansin, bunda V —
(%)

konus (Z = yx* +y? ) va z = h tekislik bilan chegaralangan to‘plam.
« Vning XOY tekislikdagi proyeksiyasi

D={(x,y)e R?: x* +y* <h*}
bo‘ladi. (3) formuladan foydalanib topamiz:

PR e

sz +y
Keyingi integralda

X =rcosg,
y =rsing
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almashtirish bajarib, uni hisoblaymiz:

J = J[J.(~——r )rdrjld(p—qths >

6°. Uch Kkarrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish.
Aytaylik, f(x,y,2) funksiya ¥ < R? to‘plamda berilgan va uzluksiz
bo‘lsin. Ushbu

x = @(u,v,w),
y=vy(u,v,w),
< =x(u,v,w)

sistema A — R® to‘plamni Vto‘plamga akslantirish bo‘lib, bu akslan-
tirish 85- ma’ruzada keltirilgan 1— 3- shartlarni bajarsin. U holda

.mf(x’y:z)dzdydz =
%
i H_[f((p(u,u, w), y(u,v,w), x (u,v,w))|J| dudvdw

bo‘ladi, bunda

dx dx dx
du dv dw
J=| ¥ &
du dv dw
dz dz dz
du dv dw

bo‘ladi.

Ko*‘p hollarda dekart koordinatalaridan silindrik hamda sferik koor-
dinatalarga o‘tish bilan uch karrali integrallar hisoblanadi.

a) Dekart koordinatalari x, y, z dan silindrik koordinatalar p, ¢, zga
o‘tish

X=pcose, y=psing, 7=z
(0< p<+oo, 0S@<2m, —oo < Z < +oo) formulalar yordamida amal-
ga oshiriladi (45- chizma).
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\ 4
.<
)
Y
<Y

45- chizma. 46- chizma.

Bu almashtirishning yakobiani J = p bo‘lib,
[[[ £ Ge.v,2)dxdydz = [[[ £ (pcose, psin g, z)pdpdods
14 A

ga ega bo‘lamiz.
b) Dekart koordinatalari x, y, z dan sferik koordinatalar p, ¢, 6 ga
o‘tish
x =psin6-cosp, y=psin@®-sing, z=pcosd
(O Sp<4oo, 0<<2, 0<O< n) formulalar yordamida amalga
oshiriladi (46- chizma).
Almashtirish yakobiani J = p?sin8 bo‘lib,

ij (x,y,z)dxdydz =
V
= ”J f(psin6cosg, psinBsin g, pcos ())p2 sin 6dpd@d6
V

bo‘ladi.
3- misol. Ushbu Hj zdzdydz
| 4

integral hisoblansin. Bunda quyidagi

2

2 2
X“+y =_Z_2_, (h>0)
r h

konusning yuqori gismi va z = A tekislik bilan chegaralangan to‘plam.
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<« Berilgan integralda o‘zgaruvchini quyidagicha
X=pcose, y=psing, =2
ko‘rinishda almashtirib topamiz:

x2+y2 ZZ p2 Z2
Iy Nt Nl
r h h

(0O<p<r, 0<@<2m, 0<6<T).

r

P,

Natijada

2n

m. zdxdydz =j _[ T pzdz |do ldp
vV 0] 0

h
=p
-

bo‘ladi. Keyingi integralni hisoblaymiz:

Izﬂ 2)” do |dp = j[j(hz thz Pz)pd(p}d =

Z=—p 0

| &

i r?

2

(- p*)pdp=nit [%l ——"—’%’f

O ey -

nhtr?

Demak, J = >

4- misol. Ushbu  J = J'H(x2 +y% + 2% ) dxdydz

integral hisoblansinki, bunda V to‘plam
xt+yt+?<r?
shardan iborat.
4 Bu intervalda
X =psin®-cose, y=psin®-sing, z=pcosd
almashtirish bajaramiz. U holda
x?+y?+z2=p*, J=p*sineg
bo‘lib,
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O0<p<sr, 0<@<2n, 0<6<nm
bo‘ladi. Natijada berilgan integral

J = m(xz + 2+ 2?) dedydz = I[T(szpz sin em]de} dp
vV opLo\ o

ko‘rinishga keladi. Keyingi integralni hisoblaymiz:

rlnf2n rln 41”5
J[J[I » Sin@d(deﬁ]dp I[I p'sin®-2n de:ldp 41:jp dp=——
olol o 0

Demak, J = 4';’ | 2

7°. Uch karrali integrallarning ba’zi tatbiglari. Uch karrali integral
yordamida R? fazodagi jismlarning hajmini, massali jismning massasini,
og‘irlik markazini, inersiya momentlarini topish mumkin.
Mashglar

1. Ushbu
J‘”\/xz + yrdxdydz
v

integral hisoblansin, bunda V — fazoda quyidagi
X +yt=2, =1
sirtlar bilan chegaralangan jism (to‘plam).
2. Sferik koordinatalarga o‘tib, ushbu

J” Jx2 + y2 + z2 dxdydz
v

integral hisoblansin, bunda V — fazoda
X2iyt=g=g
sirt bilan chegaralangan jism (to‘plam).
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17-BOB
EGRI CHIZIQLI INTEGRALLAR

88- ma’ruza
Egri chiziglar va ularning uzunliklari haqida

1°. Egri chiziq tushunchasi. Oliy matematikaning dastlabki gqismini
o‘rganish mobaynida o‘quvchi egri chiziq va uning tenglamalari,
egri chizigning uzunligi kabi ma’lumotlar, shuningdek, ba’zi egri
chizigning tasvirlari bilan tanishgan. Egri chiziqli integrallar naza-
riyasida (shuningdek, keyinchalik o‘rganiladigan kompleks analiz kursida)
egri chiziglarning muhimligini e’tiborga olib, ular hagida ba’zi ma’lu-
motlarni keltirish lozim topildi. Hozirgi zamon matematikasida egri
chiziq turlicha ta’riflangan bo‘lib, ular orasida Jordan tomonidan
keltirilgan ta’rif birmuncha tabiiyroq hisoblanadi. U egri chizigni
nugtaning uzluksiz harakati natijasida qoldirgan izi sifatida qaragan.

x(?), y(f) funksiyalar [a,B] segmentda aniglangan va uzluksiz bo‘l-
sin. Bu funksiyalardan tuzilgan ushbu

{x = x(1),

y=yy @D M

sistemani garaylik. Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini olib,
x va y larni shu tekislikdagi biror M nuqtaning koordinatalari sifatida
qaraymiz: M = M(x,y). Ravshanki, M nuqta [a,f] dan olingan ¢ ga
bog‘lig. Ayni paytda, M nuqta argument ¢ ning (1) akslantirishdagi
aksi (obrazi), ¢ ning o‘zi bu akslantirishdagi M nuqtaning asli (proob-
razi) bo‘ladi. Shunday qilib, (1) akslantirish yordamida [o,p] seg-
mentning aksi tekislikda ushbu

I ={(x,y):x=x(t),y =y(t), t e [0, B}

to‘plamni hosil qgiladi. Bu I to‘plamga tekislikdagi egri chizig deyiladi.
Demak, egri chiziq [o,B] da uzluksiz bo‘lgan 2 ta x(#), y(#) funksiyalar
yordamida ta’riflanar ekan. Odatda, egri chizigning bunday berilishi
uning parametrik ko‘rinishda berilishi deyiladi. Bunda ¢ — parametr.
Masalan:
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{x = rcost,

- (0<t<2n,r>0) )
y=rsint

sistema tekislikda markazi koordinatalar boshida, radiusi r ga teng
bo‘lgan aylanani ifodalaydi. Demak, (2) — aylananing parametrik
tenglamasi.

Ba’zi hollarda egri chizigning ta’rifini ifodalaydigan I" to‘plam
murakkab bo‘lib, hatto u biz tasavvur etadigan egri chizigqa butunlay
o‘xshamay qolishi mumkin. Masalan, Peano tomonidan [0,1] seg-
mentda uzluksiz bo‘lgan shunday x(#), y(f) funksiyalar tuzilgan:
I" to‘plam uchlari (0,0), (1,0), (1,1), (0,1), nuqtalarda bo‘lgan kvad-
ratdan iborat bo‘ladi. Boshgacha qilib aytganda, «Egri chizig» kvadrat-
ning har bir nuqgtasidan o‘tadi. Bu «Egri chizig» shu bilan xarakter-
lanadiki, bunda parametrning cheksiz ko‘p turli qiymatlarida x(¢) va
y(#) funksiyalar bir xil giymatni gabul giladi.

Aytaylik, {x =x(0),

y=y()
tenglamalar sitemasi biror egri chizigni aniqlasin, bunda x(7), y(¢)
funksiyalar [a,B] da uzluksiz. Agar ¢,,¢, € [a,B] da £ # ¢, bo‘lganda

x(h)=x(8), y@)=y()

bo‘lsa, u holda egri chizigning (x(#), y(#,)) va (x(t,),y(¢,)) nuqta-
lari uning karrali nuqtalari deyiladi (bu nuqtada egri chiziq o‘zini o‘zi
kesib o‘tadi). Karrali nuqtalarga ega bo‘lmagan egri chiziq sodda Jordan
egri chizigi deyiladi. Bu holda ¢ parametrning turli #,s (4 #¢,)
giymatlariga mos keluvchi egri chizigning (x(#;), y(4)), (x(#,),y(%;))
nugqtalari turlicha bo‘ladi. Masalan, [a,b] segmentda uzluksiz bo‘lgan
y =f(x) funksiya grafigi sodda Jordan egri chizig‘i bo‘ladi. Hagigatan
ham,

(a<t<P) )

{x:t,
ly=r@, (=r(x), a<x<b)

deyilsa, u holda tuili 1,4, (4, #4,) uchun x; # x, (x; = 4,,%, = t,)
bo‘lishi ravshan. Agar (3) sistema bilan aniglanadigan egri chizigda
t parametrning turli #,¢, (# #¢,) giymatlariga mos keluvchi egri
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chizigning (x(#,),y(f;)), (x(¢,),y(¢,)) nugqtalari ham turlicha bo‘lib,

x(a)=x(B), y(a)=y(P)
bo‘lsa, egri chiziq sodda yopiq egri chizig deyiladi. Masalan, ushbu

y = bsint
sictema bilan aniqlangan egri chiziq (ellips) sodda yopiq egri chiziq
bo‘ladi.

Biror sodda egri chiziqg ushbu

{x = x(1),

y=y()
tenglamalar sitemasi bilan aniqlanadigan bo‘lsin. (x(a),y(a)) = A4,
(x(B),y(B)) = B nuqtalar bu egri chizigning mos ravishda boshi va
oxirgi nugqtalari deyiladi. Bu holda egri chizigni AB yoy deb ham
yuritiladi.

Parametr ¢ e [o,B] ning 4,t, (4 #t,) qiymatlari tichin # < £,
bo‘lganda egri chizigning (x(#,),y(#,)) nuqtasi (x(4),y(%))
nuqgtadan keyin kelishi bilan AB yoyda yo‘nalish o‘rnatiladi. Bunday
yo‘nalish 4 dan Bga garab bo‘ladi. Agar (3) sistemadagi

x=x(1), y=y@)
funksiyalar [o,B] da uzluksiz x’(#), y’(t) hosilalarga ega bo‘lib,
x2(¢) + y?(t) > 0 bo‘lsa, (3) sistema aniglagan egri chiziq sillig egri
chizig deyiladi. Agar AB egri chiziq chekli sondagi silliq egri chizig-
lardan tashkil topgan bo‘lsa, uni bo Yakli silliq egri chizig deyiladi.
Sillig egri chiziq har bir nuqtasi urinmaga (chetki nuqtalarda bir
tomonli urinmalarga) ega bo‘ladi. Bo‘lakli silliq egri chiziglar esa

chekli sondagi nuqgtalarda bir tomonli urinmalarga ega bo‘lishi mum-
kin. Masalan

(o <t <P)

(0<t<2nm)

X =acost,
y = bsint

ellips — sillig egri chiziq, siniq chiziq esa bo‘lakli silliq egri chizig
bo‘ladi.
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_ 2°. Egri chizigning mavjudligi va uning uzunligi. Faraz qilaylik,
AB egri chiziq
x = x(t)
 (a<t<P)
{y = y(?)
tenglamalar sistemasi bilan aniglangan bo‘lsin, bunda 4 = (x(a), y(a)),
B =(x(PB),y(B)), [o,p] segmentning ixtiyoriy bo‘laklanishi

P= {tO’tl N S ’tn}’ (tO =0,l, = B)
niv olamiz. P bo‘laklashning bo‘luvchi ¢, (k = 0,1,2,...,n) nuqtalari
AB egri chizigda
A =), y()); (k=0,1,2,3,...,n, A4y = A, A4, - B)

nugtalarni hosil giladi. Bu nuqta]a\r/ni bir-biri bilan to‘g‘ri chizig
kesmalari yordamida birlashtirib, AB egri chizigqa chizilgan siniq
chizigni topamiz. Ravshanki, siniq chiziq uzunlikka ega (odatda,
siniq chiziq uzunligi uning periametri deyiladi). Uni L bilan belgilaylik.
Siniq chiziq perimetri L {o,B] ning bo‘laklanishi P ga bog‘liq bo‘ladi:
L= L(P). [0,B] segmentning barcha bo‘laklashlari to‘plami P={P}
ning har bir bo‘laklashiga nisbatan egri chizigqa siniq chiziq chiziladi.
Bunday siniq chiziglarning perimetrlari {L(P)} to‘plamni hosil giladi.

1- ta’rif. Agar {L(P)} to‘plam chegaralangan bo‘lsa, AB egri chi-
ziq uzunEkka ega deyiladi. Agar {L(P)} to‘plam chegaralanmagan
bo‘lsa, AB egri chizig uzunlikka ega emas deyiladi.

Endi egri chizigning uzunlikka ega bo‘lishini ifodalaydigan teore-
malarni isbotsi%/ keltiramiz.

Aytaylik, AB egri chiziq ushbu

{x =x¥0, <i<p)
y=y()
tenglamalar sistemasi bilan aniglangan bo‘Isin. [o,] segmentning ixtiyoriy
Pz{to’tl"",tn—lstn}’ (fh = o1, =P)

bo‘laklashini olib, quyidagi

n-1 n-1
Sl =Z|X(tk+1)_X(tk)|, Sz =Z|y(tk+1)—y(tk)|
k=0 k=0
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et A A S

yig‘indilarni tuzamiz. Ravshanki, bu yig‘indilar P bo‘laklashga bog"‘-
lig bo‘ladi:
Sl =S1(P), S2 =S2(P).

1- teorema. AB egri chiziq uzunlikka ega bo‘lishi uchun [a,p]
segmentning barcha turli bo‘laklashlari bo‘yicha tuzilgan {S;(P), Sy(P)}
to‘plamlarning chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.

Xususan, egri chiziq

y=f(x), (asxs<b) 4)
tenglama bilan aniglangan bo‘lib, f(x) funksiya [a,b] segmentda
uzluksiz bo‘lsin. [a,b] segmentning ixtiyoriy

P ={xg, X5 s X1, X, }, (Xg =a,%, =b)
bo‘laklashini olib, unga nisbatan ushbu

n-1

S(P) =D |f (xe) - f(x)

k=0
yig‘indini hosil gilamiz.

2- teorema. (4) egri chiziq uzunlikka ega bo‘lishi uchun |a,b]
segmentning barcha turli bo‘laklashlari bo‘yicha tuzilgan

n-1

S(P) =Y |/ (xea) - F(x)]

k=0

to‘plamning chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.
1- misol. 1. Ushbu

Flx) = {xcos;, agar 0<x <1,
0, agar x=0
tenglamalar bilan aniqlangan egri chiziq uzunlikka ega emasligi isbot-
lanszl . Bu funksiya [0,1] segmentda uzluksiz bo‘ladi. segmentining
P ={Xg,X),ees X1, Xy }
bo‘laklashini olaylik, bunda

1
x0=0, x1=—, x2=

1
n n_l g sery n_]
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bo‘lsin. Ravshanki,
k=0 da f(x)=f(0)=0,

n—k+1
k+0 da f(xk)z_xkcosxl= (1)
k

1
el cos(n—-k+1)mn= T
bo‘lib,

1

o)~ FO =L

bo‘ladi. Natijada

S(PY= D) f (K )= FR =11 ) +]f () = F O+ 1 () = f ()] =

bo‘lib, bundan S(P)> 1+ +3+...+ . bo'lishligi kelib chigadi.
Keyingi tengsizlikdan esa S(P) ning chegaralanmaganligini topamiz. »

2- misol. Ushbu

T
X cos;, agar 0<x <],
0, agar x =0

tenglama bilan aniglangan egri chiziq uzunlikka ega bo‘lishi isbot-
lansin.
<« Bu funksiya [0,1] segmentda uzluksiz bo‘ladi. [0,1] segment-
ning ixtiyoriy
P= {xo 3 X 5eery Xyt ,xn}
bo‘laklashini olib,

n-1

S(PY =Y |f (i) = (%)

k=0
yig‘indini qaraymiz. Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

n-1
S(PY =Y | E)| Xy — %) -
k=0

Agar
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1

bo‘lishini e’tiborga olsak, keyingi munosabatdan

n-1
S(P)<6) (X4 - %) =6
k=0

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, garalayotgan egri chiziq uzunlikka
ega. b

Eslatma. Egri chizigning uzunlikka ega bo‘lishi va uning uzun-
ligini limit orqali ta’riflash mumkin.

Aytaylik, ushbu

(gt <P)

{x = x(1),
y=y()
tenglamalar sistemasi Jordan chizig‘ining ifodasi bo‘lsin, bunda x(#),
y(9 funksiyalar [o,B] da uzluksiz.
lo,B] segmentning
P={ty,t),....t,_1,1,}
bo‘laklashini olib, so‘ngra egri chizigning

(x(to), Y(t )y (X (1)), Y (1)) s (x(80), (£,))

nugtalarini to‘g‘ri chiziq kesmalari yordamida birlashtirib, egri chi-
zigqa chizilgan siniq chiziqni hosil qilamiz. Uning perimetri

n-1
L= JIx(e) - xUOP +[¥(thay) - ()P
k=0

bo‘ladi.

2- ta’rif. Agar Ve > 0 olinganda ham shunday & >0 son topilsaki,
diametri A,> 8 bo‘lgan [0, B] segmentning ixtiyoriy P bo‘laklashi uchun
IL(P)-1ll<e

tengsizlik bajarilsa, ya’'ni
Jim, LCP) =1

bo‘lsa, egri chiziq uzunlikka ega deyilib, / esa uning uzunligi deyiladi.

3°. Egri chiziq uzunligini hisoblash formulalari. 40- ma’ruzada
egri chizig uzunligini hisoblash formulalari bayon etilgan. Egri chiziqli
integrallarda egri chizigning uzunligi muhimligini €’tiborga olib, tegishli
formulalarni keltiramiz.
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1) A\B egri chiziq y = f(x), (a < x < b) tenglama bilan berilgan
bo‘lib, f(x) funksixa [a,b] da uzluksiz va uzluksiz f"(x) hosilaga ega
bo‘lsin. U holda AB egri chizigning uzunligi quyidagiga teng bo‘ladi:

b
1=j1+f%xmn

2) AB egri chiziq

{x = x(1),
y=y()
tenglamalar sitemasi bilan aniglansin. Bunda x(#), y(#) funksiyalar
[c,B] segmentda uzluksiz va uzluksiz x ’(#), y ’(¢) hosilalarga ega bo‘lib,

A= (x(a),y()), B=(x(B),y(B))

bo‘lsin. U holda egri chizigning uzunligi

(o<t <P)

8
1=J x2 (1) + y (t)dt

bo‘ladi.v
3) AB egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida
p=p(0), (a<0<P)
tenglama bilan aniqlansin, bunda p(8) funksiya [o,B] segmentda uzluk-

siz va uzluksiz p’(8) hosilaga ega. U holda AB egri chizigning uzunligi
quyidagiga teng bo‘ladi:

B
[ = I p2(8) +p2 (8)de.
Mashgqlar

s ¢
\/;cos;, agar 0 <x <1 bo‘lsa,

1.Ushbu f(x) = {

0 , agar x=0 bolsa

tenglamalar bilan aniglangan egri chizigning uzunlikka ega emasligi
isbotlansin.
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2. Agar AB yoy / uzunlikka ega bo‘lib,
AB = AZI + A1742+ et A,,:B
bo‘lsa, u holda

~—

AA, Ay, ..., A B
yoylar ham /,, ..., /,_, uzunliklarga ega va

l=h+L+..+1,
bo‘lishi isbotlansin (additivlik xossasi).

89- ma’ruza
Birinchi tur egri chizigli integrallar

Ma’lumki, integral matematik analizning muhim tushunchalaridan
hisoblanadi. Uning umumlashtirishlaridan biri — ma’ruzalarda bayon
etilgan ikki o‘zgaruvchili funksiyaning tekislikdagi to‘plam bo‘yicha
ikki karrali integralidir. Ayni paytda, ikki o‘zgaruvchili funksiya
integralini boshqacha umumlashtirish (bu konkret amaliy masalalarni
hal qilishda zarur ekanligidan kelib chiggan) ham mumkin. Quyida
keltiriladigan egri chiziqli integral shular jumlasidandir.

1°. Birinchi tur egri c\lliziqli integral tushunchasi. Tekislikda sodda
uzunlikka ega bo‘lgan AB egri chizigni qaraylik (47- chizma).

Bu egri chizigda A4 dan B ga qarab yo‘nalishni musbat yo‘nalish
deb, uning

AO’AI""’AH—I’AII (AO =A,An =B)
nuqtalar yordamida hosil gilingan Y
A
P = {AO,AI,...,A"_l,An}
bo‘laklashini olamiz. Natijada AB
egri chiziq

AA, (k=0,1,2,..,n-1)
bo‘lakchalarga ajraladi. Uning uzun-
ligini AS, (k=0,1,2,...,n-1) de-
yilsa, P bo‘laklashning diametri Ax, Y

A, = mlflx{ASk} bo‘ladi. 47- chizma.
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Aytaylik, bu AB egri chizigda f(x,v) funksiya aniglangan bo‘lsin
((x,y)e A?). Har bir A4, A4,,, daixtiyoriy (§, ,n, ) nuqtani oiib, so‘ngra
bu nuqtadagi f(x,y) funksiyaning giymati f((§,,n,)) ni AS, ga
ko‘pavtirib ushbu

n-1
= Zf(gk ST JAS)

k=0
yig‘indini hosii gilamiz.

Ta’rif. Agar Ve > 0 olinganda ham shunday & > 0 son topilsaki,
AB egri chizigring diametri A,> 0 bo‘lgan har ganday P bo‘laklash
uchun tuzilgan o yig‘indi ixtiyoriy (§,,m, )€ A; A, nuqtalarda

lo-J|<e
tengsizlikni bajarsa, f(x,y) funksiya A\ZB egri chiziq bo‘yicha integral-

lanuvchi deyilib, J sorn esa f(x,y) funksiyaning A\Z% egri chizig bo ‘yicha
birinchi tur egri chizigli integrali deyiladi. U

[ f(x,)ds
AB

kabi belgilanadi. Demak,

n-1

Jf(x.y)ds = lim Zf(&k,nk)ASk .
B l,,—>0k=0

Keltirilgan ta’rifda\g ko‘rinadiki, f(x,)) funksiyaning birinchi tur
egri chizigli integrali AB egri chizigning yo‘nalishiga bog‘liq bo‘Imaydi:

Jﬂ&ww=quJML
AB BA

2°. Birinchi tur egri chizigli integralning mavjudligi va uni hisob-
lash. Birinchi tur egri 3hiziqli integral ta’rifidan ko‘rinadiki, u berilgan
f(x,y) funksiya va AB egri chizigga bog‘liq bo‘ladi.

Faraz gilaylik, AB sodda silliq egri chizig ushbu

{x = x(1),

y=y() (ast<h

324



tenglamalar sitemasi bilan aniglangan va

A= (x(a),y(B)), B=(x(B),yB)
bo‘lsin. Shu egri chizigda f(x,y) funk\s’iya berilgan.
Teorema. Agar f(x,y) funksiya AB da uzluksiz bo‘lsa, u holda
birinchi tur egri chizigli integral

J f(x,y)ds
AB

mavjud bo‘lib, quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:

B
[ £(x,p)ds = [ £(x(@), yDx(0) + y? (1)a
AB *
« [0,B] segmentning
vP ={ty, Y1,y ty,t (=0, t, =P)
bo‘laklashi AB egri chiziqda

A = (x(t), y(8)), (k=0,1,2,..,n)
nugtalarni hosil qilib, u 0‘z navbatida egri chizigning

P = {AO 9A1 :"'aAn-l9An}9 (AO = A7An = B)
bo‘laklashini yuzaga keltiradi. Bu bo‘laklashga nisbatan quyidagi

n-1
6= f(&, M )AS, (1)
k=0

yig‘indini tuzamiz. Bunda (§,,n,)e A,;ik,,l , AS, esa A,:;i,m egri
chiziq uzunligi. Ma’lumki,
U
aS, = [ x2 (@) +y2(n)e
’/.

bo‘ladi. O‘rta qiymat haqgidagi teoremadan foydalanib topamiz:

AS, = \/x’z (6, )+ ¥ (8, )AL,
(e <O <y, Aty =y = 1,).
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Endi Ex =x(8;), M =y(8;)
deb qaraymiz. Ravshanki, (§,,m,)e 4, 4;,; - Modomiki, f(x,y) funk-
siya A\l} egri chizigda berilgan ekan, u holda f(x,y)=f(x(?), y(t))
bo‘ladi. Natijada (1) yig‘indi ushbu

n-1
o= f(x(8,), 78 ))x?(8,) + y™ (8, )AL )
k=0

ko‘rinishga keladi.
x(?), y(¢) funksiyalar [o,p] da uzluksiz bo‘lganligi sababli
m/?x{At"} —0daa,= m]?x{ASk} -0
bo‘ladi. Yana

FOet), yOINX(E) +y™? (£)

funksiya [o,B] da uzluksiz bo‘lganligi uchun u [o,p] da integralla-
nuvchi bo‘ladi.
(2) tenglikda limitga o‘tib topamiz:

lim o = Zf x(8,), y(8,)) \/7 (8, )+ ¥ (8, )AL, =

A, —0 max{AlL }—)0

= Jf(x(r), YW (80)+ 7 (8 ).

Demak, j f(x, y)ds_j Fx(), yOWXP @)+ (D)dt . (3)
AB

Bu teorema birinchi tur egri chizigli integralning mavjudligini
ifodalash bilan birga uni hisoblash imkonini ham beradi.

1- natija. Aytaylik, AB egri chiziq y = y(x) (a < x<b) teng-
lama bilan aniqlangan bo‘lib, y(x) funksiya [a,b] da uzluksiz hamda
uzluksiz y’(x) hosilaga ega bo‘lsin (y(a) = A, y(b)= B).

Agar f(x,y) funksiya esa shu A\é egri chizigda uzluksiz bo‘lsa,

J f(x,y)ds birinchi tur egri chiziqgli integral mavjud bo‘lib,
AB
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b
[ reeyyds = £0x, yeoWI+ y? () @
AB a
bo‘ladi. _
2- natija. Aytaylik, AB egri chiziq qutb koordinatalari sistema-
sida
p=p(0), (x<6<P)
tenglama bilan aniglangan bo‘lsin, bunda p = p(8) funksiya [o,B]

segmentda uzluksiz va uzluksiz p” hosilaga ega. Bu egri chiziqda
f(x,y) funksiya aniglangan va uzluksiz. U holda

[ £xpyds
AB
birinchi tur egri chizigli integral mavjud bo‘lib,

B
J f(x,y)ds = Jf(p cos 0, p sin 8)4/p? +p*d6 (5)
AB @

bo‘ladi.

1- misol. Ushbu J = j ;ds

AB

integral hisoblansin, bunda A\é egri chiziq — y* = 2x parabolaning
(1,42), (2,2) nuqtalari orasidagi gismi.
<« (4) formuladan foydalanib topamiz:

]

s [T ax,
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2- misol. Ushbu J = J% cos 6ds
C
interal hisoblansin, bunda C — markazi (a,0) nuqtada, radiusi a ga
teng bo‘lgan aylana.
<« Ma’lumki, bu aylananing tenglamasi qutb koordinatalar siste-
masida

p(8) = 2acos, (—; <6< g)

ko‘rinishda bo‘ladi. (5) formuladan foydalanib topamiz:

n n

3 2
_ [ cos® [ 2 _ _
J_j-;— p*(8) +p?(6)d0=[ do=x.»

2 2

3°. Birinchi tur egri chizigli integrallarning ba’zi tatbiglari. Birinchi
tur egri chiziqli integrallar yordamida egri chizigning uzunligini, jism-
ning massasini, og‘irlik markazini, inersiva momentlarini topish kabi
masalalar hal etiladi. _

1. Tekislikda uzunlikka ega bo‘lgan AB egri chizigning uzunligi ushbu

S=jm (6)
AB

integral yordamida topiladi. _

2. Tekislikda uzunlikka ega bo‘lgan AB egri chizig bo‘yicha
massa tarqatilgan bo‘lib, uning zichligi p = p(x,y) bo‘lsin. Bu egri
chizigning massasi ushbu

m= _[ p(x,y)ds (7)
AB
integral yordamida, og‘irlik markazining koordinatalari esa
1 1
%=;IxMLnﬂ,n=;fyM&wﬂ ®
AB AB

integrallar yordamida topiladi.
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3. Tekislikda uzunlikka ega bo‘lgan A\I? egri chizigning OX va
OY koordinata o‘glariga nisbatan statik momentlari ushbu

S, = J yds, S, = J xds )
AB AB
formula bilan, shu o‘glarga nisbatan inersiya momentlari esa quyidagi

J, = Jyzds, J, = szds (10)
AB AB

inegrallar yordamida topiladi.
3- misol. Ushbu

{x(t) =acos’ 1,

. (0<r<2n)
y(t) = asin’ ¢

tenglamalar sistemasi bilan aniglanadigan AB egri chiziq (astroida)
ning uzunligi topilsin.

« Astroida koordinatalari o‘qlariga nisbatan simmetrik bo‘lishini
e’tiborga olib, (6) formuladan foydalanib topamiz:

bid

; 2
S=[ds= 4j JX2 () + y (1)dr =j J(=3acos? tsint) +(3asin? t cost) dt =
0 0

a2

: ;
_ .2 _ . N
= 4‘([ —sin 2tdt —6a_0[sm 2tdt =6a . P

\O

4- misol. Chizig‘ining zichligi p(x,y) = \y| bo‘lgan AB massali
egri chiziq — y? =2px, (0 £x< g) parabolaning massasi hamda
og‘irlik markazi topilsin.

« (7) formulaga ko‘ra parabolaning massasi

m= j|y|ds
AB
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bo‘ladi. Endi birinchi tur egri chizigli integralni (4) formulaga ko‘ra
aniq integralga keltirib hisoblaymiz:

P p p
m = jlﬂ,f“%dyﬂ%]y\/pz +y2dy=%_[\/p2 +y (P’ +y) =
-p 0 0

3
=§((p2 +y1) %I =3P QV2-))

Qaralayotgan massali parabola og‘irlik markazining koordinata-
larini (8) formuladan foydalanib topamiz:

P
== f x|y|d8=%£y3\/p2 +yidy,
AB

2

j: Y- =u, du=2ydy

3 2 2

yANp +ydy= 3=
1

0 WP +yidy =dv, v=3(pP+)°)

p 51
y(p +y)‘ 5] ;72+y)2dy—2—J§_”——1 2+ =
0 0
2P (14V2)
- 15 :

Demak, x, _12paa) 3 ! 2p°(V2+1) _ p3(342+3)
*N T 15 2 Z(Zﬁ—l) 15 - 35 .

Xuddi shunga o‘xshash
Yo =— j ylylds _3(2~g+p)(3\/§+ In(1 + v2))

AB

bo‘lishi topiladi.

5- misol. Ushbu C aylana (x* + y*> = @*) ning uning diametriga
nisbatan inersiya momenti topilsin.

<« Berilgan aylananing parametrik tenglamasi

{x = qcost, ©<r<2m)

y = asint
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bo‘ladi. Aylana diametrini OX o‘qqa joylashtirib, so‘ngra (10) for-
muladan foydalanib topamiz:

2n
J, = J.yzds = J a?sin? t +(acost)? +(asin 1) dt =
c 0

2r
=a j sin tdt = na®. »
0

Eslatma. Aytaylik, AB egri chiziq fazoviy egri chiziq bo‘lib,
bu chizigda f(x,y,z) funksiya berilgan bo‘lsin. Yuqoridagidek, f(x,y,2)

funksiyaning A\l} egri chiziq bo‘yicha birinchi tur egri chizigli integral
tushunchasi kiritiladi va o‘rganiladi.

Mashglar

1. Ushbu y =1-Incosx, (0 <x< %) tenglama bilan berilgan

egri chizigning uzunligi topilsin.

x X

1 x
2. Zichligi p(x,y) = ;7 bo‘lgan ushbu y = ;(ea +e ,,) zanjir

chizigning massasi topilsin.

90- ma’ruza
Ikkinchi tur egri chizigli integrallar

1°. Ikkinchi tur egri chizigli integral tushunchasi. Tekislikda
(sodda) uzunlikka ega bo‘lgan AB egri chizigni garaylik (48- chizma).
Bu egri chizigning biror

P={A0,AI,A2,...,An}, (AO :A, AII:B)
bo‘laklashini olamiz. Natijada AB egri chiziq

AAn, (k=0,1,2,..n-1)
bo‘lakchalarga ajraladi. A,CVA,‘+l ning OXva OY koordinatalar o‘qglari-
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N0 S—
n [ N&S

0 Xp Xgay X
48- chizma.

dagi proyeksiyalari mos ravishda Ax, va Ay, bo‘lsin:
Py A Ay = 8%, pry, AA, =48y, (k=0,1,2,..,n-1).

Avytaylik, A? egri chizigda f(x,y) funksiva berilgan bo‘lsin. Har
bir A,:«im da ixtiyoriy (§, ,n, ) nuqtalarni olib, so‘ngra bu nuqtadagi

funksiyaning f(§, ,m, ) qiymatini Ax, va Ay, larga ko‘paytirib, quyi-
dagi

n-1 n-}
o =Zf(§k,ﬂk)Axk, G, =Zf(§k,ﬂk)AJ’k
k=0 =0

yig‘indilarni hosil gilamiz. Bu yig‘indilar f(x,y) funksiyaga bog‘liq
bo‘lishi bilan birga AB egri chizigni bo‘laklashga hamda har bir

A,:;l,(+1 da olingan (§,,n,) nuqtalarga bog‘liq bo‘ladi.
1- ta’rif. Agar Ve > 0 olinganda ham shunday & > 0 son topilsaki,

AB egri chizigning diametri A, < 8 bo‘lgan har qanday P bo‘laklash
uchun tuzilgan 6,(o;) yig‘indi ixtiyoriy (§, ,m, )€ A,:qu nuqtalarda
o1 =Ji[<e  (joy —Jaf <€)

tengsizlik bajarilsa, f (x,y) funksiya A\Z? egri chiziq bo‘yicha integral-

lanuvchi, J; son (J, son) esa f(x,y) funksiyaning ikkinchi tur egri
chizigli integrali deyiladi. Uni
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[ reemdx, (] £xp)dy)
AB AB
kabi belgilanadi. Demak,

n-1
J reyyde = tim 3 7 &),

—05
AB P k=0

n-1
(] 7Ceyydy = tim 3 S Em)a).

Ap—=09T
AB P 7V k=0

Keltirilgan ta’rifdan quyidagi xulosalar kelib chiqadi:
1) f(x,y) funksiyaning AB egri chiziq bo‘yicha ikkinchi tur egri
chiziqli integrali ikkita bo‘ladi:

[ reeyax, | feunay.
AB AB

Aytaylik, AB egri chiziqda P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar berilgan

bo‘lib, _[ P(x,y)dx, .[ Q(x,y)dy lar esa ularning ikkinchi tur
AB AB
egri chizigli integrallari bo‘lsin. Ushbu

[ PGy)dx+ [ 0Cxy)dy
AB AB

yig‘indi ikkinchi tur egri chizigli integralning umumiy ko‘rinishi
deyiladi va

[ Px,y)dx +0(x,y)dy
AB
kabi belgilanadi:
[ Pee,yyax+ 0, 3ydy = | Pix,yyax+ | 0(x,v)dy.

AB AB AB
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2) f(x,y) funksiyaning ikkinchi tur egri chizigli integrallari A\E
egri chizigning yo‘nalishiga bog‘liq bo‘lib,

[ feepyax == fxnde, [ feedy == [ f(x,p)dy
BA AB BA AB

bo‘ladi.
3) Agar AB egri chiziq OX koordinata o‘qiga (OYkordinata o‘qi-
ga) perpendikular bo‘lgan to‘g‘ri chiziq kesmasidan iborat bo‘lsa,

[ fxpay=0, ([ sx,ydy=0
BA AB
bo‘ladi. -

Aytaylik, K= AB sodda yopiq egri chiziq bo‘lsin. Bu holda Ava
B nugqtalar ustma-ust tushadi (49- chizma).

Yopiq egri chiziq K da chizmada ko‘rsatilganidek ikki yo‘nalish
bo‘lib, ulardan biri musbat, ikkinchisi esa manfiy bo‘ladi.

Agar kuzatuvchi K chiziq bo‘yicha harakatlanganda K bilan che-
garalangan to‘plam har doim chap tomonda golsa, bunday yo‘nalish
musbat bo‘ladi, aks holda esa manfiy bo‘ladi.

Shu K egri chizigda f(x,y) funksiya berilgan bo‘lsin. K chizigda
ixtiyoriy ikki A va_B nuqtalarni olaylik. Bu nuqtalar X egri chizigni
ikkita AnB va BmA egri chiziglarga ajratadi.

Faraz qilaylik, quyidagi

[ feemax, [ fxyydx
AnB BmA
integrallar mavjud bo‘lsin. Ushbu

[ fOondee [ fixyds

AnB BmA

yig‘indi f(x,y) funksiyaning K yopiq
egri chizig bo‘yicha ikkinchi tur
egri chizigli integrali deyiladi. Uni

5 > SGopydx yokio § f(x,y)dx
K K

49- chizma.




— e g

kabi belgilanadi. Bu holda K yopiq chizigning musbat yo‘nalishi
olinadi. Demak,

[reayax= | reapax+ | fxpax.
% )

AnB BnA
Xuddi shunga o‘xshash
[ £(x, p)ax
X

hamda umumiy holda

| PCx,)dx +Q(x, y)dy
K

integrallar ta’riflanadi.

Aytaylik, AB fazodagi sodda uzunlikka ega bo‘lgan egri chiziq
bo‘lib, bu egri chiziqda f (x,y,z) funksiya berilgan bo‘lsin. Yuqoridagi-
dek, f(x,y,2) funksiyaning ikkinchi tur egri chiziqli integrallari ta’rif-
lanadi va ular quyidagicha belgilanadi:

[ reay.ode, [ fydy, [ 7(x,24d,
Y. AB £

AB AB
[ P(x,y. 2)dx+0(x,y, D)y + R(x,y,2)dz.
AB
2°. Ikkinchi tur egri chizigli integralning mavjudligi va uni hisob-
lash. Faraz qilaylik, AB egri chiziq ushbu
{x =x(f) ,
y =y()

tenglamalar sistemasi bilan aniglangan bo‘lib, x = x(#) funksiya [o,f] da
uzluksiz, x (#) hosilaga ega, y(#) funksiya esa |a,B] da uzluksiz hamda

A=(x(a),y(a)), B=(xP),yP))

bo‘lsin. ¢ parametr o dan P ga garab o‘zgarganda AB egri chizigning

(a<1<P) (D

(x,y) =(x(¢#),y(t)) nuqtasi A dan B ga qarab A\l/} ni chizib borsin.
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1- teorema. Agar f(x,y) funksiya A§ da uzluksiz bo‘lsa, u holda
ikkinchi tur egri chizigli integral

[ 7(x,p)ax

AB

mavjud bo‘lib, u quyidagiga teng:

B
[ Feepydx = [ £(x(e), y@)x (1)t )
AB ¢
« {0,B] segmentning
P={to, sty tn}s (o =08, =)
bo‘laklashi AB egri chiziqda
A =(x(1),y(t)), (k=0,1,2,3,....n)
nuqtalarni hosil qilib, ular o‘z navbatida A\IB egri chizigning

P* {AO’AI""’A'I—I’AII}’ (AO =A, An =B)
bo‘laklashini yuzaga keltiradi. Bu bo‘laklashga nisbatan quyidagi

n-1
o = 3 [ &M )M, 3)
k=0

yig‘indini tuzamiz. Bunda Ax, miqdor A,:;lk+I ning OX o‘gidagi
proyeksiyasi bo‘lib,

Axp = x(f ) - x(1)
bo‘ladi. Ayni paytda,

FCEem) = (), y(u))s (et tin])

tenglikka ega bo‘lamiz. Endi

L]
Ax, = J' x'(£)dt
L3

bo‘lishini e’tiborga olib, (3) tenglikni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:
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Tkyl n-1 ’k+l

o = Zf(x(rk) (%)) j X(nydt =Y, [ fx(x), p(mO))x ()t

k=0 7

Ravshanki, ushbu

B
Jy = [ £y, y)x (o)t

integral mavjud, uni quyidagicha

n—1 4l
5= [ £, y()x@)ar
k=0 ¢
deb yozib, so‘ngra
n—1 T+l
=dp =2 [ LG, p(5)) = F(x(2), YD) X ()
k=0 7,

ayirmani garaymiz.

Fx(8), y(r)) funksiya [o,B] da uzluksiz. U holda Ve > 0 olinganda
ham shunday & > 0 topiladiki, bunda barcha Az, =¢,,, —¢, lar & dan
kichik bo‘lganda f(x(?), y(¢)) funksiyaning tebranishi € dan kichik
bo‘ladi. x’(#) funksiya esa [o,B] da uzluksiz, demak, chegaralangan:

<M,

Shunday qilib,
joy - Jy| <eM(B-a)
bo‘ladi. Keyingi munosabatdan

limo, = J 1
}up—)O
bo‘lishi kelib chigadi. Bu tenglik integralning mavjudligi va (2) teng-
likning o‘rinli bo‘lishini isbotlaydi. P
Aytaylik, (1) sistemadagi x(#), y(#) funksiyalar [a,B] da uzluksiz
bo‘lib, y(#) funksiya esa uzluksiz y ’(¢) hosilaga ega bo‘lsin.
2- teorema. Agar f(x,y) funksiya A\f} da uzluksiz bo‘lsa, u holda
ikkinchi tur egri chiziqgli integral
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f S(x,y)dx
AB

mavjud bo‘lib, gjuyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:

p
[ reeyydy = [ £, yen)y @yt @
AB @
Aytaylik, (1) sistemadagi x(7), y(f) funksiyalar [o,B] da uzluksiz
x'(9), y'(¥) hosilalarga ega bo‘lsin.
3- teorema. Agar P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar A\E da uzluksiz
bo‘lsa, u holda egri chizigli integral
[ P(x,y)dx+0Cx, y)ay
AB
mavjud bo‘lib,
| PCx,y)dx+0(x,y)dy =

AB
B
= J[P(X(f),J’(f))x'(t) +Q(x(1), y(£))y" (1)t 5

bo‘ladi.

Bu teoremalar yuqoridagi 1- teorema kabi isbotlanadi. Keltirilgan
teoremalar ikkinchi tur egri chiziqli integralning mavjudligini isbotlash
bilan birga ularning aniq integrallarga (Riman integrallariga) kelishini
ifodalaydi. Binobarin, egri chizigli integrallarni hisoblash imkonini
beradi. Egri chiziqli integrallar (2),(4) va (5) formulalar yordamida
hisoblanadi.

Agar A73 egri chiziq ushbu
y=y(x), (asx<b); x=x(y), (csy<d)
tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, u holda egri chizigli integrallar
birmuncha sodda ko‘rinishga ega bo‘ladi. Aytaylik, AB egri chiziq
y=y(x), (asx<bh)
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tenglama bilan berilgan bo‘lib, y(x) funksiya [a,b] da uzluksiz y "(x)
hosilaga ega bo‘lsin. U holda (2) va (5) formulalar quyidagi

b
[ £epydx = [ £x,p0)ex, ©)

AB

b
[ P(x,y)dx+Q(x,)dy = [[P(x,5(x)) + Q(x, y ()Y (x)lde (7)
AB a
ko‘rinishga keladi. Aytaylik, AB egri chizig
x=x(y), (csy<d)

tenglama bilan berilgan bo‘lib, x = x(y) funksiya [c,d] da uzluksiz
x‘(¥) hosilaga ega bo‘lsin. U holda (4) va (5) formulalar quyidagi

d
[ rx»dy = [ f(x(), 9y ®)

AB

d
[ P(x,y)dx + 0(x, y)dy = [[P(x(»), »)X' () + Q(x(3), )ldy ©9)
AB ¢
ko‘rinishga keladi.
1- misol. Ushbu

Jo= [ -yax, = [ (2 -y)dy
AB AB

integrallar hisoblansin. Bunda A\I} egri chiziq y = x? parabolaning
absissalari x =0, x =2 bo‘lgan nuqtalari orgasidagi gismi.
4 AB egri chizig y = x? tenglama bilan aniglanishini e’tiborga
olib, J; integralni hisoblashda (6) formuladan foydalanamiz:
1 56
_ 2 2 _ 2 _ L4 __>
Ji= [ =ydr = [ -xtyde= -5
AB 0
J, integralda integrallash egri chizig‘i x> = y bo‘lib, (8) formula-
ga ko‘ra quyidagi natijani olamiz:
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4
40
Jy= [ &=y = [(r-ydy=-3.
AB 0
2- misol. Ushbu J yidx + x*dy
AB )

y - 2 2
integral hisoblansin, bunda AB egri chiziq fz— + Z—Z =1 ellipsning
a

yugqori yarim tekislikdagi qismi.
4 Bu ellipsning parametrik tenglamasi
X =acost,
y = bsint
bo‘ladi. A= (a,0) nuqtaga parametrning ¢ = 0 giymati, B= (-a,0)
nugtaga esa ¢ = n giymati mos kelib, ¢ parametr 0 dan = gacha

o‘zgarganda (x,y) nuqta A dan B ga qarab ellipsning yuqori yarim
tekislikdagi qismini chizadi. Ravshanki,

P(x,y) =y, Q(x,y)=x’
funksiyalar AB da uzluksiz. Berilgan integralni (5) formuladan foy-
dalanib hisoblaymiz:

j yidx + x*dy = j[bz sin’ t(~asin t) + a® cos® theost]dt =
AB 0

= ab_[(a cos’ ¢ — bsin® 1)dt = —g—ab2 >
0

3- misol. Ushbu 98 2xydx - x*dy
K

integral hisoblansin, bunda K — yopiq chizigning 0(0,0) va A(2,1)

nugtalarini birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kesmasi hamda y? = %x

parabola yoyidan tashkil topgan yopiq egri chiziq (50- chizma).
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A y=%x
frrmreemmre e .
Y LY =gx
=¥ §
0 > x
50- chizma.
Ravshanki,
(ﬁ2xydx - x3dy = J. 2xydx + x*dy + j 2xydx + x*dy.
k 04 40

OA kesmada x = 2y bo‘lib, (9) formulaga ko‘ra

4

Wt

1
jzxydx +xdy = j[z 2y 2 -4y |dy =
0A 0
natijaga ega bo‘lamiz.

071 yoyda x = 2)? bo‘lib, vana (9) formulaga ko‘ra

1
[ 2xpdx s 2y = 12:207 y-4-y -4y 1dy=-
AD 0
Yadi 2, 4 12_ 16
bo‘ladi. Demak, ?2xydx+x dy = 175 TR

3°. Ikkinchi tur egri chiziqli integralning ba’zi tatbiglari. Ikkinchi
tur egri chizigli integrallar yordamida tekis shaklning yuzi, kuch
ta’sirida bo‘lgan maydonda bajarilgan ish topiladi hamda boshga turli
fizik va mexanik masalalar hal etiladi. Tekislikda biror yuzaga ega
bo‘lgan D shakl berilgan bo‘lib, uning chegarasi to‘g‘rilanuvchi yopiq
oD chizigdan iborat bo‘lsin. Bu shaklning yuzi ushbu

uD = dey, uD=—Iydx, pD=-;J xdy - ydx  (10)
aD aD aD
formulalar yordamida topiladi.
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Aytaylik, uzunlikka ega bo‘lgan A79 egri chiziq berilgan bo‘lib,
uning har bir (x,y) nuqtasi ushbu
F(x,y) = P(x,)i +Q(x,9)]
kuch ta’sirida bo‘lsin. U holda 4 nuqtani B nuqtaga o‘tkazishda
bajarilgan ish quyidagicha hisoblanadi:
W= [ P(x,y)dx +Q(x,y)dy. (11)
AB

X =acost,

y = bsint (0<t<2m)

4- misol. Ushbu {

ellips bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
<« Bu shaklning yuzi (10) formulaga ko‘ra

1
”D=5 Cﬁ xdy - ydx
(D)

bo‘ladi. Egri chiziqli integralni hisoblaymiz:

2n
pbD = % _[(acost-bcost+ bsint - asint)dt =
0

1

0o

2n
abj (cos’t + sin’z) dt = nab . p
0

5- misol. AB egri chiziq y = x3 chizigning (0,0) va (1,1) nugqtalari
orasidagi qismi bo‘lib, uning har bir nuqtasi
F(x,y) =4x57 + xy ]

kuch té’sirida bo‘lsin. Bu kuch ta’sirida bajarilgan ish topilsin.
<« Izlanayotganishni(11) formuladan foydalanibtopamiz. Buholda

P(xsy)=4x6, Q(x,.}’)=xy
bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda bajarilgan ish
1
W = J' 4x8dx + xy dy = J(4x6 +x*x *3x2)dx =1
AB 0
bo‘ladi. »
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Mashglar

1. Ikkinchi tur egri chizigli integrallar ham aniq integral xossalari
kabi xossalarga ega. Bu xossalar keltirilsin va ular isbotlansin.
2. Birinchi va ikkinchi tur egri chiziqli integrallar ushbu

[ reemdc= [ rx,yycosods, [ f(x,»)dy =] f(x,)cospds,
) 2 ) )

AB AB AB

j P(x,y)dx +Q(x,y)dy = _[ [P(x,y)cosa+Q(x,y)cosPlds

AB AB
bog‘lanishda bo‘lishi isbotlansin, bunda oo va B — mos ravishda OX
va OY o‘qglar bilan urinmaning yoy o‘sishi tomoniga garab yo‘nalishlari

orasidagi burchaklar.

3. Ushbu j (2a - y)dx + xdy
AB

integral hisoblansin, bunda A§ yopiq chiziq quyidagi

x = a(t -sint), 0<t<2m)
y = a(l —-cost)
sikloidadan iborat.
1
4. Ushbu ——(dx +dy
P ey 4+ )

integral hisoblansin, bunda K yopiq chiziq uchlari
4=(1,0), B=(0,1), C=(-1,0), D=(0,-1)
nuqtalarda bo‘lgan kvadratdan iborat.

91- ma’ruza
Grin formulasi va uning tatbiglari

1°. Grin formulasi. Tekislikda ushbu
y=y(x),y=y(x), (a<x<b, y(x)<y,(x))

hamda
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>'\
~

A
— —
Gif 4
> =n(x) <
0 a b X O X
51- chizma. 52- chizma.

x=a, x=b
chiziglar bilan chegaralangan D, to‘pamni olaylik, bunda y,(x) va
¥,(x) funksiyalar [a,b] da uzluksiz (51- chizma).
Ravshanki, D, ning chegarasi (konturi) oD, quyidagi I, II, 11,
IV chiziglarga ajraladi (bunda 11 va 1V chiziglar nuqtalarga aylanishi
mumkin).
Aytaylik, D = Dy voD; da P(x,y) funksiya uzluksiz bo‘lib, u

. 9P(x, . . .
uzluksiz g; y) xususiy hosilaga ega bo‘lsin. Ushbu

J P(x,y)dx

oD
cgri chiziqli integralni qaraymiz. Uni quyidagicha
[ Px.yyax=[P(x,y)ds+ [ P(x,y)de+ [ P(x,p)dc+ [ P(x,)dx
an, 1 Vi i/} v

Ko‘rinishda yozib olamiz. II va IV chiziglar OX o‘qqa perpendikular
bo‘lganligi sababli

[ P(x,y)dx = [ P(x,y)dx =0
¥ Iid
bo‘lib,

J P(x,y)dx=IP(x,y)dx+ j P(x,y)dx
D, 1 in

bo‘ladi. Endi
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JP(A y)dx + j P(x,y)dx = JP X, y,(x))dx+J.P X, ¥,(x))dx =

mr

= [[P(x,3,) - P(x,,)]dx = - jP(x W2 dx =

=_T[j a"(”)d]d - ﬂa”(”)dxd

aly=yn

h‘——-—.'\‘r-

bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda

3P (x,

[ PCx,yydx - [[ 2250 gxay ()
y

b by

tenglikka ega bo‘lamiz.

IFaraz qgilaylik, tekislikdagi G to‘pam shunday bo‘lsinki, uni vertikal
chiziglar yordamida yuqoridagi D, kabi G, (k = 1,2,3,...) larga ajratish
mumkin bo‘lsin (52- chizma).

Bunday to‘pam uchun ham (1) formula o‘rinli bo‘ladi:

j P(x,y)dx=zn: j P(x,y)dx =

G k=1 3G

[ H‘” ) dxdy ] —”a—Pgi’)f)»dxdy.
G

Endi tekislikda ushbu
x=x(y), x=x(y), (c<y<d)

hamda y=c¢, y=d
chiziglar bilan chegaralangan D, to‘pamni olaylik, bunda x,(y), x,(»)
funksiyalar [c,d] da uzluksiz (53- chizma).

Ravshanki, D, ning chegarasi (konturi) D, quyidagi I, 11, 1II,
IV chiziglarga ajraladi (bunda 11 va IV chiziglar nuqgtalarga aylanishi
mumkin). .

Faraz qilaylik, D, = D, udD, da Q(x,y) funksiya uzluksiz bo‘lib,

aQ(x,y)
ay

k=1

u uzluksiz xususiy hosilaga ega bo‘lsin. Ushbu
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»<

Q.

0 5

53- chizma.

[ 0(x.9)dy
G
egri chizigli integralni garaymiz. Uni quyidagicha
j 0(x,y)dy = jQ(x y)dy+ jQ(x ydy+ [ Q(x,y)dy + fQ(x y)dy
i
ko rinishda yozib olamiz. II va IV chiziglar OY o‘qqa perpendikular
bo‘lganligi sababli

jQ(x,y)dy = j Q(x,y)dy =0

bolib, [ Q(x,y)dy = jQ(x y)dy + [ 0(x,y)dy

3G, i
ga ega bo‘lamiz. Endi

jQ(x y)dy+ [ O(x,y)dy = jQ (%1 (), y)dy +

m
+T 0(x, (v),y)dy = I[Q(x,,y) 0(x,,5)]dy =
- Jowyzre - [ - (22w

bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:
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[ o yay = I
)
- [[962 auy.

Avytaylik, tekislikdagi Fto‘p-
lam shunday bo‘lsaki, uni go-
rizontal chiziglar yordamida
yuqoridagi D, kabi F, (k=1,

3,..)larga ajratish mumkin
bo‘lsin (54- chizma).

Bunday to‘plam uchun ham
(2) formula o‘rinli bo‘ladi:

9Q(x,) _ [f92(x.y)
fQ(x y)dy = ZC}Q(” d = [ﬂ' X dxdy]—ﬂﬁa;“‘dw
k=13F, k=1 F G
Faraz qilaylik, tekiclikdagi D to‘plam yuqoridagi D, va D, lar
xususiyatiga ega bo‘lib, unda P(x,y), O(x,y) funksiyalar uzluksiz va

dP(x, d , . . .
uzluksiz gx Y) , Qgi Y) xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. U holda

P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar uchun bir yo‘la (1) va (2) formulalar
o‘rinli bo‘ladi. Ularni hadlab go‘shib topamiz:

JP(x y)dx + Q(x,y)dy = H(aQ(X ) an;’y))dxdy. 3)

><V

54- chizma.

Bu Grln Sormulasi deyiladi. Demak, Grin formulasi to‘plam
bo‘yicha olingan ikki karrali integral bilan shu to‘plam chegarasi
bo‘yicha olingan egri chizigli integralning bog‘lanishini ifodalaydi.

2°. Grin formulasining ba’zi bir tatbiglari. Aytaylik, yuqorida
keltirilgan bir bog‘lamli D to‘plamda P(x,y), O(x,y) funksiyalar uzluksiz
va uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. U holda Grin formulasi
(3) o‘rinli bo‘ladi.

Grin formulasidan foydalanib, tekis shakl yuzining egri chiziqgli
integral yordamida ifodalanishini ko‘rsatish mumkin.

Aytaylik, P*(x,y), Q*(x,y) funksiyalar D to‘plamda yuqgorida kelti-
rilgan shartlarni ganoatlantirishi bilan birga ushbu

90" (xy) 9P (x) _
ox ay

]
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shartni harn ganoatlantirsin. U holda

30" (x,n P () ) g
H( - )a’,\d, =uD

bo‘lib, Gr.n formulasiga ko‘ra
D= [ P'(x,yydc+ Q" (x, y)dy
ap
bo‘ladi. Xususan, P (x,y)=-y, Q(x,y)=0 yoki

P(x,y) =0, 0(x,y)=0, yoki P'(x,y)==3y, Q(x))=3x

bo‘lsz,

90" (xy) _aP*(xy) _,

ox ar
bo‘lib. to ‘plamning yuzi quyidagiga teng bo‘ladi:
pD=—¢ydx=ngdy=5gﬁxdy—ydx. (4)
D FY) ap
Mashglar

1. Grin formuiasidar foydalanib, ushbu
j\/x_z +y2dx+y[xy+ ln(x+\/x2 +y? )]a'y
-

czri chizigli integral hisoblansin.
2. Ushbu

{x:acos t 0<7<2m)

y= asin’ ¢,
astroida bilan chegaralangan to‘plamning yuzi top.lsin.
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