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S O Z B O S H I

M atem atik analiz fanining funksional ketma-ketliklar, funksional 
qatorlar, xosmas integrallar, parametrga bog 'liq bo ‘Igan integrallar 
bo jim larini о ‘zlashtirishda talabalar ancha qiyinchiliklarga duch 
keladilar, bu ularning yuqoridag i b o 'lim la r b o 'y icha  m iso l va 
masalalarni yechishida yaqqol ко ‘rinadi.

M a zk u r  q o 'l la n m a n i y o z ish d a  ta la b a la rd a  k o 'r sa ti lg a n  
bo 'limlarga oid m isol va masalalarni sam arali yo  7 bilan yechish  
ко 'nikmalari hosil qilishni о ‘z  oldimizga maqsad qilib qo ‘yd ik  va 
qo 'llanma talabalar uchun doimiy maslahatchi bo ‘lib qolishiga umid 
qilamiz.

О 'quv qo 'llanma to 'rt bobdan iborat bo 'lib, birinchi bohda sonli 
qatorlar, ikkinchi bohda funksiona l ketm a-ketliklar va funksional 
qatorlar qaralgan. Qo ‘llanmaning uchinchi bohi xosmas integrallarga 
bag'ishlangan va, nihoyat, t o'rt inchi bobda parametrga bog'liq xos 
va xosmas integrallar qaralgan. O 'z navbatida, har bir bob tegishli 
paragraflarga bo ‘lingan bo 'lib, har bir paragra f mavzuga taalluqli 
asosiy ta 'riflar, tasdiqlar va teoremalarni о ‘z  ichiga oladi, shuningdek, 
ularning har biri an ’anaviy misollarni ba ta fsil tahlil qilish bilan 
yechish orqali namoyish qilingan. Qo ‘llanmada ja m i 220 ga yaqin 
misol va masala yechilgan, 800 ga yaqin misol va masala esa mustaqil 
yechish uchun tavsiya qilingan va ularning javoblari ham berilgan.

Ushbu qo ‘llanm ani yozishga bizni undagan narsa ко ‘p  yillar  
mobaynida Alisher Navoiy nomidagi SamarqandDavlat universitetida 
m a te m a tik  a n a liz  ku rs id a n  olib  borgan m a ’ruza  va a m a liy  
mashg ‘ulotlarimizda orttirgan tajribamiz natijasidir. О ‘ylaym izki, 
qo 'lla n m a  o 'z  o 'q u vch ila r in i topad i va boshqa m avjud  о 'quv 
adabiyotlari qatorida m atem atik  analiz kursining aytib  o 'tilgan  
bo'limlari bo'yicha ularga bilimlarini oshirishga ко 'т ак beradi.

О ‘quv q o ‘llanm a haqidagi fikr-m u lohaza lar, undagi m avjud  
kamchiliklar bo ‘yicha hamkasblarimizning takliflarini mamnuniyat 
bilan qabul qilamiz.
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I BOB

1- §. Yaqinlashuvchi qatorlar va ularning yig'indisi 

Ushbu sonlar ketma-ketligi berilgan boisin :

» Cl2 , . . . ,  &n , . . .  .

1.1- ta’rif. Quyidagi ax + a2 + ... + an + ...ifodaga sonli qator yoki 

cheksiz sonli qator deyiladi va qisqacha kabi belgilanadi:

5 ) f l ,= a ,  + fl2 +... + e ,+ . . . ,  ( i . l )

bunda a l,a2,...an,... qatorning hadlari, an esa qatorning umumiy hadi 
deyiladi.

( 1. 1) sonli qatorning hadlaridan ushbu

-S', — a], S ^ = a ]+a2, S} — at + a^ + a3, S n = ax +  a, +... -t- an

y ig ' i n d i l a r  k e tm a -k e t l ig in i  tu z a m iz .  B u n d a y  tu z i lg a n  {S„}

yig 'indilar ketma-ketligi ( 1. 1) sonli qa torning qismiy yig'indilar 
ketma-ketligi deyiladi. Bundan keyin sonli qa to r  deyish o 'rn iga 
qa to r  deymiz.

1.2- ta’rif. Agar/? —»oo da (1.1) qatorning {S,,} qismiy yig'indilar 

ketma-ketligi chekli limitga ega, ya’ni

lim Sn = S
П-*оо

bo'lsa , u holda (1.1) qator yaqinlashuvchi deyiladi. Bu limitning 
qiymati S  son esa (1.1) qatorning yig indisi deyiladi va u quyidagicha 
yoziladi:

S = a l + a2 + ... + an +... = } a „
/1=1

1.3-t a ’rif. A gar  л oo d a  ( 1 .1) q a to rn ing  {Sn} qismiy yig 'indilar

ketma-ketligining limiti cheksiz bo'lsa yoki mavjud bo'lmasa, u holda
( 1. 1) qator uzoqlashuvchi deyiladi.

S O N L I Q A T O R L A R
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Qator qismiy yig indilari ketma-ketligining limitini topishda bu 
ketma-ketlikning umumiy hadini qulay shaklga keltirish muhim 
ahamiyatga ega. Buning uchun ко p hollarda quyidagi formulalardan 
foydalanish maqsadga muvofiq b o ‘ladi:

A t: ( x )  =  x  +  x 2 +. . .  + x "  =

B n ( x )  =  1 +  2 x  + ... +  nx"

x  x n +1

I -X  1- x  
n,

x - 1  bo'lganda, 

x = 1 bo'lganda;
(A)

- 1 + ”X 0  + n)x"
(1 -x )2 (1-^)2 > x * ] boiganda,

n ( n  + 1)

2 ’ x = I bo'lganda;

(B)

Cn(x) = x + x 3 +... + x 2n 1 =

r2/i+i
\ _ x i * * ± 1  bo'lganda,

±w,

Dn{x) =  1 + 3x2 + ... + (2и —l)x2"~2 =

1 + x 2 ( 2 и - 1 ) х 2п+2- ( 2 и +  1)х 2

(1- x 2)2 (1- x 2)2

x = ± l bo'lganda;

> лг ±1 bo'lganda, (E)

x ~ ± \  bo'lganda.

(A) formula m aktab matematika kursidan m a’lum bo'lganligi 
uchun uni isbotsiz, (B), (D) va (E) formulalarni esa isboti bilan 
keltiramiz.

Bizga m a iu m k i,  x = l  bo'lsa,

5„(1) = 1 + 2 + 3 + ... + n = ” (n + 1)
2

bo'ladi. Endi x  Ф1 bo'lsin. Bu holda (B) tenglikning ikkalatomonini 
x  ga ko 'pay tinb , hosil bo 'lgan tenglikni В (x ) dan ayiramiz:

( l - x ) B n(x) = l + x + x2 +... + x'M ~ nxn = 1 _ x ” - n  x" , 

bundan

1 - x \ - ! L l l - 1 - x " - n - x "  + n - x ^ l  . I п - х п+>- ( \  + п ) х п

" 0 - ^ ) 2 a - . ) 2 ( i - x ) 2-------- ’

ya’ni talab qilingan formulani olamiz.



(D) formulani isbot qilamiz. x = ±l bo'lsin, u holda
Cn(1) =  1 +1 + ... + 1 = n,  Cn(— 1) = — 1 — 1 —... — 1 = — n

bo'ladi. х Ф ± \  bo'lsin. Bu holda ham tenglikning ikkala tomonini x  
ga ko'paytiramiz:

x C J x ) = x2 + x A +... + X2".
Oxirgi tenglikning o 'ng  tomoniga (A) formulani qo'l lab, quyidagiga 
ega bo'lamiz:

xC„(x) = x.2 l - X 2
1 - x '

Bundan (D) formula o'rinli ekanligi kelib chiqadi.

(E) formulaning o'rinli ekanligini isbotlaymiz.x = ± l  bo'lsin, u 
holda

D„(±l) = l + 3 + 5... + (2 /j - l )  = n2.

Endi x  Ф ±1 bo'lsin. Bu holda Dn(x) ning ikkala tomonini x 2 ga 
ko'paytirib, hosil bo 'lgan tenglikni Dn(x) dan ayiramiz:

(1 -  x2 )Dn (x) = 1 + 2x2 + 2x4 +... + 2x2"-2 -  (2n -  l)x 2" =

= l + 2x 2- 1 _ * ■ -- - ( l n - \ ) x 2n.
1- x "

Bu yerdan (E) formula o'rinli ekanligi kelib chiqadi.
1.1-teorema. Agar (1.1) qator yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda

!,™а" = 0  U-2)
bo'ladi.

Eslatma. (1.2) shart qa tor  yaqinlashuvchi bo'lishi uchun zaruriy 
shart bo 'ladi, lekin yetarli shart bo'lmaydi. Agar qatorning umumiy

hadi nolga intilmasa, ya’ni Jim ati *  0 bo'lsa, (1.1) qator uzoqlashuvchi

bo'ladi.

1.1-misol. Ushbu Z j  г  qatorni yaqinlashishga tekshiring.
n=\ \ n

Yechilishi. Berilgan qatorning umumiy hadi an = * ninglimitini
y n

topamiz: lim an = lim !_ = 0 .
П—>°о n —>oo /  ̂



Q ator yaqinlashuvchiligining zaruriy sharti (1.2) bajarilayapti, lekin 
berilgan qator uzoqlashuvchi. chunki

S = Y  ! -  Sn 1-  = л/л , lim yfn = oo , 
k=i yjk \ln

bundan lim Sn =°° . Demak, 1.3- ta 'r ifga  asosan, berilgan qa to rn—>°°
uzoqlashuvchi.

1.2- misol. X
f  2n2- 3 r  

2n2 +1
qatorni yaqinlashishga tekshiring.

Y echilish i. B erilgan  q a to r n in g  u m u m iy  h a d in i  qu y id ag i

ko'r inishda yozamiz:an
1 —

2n

1 +  -
2 n2

Ikkinchi ajoyib limitdan foydalanib, n —> oo da an ning limitini

3

topamiz: liman = lim
1 —

2 nr -е—  = е 2 * Ъ .

1 + J
2 n2

Q a to r  y aq in la sh u v ch i  b o ' l ish l ig in in g  z a ru r iy  sh a r t i  (1.2) 
bajarilmaydi. Demak, berilgan qator uzoqlashuvchi.

1.3- misol. Hadlari geometrik progressiyadan iborat b o ‘lgan

£ bq" =b + bq + bq2 +... + bqn~1 +...
n=0

qatorni yaqinlashuvchilikka tekshiring.
Yechilishi. q *  1 b o ‘lsin, (A) fo rm u laga  asosan , S n qismiy 

yig'indini topamiz:

b _ b q n 
1 - q  1- q

Bu yerda berilgan qatorning yig'indisini topish uchun bir nechta holni 
qarash lozim:

7
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1.|^|<1 b o ‘lsa ,lim #" = 0  b o ' la d i .n  —>0° da S  ning limitini
/1— > 00 n  ■“

topamiz:

\ - q  l ~ q J  \ - q

Demak, S =  chekli son bo'lganligi uchun berilgan qator 
1 - q

yaqinlashuvchi.

2. |<7|>1 bo'lsa, lim q" = + °° . Bu holda

S  = limS„ = lim
n—>°° П—>00

—  OO

bo'lib, berilgan qator uzoqlashuvchi bo'ladi.
3. q= 1 bo'lsa, S n = b n bo'ladi. n —> °° da S n ning limitini topamiz:

Demak, berilgan qator uzoqlashuvchi.

4. q = -  1 bo'lsa, 5„ = b - b  + b - h  + ... + (- l)"  'b. n —»°° da S n ning 
limitini topamiz:

Bu holda S n ning limiti mavjud emas. D emak, t a ’rifga asosan, 
berilgan qator uzoqlashuvchi.

Shunday qilib, berilgan qa to r  |t/|< 1 bo 'lganda yaqinlashuvchi,

q > 1 bo 'lganda esa uzoqlashuvchi bo'ladi.

1.4- misol. Ushbu qatorni yaqinlashuvchilikka tekshiring:

Yechilishi. Berilgan qatorning n- qismiy yig'indisi

bo'ladi. S n ni (A) formuladan foydalanib, quyidagicha yozib olamiz:

S = lim Sn = lim nb = °°.

0, agar n - j u f t  bo'sa, 

b, a g a r / j - t o q  bo'lsa.

1-  +  -  

3 9 27



I i Л
S., =1 +

1 *
3 v 3 /

/  j Y'~'

v 3 у
f  j Л"

3 3 (  1 Y

1- 4 4 v З у

Endi, л da limitga o 'tib, S  ni topamiz:

S  = lim S„ = lim
3 _ 3  
4 4

3
4 '

Demak, 1.2- ta 'rifga asosan, berilgan qator  yaqinlashuvchi.

1.5- misol. 1 - 6  + 2 7 - . . .  + ( -1)"" '-3n + ... qa to rn i  yaq in lashuv
chilikka tekshiring

Yechilishi. Berilgan qatorning n- qismiy yig'indisi

Sn = l - 6 + 2 7 - . . .  + ( - l ) " - ' -3 n 
bo'ladi. S n ni topish uchun (B) formulada x  ni -3  bilan almashtiramiz:

1 n-(-3)"+‘ — (1+ «)■(—3)" 1 г / чп 1 
S =  -,-+ V y ’ =  l - ( - 3 Y ( 4 n  + l) .

( l - ( - 3 ) )  (i — (—3)) \6l y > J

Agarw = 2 k ,к e N  bo'lsa, S2k =  ̂ [ l - 9 ‘ (8& + l)] bo'ladi.
16

Agar n = 2k - 1, к e  N  bo'lsa, S 2k_ 

Bu yerdan

1
16

[l + 32‘4 • (8n — 3)] bo'ladi.

lim S2k = lim S2k_, = +°°к —>«> к
bo'lishi kelib chiqadi. Demak, 1.3- t a ’rifga asosan, berilgan qator 
uzoqlashuvchi.

1.6- misol. Ushbu qatorni yaqinlashuvchilikka tekshiring:

1 3 5 2 и -1
2 22 23 2 n

Yechilishi. Berilgan qatorning n- qismiy yig'indisini quyidagi 
ko'rinishda yozamiz:



(E )form uladax  = deb belgilasak, u holda qatorning «-qismiy 
v 2

yig'indisi

S =  3 +
2 n - l  2 и - 1

2" 2
ko'rinishga ega b o 'lad i .« —» da limitga o 'tib . S  ni topamiz:

S = lim 5 = 3 + lim -  lim -.--=3.
2" 2 2

Demak, 1.2- t a ’rifga ko 'ra ,  berilgan qator  yaqinlashuvchi.

1.7- m isol. ‘ + ‘ ‘ +■■■ q a to rn i  y a q in la sh u v c h i l ik k a  
5 125 3125

tekshiring.
Yechilishi. Berilgan qatorning hadlari geometrik progressiyani 

tashkil etganligini e ’tiborga olib, uning umimiy hadini topamiz:

a.. =

Endi qatorning qismiy yig'indisini (D) formuladan foydalanib 
hisoblaymiz:

1 f 1 1 f 1 1 ' 1 4= + 
5 ,5,

+
5V J

+... +
,5 ,

____ 5
/ j  V 

v 5 y 1 4  5

25 1 r n
2n+l ~

5 _ , 5 ,

Bu yerdan



lim Sn = lim 2~>П—>°° /1—̂00 24
v5 v

5
24'

Demak, 1.2- ta 'rifga asosan, berilgan qator yaqinlashuvchi bo'ladi 

va uning yig'indisi 5 = ^  .

1.2- teorema. Agar istalgan n e  N  uchun (1.1) qatorning umumiy 
hadi a - b - b ^ ,  ko 'rinishda tasvirlansa van n rt+1

lim bn = b  (1.3)П-* oo
chekli limit mavjud bo 'lsa , ( 1. 1) qa to r  yaqinlashuvchi va uning 

yig'indisi 6 ga teng bo'ladi, ya’ni X a« = X ^ 7"~^>+l) = bl - b
n=1 /1 = 1

Isboti. Teoremaning shartiga k o 'ra  (1.1) qatorning S  qismiy 
yig'indisini quyidagi ko'r inishda yozamiz:

S„ = X  ‘ak = X  (K -•bM ) = -  -b2) ■+ (b2 -■Ьъ) ■+■ •• ••+ {b„ K x ) = -  ■bn+l. 
k=1 k=1

(1.3) shartga k o ' r a n -4 »  da limitga o 'tib, 5 yig'indini topamiz:

S = lim S„ = lim(fc, - b n+] ) = & ,-* .П—>°o П—>°°
Bundan esa teoremaning isboti kelib chiqadi.
1.8- misol. Ushbu qatorning yaqinlashuvchiligini ko 'rsating va 

yig'indisini toping:

X ,  w 1 , 4 > ( «  ^ - 1 , - 2 , - 3 , . . . . )
£ ? ( а  + л ) ( а  + л + 1)

Yechilishi. Berilgan qatorning umumiy hadini

1
5

a = . - . = b -  b
( a  + n ) ( a  + « + l) +1

ko'rinishda yozamiz, b u n d a bn = ‘ . 1.2-teoremaning ham m a
a  + n

shartlari bajariladi. Haqiqatan  ham,

a„ = b - b +. , l im bn = lim ---- = 0 = b, b, = — .
" "+ 1 «->«•a  + n 1 + a
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D em ak ,  berilgan q a to r  yaqinlashuvchi b o i ib ,  un ing  yig 'indisi

1 1
i^(a + n)(a + n + 1) 1 + a  '

1.9- misol.Х ( л /«  + 2 - 2 л /«  + 1 + л/и) qatorning yaqinlashuvchi-
/1=1

ligini ko 'rsating va yig'indisini toping.
Y echilish i. B erilgan  q a to r n in g  u m u m iy  h a d in i  q u y id ag i  

ko 'rinishda shakl almashtiramiz:

an = yJn + 2 — 2 л/и + 1 + \fn — (\ f n  — yfn + i  ) -

-(> /«  + 1 - y jn  + 2 } = bn- b n+l, 

bunda bn = yfn — yjn + 1 . Endi n —» da bn ning limitini topamiz: 

limbn = lim(Vn -  л/й"+7) = lim _  ^ -------= 0  = b.
„ / П-*~у]П +л/ П + 1

1.2- teoremaning hamma shartlari bajariladi. Demak, berilgan 

qator yaqinlashuvchi va uning yig'indisi S = 1 -  л/2 bo'ladi.

Mustaqil yechish uchun misollar

Q ato rla rn ing  yaqinlashuvchiligini k o 'r sa t in g  va yig'indisini 
toping:

i i 1 1 11.1. + + ...+ +... .
1-2 2-3 n ( n  + 1)

. 7 1 1 1
+ + .. .+  +... ■

1-4 4-7  (3/i- 2 )  (3/2 +1)

1 3  1 1 1 
‘ " 1-2-3-4 2 3-4-5  /i(/! + 1)(/j + 2)(/j + 3)

1.4. 3 + 5 + + 2и + 1 +
l2 -22 22 -32 n2. (n + 1)2

12



1.5.
/ 1 2 5 > '  1

+ . + . + +осс

10\ У V

f  1 2 f
+ + . +

10" 10"+| 10n+2 V /

+ . . .+

1.6. 1 + 1 + ...+ * + ... (m e  N )
1(1  +  т)  2 - (2  +  w )  « ( /7  +  w )

1 1 ( - 1)" ' -
1.7.1-  + ; - . . . + v +... . 1.8. V  n

t r ( 2« - l ) 2(2n + l)25 5 5"-

2 4
1.9. 1+ ,— +1+ + ... + A2 

V3 Зл/З V3 /
+ ... .

1. 10. 1 + I + . . . +
3 8 n 2- l  

1

+ . . .

1
1Л 1- l ? 1 6 n 2 - 8 n - 3 '  1Л 2‘ ^ 3 6 n 2 +  12>7-35

1.13. X lnM ] . 1.14. X ln
(

1-
2 >

n~ n=2 n(n + 1)

^  . 1 3
1.15. l s inr cosr , .л-i z z
Q ato r la r  uchun  q a to r  yaqinlashuvchiligining zaruriy  sharti 

bajarilmasligini ko'rsating:

1.16. 1
^3n3- 2 V 

3n3 + 4 . 1 . П ± ( ”2+ * ) Ъ Я? -  ■ 1.18.X .„=1 77 n=2 V In 77

n + -

^  ^  n n
1.19. Y s i n n a , b u n d a  а Ф к т , m e Z  . 1.20. 2 ^ 7  7

Л = 1 1"=1 я + —
V

1.21. ,002. 1.22. X (n + l)arctS
77 + 2

13



^  п~ +1 1 XT' / 3/2 + 5
1 23. /  arcsin -  1.24 . > .

^ п  + 3 и + 2  t r \ 6 / !  + 7

V /  . yi /2 +  4 

^  и +  3

Misollarning javoblari

1.1. 5=1. 1.2 .5  = 1 . 1.3. 5 = 1 1.4. 5=1 . 1.5. S =  ~
3 18 36

1 ( .  1 ____  5 __ __  1
1 .6 .5 =  1+ + ...+

w 1 2  /и
. 1.7. 5 =  1.8. 5 =

6

2
21

1.9. 5 = 3 (V3 + l) .  1.10. 5 = 3 . 1.11. 5 = 1 . 1.12. 5 =
2 V ’ 4 4

1.13. 5  = - ln 2 . 1.14. 5  = - ln 3  . 1 .15.5  = - sin 2 .
2

2- Yaqinlashuvchi qatorlarning xossalari

2 .1 -xossa. Agar (1.1) qator  yaqinlashuvchi b o is a ,  Z can qator
/1=1

ham yaqinlashuvchi va

X can= c Z an 
/1=1  /1=1

tenglik o'rinli bo 'ladi (c -  ixtiyoriy o 'zgarmas son).

2.2-xossa. Agar X a" v a X A  qatorlar yaqinlashuvchi bo'lsa,
fl = l 11 = 1

X ( a " - bn) qa tor  ham  yaqinlashuvchi va

/1=1

tenglik o'rinli bo'ladi.
/1=1 /1=1

(2.1)

14



2.1 - eslatma. (2. 1) tenglikning chap tomoni yaqinlashuvchiligidan 
uning o 'n g  tom onining yaqinlashuvchiligi har  doim  ham  kelib

chiqavermaydi. M asalan, umumiy hadlari «„ = и + - , bn = - n  

b o ' l g a n  q a to r l a r  u z o q la sh u v c h i ,  lek in  = X  ^
n= 1 /1=1 ^

yaqinlashuvchi geometrik qator.

• 2.1- misol. Ushbu qatorni yaqinlashishga tekshiring:

X ^ x" ( i * < l ,  M — o'zgarmasson).
11=0

Yechilishi. Berilgan qatorning n- qismiy yig'indisi
n "

Sn = ^  Mxk = M  + Mx + M x2 +... + Mx" = M (l + x + ... + x") =
£=0 k=0

Bundan, (Л,) formulaga asosan

M Mx"+1 „ M  Mx"+\  M
S =  -  , hm 5 = lim( -  ) =

l — X 1 — X я-*~ 1 — x  1 — X 1 - x
Demak, 2.1- xossaga asosan berilgan qator yaqinlashuvchi va

± M x - = M
/1=0 /1=0 1 л

o'rinli bo'ladi.

2 .2- misol. X
1 1

+
3" 5"

qatorni yaqinlashishga tekshiring.

Y echilish i. 2.2- x o ssa g a  a so sa n  q a t o r n i  y a q in la s h is h g a

1 ^  1
tekshiramiz. 2 u v  v a 2 wv' qatorlarning n- qismiy yig' indilarini

„=i j  ,,=i j
topamiz va ularning limitini hisoblaymiz:



Х о л  va X  ?n qa to r la r  yaqinlashuvchi, u holda 2 .2- xossaga
n=\ * n = I «5

sanXasosan
n=i

M  1 4 
+

3" 5" qator ham yaqinlashuvchi va uning yig'indisi
/

S = l im (S ' + S ')  = 1 + 1 = 3
2 4 4 '

2 .1 -ta’rif. (1.1) qatorning birinchi m ta hadini tashlasak, u holda 
hosil bo'lgan ushbu

«m+i + « m+2+••■ +  «„+••■= X  (2.2)
n=m+l

qator ( 1. 1) qatorning m  ta hadidan keying! qoldig'i deyiladi.
2.3- xossa. Agar (1.1) qator yaqinlashuvchi bo'lsa, uning istalgan 

qoldig'i (2 .2) ham yaqinlashuvchi bo'ladi va, aksincha (2 .2 ) istalgan 
qoldig 'ining yaqinlashuvchiligidan berilgan (1.1) qatorning ham 
yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi.

N atija . A g a r  (1 .1 ) q a t o r  y a q in la s h u v c h i  b o ' l s a ,  u n in g

rm = a m+i +am+2 + — ~  X  a* qoldig'i m - ^ ° °  da  nolga intiladi.
n-m +\

2.2- eslatma. Q atorning chekli sondagi hadlarini olib tashlash 
yoki qatorga chekli sondagi hadlami qo'shish bilan uning yaqinlashish 
xarakteri o 'zgarmaydi.

1 1 1
2.3-misol. 2 + 22 + ' " +  + " ' qatorningqoldig'iniyaqinlashishga 

tekshiring.
Yechilishi. M a ’lumki, bu geometrik qa to r  yaqinlashuvchi. Bu 

qatorning m - hadidan keyingi qoldig'ini tuzamiz:
1 i 1 

m '2,m+2 *"* 2” ***"
Qoldiq qatorning //-qismiy yig'indisini hisoblaymiz:



b u n d a  m  —  ta y in la n g a n  son. S h u n in g  u ch u n  q o ld iq  q a to r  
yaqinlashuvchi bo'ladi. Natija tasdig'ining to'g'riligini ko 'rsatish 
uchun

ni topib, m —> °° da limitga o'tamiz:

( 1. 1) qa tor  hadlarini guruhlab, quyidagi qatorni tuzamiz:

b u n d a r c , , < n2 <...) lar natural sonlar ketma-ketligining biror

{nt } qismiy ketmaketligi bo'lib, к —> 00 da nk —>

2.4- xossa. Agar (1.1) qator yaqinlashuvchi bo'lib, uning yig'indisi 
С bo'lsa, uning hadlarini (o'rinlarini o 'zgartirmasdan) guruhlash 
natijasida tuzilgan

qator ham yaqinlashuvchi va uning yig'indisi ham С ga teng bo'ladi.
2.3- eslatma. Bu xossaning teskarisi o 'r inli emas, y a ’ni (2.3) 

qatorning yaqinlashishidan ( 1. 1) qatorning yaqinlashishi har doim

ham kelib chiqavermaydi. Masalan, l ) qator uzoqlashuvchi,

lek in  u n in g  h a d la r in i  ik k i ta la b  g u r u h la s h d a n  tu z i lg a n  

(1 - 1) + (1 - 1) +... + (1 - 1) +... qa tor  —  yaqinlashuvchi.
2.5- xossa. Agar (1.1) qatorning hadlari musbat va uning hadlarini 

guruhlash natijasida tuzilgan

r
1 _  1 2'”

2

m

(а, +а2+... + а,ц )+(«„,+, + a „1+2 + -  + a „, )+••■ +

(2.3)

2 ^ A r  bunda Д, = £  aX P\ =1» p\ < P 2 <•••)



V2 + 2V3 + 3V4 + + « n /^ + 7 +
Yechilishi. Berilgan qatorning hadlarini guruhlash natijasida hosil 

bo'lgan

I l l  1

1 1
+

V2 1^2л/з 3V4

1 1

8V9 ■" 15л/16

\  /
+

/  V 
\

+ . . . +

1 + 1 + 1 + 1
4 л/5 5л/б 6 л/7 7л/8

1 1 (*)
2"л/2" +1 ..... (2,,+|- ^ л / г 71

qatorni qaraymiz. Bu (*) qatorning har bir hadini baholaymiz:

1 ! < 1 1 < 2 _ 1
2л/з Зл/4 2л/2 Зл/З V i7 _  V2 ’

1 1
. + 1 1 1  1 1

4V5 5 ^6  6 л/7 7л/8 4V4 i f l  ^ r j 2 ^ j 2 ’

1 1 1
1------- + . . . + -------- - ------< ,-------- + ...+

2" v 2" + l  /o "+1 11. /1Я+1(2n+,- l ) V 2 ^  >/(2-+l - l ) 3 (л/2)"

(*) qatorning {S„} qismiy yig'indilar ketma-ketligi uchun quyidagi 

baholarga ega bo'lamiz:

s =  L + . . . +
1 1 1  1

< Л-+ , +  ,+ . . .+
" V2 "■ (2"+l- l ) V 2 ^  V2 л/2 ( 7 ^ ) 2

+ (i)-S ^  + v ^ + U  l+ +

1 у _ l i
Й Г "  >/2 + V2 - r

{ 5 n} ketm a-ketlik  m ono ton  o 'suvchi va yuqoridan  chega

ralangan, u holda (*) qatorning {5„} qismiy yig'indilar ketma-ketligi 

chekli limitga ega bo'ladi. 1,2-ta’rifga ko'ra, (*) qator yaqinlashuvchi.
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Demak, 2.5- xossaga asosan berilgan qator yaqinlashuvchi.
2.1- teorema(Koshi kriteriysi). ( 1. 1) qa to r  yaqinlashuvchi b o ‘lishi

uchun istalgan musbat e > 0 son olinganda ham shunday n0 (e ) e  N 

mavjud bo'lib, b a rch a n > n0(e )  va p e  N  lar uchun

Sn+p~Sn\ = an+\+ an+2+ - + an+r <£  (2.4)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

2.1- teoremaga ixtiyoriy qator yaqinlashishining Koshi kriteriysi 
deyiladi.

2.4- eslatma. (2.4) shart bajarilmasa, y a ’ni

> 0: V/c e N 3 n > k 3 p e N :

|Sn+p~ S n = \an+l+an+2+... + an+p > £ 0 (2.5)

tengsizlik o'rinli bo'lsa, ( 1.1) qator uzoqlashuvchi bo'ladi.

^  cos л
2.5- misol. Koshi kriteriysidan foydalanib, 2^ ™ qatorning

n=I ^
yaqinlashuvchiligini ko'rsating.

Yechilishi. Berilgan qa to r  uchun (2.4) shartning bajarilishini 
tekshiramiz:

|Cos(« +  l )  cos ( л + 2 )  cos (n + p )
\̂ п+р л| I 2П+2 '2,n+p

s- 1 1 1 ^  1 1 1 1
2n 2n+p 2 2 2n+p 2n

Endi berilgan Ve > 0  songa ko 'ra  n0 (e ) = [ - lo g ,  e ] + 1 debolinsa,

ba rch an > n0 ( e ) v a p e  N  lar uchun S - Sn < e  tengsizlik o'rinli

b o ' l a d i .  D e m a k ,  K o sh i  k r i te r iy s ig a  a so sa n ,  b e r i lg an  q a to r  
yaqinlashuvchi bo'ladi.

2.6- misol. Koshi kriteriysidan foydalanib ushbu

I  • '
n=1 J(n  + \)n

qa to rn ing  uzoqlashuvchi bo 'l ishini ko 'rsa t ing .
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Yechilishi. е() = -  debolamiz. Farazqilaylik,/7=H bo'lsin. U holda

barcha n  e  N  lar uchun

1 1
.  +s 2„ - s „

yJ(n + \)(n  + 2) y](n + 2 )(n  + 3) 

1 1 

^2 и (2 и  + 1) n + 2 n + 3
1 1 1  1 и 1 1

+ ,--------------  > + _+ ...+  > = ----- - > - = £
2n + l 2n +1 л , 1 42 +  -

и

Demak, (2.5) shartga asosan, berilgan qator uzoqlashuvchi.

Mustaqil yechish uchun misollar

Qatorlarning qismiy yig'indilari ketma-ketligini va yig'indisini 
toping:

2.1. X
'  3 + Н Г Л

2"-\ 2 . 3"_l 2.2. S ’
71 =  1

1 _  1
5n — 2 5n + 3

S’ 1 _  1 
n — 1 n + 1

2ti +1
2.4. 2* 2 I . \2

»=1 И (и+ 1)

2.5. X
n - y jn 2 - 1  

(1=1 yjn(n + l)

Qatorlarning yaqinlashuvchiligini Koshi kriteriysidan foydalanib, 
ko'rsating:

у  1
2,6‘ (4и+5)(4и + 9) '

2.7. + a » + ( a < 10).
10 102 10” v ’

-> о  s i n x  s in  2 a: s in  их+ „ + . . . +  + . . . .
3 3"

2 9  cosx —cos 2x ^  cos 2x —cos 3x cos их — cos(n + l)x
+ . . . •

Y 22
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2.11. 1+ +  + . . .+  + . . . .
2 З2 л2

2 12 sin31 - jc sin32x + sin' nx
2-4  3-5 (л + 1)(л + 3)

Koshi kriteriysidan foydalanib, quyidagi qa torlarn ing  uzoq- 
lashuvchiligini ko'rsating:

"  1 ' - 1  • 2Л4- 1 + Г з  + 4 + Г б + " "2 

1

3 5" 7
, , * 1 1 1  1 2.15. + + + ...+ + ...

2л+ 1
~ 2 3 4 л + 1 2.16. + + + ...+  -------+ ....

5 8 13 л " + 4

1 + 1

2.18.
Т Г З  у!з 1  >/(2и - 1) ( 2л + 1)

Misollarning javoblari

2.2. =
1 _  1 

3 5 л + 3

с 3 12.3. S „% - 2

, 5  =

11

л +1 л + 2

1

15

, S  =

2A'S" 1 ^  + 1)2 ’S 1 -2,5,5" bi + l ’ S 1

1 1
9 4л + 9 I 36

1
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3- §. Musbat hadli qatorlar

3.1. Musbat qatorlarning yaqinlashuvchi bo4ishlik sharti. Biror

(3 !)
n—\

qator berilgan bo'lsin.

Agar an > 0 ,(/?  = 1,2,...) bo'lsa, (3.1) qa tor  musbat hadli qator 

yoki qisqacha musbat qator deb ataladi.
3.1- teorema. (3.1) musbat qator yaqinlashuvchi bo'lishi uchun 

uning qismiy yig'indilar ketma-ketligining yuqoridan chegaralangan 
bo'lishi zarur va yetarlidir.

3.1- natija. Musbat hadli qatorning qismiy yig'indilari ketma- 
ketligi yuqoridan chegaralanm agan bo'lsa, qa to r  uzoqlashuvchi 
bo'ladi.

3.1- misol. Ushbu qatorni yaqinlashuvchilikka tekshiring:

cos: 1 cos2 2 cos2 n
+ + . . .+  +  ... .

1-2 2-3 n(/i + l)

Yechilishi. Berilgan qa to rn ing  umumiy hadi uchun quyidagi

• i i  « • cos: k ^ 1 1 1 ten g s iz l ik  о r in li:  a, = < - = -  , c h u n k i
* (*  + 1) * (*  + 1) к k + 1

cos ~n < 1. U holda

S = Y  n < Y  
" £ tk ( k  + 1) t t

i _  l

к k + 1

\
= 1-  1 <1 

/7 + 1

{Sn} qism iy y ig ' in d i la r  ke tm a-ket l ig i  y u q o r id a n  1 soni bilan

chegaralangan . D em ak ,  yuqoridag i 3.1- teo rem aga  asosan berilgan 
q a to r  yaqinlashuvchi.

3.2- teorema. A gar  (3.1) qa to rn ing  hadlari  m o n o to n  kam ayuvchi,

y a ’ni an > an+l > 0  [n = 1,2,3,...) bo 'lsa ,  u ho lda  (3.1) q a to r  bilan

= a \ + 2  a2 +... + 2 ka2, +... (3.2 )
k=0

q a to r  b ir  v a q td a  y aq in lashuvch i  yoki b ir  v a q td a  uzoq lashuvch i 
bo 'ladi .
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3.2- misol. Ushbu umumlashgan garmonik qatorni yaqinlashishga 
tekshiring:

Yechilishi. 1) p < 0 bo 'lganda berilgan qatorning uzoqlashuvchi 
ekanligi 1. 1-teoremadan kelib chiqadi, chunki bu holda qatorning 
umumiy hadi n —> °о da nolga intilmaydi.

2) p>0  bo 'ls in , u ho lda  3 .2 - teo rem adan  foydalan ib , q a to r  
yaqinlashuvchiligini tekshiramiz, chunki uning hadlari m onoton

bo'ladi. Bu yerda bir nccha hoi bo'lishi mumkin:

a) p> 1 bo'lsa, u holda 2"-p)<\ vaX~*(p-Q cheksiz kamayuvchi
t=o L

geometrik qa tor  hosil bo'ladi. Bu qator  yaqinlashuvchi va uning

b) 0 </7< 1 b o 'ls in ,  u ho lda  2 I/’>1 b o 'lad i .  S hunga  asosan ,

d) p = 1 bo'lsa, u holda 2{X~P)= \. Natijada 1 + 1+...+ 1+... qa tor  
hosil bo'ladi. Bu qator esa uzoqlashuvchi.

Shunday qilib, berilgan um um lashgan garm onik  qa to r ,  3.2-

teoremaga asosan, p>  1 bo 'lganda yaqinlashuvchi, p  < 1 b o ig an d a  
esa uzoqlashuvchi bo'ladi.

3.2. Musbat hadli qatorlarni taqqoslash haqidagi teoremalar. 
Ikkita

kamayuvchi, ya'ni > 
n p

yigindisi S -  X,

^ 2M1 p> geometrik qa tor  uzoqlashuvchi bo'ladi.

= a t + a , (3.3)

X К  = b,+ b2+... + bn +... (3.4)

musbat qatorlar berilgan bo'lsin.
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3.3- teorema. Agar n ning biror n„(n„ > 1 )  qiymatidan boshlab 

barcha /?>/?„ lar uchun an < bn tengsizlik o'rinli bo'lsa, (3.4) qatorning 
yaqinlashuvchi bo 'lish idan (3.3) qa torn ing  ham yaqinlashuvchi 
bo'lishi yoki (3.3) qatorning uzoqlashuvchi bo'lishidan (3.4) qatorning 
ham uzoqlashuvchi bo'lishi kelib chiqadi.

a , ч

3.4- teorema. Agar/? —> oo da 7" \ ar, -  > 0 )  nisbat
n

lim a"- = k (0 < к < +oo) 
bn y '

limitga ega bo'lsa, u holda:

a) k <  +oo bo 'lganda (3.4) qatorning yaqinlashuvchi bo'lishidan
(3.3) qatorning yaqinlashuvchi bo'lishi;

b) k >0 bo 'lganda (3.4) qatorning uzoqlashuvchi bo'lishidan (3.3) 
qatorning ham uzoqlashuvchi bo'lishi kelib chiqadi.

3.2- natija. Agar

lim a" = к
„-и. bn

limit o 'rinli bo'lib, 0 < к < oo bo'lsa, (3.3) va (3.4) qatorlar bir vaqtda 
yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo'ladi.

3.3- natija. Agar/? —> oo da an ~ bn bo'lsa, (3.3) va (3.4) qatorlar 
bir vaqtda yaqinlashuvchi yoki bir vaqtda uzoqlashuvchi bo'ladi.

3.5- teorema. Agar /? ning biror /?„ (n0 >1) qiymatidan boshlab 

barcha /? > /?„ lar uchun

— (я.ЧЛ>о)
a n К

tengsizlik o 'rinli bo 'lsa , u holda (3.4) qatorn ing  yaqinlashuvchi 
bo'lishidan (3.3) qatorning ham yaqinlashuvchi bo'lishi yoki (3.3) 
q a to r n in g  u z o q la s h u v c h i  b o ' l i s h id a n  (3.4) q a to r n in g  ham  
uzoqlashuvchi bo'lishi kelib chiqadi.

» 5  + 3 (- l)"
3.3- misol. 2 j  —-ц+з qatorni yaqinlashishga tekshiring.

Я=1
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Yechilishi. Ravshanki, barcha n e  N  lar u c h u n 2 < 5  + 3 ( - l ) "  <8  

b o iad i .  Bu holda

5 + 3 ( - l ) " ^  1

bo iish i  kelib chiqadi. M a ’lu m k i ,X ^ T  geometrik qator^<? = 2 <

yaqinlashuvchi. Demak, 3.3- teoremaga ko ‘ra, berilgan qator  ham 
yaqinlashuvchi b o iad i .

^  e" + n}
3.4- misol. 2 j 3„ + in2 qatorni yaqinlashishga tekshiring. 

Yechilishi. Asimptotik formulalardan foydalanib, quyidagilarga 

ega bo iam iz: n — d a e" + n 3 ~ e" , 3" + ln 2 (n + l ) ~  3” .

e +n
Bu holda n —» da a,

" 3" + ln 2 (n + 1)

f  e v  

v 3 ,

b u n d a  6 < l .  M a ’lum ki,  X
3 t t

geo m e tr ik  q a to r

yaqinlashuvchi. Yuqorida keltirilgan 3.3-natijaga asosan, berilgan 
qator yaqinlashuvchi bo iad i .

3.5- misol. X  X  qatorni yaqinlashishga tekshiring.
" = 2 ( n + i ) , „ „

V  1Y echilish i. Berilgan  q a to r n i  Z j  g a rm o n ik  q a to r  b i lan
Л=1 n

solishtiramiz. Ravshanki, bu ikki qator umumiy hadlari nisbatining 
limiti

1
2

ln(/i+l)
(n + l ) lnn

lim — ' ----- = l im -------—5-  = h m e'n" ■ e
n—>00 J П—>00 ----- n—

(n +  l ) ln"

- 2-
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b o iad i .  Yuqorida keltirilgan 3.4-teoremaga ko 'ra  berilgan qator 
uzoqlashuvchi bo'ladi.

3.3. Musbat hadli qatorlar uchun yaqinlashuvchilik alomatlari. 
Dalamber alomati. Biror

X a " (barcha n e  N  lar uchun a > 0 )  (3.5)
n=i

qator berilgan bo'lsin. U holda:

a) agar shunday q e  (0, 1) son va /« (m e  N ) nomer mavjud bo'lib 

v a V n > m  dan boshlab

—  <<7
a„

tengsizlik o'rinli bo'lsa, (3.5) qator yaqinlashuvchi bo'ladi.

b) agar shundaym (m e  N )  nomer mavjud bo'lib, b a r c h a n > m  

lar uchun

V i  >1
a n

tengsizlik o'rinli bo 'lsa, (3.5) qator uzoqlashuvchi bo'ladi.
3.4- natija (Dalamber alomatining limit ko‘rinishi). Agar (3.5) 

qator uchun

a...
(3.6)lim "+l = Я

m av jud  b o 'l ib ,  A < 1 b o ' l s a ,  (3.5) q a to r  yaq in lashuvch i,  Я > 1 
bo 'lganda esa, qa tor  uzoqlashuvchi bo'ladi.

00 Cl ̂
3.6- misol. У  , a>  0 qatorni yaqinlashishga tekshiring. 

t i n ' .

„п n +1a a
Yechilishi. Berilgan qator uchun a„ -  , ,a„+) = , , ,  , bo'ladi.

n ! [n + 1)!

D a lam ber  a lom atin ing  limit ko 'r in ish idan  foydalanib , qa torn i 
yaqinlashishga tekshiramiz:

26



lim --+1 = lim -  • ” ! = l i m - -  = 0 = A 
an "-»“ ( « + 1)! a" n->~/? + l

D em ak,A  = 0 < l  b o lg an l ig i  sababli, berilgan q a to r  yaqinla
shuvchi.

3.7-misol. Ushbu qatorni yaqinlashishga tekshiring:

3 1 !  32 -2! У - п \
----h +  . . .+  + . . . .
1 2 nn

Yechilishi. Berilgan qator uchun:

_ 3 " n \ _  3"+1 (и + 1)!
a n — „ ’ a n+ 1 ,  .  .Л+1 ’

n (л + l )

a 3n+l (л + l)! n" /  -  л"
lim "+l = l im -----v ------ = hm3

(л + 1)" 3"-л! у л + 1у
= 3 >1

b o ‘lganligi sababli, yuqoridagi 3.4- natijaga k o ‘ra, berilgan qator 
uzoqlashuvchidir.

3.8- misol. Ushbu qatorni yaqinlashishga tekshiring:

i > r i  ( x > o ) -~ l  *=f 1 + x + cos' k a  
Yechilishi. A gar x = 0  b o ‘lsa, berilgan q a to r  yaqinlashuvchi 

bo iad i .  x  Ф 0 deb faraz qilamiz. Bu holda berilgan qatorning umumiy 
hadi

,  2 ;П Ы11 Л.1Л ПЛ-----  _  < ---- — -bn
t=1 1 + x - + cos- k a  (l + x 2)n

X nx
i (l +  л:2)" Qatorga ega b o la m iz .  D a lam ber

a lo m a t id a n  fo y d a lan ib  hosil b o l g a n  q a to rn i  yaq in lash ishga  
tekshiramiz:

nx , (n + l )x
h —--------- h = ———-—n /  0 \n  9 n + 1 /  г. \Л + 1 ’

( l  +  X ) ( l  +  X )
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lim =  lim
n + 1 1 1

n 1 +  x 2 1 +  x 2
<\,

hosil bo 'lgan qator  yaqinlashuvchi. Demak, taqqoslash alomatiga 
ko 'ra ,  berilgan qator ham yaqinlashuvchi.

Koshi alomati. Ushbu qator berilgan bo'lsin.

U holda:

a) agar shunday q e  (0; l )  s o n v a w  nomer mavjud bo'lib, barcha 

n > m dan boshlab

tengsizlik o'rinli bo'lsa, (3.7) qator yaqinlashuvchi bo'ladi;
b) agar shunday ni nomer mavjud bo'lib, barchan  S ni lar uchun

tengsizlik o'rinli bo'lsa, (3.7) qator uzoqlashuvchi bo'ladi.
3.5- natija (Koshi alomatining limit ko'rinishi). Agar (3.7) qator 

uchun

limit mavjud bo'lib, A <1 bo'lsa, (3.7) qa to r  yaqinlashuvchi, A >1 
bo 'lganda esa, uzoqlashuvchi bo'ladi.

3.1-eslatma. Agar (3.6) va (3.8)shartlarda A = 1 bo'lsa, Dalamber 
va Koshi a lom atlari qa to rn ing  yaqinlashuvchi va uzoqlashishi 
to 'g 'r is ida  hech narsa ayta olmaydi: qa to r  yaqinlashuvchi ham, 
uzoqlashuvchi ham bo'lishi mumkin.

Bizga m a ’lumki, va £  2 qatorlarning ikkalasi ham (3.6)„=i n ,,=] n

va (3.8) shar tla rn i qanoa t lan t i r ib ,  A = 1 b o 'lad i ,  lekin u lardan  
birinchisi uzoqlashuvchi, ikkinchisi yaqinlashuvchi (3.2-misolga q.) 
bo'ladi.

3.2- eslatma. (3.6) l im itn ing m avjudlig idan  (3.8) lim itning 
mavjudligi kelib chiqadi, lekin buning teskarisi o'rinli emas, ya’ni
(3.8) limitning mavjudligidan (3.6) limitning mavjudligi har doim

(barchan e  N  lar uchun an > 0 )  (3.7)

(3.8)
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ham kelib chiqavermaydi. Shuning uchun qatorlarni yaqinlashishga 
tekshirishda Koshi alomati Dalamber alomatiga qaraganda sezgirroq 
bo'lib hisoblanadi.

3.9- misol. qatorni yaqinlashishga tekshiring, bunda 

и -juft  bo'lganda.
q —  musbat.

и -toq bo'lganda,

Yechilishi. Quyidagi nisbatni qaraymiz:

\+yJn + \+yfn
n+1 _
a„

« - t o q  bo'lganda, 

« - j u f t  bo'lganda.

q Ф1 bo 'lganda 0,1+1 chegaralanmagan bo'ladi, shuning uchun u

ch ek li  l im itg a  ega  em as . L ek in  « —» oo da  = q'±n 3 —> q

bo'lganligi uchun, q < 1 bo 'lganda, qa tor  yaqinlashuvchi, q > 1 
bo 'lganda esa, qator  uzoqlashuvchi bo'ladi. Shunday qilib, Koshi 
a lom ati  D a lam b er  a lom atiga  q a ra g a n d a  sezgirroq ekanligiga 
ishonch hosil qilamiz.

3 .1 0 -misol.
™=i

4« + 5 y' 
5« + 6

qatorni yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. Berilgan qator uchun:

„6
f  A , С  64« + 5

5« + 6
4« + 5

Zla„ = n " --------- ,
5« + 6

- A n + 5 4
lim ?ГсГ = lim n " -------- = — < 1

5« + 6 5
bo'lganligi sababli, Koshi alomatiga ko 'ra ,  berilgan qator yaqin
lashuvchi.

v 1 « !
3.11- misol. 2 j  x  qatorni yaqinlashishga tekshiring.

/1=1 «
Yechilishi. Stirlingning asimptotik formulasidan foydalanamiz:



I--- I _J__j_ ц
Bu ho lda  « —>00 da ц]ап ~ e ~ '(2 n ) ^  ■ n 2n~ ■ n ~ ~  bo 'lad i .

Yuqorida keltirilgan 3.3- natijaga k o ‘ra berilgan qator uzoqlashuvchi 
b o ‘ladi.

3.12- misol. X
n -1

v « + . y qatorni yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. Berilgan qator uchun 

n — 1
a. =

n + l

/  1 \ n_| n - 1
n + 1

lim = lim
y i - l

1-
n + 1

1

b o ' lg a n l ig i  sa b a b l i ,  K osh i  a lo m a t ig a  k o ' r a ,  ber i lg an  q a to r  
yaqinlashuvchi.

3.5- teorema (umumlashgan Koshi alomati). Agar l i m = q ,
n—>°° W

a„ > 0, (л = 1, 2,...) bo'lsa, u holda: a) q < 1 bo 'lganda qator
n=1

yaqinlashadi; b) q > 1 bo 'lganda esa uzoqlashadi.
n=1

^ , 2  + ( - l ) "
3 .13-misol. qatorni yaqinlashuvchilikka tekshiring.

n=1 2
Yechilishi. Quyidagi ifodani qaraymiz:

1 — 1
A g a r «  =  2£, bo'lsa,AT, =  32* v a l im /C , ,  =  —.

2" 2 *-*” 2* 2

Agar n = 2k — \, k e  N  bo'lsa, = bo'ladi.

Umumlashgan Koshi alomatiga k o 'ra  lim K n = -  < 1 Va berilgan
«-*“ 2

qator yaqinlashuvchidir.

30



X я» ( a„ > 0 ,  b a rch a /г e  N  lar uchun) (3.9)
n=1

q a to r d a  n e  N  n ing  Ы го ги 0 («0 > l) q iy m a t id a n  b o s h la b  

barcha n > n0 qiymatlar uchun

Raabe alomati. Agar

/  \ ( (  \ \
a

> r > l
a„

<1n -1 n n -1
J V Iе-. J /

tengsizlik  o 'r in l i  b o ' l s a ,  u h o ld a  (3.9) q a to r  y aq in lashuvch i  
(uzoqlashuvchi) bo'ladi.

3.6- natija (Raabe alomatining limit ko'rinishi). Agar (3.9) qator 
uchun

-1 - p  (p  = const)

limit mavjud bo'lib, p  > 1 bo'lsa, (3.9) qa tor  yaqinlashuvchi, p  < 1 
bo'lsa, qator uzoqlashuvchi bo'ladi.

3.3- eslatma. Agar (3.9) qator uchun lim n " - 1 = p  = 1 bo'lsa,

u holda qator yaqinlashuvchi bo'lishi ham, uzoqlashuvchi bo'lishi 
ham mumkin.

3.14-misol. X (2и)!! 2" qatorni yaqinlashishga tekshiring. 

Yechilishi. Berilgan qator uchun

_ (2/1—1)!! 1 _  (2/7 + 1)!! 1 

a"~  ( 2 л ) ! ! 2 " ’ a"+'~  (2и +  2)!! 2 ,,+1 ’

an 2 (2/7 + 2)

(2/7-1)!! 1

, lim n
a n+1 (2/1 + 1)

" — 1 = lim n
2 (2/7+ 2 ) 

2/7 + 1
= oo > 1

b o 'lg a n l ig i  sab ab l i ,  R a a b e  a lo m a t ig a  k o ' r a ,  b e r i lg a n  q a to r  
yaqinlashuvchi.
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3.15- misol . X qatorni yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. D alam b er  a lom atiga  k o 'r a .  berilgan  q a to rn in g  
yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo'lishi to 'g 'r isida biror qarorga

kelib bo'lmaydi, chunki lim "+l = 1. Am m o Raabe alomatiga ko 'ra ,
n—>°° П

n

berilgan qator  uzoqlashuvchi bo'ladi.
Haqiqatan  ham, berilgan qator  uchun

1
n\ - a„+1 = (л + l)!

M + l
ЧЯ+1

£V У

R =n = n
/  1 Л" 

1+ -

lim/J. = limn f  i \" 
1 +  -

V v

Bu limitni hisoblash uchun x —>0 da ln(l + x) va ex larning 
T ey lo r  fo rm ulas ida  yoy ilm asidan  foyda lan ib ,  R n ni quyidagi 
ko 'rin ishda ifodalaymiz:

R =n
(1 + - ) "  

n

= n е(1 + - Г -1  
n

/  i \  
— Л7 ln( 1H— )

е е  n - 1

e -e
-n(--------J+ o(— ))

n In2 n _ ] = n e-e
-1+—+o(-) 

2n n . = П
—+o(-)c»2 n n _J

= П 1 + —  + o(—) — 1 
2 n n

1
2 n

11 1  ̂ 1 1
b o ' l a d i ,  y a ’n i A =  <1 

2 2+ ° (  ) 2 n
D e m a k ,  l im Rn = lim

n— n—>°°

bo'lganligi sababli, R aabe alomatiga ko 'ra ,  qa tor  uzoqlashuvchi.
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Gauss alomati. Agar (3.9) qator uchun 

a л ju 0
Я +  — +

a n n i+f ( | © „ | < c ,  e > 0 )
~n+1

bo'lsa, u holda:
Я > 1 bo'lganda, (3.9) qator yaqinlashuvchi;
Я < 1 bo'lganda, (3.9) qa tor  uzoqlashuvchi; 

d) h  = 1 b o 'l ib ,^  >1 bo 'lganda, (3.9) qator yaqinlashuvchi; 

е^Я = 1 bo'lib, < 1 bo'lganda, (3.9) qator uzoqlashuvchi bo'ladi.

3.16- misol,
(2/1 — 1)!!

(2/0!!
Yechilishi. Berilgan qator uchun

qatorni yaqinlashishga tekshiring.

(2/7 — 1)!! '
P

(2 /j + l)!! T

(2л)!! ’ an+1 — (2л + 2 )!!

bo'ladi. nisbatni qaraymiz:

/2« + 2 v  
2л+ 1

1 + 1

л2
V У

2и + 1у 

, Л —» oo.

1+ *  -  + 
2/з + 1

+ К?.-.1) + „
2 (2л + 1)

G a u ss  a lo m a t ig a  k o ' r a ,  b e r i lg a n  q a to r /?  > 2  b o ' l g a n d a ,  

yaqinlashuvchi, p  < 2 bo 'lganda esa uzoqlashuvchi bo'ladi.
3.17- misol. Ushbu qatorni yaqinlashishga tekshiring:

p ( p  + \). . . (p + n - \ )  1

Yechilishi. Ravshanki, p  —  butun  manfiy yoki nol bo 'lganda 
berilgan qator yaqinlashuvchi bo'ladi. Shuning uchun biz bu holni

qaramaymiz. Bu qatorda " nisbatni quyidagicha ifodalaymiz,
an+1

bunda
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ап

яп = л + 1 

„+| Р +и

1

/?(/> + !)...(/? + « - ! )  1

1 +  '

/

\?+1
1 +

V

Biz bu yerda va ( l+ x )H funksiyalarningx —» 0 da Teylor

formulasi yoyilmasidan foydalanib,

an
a..

f  i \  /  

~ P  +o( )
n n

l + ? + 1+ o ( 1) 
n n"+1

ni topamiz.

D e m a k ,  G a u s s  a lo m a t ig a  a so sa n ,  q - p  + l > 1 y o k i q > p  
bo 'lganda berilgan qator yaqinlashuvchi bo'ladi.

Koshining integral alomati. Agar / ( x )  funksiya[A; +°°) (A e N  

—  b iror  son) da aniqlangan, uzluksiz, o 'sm aydigan  va manfiy
x

bo'lm agan funksiya bo'lib, F ( x )  = j f ( t ) d t  funksiya f i x )  funksiya
к <*>'

uchun boshlang'ich funksiya v a X fl" (/!) bo'lsa,
/1=1 /1=1 

JC
lim F ( x ) =  lim J / ( t)d t
X~ >°° X~*°° к

mavjud va chekli bo 'lganda (3.7) qa to r  yaqinlashuvchi, bu limit 
m a v ju d  b o ' l m a g a n d a  yok i ch eks iz  b o ' l g a n d a  (3.7) q a to r  
uzoqlashuvchi bo'ladi.

3.18- misol- ^ „ i n „ i n (in ; ; ) qatorni yaqinlashishga tekshiring. 

Yechilishi. Berilgan qatorning umumiy hadi an =
«In « I n  (ln/;J 

funksiya [3 ; + °°) da aniqlangan,

1

U holda / ( x )  =
l n x l n ( l n x )
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uzluksiz, o 's m a y d ig a n  va m anfiy  b o ' lm a g a n  funksiya .  f (x )  
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi esa

F (x )=  f ^  = ln ln ln x  — ln ln ln3
• / ln r ln ln ?

bo'lib, x — > 0 0  da F ( x ) — Demak, Koshining integral alomatiga 

ko 'ra, berilgan qator uzoqlashuvchi bo'ladi.

3 _ „ 4

3 .19 -misol. 2 u n e qatorni yaqinlashishga tekshiring.
n=1

Yechilishi./ ( x )  = x le~x' funksiya x > l  dakam ayuvchivam anfiy

bo 'lm agan funksiya. / ( x ) = x 3e~* funksiya uchun F ( x )  boshlan- 

g'ich funksiyani topamiz:

F (jc )  = J * V ,4A =
I ^

x —> da F (x) funksiyaning  limiti m avjud  va chekli, y a ’ni 

lim F  ( x ) = - . Demak, Koshining integral alomatiga ko'ra, berilganv->°= 4e
qator yaqinlashuvchi.

Mustaqil yechish uchun misollar

Qatorlarni 3.1- teoremadan foydalanib yaqinlashishga tekshiring

sin 2n
ЗЛ - Ъ ( п  + \) (п  + 2 ) ■

1 + lnw

V И У

q" , 0 < q < 1.

n+5я -arctgrt ^  n ■ 2
3 ,3>t ; ( »  + l)(>7 + 2)(/7 + 3) ■ 3 A  « ■ 3" + 4 •

Qatorlarni 3.2- teoremadan foydalanib yaqinlashishga tekshiring:

v '  4 1 -г-i 1 ti +1
3.5. У . 3 .6 .Y  .3 .7 .  У r- In

n=2 « ( l n « y  n=2 « (In  «У (In /7 )V n=2 \fn П — 1
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v-' 1П /7 чг—' 3 V 1 J
3.8. £  2 - 3 .9 .Y  2 .3 .1 0 .X  , , ,

„=: n t~14 + n~ n=3 и In я In In и

3 . 1 1 . X  '
л=з л 1п л ( 1п 1п л )

Taqqoslash teoremalaridan foydalanib, qatorlarni yaqinlashishga 
tekshiring:

3.12. £ 5 + 3 (“ ‘)' 3.13. у  sin43« 3.14. f " \
V  +■* Г  ' ^  e""=' J n=1 ИЛ/И »=1 e

Л

3.15. V  агс‘ё« . ЗЛ6. 3.17. У ------- — _____
"  п2 +  1 ^  7 ^  л+1
*=. /»=. л/2/1 -  ^ ( 2„2+n + \ j y

3.18. У  и . 3.19. X Sin'" . 3.20. X  ' ч.
f f 2 " + 3 "  f r  2 ГГ1п(л + 1)

3.21. Х 2 ' ■ 3.22. X  '____ 3.23. X  ЬА -
я=, п~ —4п + 5 tTV«2+2«

3.24. У  (yjn2 +п + 1 --у/л2 - л  +1 \  . 3.25. 'Уtg-—. 
t n \  / “  4л

оо Л  2 V

3.26. £
I + л3 /

D alam ber a lom atidan  foydalanib, qa torlarn i yaqinlashishga 

tekshiring: X a„ •
n=i

1 77  ,?l2 ? Ю  ,?4
~ (лг -H 2 )! = 4 ’ •

3.29. «„ = '  °  . a * e, 0 > 0. З.ЗО.я = 3 '6' ' ^ a r c s i n  1 
П ("+1)! 2"
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(2л)! п\(2п  + \)\
3.31. а = у ’ 3.32. а„ = \  .

" («!)2 (3«)!

2-5...(Зи + 2) 1 -3-5... (2 /з -1 )
3.33.а п = ;  . ’ . 3.34. а = \  .

2" • (/; +1)! " 2 -5 -8 . . . (З и -1 )

1п'01«
3-35-а>. = r  + 1 • 3-36- ап = 4 , - п *  2 -

K osh i a lo m a t id a n  fo y d a la n ib ,  q a to r la rn i  y aq in la sh ish g a

tekshiring: Z a„ ■

3.37. a = , n > 2. 3.38. аn / , Y  »(In/;)

3.40. а =3"

3.39. а. -
l  2 с  Yи‘ + 5 

и2 +6

/  \  n
n~

' 6/7 + 4 ' 2f5l. 3.41. an =
, n + K v 5 /7 - 3 ,

3.42.
( ln(n  + l))

3"

. 3.43. a. -
2 w - l  

2/1 + 1

yi(n-l)

/;
3/1 — 1

. 3.46. a =3.44. a = . 3.45. a„ =
■ «(V I)"

U m u m la sh g a n  K osh i  a lo m a t id a n  fo y d a la n ib ,  q a to r la rn i  
yaqinlashishga tekshiring.

2 TZH / \n / \n■a c o s '—  ~ 2 + ( - l )  “ 5 + 3 (— 1)
3.. 3 .48.X - 3 .4 9 .13.47. У --------Jmmd ^ ПП = 1 Z

3 .5 0 .X
- И + Н ) " У

5"

Л=1

2 + cos/j

3.52. A g ar  an > 0 V/?e N  la rda  an+l<an b o 'l ib ,  X я» q a to r
n=1

yaqinlashuvchi bo'lsa, lim/;fln = 0  ekanini'isbotlang.
n —)°°
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3.53 . A g a r l i m na = a  b o ' l i b ,  аФО b o ' l s a ,  q a to r
»i=i

uzoqlashuvchi bo'lishini isbotlang.

3 .5 4 . q a t o r  (a n > 0 )  b e r i lg a n  b o ' l i b ,  n - na l a rd a
n~\

(* j -  P > * bo'lsa, berilgan qator  yaqinlashuvchi, n > n 0

larda ~ * bo'lsa, uzoqlashuvchi ekanini isbotlang.

3.55. Agar X  a„ > Х А - qatorlar yaqinlashuvchi bo'lsa, X  a>A .
Л=1 W = 1

Х ( а» + ^я) > X  ' q a to r l a r  ham  y a q in la sh u v c h i  b o 'l i s h in i
n= 1 и

isbotlang
Raabe va Gauss alomatlaridan foydalanib, quyidagi qatorlarni 

yaqinlashishga tekshiring: •

3.56. a =
(2/7 + 1)!! 

(2л + 2)И

\a

3.57. ^  __— , # > ()•
(a + V2 j(fl + V3)...(l + VA2 + l )

3.58. a„ = (” + 1) . , £ > 0 .  3.59. a„: n+a .
f J ( P + \ ) . . . ( P  + n ) '

n'.e

3.60. a =
p  (p  + 1 )...(// + /7 + 1) 

9 ( 9  + 1 ) . . . ( 4  + /7 - I )

3 61 fl _  1 •4 ---(3" — 2)• 2 • 5...(3/7 + 2)
n \ ( n  + \)\9"
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3.62 а„ =
1п21п3...1п(л +  1)

1п(2 +  а)1п(3  +  а). . .1п(и + 1 + а ) ' а > ® •

3.63. а„ — , п > 2 • 3.64. а = п In п "

K o s h in in g  in teg ra l  a lo m a t id a n  f o y d a la n ib ,  q a to r l a r n i  
yaqinlashishga tekshiring:

3.1. Yaqinlashuvchi. 3.2. Yaqinlashuvchi. 3.3. Yaqinlashuvchi.
3 .4 .Y a q in la s h u v c h i .  3 .5 . p > \  d a  y a q in la s h u v c h i ,  p  < 1 da 

uzoqlashuvchi. 3.6. V q , p >  1 da yaqinlashuvchi, p = \, q>\ da 
y a q in la sh u v c h i .  3 .7 . U z o q la s h u v c h i .  3 .8 . U z o q la s h u v c h i .
3.9. Yaqinlashuvchi. 3.10. Uzoqlashuvchi. 3.11. Yaqinlashuvchi.
3.12. Yaqinlashuvchi. 3.13. Yaqinlashuvchi. 3.14.Yaqinlashuvchi.
3.15. Yaqinlashuvchi. 3.16. Uzoqlashuvchi. 3.17. Yaqinlashuvchi.
3.18. Yaqinlashuvchi. 3.19. Yaqinlashuvchi. 3.20. Uzoqlashuvchi.
3.21. Yaqinlashuvchi. 3.22. Uzoqlashuvchi. 3.23. Uzoqlashuvchi. 
3.24. Yaqinlashuvchi. 3.25. Uzoqlashuvchi. 3.26. Yaqinlashuvchi.

Misollarning javoblari
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3.27. Yaqinlashuvchi. 3.28. Yaqinlashuvchi. 3.29. Uzoqlashuvchi.
3.30. Uzoqlashuvchi. 3.31. Uzoqlashuvchi. 3.32. Yaqinlashuvchi.
3.33. Uzoqlashuvchi. 3.34. Yaqinlashuvchi. 3.35. Uzoqlashuvchi. 
3.36. Yaqinlashuvchi. 3.37. Yaqinlashuvchi. 3.38. Yaqinlashuvchi.
3.39. Yaqinlashuvchi. 3.40. Uzoqlashuvchi 3.41. Yaqinlashuvchi. 
3.42. Ixtiyoriy a  lar uchun yaqinlashuvchi. 3.43. Yaqinlashuvchi.
3.44. Uzoqlashuvchi. 3.45. Yaqinlashuvchi. 3.46. Yaqinlashuvchi.
3.47. Yaqinlashuvchi. 3.48. Yaqinlashuvchi. 3.49. Yaqinlashuvchi.

ОС
3.50. Y aqinlashuvchi. 3.51. Y aqinlashuvchi. 3.56. + p > \  da

(Xyaqinlashuvchi,  ̂ + p  < 1 da uzoqlashuvchi. 3.57. Yaqinlashuvchi.

3.58. a  + f i>  2 da yaqinlashuvchi, a  + P <  2 da uzoqlashuvchi.
3 .59 . a >  1 d a  y a q in la s h u v c h i ,  a < \  d a  u z o q la sh u v c h i .
3.60. a ( q - p ) > \  da yaqinlashuvchi. 3.61. Uzoqlashuvchi. 3.62. 
Uzoqlashuvchi. 3.63. Uzoqlashuvchi. 3.64.Uzoqlashuvchi. 3.65. 
Yaqinlashuvchi. 3.66. Uzoqlashuvchi. 3.67. Uzoqlashuvchi. 3.68. 
Yaqinlashuvchi. 3.69. Yaqinlashuvchi. 3.70. Yaqinlashuvchi. 3.71. 
Yaqinlashuvchi. 3.72. Yaqinlashuvchi. 3.73. Yaqinlashuvchi. 3.74. 
Y a q in la sh u v ch i .  3.75. Y aq in la sh u v ch i .  3.76. a  > 1, f i e R  da  
yaqinlashuvchi, agar a  = 1, p  > 1 b o isa ,  yaqinlashuvchi, a va b ning 
boshqa qiymatlarida uzoqlashuvchi.

4 - §. Ixtiyoriy ishorali qatorlar va ularning yaqinlashuvchiligi

4.1. Qatorlarning absolut va shartli yaqinlashuvchiligi. Hadlari
ixtiyoriy ishorali

X a- = e ,+ O j+ . . . e ,+ . . .  (4.1)
n=1

qator berilgan bo is in .  Bu qator hadlarining absolut qiymatlaridan 
ushbu qatorni tuzamiz.

X е. > 4 ,  + i«2 1 i +  -  (4.2)
n=l

4.1- ta’rif. Agar (4.2) qa to r  yaqinlashuvchi b o isa ,  (4.1) qator 
absolut yaqinlashuvchi qator deyiladi.

4.2- ta’rif. Agar (4.1) qator  yaqinlashuvchi b o i ib ,  (4.2) qator 
uzoqlashuvchi b o isa ,  (4.1) qator  shartli yaqinlashuvchi deyiladi.
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4.1- teorema. Agar (4.2) qa tor  yaqinlashuvchi b o ‘lsa, (4.1) qator 
ham yaqinlashuvchi bo'ladi.

4.2- teorema. Agar (4.1) qator absolut yaqinlashuvchi bo'lib, { b j  
ketma-ketlik esa chegaralangan bo'lsa, ya’ni 3M  > 0: V/г e  N uchun

bn < M  bo'lsa, qa tor  absolut yaqinlashuvchi bo'ladi.

4.3- teorema. Agar ixtiyoriy ishorali va qatorlar
n= 1 n- 1

absolut yaqinlashuvchi bo 'lsa, barcha X,/ue R o 'zgarm as sonlar 
uchun

£ ( А я„ + ^ „ )
n= 1

qator ham absolut yaqinlashuvchi bo'ladi.

4.4- teorema. Agar (4.1) qator absolut yaqinlashuvchi bo'lsa, (4.1) 

qa tor  hadlarining o'rinlarini almashtirish natijasida tuzilgan

n= 1

qator ham  absolut yaqinlashuvchi bo 'ladi va uning yig' indisi (4.1) 
qatorning yig'indisiga teng bo'ladi.

4.5- teorema. Agar (4.1) qa tor  absolut yaqinlashuvchi bo'lsa, u

holda £  Ca„ ( С — o'zgarmas son) qator ham absolut yaqinlashuvchi
n=1

bo'ladi.
4.6- teorema. Agar

] l A  = а 1+а2+..м„ +...., (A)
n=1

J j bn = b l +b2 +...bn +... (B)
n= 1

qatorlar absolut yaqinlashuvchi bo'lib, ularning yig' indilari mos 
ravishda S', S ” ga teng bo'lsa, ular hadlarining istalgan tartibdagi 
a b ko 'pay tm asidan  tuzilgan qator ham  absolut yaqinlashuvchi 
bo'fadi va uning yig'indisi S ' ■ S "  ga teng bo'ladi.
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4.1- eslatma. (4.2) qatorning uzoqlashuvchi bo 'l ish idan (4.1) 
qatorning uzoqlashuvchi bo'lishi har doim ham kelib chiqavermaydi.

4.2- eslatma. Agar {A) va (В ) qatorlarning biri yaqinlashuvchi, 
ikkinchisi a b so lu t  yaq in lashuvch i b o ' l s a ,  u h o ld a  q a to r la rn i  
ko'paytirishda Koshi qoidasi o'rinli bo'ladi:

S c- = X a- ■ X  * с»= « А + «A-.
#1 = 1 n = \ tl — \

4.3- eslatma. ( A) va (Z?) qatorlar shartli yaqinlashuvchi bo'lganda, 
ularning ko'paytmasi uzoqlashuvchi bo'lishi ham mumkin. Masalan,

( - I ) " ”1' qatorning Leybnis alomatiga ko 'ra  shartli yaqinlashuvchi 
yjn

ekanligini ko 'rsatish qiyin emas.
Bu qatorni Koshi qoidasiga asosan o'zini-o'ziga ko'paytiramiz:

c НГ 1 НГ\ 1 нг\ +нг ,
" 7 ^  V I  Т з ' л / ^ I  V T

= ( - l )  ( r- +  r- ------  + .. .+  r- -----------  + . . .+  r  ).
1 -\ln y}2-y]n — \ \[k\Jn — к + 1 Jn  ■ 1

Qavs ichidagi har  bir qo 'shiluvchi * dan katta  bo 'lganligi
n

uchun cn >1 bo 'lad i.  D emak, k o 'p ay tm a  q a to r  uzoqlashuvchi 

bo'ladi.

v 1 чи-i 'J n + 4 — \Jn +1
4 .1 -misol. X ( - l )  qatorning absolut yaqinlash-

n=1 n
uvchiligini ko'rsating.

\fn~+4 — +1
Yechilishi. Berilgan qator  bilan birga ^  qatorni

n=1 n
q a ray m iz .  Bu q a to r n in g  um u m iy  had in i  q u y id a g ic h a  shakl 
almashtiramiz:

V» + 4 — \ln  + \ _  1 1 1

n 3 n(\ln + 4 + Jn + 1) |
in -
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00 i 3 
D em ak,  £ --------- q a to r  yaq in lashuvchi,  chunk i p =  >1. U

*■' n>
ho lda  4.1- t a ’rifga k o ' r a ,  berilgan  q a to r  a b so lu t  yaq in lashuvch i 
bo 'lad i .

4.2- misol. V   ̂ ^  sin nx qa to rn j ya q in la shishga  tekSh iring.
n=1 n

( - 1)"
Y echilishi. bn = sin nx, an=  d e b  b e lg i la y m iz .  V n e N,

n
00 00 (— 1 )"

V .ve/?  uchun  bn \ =  jsinm: < 1, ’ — q a to r  abso lu t
n= I n=\ n

yaqinlashuvchi,  chunk i T  \  — q a to r  yaqinlashuvchi.  D em ak ,  4.2-
,,=i n

teo rem aga asosan, berilgan q a to r  abso lu t  yaqinlashuvchi bo 'lad i .
4.3- misol. U sh b u  q a to r la r  yig' indisining abso lu t  yaqinlashuvchi 

ekanligini ko 'rsa ting :

v 4 cos/tv sin nx ,
1 , 2  va  2 ,  -  2 ( х * 2 п л ,  n e  Z ) .

2n " 2 и
Yechilishi. R avshanki ,  berilgan q a to r la r  4.2- teo rem aga  asosan,

a b s o lu t  yaq in la sh u v ch i  b o ' la d i .  Endi qu y id a g i  y ig ' in d i  q a to rn i
qaraym iz :

rz . „ sin(— \-nx)
COS ПХ 'ST' \ l i  Sin/JX 6

„=i 2n „=i 2/7 „=1 и

Hosil bo 'lgan  q a to r  4.2- teoremaga asosan, absolut yaqinlashuvchi 
bo 'lad i .

D e m a k ,  4 .3 -  t e o r e m a g a  a s o s a n ,  a b s o l u t  y a q i n l a s h u v c h i  
qa to rla rn ing  yig' indisidan tuzilgan q a to r  ham  yaqinlashuvchi b o ' la r  
ekan.

4.4- misol. U sh b u  q a to r la rn ing  k o 'pay tm as in i  hisoblang:
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Yechilishi. Ma'lumki, bu berilgan qatorlar absolut yaqinlashuvchi
I

bo'lib, ularning yig' indilari mos ravishda e 2 va e 3 ga teng bo'ladi.
Endi bu qatorlarni Koshi formulasi bo 'y icha ko 'paytiram iz. 

K o 'paytm a qatorning umumiy hadi

(~ з Г  , ( - 2 )  ’ , , (-2)* ( _ 5 )Л
С — 1----------- 1-----------------------h ... + ----------------------h

n\ I! ( л - l ) !  k \ ( n - k ) \

n\ t i k \ ( n - k ) \  3 n\

. e  (- 2 3 )"
Endi Y ----------qator hadlarining absolut qiymatlaridan tuzilgan

S  n\

-  ( 2 ^ ГУ --------  qatorni absolut yaqinlashishga tekshiramiz: Dalamber
S  «!

alomatiga asosan, qa tor  yaqinlashuvchi. Demak, 4.6- teoremaga 
asosan, ko 'pay tm a qator absolut yaqinlashuvchi va uning yig'indisi

_ \_  \_ 

e~2 -e 3 = e 3 ga teng bo'ladi.

. _ . . (« + 3)cos3w
4.5- misol. > ---------  qa to rn ing  abso lu t yaqinlashuv-

v «7 + 3/; + 4
chiligini ko'rsating.

Yechilishi. B archa  n e  N  la r  uchun  // + 3 < 4 « ,  c o s3 n !< l ,

4
nJ +3n + 4 > n J tengsizlik o'rinli bo'ladi. U holda,

nA

4 v
>1 b o 'l ib ,  2L " q a to r  yaqinlashuvchi. D em ak , taqqoslash

3 n=l

alomatiga ko 'ra  berilgan qator absolut yaqinlashuvchi bo'ladi.
4.2. Ishorasi almashinuvchi qatorlar.
4.3- ta'rif. U shbu ( b u n d a an > 0  yoki an < 0 ,  V «e  N  ) qa to r  

ishorasi almashinuvchi yoki Leybnis qatori deyiladi.
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£ ( - l ) " +l an ~ a x- a 2 +a} —... + (— 1)”+' •an +.... (4.3)
n=I

4.7- teorema (Leybnis alomati). Agar ishorasi almashinuvchi (4.3) 
qatorning hadlari absolut qiymati bo 'yicha m onoton  kamayuvchi. 
ya’ni

an >an+]> 0 (V/ie /V) (4.4)
v a  ,•  Alim an = 0  (4 .5)

n —>oo

bo isa ,  (4.3) qa tor  yaqinlashuvchi bo'ladi.
4.4- eslatma. Absolut yaqinlashuvchi qatorlar  uchun Leybnis 

alomatining shartlari bajarilmasa ham ishorasi almashinuvchi qator 
yaqinlashuvchi bo'lishi mumkin.

4.5- eslatm a. A b so lu t  y aq in lashuvch i  b o ' lm a g a n  ishorasi 
almashinuvchi, hadlari monoton kamayuvchi qatorlar yaqinlashuvchi 
bo'lishi uchun Leybnis alomatidagi shartlarning bajarilishi zarur va 
yetarli.

4.6- eslatma. Leybnis a lom atidagi uchala  shart  ham, y a ’ni 
q a to rn in g  hadlarin i ishora  almashinuvchiligi, abso lu t qiym ati 
b o 'y i c h a  m o n o to n l ig i  va u la rn in g  n o lg a  in t i l ish i  a b s o lu t  
yaqinlashuvchi bo 'lm agan qatorlarning yaqinlashishi uchun muhim 
shart bo 'lib  hisoblanadi. Shulardan birortasi buzilsa, u holda qator 
uzoqlashuvchi bo'ladi.

Bundan keyin, Leybnis alomati shartlarini qanoatlantiruvchi 
qatorlarni Leybnis tipidagi qatorlar deb ataymiz.

Natija. Leybnis tipidagi q a to r la rd a  N  uchun quyidagi 
tengsizliklar o'rinli bo'ladi:

S2„ < S < S 2„_„ \ S - S n\< an+V 0 < 5 < a , .
4.6- misol. Ushbu qatorni yaqinlashishga tekshiring:

, 1 1 1 1  1 1
1— + — , H—-— ....+ . — + . . . .

2 34 4 5 (2/? - 1 )  ( i n f
Yechilishi. Berilgan qa to r  hadlarining absolut qiymatlaridan 

tuzilgan
, 1 1 1 1  1 1
1+ +  + +  + . . . .+  , + , +.. .

2 34 4 5 (2w- l )4 ( 2 n f

v 4 1q a t o r  y a q in la s h u v c h i ,  c h u n k i  bu  q a t o r  > 3 q a t o r  b i lan
„Н n
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taqqoslanganda, berilgan qatorning har bir hadi bu qatorning mos

hadlaridan katta emas. Lekin V  ^
Т\П

-yaqinlashuvchi qator. Shuning

uchun berilgan qator absolut yaqinlashuvchidir.
Endi Leybnis a lom atining shartlarini tekshiramiz. n —» da

a, —> 0 , lekin monotonlik sharti o 'rinli emas: 1 > , > -
2 3

1 1

34 < 43
Demak, 4.4- eslatmaga asosan, ishorasi almashinuvchi qatorlarda 

lim an = 0 shart bajarilib, monotonlik sharti bajarilmaganda hamn—>°°
qator yaqinlashuvchi bo'lishi mumkin.

4.7- misol. Ushbu qatorni yaqinlashishga tekshiring:
1 1 1 1 1 1 1 1

------- + + + — — —...
1 2 2 3 3 3 4 4

Yechilishi. Q ato r  hadlarin ing ishorasi a lm ashm ayapti ,  lekin 
hadlari absolut qiymati bo'yicha m onoton  kamayib nolga intiladi. 
Qismiy yig'indilarining ko'rinishi ushbu

1, n = 2 k - \ , k e N  bo'lganda 

[0, n = 2 k , k e N  bo'lganda,

shaklda bo 'lgan  ketma-ketlik limitga ega emas. Shuning uchun 
berilgan qator uzoqlashuvchi bo'ladi.

4.8- misol. Ushbu qatorni yaqinlashishga tekshiring:

, 1 1 1 1 1  1 1
1 - -  + ------- + --------+ ... + ---------- + ....

2 2 4 3 6 n 2n
Yechilishi. Qator ishorasi almashinuvchi qator  va umumiy had 

absolut qiymati bo 'yicha nolga intiladi, lekin m onoton emas. Bu 
qator uzoqlashuvchi bo'ladi, aks holda, bu qa to r  yaqinlashuvchi 
bo'lsa.

я (л + 1 )

2

f ,  0 ' I n f l  1 ^ 1 1 1
1- + — + . . + — ll + + . +  +l 2 J I2 4 / [n  2 n \ 2 4 2 n

qa to r  ham  yaqinlashuvchi b o 'la r  edi, lekin qavs ichidagi qa to r  
uzoqlashuvchi-garmonik qator. Shunday qilib, Leybnis teoremasining 
ikkinchi sharti bajarilmasa ham qator uzoqlashuvchi bo 'lar ekan.
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4.9- misol. Ushbu qatorni yaqinlashishga tekshiring:

, 3 5  ,  r i 2"~' + 1 
1-  + - . . .  + ( - 1) + . . . .

2 8 V ’ 2"

Yechilishi. Ravshanki, berilgan qa to r  absolut yaqinlashuvchi
emas, chunki

, 3 5 2"-' + \
1+ + + .. .+  + ...

2 8 2 "

qatorda qator yaqinlashishing zaruriy sharti bajarilmaydi.
Leybnis alomati bo 'yicha qatorni tekshiramiz. Berilgan qator 

ishorasi almashinuvchi va uning hadlari absolut qiymati bo'yicha 
monoton kamayuvchi, y a ’ni V/зе N  lar uchun

_  2"_l + 1 2" + 1 _
^ n  л я  +  ̂ *

Lekin (4.5) shart bajarilmaydi, y a ’ni

r  2 " ' l + 1  1 n l im a = lim = * 0 .
n „_*» 2" 2 

D em ak, 4.6- eslatmaga k o 'ra ,  berilgan q a to r  uzoqlashuvchi 
bo'ladi.

~ (—1)”_1
4.10 -misol. Y, „ qatorni absolut va shartli yaqinlashishga 

t T  np
tekshiring.

Yechilishi. 1) Berilgan qator hadlarining absolut qiymatlaridan 
tuzilgan

1 1  1
+  + ____ +  +  . . .

F  2” np
qatorni qaraymiz. Bu umumlashgan garmonik qator. 3.2- misolga 
a so san ,  p  >1 b o ' l g a n d a  y a q in la sh u v c h i ,  p  < 1 b o ' l g a n d a  esa 
uzoqlashuvchi bo'ladi.

2) B eri lgan  q a to r n i  L eybn is  a lo m a t ig a  k o ' r a ,  sh a r t l i  
yaqinlashishga tekshiramiz:

a) a g a r ^ < 0  b o 'l s a ,  Leybnis a lom atid ag i  lim an = 0  shar t
П—»oo

bajarilmaydi. Demak, p  < 0 bo 'lganda qator uzoqlashuvchi;
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b) agar 0 < p  < 1 bo'lsa, u holda qator Leybnis alomati shartlarini 
qanoatlantiradi:

1 > 1 , V »e  N ,  lim 1 = 0 .
np (я + 1 у  "^°°np

Demak, berilgan qator p > 1 da absolut yaqinlashuvchi, 0 < p  < 1 

da shartli yaqinlashuvchi, p  < 0 da uzoqlashuvchi.

4.11- misol. V ( - l ) ” ' П qatorni yaqinlashishga tekshiring.
,,=i n

Yechilishi. <p(*)= deb belgilaymiz va Lopital qoidasiga 

asosan uning limitini topamiz:

Iim<p(x)= lim X = 0 .
* - » o o  V ДГ—>oo д -

Endi (p(x) funksiyaning monotonligini tekshiramiz. Buning 

uchun (p(x)  funksiyaning hosilasini topamiz:

( P' ( x ) = l™  ( 2 - \ n x ) .

ketma-ketlik n >  e~ da (4.4) va (4.5) shartlarni qanoatlantiradi.  
S h u n d a y  q il ib ,  L eybn is  a lo m a t ig a  a s o s a n ,  b e r i lg a n  q a to r  
yaqinlashuvchi.

Abel va Dirixle alomatlari. Biror

A  = aA  +a2b2 + ... + anbn + ... (44)
n=1

ko'rinishdagi qa tor  berilgan bo'lsin, bunda {an} va { b j  — ixtiyoriy 
haqiqiy sonlar ketma-ketligi.

4.8- teorema (Dirixle alomati). A gar qa to rn ing  qismiy
n=I

yig'indisi chegaralangan, ya’ni

48



ЗМ  > 0 :  V «e  N  lar uchun => < M
k=1

va {a„} m onoton ketma-ketlik bo'lib, ya’ni 3nw topilib, V « > « 0lar 

uchun  an+l> an yoki an+l< ar va limon = 0  b o 'lsa ,  (4.4) q a to r  

yaqinlashuvchi bo'ladi.

4 .9 -teorema (Abel alomati). Agar { a }  ketma-ketlik m onoton va

chegaralangan bo'lib, qa tor  yaqinlashuvchi bo'lsa, (4.4) qator
n=\

yaqinlashuvchi bo'ladi.
4.7- eslatma. Dirixle alomatidan xususiy holda Abel alomati kelib 

chiqadi.

Abel alomatiga ko 'ra , {a„} ketma-ketlik chekli limitga ega. (4.4) 

qatorni

n=\ n= 1

ko'rinishda yozib olsak, yig'indidagi ikkinchi qo'shiluvchi qator shart 
b o 'y ic h a  yaq in lashuvch i ,  b ir inch i q a to rg a  D irix le  a lom atin i  
qo'llaymiz.

4.8- eslatma. Dirixle alomatidan xususiy holda Leybnis alomatini 

olish mumkin. Buning uchun bn = ( - l ) " +' deb olish kifoya.

^ l n ,00« . nn
4.12- misol. 2 j  sin A qatorni yaqinlashishga tekshiring.

n=2 П 4
Yechilishi. Berilgan qatorni Dirixle alomatiga asosan tekshiramiz.

M a ’lumki, Bn = Y  sin ^ Л chegaralangan:
* = i  4

к . nn n . nn . n + 1
2 , sm
/1=1 T

= sin
8

sin —  sin
8

—  n 
8 . n sin —

Г 1 _  I ln'°°« lt a„/ _ \ ~  r ketm a-ketlik  yetarlicha k a t ta  n la rda  nolga 

m onoton intiladi. Haqiqatan ham,
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lim x -' ln100 x = 100 lim x “' In "  x = 10 0 •99 lim x “' • In48 x = ... =
X  —>+oo  X  —>+oo  x —»+oo

= 100! lim 1 = 0, (x_l lnloox ) '< 0, x > e m .
*-*+~х

Demak, Dirixle alomatiga asosan. berilgan qator yaqinlashuvchi.

KHf
» cos-

V  /7 + 1
4.13- misol. 2-i j 2 qatorni yaqinlashishga tekshiring.

n=2 In' n

ГСК
Yechilishi. cos ifodani quyidagicha shakl almashtiramiz: 

/7+1

.2ТС П
cos = ( - 1) cos

/7 +  1

f  2 n
n -КП 

/7 + 1 /
=  (—1) COS

/ 7 +  I

/ 1 4 / 1 + 1 ______ Я( - 1) cos

Z /7 +  1

----in^/7----

Abel alomatiga asosan qatorni yaqinlashishga tekshiramiz: 2 j ~T1—
»=i ln" n

qa to r  Leybnis a lomatiga k o 'r a  yaqinlashuvchi, {a„} = | C0S^jTJ

ketma-ketlik esa, m ono ton  o 'suvchi va chegaralangan. Demak, 
tekshirilayotgan qator Abel alomatiga ko 'ra  yaqinlashuvchi.

4.10 - teorema (Riman teoremasi). Agar ixtiyoriy ishorali

Y , an = a , + a z +... + an+...  (4.5)
n=1

qator shartli yaqinlashuvchi bo'lsa, har qanday A (chekli yoki cheksiz 
son) olinganda ham berilgan qator hadlarining o'rinlarini shunday 
almashtirish mumkinki, hosil bo 'lgan qatorning yig' indisi xuddi shu 
A songa teng bo'ladi.

4.14- misol. Quyidagi shartlar bajarilsin:

a ) X я" qatorning umumiy hadi w—»oo da an —>0 bo'lsin;
n= 1
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b ) 'S a n qator hadlarining o ‘rinlarini o 'zgartirmasdan guruhlab
H—\

tuzilgan qator yaqinlashuvchi bo is in ;

Pn\ _l
d )A n - ^ a i (1 = Px < p 2 < •••) ga k i ru v c h i  a. q o 's h i lu v c h i

i~Pn

h ad la rn in g  soni cheg a ra lan g an  b o i s in .  U ho lda  q a to r
/1=1

yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang.

Isboti. qatorning qismiy y ig lndilar ketma-ketligini {S^}

deb belgilaymiz. Unda

S nk =  a \ +  a 2 +  ••• +  ^ , - 1  +  « f t  +  +  ••• +  а р , - 1 + -  +  +

+ a p„+, +  • • • +  a k +  a M  +  -  +  -1 =  S k +  a M  +  ■ ■■ +  a p>„t , -1 >

( A  A +1 ~ D ,  

bu yerda qatorning qismiy yig‘indilari ketma-ketligi.
n=\

a) sh a r tg a k o ‘ra n — da an —>0 ham da{at+1 +...ap |4 } = {cA} 

ketma-ketlik;
d) shartga asosan chegaralangan bolganlig i uchun ,  A —> со da 

c* —> 0 . Shuning uchun = b o iad i .  Demak, berilgan

qator yaqinlashuvchi b o iad i .
n=1

4.15- misol. Ushbu

a, +Oj +... +  ай _, - e ft + +••• (4.6)

q a t o r  b i l a n  £ ( - 1 ) " X  f l . - l  =  P i  < A  <  • •■)  <4 - 7 '
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q a to r  bir  vaq td a  yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo'l ishini 
isbotlang.

Isboti. a) (4.6) q a to r  yaqinlashuvchi bo 'lsin . U holda uning 
istalgan qismiy yig 'indilar ketma-ketligi yaqinlashuvchi bo'ladi. 
Jumladan, (4.7) qatorning

{хнг[ТЛ=вд 
[*=> i )\ 

qismiy yig'indilar ketma-ketligi ham yaqinlashuvchi bo'ladi. Bundan
(4.7) qatorning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi.

b) (4.7) qa tor  yaqinlashuvchi bo'lsin. U holda qator yaqinla-
‘= /V  I ->

shishining zaruriy shartiga asosan, An = ^  a, —> 0 . Bu yerdan a.
<=Pn

m u s b a t  b o 'lg a n l ig in i  e ’t ib o r g a  o lg a n d a ,  4 .11- m iso lg a  
asosan ,a t+, Jt... + ap̂ _ l yig'indi ham nolga intiladi va

= J ™ 5 ,

o'rinli bo'ladi. Bundan (4.6) qatorning yaqinlashuvchi bo'lishi kelib 
chiqadi.

V  ИГ4.16- misol. У. q a to r  yig 'indisining In2 ga tengligini
n=I ^

bilgan holda 1-  - +  1 1 qatorning avvalo ketma-ket p ta
2 3 4 5

musbat va q ta manfiy hadlarini, so 'ngra  yana p  ta musbat va q ta 
manfiy hadlarini joylashtiramiz va hokazo. Natijada hosil bo'lgan

I— \
qatorning yig'indisi ln P ga tengligini isbotlang.

Isboti. Berilgan qatorning hadlarini shartda aytilgandek guruhlab 
quyidagi qatorni tuzamiz:

, 1 1  1 1 1  1 1  1
1+ + + .. .+  -------- -  - . . . -  + + + .. .+

3 5 2 p - l  2 4 2q 2 p  + \ 2 p  + 3
1 1 1  1 (4.8)+ — — — +... .

4 / ? - l  -2 q  + 2 2q + 4 4 q
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(4.8) qatorning hadlaridan quyidagi qatorni tuzamiz:

r ,  i i I I ( i i n
l +  + + . . . + — + + . . . +

3 5 2 p - \
V r

2 4 2q
V 1 / (4.9)

+ + ... +
2/7 + 1 2 p  + 3 A p - \

1 1 1
+ + ... +

2q + 2 2q + A 4 q

Agar (4.9) qa tor  yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda 4.12- misolga 
asosan (4.8) qatorning yigindisi (4.9) qator yig'indisiga teng bo'ladi. 
Ushbu

У  (  ̂  ̂ + +
П  2 { n - \ ) p  + \ 2 ( n - \ ) p  + 3 

+ 1 1 _  1 1 ) (4Л0) 
2/7/;-1  2(/7-l)cy  +  2 2 ( /7 - l ) c /  + 4 2 nq

qato rn i  qaraymiz. (4.10) q a to r  (4.9) q a to r  hadlarin i ikk itadan  
g u ru h la s h  n a t i ja s id a  tu z i lg a n .  A g a r  (4 .10) q a to r n in g  
yaqinlashuvchiligini ko 'rsatsak va yig'indisini topsak, u holda 4.11- 
misolga asosan (4.9) qator ham yaqinlashuvchi bo'lib, uning yig'indisi 
(4.10) qatorning yig'indisiga teng bo'ladi.

a) p  > q bo'lsin. U holda (4.10) ning qismiy yig'indisi

1 1 1  1
(4.11)S.. = 1

1 1 1
+ — + ...— + + + ...+

2 3 4 2nq 2nq + \ 2nq + 3 2 n p - \
ko'rinishda bo'ladi. (4.11) ifodaga

1 1  1 1
+  + . . .  +  —

2nq + 2 2nq + 4 2 np 2
1 1 1 

+ + .. .+  
nq + 1 nq + 2 np

yig'indini ham qo'shib, ham ayiramiz va

1 1 1 m
+ + . . . .+  — In + £

■ 1 i ^  ^  m + 1 m + 2 n n

asimptotik formuladan foydalanib, (4 .11) dan

E - ^ 0 Лmn
/ и  — > OO



Г 1 v H ) " " 'tenglikn i hosil q ilamiz, b u n d a  (С 2лр|  ke tm a-ke tl ik
n= \ П

yaqinlashuvchi qatorning juft qismiy yig'indilar ketma-ketligidir. 
Shunday qilib, (4.12) dan

5 =  lim S  = l n 2 + 1 l n ^ = l n
n — > °o  "  2  q

ni hosil qilamiz.

b) p < q  bo 'lgan holni ham xuddi yuqoridagidek isbot qilish 
mumkin.

Xususiy holda, agar p  = 2, q = 1 bo'lsa, u holda

, 1 1 1 ! 1 3 .  _
1+ — + + — + .....— ln 2,

3 2 5 7 4 2

agar p  = \,q  = 2 bo'lsa, u holda: 

bo'ladi.
„  ( _ ! ) * + !

4.17-misol. 2 j  г  shartli yaqinlashuvchi qator  hadlarining
n=i

o'rinlarini shunday almashtiringki, natijada hosil bo 'lgan  qator  
uzoqlashuvchi bo'lsin.

Yechilishi. Berilgan qatorning hadlarini guruhlab quyidagi qatorni 
tuzamiz:

1 1 1 1 1 1  
+ - i = +

7 з  V5 V2 Ы 7  7 9  V n  V4

1 1 1 _ 1
л /би -5  \]bn — 3 у /б п - \  y fb i

+

+ . . . = 2 -2<vл/б/; —5 л /б /г -3  л/би —1 \l2n  

Bu qatorning uzoqlashuvchi ekanligini ko'rsatamiz:

= 1 + 1 + 1 _ 1 > 2 > 1 > 0 
у/бп — 5 л/би —3 л/би —1 V2« л/би-1 \[2n 

tengsizlik o'rinli. Bu tengsizlikka asosan,
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а.. —
1 1 1

. +  ^ = =  +  -
1 1

>
л/б~п-Ъ  V  6п — 3 л /б /г -1  л/2и л/блг — 5

• V  1deb yozish mumkin. Ravshanki, J  qa tor  uzoqlashuvchi. U

holda, 3.3-taqqoslash teoremasiga asosan, X a" qator uzoqlashuvchi
« = 1

b o iad i .

Mustaqil yechish uchun misollar

Qatorlarning absolut yaqinlashuvchiligini isbotlang.

“ •2 - V r ' l r i fn=i ne »=i L

4 .3 .  £ ( - 1 ) "  In 1 +  s in 2 — 1. 4 . 4 . £ ( - l )" V n a rc tg  + 1и3+2
Я-1) „1 00

»=| (2n) 3 + -
v n j

sin
nn

4 .8 .
»=1 „3AT + s in -

4 . 9 . X
n  s in  -

- -  cos — 
n

cos nn

4 .1 0 . £  sin \  ■ 4 1 1 - X  и 3 sin л е  . 4 .1 2  X 2''sin 1
„=i 2" „ . n=i 3"

4 .1 3 . Х Н У
1 1

arctg r  -  arcsin r  
yjn \Jn

sin л
-sin

/  . \ \  
Sin AZ
зГТ
vw / /V у  у

4 .1 5 . X
( - i f  In2n

2"
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Ishorasi almashinuvchi qatorlarni absolut, shartli yaqinlashishga 
yoki uzoqlashishga tekshiring.

4.1*. 2 Н Г 3^ 2 . 4 . 1 9 . 2 Н ) - ' ^
n=2 j r i - t - z  л=1 2 "

4 . 2 0 .  £ ( - ! ) •  ' A T T “ ' / ^ . 4 . 2 1 . i ( - l ) -

4 . 2 2 . S ( - l ) ' « - * . 4 . 2 3 .  £ ( - l ) '  '
«=i n=2 n m  n

(2« ) |!

(2/7-1)!!

2 +
. 4 .2 5 .X  (“ O" Vnsin4-24. X ( ~ l )

я=1 П л=2

4 . 2 6 .  X  J  ?  y ,  . 4 . 2 7 .  X  ( “ '1 )"  ‘ 8  V  .
"= '3 + ( - 1 )  t f  4yfn

Qatorlarni Dirixle va Abel alomatlari bo^yicha yaqinlashishga 
tekshiring.

/ . \n Sin /7 ж ч
4.30. X ( - 0  . 4 . 3 1 . Xn

К / Гsin их „ „ cos------
a  ’ a  >  0  . 4 . 3 2 .  Y  /7 +  1 

Я 1 2S  In n

4 . 3 3 .  £

4 . 3 5 .  X

sin n sin/; 
n

(

Z s in /7 a  I
^  / / N4cos 
„=1 In (In (« + 2 ) )  n ■

V

1 i 11+ + . . .+
2 n

sin nx 
n
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Q atorla rn i  yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang va ularning 
yig‘indisini toping:

, 3 5 7 1 1 1 1 1
4 .3 6 . 1 - - + - - - + . . . .  4 .3 7 .1 +  -  +  +  -  + .. .  •

2 4 8 2 4 8 16 32
, 1 1 1 1 1

4 .3 8 . 1 - ,  +
2 3 4 5 6

A HQ . 1 1 1 1 1 1 1 1 1 14 . 3 9 . 1 - --------- - +  ---------------  -  -  +
2 4 6 8 3 10 12 14 16 5

ААП , 1 1 1 1 1 1 1 14 .4 0 . 1+  + -------------------+  - +  +  - . . . .
2 3 4 5 6 7 8 9

4.41. £ yaqinlashuvchi qatorning hadlarini shunday
,,=i y j n

almashtiringki, hosil b o ig a n  qator uzoqlashuvchi bo is in .

Qatorlarni yaqinlashishga tekshiring.
14.42. JL-J-+ 1 1 1 _

F  2“ У  4" 5P 6q
1,  1 1 1 1  

4.43 1 ------------- 1------1-------------  ̂ .
У  2P 5P 7p 4P

, 1 1 1 1 1 1  1 1
4.44.1 + “  — I------ 1- ------ + — +... .

Зр \p 5P T  У  9P l l p 5P
, 2 1  1 2 1  1 2 1

4.45. 1— - + H-------------1------ Ь — + +•••
2q У  4P 5q 6P l p 8’ 9P

\ n + 2 к
4.46. X H )  r=r-^ arctg r -  

n=i yin + 4 yin

/ \n cos 2n 
4.47. X (_1) Г • 4 .4 8 .X

»=i V«

• П П  Г Г1

^ . 4  
n=2 In И t t  np

4.50. £ НУlln
4.51. X sismw

4.52. Х Н Г
(2n - l ) ! !  

(2 и)!!
sin n

4.53. X r
„=1 y i n  +  S i n n
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4.16. Absolut yaqinlashuvchi. 4.17. Shartli yaqinlashuvchi. 4.18. 
Shartli yaqinlashuvchi. 4.19. Absolut yaqinlashuvchi. 4.20. Shartli 
yaqinlashuvchi. 4.21. Uzoqlashuvchi. 4.22. Absolut yaqinlashuvchi. 
4.23. Absolut yaqinlashuvchi. 4.24. Uzoqlashuvchi. 4.25. Shartli 
y aq in la sh u v ch i .  4.26. A b so lu t  y aq in la sh u v ch i .  4.27. S hart l i  
yaqinlashuvchi. 4.28. Uzoqlashuvchi. 4.29. Absolut yaqinlashuvchi.
4.30. Yaqinlashuvchi. 4.31. V xe R  lar uchun yaqinlashuvchi. 4.32. 

Y a q in la sh u v c h i .  4 .33. Y a q in la sh u v c h i .  4.34. V a  la r  u ch u n

2 10
yaqinlashuvchi. 4.35. Yaqinlashuvchi. 4.36. ^ . 4.37. . 4.38. ln 2

4.39. 0. 4.40. ln 2. 4.42. p  > 1, q > 1 da  a b so lu t  y a q in la sh u v -  

c h i ,0 <  p  = q = \ da shartli yaqinlashuvchi. 4.43. p  > 1 da absolut 

yaqin lashuvchi, p  =  1 da shartli  yaq in lashuvchi.  4.44. p > \  da 

a b s o lu t  y a q in la s h u v c h i ,  p  = 1 da  s h a r t l i  y a q in la s h u v c h i .

4.45. p  > 1, q > 1 da absolut yaqinlashuvchi, 0 < p  = q < 1 da shartli 
yaqinlashuvchi. 4.46. Yaqinlashuvchi. 4.47. Yaqinlashuvchi. 4.48. 
Shartli  yaqinlashuvchi. 4.49. p  > I da ab so lu t  yaq inlashuvchi,

9 < P ^  1 da esa shartli yaqinlashuvchi. 4.50. Uzoqlashuvchi. 4.51.

Uzoqlashuvchi. 4.52. p  > 2 da absolut yaqinlashuvchi, 0 < p  < 2 da 
shartli yaqinlashuvchi. 4.53. Uzoqlashuvchi.

Misollarning javoblari
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II BOB

F U N K S IO N A L  K E T M A -K E T L IK L A R  
V A  Q A T O R L A R

5- §. Funksional ketma-ketliklar, funksional qatorlar 
va ularning yaqinlashuvchiligi

5.1. Funksional ketma-ketliklar va ularning yaqinlashuvchiligi.
Elementlari biror X  a  R to 'p lam da aniqlangan

f ( x ) , f 2(x ) , . . . , fn(x),... (5.1)
funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo'lsin. Bu ketma-ketlik funksional 

ke tm a -ke tlik  deb a ta lad i va q is q a c h a {/,(*)} kabi belgilanadi.

U mumiy h o ld a {f„(x)} ketma-ketlik turli hadlarining aniqlanish 
sohasi, umuman aytganda, turlicha bo'lishi ham mumkin. Biz bu 
yerda X sifatida shu sohalarning umumiy qismini olamiz. (5.1) ketma-

ketlikdagi f„{x) funksiya shu ketma-ketlikning umumiy hadi deyiladi.

X  to ‘p lam danx0 (x0 e  X )  nuqtani olib va (5.1) ketma-ketlik har bir 
hadining shu nuqtadagi qiymatini hisoblab, natijada

f \ ( * 0  ) ’ )> •• • ’ f n  C * 0  ) > • "

sonli ketma-ketlikni hosil qilamiz.

5.1- ta’rif. A gar {/„(x0)} sonli ketma-ketlik  yaqinlashuvchi

(uzoqlashuvchi) bo'lsa, {/„(*)} funksional ketma-ketlik x 0 nuqtada 

yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi.

5.2- ta’rif. Agar {/„(x)} funksional ketma-ketlik X  to 'p lamning 

h a r  bir nuq tas ida  yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo 'lsa ,  u X  
to 'p lam da  yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi.

5.1- eslatma {/„(x)} funksional ketma-ketlikning yaqinlashish

sohasi {/„(x)} funksional ketma-ketlikning aniqlanish sohasiga teng, 
yoki uning bir qismi, yoki bo 'sh  to 'p lam  ham bo'lishi mumkin.

Farazqilaylik, {/„(x)} funksional ketma-ketlik X < z R  to 'plamda 

yaqinlashuvchi bo'lsin. U holda Vx() e  X  uchun unga mos kelgan
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/ 1 (*0 )’/2 (*0 Xi (•'ч))’--' 
ketma-ketlik chekli limitga ega bo'ladi, y a ’ni

| ' т /„ ( х 0) = / ( х 0)

A gar X  to 'p la m d a n  olingan har  bir .v ga, unga mos kelgan 

f \ ( x ) , f 2( x ) , . . . ketm a-k e t l ik n in g  limitini mos q o 'y sa k ,  
y a ’ni

deb olsak, unda X  to 'p lam da aniqlangan biror f(x )  funksiya hosil 
bo 'lad i.  / ( л) fu n k s iy a{/„(*)} funksional ke tm a-ketlikning lim it 
funksiyasi deb ataladi va uni

kabi yozamiz yoki, qisqacha, / „ (* ) - > / ( * „ )  deb belgilaymiz. (5.2) 

ni " e "  tilida quyidagicha ham yozish mumkin:

V e > 0  3«0 = n0(e ,x )  V n > n 0, V xe  X  => \f„ (x )~  f ( x ) \< e .

funksiyasini toping.

Yechilishi. Berilgan ketma-ketlikning ham m a h ad la r iX  = Л da 
aniqlangan. Shuning uchun bu ketma-ketlikning aniqlanish sohasi

f : x - >  lim f n(x)
n—> 00

lim /„ (* )  = f i x )  ( x e  X )
/ I—»oo

(5.2)

funksional ketma-ketlikning limit

ft2 + 1
X ~ R  d an  ib o ra t .  U m u m iy  had i /„(■*)= 2 2 • Endi limit

1 + -V
lim /„(x )  = lim n

Demak, berilgan funksional ketma-ketlikning limit

/i2 + l  R
funksiyasi f ( x )  = \ bo 'ladi, y a ’ni 2 2 ~>1-

n + x
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5 .2 -misol. {/„(*)} = \n~ sin 2 |  funksional ketma-ketlikning
I n x )

yaqinlashish sohasi va limit funksiyasini toping.
Y echilishi. B erilgan k e tm a-k e tlik n in g  ham m a h ad lari 

(-oo;0)u(0;+°°) to 'p lam d a aniqlangan. Bu ketm a-ketlikning

um um iy hadi /„(*) = sin 2 . L im it funksiyan i topam iz: 

Vxe (^°;0)u(0;+°°) lar uchun

1
Sin 2 1 1 

l im /n(x) = lim----= _ .
n—>°° n — 1 JC JC

x n 2

Demak, berilgan funksional ketma-ketlik (-°о;0)и(0;-н*>) da

1
yaqinlashuvchi, uning limit funksiyasi ga teng:

n2 sin ! > 1 .
n x  X

5.3- m isol.{/„(x)} ={x" + 3x"+1} (/7 = 1,2,...) funksional ketma- 

ketlikning yaqinlashish sohasi va limit funksiyasini toping.

Yechilishi. Berilgan |x" +3x"+1j  ketma-ketlikning hamma hadlari

(_oo;+oo) da an iq langan . Bu ketm a-ketlikn ing  um um iy hadi

/„(x) = x"+  3x"+ . Ketma-ketlikning yaqinlashish sohasini topish 
uchun quyidagi hollarni qaraymiz:

a) V xe (1;+°°) da l im /n(x) = lim(x" +3xn+1) = +°°
П— П—*оо

b) Vxe (—1; 1)da lim /„(x) = lim(x"+3x"+1) = 0 ;
7 4 5 /  л-»со n-> oo

d ) x = Id a  I™ /„ (1) = Пт(1" + 3 Г+|) = 4 ;
n—*°° n—*°°

e)  Vxe (-° ° ;- l]  b o 'lg an d a  esa berilgan funksional ketm a- 
ketlikning limiti mavjud emas.
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f i x )  =

Shunday qilib, { /„ (x )}  = {x" +  3x"+l} funksion al ketm a-k etlikn ing  

yaq in lash ish  sohasi .V =  (—1; 1] b o 'lib , lim it funksiyasi esa

[О, -1 < x < 1  bo'lganda
[4 , x  = 1 bo'lganda

b o 'lad i. Bu yerda fu n k sion a l k etm a-k etlik n in g  yaq in lash ish  sohasi 
aniq lan ish  soh asin in g  qism i b o 'la d i, ya 'n i ( - 1; l]c = (^ ° , + ° o ) .

5 .4 - m isol. {/„(*)} = { c o s их} fu n k s io n a l  k e t m a - k e t l ik n in g  
yaq in lash ish  soh asi va lim it funksiyasin i top ing .

Yechilishi. Berilgan {coshjc} k etm a-k etlik n in g  ham m a hadlari 
(-o o 5 +  oo) da an iq langan  b o 'lib , bu ketm a-ketlik  lim it fu nksiyaga  
ega em as.

D em ak , { /„ (* )}  =  {coshx} k etm a-k etlik n in g  yaq in lash ish  sohasi 
b o 'sh  to 'p lam d an  iborat.

5 .5 - m isol. {./„(-Y)} = v n 5 +
4 x Лn e

n + e
f u n k s io n a l  k e tm a -

ketlik n ing  X  =  [0;+°o) oraliqda lim it funksiyasin i top ing.

Yechilishi. { /„ (* )}  funksional ketm a-ketlikni quyidagi ko'rinishda  

yozam iz:

/„ ( x )  =  ln 5  +  ln 1 +
4 xn e

5 (n6 + e 3x)

t —> 0 da ln(l + 1) ~ t, u h o ld a  n ->  oo da

/ „ ( x ) ~ l n 5  +
4 xn e

In 5 +
5(n°+e,x) 5n2

Bu yerdan [0;+°°) da lim it funk siyan i topam iz:

g„ix)-

l im g „ (x )  =  limlim
e

5 n2\
2 2

I n  X

| l  +  r t V

+ ln5 =  ln 5  =  / ( x )

5.6- misol. {f„ix ))

X  =  (-oo;+oo) oraliqda lim it funksiyasin i top in g

62

fu n k s io n a l k e tm a -k e tlik n in g



Yechilishi. Agarx Ф 0 bo‘lsa, u holda

У12 Y2 n2X2 1 
! / „ « '=  . 4- 4 < 4 4 = 2 -2 - ^ 0

1 + x  n X n X n

b o ia d i ,  x =  0 b o ig a n  h o ld a  esa barcha n e  N  lar uchun f n(x) = 0

b o ia d i .  D em ak , (-° ° ;+ °° )  da lim it f u n k s iy a / ( x )  =  0 b o ia d i .
5.2. Funksional qatorlar va ularning yaqinlashuvchiligi. Biror X

( X c R  ) to 'p la m d a  m,(x), u2(x ),..., m„(x),... fu n k s iy a la r  k e tm a -  

ketlig i berilgan bo 'lsin .
5.3- ta’rif. Ushbu

ul(x) + u2(x)  + ... + un(x) + ...

ifod a  funksional qator d ey ilad i va u X иЛх ) kab i belgilanadi:

ul(x) + u2(x) + ... + un(x) + ... = ' ^ u ii( x ) . (5 .3 )
n=1

B unda ul(x),u2(x),... ,un(x),... lar q atorn in g  hadlari, u j x )  esa  

fu n k s io n a l q a to rn in g  umumiy hadi  deb  a ta la d i. (5 .3 ) fu n k sio n a l 
qatorn in g  hadlaridan tuzilgan  ushbu

St (x) = ul(x)

S2(x) = u](x) + u2(x)

(5.4)
Sn(x) = ut(x) + u2(x) + ...+ un(x)

yig'indilar ketma-ketligi (5.3) funksional qatorning qismiy yig'indilari 
ketma-ketligi deyiladi va u {S„(x)} kabi belgilanadi.

5.2-eslatma. ^ u„(x ) funksional qator turli hadlarining aniqlanish
/1=1

sohalari (to'plamlari), umuman aytganda, turlicha bo'ladi. Biz bu 
yerda X  to'plam sifatida shu sohalarning umumiy qismini tushunamiz. 

X  to 'plam dan xQ(x0 e  X )  nuqtani olib va (5.3) funksional qator

har bir un(x) (n  = 1,2 ,...) hadlarin ing shu nuqtadagi qiym atini 
hisoblab, ushbu sonli qatorni hosil qilamiz:
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Х м Д х ^  = и,(х0) + М *о) + "- + Ч,(*о) + ---. (5.5)
/1=1

5.4- ta’rif. Agar (5.5) sonli qator yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) 
b o ‘lsa, (5.3) fu n k sio n al q a to r  x 0 nuqtada yaqinlashuvchi  
(uzoqlashuvchi) deyiladi.

5.5- ta’rif. Agar (5.3) funksional qator X  to ‘plamning har bir 
nuqtasida yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo isa , (5.3) funksional 
qator X  to ‘plamda yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi.

Faraz qilaylik, (5.3) funksional qator A4o‘plamda yaqinlashuvchi

b o is in . U holdaV.v0e X  uchun unga mos kelgan (5.5) qato r 
yaqinlashuvchi boiadi va uning yig‘indisi biror Sn songa teng boiadi. 

Agar X  to ‘plamdan olingan har bir .v ga

X M«(*) = Mi (*) + «:(*) + •■• + «„(*) + •••
n=\

qatorning unga mos yig'indisini mos qo’ysak, u holda X  to’plamda 

aniqlangan biror S(x)  funksiya hosil bo‘ladi. BuS/.vJ funksiya X  иЛ х )
/7 =  1

funksional qatorning y i g ‘indisi deyiladi va u S(x) = ^ и п(х) kabi
/1 =  1

yoziladi.
Sonli qatorlarning yaqinlashish (uzoqlashish) ta'rifiga asosan, 

funksional qatorning x0 nuqtadagi yaqinlashish (uzoqlashish) ta ’rifini 
quyidagicha ham berish mumkin.

5.6- ta’rif. Agar n — da (5.4) funksional ketma-ketlik .v0 nuqtada 
yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) b o isa , (5.3) funksional qator x0 
nuqtada yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi.

Agar и —>oo da{Sn(.v)} funksional ketma-ketlik X  to'plamda S(x)

limit funksiyaga ega, ya’ni 1 |т 5 я(дс) = 5(дс) b o isa , S ( x )  funksiya
(5.3) qatorning yig 'indisi deyiladi.

5.7- ta’rif Agar

X  иЛ х ) = UM )  + u2(x) + ...+  u j x )  + ... (5.6)
/1 =  1

funksional qator x=x0 nuqtada yaqinlashuvchi boisa, (5.3) funksional 
qator x0 nuqtada absolut yaqinlashuvchi deyiladi.

5.8- ta’rif. Agar X  to 'plam ning har bir nuqtasida (5.6) qator 
yaqinlashuvchi bo isa , (5.3) funksional qator X  to ’plamda absolut 
yaqinlashuvchi deb ataladi.
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Agar x=xg nuqtada (5.6) qator uzoqlashuvchi bo'lib, (5.3) qator 
yaqinlashuvchi bo'lsa, (5.3) qator x=xg nuqtada shartli yaqinlashuvchi 
deyiladi.

(5.3) va (5.6) qatorlar yaqinlashadigan nuqtalar to'plam i mos 
ravishda (5.3) qatorning yaqinlashish va absolut yaqinlashish sohasi 
deyiladi.

5.3- eslatma. Berilgan (5.3) funksional qatorning yaqinlashish 
va absolut yaqinlashish sohasini topishda sonli qatorlar mavzusida 
k o 'rib  o 'tilgan Dalam ber va Koshi alom atlaridan foydalanish 
mumkin.

5.6-misol. Ushbu funksional qatorningX  = (0;-H>°) da yig'indisini 
toping:

Y  nx
“ f (l + x)(l + 2 x)---(l + n x ) '

Yechilishi. 1.2- teoremaga ko 'ra  funksional qatorning umumiy 
hadini quyidagi ko'rinishda ifodalaymiz:

nx
и Ax) = =

(l + x)(l + 2 x)---(l + rcx)
1 _ 1 

(1 + х )(1 + 2 х ) - ( 1  + ( и - 1)х) (1 + х )(1 + 2 х ) - - ( 1  + ( и - 1)х )(1 + их)

U holda funksional qatorning n- qismiy yig'indisi

S„(x) = l ------  ПХ
(1 + x)(l + 2 x) • • • (1 + nx)

bo'ladi. Endi и - > «  da limitga o'tamiz:

limSB(x) = lim : 1 .

(1 + x)(l + 2 x) • • • (1 + их)
Demak, berilgan funksional qatorning yig'indisi S ( x ) - \  bo'ladi.

5.7- misol. funksional qatorning yaqinlashish sohasi
f ! = 0

va yig'indisini toping.
Yechilishi. Berilgan funksional qatorning n- qismiy yig'indisini 

topamiz:
Sn(x) = l —x + ( l - x ) x  + .---+ (l-x)x" =

= 1 - x + x — x2 ч-----vx" — x ”+1 = 1 - x"+1
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Q atorning yaqinlashish sohasi va yig'indisini topish uchun 
quyidagi hollarni qaraymiz:

a)  agar x e  (—1; 1) bo 'lsa ,S(x) = lim Sn(x) = 1 bo'ladi;

b) agar л - 1 bo'lsa, 5(х) = lim Sn(x) = 0 bo'ladi;
n - >  oo

d)agar x e  (l;+ o o ) bo'lsa,S(x) = lim Sn(x) = -°°  bo'ladi;
П — >oo

e) agar x e  (—°o;-l] bo'lsa, u holda S J x )  ketma-ketlik limitga 
ega emas.

Shunday qilib, berilgan funksional qatorn ing  yaqinlashish 
sohasi X  = (-1; 1] to 'plam dan iborat, yig'indisi esa

[0 , x = l bo'lganda,
[1, x e ( - l ; l )  bo'lganda

5.8- misol. Funksional qatorning (shartli va absolut) yaqinlashish 
sohasini toping:

S(x) =

1

£ Гn=1 \ n

^ 2 x - l v  
x - 1

(5.7)

Yechilishi. Berilgan qatorning absolut va shartli yaqinlashish 
sohalarini topish uchun (5.7) qator hadlarining absolut qiymatlaridan 
tuzilgan ushbu

1

£ гn=1 V ft
(5.8)

qatorga Dalamber alomatini qo'llaymiz, bunda л ni parametr deb 
hisoblaymiz. Ravshanki,

un (x) =
1 2 x —1 

x — 1

Y

D J x )  =

« » iW  =
1

y jn  +  1

2 x —1 

x — 1

ЧИ+1

bo'lib,

untM )  _ 4n  2 x - 1  

m„(x ) j sfn+11 x — 1 

bo'ladi. n —> oo da D J x )  ifodaning limitini topamiz:

2 x — 1
limD„(x) =
n—>°°

6 6

X — 1



M a’lumki, 2x -1

x - l
< 1 bo‘lsa, (5.8) qator yaqinlashuvchi bo iad i.

u holda 5.8- t a ’rifga a s o s a n ,0 < x < ^  da (5.7) q a to r absolut
3

2x — 1yaqinlashuvchi bo iad i. > 1  b o isa , ya’ni (-°°;0 ) u
r 2 л 

;+ ° °
x - l

da esa, (5.8) qato r uzoqlashuvchi b o ia d i. Endi x=0 v a * - ^  

chegaraviy nuqtalarda (5.7) funksional qatorni yaqinlashishga

tekshiramiz.x=0 bo igandab izgam a’lum bolgan  г
/1 = 1 /1 = 1 V W

2
uzoqlashuvchi sonli qator hosil boiadi. x = bo iganda esa

„=l 1̂ 3 J „=1 V n 
sonli qator hosil b o ia d i. M a’lumki, Leybnis alom atiga k o ‘ra,

( - 1)"

^  4~n
absolut qiymatidan tuzilgan qator uzoqlashuvchi.

( /

2_, r- sonli qator shartli yaqinlashuvchi, chunki uning hadlarining

Shunday qilib, berilgan (5.7) funksional qator (0; —) da absolut

2 2 
yaqinlashuvchi, (-°°;0 ] u ( ^  ;+°°) da uzoqlashuvchi, x = dashartli

yaqinlashuvchi. 0 ;: esa uning yaqinlashish sohasi boiadi.

5.9-misol. X
x(x + n) 

n
funksional qatorning (absolut va shartli)

yaqinlashish sohasini toping.
Yechilishi. Berilgan qatorning absolut va shartli yaqinlashish 

sohalarini topish uchun
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qatorga Koshi alomatini qollaymiz, bunda .v ni parametr deb olamiz.

Ravshanki, ua(x) =
x(x + n) 

n bo'lib.

K A X) = \ ] “M )  =J
x( x + n )

=  X  1 +  ■

boiad i./; —>oo da K J x )  ifodaning limitini topamiz:

lim K n(x) = x .

M aium ki, x <1 boiganda, ya’ni (— 1; 1) da berilgan funksional

q a to r absolut yaqinlashuvchi, x > 1 da esa funksional qato r 
uzoqlashuvchi.

Endi x = l  va x = - \  bo lgan  hollarni qaraymiz.
Agar x=  1 bo isa, u holda

\ +  1 
/;2 «„0 ) = E  /1=1 /1=1

sonli qator uzoqlashuvchi bo iad i, chunki qator yaqinlashishining 
zaruriy sharti bajarilmaydi, ya'ni

1 1+
n

lim an = lim 

Agar.v=-1 bo isa , u holda

1-

ish o ra s i a lm ash in u v ch i q a to r  hosil b o i a d i .  Bu q a to r  
uzoqlashuvchi, chunki Leybnis alom atin ing  lim an = 0  sharti

П —»°o

bajarilm aydi, ya’ni



D em ak, berilgan  fu n k sio n a l q a to r  (— 1; 1) da ab so lu t 
yaqinlashuvchi.

~ Xny n
5.10- misol. У  n~~n ( * > 0,>’> 0) funksional qatorn ing

n=1 X + у
(absolut va shartli) yaqinlashish sohasini toping.

Yechilishi. B erilgan fu nksional q a to rn in g  um um iy hadi
x"y"

U„(x,y)= . Bu qatorga D alam ber alom atini q o llay m iz
x + y

(bunda x  va у  ni parametrlar deb hisoblaymiz):

Demak, 0 < m in (x ,y )< l  b o ‘lsa, u holda funksional qato r 
chizmadagi shtrixlangan sohada absolut yaqinlashuvchi bo iad i, 

min(x,>’) > 1 sohada esa uzoqlashuvchi bo iad i.

Mustaqil yechish uchun misollar

X  to ‘plam da {/„(x)} funksional ketm a-ketliklarning limit 
funksiyasi f ( x )n i toping.

0

y,  x > у  > 0  boiganda, 
x, 0  < x < v boiganda.



5-3- f n(x ) = x " — 4х"+3 + 3х”+4, Х  = [0;1].

5.4. f„(x) = x 4 cos —  , J f  = (0;+oo) 
хп

5 -6 - / ,( * )  = л(х; -1),ЛГ=[1;3].

5.7. f„(x) = n2x2 sin 4 - ,  A' = (-oo;+»o). 
n

5-8. /„(x) = Vx" + l, X = [0 ;2 ], 5 .9 . / п(х) = е ' “ 4

5.10. / л(х) = е“<*_',)2,Х  = [-2;2],
/„ М  = «[1п(х + л ) - 1п/г], Ar = [l;-foo).

5.12. y^(x) = /?sin * , Jf = [0 ;-H>°). 
n

J  1+x" +
/  2 Y X

V 2V /
, X  = [0 ;+oo).

5.14. / „ ( x ) = ln7 , ^  = tl;+oo).
nx
2

5.15. f n( x ) ~  arctgwx, X  = ( -o o ;+ o o ).
n

5 -1 6 - /„(-*■) =xarctg/ur, Ar =  (0 ;+°o).

5.17. f„(x) = n X + -  -  \[x

,  , . arctg/rx
5.18. / ,W =  г7 - т Д  = К Н .

л/й1" + x z

5.19. /„(*) = ln
'  2 1 л x‘ + , Ar =[l;+oo).

5-20- / я(х) = ^ а х , Х  = [0;я].

, X  = [l;+oo).
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Funksional qato rlarn ing  (absolut va shartli) yaqinlashish 
sohalarini toping.

V 11 л V  ' v 1 1 • 3 ■' • (2w — 1)5 .2 1 .1 m  x. 5.22 5.23. £
/

Я=1 n
2x

1 + JC2

5.24. X
at sin nx 

1 + n4 

sin nx

(q > Q’O < x < л)  t 5.25. ^ л"tg
«=1 2

X snitt.v  п+1 1 т р  , ixn-i*!
2- . 5 . 2 7 .  X  ( - 0  Int . 5.28. X ( _1>n

tg”x
5.29.X 2 "sin . 5 .3 0 .X  2y, • 5.31. X

n=l J Л=1 Я=1 П

5.32. X
ln(l + x")

, ( v > 0). 5.33. X  * „ (У -  °)- 
t l n + y "

5.34.X v lx '": + У" ' 5-35- Ь & П(х + У).n=i n=i

s ^ | ( , V i ) . " . ' < , + . ) -  5 -3 7 - | i « - '  5 J 8 - ^
5 .3 9 .X

/ _ \" nx
COS

V ”  J

5.40. X e smnx.

Misollarning javoblari

5.1. Д х)=0.5.2. Дх)=1.5.3. Дх)=0. 5.4. / ( x )  = x4. 5.5. / ( * )  = x 

5.6./ ( x )  = lnx. 5.7.J[x)=x3.

[l, 0 < x  < 1 bo‘lganda,
[x, 1 < x < 2  bo'lganda.

5.9. Дх)=0. 5.10. Дл)=0. 5.11. Дх)=х.

5.8. / О )  =

5.12./ ( x )  = Vx. 5.13. / ( * )  =

1, 0 < x  < 1 b o ' l g a n d a  ,

x,  1 < x < 2 b o ' l g a n d a  .

x2
— , x > 2 b o ' l g a n d a .
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5.14. /(.y)-0. 5.15. f ( x )  = sgnx . 5.16. f { x )

5.17. / ( x )  = ^ = .  5.18. /(.v)=0. 5.19. f ( x )  = \nx2.

5.20 . / ( * )  = 5.21. ( ,^) — absolut

yaqinlashuvchi. 5.22. (1,+°°) — absolut yaqinlashuvchi. 5.23. x *  1 

— absolut yaqinlashuvchi; x = - l  — shartli yaqinlashuvchi. 5.24. 
q >  p  + \ — ab so lu t y aq in lashuvch i; p  < q < p + \  — sh artli 
yaqinlashuvchi. 5.25. (-2;2) — absolut yaqinlashuvchi.
5.26.(-°o,+oo) — absolut yaqinlashuvchi. 5.27. (e;+°°) — absolut 

yaqinlashuvchi;(l;e] — shartli yaqinlashuvchi. 5.28. (i;+°°) -  

absolut yaqinlashuvchi, (0; 1] — shartli yaqinlashuvchi. 5.29. 

(_oo;+oo) — absolut yaqinlashuvchi. 5.30. (^» ;l)u (3 ;+ °°) —

7Г
absolut yaqinlashuvchi. 5.31. \ х - к к \ <  - — absolut yaqinlashuvchi; 

к  i
x - - ^ + n k  — sh a rtli yaq in lash u v ch i, k e Z .  5.32.

0  <  X  <  1, — OO <  у  <  oo

yaqinlashuvchi. 5.34. max( х,, у ) < 1 — absolut yaqinlashuvchi.

ab so lu t y aq in lashuvch i. 5.37. (-°o ;-l)u (l;+ °o ) — abso lu t

x = 1, у  > 1 
x > 1, у  > 2

absolut yaqinlashuvchi. 5.33.

sh a rtli yaq in lash u v ch i.
x < 1, 0  < v < +°°

x > 1, у  > x ab so lu t

5.35. x - k n  < , k e  Z  — absolut yaqinlashuvchi. 5.36.(l;+°o)
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yaqinlashuvchi. 5.38. (—1; 1) — absolut yaqinlashuvchi. 5.39. x ^O  
absolut yaqinlashuvchi. 5.40. i > 0 v a x  = - тск, k e  N  — absolut 

yaqinlashuvchi.

6-§. Funksional ketma-ketlik va qatorlarning 
tekis yaqinlashuvchiligi

6.1. Funksional ketma-ketliklarning tekis yaqinlashuvchiligi.
Ushbu

f \ { x ) , f 2(x), . . . , fn{x),... (6 . 1)
funksional ketma-ketlik X  ( X  с  R) to 'plam da yaqinlashuvchi va 
uning limit funksiyasi / (x) bo'lsin.

6.1- ta’rif. Agar Ve > 0  son olinganda ham shunday 3me e N  

nomer topilib, V/; > m va V xe X  lar uchun bir vaqtda

f , M ) -  f ( x )  < £

tengsizlik bajarilsa, {/„(jc)} funksional ketma-ketlik X  to'plam da 
f i x ) ga tekis yaqinlashadi deyiladi va u qisqacha

f S  f
kabi belgilanadi.

6.1- eslatma. 6 . l-ta ’rifdagi in natural son faqat e ga bog'liq bo'lib, 
x  larga bog'liq bo'lmaydi.

6 .2 - ta’rif. \ /m e N  olinganda ham ,3e„> 0 , 3 n > m  vax0 e ^  
mavjud bo'lib,

/„(*o  ) - / ( * „ )

tengsizlik bajarilsa, {/„(x)} funksional ketma-ketlik X  to'plam da
f ( x )  ga tekis yaqinlashmaydi deyiladi va u qisqacha

V
fn 1 /

kabi belgilanadi.
X  %

6 .3 -ta’rif. A g a r /„ (* )—»/0*0 bo'lib, lekin f„(x) 1 / (x )  bo'lsa, 

{./„(x )} ketma-ketlik X  da f ( x )  ga tekis yaqinlashmaydi (notekis 

yaqinlashadi) deyiladi.
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Xususiy holda, agar/„ (* ) -» / (* )  va 3£0 >0, Vme N  3 n > m

va 3xn e  X  f„ (xn) -  f ( x n) > e0 (6.2)

shart bajarilsa , {/„(*)} ketm a-ketlik  A" da f ( x )  ga tekis  
yaqinlashmaydi  deyiladi.

Tekis yaqinlashuvchi funksional ketm a-ketlik lar quyidagi 
xossalarga ega.

1- xossa. Agar {/„ (* )}  va {g„(*)} funksional ketma-ketliklar
X X

/„ I f ,  g„l g bo‘lsa, u holda {A/„(x) + /xg„(x)} (bundaX,/U -  

ixtiyoriy haqiqiy sonlar) funksional ketma-ketlik ham

Я • /„(x) + H-g n(x)I Я • f ( x )  + /л • g(x)

bo'ladi.

2- xossa. Agar {/,(x)} funksional ketma-ketlik /  (x)lX / (x )  

bo'lib, g fx j funksiya esa X  to 'plam da chegaralangan bo'lsa, ya’ni

3M  > 0: Vxe X 1 g(x) < M

bo'lsa, u holda {g(*)/„(-v)} ketma-ketlik ham g(x)fn(x)I g(x)f{x) 
bo'ladi.

6 .1 -teorema. (6.1) funksional ketma-ketlik X  to 'p lam da/f'x j ga 
tekis yaqinlashishi uchun

limsup / „ ( x ) - / ( x )  = 0  (6 .3 )
Х6Л-

shartning bajarilishi zarur va yetarli.
6.2- teorema. (6.1) funksional ketma-ketlik X  to 'plam da f ( x )  ga

tekis yaqinlashishi uchun shunday {a,} sonli ketma-ketlik (bunda 

lim an = 0 ) va shunday m nomer mavjud bo'lib, barcha n>m va
П —»oo

barcha xe. X  lar uchun

/ „ W - / W  <a„
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
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Г _ I u>JS nfx  I
6.1- misol. lA W /H  f funksional ketm a-ketlikning

X  = [0;+o°) to 'plam da tekis yaqinlashuvchi ekanligini ko'rsating. 
Yechilishi. Bu ketma-ketlikning limit funksiyasi

COS nyfx 
f  (x) = lim ---------- = 0П̂оо П

bo'lib, X  = [0;+°°) da yaqinlashuvchi bo'ladi.

Endi yaqinlashish xarakterini aniqlaymiz. Ve > 0 son olinganda

ham m = 1 deyilsa, unda barcha n>m va \ / x e  X  lar uchun 
e

№ ) - / w = |cos” ' c ^ ! = “ s " ' / r i < i <
n n n m + \

b o 'la d i. Y u q o rid ag i 6.1- t a ’rif  va 6.1- teo rem ag a k o 'r a ,

f г Л I COS«Vx I
--------- f ketm a-ketlik f ( x ) =  0  lim it funksiyaga tekis

X
yaqinlashadi: £2 ^ 1  0 .

n
6.2- misol. Ushbu funksional ketma-ketlikni X  = [0;+°°)da tekis 

yaqinlashuvchilikka tekshiring:

Yechilishi. {/„(*)} ketma-ketlikning limit funksiyasi

f i x )  = lim f i x )  =  lim arct§ " ^  = о
я_»~ n + yjx

bo'lib, u X  = [0 ;+°°) da yaqinlashuvchi bo'ladi.
Endi yaqinlashish xarakterini aniqlaymiz. Bizga m a’lumki, 

barcha n e  N  va Vxe X  lar uchun
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О < arctgп\[х < П , п + \[х > п

bo 'lad i. U h o ld a ,V e > 0  son olinganda ham m =

barcha n > m va Vx e X  lar uchun

arctg «л/х n 2
f A x ) ~ J ( x ) =  b r  < < < £ 

n + yjx 2 n n

deyilsa,

bo 'lad i. Y uqoridagi 6 .1 -ta’rifga asosan , n + yJ~ j

ketma-ketlik f ( x ) = 0  limit funksiyaga tekis yaqinlashadi:

arctg nVx x
I 0.

n + \jx

6 .3 - m isol. {/„(x)} = j^ jx +  - V x j  fu n k sio n al ketm a-

ketlikniA' = [0 ;+°°) da tekis yaqinlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. B archa x e X  va V/te  /V lar uchun

x + ‘ <
n

4~x 1■ + tengsizlik o'rinli bo'ladi. U holda

0 < * lx +  ’ - V x = У 
n

n ------Vx
n

fix + — + \ l x  
n

(\ f x + - j = ) 2 —Vx
\fn \fn

= a..

Demak, 6.2- teoremaga asosan, berilgan funksional ketma-ketlik 
[0 ;+°°) da f ( x ) - 0  limit funksiyaga tekis yaqinlashadi.
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6.4- m isol. { Л М } - ! , , 4 4 [ funksional ke tm a-ketlikn i [l + « x J

A' = [-1; 1] da tekis yaqinlashishga tekshiring.
Yechilishi. Bu ketma-ketlikning limit funksiyasi

Г
J (x) = iim 4 4 = 0

1 +  77 X

bolib , f  —> f  boiadi. Buyerda

o <  1 • 2”V  < 1
2 n1 l + л У  In1 

b o lg an lig i sababli. x ning har qanday  q iym atida f n (x )<  £

tengsizlikning o ‘rinli bo iish i uchun n > ./ qilib olish kifoya.
V 2 e

Shunday qilib, bu holda m = . * deyilsa, bir vaqtning o ‘zida x
V 2e

X
ning barcha qiymatlari uchun u yaroqlidir. Demak, f  1 0 .

6.5- misol. {/» ^  _  j 2  + nx j  funksional ketm a-ketlikning

X  = [0; 2] da notekis yaqinlashuvchiligini ko'rsating.
Yechilishi. Bu ketma-ketlikning limit funksiyasi

/ ( x )  = lim ' = 0
2 + nx

bo'ladi.
Endi berilgan ketm a-ketlikning/fxJ^O limit funksiyaga notekis 

yaqinlashishini ko'rsatamiz. Ve > 0  son olinganda ham m natural

1
son sifatida m =

£'x
, x Ф 0 olinsa, u holda Vm < n uchun
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.c l  \  f t  \  ЧПХ „ ЫПХ 1 1
! /Д х ) - / ( * )  = 'л ^  - ° = 9 ^  < Г - -  П----- ^ - < e2 + nx 2 + nx sinx л/(от + l)x

bo 'lad i. R avshanki, x=0 daV/?e N  lar u ch u n /„ (0) = / ( 0 ) = 0  
bo'ladi. Bu holda «г ning x ga bog'liqligi evaziga, ixtiyoriy natural n

son uchun e0 = 1 vaxn = * e (0 ;2 l deb olsak,
4  n

fn{ xn ) - f i x„ ) =
2 +  —я  J  

n

bo'ladi. Buesa berilgan {/„ (x)} funksional ketma-ketlikning/^xj=0

limit funksiyaga notekis yaqinlashishini bildiradi, ya'ni x e  [0 ; 2 ] ning 
barcha qiymatlari uchun bir vaqtda yaraydigan nomer mavjud emas.

■Jnx [0:2,]
6 .2 - ta ’rifga ko 'ra berilgan ketma-ketlik /„(x) = }  '0.

2 + nx

6 .6 - misol. {/„(x)} = {x"} funksional ketma-ketlikning x e [ 0 ;l) 

da notekis yaqinlashuvchiligini ko'rsating.
x

Yechilishi. Bu ketma-ketlik x e  [0;1) da yaqinlashuvchi / „ —» / ,  

ya’ni / ( x )  = limx" = 0 .

Endi (6.2) shartning bajarilishini ko 'rsatam iz. x„ = -7 - ketma-
2"

ketlikni olamiz, u holda b archaneiV  lar uchunxn e [0 ;1) bo 'lib 

va I /„ (x„ ) - f ( x n)\ = \x" -  o| = i  = e0 bo' ladi.

Demak, jx"} ketma-ketlik [0;1) da f ( x ) = 0 funksiyaga notekis 

yaqinlashadi.
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6.7- misol. { /„(*)} = j In
4 x  \n e

nb + e 3x v У
5 + funksional ketm a-

kcllikning:
a) ^  = [0 ;+°°) da no tek is; b) X t = [0 ; a] (a > 0 ) da tekis 

yaqinlashuvchiligini ko'rsating.
Yechilishi. a)  5.4- m iso lda bu k e tm a-k e tlik n in g  lim it 

funksiyasi/(x) = ln5 ekanligi ko'rsatilgan. Endi berilgan ketma- 
ketlik uchun (6.2) shartning bajarilishini ko'rsatamiz. Agar xn = 2 In n 
deb olsak, u holda

/ . ( * . ) - / ( * , ) =  In 5 +
4 21n n \n e

6 , 6 In иn + e
- ln 5  =

in (5 +  " , ) - ln 5  = In 1  ̂ = e ().
2 - n  10 0

11Shunday qilib, £0 = l n ^  va V n e N  lar uchun (6.2) shart

b a ja r ilad i. D em ak, {/»(•*)}-iIn 5 +
n4 e x  ̂

n6 + e ,x
ketm a-k etlik

X  =[0;+°o) da / ( x )  = ln5 ga notekis yaqinlashadi.

b) Berilgan ketma-ketlik [0,a] da tekis yaqinlashuvchi ekanligini 

ko'rsatamiz. Ravshanki, barcha t > 0 lar uchun ln(l + t ) < t  tengsizlik 
o'rinli bo'ladi, u holda

0 < / „ (* ) -/ (* )= ln

n4 ex ^ ea
< < , = a„.

5-n Sn2

1 + n e
5{n6 + e3v)

n e < 
5(nb + e3t)

Demak, 6.2- teoremaga asosan, berilgan ketma-ketlik X x = [0;a]
X

da / (x) = In 5 ga tekis yaqinlashadi, ya’ni f j  jn 5 .
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6 .8 - misol. {/„(x)} = { x " -x ',+1} funksional ketm a-ketlikn i 

X  = [0; 1] to'plam da tekis yaqinlashishga tekshiring.

Y echilishi. R avshank i, jc = 1, x = 0 da /„(1) = / (0 )  = 0 , 

0 < x < l  da esa lim (x"-x 'l+') = 0 bo'ladi. Demak, berilgan funksional
П — *оо

ketma-ketlik X  da yaqinlashuvchi, uning limit funksiyasi f ( x ) =  0 
bo'ladi. Endi (6.3) shartning bajarilishini tekshiramiz. Buning uchun 
[0 ;1] da f ( x )  funksiyaning ekstremum nuqtalarini topamiz. f ( x )  
funksiyaning hosilasi

f ' ( x )  = x " ' ( n - x ( n  + 1)) 

bo'ladi. [0 ; 1 ] kesma ichida х ,,ч[я -х (/; + 1)] = 0  tenglama yagona 
n

x ~ x, ,~ n + \ ild izga ega. A gar x e ( 0 ; x j  b o 'lsa ,

f ' ( x ) >  0; x e ( x n; l )  bo 'lganda esa, f ' ( x ) <  0 bo 'ladi. Shuning 

uchun, V.re X  da sup f n(x) = max f n(x) = f n (xn) bo'ladi. Demak,

lim sup |/„ (x) -  /(x ) | = lim sup/,(x) = lim f j x )  = lim------------ !— = 0 .
«АГ " ~ > ~ x e X  »-*”  ”  +  l

n
x

Bunda (6.3) shart bajarilayapti, shuning uchun у  \ Q-

6.9- misol. {/„(-x)} = { x " -x 2"} fu n k sio n al k e tm a-k etlik n i 

X  = [0; 1] to 'plam da tekis yaqinlashishga tekshiring.

Y echilishi. R av sh an k i, x = l va x = 0 n u q ta la rd a

/„(0) = /(1 ) = 0, 0 < x < l  da esa lim (x "-x 2") = 0 bo'ladi. Demak,
П—

berilgan funksional ketma-ketlik X  da yaqinlashuvchi, uning limit 
funksiyasi f ( x ) =  0. Bu yaqinlashishning xarakterini aniqlaymiz. 
Buning uchun [0;1] da f j x )  funksiyaning ekstremum nuqtalarini 
topamiz. f j x )  funksiyaning hosilasi

f n(x) = nxn- \  \ - 2 x " ) .

[0 ; 1 ] kesm a ich ida nx" ' (1 - 2 x") = 0  teng lam a -r  -  x„ -
I
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yagona ildizga ega. A g arx e  (0 ; x j  b o isa ,/„ '(x )  > 0; x e ( x „ ; l )  

bo iganda esa / '( x )  < 0 bo iad i. Bu yerdan / n(x) = x " - x 2" funksiya 

1
X" ~ s j l  nu4 tada 0 Z 'n’nS maksimum qiymatiga erishishi kelib 

chiqadi. Natijada

sup | /„ (x) -  f  (x)| = sup f„(x) = max ,/„(x) = /„ (x„) = *
t s X  x e X  4

bo lib , lim sup / „ ( * ) - / ( x ) |=  * * 0  boiadi.
jre.V 4

D em ak, (6.3) sh a rt b a ja r ilm ay a p ti, berilgan  ketm a- 
ketlik X  = [0; 1] da notekis yaqinlashadi.

6.10- m isol. { /n(x)} = {arctg«x} funksional ketm a-ketlikni 
X  = (0;+°°) to'plam da tekis yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. Berilgan ketma-ketlikning limit funksiyasini topamiz:

/ ( x )  = lim arctgnx = K .
л->~ 2

7Г
Endi {/„(x)} ketm a-ketlikning / ( x )  = -  limit funksiyaga

yaqinlashish xarakterini aniqlash uchun (6.3) shartning bajarilishini 
tekshiramiz:

n ,. к  n  n
sup arctg/гх -  = lim -arctgwx = * (J
.re X  I 2 2 2

Bu yerda (6.3) shart bajarilmayapti. Demak, {/„(*)} = {arctg/ix}

к
ketma-ketlik (0 ;+°°) da f ( x ) = 2 ga tekis yaqinlashmaydi.

6 .11 - m isol. { /  (x)} = |  X In* 1 funksional ketm a-ketlikn i
{ n n)

X  = (0; 1) to 'plam da tekis yaqinlashishga tekshiring.
Yechilishi. Bu ketma-ketlikning limit funksiyasi

x x 1п х - 1пл
/ ( x )  = hm In = x h m  = 0

„ _ > о о  П  П  n -+ o o  П
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boiadi. Endi berilgan ketma-ketlikning X  da f'(.x) =0 limit funksiyaga 
yaqinlashish xarakterini aniqlash uchun (6.3) shartning bajarilishini 
tekshiramiz:

x x  In n 
sup / „ ( x ) - / ( x )  =sup In = ,
t€  X  re X  П  П П

l i m s u p  f „ ( x ) ~  f ( x )  =  l i m  ' П,? =  0.
п~*°° х ч Х  n->°° П

X  X
(6.3) shart bajarilayapti, shuning uchun berilgan { In } ketma-

n n
ketlik A"=(1;0 ) da f ( x ) =  0  funksiyaga tekis yaqinlashadi.

Faraz qilaylik, X  to 'plam da{/„(x)} funksional ketma-ketlik 
berilgan boisin .

6.3- teorema (funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashishi 
uchun Koshi kriteriysi). {/„(x)} funksional ketma-ketlik X  to'plamda 
limit funksiyaga ega bo'lishi va unga tekis yaqinlashishi uchun, 
ix tiy o riy e > 0  da .y ga bog'liq bo'lm agan shunday nom erm (e) 
mavjud bo'lib, n>m bo'lganda va istalgan p e  N da .v ning X  dagi 
hamma qiymatlari uchun bir vaqtning o'zida

< £
tengsizlikning o'rinli bo'lishi zarur va yetarli.

6.3-teoremadagi Koshi shartini, qisqacha, kvantor belgisidan 
foydalanib, quyidagicha yozish mumkin:

Ve > 0 3m(e):  V« > m ,\ /p e  N , V x e  X  : lf„+p( x ) - f n(x)\ < e , (6.4) 

yoki boshqacha ko'rinishda:

V e > 0  3w (e): V« > m, У к > т, У хе  X  : \ f „ ( x ) - f k(x) <£ .  (6.5)
Agar Koshi sharti bajarilmasa, ya’ni

3e0 > 0 : W e  N , 3n > k  3p e  N  З х е  X  : f n+p( x ) - f n(x)  > e 0 (6 .6 )

bo'lsa, u holda {/„(x)} funksional ketma-ketlik X  to 'plam da notekis 
yaqinlashuvchi deyiladi.

Xususiy holda, agar

3e0 > 0 : 3m e N V n > m  3p e  N  Зх„ e X  : f n+p(xn)~  f ( x n) > e 0

bo 'lsa , {/„(x)} ketm a-ketlik X  to 'p lam da tekis yaqinlashuvchi 
bo'lmaydi.
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t f  w -  , C0 SV«X
6 .1 2 -misol. U„(x )i — {~f=----- } funksional ketma-ketlikning

\ln + 2x
A'=[0;+°o) to 'p la m d a  tek is yaq in lash u v ch ilig in i K oshi 
teoremasidan foydalanib ko'rsating.

, , ,  , ,  .cosл/и*
Yechilishi. /--------» ketma-ketlik uchun [0; + ©°) da

V« + 2x
(6.4) shartni bajarilishini ko'rsatamiz:

| / n+PW - /„ W | =
COS y j (n  + p ) x cos 4 n x <" cos j ( n  +  p ) x

+ cos y f nx

y jn +  p  +  2 x ' J n  + l x yjn+ p  + 2 x yjn + 2 x

< sup
cos J(n + p)x
Jn + p  + 2x

+ sup
x e X

COS yfinx
\!n + 2x y fn + P  'Fn

+ 1  deb olinsa.Agar V e > 0 songa ko 'ra  natural m son m =

u holda barcha n>m va barcha p  e  N  lar uchun 

1 1 2 

^  + j r < J n < £  

bo'ladi. Demak, Ve > 0  son olinganda ham shunday natural m son 
mavjudki, Vn > m , V p e  N  vaVxe [0;+°°) lar uchun

!/„+„ ( * ) - /„  (*),<£

COS y fn x  ]

\ ln  + 2 x

teoremasiga ko'ra, X  da tekis yaqinlashuvchi ekanligini ko'rsatadi. 
In их

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu esa ketma-ketlikning, Koshi

6.13- misol. {/„(x)} - funksional ketma-ketlikning X=(  1 ;0) 

to'plam da notekis yaqinlashuvchiligini ko'rsating.

Yechilishi. Shunday £0 > 0  son topiladiki, barchak e N  nomer

uchun n - k , p  = k - n ,  x = — = — deb olamiz, u holda (6 .6 ) shart
к n

bajariladi, ya’ni
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( 1 л

п

Dem ak, berilgan ketm a-ketlik  X  to 'p lam d a  tekis

yaqinlashuvchi bo'lmaydi.
6.2. Funksional qatorlarning tekis yaqinlashuvchiligi. Ushbu

funksional qator X  (X e R)  to 'plam da yaqinlashuvchi va uning 
yig'indisi S( x )  bo'lsin, ya’ni

6.4- ta ’rif. Agar (6 .8 ) funksional qatorning {S„(x)} qismiy 
yig'indilari ketma-ketligi X  to 'plam da S ( x )  ga tekis yaqinlashsa,
(6 .8 ) funksional qator X to'plamda S(x )  ga tekis yaqinlashadi deyiladi 
va u qisqacha

kabi belgilanadi.
6.1- eslatma. Funksional qatorlarning tekis yaqinlashuvchiligi 

(yaq in lashm ovch ilig i) tu sh u n ch asi ham  u larn in g  oddiy  
yaqinlashuvchiligi singari, funksional ketm a-ketliklarning tekis 
yaqinlashuvchilik (yaqinlashmovchiligi) tushunchasi orqali kiritiladi.

6.4- ta'rifni qisqacha, kvantor belgisidan foydalanib, quyidagicha 
yozish mumkin:

Ve >03m(e)  : V n > m V x e  X  —> Sn( x ) - S ( x ) < e .  (6.10)
6.5- ta ’rif. (6 .8 ) q a to rn in g  dastlabk i n ta hadini tash lab  

yuborgandan so'ng, hosil bo'lgan

qator (6 .8 ) funksional qatorning n ta hadidan keyingi qoldig'i deyiladi. 
Bunda

X «„(x ) = H,(x) + w2(.t) + - •• + ;/, ,(*) + ••• (6 .8 )

lim5„(x) = S(x) = X MnW-

X

5„(x)I S(x) (6.9)

г„(х) = мп+|(д:) + м„+2(х) + ---= X  Щ(х)
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rJx)  = S ( x ) - S J x )  
bo'ladi. U holda (6.9) shartni quyidagi ko'rinishda ifodalash mumkin:

rn(x)l  0 . (6 .11 )
(6.9) va (6.11) shartlar teng kuchli.

6 .6 - ta ’rif. Agar X  to 'p lam da S (x )  ketm a-ketlikning limit
funksiyasi mavjud bo'lsa va (6 . 10) shart bajarilsa, ya’ni

Ve(l > 0: VAe N  3n > к Vv e. X  —> S J x ) - S ( x ) > e0

bo'lsa. S f x  j ketma-ketlik to'plam da S(x) ga notekis yaqinlashadi 
deyiladi.

6.14-misol. " ~ e " ')  funksional qatorni, ta ’rifga ko'ra,
/;=()

a)X  = (0 ;+ oo); b ) X t = [5;+°°),<5 > 0 sohalarda tekis yaqinlashishga 
tekshiring.

Yechilishi. Berilgan qatorning n- qismiy yig'indisini topamiz: 

S J x )  = ( 1 -  e x) • (1 + e x + e"2' + ■ ■ • + e ~ ^ )x) =

= ( l - e  ) = \ —e .
l — e

Bundan lim S^x) = 1, S(x) = l.
П—>°о

a) Funksional qatorn i ta ’rifga k o 'ra  tekis yaqinlashishga 

tekshirish uchun r j x )  = S(x) — S J x )  ayirmani qaraymiz:

>„(x)l = ' l + e-“ - l W “ ,

‘ in*
x e

+ 1 (x Ф 0 ) deyilsa, u holda n>m\/e  > 0  son olganda m = 

lar uchun

\rA x ) = S J x ) - S ( x )  = e - m < £  (6 .12 )
tengsizlik bajariladi.

Agar x=0 bo'lsa, ravshanki, V/г e N lar uchun 5/((0)=0; S(0)=1 

bo 'lib , r  (0) = Sn(0 )-S (0 ) =1 bo 'ladi. m natural son e > 0  va 

x (0 < x < +°°) larga bog'liq bo'lib, u barcha x lar uchun umumiy bo'la
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olm aydi, chunk i m- v
X £

+ 1 n in g (0 ;+°°) da x b o 'y ich a

maksimumi chekli son bo'lm aydi, ya’ni son V«e N  olsak ham

3e0 > 0 1
£ 0  2 

v e  J
va 3 xn =  ̂ e (0 ,+»o) nuqta topiladiki, 

n

v” /
> £ ,

bo 'ladi. Demak, berilgan funksional qator, 6 .6 - ta ’rifga ko 'ra , 

X  = (0;+c«) sohada notekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

b) Ve > 0 son olinganda ham m] = max
xe[5;+°°)

f r i l n l l + i } = [ i l n i l
[\_X  £ J .<5 £ .

deb olinsa, V« > mx va Vxe [<5;+°°) lar uchun birdaniga (6.12) 
tengsizlik bajariladi. Shunday qilib, (6.10) shartga asosan, berilgan 

funksional qator [5;+°<>) sohada x g a  nisbatan tekis yaqinlashuvchi

[S ;+

bo'ladi, ya’ni Sn (x) I 1.

6.15- misol. Ushbu funksional qatorni JY = (0;+°o) da tekis 
yaqinlashuvchilikka tekshiring:

n=i [(« + l)x  + l] (лх + 1)

Yechilishi. 1.2-teoremaga asosan, berilgan funksional qatorning 
n- qismiy yig'indisi

$ ,(* )  =
1 1

■ + 1 1 + (n + 1)л

bo'ladi, uning yig'indisi esa

S (x ) = lim 1 _ 1

1 + x l + (n + l)x
1

1 + x
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’ l
T a’rifga ko‘ra ,V £ > 0  son olingandam - - 1 - 1

X J _
(х Ф 0 )

dcyilsa, barcha п>т uchun

s n{x ) ~ s {x ) 1 --------L______ 1 = 1 <
1 + x 1 + (/? + 1 )x 1 + x l + (n + l)x

\ <e (m + 2 )x + l

bo‘ladi. Agar x=0 bo isa , ravshanki, V/г uchun 5'n(0) = 0, 5(0) = 1 

bo lib , Sn(0 )-S (0 ) = 1 kelib chiqadi. Bundagi m natural son£ >0 

vax (0  < x  < +°°) nuqtalargabogliq  bo lib , ubarchax  (0 < x < +°°)

la r uchun um um iy b o l a  olm aydi (bu holdam  =
X \ £  )

ning(0;+°°) da X bo‘yicha maksimumi chekli son emas). Boshqacha 

qilib aytganda, istalgan n natural son olinganda ham 3£()>0

(masalan £ = - ) v a i „ =  ‘ € (0 ;+°°) nuqta topiladiki,
4 n + 1

' - V s f  'n +  1 J [ n +  1 |  2 
Demak, berilgan funksional qator, 6 .6 - ta ’rifga asosan, notekis 

yaqinlashadi.
6.3- teorema. (6 .8) funkional qatorning X da tekis yaqinlashishi uchun

lim sup/;(x) = 0  (6.13)
n~*°° x e X

shartning bajarilishi zarur va yetarlidir.
6.4- teorema (zaruriy shart). Agar (6 .8 ) funksional qator X  da 

tekis y aq in lashuvch i b o ‘lsa, u ho lda un ing  um um iy hadi
X

un( x ) ( n =  1,2 ,...) м„(х)I 0  boiadi.

6.16- misol. Ushbu funksional qatorni: a) X  = ( - q \  q ),  bunda 

0 <<7 < 1 ; b ) X  = ( - 1;1) to 'p lam larda tekis yaqinlashuvchilikka 
tekshiring:
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^^х  1 — 1 + X + X' + • ■ ■ + х" + • • • •
(1=1

Yechilishi. (A) formulaga asosan funksional qatorning n- qismiy 
yig'indisi

S„(x) — 1 + x~ н-----f  x r> —1-x "
1- x

ga teng bo 'ladi. Endi (— 1; 1) da berilgan funksional qatorning 
yig'indisini topamiz:

S(x) =  limSn(x) = lim  ̂ X = , 
1- x  1- x

va r (x )  = S (x )-5 „ (x )=  X = rn{x) < .
1- x  1- x

a)  X  = (-</;</) da berilgan funksional qatorni tekis yaqinla-

x" a"
shuvchilikka tekshiramiz: sup \rn(x)\ = sup < ,

x e X  x e X  \ — X  1 — C[

lim sup rn(x) < lim = 0 .
xex n~*° 1 -  q

D em ak, 6.3- teo rem aga asosan , berilgan  funksional 
qator X =(-q\  q) ( 0 < q < \ )  da tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

b) X  = (—1; 1) da funksional qatorni tekis yaqinlashuvchilikka 
tekshiramiz:

= +oosup|rn(x)| = sup x"
=  lim

x"
xe A" xeX 1 - x x—>1-0 1 - x

Demak, limsup|/;(x)| = 0 shart bajarilmayapti, shuning uchun
x e X

berilgan funksional qator (— 1; 1) da notekis yaqinlashuvchi. 

v -1 (—1)"
6.17- misol. s/------  funksional qatorni X  = Г(); + °°) da tekis

Z=\ 'Jn + x M
yaqinlashuvchilikka tekshiring.
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Yechilishi.X  = [0;+°°) da j J  ketma-ketlik b archaxe X

lar uchun monoton kamayuvchi va nolga intiladi. Leybnis alomatiga 
asosan, berilgan funksional qator X  da yaqinlashuvchi va S (x)

yig'indiga ega. Bizga m aium ki, barcha n e N  va berilgan x e  X  lar 
uchun ishorasi almashinuvchi qatorlarda

'•„(*) ^ «...(*) = , / ..1----- : ^  5г~ г\ln + x + 1 y n  + 1
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu yerdan (6.13) shartning bajarilishi kelib
chiqadi.

Demak, berilgan funksional qator [0; + °°) da tekis yaqinla
shuvchi.

6.5- teorema (funksional qatorning tekis yaqinlashishi uchun Koshi 
kriteriysi). (6 .8 ) funksional q a to r X  da tekis yaqin lash ish i 
uchun V e > 0  son olinganda ham  3 m (e) (m e  N)  nomer topilib, 

Vh > m (e). barcha butun p >  0 sonlar va Vx e  X  lar uchun
n+p

-  s „ = £  « , w  < £
k -n+ \

shartning bajarilishi zarur va yetarli.
6.6- eslatma. Koshi kriteriysidan, ya’ni 6.5- teoremadan, xususiy 

holda, p = 0  bo'lganda, 6.4- teorema kelib chiqadi.
Agar 6.5-teoremaning shartlari bajarilmasa, ya’ni

n+p

3e0 > 0  m e N 3 n > m  3 p e  N  З х е  X  -> £  uk(x) > e 0 (6.14)
k=n+\

bo'lsa, (6 .8 ) funksional qator X da tekis yaqinlashuvchi bo'lmaydi. 
Xususiy holda, agar

3e0 > 0  3 n0e N V n > N 0 3x„ e Jf -> un(xn) > e0 (6.15) 
bajarilsa, u holda (6 .8 ) funksional qator X  da tekis yaqinlashuvchi 
bo'lmaydi.

■A sinnx
6.18- misol. Zj  v  funksional qatorning Koshi kriteriysiga

n ^

ko'ra, X  = [0, + °°) da tekis yaqinlashuvchi ekanligini ko'rsating. 

Yechilishi. Sn+p -  Sn ayirmani tuzamiz va uni baholaymiz:
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_!sin(A2 + l)x s\n(n + 2)x sin(« + /?)x, 
я+р n з л+* Зп+2 “Ь •••“!“ з ”+̂

^  1 1 1 1 ,1 I I I X— ,1 -̂-- "Г+ . . .  — ■ 0  + -̂--- + . . . +  ) =n̂+i 3” 3” 3 3 3 з  p

1 -  ( - Y
1 . L V _ = J _ (1_ (i r ) < i

3"+' J _ ]  3" -2 3 3"'
3

V e > 0  son olinganda ham w = [log, ] + l deb olinsa, u holda
£

Vxe[0,+°°), \ fn>m  va V/? lar uchun Sn+p- S n < £  tengsizlik 
bajariladi.

Demak, Koshi kriteriysiga asosan, berilgan funksional qator 
X  = [0 , + «>) da tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

oo |

6.19-misol. X 2 s'n v  funksional qatorni X  = [0, + °°) da tekis
n=l J  X

yaqinlashuvchilikka tekshiring.
Yechilishi. H ar bir x e  X  uchun я - > »  da quyidagiga ega 

bo'lamiz:

«„(*) = 2 " sin 3 x v 3 /
Bu yerdan, taqqoslash alomatiga ko ‘ra, berilgan funksional 

qatorning X  da yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. Berilgan 
funksional qatorni X  da tekis yaqinlashishga tekshirish uchun Koshi

teoremasini qo'llaymiz. e0 ~ \ , p  = n va x = у  b ° ‘lsin - U holda

barchan > 1 lar uchun

5„+p(x ) -5 „ (x ) i = |2 ',+' sin '+ . . .  + 2n+p sin 1 > 2 n+l sin 1 > £ПЛ-р V '  п V '  ^  ^  U

bo'ladi. Demak, (6.14) shart bajarilayapti, shuning uchun berilgan 
funksional qator X da tekis yaqinlashuvchi bo'lmaydi.
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6.20-misol. T  V" e  ^ funksional qatorni X  = [0, + °°) da tekis
Л + 1 X

yaqinlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. Shunday £ 0 = -  son va 3m e N topilib. barcha n > m 

ham da3 xn = \fn e  X  uchun

sfn -Л
M„CO  = e ’ = e  > £ 0 

x
bo'ladi. Demak, (6.15) shart bajarilayapti, shuning uchun berilgan 
funksional qator X  da tekis yaqinlashuvchi bo'lmaydi.

6.21-misol. X ” x e " funksional qatorni X  = [(), + °°) da tekis
n=I

yaqinlashuvchilikka tekshiring.

e
Yechilishi. Bizga m a’lum ki, b a r c h a /> 0  lar uchun e' > —

tengsizlik o'rinli. Agar x>0 bo'lsa, u holda

3! 6
0  < u„(x) < n x 1 ‘ = 2 .

( n  X )  n  X

Taqqoslash alomatiga asosan, berilgan funksional qator [0, + °°) 
da yaqinlashuvchi bo'ladi. Endi X  da (6.14) shartning bajarilishini

ko'rsatamiz. Har qanday m 6  N uchun n = m, p  = n, x =  \  e X  va
n~

£ 0 = е~л deb olamiz. U holda

X  “*(*)= ^  k3x 2e~k'x > n } \ e  "2 ■ n = e-4 = £ 0
ic=n+\ k=n+1 ^

b o 'la d i. D em ak, berilgan  funksional q a to r  X  da notek is 
yaqinlashuvchi.

6.6- teorema (Veyershtrass alomati). Agar (6 .8 ) funksional 
qatorning har bir hadi X  da aniqlangan bo'lib, V xe X  va > na

uchun |«n(x)| < c„ tengsizlikni qanoatlantirsa va



Х С» = С1+С2 + -  + С„ + -
Л =  1

sonli qator yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda (6 .8 ) funksional qator X da 
absolut va tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

Natija. Agar X я» bunda a„ = sup u„(x) , sonli qator yaqinlashuvchi
n=I xeR

bo'lsa, (6 ,8 ) funksional qator tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

V  (“ О"
6 .2 2 - misol. 2 j , funksional qatorni A"=[0 ;+°°) da tekis 

»=i л + n
yaqinlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. Berilgan funksional qator har bir belgilangan.ve X  
uchun Leybnis alom atiga  k o 'ra , yaq in lashuvchi b o 'lad i va

~ (—1)"
Я * ) = Х  yig'indiga ega.n=l X-tn

Endi, Veyershtrass alom atiga ko 'ra , berilgan qatorni tekis 
yaqinlashuvchilikka tekshiramiz. Bu funksional qator uchun X  da 
majorantlovchi yaqinlashuvchi sonli qator mavjud emas. Haqiqatan 
ham,

( - 1)" 1 max un (x) = max < = с ,
x e X  x e X  x  +  n  n  "

o° j

X  n sonli qator uzoqlashuvchi. Berilgan funksional qatorni, tekis

yaqinlashish ta ’rifiga ko 'ra, tekis yaqinlashuvchilikka tekshiramiz. 
U holda Ve >0 uchun 3/и(е) nomer topilib, barcha n > m ( e )  va 
Ухе [0;+°°) lar uchun

S ( x ) - S n(x) = У. - , <  < < e  
k=„ x  + k x + n n

tengsizlik bajariladi. Bunda m(e) =
1

e

funksional qator [0 ; + °o) da tekis yaqinlashadi.

+ 1 deb olinsa, berilgan
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6.7- eslatma. 6.21- misoldan ko 'rinib turibdiki, Veyershtrass 
alomati funksional qatorning tekis yaqinlashishi uchun faqat yetarli 
shart bo'lib, lekin zaruriy shart bo'la olmaydi.

V  16.23- misol. 2-i 4 4 funksional qatorni X  = (-oo;+oo) da tekis
n=\ X + n

yaqinlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. Bu funksional qatorning umumiy hadi un(x) = -
x + n

funksiyadan iborat. Xdagi barcha x v a« e  N  lar uchun

“ » ( * ) | = i  4 ! 4 ^  4x +n n

Y  1
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bunda Zu 4 sonli qator yaqinlashuvchi.

n=i n
Demak, Veyershtrass alomatiga ko 'ra, berilgan funksional qator X  
da absolut va tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

6 .24 -misol. 4 т arctg funksional qatorni X=[—1; 1 ] da 
" r t  + x ~  n ~

tekis yaqinlashuvchilikka tekshiring.
Yechilishi. M a’lumki, V/ е й  lar uchun arctg t<^ | bo 'ladi.

У х е  X  uchun л4 + х 2 > n4 o 'rinli ekanligini e'tiborga olib,

)1~ X  X  X  x  ]

. ! „ ( * )  =  4 '  2 a r C t 8  2 -  4 2 2 ~  4
n + x  n \  n + x n  n  

tengsizlikni hosil qilam iz. X  4 sonli q a to r yaqinlashuvchi
n=\ n

bo'lganligidan, Veyershtrass alomatiga asosan, berilgan funksional 
qator X da absolut va tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

^  X
6.25- misol. 2 j  , 2 4 funksional qatorni X=[0; +«) da tekis

n=l 1 +  X n

yaqinlashuvchilikka tekshiring.
Y echilish i. B erilgan fu nksional q a to rn in g  um um iy hadi

X
и (x )=  fu n k siy ad an  ib o ra t. Bu fu nksiyan i X  da

1 +x'n
ekstremumga tekshiramiz. u„(x) funksiyaning hosilasi
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bo‘ladi. Bu x = , nuqtada

U'(X„) = U2 <0

boiad i. Demak, и (x) funksiya x = e  X  nuqtada maksimumga
n

erishadi. Uning maksimum qiymati esa ' - ga teng, ya’ni
In2

sup un (x ) = max un (x ) = u„ (x ) = 1 - = a„
x e X  2  П

'IT' 1
b o ia d i va г qato r yaqinlashuvchi. Demak, Veyershtrass

alomatiga asosan, berilgan funksional qator X  da absolut va tekis 
yaqinlashuvchi.

Quyidagi funksional qatorni qaraymiz:

^ a„(x )bn(x ) = a,(x )bt(x ) + ~ + an(x )bn(x ) + ~,  (6 . 15)
n=1

bunda a„(x), bn(x),(n = 1,2,...) funksiyalar X ( X c z R )  da an iq
langan.

D irixle alom ati. Agar: 1) {an(x)}  funksional ketm a-ketlik

V xeX  lar va \ / n e  N  lar uchun monoton b o iib , an+] ( x ) < an(x)

/ \ x yoki an+t (x )> a„(x ) v aanU )I 0 bo isa;

2 ) X b„{x) q a to rn in g  qism iy y ig ‘in d ila ri ketm a-ketlig i
n=1 

n
B„(x ) = 2Libk(x ) V n e  N , \ /x e  X  la rd a  ch eg ara lan g an  b o is a ,

*=i

ya’ni 3 M > 0 :  \ / n e N ,  Vxe X  uchun



В„(х) < М

bo‘lsa, u holda (6 . 15) qator to 'plam da tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

yaqinlashuvchi bo'lsa, ya’ni Bn(x)I B(x) ;

2) {an{x)} ketma-ketlik X  to 'p lam da m onoton bo'lsa, ya’ni

V « e N ,V x e X  uchun a„+l(x)<a„(x) yoki a„+1(x )> a„(x) va

3 M > 0 : Vh€ j V ,  \ /x s X  lar uchun an(x) < M  bo'lsa, u holda 
(6 . 15) funksional qator X da yaqinlashuvchi bo'ladi.

6.8- eslatma. Dirixle alomatidan xususiy holda Abel alomati kelib 
chiqadi.

6 .2 6 -misol. a funksional qatorni X  = |e ,2 n - e j ,  e  > 0

da tekis yaqinlashuvchilikka tekshiring.
Yechilishi. Agar a >  1 bo 'lsa, Veyershtrass alomatiga ko 'ra , 

berilgan funksional qator X  da tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. 
Haqiqatan ham, Vxe X  v aV n e  N  lar uchun

Abel alom ati. Agar: 1) Z j b J x )  q a to r X  to 'p lam d a  tekis

X

cos nx

cos nx < 1, г^(х) 1 =
cos nx <a aП П

bo'lib, X  sonli qator yaqinlashuvchi bo'ladi.

ketm a-ketlik  m onoton

kamayuvchi va an I 0. Ushbu X  cos nx funksional qatorning qismiy

yig'indilari ketma-ketligi uchun

. nx (n + l)xsin —  cos---------
2 2

J sin —
2

formula o'rinli. Bundan Vxe X  va V n e N  lar uchun
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tengsizlik o ‘rinli bo'ladi. Demak, Dirixle alomatiga ko 'ra, berilgan 
qator X da tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

Agar a < 0  bo'lsa, u holda berilgan funksional qato r X  da 
uzoqlashuvchi boiadi. Haqiqatan ham, har bir berilgan x e  X  uchun 
qator yaqinlashuvchiligining zaruriy sharti bajarilmaydi, ya’ni un(x )

x
X  to 'plam da 0 ga tekis intilmaydi: lim un(x) I 0.

V  Пл.Х\”6.27- misol. 2-t гт г  ' funksional qatorni X=[0; 1] da
n=I v w  +  V X  n

tekis yaqinlashuvchilikka tekshiring.
Yechilishi. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

bn( x ) =  an(x) = (l + Xy .
л/и + л/х n

Veyershtrass alomatiga ko'ra, b„ (x) qator X  da tekis yaqinla

2 2

shuvchi, ya’niV xe X  v a V n e N  lar uchun. b„(x)<  —  tengsizlik

o'rinli va X  г г  sonl' qator yaqinlashuvchi.
n=l \/n~

{аД х )} = ] ( 1+ ) f ketma-ketlik [0 ; 1] da chegaralangan.

< ( 1+ )" < e  
n

va <P(t)- 1+  ̂ funksiya barcha t> 1 va Vxe X  lar uchun o'suvchi

funksiyadir. Demak, berilgan funksional qator, Abel alomatiga ko'ra, 
[0 ; 1 ] da tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.



Mustaqil yechish uchun misollar

X  da {/„( v)} funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashuvchiligini 
isbotlang:

6 1 - /„(x) = e"“ \  Ar = [!;+ «> ).

6.2. f . ( x ) =  X . X-[0-,  l - e ] , 0 < e < l .
1 + x

6.3. f n(,x) = x A\  X  = [0;e], 0 < e < l
c o s  nx

6 .4 . /„ ( x )  =  ln ( l+  ------- ), X  =  [0;+oo)
ЫП + Х

6 .5 . / „ ( x ) = . l x 2 +  , X = (-o°;+o°) .
V n

6 .6 . f n(x ) = e ^ ~ n)\  X  = [ - 4;4] .

3

6-7. / п(х) = п4 хе~'^х, X = [ 0 ;+°°) ■

6.8. / л(х) = л/« s in -A = , A' = ( - o o ; + o o )
l l \ l  n

6.9. /„ (x )=  1 ,  A  = ( 0 ;  +  oo )
X +  /7

nx
6 . 1 0 . / . ( * )  = , Л- = [0 ;1].

1+W+X

6.11. f n(x) =  <J\ +  x " , JSf =  [0;2] -

6.12. /„ (x ) = /7sin ' , X  = [l; + °°).
nx

2

6 .13 . / „ ( x ) =  2" 2 , A" =  [— l ; l ] .
/Г +  X

6.14. f„(x) — 2” , arctgл/wx, X = [ 0 ;+-*>).
x '  +  /Г

6 .1 5 . / n(x ) =  x \ f n e  , Ar =  [e; + °°), £  > 0.
A" da { / » }  funksional ketma-ketlikni tekis ham da notekis 

yaqinlashuvchilikka tekshiring:
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6 -1 7 . f „ ( x ) = e - ix~n)2, X  =  (—°o; +  o o ) .

6.18. f „ ( x ) = Xnn* ,  X  = [\- + ~ ) .
nx

6.19. f n(x) = x" + x 2n - 2 x 3", X  = [0; 1].

6.20. f„(x)  = sin * a > 0, X  = R .
n

4 nsfnx
3 + 4n2x

6.22. f n{x) =  n x ( \ - x ) " , X = m \ .

f  — \

6.23. f„(x) =  cos

6.16. /» ( x ) =  j ^  „ a)Ar =  [ l - e ; l  +  e]; b ) X  = [l + e;+°°), £ > 0  .

6.21. /„(* ) = „ _ ,  j - ,  X  = [e;+oo),£ > 0  .

n
X

2

6-24- f n(x) = n (y fx -1), ЛГ = [1;а], l< a < + ° ° .
6.25 Agar f ( x )  funksiya [a,/>] da aniqlangan ixtiyoriy funksiya

bo‘lsa, f„ (x )=  -■̂  -( /i = l,2 ,...) funksional ketma-ketlikning(a;6 )

da/^Xyl ga tekis yaqinlashishini isbotlang, bunda [иДх)] — ushbu 
nffx)  ifodaning butun qismi.

6.26. Agar f ( x )  funksiya [0;1] da aniqlangan va uzluksiz bo ‘lsa,

л х ) = 2 л * ) с У ( 1- * г *
*=0 n

funksional ketma-ketlikning [0 ; 1] da f ( x )  ga tekis yaqinlashishini 
isbotlang.

6.27. Agar [0; 1] da f 0(x )=0  bo‘lsa,

fn(x) = y]xfn. l(x) (и = 1,2,...)

funksional ketm a-ketlikning [0 ; 1] da tekis yaqinlashuvchiligini 
isbotlang.

6.28. Agar f ( x )  funksiya (a;b) da uzluksiz f ( x )  hosilaga ega 
bo'lsa,
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f ( x )  = n [ f x + -
V n /

- / « ]

funksional ketma-ketlikning [a; /J]([a;/3] cz (a; d) d a /’(x) funksiyaga 
tekis yaqinlashishini isbotlang.

6.29. X=[0;1] da

/ „ «  =

n2x, 0  < x  < 1 
n

2 , 2  4 1 2
w (— x)x, < x <

n л и 
2

0 , x >  ; 
n

funksional ketma-ketlikni tekis yaqinlashishga tekshiring.

In их
6.30. J S X) ~  r ~  k e tm a-k e tlik n in g  X = (0 , 1 ) da no tek is

Ыпх
yaqinlashuvchiligini isbotlang.

X  va X2 to ‘plamlarda {/„(*)} funksional ketma-ketlikni tekis 
hamda notekis yaqinlashuvchilikka tekshiring:

6.31. f n( x ) = e - (x~")2, X ,= (-4 ;4 )  X 2 = ( -o o ; +  o o ) .

nx26.32. /„ (x )=  ™  3 , X x =  [0; 1], X 2 =[0;+oo).
n + x

6 .3 3 . /„(*) = «arctg , X, = (0 ;2 ), X 2 = ( 2 ; + oo). 
nx

6  34 /„ W = V « s in  Xj=, X x = [0;тг], Х,=[7г;+°°)
yjn

9  и г
6 . 3 5 .  / „ ( * )  =  2 T ,  X , = [ 0 ; 1 ] ,  J T 2 = ( l ; + c o ) .

1 +  Л  X
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6 .3 7 . / л(х) = п 2х 2е “ , Х,=[0;+оо), Х 2 =  [£; + °<>), ■£ > 0.

6.38. /„(*) = In X 2 4- , X, = (0;+ <*>), Х 2 = (а; + °°), а > 0

6.39. /„(х) = a r c t g Х , = ( о ф ,  Х 2 = (^ ;1 ) .

6.40. /„ (х )=  ”Л \  Х ,=(0;1), Х 2 =(1;+оо).
72 X + 2

6.41. / ,( х )  = 1п(1 + sin * ” ), Х ,=(0;1), X, = ( 1; + °о) .
X +п

6.42. /„(х) =
/  Y*

i - x , Х { = [—а; а], а > 0, Х 2 = (—°о; + оо)

6.43. f n(x ) = 4 l  + 7 ,  X , = [0;2], Х 2 = [2 ; + оо).

6 .4 4 . /„(x) = sin —— , Ar| = (0 ;1), Л\ = (1; + °°)
е + е  х

6.45. f „ { x ) = n ( \ [ x —2\[x),  ЛГ,=(-;1), Х 2 = (1; + оо)

Tekis yaqinlashish ta ’rifidan foydalanib. X da berilgan funksional 
qatorni tekis yaqinlashuvchi ekanligini ko'rsating:

6.46. I V ,  X  =
n- 1

6.47. X (  xn 1 x" 
n n + 1

, X  = [—l;l] .

X"' , SHI rl.
6.48. 2 . ( r

sinwx sin(/7 + l)x 
\jn +1

), X  = (—°o; + oo)

/
,  A’’ = (—•°o;+oo)

VX2 + n \fn  !

6.50. X  r^—^  - X=[0; 2 ]. 
»=l 3 л/1+WX
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F u n k sio n a l q a to rla rn in g  k o ‘rsa tilg an  o ra liq la rd a  tekis 
yaqinlashuvchiligini, Veyershtrass alomatidan foydalanib, isbotlang:

6.51 . ] L —Ц т ’ X  =  [0 ; + o o )
" ( и + х )

6.52. Z  *  =
w=i 2 \J n x 

^  cos2 2 h y  , ,  .

6 . 5 3 . 1 v r - 7 '
/1=1 Л /И  +  X

6.55

(-D  

24 +ll

( - 1)"

6 .5 4 .X  I 4 , Г ' * - № + - ) .  /7=1 + ln x

. Х т г т '  a - ^ 3»

^  (-1)" sin/7X __ . .
6 .5 6 .X  , /  A = ( -~ ;+ o o )

“  3 + cosx

cos3их , ,,
6.57. X  г т = 7 ’ X  = [0;+oo)

/7=1 Л/ П +  X

§4+:v  x=№+-».
6.59. £  * 2 . X = [0 ;  + oo)

"  6  +  n  X

6.60. Х 'п < 1- Л' 1ПЛ  ^  = [0 ;1 0 0 ]. 
t r  я

6.61. X V 7 ^ , X = [ 0 ;  + oo) .

C O S YIX л/- /  \

6 .6 2 .X  / г г -  4- , *  = (— ;+ - )
/1=1 Ил/ I n '  и + x
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6-63- ! ” ‘ s ,n ; ? d w  х = № + "»  ■

1
^  3<j/l -t- (2/7 — 1)jc

00 yj\ _  X2n
6-65. ' Z -  , X  = [ - l , l ]  .

n=\ ^

x *  s i t i s / n x
6.66. Z ,  з/—г -— j ’ = (~°o;+°°). 

n=l «vln n +x

6 .6 7 . X 5 2"sin2 X  = [a; + oo), a>0
/1=1 / X

6.68. X  ,7 , 7 2\ 5 Af = [0 ;+<*>). ~ п ( 7  + п'х')

00 f_1
6-69. X  Ч . Т -’ АГ = (-2; + оо)

п=\ Х-Г A

~ n2 i
6.70. X  r r  (*"-*"")> .  £ |* !^ 2л=1 л/л! 2

00 x"6.71. X  ’ X  = (-a;a), a> 0
-  ф ,

6.72. X ^ V “ , X = [0 ; + oo)

6.73. X  arctg 22jC 3 , X  = (-<*,;+ °o) 
„=i jc + «

6.74. X  5 7 Tj> X = ( -o o ; + oo)
Л=1 П X ■+■ 1

л1п(1 + лх)
r"п=1 X

ri l i l t  1 “г  П Х  )
6 .7 5 .2 ,  —  > 1 + a ^ x < + o o , a > 0 .
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X to'plam da quyidagi funksional qatorlarning tekis yoki notekis 
yaqinlashuvchiligini aniqlang:

6.76. Z 3 " sin  ! , X  = (0;+°°).
n=\ ' X

6.77. X  ( l)" - ^  = [0;2я]. "  и + sinx

6.78. X
л=1

6.79. X > n 2

\2
arctg — , X =[0;+o°) 

x +л

1 + z—j

1 + П X

2 nn

\
, X  = [0;+°°).

6.80. X  / 3 > X  = (-«=;+°°)
n=l y j X

'A sinx* sin«X r_ 4
6 .8 1 .X  I--------  , X = [ 0 ; + o o ) .

„=i \/л + х

6.83. 2 > ' “ . Jf = (0;+~>_
Л= 1

X sin x /-. \
2 у , X  =  ( 0 ; + o o )

_=| x + x и
6.84. ^" x  + X

6.85. X  

6.86

1 + ихv /

X e '" V sin лх, ЛГ = [0;1].



“ (~ i у
6.88. —7=’ А '= [О; ч-оо).

*=1 X  +  y J n

6 .89 .Х ( _ | ) Л> ^  = [£;+°°). е > 0 .
п=1

6.90. X  * Л  А' = [^+00).

-  (-1)"
6.91. £  г  arct&r "’ *  = [1;+°°).

л=1 л/«

л-1  Л

Misollarning javoblari

6.16. а) / (х )=  0 ga tekis yaq in lashad i. b) / (x )  = 1 ga tekis 
yaqinlashadi.

6 .1 7 ./(x )= 0  ga notekis yaqinlashadi. 6 .1 8 ./(x )= 0  ga tekis 
yaqinlashadi.

6.19. f(x)=  0 ga notekis yaqinlashadi. 6.20. f ( x ) =  0 ga notekis 
yaqinlashadi. 6.21. /(л) =0 ga tekis yaqinlashadi. 6.22. /(x)=0  ga 
notekis yaqinlashadi. 6.23. /(.\)=1 ga tekis yaqinlashadi. 6.24. Дл)=1п.х 
ga tekis yaqinlashadi. 6.29. Notekis yaqinlashadi. 6.31. Funksiyaga 
X, da tekis yaqinlashadi, X 2 da esa notekis yaqinlashadi. 6.32./(x)=0 
funksiyaga X t da tekis yaqinlashadi, X2da esa notekis yaqinlashadi.
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yaqinlashadi. 6.34. f ( x ) =  x  funksiyaga X { da tekis yaqinlashadi, X' 
da esa notekis yaqinlashadi. 6.35. f ( x ) - 0  funksiyaga X ' da tekis

yaqinlashadi, X f da esa notekis yaqinlashadi. 6.36 . f ( x )  = -\-

funksiyaga X2 da tekis yaqinlashadi, X  da esa notekis yaqinlashadi.
6.37. J[x)= 0 funksiyaga X 2 da tekis yaqinlashadi, X f da esa notekis 
yaqinlashadi. 6.38. f lx ) -2 \nx  funksiyaga X , da tekis yaqinlashadi,

к
X { da esa notekis yaqinlashadi. 6.39. / ( * )  = funksiyaga X t da tekis

yaqinlashadi, X2 da esa notekis yaqinlashadi. 6.40. f [x)~ x  funksiyaga 
X 2 da tekis yaqinlashadi, X { da esa notekis yaqinlashadi. 6.41. /(.\)=0 
funksiyaga A^da tekis yaqinlashadi, X  da esa notekis yaqinlashadi.
6 .42 ./(.\)=ev funksiyaga X t da tekis yaqinlashadi, X 2 da esa notekis

yaqinlashadi. 6 .43 ./ ( x )  = -Г’ x € [0’l)’ funksiyaga X  da tekis
[x, x e [ l ; o o )

yaqinlashadi, X 2 da esa, notekis yaqinlashadi. 6.44. Дх)=0 funksiyaga 
X t da tekis y aq in lash ad i, X 2 da esa, no tek is yaq in lashad i.

I n  J t6.45. f ( x ) =  funksiyaga X f da tekis yaqinlashadi, X, da esa

notekis yaqinlashadi. 6.76. Notekis yaqinlashadi. 6.77. Tekis 
yaqinlashadi. 6.78. Tekis yaqinlashadi. 6.79. Tekis yaqinlashadi.
6.80.Tekis yaqinlashadi. 6.81. Tekis yaqinlashadi. 6.82. Tekis 
yaqinlashadi. 6.83. Notekis yaqinlashadi. 6.84. Tekis yaqinlashadi.
6.85. Tekis yaqinlashadi. 6.86. Notekis yaqinlashadi. 6.87. Notekis 
yaqinlashadi. 6.90. Notekis yaqinlashadi. 6.91. Tekis yaqinlashadi.
6.92. Tekis yaqinlashadi. 6.93. Notekis yaqinlashadi. 6.94. Notekis 
yaqinlashadi. 6.95. Notekis yaqinlashadi.

7- §. Funksional qatorlar yig ‘indisining va funksional 
ketma-ketlik limit funksiyasining funksional xossalari

7.1. Funksional qator yigMndisining uzluksizligi. X  to 'plam da 
yaqinlashuvchi

6.33. f ( x )  -  — funksiyaga X , da tekis yaqinlashadi. X t da esa notekis
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X м* (* ) = Mi(-x) +M2(*)+ --- + K„ (*)+••• (7.1)
n=1

funksional qator berilgan bo'lib, uning yig'indisi ,S(x) bo'lsin.
7.1- teorema. Agar (7.1) qatorning har bir un(x) («=1,2,...) 

hadi X  to 'p lam da uzluksiz bo'lib, qator X da tekis yaqinlashuvchi 
bo'lsa, u holda qatorning yig'indisi 5(x) ham X  to 'plam da uzluksiz 
bo'ladi.

7.1- eslatm a. 7.1- teorem adagi (7.1) qatorn ing  X  da tekis 
yaqinlashuvchilik sharti funksional qato r yig 'indisi S ( x ) ning 
uzluksiz bo'lishi uchun yetarli shart bo'ladi, lekin zaruriy shart bo'la 
olmaydi.

7.1- misol. Ushbu

Х [ях в_“ - ( и -  1)х£Г,лЧ)х]
n=\

funksional qatorning X=[0; 1 ] da notekis yaqinlashishini, lekin uning 
yig'indisi X da uzluksiz funksiya bo'lishini ko'rsating.

Yechilishi. Berilgan funksional qatorning n- qismiy yig'indisini 
topamiz:

S„(x) = J - ( k - 1)хе~(к-,)х] = xe~x +
k =1

+2xe~lx - xe~x + 3xe~3x - 2xe~2x + ...+

+nxe~"x - ( n - \ ) x e H"~l)x =nxe~"x.

E n d i d a  5n(x) funksiyaning limitini hisoblaymiz:

nx
S(x) = limSn(x) = lim = 0 .

П - * oo П —>oo £>ПХ

D em ak, berilgan funksional q a to rn in g  y ig 'ind isi 5’(x)=0 
qaralayotgan X  to 'plain da uzluksiz funksiya ekan. Ammo berilgan 
qator X  da tekis yaqinlashuvchi emas. Haqiqatan ham,

sup 5’n( X ) - 5 ( x ) =  sup nxe~nx = ‘ =>
xe[0;l] *e[0;l] €

=> lim sup rn(x) = e~' *  0.

Shuning uchun, qator X  da o'zining S ( x )  yig'indisiga tekis 
yaqinlashmaydi.
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7.2- misol. Ushbu

funksional q a to rn in g  уig ‘indisini A"=[0;1] da uzluksizlikka 
tekshiring.

Yechilishi. Berilgan funksional qatorning har bir un(x)=x2e nx 
(«=1,2...) hadi X  da uzluksiz bo'lib, bu funksional qator X  da, 
V eyershtrass alom atiga k o 'ra , tekis yaqinlashuvchi b o 'lad i. 
Haqiqatan ham, V/?e N  va Vxe [0; 1] lar uchun

1
e"

'V ^va 2w « sonli q a to r  y aq in lashuvch i. H a q iq a ta n  ham ,
n-1 Pe

x1
S(x) = ,x > 0. д=0 bo'lganda S(0)=0. Demak, 7.1-teoremaga 

e -1
asosan, berilgan funksional qatorning yig'indisi X  da uzluksiz 
funksiya bo'ladi.

” ( 1 V 1
7 .3 - m isol. f { x )  = У , x +  funksiyan ing  an iq lan ish

n )  2

sohasini toping va uzluksizlikka tekshiring.
Yechilishi. Koshi alom atiga asosan funksional qato rn ing  

yaqinlashish sohasini topamiz:

(1  л"
“„(*) =

V2 ,
• ( X + V ,

n

К  = "I
v2 .

i j  i 1,1 1- x,(JC+ ) = ,x +  hm K n = 
n n 2 2

a) \x\<2 agar b o 'lsa , funksional q a to r yaqinlashuvchi b o '
ladi;

b) \ x \ > 2  agar bo'lsa, funksional qator uzoqlashuvchi bo'ladi, 
chunki qator yaqinlashuvchi bo'lishining zaruriy sharti bajarilmaydi, 
ya’ni qatorning umumiy hadi nolga intilmaydi.
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tenglik o'rinli bo'ladi.
7.5' misol. Ushbu limitni toping:

hm f  И Г  ■
x + n - \  x n+ \ '

Yechilishi. Berilgan funksional qator X  = [1; +°°) to'plamda Abel 
alomatiga ko'ra, tekis yaqinlashuvchi bo'ladi (6.21- misolga q.), ya’ni

~ r_n"+l x
a) X  S(x *t f x  + n - l

b) barcha x e X  v a V n e N  lar uchun a„(x) = l -  <1 va
x  +1

a„+l(x) <a n(x) bo'ladi. Bundan tashqari,

(- l)"+l x" (-1V+I 
lim и Ax)  = lim — ’ =c„, n e  N  .

*->1-0 JC-.1-0 X W _ J x" +1 2 П

oo 0 0 / 1  \/1 + 1

S ' - . - I 1
n=1 n=\ 2 /7

yaqinlashuvchi va uning yig'indisi ^ ln 2 ga teng. 7.3- teoremaning

shartlari bajarilayapti. Endi funksional qatorda hadma-had limitga 
o'tish mumkin:

U m y  ( - 1 Г  X» = i f ( - r  =  i ln2
*-»' - » t ( x  + n - \ x " + \  2 t f  n 2

7.4. Funksional ketma-ketlikda hadma-had limitga o ‘tish. (7.2) 
ketma-ketlik X  to'plam da berilgan bo'lib, uning limit funksiyasi f (x ) ,  
x0 nuqta esa X  to'plamning limit nuqtasi bo'lsin.

7.4- teorema. Agar x —>x0 da {/„(x)} ketma-ketlikning har bir 

/„(-v) (n = 1,2,...) hadi chekli



limitga ega bo lib , bu ketma-ketlik X  da tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, 
u holda { a j  ketm a-ketlik ham  yaqinlashuvchi bo 'lad i, uning

l i ma „=a  lim iti esa f ( x )  n ing x —>x0 dagi lim itiga teng:

lim f ( x )  = a .
x~*x0

7.6- misol. {/„(x)} = {-
1 + (1 + - ) "  

n

-} funksional ketma-ketlik [0;1]

da 7.4- teoremaning shartlarini qanoatlantirishini ko'rsating. 

Yechilishi. lim f  (x) ni topamiz:x —> 1

1 1
lim /„(x) = lim . x . .  (  lV

= a , V/?e N .

! + ( ! + - ) *  1 + 1 + -

n

B erilgan fu n k sio n a l k e tm a-k e tlik n in g  [0;1] da tekis 
yaqinlashuvchiligini ko'rsatamiz:

lim f n(x) = lim ------ — = 7- Ц -  = / ( x ) ;
1 + 0 + —)" 1+e* n

\fn(X) ~ f ( Xt  =
1 1

1 + 0+ -)"  1+e' 
n

ex — (1 + —)" 
n

( 1 + ^ ) ( 1 + ( 1  +  - Г )  
n

ex — (I + —)"

< sup
re[0;l]

ex- ( l  + -)" 
n

<max{(e — (1 + —)", — (1 + —)” '} = — (1 + —)" ' < ---->0.
n n n n n n

V xe [0; 1].

D em ak, berilgan  fu n k sio n al k e tm a-k etlik  [0;1] da tekis

y aq in lashuvch i. {an}
1

1 +

y aq in lashuvch i va

1
lim a = —— , lim f ( x )  = lim = =a.
n~ l  + e x_>1 х~>1 1 + e l + e
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Shunday qilib, funksional kema-ketlik 7.4- teoremaning hamma 
shartlarini qanoatlantirar ekan.

7.5. Funksional qatorni hadma-had integrallash. Yaqinlashuvchi
(7.1) funksional qator X  = [a;/>] segmentda berilgan bo'lib, uning 
yig'indisi SfxJ  bo'lsin.

7.5- teorema. Agar (7.1) qatorning har bir un(x) hadi X=[a;b\  
segmentda uzluksiz bo 'lib , qatorning o 'zi shu segmentda tekis 
yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda

tenglik o'rinli bo'ladi.
7.4- eslatma. 7.5- teoremada qatorning tekis yaqinlashuvchiligi 

yetarli shart bo'lib. lekin zaruriy shart bo 'la olmaydi, ya’ni ba’zan 
tekis yaqinlashuvchilik sharti bajarilmagan funksional qatorni ham 
hadma-had integrallash mumkin.

7.7- misol. * 2" 1) funksional qatorni [0: 1] da hadma-

had integrallash mumkinmi?
Yechilishi. Berilgan funksional qatorning n- qismiy yig'indisini

topamiz:

Demak, berilgan funksional qatorning yig'indisi uzilishga ega 
bo'lgan funksiyadir. Shu sababli berilgan funksional qator uchun 
[0;1] da tekis yaqinlashuvchilik sharti bajarilmaydi. Demak, 7.5-

J и, (x)dx +J u2 (x)dx +... + J un (x)dx +.

qator ham yaqinlashuvchi bo'ladi va

Sn(x) = (x3 - . t )  + (jt5 —x } ) +... + (x2"_l — x 2"~}) +

+(х2л+| - x 2"-') = x 2n+l -X.  

Endi /; —»oo da limitga o'tamiz:

S(x) = lim(x2n+l - x )  =
0,x = 0,x = l bo'lganda, 
l - x , 0 < x < l  bo'lganda.
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teoremani qo'llash huquqiga ega emasmiz. Lekin qator yig'indisini 
va qatorni hadma-had integrallash mumkin:

\s(x)dx = ~,  У  f ( x ^ - x ^ M x  = Y (  2" + 1 - 3 H l )  =
J„ 2 t {  t l  2(« + l) 2n

= ! j r _ J _ =! j r (! _ _ L ) =-L.
2t fw(w + l) 2 Й  A- A + l 2

Buni e’tiborga olsak,
1 I 30 I 1 „  1 1 1
Js(jc)flbc = J [ £ ( x2”+i - x 1"-' )]dx = £ j ( x2"+l —x2"~')dx
0 0 "=l »=1 0

tenglik o'rinli bo'ladi.

_  v  cos2 nx7.8- misol. J W  -  7T funksiyaning R da uzluksizligini„=1 n(n + 1)

In
isbotlang va J  f ( x )dx integralni hisoblang.

cos2 nx
Y echilishi. un( x ) =  (л = 1,2,...) fu n k siy a la r R da

«(« + 1)

uzluksiz. V xei? va V «e N  lar uchun un( x ) <  ‘ tengsizlik
n(n + 1)

o'rinli bo'ladi. Veyershtrass alomatiga ko 'ra, berilgan funksional 
qatortekis yaqinlashuvchi. 7.1-teoremaga ko'ra, f ( x )  funksiya R da 
uzluksiz. Bu yerda 7.5- teoremaning ham hamma shartlari bajariladi. 
Shuning uchun berilgan funksional qatorni hadma-had integrallash 
mumkin:

In  oo 2 In  2 2n 2 Л 2n 2c ^  cos nx , r COS X , f cos 2x . г cos nx .
> dx = - d x + \  dx + ...+ dx+...

l t f n ( n  + 1) J0 1-2 J0 2-3 J„«(«  + l)

+...= л:
V

1 1  1 4
--- 1- - —h... + - +...

1-2 2-3 n(n + \)
-л.
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2 к
Demak, J f ( x ) d x  = K.

0
7.6. Funksional ketma-ketliklarni hadma-had integrallash. (7.2) 

yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlik [c/;6]da berilgan b o iib , 
/f.v juning limit funksiyasi boisin.

7.6- teorema. Agar {/„(*)} funksional ketma-ketlikning har bir

f„(x)  (n = 1,2,...) hadi [a\ b\ segmentda uzluksiz bo iib , funksional
ketma-ketlik [a',b\ segmentda tekis yaqinlashuvchi bo isa, u holda

h b b 

\ f ( x ) d > r, J / 2(x)(/.v,..., J/;,(.v)</.v,...
a a ,i

b

ketma-ketlik yaqinlashuvchi. uning limiti esa f f \ x ) d x  boiadi, ya’ni
и

b h b 

lim [f l(x)dx = [lim f ( x ) d x  = \ f ( x ) d x
X-+<x> J  J  X  —»oo '  J

а а и

tenglik o'rinli boiadi.
I

7 .9 - misol. {/„ (x)} = {n~xe~"x} ketma-ketlik 7 .6 - teoremaning 

hamma shartlarini qanoatlantirishini ko'rsating, ya’ni
i i

Hm J/„ (x)dx =J (lim f n (x))dx ^
°° о o n °°

tenglik o'rinli ekanligini isbotlang.
i

Yechilishi. f n(x) = n2xe~nx (и = 1,2,...) funksiyalar [0;1] seg
mentda uzluksiz hamda

lim /„(x) = 0, f ( x )  = 0,//—> oo

sup \ . f„(x) - f(x) \  = sup n2xe~"x < n 2 -e~'  = ^ = _ ^ 0 .
.ve[0; 1 ] ve[0;1] П yjП
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Demak, { f n(x)} = {n2xe “ } ketma-ketlik [0;1] segmentda tekis 
yaqinlashuvchi. U holda, 7.6- teoremaga asosan, berilgan funksional 
ketma-ketlikni hadma-had integrallash mumkin: 

1 1 1  i
jxe~xdx, jxe~2xdx, jxe~3xdx,..., j x e ^ d x , . . .
0 0 0 0 

Bu ketma-ketlik yaqinlashuvchi va uning limiti 0 ga teng. 
Shunday qilib, (*) tenglikning o'rinli ekanligiga ishonch hosil 

qilamiz.
7.7. Funksional qatorni hadma-had integrallash. Yaqinlashuvchi

(7.1) funksional qator [a;b\ segmentda berilgan bo'lib, S(.v) uning 
yig'indisi bo'lsin.

7.7- teorema. Agar (7.1) qatorning har bir un(x) hadi [a;b] 
segmentda uzluksiz u'Jx)  hosilaga ega bo'lib,

X  u'M) = u[((x) + u2 (x) +..... + un (x) + .....
/1=1

qator [a;b] segmentda tekis yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda (7.1) 
qatorning S ( x )  yig'indisi [a;b\ segmentda S'(x)  hosilaga ega va

S \ x )  =  ( £  « „  ( * ) ) '  =  X  u 'n ( x )
/1= 1  /1= 1

bo'ladi.
7.5- eslatm a. 7.7- teorem adagi funksional qato rn ing  tekis 

yaqinlashuvchilik sharti yetarli bo'lib, lekin u zaruriy shart emas.

7.10-misol. ^ arctg ~  funksional qatorni (-°o;+<x,) dahadm a-
n=1 n

had differensiallash mumkinmi?
Y echilish i. B erilgan q a to rn in g  um um iy had i

x , n*
u„(x )=  arctg 4 (ne  N)  (-oo; + oo) ^a  uzluksiz  un(x) =

n n + x

hosilaga ega b o 'lad i. (-oo;+oo) da berilgan funksional q a to r

X  Xtaqqoslash alomatiga ko 'ra ( n —»°° da arctg — ~ ) yaqinlashuvchi
n n

va 5(.v) yig'indiga ega. Bundan tashqari, hosilalardan tuzilgan



funksional qator (~<x>;+oo) da Veyershtrass alomatiga ko 'ra  tekis 
yaqinlashuvchi bo'ladi.

Demak, berilgan funksional qatorning yig'indisi ( —oo' -(- oo) da 
S'fxJ hosilaga ega va

S 'w  = ( £  arctg * ) '  = X  g" 
t t  n t i n  + x

.4

.2 •

s i n  П Х
7 .11 -misol. f ( x )  = \  ' funksiyaning ( - o o ; + o o )  da uzluksiz

,,=i n
va uzluksiz hosilaga ega ekanligini ko'rsating. 

sin nx
Yechilishi. u„ ( x ) -  4 (и = 1,2,...) funksiyalar (-oo;+oo) da 

n
COS nx

uzluksiz va uzluksiz u \ ( x )  = — — (л = 1,2,...) hosilalarga ega.
n

i cos nx
~  3

funksional qator, Veyershtrass alomatiga asosan, (-oo;+oo)

da tekis yaqinlashuvchi.
Demak, 7.7- teoremaga asosan, berilgan qatorni hadma-had 

differensiallash mumkin va

f \ x )  =
/  ^

£
smnx

= Z
sin nx

J 4
n=\ n n=1 n = 1

cos nx
3

Bundan tashqari, 7.2- teoremaga asosan,/fx,) va f ' ( x )  funksiyalar 
(_oo;+oo) da uzluksiz bo'ladi.

7.8. Funksional ketma-ketliklarni hadma-had differensiallash.
[ia;b] segmentda yaqinlashuvchi (7.2) funksional ketma-ketlik berilgan 
bo'lib, uning limit funksiyasi/Ya,) bo'lsin.

7.8- teorema. Agar {/„(x)} funksional ketma-ketlikning har bir 
f j x )  hadi [a;b\ segmentda uzluksiz f n'(x) hosilaga ega bo'lib, bu 
hosilalardan tuzilgan

/ ; ( x ) , / 2'(x ),...,/;(x ),... 
funksional ketma-ketlik [a;b] segmentda tekis yaqinlashuvchi bo'lsa, 
u holda f ( x )  limit funksiya shu [a;b\ segmentda f ( x )  hosilaga ega
bo'lib, bu hosila { f ' (x ) }  ketma-ketlikning limitiga teng bo'ladi.
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7 .12- m isol. {/„(*)} = { arctgx"} funksional ketm a-ketlik
n

( - 00; + 00) da f ( x )  limit funksiyaga tekis yaqinlashsa ham. Lekin 

[lim /„(x)]1x=1 ^lim /„ '(l)
n —>°° n—>°°

bo'lishini ko'rsating.
Yechilishi. Barcha x e  (-oo;+oo) va V n e  N  lar uchun

/(x )= lim  * arctgx" = 0  
n

bo‘ladi. { f ' (x) }  funksional ketma-ketlikning (-oo;+oo) da tekis 
yaqinlashuvchi ekanligini ko'rsatamiz:

1 I к
sup |/„ (x ) - /(x ) !  = sup arctgx" = =a„,

jce(-oo;oo) xe R  П Z n

limsup / „ ( x ) - / ( x )  = lim ^  =0, f nZ 0.
xe R  2 П

Endi f ' ( x ) = ( 1 (arctgx"))' = ™  2 , /„'(1)=* boMadi. Bu 
n n{ 1 + x ) 2

yerdan

[lim /„(x)], | , = [0]' =0 , lim/„'(l) = ' ; 0 *  ' .
n -> ° o  X~' n -> o о 2 Z

7.13-misol. /„(x) = wx(l-x)" (и = 1,2,...) ketma-ketlikning [0;1] 
segmentda notekis yaqinlashuvchiligini hamda

1 1
lim J f n (x)dx = J lim f n (x)dx (*)

о 0 "
tenglikning o ‘rinli ekanligini ko'rsating.

Yechilishi. x = 0 va x = 1 da f n(0) = 0, f n( l )  = 0. 0<x<l da

lim их (l - х ) ” = 0 ; / ( x ) = 0 ,  x e  [0; 1],

sup | / „ ( x ) - / ( x ) |=  sup I nx (l — x У |“
хе[0;1] дге[0;1]

1 \n n - \

lim sup | / n( x ) - / ( x ) |= l im  sup | nx ( l-x )"  |= lim
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Dem ak, {лл(Кх )"} berilgan ketm a-ketlik  J \ x )=0 ga [0; 1 ] 
segmentda notekis yaqinlashuvchi. Endi (*) tenglikning o ‘rinli 
ekanligini ko‘rsatamiZ;

1
lim Г«дг(1 — х)"d x  = lim ” =0,
" - 'о  »->“ (и + 1)-(и + 2)
i
\ \ \ m n x ( \ - x ) n d x  =  0.
0

Bu yerdan (*) tenglikning o ‘rinli ekanligi kelib chiqadi.

Mustaqil yechish uchun misollar

X to'plam da quyjdagi funksional qatorlar yig‘indisining uzluksiz 
ekanligini ko'rsating.

v 1 arctgwx ~ (_i)"
7 . 1 . I 3r f - ^ = ( - ; + 4  7.2. S  \ . *  = [4;8]. 

n=l \ J n  + x  "  n  +  x~

7 .3 . %  = [ 0 ; +  o o ) .  7 4  Y  c o s  " л  . \  = ( - o o ;  +  o o )
«=i z~! n(ii+\)

X I /i ^  I
c o s / Ц ,  . V  =  I 1 - 7 . 6 .  2 ,  ■ , . Л = ( - ° ° : + ° o ) .

„ I \Jll 3 3 I n * и \

ST 1 1 /
7.7. ,/ sm / ■ ;,iv|y \jl - '  ((1;+°°).

» I \Jll + \ slll\
/ ( \ ) lunksisaniitu aiiiqlaiiish sohasini loping va uni uzluksizlikka 

tekshiring.

, V  ' V1 In" X
7.8. / ( ' > ! . .  „• 7.9. / ( v)= X  ’ ■

, i ( h  л ) 7 7  «

7.10. / ( .v ) = ^ t> " ' cos n x .  7.11. /(-* )=  X  Л + ” ( I— -
JC + И// I

°d n

7.12. / ( * ) = £  —  .
/Ĵ l L

Quyidagi limitlarni toping.



7.15. Ita  | > V ' \  7.16. , й | 2.‘л, -
п=О п~[

2 sin их sin(/? + l)x 
7.17. t a l | + „v - 7.18. ---------A T T ’'

7.19. lin? I > \x->- n=0

Funksional qatorlarni X  to 'p lam da hadm a-had integrallash 
mumkinmi?

7.20. i > 2"+2- x 2"), JT = [-1;1].

У — - ---- . X  = (0;+°o).
7.21. “ /i , „2\" vt ^ l  + x 2)"'

^  sin их ,
7.22. L  4 > ^  = (-a;e)-

"  n

7.23. i t ' , ! ' * ' " .  Х - Ы 1 1  0 < , < 1 .
« = 1 ^

7.24. X  ! ,  , *  = (-e;+°°X  £ > 0 -  
«=1 ^

COS X „  г li
7.25. X  , > X  = [<r,ti\.

S  и!

COS ПХ t \ r\7 .2 6 .X  — , А- = ( - а ;а ) ,  л > 0 .

Funksional qatorlarni Z  to 'plam da hadma-had differensiallash 
mumkinmi?

7.27. t ” , *  = ( - ; + - ) .  1 Ж  *  = [£ ;+ -) , e > 0 .

7 2 9  *  = (— ; + - ) .  7.30. ^  =
"  4 »=i
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7-35- {/„(*)} = {пхе "х~} funksional ketma-ketlik [0; 1 ] segmentda
f ix )  limit funksiyaga tekis yaqinlashsa ham, lekin

J. i
J И™ /„(x)]dx Ф lim j /„ (x)dx

bo'lishini ko'rsating.

7-36- {f„(x)} = {nx( \-x)"}  fu n k sio n al k e tm a-k etlik  [0; 1 ] 
segmentda f ( x )  limit funksiyaga tekis yaqinlashsa ham, lekin

i i 
lim j f n (x)dx = J  limf n (x)dx 
n_>°° 0 0 

bo'lishini ko'rsating.
7.37. Quyidagi integral belgisi ostidagi ifodada limitga o'tish 

mumkinmi?
i i
Г nx r  n r

dx .

7-38- {/„(*)}={.*''} funksional ketma-ketlik [0; 1] segmentda

[0 ,0 < x < l  bo'lganda
l ,x = l bo'lganda 

limit funksiyaga notekis yaqinlashsa ham, lekin

f i x ) -

■ I
l‘m f f n(x)dx = flim f  (x)dx
П —>oo J  J  „_»ooо 0

bo'lishini ko'rsating.



2 1 К
7.39. {/,(*)}= {х“ + sin/;(x+ )} funksional ketm a-ketlik 

n 2
(-oo;+°o) da f ( x )  limit funksiyaga tekis yaqinlashsa ham, lekin 

[b m /n(x )] '^ l im /;(x )

bo'lishini ko'rsating.

Misollarning javoblari

7.8. (-o o ; + oo) da mavjud, x -  0  uzilish nuqtasi. 7.9. [e~';e], 

7.10. ( -o o ;+ o o ) .  7.11. (—oo;+oo) . 7.12. [1 —£;l + £], 0  <  £  <  1. 7.13. 1.

7.14. * In 2 .  7.15. e ■ 7.16. 1. 7.17. K . 7.18. 1. 7.19. 7.20.
2 e - l  6 2

Mumkin. 7.21. Mumkin emas. 7.22. Mumkin. 7.23. Mumkin. 7.24. 
Mumkin. 7.25. Mumkin. 7.26. Mumkin emas. 7.27. Mumkin. 7.28. 
Mumkin. 7.29. Mumkin emas. 7.30. Mumkin. 7.31. Mumkin. 7.32. 
Mumkin. 7.33. Mumkin. 7.34. Mumkin emas.

8- §. Darajali qatorlar

8.1. Darajali qator, uning yaqinlashish radiusi va yaqinlashish 
intervali. Ushbu

X a "(x - x o)" = a 0 + a ]( x - x 0) +  a2( x - x 0f  +  - - -  +  an( x - x 0)" + ■ ■ ■  (8.1)
n=0

qator darajali qator deyiladi. Bunda a0 ,a, a2 ,...,an,... o 'zgarm as
haqiqiy sonlar darajali qatorning koeffitsiyentlari deyiladi, x0 esa 
ixtiyoriy o'zgarmas son.

(8.1) darajali qator X , u„(x ) funksional qatorning xususiy holi
n=0

bo'lib hisoblanadi:
un(x) = an( x - x 0)", « = 0,1,2,.... 

x - x 0 = t  belgilash yordamida (8.1) darajali qatorni

antn — $0 â t + a t̂2 + •—\-antn —  (8.2)
«=o

ko'rinishga keltirish mumkin. Shuning uchun biz bundan keyin
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X  anx" = a 0 + a tx + а2х 2 н-----1- апх" + • • •
п=О

ko'rinishdagi qatorlarni o'rganish bilan kifoyalanamiz.
8.1- teorema (Abel teoremasi). Agar (8.2) darajali qator x ning

x = x 0 (x0 ;*0) qiymatiga yaqinlashuvchi b o ‘lsa, u holda x  ning

x < x0 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida (8.2) 
darajali qator absolut yaqinlashuvchi bo'ladi.

Natija. Agar (8.2) qator x  ning x = x0 qiymatida uzoqlashuvchi

b o ‘lsa, u x  ning |x > x j  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 
qiymatlarida uzoqlashuvchi bo'ladi.

8.2- teorema. Har qanday darajali (8.2) qator uchun 3p (p > 0 
son yoki +oo) son mavjud bo'lib:

a)  ag a r p * 0  va p * + ° °  b o 'lsa , u h o ld a  (8.2) q a to r

K = { x \  x < p} intervalda absolut yaqinlashuvchi bo 'lad i va К  

intervalning tashqarisida uzoqlashuvchi bo'ladi;
b) agar p  = 0 bo'lsa, (8.2) darajali qator faqat x = 0 nuqtada 

yaqinlashuvchi bo'lib, sonlar o'qining qolgan hamma nuqtalarida 
uzoqlashuvchi bo'ladi;

d) agar p  = bo'lsa, (8.2) darajali qator sonlar o'qining hamma 
joyida yaqinlashuvchi bo'ladi.

8.1- ta ’rif. 8.2- teorem adagi p son (8.2) darajali qatorning

yaqinlashish radiusi, К  = {x e R : jx| < p} esa darajali qatorning 
yaqinlashish intervali deyiladi.

8.1- eslatma. К  intervalning chegarasida, ya’ni x = ±p  da (8.2) 
darajali qator yaqinlashuvchi bo'lishi ham, uzoqlashuvchi bo'lishi 
ham mumkin. К  ga nisbatan kichik istalgan K x = {x: |x < p, < p} 
intervalda (8.2) qator absolut va tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

8.3- teorema (Koshi —  Adamar). Agar: 1) chekli yoki cheksiz

lim Ĵ\a~ mavjud bo'lsa, u holda (8.2) qatorning yaqinlashish radiusi 
puchun
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formula o‘rinli;

2) chekli yoki cheksiz lim a" mavjud b o isa , u holda (8.2)
Un+1 i

darajali qatorning yaqinlashish radiusi r uchun

P = lim — (8.4)

formula o ‘rinli.
8.2- eslatma. Darajali qatorlarning har bir hadi (-oo;+oo) da 

berilgan funksiya b o isa  ham, tabiiyki, darajali qatorlar ixtiyoriy 
nuqtada yaqinlashuvchi bo iad i, deb ayta olmaymiz.

8.3- eslatma. '£la„(x ~ xoY darajali qatorning yaqinlashish
n=0

intervali (x0- p ; x 0 +  p)  bo iad i, bunda p  ushbu X a"X" qatorning
n=0

yaqinlashish radiusi.
8.4- eslatma. (8.3) —  (8.4) lim itlar mavjud bolm aslig i ham 

mumkin. Ammo (8.2) darajali qatorning yaqinlashish radiusini 
hisoblash uchun umumiy formula

1
limWiaj (8-5)
П- + 0 0 V

ga egamiz. (8.5) formula Koshi — Adamar formulasi deyiladi.

8.1- misol. X
2 + ( - l )" 

3

\ n
x" darajali qatorning yaqinlashish

radiusini toping.
Yechilishi. Berilgan darajali qator umumiy hadining koeffitsiyenti

2 +  ( - 1)" Л"

3

ketma-ketlikning limitini topamiz:

Endi p  radiusni topish  uchun { K J  = {!(J\a }̂
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Ravshanki, { KJ  ketma-ketlikning limiti mavjud emas. Berilgan 

{Kn} ketma-ketlikning qismiy limitlari mavjud, y a ’ni

Jim K2k = !, l im ^ 2*_,= .
Л—>°° k->°° J

{Kn} ketma-ketlik qismiy ketma-ketliklarining limitlari orasida

1
eng kattasi 1, eng kichigi esa ga teng ekanligini ko‘rish qiyin emas. 

Demak,

lim/: = l im 2 + (_ l) =1, lim К = l im 2 + (--1) = 1.n ' n -4
oo CO 3 »oo 3 3

8.4- eslatmaga ko‘ra, berilgan darajali qatorning yaqinlashish 
radiusi

bo'ladi.

p  = lim f 2 + ( - \ y  V = 1

8.2 - misol. 7 r "’ daraja li qatorning yaqinlashish
n = o  n !

radiusi, yaqinlashish intervali va yaqinlashish sohasini toping.

Yechilishi. Berilgan darajali qator «-hadiningkoeffitsiyenti a„ =

Qatorning yaqinlashish radiusini (8.4) formulaga asosan topamiz:

a„ .. (и + 1)! b" lim = lim , = +oo

bn
nl

a + 1 П!

p = +  oo. Yaqinlashish intervali ( —OO* -j- oo ) bo 'lad i. Demak, 
berilgan darajali qatorning yaqinlashish sohasi ham ( —oo‘ -j- oo ) dan 
iborat ekan.



8.3- misol. ]£( -)"*" darajali qatorning yaqinlashish radiusi,
n=0 3

yaqinlashish intervali va yaqinlashish sohasini toping.

(  2 Y
Yechilishi. Bu yerda a„ =  ̂ j  • Qatorning yaqinlashish radiusini

(8.3) formulaga asosan topamiz:

1 . 1 3  
p = ,— = lim-

lim da.. {  2 \ "  2

v3 ,

Demak, berilgan darajali qatorning yaqinlashish radiusi P : 2 ’

3 3 
2  ’  2 bo'ladi. Endi x = ±p = ± da

2
yaqinlashish intervali esa

darajali qator mos ravishda

1 -1  + 1 —...-+-(—1)" +..., 1 + 1 + 1 + ... + 1 + ... 
sonli qatorlarga aylanadi. Bu qatorlarning uzoqlashuvchiligi 

ravshan. Demak, berilgan darajali qatorning yaqinlashish sohasi

3 З л
2 2

intervaldan iborat.

V 1
8.4- misol. 2-i лп darajali qatorning yaqinlashish radiusi,

n=1 n ~>
yaqinlashish intervali va yaqinlashish sohasini toping.

Yechilishi. Berilgan darajali qator n - hadining koeffitsiyenti

1
an — . j  • Qatorning yaqinlashish radiusini (8.4) formulaga asosan

3  n

topamiz:

lim a n (« + l)3"+l ,  = l i m ------------= lim 3 f , +I ]
n —

a „+\ »-»“ пЪ" <■-»“ n
\  /

= 3, p = 3.
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yaqinlashish intervali esa (x 0 — p ;  x 0 + p )  = ( - 2 ; 4 )  boiadi.
Endi qatorning yaqinlashishini yaqin lash ish intervalining 

chegaralarida tekshirib ko'ramiz. Agar:

(—1)"2"
a) x = - 2  boisa, 2L qator hosil boiadi. Bu qator Leybnis

n=i 3 и
alomatiga ko‘ra yaqinlashuvchi.

b)  x = 4 boisa, uzoqlashuvchi garmonik qator hosil boiadi.
n=l n

Demak, berilgan darajali qatorning yaqinlashish sohasi [-2 ;4 ) 
yarim intervaldan iborat.

”  и 3 r 2nZ A7 X
з ' darajali qatorning yaqinlashish

n=\ n  +  1 3

radiusi, yaqinlashish intervali va yaqinlashish sohasini toping. 
Yechilishi. x 2 = t deb belgilaymiz, u holda berilgan darajali qator

°°
У  v  f  (*)
t f ( « 3+l)3" U

nl
ko‘rinishga ega bo iad i, bu yerda an -  - y  — . (8.4) formulaga

(« +1)3
asosan qatorning yaqinlashish radiusini topamiz:

8.3- es la tm a g a  k o ‘ ra , x 0 = 1, p  — 3 , b e rilg a n  q a to rn in g

(я + 1) 3"(и +1) J_
3n

1 + - 
(« + 1)V v '  У

n3 = 3.

(*) qatorning yaqinlashish intervali (-3 ; 3) bo iad i, y a ’ni |/| <3. 
Endi berilgan darajali qatorning yaqinlashish intervalini topamiz:

t' = jx2 = x 2 < 3 yoki 'x1 < 73.

Berilgan darajali qatorning yaqinlashish intervali (—>/3;->/3) 
b o ia d i .  Intervaln ing chegara la r id a  qatorn i yaq in lash ishga

1 2 6



oo J

tekshiramiz: х= ± 7з  da X  3 sonli qator hosil bo'lib, uning
n =1 «  +  1

umumiy hadi uchun

n3l ima =lim , = l?tOя 3 . iи + 1
bo'lganligi (y a ’ni sonli qator yaqinlashishining zaruriy sharti 
bajarilmaganligi) sababli, qator uzoqlashuvchi bo'ladi. Demak,
berilgan darajali qatorning yaqinlashish sohasi ham (—V3; л/з)
intervaldan iborat ekan.

8.6- misol. darajali qatorning yaqinlashish radiusi,
n=0

yaqinlashish intervali va yaqinlashish sohasini toping.
Yechilishi. Bu yerda an =n\. Qatorning yaqinlashish radiusini

(8.4) formulaga asosan topamiz:

p = lim a" = lim " ! =0. 
an+1 »^“ (« + l)!n —»oo

Yaqinlashish radiusi p = 0 , u holda berilgan qator faqat jc = 0 
nuqtada yaqinlashuvchi, son o'qining qolgan nuqtalarida esa 
uzoqlashuvchi bo'ladi.

n
8.7 - misol. £  1 -  г x" daraja li qatorning yaqinlashish

radiusi, yaqinlashish intervali va yaqinlashish sohasini loping.

Yechilishi. Berilgan darajali qatorda un =
n2

. Darajali

qatorning yaqinlashish radiusini (8.3) formulaga asosan topamiz: 

1 1 -  1 1 - 1  

P l im ,1(1- Л ) " '  l im d— т>"' f’ ~ ‘n2' »-»“ n

Darajali qatorning yaqinlashish intervali ( -  , ) dan iborat.
е е

1
Berilgan darajali qator x < da absolut yaqinlashuvchi.

e
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Yaqinlashish intervalining chegaralarida darajali qatorning
1

yaq in lash ish  xususiya t in i  teksh iram iz : x = b o ' lg an d a
e

V  1 яз 1
^ 0  2') ' n sonli qator hosil bo'ladi. Koshi alomatiga ko'ra
n=1 ^

l imK n = l im J ( l -  1 )"' 1 = lim 1 (1 -  \ f  = 1 • ’ = -  <1.
"~>°° n e" n->°° e  n e  e  e

Demak, x= * nuqtada darajali qator yaqinlashuvchi. Xuddi
e

shunday, x = -  ' bo'lganda ham darajali qator yaqinlashuvchi
e

bo'ladi. Shunday qilib, berilgan darajali qatorning yaqinlashish 
. r 1 Ц

sohasi L~ , J segmentdan iborat ekan.
e  e

8.2. Darajali qatorlarning xossalari.
1- xossa. Agar (8.1) qatorning yaqinlashish radiusi p (p >0) 

bo'lsa, 0 < r < p  tengsizlikni qanoatlantiruvchi shunday p son 

topiladiki, (8.1) qator [-/•; r] da x ga nisbatan tekis yaqinlashuvchi 
bo'ladi.

2- xossa. Agar (8.1) qatorning yaqinlashish radiusi p bo'lsa, bu 

qatorning S(x) = ^ a nx" y ig ’ indisi ( -p ;p )  da uzluksiz funksiya
n-0

bo'ladi.
3- xossa. Agar (8.1) qatorning yaqinlashish radiusi p bo'lib, bu 

qator x = p (x = - p )  nuqtada yaqinlashuvchi (hech bo'lmaganda 
shart l i  yaq in lashuvch i)  b o ' lsa ,  q a to rn ing  S ( x )  y ig ' in d is i  
x = p (x = - p )  nuqtada chapdan (o'ngdan) uzluksiz bo'ladi, y a ’ni



4- xossa. Agar (8.1) qatorning yaqinlashish radiusi p bo'lsa, bu 
qatorni [a, ft] ([a, ft] с  ( -p ;p ) )  segmentda hadma-had integrallash 
mumkin, y a ’ni

b b n  oo b

J S(x)dx = j a nx"dx.
a a n=Q n=0 a

5- xossa. Agar (8.1) qatorning yaqinlashish radiusi p bo'lsa, bu 
qatorni ( -p ;  p) da hadma-had differensiallash mumkin, y a ’ni

(  ~ V 

k /?=0
6- xossa. Ushbu darajali qatorlar bir xil yaqinlashish radiusiga 

ega:

I v ' -  X  а" , х"+|’ 1 .я=0 л=0 Я + 1 /1=1
8 .8 -misol. x - 4 x 2+9x3-1 6 x 4+... darajali qatorning yig’indisini 

toping.
Yechilishi. Berilgan darajali qatorning yaqinlashish radiusini (8.4) 

formula orqali topamiz:

p = lim " , bunda an = (-1)" ‘и2. p = lim^ , =1.( - 1  ry
'|->~|(-1)"(л + 1)2 

Darajali qator y ig ’indisini ,S(x) = x - 4 x 2 + 9x3-1 6 x 4+... 
kabi belgilaymiz. Berilgan qator yig’indisi S(.v) ni x (x ^ 0) ga bo'lib,

uni darajali qatorlarning 5-xossasiga ko'ra, jx| < 1 intervalda hadma- 
had integrallaymiz:

■S(x), 
x

f 5 (x\ic = x - 2 x 2 + 3x3 -1 4 x 4 + ... + C ;J Y

= (x2- x 3+x4—...)' —x + x2- x 3+... + C = — +C.
(1 + X ) 2

Bu tenglikn i hadm a-had  ( x < l , x ^ 0 )  d ifferensia l lab , 

tv ч _ х (1_х2)b ( x ) -  j ni topamiz (|x|< 1, x^O ). Bu yerda x^O degan

shartni olib tashlash mumkin, chunki 5(0) = 0.
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8.9- misol. Ushbu

1 + j T ( 2 n - , ) V = J _  ( - K x < l )  
t l  (2л)!! V T T 7

darajali qatorni hadma-had integrallashdan foydalanib,

1 + у ( 2 л - 1 ) ! !  I = n
t !  (2л)!! 2л + 1 2

bo'lishini ko'rsating.
Y echilish i. Bu d ara ja l i  qatorn i,  4- xossaga asosan , 

[0;x] ([0;x] с  ( - l ; l ) , x  > 0) segmentda hadma-had integrallash 
mumkin. U holda arksinusning bizga ma’lum bo igan  yoyilmasiga 
ega boiamiz:

Г dt ^  (2/7-1)!! х 2л+|
,------= arcsin x = x + >

J0 7 [ T 7  f r  (2л)!! 2л+ 1

Bu hosil bo'lgan darajali qatorning yaqinlashish intervali (—1; 1) 

bo'ladi. x = ±1 da

v  (2л-1 ) ! !  x 2"+l x+ >
t i  (2л)!! 2л+ 1

darajali qator

1±у ( 2 я - 1 ) И  1
t t  (2л)!! 2л + 1 

sonli qa to rga  ay lanad i .  Bu qator, R aabe a lom atiga  k o 'r a ,  
yaqinlashuvchi bo'ladi. U holda x=l da

, v ( 2 « - l ) ! !  1 ■ , n1 + > = arcsin 1 =
t !  (2л)!! 2л+ 1 2

bo'ladi.

8 .10 - misol. ХД2/г~ ^х " ' funksional qatorning y ig ’indisini
/1=1

toping.
Yechilishi. M a’lumki (1- bob, 1- § dagi (D) formulaga qarang),

x + x3 +... + x~n l +...
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darajali qator ( -  1; 1) da yaqinlashuvchi va uning yig ’indisi ga
1 - x 2

teng:

Y x 2"-' =
"  I -  r 2fl — l 1

Bu qatorni 5-xossaga asosan, (-1; 1) da hadma-had diffe
rensiallash mumkin, y a ’ni

d
dx dt

£ ( 2 « - 1 ) x 2" -
1 + x

( 1 - x 2)2

Oxirgi teng likn ing  chap va o ‘ng tom oniga x e ( - l ; l )  ni 
ko ‘paytirib, berilgan qatorning yig’indisiga ega bolamiz:

8.11- misol. Ushbu darajali qatorning yig ’indisini toping:

x 2 n t l + . . .2x+ 2 x3 + 2 x5 +...+ 2 ;-2n+1 
3 5 2n +1

Yechilishi. Berilgan darajali qator umumiy hadining koeffitsiyenti
2

a » = 2  +i '  D ara ja l i  q a to rn ing  yaq in lash ish  rad ius in i (8.4) 

formulaga asosan topamiz:

2 2
p = lim

2и + 3 = lim =1, p = l. 
2n + 12n + \ 2п+Ъ

Darajali qatorni (-1; 1) intervalda, 5 -xossaga ko‘ra, hadma-had 
differensiallash mumkin:

f l ^ x 2 1 4•f X +.
\

+ 2x (  2— x +4 X3+. 2« 2n-\ 1 .+ X +...
I 3 5 У I 3 5 2/7 + 1 /

= 2 (l + x 2 + x 4 + . . .  +  X 2" + ( x  < 1 ) .

4- xossaga asosan, keyingi tenglikni |x < ld a  hadma-had

integrallab.
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ifodaga ega bo'lamiz. Bunda x=0 deb, C=0 ekanligini topamiz. 
Shunday qilib,

4 In  \X
2x , X X  

1+ + + ...+ +... = ln 1+* (.*!<]).
1 - X3 5 2n +1

8.12- misol. Ushbu darajali qatorning yig'indisini toping:

^ ( 2 n - l ) ! !  x2"+l 
x + >

“ f 2" n\ (2/7 +1)
Yechilishi. (8.4) formulaga asosan:

( 2 / 7 -1 ) ! !  (2/7 + 1) ! !  2(/7 + l ) (2/7+ 3) ,p = l im  : = l im  = 1 ;
2 '1и ! ( 2/7 + 1) 2 ' i+ (и + 1 ) ! (2и  + 3) (2/7 + l ) ( 2 «  + l )

p = l. Darajali qatorning yaqinlashish intervali (-1; 1) dan iborat.
5- xossaga ko'ra, darajali qatorni (-1; 1) intervalda hadma-had
differensiallash natijasida ushbu

1 + £ ( 2 / i - l ) ! !
£  2"/;!

qatorni hosil qilamiz. M a ’lumki, t\ < 1 da

(1+<r = 1+ y » ( « - i W ' » - »  + i ) (.
n\

2 1yoyilma o'rinli. Keyingi yoyilmada t = — x , m = —-  deyilsa,

(W<1) (l)
/i—i  ̂ й •

ga ega bo'lamiz. (1) qatorni yaqinlashish intervali ichida hadma-had 
inlegrallasak,

жМ 2и-1)!! x 2n+l / arcsinx = С + x + > ( ,x < l)
t t  2"n\ 2/7+1 1

bo'ladi. Bunda x=0 deb va arcsin0=0 ekanligini e’tiborga olib, C=0 
ekanligini topamiz.



Shunday qilib, berilgan darajali qatorning yig ’ indisi arcsin.v 
funksiyadan iborat bo'lar ekan, y a ’ni

2n+\УГ — arcsin x = x + >
t t  2 "n\ 2/7 + 1 (2)

Bu darajali qatorni (-1; 1) intervalning chegaralarida yaqin
lashishga tekshirishda Raabe alomatini qo llab ,

lim  и
А2(и + 1)(2/? + 3) л

(2/7 + 1)2
6/72 + 5/7 3 = lim = > 1

4/7" +4/7 + 1 2

ekanligini topamiz. Demak, x = ±1 boiganda darajali qator absolut 
yaqinlashuvchi b o la r  ekan.

Shunday qilib, Abel teoremasiga asosan, (2) tenglik Vxe [-1; 1] 
lar uchun o'rinli bo'lar ekan.

Mustaqil yechish uchun misollar

Darajali qatorning yaqinlashish radiusi, yaqinlashish intervali 
va yaqinlashish sohasini toping:

чЗл+1

Xя.
( _'l\Zn 00 V 00

8-, - § (- , Г ' »5- 8-2- 1 „ У Ы п * 3 - I 3 n-

8.4. 1 1 » 3 1 + 1
л/й

n v 1 (x — 1)" V  * ^
• 8.5. 8.6. 2 / g  * ■

v / 
2«+l

2" +3'

X / ln(/7 + 1) „+1 ^
H )  r ,-, r  8-8- ^  и X - 8-9- ^n=\ 2 «=i  ̂ «=i

/ -  V 7Г
CO S

V

X  .

8.12. £

1 +

( - 1)" A?

" 8.11. X
//=1

f" 8.13. X

x
a"+ft"'

( , 1 11+ +...+
2 /7

X .

[3 + ( - l ) T  „„
■ 8.15. X

/1=1 Я

n\
4n
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-  Л
8.16. X  i ~ x"■ 8.17. X

и=1 v W ! п=\
'(2/i - 1 ) ! ! Y

(2/i)!! sinx

5" + (-3 )” „ ^  ^2л + 1-3/2и-1
8.19. TV 7“ x"- 8.20. X

"  и + 1 л/и
(x + 3)\

8.18. X
=1

8.21. X
/1=1

8.22. X

m(m -1  )...{m -  n +1)
n\

V  b
n n2

c\ (a>0 ,b>  0).8i23. X 3”(«3+ 2 ) ( x - l ) 2".

-л/Й
8 . 2 4 . X  „>"•  C«>D- 8 . 25 .  X  n r ~ x -/1=1 Cl n-\ \J ft +1
Qatorlarning yaqinlashish sohalarini toping:

2/i+i • я  Is x
8.26, X х sin.„-8 .27.x  •n=i 2 „=i и

8 .28 .  Х ( 8 ш ( л / й Т Т - л / « ) ) ( х  + 1)".

8.29. X arctg
5"

2 "n
( x - 5 )". 8.30. X  » (x _ 1>

8.31. X (2 -V e )(2 -V e ) . . .(2 -V e )x ”. 8.32. X  \  s i n l -
n=\ n = \ X 2*

8.33. £ n !
ЯХ

Darajali qatorlarning yig ’indilarini hadma-had differensiallash 
yordamida toping:

„ - .  x3 x5 „ „  x3 x58.34. x+ + +.... 8.35. x -----+ —... .
3 5 3 5

, 1  1-3 2 1-3-5 з , x2 x4
8.36.1+ x + x + x3+... . 8.37. 1+ + - + ....

2 2-4 2-4-6 2! 4!
X X 2 X 38.38. + + +... .

1-2 2-3 3-4
Darajali qatorlarning y ig ’indilarini hadma-had integrallash 

yordamida toping:
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8.39. х + 2х~ + Зх’ +... . 8.40. х + х~ + х 3 +... + хп +...
2 3 п + \

8.41. 1 • 2х + 2■ Зх2 + 3-4х3 +... .

Misoiiarning javoblari

8.1. p = V5, ( 3 - л/5; 3 + V5), [З-л/5; 3 - л/5].

8.2. р = 3, (—3;3), [—3;3].
8.3. р = 27, (-27;27). 8.4. р =1,(-1;1), [-1;1].

8.5. р =3, (-2 ;4 ) . 8.6. р = 7 3, (-л/3;л/3).

8.7. p=V2‘ , ( -V 2 ;V 2 ) , [ -T 2 ;V 2 ] .  8.8. р = 1,(-1;1), [-1;1).

1 / 1 К8.9. р = 1, (—1; 1). 8.10. Р =  , ( — ; )•
г  е  е  е

8 . 1 1 .  р  = m a x (a ; f t ) ,  ( - р ; р ) .  8 . 1 2 .  р  = 1, (—1; 1), (—1;1].

1 , 1 1 ,
8.13. р =1, (—1; 1). 8.14. р =  , ( -  ; )• 8.15. р = 0 ,х  = 0.

8.16 . р -  + °°, (-°о; + оо) . 8.17 . р = 1, 0 < х <2. A g a r p > l  
bo‘lsa, х = 0  da absolut yaqinlashuvchi. Agar 0< р< 1 bo isa , 
x = 0 da shartli yaqinlashuvchi. 8.18. p = 0, x = 0.

8.19. p = * ,  ( - ' ф ,  [ - 5 ; 5). 8.20. p = 1, ( -4 ;-2 ) ,  [ -4 ;-2 ] .

8 .21. p = l, (—1;1), ag a r  m> 0 bo ‘ lsa, x = - l  da abso lut 
yaqinlashuvchi, agar m < 0 bo isa , x = -\ da uzoqlashuvchi. Agar 
m> 0 b o isa ,  x = l da absolut yaqinlashuvchi, agar — 1 < m < 0

boisa , x = 1 da shartli yaqinlashadi. 8.22. p -  min
'1  1 л

Agar a< b  bo isa , x = - p  da absolut yaqinlashuvchi, agar a > b  
boisa , x = - p  da shartli yaqinlashadi. Agar a < b bo isa , x = p da 
absolut yaqinlashadi. Agar a > b  bo isa , x = p da uzoqlashadi.
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8.23. р = +°°, (-°°;+°°). 8.24. р =

8.25. р = 1, (—1; 1), [—!;!). 8.26. (~V2;V2). 8.27. [-КГ';10].

9 .1 . F unksiyalarn i T eylor qatoriga yoyish. f ( x )  funksiya 
x0 (x0e  /?)nuqtaningbiror

Us (x0) = {xe R :x0- 5  <x <x0 +5} (<5>0) 
atrofida berilgan boiib , u shu atrofda istalgan tartibdagi hosilaga 
ega bo isa , ushbu

darajali qator, u yaqinlashuvchi boiadimi, yaqinlashuvchi boiib, 
uning yig’indisi f ( x )  funksiyaga teng boiadimi yoki yo‘qmi, bundan 
qatiy nazar, f ( x )  funksiyaning x = x0 nuqtadagi Teylor  qatori  
deyiladi. Bu qator (8.1) darajali qatorga o ‘xshash boiib , bunda

8.28. (-2;0). 8.29. (0;6). 8.30. • 8.31. (-1;1).

\

V у

8.32. )U ( ;+oo). 8.33. (—1; 1). 8.34. ^ ln j ^  ( *  <D-

8.35. arctgx- ( x < l ) .  8.36. г----- (-1<х<1).

8.39. X 2 (IX! < 1). 8.40. -In  1 —x ( x < 1). 
(1 -x )

2x
8.41 ( l _ x)S ('*!<■).

9- §. Teylor qatori

(9.1)
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lar Teylor koef f l tsiyentlari  deyiladi.
Xususiy holda, y a ’ni x0 = 0 boiganda (9.1) Teylor qatori

ko‘rinishga keladi. Bu qator ko‘p hollarda Makloren qatori  deb 
yuritiladi.

9.1- teorema. f ( x )  funksiya biror Us (x0) to‘plamda istalgan

tartibdagi hosilaga ega bolib , (9.1) qator uning x - x 0 nuqtadagi

Teylor qatori boisin. Bu qator Us (x0) d a f (x )  ga yaqinlashishi uchun 
uning

Teylor formulasi qoldiq hadi Vxe Us (x0) da nolga intilishi, y a ’ni 

lim rn (x) = 0 boiishi zarur va yetarli.

Ma'lumki, Teylor formulasi qoldiq hadi:
a) integral ko'rinishda

b)  Lagranj ko‘rinishida

bunda с  = x0 + 6 ( x - x a), O<0<1;
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d) Koshi ko‘rinishida

>;(*) = . ( ! - 9 ) " ( x - x 0Y+', с  = х0 + в ( х - х 0), 0,<в  <1; 
n\

e)  Peano kobrinishida
r  (x) = o ( ( x - x 0)")

boiadi.
9 . 2 - teorema. /(л) funksiya (x0- p , x 0+ p ) (p > 0) oraliqda 

darajali qatorga yoyilgan, y a ’ni:
/ (x) = a0 + a,(x -  x0) + a2(x -  x0)2 + ... + a „ (x -x 0)" +... 

bo isa  bu qator/fxj funksiyaning Teylor qatori bo iad i, bunda

1! 2! 3! n\
9.3- teorema. Agar f lx )  funksiya biror (x0 -  p ,x 0 + p )  intervalda 

istalgan tartibdagi hosilaga ega bolib , shunday o‘zgarmas M >0 
son topilsaki, barcha x e  (x0- p , x 0 + p) hamda barcha n e  N lar 
uchun

/ (n)(x ) '< M

bajarilsa, u holda (xo- p , x 0+ p ) intervalda f ( x )  funksiya Teylor 
qatoriga yoyiladi, y a ’ni

n\
boiadi.

9 .1 -misol. / (x )  = cosax funksiyani x = x0 nuqta atrofida Teylor 
qatoriga yoying.

Yechilishi. Bizga ma’lumki, berilgan cos ax funksiyaning n- tartibli 
( n e  N) hosilasi quyidagicha boiadi:

/ <n)(x) = (cosax)(n) = a" cos(ax + n 7̂ )  ■

7Г
Bundan, x = x 0 da f in)(x0) = a" cos(ax0 + n ) bo i ish i  kelib 

chiqadi. Demak, berilgan funksiyaning Teylor qatori
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cosaxn - a s m a x 0( x - x 0)- a cosax0 
2 !

( x - x 0)2 +

я .

a sin ax, a" cos(ax0 +n—)
- ( x - x 0)"+...

3! u n\
bo'ladi. Bu qatorning yaqinlashish intervalini topamiz. Buning uchun

“» W  = -
a" cos(ax0 + n —)

я .a" cos(ax0 + (и + 1) —)
w„+1 (x) = ---------------------------—  _ x )"+1
n+1 (л + 1)!

bo'lganligini inobatga olib, Dalamber alomatiga ko'ra, ning har bir 
berilgan qiymatida quyidagi limitni hisoblaymiz:

= lim
w„(x)

an+l cos(ax0 + и ̂  + ̂ )w ! (x -  x0)"+1

я .a" cos(ax0 + и—)(« + l ) ! ( x - x 0)"

0, n = 2k, k e  N,
0, n = 2k-\, k e  N.

D = 0 < 1 bo'lganligi uchun qaralayotgan qatorning yaqinlashish 
intervali (-°o;+oo) bo'lishini aniqlaymiz. / (x ) = cosax funksiya 
Teylor formulasining Lagranj ko'rinishidagi qoldiq hadi

я .

Ф )  = -

an+ cos(ac+ (« + ! ) —)
- ( x - x j

(n +1)!
b o ' lad i ,  bunda с  = х0+ в ( х - х 0), ()<0<1. Endi Teylor 
formulasidagi r (x) qoldiq hadning nolga intilishini ko'rsatamiz. 
Harqanday n e  N va У с е  R uchun

n+l
= 0я . a

•(n + 1)!

o'rinli. Demak, harqanday chekli x e R  uchun lim/;(x) = 0 bo'ladi.
П —»oo
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Shunday qilib, berilgan cosax' funksiya istalgan tartibdagi 
hosilaga ega va lim r (x) = 0 boigani uchun, 9 .1-teoremaga asosan, 
bu funksiya x - x 0 ning darajalari bo'yicha Teylor qatoriga yoyiladi.

a sm axn
,, n ( x - x nf  +

a sin ax0 , cos(ax0 + «  ̂ )
+ , ,  ( x - x 0Y - . . .  +-------------------— ( x - x 0)" + ...

J '  n\

9 .2 -misol. / (x )=  * funksiyani x=2 nuqta atrofida Teylor 
1+x

qatoriga yoying.

Yechilishi. Berilgan /(x ) = 1 funksiyaning istalgan tartibli
1 + x

hosila larin i topamiz, so 'ngra uning va hosila lar in ing x0 =2 
nuqtadagi qiymatlarini hisoblaymiz:

f i x )  = =ix + i y \  f ( 2 )  = 
x +1 3

(x + 1)"+l’ 3"+l ’

Topilganlarni (9.1) formulaga qo'ysak, /(•*) = funksiyaning 

Teylor qatori
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1 1! 2! ( х - 2 ) 2 (-1)"л!(х —2)"
-  , ( х - 2  + г v +...+ +

3 3- З3 2! 3 п ! („

/1=0 3
ko‘rinishda bo iad i. Bu qatorning yaqinlashish intervalini Koshi 
alomatidan foydalanib topamiz:

x — 2
< 1.

3
u„(*) = (J  ( x - 2 ) \  lim ?Jun(x) = lim J  ( !) (x -  2)" =

3 Л/1 3

Endi x - 2 < 3  tengsiz l ikn i yechamiz : -3 < x -2 < 3 = >  
= > -l< x< 5 . (**) qatorning yaqinlashish intervali (-1; 5) boiadi. 
Intervalning chegaralarida, y a ’ni x = - l  va x=5 nuqtalarda mos 
ravishda

1 + 1 + 1+... va 1 - 1  + 1 - 1  + ...
uzoqlashuvchi qatorlar hosil boiadi.

Demak, (**) qatorning yaqinlashish sohasi (-1; 5) intervaldan

iborat b o ia d i .  Bu (**) qator (—1; 5) in tervalda / (x ) = —
1 + x

funksiyaga yaqinlashishi uchun f ( x )  funksiya Teylor formulasining 
qoldiq hadi barcha x e  (— 1;5) da nolga intilishi zarur. Haqiqatan 
ham,

Н Г Ч х - 2) ^ _______ :_____
(3 + 0 (x —2)) f  q ( x - 2 ) T 2 "- 

3  1 +  C7

bunda O<0<1. Shunday qilib, 9.1- teoremaga asosan, (**)qatorning
. . 1 

y ig ‘ indisi ga teng bo iad i, y a ’ni

■ - t a w1 + x £  3

9.3- misol. f ( x )= e ~ x funksiyani [—p ; p ] , p >0 da Makloren 
qatoriga yoying.
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Yechilishi. Berilgan funksiya [ - p ;p ]  da istalgan tartibli hosilaga
ega, y a ’ni

va shunday o ‘zgarmas M >0 son topiladiki, barcha x e [ - p ; p ]  

hamda barcha n e  N lar uchun

tengsizlik o‘rinli, u holda 9.3-teoremaga asosan, / ( x )  = e  x funksiya 

[ - p ;p ]  da Makloren qatoriga yoy ilad i, y a ’ni

-x , x x2 . x" e  = 1 -  + - . . .  + (-1) +....
1! 2! n\

9.2. Elementar funksiyalarning Teylor qatorlari. (9.1') formulada 
xo = 0 deb, am a l iyo td a  k o ‘ p u ch rayd igan  b a ’zi e lem entar 
funksiyalarning darajali qatorlarga yoyilmalarini keltiramiz:

1. Ko‘rsatkichli funksiyalar:

f (")(x) = (e~x)M = ( - i y e - x, n e  N

e  ~ Zj  n] (-00<X<+00, p=°° ) .  (9.2)

a =zh  |̂ n a . a> 0, аФ\ (—°° < x < +°°, p = °°). (9.3)

2. Trigonometrik funksiyalar:

3. Darajali funksiyalar:

(x + l)a =l + X c > \ (9.6)

bunda Cna =
а ( а - 1 ) - . . . ( а - ( и - 1 ) )

n\
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Agar а Ф О , а Ф п , ( п е  N) bo‘ lsa, (9.6) qatorning yaqinlashish
radiusi 1 ga teng bo'ladi.

(9.6) formulaning muhim hususiy hollari:

1 = l> \  (* <1, P = 1); (9-7)1 - X «=0

, ' = | > 1 Г Л  (|* <1, P = i); (9.8)1+X „=0

1 = Х № Ь ,(Ы < 1, P = 1). (9.8’)
1 + X n=0

4. Logarifmik funksiyalar:

ln(l + x) = Х Н Г ‘ -  (-1<X<1, P = l ) ;  (9.9)

ln ( l - x )  = - Y  (-1< х< 1, p = l ) . (9.10)
t !  И

5. Giperbolik funksiyalar:

x2"
= 4,’ ( - ^  < X <+oo, p = o°); (9.11)

t o  (2 и)!
o° .̂2/1+1

= ( - o o < X < + - ,  p= o o)  (9 .12)
" ( 2 и  + 1)!

6. Teskari trigonometrik funksiyalar:

arctgx = £( - 1 ) " ' ’ , (Lx < 1, p = 1); (9.13) 
t !  2n — \

f  (2« + 1) ! !x2,,+1 
arcsmx = X 7 ,  (^1 <UP =1) ; (9.14)

п  (2и)!!(2и +1)

ж ( 2 « - l ) ! ! x 2n+1 i . n
*“ Ш = Г " ? ( М Щ 2 » - И ) '  <W ’ , ,  = 1)' ' 9 1 4 '>

я  V’ ( - l )"+1x2"+’ , , , arcctgx = + У  -— , (|x< l,p  = l ) .  (9.14” )
2 t o  2n + l
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9.4-misol. f ( x )  = c o s 4x funksiyani x0 = П nuqta atrofida Teylor
8

qatoriga yoying va yaqinlashish radiusini toping.

Yechilishi. Bizga ma’lumki, cos2x = 1 (l + cos2x), u holda

/ (* )  = (l + cos2x) 3 1 „ 1
= + cos2x+ cos4x 

8 2 8
71

bo'ladi. So'ngra x = t+  ̂ almashtirishni bajaramiz:

f ( x) = f ( t  + --)  = g ( t )= ^  + ^ -  (cos 21 -  sin 2t) -  - sin At. (9.15)
8 8 4 8

Endi (9.4) va (9.5) yoyilmalardan foydalanib, cos2?, sin I t  va
sin At uchun

\n ̂ 2n+\
t2n+X

t i  (2/г + 1)_!
2̂/j+l ̂ 2/j+1 

ii=o (2 л + 1)!
tengliklarga ega bo'lamiz. cos 2/, sin 2/ va sin At funksiyalarning 
yoyilmalarini (9.15) ga keltirib qo'ysak,

cos * = 2
(-1)"22"

n=o (2и)!

sin4? = ^ ( - 1 ) "

,  sin2? = ^

« « - i *  4

3 -J2  ( (—X)" I 2" t2n “ / 1\” т2л+1 42n+l \i (-1)"22"+|Гу  ( - 1 J  L I  _ y l

h  (2л)! (2/1 + 1)!

_ 1 у ( - 1 ) " 4 М|/2“+|
8 ~  (2/7 + 1)!

7Г
ifodaga ega bo'lamiz. Endi t = x -  ekanligini hisobga olsak,

8

natijada

/ (x ) = J +V2 £ ( 1 & - ( х - 7Г)2» - У  ( - 1)"221“, (х _ 7Г) ^ 1 
8 [& (2л)! 8 ^  (2/7 + 1)! 1 8

_ £ ( - D - 2 -  я
h (2/7 + 1)! 8 

bo'ladi. Hosil bo'lgan qatorning yaqinlashish radiusi p  = °° .
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9.5- misol. Ushbu funksiyani Makloren qatoriga yoying va 
yaqinlashish radusini toping:

3x + 5
/ W =  •>(3jc — 5)(9jc +25) •

Yechilishi. Berilgan to‘g ‘ ri kasrni, aniqmas koeffitsiyentlar 
usulidan foydalanib, oddiy kasrlarga ajratamiz:

Злг + 5 A Bx + C+ (9.16)(3x -  5)(9x2 +25) (3x -  5) (9x2 + 25)
Bu yerdan quyidagi ayniyatga ega bo‘lamiz:

3x + 5 = A(9x2 + 25) + (fix + C)(3x -  5). 
x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarini tenglashtirib, 

so ‘ ngra hosil bo ‘ lgan teng lam a la r  s istem asin i yechib,

3
5 5 ’

(9.16) ga keltirib qo‘ysak,

. , в  = -  ,C = 0 bo‘lishini topamiz. Topilgan koeffitsiyentlarni

f ( x )  =
1 -3x -1 3x

5(3x 5) 5(9x2 + 25) 25 ( l - - x )  125(1 + (— )2)

boiadi. Endi (9.7), (9.8) yoyilmalardan foydalanib, quyidagiga ega 
boiamiz:

f ( x )  = -

= -  -  у
25 t o V5 ,

x"+ 3x t ( - D -  
1 2 5 ^ v 5 /

X 2" =

V5 y

Bu qatorning yaqinlashish radiusi P -  boiadi.

9.6- misol. /(x ) = ln ( 6 x - 5 - x 2) funksiyani x0 =3 nuqta atrofida 
Teylor qatoriga yoying va yaqinlashish radiusini toping.

Yechilishi. Kvadrat uchhadni quyidagi ko‘rinishda ifodalaymiz:

6 x - 5 - x 2 = ( 5 - x ) ( x - l ) .  и  ho lda /(x ) = ln (5 -x )  + ln (x - l )  
boiad i. Endi t = x - 3 almashtirishni bajaramiz:
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f ( x )  = f { t  + 3) = g i t )  = ln(2 -  0  + In(/ + 2) = In 4 + ln(l -  ' )  + ln(l + ' ) .  

(9.9), (9.10) formulalardan foydalanib,

g ( 0  = ln 4 - jT
£ « 2 "  t f  «2"

ifodaga ega bo'lamiz. Endi t = x — 3 ekanligini hisobga olsak,

/ (x ) = In 4 -  J  ((-1)" + l)(x -  3)" = In 4 -  £  , ' (x -  3)2*
n—\ k=i * 2

bo'ladi. Hosil bo'lgan qatorning yaqinlashish radiusi 2 ga teng, 
yaqinlashish intervali esa [1; 5] bo'ladi (o'ylab ko'ring!)

9 . 7 - misol. / (x) = (shx — chx)2 funksiyani Makloren qatoriga 
yoying.

Yechilishi. Berilgan funksiyani quyidagi ko'rinishda ifodalaymiz: 

/ (x) = sh2x -  2shxchx + eh2x = eh2x -  sh2x .
(9.11) va (9.12) yoyilmalardan foydalanib, ushbu yoyilmaga ega 
bo'lamiz:

oo ^ 2 n  2 n oo ^2n+\ 2n+\

f ( x )  = (shx- ehx)2 = X  — . .  " X

22"=x
i S  (2 и)!

1
2w + l

t i  (2л)! t i  (2Л+ 1)!
2x

■x2".

9.3. Taqribiy hisoblashlarda qatorlarning tadbig‘i. Taqribiy 
hisoblashlarda sonli va funksional qatorlar keng qo'llaniladi. 
Taqribiy hisoblashlarda qatorlar qo'llanishlarining ba ’zi muhim 
hollarini keltiramiz.

a)  Funksiyalarning qiymatini qatorlar yordamida hisoblash. f ( x )
funksiyaning x = x0 nuqtadagi qiymatini biror berilgan aniqlikda 
hisoblash talab qilingan bo'lsin.

Faraz qilaylik, x0 nuqtani ichiga olgan ( a - p ; a  + p )  intervalda 
berilgan funksiya

f{x)  = a0 + ali x - a )  + ... + arii x - a ) n +... 
darajali qatorga yoyilgan bo'lsin. U holda
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f ( x 0) = a0+a,(x0 - a )  + ... + an(x0-a )"  +... 
boiadi. Bu sonli qatorning birinchi n ta hadini olib,

f ( x Q)~Sn(xn) = a0 + a l(x0- a )  + ... + aii(x0-a )"  
taqribiy tenglikka ega bo iam iz . n ning o ‘sib borishi bilan bu 
tenglikning aniqligi oshadi. Bu taqribiy tenglikning absolut xatoligi,
y a ’ni / (x 0) -S „ (x 0)| qator qoldig1 ining moduliga teng boiadi: 

f ( x 0) - S n(x0)\ = rn (x0)l,
bunda

К ) = a„+i(*o -  a)"+' + an+2(x0 -  a)"+2 +....
Bizga f ( x )  funksiyaning x = x0 nuqtadagi qiymatini £>0 aniqlik 

bilan hisoblash talab qilinganda, qatorning shunday n ta hadlar 
y ig ‘ indisini olish kerakki, nat ijada lf ( x 0) - S n(x0) = r  (x0) <£ 
boisin. M aium ki, funksiya darajali qatorga yoyilganda. bu yoyilma 
f  (x) funksiyaning Teylor qatoridan iborat boiib ,

a„ = , °j (« = 0,1,...) 
n\

bo iad i.  Teylor qatorining qo ld ig i  r (x0) ni berilgan aniqlikda 
baho lashda Teylor (yoki M ak loren) form ulasi qold iq  hadi 
formulalarining biri ishlatiladi.

9.8- misol./(x) = ex funksiyaning x=l nuqtadagi qiymatini 
£ = 0,001 aniqlikda hisoblang.

Yechilishi. M aium ki, el funksiyaning x bo'yicha yoyilmasi

x x2 x3 x"e  =l + x+ + +...+ +...
2! 3! n\

ko‘rinishda boiadi. Bundanx=l boiganda

, , 1 1 1e = 1 + 1+ — + — + ...+ +...
2! 3! n\

munosabatga ega boiamiz. Bu qatorning n +1 ta hadini olib,

, , 1 1 1e = 1+1 + + +...+
2! 3! n\ 

taqribiy tenglikni hosil qilamiz.
f"*'\x)=ex ekanligini e’tiborga olib, Makloren qatorining rn(x) 

qoldiq hadini Lagranj ko'rinishida baholaymiz:
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r ( x )  = 6 x"+l, 0 <c<x.
(и + 1)!

(>C
x - \ bo'lganda, /• (1) = , 0 < с  < 1. Ravshanki, e c < e' < 3

(« + 1)!

. . . .  3tengsizlikni e’tiborga olsak, rn(\)< tengsizlikka ega bo'lamiz.
(/7 + 1)!

n = 5 bo'lganda 3 = 3 = 1 >0 001^
(/г + 1)! 6! 240 ’

3 3 1П = 6 bo'lganda e s a -------= _ <0 001 bo'ladi.
(и + 1)! 7! 1680

Demak, e' funksiyaning л'=1 nuqtadagi qiymatini £ = 0,001
a n iq likda  hisoblash uchun q a to r n in g /7=6 ta hadini olish yetarli .

, , 1 1 1 1 1e = 1 + 1+ + + + +
2! 3! 4! 5! 6!

yoki
e = 1,0000 +1,0000 + 0,5000 + 0,1667 + 0,0417 +
+0,0083 + 0,0014 = 2,7181.

Shunday qilib, e  sonining 0,001 aniqlikdagi qiymati e=2,7181 
bo'lar ekan.

b) Integrallarni qatorlar yordamida hisoblash.

г sin x
9 .9 -misol. J dx integralni 0,001 aniqlikda hisoblang.

0 -X
Yechilishi. sinx funksiyaning x  bo'yicha (9.5) yoyilmasini, y a ’ni

x3 x5 sinx = x -  + - . . .
3! 5!

munosabatni e ’tiborga olib, berilgan integralni quyidagicha yozib 
olamiz:

f SinXdx = j X~ 3! +^ ~ ' ' d x = f (l - ^  + ̂ - . . . ) ^  =
J x J x J V S’о о л  0

X 3 X s ’ ’  - <*>
= ( x -----------1- чИ_1 1 1 1 — ...) ., — 1--------- 1----------------- 1-... .

3-3! 5-5! |0 3-3! 5-5! 7-7!
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Hosil bo ' lg an  teng likn ing  o 'ng  tom onidagi qato r  ishorasi 
a lm ash inuvchi qator bo ' l ib ,  u Leybnis teorem asiga k o 'r a ,  
yaqinlashuvchi. Shuning uchun

5 - 5 > r „ ; < c „ +1,

bunda C„+i = , 1V_ , . (*) qator yig'indisini 0,001 aniqlikda (Zn + I)(/« + 1)!
topish uchun

\r I < a  . = < 0,001
" "+1 (2и + 1)(2и + 1)!

tengsizlikni qanoatlantiradigan n ni topamiz:

/? = 2 bo'lganda 5 . 5! = 6(Ю > 0,001 ’

n = 3 bo'lganda ? = 35280 < ° ’ 001 bo'ladi.

f s'n x jDemak, J dx integralni 0,001 aniqlikda hisoblash uchun (*)
0 x

qatorning uchta hadini olamiz:

г sinx 1 1 .-----dx = 1-------- + = 0,946.
{ x 3-3! 5-5!

Shunday qilib, berilgan integralning 0,001 aniqlikdagi taqribiy 

f sin x
qiymati, J “ d x - 0,946 bo'ladi.

0 *
d) Limitlarni qatorlar yordamida hisoblash.
9.10- misol. Ushbu limitni toping:

s in x -a rc tg x
lim

arcsinx
Yechilishi. sinx, arctgx, arcsinx funksiyalarning x  bo'yicha

(9.5), (9.13), (9.14) yoyilmalaridan foydalanib, limitni topamiz:

x 3 x 5 x 3 X5
x ------- 1--------------x 4-------------- 1—sinx-arctgx  .. 31 51 3 5 lim = l im ----- —— ---------~ т -----2------ =

arcsinx X + - 1- x 3 + x 5 + -
2-3 2-4-5
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е) Differensial tenglamalarni qatorlar yordamida yechish.
9 .1 1 -  m isol. y" = y cosx + x d ifferensia l teng lam an ing  

•У(0 ) =1> У (0 )  = 0 boshlang‘ichshartlarniqanoatlantiruvchixususiy 
yechimining darajali qatorga yoyilmasidagi birinchi (noldan farqli) 
uchta hadni toping.

Yechilishi. Berilgan differensial tenglamaning yechimini ushbu

y = y ( 0 )  + y'(0)x + y"(0)X̂  + / ' ( ° ) * ! + ... (*)

Makloren qatori ko'rinishida izlaymiz.
x = 0  da y  = 1 bo'lishini e ’ tiborga olib, berilgan differensial 

tenglamadan у  "(0) ni topamiz:
y'(  0) = 1 cos 0 + 0 = 1.

У*(0) ni topish uchun berilgan differensial tenglamaning har ikkala  
tomonini differensiallaymiz:

y"  = v'cos x -  у  sin x +1.
Bundan

y w( 0) = y'(0) cos 0 -  y(0) sin 0 +1 = 1 . 

y(0) = 1, / (0 )  = 0, / ( 0 )  = 1, y m{0) = \ 
larni (*) qatorga qo'yib, berilgan differensial tenglamaning taqribiy 
xususiy yechimi

2 3

y (x ) = l+ +
2! 3!

ekanligini hosil qilamiz.

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi funksiyalarni x ning daraja lar i bo 'yicha darajali 
qatorga yoying:



9 .1 .у  = sin3 х • 9.2.У -  ~ ■ 9 .3 . у  = 1п(1 + х + х 2 + х 3) •

9.4. у = 3 2 . 9.5. у  = cos2 х ■ 9.6. у  = arcsin х 3 .
V* X )

9 .1 .у  = ' 3 V • 9 -8 ‘ У = ех(\ -х) + е-х(\ + х).
1 + X + X + X + х

9 .9 .у  = ln(x + V 1 + х 2 ) . 9 .1 0 .у = arccos( 1 - 2 х 2).

х cos а  - х 2
9 .11. у=  . 9.12. у  = е~' . 9 .13 .у , „

v l  + x 2 l - 2 x c o s a  + x
1

9.14. у  = excosa cos(x sin а ) .  9.15. v=  ------- .
( 1 - x  ) v l - x

9.16. у  = 4х.

Funksiyalarni k o ‘rsatilgan nuqta atrofida Teylor qatoriga yoying  
va bu qatorlarning yaqinlashish radiusini toping:

9.17. f ( x )  = sin2^X , x0 =3. 9.18. / (x )=  2 ' , x 0 = -2 .
3 x +4x + 7

9.19. /(x) = ex, x0 = 3 . 9.20. / (x) = Vx, x0 = l.

K X  X
9 .21. / (x )  = cos xn = l .  9.22. / ( x ) =  2 , x0 = 5.

2 x -  5x + 6

9.23. /(x) = 2 \ x 0 = l. 9.24. /(x) = ln(x2+2x + 2), x0 = - l .

9.25. / (* )=  2 I xo = 1 -x -  5x + 6

9.26. /(x) = — !--------- , x0 = 6.
Vx -12 x  + 40

9.27. /(x ) = -------- -, x0 = 3.
Vx" —6x + 36

9.28. / (x )=  1 -y, x0 =1.
(x - 2 x  + 3)
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9.29. / М  = ~r r  ~—  ’ xo = 2. 
V x ' -  4x + 8

9.30. / (x ) = cos4x, х0 = - Л
2

Quyida keltirilgan sonlarni ko'rsatilgan aniqlikda hisoblang:

9.31. cos 18°. 0,0001. 9.32. e 2 , 0,00001.

9.33. In0,98, 0,0001. 9.34. V27, 0,001.

9.35. ch0,3, 0,0001. 9.36. 0,0001.
Integral ostidagi funksiyani darajali qatorga yoyish yordamida, 

berilgan integralni ko'rsatilgan aniqlikda hisoblang:
1

0,5 . ~sin2xг Sin / v
9.37. j e~x!dx, 0 ,0 0 1 .9 .3 8 . J --------dx, 0,001 '

0 0 x

°fln(l + x) , л °r e x — 1
9.39. J dx, 0,001 9 40 f dx, 0,001

0 x 0 x

1 1

0,001. 9 .4 2 .jH 9 !E £ * , 0.001.
0 x о x

Limitlarni darajali qatorlar yordamida hisoblang:
п. >• x -  arctgx 1-cosx9.43. hm -------—s - ' 9.44. hm

•t_>0 X *-»0  £ x — ] _  x

n , c  chx-cosx  arcsin2x- 2 arcsinx9.45. lim 9.46. hm
*-><) x" x3

O* >̂sinx ,  ,

9.47. lim —  . 9.48. lim ХЛГ-.0 4 0  x-
Differensial tenglamaning berilgan boshlang'ich shartlarni 

q an o a t lan t iru vch i  yech im in i d a r a ja l i  q a to r la r  yo rdam ida  
toping:

9.49. y ' - y —0, j(0 )= l. 9.50. (\+x2)y'~ 1=0, y(0)=0
9.51. y"+xy=0, jh(0)=1, y'(0)=0
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Differensial tenglamaning berilgan boshlang'ich shartlarni 
qanoatlantiruvchi xususiy yechimini ko'rsatilgan sondagi noldan 
farqli hadlarini darajali qatorlar yordamida toping:

9.52. y "  = x + y 2, y(0) = 0, y '(0) = l. Birinchi to 'rtta hadini 
toping.

9.53. y '  = x2y  + y 3, v(0) = l. Birinchi to'rtta hadini toping.

9 .5 4 .  y "=  'V -  * , y ( l)  = l, jk'(1)=:0. B irinehi o lt i ta  hadini
У x

toping.

Misollarning javoblari

9 1 3 У ( - 1 У +' , ( * < + ° 44 (2/7 + 1)! V ’

9.2. n=о n=о ^

( _ ! ) - ' +[1 + ( -1 )" ]( -1 )Г '
9.3. X ----------- k--------------------- x", (—1 < x < l).

9.4. £ ( «  + l ) -x 3" , ( x < l). 9.5. l + £ ( - l ) "  2 x2" , ( x  <+°o).
n=i л=1 \ )■

9.6. x3+ Y  {2- p l)U V " +3 ,(|x|<l). 
t t r n \ ( 2 n + ' l )  41 ’

n=0 n=0
„2я+1 oo X 2n+2

9.8. 2 У  /  - - 2 У  , . , ( x  < + -) .  
£l(2n+'\)\ t i { 2»+ 'l) !  V ’

9 9  (2/*)!! 2/7 + 1 J  ̂ ’
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9 . 1 0 . 2 ,  + * - !L l (■„<!)
1 h  (2« ) ! !  2л +1J ’ '  '

1 4 4

9.11. x + £ ------- -̂-------------- x2"+l ,(Jjc|< l).
Л=1 ^ •

n 2 n

**■*- £  ^, '( A < + »). 9 .13 . ^ x " c o sn a  .1 x < I ). 

, , 4 . § c°: f V , ( , < H . . ( , < , ) .

X *  i*  (Jr + 2 )1" .P = V5. 9.19. e’ Y  1 (*-3)" ,/> = +». 
"-o J  " « !

, 2 а | (- ' Г а г з ,г . ^ , ) „ р = 5

9-2Г 1 ( 2 ^ 5 ) !  <ДГ“ 1)-- Р = 4" -

9 2 2  ' £ (^ " ( * - 5 Г - ^ £ № ( ^ - 5 Г ,  p  = 2.
n=l ^  „=1 i

9.23. 2 £ 1п"2 ( х - 1 Г , р =+оо.
S  n\

9-24. X (_1) (jc + 1)2", /? = 1. 9.25. £ ( 1 - 2 ' " ' ' ) ( х - 1 Г ,  p = l.
Я=1 ^ /1=0
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9.27. ■+ § <- П ^ " " 2 )(* - 3>1 ' P - * &

9.28. t H S +I)( * - U “ . Р - Л

1 (—1)"(2« — 1)!! , . 2„ .
9.29. 2 * 1  „ U ,  ' >’ -

9.30. i (- ‘^ C 2 “ - W x  + V .  P = -  
t r  (2л)! 2

9.31. 0,9551. 9.32. 1,648719. 9.33. In 0,98 = -0,0202 .

9.34. V27 =5,196 .9 .35 . ch0,3 = 1,0453.

9.36. s/ Ц - 1,0192- 9.37. 0,245. 9.38. 0,946. 9.39. 0,098.

1
9.40. 0,102. 9.41. 0,337. 9.42. 0,507. 9.43. . 9.44. 1. 9.45.1.

1 1 V '  X x
9.46.1. 9.47. In2. 9 . 4 8 . - . .  9 .49 .У = Х  , = e •

9.50. * = arctg*S  2я + 1

x3 x6 x9
9 .5 1  У = 1-------+ -  +•••

2-3 2-3-5-6 2-3-5-6-8-9

X 3 x 4 X 6 л и  ,  JC Зх2 17x3
9 .52 .у  = x+ + + +.... 9 .5 3 .у  = 1 + , ,+  — + + - .

6 12 45 1! 2! 3!

, (x — l)2 2 ( x - l ) 4 3 ( x - l ) 5
9.54. v = l -  -  + +■••.

2! 4! 5!

n\
2w+l
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I l l  BO B

X O S M A S  IN T E G R A L L A R

10- §. Chegaralari cheksiz xosmas integrallar

10.1. Chegaralari cheksiz xosmas integrallar. Biror f ( x )  funksiya 
[a ,+00 ) o ra l iqda  ber i lgan  b o i ib ,  bu o ra l iqn ing  is ta lgan  
[a,t] (a< t<+  со) qismida (Riman m a’nosida) integrallanuvchi 
boisin, y a ’ni V/ (/ > a) uchun ushbu integral mavjud boisin:

10.1- ta ’rif. F(t )  funksiyaning t ->+°<> dagi chekli yoki cheksiz 
limiti f ( x )  funksiyaning [a,+°°) oraliq bo'yicha birinchi tur xosmas

10.2- ta ’rif. Agar / - + + « 0  da F(t )  funksiyaning limiti mavjud 
boiib, u chekli boisa, (10.1) xosmas integral yaqinlashuvchi  deyiladi. 
f ( x )  esa (a;+°°) oraliqda integral lanuvchi funksiya  deb ataladi.

10.3- ta ’rif. Agar / —»+°° da F(t )  funksiyaning limiti cheksiz 
yoki mavjud boimasa, (10.1) xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.

f ( x )  funksiyaning (-°°;a] va (-oo;+oo) oraliqlar bo'yicha xosmas 
inte gral lar i ,  ularning yaq in lashuvch i l i g i , uzoqlashuvch i l i g i  ham 
yuqoridagi kabi ta ’riflanadi:

( 10.1)
a

integra/i deyiladi va u J  f{x)dx  kabi belgilanadi.

a a

a a

f (x )dx= f ( x ) d x ,
Г

f (x )dx  = lim Ч/(г;т)= lim | f (x )dx  . (10.2)
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10.1- eslatma. ( 1 0 .2 ) da chekli limit t va t laming mos ravishda 
4 00  va - 0 0  ga qanday intilishiga bog 'l iq  bo 'lm aslig i kerak. 
Boshqacha aytganda, integral, faqat va faqat

I a
lim f f (x )dx  = lim F(t)  = /, va lim f f (x )dx  = lim Ф(т) = I2

t —»+oo J / —>+00 7 —>—00 J X  —>—00
a T

limitlar chekli boigandagina, yaqinlashuvchi bo'ladi, bunda a e  R . 
Bu holda u, xosmas integralning ta ’rifiga ko'ra, /,+/, ga teng 
bo'ladi, y a ’ni

+00 a +°°
J  f (x )dx  = J  f (x )dx+  J  f (x )dx

10 .1-misol. /= [ , xosmas integralning yaqinlashuvchi- 
{ 4  + x2

ligini ko'rsating va qiymatini toping:
Yechilishi. Ta ’rifga ko'ra.

/ = f = lim f - = lim F(t)
J0 4+x '^*°J04 + x

bo'ladi. Bunda

r dx 1 xi 1 t h (/) = = arctg = arctg ■
* 4 + x 2 2 g 2 2

Endi da F(t )  funksiyaning limitini topamiz:
1 t nI = lim F(t)  = lim arctg =

i—>+°° /—>+°° 2 2 4
l im it mavjud va chckli . Demak, berilgan xosmas integral 

yaqinlashuvchi va uning qiymati / = П .

°r x +110.2- misol. , dx xosmas integralning uzoqlashuvchi 
- t  x~ +1 

ekanligini ko'rsating.
Yechilishi. Xosmas integralning ta’ rifiga ko'ra
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lim = lim | -   ̂ln(T2 + l ) - a rc tg r — + 00.

Demak, 10.3- t a ’ r ifga asosan , berilgan  xosmas in tegra l 
uzoqlashuvchi bo‘ladi.

dx10.3 - misol.
x +6x + 14

xosmas integralni yaqinlashuvchi

likka tekshiring.
Yechilishi. Yuqoridagi ta ’rifga ko‘ra

J dx 1

= lim [
T - » - o o  J

dx = lim
x ‘ +6x +14 (x + 3)J +5

dx
T (x + 3)“ + 5

- j
dx

(x + 3) + 5
= lim 1 x + 3 - arctg “3 1 x + 3 '  Л

+ r- arctg

.. 1 t + 3 .. 1 t  + 3 1 л л  л  
= hm - arctg -  -  hm arctg = + r = r ,

V5 л/5 л/5 V5 V5 2 2%/5 V5

y a ’ni chekli. Demak, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi 
boiadi.

+00
1 0 . 4 - misol. / = Js in x d x  xosmas integralni yaqinlashishga

0
tekshiring.

Yechilishi. Ta’rifga ko‘ra
+00 1

I = \ sin xdx = lim [sin xdx = lim F(t)
J  t —>+M  J  / - » + o o

I
Bunda F(t)  = J  sin xdx = -co sx  ‘Q = 1 -co s t .

t —t+oo da cost funksiya hech qanday limitga intilmaydi. 
Demak, berilgan xosmas integral uzoqlashuvchi va uning qiymati 
mavjud emas.



dx
10.5- misol. f (a > c )  xosmas integralni yaqinlashuv-

[ { x - c f
chilikka tekshiring.

Yechilishi. Ta ’rifga ko'ra

/ = } dx = lim f dX = lim
' ( . r - с ) "  (x  -  c ) “

(x- c) '~a \

= lim/—>+00
{ t - c t a J a - c f  

1 - a  1 - a

1 - a

= lim F(t).

a >  1 bo ' lg an d a ,  l im F(f)  = - ^ a mavjud va chekli
1—a

bo'lgani uchun, 10.2- ta ’rifga asosan, berilgan xosmas integral 
yaqinlashuvchi.

a  < 1 bo'lganda, lim F(t) = +°° . Bu holda, 10.3- ta ’ rifga ko'ra, 
berilgan xosmas integral uzoqlashuvchi.

, , 7  dx w  ч|+“a - 1 bo'lsa, = ln (x -c ) i  =-h=o .
x —c  aa

Demak, a  > 1 bo'lganda, xosmas integral yaqinlashuvchi, a  < 1 
bo'lganda esa, xosmas integral uzoqlashuvchi bo'ladi.

10.2. Yaqinlashuvchi xosmas integrallarning xossalari. Asosiy 
formulalar.

1 - xossa. Agar J  f (x ) dx  xosmas integral yaqinlashuvchi bo'lsa,
a

+00

J  f (x )dx  (t>a ) integral ham yaqinlashuvchi bo'ladi va, aksincha,
t

+00 +00

y a ’ni J  f{x)dx integral yaqinlashuvchi bo'lsa, J  f (x )dx  integral
I a

ham yaqinlashuvchi bo'ladi, shu bilan birga
+00 t +°°

J  / (x)dx = J  f (x )dx  + J  / (x)dx
a a t

tenglik o'rinli.
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Ч-oo

2- xossa. J  f ( x ) dx  integralning yaqinlashuvchi boiish idan
a

+00

lim f f ( x ) dx  = 0 bo'lishi kelib chiqadi.
/ —>+00 J  

t
t

+00 +00

3 -xossa. Agar j  f ( x ) dx  va J  g(x)dx  integrallar yaqinlashuvchi
a a

+00

bo'lsa, barcha a , f i e  R sonlar uchun, J  ( a  f ( x )±  /5 g(x))dx integral
a

ham yaqinlashuvchi bo'ladi va
+ ° °  +00 +00

J  (a / M  ± P g(x))dx = a j  f  {x)dx ± /? J  g(x)dx
a  a a

tenglik o'rinli.
+00

4 -xossa. Agar Vxe [a;+°°) uchun f ( x ) < g ( x )  bo'lib, J  f (x )dx
a

+ ° °  + 0 0 + 0 0  

va J  g(x)dx  integral yaqinlashuvchi bo'lsa, J  f (x ) dx  < J  g(x)dx
a a a

tengsizlik o'rinli bo'ladi.
5- xossa (Nyuton — Leybnis formulasi). f ( x )  funksiya [a;+°°) 

oraliqda uzluksiz bo'lib, F(x) uning shu oraliqdagi boshlang'ich 
funksiyasi bo'lsin. U holda

+00

J  f ( x ) dx  = F ( x = JF(+°o) -  F(a) (10.3)

bo'ladi, bunda f (+ " )  = lim F(t ) .
/ - > + 0 0

Odatda (10.3) ham Nyuton — Leybnis f o rmulas i  deyiladi.
6- xossa (o'zgaruvchilarni almashtirish formulasi). f ( x )  funksiya 

[a;+°°) oraliqda uzluksiz, cp(t) funksiya esa [a;/3) da uzluksiz 
differensiallanuvchi funksiya va a = (p(a) < (p(t) < lim <p(/) = + 00

i->B- 0
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оо и

b o 'lsa , j f ( x ) d x ,  j f ( (p( t) )<p' (t )dt in teg ra l la rd an  b ir in ing
a a

yaqinlashuvchiligidan, ikkinchisining ham yaqinlashuvchiligi kelib 
chiqadi va ushbu o'zgaruvchilarni almashtirish formulasi o'rinli:

/3
j f ( x ) d x  = jf(<p(t))<p'(t)dt. (10.4)
a a

7- xossa (bo‘laklab integrallash formulasi) Agar u-u(x)  va v—v(x) 

funksiyalar [a;+°°) da uzluksiz differensiallanuvchi bo'lib,

+oo -foo

mavjud bo'lsa, J  iidv, J  vdu integrallardan birining yaqinlashuv-
a a

chiligidan ikkinchisining ham yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi va 
ushbu b o ' la k lab  in tegra l lash  form ulasi o 'r in l i  bo ' lad i :
+oo -too

f udv = ( m v ) !+“  -  f vdu , bu yerda ( k v ) ,+~ = lim (uv) -  u (a )v(a ) .J a J a *—»+°o
a  a

10.6- misol. Ushbu integralni hisoblang:

dx.
w _ 4 5 л 

vr ’ - 4  + (.v + 3) y

Yechilishi. f ( x )=   ̂ , g (x)= - deb belgilaymiz. f (x )  
x2 - 4  (x + 3)

va g ( x )  funksiyalar uchun, mos ravishda,

1 х - 2  1F(x)= In —  , G(x) .
4 x + 2 2(x + 3)

boshlang'ich funksiyalar mavjud bo'ladi. (10.3) Nyuton — Leybnis 
formulasi bo'yicha quyidagilarga ega bo'lamiz:



Demak, xosmas integralning 3- xossasiga asosan, berilgan 
integralning qiymati:

• t x - 4  (x + 3)
r dx r dx 7 5 dx — 4 I +5 = In +
• x —4  ̂ (x + 3)1 3

X s d x10 .7 -misol. Г ' integralni hisoblang.
- (x4 +4)2

x 3
Y echilish i. Bunda / (x )=  X [\/2;+°°) da uzluksiz

(x4 + 4)2

funksiya, x = \ft funksiya esa [2;+<*>) da monoton o'suvchi va 
differensiallanuvchi b o ig an i  uchun (10.2) xosmas integralda

o'zgaruvchilarni almashtirish formulasidan foydalanamiz: x = tft

deb belgilab olganimiz uchun, x}dx = ^d t  va yangi chegaralar

a  = 2, /3 = +°° boiadi. Demak,

^  x3dx 1 7  dt 1 1  1

’ lnx
x3

7  x'dx _ 1 7
i  (x 4 + 4 )2 _  4 ] (t + 2)2 4 t + 2: 16

+°° In
10.8- misol. [ —r-dx integralni hisoblang.

J  v

Yechilishi. Bunda w(x) = lnx, v(x) = - ^ - y  [2;+°°) da uzluksiz
2x2

va d ifferensia llanuvchi funks iya la r  b o ig a n i  uchun xosmas 
integrallarda bo iak lab  integrallash formulasidan foydalanamiz.

A gar  i/ = lnx, d v — - dey ilsa ,  d u = - X , v = — * b o i ib ,
x x 2x

quyidagiga ega boiamiz:

l n x  , l n x  1 ( d x

2 x - 12 2  \  x 3

ШХ I f
d x  =  -  - +

~ 1 v2 1 J
Bunda
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r ln x "
+oo

 ̂ In 2 ln x  ' _  In 2 7  dx _ 1

f  2 x2 J
= lim

2 ~ 2 x 2 , 8 ] x 3 "" 8

boiishini topamiz. Demak, j
In -Vdx = In 4e

10.9- misol. Ushbu tengsizlikni isbotlang:

0<
x 12 + 64

dx < к
16'

Isboti. Ravshanki, [V2;+°°) dagi barcha л lar uchun

0  < x _ x ^ x
x 12 + 64 _ (x4 + 4)(x8 -  4x4 +16) x4 +4

B u n d a ./ (x )-  n 

[л/2;+°о) da integrallaymiz

u , g (x )  = - 4 bo'ladi. Keyingi tengsizlikni
X  “ I-  О  i  X  " i  i

0 < f r ,X-  ~dx < f 
i * ' 2+64 h

xdx 
x4 +4

Agar

7  xdx 1 7  d(xz) II 7  d(xz)

■Ti'
xdx я

- x 12 +64 16
10 .10- misol. Ushbu tengsizlikni isbotlang:

r  _ 1 я  я  я
2\j -2 ~ 4 2~ 4 ~ 16

boiishini e ’tiborga olsak, 0 < J" < boiadi.
'

1 “rx 30+l , 1 1 < dx < +
29 -fx60+l 29 59

Yechilishi. Vxe[l,+°°) lar uchun
30 . , , 3 01 xM + l x™ + \_  1 1

x 30<l+ x 60< x60 ~ x 30+x60
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tengsizlik o ‘ rinli bo‘ lganligi uchun, 3-, 4- xossalarga asosan,
+«> 1  +0 0 /  ,  ,  \  +oo ,  +oo

L » dx<\ b +^ ) ,b = l > - +l
’ dx 

..60 (*)

Bundan

7  dx _ _ x  "  _ I г dx _
J v-30 o o  9Q ’ J ,-60

dx x M = 1 7  dx =_ x -59+~_ 1
29 J, 29 ’ ]  x 60 _ 59 I “  59 '

Bularni e ’tiborga olsak, (*) tengsizlikdan isbot qilinishi talab 
qilingan tengsizlik kelib chiqadi.

10.3. Chegarasi cheksiz bo‘ lgan xosmas integrallarning ba’zi bir 
tatbiqlari.

10 .3 .1 . Xosmas integrallar yordamida yuzni hisoblash. f ( x )
funksiya [a,+°°) da aniqlangan, uzluksiz va Vxe [a,+oo) uchun

f ( x )>  0 boisin. Unda D = {{x,y): a< x < + 0 < y <  f (x )}  soha-
+oo

ning yuzi ushbu S = f / (x)dx xosmas integral orqali ifoda qilinadi.
a

10 .11- misol. y  = xe~x ,0<x<+°° funksiyaning grafigi hamda 
Ox o 'qn ing  musbat qismi bilan chegara langan egri chiziqli 
trapetsiyaning yuzini hisoblang.

Yechilishi. Izlanayotgan trapetsiyaning yuzi quyidagi xosmas 
integral orqali hisoblanadi:

+oo

S = J  xe dx .
о

Bu integralni xosmas integralning ta ’rifiga asosan hisoblaymiz:

S -  “” } « ' * ' *  -  -  2 й г р л - * 1 »= -  2 S " ’ ’ I  -  2 Ocv.birL).

10 .3 .2 . Xosm as integral yordam ida aylanm a jism  hajmini 
hisoblash. Ushbu D ={(.x,y) : a < x < +°°, 0 < у  < f  (x)} egri chiziqli 
trapetsiyani Ox va Oy o ‘qlar atrofida aylantirish natijasida hosil 
bolgan aylanma jismning hajmi mos ravishda quyidagi formulalar 
yordamida hisoblanadi.
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-t-OO -t-OO

= к  J  f 2 (x)dx, F =2к j  xvdx.

10.12- misol. Ushbu chiziq bilan chegaralangan shaklni Ox o'q 
atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan jismning hajmini toping.

у = - '— xe[0 ;+ °° ) .
V 4 + x2

Yechilishi. Aylanma jismning hajmini topish uchun

V = к  j dx

integralni hisoblaymiz. Bunda

r dx n  x 1 я  , 7 тV = к  ,=  arctg = arctg(+°°) =
J 4 + x2 2 2 0 2 4

10.3.3. Xosmas integrallar yordamida aylanma sirtning yuzini 
topish. f(x) funksiya [a,+°°) da aniqlangan, uzluksiz va uzluksiz

f i x )  ga ega bo'lib, u f ( x )>  0 bo'lsin./fxj funksiya grafigini Ox 
o'q atrofida aylantirish natijasida hosil bo'lgan aylanma sirt yuzi 
ushbu formula yordamida hisoblanadi:

5 = 2n J  f{x ) • д/l +[f'ix)]2dx (*)
a

10 .12 -  misol. y - e ~x, xe[0;+°°) chiziqni Ox o 'q atrofida 
aylantirishdan hosil bo'lgan aylanma sirtning yuzini hisoblang. 

Yechilishi. Berilgan chiziqni ifodalovchi funksiyadan hosila

olamiz. y '  = -e~* ekanlig in i hisobga olib va (*) formuladan 
foydalanib, aylanma sirt yuzini hisoblaymiz:

+oo ______________  +oo

S = 2 k  J  yj\ + e - 2xdx = - 2 k  J  Vl + e~2xdie~x) =
0

_____  v+°°
'J\ + e~2x +  ̂In e'* +\J\ + e~2x = /r(V2+ln(l + V2)),=  - 2 k

r -i e
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S — л  {yjl + ln(l + V2  )̂ ) (kv.birl.).

10 .4 . Xosm as in teg ra llarn in g  yaqin lashuvchilig i haqida  
taqqoslash teoremalari. Integralning absolut yaqinlashuvchiligi. f( x )
funksiya [ я ;  + 0 0 )  oraliqda berilgan bo'lib. ixtiyoriy x e [ a ; + ° ° )  da 
f ( x )  > 0 bo'lsin.

4oo

10 .1- teorema. f ( x )  funksiyaning J f ( x)dx xosmas integrali 

yaqinlashuvchi bo'lishi uchun, Vre [a;+°°) da

{ f (0} =  j / ( * ) *

to'plamning yuqoridan chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli.
+00

Agar bu to'plam chegaralanmagan bo'lsa, J f (x ) dx  xosmas
a

integral uzoqlashuvchi bo'ladi.
10.2- teorema. f ( x )  v a g ( x )  funksiyalar [a ,+00) oraliqda berilgan 

bo'lib V.re[a,+°°) larda 0< f ( x ) < g ( x )  munosabat o 'rinli va
+00 +oo

j  g(x)dx  yaqinlashuvchi bo'lsa, J f (x ) dx  ham yaqinlashuvchi

bo
+ ° °  +00

'ladi va agar J  f (x ) dx  uzoqlashuvchi bo'lsa, j  g (x)dx  ham
a a

uzoqlashuvchi bo'ladi.
10 .3 -teorema. [a,+°°) oraliqda manfiy bo'lmagan f ( x )  va g (x )

funksiyalar berilgan bo'lib, x — da / М  nisbatning limiti
g(x)

mavjud va u biror к  ga teng bo'lsin:

lim ^ X- = k  (0</:<+oo) . g (x )

Bunda:
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a)  к<+°° boiib , J  g(x)dx  yaqinlashuvchi bo isa , J  f (x )dx
a a

ham yaqinlashuvchi boiadi;
+<x> +00

b)  A >0 boiib. J  g(x)dx uzoqlashuvchi bo isa , J  f (x ) dx  ham
a  a

uzoqlashuvchi boiad i.
10.2-natija. 10.3- teoremaning shartlarida agar 0</t<+°<> boisa,
+OO 4450

j* / (x)dx va J g(x)dx  integrallar bir vaqtda yaqinlashadi yoki
a a

bir vaqtda uzoqlashadi.
+00

Xususiy holda, agar  x — > 0 0  da f ~ g  b o i s a ,  | f{x)dx va

-t-oo

J  g(x)dx  integrallar bir vaqtda yaqinlashadi yoki uzoqlashadi.
a

Y uqoridagi teoremada taqqoslanayotgan funksiyalarning o'rniga 
aniq funksiyalar olib, amaliyotda ko‘p qollaniladigan alomatlarni 
keltiramiz.

10.4- teorema. f ( x )  funks iya  Я ning is ta lg an ch a  k a tta  
qiymatlarida

a > o )

shaklda tasvirlangan boisin. U holda:
+00

a) agar Я > 1 va Vx >x0 uchun <p(x)< С < +oo boisa, J  f (x )dx
a

yaqinlashuvchi boiad i;
+00

b)  agar Я<1 va <p(x)>C>0 boisa , J  f (x ) dx  uzoqlashuvchi
a

boiadi.
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a  ( a  > 0) tartibli cheksiz boisa, J f (x ) dx  integral «> 1  boiganda
a

yaqinlashuvchi, a  < 1 boiganda esa uzoqlashuvchi boiadi.

1 0 .1 3 -misol. Ushbu J —-- d x  integralning yaqinlashuvchiligini
1 x 2

ko‘rsating.

Y echilish i. Bunda f ( x) = — <p(x) = lnx > 0, a =  — < 1
x 2

Demak, 10.4-teoremaning b)  bandiga asosan, xosmas integral 
uzoqlashuvchi.

+00 J  1
1 0 .1 4 -  misol. [ —  e  Xdx integraln ing yaq in lashuvchilig in i

i x
ko'rsating.

Yechilishi. Bu integral uchun

' 1 -I J  1 
F(t)  = f~Ye  Xdx = e  1 —

■ x e

i
b o i i b ,  V7e[l;+°°) da F(t) = e ‘ - e <  1 b o i a d i .  U nda, 10.1- 
teoremaga asosan, berilgan integral yaqinlashuvchi bo'ladi.

+oo

10.15- misol. | 2x xdx integralni уaqinlashuvchilikka tekshiring.
о

t 21 | |
Yechilishi. F(t)  = \lxxdx = -----(?------- ) +------- - Bu funksiya

■ ln2 m2 (m2)

t — da yuqoridan chegaralanmagan. Shuning uchun, 10.1- 
natijaga ko'ra, berilgan integral uzoqlashuvchi bo'ladi.

10 .5 - teorema. A gar x -> + °°  da f(x J  funksiya — ga nisbatan
x
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10.16- misol. I g/71 : in teg ra ln i y a q in la sh u v c h ilik k a
dx

tekshiring.

dxr ax
Yechilishi. J 7j=f xosmas integralni qaraymiz. Bu integral

i vx
uzoqlashuvchi. Endi

№  + \g x Km j 1 _ 1

9+k i  V3
lim —----- -------- = lim

X —>+o° 1 X —>4-00

X3

bo‘lishini e ’tiborga olsak, 10.3- teoremaga asosan, berilgan xosmas 
integral uzoqlashuvchi bo'ladi.

1 0 .1 7 -  m isol. I , dx in tegra ln i yaq in la sh uv ch i l ik ka
■J 4 + x

tekshiring.
К

Y echilish i. R avshank i ,  V x> l uchun arctgx va

arctgx к  1 *7 dx
, ь  , tengsizliklar o'rinli. Unda - integralning

4 + x 2 4 + x- b -J 4 + x2

yaqinlashuvchiligini e ’ tiborga olsak, 10.2- teoremaga asosan, 
berilgan integral yaqinlashuvchi bo'ladi.

+o° 2 '"У
Г C O S  j J C

10 .18 -  misol. -------dx integralning yaqinlashuvchiligini
i Vx7+1

ko'rsating.
Y echilish i. R avshank i ,  barcha x€[l;+°°) lar uchun

f ( x ) = cos23x= ^ , b u n d a  (p(x) = ^ i i < C < + o o ,  A = - >
54 7 7 \ J i s i +11 . 5

X
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boigani uchun, 10.4- teoremaning bandiga asosan, berilgan xosmas 
integral yaqinlashuvchi boiadi.

7  xdx10 .19- misol. — integralning yaqinlashuvchiligini ko ‘r- 
•; x +i

sating.

. 7  dxYechilishi. xosmas integralni qaraymiz. Bu integralning
•J x +1

yaqinlashuvchi ekanligi ravshan, y a ’ni

f P  = arctgx = arctg(+«=)-arctgl = —.
'  x +1 4

Endi

x 1
.. jc3+1 x 3+x .. + х 2 lim — = lim —---- = lim x = 1

X -> + o o  1 X  —>+oo д ;  ]  X -> + o o  1

boiishini e ’tiborga olsak, 10.2- natijaga ko‘ra, berilgan xosmas 
integralning yaqinlashuvchi boiishi kelib chiqadi.

10.5. Ixtiyoriy funksiya xosmas integralining yaqinlashuvchiligi.
+oo

10 .6- teorema (Koshi teoremasi). Ushbu J  f(x)dx  xosmas
a

integralning yaqinlashuvchi boiishi uchun, Ve >0 son olinganda 

ham, shunday t0 =t0( e )  (t0 >a) son top il ib , t' > t(), t">t0 
tengsizliklarni qanoatlantiruvchi lar uchun

t"

\F(t’ )-F (t')W \f{x)dx< e
I (  I

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Xosmas integrallarning uzoqlashuvchiligini isbotlash uchun

ko‘pincha quyidagi tasdiqdan foydalaniladi: agar shunday e0 > 0
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t"

\ f (x )dx  > en
I t'

+00
tengsizlik bajarilsa, J  f (x ) dx  integral uzoqlashuvchi boiadi.

a

7  cos r
10.20- misol. J 2 dx xosmas integralning yaqinlashuvchi, x

ekanligini Koshi kriteriysidan foydalanib ko'rsating.

Yechilishi. V e> 0  berilgan songa ko 'ra , 3tQ =t0( e )=  J —
л/2л£

(t0 > 1) son top ilib , t' = 2nn>t0, f  = 2nn + I n  > t0 ( n e  N) 

tengsizliklarni qanoatlantiruvchi lar uchun

t aj; 2л п+2л x j  2л п+2л <
F(/')-F(,',.= / “ f  *  = J J >  =

(' Л I n n  X I n n  X

= _ 1 2’1П+2’1 1 _ 1 2 n
x 2nn 2nn 2nn + 2n 2кп- (2лп + 2п)

1 1
< — , <£ 

п2п(п + \) 2nn~

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Demak, Koshi kriteriysiga asosan, berilgan 
xosmas integral yaqinlashuvchi bo'ladi.

-К» • 2
г sin X10 .2 1-misol. a <  1 uchun — ~ dx integralning uzoqlashuvchi
1 x

ekanligini isbotlang.
Isboti. t e  (1;+°°) bo'lsin. n natural sonni shunday tanlaymizki,

n - n > t  tengsizlik o'rinli bo'lsin, = n  n va t2 = 2n n debolaylik. 
U holda

son topilib va barcha t > a la r uchun 3t' >t,t" >t m avjud b o iib ,
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Shunday qilib, shunday £0 ~ . son mavjud boiib, barcha t > 1 lar
4

uchun hamda t{ =nn >t  va t2 = 2пк > I sonlar uchun

f sin2 x
\) - a  
h

bo'ladi. Demak, a  < I uchun berilgan integral uzoqlashuvchi.

10.6. Absolut va shartli yaqinlashuvchi xosmas integrallar.
+oo

10 .7 -teorema. Agar J  f(x) dx integral yaqinlashuvchi bo isa , u
a

+oo
holda | f(x)dx in tegra l ham yaq in lashuvch i b o ' lad i  va

a

-t-OO +00
J  f(x)dx < J  j f(x) dx tengsizlik o'rinli.

I a  \ a

+oo

10 .1- eslatma. Ushbu J  f(x)dx integralning yaqinlashuvchi-
a

+°o

ligidan har doim ham J  f{x)\dx integralning yaqinlashuvchiligi
a

kelib chiqavermaydi.

+oo

10.4- ta ’rif. Agar J  f(x) dx yaqinlashuvchi bo'lsa, J f ( x)dx
a

absolut yaqinlashuvchi integral, f ( x )  funksiya esa [a;+°°) da absolut 
integral lanuvchi funksi ya  deyiladi.
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f10.5-ta ’rif. Agar J f ( x ) dx  yaqinlashuvchi bo'lib, J  f ( x ) dx

-t-OO

uzoqlashuvchi bo‘lsa, J  J (x)dx shart l i  yaq in lashuvch i  in te g ra l
a

deyiladi.
10.22- misol. Ushbu integralni absolut va shartli yaqinlashishga 

tekshiring:

7 cosx ,ax .
i

Yechilishi. a )  c o l  bo ‘ lsin, u holda Vxe[l;+°o) uchun 

cosx 1 , и ,. ti . . . 7 dx< 7 dxboiadi. Ravshanki, J -  yaqinlashuvchi integraldir.

Unda taqqoslash haqidagi 3.2-teoremaga asosan,

7  cosx 
[ dx
i

integral yaqinlashuvchi. 3.7- teoremadan esa

7  cosx , dx
J  y a

integralning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi. Demak, berilgan 
integral absolut yaqinlashuvchi.

+oo
f COS X

b)  0 < a < l  bo is in , u holda dx integralni bo lak lab
i *

integrallaymiz:
+oo .  + ° °  +oor cosx , sinx r sinx ,—  dx — -  + a  \ - dxJ v« v« J r «+>

sinx _ 7 sinx 
bunda ’ J r «+Г in tegra l esa abso lut

yaqinlashuvchidir. Demak, berilgan integral yaqinlashuvchi.
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_  f  COSX , f  сиъл
Endl J 1 a-  dx= ) a dx integralni qaraymiz. Ravshanki,

1 X 1 X

1
cos x > cos' x -  (1 + cos 2x ) s unda ixtiyoriy t > 1 lar uchun

(• cosx , 1 'r dx 1 fCos2x ,dx> + ----- dx ■
J x“ 2 \ x a 2 ' v“ (*)

M a ’lumki,

r dx 7  dxhm = — = + °o,,̂ 4-J v-« J V“

rcos2x ,  ̂1 sin 2/ lsin2'\ a 7 sin 2x
ч2 ta ~ 2 )  2 \ xa+rdx-

Agar J  dXa ning uzoqlashuvchiligini, J  C°Sf X dx njng esa
, X I x

yaqinlashuvchiligini e ’tiborga olsak, u holda (*) tenglikda * ^

cosx
x°

f  COS Jt
da lim itg a o ‘ tib, J a dx xosm as in tegraln ing uzoqlashuvchiligini

topamiz.
Demak, berilgan integral shartli yaqinlashuvchi.
c )  a < 0  bo‘ lsin. Koshi teoremasidan foydalanib, berilgan 

xosmas integralning uzoqlashuvchiligini ko‘rsatamiz. ucbun 
n e N  son shunday tanlansinki, 2nn> t  tengsizlik bajarilsin

t = I n n  +  ̂ 7 / = 2n ■ n + - larni tanlaymiz. Shartga ko‘ra * e |y t^

lar uchun cosx >  ̂ va ^ > 1 (x > 1 va a  < 0), tengsizlik 0 ‘ппц 

boiad i, u holda



t =2пп + Л ; t” = 2 к - п  + Л: son lar  m avjud b o ‘ lib, quy idag i
о 3

Vcosx ^  ^
J xa ~eo tengsizlik o'rinli boiadi.

Shunday qilib, berilgan integral a  > 1 da absolut yaqinlashuvchi,
0 < a  < 1 da shartli yaqinlashuvchi, a  < 0 da esa uzoqlashuvchi.

+°°

10.23- misol. [ C0&X dx integralning absolut yaqinlashuvchi- 
•[ x +9

ligini ko'rsating.
Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun ixtiyoriy x e [1;+°°) da

cosx 1 
x2 +9| ~ x2 +9

+°° i
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Ravshanki, f , *  yaqinlashuvchi

■| x" +9

+00
integraldir. Unda, 10.2- teoremaga asosan, f C0&X dx integral ham

•J |x‘ +9

"7 cosx
yaq in lashuvch i b o ' lad i .  10.7- teorem adan esa

integralning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi. Demak, berilgan 
integral absolut yaqinlashuvchi.

10.7. Xosmas integrallar yaqinlashuvchiligining yetarli shartlari.
10.8- teorema (Dirixle teoremasi). f ( x )  va g ( x )  funksiyalar 

[a;+°°) da berilgan bo'lib, ular quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:
1) f ( x )  funksiya [a;+°°) da uzluksiz va uning shu oraliqdagi 

boshlang'ich funksiyasi F(x)  (F\x) = f ( x ) )  chegaralangan;
2) g (x )  funksiya [a;+<*>) da uzluksiz g\x)  hosilaga ega;

D em ak, shunday £0 = ^  son m avjudki, barcha t>  1 la r uchun
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3) g ( x )  funksiya [a ;+■=*>) da monolon;
4) lim g(x) = 0.

+00
U holda, j  f (x ) g (x )dx  integral yaqinlashuvchi bo'ladi.

10.9- teorema (Abel teoremasi)./f.vj va g ( x )  funksiyalar [a;+°°) 
da berilgan bo'lib, ular quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:

+00
1) f ( x)  tunksiya [a;+°°) da uzluksiz va [ f ( x ) dx  integral

a

yaqinlashuvchi;
2) g ( x )  funksiya [a;+°°) da chegaralangan;

3) g ( x )  funksiya uzluksiz differensiallanuvchi va [a;-fo°) da 
monoton bo'lsin.

+00

U holda J  f (x ) g (x )dx  integral yaqinlashuvchi bo'ladi.
a

+00
10.24- misol. J  s inx2dx integralni yaqinlashishga tekshiring.

1

+00 +00
Yechilishi. x2 = t deb belgilaymiz, u holda | sin.v2dx = J  Sm* dt

1 1

bo'ladi. Integral ostidagi funksiyani Sin/=sin/ 1 = f ( t ) g ( t )
2 sTt 2-Jt

ko'rinishda yozamiz. Bu yerda f ( t )  = sint, g ( t )  = > •  f ( t )  va
2 sjt

g ( t )  fun ks iya la r  Dirixle teorem asin ing  barcha  shar t la r in i  
qanoatlantiradi:

1)/(/) = sin/ funksiya [1;+°°) da uzluksiz va uning F(t) = - c o s t  
boshlang'ich funksiyasi chegaralangan;

2) g ( t )=  funks iya  [1;+°°) da uz luksiz g ' ( t )  = -  1
2 J t

hosilaga ega;
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3) g ( t )=  _ funksiya [1;+°°) da kamayuvchi;

4) limg(?)=Iim r =0.
/—»+oo /->+00 2 -//

Demak, 10.8- teoremaga ko 'ra ,  berilgan xosmas integral 
yaqinlashuvchi.

r cosx
10.25- misol. J a arctgX“X xosmas integralning a >  0 da

i x
yaqinlashuvchiligini ko'rsating.

Yechilishi. Berilgan xosmas integralning yaqinlashuvchiligini
. cosx

Abel teorem asidan  foyda lan ib  k o 'r sa tam iz .  / (x )=  - 0- ,  

g (x ) = arctgx deb belgilaymiz.

1) / ( x ) = C0S'V funksiya [1; +<*=) da uzluksiz va a > 0  bo'lganda
x“

+ooг cosxyuqoridagi 10.22- misolga asosan, dx integral yaqinlashuvchi;
,

2) g (x) = arctg.v funksiya [1;+°°) da chegara langan , ya 'n i  

|arctgx|<|;

3) arctgx funksiya [1;+°°) da uzluksiz differensiallanuvchi
\

g /(x) = 7 ^ - r > 0  
1 + x" va monoton o'suvchi.

Demak, berilgan xosmas integral Abel teoremasining hamma 
shartlarini qanoatlantirgani uchun u yaqinlashuvchi bo'ladi.

1 0 .8 . Xosm as in te g ra lla rn i yaqin lashishga tekshirishda  
funksiyaning bosh qismini ajratish usuli. Bosh qismni ajratish usuli 
quyidagicha ifodalanadi: agar integral ostidagi f ( x )  funksiyani 
x —>+°°da f ( x )  = g (x )  + R(x) ko'rinishda tasvirlash mumkin bo'lsa, 
bunda R(x) -  absolut integrallanuvchi funksiya bo'lsa, u holda f ( x )  
va g ( x )  funksiyalar bir vaqtda yoki absolut integrallanuvchi, yoki 
shartli integrallanuvchi bo'ladi, yoki integrallanuvchi bo'lmaydi.
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г cos2 X
10.26-misoI. J arctg - j-j  dx integralni yaqinlashuvchilikka

tekshiring.
Yechilishi. Integral ostidagi funksiyani

cos2 x 1 1 cos2 x „ 
arctg — + — + R(x), x - » +00

V 7  2  3 / 7  2V 7

ko'rinishda tasvirlaymiz, bunda |-K(*)| < —2 , i?(x) funksiya absolut 

integrallanuvchidir. Berilgan integralning yaqinlashish xarakteri
+°° ( л  т  \г 1 cos2 x ,.— + -— dx
{ { 2 ^ 7  2 lf7  J

integralga bog‘liq. Ravshanki, oxirgi integral uzoqlashuvchi, chunki
cos2 x 1

3̂ J  funks iya  in tegra l lanuvch i ,  7 r j  funks iya  esa

integrallanuvchi emas. Demak, berilgan integral uzoqlashuvchi 
ekan.

+00

10.26- misol. J  sin
С \

cosx
dx integralni absolut va shartli

yaqinlashuvchilikka tekshiring.
Yechilishi. Integral ostidagi funksiyani x —> +<» da

sin
f  \ 

cosx

J 7
cosx + R(x)

ko 'r in ish d a  ta sv ir laym iz ,  bunda barcha  * > 1  la r  uchun
J -Н»

ВД1 < — p -  tengsizlik o 'r in l i  bo 'lad i.  Demak, f R(x)dx
3 ! x 5 v x 5 ,

absolut yaqinlashuvchi. Yuqoridagi 10.3- misolga ko'ra, (a = ~) 

47 cosx .
J “~j-r dx integral absolut yaqinlashuvchi. Shuning uchun, berilgan 
1 \lx

integral ham absolut yaqinlashuvchi.
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10.27- misol. Ushbu xosmas integralni yaqinlashishga tekshiring:
\
dx ■

+oo (  3 Л
Г 2 • COSX

x sin --------
J0 1 + x

Yechilishi. Berilgan integralda t = x3 almashtirishni bajaramiz:

- 1 - -x = t\  dx = - t  3dt ;  x ~>0 da t -> 0 v a  x - » +o° d a  t - »+ °° ,
3

X" sin
cosx  

1 + x

.3 Л
ix 1 +r . (  cos t

' з Н  i + t m
dt .

Integral ostidagi funksiyani t —>+ °° da

sin
cos t 

1 + tm
cos t 

1 +1

k o ‘ rin ishda tasvirlaymiz, bu yerda R(t) = -
(1 + f1/3)3

Barcha

?e[0,+oo) uchun \R(t)\<------ ^ -r-  [ ------^ - r  integral absolut
1 (1 + ?1/3)3 I (1 + ?1/3)3

yaqinlashuvchi.
Demak, R(x)  funksiya absolut integrallanuvchi ekan. Berilgan

7  cos t
in teg ra ln ing  yaq in lash ish  x arak ter i  J ----- j j jd t  in tegra ln ing

+ ° °  ^
yaqinlashish xarakteriga bog'liq. Lekin J  ,cost'!----- -щ integral

"*7 COS tuzoqlashuvchi, J -----щ dt  integral esa Dirixle alomatiga asosan,

yaqinlashuvchi. Shunday qilib, berilgan xosmas integral shartli 
yaqinlashuvchi bo'ladi.
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Mustaqil yechish uchun misollar

Xosmas integrallarning yaqinlashuvchi ekanligini ko ‘rsating va 
qiymatini toping:

10.1. J  d x . 10.2. J e~5xd x . 10.3. J dx
\ л/х5 о

10.4. J x e ^ d x .  10.5 J aTCt^dx .  10.6. 7
n , 1 +  X

x + 2x + 2

dx
(x + 2)ln : (x + 2)

10.7.

10.10.

f 2xdx . 10.8. f dx . 10.9. Г dx
I (X2 + l ) 3 1 ( X  + 1)3 | ( х 2 + х  + 1)2

)
J  a'dx, (a >1).

0
0

Xosmas integrallarning uzoqlashuvchi ekanligini isbotlang:

*7 d x  *7 yHy *7
10.11. f UX. 10.12. xdx . 10.13. cosxc/x.

J  3L .  J  r 2 4- «i J1 ' 0   ̂ -TJ „

+oo .
f  ( IX  +°° i  +°°

10-14- 1 17Г~T  ,0 1 5 - f • 10-16- [ 4 Xdx.i Vl6 + x ' J (x +1) ln(x +1) 1(x +1) ln(x + 1)

10.17. f X2+\dx .  10.18. \xex dx.
J x +\ J

x + 1 
x2 + 1 I

Xosmas integrallarni hisoblang:

10.19. f xdx . 10.20. Г dx . 10.21. 7 dx
l2(x2+1)3 \ (\+x)yfc l e x+^e

+oo 2 1 +°°
10.22. J  d x ____10.23. \X4+] dx.  10.24. J  x'0e~xdx.

/т f r  — I K/r2 — 7 a X +1V j(x - l )V x 2 - 2

10.25. f lnX d x . 10.26. 7  arct&Y 
{ 1+X2 J
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10.27. J  e “  sin bxdx, a > 0 . 10.28. J  e ax cos bxdx, a > 0 .

+oo

10.29. J  x"e~xd x .

F un ks iy a la rn in g  g ra f ik la r i  va ab ss issa la r  o ‘ qi b ilan 
chcgaralangan shakllarning yuzini hisoblang:

10.30. / (* )=  . T ’ -°°< x< + °° .
4 + x

10.31. f ( x )  = x2e~' , 0<x<+°°-

10.32. f{x)  = -  , l< x < + ~ . 
(1 + x)

10.33. / (*) =
+ e x

X'JX
10.34. / (x) = -----7 , 0 < x < +oo .

1 + x5

10.35. f ( x )  = sinx e~x, 0<х<+=«.
Chiziqlar bilan chegaralangan shakllarni Ox o ‘q atrofida 

aylantirish natijasida hosil bo‘lgan jismning hajmini toping:

10.36. j  = 1 , xe[l;+oo). 10.37 . y  = xe~x, xe[0;+~>).
X

10.38. у  = e  xy j smx,  xe[0 ;+°°).

10.39. y  = x2e~x\  xe(-o°,+oo).

10.40. >> = 2
1 1

Vх  r  j

x e  [1;+°°).

Tengsizliklarni isbotlang:

x2dx-)-00 ^  1 + ° °  6 1

10.41. 0< f f  <0,1- Ю.42. 0 ,25< f X , r  rfx<0,35. 
... x +x +1 i  +1
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10.43. r c o s 4 x  , к  лп . .  „ ex' +1 , 2 0  л 
, <&1< . 10.44. 0< -— dx- <0,05.

{ х + 4  4 Го* +1 19

10.45. о < 7 e~xdx < *
{ 4 е4

+ ~  3

10.46. 0<  J  e xdx-\e xdx-< 0,5".
о о

Integrallarning yaqinlashuvchiligini isbotlang.
+ °°  3  +оо +оо

10.47. J  j  dx. 10.48. J  * ? dx. 10.49. J ( c o s X-l)rfx .
. x* -I-1 v l  1 ~7 ^о v  1 +  X

10.50. J e  x - e  ’ i x . 10.51
j

ln(l + x + x>/x)

-t-oo

h .
dx

x • In x

10.52. f ‘nU + ™ * V  10.53. f % L d x .  
0 V x 3 J J x 3 + 1

10.54 x 3 + 7J dx . 10.55,
+oo . 2- sin X
\ dx ■

10.56. 1 _ 1
xshx x

dx.  1 0 .5 7 .7  arct8^x dx .
J о W x

Integrallarning uzoqlashuvchiligini isbotlang.
+oo

10 .58. J
400 3 . Л 

! - * * ■ 10.59. f , . 10 .60 .7 sin x Jx
J  r0 л о  \Jxs +2 I *

10 .61. J

.  1-н» Sin —

n
X -  cos —

X

у dx . 10.62.
-t-OO

J xdx 
1 + x2 sin2x

10.63.
r 1 x
J r arc tg V T'  л/х 2 + x

dx
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10.64. fxcosx4cfr. 10.65. f Sln(^ ) ^ .  1 0 .6 6 . f xcos7x dx_ 
о о »•*> q x2 +2x+ 2

+°° +00 
10.67. J cos3(x2 +2x)dx . 10.68. J arctg17=rd x -

0 1 v x 2

7 sinx , 7 v x c o s x  , 7 s in (s inx )  ,10.69. . d x . 10.70. dx.  10.71. y d x .
1 x 4 J x + 100 J ^

Integrallarni absolut va shartli yaqinlashuvchilikka tekshiring:

10.72. f In2 [ 1+ 1 jsin xc?x . 10.73. [ cos(1 + 2x) dx . 
J 1 * 1 ( V ^ - ln x )

10 .7 4 .T  . 1 0 .7 5 .7 ™ и  + дгг)* .
•j x + lnx J x“

10.76. 7 sin(x + - )  —  . 10 .77 .7 C°S~  dx .
•J x x“ { X In i

1078> т ( | п д : )

+oo

10.79. /с ning qanday qiymatlarida J х*<й integral yaqinla-
0

shuvchi bo‘lishi mumkin?

7 x* ,
10 .80. k va t ning qanday qiymatlarida J , , < integral

0 l + x
yaqinlashuvchi boiadi?

4-oo |  +oo  >r ax r dx
10 .81. к  ning qanday qiymatida: 1) J x* ,nx , 2) J x(lnx)*

integrallar yaqinlashuvchi boiad i?
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Misollarning javoblari

3 1 1 3к 1 1
1 0 . г  . 10.2.  -■ . 10.3.  К Ю.4. „ . 10.5.  . 10.6.

2 5 2 32 In 3

1 1 4л: 1 1 л -
10.7. . 1 0 .8 .-  . 10.9. г- . 10.10. ,  . 10 .19  -  . 10.20  ̂ .

2 2 Зл/3 1пя 36 2

З̂ г I
10.21.  2(1 -  In 2).  10.22. f  . 10.23. ^ . 10.24. 10!. 10.25. 0.

4 4

10.26. + - .  10.27. , . 2 • 10.28. 2 , 2 . 10.29. п\ 10.30. „
4 2 а ' +b2 сГ+Ь~ 2

. 1 0 . 3 1 .  ’ . 1 0 . 32 .  10 . 33.  21п(1 + 72) .  10 . 34.  Я

2 ( 7 - 0 -  1 0 3 6  * •  1 0 3 7  4 '  , 0 ' 3 8 - 5 ( . - % ) -

Ъ к 4 2 п  4 л
10.39. ^  . 10.40,  ̂ . 10.64. Shartli yaqinlashuvchi. 10.65.

Shartli yaqinlashuvchi. 10.66. Shartli yaqinlashuvchi. 10.67. Shartli 
yaqinlashuvchi. 10.68. Absolut yaqinlashuvchi. 10.69. Absolut 
yaqinlashuvchi. 10 .70. Shartli yaqinlashuvchi. 10 .7 1 . Shartli 
yaqinlashuvchi. 10.72. Absolut yaqinlashuvchi. 10.73. Absolut
yaqinlashuvchi. 10.74. a  > 1 da absolut yaqinlashuvchi, a  < 1 da
shartli yaqinlashuvchi. 10.75. « > 1  da absolut yaqinlashuvchi,
- l < a < l d a  shartli  yaq in lashuvchi. 10 .76 . «> 1  da absolut
yaqinlashuvchi, 0< a  < 1 da shartli yaqinlashuvchi. 10.77. a  > 1 da

absolut yaqinlashuvchi,  ̂< a < l d a  shartli yaqinlashuvchi. 10.78.

a  > 1 da absolut yaqinlashuvchi, 0 < a  < 1 da shartli yaqinlashuvchi.
10.79. k ning harqanday qiymatida uzoqlashuvchi. 10.80. £>-1 va 
t>k + 1 bolganda yaqinlashuvchi. 10.81. 1) k>\ da yaqinlashuvchi,

k < 1 da uzoqlashuvchi; 2) agar k < 1 bo‘lsa, I  =  ̂ :
(& —l)(ln2)

k > 1 da uzoqlashuvchi.
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1 1 .1 .  C hegaralanm agan funksiyaning xosm as in teg ra lla ri 
tushunchasi

11 .1 -  ta ’r i f .//х) funksiya chekli [a\b] oraliqda berilgan bo ‘lib, 

[a ;c) , (c ;6] oraliqlarda chegaralanmagan bo is in .  Bu holda с nuqta 
f ( x )  funksiya uchun maxsu s  nuqt a  deyiladi.

f ( x )  f u n k s iy a  [a\b) o r a l iq d a  b e r i lg an  b o ‘ l ib , u 

[,a ; b - r } ] (0 <77 < b - a )  oraliqda xos m a ’noda (Riman m a ’nosida)
b-ц

integrallanuvchi, y a ’ni F(r\)= J  f ( x ) d x  integral mavjud bo is in ,
a

[b-T]-, b)  da esa integrallanuvchi bo im asin ,  y a ’ni V 77 >0 uchun 
f ( x )  chegaralanmagan bo is in .

11 .2 - ta ’rif. A gar rj —» 0 da F(rj) funksiyaning (chekli yoki

cheksiz) lim F{r\) limiti mavjud b o is a ,  bu limit f ( x )  funksiyaning
7J->0

[a; b)  oraliqda olingan 2- tur x o s ma s  i nt e g ra l i  deyiladi va u
b

J  f i x )dx ( i i . i )
a

kabi belgilanadi:
b b-T]

f f ( x ) d x =  limF(7j) = lim f f ( x ) d x .
J  ' r j - * 0  r j - > 0  J
a a

11 .3 - ta ’rif. A gar 77 —> 0 da F(T]) funksiyaning limiti mavjud 
bo iib ,  u chekli b o is a ,  (11.1) xosmas integral yaqi n l ashuv c h i ,  f ( x )  
esa [a\b) da x o s ma s  m a ’n o d a  i n t e g r a l l anuv c h i  f u nks i y a  deyiladi.

Agar г/ —> 0 da F(r\) funksiyaning limiti cheksiz b o is a ,  u holda
(11.1) xosmas integral uzoq l a s huv c h i  deyiladi.

1 1 .1 -  eslatm a. 77 —> 0 d a  F(r\) funks iyan ing  l im iti mavjud 
bo im aganda ham (11.1) integral uzoqlashuvchi bo iad i ,  deb kelishib 
olamiz.

Shuningdek, a  nuqta f ( x )  funksiyaning maxsus nuqtasi bo iganda 
ham ( a ,b]  oraliq bo ‘yicha olingan xosmas integral yuqoridagidek

11- §. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari
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t a ’riflanadi. a  va b nuqtalar bir vaqtda berilgan funksiyaning maxsus 
nuqtalari bo lganda  (a;h)  oraliq bo'yicha xosmas integral quyidagicha 
t a ’riflanadi:

f / (x)dx = lim f f  (x)dx .
J ' f - » 0  J  'f - » 0  i\—>0 a+£

г dx11 .1-misol. / = J a integralni yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun л=0 nuqta maxsus

1 dx
xa

г их
nuqtadan iborat. Ushbu F{/u)= (0</л<\)  integralni qaraymiz:

(1 — jU1 °) , а  Ф 1 boiganda,
w - C -

и x

1 (1- r 1- ^
1 - a
- In  /л , a  = 1 boiganda.

Agar a  < 1 bo ‘lsa, lim F( f i )  = b o iad i.
p-»0 1 -a

Agar a >  1 b o is a ,  l i m F ^ )  = - ° °  b o iad i.fI—>0

Shunday qilib, yuqoridagi ta 'r ifga asosan, a  < 1 b o ig a n d a  / 
integral yaqinlashuvchi, a > l  bo‘lgandaesa/integral uzoqlashuvchi 
bo iad i .

с  (a<c<b ) nuqta Дл) funksiya uchun maxsus nuqta bo is in . Agar 
f ( x )  fu n k s iy a  [</;c) va o r a l iq l a r d a  xo sm as  m a ’ noda
integrallanuvchi b o is a ,  f ( x )  funksiya [a;b\ da xosmas ma 'noda 
integrallanuvchi deyiladi. Bu holda xosmas integral quyidagi tenglik 
bilan aniqlanadi:

p e n
\ f ( x ) d x  = \ f ( x ) d x +  \ f ( x ) d x  =lim
J J J e—>0£->0

/i->0

c - t  n

J  f ( x ) d x  + | f ( x ) d x
C+ll

r dx
11.2- misol. J j n  v integralni yaqinlashuvchilikka tekshiring.
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Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun x= l nuqta maxsus 
nuqtadan iborat. U holda, yuqoridagi t a ’rifga asosan, quyidagiga 
ega bo'lamiz:

r dx f dx г dx
= lim

( l-e 1r dx > dx
+ +

I lnx In X 0 II1A 1 lnx £-»0/i-»0 • lnx i lnx ,
£ > 0 , p > 0 v a 0 < x < 2  bois in . 

1 _  1 
In* ln(l + ( x - l ) )

= [ ln ( l+ (A - l ) ) ] '  =

( x - l ) - * ( x - l ) 2 + * ( x - l ) 3+. 1 1 / ,4+ + o (x - l ) ,  
x - \  2

l - t

.(£)= J dX — In X — l ^f + 1 ( l - £ )  + o(£2): 
Inx 2

= l n £ - ^ + o ( £ 2) + C,,
(2)

dx
lnx

i n  x -  1

и= - l n  h ~ 2 + o ( h 2) + C2.

(2) va (3) ni (1) ga qo ‘yamiz:
2

J dx
= lim

lnx f-*<> fl->0
In — (£ + /Л) + о(Ц ) + o(£~) + С, + C, 

И 2

(3)

Oxirgi tenglikda o‘ rta qavs ichidagi ifodaning limiti mavjud emas. 
Demak, berilgan 2- tur xosmas integral uzoqlashuvchi b o iad i.

r dx
1 1 .3 -misol. J . 2 integralni yaqinlashuvchilikka tekshiring.

i! ̂  X 1 n X

Yechilishi. Integral ostidagi funksiya x= l nuqtaning atrofida 
chegaralanmagan. T a ’ rifga ko 'ra



| cosx
1 1 .4 -  m isol. J гг— dx in te g ra ln i  y a q in la s h u v c h i l i k k a  

q \ s in  X

tekshiring.

COS X
Yechilishi. Integral ostidagi f ( x ) =  - funksiya x=0 va x= я

л/sin x
nuqtalarning atrofida chegaralanmagan. T a ’rifga ko ‘ ra

r CO SX V  cosx Y  COSX ,
------- ax = lim ------- dx = -  lim r— _  dx +

*' ,  /cin v £^0 J  * /сin  v £->0 J  J o i n  v

Demak, berilgan integral uzoqlashuvchi b o ia d i.

lim f C0SX dx =lim /.(£) + lim/.(u).
U - + 0 J  J o i n  v  £ —>0 U ->0

(1)

л/sin x E_>0 1 *'->0

Bunda

/ . и , - = - 2 ^ ™
Visinx

= - 2 ф т ( л  - e )  + 2,

.  . . r  COSX , _ Г-.------
12(/л)= 1 , ax  = 2 v s in x = 2^1 — л/sin /j j

(2), (3) larni (1) ga qo ‘yib, limitni hisoblaymiz:

f Icosxl
J - = L d x  = 4 .

(2)

(3)

|cosx| 

о л/sin x

Demak, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi.

11 .2 . Yaqinlashuvchi xosmas integrallarning xossalari. Asosiy 
formulalar. f ( x )  va g ( x )  funksiyalar [a; b)  da berilgan b o iib ,  b 
nuqta shu funksiyalarning maxsus nuqtasi bo is in .

b b

1- xossa (integralning chiziqliligi). Agar [ f ( x ) d x  va Jg (x )d x
a a

xosmas integrallar yaqinlashuvchi b o isa ,  barcha a ,  /3 e  R sonlar
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b

uchun J [af(x)±Pg(x)]dx  xosmas integral ham yaqinlashuvchi
a

bo‘ lib.
h ь b

j [ a f ( x ) ± P g { x ) ] d x  = a j  f ( x ) d x ± p j  g ( x ) dx
a a

tenglik o 'r in l i  bo 'lad i .  Bu yerda teng likn ing o 'n g  tomonidagi 
integra llarning mavjudligi muhim. Aks holda, chap tomondagi 
in teg ra ln in g  m a v ju d l ig id an  o 'n g  tom ondag i  in teg ra l la rn in g  
m av jud l ig i  har  doim ham ke lib  ch iqave rm ayd i .  M a sa lan ,  x 3

2- xossa (integrallash tengsizligi). Agar V xe  fa;/?) lar uchun

2- xossadagi f ( x )  va g ( x )  funksiyalar quyidagi shartlarni ham 
qanoatlantirsin:

1) f ( x )  funksiya [a\b) da chegaralangan, y a ’ni shunday m  va M  

o 'zgarmas sonlar mavjudki, V xe  [a ; b)  da m < / (x )  < M\

2) g ( x )  funksiya [a\b) da o'z ishorasini o'zgartirmasin, y a ’ni 

barcha x ( x e  [a\ b) )  larda g (x )> 0  yoki g ( x )< 0  bo'lsin. U holda 
o 'rta qiymat haqidagi teorema o'rinli.

, dx integrallar uzoqlashuvchi.

h h
/ (x )< g (x )  bo'lib, \ f ( x ) d x  va j g ( x ) d x  integrallar yaqinlashuvchi

bo'lsa.
ь b
j  f ( x ) d x  < j g ( x ) d x
a a

bo'ladi.

189



о

3-  xossa (o‘rta qiymat haqidagi teorema). A g ar  J  f(x)g(x)dx va
a

b

J g(x)dx in tegra l lar  yaqinlashuvchi b o i s a ,  shunday o'zgarm as
a

/и (m < /и < M) son topiladiki,
b b 

J  f(x)g(x)dx = n • J g(x)dx
a a

tenglik o'rinli b o ia d i.
4 - xossa (Nyuton —  Leybnis formulasi). A g a r  f(x)  funksiya [a;b) 

da uzluksiz bo'lib, F(x) esa uning shu oraliqdagi boshlang'ich  
funksiyasi (F '(x)- f(x))  bo'lsa,

h ' h-0
]f(x)dx = F(x)\ = F (b -0 )-F (a )  (*)

aa

bo'ladi, bunda F (b -0 )=  lim F{t)./->6-0
(*) fo rm ula Nyuton -  Leybnis formulasi deyiladi.
5- xossa (o‘zgaruvchini almashtirish formulasi). f(x )  funksiya  

[a\b) da (p(x) u z lu k s iz ,  fu n k s iy a  esa [«;/3) da  u z lu k s iz
differensiallanuvchi funksiya bo'lib, a = (p(a) < (p(t) < lim (p(t)-b

t->b- 0
ь p

bo'lsa, J/(x)</x, j  f((p(t))(p\t)dt integrallarning biri yaqinlashuv-
a a

chi bo'lsa, ikkinchisi ham yaqinlashuvchi va
h p

jf(x )d x  = jf((p(t))(p\t)dt
a a

tenglik o'rinli bo'ladi.
6- xossa (boiaklab integrallash formulasi). A g ar u=u(x) va v=v(.v)

funksiyalar [a\b) da uzluksiz, differensiallanuvchi, lim (г/v) mavjudt̂ >b-0
b b

bo'lib judv, jvdu integrallarning birortasi mavjud bo'lsa,
a a

ь h b
judv = (u-v) I —jvdu ( n  2)
a a
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tenglik o ‘rinli, bu yerda
h

(г/v) = lim u( t ) v ( t )  — u ( a ) v ( a )

n

11.2 -eslatma. Agar J u v ' dx  yoki j v u ' d x  integral yaqinlashuvchi
a a

b o iib ,  lim г/(х)у(х) mavjud va chekli b o is a ,  ( 1 1 .2 ) formula o'rinli
<->b- 0

bo iad i.

№  + 2)211.5-misol. r  dx integralni hisoblang.
0 v *

Y echil ish i.  X o sm as  in te g ra ln in g  1-ch iz iq l i l ik  xo ssa s id an  
foydalanib, quyidagiga ega bo iam iz :

r (\[x + 2 ) ’ \ dx \ dx r dx

■f ^  Wо V x  | | \ J  o V X  о * x

1 1 1
(0 ; 1] da berilgan 4^ 3 ’ funks iya lar uchun, mos

ravishda,

4 </7 ,  $ t f 7 ,  г Г *
3 5

funksiyalar boshlang'ich funksiyalar b o ia d i .  Nyuton — Leybnis 
formulasi bo ‘yicha:

j- Л  4  4/^J _  4 f *  8 ^ 7  _  8  \dx  2y [ -x = 2 _
J0 ^  3 3 J 5 « 5  «

Demak,

J„ 3 5 15
П

11 .6 -misol. J lncosxdx  integralni hisoblang.
0
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к
Yechilishi. х - у  nuqta atrofida  integral ost idagi funks iya

ch ega ra lan m agan .  Beri lgan  in teg ra ld a  х = ^ ~ 1 a lm ash t ir ish  

bajaramiz. Natijada
— Я
2  2

Jlncosxofx = Jlnsinfr# (*)
о 0

hosil b o ' lad i .  T eng likn ing  o ‘ ng tom onidag i integra l ost idag i
7Г

funksiya uchun f=0 nuqta maxsus nuqta bo'ladi. Jlnsin/d/
0

integralning mavjudligini ko ‘ rsatish uchun b o ia k la b  integrallash 

fo rm u las idan  fo yd a lan am iz :  ?< = !n s in ? ,  d v - d t , d u  = c t g  t d t ,  

v = t , u holda

Jlnsin/fifr = /-lnsim -  [t ■ ctgtdt = lim(? • In sin 0  -0 j  t->0

-  j t  • ctg tdt  -  - j t  • ctg t d t .

r-ctgt funksiya 

mavjud.

0 ; -
2

da chegaralanganligi uchun oxirgi integral

Demak, J in  sin tdt  integral ham mavjud bo'ladi, (*) ga asosan
0

n
2

berilgan integral ham mavjud. J  = J  In sin integra lda t = 2u
0

almashtirishni bajaramiz:
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J  = 2 J  In sin 2udu  = 2 J  (In 2 + In sin и + In cos u ) du  -
о 0

тг/4 я/4

= — In 2+ J  In sin i/c/m+ 2 J In cos udu.
2 / 1  A

n
K ey ing i  in t e g r a ld a  u ~ ~ ~ z a lm ash t i r ish n i  b a ja r ib ,  uni

J ln ( s in r ) J r  ko ‘rinishga keltiramiz. Natijada
0

— —

2  2 

J  = — In 2 + 2 J  In sin w</w + 2 J  In sin zdz =
2 А Г»

= — In 2 + 2 f In sin zdz = — In 2 + 2 J .
1  J  i

7Г -
Bu tenglamadan 7 = -  —In 2 b o iad i .  Shunday qilib.

f In cos xdx — - 71 In 2 .
J 20

2 ^
11 .7-misol. I ---------' integralni hisoblang.

i ( 4 - x ) s J 2 - x

Y ech il ish i .  B e r i lg an  xosm as  in te g ra ln i  h iso b lash  uchun 
o'zgaruvchilarni almashtirish tormulasidan foydalanamiz. 2 — x = t~ 
deb b e lg i l a y m iz ,  r>0, bu ye rd a n  x = 2 - Г ,  dx = 2t dt , 
a  = V2, /3=0 bo iad i .  Demak, quyidagiga ega bo iam iz:

f dx _  7  f tdt  _  -1 f dt  _ \/2

J ( 4 - x W 2 ^ - "  i ^ 2 + 2 ) "  ] Г  + 2 = 4  *

Bu yerda o'zgaruvchilarni almashtirgandan so'ng, xosmas integral 
xos integralga aylantirildi.
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Yechilishi. Berilgan integralda / ( 0  = cos' t, g ( t )  = ^  deb, o ‘rta

j -COS2 ?
1 1 . 8 - misol. (2 clt integralni hisoblang.

1

qiymat haqidagi teoremaga asosan,

•cos2^, x<E,<\
1 2 . / 1 \ fCO S t . 1
f T * X

ni hosil qilamiz. Ve > 0 son berilgan bo‘lsin, u holda Vx e 

laruchun
1+e

■el 1 Л  cos2 E, 
cos-41

f cos21
bo ‘ lgani sababli  x -> + 0  da — d t - * + ° ° .  Berilgan limitni

■> t-
• cos“ t 

t

hisoblash uchun Lopital qoidasini qo ilaym iz :

cos2 x

Hmx - [ 1 d t =  l im ——— = limcos2x = lл—>0 j  I jr-»0 1 x->0
X2

11.3 . Chegaralanmagan funksiya xosmas integrallarining ba'zi 
bir tatbiqlari.

11 .3 .1. Yuzni xosmas integral yordamida hisoblash. f ( x )  funksiya 
[a; b)  da aniqlangan, uzluksiz va \/xe [a\b) uchun / ( x )> 0  boisin . 
U n d a  D = { ( x ; y ) : a < x  <b,  0 < ^ <  /(x )}  so h an in g  yuzi ushbu

b
S  = J  f ( x ) d x  xosmas integral orqali ifoda qilinadi.

a

_2

1 1 .9 -  misol. y  = x 3, _y = 0, x = - l ,  x = l ch iz iq la r  b ilan  
chegaralangan shaklning yuzini hisoblang.

Yechilishi. Talab qilingan yuzni quyidagi xosmas integral orqali 
hisoblaymiz:
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I 2 * 2 2
S -  \x }dx = lim |x l dx+ \ x 3dx

J £-»0+0 J J-1 JJ—>o-ô -i 1

= lim / з | е 3 + l j + 3 ( l - r j ' ' 3) 1 = 6 (kv.birl.).
-̂*0-0

11 .3 .2 . Aylanma jismning hajmini xosmas integral yordamida 

hisoblash. Ushbu D = {(x;j>): a < x < b , 0 < у  < / (x )}  egri chiziqli

trapetsiyani Ox va Oy  o 'q la r  atrofida aylantirish natijasida hosil 
b o ig a n  aylanma jismlarning hajmi, mos ravishda,

b b 

Vx- n ^ f 2(x)dx,  Vy =2nj\xy\dx (11.3)
a a

xosmas integrallar orqali hisoblanadi.

11 .10 - misol. y =  J — , x e  (1;2] chiziq bilan chegaralangan 
v x  —1

shaklni Ox o ‘q atrofida aylantirish natijasida hosil bo 'lgan aylanma 
jism hajmini toping.

Yechilishi. T alab  qil ingan ay lanm a j ism ning  hajmini (11.3) 
formula orqali topamiz:

V = n \  ^ — = l im k  \ =^rlim2\lx-\ ~ 2 n  (kv.birl.).
• | V x ^  , « V x - l  f^°

11.3 .3 . Aylanma sirtning yuzini xosmas integrallar yordamida 
hisoblash. f ( x )  funksiya [a\b) da aniqlangan, uzluksiz va uzluksiz 
f ( x )  hosilaga ega bo'lib, u / (x )>  0 bo'lsin. f ( x )  funksiya grafigini 
Ox o 'q  atrofida aylantirish natijasida hosil bo 'lgan aylanma sirtning 
yuzi ushbu formula orqali hisoblanadi:

h _________
S = 2л j  f  (x)yj\ + ( f ' ( x ) ) 2dx . (11.4)

a

Shunga o'xshash, Oy  o 'q  atrofida aylantirish natijasida hosil 
bo'lgan aylanma sirtning yuzi ushbu formula orqali hisoblanadi:
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\
а _________

S = I n J x(y)yl\ + (х ' (у ) )2dy . (Ц  5 )
С

Mustaqil ycchish uchun misollar

Xosmas in tegra l la rn ing  yaq in lashuvch il ig in i k o ‘ rsating 
qiymatini toping:

r dx r dx r dx r dx
1 1 . 1 .  I ,/-■ 11 .2 .  I r— 7 - 11 .3 .  I /г— - 11 . 4 .  I r -

7, v x  W l - x  , x v ln x  J0 x + \]x

г xdx г x +1 !■ arcsin x ,

I y f x—i 1L6- _ W  •

> dx r x 2c/x r arccos x ,

u l U ' l u

va

о J- ir e '  . r cosx ,
11 .11.  \ - J dx- 11.12. I г-.— dx.

, x ;  л/sin x

Xosmas integrallarning uzoqlashuvchi ekanligini

f dx r dx } xdx
1 1 . 1 3 .  I — • 1 1 . 1 4 .  I v , 1 1 . 1 5 .  I 2 , 1 1 . lix { e  -1  _J3x -1

ti isbotlang:
К
Г  C O S  X  ,

16. I r—̂ —dx. 
о v sin x

i i i i i  f
1 1 . 1 7 .  J  r ~ • 1 1 . 1 8 .  J  — 11 . 19.  f — 11 . 20.  [tgxdx. 

; х ' п х  {x  j

Xosmas integrallarni hisoblang:

r 2 — \/x -  x 3 r с/х11.21. J- - - Л .  п .22. J П-
0 v x  v j ( x - 1 ) V x  - 2

1 1 . 2 3  J  [—j =-  1 1 . 24 .  JVtgx^x. 11 .25. j  In cos xdx.
о л/хл/х 0 о

71 4

1 1 .26 .  J x  In sin xdx. 1 1 2 7 .  Jx/ctgxdx.
0 0



dx . .  (• xdx
П.28. f ---------^ r = -  n -29- \ i____________

i ( 1 6 - x 2)V l- .v 2 „ s j (x — a ) ( b - x)

г х ! arcsinx ,П .30. J ,- 7 с/х.
0 л/1-х2 

Limitlarni hisoblang:

JV l  + t 10 dt  j t ' e ' d t
11.31. l im 0 .1 1 .3 2 .  lim о

x  *->+“  , •In —
X

1 *  ̂ 1 —I
11.33. limjc2 f - d t . 11.34. Wm\fx\ d t .

.r—>0 J t JC—*0 J t
x x

B er i lg an  fu n k s iy a n in g  g ra f ig i  va  a b s s i s s a l a r  o 'q i  b i lan  
chegaralangan shaklning yuzini toping:

11.35. У= r ~ ~  ’ x e  (—1; 0]
Vx + 1

11.36. У= xG [0 ;0 ,4 )
y/2-5x

x
11 37  У = i—  ~ 1 x €  (2; 5)
, 1 "57- л/ (х -2 ) ( 5 -х )

11.38. У = ’ •v e [° '1).

arcsin \[x
11.39. У = — i xe  0 ;1 ) .

11.40. y  = J X , x e  [0; 2 a ) .
I 2 a - x

11.41. y  = x In\ + X, x e  [0; 1)
1 - x

Berilgan chiziq va uning asimptota lari  bilan chegara langan 
shaklning yuzini toping.
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11 .42. у 2 _  8 _ 4 х  _ 1 1 . 4 3 .у 2(х + 1) = х2, х<0 .

11 .44 .(1  - х 2) у 2 = х 2, х > 0 .

п  Ъп 
4 ’ 4

11.45. х = cost, у  = cos 2? tg/, /е

Misollarning javoblari

10
11 .1 . J . 11.2 . 71 11.3. 2. 11.4. 21n3. 11 .5  8 . 11.6.

2 2 '  3 7
К'

11.21 .

;
1 9 л я2

• 11.8. : 11.9. 11.10.
In 2 4 2

625 к  4
11.22. 11-23. - . 11.24.187' 2 3

/Г

Л '

тг In 2
2

11.26. - 7 Г ‘П2. 11.27. тт + In
л/2+1

>/2-1
11.28.

я
4VT? ‘

к ( а  + Ь) 7 1
11.29. -  11.30. 11.31. -  . 11.32. 1. 11.33. 0. 11.34. 2.

2 У 6

4 2 J 2  7 я11.35. 11.36. v . 11.37. -  . 11.38. 2. 11.39. 2.
3 5 2

11.40 ?Ш“ 11.41.1.11.42.4лг. 11.43. * .11.44.2.11.45.2 + ^.

12 - §. Xosmas integrallarning yaqinlashuvchiligi 
haqidagi teoremalar

12 .1. Xosmas integrallarning yaqinlashuvchiligi. f ( x )  funksiya 
[a\b) da berilgan bo iib ,  b  nuqta shu funksiyaning maxsus nuqtasi 
bo ‘lsin.

12.1- teorema. [a\b) da manfiy b o lm agan  f ( x )  funksiyadan 
olingan
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\ f ( x ) d x
a

xosmas integralning yaqinlashuvchi bo iish i  uchun V t e  [a\b) da 

{F(0} = | | / (a -№ | < C  (C = const)

bo iish i  zarur va yetarli.
12.2- teorema. f ( x )  v a g ( x )  funksiyalar [a\b) da berilgan b o l ib ,Л 

nuqta shufunksiyalarning maxsus nuqtasi boisin. Agar Vxe  [a\b) da

h
0 < / (x )< g (x )  ten g s iz l ik  b a j a r i l s a ,  fg{x)dx in t e g ra ln in g

a

b

yaqin lashuvchil ig idan |/(x>/x integra lning yaqinlashuvchilig i;

Ь b

J/(x)fifx integralning uzoqlashuvchiligidan j g ( x ) d x  integralning
a a

uzoqlashuvchiligi kelib chiqadi.
12 .3 - teorema. f ( x )  va g ( x )  funksiyalar [a\b) da aniqlangan, 

/ (x )  > 0, g (x )  > 0 bo lib ,

lim % £ -  = k (0<k<+°° )
x -* b - 0  g ( X )

b

mavjud b o is in .  A g a r  k <+°° b o l ib ,  Jg(x>/x yaq in lashuvch i
a

b

b o is a ,  J / ( x V x  ham yaqinlashuvchi b o ia d i .  A gar A' >0 b o l ib ,
a

b b

Jg(x)flfx uzoq lashuvch i b o i s a ,  J/(x)c/x ham  uzoq lashuvch i
a a

b o ia d i .
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г с  sin X
1 2 . 1 - misol. I—— -----— dx integralning yaqinlashuvchilig ini

A e  ~ v
ko‘ rsating.

Yechilishi. Integral ostidagi funksiya [0; 1) da musbat. V / e [0 ; l )

j. £ x s ] n - X
da F( t ) =\  , ' dx funksiyao'suvchi. So ‘ngra 

0 (e — 1)

F( t )  = f e , Sln *2 dx < f sin2 i f  / '  „  dx =
I о (e — 1)

= _ 2 s in -1 (gt_x _ 1)l/2 i, = 2 sin2 1 r (e _ i),/2 _ (gl_ _ |)l/2 П =
e ° в L J

2s in" l e - e ' ~ '  2 sin" 1 e - 1  2 sin2 1 r------
= i / i i ,  i/i — = v e  —1 = C.

e ( e - 1 )  +(e - 1 )  e ( e - l ) 12 e

Demak, F f t )  funksiya yuqoridan chegaralangan, y a ’ni F( t )  < С .
Shunday qilib. 12.1- teoremaga asosan, berilgan xosmas integral 

yaqinlashuvchi b o iad i.

12 .2 -  m isol. f .------- d x  in t e g ra ln i  y a q in la s h u v c h i l i k k a
о VI - x 4

tekshiring.
Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun x= l nuqta maxsus 

nuqta b o iad i .  Ravshanki, V xe  [0; 1) da

я 2
Q < arctg2x _  arctg2x___^ "f6

л/ l - X 4 V l  + X 2 V l- X 2 л/l — x 2 
tengsizlik o'rinli. Ushbu xosmas integral yaqinlashuvchi:

r dx t .-о я  
,------- =arcsinx =

0 2

jr arctg2x
Demak, 12.2- teoremaga b inoan, J i------j ax integra l ham

o v l - x
yaqinlashuvchi b o iad i.



• Vi - -212.3- m isol. + — dx in teg ra ln in g  u zo q la sh u v ch i l ig in i  
J l - x

ko'rsating.

Yechilishi. M a ’lumki, V xe  [0; 1) da л/l + x 2 > 1 bo'ladi. Demak. 
[0; 1) dagi barcha x  lar uchun

л/l+x2 1
l - x  > l - x

o‘ rinli. M a ’lumki, f ^x xosmas integral uzoqlashuvchi. Demak.
1 — Xо 1 л

'-VT- - 2
12.2- teoremaga binoan, f X dx integral ham uzoqlashuvchi

о l ~x
bo'ladi.

I f a
12.4- m isol. [ ___ -__  in te g ra ln i  y a q in la s h u v c h i l i k k a

л/arcsinx

tekshiring.
Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun x=0 nuqta maxsus

1 ^
nuqta bo'ladi. Bu integral bilan birga ushbu f yaqinlashuvchi

о v *

integralni qaraymiz. Ravshanki,

J __

lim ^ arcsir|x_ _ ijm — = 1 .
дг->+о 1 Mtoil arcsinx

Demak, A = 1 bo'lgani uchun, 12.3- teoremaga asosan, berilgan 
integral ham yaqinlashuvchi bo'ladi.

+ ° °  ^

12.5- misol. I , dx xosmas integralni yaqinlashuvchilikka 
J 1+x0

tekshiring.
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Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun +°° va 0 nuqtalar 
maxsus nuqtalardan iborat. Shuning uchun

lnx  , r ln.v , 7 lnx
dx = , dx + ,

1 + x , 1 + x , 1  + x

1 1 1- x *n x  л  ,0< A < 1 b o ' lg a n d a  hm : =lim =0 b o ' lg a n i
T_>0 1 + X X l + x ‘

1 lnxuchun, 12.3-teoremaga asosan, f —- dx yaqinlashuvchi.
0 1 +x

lnx 1 x 2 In;I X

^ “ 1 + x 2 х л r-»“ l + x 2 x 2
1 < Я < 2 b o ' lg a n d a ,  lim ^  2 : A = l i m -----2 : 2- A = 0 .

7  l n *  »Demak, J 2 dx ham, 10 .3 - teoremaga asosan yaqinlashuvchi

bo'ladi. Shunday qilib, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi.
12.4- teorema. f ( x )  fu n ks iyan i  x  n ing  b  ga  ye ta r l i  y aq in  

q iymatlar ida

/  (x ) = ( a > 0 )
( b - x ) a

ko'rinishida tasvirlash mumkin bo'lsin. U holda ( p (x)<C  <+°° va 

b

a <  1 bo'lganda, J/(x)c/x yaqinlashuvchi; <p(x)>C>0 va a  > 1
a

b
bo'lganda esa J  f ( x ) d x  uzoqlashuvchi bo'ladi.

12.5- teorema. f ( x )  funksiya x —> 6 -0  da * ga nisbatan
b - x

h
a  ( a  > 0)  tartibli cheksiz katta miqdor bo'lsin. U holda j  f ( x ) d x

a

in tegra l a <  1 b o ' lg an d a  yaq in lashuvch i,  a >  1 b o ' lg an d a  esa 
uzoqlashuvchi bo'ladi.
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п
Natija. х - > 6 - 0  da f ( x ) ~ g ( x )  bo is in .  U holda, j f ( x ) d x  va

a

b
J g ( x )  dx integrallar bir vaqtda yaqinlashadi yoki uzoqlashadi.

г sin X12 .6 -misol. dx integralning uzoqlashuvchiliginiko‘rsating.
0 x

Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun x=0 nuqta maxsus

dxnuqta bo iad i .  Bu integral bilan birga f uzoqlashuvchi integralni
Xо л

qaraymiz. Ravshanki,

sinx
x 2 i- s inx , lim — — = l im ------ = 1 •

л:—»+0 1 х-»+0 x

12.3-teoremaga asosan, dx integral ham, uzoqlashuvchi
J Г
•sinx

X

bo iad i .

dx12 .7- misol. f integra ln i yaq in la shuvch il ikka
- 2 ( 4 - х )л/ 4 - х2

tekshiring.
Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun x  = ±2 nuqta lar  

maxsus nuqtalar bo iad i .  So ‘ngra

г Л — = f  — Г— А  —  --Г_____
-2 ( 4 - x ) v 4 - x 2 -2 ( 4 - х ) л / 4 - х 2 о ( 4 - x ) v 4 - x 2 

(*) ning o‘ng tomonidagi integrallar ostidagi funksiyalarni, mos 
ravishda, quyidagi ko ‘rinishda tasvirlaymiz:

1
1 ( 4 - x b / 2 - x  _  (p(x) ,

(4 -  x)V 4 -  x 2 V 2 + x л/ 2 + 
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va a  = 2 < 1 ekanligini e ’tiborga olsak, u vaqtda 12.4- teoremaga 

asosan, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi bo'ladi.

bunda (p(x) va (pt(x) funksiyalarningyuqoridanchegaralanganligini

bo 'y icha chegara langan funksiya. Bu yerda a - l < l  bo 'lganda
integra l yaq in lashuvch i,  a - l > l  bo 'lganda  esa uzoqlashuvchi 
bo'ladi.

D em ak , 12.4- teo rem aga  asosan , ber i lg an  in tegra l  a  <2

bo ' lgan da  yaq in lashuvchi,  a  >2  bo 'lganda  esa uzoqlashuvchi 
bo'ladi.

12.9- misol. Ushbu integralni yaqinlashuvchilikka tekshiring:

Yechilishi. Integral ostidagi funksiya A=Onuqtaningo‘ng atrofida 
chegaralanmagan va x —>0 + 0 da

0 *
Yechilishi. Integral ostidagi funksiyani

12 .8-misol. J SmaXdr integralni yaqinlashuvchilikka tekshiring

i . ■ . sinx
ко r in ishda ta sv ir laym iz ,  bunda <p(x) = abso lut q iym ati

г dx
bo'ladi; J integral esa yaqinlashuvchi. U holda, yuqoridagi

natijaga ko'ra, berilgan integral yaqinlashuvchi bo'ladi.



b

12.6- teorema (Koshi teoremasi). J/(x)c/.v xosmas integral (b -
a

maxsus nuqta) yaqinlashuvchi bo'lishi uchun, V f >0 sonolinganda

ham, shunday 8  > 0 topilib, b - 8  < t x<b,  b - 8  < t2 < b tengsizlik-
larni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy I{ va t2 lar uchun

jfj j j/,
F ( ? , ) -  ) = j / ( x ) d x - J f ( x ) d x  = jj f ( x ) d x  < e

! a  a i r  I

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Koshi teoremasidan ko 'p  ho lla rda  xosmas in tegra l la rn ing  

u z o q la sh u v c h i l ig in i  i sb o t la sh d a  f o y d a la n i la d i :  a g a r

3 e0 > 0, V r je  [a\b) uchun va 3rj, e  [rj ,b)  va 7j,e[7j;/») uchun

12
J  f ( x ) d x  > e 0 
h

b

tengsizlik bajarilsa, J / (x)dx xosmas integral uzoqlashuvchi bo'ladi.
a

12 .10- misol. Ushbu integralning yaqinlashuvchilig in i Koshi 
teoremasidan foydalanib ko'rsating:

i (1 - x ) s in  ——
[ — j-------- —̂^~dx .

'  x ' - 2 x  + 2

Yechilishi. Ve>0 berilgan songa ko'ra,

topilib, t ' - 1 - ./ - — >t 0, t" -  1 - J  > t0 ( n e  N)  tengsizliklarni
V 2 к п  V п к

qanoatlantiruvchi V t\ t" lar uchun
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'-i/i ( 1 - x )  sin

'-■Ji

_______ 1 —JC
x 2 - 2 x  + 2

dx
i - J i

( 1 - x )
x 2 - 2 x  + 2

-dx =

1
l n ( ( l - x ) 2 +l)

1 J СT1

i

f  i Y1— _ — +1'-i/i 2 ПЛ l 2 « *  J.

+ 1
7tn: - l n  ,

2 J
2 Kn

■<£
+ 1

tengsizlik bajariladi, y a ’ni n - > ° ° d a  F ( 0  ~ ̂ ( 0 | -> 0 ,  shunday 

qilib, berilgan integral yaqinlashuvchi.

dxf ■ 2 (  1 лsin
<l ~x ,0 1 —x

integralning uzoqlashuv-

chiligini isbotlang.

1
Y ech il ish i .  V 0€[O ;1) sonn i va n > ‘ ten g s iz l ik n i

tt(1 -0 ) 6

qanoatlantiruvchi n natural sonni olamiz. 1-  1 ;1 -  -1 -  

к п  2ni t
oraliqda

J sisin" '  I \ d x

V1 - X J 1 - x

integralni quyidan baholaymiz:

1  ̂ dxi 1 —X 1 - x

2пл • 2 ,sin tf Sin t , ^ 1 f . 2 .= -------d r> ------  sin ~tdt  =
L l 2пл i

1 r l - e o s 2 ?  1
------ ------------ dt  = —
2 пл  J "> л
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Bu tengsizlikijan Be = 1 son mavjud bo‘lib, \/в е  [0;1) uchun 
4

shunday 0, = 1 -  1 v a & = l -  1 sonlar mavjud b o lad ik i ,  
пк ‘ 2пк

w x  J

л dx I 1 
> e = 

- x  4

tengsizlik o ‘rinli b o iad i.  Bu esa, Koshi teoremasiga asosan, berilgan 
integralning uzoqlashuvchi ekanligini ko'rsatadi.

Koshi teoremasi muhim ahamiyatga ega b o ig a n  teorema, lekin, 
un ing  y o rd a m id a ,  a m a l i y o td a ,  xo sm as  in t e g r a l l a rn in g  
yaqin lashuvchil ig in i tekshirish har doim yengil b o lav e rm ayd i .  
Shuning uchun xosmas integra l yaq in lashuvch il ig in ing  yetarl i  
shartlaridan foydalanish qulay bo iad i .

12.2. Xosmas integrallarning absolut va shartli yaqinlashuvchiligi. 
f ( x )  funksiya [ a ; b - r i ]  (77 > 0) da xos m a ’noda integrallanuvchi 
bois in .

b

12.7- teorema. Agar J  f { x ) d x  integral yaqinlashuvchi b o is a ,
a

b

J / ( x )  dx integral ham yaqinlashuvchi bo iad i .
a

b

12.1-eslatma. J | / 0 )  dx integralning uzoqlashuvchi bolishidan
a

b

J  f ( x ) d x  integralning uzoqlashuvchi boiishi har doim ham kelib
a

chiqavermaydi.
b

12.1- ta ’rif. A gar J  f ( x )  dx integral yaq in lashuvchi b o is a ,
a

b

J  f ( x ) d x  integral ab s o l u t  y a q i n l a s huv c h i  deyiladi, f ( x )  funksiya
a

esa [ a ;  b )  da abs o l u t  i n t e g r a l l anuv c h i  f u nks i y a  deb ataladi.
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12 .2- ta ’rif. A g a r  J / ( x ) d x  integral yaq in lashuvchi b o ‘ lib.
a

f *J  f{x ) dx integral uzoqlashuvchi b o ‘lsa, J  f(x)d x  shartli yaqinla-
a a

s h u v c h i  i n t e g r a l  deb ataladi.

г cos 2kx
1 2 .1 2 -  m isol. I - 1 ' dx x o sm a s  in te g ra ln in g  a b s o lu t

0,5 V 1 — X '

yaqinlashuvchiligini k o ‘rsating.

Y echilish i. V x e [ 0 , 5 ; l )  uchun  /(.v) = C()s27rv < \
v  1 - x 2 v  1 —X2

1• dx _  1 _  к
te n g s iz l ik  o ' r in l i .  J г-----j  ~  arcsinx -  D e m a k ,  12.2-

0,5 y J i — X  Э

г cos 2k x
teoremaga asosan, I ,------ - dx integral yaqinlashuvchi. Shunday

o , s W l - x 2
qilib, 12 .1-  ta ’rifga asosan, berilgan integral absolut yaqinlashuvchi 
bo'ladi.

. 1 
i sin —

12.13-  m isol. г f ___ x_ j  x o sm a s  in te g ra ln in g  s h a r t l i
J  v 3/2 u x  
0 x

yaqinlashuvchi ekanligini k o ‘rsating.
Yechilishi. (11.2) formulaga asosan, berilgan integralni bo'laklab  

integrallaymiz:

1
,  : '  ,  i C O S  —

J  = \[x cos -  f — tJ -  dx ,
X „ 2 ' -Jx

1
J I cos —

bunda lim Vx cos = 0 . J — j^ -dx  integral absolut yaqinlashuvchi
x 0 yjx

1
1 cos —

b o ' lg a n l ig i  u c h u n ,  1 2 .7 -  te o r e m a g a  a s o s a n ,  f — jJ^-dx
0 V*



yaqinlashuvchi, u holda /integral ham yaqinlashuvchi b o ia d i.  Endi

munosabatga ega bo lam iz . Bunda integral uzoqlashuvchi.
n ■* '

uzoqlashuvchi. Shunday qilib, 12.2- t a ’rifga ko ‘ ra, J  integral shartli 
yaqinlashuvchi bo iad i .

12.3. Xosmas integrallar yaqinlashuvchiligining yetarli shartlari.
f ( x )  va  g ( x )  f u n k s iy a la r  [a ; b)  d a  b e r i lg an  b o l i b ,  b shu 
funksiyalarning maxsus nuqtasi bo is in .

12.8- teorema (Dirixle teoremasi)./ (x j  va g ( x )  funksiyalar [a\b) 
da berilgan bo'lib, ular quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:

1) f ( x )  funks iya [a ;6) da uzluksiz va uning shu ora liqdagi 

boshlang‘ich F (x )  (F' (x)  = f  (x)) funksiyasi chegaralangan, ya'n i

2 )g(x) funksiya [a ;b)  da g ’(x) uzluksiz hosilaga ega;

3 ) g(x) funksiya [a;ft) da monoton, y a ’ni V xe  [a , b ) lar uchun 

g ' ( x ) ^ 0  yoki g ' ( x ) < 0 ;

4 ) lim g (x )  = 0 .
'  x -* b - 0

U holda

a b so lu t  y a q in la s h is h g a  te k sh ir am iz :

s inx >sin : x  tengsizlikdan foydalanib.

. 1 
sin — i rr\Q —

2
i —

2

0

D em ak ,  12.2- te o re m a g a  k o ‘ ra ,

3 M >  0 :  V x e  [a , b)  -> F(x)  < M;
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о
J/ (x )g (x )d x  (*)
а

12.9- teorema (Abel teoremasi). f ( x )  va g ( x )  funksiyalar \a\b) 
da berilgan bo'lib, ular quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:

b

1) f ( x )  fu n k s iy a  [a\b) da  u z lu k s iz  va  J/(x)c/x in te g ra l
a

yaqinlashuvchi;
2) g ( x )  funksiya [a\b) da chegaralangan;

3) g ( x )  funksiya uzluksiz, d ifferensia llanuvchi va [a,b)  da 

monoton, y a ’ni V xe  [ a , b)  uchun g ' ( x ) > 0  y o k i g ' ( x ) < 0  bo'lsin.
U holda (*) integral yaqinlashuvchi bo'ladi. 

о f  л \ ^
xosmas integralni yaqinlashuv-

integral yaqinlashuvchi bo'ladi.

1 2 .1 4 - misol. [sinf  ̂ ^X
J  cmsinx sinx

chilikka tekshiring.
Yechilishi. Berilgan integralni Dirixle teoremasidan foydalanib, 

yaqinlashuvchilikka tekshiramiz:
f  i N

g ( x )  = tgx
. .  . cosx . 

/ ( * ) =  Sin
sin" X

1
v s i n x /

deb b e lg i l a y m iz ./ / x , ) fu n k s iy a  [—1;0) da  uz lu k s iz  va un ing

boshlang'ich funksiyasi cos * ga teng bo'lib, u chegaralangan.
sinx

g ( x )  funksiya esa [— 1; 0) da uzluksiz differensiallanuvchi va o'suvchi 

bo'lib, lim tgx = 0 bo'ladi.
x->0-0

Demak, integral ostidagi funksiya Dirixle teoremasining hamma 
shartlarini qanoatlantiradi. Shuning uchun berilgan xosmas integral 
yaqinlashuvchi bo'ladi.

f 1 • 1 ,
12.15-misol. J x _ , sin ax xosmas integralni yaqinlashuvchi-

o e  1 x
l ikka tekshiring.
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1 . 1  X
f ( x ) =  sin dx, g ( x )  = — kabi belgilab, integralni yaqinlashi-

x x  e  — 1
shga tekshirishda Abel teoremasidan foydalanamiz:

i i 1 +°°

Yechilishi. B e ri lg a n  in te g ra l  o s t id a g i  fu n k s iy a n i

sin? , 
dt

l ,  1 +СЮ
f 1 • 1 J  _  f S1

1) f ( x )  funksiya (0; 1] da uzluksiz va J s,n “x J
0 X X 1

yaqinlashuvchi;

x
2) x=0 nuqtaningatrofida g (* )=  j  chegaralangan funksiya,

x
chunki lim = 1;ЛГ-.0 e x -1

3) g ( x )  funksiya (0;1] da uzluksiz va differensiallanuvchi bo'lib,

e 4 \ - x \-\
uning hosilasi V x e (0 ; l ]  da g ' ( x ) -  . <0, demak, g ( x )

(ex- l ) 2
funksiya kamayuvchi.

S h u n d a y  q i l ib ,  b e r i lg an  in teg ra l  o s t id ag i  fu n k s iy a  Abel 
teoremasining hamma shartlarini qanoatlantiradi. Shuning uchun 
berilgan integral yaqinlashuvchi.

12.4. Xosmas integrallarning bosh qiymati.
12.4.1.Chegarasi cheksiz integralning bosh qiymati. //*; funksiya 

(—oo; + oo) oraliqda berilgan bo'lib, bu oraliqning istalgan chekli 
qismida xos m a ’noda (R iman m a ’nosida) integrallanuvchi bo'lsin.

-И»

M a ’lumki, J  f ( x ) d x  xosmas integral ushbu [(10.2) gaq .]  tenglik 

orqali aniqlanar edi:
+oo t

| f ( x ) d x  = lim | f ( x ) d x  . (1)
T—»— 
t —*+oo T

Bunda t bilan r larn ing  bir-biriga bog'liq bo'lmasdan o'z limitlariga 
intilishi talab qilinadi. t va r larn ing  bir-biriga bog'liq bo'lmagan (1)

+oo

limiti mavjud bo'lmagan, ya ’ni J  f ( x ) d x  integral uzoqlashuvchi
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b o lg a n  holda t va т lar / = - x  shartni qanoatlantirib, o ‘z limitlariga 
intilganda (1) limit mavjud bo lish i ham mumkin. Shuning uchun bu 
holni qarash muhim ahamiyatga ega. Masalan,

4490 1 x 2 1 t 1
Г xdx = lim f xdx = lim ' = lim ( Г - Т 2)
j J r->-oo 2  T 2t—>+“>  ̂ t—>+©o I—>+«>

Bu l im it m av jud  em as. A g a r  1 va r  la r  t - - x  shar tn i
1 , 2

qanoatlantirsa, u holda lim ( t  - т  ) = 0 b o iad i.
/—>+oo

t

12 .3 -ta ’rif. Agar t = — т b o i ib ,  t —>-K« da j f ( x ) d x  ifodaning
T

+oo

limiti mavjud va chekli b o is a ,  J  f ( x ) d x  uzoqlashuvchi xosmas 

integral bosh .qiymat m a ’nosida Koshi ma'nosida yaqinlashuvchi
- I  +oo

deyilib, lim j f ( x ) d x  limit esa J  f ( x ) d x  xosmas integralning bo s h
- t  -CO

+°o

q i yma t i  deyiladi va V. P. j  f ( x ) d x  kabi belgilanadi.

Demak,
+oo /

V.P. [ f ( x ) d x  = lim f f {x ) dx  .
J  >+oo J

-oo - t

Bunda V.P. belgisi fransuzcha «valcur principiale» — «bosh 
qiymat» so ‘zlarining birinchi harflarini ifodalaydi.

+oo

12.2-eslatma. J  f ( x ) d x  xosmas integral yaqinlashuvchi b o is a ,  

u bosh qiymat m a ’nosida ham yaqinlashuvchi b o ia d i  va ular bir-
-И»

biriga teng bo iad i.  Lekin j  f ( x ) d x  xosmas integralning bosh qiymat

m a ’nosida yaq in lashuvch i b o l i sh id a n  uning xosmas m a ’noda 
yaqinlashuvchi bo lish i  har doim ham kelib chiqavermaydi.
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12.3- eslatma. f ( x )  toq funksiya bo'lsa, har doim
+00 t

V.P. f f ( x ) d x =  lim f f ( x ) d x  = 0
J  ' / —>+00 J

bo'ladi.
A gar/ ( x)  juft funksiya bo'lsa,

l l U
V.P. f f ( x ) d x  = lim f f {x ) dx  =2 lim f f ( x ) d x  = 2 lim f f ( x ) d x

»  / —>+00 J  l —>-foo J  / —>+00 J0
bo‘ladi.

и +oo

Shuning uchun J  f ( x ) d x  va J  f ( x ) d x  integrallarning birortasi
—CO 0

+00

uzoqlashuvchi bo'lsa, V.P. j  f {x ) dx  ham mavjud bo'lmaydi.

M a ’lumki, (-«>; + °°) ning istalgan chekli qismida xos ma'noda 
in tegra l lanuvch i ix t iyo r iy  f ( x )  funks iyan i (shu funks iya  kabi 
xossalarga ega bo'lgan) juft va toq funksiyalar yig'indisi shaklida 
tasvirlash mumkin:

f ( x )  = <p(x) + y/(x) , 

bunda (p(x) = x)  — juft funksiya, y/(x) = — *-- ^  —

+00

—  toq funksiya. 12.3- eslatmaga asosan, agar J  (p(x)dx integral 

yaqinlashuvchi bo'lsa,
00 +00

V. P. j  f ( x ) d x =  \(p(x)dx (2)

bo'ladi.

x + 5 
_ x 2 +16'

Yechilishi. Integral ostidagi f ( x )  funksiyani ushbu

г x + 5
12.16-misol. V.P. J 2 dx integralni toping.



k o ‘rinishda tasvirlaymiz, bunda <р(х) = —̂—— — juft funksiya,
5

x 2 +16

XV/(x)= — ------- toq funksiya. (2) formulaga asosan,
x +16

V.P 7  x + 5 "7 5 , „"7 5 , 10 xi~ 5л:
. dx = - d x - 2 -  dx=  arctg , =

зx +16 i x 2 + 16  ̂ x +16 4 4 ° 4

dxr ax
12 .1 7 -misol. V.P .J 2 integralni toping.

.x  +4

1
Yechilishi. Integral ostidagi / (x) = — juft funksiya b o lg an i

x  +4
uchun, 12.2- eslatmaga asosan,

*7 dx dx 1 x ! 4" n
V.P. Г - -  =2 Г . =2- arctg ; = 

j x 2+4 ■ x + 4 2 2 1 о 2 '

7  dx
Demak, J x 2 +^ — xosmas integral yaqinlashuvchi b o lg an i

uchun bu integral bosh qiymat m a ’nosida ham mavjud va ularning 
qiymati bir-biriga teng.

4.2 . Chegaralanm agan funksiya xosmas integralining bosh 

qiymati. f ( x )  funksiya [a ;b] kesmaning c ( a < c < b )  nuqtasidan 

tashqari hamma nuqtalarida aniqlangan bo iib ,  (a ;c) va (c\b ) ning 
qismidan iborat b o lg a n  istalgan kesmada integrallanuvchi bo ls in . 
U holda agar

c - e  b

J  / (x )dx + J  f ( x ) d xlim£->0

limit mavjud va chekli b o is a ,  f ( x )  funksiya [a\b] kesmada Kosh i  
т а  ’n o s i d a  i n t e g r a l l a n u v c h i  d ey i lad i  va l im itn in g  bu q iym at i  
integralning Ko s h i  т а  ' nos i dag i  b o s h  q i yma t i  deb ataladi va u

b

V.P. j  f ( x ) d x
a

kabi belgilanadi.
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Demak,

и x— fc о

V.P. f f ( x ) dx  = lim f f ( x ) d x  + f f ( x ) d x
J  ' F—>0 J  J

12.4-eslatma. j f ( x ) d x  xosmas integral yaqinlashuvchi bo'lsa, u
a

holda u bosh qiymat m a ’nosida ham yaqinlashuvchi bo'ladi va ular
h

bir-biriga teng bo'ladi, | f ( x ) d x  lekin xosmas integralning bosh
a

qiymat m a ’nosida yaqinlashuvchi bo'lishidan uning yaqinlashuvchi 
bo'lishi har doim ham kelib chiqavennaydi.

г dx
1 2 . 1 8 - misol. (a < c < b ) integralning xosmas integral

J x — ca

m a ’ n o s id a  m a v ju d  em as l ig in i ,  bosh q iy m a t  m a ’ n o s id a  esa 
mavjudligini ko'rsating.

Yechilishi. Xosmas integralning t a ’rifiga ko 'ra ,

C"E| dx r dx
= lim

e,-»0
e2->0

c-e, ь
- ln (c -x )  | + ln (x -c )  |

a c+e2

l imflne. —ln (c - a )  + ln(6—c ) - l n e , l  = lim
с  L  1 \  Z J  с£, —>0 
£■) —>0

e,->0 
e2 - » 0

. e, , b - c
In —-  + In------

e, с - a

ln —11 — mavjud emas. Shunga ko 'ra , berilgan xosmas integral
el

mavjud emas. Lekin £ .= £ ,= £  shartga ko 'ra  lim In 1 = 0 .
f|-x> £2

Demak, berilgan integral xosmas integral m a ’nosida mavjud 
emas, lekin bosh qiymat m a ’nosida mavjud va u



Mustaqil yechish uchun misollar

Integrallarning yaqinlashuvchiligini isbotlang:

V dx 2r dx г yfx dx
12 .1 . J 7 7 3 / T 12-2- 1 2 Л Ь - - ГX  +

1

12.4. J dx

\[x + arctgx i 2 -5-
dx

л

12.7. J sin COSX

dx

1 6 - x

r dx r
12.8. I • 12.9. I ̂ ЯГР.ГПС r J

№

г ln(sinx)
dx.

r dx
1210 0  ̂ 1
Integrallarning uzoqlashuvchiligini isbotlang

4 dx г ax г с
М ]  + ху П Л З . \ - х_

п
dx■ 12 .15. J

r ax r dx
1 2 1 L  J ln(x - ! )  12Л2- J

2 оr x — 2 
12.14. J

dx 
e" — cosx

ln(sinx)
x ' - 3 x ‘ +4  ̂ xVsinx

dx.

r x2dx 

12Л6- U ( \ - x 2)5 '

Xosmas integrallar a  ning qanday qiymatlarida absolut va shartli 
yaqinlashuvchi b o iad i:

r “ I ■ (
sin dx.  12.18. j  / cos dx.

x12.17. J
0

1 1
12.19. | x“arctgx cos dx. 12 .20. j tg"xcos(ctgx)dx

f ( l - x ) “ 1 j  f x  . 1
12.21. I----------sin —dx. 12 .22 . К  , sin dx-* x x * e  -1  x

0

1 a . 1

1

12.23. J
s i n x dx.
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Xosmas integrallarning Koshi m a ’nosidagi bosh qiymatni toping:

12.17 a > - l  da absolut yaqinlashuvchi, - 2 < « < - l  da shartli 
y a q in la sh u v c h i .  1 2 .1 8 . a > — 1 da ab so lu t  y a q in la sh u v c h i .  
- 3 < a < - l  da shartli yaqinlashuvchi. 12.19 « > - 2 d;i absolut 
y aq in la shuvch i,  - 3 < « < - 2  da shartl i yaq in la shuvch i.  12.20. 
a > -1 da ab so lu t  y a q in la sh u v c h i ,  —2 < « < - l  da shar t l i  
yaqinlashuvchi. 12.21. a > - l  da shartli yaqinlashuvchi. « < - 1 da 
uzoqlashuvchi. 12.22 . a >  0 da absolut yaqinlashuvchi. - I < « < ( )  
da shartli yaqinlashuvchi. 12.23. a  > I da absolut yaqinlashuvchi. 
a < - 1 da shartli yaqinlashuvchi. 12.24. Mavjud emas. 12.25. 0.

- я 1 п 2 .  12.32. In2. 12.33. 0. 12.34. Mavjud emas. 12.35. « > - 1 .

12.24. V.P. J  c o s x d x . 12.25. F.P. J arctg.x </.v •

mavjud?

Misollarning javoblari

12.26. n . 12 .27. 0. 12.28. 0. 12.29. - 2
3

. 12.30. 1 ]„ 3 . 12.31
2 5
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IV BOB

P A R A M E T R G A  B O G ‘ L IQ  B O ‘L G A N  
IN T E G R A L L A R

Matematika va matematik fizikaning ko‘p sohalarida parametrga 
bog'liq bo'lgan integrallar asosiy apparat sifatida ishlatiladi. Shuning 
uchun biz bu bobda parametrga bog'liq  bo 'lgan integrallarning 
funksional xossalarini o'rganish bilan shug'ullanamiz.

13- §. Parametrga hog‘liq bo'lgan xos integral tushunchasi
f ( x , y )  funksiya M  = { ( x , y ) e  R2 : x e  [ a \b ] , y e  E c i ! }  to'plamda 

berilgan bo'lib, у  ning E to 'p lamdan olingan har bir tayinlangan 
qiymatida, f ( x , y )  funksiya x  ning funksiyasi sifatida [a; 6] da (xos 
ma'noda) integrallanuvchi, ya 'n i

ь
J  f ( x , v ) d x

integral mavjud bo'lsin. Bu integral у  o'zgaruvchining E dan olingan 
qiymatiga bog'liq bo'ladi va uni

b

I(y) = \f(x,y)dx  (13.1)
a

deb belgilaymiz. Odatda (13.1) i n t e g r a l  p a r a m e t r g a  b o g ' l i q  b o ' l g an  
i nt e g ra l ,  у  o'zgaruvchi esa p a r a m e t r  deb ataladi.

1 3 .1 -misol. f ( x , y )  = cos xy funksiyaning x  o'zgaruvchi bo'yicha 

[a;/?] dagi integrali у  ning funksiyasi ekanligini ko'rsating, bunda 

y t -  0 .

Y echilish i. f { x , y )  = c o s x y  fu n k s iy a  у  n in g  E = R\{0} 
to 'plamdan olingan har bir o 'zgarmas qiymatida, x  o'zgaruvchining 

funksiyasi sifatida [a\b] da xos m a ’noda integrallanuvchi, y a ’ni

L s n * =  1 [ c o s W ( J, .)  = s in ',-v - s in ‘’ \
У  Уa s  a ■'

Demak, integral E - R \ { 0} to 'p lamda berilgan
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funksiyadan iborat b o la r  ekan.
I ( y )  funksiyaning funksional xossalarini (limiti, uzluksizligi, 

differensiallanuvchiligi, integrallanuvchiligi va h.k) o ‘ rganishda,
(13.1) integral ostidagi f ( x , y )  funksiyaning r  bo'yicha limiti va unga 
intilish xarakteri muhim rol o'ynaydi.

13 .1. Limit funksiya. Tekis yaqinlashish. Limit funksiyaning

uzluksizligi. f ( x , y )  fu n k s iy a  M  = { ( x , y ) e  R2 : a < x < b ,  

y e  E c zR]  to ‘plamda berilgan bo iib ,  y 0 esa E to 'plamning limit 

nuqtasi bo is in .  Agar у  -> y 0 da f ( x , y )  funksiyaning limiti mavjud 

bo isa ,  bu limit x  o'zgaruvchining [a ; b ] dan olingan qiymatiga bogliq  

b o iad i ,  y a ’ni lim f ( x , v )  = J ' ( x , y 0) = (p(x).
>'->v0

13 .1- ta ’rif. A gar V e > 0  o linganda ham, V .ve [a ;6 ]  uchun 

shunday 5 = <5(e,x)>0 topilib, |y - y 0 <8  tengsizlikni qanoatlan- 

tiruvchi V j e  E uchun

f ( x , y ) - ( p ( x )  <£ 

tengsizlik bajarilsa, (p(x) funksiya/fxj>J funksiyaning у  —> у 0 dagi 
l imi t  f u nks i y a s i  deyiladi.

f ( x , y )  funks iya  M  to 'p lam d a  an iq langan  b o i ib ,  °° esa E 
to 'plamning limit nuqtasi bo is in .

13.2- ta ’rif. A gar V e > 0  o linganda ham , V x e [ a , i ]  uchun

shunday Д = Д(£,дг)>0 topilib, y  > Д tengsizlikni qanoatlanti- 

ruvchi Vv e  E uchun

f ( x , y ) - < p ( x )  <£ 
tengsizlik bajarilsa, tp(x) fun ks iya/ fx ,^  funksiyaning у  — dagi  
l imi t  f unks i ya s i  deyiladi.

13.2- misol. f [x, y )=x2a.xc\gy funksiya



to 'p lamda berilgan bo'lsa, У —> da f ( x , y )  = x 2arctgv funksiya

ning limit funksiyasini toping.

n
Y ech il ish i .  R a v sh a n k i ,  v —> d a  f ( x , y )  = x arctgy 

funksiyaning limiti (p(x) = x 2 bo'ladi. V £ > 0  sonni olaylik. Agar

ft
8 = e  desak, u holda y -  <8  tengsizlikni qanoatlantiruvchi

4

V ve  [0; ] va V xe  [0,1] lar uchun

f { x , y ) - ( p ( x ) -  x 2a r c tg v -x 2 = x 2 arctgv-1  =

I 2 и 7Г 7Г= x arctgv -  arctg < v -  < o = e
4 4

Кmunosabat o'rinli bo'ladi. Demak, 13.1- t a ’rifga ko 'ra ,  у  —> da
4

f ( x , y )  = x 2arctgy funksiyaning limit funksiyasi 

<p(x) = lim x 2arctgv = x 27Г
4

bo'ladi.

1 3 .3 -misol. / (x ,  v) = (1 — x)arctgxv funksiya M = { ( x , y ) e  R2 :

: 0 < x  < 1, 0< v < 1} to 'p la m d a  b e r i lg an  b o ' l s a ,  y —>0 da  bu 
funksiyaning limit funksiyasini toping.

Yechilishi. Agar x  o'zgaruvchi tayinlangan bo'lsa,

l im x ‘ =1, l im ( l-x )a r c tg x v = — ( l - x )  = a>(x).
,v-> 0 i—>0 4

Haqiqatan ham. V e > 0  songako 'ra , <5 = logt ( l -£ ) ,  ( x * l )  deb 

o l in sa ,  unda  y - y 0 = у  <8  tengs iz l ikn i q a n o a t la n t i r a d ig a n  

V ve  [0; 1] uchun
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f ( x , y ) - q > ( x )  = 1(1 -x )a rc tg x v -  K (1 - x )  = 1 - x  arctgxv-a rc tg  1 < 

< 1 - x ” < l - x l08' <l_e) = l - ( l - £ )  = £

tengsizlik bajariladi. Demak, 13.1- t a ’rifga asosan у  —> 0 da berilgan

к
f ( x , y )  funksiyaning limit funksiyasi <P(x) = (1 —x)  bo‘ ladi.

13 .4 -  m isol. J ' ( x , y )  = , cos ' fu n k s iy a  M  = { ( x , v ) e R ~ :
x у

: 0 < x < 1, 0 < у  < oo} to 'plamda berilgan bo'lsa, у  —> + «  da berilgan 
funksiyaning limit funksiyasini toping.

Yechilishi. Agar x  o'zgaruvchi tayinlangan bo'lsa,

г  1 x 1lim cos = ■— = (p(x)
x у  X

bo'ladi. Haqiqatan ham, Ve > 0 songa asosan, Д = J__deb olinsa,
\l2xe

unda у  > A tengsizlikni qanoatlantiruvchi V y e  (0;+oo) uchun

1 x 1 .  1 ! x I ! . x _ 1 
, cos -  =2  sin — • ism < , < £ 

у  x | X3 2y\ \ 2у  2xy
tengsizlik o 'r in l i  bo 'lad i .  Demak, t a ’ rifga asosan, y —>+oo da

1 x 1f ( x , y )  = cos funksiyaning limit funksiyasi (p(x) = 3 bo'ladi.
x 3 у  x

13.1- eslatma. Yuqorida keltirilgan 13.2- misolda limit funksiya 
ta 'r ifida 8  =£ b o ' l i b , f a q a t  £ gagina bog'liq. 13.3, 13.4-misollarda

esa 8  = logr( l - x ) ,  A= J __ bo'lib, у  berilgan £ > 0  bilan birga
V2x£

qaralayotgan x  nuqtaga ham bog'liq ekanligini ko'ramiz.
Limit funksiya ta ’rifidagi <5>0 ning qaralayotgan x  nuqtalarga 

bog'liq bo'lmay, faqat e  > 0 gagina bog'liq ravishda tanlab olinishi 
mumkin bo'lgan hoi, muhimdir.
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13.3- ta ’rif. f ( x , y )  funksiya M  to 'plamda berilgan bo'lib, uning 

У y„ dagi limit funksiyasi cp(x) bo'lsin. Agar Ve >0 olinganda 

ham  3<5 = 8 ( e )  > 0, y - y 0 < 8  ten g s iz l ik n i  q a n o a t la n t i r u v c h i  

V v e  E va V i e  [a ;b ] uchun

i f ( x , y ) - ( p ( x ) < e

tengsizlik bajarilsa, f ( x , y )  funksiya [a\b] da o 'z limit funksiyasi 

<p(x) ga t eki s  y aq i n l a s had i  deyiladi.

13.4- ta ’rif. f ( x , y )  funksiya M  to 'plamda у  y 0 da (p(x) limit 

f u n k s iy a g a  ega  b o ' ls in .  V<5 o l in g a n d a  ham , sh u n d a y  

£0 >0, x0e[a,Z>] va , y - y 0 <8  tengsiz likn i qan o a t lan t iruvch i  

y t e  E topilib,

f ( x 0, y t) - ( p ( x 0) >£„

tengsizlik o ' r i n l i b o ' l s a , f u n k s i y a  <jo(x)  limit funksiyaga not eki s  
y a q i n l a s h a d i  deyiladi.

Yuqoridagi keltirilgan 13.2- misolda berilgan funksiya o'zining 
limit funksiyasiga tekis yaqinlashuvchi, 13.3- va 13.4- misollarda 
esa notekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

f ( x , y )  funksiya M  to 'plamda berilgan b o ' l ib ,^  esa E to'plamning 
limit nuqtasi bo'lsin.

1 3 .1 - teorema. f ( x , y )  funksiya у  —> y 0 da (p(x) limit funksiyaga 

ega bo'lishi va unga tekis yaqinlashishi uchun, V e > 0  olinganda 

ham  x  ga  (x E [a ;6 ] )  b o g ' l iq  b o ' lm a g a n  3 5  >0 to p i l ib ,

y ~ y 0 < 8 ,  i у  -  v0i < 8  tengsizlikni qanoatlantiruvchi X/v' , y€ E  va

V i e  [ a ,b\ uchun f ( x , y ) -  f ( x , y ' ) < £  tengsizlikning bajarilishi

zarur va yetarli.
13 .2 -teorema. Agar f ( x , y )  funksiya j- ning E to'plamdan olingan

har bir tayin qiymatida л: o'zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,b\ 

da uzluksiz bo'Isa va _y —> y n da f ( x , y )  funks iya  cp(x) l imit
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funksiyaga tekis yaqinlashsa, u holda (p(x) funksiya ham [a,ft] da 
uzluksiz b o iad i.

2 y 2x
13 .5 -misol. Ushbu f ( x , y ) =  a > 4  funksiya

\ + y  x

M = \ ( x , y ) e  R2 : x e  R , y e  (0;+°<>)} 

to 'p lamda berilgan bo'lsin. y 0 -»+°o da f ( x , y )  funksiyaning limit 
funksiyasini toping va uni tekis yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. Agar x=0 bo'lsa, V>>e(0;+°°) uchun / (0 ,^ )  = 0 

bo'ladi. Agar x Ф 0 bo'lsa, Vy e  (0;+°°) uchun

f ( x , y )
2xy2 < 2 v x _  2y 2 2

1 +X2y a x 2y a x y a x y a~2 

bo'ladi. Bundan l im / (* , y )  = 0 .

2 v 2xS h u n d a y  q i l ib ,  M  t o 'p la m d a  b e r i lg an  f { x , y )  =
1 + y ax2

funksiyaning limit funksiyasi <p(x) = 0 bo 'lar  ekan. x ^ O  uchun
a

\ + y ax2 >2j^|x| tengsizlik o'rinli.

V e > 0  ber i lg anda  A = — -7== deb o lsak , u ho lda y >  A ni
a - f £7

qanoatlantiruvchi V y e  (0;+°°) uchun

2 v 2x  ! 2 v 2 x l  1 
П х , у ) - Щ х )  = ' = _  < £

' У Х  2 у Щ  У
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Demak, Vx e R uchun у  —> +°° da berilgan 
f ( x , y )  fu n k s iy a  o 'z in in g  <p(x) = 0 l im it  fu n k s iy a s ig a  tek is  
yaqinlashadi.

13.6- misol. Ushbu

f ( x , y ) =  У + \ м  = { ( х , у ) е  R2 : x e  [ - l ; l ] , y e  (0 ;+ -)} ,
y  + x
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funksiyaning limit funksiyasini toping va unga intilish xarakterini 
aniqlang:

Yechilishi. lim f ( x , y ) =  lim — у  = 1; <p(x) = 1. V£ > 0 songa
y —>+oo y —>+ro . X _

у

ko‘ra, A = — deb olsak, u holda у  > A tengsizlikni qanoatlantiruvchi 
£

V y e  (0;+o°) uchun

r ,  4 , 4| I v + 1 , ! 1 -X 2 1 f ( x , y ) - ( p ( x ) =  ■ - 1  = , < <e 
y + x  y  + x у

tengizlik o 'rinli bo'ladi. Demak, f ( x , y )  funksiya ( p ( x ) - l  limit 
funksiyaga tekis yaqinlashadi.

13.7- misol. Ushbu funksiyaning limit funksiyasini toping va unga 
intilish xarakterini aniqlang:

1 ,

f ( x , y ) = y -sin , M  = { ( x , y ) e R  : 0 < x < +°°, v e  (0;+°°)}.
xy

Yechilishi. M a ’lumki, / —>0 da sin<~£. Buni e ’tiborga olgan

holda, у  —> +°° da у  sin * ~ y   ̂ . Berilgan funksiyaning v —
yx  yx

dagi limit funksiyasi (0,+°°) da f ( x ) =  1 funksiyadan iborat.
x

0 < x < l  da vsin * funksiya _y—>+oo da * limit funksiyaga
yx  x

notekis yaqinlashuvchi bo'ladi. Haqiqatan ham, x, = * deb olsak, u
У

holda

f ( x t , y ) - ( p ( x  ,) = vsin * - 1 = у  sin l —y  —
УХ] xt

= >>(l-sinl) > 1 — sin 1 =£0, у  > 1.
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. 1 1
Shunday qilib, v —»+°° da y s m  ~  funksiya (0; 1] da <P(x) =

limit funksiyaga notekis intiladi, 1 < x  < + ° o  da esa tekis intiladi.

Haqiqatan ham, Ve > 0 songa ko ‘ ra, Д = * deb olsak, u holda
e

у  > A tengsizlikni qanoatlantiruvchi V ve  (0;+°°) uchun 

. 1  i| . i i L  у  .  iу  Sin -  = y s i n  ------ < < <£,
yx x yx  yx  2 y  X  у

chunki V ( e i J  uchun sin/ —1,< tengsizlik o'rinli.

13.2. Parametrga bog'liq bo'lgan integrallarning xossalari. f ( x , y )
funksiya M = { ( x , y ) e  R2 : x e [ a , b ] , y e  E a  R] to 'p lamda berilgan 
bo'lib, y 0 shu E to'plamning limit nuqtasi bo'lsin.

13.3- teorema (integral belgisi ostida limitga o‘tish). Agar f ( x , y )  
funksiya:

1) у  ning E to 'plamdagi har bir tayin qiymatida x  ning funksiyasi 
sifatida [ч\Ь] da uzluksiz bo'lsa;

2) у  - »  y 0 da (p(x) limit funksiyaga ega va unga x  ga nisbatan 
tekis yaqinlashsa,

b h 

l im / (y )  = lim Гf ( x , y ) d x  = \(p(x)dx
У->Уо У~>Уо J  Ja a

tenglik o'rinli, y a ’ni parametr bo'yicha integral belgisi ostida limitga 
o'tish mumkin.

П
13.8-misol. lim f ( x2 +cos2 xv)dx ni toping.

y—>0 J—Jt
Y echilish i. 1) In teg ra l  o s t id a g i  / ( x ,y )  = (x 2 + cos2 xy)  

funksiyaning M  = { (x ,y )e  R2 : x e  [-тг; n ] , y e  [-1; 1]} da uzluksiz- 
ligi ravshan.

2) Limit funksiyani topamiz: lim(x2 + cos2 xy)  = x 2 + 1.

Demak, limit funksiya <p(x) = x 2 + 1 ekan. V e > 0  olinganda, 

yfe
8 = deb olinsa, V xe  [ - ж ; я ]  va V ve  [—1; 1] uchun 

к
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f(x,y)-<p(x) = x +COS x y -x  - l !  = cos x y - l

= sin2 xy  <jxy~ <£ 

b o iad i .  13.3- teoremaga asosan,

n n n
lim I (x2 + cos2 x\’)dx = f l im (x2 +cos2 xy)dx  = f ( x 2+l)dx =
y —>0 J  J  y —>0 J

- J t  - J t  - J t

\ 'У 7Г
= 2 j ( x 2+l ) dx= ( л 2 +3).

0 3

13.9- misol. Ushbu integralda limit belgisini integral ostiga kiritish 
mumkinmi:

lim f -  dx ?
y ^ i ( y 2+x 2)2

2

mumkin boisin . U holda, tayinlangan x  lar uchun lim 2 ' 2 2 = 0

Yechilishi. Faraz qilaylik, limit belgisini integral ostiga kiritish

2 x y 2 
y->° ( y 2 + x2)2 

ekanini ko'rish qiyin emas. Demak,
I
flim - dx = 0
{ y ^ ( y 2 +x2)2

b o ia d i .  Endi integra ln ing q iymatin i h isoblab, so ‘ngra lim itga 
o'tamiz:

Г 2ху1  dx = v 2 \d ŷ2 +x2) = _  /  ,i 1 
l ( y 2 +x2)2 У 1 ( У 2 + Х 2 ) 2 y 2 +x2 / + Г

lim — = 1
y -Ю  y -  +  ]

Shunday qilib, limit belgisini integral ostiga kiritish mumkin emas

_  2xy2
‘ ekan, chunki J \ x , y ) -  2 funksiya (0;0) nuqtada uzilishga

(y  + x )

ega va M  = { ( x , y ) e  R2 : x e  [0; l ] , y e  [-1; 0 ) u ( 0 ;  1]} to 'p lamda esa 
o'zining limit funksiyasiga tekis intilmaydi.
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г \n(x+j >)
13.10-misol. Д1! !  J ln(jc2 + y 2) integralni hisoblang. 

ln(j» + jjy)
Yechilishi. / ( * , y )  = + 2  ̂ funksiya tayinlangan _y(y >1) 

da x  bo'yicha [1; 2] da uzluksiz va у  —» da / (x ,y )  —> .

Haqiqatan ham, V xe  [1; 2] va у  > \lee - 1  bo'lganda.

ln(x + |y|) 1
ln(x + у  ) 2

2 H

2 x v
ln(l + ̂ L )

X " +  у

21n(x + y  ) (x2 + y 2) ln (x2 + y 2)

1
<£

( l + y 2)ln(l + y 2) ln(l + / )

ГТ
bo'ladi. Shunday qilib, V e > 0  songa ko 'ra ,  A = \ e e -1  debolinsa, 

|y| > A va V xe  [1; 2] lar uchun

ln(x + |y) _  1 < 1 

ln(x2 + y 2) 2 I ln(l + y 2)

tengsizlik bajariladi.
Demak, 13.3- teoremaga asosan, parametr bo'yicha integral ostida 

limitga o'tish mumkin, y a ’ni

lim ( " ,° '  + l< ) * =  [ l im
_v->+oo J  I n f  Г  +  V  I j  y->+*>

1п(х-ф|) 1 
, , dx -  . 

, ln(x + y  ) •[ у-**™ln(x" + y  ) 2

13 .11- misol. Ushbu limitni hisoblang:

ln(l + x + y  sinx)r in n + x
lim>.->0 J 1n 1

dx
+ x
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Y ech il ish i.  / (x ,y )  = ln(1+*  + >'sinj[:) fu n k s iy a  t a y in la n g an
\+x

y e [ 0 ; l ]  l a rd a  x  b o ‘ y ich a  [0; 1] da  uz lu k s iz  va у  - » 0 da

(p(x) = + ga tekis yaqinlashuvcHi bo'ladi.
l + x

Haqiqatan ham, Ve > 0 songa ko 'ra , 8  = £ deb olsak, 

f ( x , y ) - ( p ( x ) \
ln ( l+ x + y s in x )  l n ( l+ x ) _  

1+x 1+x

1 у  sinx у 'sinx
= -  ln(l+- - ) < r - 2 <y <£.

1 + X  1 +  X  (1 + x)

Demak, 13.3- teoremaga asosan,

rln(l  + x + y s in x )  , j r . .  ln(l + x + y  s inx) In2 2 
lim dx=\  lim — —  dx = ------.
? - > o J0 1+x • y - * ° 1+x 2

13.4- teorema (Integralning parametr bo‘yicha uzluksizligi). Agar 
f ( x , y )  fu n k s iya  M  = { (x ,y ) e  R2 : x e  [ a \ b ] , y e  [c\d]} to 'p la m d a  
berilgan va uzluksiz bo'lsa, u holda

b

I {y )  = ] f { x , y ) d x
a

funksiya у  bo'yicha [c,d\ da uzluksiz bo'ladi.

f x 2
1 3 .1 2 -  m isol. /C-V) = J JC3 + ^ 2 + 1 rfx'’  >; e № 1] in te g ra ln i

M  = [ ( x ,y ) €  R2 : .ve [0,1], y e  [0,1]} to 'p la m d a  u z lu k s iz l ik k a  

tekshiring.
x2

Yechilishi. f ( x , y )  = 3 — 2 + ̂  funksiya M  to 'p lamda uzluksiz.

13.4-teoremaga asosan, I ( y )  funksiya [0;1] da uzluksiz bo'ladi. 
Haqiqatan ham,

=  J  з * 2  - * = l l n l l  +  * 3 + / | | ! >  =  l l n r ^ T
q x  + y  +1 3 3 1 + y

funksiya [0; 1] da bo'yicha uzluksiz.
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: x e  [ a \b ] , y e  [c\d ]} to'plamda uzluksiz va y 0 e  [c\d] bo isa ,  u holda
b b 

lim [ f ( x , y ) d x =  [ lim f ( x , v ) d x
У~+Уо J   ̂ J  У~*Уо

a a

formula o ‘rinli.
i  

1 3 .1 3 -misol. lim f J x 2 + y 2 d x , y e . [ —1; 1] ni toping.v->0 J  -1

Y echilish i. In teg ra l  o s t id a g i  f ( x , y ) = j x 2 + y 2 fu n k s iy a

M  = { ( x , y ) e  R2 : x e  [ - l ; l ] , y e  [—1; 1]} to 'p la m d a  u z lu k s iz  va

y 0 = 0 e  [—1; 1] bo'ladi, u holda, 13.2- eslatmaga ko 'ra ,
i   i ______  i

lim  J  ̂ jx2 + y 2dx = lim J  y jx2 + y 2dx = J  |xj dx = 1.
■v_>0 -i r_>0_i -i

13 .5- teorema (integralni parametr bo‘yicha differensiallash). 
f ( x , y )  fun ks iya  M  = { (x ,y )e  R2 : x e  [ a ; b ] , y e  [ c\d])  to 'p la m d a  
berilgan va у  o 'zgaruvch in ing [c , d ] dan  o lingan har bir tayin 
qiymatida ,\‘ o'zgaruvchining funksiyasi sifatida [a; b~\ da uzluksiz 
bo is in .  A gar f ( x , y )  funksiya M  to'plamda/j,' (x, y )  xususiy hosilaga 
ega bo'lib, u M  da uzluksiz bo'lsa, u holda

b

H y )  = \ f ( x , y ) d x
a

funksiya [c\d] da l \ y )  hosilaga ega va ushbu

b

J \ y )  = \ f \ x , y ) d x
a

tenglik o'rinli. Bunga Leybn i s  qo i das i  ham deyiladi.
3 л
4

1 3 .1 4 -  m isol. I { y ) =  J ln (y2 sin2 fu n k s iy a n in g  I \ y )
К

4

hosilasini toping.

13 .2 -  eslatma. A g a r  f( x ,y )  f u n k s iy a  M = {(x,y)e R2 :
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Yechilishi. In tegra l  o st idag i  / ( x , y )  = ln (y2sin2x) funks iya

, 0 < y 0 < у  < у ,  < +0 0 1 to'plamda uz
f я  Зтт•U x,y)e  R2 : x e . » 7

_ 4 4 _

luksiz hamda f ' ( x , y ) =  hosilaga ega va u ham M  da uzluksiz. U
у

holda 13.5- teorema bo 'y icha (y a ’ni Leybnis qoidasini qo 'llash 
mumkin):

3 7Г
T

3 n
T

I ' ( y )  = f (ln( v2 sin2 x))'. dx = \dx = —.
i  У { У

-
1 3 . 1 5 - misol. /(y) = J  ln(sin2 x + y 2 cos2 x)c£t, у ф  0 integralni

0
hisoblang.

Y echilish i. y >  0 va  у ф  0 b o ' lm a s in .  f ( x , y )  = ln(sin2 x +

+ у 2cos2x) funksiya M  = \ ( x , y ) e  R 2 : x e , y e b i j J  to'p-

Эf  _  2у  cos2 x 
lamda uzluksiz, -  . 2 . 2 2 hosilaga ega va u ham M  da a y  sin x + y  cos x
uzluksiz. U holda, 13.5- teoremaga asosan,

n
, \ 2 yco s2 x

I 0 0 =  I — 2 ------2—  2 x* sin' x  + y* cos X
bo'ladi. Bu integralni hisoblash uchun ?=tgx almashtirishni olamiz. 
Unda

I\y) — 2y j
dt

= —  f v 2 - l  J(f2 +l)(/2 + y 2) y 2 - \ {
1 1

t2 +1 г2 + у 2
dt  -

2 У
у 2 — 1

1 t 
arctg?---- arctg —

У У
к

7 7 1

bo'ladi va bu yerdan I ( y )  topiladi:
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/(_v) = 7Г In V +1 +C.
>’>0 b o ig a n d a ,  I ( y )  u z lu k s iz  va  / (1 )=0 b o ' lg a n i  uchun

C  = -7t  ln2. Demak, y > 0  b o ig a n d a ,  7 (у ) = я1п 'г ^ ' .  I  ( у )  j uft 

funksiya ekanligini hisobga olgan holda, у  *  0 uchun

у +1
7(у ) = ТГ1п

2
ifodani hosil qilamiz.

i
1 3 .1 6 -misol. /(v)=  [arctg dx funksiyaning y=0 nuqtadagi

о У
hosilasining mavjud yoki mavjud emasligini tekshirishda Leybnis 
qoidasidan foydalanish mumkinmi?

Yechilishi. y>0  b o iganda ,  berilgan integralga Leybnis qoidasini 
q o l la sh  mumkin bo is in  deb, faraz qilamiz:

, r xdx 1 y 2
7 0 0  = “ I 2 2 = J n , 2-0 x + y  2 1+ y  

Endi berilgan integralni bevosita hisoblaymiz:

i x x  |i i |
I ( y )  = f arctg dx = xarctg *  -  f ^  dx = arctg -

у у |0 i r + x 2 у

У 1 / 2  2ч|1 1 1 , У2- - I n ( у  + Х - )  =  arctg - + - у In ^
2 0 у  2 1 +у

X
Agar integral ostidagi f ( x ,  у) = arctg funksiyaning y=0vay>0

У

dagi qiymatini n  ga teng desak, u holda 7(0)= . Demak, I ( y )
2 2 

funksiya y=0 nuqtada uzluksiz bo iad i .
I ( y )  funks iyan ing y =0 nuqtadag i hosilas in i t a ’ r if  bo 'y icha  

topamiz:

v->0 у  1 40  у

Bu l im itn i  h i s o b la s h d a  arctg-Y n ing  |x|>l b o ‘ lg a n d a g i  
yoyilmasidan foydalanamiz:
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Shunday qilib, berilgan I ( y )  funksiya y=0 nuqtada chekli hosilaga 
ega emas. Bu holda Leybnis qoidasini qo'llash mumkin emas, chunki

f ' ( x  y )  = -  funksiya (0;0) nuqtada uzulishga ega.
7 x 2+ y 2

13.6r teorema (integralni parametr bo‘yicha integrallash). Agar 
f ( x , y )  funks iya  M  = { ( x , y ) e  R2 : x e [ a ; b ] ,  y e [ c ;d ] }  to 'p lam d a  
uzluksiz bo‘Isa, u holda

d d V b  1  b d

J/(.y ) d y  = \ j f ( x , y ) d x  d y  = j d x j f ( x , y ) d y  (*)
с с \_a J  a с

formula o'rinli, y a ’ni integral ostida parametr bo 'yicha integrallash 
mumkin.

13 .17- misol. Ushbu integralni hisoblang:

1, x *  —X* 
x lnx 

Yechilishi. Ravshanki, x>0 da

J  = j  cos(ln —) v ——  dx (y, > 0, y 2 > 0 ) .

Xй -X -Vl yi

lnx
= J  xyd y  .

Bu teng l ikn i  e ’ t ib o rg a  o lib , b e r i lg an  in teg ra ln i  q u y id ag i  
ko 'rin ishga keltiramiz:

1 Уг

И\dx\xy cos dx
j  j
о Ух * )

Bunda f { x , y )  = xy cos(ln —) funksiya M  = { (x ,y )e  R 2 :0  < x < 1,

у, < у  < y 2} to 'p lamda uzluksiz ( / (0;y)=0 deb qaraymiz). Shuning 
uchun, 13.6- teoremaga ko 'ra

1 >2 I Уг 1 j
J  = | dx | x v cos(ln )dx = | dy J  xy cos(ln — )dx

о у, X y, 0 x

deb yozish mumkin. Keyingi ichki integralda x = e  almashtirish 
bajarib, quyidagiga ega bo'lamiz:



J  = j  d y  j  е  '<,'+1, cos tdt.
у, о

+oo

Endi J { = | e~'(v+1) c o s t d t  in te g ra ln i  ik k i  m a r t a  b o ' l a k l a b
0

integrallash natijasida, ga nisbatan chiziqli tenglamani hosil qilib,

undan J  = v + ̂  ekanligini topamiz. Natijada 
(v + 1)2 +1

J = \ —— j  dy

integralga ega bo‘lamiz, bundan

\Уг -
2 у 2 j + 2 y x + 2

1 * 2 -» _ i v 1 , y , 2 + 2v , +2 J =  In у  + 2у  + 2 И  = - l n  2 2

kelib chiqadi.
13.18- misol. Quyidagi integrallar o ‘zaro teng bo ‘ladimi:

v — x
Yechilishi. Integral ostidagi f ( x , y ) - - —------, funksiya (0;0)

(x + y f
nuqtada uzilishga ega. Shuning uchun 13.6- teorema 0 ‘rinli b o lm a y d i .  

Haqiqatan ham,



Shunday qilib. bu integrallar bir-biriga teng emas.
Y uqorida biz ko'rib o'tgan integrallarning chegaralari o'zgarmas 

edi. Endi integralning chegaralari ham parametrning funksiyalari 
b o ' lg a n  ho ln i q a r a y m iz .  f ( x , y )  f u n k s iy a  M  = { ( x , v ) e R 2 : 
: x e  [a,b]  y e  [c , d ]} to 'p lamda berilgan. у  o 'zgaruvchining [c , d ] 
dagi har bir tayin qiymatida f ( x , y )  funksiya x  o 'zgaruvchining 
funksiyasi sifatida [a , b ] da integrallanuvchi bo'lsin.

x = a ( y )  va x = P ( y )  funksiyalarning har biri [ c , d ]  da berilgan 
va Vv e  [c , d ] uchun

a < a ( y ) < p ( y ) < b  (13 .2 )
shartni qanoatlantirsin. Bu shartlarda

Ply)
j  f ( x , y ) d x  (13 3)

a(y I

integral mavjud va u у  o'zgaruvchi (parametr) ning funksiyasi bo'ladi:
Piy)

F(y)= j  f { x , y ) d x .
at(y)

A gar(13 .3)da a ( y )  = a, p ( y )  = b ( y e  [c,d~\) deb olsak, u holda
(13.3) integral (13.1) integralga aylanadi.

13.7- teorema.f ( x , y )  funksiya M to'plamda uzluksiz, a ( y ) ,  /3( y) 

funksiyalarning har biri [c , d ] da uzluksiz va ular (13.2) shartni 
qanoatlantirsin. U holda

P(y I

F ( y ) =  J  f ( x , y ) d x
a(y)

funksiya ham [c , d ] da uzluksiz bo'ladi.

13 .8-teorema. f ( x , y )  funksiya M  to 'p lamda uzluksiz, f ' ( x , y )  

x u su s iy  h o s i la g a  ega va u ham  M  da  uz luks iz ,  a ( y ) ,  /3(y) 

funks iya lar esa a ' ( y ) ,  f ) ' ( y )  hosila larga ega hamda ular (13.2) 
shartni qanoatlantirsin. U holda

Ply)

П У ) =  J  f ( x , y ) d x
alv)
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P(y)

F\y)= J  fXx,y)dx + l3Xy)f(li(y),y)-aXy)f(a(y),y)(\3A)
a(y)

formula orqali topiladi.
sin у

1 3 .1 9 - misol. F ( y )  = J  chy x2 dx funksiyaning F ' ( y )  hosilasini
cosv

toping.
Y echilish i. f ( x , y )  = c h yx2 f u n k s iy a  M  = { ( x , y ) e  R2 :

: x e  [a,ft], y e  [ a , , a 2]} t o 'p la m d a  u z lu k s iz ,  f ' ( x , y )  = x 2shvx2 

hosilaga ega va u ham M  da uzluksiz, x = cos y ,  x = sin у  funksiyalar

[ a , ; a 2] da mos ravishda, x '  = - s in v ,  x ' = eosy  hosila larga ega

hamda ular (13.2) shartni qanoatlantiradi. U holda (13.4) formulaga 
asosan,

sin у

F '(v )  = cosy  ch (ys in2 y )  + s in y  ch (ycos : y )+  J  x 2sh( y x2)dx
cosy

boiadi.

4 у  .

13.20-misol. F ( y ) =  f dx funksiyaning F' { y )  hosilasini
• x
2 У

toping.

Y ech il ish i .  In teg ra l  o s t id a g i  f ( x , y ) =  arctiS*y fu n k s iy a
x

M  = { (x ,y )e  R2 : x *  0, x e  R, у е [ а р а 2]} to 'p la m d a  u z lu k s iz ,

f ' ( x , y )  = —  — hosilaga ega. x = 2y , x = 4 y  funksiyalar ham
v ’ l + x 2y 2

[ a , , a , ]  da mos ravishda, x '  = 2, x = 4 hosilalarga ega va (13.2) 
shartni qanoatlantiradi. Shuning uchun (13.4) formulaga asosan

, V dx arctg4v2 arctg2y2 _  aretg4y2 - a r e tg 2 y 2
М у ) - |  -  Г 2 +  ~ ------------

2 , 1 + x y  У У У

funksiya [c\d] da F'(y) hosilaga ega va  u
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13.21- misol. F{a )  = j d x  J  cos(x2 + y 2 - a 2) d y  funks iyaning
0 x -a

F ' ( a )  hosilasini toping.
Yechilishi. Agar

x+a
f ( x , a ) ~  J  cos(x2 + y 2 - a 2)dy

x -a

a

deb b e lg i l a s a k ,  u h o lda  F ( a )  -  j f ( x , a ) d x  ni hosil  q i lam iz .
0

R avshanki,  f ( x , y )  funksiya uchun 13.8- teoremaning shartlari 
bajariladi. Bunga (13.4) formulani q o l la sak ,

a

F \ a )  = j f \ x , a ) d x  + f ( a , a )
0

b o iad i ,  bunda

/a' ( x , a )  = cos(jc2 + ( x + a ) 2 - a 2) + cos(x2 + ( x - a ) 2 - a 2) +
v+a

+2a  | sin(x2 + y 2 - a 2)dy.
x -a

Shunday qilib,
2 a  a

F \ a )  = | cos y 2d y  + 2 J  cos I x 1 cos l a x d x  +
о 0

a  x+a

+2a j d x  J  sin(x2 + y 2 - a 2)dx.
0 x -a

a

13.22- m isol. F ( a )  = j f ( x  + a , x - a ) d x  fu n k s iy a n in g  F' (a)
0

hosilasini toping.
Yechilishi. Integral ostidagi funksiyani f{u, v) deb belgilaymiz, 

bunda u = x + a ,  v = x -  a . B u  f l u ,  v) funksiya и va v o'zgaruvchilari 
b o 'y icha  uzluksiz xususiy hosi la larga  ega, y a ’ni 13.8- teorema 
shart lar in i q an oat lan t irad i,  deb faraz q ilam iz. U holda (13.4) 
formulaga asosan,
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F" ( a )  = / (2 a ,  0) + J  (‘\rd f ( u , v )  _ d f { u , v )  
Эм dv

)dx,

d fbunda = /„ + /„ ekanligini e ’tiborga olsak,

J  (/ ;  -  /')dx = 2 j  . / >  -  / ( 2 a ,  0) + / ( a ,  -  a )  
0 0 

bo‘ ladi. Shunday qilib,
a

F ' ( a )  = f ( a , - a ) + 2 j f ' d x

Mustaqil yechish uchun misollar

Berilgan to 'p lamda funksiyaning limit funksiyalarini toping:

13.1. / ( x , y )  = - sinxv; M = { ( x j ) e / ? 2 : i e ( 0 , + « ) ,
J

y e  (0,+°°)}, y 0 — +°°•

13.2. / ( * ,и) = ПХ , M  = {(x ,n)e R2 : x e  [0,1], n e  N},
l + n  + x

13.3. f ( x , n )  = n x + X-J~x

M  = {(x, n ) e  R2 : x e  (0,+°°), n e  N},n0 =-Н».

13.4. f ( x , n )  = n
(  \ \ 

c" -1
V /

M  = { (x ,« )e  Д2 : x e  [ l , a ] ,  » e  N}, = +°°.

13.5. f ( x , y )  = J x -  + i ,

M  = { (x ,y )e  R2 : x e  R, y e  (0,+°°)}, у 0 =-ь>°-
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1 3 . 2 1 - misol. F ( a )  = j d x  J  cos(x2 + y 2 - a 2) d y  funks iyan ing
0 x -a

F ’( a )  hosilasini toping.
Yechilishi. Agar

x+a
f ( x , a )  = | cos(x2 + y 2 - a 2) d y

x -a

a
deb b e lg i l a s a k ,  u h o lda  F ( a )  = j f ( x , a ) d x  ni hosi l  q i lam iz .

0
Ravshanki.  f ( x , y )  funksiya uchun 13.8- teoremaning shartlari 
bajariladi. Bunga (13.4) formulani q o l la sak ,

a

F \ a )  = J  f \ x , a ) d x  + f ( a , a )
0

b o iad i ,  bunda

f'a ( x , a )  = cos(x2 +(x + a ) 2 - a 2) + cos(x2 + { x - a ) 2 - a 2) +
x+a

+2a j  sin(x2 + y 2 - a 2)dy.
x -a

Shunday qilib,
2 a  a

F \ a )  = J  cos y 2dy + 2 J  cos 2x2 cos laxdx +
о 0

a  x+a

+2a j d x  J  sin(x2 + y 2 - a 2)dx.
0 x -a

a

13 .2 2 -  misol. F ( a )  = j f ( x  + c c ,x — a ) d x  fu n k s iy a n in g  F\a )
о

hosilasini toping.
Yechilishi. Integral ostidagi funksiyani f ( u , v )  deb belgilaymiz, 

bunda u = x + a ,  v  = x - a .  Bu f l u ,  v) funksiya и va v o ‘zgaruvchilari 
bo 'y icha  uzluksiz xususiy hosila larga  ega, y a ’ni 13.8- teorema 
shart lar in i q an oat lan t irad i,  deb faraz  q ilam iz. U holda (13.4) 
formulaga asosan,
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а
F '(a ) = / (2a ,0) + J ( af ( u ,  v) _  э/ (и ,v) 

Эгг dv
)dx,

1Г
bunda , = / '+ /v  ekanligini e ’ tiborga olsak, 

ax

} (/; -  f'yix = 2 j »  -  /(2a, 0) + / (a ,- a)
о 0

bo'ladi. Shunday qilib,
a

F ' ( a )  = f ( a , - a )  + 2 j f ' d x
0

Mustaqil yechish uchun misollar

Berilgan to 'plamda funksiyaning limit funksiyalarini toping:

13.1. f ( x , y )  = — sinxy; M  = {(x, v ) e  R2 : x e  (0,+°°),
У

ye(0 ,+ °°)} ,  y a = +°°•

13 2 f ( x , n ) =  ПХ , M  ={ ( x , n ) e  R2 : x e  [0,1], n e  N},
l + n + x

n0 =+o°.

13.3. f ( x , n )  = n x + * - V x

M  = {(x , n ) e  R2 : x e  (0,+°°), n e  N},n0 = +°°.

13.4. f ( x , n )  = n
f  1 л

x" -1

M ={(x , n ) e  R2 : x e  [ l , a ] ,  n e  N}, n0 =+°

13.5. f ( x , y )  = ^jx + - ,

M - { ( x , y ) e  R2 : x e  R, y e  (0,+°°)}, J o " 400-
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13.6. / ( х , п ) = arctgwc;

М  = {(х,н)е R2 : х е  (0,+°°), n e  N}, п0 =+о°.

13.7. f ( x , a )  = х2 cos * ,
а х

М = { ( х , а ) е  R2 : х е  [ 0 ,2 ] , а е  [0,2]}, а 0 =+оо.

13.8. f ( x , y )  = \[x sin у ,

М = { ( х , у ) е  R2 : х е  [0,+оо), у е  (0 , л )}, у 0 = П .

13.9. f ( x , n )  = пх2 sin Х,
п

М = {(х, п ) е  R2 : х е  R, n e  N],  п0 =+

13.10. f ( x , n )  = n2x ( l - x 2y ,  М - \(х,п)е. R1 : х е  [0,1], n e  N}, /г0=+~. 
Berilgan to 'p lamda funksiyaning limit funksiyalarini toping va

yaqinlashish xarakterini tekshiring:

13 .11 . f ( x , n )  = x",

М  = { (х ,й ) е й : : х б [ 0 , ^ ] , л € ^ | ,  n0 =+°°.

... . nx2
13.12. f ( x , n )  =

n + x
M ={ ( x , n ) e  R2 : x e  [1,+°°), n e  N}, n0 = +<*>.

13.13. f ( x , n )  = x" - x " +1,

M  = {(х ,и)е R2 : x e  [0,1], n e  N},  «„=+«>.

13.14. f ( x , n )  = x " - x 2n,

M  = {(х ,и)е R2 : x e  [0,1], n e  N\, n0 =+°°.

ч ч sinnx ,.  . .  . . x13.15. a)  f ( x , n )  = ------- ; b)  J ( x , n )  = s i n - ;
n n

M  = { ( x , n ) e  R2 : x e  R, n e  N},  и0 =+°°.
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13.16. a)  f ( x , n )  = arctgwx; b)  f ( x , n )  = xarctg/?x;

M  = {(x , n ) e  R2 : x e  (0,+°°), n e  N}, n0 = +°°.

13.17. a)  f { x , n )  = 

b)  f ( x , n )  =

1 + '

1 +

. v

n

x
n

, M  = { ( x , n ) e  R2 \ x e  R, n e  N ] ;

M  = { ( x , n ) e  R2 : x e  ( a , b ) -  cheklioraliq, n e  /V}, n0 =+°°.

(  \ \ 
x n -13.18. f ( x , n )  = n

M  = { (x ,« )e  R~ : x e  [ l , a ] ,  n e  N],  n0 =+°°.
V У

r%2

13.19. f ( x , n )  = nxe  nx ,

M  = { ( x , n ) e  R~: x e  [0,1], n e  N}, n0 = +°°.

13.20. f ( x , n )  = nx(\-x) " ,

M  = { (x ,« )e  R2 : x e  [0,1], n e  N) ,  n0 =+°°.

13.21. Ushbu funksiyalarning R da uzluksiz ekanligini isbotlang:
1 2 2

1) 1(a) = fsin2 ax2dx\ 2) 1(a) = f ----- r----- T~idx-
J i ^ + x  + a x

1
13.22. I ( a )  = J s ig n ( x - a )d x  funksiyaning R da uzluksizligini

0
isbotlang.

13.23. Limitlarni hisoblang:



13.24. Ushbu limitlarni integral ostiga kiritish mumkinmi:

i j L з
I) lim fA r e  yldx;  2) lim farctg — ..d x ?

-l —*0 j  у  y->0 J  1 +  у

13.25. f ( x )  funksiya [a , b ] da uzluksiz, a  < a () < x < b.

lim 1 \ [ f ( t  + y ) - f ( t ) ] d t  = f ( x ) - f ( a 0)
^ ° y i

ekanligini isbotlang.
Funksiyalarning hosilalarini toping:

13.26. I ( y )  = Js in  yxdx.  13.27. I ( y  ) -  J  cos^ x  ̂dx.
0 1 x

13.28. / 0 0 =  Г *  dx. 13.29. I ( y )  = ] HX+yX)dx.
1 x о x

2 у • c o s  у _____

13.30. I ( y ) =  j s 'n yx  dx.  13.31. / 0 0 =  J  e ' ^ d x .
у X  s in v

y e v

13.32. / 0 0 =  J  ln(l + ( x y f ) d x .
ye~ v

a 2 x+a

13.33. I ( y ) =  \ dx j  sin( x2 + y 2 - a 2)dy.
0 x -a

1
1 3 .3 4 .  a - 0 bo 'lganda , I ( a ) = \ \ n ( x 1+ a 1)dx funksiyaning

hosilasini Leybnis qoidasi bilan topish mumkinmi?

h dx
, x 2 + a “
г dx

13.35. ——  in tegra ln i  a ( a > 0 )  — p aram etr  b o 'y ich aJ 4- rVZ0 •

br dx
differensiallab, J (x 2 + a 2)2 'nte8ra 'n* hisoblang.
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u

13.36. F {a )  = j {x + a)f(x)dx funksiya berilgan, bunda f (x )■
0

differensiallanuvchi funksiya b o is a ,  F ( a )  ni toping.
i Л  \ i ( \

13.37. | j f ( x , a ) d a  dx va J  J / (x ,a )d x d a  integrallarning

teng yoki teng emasligini aniqlang.

A g a r :  1) 2) f ( x , a )  =
(  х ь _ 2 х ъЛ

a A a 3v У
bo isa .

Misollarning javoblari

13.1. cp(x) = 0. 13.2. (p(x) = x. 13.3. (p(x) =
2\[x

13.4. (p(x) = lnx.  13.5. <p(x) = \x\. 13.6. <P(x):
n

ГЧ
13.7,<p(x) = x 2. 13.8. (p(x)= 2 V*. 13.9. (p(x) = x\

13.10. cp(x) = 0. 13.11. <p(x)=0ga tekis yaqinlashadi.

13.12. ( p (x)=x2 ga tekis yaqinlashadi. 13.13. <p(x)=0 ga tekis 

yaqinlashadi. 13.14. (p(x)=0 ga notekis yaqinlashadi.

13.15. a) <p(x) = 0 ga tekis yaqinlashadi; b) <p(x) = 0 ga notekis

yaq in la sh ad i .  13.16. a) <p(x)= ■ ga notek is yaq in la sh ad i ;  b)

(р (х )= Х̂  ga tekis y aq in la sh ad i .  13.17. a) ( p (x)=e*  ga tekis

yaqinlashadi; b) (p(x)=?' ga notekis yaqinlashadi. 13.18. <p(x)=lnx 

ga tekis yaqinlashadi. 13.19. <p(x)= 0 ga notekis yaqinlashadi.
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к In 3
13.20. (p(x)=0 ganotekisyaqinlashadi. 13.23.1) 1;2) -;3) 1;4) ;

e — l ,// \ y s in y  + cosy-1
5) 3 ; 6) 0 .13.24. 1) yo‘q; 2) ha. 13.26. I \У)~ y2

,,, ч cos 21 у — cos у , e4y- e y
13.27. 1 { y ) =  ,  13.28. H y ) =  .3y 2 у

2 In (l -(-jK2) sin2y2- s in y 2
13.29. / ( v ) =  V ■ 13.30. f ( y )  = 2 ----------------

у у

c o s y  __________ _____
Г /1 2 у V I - * 2 j  ’  vlsin v| vIcos v|13.31. J v l —* e dx-smye ] ' - c o s у-ел .

s in  у

2
13.32. I'(y) = 4shy + — (arctg(у  V v) -  arctg(y V )) +

У

+(y + \)ey ln(l + y*e2y) — (y -  l)e~’ ln(l + y 4e~2y).
a 2+a a 2

13.33. I'(a) = 2a J  sin(y2 + a 4 - a 2)dv + 2 J  sin2x2 cos2axdx-

a *  x+a

- 2 a  j  dx J  cos(x2 + y 2 - a 2)dy .  13.34. Y o‘q.
0 x - a

13 35 , arctg — + .
1

2 a 3 °  a  2 a 2 ( a 2 + b 2)

13.36. F \ a )  = 3 f ( a ) + 2 a f \ a ) .  13.37. l )T e n g e m a s ;  2) Teng 
emas.

14- §. Parametrga bog'liq bo‘lgan xosmas integrallar

14 .1. Parametrga bog‘liq boMgan xosmas integral tushunchasi.

1. f ( x , y )  fu n k s iy a  M  = { (х ,у )е  R2 : x e  [a ,+°°), y e  E с  R} da 
beri lgan  bo ‘ lib, у  o ‘ zgaruvch in ing  E dag i  har  bir o ‘ zgarm as 

qiymatida .X bo'yicha [ a ,+°o) da integrallanuvchi, ya 'n i
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xosmas integral mavjud va chekli bois in . Bu integral у  ning qiymatiga 
bog'liq  b o lad i:

(14.1) integral p a r a m e t r g a  b o g ' l i q  (chegarasi cheksiz) b o lg a n  
x o s ma s  i n t e g r a l  deyiladi.

f ( x , y )  f u n k s iy a  M ’ = { ( x , y ) e  R : x e  y e E a R }

(M'={(x,>>)€ R : x e  (-°°;+°°), y e E c i R } )  to 'p lamda berilgan va 

o ‘zgaruvchining E dan olingan har bir tayin q iym atida  „v ning 

funksiyasi sifatida ( ( - 00;+00))  da integrallanuvchi bo is in  ,

y a ’ni

integral mavjud bo is in .  (14.2) integral ham, p a r a m e t r g a  b o g ' l i q  
b o  ' Igan x o s ma s  integral deb ataladi.

2. f ( x , y )  f u n k s iy a  = { ( x , y ) e  R~ : x e [ a , b ) , y e  E a  R}

to 'p lamda berilgan bo‘ lib, у  o ‘zgaruvchining E dan olingan har bir 
o‘zgarmas qiymatida л ning funksiyasi sifatida qaraganda x - b  nuqta

maxsus nuqta bo is in  vab u  funksiya [a,fr) da integrallanuvchi, y a ’ni

mavjud bo is in .  Ravshanki, bu integral ham у  ning qiymatlariga 
b o g l iq  bo lad i :

Bu integralga c h e g a r a l a n m a g a n  f unks i y a n i n g  p a r a m e t r g a  b o g  ‘l iq 
b o  'Igan x o s ma s  i n t e g r a l i  deyiladi.

(14.1)
a

(14.2)

b)

J  f ( x , y ) d x  ( y e  E с  R)
a

(14.3)
a



X uddi shunday, ushbu
b  b )

j f ( x ,y ) d x , j  f(x ,y )d x

xosmas param etrga bog‘ liq b o lg an  integrallarn ing ham ta ’riflari 
yuqoridagi kabi beriladi.

3. f(x ,y )  fu n k s iy a  M2 = {(x,_y)s R2 :x e  y e  E с

to 'p lam da berilgan bo‘lib, у  o ‘zgaruvchining E to ‘plam dan olingan 
h ar b ir ta y in  q iym atid a  x  o ‘zgaruvch in ing  fun ks iyas i s ifa tid a  
qaralganda, uning uchun x=c maxsus nuqta b o is in  va bu funksiya 
(c;+ oo ) da integrallanuvchi, y a ’ni

chegaralanm agan funksiyaning chegarasi cheksiz xosmas integrali 
mavjud b o is in . Bu integral у  ning q iym atiga b o g liq  b o lad i:

(14.4) integral chegaralanm agan funksiyaning parametrga bog ‘liq 
bo ‘Igan chegarasi cheksiz xosmas integrali deb atalad i.

M asalan , ushbu

in teg ra lla r  p aram etrga  b o g liq  b o lg a n  xosm as in teg ra lla rd ir . 
P aram etrga  b o g l iq  b o lg a n  xosm as in teg ra lla rn i o ‘ rgan ishda 
in tegra ln ing tekis yaq in lash ish  tushunchasi m uhim  ah am iyatga  
ega .

14.2. P aram etrga bog‘liq b o lgan  xosmas integrallarning tekis 
yaqin lash ish i

1. f{x,y) funksiya M  = {(x ,y)e R2 : x e  [a,-Hx>), y e E c z R }  da 
an iqlangan b o lib , у  ning E dan olingan har bir tayin  qiym atida

(14.4)

I3(cc) = J  xa 'e Xdx (a>0)
0)
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H j) =  J f(x,y)dx
a

integral mavjud b o is in . U holda, cheksiz oraliq  bo 'yicha olingan 
xosmas integrallarning ta ’rifiga ko 'ra ,

S h u n d a y  q ilib , I(y ) fu n k s iy a  F (t,y ) fu n k s iy a n in g  
(y  = const) t - »  +°° dagi lim it funksiyasi b o la d i.

14.1- ta ’rif. A gar t —> -1-°° da F(t,y) funksiya o ‘z lim it funksiyasi 
I(y) ga E da tekis yaqinlashsa, y a ’ni Ve > 0 olinganda ham, shunday

8 = S(e) > 0 topilib, \/t>8 va V_v e  E uchun

tengsizlikka teng kuchli.
14.2- ta ’rif. A gar t +oo da F(t,y) funksiya o ‘z lim it funksiyasi 

/(y) ga E da notekis yaq in lash sa , y a ’ni \/<5 > 0 o linganda ham ,

shunday e0 > 0, _y0 e  E va /, > 5 tengsizlikni qanoatlan tiruvch i 

t{ e  [a,-!-00) topilib,

-Hx, t

J  ' t ->+OoJ /->+ОЭ
a  a

t

ko ‘rinishda yozamiz, bunda F(t,y) = \ f  (x,y)dx .
a

tengsizlik bajarilsa, u holda J  f(x ,y )d x  integral E to‘plamda tekis
a

yaqinlashuvchi deyiladi. (14.5) tengsizlik

(14.6)
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tengsizlik bajarilsa, u holda J  f(x ,y )d x  integral Eto'plamda notekis
а »

yaqinlashuvchi deyilad i.

2. f ( x ,y ) fu n k s iy a  M] = {(x ,y)e  R~ :x e [a ,b ) ,y e  E c R }
to 'p lam da berilgan b o is in . у  o ‘zgaruvchining E dan olingan har bir 
tayin  qiym atida ushbu

м
I(y) = \ f(x ,y )d x

a

integral mavjud bo is in . Xosmas integralning ta ’rifiga ko ‘ra, ixtiyoriy
t

[a ,r ] (a < t< b ) da Fx(t,y) = ^ f{x,y)dx  integral mavjud va
a

^{y)=  J f(x ,y )d x =  lim  Ft(t,y)
Q t—>b— 0

b o ia d i. Demak, I {(y) funksiya Ft(t,y) funksiyaning t - ^ b - 0 dagi 
lim it funksiyasi b o iad i.

14.3- ta ’rif. A gar t ^ b -  0 da Fx(t,y) funksiya o‘z lim it funksiyasi 
It(y) ga E to ‘p lam da tekis (notekis) yaqin lashsa, y a ’ni Ve >0 son 

o lin g a n d a  h am , sh u n d ay  b' = b\e)>  0 son to p ilib ,

(b'e [a, 6 ))  V £ e [b',b) va V ye  E uchun

\b)

J  f{x ,y)d x  <£
Is

(3 e0 > 0,3| e  [b',b),3y0 e  E v a  \/b'e[a,b) uchun

1 * 1  i>) 
i j f ( x , y 0)dx > e0) tengsizlik bajarilsa, u holda J f(x ,y )d x  integral
Is !
E to ‘plam da tekis (notekis) yaqinlashuvchi deyiladi.

+00

14.1- m isol. j  e~xarctgxydx in teg ra ln in g  (-°o, + oo) = R da у
0

param etr bo‘yicha tekis yaqinlashish xarakterin i tekshiring.
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Yechilishi. Ve > 0 son uchun 35  = In K > 0 topiladiki, V/ > 8  va
e

V ye  R uchun
+00 +00

С - x  i  ̂Я С - x  t Я . К -х £
J e arctgxydx\ < ^ J e  d x—^ e -  = 2 <£

Demak, 14.1- ta ’rifga asosan, berilgan integral (-°o; + o o )  da у 
param etr bo ‘yicha tekis yaqinlashuvchi b o lad i.

+ ° °  1

14.2- misol. f ( v)=  f in te g ra t in g  a) E = [0; + °°);
{ ( x - y ) 2+ 4

b) Ex = (-°° ;0 ] to 'p lam larda v param etr bo‘yicha tekis yaqinlashish

xarakterin i tekshiring.
Y ech ilish i. a ) D astlab , b e rilg an  in teg ra ln i y aq in la sh ish g a  

tekshiramiz. Chegarasi cheksiz xosmas integralning ta ’rifiga ko ‘ ra

r dx 1 x -y \  1F (t,y) = --------- ,-----= arctg ' =
{ ( x - y f + 4  2 2 |0 2

B un d an , h a r  b ir  ta y in la n g a n  у  uchun  ? — da  F(t,y) 
funksiyaning lim itini topamiz:

f t~ y  У лarctg + arctg
2 2 y

I(y )=  lim F(t,y) — lim  1
n  1

: + arctgv.

Demak, berilgan integral yaqin lashuvch i. Endi qara layo tgan

я
integralni tekis yaqinlashishga tekshiramiz. £0 = desak, u holda

6

V<5 e  (0,+°°) olinganda ham, tx > 8  ni qanoatlantiruvchi barcha

va 3y0 = tx uchun

„ , *7 dx n t . - y n n n 
F(t.,yn)= — = -a rc tg  — = > =£0.

1 • ( x - y 0) +4 4 6 2 4 6 0

7Г
Shunday q ilib , V e0e ( 0 , —) uchun (14 .6) tengsiz lik  o ‘ r in li.

Demak, 14.2- ta ’ rifga ko ‘ra berilgan integral E = [0;-K*>) to ‘plamda 
у  param etr bo 'yicha notekis yaqin lashadi.
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b) V £ > 0 son o lin gan da ham , 8 = 8(e) = 2ctg2e d ey ilsa , u 
vaqtda V/ > 8  va V je  Ex uchun

dx
\2sup F ( / , j ) - / ( v ) j  = sup f

ve£ , y s E ,  t ( X — y )  + 4

— sup i
: S U P  I 2

1 ( к t - y  )\ _  1 t
2 - a r c t g  2 If = 2  arcctg  2  < £

tengsizlik bajarilad i. Demak, berilgan integral, 14.1-ta’rifga ko ‘ra, 
Ex da у  param etr bo 'yicha tekis yaqinlashuvchi b o lad i.

г dx
14.3-m isol. Ix(y) = [ , integralni а) £"=(0;1); b) £  = (0 ;a )(a< l)

J  V-У

to 'p lam larda tekis yaqinlashishga tekshiring. 
Yechilishi. Xosmas integralning ta ’rifiga ko ‘ra

[dx \dx x l y 1I (y)=  С = lim  [ -  lim
{ x y  ^ ° { х У A—>0

/  1 - у  M1X

1 - v 1 - y
D em ak, berilgan  in tegra l (0;1) da yaq in lashuvch i. Endi, bu 

yaqinlashishni tekis yaqin lash ishga tekshiramiz:
a) y e ( 0 ; l )  b o ‘ lsin . д —>0 + 0 da in tegra l o stid ag i fun ksiya

Я i  A / - ^
chegaralanm agan bo ‘ladi. f —  = integralni baholaym iz.

{xy 1 - y

\\dx\ l'~y A'-y
sup J — = sup = lim , = +°°
y s E  О X  j y e E  I - у  y -> l- 0 l  — у

bo‘lgani uchun

VS = 8(e), Эе0 > 0, ЗА > 0(0 < A < 8(e)),3y0 e (0;1) j  >e

tengsizlik bajarilad i.
Shunday qilib, berilgan integral у  param etr bo 'yicha Ex = ( ( ) ;« )  

to 'p lam da notekis yaqin lashadi.
b) j e ( 0 , a )  ( a < l )  b o 'ls in . V £ > 0 son o lin g a n d a  ham ,

i
8  = ( e ( l - a ) ) ! - «  deb olinganda, 0<A<<5(£) va V y e ( 0 ,a )  uchun

\dx AKv
—  = ------ < e tengsizlik bajarilad i.

i x i - y
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D em ak, 14.3 - t a ’ r ifga  aso san , b erilg an  in teg ra l Ex = {Q\a) 
to 'p lam da у  param etr bo‘yicha tekis yaqin lashadi.

+00
14 .4- m iso l. je~ v dx in te g r a ln in g : a) £  = [6; + c«) (6 > 0 )

0

to 'p lam d a tek is yaq in lashuvch i; b) Et = (0; + °°) to 'p lam d a esa 
notekis yaq in lashuvchilig in i isbotlang.

Isbot. a) t>  0, y > b >  0 bo'lsin .

7  e y'f e xydx = ,
t У

1 , 1y > b  b o 'lg an lig i uchun, ag a r  t > In -  b o 'lsa , V e > 0  va 

V ye E uchun

+°° - t b0 < f e~xvdx -------< e
\ b

. . 2 . 1
tengsiz likbajarilad i. 5 (e ) = m ax(cr(£ );0),bunda <x(£)- — In—̂  deb

belgilasak, V/e  [<т(£);+°°) va V ye  E uchun

1+00

J  e xydx < £ 
t

tengsizlik bajarilad i. Demak, 14.1- ta ’rifga asosan, berilgan integral 
E da tekis yaqinlashuvchi b o iad i.

1
b) V 5 > 0 uchun t. = 1 + <5 , y0 -  , „ deb olsak,1 + 0

p-y<f I
e~xy°dx= =(1 + S)e-'>e-‘,

1 Уо

y a ’ni £0 = e~' da (14.5) tengsizlik bajarilad i. Shunday qilib, 14.2- 

ta ’rifga asosan, berilgan integral (0;+°°) da notekis yaqin lashadi.
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14.3 . P a ra m e trg a  bog‘ liq  b o ig a n  xosm as in te g ra lla rn in g  
yaqinlashish alom atlari.

1. f(x,y) funksiya M = {(x, v )e  R2 : x e  [«;+°°), y e  E с  л} da

berilgan bo'lib, у  ning E dagi har bir tayin qiym atida x  ning funksiyasi

sifatida [a;+°<=) da integrallanuvchi, y a ’ni
+00

/(y )=  J  f(x ,y )d x  (14.6)
a

xosmas integral mavjud bo is in .
14 .3- t a ’ r if . A g a r  V e> 0  3 5  = <5(e)>0, t'> 8 ,t" > 8  ni 

qanoatlantiruvchi V v€ E uchun
\t'

j f ( x ,y ) d x < e
t’

bajarilsa, (14.6) xosmas integral E da fundamental integral deyiladi.
+00

Koshi teoremasi. I(y) = J  f(x ,y )d x  integralning E to ‘plam da
a

tekis yaqinlashuvchi b o iish i uchun uning E da fundamental b o iish i 
zarur va yetarlidir.

14.1-natija. A gar V 5 e  [a;+°°) uchun 3e^,3t'j'e  [5;-H»),3v0e  E 
topilib,

\ f( x ,y 0)d x > e  0 (1 4 7 )
t'

tengsizlik bajarilsa, u holda (14.6) integral у  bo 'yicha E to 'p lam da 
notekis yaqinlashuvchi b o ia d i.

Koshi teoremasidan quyidagi natija kelib chiqadi.

14 .2- n a t ija .  A g a r  ix t iy o r iy  x e  [o; + °o ) ,y e  E uchun

0 < f( x ,y )  <(p{x,y) te n g s iz lik  b a ja r i l ib ,  (1 4 .6 ) in te g ra l
+00

y a q in la sh u v c h i va J <P(x>y)dx in te g ra l у  b o 'y ic h a  tek is
a

yaqinlashuvchi b o isa , u holda (14.6) integral E to 'p lam day  bo 'yicha 
tekis yaqinlashuvchi b o iad i.

250



2. f(x ,y )  fu n k s iy a  M = {(x ,y)e  R~ :x e \ a ,b ) ,y e  E a  R} 

to 'p lam d a berilgan  b o 'lib , у  ning E dan o lingan har b ir tay in  
qiym atida .v ning funksiyasi sifatida [a,Z>) (b — maxsus nuqta) da 
integrallanuvchi, y a ’ni

b)

Il(y) = jf ( x ,y )d x  (14.6')
a

xosmas integral mavjud bo‘lsin.
14 .4- t a ’ r if . A g a r  V e> 0  son o lin g a n d a  h am , sh u n d ay  

8 = 8(e) > 0 topilsaki, b - 8  <t'<b, b - 8  < f  <b b o lgan  V f',t” lar 

va V>’€ E uchun
i
jf (x ,y )d x  I<£

tengsizlik bajarilsa, u holda (14.6') integral E to ‘plam da fundamental 
integral deb atalad i.

b)

Koshi teoremasi. I(y) = j  f(x ,y )d x  in te g ra t in g  E to 'p lam da
a

tekis yaqinlashuvchi bo‘ lishi uchun uning E da fundamental b o lish i 
zarur va yetarlid ir.

N a tija . A gar V<5e[a;&) uchun 3 e 0 >0, 3 t',t's  [b -8 ;b )  va

3 v0 e E topilib,

j f ( x , y 0)dx >e0 (14.70

tengsizlik bajarilsa , u holda (14.60 integral E to 'p lam da notekis 
yaqinlashuvchi bo‘ ladi.

+°° г sin vx
1 4 .5 -misol. I(v)=  dx in teg ra tin g  a) E = [ a ; l ] ( a >0);

{ x

b) £, =[0;1] to 'p lam larda у  param etr bo‘yicha tekis yaqinlashish 
xarakterin i Koshi teoremasidan foydalanib tekshiring.
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а
a) Ve > 0 son olinganda ham. 5  = 5 (g ) = — deyilsa, u holda

a m
V/' = nn > 8 ,t” = 2пл > 8{n e  N) va V ye  E uchun

[ sii^ U i - I c o s ^ s - 1 f cos^ J =
X x  у  |(, у  J X

1 cos vt’ 1 cosvtf* 1 V cos XV , ,=  /  ,n -  J 2 d x <t у  t у  у  \ X

J  1 1 1 'r cosxy j 1 1 1 pdx: 2 2
-  + b .. +  ~ J . . . 1 d x  -  ,/ +  ,» +  I 2 <  / +  , ' < £ -t y  t y  у  I-, x  at at a  I  x at at

Demak, berilgan param etrga bog‘ liq b o ig an  xosmas integral 
Koshi teoremasiga asosan E to 'p lam da tekis yaqinlashuvchi b o iad i.

• о  /b) V<5 > 0 son uchun y5 = o, ts = -—, ts =—~ deb tanlasak, u
3 0  2  О

holda

■sjny5x dx 2r s in5;c , 
dx

xТГ

}sin< ,
= J — dt = e,

n_ 1 
33 8

b o iad i, bunda e () > 0. Demak, berilgan integral, yuqoridagi natijaga 

asosan, y e  £, da notekis yaqinlashadi.

7  dx
14.6-misol. J integralning £e(-°<>;0] to 'p lam da у

param etr bo 'yicha tekis yaqinlashish xarakterin i tekshiring.

J < _ !
( x - y ) 4 + 16 ( x - y ) 2 +4

Yechilishi. f ( x ,y )  = — — 4 —  < ------- - у  л =(p(x,y) tengsiz-

7  dx
lik V xe  [0;+co], y e  (-°° ;0 ] uchun bajarilad i. , integ

J ( x - y )  +16

ra in ing  har b ir tay in lan gan  у  uchun yaq in lashuvch i ekan lig in i 
ko 'rsatam iz. M a iu m k i,
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dx 1
In

1 2sl2{x -y)
+— 7= arctg-------------7

16>/2 4 - ( x - y f

J0 (x - .y )4+16 32V2

( x - 2 ) 2 +2-Jl{x-y)+4
( x - y f  -2\f2(x-y)+ 4

-2V2.V+41

32\j2
In

2л/2у+4
1 2sl2v ч------—arctg

\6 \f2 4~ y2 ’

D em ak , bu in te g ra l y a q in la sh u v c h i ek an . R a v sh a n k i,

7  dx
J v 2̂ integral £4 o‘plamda tekis yaqinlashuvchi (14 .2-misol-

ning b) bandiga qarang). Shunday qilib , berilgan integral, 14.2- 
natijaga asosan, E to 'p lam da yaqinlashuvchi bo‘ ladi.

f arctgvx
14.7-misol. J 2  V ax integralni Koshi teoremasidan foydalanib,

0 U x )

E = [0 ; Л  to'plamda tekis yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsating.

Yechilishi. Ve > 0 son olinganda ham, <5 = —  , deyilsa, u holda
16e

V/' = 1 -  1 > <5, t’  -  1 -  '  > 5 (н е  N) va Vv e E uchun
2 n 4 n

I-—
[ arct& ^ dx < 1 J  ^  _ 1 ' (\-x)'-y '1 .» «Л

J ± « - x 2Y 2  ( 1 - jc) v 2 l - y
2n 2n

1
2 ( 1 - v)

V -y \1 -y

2 n
(*)

M a’lumki, barcha x > у > 0, Ц < 1 lar uchun

Xй -  у Ц | < ;JUI (x -  y) ■ ŷ ~'

ten g s iz lik  o ‘ r in li. Bu ten g s iz lik n i e ’ tib o rg a  o lg an  h o ld a  (*) 
tengsizlikdan

253



2 (4п)'/2
<£

I n

bajariladi. Shunday qilib, berilgan integral Koshi teoremasiga asosan,

3. j\x,y) funksiya M = {(x,y)e R2 \xe [a;+°°), y e  E с  R } da 
berilgan bo l ib ,  у  ning E dagi har bir tayin  qiym atida J(x,y) funksiya 
x  ning funksiyasi sifatida [a,+°°) da integrallanuvchi b o is in . A gar 

shunday <p(x) funksiya (x e  [a;+°°)) topilsaki:

1) V xe [a;+°°) va V ye  E uchun f ( x ,y ) <(p(x) b o ls a ;

4. f(x ,y )  fu n k s iy a  Mx = {(x,y)e R2 : x e  \a,b),ye E с  R\ 

to 'p lam d a  b erilgan  bo ‘ lib , un ing E dan o lingan  har b ir tay in  

q iym atid a  f(x ,y )  fu n ks iya  x  n ing fun ks iyas i s ifa t id a  [a,b ) da

b o is in . A gar \a,b) da shunday (p(x) funksiya topilsaki:

1) V xe [a ,b) va V ye  E uchun f { x ,y ) ]<(p(x) b o ls a ;

E = № y] to 'p lam da tekis yaqinlashuvchi b o ia r  ekan.

Veyershtrass alomati

2) J <P(x)dx xosm as integral yaq in lashuvch i b o ls a , u holda
a

~ J  f(x ,y )d x  integral E da tekis yaqinlashuvchi b o la d i.
a

b )

integrallanuvchi b o is in , y a ’ni /,(>>) = j f ( x ,y )d x  integral mavjud
a

b )

xosm as in tegra l yaq in lashuvch i b o ls a , u holda
a
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V )

/,(>>) = J  f(x ,y )d x  in teg ra l E to 'p la m d a  tek is yaq in la sh u v ch i 

b o iad i.
1 4 .8 -misol. Ushbu integralning E = [-a,a\ (a > 0 )  to 'p lam da 

tekis yaq in lashuvch ilig in ing V eyershtrass alom atidan foydalanib  
ko 'rsating:

’ ln(l+x)arctgvxf
J  V0

Yechilishi. Berilgan integralni ikkita integralga a jratib , ularning 
har birini tekis yaqinlashishga tekshiramiz: / = / ,+ /,;

h(y)
[| п ,| " ,а г с : :ч, л л  dx
J v J r

/ integralda V xe [0; 1] v a j j g f  uchun
ln(l +x)arctgvx

x 2 X

Demak, taqqoslash alom atiga ko 'ra  integral E to 'p lam da 
tekis yaqinlashuvchi, I2(y) integralda V xe[l;+ °°) va V y e [ - a ;a ]

lar uchun | / (x ,y )| < | ln(' t A) =<p(x) tengsizlik o 'rin li.

•ln(l+x)
-o x  =  —

X 2

ln(l +*)
+ o° „  s  X

+ J f I — L dx=ln2 + ln X
X , , U  1+-v J 1 + x

i n  4.

Veyershtrass alom atiga ko 'ra  I J y )  integral E = [-a,a] (a > 0) 
to 'p lam da tekis yaqinlashuvchi. Shunday qilib, berilgan integral ham 
E to 'p lam da tekis yaqinlashuvchi.

r ax
14.9- misol. J “ 7 in te g ra ln i a) £, = [у0;-к » ) (y0 >0),

i x

b) E2 = (l;+°°) to 'p lam larda tekis yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. a) A gar V xe[l;+ °°) va V y e f ,  uchun <

ekanligini c ’tiborga olsak va (p(x) =  ̂ deb belgilasak, u holda
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+о° +оо , J
[ (p(x)dx = [ —  =
\ \ х У° Л - 1

integralning yaqinlashuvchiligidan, Veyershtrass alom atiga asosan, 
berilgan integral E, da tekis yaqinlashuvchi b o lad i.

b) y e  E2 bo ‘lsin.

^  dx A'-y . A'~y
— lim — -t-°°

A X y - 1 >•->1+0у — I

bo 'lgan lig idan , V A> 0  va V e > 0  uchun 3y>  1 topiladiki,

7  dx
J —  > £ b o la d i. Demak, bu holda berilgan integral E , to ‘plamda
.4 X

notekis yaqin lashadi.
14.10- misol. Ushbu integralning R to ‘plamda tekis yaqinlashishga 

tekshiring:
+oo r\

[ arctg dx, y e  R
i У  + *

/ ч 2y
Y echilishi. V ye R,\/xe (l;+°°) uchun a r c t § ^ 2  + ^ 3

2 у
tengsizlik bajarilad i. Tayin langan x e  (1;+°°) larda <p(y)= , ,

у  + x

funksiya у = ± \ [ x nuqtada ekstrem umga erishadi.

2 I
V yeR , V xe  (1;+°°) uchun arctg < tengsizlik о ‘rinli

y + x  j X

7  dx
bo‘ ladi. J 3/2 xosmas integral yaqinlashuvchi b o lg an lig i uchun

i x
Veyershtrass a lo m atiga  ko ‘ ra , berilgan  in tegra l R to 'p lam d a у  
param etr bo‘yicha tekis yaqinlashuvchi b o lad i.

Abel alom ati. f(x ,y)  va g (x ,y )  fu n k s iya la r M ={(x, v )e  R2 : 

: x e  [a;+oo),y e E cz R'} da berilgan. у  ning E dagi har bir tayin
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q iym atid a  g(x,y) funksiya x  ning funk iyasi s ifa tid a  [a;+°°) da
+00

monoton funksiya bo‘lsin. A gar J f(x ,v )d x  integral E to 'p lam da
a

tekis yaqinlashuvchi va V (x ,y )e  M uchun |g(x,_y)|< C (C  = const) 
bo 'lsa , u holda

+00
J  f(x ,y)g(x ,y)dx
a

xosmas integral E to ‘plam da tekis yaqinlashuvchi bo 'lad i.
14.11- misol. Integralni tekis yaqin lash ishga tekshiring:

J arctgvxe^ dx (>, e £  = [a;4oo)) (a > 0 ) .

1 x 5

Y ech ilish i. f ( x ,y )  = arCt|~-- , g(x,y) = e~xy deb  o lib , A bel
c2

' arctgvx

r2

С arctgix л
alom ati shartin ing bajarilish in i tekshiram iz. Ushbu J 5 dx

1 x}
in teg ra l V eyersh trass  a lo m a tig a  k o ‘ ra  tek is y aq in la sh u v ch i, 
g(x,y) = e~xy esa у  n ing £  = [a;+°o) dan o lingan  h ar b ir tay in  
q iy m a t id a  x  n in g  k am ay u v ch i fu n k s iy a s i v a  V xe[l;+ °°), 

V ye  E = [a;+°o) uchun |g(x,y)| = e'"  <1 b o lad i. Demak, berilgan 

integral Abel alom atiga asosan, [a;+°°) da tekis yaqinlashuvchi.
Dirixle alomati. J{x,y) va g(x,y) funksiyalar M d a  berilgan bo'lsin. 

A gar V? > a ham da, Vy e  E uchun
1
jf (x ,y )d x <C  (C -  const)

bo‘ lsa va у  ning E to 'p lam dagi har bir o ‘zgarmas tayin qiym atida 

x —>-t-°o d a  g(x,y) fu n k s iy a  <p(v) = 0  lim it fu n k s iy a g a  tek is

+00

yaqin lashsa, u holda, j  f(x ,y )g (x ,y )d x  integral £ to ‘plamda tekis
a

yaqinlashuvchi bo 'lad i.
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14.12- misol. Ushbu integralni tekis yaqinlashishga tekshiring:

7  cosxy Inx
J  /— C‘ X  £  =  [ a ; + ° ° ) , a  >  O ) .
2 V*

1П VYechilishi. A g a r f ( x ,y )  = cos xy, g ( x ,y )  = * deyilsa, u holda
Vx

V/ > 0,Vy e  £ uchun

\ f t  \ j f . sin tv — sin 2 у1 / (x , v j  dx = I cos xydx = j < 2
2 : 2  -V

In Xb o ia d i .  x->+oo da g ( x ,y ) =  fu n k s iy a  £  da n o lga  tek is
Vx

In x ^
yaqin lashadi, y a ’ni g (x , v )=  r I 0 .

л/х

Demak, berilgan integral Dirixle alom atiga asosan, E = [<2;+°°) 
da tekis yaqinlashuvchi.

14.13- misol. Ushbu

7  cosx
e tfr (/? > 0)

• xy

integralni E = [0;+°o) to ‘plam da tekis yaqinlashishga tekshiring.

,  s cosx
Y ech ilish i. In te g ra l o s t id a g i fu n k s iy a n i J  \x,y) = „ ,

x p

g ( x ,y )  = e~VJt deb belgilab, Abel alom ati shartlarin ing bajarilishini

+00
f co sx

tekshiramiz: " dx integral p  > 0 da Dirixle alom atiga ko 'ra
■ x p

tek is  y aq in la sh u v ch i b o ia d i ,  g(x\y) = e~yx fu n k s iy a  у  n ing

£ = [0;+°°) dan  o lin gan  ta y in  q iym a t id a  x  n ing  kam ayu v ch i

funksiyasi va V xe [1;+°°), y e  [0;+°°) laruchun g (x ;y )  = e~yx <1.

Demak, berilgan integral Abel alom atiga ko ‘ra, [0;+oo) to 'p lam da 
tekis yaqinlashuvchi.
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I(y) in tegra llarn ing E to 'p lam da tekis yaq in lashuvchan lig in i 
isbotlang:

+00
14.1. / (у ) = J  xye ixd x ,ye E = [l;4 ].

1

14.2. / ( v ) = J  —,y e  E = [a ;+ °°),a  > 1.
2 x ( ln x )

14.3. / (v )=  [ X dx, v e  E = ( - 00 ;+0 0 ).
\ x +y

14.4. I(y )=  \ Ĉ * i dx> Уе  £ = (-<*>;+<*>).

1
14.5. I(y) = JV ’’-1 In3 xdx,ye E = [a ;4], a > 0.

0

14.6. ; W  = j ^ =
0 \ l —X~

14.7. I(y)=  J  SmX̂ - X dx,y& £  = [l;+oo).
2 Ц х

+oo

14.8. / (v) = [ e-v d x ,ve  £ = [0;+<*>).
1 yjx

+oo

14.9. I(y) = | cos(x2y^dx,ye E = [l;+°°).
0

lin (yAx)

X + /  ‘

+oo

14.11. I{y )=  J  xye~2x> dx, y e  £  = [l;2 ],
2

14.12. / ( y ) = ? C0S^ - V  ve  E = [a ;+ °°),a  >0.
n *

Mustaqil yechish uchun misollar

7 sin v xi 
14.10. / ( v ) =  f V' / dx,yeE = {\-+™)

о X  + У  ■
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Ну) in tegr^ n
ко rsating. arning £ to'plamda notekis yaqinlashuvchiligini

14.13. / ( y )  ^

J  dx ,y  € E = [— 1; 1).
{(.Х -2У  L '

14.14. / ( y ) ^
T  dx _ r v
L  , 4 , y e £  = [0;+co).
о 9 + (x  —y )

1415 - 7^ ) x  -
^  J  x 2e d x,ye E = (0;+°°).

14Л 6- 7 O 'К  1  2
V  J  eA*~y) d x,ye E = [0;+°o).

14.17. / (y)

f dX y , y e £  = ( H .
/ fy j m te g ra l  о (x  + l ) ’

, ,  la rn i E to 'p lam da tekis yaqinlashishga tekshiring:
14.18. Д .У ) ^

, * , ■  y e £  = (l;+ ~ ).

14.19. / ( * )  ^
- COSX
j ^ > , , e E  = [0 ;+ 4

14.20. 7 ( v )  I

14.21. /
0

I
= [sin 1 • y , y e  E = (0;3).

0 *  *
14.22. / ( j , 4

r cos vxdx r ■,
- J  r ----- ,y e  £  = [0;1J.A

x - y
14 .23 . Н у ) 2n -

= J  ^ , y e £  = [0;l).
o sinx
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14.24. / (v )  = 7 C° S- -  , y e  £ = (0 ;-н»).
о l + * ' v

14.25. /(v)= £ = [ 0 ;^ ) .
о 1 +  х

+оо

14.26. I (y )=  J s in x2arc tg (^ )f ib r ,y e  £  = ( - 00 ;+0 0 ).
0

1 1 1
14.27. l ( y ) ~  f cos 2х'dx, v e £  = (-oo ;l],

0 х х

.„  \ У  sin2x dx „ / ч14.28. / ( , ) = J  - J -  9+j ? , y e E  = (-~ ,* ~ ).

14.29. / (y )=  J ln(e ~X)d x ,y e E  = (2;3).
0 *

14.30. / ( ,)  = J Sin^ t8<4’) * , 3, 6 £ =
I Л/Х2

14.31. /(jO = J  SmXe-xydx,y<E £  = [0;-H»).
0 *

14.32. l ( y )=  \ ^ — dx,ye.E  = \y,2\
i  x

M isollarn ing javoblari

14.18. N otekis yaq in la sh ad i. 14.19. T ekis yaq in la sh ad i. 14.20. 
Notekis yaq in lashad i. 14.21. N otekis yaq in lashad i. 14.22. Tekis 
y a q in la s h a d i.  14 .23 . N o tek is  y a q in la s h a d i.  14 .24 . T ek is  
yaqin lashadi. 14.25. Tekis yaq in lashadi. 14.26. Tekis yaqin lashadi.
14.27. Tekis yaqin lashadi. 14.28. Tekis yaqin lashadi. 14.29. Notekis 
yaq in lashad i.14.30. Tekis yaq in lashadi. 14.31. Tekis yaqin lashadi.
14.32. Tekis yaqin lashadi.
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15- §  Parametrga bog‘liq ho‘lgan xosmas integrallarning 
funksional xossalari

15.1. In tegra l belg isi ostida lim itga  o ‘ tish . f(x ,y)  fun ksiya

M = {(x ,y)e R2 :x e  [a\+°°),ye E ciR } to 'p la m d a  b e r ilg an , y 0 
nuqta E to 'p lam ning lim it nuqtasi bo'lsin.

15.1- teorema. A gar flx .y) funksiya:
1) у  ning E dan olingan har bir tayin q iym atida x  o 'zgaruvchining 

funksiyasi sifatida [a,+ °°) da uzluksiz;
2) у  —> y 0 da V[a;<] (a < t < <*>) da tp(x) lim it funksiyaga tekis 

yaqin lashuvchi;
+oo

3) I(v )=  J  f(x ,y)dx  integral E to 'p lam da tekis yaqinlashuvchi
a

bo 'lsa , у  —> y 0 da I(y) funksiya lim itga ega va
+oo +oo + oo

lim I(y) = lim f f(x ,y )d x =  f lim f ( x ,y )  = | (p(x)dx
У->Уо У~>Уо J  J  v ~>voa  a a

tenglik o 'rin li bo 'lad i.

f(x,y) funksiya Л/, = { (x , j ) e  R2 : x e  [a\b), y e  E a R )  to'plamda 
berilgan bo'lib , v o'zgaruvchining E to 'p lam dan olingan har bir tayin 
qiym atida x -b  nuqta uning maxsus nuqtasi, yg esa E to 'p lam ning 
lim it nuqtasi bo'lsin.

15.2- teorema. A gar f(x,y) funksiya:
1) v o 'zg a ru v ch in in g  E to 'p lam d an  o lin gan  h ar b ir ta y in  

q iym atida  v o 'zgaruvch in ing  funksiyasi sifa tid a  [a;b) da uzluksiz;

2) У->У„ da ix tiyo r iy  [a j]  (a < t< b ) o ra liq d a  (p(x) lim it 
funksiyaga tekis yaqinlashuvchi;

b)

3) Ц у )  = J  f(x ,y )d x  integral E to 'p lam da tekis yaqinlashuvchi
a

bo 'lsa , у  —> y0da I J y )  funksiya lim itga ega va
b )  b )  b ) 

lim  I, ( j 1) = lim  [ f(x ,y )d x  = f lim f ( x ,y )  = [ (p(x)dx
V->.V0 v-».v0 J  *  .v -> y0 •>

а а а

tenglik o 'rin li bo 'lad i.
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-к» 2  +°° ^
lim f arctg — dx = f arctg dx.

J y + x  \ \+x

15 .1 - misol. U shbu teng likn ing  o 'r in li ekan lig in i ko 'rsa tin g :

Yechilishi. 15.1- teoremadan foydalanib, yuqoridagi tenglikning 
to ‘g ‘ri ekanligini ko ‘rsatam iz:

2 v
1) integral ostidagi f ( x ,y )  = arctg - ' funksiya [1; + °°) dan

y + x

olingan har bir tayin langan у  uchun [1; + °°) da .v ning funksiyasi 
sifatida uzluksiz;

?
2) у  —> 1 da V [l;/] (l< f< °o ) d a  f{ x ,y ) -> a r c t g ^ -  .

H a q iq a ta n  ham , V e > 0  son o lin g a n d a , S - e  deb  o lin sa , 

V xe  [1; + °°) va V ye  [1;+°°) uchun

2 , 3  1 . 3У + Jt \+x
2\l-y\(x3+ y 2)

■■ i— 4-------- r <s=£
( y - + x })(1 + x 3)

2 у  2
arctg —----- j  -  arctg ----- j

y + x  1 + x

tengsizlik bajarilad i;
+oo
f 2 v

3) arctg—̂ —-dx integral £ = [ l ;  + oo) to 'p lam da v parametr
i У +x

bo'yicha tekis yaqinlashuvchi (14.7- misolga qarang). Shunday qilib,
15.1-teoremaga ko 'ra , yuqoridagi tenglik o 'rin li.

15.2-misol. lim f dt = K unosabatning o 'rin li ekanligini
-v_>l о x + У 4

ko'rsating.
Yechilishi. Berilgan in tegra lda , x = tv (/>0,>>>0) alm ashti- 

rishni bajaram iz:

“rc ,gf r f ,  = lim i  arc,8f  
y->' J t y  +y  y^'J 1 + t

dt

arctg < n  1 7  dt _ ni г at _ ;

-t2Y \ i + f  ~I+ Г 2 (1 + r )  J0 1+ Г 2 
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r yarctgx:
b o igan lig i uchun Veyershtrass teoremasiga asosan, J 2 2 ax

0 x +У

arctg tv
tekis yaqinlashuvchi. 2 funksiya uzluksiz b o ig an lig i uchun

arctgty _ arctg/
1 + /2 ~ 1 + /2 '

£
V e > 0  g a k o ‘ra , 8 = >0 debo linsa, V te(a ,b )  uchun

2
arctg ty arctg/! „ t , 1 .

v ^ — yLV-1 < S=£1 + t 1 + ? 1 + /2 1 2
tengsizlik bajarilad i. 15.1- teorem aga asosan,

lim T  T  Л  Л  lim arC' gf  d  = T  — ?  Л - * ’ ,
о i+< ;  i+< { 1 +< 4

15.2. Param ertga bog‘ liq bo igan  xosmas integralning parametr 

bo ‘ y ich a  u z lu k s iz lig i.  / (x ,y )  fu n k s iy a  M  =

:x e  [a ;+00), y e  [c;c/]} to ‘plam da berilgan b o is in .
15.3- teorema. Дх,у) funksiya M  to ‘plam da uzluksiz va

+00

I(y)= j  f(x ,y )d x
a

integral \c,d\ oraliqda tekis yaqinlashuvchi b o is in . U holda I(y) 

funksiya [c,d\ oraliqda uzluksiz b o ia d i.

f(x,y) funksiya Mi = { (x ,y e  R2 :x e  [a,b),ye  [c ,cf])j to ‘plamda

berilgan. у  o ‘zgaruvchining [c,d~\ oraliqdan olingan har bir tayin 
qiym atida x=b nuqta uning uchun maxsus nuqta b o is in .

15.4- teorema. j(x,y) funksiya M t to ‘plam da uzluksiz va
ь)

It(y) = jf ( x ,y )d x
a

integral [c;c?] da tekis yaqinlashuvchi b o is in , u  holda I (̂y) funksiya 

[1c;d] oraliqda uzluksiz b o iad i.
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15 .3 - m iso l. F(y) -  J sin (yx2)ctc fu n k s iy a n in g  £' = [l;+oo)
о

to ‘plam da uzluksizligini ko ‘ rsating.

Yechilishi. Berilgan integralda t = yx2 alm ashtirishni bajaram iz:

-Н» t -Н» ■ . f  I • +00 . ^
r . , 2 \ 1 I f Sln? , ' rs in? , r sin/ , sin(yx‘ )<ir = -  ==dt— I—j^dt+  ,—dt .
0 ^ 0 yjty ^  ̂0 yjty 1 sjty

Bu integralni tekis yaqinlashishga tekshiramiz. sm t funksiyaning
V?

t- 0 dagi q iym atin i 0 ga teng deb qabul q ilsak , f( t  v)=  S1IM-
2ф у

funksiya M = {(x,y)e R2 :0 < x < + °° ,l <y<+°°} to ‘plamdauzluksiz 

bo ‘ lad i. sin? fun ksiya  [0;+°°) da ch egara lan gan  b o sh lan g ‘ ich

funksiyaga ega, g(t,y) = - - 7 =  funksiya esa, / >1 va y>\  da
2 ̂ ty

7  sin tdt
b o ig an i uchun J integral, D irixle alom atiga ko 'ra , [1; + °°)

to 'p lam d a  tek is yaq in la sh ad i. V ye [l;+ °° ) va V 7 e [0 ;l]  uchun 

sin?

Jty
i t  ten g s iz lik  o ‘ r in li ;  j\[tdt in te g ra l y a q in la sh u v c h i

f sm t ,
bo igan lig i uchun ,— dt integral Veyershtrass alomatiga ko ‘ra tekis

0

yaqinlashuvchi. Demak, 15.3- teoremaga asosan, F(y) funksiyaning 
uzluksizligi kelib chiqadi.

15.4- misol. Ushbu integralni uzluksizlikka tekshiring:



Yechilishi. 0 < £ < a < 2 -£ < 2  b o is in . Berilgan integralni uch 
b o ia k k a  b o iam iz  va ularni baholaymiz:

r sinx  , r xdx V  dx
dx<\ + +

J0 x “(n - x ) a g x°(/r ~x)“ J xa( n - x ) a

г dx r dx } dx
+ , < , + K -2 +  .

1 х а( л - х Г '  J x -  i ( ^ - x ) 1-

T engsiz likn ing o ‘ng tom onidag i in teg ra lla r  yaq in lash uvch i 
b o ig a n i  uchun , V eyersh trass a lo m atig a  aso san , e < a <  2 - e  
b o ig an d a  berilgan integral tekis yaqinlashuvchi.

sin jc *
/ (x ,a )  = funksiya 0 < x < к, e < a <  2 - e  b o igan d a

xu( n - x ) a
u z lu k s iz . U h o ld a  15.3- te o rem a g a  a so sa n , F (a )  fu n k s iy a  
0 < x < ;r , £ < a<  2 - e  b o ig a n d a  uzluksiz, e n ing ix tiyo riy lig in i 

hisobga olganda, F{a) funksiyaning 0 < a < 2 oraliqda uzluksizligi 
kelib chiqadi.

15.5- misol. Ushbu tenglik o 'rin li ekanligin i isbotlang:

.. 7  -xy s in *  . 7 sinx  ,lim e dx -  \ d x . (15.1)
v—»0 J  J  v

Isboti. A gar sin v funksiyani x=0 nuqtada uzluksizlikka qayta
x

an iq la sak , y a ’ni sinx fun ks iyan in g  q iym atin i x=0 n uq tad ag i
x

q iym a tig a  teng  deb q ab u l q ils a k , f(x ,y ) -e ~ xySmX fu n k s iya
x

{ (x ,y )e  R2 :x > 0 , v> 0} to 'p lam da uzluksiz bo 'lad i.

sinx  fun ksiya  chegara lan gan  bosh lang 'ich  fun ks iyaga  ega, 

sinx
e funksiya x > О, у  > 0 da

Э e~v  e e ~ ™  1 1 
_ ■ ( — ) = -  (1+ xv )<0, <- ,  lim -  = 0
O X  X  X  X X  X
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+оо
г _ sinjc

b o ig a n i uchun e~™—  dx in tegral, D irixle a lom atiga k o ‘ ra,
* X
О л

[0, + °°) oraliqda у  bo 'yicha tekis yaqinlashuvchi. 15 .3 -teorem aga 
asosan,

tv ч f - x y  sin r JI { y ) = \ e xy dx 
J x

funksiya ix tiyo riy  [0;/>] o ra liqda uzluksiz. X ususiy ho lda, y =0

nuqtada ham uzluksiz, y a ’ni lim / (y ) = /(0). Shuning uchun (15.1)
>»—>0

tenglik o ‘rinli b o iad i.

. a
i sin —

15.6-misol. F (a) = [ -----—dx funksiyaning - ° ° < a < 2  oraliqda
* X °о л

uzluksizligini ko 'rsating.

Yechilishi. Integral ostida x =  ̂ (/ > 0) alm ashtirishni bajarib ,

F ( a ) -  f Ŝ - - d t  ni hosil qilam iz. - o o < a < i  b o is in . U holda
■J t 2

sin a t  1 . 7  A  ■
V ?e [l,+oo) uchun — -— - < ■ tengsizlik o 'r in liv a  integral

t J y[?
+oo

yaqinlashuvchi. Demak, Veyershtrass alom atiga ko ‘ ra, J  2 a dt
i *

integral - »  < a  <  ̂ da tekis yaqinlashuvchi.
2

f ( x ,a )  = sina/ funksiya />1 bo igandauzluksiz . 15.3-teorema

ga asosan, F(a) funksiya  ̂] da uzluksiz b o ia d i.
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Endi < a < 2 - e  b o is in , e > 0 . U holda J s* natdt S  — < 4.
Z.  1 (X

I 2

1
funksiya a  ning belgilangan qiym atida г - »  -н» da monoton

ravishda nolga intiladi, chunki ^_a ^ — tengsizlik o 'rin li. Demak, 

Dirixle a lom atiga asosan, berilgan integral tekis yaqin lashuvchi.

Integral ostidagi funksiya V/ > 1 va ^ < a  < 2 - e  da uzluksiz. Bulami

e ’tiborga olsak, F(a) funksiyaning ^ < a < 2 - e  oraliqda uzluksiz

ekanligi kelib chiqadi.

Shunday qilib, F(a) funksiya - ° ° < a <  2 - e  oraliqda uzluksiz 
ekan. £ > 0  sonning ix tiyo riy lig in i h isobga o lsak, bundan F(a) 
funksiyaning < a <  2 oraliqda uzluksizligi kelib chiqadi.

15.3. Param etrga bog‘ liq bo igan  xosmas integrallarni parametr 

bo ‘ y ich a  d if fe re n s ia lla sh . f(x ,y )  fu n k s iy a  M = [(x ., y )e  R2 :

: x e  [a;+°°), y e  to 'p lam da berilgan bo is in .

15.5- teorema. f{x,y) funksiya M  to 'p lam da uzluksiz, f '(x ,y )

uzluksiz xususiy hosilaga ega v a j  o 'zgaruvchining [c;d] dan olingan 
har bir tayin  qiym atida

+oo

I(y)=  J f(x ,y )d x
a

+oo

integral yaqinlashuvchi bo'lsin . A gar J  f y(x>y)dx integral [c\d] da
a

tekis yaqinlashuvchi bo 'lsa , I(y) funksiya ham [c\d\ oraliqda I'v(y) 
hosilaga ega bo 'lad i va
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I'(у) = J  f'(x ,y)dx
a

j(x,y)funksiya M = {(x, v )e  R2 : x e  [a;+°°), v e  [c ;d ]} to'plamda

berilgan, у  o 'zgaruvchining [c; d] dan olingan har bir tayin qiym atida 
x=b nuqta uning maxsus nuqtasi b o is in .

15.6- teorema. Дх,у) funksiya M x to 'p lam da uzluksiz va f '(x ,y )

uzluksiz xususiy hosilaga ega ham da у  o 'zgaruvchining [c ;d ] dan 
olingan har bir tayin qiym atida

b)
I\(y) = j  f(x ,y )d x

a

b)

integral yaqinlashuvchi b o is in . A gar \ fy(x^y)dx integral [c-,d] da
a

tekis yaqinlashuvchi bo 'lsa , /,(у) funksiya ham [c,d] oraliqda I\(y) 
hosilaga ega b o ia d i va

+00
/,'(>’) = J  f'(x ,y)dx

a

munosabat o 'rinlid ir.
Param etrga bog'liq  bo 'lgan  xosmas integrallarn i h isoblashda 

quyidagi integrallardan foydalanam iz:
+00

/. = f e~ax cos Bxdx = , - , a > 0 ,  /5eR, (1)
J a  +f}~

e~ax sin Bxdx = ^ , , a > 0 ,  /ЗеЯ. (2)
H a  + /3'

(1), (2) fo rm u la la r /,, I, in teg ra lla rn i ikk i m arta  b o 'lak lab  
integrallash natijasida hosil qilinadi.

15.7- misol. Ushbu integralni param etr bo 'yicha differensiallash 
teoremasidan foydalanib. hisoblang:

m unosabat o 'r in li b o ia d i.
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/(<*,/}) = 7- COSCCX e~p*dx, р >  О-
J x

e e e J _COS (XX
Y echilishi. funksiyaning x=0 nuqtadagi qiym atini 0 ga

x

tengdebqabulq ilsak , f ( x ,a ) =  ' c o s a x e - ^  f ' ( x ,a ) = sinaxe~llx
x

fu n k s iy a la r  M = { (x ;a )e  R2 : 0 < X < +°°, a e R }  to 'p la m d a  
uzluksiz bo 'lad i.

Berilgan integralni yaqin lash ishga tekshiramiz:

7 1 -c o s a x  _д jr . 2 ocx e~Px . 7  . , ю  e~Px , , r
I e p dx = 2 sin dx + 2 sin d x= I.+ L

x I 2 x \ 2 x 1 2’

,  . 2 OCX _ a x2 s i n ----- e y f  2 \
r. j  2 Л  & x x  —» +0 d a --------- =---------= О

0

2 a x  e
2 r  „ч у

1 ( Д > 1 )

bo'lganligi sababli, taqqoslash teoremasiga asosan, /, va Д integrallar 
yaqinlashuvchi bo 'lad i.

+oo

Endi j s in a x e p*dx in tegra ln i a e R  da tekis yaq in lash ishga
0

tekshiramiz: V/J >0 uchun
+oo

\e~Px sin a x  < e~Px, J  e~p 'dx 
0

integral yaqinlashuvchi bo 'lgan lig idan , Veyershtrass teoremasiga

ko 'ra  sin axdx integral a e  R to 'p lam da tekis yaqinlashuvchi.
0

Demak, 15.5- teoremaga asosan,
+oo

J'a(a , j3 ) -  J  e~Px smaxdx 
0

bo 'lad i. (2) formulani e ’tiborga olsak,
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а(СС,Р) а 2 + р2 
Bu yerdan 

J(a,P)= X- \n a 2 +p2' + C(p), J(0,P) = 0

b o ig a n lig i  uchun C(/J) = -ln / J b o i ib ,  J(a,p)~ ^ In

b o iad i.
15.7- misol. Ushbu

(  2 \, c r  
1+ ,

Pv

, ,  . 7 s i n a . x  ,
/ ( a ) =  dx, a > 0  (4)

X*
О л

Dirixle integralini hisoblang.
Yechilishi. Berilgan integralni hisoblash uchun quyidagi integralni 

qaraym iz:

^  nv s i n a . x
F (a ,p )=  [e-P* * dx, p > 0 -  (5)

i  x

e~P x funksiya (0,-H*>) oraliqda monoton kam ayuvchi, s in t t x
x

funksiya esa а  Ф 0 bo iganda chegaralangan boshlang'ich funksiyaga 
ega, y a ’ni

1 - c o s a .x  

a

x

Jsina/d/  =

a  = 0 b o ig a n d a  (5) in tegra l no lga teng. D irixle a lo m atiga  
asosan, belgilangan p > 0  va ix tiyoriy аФ  0 uchun (5) integral 
yaqin lashuvchi.

Integral ostidagi funksiya va uning a bo'yicha hosilasi x va a 
bo‘yicha M = { (x ,a )e  R~ : x e  [0;+<*>),a e  [0;+°°)} da uzluksiz.

+~ О
f e~Px cos axdx = ■

J  ГУ 4 -  Ja 2+p2
integral a ga nisbatan tekis yaqinlashuvchi, chunki



ie cos a x  <e Px, J  e Pxdx 
0

in tegra l yaq in la sh u v ch i. D em ak, 13.5- teorem aga aso san , (5) 
integralni a  parametr bo'yicha differensiallash mumkin: a  > 0 uchun

m unosabatga ega bo'lam iz. Buni [ 0 ;a ]  oraliqda integrallab,

F (a ,P ) -F (0 ,P )  = P°l dt = arctg “
0 1 P

ifo d an i h o s il q i la m iz , b u n d a  F(0,/?) = 0 b o ‘ lg a n i uchun  

oc
F (a ,P ) = arctg ifodani hosil qilam iz. Shunday qilib,

„ , 7  s in a x  , aF (a ,P )=  e p dx = arctg
о *  P

Endi a >  0 deb, (4) integralni hisoblaymiz. Belgilangan a > 0  

larda (5) integral P bo 'yicha [0; l] oraliqda tekis yaqinlashuvchi, 

chunki sin a x  ( a > 0  — belgilangan) chegaralangan boshlang'ich

e~P'xfu n k s iy a g a  e g a , fu n k s iy a  esa  m ono ton  k a m a yu v ch i
x

X
V /

< 0,P >  0 va Tq.jI Z—  o. D irix le  a lo m atig a
x *->“

asosan, (5) integral [0, l] oraliqda P bo 'yicha tekis yaqinlashuvchi,

h am d a e l>x s'n a x  fu n k s iy a  U x ,p )e  R2 :x e  [0;+°o),/3 e  [0 ;l]}
x

to 'p lam da uzluksiz bo 'lgan i uchun. F ( a ,P ) funksiya [0 ;l] da p 

bo 'yicha uzluksiz. 15.1- teoremaga asosan, (5) integralda integral 
ostida P —> +0 da lim itga o 'tish  mumkin:
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+00

lim f
/J—>+0 j

o-V* sin a x

sin a x

-l-oo

dx=\
s in a x  . . .  а  к  
-----— dx = urn arctg — = —

x /3̂ +0 p 2 '

funksiya a  bo 'yicha toq funksiya b o igan lig i uchun

+°o

J
sin a x  , л  .a x -  sign a , a e R .  

x 2 (7)

Xususiy holda, a  = 1 b o igan d a
+oo

I
sinx , n 

ax
v 2

15.4. Param etrga bog‘ liq bo lgan  xosmas integrallarni parametr 

bo ‘ y ich a  in te g ra ila sh . f{x ,y )  fu n k s iy a  M = { (x ,y )e  R2 :

: x e  [a ;+ o ° ) ,j€  to ‘plam da berilgan bo is in .

15.7- teorema. A gar Дх,у) funksiya M  to ‘pldam da uzluksiz va
+oo

Hy) -  J  f(x ,y )d x  in tegra l [c ;d ] o ra liqd a tekis yaq in lashuvch i
a

b o is a , I(y) funksiya [c ;d ] da integrallanuvchi va

а а -и» -и» a

\l(y)dv = \ | f{x ,y )d x  d y = j  j f ( x ,y ) d y dx

munosabat o ‘rinli.

ftx .y)  funksiya M] =|(x, v )e  R2 : x e  [a\+°°),y& [c;+°°)} to ‘p-

lam da aniqlangan bo is in .
15.8- teorema./(x,y) funksiya M , to ‘plam da uzluksiz ham da

+oo +oo

\ f ( x ,y ) lx , \ f( x ,y ) d y
a с

in t e g r a l la r ,  m os ra v ish d a , [a;+°°), [c;+°°) o ra liq d a  tek is  
yaqinlashuvchi b o is in .
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A gar
+00 +00

J  dx J  f { x ,y )  dy , J  dy j  J'{x ,y)d x
a , с  с  a

integrallarning hech bo‘ lm aganda bittasi yaqinlashuvchi bo 'lsa , u 
holda

+00 +00

J  dx \ f{ x ,y )d y  , J  dy J  / (x,y)dx
a L (l J c L a

integrallar ham yaqinlashuvchi va u lar o ‘zaro teng b o iad i.

f(x,y) funksiya M2 = {(x, v )e  R2 : x e  \a\b),ye [c;c/]} to 'p lam da

berilgan, v ning \c,d\ dan olingan har bir tayin qiym atida x -b  nuqta

uning maxsus nuqtasi bo'lsin.
15.9- teorema.Дх,у) funksiya Л/, to'plamda aniqlangan, uzluksiz va

*)
Ii(y) = j f ( x ,y ) d x

a

integral [e;c/] oraliqda tekis yaqinlashuvchi bo 'lsa , u holda Ix(y)

funksiya [c;<f] oraliqda integrallanuvchi va

d  d  h)  b )  d  

J  A (y)dy = jd y \ f (x ,y )d x  = j  dxj f ( x ,y )d y
с  с  а а с

munosabat o 'rinli.
+00 . 5f sin .V

15.8- misol. J dx integralni hisoblang.
0 x

Yechilishi. Integral ostidagi s in 'x  funksiyani quyidagi ko'rinishda 
ifodalaym iz:

sin x = sinx sin x — ( — cos2x+  co s4x )s in x  =
8 2 8

5 . 5 . 1  
= s in x -  sin3x+  sin5x.

8 16 16

Bu tenglikni e ’tiborga olgan holda, berilgan integralni
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4-оо .  ^ —-foo .  — +00 ^  | +00 • г- ^  + ° °  •г sin х , 5 г sinx , 5 г sm3x , 1 r sin5x , 3 r sm x  ,
1 dx = — dx - -------dx + ------d x -  dx
0 x 8 '  x  16 J0 x 6 J0 x 8 '  x

r +F sinx  , .
ko ‘ rin ishga keltiram iz. Endi, J  = dx integraln i hisoblash

^ X
О л

1 00
uchun = fe~™dy munosabatdan foydalanam iz:

XЛ Q

+00 +00

J  = J  sin xdx J  e~xy dy.
о 0

Bu yerda integrallash tartib ini alm ashtirish mumkin, deb faraz 
qilib, (2) formulani e ’tiborga olgan holda,

dy _ K+00 +00

J= \ d y \ e -* y smxdy=  J
0 0  о ‘r  У

+oo +oo

m unosabatga ega bo iam iz . Endi J  = J  sinxdx J  e'^’dy integralda
о 0

integrallash tartibini o ‘zgartirishning mumkin ekanligini asoslaymiz, 

y a ’ni 15.8- teoremaning shartlarin i tekshiramiz. f ( x ,y )  = e x' sinx 

funksiya M, = { (x ,y )e  R2 :x e  [0;+°°) y e  [0;+°°)} to ‘plamda uzluk

siz. 0 < a < A < +00 deb olamiz. Unda

A • A +0° +°° A

j  Sin * dx = J  sin xdx J  e_xy dy = j  d y j e_xy sin xdx =
0

+00r ,v s in a  + cosa v s in ^ + c o s^  _Av. ,
= { , e -  ■ e y}dv =

I 1 + V 1+ y

= sin a ■ f — - e aydv + cos a ■ f — e aydy -
1 1 + /  ' { 1 + y 2

- s in  A 1  — - e~"dv -  cos A •? — e Avdy
U + y 2 ' J«1+ /
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b o ia d i.  K eyingi ikk i in tegra l A (A>A0 > 0) ga  n isbatan  tekis 

yaqinlashuvchi. Shuning uchun A —> da integral ostida lim itga 
o ‘tsak, u larn ing nolga intilishini ko ‘rish qiyin emas.

Ikkinchi integral a ( я > 0 )  ga n isbatan tekis yaq in lashuvch i,

a —» 0 da у  —> ^ . s in a j^  V , e~“ydy integralning a ^ O  da nolga 

intilishini ko ‘rsatamiz:

f У e~aydy = f - -  e ' d t -  f - * e ‘dt+ [ ? -e~'dt,
{ l + y 2 ' ■ a +t { a2+t2 \ a 2+t2

in J ‘ In (1 + ) -  In a U. J ? e 'd , < J 0 = c,

0

lim  sina-» 0

lim  с sin a = 0.
a—>0

+F sin x _ n
Demak, J “•x ~ ~ ekanligi kelib chiqadi. Shunday qilib,2

+f  sin* X ,dx =
J  Y

+oo • 5
- S in  X , iK

о X 16

15.9- misol. Ushbu tenglik o 'rin li b o iad im i:
+oo +oo 2 2 +°° +°° 2 2

Yechilishi. R avshanki,



Demak, berilgan integrallar teng emas, y a ’ni berilgan integralda 
in tegra llash  ta rtib in i a lm ash tirish  m um kin em as, chunki 15.8- 
teoremaning hamma shartlari bajarilm aydi:

■f(X ,y) = (x2 + y 2f  funksiya

Mx = { (х ,у )б  R2 : 1 <x < +oo,l < у  < +°oJ to ‘plam da uzluksiz,

+°° 2 2 +°° 2 2
J 4 ^ r  dx, f - ^ т  4y (x +y ) i (x +У )i

integrallar, mos ravishda, у  > 1, x > 1 bo ‘ lganda у  va x  param etrlarga 
nisbatan tekis yaqinlashuvchi, lekin

-t-oo -t-oo

w
|y2 - x 2 У  У  \y2- x 2\dx

( x - +/ y
■dy, J  dyj

( S +y>)

integrallar uzoqlashuvchi. H aqiqatan ham,

+oo +ooг г У -X  r
\ dx) , 2 W dy = ) d x
1 1

/

x 2 2 +<*• 2 2
‘ x ~У j  Г У ~x

(x’ + r ’ f  dy

x2 + y2 1 x2 + y 2 \x=  11
= ( ln x -a rc tg x )  =+°o.

W 1 1 л
A = f U ‘ iI + X

dx :

Shunga o ‘xshash, ikk inch i in tegra ln ing  ham  uzoqlashuvchi 
ekanligin i ko ‘ rsatish mumkin.

Shunday q ilib , 15.8- teorem ani q o ila sh  m um kin emas, y a ’ni 
tenglik o ‘rinli emas.

15.. 1 0 - m isol. /= f * — f , in teg ra ln i, in teg ra lla sh
i ^ 7 i l + x 2y 2

ta rtib in i a lm ash tirish  h aq id ag i teorem adan  fo yd a lan ib , hisob- 
lan g .
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Yechilishi. f ( x , y ) -  ,------- -  funksiya
V\ -x  (1 + x~y )

M2 = { (x ,.y )e  R2 : 0 < jc< 1, 0< v< l}

1 |
to 'p lam da uzluksiz. | -------  dx in teg ra l^ b o 'y ich a  [0 ;l]

0 \1 —X~ (l +X2y~ )

da tekis yaqinlashuvchi.

H aq iq a tan  ham , V x e [0 ; l )  va ta y in lan g an  jve [0; 1 ] uchun

1 < 1 r dx
J ( l  + Xy ) - J  i _ x 2 tengsiz lik  o 'r in li,  J in tegra l

yaqinlashuvchi.

I J
Demak, [ r -----  dx integral, Veyershtrass teoremasiga

W l - r ( l  + . t V )

asosan, tekis yaqinlashuvchi. 15.9- teorem aga asosan, 

j _  f dx j- dy _ \ Ил\  dx
l S ^ U  + х У  { y i ^ 7 ( \ +x2y 2)

teng lik  o 'r in li b o 'lg an i uchun, x-cos(p a lm ash tirishn i b a ja r ib , 
quyidagiga ega bo'lam iz:

s i
15.5. Ba’zi bir muhim aniq integrallarni hisoblashda parametrga 

bog'liq integrallardan foydalanish. Biz shu vaqtgacha aniq integrallarni 
h isob lashda ik k i m uhim  usu ldan  fo yd a lan ib  k e ld ik : b u lardan  
birinchisida aniq integralni integral yig 'indin ing lim iti sifatida qarab, 
ikkinch i usu lda esa in tegra l ostidagi funksiyan ing bosh lang 'ich  
funksiyasin i topib, N yuton — Leybnis form ulasidan foydalan ib  
hisobladik. Lekin, b a ’zi bir hollarda integral ostidagi funksiyaning 
boshlang'ich funksiyasini elementar funksiyalar yordam ida ifodalab 
bo 'lm ayd i. Bunday integrallarn i h isoblashda param etrga bog'liq  
integrallar nazariyasidan foydalanish muhim aham iyatga ega.
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Frullani integrallari

1. A gar f ( x )  fu n k s iy a  [0;+°°) da u z lu k s iz  b o 'l ib , ch ek li 

lim f ( x )  = f(+°°) maviud b o lsa , V a> 0 .6 > 0  lar uchun

f f{ a x ) -  f{bx) dx — [/ (0 ) - У (-ь°о)] In b (1)
J  r  Cl0

Frullani formulasi о ‘ rin li.
H aq iqatan  ham , /(x ) fun ksiya  uz luksiz  b o 'lg an lig i uchun 

У[Л;Я] (0 < A < В < +°°) da

r / (a x ) -  f(b x ) , _  '} /(ax) , _  r f(bx)

x
d x = \ n a X ’ d x - \ n b X )dx

J  Y  J  Y

„Л Z b.4 Z  aA Z  aB 2

in te g ra l m av ju d . M a ’ lu m k i. b e r ilg an  in te g ra l q u y id a g ic h a  
an iq lanad i:

■ f(a x )  -  f(b x) ^  = |jm 'J / (z )  &  _  ljm  |  / (z )
/1 —>0 J 7 B-̂ +o° "

dz.
aA aB

K eyingi ikk i in tegra lga um um lashgan o ‘ rta q iym at haq idag i 
teoremani qo 'llab , quyidagilarga ega bo lam iz :

" й г)- * = f ( t ) j  b 
aA ^  aA

bB r  / \ bB 1 i

f 1 (z) dz = /(7?) f = /(Г7)■ In (flfi <71 < ЛЯ) 
i  * l z a 

A - »  0 da £ -> 0, 5  -> +oo da esa Ц - »  +°<> ekanligini e ’tiborga 
olgan holda, yuqoridagi m ulohazalardan

f f(aX ) -  ̂ (6X) dx = [/ (0 ) -  /(+~)] In Ь
J x aо

tenglikning o ‘rinli b o iish i kelib chiqadi.
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2. Agar x —> +°° da /(x) funksiyaningchekli limiti mavjud boim asa,
+ ° °  r

lekin VA > 0 uchun dz integral mavjud b o isa , u holda
a z

{ n
i  x a

formula o ‘rinli.
3. A gar x=0 nuqtada f(x )  funksiyan ing uzluksiz lig i buzilib ,

A r  /  \

f dz(A <+°°) integral mavjud b o isa , u holda ushbu formula
^  Z0 z
o ‘rinli:

J = ( П
'  x a

15.11- misol. Integralni (1) formuladan foydalanib hisoblang:

7 ,  7 + 3e~“  dx n , n
lg — г-------, a > 0, b > 0 •

J 7 + 3e x

Yechilishi. Berilgan integralda / (x )  = lg(7 + 3e_JC) .  Bu funksiya 

[0; + oo) da uzluksiz, lim / (x ) = / (0 ) = 1, 3 lim / (x ) = /(+»°) = lg 7 .

7 H- Зе_ш: 3 hDemak, (1) form ulaga asosan, f lg -----  dx = lg(l + ) • In
J 7 + 3e l  a

1 5 .1 2 -misol. f s*n a x  S‘n dx, a >  0, /3>0 integraln i, ( I )  
о x

form uladan foydalanib, hisoblang.
Yechilishi. Berilgan integralda / (x )  = sinx b o iib , / (0 ) = 0 va 

x —> +oo da sinx funksiyaning lim iti mavjud emas. VA > 0 uchun

7  sinx
J dx integral Dirixle alom atiga asosan yaqinlashuvchi. Demak,
A X

(10 form ulaga asosan, integral yaqinlashuvchi va

2 8 0



+F sin a x  - s in  fix ,ax = 0.
0 *

15.13- misol. Ushbu in tegra ln i, (1") fo rm uladan  foydalan ib  
hisoblang:

. 1  . 1. s in ------sin-
f -----—--------— dx, a>  0, b> 0 .

J  V

Yechilishi. Ravshanki, f  (x ) = sin ' b o iib , x=0 nuqtada uzilishga
x

. 1
A Sin —

ega, / (+°°) = 0. VA > 0 uchun f -----—dx integral yaqinlashuvchi.J y

Demak, (1') formulaga ko ‘ra,

. 1  . 1+~sin------s in ----  ,
f -----—--------bx_ dx — f  (+oo ) i n  — ~ 0.

•  V  na

M ustaqil yechish uchun misollar

15.1. A gar Д х ) funksiya (0;+°°) da abso lut integrallanuvch i 
b o isa ,

+oo +oo

lim  Г / (x) sin nxdx = 0, lim  f / (x ) cos nxdx = 0
П—>oo J  Я—»oо J

ekanligin i isbotlang.
15.2. Ushbu tenglikni isbotlang:

2 7  a c o s j  
a^°7t i  x ‘  +ОГ
.. 2 г a c o s x  , 
lim  —z- ax = 1. 

J0 x + a
-too

15.3. J ae~axdx integralda da integral ostida lim itga
0

o‘tish mumkinmi?
15.4. A gar fix) funksiya [0;+°°) da uzluksiz, chegaralangan va 

/ ( 0) = 0, g (x ) fu n k s iy a  esa  [0;+°°) o ra liq d a  ab so lu t 
integrallanuvchi b o isa , u holda
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ekanligini isbotlang.
15.5. A gar fix )  funksiya (0; + °o) da integrallanuvchi bo‘ lsa,

sizligini isbotlang.

. ai sin —
15.8 . F (a)~  Г-----—dx fu n k s iy a n in g  i ;  = ( 0 ; l )  to ‘ p lam d a

J xa 
О л

uzluksizligini isbotlang.

Г C O S  X
15.10. F (a)=  I dx funksiyaning ii= (0 ;+ °o) to ‘plam da

l
uzluksizligini isbotlang.

Funksiyalarn i ko ‘rsatilgan oraliqda uzluksizlikka tekshiring:

0 0
ekanligini isbotlang.

15.6. F ( a )  = J  s in («x 2)dx funksiyaning E = [ 1; + °°) to 'p lam -
0

da uzluksizligini isbotlang.

Г co^r/x
15.7. F (a)=  [ - dx funksiyaning £■=/? to ‘plam da uzluk-

0
fu n k s iy an in g  E = (2;+°°) to ‘p lam d a

uzluksizligini isbotlang.



15.13. F (a )= f . „ , £ = [0;1).J sin r
г dx

0
-K>°

dx
sm“ x

sin(l - a 1) x
0

+oo

15.15. F (a)=  J  ae  ax dx, E = R.
0

+00

15.16. F (a) = J  e~ax cosx2dx, E = [0; + °<>).
о

Dirixle integralidan foydalanib, integrallarni hisoblang:
.V

15.17. J 1 - cos a x
2 dx. 15.18. J

0
+oo • 3 +°°.г. r Sinx , . _ r 15.20. J dx. 15.21. J
0 X 0 

J sin’ a -Y dx. 15.23. J

sinx
X

dx. 15.19. J sinx~ dx.

15.22

s in x -x c o s x dx.

+oo . 4
sinx  cos X dx.

+oo

15.24. J cos a x -  cos fix dx.

Dirixle yoki F rullani integra llaridan  foydalan ib , integrallarn i 
hisoblang:

-t-oo

15.25. J
0

15.26. J  "'

a s i n a x - s in a x dx, a  > 0.

sin a x - s i n  fix
x

dx, a  > 0, P > 0.

*7 sin a x  sin fix  n а г, о15.27. ^ dx, a  >0, /3 > 0, аф ft.
i  x

, £ W  7 sin ’ xcoso:x j  т15.28. , dx, a  > 3.
J  v
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Param etr bo‘yicha integral ostida differensiallab, integrallarn i 
hisoblang:

+ ° °  g ~ a x ~ _  g  r- -

15.29. l(cc) — J  dx, ( a  > 0, P > 0 ) integralni hi-
0 x

soblang.

+ ° °  g ~ ax  _
15.30. Hoc)= [ s in mxdx, ( a > 0 ,  /3 > 0, m *  0 )

о *  
integralni hisoblang.

00 g~ax _£
15.31. f coslxdx, a >  0, /3 > 0 integralni hisoblang.

0 *

15.32. f агс*§а х  dx integralni hisoblang.
о x\j 1 - x 2

15.33. [ ai~ct£a x  dx = — In (1 + a ) (a  > 0) ekanligin i isbotlang. 
ix [\ ~ x ) 2

П
2c x к

15.34. 15.33- m isolning natijasidan foydalanib, — dx=—ln2
0 tgx 2

ekanligin i isbotlang.

i j
15 .3 5 . \xa 'd x -  , a > 0  e k a n lig id a n  fo y d a la n ib , 

о a

I
j x a~' - Inxmdx, me N integraln i hisoblang.
0

+oo

15.36. I(b)=  J  e~ax cos bxdx (b>  0) integralni hisoblang.
о

-и »

15.37. J  x2ne~x coslbxdx (ne N) integralni hisoblang.
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г dx тс
15 .38 . J  , , = (о>0) formuladan foydalanib,

и x I a 2a

7  dx
I , ,v+ i’ (n e N) integralni hisoblang.
0 (x‘ + a j

____  , ,  . 7 c o sa x  , __. . 7 * s in a x  ,
15.39. Ushbu J(cc) — -  , dx, K (a )=  ------- -- dx Laplas

о 1 + *~ I 1 + *
integrallarin i hisoblang:

15.40. Ushbu Frenel integrallarin i hisoblang:
+oo +oo

J  = J  s\nx2dx, J ] = J  cos x 2dx . 
о 0

+oo

15.41. Ushbu | e~x dx Eyler — Puasson integralin i hisoblang.

r s in a  x n . , _ , ,
1 5 . 4 2 . ---------= - ,  a  > 0 dan foydalanib,

J x 20
+oor cos ocx — cos bx , Tc(b-a)

---------- -̂----  dx = — —
о *  2

bo‘lishini isbotlang.
+oo |

15 .43 . f e~axdx = —, a  > 0 m u n o sab a td an  fo y d a la n ib , 
о «

1е ~ ах- е - рх , b
J dx -  In , a  > o, b > 0 bo‘ lishini isbotlang.

+oo I

15.44. f e x'dx = -----Eyler — Puasson integralidan foydalanib,
J  92

quyidagi m unosabatlarni isbotlang:

1) \eHax2+2px)dx = J -  e a ,cc>
a
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+°° - a x '  „ - f i x '

2 ) \ e ...... -----dx = 2 j n ( j p - j a \  a > 0 ,p  > 0 ;
io x "

3 ) J  e x~ dx = ^ -e ~ 2a, a  > 0.
0 2

15.45. Integrallash tartibini alm ashtirish mumkinmi:

f dx f '  X, dy 9 
\ о (x+ yY

M isollarning javoblari

15.11. Uzluksiz. 15.12. Uzluksiz. 15.13. Uzluksiz. 15.14. аФ ±  1
da uzluksiz; a  = - 1 va a - 1 da uzilishiga ega. 15.15. a ^ O  da

n a
uzluksiz; a -  0 da uzilishga ega. 15.16. U zluksiz. 15.17.

Я  Я  Ж 7Г К . 3 7Г
15.18. . 15.19. . 15.20. ,  15.21. „ . 15.22. „ sign«. 15.23. .

2 4 6 4 4 16

15 .24 . ( Р - а ) * .  15 .25 . a l n a .  15 .26 . е 1п(д ) -
2 о Р

15.27. 1 5 .2 8 .0 . 15.29. 1(a) = ' In ^  (a  > 0, р > 0 ) .
2 a - p  2 a

р а  1 . /г + А
15.30 . /(/и) = arctg -a rc tg  15 .31 . In .

m m 2 a '  + A

I----  b2

15.32. K ln(a + Vl + a 2 )■ 15.35. ,5 -36- /(ь'> = 1\Г-е 4“ -
2 a  2 V a

15.37. 15.38.



16- §. Eyler integrallari

16.1. Beta funksiya va uning xossalari. Ushbu
i
j x “ l( l - x ) /> 'dx (a > 0 ,b > 0 ) (16 .1)
0

xosmas integral Beta funksiya voki /- tar Eyler integrali deyiladi va 
B(a,b) kabi belgilanadi, y a ’ni

Integral ostidagi funksiya uchun:
1 ) a < l ,  b > 1 b o ig an d a  л=0 nuqta;

2) a>\, b < 1 b o igan d a ,v= l nuqta;

3) a < 1, b < 1 b o igan d a  x=0 va x= 1 nuqtalar maxsus nuqtalar 
b o ia d i.

D em ak, (16.1) in tegra l param etrga b o g iiq  b o ig a n  xosm as 
integraldir.

Beta funksiya quyidagi xossalarga ega.
1-xossa. (16.1) integral

M = {(a,b)e R2 : a e  (0;+°°), 6 e ( 0 ;+=*>)} 
to 'p lam da yaqinlashuvchi.

2- x o ssa . (1 6 .1 ) in te g ra l M0 = {(a,b)e R2 : ae  [a0;+°°), 

be  [^0;+°°)}, aa > 0, ba > 0 to 'p lam da tekis yaqinlashuvchi, lekin 
M to 'p lam da esa notekis yaqinlashuvchi.

3- xossa. B(a,b) funksiya M  to 'p lam da uzluksiz funksiyadir.
4 -xossa. \J(a,b)e M uchun B(a,b) = B(b,a) (simmetrik) bo'ladi.
5- xossa. B(a,b) funksiya quyidagicha ham ifodalanadi:

6 -xossa. V(a,b)e ={(a,b)e R2 :a e  (0 ;+°°),be (1;+°°)} uchun

(16.2)
0

B(a,b)= Ь 1 B(a,b~ 1) .
a + b - 1
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7- xossa. b-n  bo ‘lganda,

B{a,n)=  ” _1 -~ -2-- .. . .  — B(a,\),B[a,\) = - .  
a + n - l a  + n - 2  n + 1 a

в п/ ч (и —l)!(m  —1)!8 - xossa. B(m,n) = -------------------  (m,ne N).
(n + m — 1)!

7Г 19- xo ssa . B (a ,l-a )=  - (0 < a < l) ,  x u su s iy  h o ld a  a=  -
sin an 2

b o igan d a , В - ' 1  1 л
2 ’2

= 7Г .

16.2. Gamma funksiya va uning xossalari. Ushbu
+CO
J  x a~'e~xdx (a > 0) (16.3)
0

xosmas integral Gamma funksiya yoki 2-tur Eyler integrali deyiladi 
va kab i belgilanadi, y a ’ni

+oo

Г(а) = J  xa~le~xdx (a > 0 ) . (16.4)
0

Integral ostidagi funksiya uchun:
1) a< l b o igan d a  л'=0 nuqta maxsus nuqta;
2) a> 1 b o ig an d a  (16.3) integral yaqinlashuvchi;
3) a < 0  b o ig an d a  (16.3) integral uzoqlashuvchi;
Gamma funksiya quyidagi xossalarga ega.

1 r n  V  a 1 • 2  - 3 —  (Л7 —  1)1- xossa. Г  (a) = lim  n -----------------------. (16.5)
a(a + \)---(a + n+\)

(16.5) formula Eyler -  Gauss formulasi deyiladi.

2- xossa. (16.3) integral V ae  [a0,b()] (0 <a0 <b0 < -н») oraliqda 

tekis yaqinlashuvchi, a e  (0;+°o) da esa notekis yaqinlashuvchi.

3- xossa. Г (а) funksiya (0,+°°) o ra liqda uzluksiz va barcha 
tartibdagi uzluksiz hosilalarga ega, y a ’ni
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+оо

Г ("\а)= J  x°-'e-x(ln x)"dx (ne N)

4- xossa. Г  (a +1) = аГ(а) (a > 0 ).

5 - xossa. Г(п + \) = п\.

Г{а)Г{Ъ)
6 - xossa. B(a,b) =

Г(а + Ь)

я
7 - xossa. Г (а)Г (\ -а) = В(а, l - a ) =  0 < a < l .

sm art

8- xossa. Г n + (2/1-1)!! I v= ык, ne N.
2"

9- xossa. Lejandr formulasi: Г (а )Г  a + -  = —̂ Г ( 2 а ) .
v

16.1- misol. Ushbu integralni Beta funksiya orqali ifodalang:
a

J  xa~ \ a" -x^ -'d x , a > 0 , a> 0 , p > 0 , n>Q .
0

Y ech ilish i. B erilg an  in te g ra ld a  x = at" (t>  0) a lm ash tir ish  
bajarib ,

a a + n p -n  1

J  jc“-' (a" -x " )p-'dx = --------- J  Г  ■' (1 -  O"-1 dt
0 n 0 

ni hosil qilam iz. (16.2) form ulaga ko ‘ra
a a+nP-n / о  \
\xa-\ a"-x")M dx = ----------В B-,p
о n Vn )

a ________

16.2- misol. j x 2\]a2- x 2dx (a > 0) integralni hisoblang.

Yechilishi. Xususiy holda, 16.1- m isolda n -  2, P = —, a  = 3 

deb olsak,
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m unosabatga ega bo ‘ lam iz. G am m a funksiyan ing  5-, 6- va 8- 
xossalariga asosan,

{ 2 П  3) 16

ekanligini topamiz.

г 11 — x dx
1 6 .3 -misol. /= 1 .1  2 in tegra ln i E yler in teg ra lla ri

о V -X (x + 2)

yordam ida hisoblang.
3x

Yechilishi. Berilgan integralda ' =t alm ashtirish bajaram iz
2 + x

21 dx dt . . . . . . . .
va x = , -  = ekanligin i e tiborga olib,

3 - t  (x + 2) 6

ifo d an i hosil q ilam iz . B eta  fu n k s iy a n in g  t a ’ r if i va G am m a 
funksiyaning 4-, 6-, 7- xossalaridan foydalanib, Г(2)=1 ekanligini 
e ’ tiborga olgan holda.

1 3 n
2V6 1,2 ’ 2 J  4 V6

bo'lishini topamiz.

1 ( 1 Y '16.4- misol. J  In x p~'dx, a , ft >0 integralni hisoblang.

Y echilishi. B erilgan  in tegra ld a  In = t, (/>0) a lm ash tirish
x

bajarib , so 'ngra Gamma funksiyaning ta 'rifidan  foydalangan holda.



7  xmdx1 6 .5 -misol. (a  > 0 ,6  > 0, я > 0) integralni hisob-
J (a + bx У

lang.

Yechilishi. Berilgan integralni hisoblash uchun x = "Г-t, (t > 0)
V a

alm ashtirish bajaram iz, so ‘ngra Beta funksiyaning 5- xossasidan 
foydalangan holda,

xmdx
T —
J  t \ -

1 1 'm  + 1 ш + ,л

J (,a + bx")p nap J0 (\ + t)p 
ifodani hosil qilam iz.

-dt
bV /

~^7Bnap
\

n ,P —

Berilgan integral 0 < m + ̂  < p  b o ig an d a  yaqinlashuvchi. 
n

16.6- misol. Ushbu integralni hisoblang:

, r (x — a)m(b — x)" , n/= — -- dx (0 < a < b, с > 0) ■
{ (x + c)m+n+2

Yechilish. Bu integralda *—  = b ~— t alm ashtirish bajarib , uni 
x+ c b+c

(b -d )m+n+[
"  (Ь + с Г '  (a + c r ' i

i

j t m(\-t)"dt

shaklga keltiram iz. So ‘ngra m > -1 , n > -1 deb. Beta funksiyaning 
ta ’rifini e 'tiborga olgan holda,

m+n+\

/= (b a ) ,B(m + 1, л + 1)
(Ь + с Г +'{а + сУ+'

munosabatni olamiz.
Л.

16.7- m iso l. / = J s in m xcos" xdx (m > -\,n > -1 ) in te g ra ln i
0

hisoblang.

Y echilish i. sin x = \ft (/> 0) a lm ash tirish  b a ja r ib , berilgan  
integralni ushbu ko ‘rinishga keltiram iz:
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H osil b o ‘ lgan  in tegra lga  Beta funksiyan ing  t a ’r ifin i q o 'llab ,

I = —B
2

ifodani olamiz.

tB“x1 6 .8 -misol. /= —  dx, 0 < a < l  integralni hisob-
■ (sin x + cosx)

lang.
Yechilishi. B erilgan  in teg ra ld a  tgx = f (t>  0) a lm ash tir ish  

bajarib ,

_  I  tgax dx _  ?  fd t  
!  cos2 X (1 + tg r )2 ] ( l  + 0 2 

m unosabatga ega bo'lam iz.
0 < a < l  shartda b erilgan  in tegra l yaq in lashuvch i. S o ‘ ngra 

keyingi hosil bo ‘ lgan  in tegra lga  Beta funksiyan ing  5-xossasini, 
Gamm a funksiyaning 4- va 7- xossalarini qo 'llash  natijasida

I = B{\ + a, \-а) = аГ{а)Г(\-а)=— —
sin сот

b o iish in i topamiz.
л • n—1 I
С sin xdx

1 6 .9 -misol. 1 ~ J î + /c c o s x y   ̂ < ' integralni hisoblang.

X
Yechilishi. Bu in te g ra ld a  t = a lm ash tir ish  b a ja ram iz . 

N atijada

2" 7  t"-'dt f a  =j _  i  r t at
~  ( \  + k)n J (1+ a 2t2y

1 - к  
1 + к

v

ifodani hosil qilam iz. Bu integralda a t = y[z alm ashtirish bajarib . 
Beta funksiyaning ta ’rifiga asosan,



( I - * 1)» { 2 ’ 2 

ifodani topamiz.

16.10- misol. / = j f ln
OV

dx {p > -1 ) integralni hisoblang.

Yechilishi. Bu integralda t = In alm ashtirish bajarib,

[ i  у  +o°
In dx = J  tpe~'dt = Г (р  + 1)

x )  о
ega bo‘lamiz.

+oo

1 6 .1 1 - misol. / = J  x pe~ax \x\xdx (a>  0) integralni hisoblang.
0

Yechilishi. Berilgan integralda t-a x  alm ashtirish bajarib,

/= p j" tpe~' \ntdt—̂ a \tpe~'dt
a p J a p Ju о “ о

munosabatni hosil qilamiz. Bunda birinchi integral p+1 >0 argumentli 
Gamma funksiyaning hosilasini beradi (G am ma funksiyap +1 >0 da 
istalgan  tartibdagi hosilaga ega), ikkinchi integral esa Г(р+1) ni 
ifodalaydi. Shunday qilib,

/ = r ' ^ + 1)- ,n V ( P + 1 ) .
,p+l J+p

d  ( Г ( р  +1 ) '  
dp  I ap+'

bo'lad i.

Mustaqil yechish uchun misollar

Integrallarni Beta va Gamma funksiyalar orqali ifodalang:
+oo

16.1. J  Xp-'e -axdx, p >  0, a  > 0-
0

+oo

16.2. J  xp~' c o s a x  dx, \>p >0 .



- 1

16 .3 . * X 1
[ — ---------- dx, р > ~ , b> О a + 2\[b>0-

1 ( х 2+ах + ЬУ 2

+~ ~̂ 2
16.4. J  6 dx, пе N, а >  0 .

о х

+°° а-1 I
16.5. \Х , 0 < а < 1 .

J 1 + х

+~ +Г fix 1 J
16.6. f Р  >  0 . 16.7. f а х 4 . 16.8. Г Д _ ,

-I О 1+*
I

16.9. J x “ ( l - x ^ ) l dx, /3>0, а > —1, v > —1.

16.10.
-х

16.12. f S1" Х dx, р >  1.
J  I 4 - Р Л С  V

16.13.

1 + cosx

r sin“ 1X cos^ 1X , _
- „ dx. В, a  > 0 • 

'  (s inx + cosx )“+̂

sin“ 1 xcos“ 1 x
16.14. г——; Г-----dx, 0 <ab, 0 < a .

'  (a s\n x + b cos x )a

16.15. f -----Sm' X , dx, 0<|/J|<1.
O(l + j3 co sx )2

16.16. 0 < « < 6 ,  0 <c .
J (ДГ + С)’

Eyler integrallaridan foydalanib. integrallarni hisoblang:
2   +«o 4̂ ^

16.17. \ x 4 4 - x 2dx. 1618 J  X dx
0 O '1 + x)
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16.19. f dx , n>\.  
v  \-x"

2 dx U 1 « i  dx16.20. f dx . 16.21. f ------------------
l l j x 2( 2 - x )  i \](2-x)(\+ x)3

16.22. | з / ( 2 - х ) 2( х - 1  )dx- 16.23. J  Iх 1
i i V 2 —x

x  - 1  с/х

X ( 1 + x ) 3

16.24. f ______ 16.25. [ X̂(l x)3 dx ■
о (2 -  x)yjx2 (\ -  x) i  (*  + 0

1 6 . 2 6 . 7  &  , 6 . 2 , . 7
| (1 + * )3 i ^ + 1

1 1-a /i \a
16.28. f *  -1  < a  <2 •

{ (1+ x)3

1 6 .2 9 .7  J *  lnxdx . 16.30. f Y Ых dx, a  < 1 •
J 1 + r , 1 + x2

16.31. f l „ 1+J= * ______ 1 6 .3 2 .7 'СГТ|п(д;- ' ) * .
-I 1 - x  V ( l - x ) 2( l + x )  I x ‘ + 3 x

l £1 1  +T ln2x^x16.33. a *  О-
о *  + «

+ °° « - I  i +oo n r—I i  2

16.34. f X с/х , 0 < a < l .  16.35. \ x ln x dx
о 1 + * о 1 + *

16.36 7  xp+'dx

W r  p < 2 ‘

tg“x  с/х
16.37. f g 2 с/х, 0 < a  < 1 .

* ( s inx  + c o s x )
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« г  л 2«-1

16.38. J *  2 dx- 0 < а < 11 + х

2

16.39. J  sin4 х  cos6 х dx
о

Tengliklarni isbotlang:

16.40. д ( р ; ? )=  j f — dx, p >  0, q > 0

16.41. [ tg3axdx = — —— ,|ct| < —
J„ 2 cot 4 1 30 cos —

2

' 1  л
, p > 0 .

16.43.
о (1 + * )

16.44. J  e~x dx J  x 2e~* dx =

16.45.

0

• i I 2

8 V2

r dx г x 'd x  , n
1 ^ 7  U Г 7  4 '

+°° .

16.46. J  x p~' sin axdx = р Г (р )s in - —, |p|<l •

16.47. 1 d Н ? - а Г л  = Г ( 1 - ^ ) . ( х - а Г - “ 
Г (1 -а )  dx * ( x - t ) a Г (1 - а -/ | )

0 < a < l ,  0< jU < 1.

16.48. 1 d W ~ a^ d t = 0 , 0 < a <1.  
Г ( 1 - а )  dx• ( x - 0 a
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M isollarning javoblari 

16.1. r (p ) . 16.2. 1 Г (р )co s77

16.3. JK
1

yfa(a + 2^fb) Г(р)

16.4. 2 2 а  2Г

16.8. -1 в
a

, 1-

f  n Л. 16.5. a
{ 2 , sin а я

Г
и

. 16.9. ‘ 4

16.6. Г(р) . 16.7. л:

2V2

a  + 1

P
,v  + l

16.10.6(^3- a ,  a )

1 6 .1 1 .1 B / 1 2 Л 
a  + ,

3 3
. 16.12.27' 'S

p - 1  /7 + 1

В
16.13. S ( a ,  /?). 16.14.,

a  a
"2’ 2 . 16.15-----^ _ 5 ( - , - ) .

(1 - ^ ) 1  4  42(a,b)a

16.16.  * ( * ~ fl)2___  . 16.17./?, 16.18. . 16.19.—
8 {a + c)2(b + c)2 i j l . К n sin — 

n

16.20. 2 я  . 16.21.Я V2  . 16.22. 2n . 16.23.я  ^
V 3  9 V 3  1 0 0

16.24. 2^ ( ^ 2 - 1 )  • 16.25 .З я 2 4 . 1 6 .2 6 .S ( - ,  J
.7  5,

V i

16.27.
sin a n

16.30. я

. а л  sin —
2 2

4 cos"
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16 .33. к
In- .<11 +

7Г . 16 .34. п" cos an  
sin2 a n

.a  «  ^ 2  (1 + cos' an)  ( l - « )16.35. n  . 16 .36.л: . 16.37.7T
sin an sin an

n 3 n16.38. v . 16.39.
2 sin сот 512

a
sin an
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