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SO'Z BOSHI

Mazkur go'llanma «Matematik analiz» fani bo'yicha o'quv-uslubiy
majmuaning tarkibiy gismlaridan biri bo'lib, unda matematik analizning
anigmas integrallar, aniq integrallar va ulaming tadbiglari hamda ko‘p 0'z-
garuvchili funksiyalar bo'limlari bo'yicha asosiy tushunchalar keltirilgan.

O'quv go'llanma to'rt bobdan iborat. Birinchi bobda boshlang'ich
funksiya va anigmas integral garalgan hamda integrallash usullarining
barchasi ochib berilgan. Qo'llanmaning ikkinchi bobi aniqg integral, uni
hisoblash usullari bo'yicha mavzularni 0'z ichiga olgan. Uchinchi bobda
aniq integralning fizika, mexanika. iqtisodiyot kabi sohalarda uchray-
digan masalalarning yechilishiga tadbiglari garalgan. Oxirgi, to'rtinchi
bobda R' fazo, ko'p o'zgaruvchili funksiyalar, ularning limiti, uzluk-
sizligi, xususiy hosilalari, differensiallari, yuqori tartibli xususiy
hosilalari, ekstrimumlari garalgan.

0O’z navbatida, har bir bob tegishli paragraflarga bo'lingan bo'lib,
har bir paragraf mavzuga taalluqli asosiy ta'riflar, tasdiglar, teoremalarni
0'z ichiga oladi, shuningdek, ulaming har biri an’anaviy misollarni
batafsil tahlil yordamida yechish orgali namoyish qilingan. Qo'llanmada
jami 198 ta misol va masalalar yechilgan, 1566 ta mustaqil yechish
uchun misol va masalalar tavsiya gilingan hamda ularning javoblari
berilgan. Hozirgi vagtda amaliyotda bir necha yaxshi rivojlangan
matematik dasturlar (Mathcad, Maple, Mathematica, Mathlab va h.k.)
matematik masalalarni kompyuter imkoniyatlaridan foydalanib yechish-
da samarali natijalar bermoqda. Shu an'anadan chetda golmaslik uchun,
go'llanmada ba'zi bo'limlar bo'yicha misol va masalalar yechishda
«Maple» tizimining go'llanilishi va uning qulayliklari namoyish etilgan.

Ushbu qgo'llanmani yozishga mualliflarni undagan narsa, ularning
ko'p yillar mobaynida Samargand davlat universitetida matematik analiz
kursidan olib borgan ma’'ruza va amaliy mashg'ulotlarida orttirgan
tajribasi natijasidir. O'ylaymizki, go'llanma o'z o'quvchilarini topadi va
boshga mavjud o'quv adabiyotlari gatorida matematik analiz kursining
aytib o'tilgan bo'limlari bo'yicha ularga bilimlarini oshirishga ko'mak
beradi.

O'quv go'llanma hagidagi fikr-mulohazalar, undagi mavjud kamchi-
liklar bo'yicha takliflarni mualliflar mamnuniyat bilan gabul giladilar.



| bob. ANIQMAS INTEGRALLAR

I-§. Boshlang'ich funksiya, anigmas integral tushunchalari.
Anigmas integralning sodda xossalari. Anigmas integrallar jadvaii.

1.1. Boshlang‘icli funksiya tushunchasi. Anigmas integral.
Harakat boshlangandan o'tgan t vaqt ichida moddiy nuqta s(i) yo'l
o'tgan bo'lsin, u holda, V() oniy tezlik, s(t) funksiyaning hosilasiga teng,
ya'ni 9=i'(0- Amaliyotda teskari masala ham uchraydi: moddiy
nugtaning V(t) harakat teziigi berilganda, uning bosib o'tgan s yo'lini
toping. Amaliyotdagi bunday masala, /(x) funksiyaning boshlang'ich
funksiyasi tushunchasiga olib keladi.

f(x) va f(x) funksiyalar biror x (ochiq yoki yopiq: chekli yoki
cheksiz) oraligda aniglangan bo'lib, ular

F\x) =/(x) (1.1)
munosabatda bo'lsin.

1.1-ta'rif. Agar f{x) funksiya  biror X oraligda
differensiallanuvchi bo'lib, Vxe x lar uchun (1.1) tenglik o'rinli bo'lsa,
u holda f(x) funksiyada X oraligda /(x) funksiyaning boshlang'ich
funksiyasi deyiladi.

l.2-ta'rif. Agar /(x) va f(x) funksiyalar ar=[a;6] kesmada
aniglangan va \/xe(@b) uchun F'(x)=f(x) yoki dF(x)=f{x)dx bo'lib, a
va b nugtalarda F(a+o0)=f(a). F'(b-0) =f(b) tengliklar o'rinli bo'lsa, u
holda, r(x) funksiyaga X =[«. A kesmada f(x) funksiyaning boshlang'ich
funksiyasi deyiladi.

1.1-teorema. Agar f(X) va «(x) funksiyalar A' oraligda differen-
siallanuvchi bo'lib, ularning har biri /(x) funksiyaning X oraligdagi
boshlang'iya funksiysi bo'lsa, u holda, f(x) va «(x) funksiyalar X da
bir-biridan o'zgarmas songa farq giladi, ya'ni

D(x) =F(X) +C, xeX.

Agar /(x) funksiyaning x oraligda biror f(x) boshlang'ich funk-
siyasi ma’'lum bo'lsa, uning boshga istalgan boshlang'ich funksiya
f(x)+c formula orqgali topiladi.



1.3-ta'rif. /(.r) funksiyaning X oraligdagi barcha boshlang'ieh

funksiyalar to'plamiga, /(x)funksiyaning anigmas integrali deyiladi va u
Jf(x)dx

kabi belgilanadi, bunda J - integral belgisi, f(x) - integral ostidagi
funksiya, f(x)dx esa, - integral ostidagi ifoda deyiladi.

Agar f(x) funksiya X oraligda f(x) funksiyaning biror bosh-
lang'ich funksiyasi bo'lsa, u holda f(x) funksiyaning anigmas integrali

I/ X)dx=F(x) +c (C - ixtiyoriy o‘zgarmas son)

yoki

If(x)dx={F(x) +C}
kabi yoziladi.
I.I-misol. Berilgan oraligda berilgan f(x) funksiya berilgan /(x)

funksiyaning boshlang'ieh funksiyasi ekanligini ko'rsating va anigmas
integralini yozing:

1), F(x)=%j, I(X) =x\ X =(-ma=r;

2) F(x) = , F(0- cosaX(a=const), X=(-«,<)=17;
3) F(x)=Ji~7, f(x)=--TL=, ar=(-19;

4) F(x) = 1(X)=V?, X =(0;00);

5) F(x) =Vx-cos(x+1), /(x) :5/;+sin(x+l), X € (0;+a>).

Yechilishi. 1) f(x)=x3 funksiyaning JT=(-10,c0)=r oraligdagi

boshlang'ieh funksiyasi f(x) ="~- bo'ladi, chunki = =x\
4
Demalk, j\xajx:T +c .

2) | (X) =cosax (a- const) funksiyaning R dagi boshlang'ieh funksiyasi
F(x)=~?- bo'ladi, chunki F(x) = =cosax =f(x). Demak,
fcosoxA=""+C.

J a

3) ftf=- x funksiyaning A=(-i;i) oraliqdagi boshlang'ieh
VI-x2
funksiyasi F(x)=Vi-x2 bo'ladi, chunki F<x)=iVi-x2)1=--=2== =/ (x).
M



Demak. \-,—x dx=yli-x" +c
4) /(x)=V7 funksiyaning J1=(0x>) oraligdagi boshlang'ich

funksiyasi f(x) =] V7 boMadi, chunki P(x)=f] 7?’j =4x =f(xX\ Demak,

5) f(x) :El\./)z(+sin(i+il) funksiyaning N'e(0:+°0)  oraligdagi

boshlangMch funksiyasi F(x)- -JIx-cos(.v+l) dan iborat boMadi, chunki
Ir(x) = (Vx-cos(X +1)) = -~= +sin(v+ )= f(x) .
2w
Demak, =+sin(Xx+i)jrfx =-/x-cos(x +i)+c

1.2-misol. /(n) funksiyaning, grafigi berilgan n{x0y,) nugta orqali
oMadigan, boshlangMch funksiyasini toping.

1) /(x) =xJ, A(2; 2); 2) /(x) =sinx+0-x ,n]y;3".
Yechilishi. 1) /<x)=x5 funksiyaning A =(-«, «)= r oraliqdagi
4
boshlangMch funksiyasi F(x)=T+c dan iborat boMadi, chunki
F'(x)="-+cj =x5=/(x). Endi C o'zgarmas sonni topamiz. F(X)=x~+c
funksiyaning grafigi A(2 2) nuqgtadan o‘tsin. x=2,>=2 lami F(X) va x
laming o‘rniga qo'yib, 2:%+c tenglikni hosil gilamiz, bunda c =-2.
Demak, F(x)=— 2.
w4
2) /(x) =sinx+7Fx funksiyaning N =(-00,00=a oraliqdagi
boshlangMch funksiyasi F(x)=-cosx+K x2+c¢ dan iborat boMadi, chunki

4 8 4
IT'CT)= (-cosx +T_"x~+Cy:sinx+— x =f(x). ' F{x)=-cosx +I_:| o +C

nl
funksiyaning grafigi 4fy ;3] nugtadan oMsin. x=*,y =3 larni f(x) ning

ifodasiga qo'yib, 3=-cos~+-~r"-j +c ni hosil gilamiz, bunda ¢ =2.

Demak, f(x)=-cosx++ x2+2.



1.2. Aniginas integralning asosiy xossalari. Elcincnta
funksiyalarning anigmas integrallari jadvali.

10. / (x) funksiya x oraligda boshlang'iehfunksiyaga ega bo'lsa, u
holda, Vxe.r uchun
d{jf(x)dy)=f{x)dx (1.2)
tenglik o'rinli bo’ladi, y a 'ni differensial belgisi d, integral belgisi j dan
oldin kelganda d va J belgilar o'zaro qisqarib integral ostidagi
ifodaga teng bo ‘ladi;
2°. Funksiya differensialining anigmas integrali, shufunksiya bilan
0 zgarmas sonning yig ‘indisiga teng, ya 'ni
JAF(X) =F(X)+c vyoki jF'(X)dx= F(x)+c (C - const) (1.3)
tenglik o'rinli bo'ladi, ya'ni J integral belgisi, d differensial belgisidan
oldin kelganda, j va d belgilar o ‘zaro qgisqaradi, lekin bu holda, F(x)
funksiyaga ixtiyoriy o zgarmas son ¢ ni qo ‘shish kerak.
3°. Agar f (x) va g (x) funksiyalar x oraligda boshlang'ieh
funksiyalarga ega bo 'lib, nsay lar haqiqiy o ‘zgarmas sonlar bo 'Isa, u
holda a/u) +m?u) funksiya ham shu oraligda boshlang'ieh funksiyaga
ega bo 'ladi, hamda
JU (X)) +1g()IE&=JTjf(x)dx+ji jg(x)dx (1.4)
tenglik o ‘rinli.
1.2-eslatma. (1.4) formuladagi tenglik, shartli ravishda, ya'ni
tenglikning o‘ng va chap tomonlari o‘zaro ixtiyoriy o'zgarmas son
anigligida teng, deb garaladi.
Sodda elementar funksiyalarning anigmas integrallari jadvali
go'yidagichadir:
1 Jo dx=cC.

2. fl dx=x+cC.

re
3. x*dx=-— +C (a P-I).
J a+1l

4. B—dxz inbl + C (x ® O).
X

5 \ax dx=— +C,0<a*\, \exdx=ex+C.
J Ina 1



6. Jsinxdtr =-cosx + C.

7. j cos XdX —sin n+C.
8 f—\—adx=tgx+C [XCDE+HI'1 n=0+l....

9. f——dx=-ctgx+C (x ®ns,it=0,t1,
1sin-x
10. Jshxdx = chx +C.

11. Fcltxdx = shx + C.

12 f—\r-dx = thx+C.
1h'

h*x
13. f— dx=-cthx+C.
>h x
* [ _dx 1 X | X
14, —5-—-—-- = —arctg—+ C = — arcctg—+ C.
Jx +a-~ a a a a
15. J ,dx=j-In~-~+C .
x2-a?2 JZa
T dx X X
16. ———----- - arcsin—+ C = - arccos—- <a
\la2—x 2 a a

17. f —2——dv=In|x+\g~+a2pkC, Ix> lal
JVx2+a?2 1 1

Anigmas integralning ta'rifi va xossalaridan foydalanib, quyida
berilgan ba’zi anigmas integrallarni hisoblaymiz.
1.3- misol. jx2(x+2)(x-3)dx integralni hisoblang.

Yechilishi. Anigmas integralning 3 - xossasi, hamda jadvaldagi 3
- formulaga asosan:

JIX2(r+2) {x-3)dx =j(x4-x 3- 6x2}i1;=y -y -2 x 3+C bo'ladi.

Tekshirish. Topilgan boshlang'ich funksiya hosilasining integral
ostidagi funksiyaga teng yoki teng emasligini tekshirib ko'ramiz:

— -j--2x3+Cj =x'-x'- 6x2+0=x2(x2- x- 6)= X2(x +2)(x- 3), x€R.

Demak, berilgan funksiyaning anigmas integrali to'g'ri topilgan
ekan.

Misolni Maple tiziniidanfoydalanib yechish:

> Int((x)A2*(x+2)*(x-3),X)=int((x)A2*(x+2)*(x-3),X);

Ix2(x+2) (x- 3)dx=Y - — - 2x3.

1.4-misol. J[(-x—y +-)<&] integralni hisoblang.
Vx X X ]



Yechilishi. Integral ostidagi funksiyaning aniglanish sohasida,
anigmas integrallarning 3-xossasi hamda integrallar jadvalidagi 3 va 4-
formulalarga asosan,

fl| —----—+ —dxl = 4fx_3<£t-2fx~2dx + 3\ —dx = +3Inxl+C , x @0
4x3 x2 x J J J J X X- 0 *

ekanligini topamiz.

Tekshirish. Topilgan boshlang'ieh funksiya hosilasining integral
ostidagi funksiyaga teng yoki teng emasligini tekshirib ko'ramiz:

|— +- +3In|x]+c] =4— "K+-. Demak, anigmas integral to'g'ri
Vx2 X J X Xt X
topilgan.
Misolni Marie tizimidan foydalanib yeckish:
> Int(4*(X)A(-3)-2*(X)A(-2)+3/x,x)=int(4*(x)A(-3)-2*(x)A(-2)+3/x,X);
r4 2

3 2 2
.......... T+ 2dx = —*- +_+3|n(x)\./
Jx  x- v X- X

1.5-misol. fM+Y +27 dx integralni hisoblang.
N n/16-x"
Yechilishi. Integral ostidagi funksiyaning aniglanish sohasida,
anigmas integralning 3 - xossasi. hamda integrallar jadvalidagi 16 va 17
formulalaridan foydalanib,

=f ~——Ar+2f , *.. dx=arcsin—2+In|>1+n/x2+4]-]v—c.x¢¢4

ekanligini topamiz.
Tekshirish. Topilgan boshlang'ieh funksiya hosilasining integral
ostidagi funksiyaga teng yoki teng emasligini tekshirib ko'ratniz:
arcsin—+ 3 In|x+n;;'7 +4 +C = ———%————+-t —————— 2 Pj4+ X\‘ +,X&— N= _V__)_(_@:_A: anlazxt
\% a ' ' N n/4-x2 (X +n/4+ x2]-n/x2+4 n/16-x
Shunday qilib, integral ostidagi funksiyani hosil qildik, demak
anigmas integral to'g'ri topilgan.
1.6-misol. \ctgxdx integralni hisoblang
Yechilishi. Integral ostidagi funksiyaning aniglanish sohasida,
anigmas integralning 3— xossasi va integrallar jadvalining 9 —
formulasiga asosan:
\ctg'-xdx= [\—}— 1\dx=-ctgx-x+c, xe R bo'lishini topamiz.
J vsin X )
Tekshirish. Topilgan boshlang'ieh funksiya hosilasining integral
ostidagi funksiyaga teng yoki teng emasligini tekshirib ko'ramiz:



(-ctgx-x +C) = — - 1=ctg
sin x

Demak, anigmas integral to‘g'‘ri topilgan.
. 2% 4 5% . A
1.7-misol. 3~ ax integrallarni hisoblang

Yechilishi. Anigmas integralning 3-xossasi va integrallar
jadvalning 5- formulasidan foydalanib,

[2-— dx= f— dx+\— cx= \5-xd x+[2"ix =- - ——-— +C, XeR,
1 10 Js5" S2' > 1 In2  In5

bo'lishini topamiz.
Tekshirish. Topilgan boshlang'ich funksiya hosilasining integral
ostidagi funksiyaga teng yoki teng emasligini tekshirib ko'ramiz:
5" 4l =Lt 245"
N2 In5 J 2¢ 5 10°
Demak, topilgan boshlang'ich funksiyaning hosilasi integral
ostidagi funksiyaga teng ekan.

Mustaqil yechish uchun inisollar
Quyidagi funksiyalarning bitta boshlang'ich funksiyasini toping.
1.1. f(x) = 5x4. 1.2. 2) f(x) =cos2x. 1.3. 3) f(x) =e'~&

1.4. 4)f(x)=ctglx. 1.55)/(.r)=— --—1-25. 1.6.6)/(x) = VX +VX.
COS' 3x

Berilgan oraligda r{x) funksiya fix) funksiyaning boshlang'ich
funksiyasi ekanligini ko'rsating va anigmas integralini yozing:

1.7.DF(X) = 2l — . 1.8.2) f(x) = ctg25x.
oot 3
1.9. 3) /(x)=3(3x +5)4. 1.10.4) / (i) =sin2x-cosx.
111.5) A%)=fsin2-2sin3-T- 1.12.6)/(x)=In-"x-In -x.
K

f[x) funksiyaning, grafigi berilgan /(xn,r,) nugta orqali o'tadigan,
boshlang'ich funksiyasini toping.
1.13.1) / (x) —x2, A(3;2).

1.14.2) f(x) =cosx+2x , J1|--3].
1.15.3) f(x) =ex+sin2x , ,-Ifo;™-'].

1.16.4) f(x) =~ +2x , Ae, 1).

10



1.17.5) /(*) =2cos! | . A(0J).
1.18.6) f(x) =e>tix-4sin(2x+3), a(—2 ,0
Agar F(x) funksiya f(x) funksiyaning boshlangMch funksiyasi

boMsa, berilgan funksiyaning boshlangMch funksiyalarini toping.

1.19.1)5/(51). 1.20.2)3/11 . 1.21.3)-4/(-4x +3).

1.22.4) 3/(-3x +2). 1.23.5) j/N | 'v+Tj. 1.24.6)cf(ax +b).

Quyidagi integrallarni hisoblang:

1.25. \4.x1dx. 1.26. jy .
1.27. |(SIc3- 2x~ +3x-%)dx. 1.28. ] ~6jf ~ +4dx
1.29.\2x ~5x ~ +17 dx. 1.30.if*5--4rT ™.
x\Ix \ x J
Quyidagi integrallarni hisoblang:
1.31. 3(x- Y(x+2) 1.32. Ix: (x+ )(5x—3<c
L33.Jtf7(8*E-1)A. IM \~S-dx.
X\ X
1.3510 -~ -d x. i.36.fI"<&.
JVA+3 JVI-5
Kuyidagi.integrallami hisoblang:
1.37.jV<&. 1.38.353 e dx.
1.39.{5-:n. 1.40. J32*72,<c
1.41. 36 (61+4)dx. 1.42. 33 - DE" +\)dx.
Quyidagi integrallarni hisoblang:
1.43./8 cosxdx. 1.44.
1.45. f— - dx 1.46.f1 dx.
5sin~x JVcos*x sin X
1.47. 1.48. n.
€os* x J sin" it

Quyidagi integrallarni hisoblang:



1.49. f -
Jcos' xsin2X

1.51.f B .
Jsin" x + cos2x

1.53. J(ctgx- tgxf dx.

1.50. f—— — A.

1 6sinx

1.52. \x~ Ac[8 'x dx.

cos* v

1.54.

Quyidagi integrallarni hisoblang:

1.55. c\+yn~x2 ,

1.59. rv~+9-67
J  x2+9

1.56 f/\ll'l'l rira4+x-

, 60.
J 16-n:4

Quyidagi integrallarni hisoblang:

1.61. F3*—ux

jI+n
t?
1632y 7y

165. f—LI-/1.
J 16-|§|'2

1.62.J \ 2jf, dx.
X" (1 —J7)

164.fN & .
9—v

1.66.
X +4v

Quyidagi integrallarni hisoblang:

1.67. f 2dx—

*'ch X sh x

1.69. Jsh2xdx .

1.71. fth 2xdx.

1.68.2) J -7 -/

i ch xsh'x

1.70. jch'xdx.

1.72. jeth xdx.

Quyidagi integrallarni hisoblang (a*0):

1.73.
1.75. Jcos(ax + 6)<iv.

n r
"W R a

179 € %
J 4 v

dx
a‘+b2x2

dx
4 a b+ B2
t.85. — * =
Ua?2-b

dx

13b2

1.74. Jsin(a,v + A)(ir.

1.16.jb‘adx. b*\,b>0.

1.78. f4r

J st ax

1.80. 5 [ax + b)“ dx.

1.82.3 n
b2x2

1.84. fVTTAVdr.
3

1.86. j\la2-b x2dx.

1.8 8. | shaxdx.



1.89. Jsli'axdx. 1.90. Jhaxdx.

dx
1.93.J
1.91. Jch2axdx. 1.92. Bm'ax sir ax
Quyidagi integrallarni hisoblang:
1.94.JV"Vt, 1.95. J(i2.r-5)7av 1.96. | VOX+7dx
. dx
i 1.99.
1.97. j cosbxdx. u J (6-5%)4
00.\ 3= 1.101. § & 1.102. =
1.100. Njg7 T T bx+s BN T 3%
dx
jby": 1.104.J 1.105. *
1.103.jby" :dx. 9+ 259" {25—16X2
d
1.106. 1.107.] * 11083 &
JAx' -9 \fi5 - 9x2 e+ 250
Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari
1.1. F(X)=x5.1.2. F(X) =—sin2x. 1.3. F(X) = u 1.4. /r(V) =~In|sin34

1.5. F(x) =-fg3x +- — . 1.6. F(x) =-XVX +yxVx. 1.7.2n- igix +C
) 3g 31n2 0 3 X g
1.8.- —¢fgsx- v+C. 1.9.1(3n +5)5+C. 1.10.- ~cosx- ~c’s3v+C.
1.11. —X— sindx+C. 1.12.|— +C. 1.13. —-7.1.14.sinx +x2+2-"—
nx
1.15. e —20082x +3..1.16. Iriilhxz- e2 1.17. x+sinx+3

1.18. ie32+2sin(2.r+3)-2,5. 1.19.F(x). 1.20. 1.21.F(-4x+3)
1.22.-F(-3x+2), 1.23.|a{L*+7) 1.24.-F(ax+6). 1.25. jx8+c.

1.26.— -r +C. 1.27.—x3—%X3+4§—v: - 8x+C.
4x ]

1.28.-X4+ -x3 x~ +4In|x] +C. 1.29. —x7/2 -6x® +7INd+C
4 3 5 1 7

1.30.-— 4x-4r +C 1.32.x5+ --x 3+C
4 X 2

1.33.4x2 gx%+C. 1.34.%- 6yfx +3INXd+-j= +C. 1.35."3:X32—3.X+C
-Jx

]5)(4'3—25X+C 1.37. — +C 1.38.7171 +C
In8 3In5+1

1.39.M+C 1.40.i51+i +c. 1.41.6*&6' +8)+C. 1.42.3 +3 +C.
In5 2° In2 IN6 In5

1.43. 8sinx+C. 1.44.-icosx+C 1.45.-~rctgx+c. 1.46. 2rgx+ Sfgx+C
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1.47.5rgx-4sinx+C. 1.48.-7fgx +x2+C. 1.49. tgx-ctgx+C.

1.50.-JCOSx+C, 1.51.tgx+C. \.S1.tgx +4ctgx+C, 1.53.tgx-ctgx-4x +C,
1.54 (x+tex)+C.1.55. arcsin—+ x+C. 1.56. arcsin—+C.
2y s 2 4
1.57. arcsin™In]x +-3x2+4 |+ C. 1.58.1n]x+>/x2-3] +C.
1.59. In|x+V7+9]-2arcrg—+C. 160,~arctg—+C. 1.61. x + 2arctgx + C.

+
1.62. -In --+C.163. -Larclg~ --+C.1.64.i||’13 X-x +C.
2 1+x X S V5 X 3

1.65. 2arctg—In x-2 +C. 1.66. —— —arctg—+C, X*0.
32 X+2 4x 8 2
1.67. —clAx- thx+C. 1.68. tlix- ctlix+C. 1.69.%sh2x— ?X+C.

l.YO.Zsh2x+Ex+C. 1.7X.x-thx +C. 1.72.x-cthx +C.1.73. -e‘'*+C.
a

1.74. —e0S(cix+ h)+C. 1.75.-sin(ax+6)+C, 1.76.1-—+C, b\ ,b>0.
a a a Inb

1.77. —tgax+C. 1.78.-lc(gax +c. 1.79.1 inlax+ mn\+C.
a a a

: "
}.o%n.-lgé-tg-)f--& cor.dr. - arctg bx, C=-t arcctg bx, C.
a(a +1) ab a ab a

1.82.— in®"™ ic 1.83 —\muxs slaz+ 622 C. 1.84, 122"
2ab  a—bx

. b
+— Inlbx+ yla2 + b2xI1\+ C. 1.85.1 arcsin— +c=- Xic
2b | ] b a b a

1.86. +— arcsin— +C. 1.87. —ni&c+\Ib2x2-a 21+ C.

2 2b a b | ]
1.88.-cfaix+C. 1.89.A7--+C . 1.90.1shax+c. 1.91, Sh2ax*x+c
a 4a 2 a 4a 2

* "4+C.1.95.-1(12x-5)8+C.
3 %

1.96.— J(9x+7)3+C. 1.97.—§in5x+c. 1.98. jcos™j - 3x1+C.
—-—-—1r+C. 1.100. -\1(9%-7)2+C. 1.101.Iln|16x+5!+0
15 (6-5x) 6" 6
1.102.-1In(7-5x) +C. 1.103.~1 +C. 1.104.-larctg—+C.
31n6 15 3
1.05—1n > ™. c 1.106.—in 22X +c
40 5-4x 12 3+2x
1.107. garcsir}?fs)—(— I-C. 1.108. Ignlsjc+ VI6+ 252 C.
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2-§. Integrallash usullari

2.1. 0 4&garuvchilarni almashtirish usuli. 0 ‘zgaruvchilam
almashtirish usuli anigmas integralni hisoblashning eng muhim
usullaridan biri bo‘lib, unda hisoblash talab gilingan integral, hisoblash
uchun qulay (oson) boMgan integralga almashtiriladi, u esa, quyidagi
tasdigga asoslanadi:

| =<p(x) funksiya biror X (interval yoki segment, yarim o v/ yoki son
o'qi) oraligda aniqlangan va differensiallanuvchi bo'lib, uning
giymatlar to ‘plami 1- /! bo‘Isin. T to plamda git) funksiya aniglangan
bo ‘lib, uning uchun () funksiya boshlang ‘ichfunksiya bo 'Isin, ya 'ni

\g{t)dt =G {t)+C. (2.1)

U holda X to'plamning hamma nugqtalarida G[g(*)] funksiya

al<Pe)\(p\x) funksiya uchun boshlang'ich funksiya bo 'ladi, ya 'ni
Jg [<pyx)]<p\X)dx = G[<p{x)] +C (2.2)

Ushbu
\f(x)dx (2.3)
integralni hisoblash talab gilingan boisin. Ko‘p hollarda, yangi
o'zgaruvchi sifatida shunday differensiallanuvchi t=<p( funksiyani
tanlash mumkin bo'ladiki, bunda
I ixydx = g[(p(x)]tp'{x)dx (2.4)
tenglik o'rinli bo'lib, g(t) funksiya, fix) funksiyaga nisbatan oson
integrallanadi, ya'ni
\g(t)dt=G(t)+C

bundan t-tpu) almashtirish natijasida hisoblash talab qilingan

integralni hosil gilamiz:
it ()dx =G[<p(x)]+C (2-5)

(2.3) integralni  hisoblashning bu usuli, o'zgaruvchilam
almashtirish usuli deyiladi.

Albatta, integrallashning bu usuli hamma integrallarni hisoblash
uchun ham go'llanilavermaydi. Integrallarni hisoblaganda,
o'zgaruvchilami almashtirish usulini go'llashda, almashtirishni to'g'ri
tanlash hisoblovchining mahoratiga bog'liq.

Misol uchun, fko'rinishdagi integrallarni hisoblashda,
3¢y

albatta, t=<p(x) almashtirish, olish kerak:
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JEANA =TEEI®) =P =(InM+c )] Ink,w| +¢ (2.6)
J e (x) J AKX J 1

Shu tipdagi integrallar turiga fctgxdx ham Kkiradi:
fclgxdx = {XSLi,r?I'_yde: Inlsin x]+ C .
J J siny
Ba'zi hollarda, integralni hisoblashda, o'zgaruvchilarni
almashtirish usulini qo'llash uchun, avvalo, integral ostida funksiyaning

ihaklini o‘zgartirish magsadga muvofiqg bo‘ladi. Masalan, j-smxdx

ntegralni hisoblashda. siiix=2siii*cos| tenglikni e'tiborga olib, integral

ostidagi ifodaning shaklini o‘zgartirib, (2.6) formulani e'tiborga olsak,
latijada

Joo om=F 1 O

sm X

Dsin X cos X
2 2

1—1 A =-a-n=ai+<lg =Y +c (2.7)
P — H 2

2tg =68

2
bo'lishini topamiz.
2.1 - misol. Quyidagi integrallarni hisoblang:

W\ 3)jtg’<pd<p;  3)| ~+-—. x>0
o I + 3sin.v

x2+1
5)JxVa - xdx; 6)\— jAL==;

7)f- x.
tQla+t: Vx6- 7X' +X:

Yechilishi. 1) J*”~ integralni hisoblashda t = x3 almashtirishni
13- x

olish qulay. Bu almashtirishni bajarib, integrallar jadvalining 15
formulasiga asosan, quvidagiga ega bo'lamiz:

dt =bx dx, x'dx:—3dt.

rx'dx _ 1r dt 1r dt in -Vs +c -73 +e
3-x6 3J3-/2 BV -(V3)2 6T3 t+Vs 673

Misolni Maple tizimidanfoydalanib, yechish:
> f:=(xA2)/(3-xA6);

x2
T 3. x
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-dx
3-.7T6

> int(f,x);

- ,/3 arctanh

> Int(f,x)=int(f,x);
i

1
dx =- ®3 arctanh
3-,r

a l/COSXdX integralni hisoblashda f=i+3smx almashtirishni olish

I+ 3sinx

magsadga muvofig boMadi. Bundan
dt = 3cos xdx, cosxdx=-dt,
3
I

1fu 1fr. 1 .
o= o f o p = - U 2dt=- 2f2+C = —VI+3sinx + C.
+3sin.Y  3-*V7  3* 3V y/=13sinx 3

Misolni Maple tizimidaitfoydalanib yechish

> fi=cos(x)/sqrt(l+3*sin(x));

o cos( /1)
IT + 3sin(x)
> Int(f,x);
cos(x) )
«/1+ 3sin(.r)
> int(f,x);
(f.x) 2
-IT +3sin(.r)
> Int(f,x)=int(f,x);
cosfx)
3) j tg3pdip integralni hisoblash uchun <p=arctgt, i =ty almashtirish

olamiz va

dp= — — dt, \tgi <dp=\-~-T dt= \[t----- ydt=—-1LfII+f)=
- 1+r ¢ J1+f2 4[ 1+t7) 2 23 5+r)

=i Der ke =<92-1‘P---§1||+(g33|+c= ‘9 Fr InjcosptC

boMadi.

NAafANGAN DAVLAT
UNIVERSITETI

Ahborot-re<' ) mark**!
"TTToT/7
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4) fVI1tl— dx integralni hisoblashda r=i+inx almashtirish olamiz.
1 X

Natijada
dt=dx |~+]ndln =A7n =1 4n =[£ N +cC
X
boMadi.
Misolni Maple tizimidan foydalanib yecltish:
> fi=sqrt(2+In(x))/x;

=—<J(I+Inx)" +C.

>

. MR+In(x)
> Int(f,x);

yj2 + In(X)
> int(f,x);

—2,-(2 + ln(if))(yz)
> Int(f,x)=int(f,x);
>

12+ 111x) (32)

N =% +InKX)

5) JxVa-xA - integralni hisoblashda (=vg- x almashtirishni olish
qulay boMadi. Bundan, r =a-x, dt=— . dx, x=a-r, dx=-2tdt,
2-Ja-x
JxVa- xdx =-2J(a-tt'dt = - 2j(a/2-t Adt =

=]-2a—+2—+C (3x2-ax-2a')+C
3 5 15

Misolni Maple tizimidan foydalanib yecltish:
> Int(x*sqrt(a-x),x)=int(x*sqrt(a-x),x); o
3/2

VT dx = 2(Bar3x)(e-x)

15~
6) J integralda x=- almashtirish olib, uni quyidagicha
t2fa+t
hisoblaymiz:
roodt f xctr irfrf(£ix2 +1) \/ax: +1 nipg+ T

) . A +C
IHEITE I Nex-+1 289 maxe+1



Misolni Maple tizintidan foydalanib yechish:
> Int(l/(tA2*sqgrt(a+tA2)),t)=int(l/(tA2*sqrt(a+tA2)),t);

At + 12 ra

X2 +1
4xb-1x 4+x"

shaklini o‘zgartiramiz:

7y 3 dx integralda avvalo, integral ostidagi ifodaning

1+
* T T
AN\ x—
di
" -5
X-~x) "5
bunda, r=x-i. Endi integrallar jadvalining 17-formulasiga asosan.
X
integralni hisoblaymiz. Natijada,
X+ fin»>Wrd-s| +C. =In J.f2-7+.v +C
vl 17 1 XV %
boMadi.
Misolni Maple tizimidan foydalanib yechish:
> Int((xA2+1)/sqrt(xA6-7*xA4+xA2),x)=int((xA2+1)/sqrt(xA6

7*xA4+xA2),x);

dx -
Jx6- 7T+P

X 'jx4- Tx1+1Hn™ j +2+v*- 7 r2+1 | +arctanh...jj

ING T A+ T

2.2. BoMaklab integrallash usuli. Integrallarni hisoblashd:
boMaklab integrallash usuli muhim usullardan biri hisoblanadi. Bu usul
guyidagi tasdigga asoslangan:

ux) va vr) funksiyalar biror x oraligda aniglangan va
differensiallanuvchi bo'lsin. Agar shu oraliqda v(*)u(9 funksiyaning
boshlang'ich funksiyasi mavjud bo'lsa, n holda uu)v(x) funksiyaning
ham boshlang ‘ichfunksiyasi mavjud bo ‘ladi va

JtAC)V (x)dx = u(x)v(x) - Jv(x)u'(x)dx (2.8)
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yokKi
judv =uv- jvdu (2.8)
formula o‘rinli. (2.8) yoki (2.8") formula bo'laklab integrallash
formulasi deyiladi. (2.8) formula J«X)V'(X)rfr integralni hisoblash

masalasini, jv(x)u'(x)dx integralni hisoblash masalasiga olib keladi. Ko'p

hollarda, oxirgi integral, oldingi integralga garaganda osonroq
hisoblanadi.
2.3 - misol. Ushbu

jx “Inxdx, aeR

integralni hisoblang.
Yechilishi. 1) Avvalo, integralni a*-\ bo'lganda xisoblaymiz.

u=Inx, dv=x“dx deb belgilab, du=-,v =-— formulalarga asosan,
X ar+1
ad j y*+ Nal 1/ j
J = [Xx" 1AArOIr = ——— 1AAF-—-mmmm- [X " A X = wememoee- P EEE—— Y INX———- +tC
3 a+1 a+1J a +1 (ar + 1) ar+ lv or+ 1

ekanligini topamiz.
2) a=-i boMsin. Bu holda
X" Inxdx = = fiInxrf(Inx) =1 In2x + C.
i X 2
2. 4 - misol. Ushbu
jx 13'dx
integralni hisoblang.

Yechilishi. u=x2,dv=3"dx deb belgilab, (2.8) formulaga asosan,
topamiz:

du = 2xdx, v=—,

In3r (2.9)
\x2.?2dx =7—¥— — \x-ydx.
J In3 In3J

Oxirgi integralga yana (2.8) formulani goMlaymiz: u=x,dv=ydx
deb belgilab, (2.8) formulaga asosan,

du =dx, v=—r0
In3

foilj 1 *3x 3

vV_ 1 1 In3  (In3):
ekanligini olamiz. Oxirgi natijani (2.9) ga keltirib go‘ysak, natijada

tx2.3. L .xiy-™ L 42/ L =*L(x2-bL
J Ih3 (in3)J T (In3)3  Imxsr In3 + (In3)2

boMishini topamiz.
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Misolni Maple tizintidanfoydalanib yechish:

> restart:with(student):J=Int(((x)A2)*(3)AX,X);
J =jx2Vdx

> J=intparts(Int(((x)A2)*(3)Ax,x),xA2);

J = — e fx -3 Xdx
In3 In3J

> intparts(%,x);
r2s
InB) (In3)2 JOn3)
> value(%);
J=x2>X 23-
N3 32 1nRr
2.5 - misol. Ushbu
jx'arctgx dx
integralni hisoblang.
Yechilishi. u=arctgx, dv=xa2x deb  belgilaylik. U  holda,

djzj—l-dx,v:fle’. formulalarga asosan, integralning giymati

| x2arctgxdx =i x3arctgx-jJ -

1, 1jf X Q 1, x2 1 +
-x ‘arclgx- - J x- ——--\dx =-x 'arctgx-— +- | ——-- &
3 31 1+ J 3 6 61 1+x"

=- x3arctgx- — +—In(l+x:)+C
3 6 6 Vv '

bo'ladi.

2.6-misol. Ushbu

Jx: sinxdi

integralni hisoblang.

Yechilishi.  Berilgan integralni hisoblash uchun u=x\ <v=sinx<tt
deb olib, (2.8) formulaga asosan, du=2xdx,v=-cosx, bo'lishini topamiz.

Unda

JIx2sinxdx = -x 2C0SX +2jX COSxdx (2.10)

bo'ladi. Oxirgi munosabatning o'ng tomonidagi integralni hisoblash
uchun unga yana bir marta (2.8) formulani qo'llaymiz:
u=x, dv=00Sdx, du=dx, V=Sinx
Bundan
JXmOSxdx =x BiNx — SiNxdx - x SINX +COSX.

ekanligini topamiz. Olingan natijani (2.10) ga keltirib go'yamiz.
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Natijada, JIx2sinxdx =-x 2c0sx +2xsinx +2c0s.r =(2 - x 2)cosx + 2xsinx +C.

2.7-misol. /=Jvx2+a'dx integralni hisoblang.

Yechilishi. n=-Jx2+a2 dv=dx deb belgilab, (2.8) formuladan
foydalanib, berilgan integralni quyidagi holga keltiramiz:
[VY2+a2dx = x-Ix2+a2-f (2-11)
VX +u:
(2.11) ning o‘ng tomonidagi integralni hisoblashda, integrallar
jadvalining 17 - formulasidan foydalanamiz:
fT+a adx=1-a'[.dx =/-a'Inx+\x2+a~1 (2.12)
J 4777 1 1
(2.12) ni (2.11) ga olib borib go'yish natijasida,

Jvx2+a'dx- ---*™MQ +— Inx+ \b+a*j +c (2.13)

ekanligini topamiz. 2-bandda yechilgan misollarni tahlil qilish
natijasida, boiaklab integrallash usuli bilan hisoblanadigan integral-
larning ko‘proq gismini, shartli ravishda, quyidagi uch guruhga ajratish
mumkin.

1. Birinchi guruhga integral ostidagi funksiya tarkibida ko'pay-
tuvchi sifatida

INnX. arcsinx, arc cosX, arctgx, (arcsinx)'.
(arccosx)2, (arctgx)2, Inp(X),...

funksiyalardan biri gatnashgan integrallar kiradi (2.3, 2.5-misollarga
garang).

l-eslatma. Integral ostidagi funksiya tarkibida ko'paytuvchi sifati-
da (arctgx)2 (arccosx)2.. funksiyalar qatnashsa, integralni hisoblashda (2.8)
formula ikki marta qo’ llaniladi.

2. Ikkinchi guruhga fp(x)cas(kx)dx, jp(x)sm(kx)dx, jp(x)aldx Ko'ri-

nishdagi integrallar kiradi, bundap(x) - o‘zgarmas koeffisientli n - dara-
jali ko'phad, K - o‘zgarmas son.

2-eslatma. Ikkinchi guruhdagi integrallarni hisoblashda p(x) ko‘p-
hadning darajasi gancha bo‘lsa, shuncha marta (2.8) formula qo'llani-
ladi, bunda u(x) sifatida p(x) ni olish magsadga muvofiq boiadi. (2.8)
formula har bir goMlanganda, p(x) ko‘phadning darajasi bittaga
kamayadi. (2.4, 2.7-misollarga garang).

3. Uchinchi guruhga, quyidagi

je*smbxdx, Je"cosbxdx, jsin(InX)cEc, jcos(INX)A\....

integrallar kiradi (2.6-misolga garang).
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Endi, yugqorida Kkeltirilgan wuchta guruhning birortasiga ham
kirmaydigan, lekin (2.8) boMaklab integrallash formulasi yordamida
hisoblanadigan iutegrallarning ba'zilarini garaymiz.

2.8 - misol. Quyidagi

J= s'mbxdx. J, =Je" cosbxdx (a,b = const)
integrallarni hisoblang.
Yechilishi. u=e"\ dv=sinbxdx deb belgilab, (2.8) formulaga asosan,

X N cos bx
du=ae dx,v = -
% omstx alla (2-14)
J = M—\e COSbxdx
b b}
boMishini olamiz. Oxirgi (2.14) munosabatning o‘ng tomonidagi

integralni hisoblash uchun, unga yana bir marta (2.8) formulani
gqoMlaymiz: Bunda u=e",dv=cosbxdx deb belgilaymiz. U holda,

du=ae dx, v = Sinbx
b
|V cosbxdx = -—---- - - - - fe” s'mbxdx = - smi.v-—. {/2.15)
b b1 b b '
(2.15) ni (2.14) ga olib borib go‘ysak, natijada,
e" moshx a , a~
1= - +— e smo.r-——- r/,
b b2 b-

i ga nisbatan birinchi tartibli chizigli tenglamani hosil gilamiz. Bu
tenglamadan,

[ < Rt e”
b~+a’
ekanligi kelib chiqgadi.
Shunday qilib,
Lo smbxdx = 1a—il-rj-b;>§-_-b--c;(2-s-l3-)§-e ”+c! (2.16)
J b* +a Vv 1
Xuddi shunday usul bilan,
r, , bsmbx +acosbx .. o]
I, = \e cosbxdx = —-—-s cooreesleeeee - +C (2.11)
J a'+ 6

ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin.
2.9-misol. Ushbu

Jsin X
integralni hisoblang.
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Yechilishi. Bu integral yugoridagi uch guruh integrallarning
birortasiga ham kirmaydi, lekin u, (2.8) bo'laklab integrallash formulasi

yordamida, osongina hisoblanadi. Bunda u=x, dv=-" p deb belgilab,

sin”
r xdx r ) rcos.r
--—-— = -xclgx + clgxdx = -xclgx + - dx =
Jsin™.r J ! Jsin.r
= -xclgx + J— = -xclgx + InJ«|_asmj + C = -xctgx + In]sinx] + C
bo'lishini topamiz.
2.10-misol. Ushbu
/, = f—=me- — (a=const, n=12,..,)
"N (x +a )"

integralni hisoblang.

Yechilishi. Bu integral ham yuqorida Kkeltirilgan uch guruh
integrallarning birortasiga ham kirmaydi. Bu ko'rinishdagi integrallarni
hisoblash uchun rekurrent formula keltirib chigaramiz: buning uchun
mn= —"' dv=dx deb belgilasak,

(x*+a2l

du =-2nx(x2+a2) " 'dx, V=X

bo'ladi.
U holda, (2.8) boMaklab integrallash formulasiga asosan,
/ r dx X _r x~dx
{x2+a2)’ {x2+a?2)‘ IJxl+» T
+2/il,-2na?.,.
(M2+a2)!

bo'ladi. Bundan /,4 ni topamiz:

A th— In (2.18)

2na2(x! +a2)' 2na~
Bu rekurrent formula, /,% integralni hisoblashni /, integralni
hisoblashga. ya'ni indeksi bitta kam bo'lgan integralni hisoblashga
keltiradi. (2.18) rekurrent formula, /, integral hisoblanganda, /.
integralni hisoblashda hech gqanday gqiyinchilik tug'dirmaydi. O'z
navbatida, /2 berilganda, (2.18) formulada n=2 deb, /, integral
topiladi, va hokazo un ning golgan boshqga istalgan giymatiga to'g'ri
kelgan integralni hisoblash hech ganday qiyinchilik tug'dirmaydi. /,
integral esa, integrallar jad\alning 14-formulasiga asosan, hisoblanadi.
2.11 -misol. Ushbu
/ = Jva2- x2dx, a* 0.

integral hisoblansin.
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Yechilishi. Berilgan integral yugoridagi uch guruh integrallaming
birortasiga ham kirmaydi, lekin u boMaklab integrallash usuli bilan
hisoblanadi. Hagiqatan ham, w=-in2- x2, dv=dx deb olinsa, u holda

du=—j%- \=x, boMadi va (2.8) formulaga asosan,
yla2-x 2
1=jVa; -x" ix =x-la2-x 2+ J xdx
- X
Oxirgi munosabatning o‘ng tomonidagi integralni hisoblash
uchun, integral ostidagi funksiyani quyidagicha shakl almashtiramiz:
x'+a'-a' a' r~2 7

*Ja2-x 2 \Ia?xZ rai—i;_<a“*.

va hisoblaymiz:

f * dx=f , m - dx- fVa: - xa2dx =™arcsin[I-- /.
J JaTNT J 2

Shunday qilib, berilgan integralni hisoblash uchun,

| = x\a - X Al+e 2arcsm)|$

N

munosabatni hosil gilamiz. Bundan,
I=?iaZ*L+°LaK8ia* +e. (2.19)
2 4
2.12-misol. Ushbu
D/ =f ~ dx, n>2; 2)/,=fsin"xdx, n>2
Jsin' jt J

ko'rinishdagi integrallarni hisoblash uchun rekurrent formulalar keltirib
chigaring.

Yechilishi. 1) f— integralni boMaklab integrallash usuli
Jsin"x
yordamida hisoblaymiz:
/ n =
sin" X sin" 2xsin‘Xx sin X sin'i
du =(2- «)sin' " Xmosdx, V=-ctgx\= — +
sm X
\r cosZX s COSX /- \r dx
+(@2-n Sdx=-—7"". +(2-n)— -——-
sin X sm X sm X

2 )N N

sin

Bundan,

| =_ r +lzIL (2.20)
(n-Dsin* x n-1
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(2.20) rekurrent formulani goMlashda, avvalo, n=3 deb, /, =f—
Jsinx

integrallar hisoblanadi. integralni hisoblash yuqorida ko'rsatildi

(2.7 formulaga garang).
2)/,, =jsin“xdx integralni hisoblashning rekurrent formulasini
chigarish uchun, uni quyidagicha bo'laklab integral laymiz:
/,, = Jsin" xdx =-Jsin"-1xdcosx = [u=sin™ x, dv=dcosx,
du = (it- I)sin™ Jx cosxdx, Vv=cosx]=-cosx sin"'Ix+
+ (/i-1)Jsin"'Jxcos-xdx = -cosx-sin"-1x+(n-1)Jsin“Jx(l - sin x\jx = -
=-cosxmm x+(n-1/,_,-(n- 1/ _.
Bundan
cosxsin"'lx 1t-1,

fo= et L2

n
ko'rinishdagi rekurrent formulani topamlz.

Mustaqil yecliish uchun tnisoilar
Quyidagi integrallarni hisoblang:

2.1.\xj?~1d x. 2.2.FjL =dx 2.3.f dx
J TS LT i
2-4. 2 . 5 . 2.6.] 2x~-\dx
JI +* JX+x-5 J8+ 3X-.X-
2.7.JT -~ -5 dx. 2.8.JTErL=rix 2.9.r1”~"=Mn.
V3x- - 5X+4 JV2XT-x: J X5- bx

Quyidagi integrallarni hisoblang:
5

2.10./-1cp * " 2.11. J’\dx 2.12. f—L—dx
+7 n- XIn X
2.13. f~d x . 2.14. fxV™ldx 2.15.f-5jft-
J x i J O+ 5%
2n4;rnr7n - 2.17. 2.18. f— --dv,
J4-e Vir+i Jxigx
Quyidagi integrallarni hisoblang:
2.19. |tgxdx 2.20. jctgxdx. 2.21.j sin XCOS5xdx.
2.22.3~d x. 2.23.J  sm* dx. 2.24.0~-dx,
VS COS" XN\ cosX J JITEoST X
2.25.) -- fr . 2.26.fMdx. 2.27. f- cos*
yctg xsin X * Jsin” xVsiri

Quyidagi integrallarni hisoblang:
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I-4 arcsinn

2.28.J dx

Jl-x2

2.31.fe 1sin xdx.

2.34,

13+ sin: x

2.29. f~ x dx.

1 1+x'

sin xJIr

2.32.

cos2x -5

235.j ¥

"Ix\In2x -5

Quyidagi integrallarni hisoblang:

2.37. Jch*xshxdx.

2.40. f-MA .
Jsh x

2.38. f-~A .
lchx

2'41'5dt"r

Integrallarni hisoblang:

2.43. }xsinx<iY

2.45. Ja-4x)sinx<iY.

2.47 .}(x + 5)6* dx

2.49.}(x 2+ 3)sinx*£r.

2.51. f- -dx.
loos x

230} ¥

(x2+1)arctgx

2
2.33} | -dx.
X

2.36.} X'

2.39.} shixchxdx

242} ™ a
ch2x

2.44 .} (or+ 3) cos xdx.

2.46.3(2x +4)exdx.
2.48.}.y2cos.ydx
2.50.}(2X-X2<T dx

2.52. f-

Integrallarni hisoblang:

2.53.} Inxdx.
2.55. }x2In(x+ 4)dx.

2 gy j arcsinx
X'
arccos x

2.59.} dx.

dx.

2.61. Lx Y%A
J 4\-x*

-dx.

2.54.}in(i +x2ar.

2.56.} xarctgxdx.

2.58.}In(x+ V1+ x 2)dix.

2.60. }x 3arctgxdx.

Quyidagi integlarni hisoblang:

2.63.}e" cosxdx.
2.65.}2" cos xdx.

2.67.}e" cosbxdx ,a2+bz * 0.

2.69.} xe*sin* x dx.

2.71. }cos(Inx)a[x.

X

arcsin—
2.62.}
4T

2 dx.

2.64.}e" sinxdx.

2.66.}e" sinbxdx ,a2+b1*0.

2.68.}x 2" cos xdx.

2.70.} sin(Inx)dx.

2.72.3}ar2sin(Inx)<it.

Quyidagi integrallarni hisoblang:

2.74 .}x5sinYdi.

27337 —7-j dx

2.75.}xViv.
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2.76.JV cos3tax\ 2.77.jx'e"" dx.

2.78.jendx. 2.79. jcosbxdx. 2.80. Jsinb xdx.
Quyidagi integrallarni hisoblang:

2.81. JvxsinVxrfx 2.82. 3-"=Lrfr. 2.83. Jcos: Inufw
2'84'JCCB'X dx. 2.85.jx arctgxldx.

2M .\ aCJ N ~ Xix 2.87.Jarcsin/jrfv.

Quyidagi tengliklarni isbotlang = ,a0*0j:

2.88. fPJIx)e" dxszJx)- + (1) +c

a a" Ja

2.89.j PAx)sinaxdx =-//>,,(*)- ~ 1 X)+5 - (- 1lcosav

14'V) &) R5U)  lsinax
+[ ~ ~ 4
2.90. | P, (x)cosaxdx = (p,(x) -

P,'#4jc) Vosor
a a3 a5 "] a

Quyidagi integrallarni hisoblang:

2.91. |Mn 1+ —dx 2.92. Jsinvinrgwrx 293.3 M 4
iy

2.94. f——= dx 2.95. fecos.vin(l +sin: .vW

Vylx 1
2.96. Jvsin@jr—L1)av.
2.97. Jvcos2xdx. 2.98.j\vfg: 4vdr. 2.99. jxIn’ xdx.
2.100. Ixslvxdx. 2.101. Ixclixdx. 2.102. |x,eLdx.
2.203. jx 2c0s3xdv. 2.104. 3(M -5.v + 7)eddv. 2.105. IVa/uctgixdx.

2.106. 3gi- jr arcsinrdr. 2.107. J(jr +2Y cos3vv
2.108.],ve' sin2xav. 2.109.3N'sin™x-j~dr.

Quyidagi integrallarni hisoblang:

2.110.]j.V4cos pxdx. 2.111.3V sin/>ror.
2.112. Ix4e” dx. 2.113.jx"e" dx,a* 0.
2.114. |x" cospxdx, p =0. 2.115. JX" sinpxdx, p-t0.
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(neN) integral uchun rekurrent formula keltirib chigarilsin:

2.116.y, =Jcos“xdx, n>2. 2.117.Y,, =JIn" xdx.
2.118./, =jsh'xdx, n>2. 2.119.Y, =jch"xdx, n> 2.
2.120. 3, =f——dx,n>2. 2.121. JH=f-7—dx, n> 2
1cos"x Jch x
2.122. 3r = fx“ In"xdx, a ®-\. 2.123.3In=f iw——dx. n>2.
Vx2+a

2.124. Ushbu /'(xJ =1, x>0 shartni ganoatlantiruvchi /(x),xe(0;«)
X

funksiyani toping.

2.125. Ushbu

I'(Inx)= [l xe(0;,

Ix, xe(l;+°0),

shartni ganoatlantiruvchi f(x),xeR funksiyani toping.

2.126. Quyidagi

xf ynr)+g'(x) = cosx- 3x2, /(X 2)+g (X) =sSinx- x4
shartlami qganoatlantiruvchi f(x),xe(0;#00) va g(x),xeR funksiyalarni
toping.

2.127. x>0 uchun quyidagi

a)m +g(x)=x+\ b) fix) +g(x)=X,
I'(X) - g'(.r)==0, f(x) +g'(x) = sinx,
I'(2x)+g'(-2x) = 1- 2x2. /'(2x) +g'(-2x) = 0.

shartlarni ganoatlantiruvchi /(x), xe(0:-k») va g{x),xeR funksiyalarni
toping.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

2.1. }4(x2-7)3+C. 2.2.-"] 3(3-334+C.
== =m———-— [ +C. 2.4.1in| x2+8I+C. 2.5. inlx2+x-51 +C.
6 —4) 2 171 1 1
2.6.- InB+3x- x2&-C. 2.7.21/3x2- 5x+4 +C
2.8.-yj2x-x2+C. 2.9.-In|f<5-?x2HC. 2.10.§Inli|e +7I1+C

2.11.-—eilx+C, 2121n]1X)+C.2.134(1nx) |2#C.  2.14.-ie-'3+c.

2.15. Inl9+51+c. 2.16.— in B-2 +C. 2.17. — |r|||9‘ +n/8r +]+cC.
in5 20 e” +2 In9 1
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2.18.M ~A+c 2.19. -InJcos.v]|+C,2.20. insinrl+c. 2.21.-“ £i+c.

2.22. —Vsinnx +C. 2.23 - j . +cC 2.24. —gx Iltgx+c.
« 3C0S XV COS j: 4
2.25.-—ylctg'x +c. 2.26.0,25e "'r4+C. 2.27.— m4rl
3 Jisin x

2.28. arcsinx-2arcsin3x + C. 2.29.15 ijjarctg'x +C. 2.30. Injarcrgx] + C.

2.31.-V “'+c. 2.32.-Un “C*Hac
5 2745 cosx —V5
2.33.-isin ~ +r 2.34. nrcfg +cC.
6 x 2 2
2.35.Injinx+ VIn' x-9] +c. 2.36.-jrtgx5+c. 2.37. icli~x+c.
2.38.--A-+c, 2.39.M+c. 2.40. - — +c. 2.41.-0,5cg/rx+C.
chx 8 shx

2.42. 05th2x+C. 2.43.- xcosx +sinx +C. 2.44 .sinx- (x +3)cosx +C.

2.45. (4x- I)cosx-4sin x+C.2.46.2e*(1+x)+C. 2.47.- In6+5In6~ 16" +C.
lir 6

2.48. x2sinx - 2sinx + 2xcosx + C. 2.49.2xsin.v—(x2+ I)cosx + C.

2.50.e~*x: +C. 2.51. xtgx + In(cosx) + C. 2.52. In(sinx) - xctgx + C.

2.53. xInx -x +C. 2.54 .xIn(l +x2) - 2x + 2arctgx + C. 2.55.j (4 +x)3In(x + 4) -
— -y X +yx2— X3—41ln(x+4)(x +4) +16(4 +x) + 16(4 + x)In(x +4)+ C

2.56.-arctgx-—x+-arctgx+ C. 2.57. - arcs'nx _arctg-r 1 m +C.
2 2 2 X

2.58.xIn(x+>/1+ x2)-Vi+Xx: +c.2.59.- +-— — +C,
2X 2x

2.60.1 x*arctgx- — x' +-x - —arctgx+C. 2.61.-x - v1- x2arccosx + C.
4 12 4 4

2.62.- 2n/2 - xarccosz— 472 +x +C. 2.63.EEXCOSX+E€‘XSinX+C.

GB: X
2.64.-¢"sinx--g' cosx +C. 2.65. 2u,rg--2r/g:- In2+2" IN2 _---mem-
2 2 L 2 s 2 JI +In22 tC
2.66.£!illbx-bcosbxedX+c¢ 2 6” acosbx+bsmbx™
a-+b’ a2+b2

2.68. —(x2-1)e* cosx -f-ix 2+x — |&sinx + C.
2 {2 2/

2.69.-xer--e" - —ﬂ\—x+—Ie*c032x+if——x+—|elsin2x+C.
2 2 2175 25/ 2( 5 25/
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2.70.- NMoos(InX) +1 xsin(In@)+ C.2.71. ~ [cos(InX) +sin(InX)]+C
RN TE L
(o)
2.73. i[(-2cosx + 2sinx)cosx-l]e !r + C.
8

2.74. - x5cosx +5x4sinx + 20x’ - 60x2sinx +120sin x - 120xcos x + C.

2.75.- (x6+ 6x5+30x4+120x3+ 360x2+ 720x + 720)r1+C.

2.76.-x* sin3x+ -x 3c0s3x- —x2sin3x+ — sin3x- — xco0s3x+ C.

3 9 9 81
2.77. -1 (i+x2>-*l+c 2.78.2(71-1UN +c.

1 ) 4 i 8
2.79. —cos'Ixsinx + — cos2xsinx + — sinx + C.

5
2.80.- —sin'xcosXx - — sin3xco0sx-— sinxcosXx + — x + C.

6 24 16
2.81.-2xcos Vx +4cosVx +4-/xsin n/x +C. 2.82.~-~An /T Tx+y Inxn/l+x|n

20 +20VITI 1 ,nxfE_E£vm V - Inl-+-l-n/+x1 + C.
9 9 2 U 3 ) 3 {2 2 )

784 2 'gﬁﬂ—uxl}- ?A‘xréirll)fﬁ +‘.?x,'gY|nxlj+-4x AfInX} 3 e

2.84./gxInrgx-fgx+C.2.85. -~-x2arctgx2- -™In(l + x4)+C.

2.86.20/1+ x arctgMl1+ x - In(2+x) +C.

2C
2.87.- 2jf'g«(l - x)7x + (L+ x) arcsin------- + C.
1+ x
2.91. — Ini+i -~in]x+i]+-~+cC. 2.92.in -cosx-In tgx + C.
2 X

2.93 . ~fIn3x+—n2x +—inx + —} +C.
2x L 2 2 4]

2.94.-~yx"32~ In 2x + 31nx + 2j+C.

2.95.sinx In(I +sin2x)-2sinx +2a/-cfgsmx +C.,

2.96.j"~s:n(6x- 11)- ~[6x +22)cos (6x-11) + C.
2.97. xf- —sin2x+—x| + —sin2x—x2+C.
{4 2 )4 4

2.98.i xtg4x- i x2- In(l + tg24x)+ C.
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2.994 x 2In" x - —x2In: x + - x 2Inr -—r3+c. 2.100. xciix- shx+ C.
2 4 4 2

2.101.xshx-chx+C.2.102.-é4X' -6 x2+6X-3)rX+C.
2.103.M-(9%x2-2)sm3x + | xcos3x +C.2.104."-(Bx2-44x-67)r4 +C.
2.105.— (I6jc“-ijarctglx-— x’+ — x+C.2.106=--mi/(l1-x 2)3a;rs!nx + C.

64 24 24 3
2.107.i-(27xJ+72x2+92)sin3x + (12x3 + 16x)cos3x + C.

o1

2.108.-(x- Jit* - —f-x +— le*cos2x+— - —x + — l-e* sin2x+ C.
2 215 253 5 25)

21°9." {-" (@2c¢\Y T/ sr(2+f ) +G
2.110. — (4 p x3- 24x)cos/>x + —r (//x 4—12p3x: -24)sin px + C.
P P

2.11 1.-~(4/r'x2-24x)sin px — y (/)4x4-12p2x2+24)cospx + C.

2 112 ~4c, xl+12a2x2-24ax + 24~u |
a3

n x n-x

2.113.e" -
a az2 a
11 X" . nx"'~* n(n-\) r_ .,
Z.114. — SINpx-\------ —QO0Sp X ---==-- - — X ' COSpxdx.
p p- ~
" it~ -1 .
|T. Il% .—X— cos/;x+|— —sin px————r]—(—p—r—)zl rx sm pxdx.
P P p- J
eiic : . >
TSy, =28mxosTh it 1 PNY 5 —xn x—ig
n n
2.118. [, =clbox x- n~1., , 2.119. +
A « M Mn

2.120. J3,=--- sinx ,2.121./ =— ~ +

(w -l)cos" Ic 17-1 * (If — e X 17-1
2.122. j, 2.123. j =x"-~x"+a -Hzlqj

a+1 « +1 " n n

2.124. | (x) =2nix +€.2.125. /(X) =1*+1+C Y- 0’
ex+c, x>0.

2.126. f(x) =C -— , g(x) =sinx-— +C.
2 4
—+C, X >0

2.127.a) f(x) ="+x-C , g(x) =

--x "+C, x<0
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—L C, m>0
y, 4 X n .y 12 2
T2 _T _+X+ X’\_cosx4T
12 2

3-8. Rasional funksiyalarni integrallash

3.1. Noma’lum koeffisientlar usuli. Ikkita algebraic ko'phad-
ning nisbatiga, ya’'ni

/bl .| W (3.1)
ifodali rasional funksiya yoki rasional kasr deyiladi. Bunda,
Pm(x) = b0+b,x+...+bnmx™ va Oa(x)=a,+a, +...+a,x"(bm, *0, m>0, h>1)
haqigiy koeffisientli ko‘phadlar, deb faraz gilinadi.
Agar m<n bo'lsa, u holda to'g'ri kasr rasional funksiya,
m >n bo‘lganda esa, nolo 'g‘ri kasr rasionalfunksiya deyiladi. Agar (3.1)
rasional kasr, noto‘g‘ri kasr bo'lsa, u, kasming suratini maxrajiga bo'lish
yo'li bilan,
f{x) =u(n+ k<n) (3.2)
QA4

ko'rinishga keltiriladi, bunda w(x) - biror ko'phad.
Oliy algebra kursidan ma’lumki, har ganday 0,x) ko'phadni,

ushbu

0,,(.r) =a,(X~ct\x-P)...(x-v) (3.3)
(bunda a,- 0,{x) ko'phadda .rning yuqori darajasi oldidagi koeffisient,
a, I ar - Q,x=o0 tenglamaning ildizlari) ko'rinishda tasvirlash
mumKkin.

Agar ko‘phadning ildizlari ichida o‘zaro tenglari bo'lsa, u holda,
ko'phad,

QM =a,(x-a)r(x- fty. (x-v)' (3.4)
ko'rinishga keltiriladi, bunda s,...,t -butun sonlar, v sonlar
esa, mos ravishda, 0,(v) ko'phadning r,s,...,t karrali ildizlari deyiladi va
r+s+..+t=n bo'ladi.

Ko'phadning (3.3) dagi ildizlari ichida kompleks ildizlar ham
bo'lishi mumkin. Algebra kursidan ma’lumki, agar a=a +ib haqiqgiy
koeffisientli ko'phadning r —Kkarrali ildizi bo'lsa, u holda unga qo'shma
ir=a- ib son ham ko'phadning r - Kkarrali ildizi bo'ladi. Boshgacha
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aytganda, agar (3.4) ning tarkibida (@- a)r(a =a+ib) bo'lsa, u holda, (4)
ning tarkibidagi (ag-a) va (x-a)r laming ko'paytmasi, quyidagicha
boiadi:
(x-a)'(x-a)r={[n--(s +6)] mg- (a- 6]} =
=[@2- x(a+bi)-x(a - bi)+a2 =[x2-2 ax+a2+62} =
=(r2+2px+q),
bundap =-a, g=a2+b2 p2-g<Q, p va q- haqiqiy sonlar.
Xuddi shunday yuqoridagi mulohazalarni boshga kompleks ildizlar
uchun ham yuritsak, u holda, (3.4) quyidagi ko'rinishni oladi:
Q.(X)=An(x-a)r (ar-/?)"..,.(¢ +2px+q)(x2+2ux+v f.... (3.5)
bunda, a,p,...,p,q,u,v - haqgiqiy sonlar, /e s,..., t,k—natural sonlar.
Algebra kursida quyidagi teorema isbot gilinadi.

3.1-teorema. Agar to'g‘'ri rasional kasr tarkibidagi 0,(x)

ko'phad (3.5) shaklda tasvirlangan bo'lsa, u holda, rasional kasr, yagona
ravishda,

Q.M x-a (x-é)- @-a) "
M .x+N. Al,.v+ IV, M x+N,
T FP;<J~+2px +q (x2+2px + qa; T V(‘x2+ 2px + qF*
(bunda, - noma’'lum hagigiy sonlar)

ko'rinishda tasvirlanadi. (3.6) tenglik, jc ning o,(x) ko'phadning haqiqiy
ildizlariga teng bo'Imagan hamma qgiymatlarida o'rinli.

(3.6) dagi noma’lum koeffisientlarni topish uchun (3.6) ni umumiy
maxrajga keltirib (umumiy maxraj 0,(x)) ikki ko'phadning tengligi
hagidagi teoremaga asosan, o'ng tomonidagi suratdagi hosil bo'lgan
ko'phad bilan p,y) ko'phaddagi x ning bir xil darajalari oldidagi
koeffisientlarni tenglashtirish natijasida, noma’lum koeffisientlarga
nisbatan chizigli algebraik tenglamalar sistemasi hosil bo'ladi. Bu
sistemadan noma’'lum koeffisientlarni topib, topilgan giymatlarni (3.6)
tenglikka keltirib go'yamiz. Kasrning yoyilmasidagi noma’lum
koeffisientlarni topishning bu wusuli, /Z0/na‘'lum koeffisientlar usuli
deyiladi.

Shunday qilib, /M =1?T4 rasional kasrning integralini hisoblash,

M*) =cO¢* +c, X' *1+....+ak shakldagi ko'phadni integrallashga va quyidagi
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1.-*-.n.*-. IU M+N , IV. Mx+Ny (3.7)

x-a '(,qr—or) X +px+q (x2+px +q)
2

(/m>i) (bunda A,M,N ,a,p,q - haqiqiy sonlar, q-"->0) ko'rinishdagi

sodda kasrlami integrallashga keltiriladi. Bu sodda Kkasrlarning
integrallari quyidagicha hisoblanadi.
Quyidagi, A, Bx+ C N C,a p,geR ,kmeN)
(x-n)  (X7+ px+q)
ko‘rinishdagi sodda kasrlami garaymiz. U holda:

1) m=1boMganda, \—’\—dx A\N-3%—=A\W\X- aA+C.
1x-a X-a

2)w>1 boMganda, {( A) k= A\(x a)"'dx—-l"l—f -aL)l'A r+C.
2

3) k=1 boMganda, a2=qg-£~, x+”=t almashtirish olib, kvadrat

uchhadni, x2+px+q=az2+r ko'rinishga keltiramiz, va berilgan kasrning
anigmas integralini topamiz:
C Bx+D . nr tdt (2D -Bp) r dt
2 =
=~A\n{x2+ px+q)+ 20 Bp arctg 2x+p =+c
2 N -P
4) /t>IboMganda. a2=q-—, x+—=t almashtirish olib, kvadrat
4 2

uchhadni x2+px+q =a2+t2 ko'rinishga keltiramiz va berilgan kasrning
anigmas integralini topamiz:

r Bx+D B 1 1 (2D-Bp)r dt

3{x2+px+qJ X~2Il-k{a>+C-)-' 2 \% +'T

Oxirgi ifodadagi integral esa, quyidagi

rekurrent formula orgali topiladi.
| va Il tipdagi kasrlarning integrallari, t=x-a almashtirisk
yordamida hisoblanadi:

| ——dx=Aj— = AlInJfj_r™ +c = Aln\x-a\ +c.

w'(r-ar) v lc-1 t J G (xoay
] tipdagi kasrning integralini hisoblash uchun, kvadrat uchhadn
guyidagicha shakl almashtiramiz:
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t=x+—deb belgilab olib, integralni hisoblaymiz:

a=Jgq-— >
\Y 4 2
Mr +]
Mx + N v 23
EE Ll R 1 £~
Merf Btat (.. MpX  dt
2 3t2+a: 1 2 P t +a2

d
_M rd(t2+a?7 (N_Mp\\r i)

21 r+a2 v 2)a]
+1
2J\|rl1(\t' +a2+—2——’§‘——:——!\—ﬂﬂartng LI
a
2N -M X+I§ n (38)
rr]( +p>(+q T_zzgﬁr(;{g I__==:§+C

IV tipdagi kasrning integralini hisoblashda  yuqoridagi

t=x+j, ="g-£- belgilashlardan foydalanamiz:

AA+HWA!
rN+ XV _f I 2 )M _

A+ I G edy

M rd{t2+a2) f, AdY rf TV 1 ,
npyY <N Nl |

MU rjj(aite)r _2(r-1)'(r+a’'y-

Mo\ ot M 1 ( Mp\ o

T ~ )j ™ =*"N){x2+px+qgr +I “ 2 JI(r +a0'
keyingi integral (2.18) rekurrent formula orgali hisoblanadi.
Shunday qilib, har ganday haqigiy koeffisientli hagqiqiy
o'zgaruvchili rasional (rasional kasr) funksiyaning boshlang'ich

funksiyasi - logarifm, arktangens va rasional funksiya orqali ifodalanar

ekan.
3.1-misol. Ushbu



integralni hisoblang.
Yechilishi. Integral ostidagi kasr - noto‘g‘ri kasr boMganligi
uchun, (3.2) ga asosan, PEX) = x' - 2xJ+3x3- 9x: +4 ko‘phadni

05(x)=xs- 5r3+4* ko‘'phadga boMib, w(x)=x boMinma va
PA(or)=3or4 + 333- 13x3+ 4 qoldigni topamiz, ya'ni
xh- 2x‘ +3* - 9x! +4—X} 3xJ+3x3-13x_+4

ab- 5x3+ 4.x X - 5x3+4x
Ravshanki, 05(x)=g5—5j3+ 4jc ko‘'phad g=1 haqiqgiy ildizga ega,
0j(.x)=X5- 5x3+4v ko'phadni x-1 ga boMib,
O5X) = x(x- IX*+ IX*- 2X* + 2)
ko‘rinishga keltiramiz.

3.1-teoremaga asosan, kasr (3.6) ko‘rinishdagi sodda kasrlar

yigMndisi sifatida tasvirlanadi, ya'ni

3x +3jc —13jc"+4 =z +JL +JL +_£_+ E (3.9)
x(x- IX*+HIXX_2X%%+2) x x+1 x+1 x-2 x+2

Oxirgi tenglikni umumiy maxrajga keltirib, ushbu
3xJ+3x3-13x2+4 = /t(x5- IX\V2- 4)+ Bxmx+ I)(xJ-4)+
+C x(x-1)(x2-4)+ D x(x!-I)(x +2)+£ x(x'-1)(x-2)
tenglikni hosil gilamiz. Tenglikning o‘ng tomonidagi gavslarni ochib,
ko‘phadlaming o‘zaro tengligi hagidagi xossadan foydalanib, x ning bir
xil darajalari oldidagi koeffisjentlami tenglashtiramiz:
xJI3=A+B+C+D+E

x3]3=B+C +2D-2E

X'j -13=-5/1-4B-4C-0-£ (3.10)

x| 0--4B +4C-2D +2E

X'| 4=4.4

Natijada, A,B,C,D,E noma’lumlarga nisbatan beshta chizigli
algebraik tenglamalar sistemasi hosil qilindi. Bu sistemani yechib,
noma’lum koeffitsiyentlami topamiz: bunda, A =1, (3.10) sistemaning
ikkinchisi va to‘rtinchisini birga yechib, B =c -1 eqganligini, birinchi va
uchinchisini birga yechib, b =-g ekanligini topamiz. Bularni e’tiborga
T 1

olib, to‘rtinchi tenglamadan, c¢ =~, B=~ ekanligini topamiz.

Shunday qilib, noma’lum koeffitsiyentlarning hammasi topildi:

Demalk,



rx6 —2/+3x3- 912+4 | 3X*+ & -1b2+4  ']j
X5- 5x3+ 4x n Ox—)(x+ 1) (x—2)(x+ 2)]

= (xdx+ F'*+1r*_+3c_~_+r_"L_f_~L=fEl+Inu +
J JIJX 2Jx-1 2]1x+l ]x-2 JIx+2 2 11

X(x-2)(x +1)J
+i Inlx- Y+ lin]jr+ U4+ Injx- 2}-1 njv+ 2]+ C = — + In
X+ 2

To‘g'ri rasional kasrlarni noma’ lum koeffisientli (3.6)
ko'rinishdagi sodda kasrlar yig'indisi shaklida tasvirlaganda, undagi
noma’lum koeffitsiyentlarni yuqgorida ko'rsatilgan (3.1-misolga garang),
noma’lum koeftltsiyentlar usulidan foydalanib topishda, chizigli algeb-
raik tenglamalarni yechishga to'g'ri keladi, lekin chiziqli tenglamalar
sistemasini yechish, har doim ham engil bo'lavermaydi. Xususiy
hollarda, noma’lum koeffitsiyentlar usuliga garaganda, qulayroq bo'l-
gan, ya'ni noma’' lum koeffitsiyentlarni topishda osonroq bo'lgan, usullar
mavjud. Masalan, Xevisayd usuli, Gorner sxemasi, differensiallashdan
foydalanish usullari, shularjumlasiga kiradi.

Pjx)

3.1.1.Xevisayd usuli. Agar ¢ ~ <dn<n) to'g'ri kasrning maxraji
£2,(*)> ushbu

G,M =a,{x-w \x-a2\...{x-an), an=1, (3.11)
ko'rinishda tasvirlansa, a, a2...an — haqiqgiy sonlar bo'lib,
£2,(«,)=0, (/=1211), uning (3.6) shakldagi sodda kasrlarga yoyilmasidagi
koeffitsiyentlarni, Xevisayd usulidan foydalanib, topish maqgsadga
muvofiq bo'ladi. Bu wusulni, qisqacha, quyidagi tartibda amalga
oshiramiz:

1-gadam. P (m<n) to'g'ri kasrning maxraji Q,(x) ning (3.11)

Qn\x
ifodadagi ko'paytuvcfiilari orgali yozish, ya'ni
PJ X) Pj2c)
Q) (x-g\x-a).(x-a;)"

2-qadam. Q,(xX) ning (x-c™M(r=L/?) ko'paytuvchisini vagtincha
yopib, i ning har bir giymatida yopilmagan ko'paytuvchilarda x ni a, son
bilan almashtiramiz. Bu esa, har bir a, ildiz uchun a sonni beradi:
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A
(a,-aj..(ar,-aj’

A= pla2)

(a3~a,\ar-a,)...(a, -a,)’

A PN a-) .
(a, - a,X¢, -a,)....(a,-a,_)"

3-gadam. P ) (T <n) rasional kasrni
Q.W
PM.. A , 4 | , A
0,(x) x-a, X-a, -x-ar,,

ko'rinishda yozish.

Misol uchun, bu usulni 3.1 - misolga tatbiq gilsak, a,b,c,d,e
koeffitsiyentlarni osongina topish mumkin:

1 - gadam.
PA(.x) 3xJ+3x3-13x2+4

,a =0 a7=21a,=-1 a4=2,a, =-2.
Q5(x) x(x-I)(x +1)(x-2)(x+ 2)

2 - gadam. A = - e =1
(1)1 4-2)-2
_-1-2-(—1)-3 2
_ 3-3-13+4 _3
(A2 (31" 2"
316+3-8-13-4+4 1
2 1-34
316-3-8-13-4+4
(—2) -(-3) m(—1) -(—4)
. P (x) . B
3 - gadam. Berilgan -'— tug'ri kasrni,
a w
PAX) A B C D E
E R e —— e ——
0,c0 x Xx-1 x+1 x-2 x+2
\_J_ 3J3J_ 3 __ _1_

X 2 x-1 2 x+] X-2 XxX+2
ko'rinishda yozamiz.

Ko‘p hollarda x ning giymatlarini, masalan, x =0,%i,+2,.... kabilarni,
tanlash yordamida ham noma’lum koeffitsiyentlarni topish qulay boMa-
di.

3.2-misol. x ning sonli giymatlari yordamida

*2+ i A B C
(x- 1)(x-2)(x-3) x-1 x-2 x-3
ifodadagi A, B, C koeffitsiyentlar topilsin.
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Yechilishi. Dastlab tenglamada kasrdan qutilamiz:
n2+1= N1 (x-2)(x-3)+ B(.x-1)(a:-3) + C(x-1)(ar-2). (3.12)
Endi, A B.C koeffitsiyentlarni topish uchun, mos ravishda, (3.12)
tenglikda x =\x=2,x =3 qgiymatlami ketma-ket qo'yamiz:
1+ 1= /4(-1),(-2),2 = 2A,A=1
2J+1=-fl, B=-5,
32+1=2C,C =5.
Natijada,
x: +1 1 5 5
(x-1)(x-2)(x-3)(x-4) x-1 x-2 x-3
boMadi.
3.3 - misol. Ushbu
X
X'+6*4 11*+6
kasrning nomaMum koeffitsiyentli sodda kasrlar yigMndisi shaklidagi
ifodasidagi nomaMum koeffitsiyentlarni toping.
Yechilishi. l-qadam. Berilgan kasrning maxrajini ko'paytuv-
chilarga ajratamiz:
0,(x) = x3+6x?+ 11+ 6= 0c+ 1)(nr +5r+ 6) = (x + I)(x + 2)(nr + 3).
Demak, 0,(x) maxraj, a, =-i, «, =-2, a, =-3 sodda hagqiqiy ildizlarga
ega. Shunga asosan, berilgan kasrni,
X _ X
X}+Bx2+1\x+6  (x+1)(x+2)(x+3)

ko'rinishda yozib olamiz.

2 - gadam.
-1 1
a =--1: A
~12 2
- -2: =—1?-=2,
11
Ll A -3
: 2 (-) 2
3 - gadam. Berilgan kasrni, ushbu
X | 2

-
j:JH6jc2+1lv+6  2(v+ 1) x+2 23r+3)
ko'rinishda yozamiz.

3.1.2. Differensiallashdan foydalanish usuli. Bu usulni, ’644)
JX

(m<it) to'g'ri kasrning Q,(x) maxraji, haqigiy karrali ildizlarga ega
bo'iganda qgo'llash qulay bo'ladi.
3.4 - misol. Ushbu
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ATl _ A B c
(0+2)3 x+2+@+2)2+ (nr+2)3
tenglamada A, B, ¢ noma’'lum koeffisientlarni differensiallashdan
foydalanish usuli bo'yicha topish jarayonini batafsil garab chigamiz.
Yechilishi. 1-gadam. Dastlab kasrdan qutilamiz:
X —1= A(x+2)2+ B(x+2)+C (3-13)
Bu tenglamada, x =-2 deb olsak, ¢ =-3 bo'lishini topamiz.
2-gadam. (3.13) tenglikning ikkala tomonini * ga nisbatan
differensiallab,
\=2A(x+2)+ B (3.14)
tenglikni hosil gilamiz. Bunda x =-2 deb olsak, B =1 bo'ladi.
3-gadam. Endi (3.14) tenglikning ikkala tomonini * ga nisbatan
differensiallasak. natijada
0=2/4./1=0
bo'ladi.
Demalk,
N 3
(x+2)5~(x+2)2 (x+2)5
3.1.3 Gorner sxemasi. Har ganday n - darajali
P,(x) = a,jtx" + Ix"~+ ... +a2x2+ax +a, *0)
ko'phadni x-a ikkihadning darajalari bo'yicha yoyish mumkin:
P,,(X) = A Xx-a)" + A, X(x-a )"4 + ..+ A}(x-a)2+ N (*-«,) + A0,
bunda A.Gi=o0~t) noma’'lum koeffitsiyentlar. Gorner sxemasini ketma-ket
go'llash yordamida, A,i=0Ti) noma’'lum koeffitsiyentlarni topish

jadvalini keltiramiz:

xn X" Xt X X"
o, a,x an2 a, a,
a aaM+aH{=6,_, ab,+a0= Aa
X° a, ab, x+an2=bn2 ab.. +a, =b,
a aan+6<, =¢C._, acn\ + 2= Cn2 ac2+6,=Aj
X an
a aan+ =dnx ad,\ +c, j=d, 2
X~ a,i
a aa, +1 =hnm\
X2 aH ah,t |+ =A,2
a aa, + =0
Xit1 att
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Pn(x) = An(x-a)"+A,_1Lx-a)" 1l+....+ A2(x-a)2+ Alx-a l)+ A0,

ko‘phadni (x-a)"** ga bolamiz, natijada, o —a) to'g‘ri rasional kasmi
X —a

sodda kasrlarga yoygan boMamiz:

(¥ _ AHt N, ~f | A2 1 N | Aa
(x-a)"*'" x-a (x-a): (x-a)'™2 (x-a)“~ (ar-o)™
3.5- misol. Ushbu3<-‘-1ij-2;:%7‘3 to‘g'ri rasional kasrni sodda kasrlarga
yoying.
Yechilishi. Gorner sxeniasidan foydalanib, PAx)=x4-1x2+3

ko‘phadni x+\ ikkihadning darajalari bo'yicha yoyamiz. Dastlab
quyidagi jadvalni tuzamiz:

x* x' v X X
1 0 2 0 5
X° 1 1 -1 1 1 2-An
x| 1 1 -2 1 0=A,
x2 -1 1 -3 4=A2
X 101 -4=A]j
X -1 1=a4
Bu jadvalga asosan, >(*)=U+)4-4(x +1)3+4(x +N2+ 0(x+1) + 2

ko‘phadni tuzamiz. Endi PAX) ko'phadni O +1)5 ga boMib, berilgan
to'g‘ri rasional kasrni sodda kasrlar orgali yoyilmasiga ega bo'lamiz:
PX) _ 1 4 4 2
@ar+)s5 x+1 (x+1H2 (V+13 (x+1)

3.6 - misol. Ushbu

J(x+ )" (x" +1)
integralni hisoblang.

Yechilishi. 1 - gadam. Berilgan integralda P2(x) = 4x2-8n:,
£<(¥=0 +1)20 2+ 1)2, integral ostidagi funksiya to‘g‘ri kasrdan iborat

bo‘lgani uchun, 3.1 - teoremaga asosan, integral ostidagi to‘g‘ri kasrni
quyidagi sodda kasrlar yig‘indisi shaklida tasvirlaymiz:
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4x2-8x A B Dx+E M x+N

(V+Ir(r +-  (x+1)- x+1) u +I)r+-(* +1)
bunda A, B ¢, p. £, M, N- nomaMum koeffisientlar.
2 - gadam. Oxirgi kasrni umumiy maxrajga keltirish natijasida,
4x' - 8x = /f(x2+ D3+ B(x+ 1)(x2+ 1) +(Dx + £)(x +1): +

+ (A +7V)(X +1)2(x: +1) (3.15)
munosabatga ega boMamiz. (3.15) ning ikki tomonidagi ko‘phadlarning
mos koeffisientlarini tenglashtirish natijasida, nomaMum

A.R C, D, E, II. N koeffitsiyentlarga nisbatan chizigli tenglamalar

sistemasi hosil boMadi. Lekin, bu sistemani yechishga nisbatan qulayroq
(osonroq) usul mavjud boMib, u quyidagicha amalga oshiriladi: (3.15)
tenglikda x=-i deb olib, n=3 ekanligini topamiz. So‘ngra, x=i deb
olsak,
— 4—8/=(Di+E)(i+1)2=-2D +i2E
bunda hagigiy va mavhum giymatlarni tenglashtirib,
-4 =-2D, -8=2£, D=2 £ =-4
larni topamiz.
3 - gadam. (3.15) tenglikning ikkala tomonini differensiallab,
soMigra x— da nolga aylanmaydigan hadlarini yozib olamiz:
8a- 8=4n(x2+1)-,x+ b(aj + ¥ + ..
bundan, a=-i deb olsak,-i6 =-8/i +4s=-24+4B 8=4fi; s=2 boMadi.
4 - gqadam. (3.15) ning ikkala tomonini differensiallab, fagat *=/
da nolga aylanmaydigan hadlarni yozib olamiz:
Sx—8=D(x + )2+ 2{Dx + £)(* + D+ {Mx+ A)(x + D22 x + ...
Bu tenglikning ikkala tomoniga x =i ni go'yib, qgolgan ikkita
koeffitsiyentlarni topamiz:
8/-8 =2(/+1): +2(2/-4)(/+ )+ (UT+ JT(| + Dr 2i

8i—8=-12-4/171-4A, 4-8/=-4N - 411,
4=-4iV, - 8=-AM, N=-1 M=2
5 - gadam. Shunday qilib,
rooesy orC AL B DXE L MR
J(x+D2(x' +1)- J(jx+D° x+1 (x2+1)° X +1
r dx rdx r x—2 r2x-\ ,

=3 et 42 e+ 2 —Teeeeee —— dx=

+2 r+
J(@x+1)2 ><+1 (x +1)4 xX* + 1
f2|n|l.v+ 1&—*2_'_'4 fl—(de+1), +|n|12+ 1|l—arctg><.
Oxirgi integral (2.18) rekurrent formula orqgali topiladi:

I" dx X 1
- = ——— + —arctgx + €

(x +I) 2(x +1) 2
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Demak,
booaxs- 8x 2 +In(x+1) (x* +1)- larctgx+C.
‘(x +1)2(x2+1)2 o+l x-+1
Rasional kasrlami sodda kasrlarga yoyib integrallashda ko‘'p
hollarda, murakkab hisoblashlar bajarishga to‘g‘ri keladi. Ba’'zi hollarda,
integral ostidagi rasional kasrning shaklini almashtirib, o'zgaruvchilami
almashtirish, bo‘laklab integrallash usullaridan foydalanish, berilgan
integralni hisoblashni yengillashtiradi.

3.7 - misol. Quyidagi:

) \~y~t— ; 3)f-
DTG4 ) Y atmy e xys
*3+ 1 X dx
4> Ravaxa+ 5>F(x1e3)
1 2jct+ 314
6) 1 jot
x4(1 +x3)"’ (x"+1)3
integrallarni hisoblang.
Ycchilishi.
dx dx dx
*fA~xl +x dx~ *f
» o@34x) ~V x2B+x2)3 —3Jx23+x2)~3J(3+x2)
iff-L— U ax &
9JU * 3+x' 3J(3+x3)2
1 1 X X
arctg

'9”N_973alC,873 18(x3+3) 1873

LT - h—F arctg —yf— +C
9x 18(x +3) o3

2 Jf d(x2) du
X3(x2+2)  JIxA(x2+2) x4(x3+2) 42Fu2@ +2)
1r»+2-« _
2- M3(l/|+2) %J‘Hﬂ @9J||4+2)

1 _I,nH+IlInju+2]+C=- 1-+-‘dnx242 +C.
2117 4 2x" 4 X"

3)fomm = f =1f_ 403

J x (2 x3)3 JIx3(2-x3)2 3JIx3(2-x3) - y3du(2-u)2

—lH— du W 1 rdu
&1, " ZL\VI//« = :649'-(271/0’ A7 VAN
1



x2\1+-

~X
+ dx =
4) /+3Ml+1 dx
*‘|,v +3+ -y
d
! 8_*c
nm+5 -
r .vdv [ x xdx _ 1 +3)_
NI@ T3 =I@7if=1J (x4U3)
«=* dv="~*~+3  di<c=dx, v=- , 1
(x2+3) 2\x2 +3)"
_ 1. X Ir dx ._ X 1 x
'3 _2M"+3)+ 23 (N +3)! 6(g2+3)+ 36.12+3 +
arctg—jé+C
36n/3 fiv3

Jf o vadv _(r|r2 53—3_ ﬂ/\f \I/d()r_—
; mg\

Jiy | \% 1 v A
. R 7= arctgﬂ +L
8(?T3) $j3arC8j3 =24x"+3 4(xu3r24 73“'~ 73

6) f-p -dv = fm = fAr<){*td ++4dv-
l*x(l+ V) JV(I+-v') L] X (1+V)
= f-dv +J 1 +—1+arctgx+c
X 31+ x2 3x3 X
r2vo+3v4 I rd(xl0O+1) 3r dvb I fdu 3r du

L1055 (u2+ If

AN IATTIT ! ™ 200
3.2. Integralning rasional gismini ajratishda Ostrogradskiy

usuli. to'g'ri kasrning maxraji karrali kompleks ildizlarga ega

bo'iganda, uni integrallashda, murakkab hisoblashlar bajarishga to‘g‘ri

keladi.

Bunday hollarda, ushbu
d @\ d (N

Q(x) £2( o0aAx)
Ostrogradskiy formulasidan foydalanish qulay boMadi, bunda
(?:(*)- ildizlari Q(x) ko'phadning hamma sodda (bir karrali) ildizlaridan

(3.16)
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iborat boMgan ko'phad, O(x)=Q,(x)m 2(x), /,(n) va P2(x) lar no'malum
P
koeffisientli ko'phadlar bo'lib. ;va —(,XA -to'g'ri kasrlardan iborat.
QM Q2(x)

/.(gr) va P2(x) ko'phadlarni topish uchun, ularni no'malum
koeffitsiyentlar yordamida yozib olib, so'ngra, (3.16) ning ikkala
tomonini differensiallaymiz, natijada, (3.16) tenglikka teng kuchli,

n*) fAyy, W (3.17)
Q¥ U.Wj QAx)
tenglikga ega bo'lamiz. Bu tenglikdan noma’lum koeffitsiyentlar
usulidan foydalanib, P,(x) va P2(x) larning tarkibidagi noma'lum
koeffitsiyentlarni  topamiz. Ostrogradskiy formulasi, integralning

P (x
rasional gismini (integrallamasdan) ajratishga imkon beradi, 6%§ to'g'ri
X

kasrni integrallash masalasi, unga nisbatan osonroq integrallanadigan
P

29()[ to'g'ri kasrni integrallashga keltiriladi.

CM*)

3.8-misol. Ushbu f ex~I-vdx integralni hisoblang.
[x2+ X+ If

Yechilishi. Bu holda, sa(x)=x-1, Q(x)= (x2+x +i)2,0,(x) =x2+x +I

0,(x)=x2+x+1.(1) formulaga asosan,
r X —k , Ax+B r Cx+D :J
+  —; X

(x: +x+1)° Ar+x+ 1 Ix +x+l
deb yozib olamiz. A,B,c,0 noma’'lum koeffitsiyentlarni topish uchun,
yugoridagi tenglikning ikkala tomonini differensiallaymiz:
x~1 ( Ax+B Y  Cx+D
x+x+ DI (xMx+1j X2+x +\
X-1 _a(x2+ x+1)-(ydx+ B)(2x+ 1) Cx+D
(x"+x+1)" (x!+x + 1) X2+ X+ 1
bundan
X-1 =ax2+x+1)-(Ax+Bpx + 1)+ (Cx+ D)(x2+ x + ).
Tenglikning ikkala tomonidagi x ning bir xil darajalari oldidagi
koeffitsiyentlarni tenglashtiramiz:
x| 0=C,
x!] 0=A-2A +C+D,
xj 1=A-A-2B +C+D,
x] -1 =A-B +D,

bundan, C=Q a=d =b=-1.
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Shunday qilib,

— +1
f_g dx=— *
(X~ + x + 1)° Xt +x +\
A+ 1 2 2x
B = arctg—= +1L.
X-+x+1 1 5VJ

dx

Mustaqil yechish uchun misoliar

Integrallarni hisoblang:

3.1} 3.2} *
U2+y y(5+ 2n-)
dx
3.4} 3.5}
x(a + bx) Ox+ iXa-1)
dx 3.8} dx
(3x+5X4x+9)' (a + bx\c + Jx)

xdx f xdx
(2.r+5)(3.v-4) (a + bx\c + Jx)
Integrallarni hisoblang:

3.12. 3.13} x
J y(4 +.Y2) X(3 + 4y)2
3.15 }h dx 3.16. f dx
P+ xx *-3)1- (3- 4yX5- 2X)~
xdx 3.19.} xdx

8.}
Y.r-3X2x+5f
3.3. Integrallarni hisoblang:

\a+ bx\c + JIxf

dx 3.22. } dx
(a +bx\c +Jx) y(y2 + 3v+ 5)
3.24.) o K e 3.25 dy+8
+ (2x+ snar=-4x + 1) +JIX' +6.Y-13
3.27. f- ax+/} —ex 3.28. (Ix
eax’ +b{}f c $Ex—3x.r: +4)

399, fS.Y—-lGXZ -X + SZI:dX

3Y--7*-20

3.30. r*1+*4~Jlb.
J Ao —4y
Integrallarni hisoblang:

3.31.f? - 2 4-}.x"-9x2+4dx
J ys-5.y' +4,y

3.3.}f o
36} &
[2X + 3X-Y + 4)

3.9} xdx
M n

dx

y((3 + bx)J

r dx

3 (a+ bx\c + J*Y
4y -1

3.20.F —dx.
4,rx- Ax+5

dx
(y-3)(3yj +4.y+2)

3.26. »*? —~Civ.

J3* —jch 5

3.32.}~ +
~H Ay +a



333 f2*4~33+/X2-5%+6 4, 3.34, B X *1,

\2- 3x+1 (x-2)5
335 f*4~1%l +3
') (*-05
Integrallarni hisoblang:
3.36.) *2" 3.37.3 ¥
ix-1) (x-2)2(x+3Y
3.38. | dx 3.39.] *? &«
(X + IXt+2)2x + 3)' (1-x 2"
\+ X
- -rax. 3.41.0 dx.
34O'J(X-\XX+2)(X+3)” (x-lfc+|fx
3.42. T -/— dx. 3.43.) Frer2s
Jx4-16 {x -1D3(x+1)2(x-2)
3.6. Integrallarni hisoblang:
3.44 4Ny <Y/ J— G —
X4-i 1(x2-4x +50x" -4x +3)
3.46.3 3% 4 3.47. f .
Ix4+6x +8 J9x4-13x- +4
348. A _ 2=l 349 f 18-1 Ix dx.
EFJ'FE\{RQY%-_EMM o J(x2-9x+20)(x:+2x+2)‘x

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari
3 5

3.1. fign S +1+4C. 3.2.--in 1 +24C 3.3.-- in—
X 5 n 3 2x 7
- +
3.4.-in @4b+c. 3.5.- —in TN 4C 3.6.-1n F T34 3.7, vin X0 ¢
a X 4 x-3 5 X+4 7 4x+9
3.8. an 2% L c)3-9. {3njx + 3 4Injx- 4]+ C.
be-of c+fx
3.10. JL[] In|2x + 5 J In]3x - 4]+ C.
fo1 1
3.11.~-[~n\a +bx\-jin\c+fi\]+C. 3.12. Ih—4+l +C.
U +* 4 X \]
3.134[— — im +4]+C. 3.14. -iln - +b]+C.
I'£|f’:[3+4x 3 ] a_[a+bx a ]
315, 1 wln**24c 316 1 Los-ax o
5(x-3) 25 x-3 14(2x -5) 49 5-2x
3.17. ! tob arbhxic318. 5 4 wm*? 4c
(be-af\c+fx) (qf- be)2 c+fx 22(2x+5) 121 2x+5
3 ¢ af Ina+bx +C

'f(af—bc\c+fx) b(af - bc)* c+fx
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3.20.

3.21.

3.22

3.23.

3.24.

3.25.

3.26.

3.27.

3.28.

3.30.

3.32

3.33.

3.34.

3.35.

3.36.

3.38.

3.40.

3.42.

L E' 4 +5I+ 1 t -1 @
—n4x' - 4x —arctg-—------ bC.
2 132y
— +— ——-—-rlnla + fcd— 7——————-—qln£c+ /xl+ C.
a(af-be) 1 1 c(af-bc) 1
11In X~ 2T+ 3
. ———— —arctg—p=-+C.
10 x*+X+5 57T nli
11 3.T+2
In arctg - +C.
82" 3x' +4x+2 4lv2 2
+ n
— In @r+9 +ﬂ3arctg—:2—+c.
B3 3i V3
4 3- nl6T
lInkx’ +6x -13p—7=In "> "1 L ¢

261 4x+3+ V6l

21
1 1, 1B 6x—8
—|r|51*—x +5+—7=arctg—=" +C.
6 1 1 3n/59 n/59
a, | 2 ba ,
— max’ +0X+d+ ap- tg—]—r——— dac-b' >0
2a asj4ac- b2 -J4ac-b2

+C.

1 2afl-ba . 2ax+6- n/6™ -4ac
— ’Inax*+ox+c + in ,b2-4ac>0

20 2aVfe; -4ac  2ax+b-\lb2-4ac
In|x- 3] —arctg—+C. 3.29. —— +1In|3x+ 5]- In|x- 4]+C.

C(X-2XX + )V~
— +— +4x+1In +C. 3.31. —+in +C.
(x+2) 2 X+ 2

X 4 2 27

B+ 2 +6x T+ 30% S +721n]x-2] +C.

4 3 X-2
2x-3-nl5
—xJ+—x2+1 Ix+—|nl>c -3x+ Il+—7: In +C.
3 2 2 2n5 2x-3+n/5
1 3 1 ¢
X-2 (x-2)2 3(x-2)3 4(x-2)J

Injx + 1|+ - C

X+l (X+1)2 2x+1)

+In* g, 337, LO-2IXOX %2 e,
(x-2): 250(x-2Xx+3)J 625" X+3

OX' +50x+68 1 (x+IXx+2)” +C. 3.39. *+* --in 1+x+C

AX+2XX+3)2+ 8 " (x +3)" s(I-x22 16 1-x
-in]x-  -jinjx+d+~Injx+J+C. 3.41.iln N +cC.

In-_---:-z-H—]érctg—X+ C’3.43. In (X IXx- 2) —3————!'— +——f1——+———!'———
X+ *

2 4 2 x+ 1) 2 (x- I) x—1 x+1
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3.44. ~ain|x-I| + An|x + 1] --i-a/rfgx +C. 3.45.

-j-Inlx- 3]- —Inlx - +— In(x: +4x +5)+ — arctg(x +2)+C.
52 1 1 20 1 1 130 '

65 v B
#2.40.1n-Tu* % -Q'arctg-)E ------ %za/-cfg2<: +C. 387 L 325X 2, o
Vx2+2 2 2 V2 V2 10 3x +5x+2
Y_»~ Y
3.48. +in|x+2]— arctg; V— +C 3.49. in +orag(x +)+C.
X+2 1 tovTi nrr X-5

4-§. Ba’zi irrasional ifodalarni integrallash

Agar integral ostidagi funksiya irrasional funksiya boMsa, ba’zi
hollarda uning integralini hisoblash masalasi, rasional funksiyaning
integralini hisoblashga olib kelinadi. Bu usulga integral ostidagi ifodani
rasionallashtirish usuli deyiladi. Biz bu paragrafda irrasional ifodalar
gatnashgan integrallarning ba’zi turlarini rasionallashtirish usullarini
keltiramiz. n,, x2,...,xn o'zgaruvchilarga nisbatan rasional boMgan
funksiyani fi(x,,x,,....,x,) deb belgilaymiz.

4.1.j R(X,x“, x'".... XxI\tx ko‘rinishdagi ifodalarni integrallash.

Bunda R(XXxa xp....x')- 0‘z argumentlarining rasional funksiyasi.

a="-,p="-..v=— - rasional sonlar. Bu integralni hisoblash,
m, n2 Hs
x =tkk-ntn!,.. laming eng kichik umumiy boMinuvchisi) almashtirish

yordamida rasional funksiyaning integralini hisoblashga keltiriladi.

4.1-misol. Ushbu f x+”*dx integralni hisoblang.
Ix(1+7)
£ 1
Yechilishi. Integral ostidagi funksiya, X, =X, *, =x\X, =x7

o'zgaruvchilarga nisbatan rasional funksiya. Berilgan integral 4.1-

banddagi integral ko'rinishida boMib, a = /?=-6. n=3n =6«=6. Uni
3

hisoblash, 4.1- bandga asosan, x=t" almashtirish yordamida rasional

funksiyaning integralini hisoblashga keltiriladi: Or=6r51,

P Ving= "0 gt ae=8" A =elt + N+ 60 Wit =
Ix(1 +Vx) V(1 +t) 1+f J \+1

= +3( +6amgf+3In(l +f)+C = - Vx2Z+3vx + 6a/r/g'Vx +3 h(l +ifx)+C .
4.2, I7Yx,(dx + ¢, (ax DAL (ax + 1), dx, (4.1)
(fH ) ..(?1) N ad-cb*Q) (4.2)
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ko‘rinishdagi ifodalarni integrallash. (4.1) yoki (4.2) ko'rinishi-

dagi integrallar, mos ravishda, ax+ft=t yoki ax+ =t almashtirish yor-
cx +d

damida rasionallashtiriladi, bunda K - a, v rasional sonlaming eng
kichik umumiy bo'linuvchisi.

4.2-misol. Ushbu f-J”~"dx integralni hisoblang.
Yechilishi. Berilgan integral (4.2) ko'rinishdagi integral bo'lib,

— - =r almashtirish yordamida rasionallashtirilib, hisoblanadi:

\~J-—dx=x=-2-v, dx=— % -rdt =2fm =-2fdt+2fm
Ix\ x 1-r (1-r2)! 1(1-ry J 11t
=-2t- LJIZE]+C=- 2 ~ - INX|(- +C.
4.3. JIP(x,\a2-ar2jtfr, J1?(x,Va2+x2]<&, 17r(raog2- a2]* ko'rinish-
dagi ifodalarni integrallash.
Quyidagi: |n(x,Vaz2- x2jir, Va2 + x2)<& J?(x\x2- a2jit (4.3)

ko'rinishdagi integrallar, mos ravishda n=asinf, g=atgt, x = asect, aeR,a* 0,
almashtirishlar natijasida rasionallashtirilib, hisoblanadi.

4.3 -misol. Ushbu jV V4-xJfr integralni hisoblang.

Yechilishi. Berilgan integral (4.3) ko'rinishdagi ifodalarning
birinchi integrali ko'rinishida bo'lganligi uchun, v=2sinr almashtirishni
bajarib, hisoblaymiz:

jx 2\l4- x 2dx = jx = 2sin;, dx = 2costdt, \/4-4sin2( = 2cosr| =

= 16j sin2(cos2tdt = 4Jsin22tdt =2j"(I-cos4()<A =2f-1sin4/+C.

sin At =2l —sin’ tsinrfl -2 sin2 [, - =~ <t <= sin, arcsinm-=55- 2 <x <2
U A7 27 S 23772

formulalami e’tiborga olgan holda, eski o'zgaruvchiga qaytib, integralni
hisoblaymiz:

J\x25|4—x2dx =2t- Izsin 4/ +C = 2arcsin?+4—(.t2— 2\14-x2+C.

4.4, rlx,dox'-+bx+c\lIx(a*0, b:-4ac*o) ko'rinishdagi ifodalarni
integrallash.
Quyidagi: J nor-Jax+bx+c)fr (4.3)
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integralni hisoblash, undagi a,b,c koeffisientlarga bog‘lig, uchta
almashtirish yordamida rasional funksiyaning integralini hisoblashga

keltiriladi:
1-hoi. a>o0 bo'iganda, (4.3) integralda 4ax2+bx+c =*ttJax

almashtirish bajariladi.
2-hol. 0 o0 bo'iganda, (4.3) integralda «Jax2+bX+c =+xt+-Jc

almashtirish bajariladi.
3-hol. a* o, br-4ac>0 bo'iganda esa, (4.3) integralda

«Jax2+bx+c =t(x-x,) YoKi -Jax2+bx+c =t(x-x2) almashtirish bajariladi.
Odatda, yuqorida keltirilgan uchta almashtirishlar - Eyler
almashtirishlari deb aytiladi.

4.4-misol. Ushbu J- ~~~"=__ — integralni hisoblang.

Yechilishi. itn-.r kvadrat uchhad kompleks ildizga ega va
a<o,c>o0 bo'lgani uchun, 2-holga asosan, Vi+x-x2=tx-i almashtirishni

bajaramiz:

I+ X-X2=t2X2-2/x+ I; | -x =t2X-2t; x= *+\"',
1+t2

. 1-t- , | r+f-1

dx:-%\ ——————— \;I)+X—X' :—x—[ ————————————————

(I+r) <L2+i
Shunday qilib
=-2f-— "N ——=-2aictg{t +1)+ C =-larclg~~~x X +r+'+C
J(f+ 1 +1 X

4.5-misol. Ushbu\ x~"? +3*+i rfr integralni hisoblang.
X+Vvx2+3x+2

Yechilishi. Integral ostidagi x: +3x+2 kvadrat uchhad x, =-1, x, =-2
haqiqiy ildizlaga ega bo'lgani uchun, 4.4 - banddagi 3-holga asosan,
-JX2+3x+2 =t(x+1 almashtirish bajarib, berilgan integralni hisoblaymiz:

(X+IXx+2)=r2(x+1)2; x+2=f2(x +1); x =

4 ,al M 2L, ™ b,. 2
(1-'2 0-." I-rf
rx-Vx2+3x+2 , r x; +x2-3x-2 r 3x +2
| -omee 1, = 3 Tomeeme R
X+ VXx-+ 3x+2 (X+Vx2+3x+2[ X+ VX2+ 3x + 2j
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Oxirgi integralda, integral ostidagi ifoda to‘g‘ri kasr bo'lganligi
uchun, 3.1 - teoremaga asosan, uni, sodda kasrlar yig'indisi shaklida,
2t{t +2) _ A B c D E

(1-fX1+03("-2)" 1-f+(-2 +1+(+(+r3+ (I+r)5
ko'rinishda tasvirlab, A &, ¢, D. E noma’lum koeffitsiyentlarni topamiz.
Yugoridagi tenglikdan,

2t(t+2) = A(t- 2XI+1)3+ S(1- fX'+Y +4 - d--0(l+'Y +

+ D{I-tX\ +t\t-2)+ E{I- t\t- 2)

munosabatni hosil gilamiz. Oxirgi tenglikda /=1/=-1,1=2 giymatlarni
ketma-ket qo'yib, n:--s, £=-1, Bl:-6~ ekanligini topamiz./) koeffitsi-

yentni topish uchun,
2r((+2)=A(- 2)(+1Y+B{1- rXI+O" +c(l- & - /XI+1Y +
+D(I-IX1+'X f-2)+ £ (1-'X '-2)
tenglikning ikkala tomonini differensiallab, so'ngra unga f=-i ni keltirib
go'yamiz. Differensiallanganda tenglikning o'ng tomonida t=-1 da
nulga aylanmaydigan hadlarni yozib olamiz:
At+4=DI[-2t(t- 2)]+ E[-(t- 2)+ @- ()]
Bundan t=-\ deb,0=-6D+5£=-6D+],D=-jl ekanligini topamiz.

Xuddi shunday, C koeffitsiyentni topishda ham,

20t +2)= A(t- 2X1+ <Y + B(- rXI+ <y +C(1- 1\2 - (x1+ty +

+D(1- X +'X'- 2)+ EQ- t$t- 2)
tenglikning ikkala tomonini differensiallab, tenglikning o'ng tomonida
t=1 da nolga aylanmadigan hadlarni yozib olamiz:

4(+4=4(1 +tYy +3(r- 2X1+tY ]+ B[-(I+1Y 1+ C[-(t- 2XL+tY -] +

+D[-{l +t)(t-2)]-E{i-2)

Bundan, t=1 deb olib,

8=-4/1-86+4C+20 +E=3+22+4C +-+1, ¢ =2 bo'lishini topamiz.
27 9 3 108 r

Demalk,

X-ylIx2+3x+2

f

5 1
dx = - Inr- llh— 14 -2 — Inll+1
X +sIx1+3x + 2 41 27 1

1 108 1 1 18(r+1) 6(r+1):
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bunda, , =
X+1

4.5. Binomial differensiallarni integrallash.

4.1-ta’'rif. Ushbu y'(a+fcjr),<fr-ko‘rinishdagi ifodaga, binomial
differensial deyiladi, bunda a, b - haqigiy sonlar, m,n, p - lar esa, rasional
sonlar.

\xrda+bx") dx (4.4)
ko'rinishdagi integralni hisoblash, quyidagi uchta holda, rasional
funksiyani integrallashga keltiriladi:

1-hol.p- butun son. Bu holda m, n kasr sonlar maxrajining eng
kichik umumiy boMinuvchisini orqali belgilab, (4.4) integralda x=r
almashtirish bajarilsa, integral ostidagi ifoda rasional ifodaga aylanib,
(4.4) integral rasional funksiyani integrallashga keltiriladi.

2-hol. butun son. Bu holda (4.4) integralda a+bx“=t\ (s son

-p kasrning maxraji) almashtirish bajarilsa, integral ostidagi ifoda
rasional ifodaga aylanib, (4.4) integralni hisoblash rasional funksiyani
integrallashga keltiriladi.

3-hol. 7 i- +p-bututi son bo'lsin. Bu holda (4.4) integralda,
t' =ax*+b (5 son -p kasrning maxraji) almashtirish bajarilishi natijasida
rasional funksiya integralini hisoblashga keltiriladi.

4.6-misol. JV*(i+V*)Vv integralni hisoblang.

Yechilishi. Integral ostidagi ifoda binomial differensial shaklidagi
ifoda bo'lib, bunda m=~,n=-,P=4. /?-butun bo'lganligi uchun, 4.5 -
banddagi 7-holga asosan, t='<fx,x=t6 almashtirish olinsa, integral
ostidagi ifoda rasional ko'rinishga keladi:

IVE(L+ Vx)*dx = IV(I + T )I6(5df = 6IFR] + 4t2+614+4 11+ i*)dt =

S e B 1B M e

(9 n 13 15 170

N -3 ,--A u*_ "+6.~+c=
3 11 13 5 17

2 r~ 24 6/~T 36 2>~ & 2r~ 6 -6IT
3VVtUwyv + 5r~ + +Cn

4.7-misol. J— r~dx integralni hisoblang.



Yechilishi. Bu holda, m=-5, n=4 p=-2 bo'lib, . :—i-4i|:-1

butun bo'lgani uchun, 4.5 - banddagi 2-holga asosan, i-x4=r
almashtirish olinib, integral ostidagi ifoda rasionallashtiriladi:

J—-5— ak=Jjr (I-. rpdx=[g =(1 +f2*, dx=—(1 ) <tdk] =
tot
- 2Mi_M5(i,-T - 2-1(,_"):
Iri—+2—=” lrad 1r o
=2 (T ™~ f2)l-r“2J(_r):

:—Id|4q+4nll +A+—ll —A-—"- V in]l+ t]+C =

4 1 4 18 1 18(1-0 8

l+< 1 In1-H’ 1t +C
gt+() s |I-f 81—

-

=
bunda. t=-JI-x*
4.8-misol. ]\Ix(i~x2)dx integralni hisoblang.

Yechilishi. Berilgan integralda m=j,n=2,p=j, ~il+ p =1 butun

bo'lgani uchun, 4.5 -banddagi 3- holga asosan, -4-1 =t3 almashtirish
bajarib, hisoblaymiz:

=-J(I +, dt=
bl Y

=41 (i+r39"*HOIt A «
sraot 3r ot _ 3r o 3r at
=~2'T+7+2) i+ N " _2)(1+rX; =" +)+2J (1+0)2(r! -1 +I)2
Oxirgi integrallarda, integral ostidagi ifodalar to'g'ri kasr bo‘lgani
uchun, ularni noma’lum koeffisientli sodda kasrlar yig'indisi shaklida
tasvirlab, so'ngra noma’'lum koeffisientlarni topib, sodda kasmi

integrallash usulidan foydalanib, integrallarni hisoblaymiz:
1 _ A Bt+C
(I+(/2-t +1) 1+t t2-t+1
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bunda, 1=A2-r+i)+(fft+c)-(i+, | =a(r-f +i)+(Bf +c)-(i +t) tenglikda
/=-1 deb, A=i ekanligini topamiz. t ning bir xil darajalari oldidagi

koeffisentlami tenglashtirib, quyidagi

t2 0=A+B
t o0=-A+B+C
" 1=A+C

sistemani hosil gilamiz. Bundan, ¢ =~, B=— bo‘lishi kelib chigadi.
Xuddi shunday,
I =A_ B O+0 aft- N
(+02(r-f +)2 i+ +(1+1): +12-t +\+ (- -t +])2

I1=41 +r)(f3-t +1): +/72(r -/ +1)2+(c(+ DXl +02(r -t +1)+ (M +\"){\+1)2
tenglikni hosil gilamiz.
Oxirgi tenglikda r=-i deb, b = ekanligini topamiz.

I1=AN+t)(r -t +1f +B(r-t +1f +{ct+D\\ +t)2(r-t +\)+(Mt + N)(\ +1)2
tenglikning ikki tomonini differensiallab, t=1 da nulga aylanmaydigan
hadlarni yozib olamiz:

0=7c2-r +1): +B2{2t-\j(2-t +D)+.,,.

Bundan <=-ideb olsak, 0=9/1-18ii, A=| bo'lishi kelib chigadi.

1=4> +)(<2~t +1)2+B('2- ' +1)2+{ct + D\\+1)2(t2- t +1)+(Mt + N)(I +1)2

tenglikning ikkala tomonidagi t ning bir xil darajalari oldidagi koef-
fitsiyentlarni tenglashtiramiz va

r: 0=A+C

tA: 0=-A +B+C+L

(’ .0=A-2B+D+M

t2 :0= A+3B+D+2M +N

t :0=-A-2B +C+D+M +2N

t" \=A+B+D+N

sistemani hosil gilamiz. Bu sistemadan , ¢ =-|> D=l /=-1, n=-i

giymatlami topamiz.
Demak,
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r d 2., , 1t \rd{r-\)7r d
f(,+ +11 3 "1+ 32+N 3™r -/ +1) 3JM2+r+1

ird -, H4ILf =i+
2N D)2 27(-rFYy 3T "I 3(1+r

1H1 f+1+ ------- % arctg- %—ft—n —1=l----|-£--2-;----+
3 1 13 V3 nH o 2) 2v3 - dj+ |

2 2 2 f n

Sliunday qilib, berilgan integral quyidagicha hisoblanadi, ya’'ni
V4> =—UYi+'l+ - "+ 'I- arcrgh (' ~i )+

i 1 1,1’ 1l 2 2 f
+Hl+~ A +2Ink - f+ 1+7 far 7 3 r2 j+

n 2
"IBTFT*J'I T*T7TITY *c¢

bunda i:>ﬁ[|-1
4.9- misol. integralni hisoblan
I 0 9'
Yechilishi. Bu holda m=o « :4,/):--!4- Nl +p :L_i =0 boMgani
uchun, 4.5 - bandning 3- holiga asosan, c:i/x~4+1:w—almashtirishni

bajarib, berilgan integralni hisoblaymiz:
f.ok— =[x=(f4- 1)~ dx=-f3(f4- I)"idx] =

— /\_

I fp =
( LIN AT T-1)  2)r+l
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bunda t=ix~*+1

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi

Ty T
45 fr=

JVX+2n 44
4.7.

}m<+1 |

integrallarni hisoblang:

£5 %

Fivx +vx
4.4, flx "ELX.
g 24T
4.6. fb "ELX.
J 1+ +1

48. TP ~ L X -.
Ax+ WL

4.1 004457

4.12 f(x-1)I~L

4134 [y k- 4.14.(,
4.15. f-—- NJ==dx.
J (4x-3)V4x-3
Quyidagi integrallarni  (Eyler almashtirishlaridan foydalanib)
hisoblang:
4.16. f— 417 f—= £ _ . 418. T "N -
1+Vx* +2x +2 XV4x2+4x +3 (I +x)VI+x+x2
4.19. f-----f 4.20.T---o 421.f A
Yf Vy Y+ 1 n'n/x2- X- 5 Xr1rVx:- X+4
422-bT1==T- 4.23.] *x
W2 +X-X 0{6x -8 - x2)
dx 4 r x2dr
4-2-4 n ~ }/ 4.25.]
(x- 2)-/(7x- x' - to VI-2X- X;
2x —3x <ns r 3X'—bx
Vx2- 2x+5 *J n/3"-2x-X:
Quyidagi integrallarni, binomial differensiallami integrallash

usulidan foydalanib,hisoblang:

4.28. FVx(i +Vx)' &

4.30.J ¥y
n/x1(n/x ])

4.29. f-t=(Vx- i)' v
VX

4.31. -7 L, -

X(I tvx)
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4.32. 4.33.J",

4.34. v+ 5x dx. 435.]
X-J1+x’
4.36.1x’ V7-3x'dx. 437t ok
r~ S/2 +n/x5
4.38.)- * 439 f &
x Vi +x3" 4
4.40.3- & 4.41.f ¥
Xs \[}Jr JA +|I
4.42 ) 4.43.0%-,,( +* AT 1.
Vx2-I|

Quyidagi integrallarni, |a(x.4x2+a2)lx, 1/2(x,va2-x2)& ifodalarni
integrallash usulidan foydalanib, hisoblang:

4.44, fh - x 2dx. 4.45. |\NI9-\6x2dx.
4.46. jV a2-b x~b 4473 X

. dx
4.48. - dx ) A )

m(a2- b 2x2) 4-4M sgq ToTx

4.50. )}V(@2-b ‘x~yidt 4.51. | x*\Ja2- b~x2dx
4.52.Ix:V4-xIA. 4.53.\x'yI(a2-b 2x2)" dx.
4.54. N4 +x:dx. 4.55. |Vo: +ft:x!rfx
4.56. J-J(9 +x2)'rix 4.57. | +*2x:) dx.
4.58. J gyt +b2x2)""dx. 459.,
460.f e . 4.61.

J X X*

WA +x2

4.62. 4.63.J

J X
Quyidagi integrallarni hisoblang:
4643 % 465 ] X

V25-X-""
4.67.1 =/
Va —bx V4
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4.68.J -dx. 4.69.] dx.

sla2-b 2 Ja2-b 2x2
470.r _ * . 471
x2\la2-b 2x2 xAla2- b2x2

Mustaqil yechisli uchun misollarning javoblari
4.1, 2VI- 4VF+4In\Vk+1+c. 4.2, 6[i.VI-AVI+VI-in]i+VI]]+c
4.3. 2YI+T- 2In|VIT7 ++C 4.4 . y+1- 2VI+T +2In]VI+T +2] +C.
4.5.2V1-3VI-8VI+6 VI+48 'VI++3In(+'VI)+y In(VI- 'VI+2)-
171 2'Vx-\
-7>arctg™ r +c-
4.6. 6t-it2+~IA+j/5-ji2+3In(l+r)-60/cfgf +C, t=4x+1

4.7. X+H4VX+H +HIn|VxH -] +C. 4.8. ~x2-LyVx2-1 +—in]x+Vx2-1| +C.

4.9.6 [Vic- 2InVI1 +In(VI+1)- arctg’4~x] +C

4.10. in|+f- 2arctgt +C, 1 X,_Z
I-r (%+2

1-2 9t 4x-5

4.11.-in 4.12. 1-—V1-x2- arcsinx +C.
4 t+2

4.13,-1E H +C. 4.14.4 V1-6 Vic+12 VI+ 21n|jr]-361n(Vic+)+C.
4.15. —7(4"N3)r+-V 4N 3 ——- = +C
96 16 32V4lv-3

4.16. In(X+|+VX2+2%+ 2)4-m-mmmme- 2 = +C
YH2+ VN2 +2.Y+2

417 ' in"xA"5:+45+3-" +c. 4.18. 2arC/gl+xWI+.Cx +C.
V3 2x+V4jd +4x+3 +V3

4.19.21n|f]-iIn](- e—— -In]/+l]+c, bunda <<— .. *+|—
If1-inT( r+1 2 |1 1' YI

4.20 ‘in oJx2- x+5+ x- #5 +C,
Vo vxx+5+x+05

4.21.8Nj2+1]-lin] (-i]-yIn]/ +i]+"j-+c, bunda ~ "X¥ X *4+2

V2 +X-X2+V2 1

4.22.--Lin +C. 4.23. ,2(x~2) - YB?-*-*' 4C.
v2 X +2\V2 Vonr-s-v2 X-2

4.24. —f1-2(- —I+c. bunda t V7*-10-x2
27 < 31 X-2
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4.25.1(3-xU i-2x-x2+20;-csin”-j!l +C.
3 Y

4.26. xIx" -2x +5- 5In(x-1 +1/x2-2x +5)+C.

4.27.14a/rsin—2 - 12 (B3x-19/3-2x-x2+C. 4.28 .7ix 7'3+H_1'16+3x4'3 +C

4296~ +n VXL 3 Loua0 e
VK i 3 -l (va-i)
X 1
4313 In b— I= +C. 4.32.2(1+Vx)/: +C.
1+ i+VT
4.33.-in \I{\+x")2 , " 1 2\I\ +x3 +x
6 +S arcs N -
-In1 u 1+1/3  +C.
+ -
4350 ML 4o 36 +—4c r=vT3T.
M +x3+ 42 24

4.37V(2.t:3j +i)j +c. 4.38.1

:;1 -amgr +C, bunda =T

B a4
4.39.-in -arctg+C bunda f=-——
4 1-r 2 X

4.40.174--t0+c, bunda t-Ji+1. 4.41. -+C.
4 9 v X 2(VT+i)3

fl -3 —
4-42-7+;—,t' +t+c, bunda /=w/x- 1.

44316) --+ —--+c, bunda =R 724 X3X 4 9 csin Xhe
) 1(‘)" 3 2+ t % 4.44. 3 +5rcsm—l+C.

ﬂ A% x-r-l'?--£§->-(-—+ %rcs|ni+C 4J 46. _>5ﬂ_{§2__§_2_>§_2 2arcsih—+C’
2 8 4 2
4.47. +C 4.48. +C. 4.49.-1In VA -b22
4n/4-x2 a2/a2-6 X2 bx
V(a2-6 %"
150 W 4 +c. 451 202%ax , JIT rarcsm +C
(m+2)6¢ 86°

4.52 2arcsin—2-x3)Va-x - +C. 4,53, 7/@2-b2)™4 azyj(az-6:x2y
(m+4) 64 (m+2) 64

XV4+X2 xn/512+62<2

4.54, +2Inix +V4+x‘ 1+C.4.55. In’\x+n/a2+6 x +C.

4.56.48*;— n/9TP—+ 15231 In1Ix+s 77 \|+c.
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4 57 Ja2+b2x7+ IN\bx+Ja 2 +b2x21+C.

c. 4.64. m.* +c.
49-X2

arcsin — +C.
a

s-arcsin— +C.

4.70. - ~6V +c. 4.71.-a'3+]by Ja2-b X2 +C.
a X

5-§. Tarkibida trigonometrik funksiyalar gatnashgan ifodalarni
integrallash

5. 1. |/2(sin*;cos.r)Ar Ko‘rinishdagi integrallarni hisoblash. Ushbu
J /f(sin v;cos x)dx (5.1)
integralni garaymiz.
1)«(sin.vicos.x) - sinx va cosv larning rasional funksiyasi boMsin. Bu
holda (5.1) integralda r= (-n<x<n) universal almashtirish olinib, uni

hisoblash, r ga nisbatan rasional funksiyaning integralini hisoblashga
keltiriladi. Hagigatan ham, quyidagi

munosabatlarni e’tiborga olsak, (5.1) integral,

ko‘rinishga keladi.

2) R(-sinmcos*) =-/2(sinmcos ) boMsa, U holda, r =cos*, ,re(0;;r)
almashtirish bajarilsa, (5.1) integral ostidagi ifoda, r ning rasional
funksiyasiga keltiriladi.
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3) ft(sinx;-cosx) =-ft(sinx;cosx) bo'lsa , u holda, r =sinx,
almashtirish bajarilsa, (5.1) integral ostidagi ifoda, r ning rasional
funksiyasiga keltiriladi.

4) r(-sinx-cosg)=ft(sinx cosx) bo‘lsa, u holda, r =tgx xe 1y yoki
r =cos2x almashtirishlardan biri bajarilsa, (5.1) integral ostidagi ifoda. r
ning rasional funksiyasiga keltiriladi.

5.1-misol. Ushbu f--------c——--- integralni hisoblang.
Sinx +2cosx +6

Yechilishi. t=tg”™ universal almashtirish olib va (5.2) formulalarga

asosan, uni t ga nisbatan rasional funksiyaning integralini hisoblashga
keltiramiz:

f f— n[ dt If dt 2 4 |
Jsinx +2cosx+6” M (3+2r+8~2V +i 3i _73TaCrarsr +4n
v +4J +16
72— arc/g-; 4= (tg2(+-|)’+C.
2 4

5.2-misol. Ushbu I% ————X'ntegralni hisoblang.

Yechilishi. Agarsin—p'—l-s----lfodada cosx ni -cosx ga almashtirsak, u

holda, uning ishorasi, garama - qarshi ishoraga o'zgaradi. Shuning
uchun, t- sinx, xe f-~; yjalmashtirishni olish qulay boMadi. Bunda,

x =arcsin(, dx - —=2=dt, CoSX =J\- Sin3x =J]-f ,
Vi-r

va

r dx __ _r__ 1 i, f dt

sinlxcosx Jf'ji-t171-(2 t'(- <)

. _ 1+5si

:rdi+rdl +r__qt_ __:___}r_|+_|n +C :....._T.I...T _1 +1_|n S‘mX +C.

\% Jr J1- 3t ot 3sinx  sinx 2 1-sinx
5.3-misol. Ushbu f— integralni hisoblang.

Jsin xcosxX
Yechilishi. Integral ostidagi ifodada sinx ni -sinx ga
almashtirgan-da, u 0'z ishorasini teskarisiga almashtiradi. Bu holda 2)
almashtirishni, ya’'ni i =cosx, xe(0;i) deb olish qulay bo'ladi. Bunda,

X =arccosr, dx =— -dt, sinx =VI- cos2x =sll-t2, sin3x =-y/u~cos’ x)3 =

va
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r dx .

'sin' ,vcos: [T frr===-—r- i !flty{z\-r‘ :ff1-72dt +j|_-$'idt-

= Ldp!*Tic o 1 e POX o
I 2 1/ cosx 2 1- cosx
5.4-misol. Uslibu J- S integralni hisoblang.

2sin.v +3cos*
Yechilishi. Integral ostidagi ifoda. sina va cosi- larni ,mos ravishda,

-siny va —eosX larga almashtirganda, o'z ishorasini o‘zgartirmaydi. Bu

holda t=tgx, xe 1K 2K almashtirish bajarilib, berilgan integral ostidagi

ifoda t ning rasional funksiyasiga keltiriladi: x =arctgt, ax=-A2% va

sinxdx  =[ f tdt
bZsin.Y +3cos.v  wW2rgx+3 *(2t +3)(I +r )

V to'g‘ri rasional kasrni, noma'lum koeffisientli (3.6)
(2f +3)(1 +£3) o

ko‘rinishdagi sodda kasrlar yig‘indisi shaklida tasvirlaymiz:
I _ A Bt+C
2r+3)(I+r) ~2f+3 + 1+r
Undagi noma'lum koeffisientlarni  topish uchun, yuqorida
ko'rsatilgan noma’lum koeffisientlar usulidan foydalanib, chizigli
algebraik tenglamalar sistemasini yechamiz:

N+21=0,
t = /Il +t2)+(Bt +C)(2t +3) 3B+2c=1 J=-—B=—C=—,
13 13 13
A+3C =0,
in.rci . A 6 r dt 1r13¥/+2
h .smrcw r +BC Y, R AL
2sin.v +3cosx J'2r+3  1+r —mdof +3 13 141

= 2 In2r+ 3| H--:-%- In]1+t21+—2arcigt +C = ----g-ln!ZSin.v+3cosI +—2 x +C.
31 126 1 1 13 13 1 13

5.2. |sinor.rcos/2.rdr, jsinaxsin/Ixdx, Jcosaxcosflxdx ko‘rinisllidagi
integrallarni hisoblash. Bu integrallar ostidagi ifodalarda, quyidagi

sinax cos px ="\[sin(ar +p)x+sm (a- p)x\ (*)
sina* sin Px = -[cos(ar - p)x-cos(a + p)x\

cosaxcospx =i [cos(a + ft)x +cos(tr - p)x\

formulalardan foydalanib, ularni integrallash mumkin.
5.5-misol. Ushbu Jsinaxcos/irciy integralni hisoblang.

Yechilishi. (*) formuladan foydalanib, integralni hisoblaymiz:
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5.3. jsin“xcos” xdx (n, n&Z) ko'rinishdagi integrallarni hisoblash.

. nm - lar manfiy boMmagan juft sonlar bo‘lgan hoi. Bu holda
darajani pasaytirish, ya’ni

formulalar goMlaniladi.

II. nm - lar natural sonlar boMib, hech boMmaganda ularning
birortasi tog boMgan hoi. Bu holda, misol uchun, m tog boMganda,
sinx=r ; n toq boMganda esa, cosx=/ almashtirish olinadi va
I-cos2x =sin2x YOKi 1-sin2x =cos2x formulalarning biridan foydalanishga
to‘g‘ri keladi.

IIl. n, m - larning ikkalasi ham butun manfiy boMib, K va jnj
sonlar juft yoki toq boMgan hoi. Bu holda tgx=t yoki agx =t almashtirish
olinib.

*
1+tg’§<=----1-—, 1+Ctg1X=--_--7
cos' X sin’
formulalarning biridan foydalaniladi.
Ushbu
J4——n>0e€aj-—-—-—-—,m>0
sin X Cos

integrallar ham, Il holga keltirilib hisoblanadi.
Hagigatan ham.

sin"x 2™1

IV. n,m - butun manfiy sonlar boMib, { va g sonlaming biri toq
boMgan hoi. U holda, agar Ju] - togq boMsa, sinx =r, |- toq boMganda
esa, cosx —talmashtirish olish magsadga muvofiq boMadi. Ba’'zi hollarda
X\va |Jm larning darajalari katta boMganda integral ostidagi

funksiyaning suratida i ni sin2x+cos2x yigMndi bilan almashtirish qulay
boMadi.

V. n -juft son, m - esa, butun manfiy son boMgan hoi. Bu holda
sin2x =I-cos2x formuladan foydalanib, integral
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f_* | aeN
1¢0s""x
ko'rinishdagi integralga keltiriladi.
m- juft son, n- esa, butun manfiy bo'lganda cos2x =i-sin2x
formuladan foydalanib, hisoblanishi kerak bo'lgan integral,

fm --,aeN
Jsin" X

ko'rinishdagi integralga keltiriladi.

Vi. n - tog, son m - esa, butun manfiy son bo'lsa, bu holda cosx=t
almashtirish olib, sin2x =i-cos2x formuladan foydalanish kerak.

m - tog, n - esa, butun manfiy son bo'lganda almashtirish olib,
cos2x = |—sm-* formuladan foydalanish kerak.

Ba'zi hollarda, ya'ni Y\va || darajalar etarli katta bo'lgan
integral ostidagi funksiyaning suratidagi | ni sin2x+cos2xga almashtirish
qulay bo'ladi.

5.6 - misol. Quyidagi integrallarni hisoblang:

1) fsindxcos2xdx;  2) fsin3cos2xdx; 3) f— - —dx;
J J J simJ atcosJ g
4))-—5—<cm ] 6)1~dx ; 7)1 - ool
J coS X Jsin x J Sill x 3sin' JtCOS X

Yechilishi. I)Buerda /=4, m=2 boMgani uchun, 1- holga asosan,
sin:jt=i(i-cos2x) formuladan foydalanib, integralni hisoblaymiz:

r.s 4 2 " 1f .. m - N 1f1-COSIX 1-COS4A"
sin” ,rcos” Xdx - == sin’" X-Sin* 2xdX =—— =--2-z2--mn--cociosoiooon dx =
' 4] 4] 2 2

=—J(l-c0s4x-Cc0S2X +C0S2XCOS4X)C&- =

=— X - — sin4x~ — sin 2x +— f(cos 2x +cos 6x)dx =
16 64 32 16J

=— X -—sin2X-— sindx +— sin2x +—5—sin6x +C =
16 32 64 64 162

=— - —sin2,r-— sin4x+——sin6,v+C.
16 64 64 192

2)Jsin’ x-cos2xdx integralni hisoblashda Il holdagi almashtirishdan
foydalanamiz: bunda «=3, ya'ni u tog bo'lgani uchun, cosx=r
almashtirishni bajarib, quyidagiga ega bo'lamiz:

jsin’ x-cos2xdx =-Jsin2.vcos2xdcosx =-J(l - cos2x)cos: Xxdcosx =

:-JIZcos-x-costjdx:— -------- +C
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3) integralda n=-3, m=-5 bo‘lib, i va |jlaming ikkalasi ham tof
boMgani uchun, 1lIl holga asosan, agx=t almashtirishni bajarib,
1+crg\t =- formuladan foydalangan holda hisoblaymiz:

1 .o dx _ dclgx

S-I"I2 X L_Osrl( sHl8 X Ctgsx-
sin X (I +ctg2x f
r(\+ctg2x)'dctgx _ (I +/u;)Sdu

J Y ¥

I +l +ub u =f+fL_+2,~-3in|,|-'L +C

n a u U=igx
1 1 3 1 s octg ¢
-3l -1C.
4 ctg x 2 ctg'x SiraRy 2 +C
4) integralda « =5, m=-2, ya'ni » - toq, - butun manfiy boMgani
uchun, VI holga asosan, cos*=/ almashtirish olamiz va sm2x=i-cos3x
formulani qo‘llab, integralni hisoblaymiz:

rsins5x N fsinwxdcosx e(t-cos: X"dcosx
- ( \X~2ul+uAdu
c0s2X cos: X as X ~ -~ n*
1 cos
- +2u-—+C - +2¢08 T4 C.
" 3 COSX 3
dx

5) ) integralni  hisoblashda. sinx=ism—os- formuladan
SIn X

foydalanib, uni quyidagi

cr 1 du
‘sm'v 24 sin5-cos5- 24 sin »cos5*
2 2
ko'rinishga keltiramiz. Keyingi integralda n--5, m=-5 bo'lib, n va m

larning ikkalasi ham tog bo‘lgani uchun, 111 - holga asosan, dgx=t
almashtirishni olish qulay bo‘ladi:

rodk 1 oddgu T 48'c = I ]_1rf|+r2)4d
350" x T35 wosin i _(_1+ “simnj TI6) Y
i fl+4.-: +6rd4+4.-" +: .
dz =
161
l. 64 8 8 11 8 64 J

6) integralda «=--2,«i =3, ya'ni n - butun manfiy, m - toq boMgani
uchun, V holga asosan, smx =< almashtirish olamiz va cos!x =i-sin2x
formuladan foydalanib, integralni hisoblaymiz:
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rcos’ x” r(l =sin~x)tfsinx _ r(l-u 2)du
J sin2x & sin2x u2

—Jti~du-Jdu ="-i-u +Cj msinx+C .

7) integralda n=-2. w=-3 ya’'ni « va m manfiy sonlar bo‘lib, \ toq
boigani uchun, 1V holga asosan, sinx =« almashtirishni olib, integralni
xisoblaymiz:

dsinx du
Jsin Xcos X Jsin2x cos4x Jsin2x(l-sin2)2 = DZ(|-U2)2

_f du
»2(1-1,):(1+17): m

Mustaqil yechish uchun misollar

Integrallarni hisoblang:

5.1. Jcos: xdx. 5.2. |cos’ pxdx. 5.3. Jsin’ pxdx.
5.4. |cos4 pxdx. 5.5. Jsin’ xdx. 5.6.jig 3\

5.7. Jer'xdx. 5.8. j cos5xdx. 5.9. Jsin4 pxdx.
5.10. Jcos7xdx. 5.11. jetg4xdx. 5.12. |sh2xdx.
5.13. | sh'xdx 5.14. Jch'x shxdx. 5.15. JcA2d.
5.16. |i/i4xcix. 5.17. |ch'xdx. 5.18. Jeh*xdx.

Jsin px cos gx dx, Jsinpx singxdx, Jcospx cos gx dx ko‘rinislldagi
integrallarni hisoblang:

5.19. Jcos 5xcos9xdx. 5.20. Jsin5xsin3xciv.

5.21. j cos4xcos* dx. 5.22. Jsin7xcos3x dx.

5.23. |sin3xcos5x dx. 5.24. j cos pxcosgx dx.

5.25. Jsin pxsmqx dx. 5.26. Jsinpxcosgx dx.

5.27. Jsinxsin2xsin3xA. 5.28. Jcosx cos cos5x dx

5.29. JfSinXSinz—SinS—dx. 5.30. Jcos2ax cos2bxdx.

5.31.Jsin’ 2xcos23xalx. 5.32. Jcosx cos 2x cos 5x dx.

5.33. Jsh2xsli5x dx. 5.34. Jchixchlxdx.

5.35. |sli3xch5xdx. 5.36. ji/i(2x+3)sh(2x +5)dx.
dx

. ko‘rinishdagi integrallarni hisoblang:
sin T30S x
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5.37. f-*-.
Jsinx

540. * .
Jsin' x

543.f *

ycos X

5.46. f *

cos X

5.49. \ ~.
Mch x

5.38.f * . 539. J *
Jsin x Jsin j:
5.41. f * 5.42.
JSin X ® J cOosX
544, f * | 545.f * |
1 cos X Ja» X
5.47. I-4-. 5.48. f-4-.
sh x J shdx
5.50. f*L 5.51. TE¥En .
-(‘/i‘X \] c/tr

fas' v fAJ-dx ko'rinishdagi integrallarni hisoblang:

r J c.ou4 vy

5.53.

J CO8X
5.55.f

' cos' X

rsin3)§_dx.

" cos! X
5.59. fALidr.

J COSs X

5.61.(52"*,
1°sinx

5.63.\™ Lldx.
1 sinx

5.65.] .~ 1. 5.66. .~ n.
Jsin x Jsin‘ x

5.68. f~ d x . 5.69
Jsin ot

“Jcin r

, \-"dx ko'rinishdagi integrallarni hisoblang:

1 chox

5.70. fE*I*&.

J chx

5.76.

Jdr i

5.79. TENEN .
J shx

5.82.f— .
J nAic

5.71.

5.74.

5.77.

5.80.

5.83.

FENER . 5.72.j X g
J c/rx cltx
ran. 5.75. 352 g
JdIxX ch>x
5.78. 15M4x
Jch x ch x
f— 5.81. )= dx.
1 shx shx
5.84.1 9%y
Ssh'x sh x
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5.85. 5.86. f£’\<|v 5.87.

1sh x 1sit x 1sh x

5.88. f~ xdx 5.89.\erd x.
*sh x Jsh x

j'sin"'xcos*xdx ko'rinishdagi integrallarni hisoblang:

5.90. j sin2 vcos*dx. 5.91. Jsin2,rcosIxdx.
5.92. Jsin2xcos'1xdx. 5.93. Jsin’ xcosxdx
5.94. j sin' xcos2xdx. 5.95. Jsin’ xcosxdx.
5.96. Jsindxcosxdx. 5.97. Jsindxcos2x dx.
5.98. Jsindx cos3xdx. 5.99. Jsindxcosdx dx.
[shixch"xdx ko'rinishdagi integrallarni hisoblang:
5.100. jsltxclix dx. 5.101. jslrxch:x dx.
5.102. JsAXc/isxdr 5.103. JsAXclIrx.
5.104.jsh'x ch3xdx. 5.105. ) shaxclrxdx.
5.106.jsh axchA dx. 5.107.jsh4xchtx dx
J —- ko'rinishdagi integrallarni hisoblang:
5.108.JF%;\@. 5'109'Jf§mcosix' 5'110'stinnzdé5 .
sinoos x WSin xcos x
5.113. g% .
sindoos* x’ 5-115. stm' X8 X'
5.116. Jféin (i();:osx
5117, Ism COS X | n;gn&]f(gos?xx Ic 11”51 ]S-I1n94()j(>(()fOSX
5.120. Jsm Xcos' X 5'12J15in XCOS X 4. Sl stin I;«:oé X
 pratoyr ko‘rinishdagi integrallarni hisoblang:
5.123. sthxchx 5J %r%f‘rchfx_ P g.]'X%ZS' f_c , ro _
5.126.)— shx ch xxh y2r7th -A - 5vh]~'%8/~/>25
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5.129. T -~ 5.130. f— " — 5.131. f dx

Jsh xch Jsh xch x 1sh‘x ch x
5132. f-£ — 5.133. 5134.f-A , m
1sh chx’ Jsh xchx 4sh xch x

|s(sin-v. cos)dx, (bunda R- rasional funksiya) ko'rinishdagi
integrallarni hisoblang:

5.135. r—* — . 5.136. f— d—
*3+5cosx * 10 + 8 cos x
dx cno ¢ dx
5+4cos.v J 13 +5sinv
5,139, f— E:E_ Elgo f X
55\4 RY jJ5+35inx
5.141. f—* — . 5.142. f—
1 a +bcos-x J a+/>sitix
dx
5.143. I4I’d’\§§i 4 3sing 48 R stsnrnx +3c0sX +5
5.145, f——- A - . 5.146. f3sinv~2cosjr.
J5-4sinx +2cosx J 1+cos.t
5.147. j— — : 5.148.f  dx
© 2sinx 4 3cos¥ 4 3 D 3sinx-4cosx
5.149.} d
a +ftcosx +csinx
5.150. Ushbu J,, =f--—-- - V== --(n2+/r ?0,ne,\) integral uchun

(acosx +6sinx)"

Ereeeeeees | asinx- ftcosx

_— nh FRI_ok - 1

((I mﬂ hb J’\acosx +fe5|nx)
rekurrent formulani isbotlang, uning yordamida

J, - f-—-——- ——- integralni hisoblang.
(2 cosx +sinx)

5.151. Ushbu J,,=f-—--—1 W?/>]. ne .v) integral uchun

(cicosx +6)"

y"= r- (2«- 3R -, +(«- 2)J,,_2) n>1

7(/711';5' - {aa)s'x/\+ bj
rekurrent formulani isbotlang, uning yordamida

«){,-— ——tt,(0<c<l).
1+ £CcOst]

e —— N E>1
J (1 ~m€ COS X)



integrallarni hisoblang.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

5.1 JM+—sin2x +C 5.2. —sinpx——sin3/%+C.5.3.— c0s3p x - —cos px +C.
2 4 p 3p 3p p
%( 1 . 2 1
5.4.-X +— sin4/«+C. 5.5.-cosx +—€053X — c0s5X +C.
8 4p 3 5
5.6. 6) -/gx +InJoosx] +C .5.7 .- —ctg2-In|sinx| +C.
5.8.sinx- —sin’ x +isin5x +C.5.9. — - —sin2px +——sin4 ox +C.
3 5 8 np 32p '
5.10. sinx-sin3x +sin’ x— sin7x +C.5.11. cfex—r ctg'x +x +C
10, sinx-sin3x +zsin’ x—; sin7x +C.5.11. cfex— ctg'x +x +C.
5.12.-45/?2)(-é+c.5.13.—elix+3—eh3x+C.
5.14. —<¢h4x+C.5.15. —sh2x +—+C. 5.16. —X - —shxchx +—sh3X chx +C.
4 4 2 8 8 4
5.17.sﬁx+?sir‘<x+c. 5.18. gx+ éshxchx +4—shx ch'x+C.
5.19. -5|n4x+—S|n4x+C 5.20.—sin2x - —sin8x +C.
28 4 16
5.21 .- sin3x+—sin5x+C. 5.22.- -cos4x-— coslOx +C.
6 10 8 20

5.23.- —60058x+4—0032x+c.

5.24.sin(p +g)x +spn(p-g)x+ " 24
2(p +0q) 2(p-q) }
5.25- sin(p+g)x +sin(?-p)x +c, (_w )

2(p+q) 2(q-p)
5.26. - CO<P +?)x-Cs(P"q)r+c , X 5>27>c0s6X_C0S4X_C0S2X

2(p+q) 2(p-q) v ' 24 16 8

-------- [ nuum——— e ——— Y G
“36 28 12 4
& £ 3 5x 3 X 11x
y. —cos -------- COS------ - —C0S— +— cos—+C
10 6 14 6

8b 16(a b) \6(a +b)

5.31.- =cos2x H---3--COS 4x L+---- cos 63x ------- cos8x + ---1--cos 2x +C.
16 64 48 128 192

5.32.-sin 2x +—sin4x +— sin6x +—sin8x +C. 5.33 . —sft7x- —sh3x +C.
8 16 24 32 14 6
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5.34.-1-shlOx+—sh4x +C. 5.3 5 .- chSx——<ch2x +C.
20 8 16 4

5.36.- -chi +-s/z(4x+8)4C 5.37.Inrg- +C.

5.38.-_~ +1|ntg +c. 5.39,- COS)-(----—gctngT: L -ctgx +C.
Zsm X 2 3sin x 2 3ctg'x

§.40 . COSX_ 30X HgX.c

" " 4sin x 8sin‘x 8 2

5.41.-y1 ctg5x - Ecig,x- cigx+c.5.42.in +C.

5.43. _sinx_ +]1h/g( X o+e glM --§-I-r-"—+—tgx+c ltg "x+tgx +C.
2c0s~x 2) 3cos x 3

§.4% -Sinx_ 3 sinx i—3'ln ""—+X_'|+c.
4cos x 8cos'x

§.46 . sinx +—Ig x+—tgx—1kg X4—tg X +tgx +C.
5cos'x 5

547 ox 1 Intv- +c. 5.48.— cthix +ctkx +C.

2sh-x 2 2 3

5.49. +—arctg(shx) +C. 5.50.--th 'x +thx+C.
2ch'x 2 3

5.51. —eh2x- Inchx+C.5.52. —sinx +1In +C
2

5.53. —cos3x-In]cosx]j+C. 5.54.-sin3x-sinx+Ir 'Sr:l X e

5.55. ——+¢.5.56. tgx- x +c. 5.57.cosX+- -+C.

I
5.58. (gx+isinxcosx—3 x+C.5.59.——+ Inlcosxl +C.
2 2 2cos X

5.60.--U - 1 +c. 5.6l.cosx+In  +c5.62 .27 +insinx+C.
cosx 3cos’ x

5_63_.1(:05' X+COSsX+ In +C. 5.64.-clgx+x +C. 5.65.-sinX--—-—— +c.
3 SIinX

5.66.- ctgx - 0,55iNxCosx-15x+C.  5.67.- . > -n|sinx] +C.
2sin" x
568, —------ K - -5.69. ctg X +ctgx +x +C.5.70. slix - arctg(shx) +C

5.71.i ¢h*x - Inc/ix+C. 5.72.1sh"x - shx +arctg(slix)+C.5.73. x-thx +C.

5.74. - —X +—sh2x +thx +C. 5.75. — +—arctg(shx) +C.
2 4 2ch2x 1

5.76. ——H---+C 5.77.- -f/|5(- thx +x +C.
chx  3ch
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5.78.j,m’X+C.5.79.chx+inth- +C. 5.80. }-cftx + In¥ixj +c.
5.81.—h'x+chx+Wtli- +C.5.82. —e/F v+In|stor] +C.5.83. x - ctlix +C.
5.84.shx- ~ +C. 5.85. ~x +~sh2x- ctlix+C. 5.86.- ~cth2x +1n|i/ix] +C.
5.81. chx—7~ — 2—Inr/.7- +v+C. 5.88.—30th'x- ctlix +x +C.

snN~X

5.89.- i ctlvx +C. 5.90. - x- —sin4,r+C.
3 8 3

5.91%@ﬁ3x-255in' x+C. 5.92, % +a sin 2x- = sin4x---1-§§sin6x +C.

5.93.isin4x+C.5.94 .-cos5x-~cos3x+C.
4 5 3

.95. - +C. 5.96. +C.
5.95 6413 c0sbx- 3 cos2x)+C. 5.96 T+C
— 1 1 . 1. 1 .
Y/ —X——sm2x----- sindx +— sin6x +C.
16~ 64 64 192
5.98. SII‘]3X£’\ +2 @s3x-c0s4x) +C 5. 99 X— —sin4x +——sin8x +C.
128" 1024

5.100.-jA + ¢.5.101.-~ +l-i/;4x+c. 5.102. ji/ jXc/ix +li/ 7X+c.

5.103. -i-X ——sh2x +-—sli4x +-1—sh 6x +C.
16 64 64 192

5.104. 25AX ch'x—?-¢/ix+C.5.105. —shéx+—sit2x = —¢hf x -—ch*x+C
5 15 6 4 6 4
5.106. -sh 2 -~ i/id3¢/"™+¢.5.107. — S Li8X + - sh8x +C.
35 128 128 1024

5.108. In| +c.5.109.-L . +In +c. 5.110 i +Inbl +c.
I A0SX t9125| ~2cos™x

5.111.-2——1L _ +htg_x+c
COoSX 3c0S"X

5.112. Ingg '4“1—2 SI]n_X +C. 5.113.-2¢ctg2x +C.
A,

5114 [-= Mee 1 op3y0 0 X
V2C052y 2)sinx- Zlnrg 4o +C. 5.115

5.116. -—Ll,—+|n|fg<|+c 5117, — —I—L— 2)+2 ing
2sin" cogr\, 2SinF X

1
+ + -
5.118.-2£250€ +2lrbl +c.5.119  — — 3sm'|'”'||<|/b

5.120.-5-mmmmme—eee A<vg2x+C.5.121. 80fg2x--c g’2x+C.
3cosxsin X 3

* e — +
3sinx cos3.r SCtgzx ¢
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+C. 5.123. in|(/ix)+c.
sinx 3sinJx 2cos2x 2

5.124.— +1Inigf +C. 5.125.- Xh:x+b WL, +c.

chx 2

5.126.-j-+_ L - +InthX +£ 5.127—— arctg(shx)+C 5.128. —2cth2x +C.
‘chx Thch'x shx

5.129. - Acth 2+ Inj/AC+C .5.130. dx _Hlathi] +c.

5.131.w/:x-i"A2Aniv] +c. 5.132. ~ -3 N +arcig™  +C-

+ ~  -+—arctg(shx)+C.
5.133. shx Ish'x Ich'x 2 .
X n Ee)
) « 2+2 5.136. i «2 +C
5.134. sc//r2x-Jcrt’ 2+ +c. 5.135. iln +C.0.130. ia/cfg 3 :
\ 7/
X \
5
j gl +C. 5.138 t = +C.

5.137. jarc(gl - 5.138. —arctg )

3« +1 5+fgn +3
5.139. iln +C.5.140.i arctg +C.

4 oygi+9 |
oJa2 -b~tg™
arctg- 2 +C, a2 >b7,
sla2-b 2 a+b

5.141. «Jb2-a tg,?)s +a+b

Y 2 +C,a2<i2

mb -a’
afg™ +i
=@rcig— ; —+C, a' >b—,
s, 0V 5.143.- | -+C
. . atg”™ +b—xb~ —a?2 |g_+3
! _In +C,a: >fc.

X .

[ +2rg; 2 V
_== +C.5.145. _ arctg +C.
5.144. VI_Sarctg Vis S

5.146.2rg~ +3in'g 2 +ha-4AC/g—MC.5.147. —nzc 1 +3+C
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nol

5.148.-5In|'0 +C

X 1
2 +2
2 [a-b)lg~ +cC
1 = Li arctg — 2 Loar > +c2
Va' +* -c- Va'-62-c2
| (a-bjtg™ +c-yfbh2'be2-a 2

In
5.149. wbl+c'—a22 (a-6)1 +c+fb2+c2-a2

a+<dM—a=p

-2
,a2=b2+c2

c+(a-e)gh
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Il bob. ANIQ INTEGRAL

6-8. Aniq integralning ta’riflari

6.1. Riman integrali./(x) funksiya [ab] kesmada aniglangan

bo‘lsin. [ab] kesmaning a=x0<xl<x2<..<xll<xll=b shartni
ganoatlantiradigan chekli sondagi {KFd nuqtalar sistemasiga [a,b]
kesmaning bo'linishi deyiladi va u P={¥= kabi belgilanadi. xt(k=l.)
nugta P bo'linishning bo‘luvchi  nuqgtasi kesma esa, gism
oralig'i deyiladi. Agar [ab] kesmaning ixtiyoriy P bo‘linishidagi
gism oralig'ining uzunliklari bir xil bo'lsa, u holda, bunday bo'linish,
[a, B\ kesmaning regular bo'linishi deyiladi.
d =d(P)= max Or, (gr* =x.4-XK), P bo'linishning diametri, deb ataladi.
Har bir [, 1 kesmadan (@=o,«-1) Vit nugtani olamiz: xt <fk<xkil.

6.1-ta’rif. Ushbu

M):<(|j(/,{a.l)=k2:O)K K (6°i)

yig'indiga, f{x) funksiyaning, p bo'linishga va nuqtani tanlashga
mos kelgan, integralyig'indisi (Rimanyig'indisi) deb ataladi.

6.2-ta’rif. Agar Vs> o0 olinganda ham, shunday £=<Xr)>0 mavjud
bo‘lib, diametri d(p)<s boMgan [a,b] kesmaning har qganday P
boMinishida, hamda WK (xk <€k <xK nugtani tanlashga bogMigq
boMmagan holda,

62)

tengsizlik bajarilsa, u holda, shu J son, integralyig'indining limiti
deyiladi va u J = \\n <P(f) kabi yoziladi.

6.3- ta'rif. Agar f(x) funksiya uchun, (6.1) integral yigMndining

J(M)»(>da J limiti mavjud boMsa, u holda, f(x) funksiya [ab] kesmada
Riman Ta ’'nosida integrallanuvchi deyiladi.

Integral yigMndining J limitiga f(x) funksiyadan [ab] kesma
bo'yicha olingan aniq integral (Riman Ta ’nosida) deyiladi va u
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\f{x)dx =J (6.3)
a

simvol orqali belgilanadi (6.3) da, /- integral ostidagi funksiya, a son-
integralning quyi chegarasi, b son esa, integralning yuqori chegarasi,
deb ataladi. Integral ostidagi X o‘zgaruvchini boshga o‘zgaruvchiga
almashtirish  ham mumkin, ya’ni

[f(x)dx = =\f(:)d:

va h.k..
a h 0

Ta'rif bo'yicha, Jf{x)ix =0, ]f(x)dx =-Jf(x)dx (a<b deb olamiz).
a a h

6.1-misol. /(;¥=x funksiya ixtiyoriy [ab] kesmada Riman
ma’nosida integrallanuvchi ekanligini ko'rsating.

Yechilishi. fa.6] kesmaning Vp={&}” bo'linishini olamiz.
Natijada \ab] kesma [x0,*],[*, x2]...Iv-i-*J boMaklarga bo'linadi va
£ fa el-v_x]), (= deb belgilaymiz. r boMinishga mos

kelgan integral yig‘indini tuzamiz:
-N/)=cTr (N4 \)=x/faK =t )=t =

(- x0 )+ - x\ e+ - -]\ {xl - x0)= \k>2 - a2)-

Bundan, dgmg@g:-b?-:ia— =P

Demak, /(X)=x funksiya ixtiyoriy [ab\ kesmada Riman ma’'nosida
integrallanuvchi ekan.

Aniq integralning ta'rifidan, har ganday Riman ma’'nosida
integrallanuvchi funksiya chegaralangan boMishiga ishonch hosil qilish
givin emas, lekin har ganday chegaralangan funksiya har doim ham
integrallanuvchi boMavermaydi.

6.2 - misol. Ushbu

DUx] _%1. X ratsional son bo\gah
0, r irratsional son boXganca
Dirixle  lunksiyasi  [a,iJc/f («<*) kesmada Riman ma’nosida
integrallanuvchi emasligini ko‘rsating.
Yechilishi. [a,6] kesmaning VP bo'linishini olib, quyidagi
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<tAn{6N) :f*o&.),ﬂ,x*.

aRD\ftb X D fcK

yig'indilami tuzamiz. fke[xt.,, /] nuqta sifatida kesmadagi
ixtiyoriy rasional nugtani, it sifatida esa @£ e[xt_xt]), shu kesmadagi
ixtiyoriy irrasional nugtani olamiz. U holda, D(gk)=i, O//{)=obo'ladi.
Shuning uchun,

=6-a, a,{D;#A})=0
KA

Demak, b-a* o uchun Dirixle funksiyasining integral yig'indisi,
6.2-ta’'rifga binoan, limitga ega emas. Shuning uchun, Dirixle funksiyasi
\ab\ kesmada integrallanuvchi emas.

6.3-misol. Ushbu

AN, x ratsional son bo‘lganda,
{-*, x inatsional son bo'lganda

funksiyaning [a,6]e « (a<b) kesmada Riman ma’nosida integrallanuvchi
emasligini ko'rsating.

Yechilishi. p- J =[ab] kesmaning ixtiyoriy bo'linishi bo'lsin. Unda
j =[a, b] kesma Jui7,.J, kesmalarga bo'linadi. & e[gr*_,, xk]=Jk nuqta
sifatida, kesmadagi ixtiyoriy rasional nugtani, efo.,,*,.])
sifatida esa, shu kesmadagi ixtiyoriy irrasional nugtani olamiz. U holda,

ALY mZ /Te)wr =7 &' ae

UMYz ez )R
yig'indilami tuzamiz. Bunda <,(/{&}) yig'indi /,(*)=* funksiya uchun

integral yig'indi bo'ladi va u 6.1-misolga asosan,
i2_2 *

d{ri{}l‘o(Tp(f: £k} =— 3 =§xdx.
bo'ladi. P(F{rjk) vyig'indi esa, /2(*)=-* funksiya uchun integral
yig'indi bo'lib,

Iim0<>p(f\ {nk}) =-b 9 =.jj<dx_

bo'ladi. Shunday qilib, berilgan integral yig'indi yagona limitga ega
emas.
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Demak, berilgan funksiya [</i] kesmada Riman ma’nosida
integrallanuvchi emas.

6.4-misol. [a,b] kesmada chegaralanmagan funksiyaning Riman
ma'nosida integrallanuvchi emasligini isbotlang.

Yechilishi. f(x) funksiya \ab] kesmada chegaralanmagan boMsin.

\ab\ kesmani chekli /3={t}", nuqtalar sistemasi yordamida chekli
sondagi v;] kesmalarga boMamiz, u holda, fix) funksiya shu
kesmalarning, hech bolmaganda, birida chegaralanmagan boMadi.
Umumiylikni  buzmaslik uchun, f(x) funksiya [*,*] kesmada

chegaralanmagan boMsin, deb faraz gilamiz. Qolgan
[r.g:2],[x2,xd , . .., X,] kesmalardan \<f2, nugtalarni  olib,
ularni belgilaymiz va ushbu

°>(/)=0-p(/,"})= f(b:hr2+.. +/(c,)AX,
yigMndini tuzamiz. Endi f(x) funksiyani [je0.jo] kesmada garaymiz. f(x)
funksiya [xo,.y,] kesmada chegaralanmaganligi uchun, ixtiyoriy oldindan
berilgan M>0 son uchun, bu kesmadan shunday f, nuqgta topiladiki, bu

nuqtada /(1) . boMadi. Bundan, MENEXNAN+M boMadi.
Shuning uchun, v/>={rtj;,| boMinishga mos kelgan integral yigMndi,
K (/% D]= =1 Ife +E» ()@Y, -lo,.(/)] >m

tengsizlikni ganoatlantiradi.
limMn=+0 boMgan {Mn} sonlar ketma-ketligini, hamda [ab]

kesmaning diametrlari d.jpy>0 boMgan p,, R2,...,pn.. boMinishlari ketma-
ketligini garaylik. Bu boMinishlarga mos va [a"(/)(> A/, shartni

ganoatlantiruvchi  \a"(f)] integral yigMndilar ketma-ketligini ham
garaymiz. Bu integral yigMndilar ketma-ketligi uzoglashuvchi boMadi,
ya'ni f(x) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi boMmaydi. Shunday
qilib, yuqoridagi ta'rif va 6.2 - 6.4- misollardan, quyidagi xulosani
chigarish mumkin.

Agar f{x) funksiya [4,6]da integrallanuvchi boMsa, u holda, u shu
kesmada chegaralangan boMadi. Bu tasdigning teskarisi o'rinli emas
(6.2- misolga garang), ya’'ni f(x) funksiyaning integrallanuvchi boMishi
uchun, uning chegaralanganligi zaruriy shart boMib, lekin etarli short
boMa olmas ekan.
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Anig integralni, ta'rif bo'yicha, ya’'ni integralni integral

yig'indining limiti sifatida garab. hisoblashga doir misollar keltiramiz:
n

6.5-misol. Ushbu Jcosczv integralni ta'rif bo'yicha hisoblang.
0

Yechilishi. [0;"] kesmaning regular P bo'linishini, ya’ni
P=\0=0, x :—....,x,,:-z} bo'linishni garaymiz. U holda, &K=xt+-xk="-
2n ! J 2n

bo'ladi. 4t nugta sifatida, kesmaning o'ng chetki nugtasini
olamiz, ya'ni & =**,. Funksiyaning % nuqtalardagi qiymatlarini
hisoblaymiz:

/O,) =cos;,, oos’\ . /(E)=0c0s4 = o /(E.) =0, , =

Endi cosx funksiyaning [0;"] kesma uchun integral yig'indisini

tuzib, uning n->o00 da limitini hisoblaymiz:
J,(/)=cTp(0sX)= /Oft =X cos =
k=0

v=0
L (weDff
A--Sin—sin-----~--
= —n }cos ZL+CIIS + +cos—(r1:§-ﬂ{| ------------ [} -----------Z!?----
2 2 2 4 2/i sin—
T SmT Sin (n-\)x
Ilrn:r (/)— I|m ------------ S
/7 sint
4n

Bunda, lin/ sin—=-,sin,r ning uzluksizligini e’tiborga olsak, u
O 4 2

holda.
N-sin Tz )
-1
T

2

choscir :i!ij !kjF (cost)
[o]

6.6. -misol. Ushbu
b

IE N (O<a<f), H*-I

integralni ta'rif bo'yicha hisoblang.
Yechilishi. [a,b] kesmaning regular bo'Imagan bo'linishini, ya’ni

ot =a<v<w<.<x =Desywga « =aQ\ = bo'linishni  qaraymiz.

81



£t nugta sifatida, [****»,] kesmaning chap chetki nuqtasini olamiz, ya’ni
£t =x,. U holda, integral yig‘indining ko‘rinishi quyidagicha boMadi:
=)= =B, )=
)
AD ko

Bundan, geometrik progressiya hadlari yigMndisi formulasini
hisobga olgan holda,

(TA(*» >=—Q"*1A- 1=

munosabatni hosil gilamiz, bunda n-»oc da 4:>\>/p->i va iim-U-’s\q' "m//
a
formularti e’tiborga olsak,
i oy — (o N i —
b4 =l (=@ -G T =
m=- 1 boMgan holda,

boMadi. Buyerda k@% =lna formulani e’tiborga olsak, u holda,
~ = linw ()= limo>(—1= limi\ - = Inb- Ina
ekanligi kelib chigadi.
6.7-misol. Ushbu J!ezdx aniq integralni ta’rifbo‘yicha hisoblang.
Yechilishi. f(x):Oer funksiya [0] kesmada aniglangan. [0;i]
kesmaning

p={x0=0<r, :in<,,..<xt.:-it<...< x,:":1} regular boMinishini
garaymiz.
Ravshanki, [**x*#] kesmaning uzunligi, ﬂXK:h Zk nuqta sifatida,
kesmaning chap chetki nuqgtasini olamiz, va’'ni ek=X =-(/t=0 , i, ).
It

Endi shu p boMinishga mos kelgan integral yigMndini tuzamiz:

af (@)=1Te" =f\+e" +e" +..+e " )o—

82



1 iM

I+e" +...+e" yig‘indi, birinchi hadi ba=I, maxraji q:eln bo‘lgan
geometrik progressiya n ta hadining yig*indisidan iborat boMgani uchun,
I

[+e"+... +et+r1 =—;9-<:-|
e-1
Shunday qilib,
e -1
Bundan,
Uma>1e ,{F}J|:(e—l)hm—_p—:e-l
e-1
Demak,
J =jexdx=e .
0
6.2. Darbu yig'indilari. Biz bundan keyin, hamma vac
chegaralangan funksiyalami qaraymiz, chunki chegaralanmagan
funksiya Riman ma’'nosida integrallanuvchi emas (6.4 - misolga
garang).

/(o) funksiya [a,b] kesmada chegaralangan boMsin. fa,b]
kesmaning ixtiyoriy p={a=x0<x, < <..<x,=b} boMinishini garaymiz.
/(x) funksiya [ab] kesmada chegaralangan boMgani uchun, u v[~Lxt]
kesmada ham chegaralangan boMadi. /(x) funksiyaning
kesmadagi. nmk anig quyi, Mkanig yuqori chegaralari, ya’'ni
mk= inf f{xX\ Mk= sup f{x) mavjud boMadi va e[*t1(xt] uchun

mk</(c,.) <Mk tengsizliklar o‘rinli.
6.4-ta’rif. Ushbu

SP{f) =MI&d +U 28« +... +M &x,, =Y iMtbxk (6.3)
=
*</) =M +m2Ax2+....+mtIAxIt:’t\.m kAxk (6.4)
-l

yigMndilar, mos ravishda, fix) funksiyaning, berilgan p ={x(
boMinishga mos kelgan, quyi vayugori Darbu yig*indilari deyiladi.
Darbu yigMndilari quyidagi xossalarga ega:
1-xossa. Darbuning har ganday (6.4) quyi yigMndisi, Darbuning
(6.3) yugori yigMndisidan oshmaydi: sP(f)<sr,(f).
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2-xo0ssa. MK (K<EK<xK/) nugtani tanlashga bogMig boMmagan
holda, Darbu yigMndilari uchun, sr(f)<a,.(f)<s,.{f) tengsizliklar o'rinli.
3-xossa. Har ganday P boMinish uchun,
£,(/)= sup *,(/m{£}), *.(/)= inf <P(I\{nk}

munosabatlar o'rinli.

4-\ossa. Darbuning (6.4) quyi yigMndilari to'plami yuqoridan
chegaralangan, (6.3) yuqori yigMndilari to'plami esa, quyidan
chegaralangan.

5-xossa. Agar P-\a.b] kesmaning ixtiyoriy boMinishi bo'lib, p’
esa, P bo'linishning nuqtalariga chekli sondagi yangi boMinish nuqtalari
go'shishdan hosil boMgan boMinish bo'lsa. u holda,

s, (/)<sr.(f), Sp.(f)<S,.(f) (6.6)

munosabatlar o'rinli bo'ladi.

6.4-ta’'rif. {sr()} to'plamning aniq yuqori chegarasi, f(x)
tunksiyadan [a,b] kesma bo'yicha olingan Darbuning quyi integrali deb
ataladi va u,

b
sup{ir (/)} =/ =Jt{x)dx

kabi belgilanadi.
6.4/ta’'rif. {SP(/)] to'plamning aniq quyi chegarasi, f{x)
funksiyadan [a.b] kesma bo'yicha olingan Darbuning yuqori integrali

deb ataladi va u,
b

inf{5P(/)!= 7 =j/(x>fe

kabi belgilanadi.

6-x0ssa. Darbuning quyi integrali, uning yuqori integralidan katta
bo'la olmaydi, ya’ni

J<lJ.

6.5-ta'rif. Agar f(x) funksiyaning [a.b} kesmadagi quyi va yuqori
Darbu integrallari bir - biriga teng bo'lsa, u holda /(.r) funksiya [a.b]
kesmada Darbu ma’nosida integrallanuvchi deyiladi va ularning
umumiy giymati

1=1=J,

f(x) funksiyaning [ab] kesmadagi anig integrali (Darbu ma’'nosida)
deyiladi va u

J =\f{x)dx
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kabi belgilanadi.

Agar J*J bo'lsa, u holda, /(or) funksiya [a,6] kesmada
integrallanuvchi emas deyiladi.

6.3 -va 6.5 - ta'riflar, o‘zaro teng kuchli ta’riflardir.

6.8-misol. /(.v)=.v3 funksiya uchun, [-2:3] kesmada, ixtiyoriy
regular P bo'linishga mos kelgan. quyi va yuqori Darbu yig'indilari
tuzilsin.

Ycchilishi. (2,3] kesmaning ushbu

P=fg,=-2<x=-2 +-|_|<.v, =-2 +T_|<... <xK=-2 R < <x,=3) regulyar
bo'linishini garaymiz, bunda kesmaning uzunligi

I_I(*:!,«) X=-2 +—. (6.3) va (6.4) formulalarga asosan, Darbu
yig'indilarini tuzamiz.

Berilgan funksiya (-2:31 kesmada o'suvchi bo'lganligi uchun. u

0'zining aniq quyi va aniq yuqori chegarasiga, mos ravishda, kesmaning
chap va o'ng chetki nuqtalarida erishadi, ya’ni

Shunday qilib,

Endi, Darbu yig'indilarini hisoblaymiz:

Ma’lumki,

Bu formulalarni e’tiborga olib, oxirgi tenglikdan,

bo'lishini olamiz.
Xuddi shunday,

ifoda topiladi.
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A=
8

6.9-misol. /W=2x,*eo,l/»=[o1il].i} va £=L,E=I, s

=;1bo'lsin. U holda:

«) Nar, A7, AT3, Agd. Oxsqiymatlar;

A [Pl =mex|Ox];

c) in,, m2, in,. ms qiymatlar;

d) /(#, » /(<?), /(ec)- /(£,),/(&), giymatlar;

e) A/, A2. /3 A/A. Ms, giymatlar

/)*,,(/) quyi Darbuyig'indisi;

s) s"(/) Riman yig'indisi;

«) S,.(f) yugori Darbu yig'indisi topilsin va

) s,.(F)<s'(/)Esf.(f) munosabatning bajarilishi ko'rsatilsin.
Yechilishi. Berilgan f(x)=2x funksiya. [0;]] kesmada uzluksiz,

o'suvchi funksivadan iborat. 0;1] kesma P bo'linish yordamida,5 ta.

1 13 .
I .
ol 54 42 24 W

gism kesmalarga bo'lingan.

a) qism kesmalarning uzunliklarini hisoblaymiz:

Oy =X, - X, -é— 5‘=-é; ,ﬂlx =x,-x.=4-1.d

4 8 8
_ 101 1B gy 23 11 g o_q 3.1
Romxeni=g bt Beoswox = gogie g =t sy
Demak,
Lb(' =8_!ﬂxr_ =8_;|qxn =ﬂ?<3 =ﬂ>(5=4_ ekan'
B IR=r !

c) T, =/0)=0; m =/] -

m
AN =/UJ=h nmp=fW r

N =2-f=J; /fc)=2.]=].

M<=f - =-; o/, =/(!)=2.
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/) sr(f)=ml  +""AQ+w3, + M4+ /»Ax =

okl iyl Lol 311,14
8 482 4 4.2 4 32 8 48
J_ 1 1 1+8+16_25

~32+4+2~ 32 ~~32

g) S-(/hf(£,)\xt+j(c:)\x: +/(&)Ax,+/(/HNx4+/(&)N*5 =

1131 3 1+5%) 31_1 3+ I+5 3=9+3=15

~88 +88 +44 +44 +2 4 _64+64+16+16+8~16 8 16

It) S, ,{f) =JV,.0x + ;W,AX: + M,[Ox, + M4/S¢ + JI/30x5 =

S111 1 1431421 _ % +1 +1,3,1 1+2+8+12+16 _ 39
~4 S+2 8+ 4+2 4747 324T6 4 8 2~ 32 ~32'
sri :— SS —-—<$ =—. vyani —<—<—,

Y IJ) n F(f) Y 32 16 32

6.10-niisol. f(x)=2x funksiya uchun, [0;i] kesmada, p=]o iip
va p étl4 2%, boMinishlarga mos kelgan, Darbu yig‘indilarini
tuzing va ularni solishtiring.

Y echilishi. 1) N boMinish,[0,i] kesmani, [O;I]- 4% [ ] x0=°; ™=0
gism kesnmlarga boMadi. f(x)= 2,v funksiya, [0;] kesmada uzluksiz va
o‘suvchi boMgani wuchun, kesmalarning chap chetki nuqtalarida
in, /=123) minimal giymatlariga, o‘ng chetki nuqtalarida J1/,(/=12.3)
maksimal giymatlariga erishadi, ya'ni

WV, =/[Nj=2{)) =i M =/(1) =27 =; AV " /(1)=2-]=2
» =1(0)=2-0=0;, =/(ij=2.1=i; w =/(1)=2-1=1

Ax, (i =1;2;3)- gism kesmalarning uzunliklarini topamiz:
[ T il c0
l=*e_x"=4 4 1=2~4=4" 2=2"
U holda, (6.3) va (6.4) formulalarga asosan.

S, () =MAG +MAX +W-AX, =5 @ +loy +2 5=

1 1 1,15
Elt\l_l 0 AV +uw i - 0 .2.-2 1_2_-8-;'
2>p, =Jc - -,-,2]) mboMinish, [0;ij kesmani,
‘ 84'2'3 )
111 I 1 2
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gism kesmalarga boMadi. f(x)=2x funksiya, kesmalarning oMig chetki
nuqtalarida, JV{/=15) maksimal giymatlarni, chap chetki nuqtalarida
esa, w,(L=15) minimal giymatlarni gabul giladi, ya'ni

7, =/W- 0 "
Jin(r=15). gism kesmalarning uzunliklari:

A g e =g A= B =ar i =oe

4 6 3
U holda, (6.3) va (6.4) formulalarga asosan,

Si)= ME I MR MES =] Ry |+

S. =mAX, +nuAx, + nuAx, +in
b | L |

Pl bl o ln4l =220
g+ M =0 e = 2

Endi, Darbuning, P, va P2 boMinishlarga mos kelgan, quyi va
yugori yigMndilarini solishtiramiz:
S,.(/)=y =U75. il0r=]= 0625

S, (/)=— =1233, s. (/)=— =0.767.
288 2 288

Demak, * (/)< ()£, (/)>£,,(/)), ya'ni p boMinishga yangi
nuqtalar qo'shilganda, sr(f) quyi yigMndining kamaymasligini, sr(f)
yugori yigMndining ortmasligini ko‘ramiz.

6.11-misol.  f(x)=1-x  funksiya uchun, [0;2] kesmada,
R ={0j,~I1,2} va p={0,i,j,j,].,i,].2} boMinishlarga mos kelgan, Darbu
yigMndilarini tuzing va ularni solishtiring.

Yechilishi. 1) B, boMinish, [0; 2] kesmani, [od, [1,1], [2,i], [i;2] gism

kesmalarga ajratadi. f(x)=I-x funksiya qaralayotgan kesmalarda

kamayuvchi boMganligi uchun, o‘zining /(/=H) maksimal giymatlarini,

gism kesmalarning chap chetki nuqtalarida, m¢=u) minimal

giymatlarini esa, kesmalarning o‘ng chetki nuqtalarida gabul giladi.
Demak,

M,=/(x0)=1-0 =I; M: = f[lj =1-1 = ;



"|=/ft) =F =/ (F) =" Ws=/()=1- 1=0; 4=/(2)=-

oX (/=14) qism kesmalarining uzunliklarini hisoblaymiZ'

—_— = 5 = = =
Ml‘s d= &xx 4 1 c M =1—C°==2 Ax. =2-1=1.
Shunday qilib, Darbu ylgMnd|Iar|
12 5 11 $7
SPADI= Mg + IV Axp + VI, + M fixy = 13_“3 B0l =
15 1 97
S5(1) =T ¢ + /4030 g - =5 +0 ()15 =g

Bunda, iH(/)<54(/).

2) P2 boMinish [0.2] kesmani,

P8 Bk ik [ G RSHE2)
gism kesmalarga ajratad|.

Berilgan funksiya garalayotgan kesmada uzluksiz, kamayuvchi
boMganligi uchun, u o‘zining /(/=17) maksimal qiymatlarini,

kesmalarning chap chetki nuqtalarida, = minimal qgiymatlarini
kesmalarning o‘ng chetki nuqtalarida gabul giladi, ya'ni
=/(0)=1-0= M, -/(l)-.-i-f.* .- /()=f. MA=/{])=.-f =i .

A= AY=ior it A= /0)=1->=0, wi=/[|]=i-| =-i

"m=/0 4 "-=/lU 4 T4=/10 =4-
mo=/()=1-1=0, m, =/ gj=-i nn =/(2)=1

Ik (/=ij) gism kesmalarning uzunliklarini hisoblaymiz:

, = Nx, = , = L — =— =— , =—
m16‘6m3mum54m02'ﬂ'x2
U holda,
s (/) W WL P S ST LR S N A L
h 66 36 33 4 12 4 v 2] 2 144
\_v- .1 5121 11 11 1 1) ,1_65
Mo =Y Vi =lecb e o R

Demak, s,i(f)<Sl,(f).
Kndi, P, va P2 boMinishlarga mos kelgan, Darbu yigMndilarini
i.iggoslaymiz:
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*,.</)<*,,(/). STM)>SrMY’
ya'ni bu holda ham,P bo'linishga yangi bo'linish nuqtalarini go'shish
bilan, Darbuning quyi yig'indisi kamaymasligi, yuqori yig'indisining
ortmasligiga ishonch hosil gilamiz.

6.3. Aniq integral yordamida limitlami hisoblash.

6.12-misol. Ushbu
. n n
lim —— 44— +..+-
Y +12 H-+22

limitni hisoblang.

Yechilishi. Sn= ,un , + deb belgilaymiz. Bu
=+ ir 27 M~+n
yig'indini quyidagi ko'rinishda vozib olamiz:
1 1
:-j|__
NHi+
Bunda _— —  — b go'shiluvchilar,  ----—-- -
- a -e )’
funksiyaning x, =-, x, x, =- =i nuqtalardagi qgiymatlarini ifoda
n n n
giladi. [o;1] kesmaning regulvar P={x0=0<jr, <x2,...,< <x, =}
bo'linishini olamiz: [0:1] =[0;x,]vi[x,;x.]u ...u [x, bunda gx,=x,-x,_, “H
Ma’'lumki, ta'rifga asosan, integral vyig'indining limiti, qism
kesmalardan olingan nuqtalarni tanlashga bog'lig emas. Shuning
H n 1

uchun, € =X deb olsak, u holda, <,=Z [/ fe =X ——m-

yig'indi, f(x):-l-;--— funksiyaning, [0;]] kesmadagi Riman integral
X

yig'indisi bo'lib hisoblanadi.
Demak, ta’'rifga asosan,



6.13-misol. Ushbu
uf Tal-r AT2.mmpg {7~")

limitni hisoblang.
Yechilishi. Ravshanki, & yig'indi,  /(*)=-J4x

funksiyaning, [0i] kesmani teng n ta bo'lakka bo'lgandagi, integral
yig'indisini ifodalaydi. Shuning uchun,

Mustaqil yechish uchun misollar

6.1. /(*)=*+! funksiya uchun f-1:2] kesmani teng n ta bo'lakka
bo'lib. hamda £ (<=U) nuqtani [a :x]| kesmaning o'rtasi deb olib.
4,,(/) integral yig‘indini tuzing.

Quyidagi berilgan /(*) funksiya uchun ko'rsatilgan kesmani teng
ntabo'lakka bo'lib, Darbuning .2,(/) va S,,(f) yig'indilarini tuzing:

6.2. /(v)=.v\.vc[-2. 3. 6.3. /(x) =yfx, xe[0;I].

6.4. f{x)=2", ve 0, 10]

6.5. /W =a0 funksiya uchun, [i;2] kesmani, uzunliklari
geometrik progressiya tashkil etadigan « ta bo'lakiarga bo'lib
Darbuning quyi yig'indisini tuzing va uning » -><s dagi limitini toping.

Quyidagi berilgan /(*) funksiya uchun. berilgan kesmaning
berilgan p bo'linishiga mos, Darbuning quyi va yuqori yig'indilarini
tuzing:

6.6. f(x) =2.v,ve0:1], P-io0, 7,. 1.
(x) 101 4y

6.7./iv; r2 xel-10], /=|-i,--. - Of

6.9.7(gn)=.r\ -ve[-l; 1], b:i-l.-}l %112 |II

Quyidagi berilgan J\X) funksiya uchun, ko'rsatilgan kesmaning P
bo'linishi va gism kesmalarda tanlangan * (/=l«) nugtalarga mos



kelgan o0>(/) Riman integral yig‘indisini tuzing va uning qanday
figuraning yuzini ifodalashini chizmada ko‘rsating:
6.11. /(m)="*2,*eo;1], =01 1 |1} #]=I, f2=|.fa=]|.f4=f

6.12./(*) =|*+1 xe[0:2,P =Qi | .1,1 .2} =1 #=I

7 5 7
N =g’ N =4 *" 4
6.13. /7(r)=2x 16 [0:1], P={0, 1.1,1). fi==%, f2.%,
. =2 X 7
3 8'b4 8 8

Quyidagi integrallarni, Riman integral yig‘indisining limiti sifatida
garab, hisoblang:

6.14. jsinxtir. 6.15. |—.
0 1*
P by
6.16. j*3 'dx. 6.17. Jt "W
0 4
1 1
6.18. jx 2x. 6.19.Ix(I- x 2)dx.
0 0

bl
6.20. J—dx (0<a<b) (£ =yp&t, (i=0o,n) deb oling).

6.21. \rxax ([l; €] kesmani geometrik progressiyani tashkil giladi
1

gan nuqtalar yordamida gism kesmalarga boMing ).
4

6.22. Ushbu JIVciY integralni quyidagi shartlarda:

D[l; 4]kesmani teng boMaklarga bo‘lib, £ nuqta sifatida qism

kesmalarning chap chetki nuqtalarini olib;
2)[I; 4] kesmani teng boMaklarga bo‘lib, £ nuqta sifatida gism

kesmalarning o‘ng chetki nuqtalarini olib;
3) [i; 4] kesmani teng boMaklarga boMib, £ nuqta sifatida gism

kesmalarning o‘rta nuqtalarini olib;

4[1;4 kesmani XOX2X,,...%, (bunda xk=qgk,q=1j4) nuqtalar
yordamida boMib , £ nuqta sifatida, gism kesmalarning chap chetki
nuqtalarini olib;
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5)[;4] kesmani  x0.x2.x3,...xu (bunda xk=qk,g='44) nugqgtalar
yordamida bo'lib , £ nuqta sifatida, gism kesmalarning o‘ng chetki
nuqtalarini olib, hisoblang.

6.23. Ushbu f(x) =sgn(sin, uzilishga ega , funksiyaning [0:1]

kesmada integrallanuvchiligini isbotlang.
6.24. Ushbu
10, x- irratsional sou bo"\ganch
In X—Tbo’\gn:b
(bunda, mva n(n>1) lar o‘zaro tub butun sonlar) Riman funksiyasining
ixtiyoriy chekli kesmada integrallanuvchiligini isbotlang.
6.25. Aniq integralning tarifiga ko‘ra, agar f(x) funksiya biror
kesmada integrallanuvchi bo'lsa, u holda uning shu kesmada
chegaralangan bo'lishini isbotlang.

6.26. Agar f(x) funksiya [a,6] kesmada integrallanuvchi bo'lsa, u
holda,

limsp(f) =Hr5,,(/) =IF{X)dx
ekanligini isbotlang (n=uex|g4]).

Anig integral yordamida, quyidagi vyig'indilarning limitini
hisoblang:

6.27. limf——+——+ \ 6.28. limfdr +0--+ —



1 1 1
(n+n)

6.39. limnf-

6.40. lim—1+ / N + . I
" \n+3 Va+( 1+3(n—)

55% limZ fi +cosz—/r +cos§n’i--h... +cosg-/-l--9?--]

Mustaqil ycchish uchun misollarning javoblari

81 «'H=45 67 spco_l'e1 1275 121:,> 8 (t 161 135
10230
6.3. s(/)—l ff)\ s,ch = 6Ih 6.4.
ne" -y
V2-1

x (/)=A A 6.5, W) =3
n2"-1)

6.6. *,,</):£, Sr(/) 3 6.7. *’(/):641’ 5p(/) =1

6.8. *(/)={l. Sp()~ —-6.9. *(/0="  S5P/)= 32

6.10. sukf)=6> Sn(f)= = .6/1\.a,{/) =sn, 6.1-Chizma.

V32- 1’

6.12.cr,,(/) = 6.2-chizma. 6.13.<x (/) =5 6.3-chizma.

6.14.1 6.15.In2 6.16.— 6.17. 6.18.1 6.19.1
In3 3 4

6.20. 1-1. 621. 1 622, 2%
6.1-chizma. 6.2-chizma
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6.27. in2,6.28. 46.29. e~\ 6.30. 26.31. ) 6.32.16, 6.32. 6.33.
n
J_6.34.16.35. ~ 6.36. - 6.37. - 6.38. 1 6.39. 26.40. 1
a+l e V3 6 n 2

7-8. Aniq integralning mavjudligi. Integrallanuvchi funksiyalarning
sinflari. Aniq integralning xossalari

7.1. Aniq integralning mavjudligi.

7.1-teorema. kesmada chegaralangan f(x) funksiya, shu
kesmada Darbu ma’'nosida integrallanuvchi boiishi uchun, Ve>o
olinganda ham, shunday <=J(f)>0 son topilib, f«,6] kesmaning
iliametri df{p)<,i boMgan har ganday p boMinishiga nisbatan, Darbu
yig'indilarining,

Sv(/)-~Cl)<n (7.1)

tengsizlikni ganoatlantirishi zarur va yetarlidir.

Agar f(x) funksiyaning [*.. XM| (2=0/?-T) kesmadagi tebranishini
m, deb belgilasak, u holda (7.1) tengsizlik, quyidagi,

EV Ik <E

tengsizlikka teng kuchli boMadi.

7.2-teoreina. f(x) funksiyaning [a,6] kesmada Riman ma’nosida

integrallanuvchi boMishi uchun, uning Darbu ma’nosida integrallanuvchi
boMishi, zarur va etarlidir.
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Bu holda, Riman integrali, Darbu ma’nosidagi integralga teng
boMadi. Biz bundan keyin, «<Darbu ma’'nosidagi integral» degan terminni
ishlatmasdan, o‘sha integralni «Riman ma'nosidagi» integral deb
ataymiz.

7.2. Integrallanuvchi funksiyalarning sinflari.

7.3 -teorema. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u
holda, f(x) funksiya shu kesmada integrallanuvchi boMadi.

7.4 -teorema. Agar f(.x) funksiya [7,6] kesmada chegaralangan va
monoton boMsa, u holda, f(x) funksiya shu kesmada integrallanuvchi

boMadi.
7.5-teorema. Agar f(x) funksiya [ab] kesmada chegaralangan va

kesmaning chekli sondagi nugqtalarida uzilishga ega boMib, golgan
barcha nugqtalarida uzluksiz boMsa, u holda, J'(xX) funksiya shu kesmada

integrallanuvchi boMadi.

Aniq integralning ta’'rifi bo'yicha, ya'ni uni, integral yigMndining
limiti sifatida qarab, ba’zi bir sodda funksiyalarning integrallarini
hisoblash mumkin. Lekin, ko‘pincha, har ganday uzluksiz funksiyaning
aniq integralini, integral yigMndining limiti sifatida garab, hisoblash
ancha noqulayliklarga va giyinchiliklarga olib keladi.

n
2

7.1 -misol. Ushbu  Jsin.Y<ir integralni hisoblang.
0

Yechilishi. /(x)=sin.v funksiya [0;yj kesmada uzluksiz boMgani

uchun, 7.3-teoremaga ko‘ra, u garalayotgan kesmada integrallanuvchi
bo'ladi.
Demak, berilgan funksiyaning [0;y] kesma bo’yicha integralini

ta’'rifga ko'ra hisoblashda, [0;y] kesmaning P bo'linishini, hamda har bir

gism kesmadan & nuqtalarni olib, integral yig'indini tuzish va
uning limitini hisoblashga qulay gilib olish imkonivatiga ega bo'lamiz.
Shularni e’tiborga olgan holda, [0,—} kesmani n ta teng boMakka bo'lib,
gt(*=a/7-i) nuqtalar sifatida kesmaning chap chetki nugtalarni
olib, aF(f) integral yig'indini tuzamiz:
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0>(Y)=0>(sinx) = ZH{ri Sin E)I
. (n+\Va .na
sin- — sin—
Xsin/ta:--------—a——--— formulaga asosan, o>(sinx) yig'indini,
sm;
AT T
f Y p——
v2am V4 4
"N=y . om
sin--—
a1
ko'rinishda yozib olamiz.
Endi integral yig'indining w->00 dagi limitini hisoblaymiz:

sinfa _jI\ e *

. L T/2-9- 14 4y _/fr.. . fn k7™ 4n
1y e e Y ary
sin— 4 sin—
a ar
Bundan,  /(x)=sinjf  funksiyaning qaralayotgan  kesmada
ft
uzluksizligini, hamda ILrQ—’\H—:l ekanligini e’'tiborga olsak, u holda,
sin-—
Yy

K
limer_(simr)=|sinxrfjr =V2 sin—=
>0 F J A

bo'ladi.
Demak, /(x)=sin* funksiya [0;"] kesmada uzluksiz bo'lgani

uchun, uintegrallanuvchi bo'lar ekan.

Agar g(x) funksiya [a,b] kesmada aniglangan va kesmaning chekli
sondagi nuqtalarida, /(*) funksiyaning qiymatlaridan fargli (boshqa)
giymatlar qabul qilsa, u holda, g(x) funksiya [a,6] kesmada
integrallanuvchi bo'ladi va

1 g(x)dx =\f(x)dx

tenglik o'rinli.
7.2-misol. Ushbu
/(*) _ sin-5-, 0 <g <1 bo'lganda,
5 x=0 bo'lganda.
funksiyani [g 1] kesmada integrallanuvchi ekanligini ko'rsating.
Yechilishi. Berilgan funksiya, [ol] kesmada chegaralangan va

kesmaning *=o0 nuqtasida uzilishga ega bo'lib, qolgan barcha
nuqtalarida uzluksiz.
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Demak, 7.5- teoremaga asosan, berilgan funksiya, [Q1 kesmada
integrallanuvchi boMadi.

7.3-misol. w=j2>*6[0,3)u(3,4]
[7,x=3

funksiyaning [0.4] kesmada integrallanuvchi ekanligini ko'‘rsating va
integralni hisoblang.
Yechilishi. Berilgan funksiya, o‘zgarmas  /(*)=2, xe[o4]
funksiyadan, fagat x=3 nuqtada farq qiladi.
Ravshanki,

4
jf(x)dx =S.

Endi, 104) kesmaning ixtiyoriy p (regular yoki regular boMmagan)
boMinishida, 8 soni sr(g)<i <sHg) tengsizliklarni ganoatlantiradigan

yagona / sondan iboratligini ko‘rsatsak,
4

\g{X)dx =8
0

boMishi ko‘rsatilgan (isbotlangan) boMadi.

/M0.4] kesmaning ixtiyoriy boMinishi boMsin. Bu boMinishdan
hosil boMgan [*. %] gism kesmalarning har birida
m= mn gx)=2 (=12,...4 M = max g(x)>2, (=12,...,n U holda,
quyi Darbu yigMndisi,

w'(0) =2 -Og, +2 <Jlr2+.. +2 wAx, =2(Ay, +... +x,) =2 Wln =2 -4 =8,
va yuqori Darbu yigMndisi,

S, (9)>2wx, +2 ¢[x, +... +2 W, =2(Ox, +... +/[x,)=2 Mx =2-4 =8
boMadi.

Shunday qilib, [04] kesmaning barcha P boMinishlarida,
5,.(g)<8<SRQ) tengsizliklar oM'inli.

Endi yagonalikni isbotlaymiz. [04] kesmaning barcha P
boMinishlarida,

s1(9)<r <s.,(9) (7.2)
boMsin, deb faraz gilamiz. i,(g)=8 munosabat, barcha P boMinishlar
uchun bajarilganligidan, r, hech boMmaganda, 8 ga teng boMadi. Endi,
faraz qilaylikki, />8 boMsin va [0,4] kesmaning P boMinishini shunday

o‘zgartiramizki, P =wax|ax |<](/-8) va 0=x, <X, <..<X,_, <3<X, <,,.<X,,=4

boMsin. U holda.
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S,,(9) =20 +... +2[x,_, + TAX, +2Ax,tl +... +2[x,, =
=2(JIX + &R+ AX: +... +Ix,,)+50x, =8 +5[x, <8+j(/ -8) =1

boMishi  kelib chigadi, bundan, / sonning (7.2) munosabatni
ganoatlantirmasligi kelib chigadi. Bu garama-qgarshilik, 1 sonning 8 dan
katta boMmasligini, ya'ni /=8 boMishini isbotlaydi.

7.3. Aniq integralning xossalari. Aniq integralning, ta’rif-
dan bevosita kelib chigadigan, quyidagi xossalarini keltiramiz:

b
1. Mdx=b-a.
a
2°. Agar /(X) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi boMsa, u
istalgan [a, plczlab\ kesmada ham integrallanuvchi boMadi.
3°. Agar f{x) funksiya [a,c]va [c,6] kesmalarda integrallanuvchi
boMsa, u holda, f(x) funksiya [9,b] da ham integrallanuvchi boMadi va
ushbu
\f{X)dx =\f(x)dx + {/(*)&, a<c<b, (7.3)
tenglik o'rinli.
4° . Agar f(x) va g(*) funksiyalar [a 6] da integrallanuvchi boMsa,
i holda, lar uchun n/(X)+/«(x) funksiya ham [ab] kesmada
integrallanuvchi boMadi va

| [n£{x) +t g{x)\dx = 5j f(x)dx +ftJ g(x)dx (7.4)

tenglik o'rinli.

7.1 -natija. Agar /,(*), /,(*),...,/,,(x) funksiyalar [a,b] kesmada
integrallanuvchi boMsa, u holda, C¥1x)+C,/2(x)+...+C,,/,,(X)
(< cost, k=Ni) funksiya ham shu kesmada integrallanuvchi bo'ladi va

J[C/, (X)) + ..+C.J. (x)\dx =C,Jf(x)dx +... +C,If, (X)*r (7.5)

tenglik o'rinli.
5°. Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a,b) kesmada integrallanuvchi
bo'lsa, u holda, ularning f(x)g(x) ko'paytmasi ham shu kesmada

integrallanuvchi bo'ladi.
7.2-natija. Agar fix) funksiya [1,6] kesmada integrallanuvchi

bo'lsa, Vhe iV uchun, [/(X)]" funksiya ham shu kesmada integrallanuvchi
boMadi.
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6° Agar /(gr) funksiya \a,b] kesmada integrallanuvchi bo'lib,
Vijre[a.6] uchun, /(*)>o tengsizlik o'rinli bo'lsa. u holda,
b
j f(x)dx >0 (a>b)
tengsizlik o'rinli.
7.3-natija. Agar f(x) va g(x) funksiyalar [ab] kesmada
integrallanuvchi bo'lib, Vvxe[a,i] uchun, /(x)<g(x) tengsizlik o'rinli
bo'lsa, u holda,
\f{x)<\g(x)ix (7.6)
tengsizlik o'rinli.
7°. Agar f{x) funksiya [a.6] kesmada integrallanuvchi bo'lsa, |/X|
funksiya ham shu kesmada integrallanuvchi bo'ladi va

[FOALX < | \fp\dX (7.7)
tengsizlik o'rinli.
Bu xossaning teskarisi har doim ham o'rinli emas, ya'ni /Xl

funksiyaning shu kesmada integrallanuvchi ekanligidan, /(X)

funksiyaning integrallanuvchi ekanligi kelib chigmaydi.
8° Agar f(x) funksiya [q,b] kesmada integrallanuvchi bo'lsa, u

holda, shunday L o'zgarmas son (m<u< u) mavjud bo'ladi va
\{X)dx =,,(b-a) (7.8)
tenglik o'rinli, bunda m=;nf {/(X)], m =SUp {/(*)}.
X os.vsfc

9'(o‘rta qgiymat haqgidagi teorema). Agar f(x) va g(x)
funksiyalar [a,b] kesmada integrallanuvchi bo'lib, g(x) funksiya shu
kesmada o'z ishorasini saqglasa, u holda, shunday # o'zgarmas son
(m<fj< m) mavjud bo'ladi va

Jf9g(ax =f\g(x)cx (7.9)

tenglik o'rinli.
7.4-natija. Agar f{x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo'lsa, u
holda, [a,b] kesmada shunday 4 (*e[a,b]) mavjud bo'ladi va

{f)g()dx =f(%6\b - a) (7.10)

tenglik o'rinli.
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Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi bo‘lsa (a<b\ u
holda u aniq integralning 2° -xossasiga asosan, [a,x](a<x<b) kesmada
ham integrallanuvchi boMadi. Aniq integralning yuqori chegarasi b ni x
ga, integral ostidagi ifodada x o'zgaruvchini /ga almashtirsak, u holda,

21/(')*
v ga bogMiq ifoda hosil boMadi, uni ®(n) orgali belgilaymiz:

=M< (7.11)

Bu funksiya quyidagi xossalarga ega:
10°. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi boMsa, u
holda,

<E9=}/(F>* va F)=\(III

funksiyalar ham shu kesmada uzluksiz boMadi.

11°.  Agar f(x) funksiya [ab\ kesmada integrallanuvchi boMib,
biror Xje[a,A] migtada uzluksiz boMsa, u holda, @) va F(x) funksiyalar
ham ,o nuqtada differensiallanuvchi boMadi va

FY=/(5)p F'M =A< (7-12)

tengliklar o‘rinli.

7.1-eslatma. Agar X0 nugta, [ab] kesmaning chetki nugtalari
bilan ustma-ust tushsa, u holda, ®(7) funksiyaning go nuqtadagi hosilasi,
o'ng yoki chap hosila deb tushuniladi.

7.5-natija. [aft] kesmada uzluksiz boMgan har ganday f(x)

funksiya, shu kesmada boshlangich funksiyaga ega boMadi. Shu
boshlang'ich funksiyalardan biri

\fi?)dx =jf(t)dt +C (7.13)

boMadi. Bu formula anigmas integral bilan aniq integral orasidagi
boshlanishni ifoda giladi.
7.4-misol. Ushbu
Ix, 0<x<I/2 bo\gandh,
L, 1/2<x<1 bo'\ggiica
funksiyaning [o I] kesmada integrallanuvchi ekanligini ko'rsating.
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Yechilishi. Berilgan funksiya [0]] kesmada chegaralangan va
kesmaning x=i nuqtasida uzilishga ega bo'lib, qgolgan barcha

nuqtalarida uzluksiz.
Demak, 7.5-teorema va 3° - xossaga asosan, berilgan funksiya,
[0;1] kesmada integrallanuvchi bo'ladi, ya’ni

V{YE\eb I\ \Cb T+ X1
(o] 0 i °c z 0

7.5-misol. P(gr) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi va manfiy
emas, f(x) funksiya esa, [g.6] kesmada m<f(x)<M munosabatlarni
ganoatlantirsin. Agar f(x)P(x) funksiya shu kesmada integrallanuvchi

bo'lsa, u holda,
h b b

mjP(x)dx <] PX)f(x)dx <Mj P(x)dx (7.14)

tengsizliklar bajarilishini isbotlang.

Yechilishi.  Shartga ko'ra, \/a<x<b uchun, m<f{x)<\I
bo'lganligidan, mP{)<f(x)p(X)< mp(x)  tengsizliklar  o'rinli. Bu
tengsizliklami, a dan b gacha, liadma - had integrallash natijasida,
(7.14) tengsizliklami hosil gilamiz.

7.6-misol. P(ar), f(x).tp{x),#{x) funksiyalar [a.6] kesmada berilgan
bo'lib, ular quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

a) p(x)~ manfiy emas;

b)'P(x)<f{x)<v (X);

) F(X)p(x), PPPAWX)PK) funksiyalar [a,b] kesmada
integrallanuvchibbo'Isin. U holda,

b h
j PP <I FX)P(X)dx <ji/(X)P(X)cx (7.15)

tengsizlik bajarilishini isbotlang.
Yechilishi. Shartga ko'ra, />x>0, >(X)</(x)<v{X) bo'lganligi
uchun, <pEPE<f(X)p(x)< Mx)p(x) tengsizliklar ham o'rinli bo'ladi.
Bundan (7.15) tengsizliklar kelib chigadi.
7.7-misol. Ushbu
r sinx

0<
IWT7

dx<-K,
V2

tengsizliklami isbotlang.
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Yechilishi. p(x):sinx./(*):-::2 deb belgilaylik. [0;#]kesmada

o< I— <jj=, sin*>0. 7.5- misoldagi (7.14) tengsizliklarga ko‘ra,

6< f :slnnjx dx <77Il=r gin xdx <7I7-I=
M0 V2

ekanligi isbotlanadi.
7.8-misol. Ushbu

< |
KOv3 B2 +x2 n/210

lengsizliklami isbotlang.

Yechilishi. P(x)=x9, f(x) =-T*L= deb belgilasak, u holda, [o]]]
m2+x2

kesmada f(x)>0 va integrallanuvchi, -=</(x)<\;|2_ hamda /(x)sa(x)

funksiya integrallanuvchi.
Demak, 7.5 -misoldagi (7.14) tengsizliklarga ko‘ra,

fx%x<f .=m dx< [x9dx.
30 ix/27?  \20D

1 1 9 I
Bundan, — —<f 5— dx<— tengsizliklarning o'rinli ekanligini
3] 9210 g g g

olamiz.

7.9-misol .x—)§<sinx<x, x>0 tengsizliklardan fovdalanib, ushbu

20v~N <lsing <4n/2
"TT0Vv?
lengsizliklami isbotlang.
Yechilishi. [0;2] kesmada Jx>0 boMganligi uchun, 7.6-misoldagi

(7.15) tengsizliklarga asosan,

0 WX J X JV*

Bundan,
X3 7
2 12! 20V2
3 6 7 21
2

bo' Iganligidan,
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tengsizliklarning o'rinli ekanligi kelib chigadi.
7.10- misol. Ushbu

25 ~N<PHXFIKBrA <6 ~7
tengsizliklami isbotlang.

Yechilishi.  /(*)=-= L= r  funksiyaning [6i] kesmadagi

(,r+2X3-x)

fr(x )—-----?-)E:}---rr hosilasi, x =] nugtada nolga teng bo'ladi.
2

(x+ 2) (3-.1)°
Funksiyaning hosilasi, x=- nuqgtadan o'tishda, o'z ishorasini, manfiydan
musbatga o'zgartiradi. Shuning uchun, f(x) funksiya bu nuqtada

minumumga erishadi. ya'ni /mw = Funksiya maksimum gqiymatiga

[0;] kesmaning chetki nugqtalarida erishadi, ya'ni /m,(o):/r'rab(i):%.

— <7 e * _ * '
Shunday qgilib, % T axa: X) 6, X* 0 xqo2 va x*\ bo Iganda esa,
— fe'dx< —-mem- o< —\ef d X,
251 I(x +2X3-x) 61
Y Y ) P — <-|
2ge <! 1(x +2X3- x) <6_I(< 4
Demak, 7.5-misoldagi (7.14) tengsizliklarga asosan,
— \e'dX< fo-mmm oo r<—fe'dx .
251 J(* +2X3-x) 6],
Bundan talab gilingan tengsizlik kelib chigadi.
7.11 -misol.
R 1
Quyidagi: ja\ +x2dx va jxdx
o} 0

integrallarning gaysi biri katta?

Yechilishi. Ji+x2 va v funksiyalar [0;i] kesmada uzluksiz
(integrallanuvchi). [oj]] kesmada x<J\+x2 tengsizlik o'rinli. U holda
(aniq integralning 6°- xossasiga asosan)

jxdx<JV |+x2dx t
0 0
tengsizlik o'rinli bo'ladi.
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7.12- misol. Agar f(x) va ) funksiyalar [ab\ kesma
integrallanuvchi bo‘lsa, u holda,

HOAPEAX <J 1 (adr/>2()K (7-16)

tengsizlik o'rinli bo'lishini isbotlang. Odatda, bu tengsizlik, Koshi -
Bunyakovskiy tengsizligi deb ataladi.

Yechilishi. [/ (*)-A<p)f funksiyani garaymiz. Bunda A —
ixtiyoriy haqiqiy son. Bu funksiya [g.A] kesmada integrallanuvchi. Aniq
integralning 6° - xossasiga asosan,

\[f(x)~ A(p()fdx>0
yoki
b b b
A J2(x3tx - 253 f(x)<p(x)dx +1/ ! (x)dx >O0.

Bu tengsizlikning chap tomoni A ga nisbatan kvadrat uchhaddan
iborat bo'lib, u A ning barcha giymatlarida nomanfiy, demak, kvadrat
uchhadning diskriminanti manfiy emas:

\ f2(x)dx]p2(x)dx-\"N{x)<p(x)dx” >0,
bundan (7.16) tengsizlikning o'rinli ekanligi kelib chigadi.
7.13 -misol. Ushbu
}x2 vl?b's'idx"—
I 24

tengsizlikni isbotlang.
Yechilishi. f(x) =x2, g(x)=Vcosl deb olsak, (7.16) formulaga
asosan,

2-Veosxalr:  jx 2x  feosdx =—
0 J 24

bo'lishi kelib chigadi.

Agar <X, ur(x) funksiyalar, [4.6] kesmada differensiallanuvchi
bo'lib, xe[a,b] uchun, A<<p{X)<B bo'lsa, f(x) esa, [A B] kesmada
uzluksiz bo'lsa, u holda

F(x) = Jf{t)dt; a <x<b

funksiya [a,b] kesmada differensiallanuvchi bo'ladi va
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4= H()* =AAX) Y (0-ASE )P (7.17)

formula o'rinli.
7.14- misol. Ushbu
rodt
j, 1+r4
hosilani hisoblang.
Yechilishi. (7.17) formulaga asosan,
d + dt 1 _.3;(____-I 2T=. 3*’ 2X
nwv No ATt
7.15-misol. Ushbu

fO, * e [0;6], -T® C,

8.Wi4
', IT=c
funksiya uchun,
b
Jgc(jf)& =0
a

ekanligini isbotlang.

Isboti. [a/yj kesmaning, A={=)y0<v, <..<X, =b } bo'linishini
olamiz. Faraz gilavlik, ¢ nuqta, gism kesmalarning birida yotsin, misol
uchun, ce[xT,x,wT bo'lsin. Berilgan gc(n) funksiyaning P bo'linishga
mos kelgan integral yig'indisini tuzamiz: £k deb, gism kesmalarning
chap chetki nuqgtalarini olamiz:

V(@)= g
golgan yig'indilar nolga teng. Shartga ko'ra,
bl @ N
bo'lgani uchun,
KfeJ-147-1+7 -
b
Bundan, lim ar{g )=o, ya'ni Jg<x}Ix=0 ekanligi kelib chiqgadi.
7.16-misol. Agar /(n-) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi
bo'lib, uning giymatini biror ce[a\b\ nuqtada o'zgartirsak, natijada,
yangi hosil bo'lgan f{x) funksiya ham, [a.b\ kesmada integrallanuvchi
bo'lishini va
\I(x)dx =\f(.x)dx

tenglikning o'rinli ekanligini isbotlang.
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Yechilishi. Shartga ko'ra,
\f(x\ xe[a,b],x*c bo"\ganda,
/()= 1/(*)* f(x), x=c bo’\ganda.
Demak, 7, (*)=/{#)+g<x), bunda,
[o, xe[a\b],x*c bo'Xganda,
9cM =4 x=c bo'Xganda.
Aniq integralning 4° - xossasiga, hamda 7.15- misolga asosan,

fj (Qdx=Jf(x)dx +1gc[x)dx =] f(x)dx.

7.2 - eslatma. 7.15- va 7.16- misollarga asosan, quyidagi xulosani
chigarish mumkin: f(x) funksiyaning integrallanuvchiligi, uning ba’zi
berilgan nuqtalardagi giymatlariga bog‘liq boMmaydi.

Mustaqgil yechish uchun misollar

Quyidagi funksiyalarning berilgan kesmada integrallanuvchi
ekanligini ko‘rsating:

0<x<1 bo"\ganch, 1, 0<x<! bo\gach,
7.1. /(*)=m0, x =0 bo"\ganda, 7.2./(x)=j0, 1<x <2 bo"\ganda,
-1, x =1 bo"\ganda. [3, 2 <x <3 bo'lganda.

73 f(x)-jcos~ ®<x-*bo\gauds, y ~ /(*)_ |M+—1Sjr<2 io'lga'irfa,
(2, x =0 bo'iganda. [X, 27”x<3 bo'iganda.

7.5. Agar s (o) funksiya [ab\ kesmada integrallanuvchi boMsa,
uning shu kesmada chegaralangan ekanligini isbotlang.

7.6. f(x) funksiyaning [«,6] kesmada integrallanuvchi boMishi
uchun, Ve>0 olinganda ham, shunday S=S(e)>0 son topilib, [a,6]
kesmaning, diametrlari dan kichik boMgan, har ganday P,va P2
boMinishlarida

K (/)-<ma/|<e
tengsizlikning bajarilishi zarur va etarli ekanligini isbotlang.

7.7. [a,b] kesmada har ganday chegaralangan monoton funksiya-
ning shu kesmada integrallanuvchi ekanligini isbotlang.

7.8. Agar /(*) va g(.v) funksiyalar [a b] kesmada uzluksiz, A={*}£,
bu kesmaning boMinishi, £ e[xw.x,], 7, e[x,_,, x,], % =X, -X,.,, i=\2,..kr
boMsa, u holda,
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1LTITHE o\, =] f(x)g{x)dx

tenglik o'rinli ekanligini isbotlang.
7.9. Agar /() funksiya [0;]] kesmada monoton bo'lsa, [0; ]
kesmada

ekanligini isbotlang.

7.10. Agar f(x) funksiya [ab\ kesmada chegaralangan
gavariqligi yuqoriga garagan (botiq) bo'lsa, u holda uning shu kesmada
integrallanuvchi bo'lishi va

tengsizlik o'rinli ekanligini isbotlang.
7.11. Agar f(x) funksiya [afff kesmada Riman ma'nosic
integrallanuvchi bo'lsa, u holda,

lims, ()= |ims,.(/) =} {x)dx

tenglik o'rinli ekanligini isbotlang.

7.12. Agar f(x) funksiya [a,6] kesmada integrallanuv-
chi, v.vela,ft] lar  uchun c<f(x)<d bo'lib. #(,) funksiya [c,d\ kesmada
uzluksiz bo'lsa, u holda, g(/(v)) funksiyaning [ab] kesmada
integrallanuvchi ekanligini isbotlang.

7.13. Kvadrati integrallanuvchi bo'lib, o'zi integrallanmaydigan
funksiyaga misol tuzing.

7.14. Yig'indisi integrallanuvchi bo'lib, go'shiluvchilarning har
biri integrallanmaydigan funksiyalarga misol tuzing.

7.15.  /(x)g(x) funksiyaning [a,6] kesmada integrallanuvchi
bo'lishidan, /(v) vag(v) funksiyalarning [s.6] kesmada har doim
integrallanuvchi bo'lishi kelib chigadimi?

7.16. Agar f{x) funksiya [a,b] kesmada aniglangan (aft) kesmada
uzluksiz bo'lsa, u holda [ab] kesmada integrallanmaydigan funksiyaga
misol tuzing.

Quyidagi integrallarni baholang:

1de

10 +3cos x
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7.19. j =f, dx . 7.20. ) =fe-"dx.

LA 12+ x-x1 n
'k N
7.21. ) =[—L=dx. 7.22. 1 = fxarctgxdx.
I A +x £
3

Quyidagi tengsizliklarni isbotlang:

7.23. (i-,-«)(«>0). 7.24. 05< f-="= <—(«>I).
| 2« V 1 1JTx2" 6
7.25.- <[ (0] . 7.26. A < <2e
6 -vl v x3 402 N
7.27. 2<[-£* <.
5 \l+x° 2
P A A D D (A S— L.
K+\ ®m X K 2 3 it my 2 n-1
7.30. -L<1 [;rt? V<- 7.31. r"u.a<t.
V9< nJ[ T'?s 3 2+I;<j'

Quyidagi integrallarning qaysi biri katta (integralni hisoblamasdan
xulosa qiling)?

7.32. |M+x:dx yoki jxdx. 7.33. jsin'°xA yoKi jsin x*fv.
o o )
n ) 0
' 2.2 , . 2
7.34. fe~xdx yoki je r dx. 7.35. Jxcos2<&yoki cos2
0
7.36. j~ x yoki }5INEn. 7.37. ] yoki jE£.
0 * 0 X 2 »n 7%
7.38. |S|n ri yoki j(—:~ sinxdx. 7.39.)— yoki j— .
i\ 1+x i x

7.40. 117 sin2xdX yoki yn*smzxdx 7.41. J% xdx yoki J(2Inx)2<&

o] o] 1

7.42% jInvA yoKi J(Inx2He . 7.43. Jex cos"XOX yoki “je X cos2xax
3 3 [¢] K

7.44. Agar f(x) funksiya {p-a, p +a) kesmada uzluksiz va otsuvchi
bo‘lsa, u holda,

2af(q-/I'm< jf(x2-2px +q)tx<2af(a2+q-p2)

tengsizliklarni isbotlang.
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Ushbu

ol 4l
[xnax =-------- - — ,mtbl,gmxdx=2
i "

munosabaflar va 7.6 -misoldagi (7.15) tengsizliklardan foydalanib,
quyidagi integrallarni baholang:

745, f/ rix 7.46.
VI +x> \
7.47. | VI2 +x m6in xdx. 7.48. 1 + In2x x2dx
0 1
7.6-misoldagi (7.15) formula va XLG'<sinx<x-----X-¥XH*>0)
X
120

tengsizlikdan foydalanib quyidagi integralni baholang.
7.49.3 =I858n)1()@x 7.50. 3 = Wxsinxdx. 7.51. %\bsirthv.

7.6-misoldagi (7.15) formulava x -V <In(I+x)<x%y +yix>o0)

tengsizliklardan foydalanib, quyidagi integrallarni baholang:
7.52. | n(+EN 7.53. JVxIn(i +x)dx.
0.5 X o
Koshi - Bunyakovskiy tengsizligidan foydalanib, quyidagi tengsiz-
liklami isboltlang:

n |
7.54.J0VT+x2Vx’ +1dx <§. 7.55.j\Il +x*dx <Vk2.
7.56. | x2Vsinxdx < g - 7.57. %Wl+xz)sinxdx<ln +y
Quyidagi hosilalami hisoblang:
7.58.—fVl+rt 7.59.9 fcos ntrdt.

dx | dx
7.60.—f"  dr. 7.61. —\\ntdl (x>0).
dx i dx \
i /t jb
7.62.— fcos(t2)dt (x>0). 7.63. — fsinx2A".
dx i da-

il [ .
7.64. Agar x=jtintdt, v=Jr:inmfr (r>0) bo‘lsa, u holda, ni toping.

*In— 1
7.65. Agar x:J-Ip‘/r, v=Je\t bo‘lsa,u holda, -jv- ni toping.
2 0 5

Quyidagi limitlami hisoblang:
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' bmMK
j COS.r:A- jjtgxdx

7.66. |- 767 Jigyg—
J -Js'mxdx
0

Aniq integral yordamida quyidagi funksiyalarning berilgan
kesmalardagi o'rta giymatini toping.

7.68./(x)=— _, [L15]. 7.69. 7(x) =cos3x, [0;jt].
X +X
7.70./(a) =sindx, [0: 5] 7.71./(*)=— 1.[0:2] .
e +
7.72. fix) —sin"x, [0/H . 7.73.7(x) =20 +4sinx +3cosx, [0;2rr].
7.74 f{x)= -Jx, [0;100], 7.75./(X) =sinxsin(x +a), [0:29-]
7.76. Ellips fokal »=— —— fo<e<l|, p=—1 radius vektor
1- Ecosmp\ al

uzunligining o'rta giymatini toping.

7.77. [0:”°] kesmada /(/)=sin~--/  funksiyaning o‘rta giymatini
toping, bunda a -parametr.

7.78. gpning gqanday giymatida /(r)=sm~"-+pj funksiyaning

AN

[O::Ii kesmadagi.o‘rta giymati ﬂ—ga teng boMadi?
. ;

h
Quyidagi misollarda, £ ning ganday giymatida, jf(x)dx =f(g\b - a),

a<£<b ,tenglik o'rinli boMadi? Bunda

7.79./W =2*-4*1 a=0, b=2 7.80./(r)=lgx a=-—6=0

7.81.7(x)=Int, a=\ b=e2

Quyidagi rEisoIIarda, f ning ganday giymatida,
If(x)g(x)dx =f(£)\g(x)dx tenglik o'rinli bo'ladi? Bunda

7.82. /() =x, oA)=\W\-x',a=0,6 =1

7.83. (M= X. -v. am0b=1

7.84. /jX)- x+),9Gc)=I/VI-x",a=0,> L

7.85. fix) =1/ —x2,g[x) - x+l,a- 0,b =

7.86.7(x) =x, g(.t) =cosx. a= b=~

7.87. /0) -cost, g(x) =x, a=0,6=L

m



Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

7.10. Ko'‘rsatma. A >0, A2>0, A +A2=1, A/(x,)-FA f(x,)< f(AXx, +AX2)
tengsizlikdan foydalaning. 7.13. /(i hox ,rats“?nalson bo‘lganda,
1, x irratsional son bo'lganda.
7.14. /(*): 1, x ratsionalson bo'lganda,
0, x irratsional son bo'lganda.
1, x ratsionalson bo'lganda,
X irratsional son bo'lganda.
1, x ratsional son bo'lganda,

1, x irratsional son bo'lganda.

909= 4

7.15. f(x)=g(x

0, x=a, x=b.

7.17. 7.18. —a-<m/<-* 7.19.-<J<—.
2 2 V2 13 7 3 2

7.20.-<J<17.21. <j<—.7.22.— <J< — 7.32. Birinchisi.
e 20 10 9 9

7.33. Ikkinchisi. 7.34. Ikkinchisi. 7.35. Birinchisi. 7.36.1kkinchisi.
7.37. Birinchisi. 7.38. Birinchisi.7.39. Ikkinchisi.7.40. Ikkinchisi.

7.41. Birinchisi. 7.32. lkkinchisi. 7.43. Birinchisi.7.45. " <J<é.
7.46. 7.47.2 4n<j <2 7.48. — <y<~X3-i)

4 4 3 3 v f
7.49. 05-0,125/18 <J <0,5-0,125/18+,03125/600.

7.50. 0,8[0,4(0,64)2— (0,64)4]< J <0,8[(0,64)2-— (0,64)4+ ~ (0,64 )6].

7.51. 0.8[y(0,512)2-~(0,512)4] <J< 0,8[y(0,512)2-~(0,512)4+"(0,512)6].

7.52. 7 .53 .7 .58 . 2xJi+7.
16 8 35 945
7.59. -sinrcos(”cos3x)-cosxcos(;rsm3x). 7.60. ---—- .7.61. Inx.

7.62. .ef£ii+JLcos-L 7.63. -sinal! 7.64.-r.7.65. 'Dr'i 7.66. .

2V* X X2 Int
7.67. |. 7.68.0,3648,7.69. 0,7.70.{-3 7.71.0,283.7.72.0,5.7.73.20.
7.74. 6— 7.75. —eosa.

3 2

7.76. -=£= =6-ellipsning kichik o‘qi uzunligi. 7.77. 1l~cos.
Vi-e2 ™
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7.78. <p=2kn, p=- +2kn, keZ. 7.79. Of =j, £ =2
7.80. £= JEI. 7.81. 1m#=£+ . 7.82. +7.83. eb
S SV 1 'oe2+1 3

7.84. —7.85. Jcll.7.86. — . 7.87. arccos4 — .
Ir qa+2 2 2

8-8. Aniq integralni hisoblash

Har doim, har ganday integrallanuvchi funksiyaning aniq
integralini, integral yigMndining limiti sifatida qarab, hisoblash oson
boMavermaydi, ya'ni integral yig‘indini tuzib, uning limitini hisoblashda
ancha noqulayliklar va giyinchiliklarga duch kelinadi. Shuning uchun,
aniq integralni yuqoridagi ta'rif bo‘yicha hisoblash usulidan boshqga
soddaroq usulini topish zaruriyati tug‘iladi. Bu usullami quyida keltirib
o'tamiz.

8.1. Nyuton-Leybnis formulasi. Yuqorida ko‘rdikki, agar
f(x) funksiya [ab] kesmada uzluksiz bo'lsa, u holda u shu kesmada
boshlang'ich funksiyalarga ega boMadi. Aniq integralning 11° -xossasiga
asosan,
<W=j f(t)dt

Funksiya, f(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyalaridan biridir.
F(x)- f(x) funksiyaning [a,b] kesmadagi ixtiyoriy boshlang'ich
funksiyasi boMsin. Ma’lumki, d(x) va F(x) boshlangMch funksiyalarning
biri, ikkinchisidan o'zgarmas songa farq qgiladi, ya’ni

j =F(X)+C, a<x<b.
Bundan, x =a deb olib,
0 =F{a)+C, C=-F(a)

ekanligini topamiz, ya’'ni v.xe[a,6] uchun,

[ f(x)dx =F(b)~ F{a) (8.1)
Nyuton - Leybnis formulasiga ega bo'lamiz. Odatda, (8.1) formula,

integral hisobning asosiyformulasi, deb ham yuritiladi.
8.1-eslatma. Odatdagidek,

F("=F(*"=F(&)-F(a)
bclgilashni olsak, u holda, (8.1) Nyuton - Leybnis formulasini,
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M(x)ch=F{x\h
a
ko'rinishda ham yozish mumkin.

b
8.1-misol. Ushbu “mix, m”™-\ integralni  Nyuton-Leybnis
a
formulasi orgali hisoblang.

Yechilishi. Ma’lumki, integral ostidagi /(*)=*"" funksiyaning

X\
boshlang'ieh funksiyasi, F(*)=-—-- dan iborat. Nyuton-Leybnis
m+1
formulasiga asosan,
’ x Y b -a
\ud o — e - .
X e Tt A

bo'ladi. Xususiy holda, m=- 1bo'iganda,
iy=inN‘=inH-JH

Shunday qilib, aniq integralni hisoblash masalasi, integral ostidagi
integrallanuvchi  funksiyaning  boshlang'ieh  funksiyasini  topish
masalasiga keltirilar ekan. Lekin har qanday integrallanuvchi
funksiyaning ham boshlang'ieh funksiyasini topish oson bo'lavermaydi.
Shuning uchun, aniq integralni hisoblashda, boshqga usullardan ham
foydalanishga to'g'ri keladi.

8.2.Aniq integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish usuli.

8.1-teorema. x=g(t) funksiya [a,p] kesmada aniglangan uzluksiz
differensiallanuvchi va uning giymatlari to'plami [a,b] kesmadan iborat
bo'lib, g(a)=a, g(fiy=b bo'lsin. Agar f(x) funksiya [ab] kesmada
uzluksiz bo'lsa, u holda,

\f{x)dx =\f[g{t)]g[l)di (8.2)

formula o'rinli.

Bu formulaga, aniq integralda o ‘zgaruvchilarni almashtirish
formulasi deyiladi.

8.2 -misol. (8.2) formulani isbotlang.

Yechilishi. f(x) funksiya [a,6] kesmada uzluksiz bo'lgani uchun,
7.5-natijaga asosan, f(x) funksiya, [a,b] kesmada, &¢(x) boshlang'ieh
funksiyaga ega bo'ladi. Bu holda, F{t)=tf>g(0], [a <t<p) murakkab
funksiya hosilaga ega:

F'W =0"[g(r)]-g(/)=/[g(0]g(r).
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Bundan, Nyuton - Leybnis formulasiga asosan,
J/[9(Hk *=JF(t)dI = F (fi)- F{a) = 0[gCI)]-
-0[g(a)] = ®(b)-P(a)=\/{x\1x.

8.3-misol. Ushbu

integralni hisoblang.

Yechilishi. x=cost almashtirishni olamiz. Bu almashtirishning
to'g'riligini ko'rsatish uchun, 8.1- teoremaning shartlarini tekshirib
ko'ramiz: x =g(t)=cost funksiya R da uzluksiz, yangi t o'zgaruvchi.

uzluksiz. Demak, 8.1- teoremaning hamma shartlari bajariladi.

Bularni e’tiborga olgan holda.

8.4-misol. Ushbu

integralni hisoblang.

Y echilishi. almashtirishni bajararniz; v, =0 bo'lganda,
i, -4, .r,=in3 bo'lganda. t7=2. Demak, g o'zgaruvchi, [0;In3] kesmada
o'zgarganda, yangi t o'zgaruvchi [vz2;2] kesmada o'zgaradi. x =in(r-i)
funksiya, t=4er71 funksiyaga teskari, [-/2,2] kesmada monoton, uzluksiz
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Shunday qilib, 8.1-teoremaning hamma shartlari o‘rinli, shuning
uchun, (8.2) formulaga asosan,
fe'Ve'+l . f(/2—3)-/-2i* }2t'dt
-2 T r1rb=AN+H>-)=" =

2,
=2 1- 7174]* = -2 *« A 1 =22~2'A ~A +2arcgT |=

=4- -fir- 2V2 +2arctg”-.

8.3. BoMaklab integrallash usuli.

8.2-teorema. Agar u=/t(x) va v=v(x) funksiyalar, [a,b\ kesmada
uzluksiz va uzluksiz hosilalarga ega boMib, ularning xosilalari, shu
kesmada integrallanuvchi bo‘lsa, u holda,

judv=uv‘-j\du (8.3)

yoki
b h
Ju)v (x)dx = U(*IVW *-J v(x)u (x)dx

formula o‘rinli.

8.5 -misol. Ushbu
n
jx arctgxadx

integralni hisoblang.

Yechilishi. Integral ostidagi funksiyalar, 8.2- teoremaning barcha
shartlarini  ganoatlantirishiga ishonch hosil qilish giyin emas.
n=arctgx, dv=xdx deb olib, (8.3) formulaga asosan,

i

n il
J xarctgxdx = [du = - v=~1=
¢ : \+Xx ]
MAx'dx, 8 3 1
=—arctgx -- [— rl== " arct
¥ I T 2 o

a\ a 3 a_7a 3
2~T +6~~3 7'
Misolni Maple tizimidanfoydalanib yechish:
> int(x*arctan(x),x=0..sqrt(3));

2x_n/3
3 2
8.6 -misol. Ushbu
Nn=J #A" a>0neN (8.4)
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integralni hisoblang.

Yechilishi. 7(x) =x*In"x funksiya <Gi] kesmada aniglangan va

uzluksiz, hamda )i(_i)m/(x)zo. f(x) funksiyani gayta aniglaymiz, ya’ni

x =0 da f{x) =0 deb olsak, u holda f(x) funksiya [0;i] kesmada uzluksiz

boMadi, ya'ni u [0;i] kesmada integrallanuvchi boMadi.
Berilgan (8.4) integralni boMaklab integrallaymiz;

Jya=jx“In"xdx=[u = In"x,dv=x“dx, du =n dx,
Yeekt i
V=-— 1=—_— x"1In"Xx - — fx*“In" 'xdx =
a+1l a+1 a+l
Bundan, ketma-ket boMaklab integrallash natijasida.
=(-0" = "N “Ox =
Js (0(a+]) M)Ea )Ti\xdx
=(-"
)" 4y
rekurrent formulani hosil gilamiz.
8.7 -misol. Ushbu
jx- \nxdx,
integralni hisoblang.
Yechilishi.
= S du = (In" xT dx = 24X gy
n=1In x; du = (In" xy dx X dx; <2 ‘ X2 2Inx
JxIn2xdx = =— In X 2 x~
I dv =xdx; v=— 2
2
n=Inx; du = (Inx)'alr = 7(dx; o N2
=— JxInxdx = e I'n x YEI*
2 x
dv=xdx; v = — 2 2
2
_e2 e2+1fn 1

2 2 N 4 4
Misolni Maple tizimidan foydalanib yechish:
> int(x*(In(x))A2,x=1I..exp(l));

8.8-misol. Ushbu
\Qjx]PIL:(x)dx =0
1
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tenglikni isbotlang, bunda, ",(*):;nI d ’\dX" — Lejandr ko'phadi
0t=012..), Q,(m esa, darajasi m<n boMgan ixtiyoriy ko‘phad.
Yechilishi. Ravshanki, — ~  (k=0,12..) funksiya x=-\ va *=i

nuqtalarda nulga aylanadi. Berilgan integralni ketma - ket boMaklab
integrallash natijasida,

= *). dv =
. n =Qm(*), dv dx dx

dxn~

ekanligini keltirib chigaramiz, chunki 2i"'H)(*)=0. Bundan (8.5) tenglik-
ning o'rinli ekanligi kelib chigadi.

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi integrallarni, Nyuton-Leybnis formulasiga asosan,
hisoblang:

8.1.j{2x-i)dx. 8.2. J5x‘tx 8.3.J2-Jxdx.
8.4. J|2jx-ldx. 8.5. j(Xx +\\x-2)ix. 8.6.|1F%4r +4
173 1
8.7. J(I +cos)dx. 8.8.j(:r +yfx)dx. 8.9.j m-x-
o o oV
8.10.J(l +x) dx 8.11. | (Va-Vx) dx 8.12. J~ 31dt
0 n (I

Quyidagi integrallarni, Nbyuton - Leybnisformulasiga asosan,
hisoblang:

8.13. jV-4x+T7)fc. 8.14. j-i*. 8.15. JA.
- X \tyt
8.16. f—~ dx. 8.17. fx_"%gl-xJ‘S),/Z’\:. 8.18. fsin25utic.
»(2x+1) {
8.19. Jsec2tdt. 8.20. jctg'-~dx. 8.21. |sec.Y(gi-A.
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ar

8.22 js5(sinvfllcosxdx. 8.23. f 8.24. foK=dt
[ 0 VI+3sin2x i V2secf
8.25. f-2L-. 8.26. - &
»S0S- X ij5 +4x-x2
I(r >
8.27. j cosecx ctgxdx. 8.28. jjN - Ty-X
Quyidagi integrallarga, Nyuton-Leybnis formulasini formal
ravishda qo‘llaganda, noto‘g‘ri natijaga kelinishini izohlang:
8.29. t ----—-- 8.30. 8.31. J—.
0 p +fgvvjcos-.V '<*1, Xj O x
Quyidagi integrallarni hisoblang:
8.32. J(2.r +5kr. 8.33.J (x- +fxftx. 8.34. j\[xdx.
2 0 1
8.35. \\Txdx. 8.36. | 8.37. I\f7nidx.

8.38. J (I +cosx)x.

8.41. ejf~r—-V ku-
i\ - 4)

Quyidagi integrallarni
8.44. ]r(ljx.

8.47. fsin2xdx.

8.50. fcos('n*>fr
X

8.52. F\LI- x'dr
|

Quyidagi aniq
yordamida hisoblang:

3
8.54. jjv +\dy.
0

8.57. fcos2.tsinjrditr.

L
A

7
8.60. f(I -cos3r)sin3f<*.
o

integrallarni,

8.55. JAY+1dx
4

3jr r

8.39. j msecxdx. 8.40. j(8j-'2+sin y)fy.

8.42. ] 8.43. ] [
! LT

hisoblang:

8.45. f—

i

8.46.

i.vinx

8.48. f—— 8.49.

. , f— *— .
m4r' +4r+5x -2v-8

8.51. f
m\(+hr x)

8.53. \-x-<b.
- #

o‘zgartiruvchilarni  almashtirish

0 hig

8.56.|3cos".vsinrfr.
0

8.58. W ~L-dx. 8.59. I7-~ U n
(4+x~ «(*+*7
kn Tk
8.61. f(l-cos3r)sin3fdf. 8.62. [ dt
i aV4 +3sinr
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8.63. f-. as.-=dt.
‘W 4 +3sin/

X

4

8.66. E1)(I-sin2f)3/zcos|tdt.

Y
i}
8.74. }O(i-2x)ja

Quyidagi
foydalanib hisoblang:
8.76. f fl__
iW |+

879. ] A -

Ix +yla2-x 2

8.82. f— &

8.85. Ushbu

almashtirishni
8.86.Ushbu

JVI-x'dx
0

8.64. fix5-+2x(5n:4 +2]dx
r

|
8.67. J'sin jtxdx.
0
8.70. fO x.
Jr
7 3
J @B X

8.75.jsin2 i+- dt
0o "N 2>

integrallarni,. o‘zgaruvchilarni

8.77. f /fo* /
We'+e"
8.80. [—mm—v

t | +sinx +cos*

8%3. Nex+eAgxax

integralda,

olishmumkinmi? Javobingizni sharhlang.

K

8.87.Ushby  fome i—

integralda,

ql+sin X

mumkinmi? Javobingizni sharhlang.
Bo'laklab integrallash formulasi yordamida, aniq integrallarni hisoblang:

8.88. fxe~‘dx

8.91. joxarclg(XZ)dx.

1
8.94.)xV'dIt.

0
172

8.97. |xecosnook.

8.89. x\nxadx.
1
8.92. OJ Xtg 2xdx.

e
8.95. Jjcln-Jxdx.

1

8.98. JIn(l +x2ex.

120

almashtirish

X =sinr

tgx=t almashtirishni

8.65. fcos 32xsin2x<ix.
2
s
8.68. Jl%tgxdx..

8.71.
Sy

usulidan

8.78. f

3 *

8.81.

i Ix(I-x)

8374, X2

j(x2-6x +\i)ix integralda, x2-6x +13=/

olish n|1umkinmi? Javobingizni sharhlang.

almashtirishni

olish

8.90. JV sin 2tdt.
0

8.93. |.X \nxdx.
1

8.96. jInxdx.

1

1/4
8.99. Jarcsin 2TR:



Quyidagi integrallarni, boMaklab integrallash  formulasidan
foydalanib hisoblang:

8.100.6xcosxdx. 8.101. j1(3x+2)lnxdx.. 8.102. ’je'smlixdx.
(o]
8.103. j x1smxdx. 8.104. Jxarctgxdx. 8.105. j FVldx.
0 n I X
8.106. jsin4ncos’ xdx. 8.107. je* cos2xdx. 8.108.j - —~-calxfa> *
_ Ne -,'T rn)
| |
8.109. Jsin.vsin2.vsin3.vrf.r. 8.110. jx '5vI +3x*dx. 8.111. jarccosxdx.

Quyidagi, uzilishga ega boMgan chegaralangan, funksiyalarning
anigmas integrallarini toping:
8.112.j signxdx. 8.113.]j/g/i(sinx)dtc. 8.114. TN
8.115. jx[x]dx. 8.116.J(- Y &r.
| | bo’lganda,
8.117. jf(tnii , bunda fy= | Ne! boloanda
10, bl>/ bo'lganda, I> 0.
Quyidagi. uzilishga ega boMgan chegaralangan, funksiyalarning
;iniq integrallarini hisoblang:

8.118. jsign(x-x ")ix. 8.119. "[ex\oX 8.120. J(gx]sm—
[0}

8.121.].rs/gn(cosjr)rfx . 8.122. ]\n[x\dxn eN 8.123. || g«(sin Inx)dx.

Mustaqil yechish uchun inisollarning javoblari

8.1. -2 8.2. 1 8.3.28/3, 8.4.32/3.

8.5. p 8.6.13/2, 18.7.n. 18.8.1

18.9. ~=*. 18.10. -§2|8-i). 18.11.-a2 18.12. 1
15 1 6 4

S.I3. 16 8.14.2, 8.15.2 8.16. 8. 8.17. 160

8.18. ’; 8.19. V3 8.20. 6Vv3-27~,8.21.-i, 8.22.2

8.23. | 8.24. n/2-1 8.25. *’;l%!L 8.26. p 8.27.0

8.28.16" 8-19 8.29. J=arcrg|”j funksiya, integral ostidagi funk-

siyn uchun boshlangMch funksiya boMib, u, 0<x<2n da uzilishga ega.
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8.30. arctg— funksiya, x=0 nugtada uzilishga ega.

8.31. Integral ostidagi - funksiya va uning In]s boshlang'ieh

funksiyasi, [—kl] kesmada uzilishga ega.

8.32.6 8.33.1,8.34. 0.8.35 AV f8.36. W6.8.37.

8.38. 2.8.39. 08.40. = 8.41. 16"4'8~ 19842 16 843 0

8.44. --8.45. -8.46. Inl5 8.47. *8.48. '-~(4/7).
w3 12 4

8.49. iin(2/5)850. sinl,8.51. -. 8.52. A+~ . 853 -.
6 4 3 2 6

8.54. 14/38.55. 2/3,8.56. 3 2 8.57. 2. 858. a
8.59. 18 8.60. i/6.8.61. 1/2862. 0.8.63. 0.8.64. 2\3

8.65. % 8.66. |58.67. 2/T18.68. i2in3 8.69. 0

8.70. *-,£.8.71. E.8.72. 3/2. 8.73. V28.74. o.

8.75. —+sin2. 8.76.injk ff 6 877. in~ILzfl 8.78.—.
2 1+V5 1+V2 72

8.7 948 .80. In2 8.81. 8.82.2&V2-i} 8.83.8),0.8 '84V/5

7
8.85. Yo'q. 8.86. Mumkin. 8.87,Yo0'q. 8.88. i-5<r4.

8.89. 1n4a—8.90. flz1| 891. —-In2. 8.92. £ ~ -in2 -~ .
4 8 8 4 3 IS

8.93. 4In2-— .8.94. 2-5¢-' 8.95. +1,8.96. <+1 8.97. —~L
16 8 8 m- /I
8.98. in2+--2 899. JL+£LI. 8.100. --1 8.101. 10In2--.
2 24 4 2 4

8.102. 0.8.103. 6* 8.104. 8.105. -JI-1~.8.106. -
3 2 256 64 32

8.107. IL - 18.108. 98.109. | 8.110. 8.111. L
S5v 6 270

8.112. Y+c. 8.113. arccos(cosx)+C. 8.114. 1x]-BM +)+r

8.115. £IM-[* 1 +'XBA+)+c 8.116. —arccos,v(cosnx)+C.
2 12 f

8.117. i(x+/]-Ix-/]). 8.118. -1 8.119. u -In(7). 8.120.

8.121. -fl. 8.122. Infr> 8.123. -* £
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111 bob. ANIQ INTEGRALNING TADBIQLARI
9-§. Aniqg integral yordamida tekis shaklning yuzini hisoblash

9.1. Dekart koordinatalar sistemasida berilgan tekis shaklning
yuzini hisoblash

Tekislikda xoy Dekart koordinatalar sistemasi berilgan boMsin.

9.1-ta’rif. Tekislikning L oddiy (karrali nuqgtalarga ega boMmagan)
yopiq egri chizig bilan chegaralangan gismi- tekis shakl (figura)
deyiladi. Bunda L- tekis shaklning chegarasi deyiladi.

O'glarga nisbatan standart solialar.

9.2-ta’'rif. Koordinatalari. [a,6] kesmada uzluksiz f(x) va /,(*)
funksiyalar uchun, a<x<b, f(x) <v</,(x) munosabatlarni ganoatlantira-
digan .vt(xy) nuqtalar to‘plami D-Ox o'gga nisbatan standart soha
deyiladi.

Ta’'rifning geometrik Ta 'nosi shundan iboratki, D coha chapdan va
o'ngdan, mos ravishda, x=a, y =b to‘g‘ri chiziglar kesmalari bilan ( bu
kesmalar nuqtalarga aylanishi ham mumkin) chegaralangan; /,(x)
limksiyaning graflgi D cohaning yuqori chegarasidan, y;(x) funksiyaning
I'.i.iligi esa, uning quyi chegarasidan iborat (9.1-chizma).

9.3-ta’rif. Koordinatalari, kesmada uzluksiz g,(';) va g;(V)
lunksiyalar uchun, c<y<d, g,0)<,r<g.(v) munosabatlarni ganoatlantira-
digan ,w(x,y) nugqtalar to‘plami D - Oy o‘gga nisbatan standart soha
deyiladi.

Ta'rifning geometrik Ta 'nosi shundan iboratki, D coha yuqoridan

pastdan, mos ravishda, y =c,y =d to‘g'ri chiziglar kesmalari ( bu
kesmalar nuqtalarga aylanish ham mumkin) bilan, chapdan va 0‘ngdan
mos ravishda g¢,(x) va g2x) funksiyalarning grafiklari  bilan
i lu-garalangandir (9.2-chizma).

O'glarga nisbatan standart sohalarning yuzalarini hisoblash
lui mulalari:

1.Ox o'qga nishbatan standart D=>(x.y)-.a<x<b,f{X)<v</2X} coha-

v, YUzl
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so =Jtfi(x)-f(x)\dx

formula bo'yicha hisoblanadi.
2.0y o'gga nisbatan standart D, ={{vv):c<y<d,gl(y)<x<g: ()} coha-
ning 5H yuzi

sq =J[g2)-gl(y)Wy

formula bo'yicha hisoblanadi.

SG)

9.2-chizma.
Xususiy holda
3.f(x) funksiya [a;b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo'lib,
V.ve[(7;6] da f(x)>0 bo'lsin.
Yuqoridan f(x) funksiyaning grafigi, yon tomonlardan x =a va
x=b to'g'ri chiziglar, pastdan esa. Ox 0'q bilan chegaralangan shaklning
(odatda bunday shakl, egri chizigli trapesiya, deb yuritiladi) yuzi,

®=}/(*& (9.1)

formula bo'yicha hisoblanadi (9.3-chizma).

uf; =0
/ / / /
/77 Q 7
/ /1 Q/// /7 /7 /7
/117117717 '
y=0 b
.3-chizma. 9.4-chizma.
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4, Agar [a\b] kesmada aniglangan, uzluksiz f(x) funksiya manf
ya'ni f(x)<0 bo'lsa, u holda, asosi fajb] kesmadan iborat bo‘lib,
quyidan y =f(x) funksiyaning grafigi bilan chegaralangan (9.4 - chizma)
trapesiyaning yuzi manfiy bo'ladi:

S-ANf{X)dx  -J Ax)+c

5. Agar |Ja;b] kesma. chekli sondagi gism oraliglarga bo'ling
bo'lib, ularning har birida funksiyaning giymati manfiy emas (f(x)>0)
yoki musbat emas (/(*)<()) bo'lsa, u holda, (9.1) integral, chekli
sondagi, ox o'gqdan yuqorida va undan pastda joylashgan (yuzi manfiy),
egri chizigli sohalar yuzlarining yig'indisiga teng bo'ladi (9.5 - chizma),
ya’'ni

S =\f(x)dx + \f(x)dx + \f{x)dxl [f{x)dx [f(x)dx.

\ /n / y
1 /n 1/ -

A i/ / / J
K LA v/ AIA
T+ x5 reoeg 'i]-'-/-
\V4 2 V- »
y"/)
0 a
9.5-chizma. 9.6 -chizma.
6. f{x\ gfx) funksiyalar [a;6] kesmada aniglangan uzluksiz,
f(x)>0,9(x)>0 va V.ve[a;6] uchun,/(y)>g(x) bo'lsin. U holda,
m Ax), y=g(x), x=a «x b chiziglar bilan chegaralangan sohaning yuzi.

5=J[/(*)-g()rir (9.2)

formula orqali topiladi (9.6 - chizma).
Tasawur gilinadigan (ifodalovchi) to‘g‘ri to‘rtburchaklar.
Biz yuqgorida ko'rdikki, aniq integral, Riman yig'indisining limiti
shaklida, quyidagicha ifodalanadi:

JAX)dX = HmM[/ (* )AX, +f(£,)4x, +. (9.3)
Bunda £., [jc_,jg] oraligdagi ixtiyoriy tanlangan nuqta, /(£°) esa,
/(v) funksiyaning shu oraligda tasawur gilinadigan giymatidir. Agar

/(v) funksiya musbat bo'lsa, /(*,)4x, ko'paytma, 9.7-chizmada
ko'rsatilgan tasawur gilinadigan to ‘g ‘ri to ‘rtburchakning yuzini beradi.
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9.7-chizma. 9.8-chizma.

(9.3) formula bizga, berilgan egri chizigdan pastda joylashge
yuzani, tasavvur gilinadigan to‘g‘ri to‘rtburchaklar yuzalari yig‘indisi
sifatida, tasvirlash mumkinligini ko‘rsatadi (9.8-chizma).

Endi Q soha, yuqoridan f(x) funksiyaning grafigi, pastdan esa,

A(x) funksiyaning grafigi biian chegaralangan boMsin (9.11 - chizma).

9.9-chizma. 9.10-chizma.

Unda Q sohaning yuzi, /(-v)-g(x) funksiyani, x=a dan x=b
gacha, x bo'yicha integrallaash yordamida topiladi (hisoblanadi), ya’ni

Sn=Jt/W -gW j*-
a

Bu holda Riman yigMndisi,
[/(#)- sfe)ln*, +1/1e)- of4, JIAX +.+ [f(4,)- oL JAX,
shaklida boMadi va tasavvur qilinadigan to‘g‘ri toMtburchaklaming
oMchamlari quyidagicha: /{£,-g(c,) - «balandligi» va Ax - «asosi»
(9.11-chizma) boMadi.
Endi v ga nisbatan integrallash yordamida yuzalami hisoblash

formulasini keltirib chigaramiz. 9.11-chizmada ko'rsatilgan Q sohaning



cliegaralari, x ning funksiyalari bo'lmasdan, ular y ning funksiyalaridan
iborat boMgan holni garaymiz.

£ J
A
9.12-chizma.

Bu holda tasavvur gilinadigan to'g'ri to'rtburchaklami gorizontal
ko'rinishda olamiz va yuzani.
[Ffo)- G//)4y, +[ffo)- Gfo)JA>2 +... +[F{rh,)- Gfo,)|Ly,,
Kiman yigMndisining limiti sifatida, tasvirlaymiz (9.12-chizma).
Demak, berilgan sohaning yuzi,

C
integral orqgali ifodalanadi. Bu yerda integrallash,

F{y)-G{y)
«gorizontal boMinish» ni y ga nisbatan bajaradi.

9.1-misol. x=y2 va x-y =2 chiziglar bilan chegaralangan
sohaning yuzini: a) x ga nisbatan; b)y ga nisbatan integrallash
yordamida hisoblang.

Yechilishi. Avvalo, berilgan chiziglarning (i;-i), (4;2) nuqtalarda
kesishishiga ishonch hosil gilish mumkin.

a) x bo'yicha integrallash uchun, tasavvur qgilinadigan to'g’
lo'rtburchaklami vertikal joylashtiramiz va tenglamalarni y ga nisbatan
cchamiz: x=v' tenglamani v ga nisbatan Yechib. y =x4x bo'lishini
olamiz, bunda y=Jx- parabolaning yuqori yarmidan, v=-V* esa,
parabolaning quyi yarmidan iborat.  x-y =2 to'g'ri chiziqg tenglama-
siini y =x- 2 shaklida yozamiz (9.13- chizma). Qaralayotgan sohaning
yugori chegarasi, y =4x egri chizigdan iborat. Uning quyi chegarasi esa,
ikkita, har xil tenglamalar orqgali ifodalanadi: x=0 dan x=\ gacha
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o'zgarganda, y =-Jx egri chiziq, x=\dan x=4 gacha o‘zgarganda esa,
y =x—2 to‘g‘ri chiziq. Shunday qilib, sohaning yuzi,

9.13-chizma. 9.14-chizma.

| 4 14
S =J[/x - (- Wxjidx +[VX - (x- 2)]dx = 2 yfxdx +J[VX - x +2]dx =

-’[? K 3 -2x- +2x1
Y bo'yicha integrallash uchun, biz tasavvur qilinadigan to'g'ri to'rt-
burchaklarni gorizontal joylashtiramiz (9.14-chizma). Bunda, o'ngdan
chegaralovchi to'g'ri chiziq x=v+2 va chapdan chegaralovchi egri

chizig esa, x=y2. Modomiki, vy, dan 2 gacha o'zgarar ekan,

5= Jlv+2-v2Kv=[V +2.r-i.v3]-
- 1 3 -1
9.2-misol. Ushbu y= 2x to'g'ri chiziq va y =: 2
chegaralangan sohaning yuzini toping.
Y echilishi. Berilgan to'g'ri chiziq bilan parabolaning kesishish
nuqtalarini topamiz:
v =2x
< , 3-X*=2x, X' +2x-3 =0; X, =1, x, =-3 .
lv=3-x
Demak, to'g'ri chiziq bilan parabola (I;2) va (-3 —6) nuqtalarda
kesishadi.
Shunday qilib, izianayotgan sohaning yuzi (9.15-chizma),



3

/ %

Yy iyshs
i/ j

9.15 chizma. 9.16- chizma.

9.3-misol. Ushbu (v- xf =x3egri chiziq va .t=I to'g'ri chiziq
bilan chegaralangan sohaning yuzini toping.

Yechilishi. Ravshanki, y, x ning oshkormas funksiyasi sifatida,
v>0 uchun aniglangan. y - Xx=%xxjx egri chizigning
r, =X +xJX, Vv, —X~x/x shaxobchalaridan birinchisi har doim musbat
bo'lib, n->0 da, y (*)>>s(x) tengsizlikni ganoatlantiradi (9.16 -chizma).
(9.2) formulaga asosan,

S =%[y,(.v)-y2(x)yix :&(X+X—JX - X X)X}/ X :2j6(ifxdx ZTFI/JT‘ :X(kv' bir.)

Agar (5)- soha, ushbu [s)={{x,y):cz y<d, (j)<*<m0)} ko'rinishda
bo'lsa (9.17- chizma), u holda uning s yuzi, quyidagi ,

s =)1R0)- *i0")14' (9.3)
formula orqali topiladi.
a-fi
y
2a§ ’:“ 0 < X
\ \
N\ a
noi
-Nnn/3
9.17-chizma. 9.18-chizma

9.4-misol. Ushbu x2+2ax-y2=0, ax-y2+2a2=0, (a>0) egri chiziglar
>*lan chegaralangan sohaning yuzini toping.
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Yechilishi. Qaralayotgan D soha, Ox o0‘gga nisbatan standart
boMmaganligi uchun, uni, Ox o‘gga nisbatan standart boMgan uchta
sohalarga ajratamiz (9.18-chizma) :

D, ={(xy): -2a <x< 0;—A/2a' +ax <y <-J2a2+ax),
D. ={(nry) :0 <x So, "Ix2+2ax <y <\l2a2 +ax),
D, ={(xy) :0 <x2a,- \l2a2 +ax <y <-\Ix: +2ax}.
D- soha Ox o‘qqa nisbatan simmetrik boMganligi uchun, uning s
yuzi Ox o‘gga nisbatan standart boMgan
T\ ={(xy): -2a <x<0:0<y <-J2a: +ax}va D2 sohalar yuzlarining
ikkilanganiga teng:

S =2[ | n/2a2+axdx+j {"2a2+ax - #x2+2ax /x| =

2[J-J2a2+ax dx- 1eJx' +ardx] =2[j V2a: +axdx- j-J(X+a)3- a' d\ =
_2a 0 -2a 0

+2a~ +
3aJ(ax 2a~) 2ax

2 , 2V
=2a:/1 +a2ln(r+Vs)

Berilgan soha Oy o0‘qga nisbatan standart sohadan iborat:
_ 2. W2
D=f(x,y):-aj3 <y <aVvJ. -, <x<-a +-Jy* +a2}
Bu Dsohaning simmetrikligidan yana l'oydalansak, quyidagiga ega
boMamiz:
)
S=2] ™yl+al-a--—v2a\y

ayfi
-2a2\V3H

=2a:73+i’ In2 +73)
9.2. Tenglamasi parametrik shaklda berilgan egri chizig bile

chegaralangan sohaning yuzini hisoblash. Faraz gilaylik, tekislikdagi
shaklIni o‘rab turuvchi chiziq,

parametrik tenglamasi bilan berilgan boMsin.

1) Agar x=x(t), y—y(t) funksiyalar [a,p] da uzluksiz, vre [a,p\
/>0, y{f)>0 va x(t) funksiya uzluksiz manfiy boMmagan x'(t)
hosilaga ega boMsa, u holda izlanayotgan sohaning yuzi
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S=)&)*{Ne (9.4)
formula bo ‘yicha topiladi.
2) o= o(/). y=y(t) funksiyalar [<xp) da uzluksiz, vre[a,p] da
v(r)> o va y(t) funksiya, uzluksiz, manfiy bo'Imagan y'(t)
hosilaga ega bo'‘lsa, u holda, izlanayotgan sohaning yuzi,

S=\x{)y ()d, (9.5)
a
formula orqgali topiladi.

9.5-misol. Ushbu )\(/Ziglsclpﬂﬂ;'\] (o<r<2s-) egri chiziq va Or 0'q
bilan chegaralangan sohaning yuzini toping.

Yechilishi. Sikloidaning bir arkasi, t ning, 0 dan in gacha
o'zgarishi natijasida chiziladi, chunki y(0)=y(21-)=0, t ning qolgan
giymatlarida, _y>0,*(0)=0 va x{Ix)=2m.

Shunday qilib, izlanayotgan sobrLaning yuzi,

S = Jydx
0

formula orqali topiladi. Bunda, *=a(r-sin(),v =a(i-cosr),<ft=a(i-cosf)<*
ekanligini e’tiborga olsak, u holda (* [0;2na\ oraligda o'zgarganda,
i, [0;2%] oraligda o‘zgaradi),

29

23
S =aj(l -cosf) ol - cost)dt =a: | (I-cos() rf(=irra:(kv. bir.).
0 0

Demak, izlanayotgan yuza, radiusi a ga teng boMgan doira
yuzining uchlanganiga teng ekan (9.19- chizma).

\2/3 s21]
[4 + 1jj =l egri chizig bilan chegaralangan

sohaning yuzini toping.
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Yechilishi. Ravshanki, egri chiziqg Ox
simmetrik (9.20- chizma) boMadi. Shuning ueh ¥ ° glarga ms atan

uchburchakning yuzini topib, uni 4 ga koX ’-Sgr' cll'z'c* OAB
sohaning yuzi topilgan boMadi. aytirsak, izlanayotgan

Egri chizigning tenglamasini, parametrik,
r=asinli,y =bcos31 (0<i <2n) shaklda tasvirlaymiz {~ ~

10)=0. {—J=a.|0; li i chizigni . . .
0 rg/ZJI al ?} ora |ma egrl ¢ IZlﬂmn%/ar('ayoyno‘gM-lkeIadl.
Egri chizigli SOB uchburchakning yuzini, (9.4) fo~"

hisoblaymiz: Ua 01
Sam =
(*)
Bu yuzani hisoblashni soddalashtirish magsaH-a
boMaklab integrallaymiz: a,da’ oxirg' integralm
So,,, =}y ()x(dt=y(r)<ot"M O r ="f*(y (+%)
(*) bilan (**) ni go'shamiz:
o g (0-42)y(1)1dt
Unda, (***) formulaga asosan,
scxabz-l}[(r:'os4fsin:f+sinVcosZ( *=22*r
20 2 bSIn fcos* tdt =
X K
b} ., , 3ab >
="y JSIn' 2,dl =“T"-"J" “cos4')* =’\§2*
Shunday qilib, izlanayotgan sohaning yuzi,
3mb  3mb
32 8
9.3. Tenglamasi qutb koordinatalar sistema
chiziqg bilan chegaralangan Sl a berilgan egri

sohaning yuzini hisoblash.
Faraz qgilaylik, r =r<p) funksiya
[a:/?] oraligda aniglangan
(o<p-a <2n), uzluksiz va

V(3e [a,p] da />0 boMsin. U
holda, r =r{(p) funksiyaning

grafigi hamda OA va OB radius
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vektorlar bilan chegaralangan soha - egri chizigli sektomi garaymiz
(9.21- chizma).
Qaralayotgan sektorning yuzi,

S =A\r2([E)cp

formula bo'yicha hisoblanadi.

9.7-misol. Ushbu r=asin3<», a=>0, egri chiziq bilan chegaralangan
sohaning yuzini toping.

Yechilishi. Berilgan egri chizig, har biri egri chizigli sektordan
iborat boMgan sohani (9.22-chizma) chegaralaydi. Ulardan birinchisini,

ya'ni  (s,) =j(rp):0<p<y,0<r<asin3¥>j sektorni garaymiz, uning yuzi,

(9.6) formula yordamida hisoblanadi:

K

S. =—fa2sin23qukp=
: ~ 12

Shunday qilib, izianayotgan sohaning yuzi, s =— sa2=~- (kv.

bir.)

9.22-chizma. 9.23-chizma.
9.8-misol. Ushbu x3+/=3axy egri chiziq bilan chegaralangan
sohaning yuzini hisoblang.
Yechilishi. Berilgan egri chizigning qutb koordinatalar sistema-
sidagi tenglamasi quyidagicha boMadi: />(sinV +cosV)=3acos?>sinp.

Bundan,
3acospsin<p
sinlp +cos3p

[0;y] oraligning ichida, tenglikning 0‘ng tomoni musbat, oraligning

chetki nugtalarida, ya'ni =0 va &=- da p =0 boMadi. U holda, O<<p<y
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segment halgaga akslantiriladi (9.23- chizma).  Halganing yuzini,
ushbu

S =’\%p2df>
N
formula bo'yicha hisoblaymiz:

S =-I\fp’-dV=%2{ VcosZg(stBp dp.
1 o(sin p+COS tp

| cos psin P anigmas integralda, : =iggp almashtirishni olib,

(sinp +cos' <
uning boshlang'ich funksiyasini topamiz:
r cos2(3sin2p _f tdg'cp dip
(sin5<p+cos’ P~ (I +tg!<pf cos'i/)
=f 2+ = 1 .if- -cos>
(I+r3): 3(1+-3) 3(sinV +cos5Pp
Bundan,
A
9a9 cos” p 1 3£l
o 1_?_ s X, 2

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan sohaning yuzini toping:
9.1. y=x,y=2-x2. 9.2, (y-x)2=x3 x=l. 9.3.y2=ax, x2=ay.
9.4.v=6x-x2-7, y=x-3. 9.5.y =sinX y =0, 0 <x<a\

9.6.y =x2+1,x+y=3. 9.7.y2=2x+1,X-y-1=0.9.8.y=2-x1,y2=x3
9.9. V=X—,y =0.x=a,x=h,a>b>0. 9.10. v=ex, x=0,V=0, x=2a.
Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan sohaning yuzini toping:
9.11.y:x-’;,y =COSX, X =0. 9.12. V=sinx, v=cosx,0<x<T.
9.13.y =2*y=2,x=0.

9.14.y =(x+1)J, x=sinm,y =0 0 <y <I)

9.15. lHb——l 9.16.v=a’,y =a.x=0.a>1.
9.17.y-|logaX),y =0,x =1ta, x=a,a >1

9.18. V=tgx, y =jcosX, X =0. 9.19. y =2,y —x2—2x—4
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9.20-9.26 misollardagi chiziglar orgali berilgan sohani chizing.
So'ngra sohaning yuzini: a) x bo‘yicha; b)y bo'yicha integral
sifatida tasvirlang:

9.20y =x\y =X+2 (x=Jy,x =y - 2).

9.21.y =x5y =2x2 x=ify\x =-j=fyp

9.22.y =YX y =X -6 (Xx=y 2, X =y +0)
9.23.y = 3y- x=8 (x=y,y >0, x =3y - 9).
9.24 Xx+4=y2 x=5

9.25.y =2x, Ty =9,y =x-1 % x=9-y, x=y+|j

9.26.y =x1 y =x; +X-17.

9.27- 9.32 misollarda berilgan chiziglar bilan chegaralangan
sohani chizing va uning yuzini hisoblang.

9.27. 4x=4dy—y!, 4x-y =0. 9.28. x=y\x =3-2y2

9.29. x+v-v!=0, x-v+ v2=0. 9.30. v=cosx, v=sec2x, xe[t7 41

9.31. y =cosx, y =sin2x, xe [-it,q]. 9.32. y =sin4xcosx, xe [0,A72].

9.33. Berilgan (0.0). (1,3), (3, ) nugtalardan o‘tuvchi uchburchakning
yuzini, integrallash amalini bajarib, hisoblang.

9.34. Uchlari. (-22),(1,(5.2.(7,2 nuqtalarda  yotgan
trapesiyaning yuzini, integrallash amalini bajarib, hisoblang.

9.35. y=6-x2,y=x(x<O va y=-71(n>0) chiziglar bilan
chegaralangan sohani chizing va uning yuzini hisoblang.

9.36. y =x2 va y =4 chiziglar bilan chegaralangan sohani chizing.
Bu soha, y=c chizig orqgali, ikkita, teng yuzali, gism sohalarga
boMingan bo‘lsa, c ni toping.

Quyidagi misollarda, giymati berilgan sohaning yuziga teng
boMgan, integralni yozing:

9.37 Soha, Ox 0‘q. y =”3x to‘g‘ri chizig va x* +y7=4 aylana bilan
chegaralangan boMib, birinchi chorakda yotadi.

9.38. Soha, n .+ 4\a (,v-2): +Cv-2); =4 aylanalarning kesishishi
natijasida hosil gilingan.

9.39. To‘g‘ri to‘rtburchakning bir uchi, koordinatalar boshida,
garama-garshi  uchi esa." y=bx* chizigning x=a boMgan
(a>0,6 >0,w=>0) nuqtasida, uning tomonlari esa, koordinatalar o‘qglariga
parallel. U holda, to‘g‘ri toMtburchakning y=bx" chizigdan pastda
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joylashgan gismi yuzining, to'g'ri to'rtburchakning toMa yuziga nisbati,
fagat n ga bogMig boMishini, ya'ni nisbat a va b larga bogMiq
boMmasligini ko'rsating.

9.40-9.49 misollarda berilgan chiziglar bilan chegaralangan
sohaning yuzini hisoblang:

9.40. y-6x2-5x+1y-cob 0<x<05 9.41. y=sin2x,y =sinX

9.42.y =arctgyfx, y +x2=0,x =1 9.43.y =2x'ex, y =-x'e*.
9.44. 2y - X2 X2+y: =4).2y >p:. 9.45. 1" +x=4,y2-3.v =12,
9.46.y =y/xy =x-2, x=0. 9.47.y =arcsinx, y =arccosx, y =0.

9.48. v- x2, v=x2+x—1 v:—z,y<x2,

9.50. y' =2x parabola x2+y: =8 aylana bilan chegaralangan
doiraning yuzini ganday nisbatta boMadi?

9.51. x +y: =a- aylana, x1-2y’' =~ giperbolayordamida uchta

gismga boMingan. Shu gismlaming yuzlarini toping.

9.52. v=ur2-2x+2 parabola, unga n/(3;5) nuqtada oMkazilgan
urinma va ordinatalar o‘qi bilan chegaralangan sohaning yuzini toping.

9.53 y =-x2+4x-3 parabola va unga w,(0;-3), mr(3;0) nugtalarda
oMkazilgan urinmalar bilan chegaralangan sohaning yuzini toping.

9.54. y =x2+4x+9 parabola va unga abssissalari x,=-3, x, =0
boMgan nuqtalarda oMkazilgan urinmalar bilan chegaralangan sohaning
yuzini toping.

Quyidagi, tenglamasi parametrik shaklda berilgan, chiziglar bilan
chegaralangan sohaning yuzini toping:

9.55. x- a(l-sinf),y-a(i- cos/) (0</<2n),y=0

9.56.x =acos't, y =asin5/

9.57. x=at-12, x=at2- (3 a> 0. 9.58. x=1+(- (", y =1-152

9.59. * =at - bsint, y —a—bcost (0 <b<a) troxoidaning bir tarmogM.

9.60. X =acos<(i-cos/), Y =asin/(i-cos/) kardoidaning ichidayotgan
sohaning yuzini toping:

9.61.x: =asin2/, y =asin/, a >0.

9.63. x =a(l +2cos/), y =a(/g/ +2sinr), a >0.

Quyidagi tenglamalari qutb koordinatalar sistemasida berilgan,
chiziglar bilan chegaralangan sohaning yuzini toping:

9.64. r2=a2cos4(» (lemniskata). 9.65.r=a(i+cosp) (kardoida).
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9.66.r<p=a (giperbolik spiral) 9 <gp<p <2n.
9.67. r:2—n<p (Arximed spirali) q<<o<o, @-<p{<2n.

9.68.r =Re?*, k >0(logarifmik spiral) € <<g<$ FHwx<2n.

9.69. r =2'Jiacos<p, p =2asinp. 9.70. r =2-cosp, p =cos™.
< .
9.71. = £M£o 4 (parabola)
9.721-=— - —
1+£cosb v4 2
9.73. r =a—€s*=>— §o<<p<—1. 9.74.r =ti(l- cosp).r-a.
cos'pHsin 2)

9.75. r2=a2(l- 2cosip), r =a, r <a.
9.76. v=ayjcos2(p  chiziq bilan chcgaralangan va r~

Sh

doiraning ichida yotgan sohaning yuzini toping.
9.77. r =*(I +cosp) chiziq bilan chegaralangan va ¢=3acos"
chizigning tashqarisida joylashgan sohaning yuzini toping.

Mustaqil yechish uchun niisollarning javoblari

9.1. 5 9.2. 5 9.3. ?.9.4. 5 95 2 9.6.42&.9.7. 53 9.8.2]-5,

9.9. Inf--\9.10. [-e79.11. 1+l 9.12. 42-1.9.13.2- — «0.56.
Ul 8 In2
9.14. %+—:0,97 9.15. nab 9.16. a+fif]£),9.17. —
n a a ulna
9.18. i+inf—).9.19. 9
3 L2)

9.20 Q) %-|(rr+2)-x1\dx, b) B[yfy-{jy)\dy+j1[y|y-lv-2)]dx.
2 s | /1 VAR

9.21. a)}(2.t: -x 'Ky, Kv.

9.22. a)Jo-(- Ix)\dx+ Jo-(x-6)ldt, b)$[(y+6)-y2]dx.

9.23. a) J[NE-(-N]c/x+][N-X]Y,  b) |[v-(-y)1dy +I[y- (3y- 8)ldy.
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9.25. a)j[2T- (*- DJ<6r+J[(9- *)- (x- N]tir, D) I[(y +D-ly\dy +I[(9 - ¥)- \-yVy
-l 3 -2 4

9.26. a)j[x'n -(x2+x-\\Ix,
-1

9.27. 9/8,9.28. 4 9.29. 1 9.30. 2-v2. 9.31. 8 9.32. : 9.33. 4

9.34. _ 9.35. 27,9.36. 4°.9.37. -L
) i

9.38. n :%[V w -(2->/4T"%!r. 9.39. %[L . 9.40.
+1 jt 8

9.41. £ 9.42. 1-1. 9.43. Ife-2-2 9.44. *1+2*. 9.45.
4 2 3 3

9.46. - 9.47. VI-1 9.48. —.9.49. 6*-6arcsin
3 48 3

950 3K +2
9/r-2'

951, «'-[I-J1iJS +JIY — 1n(73+-N)], aZ— +— InkA+VIV
6 4 ' 6 4 ' 3 4 ' h
9.52.9.9.53. 2—9.54. 2. 9.55. 3™2 9.56. ma\ 9.57. — 9.58. 8
4 4 8 60

9.59. w(b'+2ab) 9.60. Li-a\ 9.61. Ll-. 9.62.

9.63. a2’n/3+7-41n(2+73)].9.64. a29.65. | ™ 29.66. J-j.

9.67. <51 9.68. _—(e2 -e2").9.69. a\-n-M. 9.70. 171

9.71. ’\-9+4}’2).9.72. s1dL = .9.73.1a29.74. 20:f—-
6 6 18

9.75. ae»+3J1-6)/3,9.76. y(n- +6-373). 9.77.

10-8. Aniq integral yordamida chizigning yoyi uzunligini hisoblash

10.1. Dekart koordinatalar sistemasida berilgan chizignin

yoyi uzunligini hisoblash. Faraz qilaylik, ao yoy, fazoda
*=x{t\ y=y(4 r=r(f), te[a,p), tenglamalar sistemasi orqali aniglangan
bo‘lsin. Bunda, x(c)y(/)r(/) funksiyalar, [a.p] kesmada uzluksiz

differensiallanuvchi funksiyalardir. ~ Bu holda, ab yoyning uzunligi,
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(lo.i)
formula bo'yicha hisoblanadi.

ab yoy tekislikda berilganda, uning uzunligi,
/w1l NT4 (10.2)
a

formula orgali hisoblanadi.
Agar egri chizigning (ne-yoyning) tenglamasi oshkor, ya’'ni
1 =/(*), are[n/>] ko'rinishda berilsa, (/ (*)-uzluksiz
differensiallanuvchi), uning yoy uzunligi,
/=NVIH[/ (9] €/ (10.3)

formula orgali topiladi.
10.1-misol. Ushbu y=|mdA 0<.v<9 egri chizigning yoy uzunligini

toping.
Y echilishi. Berilgan egri chizigning yoy uzunligini. (10.3)
formuladan foydalanib, topamiz:

ns - i 9 /A 91 r
yX= —e—4=04;5 =1 +(y>x\dx =J\ | +x'dx
N 0 U

Oxirgi integralda, Vi+V* =f almashtirishni bajarib,

{" r 15
ekanligini topamiz.
10.2-misol. Ushbu *=a(r-sirw) v=a(i-cos/), 0<r<2s-, egri
chizigning yoy uzunligini toping.
Y echilishi. Berilgan egri chizigning yoy uzunligini, (10.2)
formula orgali topamiz:
X =a(l -cos/), y, =asm/, fix,)1 +(j-, U1=2asin —dt,

n
I~ P)asxw’\-dt - -4acos— -8a.
2 2
10.3- misol. Ushbu x=u(lI-sinr),y =a(/-cos/),r =4flsin”, 0 <t<r,,, egri

chizigning yoy uzunligini toping.
Y cchilishi. Berilgan egri chizigning yoy uzunligini, (10.1) formula
orqgali topamiz:

-+, =-asint, y, =a(l—o0s/), =2acos(x‘): +0%)!+(-,)Z=
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= (-asin r)2+(c'(l-cosr)): + (2acos”™): = 2a2(l -cost +2co0s3i) = 4a2

Demak, I:d'Zadt:ZatO.

10.4-misol. Ushbu
X_rsin dpy ————-dp 1<l<t,
P )
tenglama bilan berilgan egrl ch|2|qn|ng uzunligini toping.
Yechilishi. Ravshanki, /=1 boMganda, egri chiziq koordinatalar
boshidan o'tadi.
—ﬁsm@?m‘( Wy =B =T

FTwi  TATT sin21 cos2/ 1
V fa i t
Shunday qilib, izlanayotgan chizigning uzunligi, (10.2) formulaga
asosan,

SN Jl +|v<2(i = { =lIn,«e
10.2. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan chizigning yoyi

uzunligini hisoblash. Agar ab egri chiziq yoyi qutb koordinatalar
sistemasida r=n< @ <Pp<(P? tenglama bilan berilgan bo‘lib, 1
funksiya [gx<g®2] da uzluksiz va uzluksiz hosilaga ega bo‘lsa, u holda,
egri chizigning yoy uzunligi,
I =AB =£ J[r(<p]f Hri(p)fdip (10.4)
formula bo‘yicha hisoblanadi.
10.5-misol. Ushbu r:a’\-sm<p\-?<tp<-6—tenglama bilan berilgan
chizig yoyining uzunligini toping.
Yechilishi. Berilgan chizigning, £=a(l-sin<p) tenglamasidan.
rr =-a 0oSip Jr' +{rr): =nla2(\-simp)2+a2CoS:tp =
=ayj] -2sinp +sin2 +cos2p=072Y1-sin™
ekanligini topamiz. Endi, izlanayotgan chiziq yoyining uzunligi, (10.4)
formula yordamida topiladi:

| .
1= jayfl 1 -Sin qokp=a/2 mJ“N\- SiNipdtp = 2a .
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Mustaqil yechish uchun misollar
Quyidagi berilgan chiziglarning ko‘rsatilgan kesmalardagi yoy
uzunliklarini toping:

10.1. y =Inx, ;1<v<?. 10.2. v=1-Incosx, 0<x<3
10.3. y =M —v +o/csinx, 0 <x S — 10.4. y —ex (0<x<xo).

10.5. X:TVZ- 24nv(|<v<e). 10.6. V! :2"a-_fxo|’< X < La
10.7. y =J] (I-x), (o<x0<x<lI). 10.8. x=-]V(r-i) (0<=x<2v3).

10.9. y =In(x2-1), 2 <x<s.

10.10. y:achz chizigning, ,-)(0;7) nuqtadan, fi(6;A) nuqtagacha
boMgan gismi.

10.11. y=insinx chizigning, abssissalari. y va y bo‘lgan nuqtalar
orasidagi qismi.

4
10.12. y2=x3chizigning x=- to‘g‘ri chiziq bilan kesilgan gismi.

10.13. r=y - | chizigning ox o‘q bilan kesilgan gismi.

10.14. v: =(x+1) chizigning x=4 to‘g‘ri chizig bilan kesilgan
gismi. 10.15. v=arcsine™ chizigning, x=0 dan g=1 gacha boMgan
gismi.

Quyidagi berilgan chiziglarning ko’rsatilgan kesmalardagi yoy
uzunliklarini toping:

10.16. Xx=a(t-sint), y =a(l -cost) (0<<<2;).

10.17. x=a(cos( +rsin(), y =a(sint-tcost), (O<f<2).

10.18. x=acos3y, y =asin3l

10.19. x=<?(cos(+sinr), y =e'(cosf-sin/), o< (< 1.

10.20. x—acos'/ y =asinb< (0<r<2;r)

10.21. x=a(lit- r,y=a(cht- ) 0<t<T)

10.22. x=sind1,y =cos3t, fo<r<-
10.23. x=fs~ d P, v:_\e’;/-d<p,\<t<t,,.
i

10.24. x =2acost, y =2asint, r =at, (0 <t <21).
25, y=-/3+- =- . =-f3+ <
10.25. y 3/3 21‘2,,\/ §f3+2r, r 31‘3 2 o<r<l
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10.26. n=c'(cost+sinf), y=e'(cosl- sint), r =hi, 0 <t <2n.

10.27. v=o(cosf +Inrg”), ¥ =asinr, 0 <r,, <l <—,

Quyida berilgan chiziglarning ko‘rsatilgan kesmalardagi yoy
iminliklarini toping:

10.28. A=cos5”,0<<p<”. 10.29. M=42 o<ip<n

10.30. r=aip Arximed spiralining radiusi 2anbo'lgan doiraning
ichidagi qismi.

10.31. r =aemr m>0, 0 <r <a). 10.32./- =— — U|<—
1+cosp 2

10.33. r=ath”, 0 <f><2n. 10.34. i-=a(i-cos~) kardioida.

10.35. r =aip\0<<p<4. 10.36. r =aip4,0 <tp<3.

10.37. r=a(l-sinp), <p<-
10.38. ; =a(i +cosp) kardoidaning uzunligi.

10.39. p=—ir +\ I <r<3

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

10.1 2~ +1n2,10.2. In2+VI) 10.3. —
20 Vv 3

104. -2+ --In==Vl 1.105 —
1+V2 4

10.6. 4N +V 3inli~j 10.7. 108 10.8. 14/3,10.9. 3+In2

10.10. 10.11. -mn3. 10.12. |—2|7i. 10.13. Vv6in(v2+V3)
10.14. 10.15. Ie+n/"7).10.16. 8a, 10.17. 2m\ 10.18. ¢a.
10.19. 2{e-\). 10.20. 275+~ In(2 +

4lcit? +jdTr

10.21. 2] cAAVAT-1]-V21n
2 J 1+V2

10.22. 05n/5 +0,25In2 +n5) 10.23. Inf,.10.24. 2aSn.

10.25. ~-(27n/3-2n/6) 10.26. -JIr +4e41-3h 2+4 +I\n 'Ne*=+12 ~h

10.27. -alnsinf0.10.28 -éZFI-+3n/3) 10.29. %}-JU2+4)'-8].
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10.30.  a"X\14n- +1+ In@r++Vék- +l)j. 10.31. -1--— a

10.32. p[v2 +lti(l +42)\. 10.33 a(2/r-thtr). 10.34 8s.
10.35 41205- —Iml 10.36 14~ . 10.37 2a. 10.38. 16a
2 4] 15

10.39. 2+2—m3.

II-8. Aniq integral yordamida aj‘lanma jismning hajmini hisoblash

11.1. Dekart koordinatalar sistemasida berilgan aylanmze

jismning hajmini hisoblash. Faraz qgilaylik, bizga biror T jism berilgan
bo‘lib. uning oy o‘qqga parallel bo‘lgan kesimlarining yuzasi ina’lum
bo'lsin. Bu yuza, .r o'zgaruvchining funksiyasi boMadi, uni s =s{x)
orqgali belgilaymiz (11.1-chizma).

Agar5 =5(x) funksiya [a; f] kesmada uzluksiz boMsa, T jismning
v hajmi, ushbu

I" =1 S(x)dx (11.1)

formula bo'yicha hisoblanadi.

11.1-misol. Ushbu —F, e—++ =1
a' b- c-

ellipsoid sirt bilan chegaralangan
jismning hajmini toping.

Yechilishi. Dastlab  berilgan
tenglama bo'yicha ellipsoidni
yasaymiz.

Ellipsoidni oxz tekislikka parallel
boMgan, ye[-b b\ kesmada o'zgaruvchi, y =p tekisliklar bilan kesamiz.
Kesimda ellips hosil boMadi:

v i p2, p2 A X' r2
n' ct b* b~ a c"
Bunda ellipsning yarim o‘qlari,
a, =~b'-p-. Bu kesimlaming yuzlari, pga bogMiq
boMgan, ellips bilan chegaralangan yuzaga teng boMadi:

S(p)=xa,bl="~-(b*-p").
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s(p) kesimlaming yuzasini  (11.1) formulaga Kkeltirib quyib,
(‘jismning hajmini topamiz:

‘= -p’-W 2] (b "--P% =271 b"p-E1'®- —nabe
I

Faraz qilaylik, y=f(x) funksiya [a,6] kesmada aniglangan va

uzluksiz bo‘lib, v.re[a, 6] uchun /(x)>0 boMsin. Yugqoridan y =f(x)

funksiya grafigi, yon tomonlardan x=a,x =b vertikal to‘g‘ri chiziglar,

quyidan oOx o‘qdagi [a,6] kesma bilan chegaralangan shakini Ox o‘q

atrofida aylanishidan hosil boMgan aylanma T jismning hajmi (11.2-
chizma),

W =,,]f'-(x)dx (11.2)

formula bo‘yicha topiladi.

Agar D egri chizigli trapesiya, yuqoridan /(*), pastdan g(x)
uzluksiz egri chiziglar bilan, yon tomonlardan esa, x=a va x=b
to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan boMsa, uning Ox o‘q atrofida
aylanishidan hosil boMgan aylanma 1 jismning hajmi (11.3-chizma),

v, =n\[f'{x)-g7(x"dx (11-3)

formula bo‘yicha topiladi.

11.3- chizma.

y =y(X) funksiya, \af)} kesmada x=x(t), y=y(t) parametrik
tenglamalari bilan berilgan boMsin. Bu funksiyalar [a,p] da uzluksiz,
w<e [a.ft] kesmada >(/)>0 va x(t) funksiya, uzluksiz, manfiy boMmagan
x(t) hosilaga ega, hamda a=x(a\ b=y(p) boMsa, u holda, T aylanma
jismning hajmi,
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y =*ly {t)x(t)dt (114)

lormula bo’yicha topiladi.

Agar x(t) funksiya [a,/?] kesmada kamayuvchi va a=.x@\ h-yip)
bo'lsa, u holda, yuqoridagi shartlar bajarilganda, T aylanma jismning
haj mi,

P
V=-xjy2(t)x(t)dt

formula bo'yicha topiladi.

11.4- chizma. 11.5- chizma.

Oy (x=0)o'q atrofida aylantirishdan hosil boMgan “aylanma
jismning hajmi (11.4-, 11.5- chizma), yuqoridagi (11.2), (11.3), (11.4)
formulalarga o’xshash quyidagi

W =a-Jg2(y)dy,

Iy =n\[f'-(y)-g20)]dy,

V = tx2(l)y{l)dt

a

formulalar bo'yicha topiladi.

11.2-misol. Quyidagi, y2=2px,y=0,x=a  chiziglar  bilan
chegaralangan shaklni, Ox (y =0)o‘q atrofida aylantirishdan hosil boMgan
aylanmajismning hajmini toping.

Yechilishi. D soha, yugoridan y2=2px uzluksiz funksiya bilan, yon
tomonlardan, x=a va yv=0 to’g’ri chiziglar, pastdan esa. Ox (y=0) 0'q
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bilan chegaralangan. Endi, D egri chizigli sohani Ox (y =0)o‘q atrofida
aylantirishdan hosil boMgan aylanma jismning hajmini, (11.2) formula
bo'yicha hisoblaymiz:
Za
K=djy 20x=xXj2 pxdx=2pn— =n pa~
20
11.3-misol. Quyidagi, x =a (r-sinf), y =a (I-cosr), (I <r<2/r)y=0
chiziglar bilan chegaralangan shaklni o.w(y=0 o0'q atrofida
aylantirishdan hosil boMgan aylanmajismning hajmini toping.
Yechilishi. Aylanma jismning hajmini (11.4) formula bo'yicha
topamiz:
\k =51 F1(| —eos /51(1 —eostyck =siar I(I-cos()'A Bna’ Jjsin: L dt =B\
= =sa’ J(I- O{/sm.— A3

11.2. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan aylanm
jismning hajmini hisoblash. Agar ab egri chizigning tenglamasi qutb
koordinatalar sistemasida r=r(ip), 0<a<g><p<2n, ko'rinishda berilgan
bo'lib, [a,p\ kesmada r<p) - uzluksiz bo'lsa, u holda, qutb nuri atrofida
T={(%) a<tp<p,o<rirn<) aylanma sektorning hajmi,

V = Aj-j r(/p)sm<fk/<p (11-5)
formula bo'yicha topiladi.

Agar ab egri chizig tenglamasi qutb koordinatalar sistemasida
r=r<), -y<a<p</?<y, ko'rinishda berilgan bo'lib, [a.p] kesmada r<)

uzluksiz bo'lsa, u holda, »=- qutb nuri atrofida
7 =P8 a <p<p,o<r< <P} aylanma sektorning hajmi,
v ="y \ r3(<ospd~

formula bo'yicha topiladi.
11.4-inisol. Ushbu r=a(l +oxs<3) kardiodaning qutb o'gi atrofida
aylantirishdan hosil bo'lgan aylanmajismning hajmini toping.
Yechilishi. r =a(i +cos«?) kardiodaning qutb  o'gi  atrofida
aylantirishdan hosil bo'lgan aylanmajismning hajmini, (11.5) formulaga
ko'ra, topamiz:

V =— jV((p)sin(arfp =— | a3(1l-con”Y sintpdp=



Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan figuralami ko‘rsatilgan o‘q
all otidu aylantirishdan hosil boMgan aylanma jismlarning hajmlarini
loping:

11.1. y =sinx,0<g<n': a) Ox 0'q atrofida. b) Oy o‘q atrofida.

11.2. y =2x-x‘,y =0:a) Ox 0'q atrofida. b) Oy o‘q atrofida.

11.3. y =sin2x, 0<x<~, >=0: Ox 0'q atrofida.

11.4. b\ -j .0<x<a o.ro‘q atrofida.

11.5. xy=4,x=I,x=4,y =0 Ox 0‘q atrofida.
11.6. y =4xe™,y =0, x=a Ox 0'q atrofida.
11.7. v=aché Ox 0'q va x=z#a to‘g‘ri chiziq atrofida.

11.8. v=arcsinx y =0, v=i: a) Ox 0‘q atrofida. b) Oy 0‘q atrofida.

11.9. y- =4x, y =x Ox 0'q atrofida.

Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan figuralami ko'rsatilgan o‘q
ulroflda aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma jismlarning hajmlarini
loping:

11.10. x: +(y-bf =a* (0O<a<b), Ox 0'q atrofida.

11.11. xy=k\y =0,x =a,x =b,0<a<b,0y 0‘q atrofida.

11.12. 2py=a--{x-b)\ j =0, 0<a <b, Oy 0'q atrofida.

11.13. -— 4 =la<x<m, Ox 0‘q atrofida.
a2 b

11.14. 4 +4_=l.a>*> Qxo'q atrofida.
a' b2

11.15. y1=2px,y=0,x =a,0x 0'‘q atrofida.

11.16. y2(x-4a) =ax(x-3a), 0 <x <3a, Ox O'q atrofida.

11.17. y2=(x+4)3 x=0, Oy 0'q atrofida.

11.18. 2py=(x-a)2, 2py=a7:a) Ox 0'q atrofida. b) Oy o‘q atrofida.

Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan figuralami ko'rsatilgan o‘q
iiimlkla aylantirishdan hosil boMgan aylanma jismlarning hajmlarini
toping.

11.19. x=a(f-sin/), y =a (I-cosf) (0<l<2n): a) Oy O'q atrofida;
M i 2a to‘g‘ri chiziq atrofida.

11.20 x =asin'l, y =bcos3t (0<(S2ir): a) Ox 0‘q atrofida; b) Oy 0‘(
iiliolida.
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11.21. x=2i-r, v=4f-(3: a) Ox 0'q atrofida; b) Oy 0‘q atrofida.

Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan figuralami ko'rsatilgan o‘q
atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan aylanma jismlarning hajmlarini
toping:

11.22. F=asin: tp, qutb o'qi atrofida.

11.23. r =asin<p qutb o'qi atrofida.

11.24. r=aip (@>0, O<9p<2n) (Arximed spirali), qutb o'qi atrofida.

11.26. a <r <3dYXire<p qutb o'gi atrofida.

11.27. O<M<aq 0<9<n, qutb o'gi atrofida.

11.28. 0<r <acos2p, qutb o'gi atrofida.

11.29. O<M<a\loos3<p, H <J , qutb o'qi atrofida.
11.30. 0<A<2ad' 1 o<9<—, qutb o'qi atrofida.
cos <P 3
11.31. a<r< ciyjsmip, p=y nur atrofida.
11.32. a <r <a Vcos39, |p|<? <p:2—nur atrofida.
3’
Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmini toping:

11.33. o</-<aasszg>, A<—; p:3—nuratrof|da.

X2 W2
+Ar =i [|-I= H >0.
TS

1135 X VP oiroy im0 pmo
~ a
2
11.36 *w'% 4,
y2 b2 ¢
E1+ZI_~ =) z=¢+H.
a2 b2 ¢
,X+y +z2=1*=0,y =0,T =0.
X 21 x=0,v=0,r=0
a2 & AT vYTRITE

11.40.,x2+y2+r2+xy +yz +zx =a".
11.41. \B+r3=a\ yJ+.-3=a2

11 '4264 +c4 =1 %-SE:O.E)Wéi =o0.(r>0).

Quyidagi egri chiziglar bilan chegaralangan figurani ox o0'q
atrofida aylantirishidan hosil bo'lgan jismning hajmini toping:

11.43. %4+ /=¢eV. 11.44. x4+y" =2axy2

11.45. (P 4Y)1=e3\ 11.46. (3+r)! =a’(x2-y 2)
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Quyidagi egri chiziglar bilan chegaralangan figurani oy 0‘q
atrofida aylantirishidan hosil boMgan jismning hajmini toping:

11.47. t4+/=ay\ 11.48. X" +yA=2axy2.

11.49. {x2+y2)'=a2{x2- y2)2m 11.50. (x2+y2) =a2{x2- y2)2.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari
11.1. a)0,5rr2. b)2n2. 11.2. a)Err. b)gﬂ. 11.3. 0,25rr2. 11.4. 7irab2.

11.5. /% 11.7. 0,25rr[l-e'2(1+23)]. 11.8. 0,.25rra3(e2+4-e~2)
11.9. a) 05rr(rT: -8) b) 0,25 M2.11.10. ~rr. 11.11. 2n2an

11.12. 2n k2(b-a\ 11.13. —na’b 11.14. -~Anb 2(1-aY (T +2a).
3p <2

11.15. ~pab2.11.16. npa2. 11.17. 0,5rra3(15-161n2). 11.18. 585m.
11.19. a) y™rmp3.b) ~rrp3 11.20. a) 6rra\ /Aira3.

11.21. a)-A-nab2 B B 11.22. a)—M b)A=n.
A)-ps"? ) 05712 AE™ B)g

11.23. ESrra3.11.24. 2 . 11.25. 5(rr4-6rr22a\ 11.26.-§r

11.27. Xrr4-6r712)a3/3. 11.28. 4rra3/2l. 11.29. na3/24.

11.30. )K5£51-641n2)/4. 11.31. s .11.32 .’211.

11.33. na’(3rr-8)/3. 11.34. 2nabH. 11.35. -3a6c 11.36.

11.37. ~ v 2{H +30). 11.38. -. 11.39. — .11.40. £ «1.
3c2 15 15 3

11.41, 16383 qq 4p 430C g g3 2TB 4y 4y 28 4y 4g ATTES
3 ~3~' 21

11.46. " ®finva+iy 11.47. "3 11 48, 4T 19 49, 8T
U2\ 3\! 16 3 ~T5~

11.50. 4na3(16n/2-9)/105.

12-8. Aniq integral yordamida aylanma jism sirtining yuzini

hisoblash
12.1. Dekart koordinatalar sistemasida berilgan aylanma sirt
vu/ini hisoblash. y=1f(x) funksiya [a;6] kesmada aniglangan uzluksiz

va uzluksiz f (xX) hosilaga ega bo'lib, v*e[a;6] uchun, /(*)>0 boMsin. Bu
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funksiya grafigining A(a\f(af) va B(b;f(b)) nuqtalar orasidagi ab yoyini
Ox 0'q atrofida aylantirish natijasida hosil boMgan sirtning yuzi,

Q.=2x\f(xH I +<J\x))-cb (12.1)

formula orqali hisoblanadi.

Agar ab egri chizig, *=<\y =y/(f), a<t<p, tenglama bilan
berilgan boMib, y(t)> o, ) funksiya, t a dan (3 gacha o‘zgarganda, a
dan b gacha o‘zga-rib, <pf@d=a, <p{p)=b boMsa, u holda, (12.1)
formulada, x=<) almashtirish natijasida,

ft = +(y/{t)fd( (12.2)
a

formulani hosil gilamiz, ya'ni AB egri chizigning tenglamasi parametrik
shaklda berilganda, uning Ox o‘q atrofida aylanishi natijasida hosil
boMgan sirtning yuzini topish formulasini hosil gilamiz.
12.1-misol, Ushbu y2=2px (0<.v<x0) chizigning: a)Ox 0'q ; b)Oy
0‘q atrofida aylanishi natijasida hosil boMgan sirtning yuzini toping.
Yechilishi. a) Berilgan chizigning oOx o0'q atrofida aylanishi
natijasida hosil boMgan sirtning yuzi, (12.1) formulaga asosan topiladi,

bunda, / W = V / W=-j=, V>+(/W)2 +

Shunday qilib, berilgan chizigning ox o'q atrofida aylanishi
natijasida hosil boMgan sirtning yuzi:

ft =2n8f{x\h+(f\x)ydx=2nfip())/ p +2xdx=
= [V(p+b,) -Jdp"l=~[{p +270)\Ip 2+2P\, - P71
b) Berilgan chizigning Ox o'qga nisbatan simmetrikligini e’tibc

olib, izianayotgan sirtning yuzini,

£, =45 gx(y)J\+[x(y)fdy

formula orqali topamiz:
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, N 1~ —
O =— fV2Ill+~dv=— J\2 p2+v2dy=
p i Vv p’ p i

=[u=y, dv=Wlp2+y2dy, du=dy, v=j (p2+y2):]=
V j— T ~-T W+ 7A7)iH| A =

=j[(p +4x0)px0(p +2x0) - p 2

12.2-raisol. Ushbu x=a(<-sinf), y =a(l-cost)(0<t<2;r), chizigning
o.vo'q atrofida aylanishi natijasida hosil boMgan sirtning yuzini toping.

Yechilishi. lzlanayotgan sirtning yuzi, (12.2) formula orqgali
hisoblanadi:

x, =a(l - cost), y, =asin (, ds =*J(x,)2+(yt)2dt =

="a2(I-cos()2+a2sinrrff =a-v/JVI-cost dt =2asin~"dt,

0] :ZK%é(I-cosf)-Zasin txdt :Zn?ﬁaZSin&;dt =

= 16>|<r'[sin3v<fr=%4 nm2

12.2. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan aylanma

Nirtning yuzini hisoblash. Agar ab egri chizigning tenglamasi, qutb
koordinatalar sistemasida, r=r(<p), a<<p</3, ko'rinishda berilgan boMib,
/yj) - [a,p] kesmada uzluksiz, uzluksiz hosilaga ega boMsa, u holda,
(12.2) formula,

P ;
Q=N (PJsmPA(<)) - Hr (PP (12.3)
a
ko'rinishda boMadi.
12.3 -misol. Ushbu /A2=a2cos2pchizigning: a) qutb o‘qi; b) tp=j
o'q atrofida aylanishi natijasida hosil boMgan sirtlaming yuzlarini
toping.
Yechilishi. a) MaMumki, r =ajcos2p - Bemulli lemniskatasi boMib,

koordinatalar o‘glariga nisbatan simmetrik joylashgan, koordinatalar
boshi - qutb bilan, musbat yarim o‘q - qutb o'qi bilan mos tushadi.
Sluming uchun, izlanayotgan sirtning yuzi, (12.3) formulaga asosan
topiladi:
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Q :411:]1 r(tp)smtp,Jr2(tp)+ (' (tp))2dtp, rsmtp =0,/cos2(>sin®
K

asmltp [ 7 (U oo U
Ncosltp +(") =xz s , 6, =4 ’mep =2 a_EZ_VZ

i) Xuddi yuqoridagi a) banddagidek,

)

4
O, =4n-s2 fC(B,\<fy>=242ﬂa'.
s 0

Bu holda, p=" nurni, rko sistemadagi qutb o‘qi. deb gabul gila-

miz, u holda, r,(B)=r<p\ e =<p— Shunday qilib, izlanayotgan sirtning

yuzi: o =8+ bo‘lib, o, va@ ,mos ravishda,

Q =4s- 1 A(6)SN0|mJrl’(0) + "\ (8))2dO, (*)

Q@=4, jV,(Q]lsin«I mWr?(e)+(r;(0))2d0

formulalar orgali topiladi®.tfsistemasida, t) , dan 0 gacha

0‘zgarganda, sinf funksiya manfiy giymatlar gabul qiladi). (*) formula-
larda i\e dan, r va tplarga o‘tsak, u holda,

dtp

, =4na- j Jeosl(p sin(-- _
Q na- j Jeosl(p sin( X)4cosz‘p

=4na:Jf sin(p-’-]) dtp =

=4na:lsin(p--)A=-472a2cos(p-—) '=2na24z,
Qi =4 8-a2| sin(p-—) dtp=- 4na2jsin(tp-z)dtpl

(o]

=2na2{2-42).

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi chiziglarni ko'rsatilgan o‘q atrofida aylantirishda hosil
boMgan aylanma sirtlarining yuzlarini hisoblang:
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12.1. y=y parabolaning y =15 to'g'ri chiziq bilan kesilgan
gismini, x=2 o‘q atrofida.

12.2. y2=4+r parabolaning x=2 to‘g‘ri chiziq bilan kesilgan
gismini Ox o'q atrofida.

12.3. v:cosgch'iziqning, X, =-a dan *, =agacha bo‘lgan
gismining Ox o‘q atrofida.

12.4, 3x2+4y2=12ellipsning Oy o‘q atrofida.

12.5. y =igx “0o<x<yj. Ox 0‘q atrofida.

12.6. y =e>* (0<x<a), ox0'q atrofida.

12.7. 2ay =al+x2 (0<x<a). Ox 0'q atrofida.

12.8. x=iy 2-7iny(I<y<e), oy o'q atrofida.

12.9. x=4 - yjy2 <y <]j, Oy 0o'q atrofida.
12.10. y- +4x=2Iny(i<y<2), oy 0'q atrofida.
12.11. V=acha—, (M<b\oy o'q atrofida..
12.12. y =- (I<x<a), oxo'q atrofida.

X

Quyidagi chiziglami ko'rsatilgan o'q atrofida aylantirishda hosil
bo'lgan sirtlarning yuzlarini hisoblang:

12.13. x=a(3cos(-cos3(), vy =a(3sin(-sin3f), 0<r<y, a) ox O'q
atrofida; b)oy o'q atrofida.

12.14. x=<sinf, v=e'cost, 0<t<é, Ox 0'q atrofida.

12.15. x=a(f-sin<), y =o(t-cos/) (0<r<2x), a) Ox 0'q atrofida; b)oy
0'q atrofida; c)y =2a to'g'ri chiziq atrofida.

12.16. x=acos'i, y =asin3lLy =x to'g'ri chiziq atrofida.

12.17. x:t.:f/,y =4 -t)7 ,NI\<f2, Ox 0'q atrofida.

12.18. x=2Y3c0s/,y =sin2/ Ox 0'q atrofida.

12.19. x=a(l+t2A\y =y (3-rJ) Ox 0o'q atrofida.

12.20. x=-A -, y:a§ . Oxo'q atrofida.
r+t +i
12.21. x=a(cost +tsint), y =a(sint—tcost), (O</<n) OxO'(\ Strofidci.
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Quyidagi chiziglarni ko'rsatilgan o'q atrofida aylantirishda hosil
bo'lgan sirtlaming yuzlarini hisoblang:
12.22. r - 2asin<o<9p<”, qutb o'gi atrofida.

12.23. r = /cos2f2. o<p< qutb o'qi atrofida.

12.24. r' =a:sin2”, o<ip<”~-, qutb o'qi atrofida.

12.25. r=asec:, o<p<y, qutb o'qi atrofida.

12.26. r3=2a- ws2<p, a)qutbo'gi atrofida;*) =" nur atrofida;

c)<p:-4 nur atrofida.

12.27. r=ci/cos2p (lemniskata), y=x to'g'ri chiziq atrofida.
Quyidagi silindrik chiziglarni ko'rsatilgan o'q atrofida aylanti-
rishda hosil bo'lgan sirtlaming yuzlarini hisoblang:

12.28 )—QF+~\~/2:| a>b, ox 0'q atrofida.
a~ b

12.29 =i.a>b, oy 0'q atrofida.
a- b- 1

12.30. ”7_2b|7 =if - h<v<h, oy 0'q atrofida.
a

12.31. 4 b a<x<T =Jla, Ox 0'q atrofida.

12.32. y: =2px, 0<x <ci, Ox 0'q atrofida.

12.33. y' =px\ 0<y<a, Ox 0'q atrofida.

Quyidagi silindrik sirtlaming belgilangan gismidagi sirtlari
yuzlarini hisoblang:

12.34. x2+v2 =a7, 0<: <};X' T>0.

12.35v=b ~ X2. 0<: <—x, x>0, v=>0.
a a

12.36. +~rr=i, 0<r<—A\ x>0, v>0, a>h
cr b~ a

Mustaqil yechish uchun misollarning javobiari

12.1. — . 12.2. — .12.3. +jglinl+ J?21+Aa".
3 3 n 2a
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12.4. 2q-(4 +31m2). 12.5. 4/5-n)+ | Mn+1p - 9]

12.6.0 Va-evitelj- S TIYe 12.7.— (@3In(V2 +)+7V2)

1+V2

12.8. —(e-)(<?22+e+4) 12.9. a(-5-91n2 +161n3)/6. 12.10. 10

12.11. 98n-/3.

12.12. n 12.13. a)9a2a2b) 24na2.
n/2+ ) )

12.14. -2). 12.15. o)yia!. 6)16n2a2 c)~xa2

12.16. 12 iZ4V2-) 12.17. 59,2%12.18. " (4 +In)

[o]
12.19. 1)bxa2.12.20. nw (61n2-4)/3. 12.21. 6n2a2. 12.22. 4xa2
12.23. 2n{2-42)12.24. 4na2. 12.25. ™»K<2{2"2-\\
12.26. a) Axa'{2-42\b) 4dy[2ka‘. c¢)8na2 12.27. 4n-a2.

12.28. 2q® +ab§.r_c_5_i_'1§]7 £=\la7- b2

£ a
12.29. 2% [a2+— _ We2-b2
2e \-e n
12.30. 2k al ["M M+a \ .un= 0
12.31. mab[/NIAT - 1D &30 21 Vb2

a e e+y-!
12.32. —k[(2a+p)-J2ap+p" - p2).

X(8

2 +2 12.34. 2h
ul9 4pl Vip

12.33.

12.35. A[XUY46=7-a3]
2 :

12.36. £*fi+iz£linlxg Va2 62
2r 1-r :

13-§. Aniq integralning mexanika masalalariga tadbigM
13.1 Sillig egri chizigning statik momenti va ogMrlik markazi.

11N<r m- massaga ega boMgan moddiy nuqtaning biror p o0‘qqa nisbatan
iinilkk momenti deb, uning wmassasi bilan undan p o‘qgacha boMgan d
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masofaning ko'paytmasiga, ya'ni Mr=md songa aytiladi. Tekislikda
yotgan massalari mos ravishda, p o0‘gga nisbatan masofalari
d,.d:,..d, bo'lgan »n ta moddiy nuqtalar sistemasining statik momenti,

Mp=ZmA
bo'ladi, bunda o'gning bir tomonida yotgan nuqtalarning masofalari
musbat ishora bilan, ikkinchi tomonida yotganlarining masofalari esa,
manfiy ishora bilan olinadi.

Agar massa, ayrim olingan nuqtalarda tarqalmasdan, biror sillig
chiziq yoki tekis figura bo'ylab tekis
targaigan bo'lsa, u holda, statik momentdagi
yig'indi o'rniga integral olinadi.

Faraz qilaylik, xoy tekislikda m
massali biror (.4B)silliqg egri chizig berilgan
bo'lib, uning uzunligi 1 bo'lsin.

(AB) sillig egri chizigning har bir nug-

13.1-chizma. tasidagi chizigli zichlik p=p(s) - 5 o'zgaruv-
chining uzluksiz funksiyasi bo'lsin (13.1- chizma). U holda, (/45)sillig
egri chizigning massasi quyidagi fo/rmula bo'yicha topiladi:

m=J ,

u
bunda, dl =yldx)2+(dyf - yoy differensiali, / esa, berilgan chizigning
uzunligi.

Eslatina. Agar (AB) sillig egri chizigni birjinsli deb faraz gilsak, u
holda, uning p chizigli zichligi (bir birlik uzunlikdagi massa, uning
uzunligi bilan o'lchanadi), o'zgarmas, deb garaymiz. Soddalik uchun,
p=1deb olamiz.

(AB) chizigning elemental- ds bo'lagini ajratamiz. Yuqoridagi
farazimiz bo'yicha, ds elementar bo'lakdagi massa, m son orqgali
ifodalanadi. Chizigning elementar ds yoyini, taqribiy moddiy nuqta, deb
gabul qilsak, u holda, uning Ox o0'gga nisbatan elementar statik
momenti,

dMx =yds
bo'ladi. Erkli o'zgaruvchi sifatida, A nuqtadan boshlab hisoblanadigan,
ds yoyni olib, elementar statik momelntlami yig'sak, natijada

N7, =3y(M)p(i)iis
0
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bo'ladi. Xuddi shunday, Oy o'qga nisbatan statik moment,

My =1J4s)p(s)*
0
bo'ladi.
m massali, chizigli zichligi p=p(s) bo'lgan (AB) egri chizigning
\i{xs\yu) og'irlik markazi koordinatalari esa, ushbu

Ip(s)ds . J/'(sVs

formulalar yordamida xisoblanadi.
m massali, chiziqli zichligi p =p(s) bo'lgan (AB) egri chizigning Ox
va Oy o'glarga nisbatan iners/iya momentlari,
|

/ =!y2(i)/0(i)£fe, /= gl‘ (p(Hos
)

formulalar yordamida hisoblanadi.

Xususiy holda, birjinsli (/%-)=0 bo'lgan (AB) egri chizigning m
massasi, Ox va Oy o'glarga nisbatan, mx, mvstatik va Ix,/,jinersiya
momentlari, hamda \f(xu,ysl) og'irlik markazining koordinatalari, mos

ravishda, | |

|
m=Jds =/ Mx=Jy()&, M =IX)ds
o o 0
Ix=1Jy 2(s)dls, /, =Jx 2(s)ds (13.1)

xtr=—L, v,,="y- formulalar yordamida hisoblanadi.

Teorema (Guldinning birinchi teoremasi). (J1#) egri chizigni,
uni kesib o'tmaydigan, o'q atrofida aylantirish natijasida hosil bo'lgan
aylanish sirtining yuzi, uning og'irlik markazi chizgan aylana
uzunligining shu egri chizigning /Iyoy uzunligiga ko'paytmasiga teng:

2xy Kl =2xjydl . (13.2)
0

13.1-misol. Ushbu pe +b~ ellips yugori gismining Ox 0'gga

nisbatan statik momentini toping.
Yechilishi. Ellips yuqori gismining Ox o0'qga nisbatan statik
momenti
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Mr =fydl

formula bo'yicha topiladi, bunda d1- elementaryoy uzunligi. Shartga
ko'ra, v™o, u holda,

vdl= v\ +y "dx=3vj+(it,):dx, v2=Db2- a,m, vt :—aFX,

vdl =Jb2—2%2+~ x 2dx =--Ja~ - eX2dx, e - ——ﬂ,—
V' o<r a a at’

e - ellipsning ekssentrisiteti.
Shunday qilib,

Afx = | \la2- e2x2dx =1"b - —arcsinej.

13.2-misol. Ushbu x=a(/-sin<), v=a(i-cosr)(0<f <2>), egri chizigning
og‘irlik markazini toping.

Yechilishi. Berilgan birjinsli egri chiziq, x=na to‘g‘ri chiziqqa
nisbatan simmetrik bo'lgani uchun, uning og‘irlik markazi shu to‘g‘ri
chizigda yotadi, ya'ni xu =m. 10.2 - va 12.2 - misollami e’tiborga olgan
holda, Guldinning birinchi teoremasiga asosan, ya'ni (13.2) fomiuladan,

29yn -sazfi‘}m 2, #:fla
ekanligini olamiz. Demak, sikloidaning og'irlik markazi, m\sa;"a].

13.2. Tekis figuraning statik momentlari va og‘irlik markazi.
Tekis  figura, yuqoridan  >m=/(*),
quyidan y, =g(*) funksiyalar, yon
tomonlaridan esa, x=a va x=b vertikal
chiziglar bilan chegaralangan boMsin. m
massali  tekis  figuraning har  bir
nuqtasida chizigli zichligi » =p )«
o'zgaruvchining uzluksiz  funksiyasi
bo'lsin (13.2-chizma).

13.2-chizma.

Tekis figuraning m massasi, Ox va Oy o'glarga nisbatan, MxMy
statik va /,,/, inersiya momentlari, hamda M(xu;yu) ogMrlik marka-
zining koordinatalari, mos ravishda, quyidagi,

m=\({x)-g(x))p{x)dx,
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=" {f2Ax)-g'())p(eqgdx, W, =\x[j(x)-g(x)[F>{x)dx , (13.3)

L, =||t/3M - g'(XM-W&, /,=J-r'[/(jc)- g(x)Ip(x)dx,
0 <
:M' , yp’ :M

formulalar yordamida hisoblanadi.

13.1-eslatma. Tekis figura bo'ylab massa tekis targalgan, ya’'ni
uning sirt zichligi p o'zgarmas boMsin. Umumiylikni buzmasdan, p =1
deb olamiz. U holda, tekis figuraning m massasi, Ox va Oy o'glarga
nisbatan M, My statik va 7/, /v inersiya momentlari, hamda M(xu;yu)
og'irlik markazining koordinatalari, mos ravishda,

« =H/(*)-*(*))& =S,
(/'(%)-247))*, JV, =).vt/(x)-g(x)ldL,

K={jl/40-s"MW* / =\xI[f{x)-g(x)Wx,
o a

My Mx
*u s  mYn S

b
formulalar yordamida hisoblanadi, bu yerda, s =J.v(x)<fe-tekis figuraning
yuzi.
Og'irlik markazining ordinatasi formulasidan, 2,tyu s =n”"y'dx

munosabatni hosil gilamiz. Bu formulaning o'ng tomoni, abed figurani
Ox o'g atrofida aylantirish natijasida hosil bo'lgan jismning hajmini
ifodalaydi, chap tomoni esa, og'irlik markazi va u chizgan aylana
uzunligini, figuraning yuziga ko'paytmasiga teng bo'lar ekan. Shunday
gilib, quyidagi Guldinning ikkinchi teoremasiga kelamiz.

Tcorema (Guldinning ikkinchi teoremasi ). Tekis figurani, uni
kesmaydigan o'q atrofida aylantirish natijasida hosil bo'lgan jismning
hajmi, uning og'irlik markazi chizgan aylana uzunligini tekis figuraning
yuziga ko'paytmasiga teng, ya’'ni v~inn-s.

Qutb koordinatalar sistemasida sektor, o<r <r<p\ a<<p< p,
tengsizliklar orqgali berilgan bo'lsin, bunda o<p-a<in , rs® funksiya
I<rp\ kesmada uzluksiz. Massa sektorda tekis targalgan bo'lsin, ya’ni
uning p zichligi o'zgarmas bo'lsin. Bu erda ham, umumiylikni



buzmaslik uchun, p =1 deb olamiz. U holda, Ox\a Oy o'glarga nisbatan
statik momentlar va og'irlik markazining koordinatalari, quyidagi

Mx =1XP((p)sm<pd<p, Mv= Iy *3(p)ooskp,

M, M
Xu=y-> Yn=-y.

formulalar orqali topiladi, bunda s - sektorning yuzi, ya'ni

S =M\r" (fo)dp

13.3 - misol. Ushbu _+K:l x=0, v=0. a>0,6>0 chiziglar bilan
a

chegaralangan tekis figuraning Ox va Oy o‘glarga nisbatan statik
momentlari va og‘irlik markazining koordinatalarini toping.
Yechilishi. (13.3) formulalarga asosan,

a'b abl
v - My- 6~ a. , _ _~6~_b
" 5 ab K S ab 3'
2

Demak, A/ (x.;y.)=AZf];]J.

13.4-misol. Ushbu  x=asiiw,y =6cos/, |fl<y, y=0 chiziglar bilan

chegaralangan sohaning aw a Oy o'glarga nisbatan statik momentlari va
og'irlik markazining koordinatalarini toping.
Yechilishi. (13.3) formulalarga asosan,



2-n) abn

5=1 bcosl| acostdt =ab Jcos: tdt = + sfo—j =ab v
labl
M0, M T~ 4b
o =g = =0 = S Th
2

13.5-misol. Guldinning ikkinchi teoremasidan foydalanib,
x- +(y-b)l=a'-, a<b, doiraning avo’q atrofida aylanishi natijasida hosil
boMgan toming hajmini toping.

Yechilishi. Ma’'lumki, berilgan doiraning yuzi s-na2, doiraning
ogMrlik markazi, uning markazida boMadi. Demak, doiraning Ox 0‘q
atrofida aylanishi natijasida, uning ogMrlik markazi chizgan aylananing
uzunligi, 2nb ga teng. U holda, Guldinning ikkinchi teoremasiga asosan,
izianayotgan hajm,

I xalm2nb-2n2alb.

13.6-misol. Ushbu A=a(f-sinr), y =c/(i-cosr) (o<r<2n) sikloida tar-
mogM bilan chegaralangan soha ogMrlik markazining koordinatalarini
toping.

Yechilishi. Yuqoridagi 9.5 - va 11.3 - misollar, hamda Guldinning
ikkinchi teoremasiga asosan,

2nysb =5a57; 2nvif bnal=5a'n2, i\,zga,

sohaning simmetrikligidan, xu =na .

Shunday qilib,
M, =~3-(r| 2-6) , My:-l’\ra'tpzosdip=a’(4-r|-2) .
_a n amn
5 ——{ra2<FFdV— ) 3
boMadi va

XU = -y = 64("3* ~=6(4-n 7)a/n\yn =y" =2(nl-6)a/n2.

Mustaqil yechish uchun inisollar

Quyida berilgan chiziglarning mr va Mv statik momentlarini toping:

13.1. = Lx>0,>>0, 13.2. x2+y2=4,y >0

13.3. y =chx, 0<x<I. 13.4. —+
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2 3 2
13.5. Birinchi chorakdajoylashgan x3+y7=a3 astroida yoyining

koordinatalar o‘qglariga nisbatan statik momentlarini toping.
13.6. y =cosx, <x<yj, kosinusoidaning  Ox 0‘gga nisbatan

statik momentini toping.

13.7. y=sinx, 0<x<n, sinusoidaning Ox o0°‘gga nisbatan statik
momentini toping.

13.8. Ushbu y2=2px"0<x<yj parabola yoyining x=7 to‘g‘ri
chizigga nisbatan statik momentini toping.

Tenglamalari parametrik shaklda berilgan quyidagi chizigning Mx
va Mv statik momentlarini toping:

13.9. r=asinf, y =bcost, 0<t<y, a>b (0=I).

13.10. x=asin3l, v=acosbl, 0</<y (p=I).

Qutb koordinatalar sistemasida berilgan chizigning Mx va ¥/,
statik momentlarini toping:
13.11. A=Jacostp, 0<9p<y (p=I) 13.12. 7 =a(l+cos™), -n <cp<n [p=\.

13.13. M=ae”,0<9p<2n (p =)

Quyidagi berilgan chiziglar og‘irlik markazining xu va vu koordi-
natalarini toping:

13.14. x2+y! =4,y >0. 13.15. x2/3+y213 =a2n, x>0,y>0.

13.16. y =ach(x/a), j <b. 13.17. x=7y*-"\ny, I<y <2,
13.18. x=a(f-sinf), y =a(l-cosr), 0<(<2”.
13.19. r =l +costp], 0 <gp<n. 13.20. r=aer, ySp <n.

13.21. Radiusi a ga teng bo‘lgan yarim aylana og‘irli
markazining koordinatalarini Guldin teoremasi yordamida toping.

Quyidagi berilgan chiziglarning, Ox o‘qga nisbatan, ix inersiya
momentini toping:

13.22 y=-Jr2-x2,-r <x<r. 13.23. v=e',0<x<05.

13.24. y =0,5a(e’'l" +e-e~"la\ 0 <x<a.

13.25. x-Rcostp, y =Rsin(p, 0 <gp<a <2n.

Quyidagi berilgan chizigning, koordinatalar o‘qlariga nisbatan,
/rva ly inersiya momentlarini toping:
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13.26. y =chx, Os.r~l.
13.27. F=acos3r, V=asin3t, 0 <t <?
13.28. g =a(r —sirw), V=a(l-cosf), 0<t<2tr.

Quyida berilgan chiziglar bilan chegaralangan tekis shakllarning
N/, va Mt statik momentlarini toping:

13.29. x+y =Ix =0,y =0. 13.30. y =cosjr, R <y, y =0.

13.31. y=x",y =4x. 13.32. y=—— v=x2,x=0.x>0
1+

13.33. x=acost, v=isiiw, - . ) v=0

13.34. x=a(f-sin/), y =a(l -cosr), 0 <t <2/ v=0.

Quyidagi misollarda berilgan egri chiziglar bilan chegaralangan
sohaning grafigini chizing va og‘irlik markazini toping:

13.35. y =6x-x2,y =x. 13.36. .1l =4y, gr-2y +4 =0.

13.37. y3=p2 2y =p. 13.38. y—-x'-2x. y=6x-x:.

13.39 g+1=0, x+y2=0.

13.40. y=2x2 va i'=3-.v2 parabolalar bilan chegaralangan sohani
goplovchi vupqa tekis plastinkaning og‘irlik markazini toping.

13.41. Birinchi chorakda, oy o'q, r =— parabola va y =4 to‘g"ri

chiziq bilan chegaralangan «uchburchakli» sohani qoplovchi yupga tekis
lilastinkaning og'irlik markazini toping.

13.42 .x=a(f-sin/), y =a(l-cosr), sikloidaning bir arki va uning asosi
bilan chegaralangan plastinkaning Ox o'qga nisbatan statik momentini
loping.

Quyidagi misollarda berilgan egri chiziglar bilan chegaralangan
sohaning og'irlik markazi koordinatalarini toping:

13.43. f;’?+1\)2—.<1 (0<x<a, 0<y <b)

13.44. p2+4y—16—0 va Ox 0'q bilan chegaralangan.

13.45. VEoX to'g'ri chizig va v=sinx (r>0) .

13.46. V. +4y) =4 va n2+j 2=4(birinchi chorakdagi gismi).
13.47. y =Ml "1j> y=0, n>0,a >0.

13.48. :-:%(,v:sinjr, v=0.

13.49. y2-2px, x2=2py.
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13.50. -Ix+y[y =4a, x=0, y =0.

13.51. y2=2x, x+y =4

13.52. j'=y3 x+) =2, £=0.

13.53. r=a(/-sinf), v=a(l-cosf), 0<t<2tr, y =0.

Quyidagi qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chiziglar
bilan chegaralangan sohaning og‘irlik markazi koordinatalarini toping:

13.54. r =asm<p, 0 <<p<—

13.55. r=ap(0<9p<k) Arximed spirali va =0 <=n nurlar bilan
chegaralangan.

13.56. A=a (I +cos<] kardoida.

13.57. r2=a2cos2”-Bemulli lemniskatasining o‘ng gismi.

13.58. Uchburchakning asosiga nisbatan inersiya momentini
toping.

13.59. Tomonlari a ga teng boMgan kvadratning, uning diago-
naliga nisbatan, inersiya momentini toping.

13.60. Asosi b, balandligi h boMgan (&=i) uchburchakning,
asosiga nisbatan, statik va inersiya momentlarini toping.

13.61. Yarim o'glari a va b boMgan, birjinsli ellipssimon
plastinkaning, uning bosh o‘qglariga nisbatan inersiya momentlarini
toping (p =i).

13.62. Gulden teoremasidan foydalanib, «radiusli yarim
aylananing ogMrlik markazi koordinatalarini aniglang.

13.63. Gulden teoremasidan foydalanib, shar sirtning yuzini
hisoblang.

13.64. Gulden teoremasidan foydalanib, doiraviy konusning hajmi
va yon sirtining yuzini hisoblang.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

13.1. Mx=bral+bl, my= . 13.2. Mx =4, My =a

13.3. Mx=0,25 (2 +iA2), M}, =shl-ch\ +1,13.4. Mx=b"+—arcsinej,
M =0, e- ~a ~b 13.5. Mx=M,,=-a2. 13.6. Mx=V2 +In(I+V2)

a ¢ 5 r v
13.7. V2+In(1+). 13.8. Mx:’\s-(V2+51n(I +V2)).
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abl =T

13.9. ™. = s |1fv1 E a2[ 1+41 - Vaz- b2

+ar05|ne\1 M, =—" 1= |n _____ .
f 2{ 2e \-e)

13.10. szMzéaz. 13.11. Mx=2al, M, :na
13.12. Mr=0,My=— . 13.13. Mx= L} e* a2, My, =L eg*-1,*

13.14. xM=0.vu =X

13.15. ;,-5 13.16.
1047 w=Al= ot N r 3% A4, y\t =4a/3.
8(3 + In4) " 33+ In4) f
13.19. X, =y, =4u/5.  13.20. x,=-72\ +e2;yu 2
Je —¢ 5 ¢’ -¢

13.21. =0.yu = 13.22. ZZL. 13.23. %[a/ M -2\l

3T
13.24. as(e-e*)(e2+e'3+10)/24. 13.25. 4—(2a,-sin2a)/?J.

13.26. / =ifil 55/, A =3s/il-2cftl 13.27. [ =/ =pa5

13.28. |,:—]53\| :|6{}r2'4—5}/. 13.29. M*=?Af 6:_
13.30. M 22, M, =0 1331. m =m :E
13.32. M, :5_+FM =In2-0,25 13.33. M :;abZ, M =0

13.34. Ax=25®;. A/, =3rra\ 13.35. xA=]; rw=5.
13.36. x,, =1 r, = 13.37. X, =y, YV, =fv 13.38. x,, =2,y,, =4
13.39. x,, =-|>n, =0,13.40. x,, =0. yu 1. 13.41. X, 1, X, =H.

13.42. A =-™M3.43. xf=—, v, =— 13.44.x, =0, Vv, =-.
3n =" 3

13.45. Xu=- Rl =Ib£l 1346 x, = - y, =+
6(4- 5-) ~3 e
1347 x, =T ym=-. 1858  ="4¥32 n, =¥+
13.49. tA=y, A  13.50. X, =yu =].13.51. x,,=~;  =-1.
1352, X, =|. v, =£. 1353. *,=,.: y. 1.
1354, ~ 27, 1355, ,u=e6( i~ ;2u=fc .6k,
105/r n K
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13.56. §=4; [H=0.1357. «, g ;IMh=0,1358. /, =p"n
- - . — =£-£N [6=L££1%

13.59. / . 13.60. mx= = /= 5 13.61./0 Ef, /6 4££. .

13.62. =O, = = 13.63. 5 =4a-n\ 13.64. FZ%n-I'IZ‘FI, S =nRL

14-8. Aniq integrallarni tagribiy hisoblash

Ushbu
\f(x)dx (14.1)

a

integralni hisoblash talab gilingan bo‘lsin, bunda f{x) funksiya [a,b]
kesmada uzluksiz, deb faraz qilinadi. Biz, yuqorida, aniq integralni
hisoblash usullarini ko‘rib o'tdik, lekin ba’zi fizik, mexanik masalalarni
yechishda, integral ostidagi funksiyaning boshlang‘ich funksiyasini
elementar funksiyalar orqali ifodalab bo‘Imaydigan integrallar uchraydi.
Bunday integrallarni taqribiy hisoblashga to'g'ri keladi. Integrallarni
taqribiy hisoblash uchun bir nechta formulalar mavjud bo'lib, biz quyida
ularning ba’zilari bilan tanishamiz.

14.1. To'g'ri to‘rtburchaklar usuli. [a,b] kesmaning, ixtiyoriy
P={a=x0<x2<..<xn=b} regulyar bo'linishini qaraymiz. [rz 2 x2
kesmaning o'rtasidagi nuqtani xx, orqgali belgilaymiz(14.1-chizma).
To'g'ri to'rtburchak usuli, (14.1) integralni, mos ravishda, balandliklari
f(x,k asoslari esa, x&x-xX,= n ga teng bo'lgan. to'g'ri
to'rtburchaklar yuzlarining,

— - [/(*) K rmemA Y bl )]
yig'indisiga taqribiy almashtirishdan iborat, ya'ni
i (X)AF*— -[/(x)+/(jrd+..+/(xb_)] . (14.2)
c n

(14.2) formulaga, to'g'ri to'rtburchak formulasi deyiladi. B

formulani, «<qo'shimcha» had yordamida, ushbu
jH{x)dx=— -[/'(ar) +f(x3)+....+/(r2_)] +R (14.3)
a n

ko'rinishda yozish mumkin, bunda R- qoldig had.
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K* Xq OXj X2 X3 x4 X5b X a = nB o x, na xn =b X

14.1-chizma. 14.2-chizma.

Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz ikkinchi tartibli
hosilaga ega bo'lsa, u holda shu kesmada shunday # nuqta topiladiki,
(14.3) formula-dagi goldig had uchun.

tenlik o'rinli bo'ladi.
14.2. Trapesiyalar usuli. (14.1) integralni hisoblash talab gilingan
bo'lsin. fa,b] kesmaning ixtiyoriy P={a=x, <x2<..<.r,=b] regular

bo'linishini olamiz va y =f(x) funksiyaning vy, =Av) ¥, =/(*).....s, =/(*,,)
giymatlarini hisoblaymiz. Trapesiyalar usuli, (14.1) integralni,

~2n M+ NN XMt Nt + )+ ) =
=-~N{/(a)+ /(/>)+2E£ /(*.)}
yig'indiga, yoki asoslari, mos ravishda. /(**_) va f(xk) larga,
lialandliklari N ~x, i - - ga teng bo'lgan. trapesiyalar yuzlarining

yig'indisiga (14.2-chizma) taqribiy almashtirishdan iborat, ya’'ni

Y/ (n-xkr«M| /(a) +/(6)+27/(x,)} . (14.4)
(14.4) formulani, goldiq had yordamida,
1f{x)dx = f(a)+ f(b) +21 f(xK)| +2,
ko'rinishda yozish mumkin, bunda Ru- qoldiq had. Agar f(x) funksiya
I<//1 kesmada uzluksiz ikkinchi tartibli hosilaga ega bo'lsa, u holda,
kesmada shunday 7 nuqta topiladiki, uchun,
K 121 f{rj\ a<rj <b,

(cni’lik o'rinli bo'ladi.
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14.3. Parabolalar usuli. (14.1) integralni hisoblash uchun, \ab
kesmaning ixtiyoriy P={a=x0<x2<...<x2,=b) regular boMinishini
olamiz. kesmaning
o‘rtasidagi nugtani xXt orqali
belgilaymiz: n2_, =Xn2*XIt, k=1n.

Parabolalar usulida berilgan (14.1)
integral, f{x) funksiya grafigining,
absissalari  xK3 x2tt va xX

boMgan nugqtalardan oMuvchi para-
bolalar ostida joylashgan trapesiya-
lar yuzlarining

Abﬁ [ f(x 0)+4f(x])+f(x2)]HF(x2)+4f(X) +f(x4)] +...+

729+ AI(M+AD]T} =" {IW +IW +2ZJ(% )+ 4 ET(™ 4D}
yigMndisiga taqribiy almashtiriladi, ya’'ni:
NI~ INFxa)+4(X, )+ (*DINFR)+ A (XD +H( VA T+

a
« «l

h—n [
+ ...+ )+ 4/ N )H/(xA)]FE—- @+ )+ {x u) + )

yoki
JHO*= o, HWH2XOK Mg/ (x X+, (14.5)

bunda, goldiq had.

Agar f{x) funksiya [ab\ kesmada uzluksiz to'rtinchi tartibli
hosilaga ega boMsa, u holda [a,b] kesmada shunday nuqta topiladiki,
(14.5) formuladagi had fi(,- uchun,

R =—§}§é6}al\f*Xn\ a<n<b,
tenglik o'rinli boMadi. (14.4) formulaga, parabolalar (Simpson) formu-
lasi deyiladi (14.3-chizma).

14.1- misol. Ushbu

9
‘]. +4dx
I

integralni, integrallash oraligMni, 8 ta o'zaro teng boMakka boMib:
1) Nyuton - Leybnis; 2) to‘g‘ri to‘rtburchaklar; 3) trapesiyalar va
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4) parabolalar formulalari yordamida hisoblang, so'ngra taqribiy
hisoblash formulasida qo‘yilgan absolyut va nisbiy xatolarni foizlarda
toping.

Y echilishi. 1) Berilgan integralni, Nyuton - Leybnis formulasiga
asosan, hisoblaymiz:

J =] /5x+adx =L LB V(X +4) =—(5i +4) | = (343- 27) W 1-42-1
2) To'g‘ri to'rtburchaklar formulasi bo'yicha hisoblaymiz: [l; 9]

kesmaning, P ={i=x, <x, <..<x,, =9} regular bo'linishini qaraymiz.
y =f(x) =-JSx+4 funksiyaning, bu kesmalaming o'rtalaridagi gqiymatlarini

hisoblaymiz: x21 = s (k=1.8);
3 3 f23
. =f /(t)=/(]) =1y =3.3911,
X -5/ /(*>)=/(%) =1 =4-0620,

*5=K O )=/(%)=]y =4'6368,
= /() =7(% )= ANf-=51478 ,
='q e’ [ = =)/t =56124

/(xM =/(1%) =~ =6,0415,
/(X)) =/ (1) =ly = 6,4420,

* =0 /(*,) =/(1%) =]~ =6,8190.

Har bir kesmaning uzunligi a:’\a- =i. Funksiyaning topilgan

giymatlarini (14.2) to‘g‘ri turtburchaklar formulasiga keltirib qo'yib,
hisoblaymiz:

Taqribiy hisoblashlardagi absolyut xato:
A=1Y-YlI :'ié 2,1526 =[42,1333- 42,1526] =0,0193.

Nisbiy xato (foizlarda): <=j 100% =15">"» 3'10Q * 0,0458%.

3) Trapesiyalar formulasi bo'yicha hisoblaymiz:
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a=* =1 b=xa=9.

a= =1 /«r) =/(l) =3,

*j=2 /(*)) =/(2) =/M =3,7416

*j=3 /(*2) =/(3) = /19 =4,3588

*5=4 /(*)) =/(4) =n/24 =4,8989

*4=5 /(*4)=/(5) =n/20=53851 37,0934
*5=6 /(*,) =/(6) =V34 =5,8309

*0=7 /(*«) =N7) =n/39 =6,2449

*x7=8 /(nr7) =[], 8) =n/44 =6,6332

i=x, =9 /(%) =/(9) =T

Funksiyaning topilgan giymatlarini (14.4) formulaga keltirib
qo'yib, hisoblaymiz:

J2=— «-[3 +7+2(VT4+Vi9 +V24 +>/29+V34 +V39 +V44)]= 5+ 37.0924 =42,0934.
Absolyut xato: g=|]y- y3|—632 -47.0934 =42,1333- 42,0934 =0,0399.
Nisbiy xato (foizlarda): <Z:J—100%:15*0'3:;2* 100%

4) Parabolalar formulasi bo'yicha hisoblaymiz:
*2 =2, f(x2)=/(2) =

*4=3, /U4 =/(3)=VI9,

*6=4, /(*«) =/ (4)= n/24,
*.=5, /<%,) =/ (5) =1/2,
*10=6, /(*10) =/ (6) =/%

*2 =7, /(*,) =/(7)=n/39,
*M=8, /(nbl) =/(8) =744 ,

Topilgan giymatlarni (14.5) formulaga keltirib go'yib, hisoblaymiz:
[ 3+7 +2(VI14 +VT9 +n/24 +n/29+ n/34 + n/39 +n/44) +

10 +74,1868 +168,6104 421328,

Absolyut xato: f=]Y-y3|= 42,1333-42,1328 =0,0005.
Nisbiy xato (foizlarda): =3,100%=—- 2995 100 * 0,0111%
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14.2-misol.Ushbu J(r2- i)ir integralning giymatini; 1) trapesiyalar
2

usuli («=4); 2) Simpson usuli («=4), bo'yicha yaginlashishlar bajarib,
hisoblang.

Yechilishi. 1). Trapesiyalar usulidan foydalanish:

a) f(x)=x2- I,[a,6]=[-2,0], n=4 boMgani uchun, [-2,0] kesmaning

r= -1, o] regular boMinishini garaymiz, hamda bo'linish
nugtalarida funksiyaning giymatlarini hisoblaymiz:
/(-2)=3/(-1)n 5 /(-1)=0; y (-1) =-1i,/(0)=-1
Unda

i(x2_Dbad-1/<-2)+/(0)+2[f[-1]+/ (- 1)+/"-i =
a{3_,+2.[]| +0_2}=1{2+ 1 =0
Endi /'(//)=2, =" ekanligidan foydalansak,

tekl.i.2 =1 «0,08
14 12 4 12

boMadi.
b) Integralni bevosita hisoblaymiz:

j(X2- \Jix="he* - jdx =y [12- x)12 =0- ]~ j - (0- (-2)=] - 2=] s 08T,

Demak, J3=]067-0,75] =0,08.
c) Tagribiy hisoblashdagi absolyut xato va nisbiy xatolami (foiz-
larda) topamiz:

8-9 11 i
g. 23 1=3 1009 =-H00% =0125%.
3 4 12 12 ~12' 278

Demak, Tra)o75 008 b) 008 c)o0,125%.

2j.Simpson usulidan foydalanish: a) J(jc2- 1}&integralning taqribiy
-2
giymatini, Simpson usuli bo'yicha hisoblash uchun, bizga, funksiyaning,
[uiMinishda hosil bo'lgan nuqtalardagi giymatlaridan  tashqari,
I»n |.v] (12,34, gism kesmalar,

[_2!_# [__2_]']! [lr_ﬂl[__zo]‘]
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ning o'rta nuqtalari boMgan, < =—; -1- » =2 = nugtalarda
g g g 4" '3 4" -4 4 9

funksiyaning /fe) 16’ /(&) &6’ :—16;/(£»)=-71% giymatlari kerak
boMadi. Unda
iy ~lk=£ (A-2)+/(0)+2[/gj+/ (-I+ ip+

= (3-1+2[- 40 --] +4[— + @+ l+4-3349~7~15}3=-
2 278 T 8 16 16 16 7 16 3

|4 P2 L) A=0=>/c =0.
0
6) Integralni bevosita hisoblaymiz: J(x: -1)fr=-.

Demak, |t 5—23 =0 .

c) Taqribiy hisoblashdagi absolyut xato va nisbiy xatolarni (foiz-
) topamiz: 0%. Demak, 2)a) 0, b) 0, c) 0%.
h
Yana biz ushbu J/(v)rfv integralni garaymiz, bunda / funksiyani

[26] da uzluksiz va chizmada qulay boMishi uchun, uni musbat
funksiya, deb faraz gilamiz. [a,b] kesmada regular
P= {x0,x\,x2,....xn xx,,} boMinish olamiz, u berilgan kesmani bir xil -—-
uzunlikdagi n ta qism kesmalarga boMadi:

[a.b]=[x0, jr]]u..ulif._| o o=x-x, 0@

n
14.3-chizmadagi Q, soha bir necha usullar bilan yaqginlashtirilishi

mumkin:

/f

14.3-chizma 14.4-chizma.
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1. kesmaning chap chetki nugtasida funksiyaning giymati

bo'yicha vyasalgan to‘g‘ri turtburchak orgali, unda bu to'g'ri
lo'rtburchakning yuzi (14.4- chizma),

yUZa :/(*l_r )AUF :/(*l_r)_A
bo'ladi.
2. ,ig] kesmaning o'ng chetki nuqgtasida funksiyaning giymati
bo'yicha yasalgan to'g'ri to'rtburchak orgali (14.6-chizma), unda bu
to'g'ri to'rtburchakning yuzi

yuza:/(x,)Ll.X,.:/(Xl)—n
bo'ladi.

14.6-chizma. 14.7-chizma

3. kesmaning o'rta nuqtasida funksiyaning giymati
bo'yicha yasalgan to'g'ri to'rtburchak orqgali (14.7- chizma). bu to'g'ri
to'rtburchakning yuzi

ynra=/(*1a.,../ (*)aox,

bo'ladi.

4. Asoslarini [*,_[*,] kesmaning chap va o'ng chetlarida funksiya-
ning giymatlari tashkil etuvchi trapesiya orqgali, uning yuzi (14.8-
i hi/.ma)

yuzas= )+ f{x0ax, = [ [/ (*M) + f{x, )]"—

bo‘ladi.

5. Parabolik soha orqgali (14.9-chizma), bunda yuqorida tilga
olingan uchta nuqgtalarga mos kelgan nuqtalardan o'tuvchi y =Ax2 +Bx+C
parabola garaladi, uning yuzi
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2
14.8-chizma. 14.9-chizma

Ravshanki, agar bu uchta nuqgtalar bir to'g'ri chizigda yotsa,
parabola yoyi to'g'ri chizigga aylanadi va parabolik soha trapesiyali
soha (4-hol) ga keltiriladi.

Shunday qilib, Q, sohani biz yuqorida ko'rib o'tgan yaqgin-

b

lashtirishlar \f(x)dx integral giymatining quyidagi yaqinlashishlariga

a

olib keladi.
1 Chap chetki nuqta orgali yaginlashish:
=—p [/fa)+N1*[)+eee+/fa- )| m (14.6)
2. O’ng chetki nuqgta orgali yaginlashish:
R.=— (w)+/fa)+..+/Ta)]. (14.7)
3. O’rta nuqta bo'yicha yaginlashish:
<14.8)
n
4. Trapesiya bo'yicha yaginlashish (trapesiyalar qoidasi):
T - 6~a[/(-ro)+/(*]) | /fa )+ /m*2) , ,/fa-i)+/fa)j._
(14.9)
5. Parabola bo'yicha yaqginlashish (Simpson goidasi):
W=7 i/ fa)+/ fa)+2/fa) &/ fa yreeet/fa )] +
f (14.10)
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Bu yaginlashishlaming dastlabki uchtasi, ya'ni z,, /2, va M, lar
Riman yig'indilari bo‘lib, T, va s, lar esa, Riman yig'indilari sifatida
yozilishi mumkin.

14.3-misol. Ushbu j0V4+x3d!r integralning taqribiy giymatlarini,
» =6 deb olib: a)chap chetki nuqta orqgali yaginlashish; 6)o'ng chetki
nuqta bo‘yicha;c) o‘rta nuqta bo'yicha; d) trapesiya bo'yicha (trapesiya
goidasi); e)parabola (Simpson qoidasi) bo'yicha vyaqginlashishlarini

toping.
Yechilishi. n=6 bo'lganda har bir gism kesmaning

uzunligi, "z£ =I26’\ =I2 gateng bo'ladi. Bo'linish nuqtalari
n

X«= M=2mx2=m =2'x*=2x5=2"'X%s=
f(x)=J4+p3 funksiyaning bu bo'linish nuqtalaridagi giymatlarini
hisoblaymiz: /(0) =2; / gj =2,03%;, /(I)=2236: /f|j=2716; /(2)=3464:

/ g1 =4430, /(3)=5568 ( bu erda hisoblashlar uchta o'nliklar xonasigacha

yaxlitlangan). Unda
Q=L O)F/NH/ (/D (2)+/ M) =

£ -22.000 +2,031 +2,236 +2,716 +3,464 +4,4301 :-2 16,877 =8,4385.

b) R'=T[/(1) +/7(1)+/ (1) +/(2)+ /() +/Q3)E
s i[2,031+2,236 +2,716 +3,464 +4,430 +5,568] =i #0,445 =10,2225.

C) x ] qism kesmalarning (<=i, 2.3, 4,5,6) o'rta nuqtalarini
topamiz:
w+y _0+05_1 x, +x2_05+1_3 x2+x3_1+15_5
2 ~ 2 ~4 2 2 ~4 2 2~~4
X, +x4 1542 7 x4+x< _2+25 9 x5+x6_25+3_1
2 - 2 w4 2 - 2 -4 2 2 - 4-
Topilgan nuqtalarda f(x)="4 +x3 funksiyaning qiymatlarini
hisoblaymiz ( bu erda ham hisoblashlarni uchta o'nliklar xonasigacha
yaxlitlaymiz):

/(J) 2004/ 9] =2103 /9] =2439;/ 9] =3059; /g)=3923/gi) =498
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U holda, (14.8) formuladan
1,/n0 /3~ /5) /9) /wm
"2["J+/UJ+/UJ+/UJ+/UJ+/It

= -52,004 +2,103 +2,439 +3,059 +3,923 +4,980] =-2 u8,508 =9,254

(14.9) formuladan, n=6 boMganda quyidagini hosil gilamiz.
T=2"t/(0)+2" +2'/W+2'/E) +20(2)+2w (f) +

+/(3)] = A-[2.000 +2 W2.031 +2-2,236+ 2- 2.716 +2- 3,464 +2 -4.430 +5.568] =

:—[2,000 +4,062 +4,472 +5,472 +5,432 +6,928 +8,860+,568] = 1 87,322 =9,3305

(14.10) formulada n=6 boMganda

BA G-

s 1—2{2,000 +5,568 +2[2,031+2,236 +2,716 +3,464 +
+4,430] +4[2,004 +2,103 +2,439 +3,059 +3,923 +4,980] j =

=5 (7:668 +2 14,877 +4-18,508) =

— (7,568 +29,754 +74,032) =--111,354 =9.2795
12 12

1
14.5- misol. JVxtfx integralning giymatini: 1) trapesiyalar qoidasi

4
bo'yicha; 2) Simpson qoidasi bo'yicha yaginlashtirishlar bajarib
hisoblaganda, n ning, absolyut xato berilgan e=o0,00i dan kichik
bo'lishini kafolatlaydigan giymatini toping.

Yechilishi. 1. Trapesiyalar goidasi bo'yicha yaginlashish bajaril-
ganda /# ning qoldiq bo'lishini ta’minlaydigan giymatini

topamiz. Buning uchun, formulada= = = Y=2bo'lsin. Unda
n n n

/m(/7)=-0,0884.
Demak,

yoki
-+4r-0,0884 <0,001

bo'lishi talab gilinadi. Bu yerdan,
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tengsizlik yoki

0001 =199

bo'lishi, ya'ni n>14 n>15bo‘lishini olamiz.

Demak, trapesiyalar qoidasi bo'yicha yaginlashish bajarilganda,
absolyut xato £=0,001 dan Kkichik bo‘lishini kafolatlash uchun, [1/4]
kesmani, kamida 15 ta qism bo'laklarga bo'lish lozim bo'ladi.

2) Simpson qoidasi bo'yicha yaqinlashish bajarilganda, n nini
goldiq

Vel<r =0,001
bo'lishini ta’minlaydigan giymatini topamiz. £=-;?/ =2 bo'lsin. U holda,

/<'%)=/<1)(2)=-0,0828.
Demak,

yoki
a |l
—— 0,0838 <0,001
4 n
bo'lishi talab gilinadi. Bu yerdan,
18 001, A > E - f58]=su>6
" 001

bo'lishini olamiz. Demak, «>7.
Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi integralni berilgan gadamda to'g'ri to'rtburchak formu-
lasi yordamida taqribiy hisoblang:

14.1. fYi&, h=02. 142. f -+ h=05

14.3. jefdx, A=02. 14.4. -hr, h=02
0 0 x

Quyidagi integralni berilgan qgadamda trapesiyalar formulasi
yordamida hisoblang:

145, \—.:-JI=\ 14.6. |.WI-.Y2aCA=01



Quyidagi integralni berilgan qgadamda Simpson formulasi
yordamida taqribiy hisoblang:

14.9. N=0p5. 14.10. je " dx./i=0,2.
I* X 0

14.11. j63~xcfr, A=05. 14.12. jé/li+cosxdx, A=nT76.
Quyidagi integral uchun berilgan gadamda to‘g‘ri to'rtburchak
formulasi yozrdamida absolyut xatoni hisoblang:

<«
14.13 jOXAdX, h=02 14.14. Jsintfr, h-n!6.
0

14.15. f—,A=04. 14.16. \~*~dx, A=0,25.
1x \ X

Quyidagi integral uchun berilgan gadamda trapesiya formulasi
yordamida absolyut xatoni hisoblang:

=i * =
14.17. g_-l A =1L 14.18. L’+x‘3 a %
14.19. f X .A=1 14.20. fIn' xdx. A=05.
[4x +2 {

Quyidagi integral uchun berilgan gadamda Simpson formulasi
yordamida absolyut xatoni hisoblang:

14.21. fcos—dx, A=—. 14.22. \\n2xdx, lt=—.
172 8 ] 3

14.23. frin(4+jW /=-. 14.24. f*- A =05
1 4 4 Inn-

Quyidagi integralni to'g'ri to'rtburchak formulasi yordamida
hisoblaganda, yo'l go'yilgan xatoning berilgan s dan oshmasligi uchun
A gqadam qanzday bo'lishi kerak?

B
14.25. jx*dx, e =102 14.26. Jcos2Y<iT,s =10'1
14.27. yn(l +x")dx, e =10"1 14.28. JDVTfp<&\ f =10"

Quyidagi integralni trapesiya formulasi yordamida hisoblaganda
yo‘l go'yilgan xatoning berilgan e dan oshmasligi uchun n gadam
ganday bo'lishi kerak?

14.29. ,E=10~, 14.30. Se'dx, f =10"\
Ix +2

3 05
14.31. Jsinrcir, r =10". 14.32. Jorcsinx<iir, r =10-1
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Quyidagi integralni, Simpson formulasi yordamida hisoblaganda,
yo‘l go'yilgan xatoning berilgan e dan oshmasligi uchun h gadam
ganday bo'lishi kerak?

K

2 3

14.33. j(;:os—dx £=103 14.34. JIn2xdx, r =10~1.
- i

14.35. J-y, £=104 14.36. "arclgxdx, £=10".
1X 0

14.37-14.41 misollardagi talablar ikki gismdan iborat bo'lib,
ulardan biri trapesiya qoidasi, ikkinchisi esa, Simpson qoidasini qo'llab,
integralni taqribiy hisoblash so'raladi.

I. Trapesiya qoidasi ( usuli)dan foydalanish: a)integralni n=4
gadam uchun yaginlashtiring va

K h h="(I*"l-1rk’'M -*1) ne[aM
munosabatdan foydalanib, /] uchun yuqori chegarani toping; b)
integralni bevosita hisoblang va |/% ni toping; ¢) taqribiy hisoblashdagi

nisbiy xatoni (% larda) toping.
Il. Simpson (parabola) qoidasi (usuli) dan foydalanish.
«) integralni « =4 gadam uchun yaqinlashtiring va

munosabatdan foydalanib, R\ uchun yuqori chegarani toping; b)
integralni bevosita hisoblang va \Ro\ni toping; c) taqribiy hisoblashdagi
nisbiy xatoni (% ’larda) toping.

14.37. jxdx. 14.38. j(r: +i)ir.

14.41. josinxdx.

Quyidagi misollarda javoblami to'rtta o'nliklar xonasigacha
yaxlitlab yozing:

14.42. Ushbu integralning giymati: a) chap chetki nuqgta
0

bo'yicha 0 =12deb olib); b) o'ng chetki nuqgta bo'yicha (« =12deb olib);
¢) 0'rta nuqgta bo'yicha («=6deb olib); d)trapesiyalar qoidasi bo'yicha
(«=12 deb olib); e€)Simpson qoidasi bo'yicha (n=6 deb olib)
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yaqinlashishlar bajarib, hisoblang. Natijalarni, integrallashni bajarib,
tekshiring (solishtiri?g).

14.43. Ushbu J'd‘sin"ﬂ xdx integralning giymatini: a)chap chekti nuqgta

bo'yicha (« =3 deb olib); 6)o‘ng chetki nuqta bo'yicha (« =3 deb olib);
) trapesiyalar qoidasi bo'yicha («=6 deb olib); d)Simpson qoidasi
bo'yicha («=3 deb olib) yaqginlashishlar bajarib, hisoblang. Natijalarni
integral lashni bajarib, tekshiring (solishtiring).
1 N
14.44. Ushbu 0fI ----- - integralning qiymatini: s)trapesiyalar qoidasi
+ X-

(n=4 deb olib); b)Simpson qoidasi (« =4 deb olib) bo'yicha
yaqinlashishlar bajarib,1 hisoblang:

14.45. Ushbu Jeosj: 2/ integralning giymatini: a)o‘rta nuqta

-i
bo'yicha(« =4 deb olib); b)trapesiyalar qoidasi bo'yicha(« =8 deb olib);
c)Simpson qoidasi bo'yicha (« =4 deb olib) yaginlashishlar bajarib,
hisoblang.

14.46.Ushbu .fe-*'dx integralning giymatini;: a)trapesiyalar qoidasi

0
(v =10 deb olib); b)Simpson qoidasi (n =5 deb olib) bo'yicha
yaqginlashishlar bajarib, hisoblang.

Quyidagi misollarda, integralning giymatini: a)trapesiyalar qoidasi
bo'yicha; b)Simpson qoidasi bo'yicha vyaqinlashtirishlar bajarib
hisoblaganda n ning absolyut xato berilgan ~dan kichik bo'lishini
kafolatlaydigan giymatini toping:

14.47. e=00L 14.48. |vbk r =0,00001.
1

X 3
14.49. g)sinxdx; s =0,001. 14.50. flexdx, £=0,01. .

2

14.51.5) je~xdr, £=0000L

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

14.1. 637. 14.2. 0,23.14.3. 161. 14.4. 0822. 14.5. 2,002.
14.6. 0,3296. 14.7. 3482. 14.8. 0,8350. 14.9. 2,4859. 14.10. 165.
14.11. o0,8821. 14.12. 54024. 14.13. 0<tf<0,16.
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14.14. —359 10'- <A< 0. 14.15. 0< «<0,053.

14.16. 912 10°=<H<8,06-10'-'.14.17. -1,67 <A<-2,28 03
14.18. - 695 <A <161m0% 14.19. -9.77-10'3<A<-1,29-103.
14.20. -9,59-10“3<9<3,12-10"3 14.21. -1,3 105<9 <-0,91-10'5.
14.22. 1,01-10'5<$8<8,23-10~ 14.23. -1,042 <f <-1,08-10".
14.24. i,02-i03<9<-3.26-105 14.25. 1/20.

14.26. - 14.27. 1/50. 14.28. 4)1/8. 14.29. 1 14.30.5

14.31. 1/13. 14.32. 1/18,14.33. 4 14.34. 1/6.

14.35. 01 14.36. 1/5.

14.37. 1. a) 150 b 15 0. C)o% /. a) 15 0.6)1,5,0. c)0%.

4.38. / a) 275;0,08. 6) 2,67, 0,08. c)0,0312* 3% .// @) 2,67; 0. 6)2,67,0. C)0%
14.39./.a) 6,25;05. 6) 6; 0,25.c) 0,0417 * 4%. Il. a)6; 0. 6) 6; 0. C)0%.
14.40. /a) 0509, 0,03125.6)0,5, 0,009 C)0,018*2%.

11. a) 0,5004; 0,002604. 6)0,5; 0,0004. c) 0.08%.

14.41/. £1)189%1 0,61. 6)2; 0,1039 ¢)0,052*5%. II. &) 2,00456 0,0066 6)2, 0,00457 c)0,23%.
14.42. zn =506; Rn =650; Mb=572, Th =578; S6=576.

14.43.Z65 1,394; 4, s 09122; M} =1,1852; T £ 1,1533; 53 £ 1,1614.

14.44, TA=0.7828; S4=0,7854 .

14.45. A/A £ 1.8440; T8 £ 1,7915; S4=1,8090 .

14.46. 711k0,8818; §$5=0,8821. 14.47. a) /i>8,b) n>2

14.48. a) it>238: b)n>10. 14.49. &) «>51; b)n>4,

14.50. a) «>37; by n>3. 14.51. a) 78; b) L

15-§. Aniq integralning fizika masalalariga tadbiqglari

15.1Jismning bosib o‘tgan yoMi. Jism to‘g‘ri chizigli harakat
gilganda, uning t vaqt davomida o‘zgarmas v tezlikda bosib o‘tgan yoMi
vV, ushbu

s=vl (15.1)

formula bo‘yicha aniglanadi.

Agar jism tekis harakat gilmasa, uning v tezligi t vaqtga bogMiq
ravishda o‘zgaradi, ya'ni

v=/(0-

Bu holda jismning t=t dan t=t2 gacha boMgan vaqt davomida
bosib o'tgan yoMini topish uchun, t2-i, vaqt oraligMni « ta teng va juda
kichik ai boMaklarga boMamiz. Faraz gilaylik, At vaqt oraliglarining har
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birida jismning teziigi har bir gism vaqt oralig‘ining oxirida, sakrashga
ega bo'lgan holda, o'zgarmas bo'lib, golsin, <-r, vaqt oralig'i
Ar=isek oraliglarga bo'lingan bo'lsin.

Farazimizga ko'ra, vaqt oralig'ining birinchi sekundida jism tekis
harakat gilib, uning oxirida o'z tezligini o'zgartiradi, ikkinchi sekundda
esa, olingan tezlik bo'yicha tekis harakat giladi va ikkinchi sekundning
oxirida yangi tezlikka ega bo'ladi va uchinchi sekund davomida tekis
harakat giladi va h.k.

Shuning uchun, jismning At vaqtda bosib o'tgan yo'li (15.1)
formula orqgali topiladi va taqgriban f{i)At ga teng bo'ladi, garalayotgan
/.-r, vaqt oralig'ida bosib o'tilgan yo'l esa,

S»E/(Ne/

Al

ifodaga teng bo'ladi.

Endi n bo'linishlar sonini ko'paytiramiz, u holda At hamda har bir
At oraligning oxirida tezlikning o'zgarishidagi sakrashlar, borgan sari
kichrayib boradi.

Agar n->0 bo'lsa, A/-»0, demak, /(<)ar-»0. Bu shartda jismning
teziigi, sakrashlarsiz, ya'ni uzluksiz o'zgaradi va uning bosib o'tgan
yo'li,

ifodaga teng bo'ladi, bundan, aniq integralning ta’'rifiga ko'ra,
J=WNTE/()N, =}/ (YM = (15.2)
1 % N
15.1-misol. Jismning harakat teziigi
v=(2r +/) cmlcek

tenglama orqali berilgan. Jismning harakat boshlangandan so'ng 6
sekund vaqt davomida o'tgan yo'lini aniglang.

Yechilishi. (15.2) formulaga asosan,

S=j(2t7+t}Ht =i~t3+~t2~ =|63+1-62=162cm.

15.2. Kuch bajargan ish. Faraz gilaylik, jism o'zgarmas F ku
ta’siri ostida to'g'ri chizig bo'ylab harakat gilsin. U holda bosib o'tilgan
x yo'ldabu F kuch tomonidan bajarilgan A ish,
A=Fx (15.3)
formula bo'yicha topiladi, bunda n- metrlarda, F- kilogrammlarda,
aesa, kilogrammometrlarda ifodalanadi.
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Agar jism o‘zgaruvchan kuch ta’siri ostida harakat gilsa, uning
bajargan ishi ancha qiyin aniglanadi. Bu hoi uchun formulani keltirib
chigaramiz.

Faraz gilaylik, O nuqtada tinch holatda turgan jism, o'tilgan yo'l *
ga bog'lig ravishda o'zgaradigan F kuch ta’siri  ostida harakat
gilayotgan bo'lsin, ya’ni

F =f(x).

Shuningdek, vagtning ba’zi momentlarida jism A va B nuqtalarda

bo'lsin ( 15.1- chizma), bunda OA=« va oB =b bo'lsin.

0] A 3

15.1-chizma.

Endi yo'lning nB=b-a bo'lagida berilgan kuch bajargan ishni
ganday aniglash mumkinligini ko'rsatamiz. Bulling uchun, yo'lning
ko'rsatilgan ab bo'iagini n ta, o'zaro teng va juda kichik gx kesmalarga
bo'lamiz. Bu erda ham yuqoridagi yo'lni topish masalasidagi kabi, har
4 kesmada kuch, o'zgarmas qolib, uning oxirida, sakrashga ega bo'lib.
o'zgaradi, deb faraz qilinadi. U holda, (15.1) formulaga asosan, yo'lning
n* bo'lagida kuchning bajargan ishi, tagriban

f(x)Ax
ifodaga teng bo'ladi, kuchning butun ng =b-a yo'l davomida bajargan
ishi esa, taqgriban,

A * £ / (x)Ax
bo'ladi.

Endi bo'linishlar soni n ni cheksiz ortirrsak, g* migdor, va demak,
f{¥)/sx migdor ham cheksiz kichik miqdorlar bo'ladi. Bunda kuch,
sakrashlarga ega bo'Imasdan, uzluksiz o'zgaradi va izlanayotgan ish,

A=1T|;/MAT
ifodaga, bundan aniq integralning ta’ril'iga ko'ra,
A=\F{x\Ix (15.4)
bo'ladi.

15.2-misol. 1 kI migdordagi kuch prujinani 3 sm ga cho'zganda, u
ganday ish bajarishini aniglang.
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Y echilishi. Guk gonuniga asosan, kuch prujinaning cho‘zilishi
yoki qisilishiga to‘g‘ri proporsional, ya'ni

F =kx,
bunda nr-prujinaning cho‘zilish yoki qisilish migdori, k- propor-
sionallik koeffitsiyenti. Qaralayotgan masalada k ning giymatini

topish uchun, berilganlarni, Guk gonunini ifodalovchi, F=kx tenglamaga
keltirib go‘yamiz:i =4 003, bu erdan A ekanligi kelib chigadi.

Demak, prujinani cho‘zuvchi kuch
F=— x
0,03
koMinishda ifodalanadi.

Kuch tinch holatda boMgan prujinaga ta’sir gilgani uchun, (15.4)
formuladagi integralning quyi chegarasi a=o0 boMadi, yuqori chegarasi
esa, 6=0,03 boMadi.

Demak, izianayotgan ish:

m
003 . 2

A= f— xdx=-L —
0,03 0,03 2 0,03 2

Lo003) _p015 whm.

15.3-misol. Massasi m boMgan jismning Yer sirtidan vertikal »
masofaga koMarishda bajariladigan ishni toping.

Yechilishi. Yeming tortish kuchini F, Yerning massasini me

orgali belgilasak, u holda, Nyutonning gonuniga asosan, F=G ’>\<,

boMadi, bunda, x- jismdan Yerning rlgarkazigacha boMgan masofa. U
holda mm-G- k deb belgilasak , f =—, R<x<h+R, #-Yerning radiusi.
x =R boMganda, ~(g)-kuch, jismning ogMrligi P=mg ga teng boMadi,
ya'ni
’&TzP,K =P-R\ F{x)=’\5.
Shunday qilib, (13 30) formula5|ga asosan topamiz:
+h
n—JAu—PR2<A—Prn§|' _ IR
[ i x XR R+IL
15.4-misol. OgMrligi P =1,5m boMgan raketani Yer sirtidan « =2000

km balandlikka koMarish uchun bajarilishi zarur boMgan ishni toping.

Yechilishi. Yemingjismni tortish kuchi F yoki jismning ogMrligi,
uning Yeming markazidan ganday x uzogqlikda joylashganligiga bogMiq
boMadi:

f(x)=A-, bu yerda, - 0‘zgarmas son.
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Agar P- jismning, u Yer sirtida, ya’'ni Yerning markazidan R
radiusga teng masofada joylashgandagi  ogMrligi boMsa, u holda

P=r a=pr2 va koMarilayotgan dvigatelning, raketa Yeming markazi-

dan x masofada boMgan lahzadagi yengib o‘tish ¢ kuchi, * ning

ma’lum funksiyasidan iborat boMadi: « «)= —4~. Endi raketani * ba-
-

landlikka ko'tarishda uning dvigateli ishini gandaydir g(x) funksiya deb,
hamda raketani yana dx kichik balandlikka koMarishda, £ funksiya
o‘zgarmaydi deb, bajarilgan ish orrtirmasi uchun,

~F(Jdx=" . dx=d
Ag ~ F(x]dx WA X =dd

taqribiy giymatni topamiz.
Raketani Yer sirtidan w balandlikka koMarishda .YO'zgaruvchi R
dan R+u gacha o'zgaradi. Shu sababli, izlanayotgan A ish,

n.JnM -m'"\J =

integral orgali ifodalanadi.

P =1,5T, H=2000km, R =6400 km boMganligidan, A =2 285714000ArLL»

* 22422854340 ] boMadi. Endi dvigatelning, raketani Yerning
tortilishidan toMa ozod qilish uchun bajarish kerak boMgan ishini,
u cheksiz ortib borganda, a(h) ishning limiti sifatida anigqlash mumkin:

. . PRH
g’rl;A(H)z lim ReH pR

p va u ning yuqorida berilgan giymatlarida bu ish 9600 000 000
kGm~94176000 000j boMadi.

15.5-misol. Balandligi tf =i5m va radiusi n =o4», boMgan silindr

(10330 kg/ni2) atmosfera bosimi ostida gaz bilan toMdirilgan
bo'lib, porshen bilan yopilgan. Porshenni silindr ichida h-\.2m
masofaga ko‘chirish uchun gazni izotermik kesishda sarflanadigan ish
(miqgdori) topilsin.

Yechilishi.  Gaz holatining izotermik, ya’'ni temperatura
o'zgarmagan holda, o'zgarishida v hajm va gazning p bosimi orasidagi
bogManish, Boyl-Mariott qonuniga asosan, pv=c=const formula orqali
ifodalanadi.

Shuning uchun, agar porshen silindming ichida * masofaga
itarilsa, porshenning yuza birligiga gazning p(x) bosimi,
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porshenning to‘la S yuzasiga boMgan bosim esa, P(x)=sP(x)=
boMadi.

Endi, porshenni xm ga itarishda sarflanadigan ishni gandaydir q(x)
funksiya deb olib, va porshenni kichik dx masofaga itarishda unga ta’sir
giladigan />(*) bosimni o‘zgarmas, deb hisoblab, ~(g;) funksiya ortirmasi
differensialining taqribiy migdorini topamiz:

Aq =P(x)dx=F_7dx=dq

Izianayotgan umumiy A ishga x ning o dan h gacha o‘zgarishi

mos keladi, shuning uchun,

=-cIn(H-x) ;=cln---=---- .
H -x H-h

H=15m, R=04/n, It=1,2m,p,,= 10330Ar/w’' bii'lganda,
v0 =5 R2H =0,243/2"; ¢ = pOv0 = 2479,28; O* 12533,3KIT * 122951,7].

A=c{

15.3. Igtisodiy hisob-kitoblarga tadbiglar bo‘yicha misollar.

15.6-misol. Agar korxonadagi ishchining mehnat mahsuldorligi
dar T
funksiya orqali ifodalansa, ishchi ish kunining uchinchi soati
davomida gancha hajmdagi mahsulot ishlab chigarishini aniglang.
Yechilishi.  Agar ishchining t vaqt davomidagi mehnat
mahsuldorligi uzluksiz /(() funksiya orgali ifodalansa, ishchi t dan t2
gacha oMgan vaqt oraligMda, hajmi
v=)fNe (15.5)
f
formula bo'yicha aniglanadigan, mahsulot ishlab  chigaradi.
Qaralayotgan misolda,
/=741
boMganligidan, izianayotgan hajm,

r =KA7T+4)7 2@ $1)#40

=anl0+12-In7-8 :In7 +4

+4; /1,=2. t§=3

boMadi.
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15.7-misol. Agar magazinga yangi tovar olib kelinishi /(/)=2r+5
funksiya orqgali ifodalansa, magazinda uch kun mobaynida gancha
hajmda tovar to‘planishini aniglang.
Y echilishi. Qaralayotgan misolda
/(/)=2/+5, t, =0, 12=3
boMganligidan, izlanayotgan hajm uchun, (15.5) formuladan foydalan-
gan holda,

bo‘lishini olamiz.

15.4. Elektr energiyasining sarflanishini bashorat qilish
(oldindan aytish). Ma’lumki. elektr energiyasining har bir chiroq
yoki fonar tomonidan sarflanishi, quyosh botgandan to u chigquncha
davom etadi. Kecha gancha qgisqa boMsa, shuncha kam elektr energiyasi
sarflanadi. Yilda eng gisqa tun 22 iyunga to‘g'ri kelganligini, eng uzun
tun esa, 22 dekabrga to'g'ri kelganligini hisobga olsak, ulardan
birinchisida, ikkinchisidan kam energiya sarflanishini olamiz.

Shunday qilib, energiyaning sarflanishi <o- tebranishli jarayondan
iborat ekan. Bu jarayon,

(15.6)
funksiya  orgali ifodalanishi mumkin. Bunda 0,025 qo‘shiluvchi,
maksimumning, r=-0,025 qiyniatga to‘g‘ri kelishini, ya’'ni har bir yil
boshlanishidan o0 025 365=9 kun oldinga, 22 dekabrga to‘g‘ri kelishini
ko'rsatadi; in ko‘paytuvchi esa, uzunligi 1 ga (yilga) teng boMgan
davrni aniglaydi.

15.8-misol. Tarmoq tomonidan, x=o0 dan *=i gacha, bir yilda
energiya sarflanishi, (15.6) funksiya orgali ifodalansin, bu erda i va f
gandaydir sonlar. (J holda, tarmoq /=0 dan t=1 gacha o‘tgan bir yilda
gancha energiya sarflashini aniglang.

Y echilishi. Yuqoridagi bandlarda bajarilgan ishlarni hisobga olgan
holda, d vaqt davomida sarflangan energiya wdt, vyil davomida
sarflangan energiya esa,

jwdt
O

integralga teng boMishini ko’ramiz. U holda,
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jO wdt =j0[6 +ccos(2*(f +0,025))]rff =

1
=b +c16cos(2 n(t+0,025))/1.

Oxirgi integralni hisoblash  uchun, 2n((+0,025)=r almashtirish
olamiz. Natijada,

——0,025, dt —
2 2n

Jcos(2*(/ +0,025)V< =t=0=r =0,051-,
0 t=1 =2,05n

2,05» )
_ZIH fcosa*c— —'I (MI'IF]_ % =8

boMadi.

Bu yerdan, bir yilda energiyaning sarflanishi, b birlik quvvatni
tashkil etishini olamiz.

15.9-misol. Har bir lampa va fonaming *=o0 dan *=i gacha
energiya sarflashi (15.6) funksiya orqali ifodalangan boMsin,bunda b va
c— gandaydir sonlar. Tumanning yoritish tarmogM u=u,+at chizigli
gonun bo'‘yicha o‘ssin (ortsin), bu yerda t- yillar bilan oMchanadi. U
holda, tarmogning t=o0 dan t=\ gacha oMgan 1 yilda sarflagan
energiyasini hisoblang.

Yechilishi. Bu misolda dt vaqt birligi davomida sarflangan
energiya uwdt miqgdorga, bir yil dlavomida sarflangan energiya esa,

j uwdt
0

integralga teng boMishini koMamiz.
Demak,

jluwdt (é)\](u,, +at\b +ccos(2/r(f +0,025))]rf; =
bo'laklab integrallash usuli,
o'zgaruvchilami almashtirish usuli
* bu,, +0,5ab +0,025 ac.
Bu yerdan, tarmoq tomonidan 1yilda sarflangan energiya miqdori
buo +0,5ab+0,025ac birlik quvvatdan iborat boMishi kelib chigadi.
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Mustaqil yechish uchun misollar

15.1. Bo‘shligda pastga tushayotgan jismning teziigi v=9.8f m/cek
formula bo'yicha aniglanadi. Jism tushish boshlangandan 10 sekund
vaqt o'tganda gancha yo‘l bosib o‘tishini aniglang.

15.2. Jismning harakat teziigi v=(3t2-2t) cm/cek formula bo'yicha
aniglanadi. Jism harakat boshlangandan 4 sekund vaqt o'tganda gancha
yo'l bosib o'tadi?

15.3. Jismning harakat teziigi v=j5t+4 m/cex formula bo'yicha
aniglanadi. Jism harakat boshlangandan 9 sek vaqt o'tganda gancha yo'l
bosib o'tadi?

15.4. Jismning harakat teziigiv=(4f—¥cm/cek.Uning uchinchi

sekundda bosib o'tgan yo'lini aniglang.

15.5. 6 kG miqgdordagi kuch prujinani 8 sm ga cho'zganda, u
ganday ish bajarishini aniglang.

15.6. Prujinani 4 sm ga cho'zganda 10 kGm migdordagi ish
bajarilishi ma’lum. Prujinani 10 sm ga cho'zish uchun ganday ish
bajarilishini toping.

15.7. Radiusi R ga teng bo'lgan yarim shar shaklidagi qog'ozdan
suvni chigarishda sarf bo'ladigan ish migdorini aniglang.

15.8. Silindrda diametri 20 sm va uzunligi 80 sm bo'lgan porshen
harakat qiladi. Bu silindr p,=\0kr/cM2 bosim ostida bug' bilan
to'ldirilgan  bo'lsa, temperaturani o'zgartirmasdan qanday ish
bajarilganda, bug'ning hajmi ikki baravar kamayadi?

15.9. Agar 5 kI" kuch prujinani 25 sm ga cho'zsa, u holda
prujinani 6 sm ga cho'zish uchun ganday ish bajarish kerak?

15.10. Agar 1 kI kuch elastik prujinani 1sm ga cho'zsa, u holda,
prujinani 10 sm ga cho'zish uchun ganday ish bajarish kerak (Guk
goidasidan foydalanish kerak)?

15.11. Agar korxonadagi ishchining mehnat mahsuldorligi

/(()="~+i funksiya orqali ifodalansa, ishchi ish kunining to'rtinchi

soati davomida gancha hajmdagi mahsulot ishlab chigarishini aniglang.
15.12. Agar magazinga yangi tovarlar olib Kkelinishi /(r)=2/+5
funksiya orqgali ifodalansa, magazinda 6 kun mobaynida gancha hajmda
tovar to'planishini aniglang.
15.13.Tarmoqg tomonidan g=o dan x™\ gacha o'tgan, bir yilda
energiya sarflanishi h=3+2cos(2t(<+0,025)) funksiya orgali ifodalansin. 2
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yilda, ya'ni /=0 dan t=2 gacha o‘tgan davrda sarflangan energiya
miqdorini aniglang.

15.14. Har bir lampa va fonaming *=o0 dan *=i gacha o'tgan
vaqgtda energiya sarflashi  w=3+2cos(2/(/+0,025)) funksiya orqali
ifodalangan boMsin. bunda b va c- gandaydir sonlar. Tumanning
yoritish tarmogM n=2+% chizigli gonun bo‘yicha o‘ssin (ortsin), bu erda
i- yillar bilan oMchanadi. U holda tarmogning t=o0 dan r=i gacha o'tgan
lyilda sarflagan energiyasini hisoblang.

15.15. Har bir lampa va fonaming x=o0 dan *=| gacha energiya
sarflashi iv=3+2cos(2*('+0,025)) funksiya orgali ifodalangan bo4sin,bunda
b va c- qandaydir sonlar to'plamining yorilishi tarmogM u=i+2/]
kvadratik gonun bo'yicha o'ssin (ortsin), bu erda 1- yillar bilan
oMchanadi. U holda, tarmogning t=o dan t=1 gacha o‘tgan 1 yilda
sarflagan energiyasini hisoblang.

Mustaqil yechish uchun ntisollarning javobiari

15.1. 40 15.2. 48u. 15.3. = n.15.4. 9cm 15.5. 024«rwm.

15.6. 625¢rm. 15.7. Ef*KrM.. 13.8. 1740°Tc*. 13.9. A=360-n.

13.10. A=05kl. 15.11. In]j+1-15.12. 66. 15.13. 4 birlik quwat.
15.14. 925 birlik quwat.15.15. 526 birlik quwat.
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IV bob. KO‘P 0 *ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR

16-§. Evklid tekisligi va Evklid fazosi. Evklid fazosidagi muhim
to'plamlar

16.1. Evklid tekisligi va Evklid fazosi. *va y haqiqiy sonlamin
mumkin boMgan har ganday tartiblangan (*y) juftlari - to‘plamiga
koordinatalar tekisligi deyiladi. Bunda har bir (x,y)- juftlik koordinatlar
tekisligining nuqtasi deyiladi va qisgacha, m harfi orgali belgilanadi. x
va y sonlar- \l nuqgtaning koordinatalari deyiladi. u(x.y) yozuvda, * va
v - M nuqtaning koordinatalarini anglatadi.

16.1-ta’rif. Agar koordinatalar tekisligining ixtiyoriy va
M:(x.;y2 nugqtalari orasidagi p(mum2) masofa tushunchasi Kkiritilgan
boMib, u

p{m>m 2)=fixi-x2f +0' - y2f
formula bo‘yicha aniglansa, u holda koordinatalar tekisligi Evklid
tekisligi deyiladi va R2 orgali belgilanadi.

m oMchovli koordinatalar fazosi va Evklid fazosi tushunchalari
ham shunga o‘xshash kiritiladi. x,..rr...xa haqiqiy sonlaming mumkin
boMgan har ganday tartiblangan xI,x2,..xm qiymatlar to’plamiga
koordinatlar fazosi deyiladi. Bunda har bir koordinatalar fazosining
(nr,, ar,) nuqtasi M yoki m (*, x2,...xm) orgali belgilanadi, xI,x2,...xm
sonlar esa, M nuqtaning koordinatalari deyiladi.

Agar koordinatalar f a z o siningva
nuqtalari orasidagi p{m ,W")masofa tushunchasi kiritilgan boMib, u

p(M\m")= fix[ -x i)' HV; -x,y +..+(*, ~xny*
formula bo'yicha aniglansa, u holda koordinatalar fazosi, Evklid fazosi
deyiladi va R™ kabi belgilanadi.

R™ fazoda .rva y nuqtalar orasidagi p(x,y) masofa quyidagi
xossalarga ega:

16. p(x,y)>0, p(x,y)=0 fagatvafagat .r=> boMganda;
2°. p(xv)=p0");
3% px V)< p(x.)+pCLy).
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16.2. Evklid fazosidagi muhim to‘plam!ar. Evklid fazosidagi {&/
to‘plamga doir misollar keltiramiz.

1) {m}=\x,y)-xe.R,yeR,{x-af+ { y - to‘plamga, R2 fazoda,
markazi MO0(a-,b) nuqgtada, radiusi r ga teng boMgan yopiq doira
({x-af +(y-bf <r2 ga - ochiq doira) deyiladi. Mos ravishda,
(c., jc2), (x,jc2,x,) va (xI,x2,...xm) tartiblangan juftlik, uchlik va
hokazolami ikki oMchovli, uch oMchovli va m oMchovli vektorlarning
; koordinatalari deb ham garash mumkin:

X = (AT, X21 X = (A7, *2,%3 )> X = (AT, A2 oo AT ).
Ko'p hollarda, g=(gr,.x2,...4r,,) simvolga, koodinatalari x1,x2,...jci,
boMgan M nuqta yoki OM vektor, deb garaladi.

16.1-eslatma. Agar Rm koordinatalar  fazosini koordinatalari
Xi,x2,..jx,, boMgan x vektorlar fazosi deb qaralsa, u holda,

jc=(xqjc2...jc.X .. vektorlarning yig 'indisi deb, koordinatalari
X,+y, X2+y2,..xm+y, boMgan vektorga aytiladi; x=(x,,x,,....xj vektoming
biror a- haqgiqiy songa Jx ko'paytmasi deb, koordinatalari

/ii,, nx2,....nxt boMgan vektorga aytiladi.

Agar Rm vektorlarfazosi deb qgaralib, uning elementlarini gqo‘shish
va biror hagiqiy songa ko‘paytirish amallari aniglangan boMib, bu
amallar, quyidagi:  \)x+y=y+x, 2){x+y)+: =x+(j>+\ 3) shunday 0
nul element mavjud boMib, Vx element uchun x+o=x, 4) Vx uchun
unga garama - qarshi g vektor mavjud boMib, x+x'=o; 5)
Nx+y)=Nx+y,  6) @AHUX=IX+/x; 7) AMY=p)X; 8) lar=pg
aksiomalami ganoatlantirsa, u holda, chiziqli vektorfazo deyiladi.

R* chizigli vektor fazoda ikkita X=(XbX2,..X,,), Y ={y\,yr,-,yT1)
m
vektorga (m,y)="x/¥ sonn' mos qo'‘yish orqali, ikki vektoming (x,>)

skalyar ko'paytmasi aniglanadi. yl(xx) son x vektoming uzunligi
deyiladi vay P kabi belgilanadi.

Agarda (x,j>)=0 boMsa, u holda, x va y vektorlar o'zaro
ortogonal deyiladi.

Agar x va y vektorlar nuldan fargli vektorlar boMsa, u holda, ular
orasidagi < (0 <<p<n) burchak

(x,y)
coSZ=TTT

formula orgali topiladi.
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2) {m}= Rye R,.e R,(x-a)2+Hy-i)2+(r-c)2Sr2}to‘plam R3
fazoda markazi MO0(a,b,c) nuqtada, radiusi r ga teng boMgan yopiq shar
((*- )2+ - bf +(z- cf <r2- ochiq shar ) deyiladi va u gisqacha,
p(m,m,,)<r, (p{™m,m,,)<y) kabi yoziladi.

3) {M}={fay).-Te/?ve« |j-a|<rf,|y-*|<rf.} to'plam markazi MO(a;b)
nuqtada bo‘lgan koordinatalar to ‘g 'ri to ‘rtburchagi,

{m}={@,;=>):xe RyeR,:e R \x-a\<d, \y-b\<d:,\:-c\<dI\
to‘plam esa, markazi MO0(a,b,c) nuqtada bo‘lgan koordinatalar
parallelepipedi deyiladi.

4) {M}=xLX2,..0n.): x, € Rji= X°)~ +{X2-X 2y~+....+(T,, ~x°) <r2}
to‘plam, R fazoda, markazi MO( x ° , x nuqtada, radiusi r ga teng
boMgan yopig shar deyiladi va qisqacha, p(M,M0)<r shaklida yoziladi
tp(M,Ma)<> - ochiq shar).

5) {m}=fx,xj:x, 6Ri=L*n(X -x")I+(X, -X]j)* +....+(x,-X") =/"2}
to‘plam, rRm fazoda, markazi ..X°) nuqtada, radiusi /-teng
boMgan sfera deyiladi.

16.2-eslatma. Markazi MO(xi,x°,...,x°) nuqtada, radiusi r ga teng
boMgan ochiq sharga, markazi MO[X° x%,..,x°) nuqtada radiusi r ga teng
boMgan sferani qo‘shsak, natijada markazi A/ nuqtada radiusi r ga teng
boMgan yopiq shar hosil boMadi.

16.2-ta’rif. Markazi MO0(x,°x°,...x°) nuqtada radiusi s> 0 boMgan
ochig p(M,M0)<£ sharga MO0 nuqtaning atrofi deyiladi.

i 3= IX,.X2,....%,,): x,e Ri=\m, <AL X-xE] <dze o x C<dmg
to‘plam (dxd2,..dm- lar biror o‘zgarmas sonlar), m- oMchovli ochiq
koordinatalar parallelepipedi yoki M0 nuqtaning to*g'ri burchakli atrofi
deyiladi.

Quyidagi elementar tasdiglar o'rinli: MQnugtaning ixtiyoriy e -
atrofi, MO nuqtaning biror to‘g‘ri burchakli atrofida joylashadi; M,
nugtaning ixtiyoriy to‘g‘ri bo‘rchakli atrofi, uning biror s - atrofida
joylashadi.

Hagigatan ham, belgilangan £>0 da d, =d2=..=d, =-"= deb olinsa,

u holda ko'rsatilgan dud2,..dm- larda MO nuqtaning to‘g‘ri burchakli
atrofi uning s- atrofidajoylashadi.
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Agar dx>0,d2>0,.,dn>0 lar belgilanib, e=mn{d,</2...dm) deb
olinsa, u holda, MO0 nuqgtaning (ko'rsatilgan d],d2,..dm- larda ) to‘g"‘ri
burchakli atrofida, uning e - atrofi yotadi.

16.3-ta’rif. Agar m e {w}c ft" nuqtaning shunday e - atrofi mavjud
bo'lib, bu atrofning barcha nuqtalari “n} to‘plamga qarashli bo‘lsa, u
holda, M nugta. {A/} to'plamning ichki nugtasi deyiladi.

Agar M eRr" nuqtaning shunday s - atrofi mavjud bo'lib, bu
atrofning barcha nuqtalari {m } to'plamga qgarashli bo'Imasa, M nuqta,
{m }to'plamning tashqi nuqtasi deyiladi.

16.4-ta’rif. Agar n/e{m}cA“ nuqta, {&} to'plamning ichki
nuqtasi ham, tashqi nuqtasi ham bo'Imasa, u holda, M nuqta. {A}
to'plamning chegara nuqtasi deyiladi.

16.5-ta’'rif. Agar {n}c R* to'plamning hamma elementlari uning
ichki nuqtalari, ya’'ni uning ixtiyoriy M nugqtasi, 0'zining ixtiyoriy s -
atrofi bilan \\{} ga qarashli, bo'lsa, u holda, fW} to'plam, ochiq to‘plam
deyiladi.

16.6-ta’rif. A0 nuqtani o'zida saglovchi ixtiyoriy ochiq to'plamga
MO nuqtaning atrofi deyiladi.

16.7-ta’'rif. Agar ixtiyoriy {/Jcr™ to'plam o0'zining hamma
chegara nuqtalarini o'zida saqlasa, u holda, {#} to'plam, yopiq toplam
deyiladi.

16.8-ta’rif. Agar Aer" nuqtaning ixtiyoriy c- atrofida {xt)<=Rm
to'plamning, hech bo'Imaganda, A dan fargli bitta nuqtasi mavjud
bo'lsa, u holda. A nuqgta, {&} to'plamning limit nuqtasi deyladi.

{&} to'plam yopiq bo'lishi uchun, uning hamma limit nuqtalari
unga qarashli bo'lishi zarur va etarlidir.

16.9-ta’rif. Agar shunday m- o'lchovli shar mavjud bo'lib, {A}
to'plamning barcha elementlari shu sharga garashli bo'lsa, u holda, \u)

to'plam, chegaralangan deyiladi.
16.10-ta’rif. Ushbu

/={ n [/ X 8)eRm.r, =<pt)x2 = =pm(), a</< /%
to'plam, bunda pt(t), €{t),-,<p.() funksiyalar [a,(@i] segmentda uzluksiz
funksiyalar, uzluksiz chiziq deyiladi. 4?>,(a),...9m@)) va ,,(/?7)
nuqtalar L chizigning uchlari deyiladi.

Ushbu
{Al(gr,,.r;,,..,.n-Ae [?2":* = jr, = =x* +anl; -oo < t<00}
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(bunda, i*,.,,/;*,,®,,./;. -qandaydir sonlar) to‘plam, R" fazoda to'g'ri
chizig deyiladi. Ma’lumki, bu to‘g‘ri chizig MQx°x°2,...,x°) nuqtadan
o'tadi (M0 nuqgta r=0 ga mos keladi).

16.11-ta'rif. Agar {m} to‘plamning ixtiyoriy ikkita nuqtasini, shu
to'plamda to'lig yotuvchi uzluksiz chiziq bilan tutashtirish mumkin
bo'lsa, u holda, {fV} to'plamga bog'lamli to plain deyiladi.

16.12-ta'rif. Agar £ ¢ f to'plam ochiq bog'lamli to'plam bo'lsa,
u holda, £ to'plam, R* fazoda soha deyiladi.

Soha va uning chegarasining birlashmasi-yopiq soha deyiladi.

16.1-misol. Tekislikda koordinatalari, ushbu

(Br-2)2 +(y +3)! <25 (16.1)
longsizlikni ganoatlantiradigan nuqtalar to'plamining geometrik o'rnini
aniglang.

Yechilishi. ~ MaMumki, {M\={(x,y):*e n,ye R:{x-a)2+( v-b)' <r2}
m'plam, r2 fazoda, markazim(a,b) nuqtada, radiusi r ga teng bo'lgan
ochiq doirani ifodalaydi. Shuning uchun, koordinatalari (16.1)
longsizlikni ganoatlantiruvchi nuqtalar to'plami - markazi MO0(2;-3)

16.2-misol. Tekislikda koordinatalari
j(jic+4): +(y-2)725, né
\x- Yy +1 <0 s

Icngsizliklar sistemasini ganoatlantiruvchi nugqtalar to'plamining geo-
inctrik o'rnini aniglang.
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Yechilishi. Markazi MO0(-4;2) nuqtada, radiusi 5 ga teng boMgan
yopiq doirada yotgan barcha nuqtalarning koordinatalari
(*+4)2+G--2)2<25 tengsizlikni ganoatlantiradi.

x-y+ 1<0 tengsizlikni y>x+1 ko'‘rinishda yozib olamiz. y=x+i
to‘g‘ri  chizigda va undan yuqorida joylashgan nuqtalarning
koordinatalari .v-y+i<o tengsizlikni ganoatlantiradi (16.2-chizma).

(ar+4)2+(v-2)2=25 aylana bilan y=x+1to‘g‘ri chizigning kesishish
nuqtasini topish uchun in +4n +(-(\)/-2) ~25sistemani birgalikda Yechib,

- y+1:
n(z2), s(-4;-3) ekanligini topamiz. (16.2) tengsizliklar sistemasini
ganoatlantiruvchi nuqtalar to‘plami, (x+4)2+(y-2) =53 aylana va uning
ichida joylashgan, hamda >=x+I| to‘g‘ri chizig va undan yuqorida
joylashgan nuqtalarning kesishmasidir.

16.3-misol. Fazoda koordinatalari,

fx2+y2+r2>36,

[2x-3y+r-2 >0
tengsizliklar sistemasini ganoatlantiruvchi nuqtalar to‘plamining
geometrik o‘mini aniglang.

Yechilishi. x2+y2+z2>36 tengsizlikni, x2+y2+:2=36 sferada va
undan tashqarida yotgan, 2x-3y+r-270 tengsizlikni esa, r=2-2x+3y
tekislik va undan yuqorida joylashgan nuqtalar to‘plamining koor-
dinatalari qganoatlantiradi. Demak, sistemani, z>2-2x+3y fazo bilan
x2+y2+r2>36 shaming kesishgan gismini olib tashlash natijasida hosil
boMgan gismidagi nuqtalarning koordinatalari ganoatlantiradi.

16.4-misol. Markazi MO(i;2) nuqtada, radiusi 4 ga teng boMgan

doiradagi nuqtalar to'plamini, tengsizliklar sistemasi

Cf*~p .
[<p{(X)<y<4/[x)
ko‘rinishida tasvirlang.

Yechilishi. Ravshanki, berilgan doiradagi nuqtalarning absissasi -
3 dan 5 gacha o‘zgaradi. (x-12+(v-2)2=16 aylana tenglamasini,
v=2xVI5—2+2x ko'‘rinishda yozamiz.

Bunda, y =2+Vi5-x2+2x aylananing yugori gismini,
y =2--J\5+2x-x2 esa, aylananing pastki qismini ifodalaydi. Demak,
x [-35] segmentda o‘zgarganda, m ning giymatlari 2-Vi5+2x-r2 dan
2 +i]\5+2x-x2 gacha o‘zgaradi. Shunday qilib, berilgan doiraning
nugtalari to‘plami,
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- 3<x <5,
[2-VI2+2x-x2 <y <2+VI15+2x-Xx2
tengsizliklar sistemasi yordamida berilgan ekan.

16.5-misol. Ushbu )\(21+jvf'\+rJ:1 ellipsoid bilan chegaralangan

\a<x<b,

to'plamni, quyidagi, Mx)sy <y/(X) tengsizliklar  sistemasi
I (x,y)<r<T(xy)

ko‘rinishida tasvirlang.

Yechilishi. Berilgan ellipsoid tenglamasidan : =
x' 2
ekanligini topamiz. Demak, z ning o'zgarish sohasi, I---2-§-->1(6) dan
2 2

iborat. Bu soha, =l ellips bilan chegaralangan. Ellips

tenglamasidan, v=+41_~ boMishini topamiz. Bundan * ning - 5 dan 5
gacha o‘zgarishi kelib chigadi. * [-5?] segmentda o‘zgarganda vy

o'zgaruvchi, ~4Al~— dan gacha o'zgaradi.
Agar M nuqta ellipsning ichida yotsa, uchlari —1l—— va

1- P bo'lgan gismi ellipsoidning ichida yotadi. Demak, ellipsoid,

-5 <x <5,
-4JI A< V< Jl-—.
25— TX
\ 25 16 vV 25 16

tengsizliklar sistemasi yordamida beriladi.

16.6-misol. {m} - tekislikda koordinatalari x2+y2<25 tengsizlikni
ganoatlantiruvchi nuqtalar to‘plami bo‘lsin. U holda, a(3;4) nuqta, {m}
to'plamning limit nuqtasi ekanligini isbotlang.

Yechilishi. n(3;4) nugtaning, |x3]<<?, |y-4|<<6 (o<d'<l) tengsizliklar

orqali berilgan ixtiyoriy atrofmi olamiz. B|3--2,4-’\J nuqgta bu atrofda

yotadi va (3-yj +f4~f) <32 +42 =25 tengsizlik o‘rinli boiadi. Demak,
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B nuqta {V} to'plamga qarashli ekan. Shunday qilib, 16.8-ta'rifga
ko‘ra, n(3;4) nugta -{m} to'plamning limit nuqtasi boMadi.

16.7-misol. Tekislikda y£xJ tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
nuqtalar to'plami {v} ning yopiq to'plam ekanligini isbotlang.

Yechilishi. MaMumki, {v} to'plam yopig boMishi uchun, uning
barcha limit nuqtalari o‘ziga qarashli boMishi kerak. Shuning uchun,
ixtiyoriy n(a,b)&{/} nugta {v} to'plamning limit nugtasi boMmasligini
ko'rsatish etarli. ,<a6)s{w} boMsin. U holda, b<a' tengsizlikka ega

boMamiz. e=a2-b >0 deb olamiz. Shunday s<]| topiladiki, |xs]<g

tengsizlikdan P8-<3 |<~  boMishi  kelib chigadi. U holda,
|r-a]<c>\ly—6j<s tengsizliklardan
x2-y =(@2-b)+(b- i+ (X -a2)z (a2-6)-16 —vj-|x:-a'!jrpe- — =0.

Demak, A nuqtaning S atrofi {mj to'plamga qarashli emas.
Shuning uchun, A nuqgta - to'plamning limit nuqtasi boMa olmaydi.
Shunday qilib, {v}to'plam yopiq ekan.

16.8-misol. Ushbu x2+y2 <100 tengsizlik orgali berilgan {m)
to'plamning chegara nuqtalarini toping.

Yechilishi. Berilgan tengsizlikni ganoatlantiruvchi  nuqtalar
to'plami - markazi koordinatalar boshida, radiusi 10 ga teng boMgan
aylananing ichidagi nuqtalar to'plamidan iborat (aylanadagi nuqtalar {m)
to'plamga garashli emas).

Geometrik nuqgtai nazaridan, ravshanki, {¥/} to'plamning chegarasi

x2+y2=100 aylanadan iborat, x2+y2<100 va x2+v2>100
tengsizliklar bilan berilgan to'plamlar ochiq to'plamlardan iborat.
Shuning uchun, M +>2<100 to'plamning nuqtalari ham  {w}

to'plamning chegara nuqtalari bo'la olmaydi.

Endi x2+jf2=100 aylananing nuqtalarini garaymiz. VA(a;b) nuqta
shu aylanada yotsin. A nuqtaning ixtiyoriy atrofini garaymiz. Bu atrofda
koordinatalari <k} M<H tengsizliklarni va p>H b>H tengsizliklarni
ganoatlantiruvchi B(x,y) nuqtalar mavjud. Birinchi tengsizliklarni gano-
atlantiruvchi nuqtalar uchun, x2+y2<a2+b2=100, ikkinchi tengsizliklarni
ganoatlantiruvchi nugtalar uchun x: +y: >100.

Demak A(ab) nugta {m } to'plam uchun, 16.4-ta’rifga ko'ra, chegara
nuqta bo'ladi. MaMumki, berilgan to'plamning hamma chegara
nuqtalari. uning chegarasi bo'ladi.
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16.9-misol. [m] - tekislikda ikkala koordinatalari ham rasional
boMgan nuqtalar to‘plami boMsin. U holda tekislikdagi ixtiyoriy n{a-b)
nugta {v}to‘plamning limit nuqtasi bo‘lishini isbotlang.

Yechilishi. n(ab) nugtaning ixtiyoriy \x-a\<6, |y-6]<<? atrofini
garaymiz. a dan farqli shunday / rasional son topiladiki, [/-a<s
xuddi shunday, ftdan fargli r: shunday rasional son topiladiki, B-*]<<j
boMadi.

U holda, fi(r»2) nugta {a/} to‘plamga garashli boMib, u Aa-b)
nuqtaning belgilangan atrofida yotadi A(ab)). Demak, A ning
ixtiyoriy atrofida {mM} to'plamning n dan fargli nuqtasi mavjud ekan.
Shuning uchun, 16.8- ta'rifga ko‘ra, n{a-b) nuqta, M} to‘plamning limit
nuqtasi boMadi.

Mustaqil yechish uchun misoliar

Quyidagi tengsizliklar bilan berilgan nugtalar to'plamining
geometrik o'rnini aniglang:

16.1. y <2x+4. 16.2. yrE£6x.
16.3. (x-4)2+{y+6)2<25. 16.4. X1+6x+y'2y-26 >0
16.7. A to'plam, ar +y! >i tengsizlik, B-x1+y2<4 tengsizlik,
/)- v<8- rltengsizlik, c-y>x"'- tengsizlik bilan aniglanganda,
a) {AuB)r\{CuD\ b) (AN\B)yj(Cn D\

to'plamlarning geometrik o'rnini aniglang.

16.8. x2-4x+y3+6y =0 aylana va ,v+2y +l =o to'g'ri chiziq bilan
chegaralangan aylanma segmentning nuqtalari to'plamini tengsizliklar
Mstemasi yordamida ifodalang.

16.9. Uchlari, n(-12), b(3;7), C(6A), d(0;-2) nuqtalarda bo'lgan
to'rtburchakning nuqtalari to'plamini tengsizliklar sistemasi yordamida
ifodalang.

16.10. Uchlari ~(-3;i), fi(24), c(6;2), o(i;-i) nuqtalarda bo'lgan abcd
parallelogrammning nuqtalari to'plamini  tengsizliklar  sistemasi
yordamida ifodalang.

16.11. y=gr-6 paraboladan y=2*+i to'g'ri chiziq yordamida
kcsib olingan segmentning nugqtalari to'plamini tengsizliklar sistemasi
yordamida ifodalang.
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16.12. Tekislikda x-3y+4 =0 to'g‘ri chizigdan yuqorida, marka:
m0(2;-i) nuqtada, radiusi 10 ga teng bo‘lgan doiradan tashgarida
joylashgan nuqtalar  to‘plamini tengsizliklar sistemasi yordamida
ifodalang.

16.13. Ushbu nl o ellipsda va uning ichida yotgan nugqtalar,

uchlari n(o;5), B(- 36), ¢(3;0) nuqgtalarda boMgan uchburchakning nuqtalari
hamda y =x2 paraboladan yugorida yotgan nuqtalar to‘plamining
umumiy gismidan iborat boMgan, uchta to'plamning nuqtalari to‘plamini
tengsizliklar sistemasi yordamida ifodalang.

Quyidagi berilgan to‘plamlami bitta yoki bir nechta,

\af\ ~b ko‘rinishdagi tengsizliklar sistemasi yordamida
\rp{x)<y<y/(x)
ifodalang:

16.14. Tomonlari: * =3, x=5,3x-2y +4 =0,6x-4y +2 =0 boMgan
parallelogram.

16.15. x>Qy >Q x2+/ <4 tengsizliklar bilan berilgan soha.

16.16. 4 ellipsning ichki gismi.

16.17. y=x2 y =Vx parabolalar bilan chegaralangan soha.

16.18. y- =6x parabola va x=2 to‘gMH chizig bilan chegaralangan
soha.

16.19. x=2,y =x to‘g‘ri chiziglar va xy=I giperbola bilan
chegaralangan soha.

Fazoda tengsizlik yoki tengsizliklar sistemasi yordamida berilgan
nuqtalar to‘plamining geometrik o‘rnini aniglang:

16.21. xyz>o.
16.22. xJ+y2+r! <9, 16.23. 4<x2+y2+:2<16.
16.25. Fazodagi 44;ip) nuqtadan 2x+6y+3r-12 =0 tekislikk

parallel tekislik o‘tkazilgan. Aylanma paraboloidni shu tekislik bilan
kesganda hosil boMgan sohani tengsizliklar sistemasi orqali ifodalang.

Quyidagi berilgan to‘plamlami:
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\a<x<b,

1s(X)EYAXK )

Ih(xy)<r <U(xy)
tengsizliklar sistemasi ko‘rinishida ifodalang.

16.26. i “+=f +* =i sirt bilan chegaralangan soha.

16.27. *= Y= Z +~2 ]| sjrt bilan chegaralangan soha.
b-J ¢ g g

16.28. x=Qy=Qr =Q x=2,y =4, x+y+r =8 tekisliklar bilan
chegaralangan soha.

16.29. 2a:=x2+y2 paraboloid va x2+y2+r2=3a2 shar bilan
chegaralangan soha.

16.30. x2+y2+r2=ft2sharva x2=y£ +r2(v>0) konus bilan
chegaralangan soha.

16.31. {m} - tekislikdagi ikkala koordinatasi ham irrasional bo'lgan
nugtalar to'plami bo'lsin. U holda, tekislikning ixtiyoriy nfa-b) nuqtasi,
{m} to'plamning limit nuqtasi ekanligini isbotlang.

16.32. {m} - tekislikda absissasi rasional, ordinatasi esa, irrasional
bo'lgan barcha nuqgtalar to'plami bo'lsin. U holda, tekislikning ixtiyoriy
n(a;b) nuqtasi {m}to'plamning limit nuqtasi ekanligini isbotlang.

16.33. Tekislikning A\Fn' (mn=212,....) ko'rinishdagi barcha
j

nuqtalaridan iborat bo'lgan {m} to'plamning limit nuqtalarini toping.
Koordinatalar boehi {m}to'plamning limit nuqtasi bo'ladimi?

16.34. A(34) va B(-12) nuqtalar va fagat shu nuqtalar limit
nuqtalari bo'lgan, hech bo'Imaganda, bitta to'plam tuzing.

16.35. Hamma limit nuqtalari fagat A@Qn) (n- butun son)
ko'rinishda bo'lgan to'plamni tuzing.

16.36. Ikkita ochig to'plamlarning vyig'indisi ochig to'plam
ekanligini isbotlang.

16.37. Ikkita yopig to'plamlarning yig'indisi yopiq to'plam
ekanligini isbotlang.

16.38. Koordinatalari quyidagi x+y>5, x2+y2<100 tengsizliklami
ganoatlantiradigan nuqtalar to'plamining ochig to'plam ekanligini
isbotlang.

16.39. Koordinatalari ushbu x+y>5, x2+y2<100 tengsizliklami
ganoatlantiradigan nuqtalar to'plamining yopiq to'plam ekanligini
isbotlang.
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Quyidagi tengsizliklar orgali aniglangan to'plam laming gaysi biri
soha boMadi?

16.40. 4<x2+v2<25.

Mustagil yechish uchun misollarning javoblari

16.1. y =2x+4 to‘g‘ri chiziq va undan pastdagi nugqtalar.

16.2. y2=6x parabola ustida yotuvchi va undan tashqgaridagi
nuqtalar to‘plami.

16.3. Markazi M,(4;-6) nugtada, radiusi 5 ga teng boMgan aylanada

va uning ichida yotgan nuqtalar to‘plami.  16.4. Markazi MO(-3; 1)

nuqtada, radiusi 6 ga teng boMgan aylanadan tashqarida joylashgan
nugtalar to‘plami. 16.5. Markazi /00 nuqgtada, radiuslari 3 va 4

boMgan konsentrik aylanalar orasidagi nuqtalar to‘plami. 16.6.
Markazi Mo(0;,0) nugtada, radiusi 5 ga teng boMgan aylananing ichidagi
hamda y =2x2 paraboladan yuqgorida joylashgan nuqtalar to‘plami.

>> v\

16.12 16.13

0<x <2

0 <.y< n/4—g2.
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r-5<i <5

16 0<x<t

16.16. N 25-x2<y<-V25-x2 T x2<y<Tx.

16.18. 16.19. jO-*-1 [' * 2

|-y/Bx <y < <j6x. [0<y <X, 10<y <—.

16.20. Birinchi oktantdagi nuqtalar (koordinatalar tekisliklaridan
tashqari).16.21. Birinchi, uchinchi, oltinchi va sakkizinchi oktantdagi
nuqtalar (koordinatalar tekisliklaridan tashqari) . 16.22. Markazi
koordinatalar boshida, radiusi 3 ga teng boMgan shaming nugqtalari.

16.23. Radiuslari 2 va 4 ga teng boMgan konsentrik sferalar bilan
chegaralangan soha (bu sferalar ham kiradi). 16.24. Markazi

koordinatalar boshida, radiusi 5 ga teng boMgan sfera hamda o‘qi O: va
radiusi 3 ga teng boMgan doiraviy silindr bilan chegaralangan soha
(soha chegaralaridan tashqari).

m5S1S5,

16.25. x2+v2”Nr <2x +6v +3r- 29.16.26.
-a<x<a, (0<x<2,

16.27. zVaZ-*2<y<—\Ia2—x2, 16.28. o<y <4,

O<r<8-x-v

-a <x<a, 0<x<R%,

16.29. - Wa2-x2<y<\la2-x2, 16.30. - x<y <x
I_lfx§+y'-)<;<y|3a--x2-y2_ - V*R2-y 2<r <V*3-y2.
a

16.34. 4,[3+|;|;4)| va B&,f-l+|_-l;2| n=12..16.35. Misol uchun

M~y
16.40. Soha. 16.41. Sohaemas.
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17-8. Ko'p o'zgaruvchili funksiya tushunchasi va uning aniglanish
sohasi

[M\ ({m Jer R7) to'plam berilgan bo'lsin.

17.1-ta’rif. {mj to'plamning har bir M(x,y) nuqgtasiga biror gonun
yoki qoida yordamida u son (ue/) mos qo'yilgan bo'lsa, {/}o'plamda
ikki o'zgaruvchili u=u(m) yoki u=f(M)=f(x,y) funksiya aniglangan
deyiladi. Bunda {Af} to'plam- funksiyaning aniglanish sohasi, {U} to'plam
esa, funksiyaning giymatlar to plami yoki o zgarish sohasi deyiladi.

{nr}c R* to'plam berilgan bo'lsin.

17.2-ta’rif. {a/} to'plamning har bir M(x,,x2...,xJ nuqtasiga biror
gonun yoki qoida yordamida biror n son (ueR) mos qo'yilgan bo'lsa,
{A/to'plamda m o'zgaruvchili funksiya aniqlangan deyiladi va u
n=wu(n/) yoki u=f{M)=f(xl,xL,...xM kabi belgilanadi. Bunda {w} to'plam
funksiyaning aniglanish sohasi deyiladi. {} to'plam esa, uning
giymatlar to'plami yoki o zgarish sohasi deyiladi. Bundan buyon,
funksiyaning aniglanish sohasini D(/), o'zgarish sohasini esa, E(f)
orqali belgilaymiz.

17.3-ta’rif. f{hi)=f{xl,x xu)- C(ce R) shartni ganoatlantiruvchi
n/e£(£eN") nuqtalar to'plamiga, /(a/) funksiyaning c - sathi deyiladi.
Ko'p hollarda, ikki o'zgaruvchili f(x,y) funksiyaning ¢ - sathi, sath chizi-
g i, uch o'zgaruvchili f(x,y,z) funksiyaning c - sathi esa, sath sirti deb
yuritiladi.

u=f(M) funksiya E sohada (m e e € Rm) berilgan bo'lsin.

17.4-ta'rif. Agar vw ¢ E, IM e E, Ae R uchun

/{LIJ):/([J,l,,,El,lr:..,,EI, X,)=AT7(Xx,4T,..., X.)

tenglik o'rinli bo'lsa, u holda /(a/)- a darajali birjinslifunksiya deyiladi.

Agar yuqoridagi shartlarda /(sny)=lgdnv(m) tenglik o'rinli bo'lsa,
/(n/) m- darajali musbat bujinslifunksiya deyiladi.

Masalan, f(x)=x, xe R 1- darajali birjinsli funksiya, f(x)=]4 xe R,
1- darajali musbat birjinsli fusnksiyadir.

17.1-misol. Quyida berilgan funksiyalarning aniglanish sohasi va
0'zgarish sohasini toping:

) n=-J16-x2—y1;2) u=Inxy; 3) n=x2+xl +..+X2.

Yechilishi. 1) Berilgan funksiya tekislikning koordinatalari

i6-x;-.v2>0 tengsizlikni ganoatlantiradigan M(x,y) nuqtalar to'plamida
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aniglangan. Bu tengsizlik, .r2+y; <i6 tengsizlikka teng kuchli. Oxirgi
tengsizlik, markazi A/, (00 nuqtada, radiusi 4 ga teng bo'lgan doirani
ifoda giladi. Demak. funksiyaning aniglanish sohasi £4«): tekislikdagi
markazi koordinatalar boshida, radiusi esa, 4 ga teng boMgan yopiq
doiradan. giymatlar to‘plami yoki o'zgarish sohasi £(u): [04]—
segmentdan iborat ekan.

2) n—inxv funksiya, tekislikning koordinatalari xy>0 tengsizlikni
ganoatlantiradigan M(x,y) nuqtalar to'plamidan iborat. Oxirgi tengsizlik,
a)x>0,v=>0; b)x< 0,y <0 tengsizliklar sistemasiga teng kuchli.

Demak, berilgan funksiyaning aniglanish sohasi, koordinatalar
tekisligining birinchi va uchinchi choraklaridan iborat (koordinatalar
o'glari kirmaydi), o'zgarish sohasi £(») esa, -oo<«<oo son o'gidan
iborat.

3) u=xf +xl +... +x,, funksiya Rmfazoda aniglangan bo'lib, uning
0'zgarish sohasi, [()«>) dan iborat.

17.2-misol. Quyida berilgan funksiyalarning aniglanish sohasi
toping va uni chizmada ko'rsating.

b ou=, y 2) n=ylx2)(\'+3\  3)k =1nx-1ny;
1 X2+Y 5)U X +y
wqp 2X-X'

Y = é” funksiya, x va y o'zgaruvchilaming,

kasrning ~ maxrajini nolga aylantirmaydigan qiymatlari to'plamida
aniglangan, ya'ni £)(«) butun tekislikning y- 3x to'g'ri chizigdan
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2) uy=yUx-2)Cv+3) funksiyaning ma’'noga ega bo‘lishi wuchun,

(x- 2)(y +3)>0 tengsizlik o'rinli bo'lishi kerak. Bu tengsizlik,

-2<0Q
yoki Jx 2 ° tengsizliklar sistemasiga teng kuchli.
y +3<0

Birinchi sistemaning Yechimi, x>2,y>-3 dan iborat; ikkinchi
sistemaning Yechimi esa, x <2, y <-3 dan iborat. Izlanayotgan sohani,
ya'ni berilgan funksiyaning aniglanish sohasini, topish uchun
koordinatalar tekisligida x=2 va y =-3 to‘g‘ri chiziglami chizish etarli

(17.2- chizma).

3) u=inx-in.y funksiyaning ma’'noga ega bo'lishi uchun, x>0,y>¢
tengsizliklar o'rinli bo'lishi kerak. Demak, berilgan funksiyaning
aniglanish sohasi, koordinatalar tekisligining birinchi choragidan iborat
(koordinatalar o'qlari kirmaydi) (17.3-chizma)

\

>

17.3-chizma. 17.4-chizma.

nuqtalar to'plamidan iborat. Bu tengsizlik quyidagi

[(x-1)2+.v2<1; 1<(x-1)3+y 2\
ikkita tengsizliklar sistemasiga teng kuchli.
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Birinchi tengsizliklar sistemasini markazi nuqtada, radiusi

2 ga teng boMgan yopig doiraning tashqarisidagi nugqtalarning, va

markazi wm,(i;0) nuqgtada, radiusi 1 ga teng boMgan ochig doiraning
ichkarisidagi nuqtalarning, koordinatalari qganoatlantiradi; ikkinchi

tengsizliklar sistemasini esa, markazi As.f~0j nuqtada, radiusi ~ ga

teng boMgan yopiq doiraning ichidagi nuqtalarning va markazi ™ (i;0)
nugtada. radiusi 1 ga teng boMgan ochig doiraning tashqarisidagi
nuqtalarning koordinatalari ganoatlantiradi (17.4-chizma).

Shunday qilib, berilgan  funksiyaning aniglanish  sohasi:
koordinatalari x<x2+y'-<2x tengsizlikni ganoatlantiruvchi nuqtalar
to'plamidan iborat ekan.

5) u= *m*-~— funksiya ma’'noga ega boMishi uchun, x,y,r

yJ9-X2-y 2-r:
o‘zgaruvchilar  9-x2-y2-z2>0  vyoki X2+y2+:2<9 tengsizlikni
ganoatlantirishi kerak. Bu tengsizlik, fazoda markazi koordinatalar
boshida, radiusi esa, 3 ga teng boMgan ochiq sharni ifodalaydi (17.5-
chizma).

17.3-misol  u=eJ-1-x2-y 2(sin2nx +sin2w)
funksiyaning aniglanish sohasini toping.

Yechilishi. JAT-x!-y2- ifoda x va vy
ning ixtiyoriy haqiqiy giymatlarida mavhum
sonni ifodalaydi. Shuntng uchun berilgan
funksiyaning aniglanish sohasi x va y ning

17.5-chizma.
sin! jix+sin3m>~0 (*)

tenglamani ganoatlantiradigan giymatlar to‘plamidan iborat boMadi. (*)
dan sinA* =0, sinay =o. Bu tenglamalarni, x va y ning butun giymatlari
ganoatlantiradi, ya'ni a(n\1) nuqtalar to‘plami (n va m butun sonlar),
berilgan funksiyaning aniglanish sohasini ifodalaydi.

17.4 -misol. Quyidagi berilgan funksiyalarning ¢ -sath chiziglar
topilsin:
3 n=xy, 2)u=Jy-x,
3)u=~"36-4x2-9v2; 4) M:);I'_'_)Z/'-:'-_-i— (x2+y2+z2* 0)
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Yechilishi. 1) n=xy funksiyaning sath chiziglari oilasi - X va y
laming, xy=c tenglamani qanoatlantiradigan (x,y) giymatlari to'pla-
midan iborat bo'ladi, bunda CeR. ¢ ga har xil giymatlar berish
natijasida, har xil sath chiziglarini hosil gilamiz. Masalan, C =i2,../i
giymatlarda xy=1,xy=2,..xy=n, birinchi va uchinchi choraklarda
joylashgan giperboloidlar oilasini; ¢ = giymatlarda esa,
Xy=-1 xy=-7,....xy =-n ikkinchi va to'rtinchi choraklarda joylashgan
giperboloidlar oilasini hosil gilamiz. ¢ =0 da xy =0, ya’'ni sath chiziglari
g=0 va ~=0to'g'ri chiziglardan iborat bo'ladi.

2) u=Jy-x, yjy-x =c, bundan y=x+C'. Demak, berilgan u=Jy-x
funksiyaning sath chizig'i, c¢>o0 bo'lganda, (0,2 va (;1+c2
nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri chizigdan, c<o0 bo'lganda esa, ¢ - bo'sh
to'plamdan iborat.

3) ~36-4x)-9y: =C, 36-4x:-9yl =C*. 4x2+9y2=36-C:. Agar
cel0,6] bo'lsa, berilgan funksiyaning sath chizig'i- markazi (0,0)
nuqtada, fokusi Ox o'gda, vyarim o'glari esa, mos ravishda,

2~c-,— -~ bo'lgan ellipsdan; ¢ =6 bo'lganda, (0;0) nugtadan;

C«[0; 6] bo'lganda, ¢ - bo'sh to'plamdan iborat bo'ladi.
Agar ¢ *0 bo'lsa, u holda, berilgan funksiyaning sath sirti - radiusi

iborat; agar ¢ =0 bo'lsa, (0;0;0) nuqtadan tashqgari r =0 tekislikdan
iborat bo'ladi.
17.5-misol. Ushbu u:xfisin)z+v"cosj funksiyaning birjinsli

ekanligini isbotlang va uning birjinslilik darajasini toping.
Yechilishi. g ni Ax ga, y ni Ay ga almashtirib, topamiz:

Demak, 17.4-ta’rifga ko'ra, berilgan funksiya birjinsli va uning
birjinslilik darajasi 4=m/2 .



17.5-misol. Ushbu u= xy+-' funksiyaning birjinsli ekanligi is-
Xyz +yzt
botlang va uning birjinslilik darajasini toping.
Yechilishi. x m Ax ga, y ni Ay ga, r ni Az ga, t ni At ga almash-
tirib, topamiz:
Ay FA-AL a'x\+A%1 _1 xy+it An
Ax-Ay-Ar +Ay-Az-At  Axyi+Ayzt A X\c+yzt
Demak, berilgan funksiya birjinsli va uning birjinslilik darajasi
A=-1.

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi funksiyaning aniglanish sohasini toping va chizmasini
chizing:

17.1. U=yj\"X2- y-. 17.2. U=N\I\ex~ +ily2- 1
17.3. «=— . 174, ,= £=+_*,
X +y yiX—Y  yix +y
17.5. n=arccosX + . 17.6. n In(v!-4V+8)
177, usjR2-X2~y2+ . = . 178, utfX 4
J*2+y2~r2 In(l-jt -y*)
_ i X- 4y -X
17.9. u=Ne +y1l-¢ -x -yl 17.10. Mo x - y
Quyidagi funksiyaning aniglanish sohasini toping:
17.17. n=1n(1-*-y---). 17.12. u=
17.13. wn=orecosf===~. 17.14. n=*j8-x~-2y2-4r2.
V*2+yl
17.15. n=-"+=a+4= 17.16. wm=arcsin —+arcsin —+arcsin—
*x Jy \z
1717, u=xy+ In——j +ip2+y -9, 17.18. u=
X--)"

17.19. u=r2(x+ /7 +r2)-(x-"+ r+r2)2-1
17.20. u=iiEx4£+in(5-x-y-r).
y-
Quyidagi u=/(x,y) funksiyaning (x,y)eE to‘plamdagi giymatlari
to‘plamini ( 0‘zgarish sohasi) toping (*>®eec R2):
17.21. n=x-2y-3', E={(x,y).x+y =1, x>0,y >G
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17.22. wn=x2-xy +y2E ={(x,y): R+ N=I}

17.23. wn=x: +y' -12ar +16V+25, E ={(x.y): X2+y: =25}
17.24. u=In(2x2+3V2), E={(x,y):ar+v =2, ar*0, y 5:0}.
Quyidagi funksiyaning sath chiziglarini toping:

17.25. u=y-x 17.26. w=yly-x.

17.27. u=x: +y2 17.28. u=x2-y2

17.29. u=, 1 . 17.30. 1
Ix2-y2 XI+2y,

17.31. u=-Jy-sinx.

Quyidagi misollarda berilgan funksiyaning aniglanish va o'zgarish
solialarini toping hamda uning sath chiziglarini anigqlang. Sath
chiziglaridan birini chizing:

17.32./(%,,-)=9r! +v-., 17.33. /(*,v)=—..

Quyidagi funksiyaning sath sirtlarini toping.
17.34. u=jr+y+r. 17.35. bEx!+y! +rT.

17.36. u TRy 17.37. m=injr +v: +r!l

Sy
17.38. = 17 .3 9 . u-yjxH)2+y2+r2+yi(x- I: +\2+: 2.

Quyidagi misollarda berilgan funksiyaning aniglanish va o'zgarish
sohalarini toping hamda uning sath sirtlarini aniglang. Sath sirtlaridan
birini chizing:

17. 40./(x,y,r) =*2+y2- . 17.41.9(xy,1) = +y1 +z

Quyidagi funksiyani birjinslilikka tekshiring va uning birjinslilik
darajasini toping:

17.42. VvV Z +_il ,X>0. 175{3 o= v2-3AT +y:
X -IX2+2X)~y2
17.44. w=ylxu 2+2xXlyJr +xv2 r5. 17.45. 4) u="hQ+y2+r2 -r
17.46. «=J21+£L. 17.47. u=yv(Inx,4l-Inx,)
WY +3T

17.48. u=xy+r2+Vr
17.49. x, y o'zgaruvchilaming har ganday 4 juft darajali birjinsli

funksiyasini, /(*y)=|alap~-1  ko'rinishda tasvirlash ~mumkinligini

ko'rsating.
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17.50. x,y o'zgaruvchilaming har ganday s toq darajali birjinsli
funksiyasini  /(x>)=|x"xpf*j ko'rinishda tasvirlash mumkinligini
ko'rsating.

17.51. Ushbu

funksiyaning a juft darajali

birjinsli ekanligini isbotlang.
17.52. x,y,z o‘zgaruvchilarning har ganday toq darajali birjinsli

funksiyasini 7 (.r;y.r)= 1 xt'v 7~-;-j ko‘rinishda tasvirlash mumkinligini

isbotlang.
Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

17.1. Markazi (0,0) nugtada, radiusi 1ga teng bo‘lgan yopiq doira.

17.2. W<, Lis . 17.3.  >=-r to'g'ri chizig nuqtalaridan tashqari
tekislikning hamma nuqtalari.  17.4. Burchak bissektrisalari bilan
chegaralangan o‘ng vertikal burchakning ichki gismi. 17.5. Markazi

koordinatalar boshida, radiusi 3 gateng bo'lgan doira. 17.6. Uchi (2;0)
nuqgtada va fokusi (3;0) nugtada bo'lgan parabolaning tashqi gismi. 17.7.
lekislikning x'-+y2=R2  va X2+y'=r avlanalar orasidagi
gismi.17.8.Tekislikning y2=4x parabolaning ichi bilan t2+y2=i aylana
orasidagi qismi (parabola yoyi kiradi, aylana yoyi kirmaydi). 17.9.
i +v2<4- halga.17.10. X<X2+Yy: <2X - oycha. 17.11.
(i:0,0), (0;i;0), (0;0;i) nuqgtalardan o‘tuvchi tekisliklar bilan chegaralangan va
(0.0:0) nugtani o‘zida saglovchi ochiq yarim fazo. 17.12. Markazi (0;0;0)
nuqtada, radiusi 1 ga teng bo'lgan ochiq shar. 17.13. r2+y2-12=0
konusning tashqi tomoni (chegarasi kiradi, uchi kirmaydi). 17.14.

lazoning ~ =i—ellipsoid bilan chegaralangan gismi
["ISa
(cllipsoidning nuqtalari kiradi). 17.15. Birinchi oktantda.17.16.  MS6,
il <c
17.17. Fagat *2+j:=9 aylananing nuqtalari. 17.18. s =x2,y =0

parabolaning O: o‘q atrofida aylanishi natijasida hosil bo'lgan aylanma
paraboloidning ichki gqismi.17.19. Markazi (0;0,0) nuqtada, radiusi 1 ga
long bo'lgan sfera. 17.20.  Uchlari (4;1;0) , (0;1;0), (0;5;0), (0;1;4)
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nuqtalarda boMgan ochiq piramida.17.21. [—5;—3 . 17.22. 4—;1

17.23. [-50,150]. 17.24. In—5;InI2 17.25. (oc) va (;1+C)

nuqgtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig . 17.26. Agar ¢ >0 boMsa, (0;,C2)
va (iji+cJ) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq; agar c<o boMsa <
bo‘sh to'plam.

17.27. Konsentrik aylanalar.  17.28. y=#x umumiy

asimptotaga ega boMgan teng tomonli giperbolalar oilasi. 17.29.
C=>0 boMganda, markazi (00) nuqtada, fokusi ox o‘qda, yarim o'qgi »

boMgan giperbola; C<0 boMganda, $ bo‘sh to‘plam. 17.30. Ellipsga

o‘xshash  figuralar oilasi. 17.31. Agar ¢>0 boMsa,
y =c 2+sin.r-sinusoida, agar c¢<O0 boMsa, ¢- bo‘sh to‘plam.17.32.
D(f)=R2, E(f)=[0,00), ellipslar. 17.33.
D(f)={*Vv):x*0va y*0} £(/)=(-«; o)n (0,)., giperbolalar. 17.34.

Parallel tekisliklar oilasi. 17.35. Markazi koordinatalar boshida boMgan
sferalar oilasi. 17.36. Agar c<-1 yoki c>0 boMsa markazi (-10,0),

radiusi boMan sfera; ¢ =-i boMsa, (-1,0,0) nugta, -1<C<0 boMsa,
o- bo‘sh to*plam. 17.37. Markazi (0;0;0) nugtada, radiusi ecn ga
teng boMgan sfera.  17.38. c¢* o boMganda, markazi nuqtada,

radiusi W ga teng boMgan sfera ((0;0;0) nuqta kirmaydi), C =0

boMganda, (0;0;0) nuqtadan tashqari r =0 tekislik. 17.39. Agar

¢ >2 boMsa, () i(—é/Z-Yf:fi ellipsoid; ¢ =2 boMsa, il kesma; ¢ <2

boMsa, &- bo‘sh to‘plam. 17. 40. D(f): Oxyz fazoning barcha nuqtalari,
£(/); barcha haqigiy sonlar, elliptik paraboloid :=x2+y2+l.
17.41.d(/)= 8" M(000)} £(/): musbat haqiqiy sonlar, sfera +y2+4r1) =1
17.42. 4=0. 17.43. a=l. 17.44. A=4/3. 17.45. a=1. 17.46.
a=-1. 17.47. a. 17.48. Birjinsli emas.

18-8. rRm fazoda sonlar ketma-ketligi va uning limiti

R" fazo va N- natural sonlar to‘plami berilgan boMsin. Har bir
n (ne n) natural songa, biror gonun yoki qoida yordamida, R™ fazoning
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biror muayyan w,,=m,(i)"),i5)..xi"*w.cR") nuqtasi mos qo'yilgan,
ya’'ni
|->

2-» M2}, xf\.
n-> M, (x{*

bo'lsa, Rm fazoda sonlar ketma - ketligi aniglangan
deyiladi va gisqacha {M,{a/,, czRm) kabi belgilanadi.

Misollar: i) m,,=m \/nLJI, M, (i,i), M\\}z- )

) \n n)
2) :M,(0,l), M. ]o,-0...,A7,,(0,ij,...,
M, =M,|-, 0, :M,(1,0l), 0, ij,..., W,,~,0,

Bu ketma-ketliklarning birinchi va ikkinchisi, R2 fazoning
nuqtalaridan, uchinchisi esa, k3 fazoning nuqtalaridan tashkil topgan
sonlar ketma-ketliklaridir.

Rmfazoda
(18.1)
sohalar ketma-ketligi va a =A(ava2,...,a,)e R" nuqta berilgan bo'lsin.

18.1-ta'rif. Agar vc>o olinganda ham, shunday n,eN topilsaki,
barcha n >«, lar uchun

p(m,,,a)<£ (18.2)
tengsizlik bajarilsa, A nuqta {mJ ketma-ketlibung limiti deyiladi va
limM, =A yoki n->00 da M, ->A kabi belgilanadi.

Agar (18.1) ketma-ketlik limitga ega boMsa, u,
yaqinlashuvchi ketma-ketlik deyiladi. Limit ta'rifidagi shartni
ganoatlantiruvchi a nuqta mavjud bo‘lmasa, {M;} ketma-ketlik
limitga ega emas deyiladi, ketma-ketlikning o0‘zi esa,
uzoglashuvchi deb ataladi. Ketma-ketlikning limiti ta'rifidagi e
ixtiyoriy musbat son bo'lib, izlanayotgan u, (x,en) esa, shu e ga
bog'lig ravishda topiladi, shuning uchun, ba’zi hollarda, no=noe)
kabi yoziladi.

18.1- misol. R2 fazoda berilgan = -™jj ketma-ketlikning

limiti n=n(0;0) ekanligini ko‘rsating.
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Vio

Yechilishi. V o o sonni olaylik. Berilgan  ga ko‘ra, «, = +1
desak, unda Vn>r0 lar uchun,
< A), } 400))-Jg-0)’.(-i-0)1. JxZL ey
Jw<Jlo viTo
n . Vio i
tengsizlik bajariladi. Demak, p(M,,-,A)<e. 18.1-ta’'rifga ko'ra,
I M= =700
boMadi.
18.2-misol. R- fazoda, berilgan {&.}= D™} ketma-

ketlikning limiti mavjud emasligini ko‘rsating.

Yechilishi. Teskarisidan faraz gilaylik, ya'ni berilgan ketma-ketlik
limitga ega va uning limiti A=A(at,aJ boMsin. Limitning ta’'rifiga ko‘ra,

Vc>o, jumladan, e=i uchun shunday «,etf nomer topiladiki,
v« >r0 dan boshlab,

(A0;". (a,;a.))<c, /A(->0>(@.;a-))<E

tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklar yordamida

2V2 =p((I; -D0< p(l D.(a,;a2),)+/73((-1;-1), (a,;a, ). )<E +E£=2r=2 (f =1)
ziddiyatni hosil gilamiz.

Bu ziddiyatga sabab, garalayotgan ketma-ketlik limitga ega, degan
farazimizdir. Demak, berilgan ketma-ketlik limitga ega emas.

18.1-teorema. Ra fazoda {mn( ketma-ketlikning
A=A@l,a2,...amjeRm limitga ega boMishi, ya’'ni limm, =a uchun, bir
vaqtda

limxf™*=a,

limx,, =am
boMishi zarur va yetarli. Bundan,
lim =a,
lim A/, = A
n—+o

limx*"* =

ekanligi kelib chigadi.
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18.2-ta’rif. m.cii’ boMsin. Agar VE>0 olinganda ham, shunday
meN topilib, barcha n>n,,,p>n0 (pe N)lar uchun p[m,, mr,)<e tengsizlik
bajarilsa, {Uij ketma-ketlik ft" fazoda fundamental ketma-ketlik deb
ataladi.

Ravshanki. agar a ft") ketma-ketlik ft” fazoda fundamental
ketma-ketlik boMsa, Mt ning koordinatalari hosil gilgan ™"}
ketma-ketliklarning har biri fundamental ketma-ketlik boMadi va
aksincha.

"j; ketma-ketliklarning har biri fundamental ketma-
ketlik boMsa, eft") ketma-ketlik /r fazoda fundamental ketma-
ketlik boMadi, ya'ni quyidagi teorema o‘rinli.

18.2-teorema. R" fazoda M, - 4°...,°0) ketma-ketlikning
fundamental boMishi uchun, uning koordinatalaridan hosil boMgan
{1} ketma-ketliklarning har biri fundamental ketma-ketlik
boMishi zarur va yetarli.

18.3-teorema(Koshi prinsipi). {a/,} ketma-ketlikning

yaginlashuvchi boMishi uchun, uning fundamental ketma-ketlik boMishi
zarur va yetarli.

18.4-teorema. Agar [«/,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lsa,
uning limiti yagonadir.

18.3-ta’'rif. Agar {if} ketma-ketlikning barcha hadlaridan tuzilgan
to'plam chegaralangan bo'lsa, {m,} ketma-ketlik chegaralangan ketma-
ketlik deb ataladi.

18.4-ta’rif. Agar 3R>o0 mavjud boMib, Vn lar uchun p(M,,0)<R
tengsizlik bajarilsa, {w,} ketma-ketlik chegaralangan ketma-ketlik
deyiladi. bunda 0(o, 0,..,0).

18.5-teorema. ft* fazoda {w/,} ketma-ketlikning chegaralangan

bo'lish  uchun. bu ketma-ketlikning koordinatalariaan  iborat
sonlar ketma-ketliklari har birining chegaralangan

bo'lishi zarur va yetarlidir.
18.6-teorema. Agar (A/,] ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lsa, u

chegaralangan bo'ladi.
18.7-teorema. Agar {un,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lib, uning

limiti a bo'lsa, u holda {w,} (ke ft) ketma-ketlik ham yaginlashuvchi
bo'lib, uning limiti k4 ga teng bo'ladi, ya'ni limttf, =klimn =kA
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18.8-teorema. Agar {M} va {vj ketma-ketliklar yaginlashuvchi
bo'lib, ularning limitlari, mos ravishda, A va B bo'lsa, u holda {M,+Nn}

ketma-ketlik ham yaginlashuvchi bo'ladi va uning limiti axb ga teng
bo'ladi, ya’'ni
limA/, £N,)=lim  +Jim N, =A+B

Rm fazoda M, ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Bu
ketma-ketlikning (n< <.<<...rkeN, k=12.) nomerli
hadlaridan tashkil topgan, ushbu .. 0, eih”, A=12,.)

ketma-ketlik, berilgan ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi deyiladi va
u {v, }kabi belgilanadi.

Masalan, R2 fazoda

ketma-ketliklar, (1,1, ketma-ketlikning qgismiy

ketma-ketliklari bo'ladi.

18.9-teorema. Agar {MJ ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lib,
uning limiti A (AeR™) bo'lsa, u holda, bu ketma-ketlikning har bir yWg}
gismiy ketma-ketligi ham yaginlashuvchi bo'ladi va uning limiti ham A
ga teng bo'ladi.

18.1-eslatma. Ketma-ketlik gismiy ketma-ketliklarining limiti
mavjud bo'lishidan, berilgan ketma-ketlikning limiti mavjud bo'lishi har
doim ham kelib chigavermaydi. Masalan, ushbu
@D,CLH, N, D" * " (-)™*) ketma-ketlik limitga ega emas, lekin
uning gismiy ketma-ketliklari, mos ravishda, (i) va (-I;-1) limitlarga
ega. Shunday qilib, {M,} ketma-ketlik limitga ega bo'lmasa ham, uning
gismiy ketma-ketliklari limitga ega bo'lishi mumkin ekan.

18.10-teorema (Bolsano-Veyershtrass). Har ganday chegaralangan
ketma-ketlikdan yaginlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.

18.3-misol. R- fazoda | 171 r_+_y_’lﬁ).2'_+°213]'} ketma-
ketlikning limitini toping.

Yechilishi. Berilgan ketma-ketlikning koordinatalaridan tashkil
topgan ketma-ketliklar, sonlar ketma-ketliklari bo'lib, ular quyidagi
ko'rinishda bo'ladi:
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XW' _2M2+3M3 5-2" -3-5"4

2" +3¢ ' 100-27+2-5"
Ravshanki,
272+3"8 (273)"+27
llmx 1=lim —-mmmeemememene i —)— ---------- =27
2"+3" (2/3)” +1
2/5)" - 15
lim M N M

w1 100 (2/5)"+2 T2
Demak, 18.1-teoremaga ko‘ra, berilgan ketma-ketlikning limiti

limM =Ilimr2= +3-

2 +3" ' 100-2"+2-5" 1 ( 2)
I*ac
18.4-misol. fazoda {m,)=\m,~ln+\-4n;*--, A r~;(1+n

ketma-ketlikning limitini toping.
Yechilishi. Berilgan ketma-ketlikning koordinatalaridan tashkil
topgan ketma-ketliklar sonlar ketma-ketligi bo'lib, ular

= FAS= =f1+-
™ n'’ > n (1+n:ll-
ko‘rinishda boMadi. Bular uchun

limvf* =lim\/rt+1-Vn) =lim -———%k-j==0, limx*"* = [im ------ =1
«00 «-*@O

limr™ =lim2” ~——2, lind™ =limf 1+2
Demak, 18.1-teoremaga ko‘ra, berilgan ketma-ketlikning limiti-
a@; 1 2, e2) boMadi.
18.5-misol. R: fazoda {M,}=W,\~; - U ketma-ketlikning funda-
mental boMishini ko‘rsating.

e . iJt .
Yechilishi. Berilgan v«r>0 ga ko‘ra, n, ' -l deb olinsa, u

holda V/=#0,yp (peN) lar uchun.

| - —_ —) = J— - - =
<n/2([3+n)< \/Z(n"+n") Mn"<2n/22{<ae £

tengsizlik o'rinli boMadi. Demak, 18.2- ta'rifga ko‘ra, berilgan ketma-
ketlik fundamental boMar ekan.
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18.6-misol. R fazoda {m}=|m~i+"+-j .+i;0jj ketma-ketlikning
fundamental emasligini ko‘rsating.
Yechilishi. v«0 lar uchun, berilgan 3r0=" ga ko‘ra, n>p (pebl),

deb olinsa, u holda,

p{Mn-n('Vmo) m, (1\/1110)) = ZI*I*) -.*- |:
L
A+1 [f1+2 n+p LU+p

Bundan, n=2p bo'lganda,
pbl,,.r (x,,r >\ )= >\ =s°
ekanligi kelib chigadi. Bu esa, berilgan ketma-ketlikning fundamental

emasligini ko'rsatadi.
18.7- misol. Rz fazoda

. . . . | |
m \:iM\( _S_';_]_l+_s_'_r1_2_+““+_s_'_rl§ ;_99_5_|;+_€9_S_2_'+ COS/“H 'r'q
1

2" 1-2 2-3 «(« +0J1
ketma-ketlikning yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.

Yechilishi. Berilgan ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligini
ko'rsatish uchun, uning fundamental ketma-ketlik ekanligini ko'rsatish
etarli. Buning uchun {m,{x,.y.)} ketma-ketlikning koordinatalari hosil
gilgan {} (vj ketma-ketliklarning har biri fundamental ekanligini

ko'rsatamiz. Berilgan ¥r>0 ga ko'ra. n,= 'nglg -I deb olinsa, u holda,

v/i>uova Wp ipeno lar uchun,
sin(«+1) sin(n+2)+ |sinH+p)\ 1 | 1 t +_J_<
2 2"p 2,4 2 2 2>p
i i [ R
Nt 2'R w2 120 27
tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Demak, {}ketma-ketlik fundamental bo'lar ekan.

Endi [r UINEli+£ggji+ + cos/! | ketma-ketlikning fundamental
1°'-2 2°3 n(n+1)j

ketma-ketlik ekanligini ko'rsatamiz. Berilgan vt->o ga ko'ra, n,= +1

deb olinsa, u holda v»>n0Ova vP (peW) lar uchun,
cos(« +1)! eos(;i+2)! + +  cos(n+p\
M+)e(«+2) («+2)(« +3) (n+p) o(>++1)
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1
WMHL)(m+2) (A+2)(/i+3)  (+p)-(n+p+D)
1 1 1 1 1 I

M+l A+2  u+2 A+3  n+p n+p+\ «+l n+p+i (F1 T+l

tengsizlik o'rinli bo'ladi.

Shunday qilib, 18.2- teoremaga ko'ra, berilgan ketma-ketlik
fundamental ketma-ketlik bo'ladi, bundan esa, 18.4- teoremaga asosan,
berilgan ketma-ketlikning yaqginlashuvchi ekanligi kelib chigadi.

Mustagqil yechish uchun misollar

R2 fazoda quyidagi ketma-ketlikning limiti n(ne/r:) ekanligini
isbotlang:

18.1. {M.}:\M,,lF N Ik A=(0:0)

18.2. P22 A=),
/15-1"'3+1z

183, {/}= A=(00),

18.4

18.5. = 40:0).

18.6. {Mj=(A/,fV3:irU A(l0).

18.7. {wI=|A/,[VAIj, 4i:0).

R2 fazoda quyidagi ketma - ketlikning limiti A {a sR') ekanligini
isbotlang:
18.9. {ar.}= &/.0V9;

18.10. {Mj ™ m 43: 3).
4/2-1
18.11. = (a=0), 41;0).
18.18. {m} wm. 7tt  nZonwd 4(0,0).

n2-1'/i5+4n2-5/1+6
18.15. 410,
18.16. {Wj= {w,(V3/i-2;"VnJ+3/i)}, 4l;I).
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19-8. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning limiti

19.1. Ko'p o‘zgaruvchili funksiya liniitining ta’'riflari. u=f(M)
funksiya (i/jc/f" to'plamda berilgan bo'lib, A(a,a2..,am) nuqta {\f}
to'plamning limit nuqtasi bo'lsin.

19.1-ta’rif (Geyne ta'rifi). Agar {JV} to'plamning nugqtalaridan
tuzilgan va A ga intiluvchi har ganday {V,}w.ea.n =12.) ketma-ketlik
olinganda ham, funksiyaning unga mos kelgan giymatlari ketma-
ketligi hamma vaqt, yagona B (chekli yoki cheksiz) limitga intilsa, shu
B ga f(M) funksiyaning a nuqtadagi (yoki M->A dagi) limiti deyiladi
vau

lim f(M) =B yOki*‘ILnjl xj =B yoki M->Ada /(M)->B
kabi belgilanadi.

19.2.-ta’'rif (Koshi ta’rifi). Agar Vf>0 son uchun, 3<y>0 bo'lib,
0<p(m-a)<6 tengsizliklarni  ganoatlantiruvchi  barcha  J1/e{J1/}
nuqtalarda

\f(M)-B\<s
tengsizlik bajarilsa, shu B songa f(x) funksiyaning A nuqtadagi (m A
dagi) limiti deyiladi.

n=f(M) funksiya {m}c R" to'plamda aniklangan bo'lib, o esa,
{V} to'plamning limit nuqtasi bo'lsin.

19.3-ta’'rif (Geyne ta’rifi). Agar {M} to'plamning nuqtalaridan
tuzilgan har ganday {m,} ketma-ketlik uchun n/-»°0 da funksiyaning
unga mos kelgan {/(m,)} giymatlari ketma-ketligi hamma vaqt yagona B



songa intilsa, shu B songa f(M) funksiyaning ™M -»<» dagi limiti
deyiladi va limf(M)=B kabi belgilanadi.

19.4-ta’rif. Agar \We>0 son uchun, shunday 3£>0 bo'lib,
p(m,o)>e tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha me{m] nugqtalarda
\f(M)-B\<E tengsizlik bajarilsa, B son /(A/) funksiyaning wm dagi
limiti deyiladi va limf(M)= B yoki limf(x,,x2...xm)=s kabi belgilanadi.

19.5-ta’'rif (Koshi ta’rifi). Agar ve>o son uchun bo'lib,
0<p(M.A)<sS tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha Me{M) nuqtalarda
YW= (M) >£f(M) <-e) bo'lsa, /(M) funksiyaning a nuqtadagi
(m -n Adagi) limiti +« (-°0) deyiladi.

19.1- misol. Ushbu

funksiyaning  wm(*,>)-»/;0)(n:-»0,y->0) dagi limiti nolga teng
ekanligini ko'rsating.

Yechilishi. f(x,y) funksiya /12 da berilgan bo'lib, n(0;0) nugta
shu to'plamning limit nuqtasidan iborat.

1) Geyne ta'rifi buyicha: if to'plamdan /1(0;0) nuqgtaga intiluvc
ixtiyoriy {v,}= (v, *n(0,0), n=12..) ketma-ketlikni olamiz.
Funksiyaning unga mos kelgan {/(*/,)} qiymatlari ketma-kctligi uchun,

bo'ladi. Bundan x(,)-»0,yY->0 da V*w mw -* (e
Demak, iim/(w)=lim-="= =o.
Al->N «’90\//)(2 +y
2) Koshi ta'ifi bo'yicha: Vf>0 songa ko'ra, S-2s deyilsa,
holda, o<QJ/1/;71(0,0)) <s tengsizliklarni ganoatlantiruvchi barcha M(x;y)
nuqtalarda
17(x.y)-°] = \DO+Y2 <Alx 2+y2-1p(M\A)<>is s e

tengsizlik o‘rinli boMadi.
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19.2-misol. Ushbu /(*'V):x'+y“ funksiyaning  Mix, v) -» n(0;0)

(x-»0.y->0) dagi limiti mavjud emasligini ko'rsating.
Yechilishi. Bu funksiya n:\{00} to'plamda aniglangan bo'lib,
n(0;0) nugta shu to'plamning limit nuqtasidir. Ravshanki,

«(Y)
ketma-ketliklar /;->ooda m.-*a(0;0Xm.-*a(0;0). Funksiyaning bu ketma-

ketliklarga mos kelgan {/(tw,y()} {/(9,y™)] qiymatlari ketma-ketligi
uchun, mos ravishda,

M +n nlm .~
bo'ladi. Bu esa, M(x,y)~* n(0;0) da berilgan funksiyaning limiti mavjud
emasligini anglatadi.

19.3-misol. Ushbu jim , _ — limitni hisoblang.
X - xv+V
Yechilishi. Ravshanki, +ny+y: >n71  tengsizlik doimo o'rinli.
Bundan, x-*0, y*o bo'lganda,
X+y < Xty
X -Xy+y Xy
tengsizlikni olamiz. Bu yerdan,
0<lim X+y
X2~xy+y2 HJ

Shund ilib, lim .» ¢—r=0.
unday gilib, lenxlxxv+_vr 0

19.4-misol. Ushbu f(x,y)= x1+y,, funksiya r —oo,v->co da limitga

ega bo'lImasligini isbotlang.
Yechilishi. x=t,y =t* deb olinsa, r-»°0da r-»«, y-»« va

fm(L 1) =lim 1 s =0.
Ikkinchi tomondan x=t\v =i devilsa, ﬂ%fivr ;<):Iimf-,yj:~ =K.

Demak, Iim.).(.z.ltx3-- mavjud emas.



19.5-misol. Ushbu L@gg/(x,vl bunda

Isinl: ’
Xy)=] ~ ' x*0 bodanda’
[3, x=0 bo'\''owia,
limitni hisoblang.
Yechilishi. 1=0,y=3 bo'lsa, berilgan kasming surati ham, maxraji
ham nolga aylanadi. Shuning uchun, x?y =a deb olinsa, u holda, ih.0 va
v=3 boMganda a-»0 va

. Hij . osin(x:> . Si -

li sm{x! ij i sin(x:>) —lim3Ma , _13-3
X-N X] r-n- x-.y «-o« a

]

—] >3

Agar 1 =0 boMsa, /(x,j)=3 va lim/(x,y)=3.
19.5, a-misol. Ushbu

a)i 1o« f 1 ; Fej(*"+yl)r

limitlami hisoblang
Yechilishi. a) Ravshanki, x2+v2r 2q- tengsizlik o'rinli. Bundan

39 < o'rinlidir. Bulami e’tiborga olgan holda,
x2+y2 ~2

ekanligini olamiz.
Demak, bu tengsizlikdan, lim ~ =0 ekanligi kelib chikadi.

b 0<x2+\2<1 bo'lganda,
*V <i(x2+y:)\ 1>0Q+ )V >(x2+y2p .y, f
tengsizliklar o'rinli. Bu tengsizliklarni e’tiborga olib,
. (, . AR (0
u%x +v' K =IJ%J =é%e4 =1
)L
ekanligini topamiz.

Demak, (*) tengsizlikka asosan, iim(x2+y2'v =1 ekanligi kelib
chigadi.

u=f(M) funksiya {w }cr to'plamda berilgan bo'lib, n(al,a2,...,ar)
nugta {m} to'plamning limit nuqgtasi bo'lsin.
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19.2. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalar. a{m) funksiya
{wjcf to'plamda aniglangan bo'lib, n(a,a2...ar) nuqta {m}
to'plamning limit nugtasi bo'lsin.

19.6-ta’'rif. Agar m A da a(m) funksiyaning limiti nol, ya'ni
Mgf(n/):o bo'lsa, u holda, a(m) funksiya, m ~ A da cheksiz kichik
funksiya deyiladi.

19.1-eslatma. Berilgan f(M) funksiya m ->A da B limitga ega
bo'lishi uchun, a(m)=/(m)-8 ning cheksiz kichik funksiya bo'lishi
zarur va yetarli.

Demak, M-*A da f(M) funksiya B limitga ega bo'lsa, bu
funksiyani, har doim,

f(M)= B+a(M) (19-1)
ko'rinishda ifodalash mumkin, bunda a(m) cheksiz kichik funksiya.
Cheksiz kichikfunksiyalar quyidagi xossalarga ega:
1- xossa. Agar M >a da a(\<) va p(m) cheksiz kichik funksiyalar

bo'lsa, u holda, a(m)xp(m) ham cheksiz kichik funksiya bo'ladi.

2- xossa. Agar m-*a da a{m)- cheksiz kichik funksiya, p(m)
funksiya esa, chegaralangan bo'lsa, u holda, a{m)p(m) (ularning
ko'paytmasi) ham cheksiz kichik bo'ladi.

19.7-ta’rif. Agar {m }cr to'plamda aniglangan f(h) funksiya
uchun limf(m)=m bo'lsa, f(m) funksiya m-*a da cheksiz katta
funksiya deyiladi.

3- xossa. Agar da a(M) cheksiz kichik (a(n/)*0) funksiya

bo'lsa, u holda ;{]W - m >Ada cheksiz katta funksiya bo'ladi.

4- xossa. Agar M a da f(m) cheksiz katta funksiya bo'lsa,

funksiya M->A da cheksiz kichik funksiya bo'ladi.

19.3. Limitga ega boMgan funksiyalarning xossalari. {M}czRm
to'plamda /(J1/) funksiya aniglangan bo'lib, A{AeR"™) nuqta {V}
to'plamning limit nuqtasi bo'lsin

1- xossa. Agar Hm/(w)=s mavjud bo'lib. B>p(B<qg) bo'lsa, u
holda a nuqgtaning etarli kichik atrofidagi n/e{m} (a/ * n) nuqtalarda
f(M)> P (f{M)<q) bo'ladi.

Xususan, sgpObo'lsa, u holda, a nuqgtaning yetarli kichik atrofida

/{m)pObo'ladi.
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2- xossa. Agar HTt/(m)=B mavjud boMsa, a nuqtaning yetarli

kichik atrofidagi m e{m\Mm da) nuqtalarda /(m) funksiya chegaralangan
boMadi.

(n)cii' to‘plamda f(M) va g{M) funksiyalar berilgan boMsin.

3- xossa. Agar f(M) va g(M) funksiyalar, m”~a da, mos ravishda,
B va ¢ limitlarga ega boMsa, u holda f(M)xg{M\f(M) g{M) va

(c*o) funksiyalar ham, mos ravishda, b+c, b ¢, ~ limitlarga ega

boMadi.

19.2- eslatma. f(M) va g(M) funksiyalarning yigMndisi, ko‘payt-
masi va nisbati limitga ega boMishidan, bu funksiyalardan har birining
limitga ega boMishi har doim ham kelib chigavermaydi.

19.3- eslatma. Agar:

1) W(m)=q lim g(A/)=0 boMsa, oM ifoda;
2) hi|i>[rA1/(M):°o, \flri*ng g(,v/):ooboMsa, f ifoda;
3) HT/(M) =0 vmg{M)=m boMsa, f{M) g(M) ifoda;

4) f(M)va g(M) funksiyalar m A da turli xil ishorali cheksiz
limitga ega boMsa, f{M)+g(M) ifoda; mos ravishda, 0®»-®

ko‘rinishidagi anigmasliklarni ifodalaydi.

19.4- eslatma. Agar:

1) lim/(m)=0, iimg(M)=0 boMsa;

2) \!im/(A/)zI, Mllgg g(A/)=00boMsg;

3) lim/(JI//)=co, limg(A/)=0 boMsa,

u holda, [f(M)]sM- ifoda, mos ravishda, 0°r°0° ko‘rinishdagi
anigmasliklarni ifodalaydi.

19.1-teorema (Koshi kriteriysi). u=f(M) funksiyaning chekli
limitga ega boMishi uchun, VdO son olinganda ham, shunday <*>0
boMib, 0O<p(m'a)<s, 0<p(M’,a)<5 tengsizliklarni ganoatlantiruvchi
barcha nuqtalarda \f(M")~f(M")\<s tengsizlikning bajarilishi
zarur va yetarli.
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19.4. Takroriy limitlar. Biz yuqgorida u=/(M)=/(X,X,..X ]
funksiyaning A=A(a,22...aM) nuqtadagi limiti  Unf(M) =8B yoki
Jim f(xl.x,....,xJ=B bilan tanishdik.

Demak, funksiyaning limiti, uning argumentlarining Xx,X,,....X,, bir
yo'la, mos ravishda, al,a2,...amsonlarga intilgandagi limitidan iborat
ekan. Biz bundan buyon, bu limitni, karrali limit deb ataymiz.

Ko‘p o'zgaruvchili funksiyalargagina xos bo‘lgan, boshqa
ko'rinishdagi, limit tushunchasini Kkiritamiz. w=/(n/)=/(X,X2...X,,)
funksiya {m}cl to'plamda berilgan bo'lib, A=A(@@ta2...an) nuqta- {A/}
to'plamning limit nuqtasi bo'lsin. Berilgan funksiyaning jg ->a, (qolgan
barcha argumentlarini tayinlab) dagi limiti XIvi_rnrgv/(x,,x,,...,xj ni garaylik,
bu limit x2,x3,....xm 0'zgaruvchilarga bog'liq bo'ladi:

lim /(x,,X2,...,xm) =p, (X],X3...,xm).

Endi, g%, -x,) funksiyaning x2-*ct2 (qolgan barcha argumentlami

tayinlab) dagi limitini garaymiz, bu limp,(X,,X3,....X,,) limit x3x4...x,,

o'zgaruvchilarga bog'lik bo'ladi: lim <1{,x3,...,x,)=tp,(x3xt,...,X j.

Xuddi shunday, birin ketin, x, ->a,: x4->a4,..x,, ->a,, da limitga o'tib,
)(I}%r Iim....ix%((x,,xzk..,xl\d ni hosil gilamiz. Bu limitga f(x,,x2,...,.xm)
funksiyaning takroriy limiti deyiladi.

Xuddi shunday, /(x,x2..,x.) funksiyaning j; xt argumentlari,
mos ravishda, 3.8, larga intilgandagi I|4r<nie....)é|_rl1_|1i/(x,,x2,....x1

takroriy limitni ham garash mumkin.

Ravshanki, 7(x,x,,...Xj funksiyaning x™x2...xT argumentlari, mos
ravishda, a(] --a,, sonlarga, turli tartibda intilganda, funksiyaning
turli takroriy limitlari hosil bo'ladi.

19.6-misol. /(x,.v)=(x+-)sin—sin— funksiyaning M(x,y)-*0(0,0) da

cheksiz kichik funksiya ekanligini isbotlang.
Yechilishi. Cheksiz kichik funksiyaning ta'rifiga ko'ra, liin/(x,>)=0
wQ
tenglikning o'rinli  ekanligini ko'rsatish yetarli. Ravshanki, berilgan
f(x,y) funksiya koordinatalar o'glarida aniglanmagan, lekin 0(0.0) nuqta

funksiya aniglanish sohasining limit nuqtasidan iborat. Shuning uchun,
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berilgan funksiyaning <300 nuqtadagi limitini garash mumkin. Bu
limitni, limitning Koshi ta’'rifi bo'yicha garaymiz. Ve>0 songa ko‘ra,
S=el2 deb olinsa, u holda, p(m(x.,y), 0(0;0))=Jx2+y2<S dan MH<8 va
M<s bo'lishi kelib chigadi. Demak,

(x+y)sin—sin—<|*|+]yj<2E=s. Bundan, ta'rifga ko‘ra,
Xy

qurg/(x,Iv):Ii_rrO](x+v)sinx—sinv—=0 ekanligi kelib chigadi.
V-+0 y-*0

Shunday qilib, berilgan funksiyaning M->o0 da cheksiz kichik
funksiya ekanligi isbotlanadi.

19.7- misol. Ushbu /(x,y)=(x+y)si2-siny funksiyaning 0(0;0)
nuqtada takroriy limitlari mavjudmi?
Yechilishi. limlim/(x,y)- takroriy limitning jm /(x,y)-ichki

y50, Grn naan
limitini garaymiz. Awalo, berilgan f(x,y) funksiyani quyidagicha
tasvirlaymiz: /(*,>-):xsin>-<-si\r)-+ vsirsis{?-. Bunda, belgilangan v*0
uchun,  birinchi  go'shiluvchining *>0 dagi limiti, ya’ni
I«iE(nx-sianinV:O; ikkinchi  go'shiluvchidagi y-sin); ko'paytuvchi,
V*H(ncz) boMganda, noldan farqli o'zgarmas son, sin)z ko'paytuvchi
esa, ~->o0da limitga ega emas, demak, ikkinchi qo'shiluvchi limitga ega
boMmaydi. U holda, /(*,v):*sin)-( siny—+‘vsin)zsiny- funksiya, belgilangan
y (y+0,ydmK) uchun, t->o0 da limitga ega boMmaydi. Shunday qilib,
ichki limit mavjud emas, shunga ko‘ra, limhmf(x,y) takroriy limitning
mavjud emasligi kelib chigadi. Xuddi shunday, limlimf{x,y) takroriy
limitning ham mavjud emasligini ko'rsatish mumkin.

19.5-eslatma. 19.6-misolda /(x,y):(x+y)sin)z sin}; funksiyaning

0(0;0) nugqtadagi karrali limiti mavjud va uning nolga teng ekanligi
isbotlangan edi. 19.7-misolda esa, uning takroriy limitlarining mavjud
emasligi ko'rsatildi. Demak, funksiyaning nuqtada karrali limiti har
doim mavjudligidan, uning shu nuqtada takroriy limitlari mavjudligi
kelib chigmasligi to‘g‘risida xulosa chigarish mumkin ekan.
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19.8- misol. f(x,y)= 2~ 2 funksiyaning 0(0;0) nuqtadagi takroriy

limitlarini hisoblang.
Y cchilishi. Takroriy limitlarni topamiz:
( >

Iimlim/(x,y)zlxi_r:n0 lim 2y

) =limf4 1
0 X242

Xuddi shunday, iimiim/(.r,v)=0 ekanligini ko‘rsatish mumkin.
19.6-eslatma. 19.2- misolda f(x,y)=-~-- funksiyaning 0(0;0)
X+y

nuqgtada karrali limiti mavjud emasligi ko'rsatilgan edi. Demak, 19.2 va
19.8 misollarga asosan, berilgan nuqtada takroriy limitlarning
mavjudligi va ularning tengligidan, bu nuqtada funksiyaning Kkarrali
limiti mavjudligi har doim kelib chigavermas ekan, degan xulosa
chigarish mumkin.
19.6- misol. Ushbu
X—y +X* 4y2 yab-x bo'\Yenda
/(*.>.): X+ V
Q Y =-x ho"\ganda,
funksiyaningx->0, y->o0 dagi takroriy limitlarini hisoblang.
Yechilishi. y belgilangan va y* 0 boMsin. U holda,

) —YAX2ty2 VW

lim f(x, v)'=lim = S1+0
n . MO

bundan, lll;gﬂi_s@f(x,.v)]:ut;g(-i+.v):-l boMishi kelib chigadi. Endi *

belgilangan va xoo boMsin. U holda,

Cor W Xy AX2+Y2 T+l
!I_r_‘gf{x,y)_ =5 YT

bundan Miﬂf(x,v)lz%fﬁwzl boMishi kelib chigadi.

Shunday qilib, berilgan funksiyaning takroriy limitlari mavjud,
lekin ular o‘zaro teng emas. va’'ni ;(Lr;g[)l/[w/(*,; No ,ii.iﬁ[iiﬁﬂf(X'Y)\-

l+y,

19.7-eslatma. 19.6- misoldan ko‘rinadiki, funksiyaning karrali va
takroriy limitlarining teng boMishi uchun, maMum shartlaming
bajarilishi kerak boMar ekan.

19.2-teorema. u=f{\f) funksiya {My=fcy)e R2:|.y-y°|«/,|y-y°|<d2}

to'plamda berilgan boMib, y quyidagi shartlami ganoatlantirsin:
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1) (rwv)->(rey°) da f(x,y) funksiyaning lim f{x,y)= Bkarrali limiti
mavjud;
2) har bir tayinlangan * da limf(x,y)=<p(x) mavjud, har bir
tayinlangan rda li;g,/(.r,v) =<pM mavjifd bo'lsin. U holda lim limf(x,y) va
E XX y-xy
lim lim f{x,y) takroriy limitlar ham mavjud va ular B ga teng bo'ladi.
A

Natija. 19.2- teoremaning shartlari bajarilganda,
lim im/(*,>)= lim lim/(x,y)
pr
munosabat o*rinli.

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi limitlami hisoblang:

19.1. Iim €’ cosx 19.2. lim——
19.3. lim Injg+ v +1]. 19.4. Ii_r»rginxXy
19.5. lim 19.6. lim(l +xv:)
X'y
19.7. lim °X+hy 19.8. lim-1+1)
jx +*Y+Y JISx +'V
19.9. HmX y--. 19.10. lim(jt+>~
yx P33 =8
19.11. g+
y-+0

19.12. Ushbu Iimf(x,v) ni hisoblang, bunda

X* -, xly ®0 bo"\%anda,
IN+x2 -\

2, x'y =0 bo"\ganda.
Quyidagi karrali limitlami hisoblang:



19.17. lim( +33V,)?\T. 19.18.

£S ' N+
19.19. Iimp3+v2)sin-l—
19.20. Ushbu I1imf(x,y) ni hisoblang, bunda

Gl
Ix2 +2xy-3y2
/M= Xy’
[473 , X =y ho"\%anda
Quyidagi karrali limitlaming mavjud emasligini isbotlang:
19.21. lim— . 19.22. lim ™.
>10X+V
19.23. lim ~ -~ 19.24. limim +v).
X~+y N,y
Xyl
19.25. Ushbu f{x,y)=p T 7’ (*',,),t(0°0) 60'lga"'<d
[0, (jr.y) =(0,0) bo"ganda.
funksiyaning (0, 0) nugtada karrali limiti mavjud emasligini ko‘rsating.
19.26. Ushbu

, X*y bo’lganda,

X+y

]H")_(_;T/I , X+y*0 bo'lgaiida,

x +y =0 bo'lganda
funksiyaning *>«>,y->co dagi karrali limiti mavjud emasligini
isbotlang.
Quyidagi Xligxw ylijp /(*,y) va yllraxljp;f{x,v) takroriy limitlarni hisoblang:

19.27. f (x,v) = = ve = o
X -Xy +y*

19.28 . f(x,v)= x*=0Q V°=Q
2X +3y

19.29. /(,.,) = x° =0, ve = 0.
X~+ v

19.30. /(*,Y)=4 4 , X° =00 V°=00
X-+Y4

19.31. /(x,v)= X°® —o0, v©°=0.

T4xy’
19.32. fX, = sin— , X"=oo0, vV'zo00.
(x.y) Xty
19.33. /(*, V)= — <g — , A=
xy lI+xy
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19.34. f(x,y) =log, (x +y), X°=1, y" =0.
= Sto- * Nyy= 0=
19.35. f(x,v) sn%Lx:3%2 tg|+x|37' »=0, v°=0.
Quyidagi berilgan funksiyalarning (r°,y°) nuqtada Kkarrali va
takroriy limitlari mavjudmi?
19.36. J(x,y) =4 /:'Vr * =0, y°= 0
19.37. f(x,y) =logx+v), **=U v =0
19.38. /(it,v)=sinx+sin-, *°=0, V° =0
X+y

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

19.1. 19.2. 05. 19.3. 1. 19.4. a. 19.5. 2.19.6. e3.19.7. o
19.8. 0 19.9. 019.10. o0 19.11. o 19.12. 2. 19.19. o.
19.14. o 19.15. o0 19.16. o 19.17. 1 19.18. o0 19.19. 1

19.20. 19.27. 1,1.19.28. &. L 19.29. 5V?l.19.30. Ova i
.3 3!

19.31. -2va i. 19.32. ova I.19.33. ova [|. 19.34. | va m

19.35. j va 19.36. Karrali limit mavjud ema

limlimf(x,y)=-1 va limlimf(x,y)=1 19.37. Karrali limit mavjud emas,

i O vi= 1 va figlimf & V)=
19.38. limfix, y)=limlim/(x, y) =limfimfix, ) =1.
>

20-8. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi

20.1. Uzluksiz funksiyaning ta’riflari. » =f[M) funksiya {W]cr
to‘plamda berilgan bo'lib, A=A(a,,a2...am) nuqta {M\ to'plamning limit
nuqtasi va Ae{M} bo'lsin.

20.1-ta’rif. Agar m >a da wn=/(w) funksiyaning limiti mavjud
bo'lib,

Jim /(M) =/(/9) yoki lim f{x1,x2,...,xj=f(al,a3,...,aj

x1-*al

bo'lsa, u holda f(M) funksiya A nuqtada uzluksiz deb ataladi, a=HnM

bo'lgani uchun, funksiyaning uzluksizlik shartini,

231



HN/(AY) =/(lim A/) (20.1)

ko‘rinishda ham yozish mumkin.

{w* to'plamning funksiya uzluksizligi shartini ganoatlantir-
maydigan nuqtalari funksiyaning uzilish nuqtalari deyiladi.

20.2-ta’rif (Geyne ta'rifi). Agar to'plamning nugqtalaridan
tuzilgan, a<e{M} ga intiluvchi har ganday {&/,} ketma-ketlik olinganda
ham, unga mos kelgan {f(MJ} ketma-ketlik, hamma vaqt /(a) ga teng
bo'lsa, /(a/) funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.

20.3-ta’rif. (Koshi ta’rifi). Agar Vt>oson uchun, shunday <s>0
topilsaki, p(m,n)<8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha A/e{M|
nuqtalarda,

tengsizlik bajarilsa, ) funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.

Agar f{M) funksiya {&} to'plamning har bir nuqtasida uzluksiz
bo'lsa, u holda /(n/) funksiya {&/} to'plamda uzluksiz deyiladi.

Ushbu [On=/(a/)-/(n) ayirmaga /(n/) funksiyaning a
nuqtadagi orttirmasiyoki to'liq orttirmasi deyiladi.

A va M nuqtalar, mos ravishda, alta7,....a,, va
X, Xj,- XKoo rdinatalarga ega bo'lsin. Ushbu

o, -<si = 1x,, X2-a2=Ax2,...,Xm-a m=Axm
belgilashlardan foydalanib, funksiya argumentlarining A4x,Axz,..4x,,
orttirmalariga moc keluvchi orttirmasi uchun,

Au=f(at+Ax, a2+Ax2,.,am+[x,,)-/(a,,a2,..,a,,)
ifodani hosil gilamiz. Ravshanki, u=f(M) funksiyaning a nuqtada
uzluksiz bo'lishi uchun, uning orttirmasi a nuqtada cheksiz kichik
bo'lishi zarur va yetarli, ya’ni:
I M= W= VU =0 yoki- i =0 (202)
Do)

bo'lishi zarur va yetarli. (20.2) shartga u=/(nr) funksiyaning a nuqtada
uzluksizligining ayirma shakli deyiladi.

Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning bitta argumenti bo'yicha
(qolganlari  belgilangan deb) uzluksizlik tushunchasini ham Kiritish
mumkin.  Bu tushunchani Kkiritish uchun, wn=/@/)=/(x,X2...,X]
funksiyaning, uning aniglanish sohasiga tegishli A/(x,x,,...Xxj nuqgtadagi,
xususiy orttirmalari deb ataluvchi tushunchalarini kiritamiz. Boshga

232



argumentlari belgilangan deb garab, funksiyaning birinchi argumentiga
Ax, orttirma beramiz. Ushbu
X, +At,, X,...Xm
koordinatalarga ega bo'lgan nugta funksiyaning aniglanish sohasida
yotsin.
Bu orttirma, funksiyaning A/(.x,x,,...xJ nuqtadagi, x argumentning
Ay, orttirmasiga mos keluvchi, xususiy orttirmasi deyiladi va kabi
belgilanadi:
AXU=/(x, +AT,. XX )= £ (X, X, e XM) .
Funksiyaning qolgan argumentlari orttirmalariga mos keluvchi
xususiy orttirmalari ham, shunga o‘xshash aniglanadi:
AriU=/(-X,,x2+A t,xm)- /(x,,X2..xJ

O* u =f(x1,x2,.. xm+Axm) - f(x [,x2,...,X,,).

Agar Ox4—0 da funksiyaning nxj xususiy orttirmasi ham nolga
intilsa, ya’'ni lim Ai/ =0 bo'lsa, 7(x,*,, funksiya m (x,,x,,....x,J

nuqgtada x* o zgaruvchi bo yicha uzluksiz deyiladi.
20.1-eslatma. Agar /(x,x2..xj funksiya <w,(x°x°,...x°)e [M)
nuqtada (bir yo'la) uzluksiz bo'lsa, funksiya shu nuqtada har bir
o‘zgaruvchi bo'yicha ham uzluksiz bo'ladi, lekin funksiyaning biror
nuqtada har bir o'zgaruvchi bo'yicha xususiy uzluksiz bo'lishidan,
uning shu nuqgtada (bir yo'la) uzluksiz bo'lishi har doim ham kelib
chigavermaydi.
20.1- misol. Ushbu
X +X V4V

X +y . (x.y)* (0,0) bo"\ganda.

(x,y)=(0,0) bo"\ganda

funksiyaning R2 da uzluksiz ekanligini ko'rsating.
Y echilishi. v(a.6)e R: {(a,b)* (0,0) nuqtani olamiz:
. o XA+X2vi+ VA a* +ad2+b*t s
u_r{?/(x,y)—ln: ------ PRV b A =f(d,b)

y-> y-*

tenglik o'rinli bo'ladi. Bu esa, berilgan funksiyaning 20.1-ta’rifga ko'ra,
(,b) nugtada uzluksizligini bildiradi.
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Endi, berilgan funksiyaning (0;0) nuqtada uzluksiz ekanligini
ko‘rsatamiz. Buning uchun quyidagi almashtirishni olamiz:
X—0h V=iISN\qp

gg/(x, v)= liraf{rcostp,r%m<p) = lim#=: (cos) +sind<p)=0
Demak, ggggl(x,v):/(o;O):O. Bundan /(r.y)funksiyaning (0;0)

nuqtada uzluksiz ekanligi kelib chigadi.

20.2- misol. Ushbu 7(x,y)=2x-3y+r funksiyaning a2 da uzluksiz
ekanligini ko‘rsating.

Yechilishi >0 songa ko‘ra, s =-6 deb olinsa, u holda,

p(M(x,y,r\M(I(xa,y0,=Q)=J(x-x0y + (y-ynyY + (r-r,y <8
tengsizlikni ganoatlantiruvchi \/M(x,y,:)e Rmnugqtalarda.
[FO V) ~FiX,, Yo 1) (= 12X 3V +T) - (2, - 3Y,, +-) <] 2(r- %, )|+
+@ '-Yo\+\---01"6y/ (X-X,,Y +Cv-y,y +{:-:,,y <68 =e
tengsizlik o‘rinli boMadi. Bundan, 20.3- ta'rifga ko‘ra. /(x,>)=2x-3y+r
funksiyaning VVM,,(x,,y0,:a) nuqtada uzluksizligi kelib chigadi.
20.3-misol. Ushbu fix, v)= Xx.:zyvt43 funksiyaning VM0po,v0)e R2

nuqtada uzluksiz ekanligini ko‘rsating.
Yechilishi. Az,xx0,y0) nugtaga ax, ny ortirmalar berib, berilgan
funksiyaning toMiq orttirmasini topamiz:
4/t*0>J0o)=/(*o +p*. Vo+Aj)-/("o.-I'0) =
(ic, +Bx)- 2(y0+Ay)+4  X(- 2y, +4 _
(x0+Ax)2+(y0o+4y)2+3 x2+Yo +3
+ro FI[(5, +Ax)- 2y, +AY) +4]1- (%, - 29, +A[X0+A)2+(y,, +AY) +3]
(*! +YL +3)(x0+x): +(y,, +Ay)2+3]
Bu tenglikdan Hta/(x0y0)=0 ekanligi kelib chigadi. (20.2) shartga
0> *
ko‘ra, berilgan funksiyaning vmoxo,y0) nuqtada uzluksiz ekanligi kelib
chigadi.
20.4- misol. Ushbu

-7 ., X4+1'4d0 bo'Xganda,
X +y
/(*>)=
0, X* +y4 =0 bo'\%anda
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funksiyaning 0@Q0) nuqgtada har bir o‘zgaruvchisi bo‘yicha uzluksiz,
ikkala o‘zgaruvchisi bo'yicha bir yo'la uzluksiz emasligini ko'rsating.
Yechilishi. 7(x,y) funksiyaning 0@Q0) nuqgtadagi xususiy
orttirmalarini garaymiz: x bo'yicha xususiy orttirmasi
O1=/([x0)- /(0,00=0-0 =0.
Ravshanki, Jimn «=0. Bundan f{x,y) funksiyaning 0(00) nugtada *

argument bo'yicha uzluksizligi kelib chigadi.

Xudi shunday, /(xy) funksiyaning 0(0.0) nuqtada y argument
bo'yicha ham uzluksizligi ko'rsatiladi.

Endi, /(xy) funksiyaning 0(0) nuqtada ikkala o'zgaruvchi
bo'yicha bir yoia uzluksiz emasligini ko'rsatamiz. m(xy) nugta 0(00)
nugtaga, 0(00) nugtadan o'tuvchi y =fct to'g'ri chiziglar bo'ylab intilsin.
U holda.

XV AV _ K2
M T =it = okl

V-0

Demak, M{xy) nugta, turli to'g'ri chiziglar (k ning har xil
giymatida) bo'yicha, 0(0,0) nuqtaga intilganda limitning giymati turlicha
bo'ladi. Bu hoi, garalayotgan limitning mavjud emasligini bildiradi.
Shunday qiiib, berilgan funksiyaning 0(00) nuqgtadagi karrali limiti
mavjud emas ekan.

20.5- misol Ushbu

................. . x-y * 0o lganaa,

0, x -y =0 bo'lganda
funksiyani 0(0), nd -) nuqtalarda har bir argumenti va ikkala

argumenti bo'yicha biryo'la uzluksizlikka tekshiring.
Yechilishi. Kosinuslar a>\(wngs)'l_f9rmulasidan foydalanib, berilgan
funksiyani quyidagi ko'riﬁ?é%‘d‘zi_yﬁ’iib;_ﬁlarm iz;

- X ~ 0 bo'lganda,
/(xy)= <y ’
|, Nn—y =0 bo'lganda,
.x -V Wt
sin=-— sin-
1) &%{@’X)z_ﬁ'-%sm ZA'I'm_x"iﬁ/_z'I%Lsm "% IQET =01 =0=/(0,0)
2- 2
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Demak, /(.r,y) funksiya 0(0,0) nuqtada ikkala argumenti bo'yicha

bir yo'la uzluksiz. U holda, 20.1-eslatmaga asosan, har bir argumenti
bo'yicha ham uzluksiz bo'ladi.

- X~y
2) limf(x,y) =-limsin(x +3)lim - =1,
X~y
2
lekin J=o0 bo'lgani uchun, f{x,y) funksiya nuqtada

ikkala argumenti bo'yicha bir yo'la uzluksiz emas.

K
X + — a—

X
-2sin- -‘slin - 4

Ushbu f\x ] “emmeeme— X @ - bo*Ig anda,

x =— bo'\ganda
funksiyani gqaraymiz. Funksiyaning berilishiga ko'ra, v* uchun
/(*~1=0,jumladan, u x=”~ da ham nolga teng bo'ladi.

n n f
X4— = x— X—=
- Bsin-—4sin-—4 X+ B gin-. 4
lim Y7o, — j= lim - y i =-limsin T p— (.
) ——
4
2 2 4 4)
Demak, funksiya x =~ da uzluksiz emas.
Endi
K 1
2 sin —----y-sm ~\~Y
2 2 ,vd—nho'lganda,
q 4
4~y
0. i
funksiyani garaymiz. Funksiyaning berilishiga ko'ra, Wy uchun,
A +y i y T y
M A sind Ny sinll
lim/1—y |=lim- = 1im $iN —eemee 1] MY —oomemeeee -
im y |=lim T lim sin lim
4~y
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N n=-£ *an,l |
2 2 144,

Demak, /7(4-)] funksiya y =-] nugtada uzluksiz emas ekan.

20.6- misol Ushbu

M=« +
funksiyaning uzilish nuqtalarini toping.

Yechilishi. Berilgan funksiya. kasr rasional funksiya bo'lib, uning
surati ham, maxraji ham uzluksiz funksiyalardan iborat. Shuning uchun,
funksiyaning uzilish nuqtalari, *’+y'=0 shartni ganoatlantiruvchi
nuqtalardan iborat boMadi. Bu tenglamani y ga nisbatan echamiz: y=-x.

Shunday qilib, berilgan funksiyaning uzilish nugqtalari, y=-r
to'g'ri chizigning nuqtalaridan iborat ekan.

%, d0. ¥, #ova x,4 wW=0 boMsin. U holda,

L X+V ) 1 1
lim——" =lim -

.\f».V,',X *y YMX‘ - Xy t+y- x0 - xOy0+y0
Demak, y=-T(x*0) to‘g‘'ri chizigning nugqtalari, f(x,y)-

funksiyaning yo‘qotilishi mumkin boMgan (birinchi tur) uzilish nuqtalari
boMar ekan.
XtV _

lim =
X+y NUX - XY+ VE

munosabatdan esa, 0(0,0) nuqta berilgan funksiyaning cheksiz (ikkinchi
tur) uzilish nuqgtasi ekanligi kelib chigadi.

20.2. Uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar. Murakkab
funksiyaning uzluksizligi. wn=f{M) va v=g(\f) funksiyalar

to‘plamda berilgan, /Ne«“ nuqta esa, {M} to'plamning limit nuqtasi

va Ae{M! boMsin.

20.1-teorema. Agar /(M) va g(M) funksiyalar A nuqtada uzluksiz
bo'lsz f(M)xg(M), f(M) 9(M) hamda W) funksiyalar ham shu
9

nuqtada uzluksiz bo'ladi.
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20.2-eslatma. Ikkita ~ funksiyaning yig'indisi, ayirmasi,
ko'paytmasi va nisbati uzluksizligidan, ulardan har birining uzluksizligi
har doim ham kelib chiga vermaydi.
20.7-inisol. Ushbu {m}={(x.y)e R2:]%<1ly <il=R2 to'plamning
rasional nuqtalari ( har ikkala koordinatasi ham rasional son) to'plamini
(/;,j deb belgilaymiz. {m} to'plamda
reoa_Jd, XY)e{m?l
(o, {xy)yMmpA\Mrx
va
-1 (xy)e{M,}
A= 0, (ry)e & ¥imp)
funksiyalami garaymiz. Bu funksiyalarning yig'indisi
/(*.y)+/j(ry) =0 ((x;v)e {V}
bo'lib, u shu to'plamda uzluksiz, lekin 7Z,(aryy), /2(x;y) funksiyalarning
har biri {m} to'plamda uzluksiz emas.
20.3-eslatma. Yugqoridagi 20.1-teorema qo'shiluvchilar soni
ixtiyoriy chekli bo'lgan holda ham o'rinli.
u=f(M)=f(X,X.,...., xm) funksiya {u} | m3}cr) to'plamda berilgan

bo'lib, xI,x2,....xm o'zgaruvchilarning har biri, o'z navbatida,
VM {/v}e Rk(k=12..)) to'plamda,
X art),
b-p&.b.-.N (203)
Xm ft)
ko'rinishda berilgan bo'lsin. r=(f,, fle{jv}cK* bo'lganda
M=M(X,,X,,....xmM<={M)<zRm deb garaymiz. Natijada, har  bir
M(x1,x2,...xT)e {M} nuqtaga, (20.3) formula yordamida,
" =/(p, | 0>->9t, L. tk) =F(t)

nuqta mos qo'yiladi, ya'ni murakkab funksiya hosil bo'ladi.
20.2-teorenia. Agar <2 (/=12.,.m) funksiyalarning har biri
r,=(r\r,....,r°) nugtada uzluksiz bo'lib, /(@a/)=/(x,X,,..,0,) funksiya esa,
= nugtaga mos,
MO0 = (518,57 s i.. =pMn -x U
nuqtada uzluksiz bo'lsa, n=F(t,t,...,tt) murakkab funksiya t,=
nuqtada uzluksiz bo'ladi.
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20.3. Nugtada uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning lokal xossalari

n=f(u) funksiya {AY}e/r to'plamda berilgan bo‘lsin. Bu to'plamdan
{Af>nuqtani olib, uning etarli kichik atrofini garaymiz.

1 “Xossa. Agar /(A/) funksiya M, nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda,
funksiya M, nuqtaning etarli kichik atrofida chegaralangan boMadi.

2-xossa. Agar /(A/) funksiya MO nuqtada uzluksiz bo'lib,
/(ay,)>0 (/(v/)<0) bo'lsa, M, nuqtaning etarli Kkichik atrofidagi A/
nuqtalarda ham /(a/)>0 (/(ay)<o) bo'ladi.

3-xossa. Agar f(M) funksiya M, nuqtada uzluksiz bo'lsa, AY,
nuqtaning etarli kichik atrofidagi ixtiyoriy wm, e{M), 1/, e{M} nuqtalar
uchun, j/(a/,)-/(ay,)| <. tengsizlik o'rinli bo'ladi.

20.4.Uzluksiz bo'lgan funksiyalarning global xossalari.

20.4-ta’rif. Agar shunday c va ¢ sonlar mavjud bo'lib, vaye {m}
uchun c</(n/)<c tengsizlik o'rinli bo'lasa, u=/(n/) funksiya shu [M]
to'plamda chegaralangan deyiladi.

20.3-teorema(Bolsano-Koshining birinchi teoremasi). u=f(M)
funksiya \\i)}c /r bog'lamli to'plamda berilgan va uzluksiz bo'lsin.
Agar bu funksiya to'plamning ikkita A{a,,a2...,aJe{M}, B{blb,,....bT)e {/V}
nuqtasida har xil ishorali giymatlarga ega bo'lsa, u holda, shunday
C(c,.c2....c,.,)e{\f) nugta topiladiki, shu nuqtada funksiya nolga aylanadi,
ya'ni /(c)=/(c,,c, =0

20.4-teorema(Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasi). »=/(ay)
funksiya {H<=R" bog'lamli to'plamda berilgan va uzluksiz bo'lib, jAY}
to'plamning ikkita n(a,a,,...,at), B,b.,...bn) nuqtasida /(a)pf(B) bo'lsa, u
holda, /(a) va /(e) giymatlar orasida har ganday c¢ son olinsa ham, \M)
to'plamda shunday C(c,.c.,...,.cj nuqta topiladiki, /(c)=/(c,c,,....C,)=C
bo'ladi.

20.5-teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi). Agar
u=/(ay) funksiya, {M}c«"-chegaralangan yopiq to'plamda berilgan va
uzluksiz bo'lsa, funksiya shu \W\ to'plamda chegaralangan bo'ladi.

20.6- teorcma(Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar j (m)
funksiya chegaralangan yopiq {M}aRmto'plamda uzluksiz bo'lsa, u shu
to'plamda o'zining anig yuqori hamda aniq quyi chegarasiga erishadi.

20.5. Ko‘p o'zgaruvchili funksiyaning tekis uzluksizligi. /(AY)
funksiya {M)c.R™ to'plamda berilgan bo'lsin.



20.4- ta’'rif. Agar v~>0 son uchun. shunday s>0 topilsaki, {V}
to'plamning p(M\M’)<S tengsizlikni qganoatlantiruvchi
nuqtalarida

]
tengsizlik bajarilsa, /(n/) funksiya to‘plamda tekis uzluksiz deyiladi.
20.4-eslatma. Funksiyaning tekis uzluksizligi ta’'rifidagi <*>o0 son
fagat c>0 ga bog‘lig boMadi.

20.7-teorema (Kantor teoremasi). Agar /(n/) funksiya
chegaralangan yopiq to'plamda berilgan va uzluksiz boMsa, funksiya shu
to'plamda tekis uzluksiz bo'ladi.

20.5-eslatma. Chegaralangan [M) to'plamning VA/'We {¥]
nuqtalari orasidagi p(M',M’) masofaning aniq yuqori chegarasiga j™m)
to'plamning diametri deyiladi.

Natija. Agar f(M) funksiya chegaralangan yopiq to'plamda
berilgan va uzluksiz bo'lsa, u holda Ve>o0 son uchun shunday <?>0
topilib, {/} to'plamni, diametri s dan kichik boMgan, {m,)e{nyl{/ =12,..8)
bo'laklarga boMganimizda. bu boMaklarning har birida ham, /(n/)
funksiyaning tebranishi e dan kichik boMadi.

20.8-misol. Ushbu wu=~*,+>. funksiyani {m}={(x,v):0<x: +v2<l}
+ V

to'plamda tekis uzluksizlikka tekshiring.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning surati .r3+y3va maxraji x2+y?2
{m} to'plamda uzluksiz. Demak, funksiya {m} da uzluksiz
(0(0,0€ {&/}), {m} to'plam yopig to'plam emas. Shuning uchun, bu
holda Kantor teoremasini qo'llab bo'lmaydi, lekin «(*>m) funksiyani
0(0,0) nugtada gayta aniqglasak, ya'ni r/(0,00=0 desak, u holda u(x,y)
funksiya  0(0;0) nuqtada uzluksiz bo'ladi. Hagigatan  ham,
X =pcosp, y —psin< almashtirishni olsak, x-»o,y-»0 da p-*0, ya’'ni
iimu(.ry) =lim«(pcosp,psinp) =limp =0 Shunday qilib, r/(ary) tunksiyani

P P

>e%Q)

0(0.0) nugtada gayta aniqglasak, ya'ni r/(0;0)0=0 desak, u holda berilgan
funksiya {ir}={(xj-):xJ+y2<13} yopiq to'plamda uzluksiz bo'ladi. Demak,
Kantor teoremasiga asosan, berilgan funksiya, markazi 0(0;,0) olib
tashlangan {/} doirada, ya'ni [m] to'plamda tekis uzluksiz bo'ladi.

20.9- misol Ushbu u=f(x,y)=arcsm- funksiyani aniglanish sohasida

tekis uzluksizlikka tekshiring.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi:
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M=) <yl y*o}-

Bu sohada f(x,v)=arcsin\-/ funksiya uzluksiz funksiyalarning

superpozisiyasi sifatida, uzluksiz. Endi bu funksiyani {m} sohada tekis

uzluksizlikka tekshiramiz: M n n) “\n n (n=i,2~) nuqtalar uchun

rfweh HWHWH 4 s«
Funksiyaning bu nuqtalardagi giymatlari,
|H(Y,,)-H(n/’)] = |a/rsm 1-arcsin(-1)] =2a/rsin I=x>1=¢

munosabatni ganoatlantiradi, ya'ni 20.4- ta’rifning sharti bajarilmaydi.
Demak, berilgan funksiya \M}to'plamda tekis uzluksiz emas.

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi funksiyalarning uzilish nuqtalarini toping:

20.3. U=1n(9-nr -y ) 204. um Y
X+y

20.5. « =sin>. 206. u Sil-t
Xy

Quyidagi funksiyalarning hamma uzilish nugqtalarini toping va ular
ichida ikkala argument bo'yicha yo'qotilishi mumkin bo'lgan uzilish
nuqtalarini ko'rsating:

20.7. u= 20.8. u-f~r.

X-+V X +y

3
209 u. T — x+y ©0 bo'\ganda,

20.10. u-3, 7l -x+v 20.0dt \gandgrsin u; -
SHTX+SHTV X +y

20.12. H=sin * 3P -

sin X +sin”V

(1 (- +32-1)Sint— J—r, x2+y2*\bo'\%anda,
zZull. u==< T—x —vV

[o. Xx2+y 2=1 ho'\ganda.
Quyidagi funksiyalarni ko'rsatilgan nuqtalarda har bir argumenti
v;i hamma argumentlari bo'yicha biryo'l uzluksizlikka tekshiring:
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X y-

->N IV x w netiufinrisi
AXA+Y 4 0(0;0) va A(l;2) .
K x4+y4=0 bo'lganda,
1:w2 o,
20.15. «=1 Ly4 Tr o(0,0) va "(toMo-) .
(e} x4 =0 bo'lg anda.
x2+\2 k4 ®0bo'lganda,
X+y 0(0;0) va A(z-1).
0, x4y 4 =0 bo’lganda,
IX2- v2 "
—\X2+y7' X 20 bo'iganda, 0(0.05 ea 1101,
u X7
(sinn +sin v
20.18. u=  n+y ' 6 ' 0(0;0) va a\
[l X+ v =0 ho'lganda,

Quyidagi funksiyalarning ko'rsatilgan sohada chegaralangan yoki
chegaralanmagan ekanligini aniglang:

20.19. un=x2-y 2, M}={0ey): x2+v! <253.

20.20. uw=x2-y 2 {A3={(Xx v): X2+y 2 > 25}.

20.21. un=ax; +"a ,x: +y21.0, (a va b haqiqgiy sonlar).
X way

20.22. » 5 0.
Xy

XV
20.23. Ushbu n=jx2+y2
[0, X: +j-* =0 bo'lganda
funksiya 0(0,0) nugtada: 1) n bo'yicha uzluksiz; 2) y bo'yicha uzluksiz;
3) ikkala argumenti bo'yicha biryo'la uzluksiz bo'ladimi?
20.24. a ning ganday giymatida ushbu

x2+y2 ®0 bo'lganda,

—"r, x2+v2 ®0 bo'lganda,
X +y"

< x2+y 2 =0 bo"\ganda
funksiya 0(0,0) nugtada: 1) * bo'yicha uzluksiz; 2) y bo'yicha uzluksiz;
3 v=Kk¥x, (E*0) chizig bo'yicha uzluksiz; 4) ikkala argumenti bo'yicha
biryo'la uzluksiz bo'ladimi?
20.25. a ning ganday giymatida ushbu
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— X2+ v2*m0 bo"\a,anda,
P)L(L : v

[a, r2+y2=0 bo'\ganda
funksiya 0(0,0) nuqtada: 1) x=at, y =pt (a2+p2*0) chiziqg bo'yicha
uzluksiz; 2) ikkala argumenti bo‘yicha bir yo‘la uzluksiz boMadi?

X"V
J+y4®0 bo'lganda.
20.26.Ushbu U:I)(4+y4 XJ+y 0'lganda
O X4+y4=0 bo'\ganda
funksiyaning 0(0,0) nugtada: x=t cosa, y =1sina (0<(<«) chizig

bo‘yicha uzluksizligini; ikkala argumenti bo'yicha bir yoMa uzilishga
ega ekanligini ko‘rsating.
20.27. a ning qarllday giymatida ushbu

....... e 1 ,x+v*0 bo'iganda,

a, X +y =0 bo'\ganda
funksiya R2 da uzluksiz boMadi.
20.28. a va *ning ganday giymatlarida ushbu

a, r2+y2<4 bo'iganda.
4/9- x2-y2- Vx2+y2-4, 4 <x2+y2<9 bo'lganda.
b, x2+y 2>9 bo'\ganda

funksiya R7 da uzluksiz boMadi?

Quyidagi funksiyalarning ko'rsatilgan sohada chegaralanganligini
isbotlang, uning anig chegaralarini toping hamda funksiyaning aniq
chegaralariga erishishi yoki erishmasligini aniglang:

20.29. u= X2+y2¢0 .
X

+Yy!

20.30. u=~—  {m}={(xy): 0<x2+v2<9} .
x- +y

20.31. u=-M ~r. x4+v4*0 .
X 4y

20.32. u=xyev, {M}={x,y):x >0, v>0} .

Quyidagi funksiyalarning koM'satilgan to'plamda tekis uzluksiz
ekanligini ta'rifga asosan isbotlang:

20.33. n-ax+by+c, (a*0,6*0), R-.

20.34. u=x7+y2 {mp={(x,y):x2+y2<1} .

20.35. n=Ix7+y2, {m}={(xy): H<co. M<0og .

20.36. n=Jx2+y2+r2, RI.

20.37. u=x3-y!, AMr={(x)y): 1<x <2, O<y<2} .
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20.38. u- -;-'m, [M)={1y):0<x2+y2<25} .
20.39. H:nysiny {}={\v): 0<y<l O<v<I} .

20.40. n- In(x2+y:). {(My={(Ty): 1. +y: >I) t.
Quyidagi funksiyalarning ko'rsatilgan to'plamda tekis uzluksiz

emasligini ko'rsating:

1 41
20.41. n=—— 4— JI/}=\xVv):0 <x2+v2<]j .
X' +y*

20.42. M:xsinT {JV}={vv).0<x<l O<v<i .
204311 =~ 1, {M}={x 1t):0<g +y; <} .
20.44. 1=sin---------- {m}={rv):x2+1: <] .
=sin —— ---- L= : . |
20.45. 1=sin T T {Mi ={fcv): x2+1: <I.1 .
Quyidagi funksiyalarni ko'rsatilgan to'plamda tekis uzluksizlikka

tekshiring:

tekis

20.46. n=2x- 3>+5. {AF={(vy): M<oo. M <o0; .
20.47. n=JT-x2-y2, gV3={(vy). jc +y: <4} .
20.48. n=arcsin— [m)= i<V

20.49. u=/(x.y) funksiya R2 da uzluksiz bo'lsa, n=fix,v) r2 da
uzluksiz bo'ladimi?

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

20.1. 0(0;0).

20.2. 0(0:0).

20.3. . +y:=9- aylananing hamma nugqtalari.

20.4. x+)'=ochizigning hamma nugqtalari.

20.5. y=o0to'g'ri chizigning hamma nuqtalari.

20.6. Koordinata o'qlarining hamma nuqtalari.

20.7. 0(0;0)- yo'qotilishi mumkin bo'lgan uzilish nuqtasi.
20.8. 0(0:0).

20.9. x+y =0 chizigning (1;-1) va (-1;1) nuqtalardan boshg

)
hamma nuqtalari uzilish nuqtalari bo'ladi, (1;-1) va (-1;1) nuqtalar esa,
yo'gotilishi mumkin bo'lgan uzilish nuqtalari bo'ladi.
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20.10. {mam\k,ne Z.

20.11. 0(0;0) yo'gotilishi mumkin boMgan uzilish nugtasi.

20.12. (nk7ni), k.neZ.

20.13. Uzilish nuqtalari yo‘q.

20.14. 0 va a nuqtalarida funksiya liar bir argumenti bo'yicha uzluksiz.

20.15. 0 va a nuqtalarda funksiya har bir argumenti va hamma
argumentlari bo'yicha biryo'la uzluksiz.

20.16. o nuqgtada funksiya har bir argumenti va hamma
argumentlari bo'yicha bir yo'la uzluksiz, a nuqtada esa, har bir
argumenti va hamma argumentlari bo'yicha biryo'la uzilishga ega.

20.17. 0 nugtada funksiya * argumenti bo'yicha uzluksiz, y argumenti
va hamma argumentlari bo'yicha bir yo'la uzilishga ega. a nuqgtada har bir
argumenti va hamma argumentlari bo'yicha biryo'la uzluksiz.

20.18. 0 nuqtada funksiya har bir argumenti va hamma
argumentlari bo'yicha bir yo'la uzluksiz; n nuqtada har bir argumenti va
hamma argumentlari bo'yicha biryo'la uzilishga ega.

20.19. Chegaralangan.

20.20. Chegaralanmagan.

20.21. Chegaralangan.

20.22. Chegaralanmagan.

20.23. I) Ha. 2) Ha. 3) Yo'q.

20.24. i) 1.2) -i\ 3) -1. 4) Mavjud emas.

20.25. 1) 0.2) o.

20.27. o.

20.28. a =4b, b=-45.

20.29. supu=l, bunga erishadi, masalan, (ko) nugtada, infu=-1,
bunga erishadi, masalan, (o, ) nugtada.

20.30. sup«=8l, bunga erishadi, masalan, (0:3) nuqtada, infn=0,
bunga erishmaydi.

20.31. sup» =05, bunga erishadi, masalan, (l.l) nuqtada, infu=o,
bunga erishadi, masalan, (0,i) nuqgtada.

20.32. supu:;, bunga erishadi, masalan, (I;1) nuqtada, infu=o,
bunga erishadi, masalan, (0,0) nuqgtada.

20.33. Tekis uzluksiz.

20.34. Tekis uzluksiz.

20.35. Tekis uzluksiz emas.
20.36. Yo'qg.
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21 -8. Ko‘p o'zgaruvchili funksiyaning xususiy
hosilalari va difTerensialiari

21.1. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalari.
u=f(M)=/(x,,x2...x8) funksiya ochiq {m} ({V}c n") to'plamda
aniglangan bo'lsin. Bu to'plamdan w (. x2, nuqtani olamiz va
funksiyaning xt argumentiga < orttirma beramiz (qolgan
argumentlarini o'zgarmas, deb hisoblaymiz). Natijada, funksiya ham
Oln orttirma oladi. Ushbu
A<"  f(xxx2...xt xxk+Axkxktl,.,x,,)-f(x,,X2....X,,) ~21 )
A x> ’
nisbatni qaraymiz, bunda m (x1.x1,....xt_i,xi + A x* x* . X, )6 {M }.
21.1-ta'rif. Agar Ox,-*0 da (21.1) nisbatning limiti mavjud va
chekli bo'lsa, bu limit f(x,,x2,...,xj funksiyaning M(x,,x2...,xJ nuqtadagi
xk argumenti bo'yicha xususiy hosilasi deyiladi va

- oxk wu o/
kabi belgilarning biri orqgali yoziladi. Ta'rifga ko'ra,
mo_ . ALm
— = lim
8xt Axk

ko'rinishda yozish mumKin.
21.1-misol. 21.1-ta’rifdan foydalanib, ushbu
/(*.r)=3"]
funksiyaning o(0,0) nuqtadagi /', f'y xususiy hosilalarini hisoblang.
Yechilishi. 21.1-ta’rifga ko'ra, f[, /, xususiy hosilalarini topamiz:

YOO i, ZQ+AXD-4Q0 _ i 3221 5103210y,
oX Al Ax MU [Ox
VM =lim =limllr | =In3.
c Ay A0 Ay

Demak, 7;(0,0)=In9 /,(0,0)=in3.
21.2-misol.Ushbu
fix,y)=yl(x-i)j +0’-i) 3
funksiyaning 41,1 nugqtadagi /', /, xususiy hosilalari mavjud
emasligini ko'rsating.
Yechilishi. Faraz qilaylik, (x,j)* (I;) bo'lsin, u holda, fx fy
xususiy hosilalarni topamiz:
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D7 aiciy ovi) " v ) oo T
Demak, (x,y)*(l;i) da berilgan funksiyaning xususiy hosilalari
mavjud.
21.1-ta'rifga ko‘ra, berilgan funksiyaning /,(i;i), /4wn) xususiy
hosilalarini topamiz:

AX JT*0 Ox M [Ox
2M BrAlx*X H)NTM .
N> f»—*dq Ay ) -0 Ly

Bunda A A Ango’ﬁy limitlar har xil giymatlarga ega boMganligi

uchun, limitlar mavjud emas.

Demak, berilgan funksiyaning n(l, 0 nuqtada xususiy hosilalari
mavjud emas.

21.3-misol. Quyidagi:

1) /(x,v)=arcsin— 2) f(x.v,r)=e""
Yy

funksiyalarning xususiy hosilalarini toping.

Yechilishi. 1) (arcsinu) =-H.=formulaga asosan, /r(x,y) va
y\ —U2

/.(x,y) xususiy hosilalarni topamiz:
df 1 1 .1 5f 1 X)_ yX

dx 1 y  VI'l--vl ' » m yl

2) (e"=e‘U’ formulaga asosan, berilgan funksiyaning xususiy
hosilalarini topamiz:

21.4-misol. Ushbu u=-(x2+v2)+«>(x-y) funksiya —+—=x+v
2 ' dx d\>
tenglamani ganoatlantiradimi?

Yechilishi. Dastlab, berilgan funksiyaning i Xususiy

hosilalarini topamiz:
o] \

, \
: =x+<pixy) Loy<p(xey))
X ay

Endi bu xususiy hosilalarni tenglamaga olib borib qo‘yamiz:
X+<P'(X-y)+y - <p{x-y) =x+y =>x +y mx+y.
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Demak, u=-(xl+y)+<p(x-y) funksiya birinchi tartibli xususiy

hosilali differensial tenglamaning yechimi ekan.
21.1-eslatma. Berilgan nuqtada funksiyaning hamma xususiy
hosilalarining mavjudligidan, uning shu nuqtada uzluksizligi kelib
chigavermaydi. Masalan,
(W
n=dx"' +y-
[ 0 , x2+y2=0 bo'\ganda
funksiya /,(00) nuqtada uzluksiz emas, lekin bu funksiya ko‘rsatilgan
nuqtada x va y argumentlari bo'yicha xususiy hosilalarga ega:
du
X o py o o
(0.0)

X" +v2* 0 bo'lganda,

= o,

chunki /(x,0)=0, /(0,y)=o0.

21.2. Ko‘p o'zgaruvchili funksiyaning
differensiallanuvchanligi sharti. u=/(u) funksiya {M} ({M\c:Rm)
to'plamda  berilgan  bo'lsin.  Ma’'lumki, wn=/(w) funksiyaning
m (X,,X2...,X] nuqtadagi to'liq orttirmasi:

Own = /(gr, +Ngr,.ar3 + Ox2,...4.,,, +AX,,,)-f(x],x2,...,.xm)

ifodadan iborat (20-§ ga garang).

21.2-ta’'rif. Agar u=f(M) funksiyaning M nuqtadagi to'liq
orttirmasini

n=A0x +ALx, +.. +Ar/xuHaZix2+.. +aTAxn, (21.2)
bunda, A,A2.. AT lar, gx,.gx,,...Axwlarga bog'lig bo'Imagan o'zgarmaslar,
a,,a2..,a, lar esa, [Ox,0x3...0x, larga bog'lig va Ax ->0,4x, ->0,...,[x,, -»0
da a, ->0,a2-»0,..a,, ->0 (L, =0x, =..A=0 bo'lganda esa,
a,=a, =..=a. =0 deb olinadi), ko'rinishda ifodalash mumkin bo'lsa,
f(\f) funksiya M(x,,x,,....xJ nuqtada differensiallanuvchi deyiladi.

21.1-teorema. Agar u=/(m)=s(x,x,..x,) funksiya A/(X,X, ,.,X]
nuqtada differensiallanuvchi bo'lsa, bu funksiyaning m (x,.x,.....x3
nuqgtada barcha argumentlari bo'yicha xususiy hosilalari mavjud va

— =A (i=12,..») bo'ladi, bunda A@=12..m) lar (21.2) shartdan

0X,
topiladi.
21.1-natija. (21.2) differensiallanuvchanlik shartini,

m:i&’.ﬂ'x, +£&’.ﬂ|xa +. +[1/>:[.jﬂ'x” +0(p) (21.3)

248



ko‘rinishda yozish mumkin, bunda D - ML e %) va
n,(r, +or, 0 +4x,,.,. 0. ++0x,)e {M} nuqtalar orasidagi masofa, ya’'ni
P =pa/ax,3+ [Ax22 +... + Axm2.

21.2-natija. Agar u=f(M) funksiya M(x,X,...*J nuqtada
differensiallanuvchi boMsa, uning toMiq orttirmasi (21.2) shaklida
tasvirlanishi yagonadir. Agar u=f{M) funksiya M(x,x2..,xm) nuqtada
differensiallanuvchi boMsa, u shu nuqtada uzluksiz boiadi.

21.2-teorema. Agar n=/(n/) funksiya mo(x",-x%) nuqtaning biror
atrofida barcha argumentlari bo'yicha xususiy hosilalarga ega bo‘lib, bu
hosilalar 5/, nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda, berilgan funksiya M,
nugtada differensiallanuvchi boMadi.

21.6-misol. Ushbu J(x,y) =ltx> funksiyaning 0(0.0) nuqgtada xususiy
hosilalarga egaligini va u shu nuqgtada differensiallanuvchi emasligini
ko'rsating.

Yechilishi. Ta'rifdan foydalanib, berilgan funksiyaning 0(0.0)
nuqtadagi xususiy hosilalarini topamiz:

¢/(Q 0) =lim /(0 +At,0) - /(0,0) =HnYgalo =
Ax "-x' AX

Jivd
a/a’IO) /(2 0+%/-/(o,0) o °

0(0, 0) nuqgtada berilgan funksiyaning to‘la orttirmasini topamiz;:
40> 0) =/(Ax, 4>)~/(0, O =\[Kx& . (*)
Faraz qgilaylik, berilgan funksiyao(o, 0) nuqtada differensiallanuvchi
boMsin. U holda, (*) orttirma ushbu
N/(0, 0) =/m(0, 0)x +7, (0, 0)Av +0(p)
ko'rinishda ifodalanadi, bunda p=~/nx2+Av2. Quyidagi limitlarni
garaymiz:

. 0/(0,0)- f XO 0)Ax+/ (O 0AV |
lim = lim = *0

Agar n*=Ay-»0 da =
Vax2+Av2  |A&|V2

Demak, berilgan funksiya 0(0,0) nuqtada differensiallanuvchi
emas.

21.3. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning differensiali. n=/(
funksiya {m} ({W}<zft") to'plamda berilgan boMib, bu funksiya
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A/(X, X],...x,,)e{w} nuqtada differensiallanuvchi boMsin. U holda u=/(m)
funksiyaning AntoMiq orttirmasi uchun (21.2) formula o'rinli:
n=N0x +..+,0x, +a,0x, +... +a,AXT.

21.3-ta’rif. n=/(m) funksiya nH orttirmasining nx,nx,,...nx,, larga
nisbatan chizigli bosh qismi, u=/(u) funksiyaning ™ nuqtadagi
differensiali (tolig differensiali) deb ataladi va vy, du, df vyoki
df (X X,,...s x,) kabi belgilanadi.

Demak,

du-df =df(x,,x2..m)= + MO+, +AAm (21.4)

21.1-teoremani e’'tiborga olsak, u holda, (21.4) funksiya

differensialini quyidagi,

du= A+ U an 4+ B Ax, VATES
av, 1 5x; - dxm

ko'rinishda ham vozish mumkin. x (/=12..4r) o0'zgaruvchining
differensiali dx (;=I2...m) deb, ixtiyoriy (x,X,...xj larga bog'liq
boMmagan son tushuniladi. Bu sonni, bundan keyin, A (/=i2,..m) ga
teng deb olishga kelishib olamiz, ya'ni dx—ax, (=12..«J. Bu kelishuvni
e'tiborga olsak, (21.5) ni quyidagi,

du =—mdx, +— dx2+..+ -dxm (2 1.6)
dx, ex. ex.,

ko'rinishda yozish mumkin.

5.6-misol. Ushbu z=e'2" fuksiyaning dz birinchi tartibli toMiq
differensialini toping.

Yechilishi. Berilgan funksiyadan x va v o'zgaruvchilar bo'yicha
xususiy hosilalarni topamiz:

—= Y =e*MIxy-, —=L'VY= 2X:V.
dx f 1 Aixy dy ~

1

Topilgan birinchi tartibli  xususiy hosilalarni  dz=2dx+zydy

formulaga keltirib qo'yamiz
dz - e*2y~2xy'dx +e ry' 2x'vdy =ex* 2xy(ydx +xdv).

21.7- misol. Funksiyaning orttirmasini uning differensialiga
almashtirib, ushbu (0,98)rm sonni taqgribiy hisoblang.

Yechilishi.Quyidagi u=xy funksiyani qaraymiz. Bu funksiyaning
(x2) nuqtadagi giymati u(i;2)=i boMadi. u=xy funksiyaning (0,98.2,01)
nuqtadagi qiymatini hisoblaymiz.

Dastlab n=xy funksiyaning (i;2) nuqtadagi wu, U\ xususiy
hosilalarini topamiz:
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u, =yx1", ux(1;2)=2; uy =xylInx, «,(l; 2)=0.

Berilgan sonni  n(x+ Ax,y+Ay) * u(x,y) + mKx,y)Ax+< @ry)Ay formula
bo‘yicha hisoblaymiz, bunda ax=-0,02, Ay =0,01,

(0,98)101 =n(1-0,02,2 +0,01) * u(l;2)+ uj(l: 2)Ax +u'(L 2)4y =

=1+2 (-0,02)+0 0,01=0,96.

21.4. Ko'p o'zgaruvchili murakkab funksiyaning hosilasi.
n=/(w) =f(xl,x1,..xm) funksiya {m} {M}czR") to'plamda berilgan bo'lib,
X,,X2..Xm o'zgaruvchilaming har biri, 0‘z navbatida,
o'zgaruvchilarning funksiyasi sifatida, {v} ({N}c R*) to'plamda berilgan
funksiyalar bo'lsin:

A=A\ )
X B s..r4 (217)
=, (,f2~A)

Bunda, (f,t2, . )e {A} bo'lganda, unga mos  kelgan
T)e.{™m} bo'lsin, deb faraz gilinadi. Natijada, ushbu
N=/(P|(,>*2.-N). ) - 0)
ko'p o'zgaruvchili murakkab funksiyaga ega bo'lamiz.
21.3-teorema. Agar (21.7) fnksiyalarning har biri wQ(f,V?,...r"e {w}
nuqtada differensiallanuvchi bo'lib. n=/(x,x,,...xJ funksiya esa, unga

mos *=*(«,....0;) xj=* >, («, *=n.(M.-ng)
nuqtada differensiallanuvchi bo'lsa, u holda, A&/ t,,....tk
murakkab funksiya  ham $,..,$) nuqgtada differensiallanuvchi
bo'ladi va uning xususiy hosilalari

du  dudxl du dx. du dxm

dt, * dx. dt, dx2 df, dxm dt, ?

du dudx, du du

dt7 dx, Ve +ock, dt2 (21.8)

du dudx, am oo du dxm

dt, dx, dx. dxm

formulalar orqali topiladi.

21.4-eslatma. Xususiy holda, (21.8) dagi funksiyalarning har biri
fagat bitta t ga bog'liq bo'lsa, u holda, biz fagat i ga bog'lig bo'lgan
u=/{X,,X,,...xM,x1 =plt) (*=12,...,*) murakkab funksiyaga ega bo'lamiz.

Bu murakkab funksiyaning hosilasi
du _ du dx, N du dx, du dxm

at - o\ dt  dx, dt dxm dt
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formula bo'yicha topiladi.

Ikki o'zgaruvchili funksiya uchun zanjir goidasi: Agar w =f(x,y)
diferensiallanuvchi funksiya, r va y lar esa, / erkli o'zgaruvchining
diferensiallanuvchi funksiyalari bo'lsa, u holda, w funksiya ham t erkli
o'zgaruvchining diferensiallanuvchi funksiyasi bo'ladi va

S =dN N T
dt dx dt dy dt trkaz o’zgaruvchi
formula o'rinli. ai

Bu tasdigning «daraxt a,/
diagram masi» quyidagicha:

=

~ ni topish uchun, w dan < Y o o'zgMUVehilar

boshlab, har bir yo'l bo'yicha /
pastga garab harakat qilinib, :T
yo'lda uchragan  hosilalar
ko'paytirilib, so'ngra ular
go'shiladi:
<W =c¢Wdx 8lVdy
dt dx dt dy dt

Uch o zgaruvchili murakkab funksiya uchun zanjir qoidasi: Agar
w=f(x,y,:) diferensiallanuvchi funksiya, *, y va r lar esa, t erkli
o'zgaruvchining diferensiallanuvchi funksiyalari bo'lsa, u holda, w
funksiya ham t erkli o'zgaruvchining diferensiallanuvchi funksiyasi
bo'ladi va

dW__5V7dx  (W_dy dwW dz

dt dx dt dy dt dz dt W - AX.r.z) eticsizo'zgennrchi
formula o'rinli.

Bu tasdigning «daraxt

dt

diagrammasi» quyidagicha:

ni topish uchun, w dan boshlab
har bir yo'l bo'yicha pastga
garab harakat qilinib, yo'lda
uchragan hosilalar ko'paytirilib,
so'ngra ular go'shiladi:
erkli 0'zguuvchi

<WA_dlIndx dIV dy  dIV dz
dt dx dt dy dt dz dt

Ikkita erkli o ‘zgaruvchi va uchta o rta o ‘zgaruvchilar uchun zanjir
goidasi:  Agar w="f(x,y,z) x=g(r,s), y =h(rs) va z =Kk(r,s)
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diferensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsa, u holda, iv funksiya ham A va v
erkli o‘zgaruvchilarga nisbatan xususiy hosilalarga ega bo'ladi va ular

uchun,
aw _divdx dwdy dwdz dIV_dwdx ~dWdy |dIVdz

dr dx dr dy dr dz dr’ ds dx ds dy; ds dz ds
formulalar o'rinli.
Lo . . . . aw  dw
Bu tasdigning «daraxt diagrammasi» quyidagicha; PP
topish uchun, w dan boshlab har bir yo'l bo'yicha pastga garab harakat
gilinib, yo'lda uchragan hosilalar ko'paytirilib, so'ngra ular go'shiladi:

dw  dWdx W dy dwW dz dW _ dW dx ~ oW d>+ dW dz
dr dx dr dy dr dz dr* ds dx ds dy ds dz ds

Agar w =f(x), x=g(r.s) diferensiallanuvchi funksiyalar bo'lsa, u
holda, w funksiya ham r va 5 erkli o'zgaruvchilarga nisbatan xususiy

hosilalarga ega bo'ladi va ular uchun,
dW _dW dx  dW _ dW dx

dr dx dr ds dx ds
formulalar o'rinli.

Bu tasdigning “daraxt diagrammasi” quyidagicha: G & larni
topish uchun, w dan boshlab harakat qilinib, Y hosila x o'rta

o'zgaruvchining r va ~ erkli o'zgaruvchilar bo'yicha xususiy
hosilalariga ko'paytiriladi:
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r =fix) erkaz o'zgeruvchi

o’rta o’zgaruydii

erkli o'zgaruvchilar

dW =dW dx dw _ div dx
dr dx dr' ds dx ds
w=/ (*i.jci, =x)X2=X,1),...%, =X,(i) (N tao‘rta

o'zgaruvchilar, bitta erkli o‘zgaruvchi holi) boMsa, daraxt diagrammasi

erksiz o’zgaruvchi

o’tie 0’zgaruvchilar

erkli o’zgaruvchi

ko'rinishni oladi va w funksiyaning t erkli o‘zgaruvchi bo‘yicha to‘lig

hosilasi,
dw _ df dx, df dx, df dx,

dl - dx, dt dx, dt fix, dt
formula bo‘yicha hisoblanadi.

w =X, X, X)X, =<p (bt X =S(082,007,,) e X
funksiya uchun “daraxt diagrammasi”
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ericsix o’xgaruvchi

o'rta 0'zgamvdular

erkli o'zgaiuvthilar

=12
bo'yicha xususiy hosilalari,
oil' _cf dx__df dxa df dk,
e

8w _ df ox, df dx2 de,.
&, 2

5» cf & Bf dx. dx,,
5tm X 8td xj 8, dxn dtm
formulalar yordamida hisoblanadi.
21.8-misol. Ushbu IV=x2- xy, x=\ -1,y =td murakkab
funksiyaning o0)zanjir qoidasidan foydalanib: b) bevosita t bo'yicha
differensiaiab. ni t ning funksiyasi sifatida ifodalang, so'ngra
ning berilgan t=1 nuqtadagi qiymatini toping.
S , dW efksiz
Y echilishi. aJ G rn o'zaaniveln
topish uchun, «daraxt -1 *K
diagrammasi»ga asosan, iv dan
boshlab, har bir yo'l bo'yicha v onn
pastga qarab harakat qilib, o'zearuvcbilar

yo'lda uchragan hosilalarni
ko'paytiramiz, so'ngra ularni

go'shamiz: erkli o'zaaruvclii
dw =3IVdx +W dy =(3_6/: 20+~ _y =N,y
d dxd dyd V n v r \ 7/
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Murakkab funksiyaning — hosilasini f~ =£ILfA+£iL~ formula
dt dt  dx d m dt

bo‘yicha topamiz:

dL =3x'-y =i\-,"]-t'=3-6,"+7,\ ™ =.x=r-\, — =2/, — =4(,
dx dy dt dt
NO=DENHEED =(3_6(+ N (G n
dt dx dt dy dt \Y /

Endi, = ning berilgan <=i nuqtadagi giymatini topamiz:

do\liv =2t(4r-3) =2
t=1 1,=1
21.9-misol. Ushbu r=eV, x=u7-v\ y=uv murakkab
funksiyaning xususiy hosilasini toping.
Y echilishi. z(x(uv),y(u,v)) murakkab funksiyaning xususiy
hosilasini topish formulasidan foydalanamiz:

.dé eX\/Z’ B(ZZW, 9(:.2\/ s %:ZVeX’ ﬂl:\/’ ﬂl:u’
dx du dv fiv ° du dv
dz_dz dx, dz dv ..., +2ye v-2¢ Wy +2uv e
ou dx du dy du
=2uv*(ir +l)e" s
cr _fir dx dz fiv__. 1 (.

oo dv -d-);-“d-\l_f v m(-2vj+2ve’ o1 =2ery(u- viy=2¢ ' uv(u-v'u) =

=2e“-V v (l-v:)

u=f(xt,x2...,xj funksiya {M)<sR'to'plamda berilgan bo‘lsin.

21.4- ta'rif. Agar {&/} ({/1/}c Rm) to'plamning har bir nuqtasida va
"har bir t lar uchun

f(tX,,tx,....,tx") =tIf(xi,x o) (21.9)

tenglik bajarilsa, u=f(x,,x....xj funksiya [m] ({M}<zRm) to'plamda p-
darajali birjinslifunksiya deyiladi.

21.4-teorema (birjinsli funksiyalar hagida Eyler teoremasi).
Agar n=/ ( * , , funksiya {M} to'plamda differensiallanuvchi p-
darajali birjinsli funksiya bo'lsa, u holda {M} to'plamning har bir

m {x,,x2....,x,,) nuqtasida B L S Sl tenglik o'rinli.

21.10-misol. Agar f(x.y.z) funksiya {M} to’plamda differensialla-
nuvchi p-darajali birjinsli funksiya bo'lsa, fx(xy.z), f(x,y,z), f(x,v,z)
xususiy hosilalari p-i-darajali birjinsli funksiyalar ekanligini isbotlang.

Y echilishi. Shartga ko'ra,
f(tx,C\>tz) = trf(x,y,z)
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bo'lib, tenglikning chap tomoni differensiallanuvchi. Tenglikni X
bo'yicha differensiallaymiz:

/,(« 1y, )F =" FASE) yoki /X», V, ft) =""/X*, )
Bundan /(x,y,r) funksiya p-I- darajali birjinsli funksiya ekanligi
kelib chigadi. /,(*y,r) va /'(*y>-) funksiyalarning ham p-i- darajali
birjinsli funksiya ekanligi xudi yugoridagidek ko‘rsatiladi.

21.5. Differensial shakli invariantligining saglanishi.
u=f(M) =f(x,,x7,...xm funksiya {v} ((M }cf) to'plamda berilgan
bo'lsin. Biz yugorida ko'rgan edikki, agar argumentlar erkli
o'zgaruvchilar bo'lsa, funksiyaning differensiali (to'liq differensiali)
du=—ax +°Udx +.. +—dx 21.10
g & U+ (21.10)

ko'rinishda tasvirlanadi. Endi x,.r2..v, argumentlar erksiz o'zgaruvchi-
li, ya'ni biror N, tt"...te {N} nuqtada, differensiallanuvchi
X =pt.t,..K /=12..m funksiyalar, wn=/(*.*...xj funksiya esa,

... nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin. deb faraz qilaylik. Bu
holda, u=f(x,x....x.) funksiyani, tut2...tk o'zgaruvchilarning murakkab
funksiyasi deb garaymiz. 21.3-teoremaga asosan, bu murakkab funksiya
N, nuqtada differensiallanuvchi bo'ladi va uning differensiali,

dJ:gtl’Jdﬂ+&’Jdli+...+&,jdﬂn (21.11)
ko'rinishda tasvirlanadi, bunda ~lar (21.8) formulalar orgali topiladi.
o laming ifodalarini (21.8) dan (21.11) ga keltirib qo'yib va d(::
laming koeffisientlarinijamlab natijada

du(dx ax, .. | AXT, fXW
du= g \dtdfdtdt +. + d'%+ +Mc&ﬂbt+dtdt2+ +¢—dtk

(21.12)

munosabatni hosil gilamiz. Ma’lumki, =12...m) ning koeffitsiyenti,

o
X =N(f1f,,..ft) (i=12..,m funksiyaning dx (i=I2..,m) differensialini
ifodalaydi. Shuning uchun, (21.12) ning ko'rinishini, (21.11) ko'rinishda
yozish mumkin. Demak, x,.x,,...x, lar erksiz o'zgaruvchilar bo'lganda
ham, u=/(x,x2...xm) funksiyaning differensiali (21.11) ko'rinishda
bo'lar ekan, ya'ni ko'p o'zgaruvchili murakkab funksiyaning birinchi
tartibli differensiali shakli invariantligi (ko'rinishi) saqlanar ekan.
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n=/(m) va v=g(u) funksiyalar ochiq {m} (] «!cl) to‘plamda
berilgan boMib, {a/} to‘plamda differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda,

utv, ov,-(vseo) funksiyalar ham shu m nuqtada differensiallanuvchi va
ulaming differensiali uchun, quyidagi,
d(cu) =cdu (c =const)
d(uzx ») =duzxdyv,
d(uv) =tidv +vdu,
vdu-tutv
G -1v
formulalaro‘rinli bo'ladi.
;21.6. Yo‘nalish bo‘yicha hosila. Gradient. Ma'lumki, bir

o'zgaruvchili v=f(x) (xeR, yeR) funksiyaning x hosilasi, berilgan

funksiyaning o‘zgarish  tezligini  bildiradi. Ko‘p o'zgaruvchili
u=f(x,,x.,...xm=f(M)  ((X,.X,,...xmeR",ueR) funksiyaning Xususiy
hosilalari ham bir o'zgaruvchili funksiyaning hosilasi kabi ekanligini

e’'tiborga  olib, %%(té%%""%zn funksiyalar  ham, u=f(x.,x,,..,X)

funksiyaning, mos ravishda, 0x,0x2,.0xm o‘glar bo'yicha R" da
o'zgarish tezligini ifodalaydi, deb garash mumkin.

Endi ko'p o'zgaruvchili funksiyaning ixtiyoriy yo'nalish bo'yicha
o'zgarish tezligini ifodalovchi tushuncha bilan tanishamiz. Soddalik
uchun, uch o'zgaruvchili funksiyani qaraymiz. u=f{x,y,:;)=f(M)
funksiya ochiq {m to'plamda berilgan bo'lsin. 7 =7(cosa,cosp,cosy)
birlik vektor bilan aniglanadigan biror 7 yo'nalishni qaraylik. {A%}
to'plamda ixtiyoriy MO(X0,y0,:0) nuqgtani olib, bu nuqgta orgali o'tuvchi,
yo'nalishi, r =7(cosacosp,cosy) vektor yo'nalishiga mos kelgan 7
yo'nalishni garaylik. 7 yo'nalishda MOX0,y0,:0) nuqtaga yagin yotgan
ixtiyoriy o'zgaruvchi M(x,y,z2) nuqtani olamiz (Me{M\). n/,,//yo'nalgan
kesma [m]c/?3to'plamga tegishli, u holda,

——"2—f =cosa, =cosp. -j—— r=cos/ (21.13)
pP(MO,M) p(MO,M) fi(MO,M) '

bo'ladi.
21.5-ta’rif. Agar M(x,y,=) nuqta 7 yo'nalgan to'g'ri chiziq bo'ylab
M,,(X,,.¥,»:0) nugtaga intilganda (m->M,,), ushbu
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p(mOm ) Mun,.Yo-=0Xx-y--))
nisbatning limiti mavjud bo‘lsa, bu limitga f(x,y,r)=/(w) funksiyaning
A0(x0,v0,r,,) nugtada 1 yo'nalish bo'yicha hosilasi deb ataladi va u #1+0
dl

yoki kabi belgilanadi.
5/

21.5-ta’rifga ko‘ra, uni
of _)m/M -/(k)
ei nr-*n/n
ko'rinishda yozish mumkin.
21.6-teorema. Agar u=f(x,y,z)=f(M) funksiya ochiq (W)cn’
to‘plamda berilgan boMib, u MYX,,Y..:n)e{M) nuqtada differen-
siallanuvchi bo‘lsa, u holda, u=f(x,y,:)=f(M) funksiya shu nuqtada har
ganday 1 yo‘nalish bo‘yicha hosilaga ega boMadi va bu hosila,
Su(Me) _ df(x0y..,,) - d/0@y..i) A/ (X0 Yoy
el el 8 %

+ (w J cosr (21.14)
dz

formula orqgali topiladi.
21.11-misol. Ushbu f(x,v)=arcigy— funksiyaning 0(0,0) nuqgtadan

AQ(I]) nugtaga garab yo'nalgan i yo‘nalish bo'yicha hosilasini toping.

Yechilishi. / birinchi kvadratning ,v,,(u) nuqtasidan o'tuvchi va
0(0.0) nugtadan Af/ii) nuqtaga garab yo‘nalgan bissektrisadan iborat
bo'ladi. (21.13) formulaga asosan, <p::1-. Berilgan funksiva MO(LI)

nuqgtada differensiallanuvchi boMgani uchun, uning yo'nalish bo'yicha
hosilasini (21.14) formula bo'yicha topamiz:

M bl ) :M&teL@&ctM-M_).@ggﬁ e Ly ——
M X 4 oy

4 \x +y2 x +y J 2

Demak, MY1 =o.
dl
21.12- misoi. Ushbu /(*j) = [x: +yr funksiyaning w0(00) nuqtada
ixtiyoriy 7 yo‘nalish bo‘yicha hosilasi =i ekanligini ko‘rsating.
a?
Yechilishi. Quyidagi nisbatni tuzamiz:
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Ax2+y2 p X
p(mO,m) P p
bundan,
5/(00) ,IM/(A/)-/(A/,) t
57 .0 p{m,,m)

21.13-misol. Ushbu f(x,y) =x+\W\ funksiyaning m0(0,0) nuqtada Ox
va Oy koordinatalar o'qlari bo'yicha hosilasi mavjudmi?

Yechilishi. Berilgan f(x,y)=*+1y | funksiyaning m0(,0) nugtada O
koordinatalar o‘gi bo'yicha hosilasi | ga teng bo'lib, Ov koordinatalar
0'qi bo'yicha hosilasi mavjud emas.

21.4-eslatma. Funksiya biror nuqtada differensiallanuvchi
bo'Imasa ham, u shu nuqtada biror yo'nalish bo'yicha va hatto har
ganday yo'nalish bo'yicha hosilaga ega bo'lishi ham mumkin. Masalan,
ushbu f(x,y)=npR+y2 funksiya M,00) nuqtada differensiallanuvchi
emas, lekin biz vugorida ko'rdikki, bu funksiya n/,(00) nuqtada ixtiyoriy
yo'nalish bo'yicha hosilaga ega.

21.7- ta’'rif. Komponentalari (koordinatalari) du,8-,°“ bo'lgan

cX 0y ' cz

vektor, u=f(x,y~) funksiyaning n/0(10y0,r0) nuqtadagi gradienti, deb
ataladi va u

grarfu(Mj =M )2‘ 7+

5 i 7 (2i.i5)

dy &

kabi belgilanadi, bunda xususiy hosilalar M)(x0,v0,:0) nugtada

dx d) dz
hisoblangan. 7 =7(cosa,cos/3xosy) ekanligini e’tiborga olsak, u holda

(21.14) ni, ushbu ~ =[7,gmdu) (21.14) ko'rinishda yozish mumKin.
dl » '

iw«; = Ay Indy) (2116)
ekanligini hisobga olib, (21.15) formulani,
= 11‘Igradu |ecos (p
gl
ko'rinishda ham yozish mumkin, bunda <p-r bilan gradientning
orasidagi burchak. |r |3 bo'lgani uchun,

Agradu [mos<p
ol
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Bu formuladan ko‘rinadiki, yo‘nalish bo'yicha hosila 0'zining

maksimum giymatiga cosp=\ boMganda. ya'ni v vektorning
u7,L

yo'nalishi gradientning yo'nalishiga mos tushganda erishadi,

u Hgradu | Agar r ning yo‘nalishi gradientga perpendikulyar

dl
yo‘nalgan bo‘lsa, — =0 bo‘ladi, chunki 9=~, cos* =o.

81 2 2
21.14- misol. Ushbu wn=.r +v: +r: skalar funksiyaning p(, I, i) va

0(%-1i) nuqtalardagi gradientlari orasidagi burchakni toping.
Yechilishi. Dastlab. berilgan funksiyaning p(i, 1) va 20.-*.0
nuqtalardagi xususiy hosilalarini topamiz;

& H
— :2XY :2, =2,
dx d,,r o] dVO

du
— =2V --2, =-2.
da - y p v
— =2r. dv 2, du =2.
dz cc p ct 0

(21.15), (21.16) formulalarga asosan. H=yv +> +r3skalar funks
uchun gradu(P), gradu(0) hamda  adu(P)\, larni hisoblaymiz:
gradu(P) =2 /+2j+2k, gradu(0) =2i- 2j +2k,
\gradu(P)|= /3 |orarfuQ)] =23
Endi gradientlar orasidagi burchakni topamiz:
=gradu(P)grad{0) 2m+2e(-2)+2-2 |
P ~\grad(P\grad(0}~ 2V32V3 ~3
Demak, berilgan wn skalyar funksiyaning p(i.12 va 0(1-19
nuqtalardagi gradientlari orasidagi burchak <p:arccos-l

Mustaqil yechish uchun misoliar

Quyidagi funksiyalaming xususiy hosilalarini toping:

21.1. H=r2+v:+ W . 21.2. U="MEZZ).
y=

21.3. u=x)-+~. 21.4. u =sin(xv +jr).

21.5. n=Ig(x+y) e* 21.6. n=sin— cos—
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21.7. wn=<?(cosy+xsiny) 21.8. n=x'

21.9. n= — . 21,10, y=h Y
+y +X
21.11. w—arcsin _# — 21.12. b= (l+sin2n)1 .
\x2+y1l
21.13. u=xyy'zx. 21.14.9(r,#) =scos# +/sin0,

21.21. f(RI,R2, R,)=-t|\1+-|§+ij. 21.16.p{n,RTV)=

Quyidagi funksiyalaming berilgan nuqtadagi xususiy hosilalarini
toping:

21.17. u=p-, (i) . 21.18. H=IM+7j,(1;2) .

21.19. « =me™" (1) . 21.20. n=(2x+y)2=\ (I;-]) .

21.21. Ushbu u=\xy funksiyaning 0(0;0) nuqtadagi xususiy
hosilalarini toping. Bu funksiya 0(0; 0) nuqgtada differensiallanuvchi
boMadimi?

Quyidagi berilgan u(x,y) funksiyalar 0(0;0) nuqtada xususiy
hosilalarga egami; 0(0; 0) nuqtada differensiallanuvchi boMadimi?

21.22. u= 21.23. u=J?T?2~ .
21.24. u=\fc 21.25. u=\J77
X: +y2®0 bo"\%anda.
0, x~+y2=0 bo’lganda.
X*+y4d

=r, v2+v* * 0bo'Xganda,

X- +y-
0, x1 +y2=0bo'iganda.
21.28. u{xy) funksiya;
a)u _)Jj):(ZI-'FVZ; 6) u=In(x2+p5 +y2)
ko‘rirﬁismarm()bm)gﬁm\mmsiyg(: +VE ifodani hisoblang.
a) n=(x-yXy- 2\z- m); b) n=x+ Y

+
V-r
ko‘rinishlarda boMganda, —+—+— ifodani hisoblang.
ox b5y dz

21.30-21.35- misollarda u =f(xxx12..,xm) funksiya uchun quyidagi
tasdiglaming qaysi biri to‘g‘ri, qaysi biri noto‘g‘ri?
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21.30. /(g2 funksiya biror nugtada hamma argumentlari
bo'yicha xususiy hosilalarga ega bo'lsa, u shu nugtada uzluksiz bo'ladi.

21.31. Agar funksiya R* fazoning har bir nugtasida hamma
argumentlari bo'yicha xususiy hosilalarga ega bo’lsa, u R" da uzluksiz
bo'ladi.

21.32. Agar funksiya biror nuqtada differensiallanuvchi bo'lsa, u
shu nuqtada hamma argumentlari bo'yicha xususiy hosilalarga ega
bo'ladi.

21.33. Agar funksiyaning biror nugtada hamma argumentlari
bo'yicha xususiy hosilalari  mavjud bo'lsa, u shu nuqgtada
differensiallanuvchi bo'ladi.

21.34. Agar funksiya biror nuqtada differensiallanuvchi bo'lsa, u
holda, shu nuqtada funksiyaning hamma argumentlari bo'yicha uzluksiz
xususiy hosilalari mavjud bo'ladi.

21.35. Agar funksiyaning biror nugtada uzluksiz xususiy hosilalari
mavjud bo'lsa, u holda, funksiya shu nuqtada differensiallanuvchi
bo'ladi.

21.36. Agar f(x,y)-x0y tekislikdagi ¢ ochig sohada anigiangan,
uning fx va /.xususiy hosilalari G da chegaralangan bo'lsa, u holda,
f(x,y) funksiyasining G da uzluksizligini isbotlang.

Quyidagi berilgan funksiyalarning differensialini toping:

21.37.  wn=2r4-3.t; v +Mv. 21.38. wn=(V +22+3)\
21.39. n 21.40. ,= *
V-r +v3
21.41. n=a * 21.42. n=Infx+ypR+vl) .
21.44. u=wctg F+v.
X-y

21.45. u=(+.n)".
Quyidagi funksiyalarning berilgan nuqtalardagi differensialini
toping:

21.46. wn---— .a) (: b)©l). 21.47. n=ixy +— (2.
21.48 wu=omfe +vr), ,w(x,y,:) va ﬂ@l;g%; nuqtalarda.

21.49. u=e" m(x,y) va 0(0,0) nugtada.
21.50. «=p\ m(x,y) va /(2 3)nuqtalarda.
21.51. u- xin("), m(x.y) va wO(-1;-1) nugtalarda.
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21.52.,, = - —*-——=f1/(1,0.7). 21.53. u=arclg~. M(3,21) .
X +y~—+z* r

21.54. v="at+—, A/ D).

Quyidagi berilgan /(,,) funksiyani differensiallanuvchi va uning f,
hosilalani aniq deb faraz qilib, /(<) funksiya funksiya uchun 7/, fy

xususiy hosilalarni toping:
21.55. n=x2+e" . 21.56.,/ =\)x +nt1: . 21.57.u=arctg(x + Iny).

Quyidagi berilgan /(,,), /(u,v), /(uv.w) funksiyalarni differensialla-
nuvchi va ularning /., /., xususiy hosilalari aniq deb faraz qilib,
quyidagi p funksiyaning differensialini toping:

21.58.(3 =f(U\ u=n"'+—.
X
21.59.2) ¢=f(u, v), n=—— v=x2- y5
X+y
21.60.(3=/(u,v,u), =2+ +r2, v=X+Yy +z, ii>=xyz
21.61. Agar w =sm{X) +1),x=¢€" va y =in(r+i) bo‘lsa, t=0 da ~

hosilani hisoblang.
21.66. Agar fr =sin(2.r-y),x =r +sins, y =rs bo‘lsa, r=n va 5=0

bo‘lganda, mos ravishda, 5 va ® xususiy hosilalarni toping.

21.67. Ushbu w(x,y,:)=xy+y: +x: funksiyaning
X —eost, y =sin/, z—e0s2/ egri chiziqdagi cbo'yicha hosilasining t=I dagi
giymatini toping.

21.68. w=f(=,a), r=jx: +vz, a :arct%Z bo'lsin. U holda, ’C‘X va
@ larni toping vajavobingizni ¢ va a orqgali ifodalang.

Quyidagi misollarda: a)zanjir qoidasidan foydalanib; b) bevosita t
bo'yicha differensialab, & ni / ning funksiyasi sifatida ifodalang,
so‘ngra a ning berilgan t=t,, nuqtadagi giymatini toping:

21.69. W=x2+y2, x=cos(,y =sinf; t0=x.

21.70. W:rr—+%, x=cos2f, v=sin (, : :i f,=3.

21.71. Iv=2ye' -Inr, x=In<+)),y =arctgtt, r =e"; f0=I.
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21.72. Agar w =(x+y+zf, x=r-s, v=cos(r+s), : =sin(r+s) bo'lsa,
wW

toping.
D 00
21.73. Agar W=x2+ x=u-2v+H, >=2«+v-2 bo‘lsa, — rn
X cu (wH».0)
toping.
81V ew

21.74. Agar H=arcigx va x=€'+invbo'lsa,
8u oMY - 3" vHNW
larni toping.
21.75. Agar a vai-o'zgarmas sonlar, w=u3+fa(+cosu va n=ax+hy
bo'lsa, a— :b(-; munosabat o'rinli ekanligini ko'satir.g.
Ay X
21.76. Agar /(n) ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya bo'lsa, u
holda, <p(x,y)=yf{x--y2)  funksiya. y2N HxyN- = tenglamani

ganoatlantirishini isbotlang.
21.77. Agar /() ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya bo'lsa, u

holda, y) = / funksiya, XN -+yN-= tenglamani
<p(xy) xy+x\§<tj y i yoy g9

ganoatlantirishini isbotlang.

21.78. Agar /() ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya boisa. u
holda, tp(xj )=sing+/(siny-sinx)  funksiya, COSy™ +COSX™ =X¥+P
tenglamani ganoatlantirishini isbotlang.

21.79. Agar /(«\v) ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya bo'lsa, u

holda, tp(x,y,:)=f[-,x2+y-r:l funksiya, 2x:2

-2y N H2X2+HY)NT =
ax y8y (2 ‘y)5: 0

tenglamani ganoatlantirishini isbotlang.
21.80. Agar h=/(j)-j ning differensiallanuvchi funksiyasi,

s =v+5¢c bo'lsa, u holda . 5 ™ =0 musbat bajarilishini ko'rsating.
X y

21.81. Agar a va b- o'zgarmas sonlar, u =uJ+thu+cosu va u =ax+bv

bo'lsa, ad—:6d— musbat o'rinli ekanligini ko'sating.
y X
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21.82. Agar f(u,v,w) diferensiallanuvchi funksiya va u=x-y,v =y-z
hamda w=z-x bo'lsa, f~+f*+5~=0 ekanligini ko'rsating.

21.83. Faraz qilaylik, tv=f(x,y) diferensiallanuvchi funksiyada
X—Yycos0 va v=/sintf qutb koordinatalariga o'tish amalga oshirilgan (qutb

almashtirishlari bajarilgan) bo‘lsin. U holda
1dlv

n
a)-—-—-=/ cos#+f sin# .-—---—--=-/ sin<9+/ coss,
v 5B

dr
ekanligini ko‘rsating;
6) a) banddagi tenglamalarni ft va fy larga nisbatan Yechib,

ulami = va T lar orqgali ifodalang;

%
ekanligini ko‘rsating.
21.84. / va g-x va v ning shunday funksiyalardan iboratki,

=, va = munosabat o‘rinli bo‘lsin. Faraz gilavlik,
A X cx dy a

;zo,/(i,2)=g(i,2):5 va /(0,00=4bo’lsin. U holda, f(x,Vv) va g(x,v) lami
toping.

21.85. Birinchi tartibli xususiy hosilalardan &:Hexcosv va

Ey:Zy-e*sin v hamda (in2,0) nuqtadagi giymatini 2 +in2 gateng bo‘lgan
(/(in2,0) =2+in2), w=f(x,y) funksiyani toping.
21.86. Agar u=f{x,y,r) funksiya biror E sohada differensialla-

nuvchi bo'‘lib, X&+Vd_y+'a
uning p- darajali birjinsli funksiya bo‘lishini isbotlang.

21.87. Agar u=f(x,y,z) funksiya biror E sohada ikki marta
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda,

=pu tenglamani ganoatlantirsa, u holda.

ixix+yi +:i ) u=p{p~N“
tenglikning o‘rinli ekanligini isbotlang.

21.88. Ushbu u=xyyx funksiya x&+ygy:{x+y+\nu)u tenglamani

ganoatlantirishini isbotlang.

21.89. Ushbu €= 4 y-z funksiya X oy & o

ganoatlantirishni isbotlang.

=0 tenglamani
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Quyidagi funksiyaning M0 nugtada m”~m yo'nalish bo'yicha
hosilasini toping:

21.90./(nry) =5x+10xy +/ . JU(L2), JV5,-1)

21.91.1(x,y) =xy2\ MO@32]), A/(75]).

21.92. f(x,y,r)=arcsin , M\ 1 1), M(l, 54).
VA 4y !

21.93. Ushbu f(x,y) =Ix* +y" > funksiyaning M0{(l,2) nuqtada, Ox
0‘q bilan 135 burchak tashkil gilgan nurning yo'nalishi bo'yicha
hosilasini toping.

21.94. Ushbu f(x,v):wagx—funksiyaning x2+y2=2x aylananing

'U" (i’ ~2Y nucltas‘8a o'tkazilgan tashgi normalning yo'nalishi bo'yicha
hosilasini toping.

21.95. Quyidagi (x,y,:)=\r{e'+ey+e") funksiyaning 1/,(0,0,0)
nuqtada, Ox, Oy, or koordinatalar o'glari bilan, mos ravishda, va j

burchaklami tashkil gilgan nurning yo'nalishi bo'yicha hosilasini toping.
21.96-21.97- misollarda berilgan f(x,y) funksiyaning “nuqtada

kamayish va o'sish yo'nalishlarini toping va har bir yo'nalish bo'yicha
hosilasini toping. Shuningdek, f(x, 1) funksiyaning p, nuqtada v vektor
yo'nalishidagi hosilasini toping.

21.96. f{x,y) =cosx cosy, v=3/ +4y.

21.97.1(x,y,:) =In@r+3y +6r), /3(-1,-1.1), v=2i+3j+6k .

Quyidagi skalar maydonning berilgan nuqtadagi gradientini toping:
21.98. u(x,y) =x2-2ny +3y-1, gradu =?

21.99. u(x,y) =9-y-3xy3+y4, gradu

21.100. un=x2+y2, gigadu\» =?

21.101. un=yj4+x2+y:.gradu\™ ~ =?

21.102. u=arctg— gradu\v =?

21.103. o=arctyg- skalyar maydonning (i;1) va (-i;-i)nuqtalardagi

gradientlari orasidagi burchakni toping.
21.104. r, Syx2+y2, i =x-3y+yl3xy funksiyalaming (3. 4)
nuqtadagi gradientlari orasidagi burchakni toping.
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21.105. grad(<pif/) = (pgradi// +w/grad<p tenglikni isbotlang.
21.106. r=f>(uyv), n=u/(xy), v=L(Xy) funksiyalar berilganda,
grad: :agradu+g gradv tenglikning to‘g‘riligini ko‘rsating.

21.107-21.111 misollarda funksiyaning orttirmasini uning
differensialiga almashtirib, quyida berilgan ifodalarni tagribiy hisoblang:
21.107. (1,02)3%. 21.108. 772,04’ +6,032. 21.109. (1,02 (0,97);.

21.110. sin32°cos59°. 21.111. In(0,93+0,99') 21.112. ~2,03: +5¢e°-0..

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

21.1. u - 2X+6Xy3, U, - 3y2+ %~ +y". 212. m= =2L**L.
% v

21.3. =>r+—, W =XI— ,w = —21.4. =>-cos(X)'+>¥),
ux wr vr W M vr () )

W =(X+r) cos (xy+yr), Uu, =v-cos(xy+yr).

21.5. ur=— £-mmmv Afg(x+y) < -
QO (x+yj Blx+y) \Y
2(,x+y)\+ o\ +M)€‘X/,{/- \9-] -21.6. IN=gre0scos —+-Arsin— sin—,
X cosXcos—— sin—sini. 21.7. UX=e'(xsiny +siny +cosy),
y' y X X y X
uf =e'(xcosv-sinv). 21.8. =yxX™" uw. = xy mnx.

21.9. U=~T . (_ 4&— EW, H=E£(Z]j,,;=(F)

VXj VX XYXj Y\ Xj yX]
21.10.11'=- 2 2r
Wx2+y2 1 yOxi+y

n m Xy-JIx2-2v: vx'-j2x'- +2y:
2M L M*<-/) m [*'-nt)
2112, =sinXng(l +sineX™l  u =—{+3rX In(l+sin2x)
21.13. MX=XY <Xy z © I, o =xV:“Ini-nV":*

d='W Iny+1 ":-1 21.14. §¢=c11#+sirﬂi gzl-sirﬁﬂooshﬁ

7191 o/ __ 1 L?1 1ft dP =RIl.8p_=nT.

* 094, /122" of2 4,2" dR, R2" ' *dn V'dR V

3P nR dP nRT
8T~ V' 'dVv A\
21.17. «(L)=, «°(|;|)=~2,21|_,18_LK|;2)=i3 |—;(|;2):_!3
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21.19. ur(;h=\-n, uy(i;) =1- 9. 21.20. ul(l;-1) =2, uj(l;-H=1

21.21. u\0,0)=0, u, =(0;,0)=0. Funksiya 0(0:0) nuqtada
differensiallanuvchi emas.

21.22.  «(0:0), uj(0:0)lar mavjud emas, u(x,y) funksiya 0(0;0)
uuqtada differensiallanuvchi.

21.23. uN0,0) =uj (0:0)=0;  u(x.y) funksiya 0(0;0) nuqtada
differensiallanuvchi. 21.24. uN0,00=uN00)=0; u{xy) funksiya 0(0;0)
nuqtada diferensiallanuvchi emas.

21.25. 1'(0,0) =1p,0) =0;H(x,y) funksiya 0(0;0 nugtada
differensiallanuvchi.

21.26. Uj(0,0)=uM00); u(x.y) funksiya 0(0;0) nuqtada
differensiallanuvchi. 21.27. »(0,0)=h)(00); u(x,y) funksiya 0(0;0)
nuqtada differensiallanuvchi. 21.28. a) 0; b) 2.

21.29. a) Q) | 21.30. Noto‘g'‘ri. 21.31. Noto'g'ri
(//>1 bo‘lganda). 21.32. To'g'ri. 21.33. Noto‘g‘ri (n>\
hoMganda). 21.34.'Noto'g'ri. 21.35. To'g'ri. 21.37.
(Xx1- BXi2+3x2>)dx+{x1-6x2y)dy. 21.38. 4(y’ +2x2y +3)(4:Talx +(3y! +2x2)dy).
21.39. 21.40. v{x2+v2y 2(,vdx-xdy).

X {x yl
vdv

21.41. 2~y'x—j-(ydx-xdv). 21.42. 4= dx+
X Vs’ X+IX2+y 2

21.43. ~cg”Nldx- bl . 21.44.
Jy gJy\ UZJ§/J X2+y2
21.45.  (I+xy)Idy2ax +(xy +(I +xy)In(l +xy))dy). 21.46. a)dx-dy,b)0.
21.47.ifx

21.48. du\N=-sin x(y +r) ®(v+r)dx +xdy +xdz], du\x=~~2-(~dx1+édy +d: I
21.49. du[{=ex(ydx +xdy), dur=0.]21.50. duft=¥!Lgx+Inx dyj,

d u =12<iv+8In2 dy. 21.51. di\ =(I+Inxy)* +—dy, du[u =dx+dy.
21.52. du[=-\d=. 21.53. dul ="(2dx +3dy-I2+).

21.54. #M=(2akc+IM<t).

21.55./; =2x/;, /;=ev.~-21.56./> w2 /[, /= 23—

f
3W + xy2)2 3\(x +xy)
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21.57. ft= /:

1+(x+1lly) =yl +x+Inya’

I_N
21.58. = r/,,<&|-(,, £ >>m

21.59.rfp = 2xf'v-
P (x+y)e o M S(X+y)

21.60. dp=(2x +/+y/)fo+(2y/, H,, +xi/,)n+(2r/,, +Hyx/N)at.

21.61. N =-1.21.66. Ll ., 0=2 &'
21.67. idt =-(sin | +cos2)sinl +(cosl +cos2)cos! +2(sin! +cosl)sin2.
t
1 y-0o dw _ dw sincr dIl’, dw _ . dw  coscr cw
11,0707, — =C0S<[mmmmmmmmeaioeeiaen ; — =siN0’'— +-oeiee- .
o) dr I feT 8v dr r da
.69. — = -0. 70, — = =1
21.69 Gt 0, ddvtv 0. 21.70 q ldc\év
21.71. — =arctgt+1 € xK+1 21.72. 2L\ =12,
dt g+l O% dr
21.73. ££ =-7.
dpo
c _ . . _
21.74. 4 =121.84. f(x,y)=i +4 g(x,y) =] +1*

21.85. n=/(x,y)=x+yJ+e'cosy. 21.90.-18 21.91. Lk 21.92. i

21.93. -4 2194, “L. 21.95.

yo'nalishda o'‘sadi, -11-2@15-—\:2/' yo‘nalishda kamayadi.
42 L =X
io
21.97. «=—/+—/+-A yo'nalishda o‘sadi; -u=--i--j--k
7 7 7 1 1 1

yo‘nalishda kamayadi; / pow I=7;7 poj-« =-7; 7 />0 =7,u,=

21.98. grcafo Mlj.) =2(x- y) i +3- 2x)y
21.99. grarfw M, . =(10xy-3y")i +(4y3-9xy")j 21.100. grarfw|(; 2 =6 i+4]j
21.101. gradujo =1 i+yj. 21.102. graduj(11): %ﬂ%l.
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21.102.p =5\ 21.107. 108.21.108. 10,05. 21.109. lLoo. 21.110. -0,03.
21.111. 0,273,21.112. 3,037.

22 -§. Ko‘p o'zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli xususiy
hosilalari va differensiallari

22.1. Yugqori tartibli xususiy hosilalar. u=f(x,,X2...,X,,)=f(M)

funksiya {N/}cA* ochig to'plamda berilgan bo'lib, uning har bir
M(XLXT,...,.xa) nuqtasida xususiy hosilalarga ega bo'lsin. Bu
xususiy hosilalar, o'z navbatida, xI,x2...xm o'zgaruvchilaming funksiyasi
sifatida, {M) to'plamda aniglangan bo'lsin.

/=12..,ur) funksiya ham, biror Me\M) nuqtada xk argument
bo'yicha xususiy hosilaga ega bo'lishi mumkin. Bu xk argument
bo'yicha xususiy hosila- berilgan u=f(xux2...x,) funksiyaning ikkinchi

- . L . _ ‘e
tartibli xususiy hosilasi deyiladi va u @ iﬁ AA(' i2,..m*=12..

kabi belgilanadi, bunda, i*k bo'lsa, u holda, dxtdl>1< xususiy hosilaga,

aralash xususiy hosila deyiladi, *=/ bo'lganda 88td"t =f" deb yozish
XUOX

o'rniga, d:f: kabi yoziladi. Xuddi shunday, f(x,,x2...,xj funksiyaning
uchinchi, to'rtinchi, va xokazo, tartibli xususiy hosilalarining ta’rifi
beriladi. 7(.r,,.r.,...xj funksiya argumentlari bo'yicha («-1)-

tartibli xususiy hosilalarga ega bo'lsin. Bu («-1) tartibli xususiy
hosilalar ham, m(x,,x2....,x;)e\Ki\ nuqtada [r_argumenti bo'yicha xususiy

hosilaga ega bo'lsin. Bu hosila, n=/(*,,*...... funksiyaning r, X.,...I,
argumentlar bo'yicha m nuqtadagi n-tartibli xususiy hosilasi deyiladi.
Sluinday qilib, xixt,..xmi,xm argumentlar bo'yicha n-tartibli xususiy

hosilani,
cm _d 8"~ Il
AXTOIXT\,—IX, ;X 8xm dxt dx™ j
kabi yozish mumkin. Agar ..l, indekslarning hammasi birdaniga bir-
biriga teng bo'Imasa, u holda ----— --—-- xususiy hosila n-tartibli
Sxm...dxI dxH

iiralash xususiy hosila deyiladi.
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22.1-misol. Ushbu 7(x,y)=In(x2+y2) funksiya %&I‘_-’-?j-y/*-zo tengla-

mani ganoatlantirishini ko'rsating.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning * va y bo‘yicha ikkinchi
tartibli xususiy hosilalarini topamiz:
af(x,y)_ 2x df(x.y) 2y
ax X2+y 2 dy X2+y2'
8(x,v) _2(y2-x2) d2/(x,y)_2(x2-y7)

Ax2 (x2+y2)2’ dy2 (x7+y2)7
n2r 2r
-jA-+—-=0 tenglamaga ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni

keltirib qo'yamiz:
dZ(x,y) 8'f(x.y) 2(y2-x2) 2(x2-y2)
dx2 8)2 (X2+y2)2 (x2+y2)2
Demak, berilgan funksiya tenglamani ganoatlantirar ekan.
22.1-teorema. u=f(x,y) funksiya JM\aR2 ochig to‘plamda
aniglangan boMib, shu to‘plamda /', f,J', xususiy hosilalarga ega
bo‘lsin. Agar aralash hosilalar Mt(x,,y0)e {M} nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u
holda, shu nuqtada,
/*(.*0,¥0) =f,,(x0,y0)
bo‘ladi.
22.2-misol. Ushbuf(x, y=+*2-2xy2 funksiyaning ikkinchi tartibli

xususiy hosilalarini toping hamda ?-£- va aralash xususiy
AXapy AYAX

hosilalarning o‘zaro tengligini ko‘rsating.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli
xususiy hosilalarini topamz:

fx(x,y) =2x-2y2 /,, =-Axy,

f's (*.3)=2. fy, =-Ax, f[y(xy) =-Ay, /], =-Ay.

2r  m2r
Endi, aralash xususiy hosilalarni :qux tenglikka keltirib
go‘yamiz:
eX =dX¥ _u
AXpy  AYAX

22.3-misol. Ushbu u=arctg\—/ funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy

hosilalarini toping.
Yechilishi. Birinchi va ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni
topamiz:



am v am
IX  X2+y2 pny X2+y 2’

A2 _ X24y2 LM 2Xy
&al (x2+y:)” A" (x2+Y3)?2
M _ X2-y2 LM 2X

yAX  (x2+y 2" @2 (x! +y 2)2
n2

n2
Bu misolda — va — - aralash xususiy hosilalar bir-biriga teng.
cWx 5xdy

Umumiy holda. bu aralash xususiy hosilalar bir-biriga teng boMmasligi
ham mumkin.

Misolni Maple tizimidan foydalanib yechish:
> z:=arctan(x/y):diff(z,x,y);diff(z,y,x);

1 2V2
J_ +
va(l +-)
v V*
22.4-misol. Ushbu
X2+y2* o,
X" +y'
0 , x2+y =0

funksiyaning 5— va
RyAX AXxny

mavjudligi va ularning bir-biriga teng emasligini ko‘rsating.
Y echilishi. Birinchi tartibli xususiy hosilalami topamiz:
y(x4-y 4+4x2y 2™ Xr +y2 {0’

aralash xususiy hosilalarining m,(0,0) nugtada

an
T (x2+ r)!
0 , X2+y2=0
bo‘lgani uchun,
on
ILu = i,m S V-(-) -—-%x@-m—
Byax y.o r-*

Xuddi shunday, — 1,0 yO=i ekanllglni topamiz. Shunday qilib,
AXApy

/,{00) nugtada 8u * 8 u ekan.
AX8y  AXAY
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22.2-tcorema. un=/(x,Xx,..xm funksiya {M\alll ochiq to‘plamda
aniglangan, bu to'plamda mumkin boMgan hamma (u-i)- tartibgacha
xususiy hosilalarga va H-tartibli aralash hosilalarga ega boMib, bu
hosilalar {v} to'plamda uzluksiz boMsa, u holda ixtiyoriy «-tartibli
aralash hosilaning ifodasi, hosilani topish tartibiga bogMiq boMmaydi.

22.2. Yugqori tartibli differensiallar. Ko'p o'zgaruvchili
funksiyaning yuqori tartibli differensiali tushunchasini kiritishdan avval,
funksiyaning « marta differensiallanuvchanligi tushunchasini kiritamiz.

H=/(*,X,,...x,J =/(m) funksiya {M)<zRm ochiq to'plamda berilgan
boMib, M[x°x",...xI)e{M} boMsin. «=/ ( * ,, xj funksiya {m) to‘plamda

xususiy hosilalarga ega boMsin. Agar ~Emfunksiyalar
M, nuqtada differensiallanuvchi boMsa, f(M) funksiya s/, nuqgtada ikKi
marta differensiallanuvchi deyiladi.

Agar f(.u) funksiya {m} to'plamda (n—)—tartibli xususiy
hosilalarga ega boMib, bu xususiy hosilalar MO nuqtada differensialla-
nuvchi boMsa, f(\f) funksiya « marta differensiallanuvchi deb ataladi.

22.3-teorema. Agar (A4/(cl ochig to'plamda f(M) funksiyaning
«-tartibligacha barcha xususiy hosilalari mavjud va JWe{/I/} nuqgtada
uzluksiz boMsa, f(,w) funksiya \t0 nugtada «-marta differensiallanuvchi
boMadi. n=/(x,x,,..xm=f(M) funksiya (A/[c[ ochiq to'plamda berilgan
boMib, xt<E[\f) nuqtada differensiallanuvchi bo'lsa, u holda, uningw
nuqtadagi differensiali

(22.1)

ko'rinishda bo'ladi, bunda dx,dx,...,dxm lar o'zgaruvchilarning
ixtiyoriy orttirmalaridir.

Faraz qilaylik, /(n/) funksiya Me{M) nuqtada ikki marta
differensiallanuvchi boMsin. j (m) funksiyaning M nuqtadagi differen-
siali dffM) ning differensiali, berilgan f(M) funksiyaning ikkinchi tartibli
differensiali deb ataladi va u dZ =d(df) kabi belgilanadi. (22.1)
formulani e’tiborga olib, differensiallash formulalaridan foydalansak.
quyidagini topamiz:

(22.2)
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n=/(x,,X;,...,*,)=/(m) funksiyaning uchinchi, to'rtinchi va hokazo
tartibli differensiallari ham xuddi yuqoridagidek ta’riflanadi. Shunday
gilib, /(ay) funksiyaning m nuqtadagi («-1)- tartibli differensialf d";'u
ning differensialiga berilgan f(M) funksiyaning n-tartibli diffcVcnsiali
deyiladi va d'u=d{d“~u) kabi belgilanadi. (22.2) formuladan ko'rinadiki,
yuqori tartibli differensialning tartibi oshgan sari uning xususiy hosilalar
orgali ifodasi murakkablashib boradi. Shu sababli, yuqori tartibli
differensiallarni soddaroq shaklda ifodalash uchun, /(n/) funksiyaning

dx. dx, * dx
differensialini, simvolik ravishda (u ni formal ravishda gavsdan
tashkariga chigarib), quvidagicha

yozamiz. Unda funksiyaning ikkinchi tartibli differensial

kabi yozilishi mumkin. Bunda, simvolik ravishda. qavs ichidagi yig‘indi
kvadratga ko‘tarilib, so‘ngra un ga «kopaytirUadi», bunda daraja
ko‘rsatkichlari xususiy hosilalarning tartibi, deb qaraladi. Xuddi
shunday, simvolik ravishda, funksiyaning n-tartibli differensiali

kabi yoziladi.

Xususiy holda, * va y erkli o'zgaruvchilarga bog‘lig bo‘lgan
n="f(x,v) funksiyaning ikkinchi ~ va uchinchi tartibli  to‘liq
differensiallarini, quyidagi

=u :dx7+lurdxdy +uN\dy:, (22.3)

= u~dc +2>uladxay+'iu,, ydxdy' +HuN\dyl .
ko'rinishlarda yozish mumkin.

22.9-misol. Ushbu n=x! -y2-In— funksiyaning ikkinchi tartibli
y

to'lig differensialini toping.
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Yechilishi. Dastlab berilgan funksiyaning birinchi tartibli xususiy

hosilalarini topamiz: —=2*-- | —=-2+—— . |kkinchi tartibli xususiy
ox X dy y
hosilalarini topib, (22.3) formulaga keltirib qo‘yamiz:
d2u n L A2u-n
dx2 +x2  d12 +y2 ax2 ~ +X2 - dxdy~

d 21 =n 2dx2+2u,,dxdv+u ,dv2= (2 +-L) -tix2+ (L}, --2) wh ,:.
y m X< Y2

22.3. Murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallari.

Biz yuqorida garagan, «=/(X,,X,,...,Xj X =<txt2...tkNl=\2-m murakkab
funksiyaning yugqori tartibli differensialini topamiz.

Ma’lumki,  x=p,(r,.t2..ft)(/=i2,funksiyalarning har biri

nugtada differensiallanuvchi bo‘lib, u=/(x,x2...,Xj

funksiya esa, mos  ravishda,  A/0(x".A,....x")e{a }cn* nuqtada

differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda, 21.3-teoremaga asosan, murakkab

funksiya N(Qe {&jc nugtada differensiallanuvchi bo‘ladi va differensial

shaklining invariantlik xossasiga asosan, murakkab funksiyaning

differensiali,

m:;’—: cb(,+-d—uja'xl, o+

dx dxm
ko'rinishda bo'ladi. Faraz gilaylik, X,= <q(t,t2...ft),¢=i.2,. ,m
funksiyalarning har biri v,((,/!...ijJEW ciil nuqtada ikki marta diffe-
rensiallanuvchi, (X, Xy ) funksiya esa, unga mos,

MQX'X",...x)e [NJc /r nuqtada, ikki marta differensiallanuvchi bo'lsin. U
holda murakkab funksiya ham, A”V",...,t) nuqtada ikki marta

differensiallanuvchi bo‘ladi. Differensiallash qoidalaridan foydalanib,
funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini topamiz:

da=d(du)”rdx, +*"dx2 + = + + +
+ + + =f—dc +—+.. I .
8x2 {dx,.J W(Q”) I%(dcl dx‘*% ﬁ&:na”? + (22.4)
+—8J rf'x, +gjd'x, +...+—§iI r’zx,,
X, 3X, *

Xuddi shunday usulda murakkab funksiyaning, keyingi, yuqori
tartibli differensiallari ham topiladi.

(22.1) va (22.4) formulalarni solishtirish natijasida, ikkinct
tartibli differensiallarda differensial shakli invariantligining
saglanmasligini ko‘ramiz.
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22.5-eslatma. Agar x =+>, (. (s/=12..m) funksiyalarning har
biri, o'zgaruvchilaming

X1 + 01272 + " +<3ltffc +, A

*« =am/l +<W 2+eee+«.*'* +P,
chizigli funksiyalari bo‘lsa, u holda, f(x,,x2...x j murakkab funksiyaning
yuqori tartibli differensiallari shakli invariantligi saqlanishini ko‘rish
giyin emas.

22.10-misol. Ushbu »' =/(«,v), u(x,y) =xsiny, v(x,y) =ycosx murakkab
funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini toping.

Yechilishi. Ma’lumki, w=f{u,v) funksiyaning birinchi tartibli
differensiali dw=fju +jv. murakkab funksiyaning ikkinchi tartibli
differensiali esa,

d2W =d(dW) =d(£du +fldv) = (f'Ju +fmdv)dtt +/,,;'-rf2za +(/> < +f'rdv)dv +fverfv.
ko‘rinishda boMadi, bunda du =siny dx+ xcosy dv, dv =-ysinxdx+cosxdy,

d'u =2cosy dxdy-xsinvd2y, d'v = -cos xc/2x~ 2sin xdxdy.

Endi, bu ifoda-lami murakkab funksiyaning ikkinchi tartibli
differensialini topish formulasiga keltirib go‘yamiz:

d IV=[/(siny dx+xcosy dy)+ y sin X <&+cosx4v)I(siny dxxcosy dy) +

+f[ —{icasy dxdy-xsmyd?d f +[/,".(siny dx+xcosy dy)+

+/7.(-ysinx <&+cosxo[y))](-ysinx dx+cosxdy) +f v (-cosx</2x-2sinxa!xrfy)’ -
= [sin’ v - 2ysin xsiny -/’,+y2sin! x-/,, -ycosx /v]dx2+
+fxsin2v/,,}, +2(sinycosx-ri’sinxcosy)-/*. -ysin2x/,,. +2(cosy/1- sinx </, \dxdy+
+[x’ cos’ y—f m +2xcosxcosy +cos" xm -xsiny /J /1’2

22.4. 0 ‘rta giymat hagidagi teorema. n=/(x,,x;, xm=/(m)
funksiya {m} (JM\<zR") to'plamda berilgan boMsin. Bu to‘plamda
shunday A{a,a2...an) va B(bvb:,..bm) nuqgtalarni olaylikki, bu nugtalarni
birlashtiruvchi,

E= {ax2....x,,)e Rm:a, +t(bt-a,),x, =a2+I(b2-a2 xm=a. +f6m-aB);0<f<I}
to‘g‘ri chiziq kesmasi, shu {m} to‘plamga garashli, ya’ni E<m boMsin.

22.4-teorema. Agar /(m) funksiya £ kesmaning a va s
nuqtalarida uzluksiz boMib, kesmaning qolgan nugtalarida differen-
siallanuvchi boMsa, u holda, £ kesmada shunday c nuqgta topiladiki
(C=qa,...,0), NB)-NA)=n ,ll -«,)+,, (cXb-ad+..+IC\bn-an)
boMadi.
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22.5. Ko‘p o'zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi.
u=/(ay) funksiya Y }cIR" to'plamda berilgan bo'lsin. f(M) funksiyaning
aye (ayj nugtadagi a-tartibli differensialini dkO\. deb belgilaymiz.

L

22.5-teorema. n=/(x,,X2....%,,)=/(m) funksiya M,,(X X XD
nugtaning (ayOe §H)) biror US{M,) atrofida n-+i marta differensialanuvchi
bo'lsin. U holda. berilgan funksiyaning aQXx°X"...X") nuqtadagi
au=/(ay)-/(a/,) to'lig orttirmasi quyidagi

iy =dk‘&0+id'u<\,q0f+..-a~ﬁ—\dnm -??/i—;BVGI'"t”v (22.5)
ko'rinishda tasvirlanadi, bunda N-Us(Ma) atrofdagi M(X,,X,... X j

nugqtaga bog'lig bo'lgan biror nuqta, A Ny va dn+WN\ ifodalarda
B w

gatnashuvchi dx, lar O =x,-x“ ga teng. (22.5) formulaga u=f(x,,x2...,x,,)
funksiyaning Teylorformulasi deb ataladi.
Agar Ik =x,-x°(/ =i, deb belgilab. A *=12 , 1 to'lig
IMO

differensial ifodani ochib yozsak, u holda, (22.5) formulani quyidagicha
yozish mumkin:
1(X,,X3,..., X =/(AY,,)) +M N (X, =X)+. HUAN-KX. —x])+

4 " (22.6)
la\ goO( 0)J + _xor+ Kti s pJXi* 2...xJ+ R tl,
2 dx, M\ dxm

bunda p,(X.X.....%,) - X,X2..%, O0'zgaruvchilarga bog'liq bo'lgan n
darajali ko'phad, vt=—'— dn+lid4 qoldigq ko'phad. /,(X.X,....%,,) -
Oi +I)! w

ko'phadga Teylor ko'phadi deyiladi.
=0 bo'iganda, (22.6) formula, ko'p o'zgaruvchili funksiya
uchun chekli orttirmalar hagidagi Lagranjformulasi deyiladi, u quyidagi

fix P+0x,,x? +0xr,....x° +Axm) -/ (AY,)- - /M AX, +..+* ~ N Ax,
5%, 5xm

ko'rinishga ega.

Ushbu p =p(MOMm) =<bx?+[x +..+0x; belgilashni kiritsak, u holda
(22.6) formuladagi qoldig had Peano ko'rinishdagi goldiq
hadga ega bo'ladi.

22.6-misol. Ushbu/(x,j-)=x5-2xy! +y3+4x funksiyani /f(i;-i) nugta
atrofida Teylor formulasi bo'yicha yoying.
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Yechilishi. Dastlab berilgan funksiyaning -4(;-) nuqtadagi
giymatini hisoblaymiz: /(i;i)=1-2-1 + =2. Endi berilgan funksiyaning

xususiy hosilalarini topib, ularning -41-1 nuqtadagi qiymatlarini
hisoblaymiz:

/; (v, V)= ix2-2yz+4, f[(L - D=5

1, (r3y) - =4xy +3y3. /v(l: =)= 7;

fi{x,y) =6x, A\{1-1)=6;

I\ (.v,y)=-4;t +6y, @ it -10;

/> ') -"41m/; (1,-1)=4,
N\(x,y)=6 f'Al,-1)=6;
1.,05.>)=6, /; (L-1)=6;
fny(x,y) =-A, /;,(,-1)=-4

Berilgan funksiyaning qolgan xususiy hosilalari
Teylor formulasi bo‘yicha quyidagi
boiamiz:

nolga teng.
izlanayotgan yoyilmaga ega

f{x.y)=2+5(r- ) +7(v+) +3(x- ! +4q- IXV+D)-5(T+1) +
+ - 2(x=!X.v+I); +0+1)".

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan tartibdagi xususiy hosila-
larini toping:

>R L . 8n o dtu LN 4 4 d*u n
LL.1. n=sinpp— — =72 ——-r=2 |l.l. u=x COSV +y COSX, —— -=7
Aaxpy Axny-

22.3. MN=sinXcos2y, E(',[F—Vg—ﬂ 22.4. n=xty", —=-"2
4 D
225, us(r+vy)Vv, AN =2 226. ,="*" “A‘; ;;”:1
X-y  [OXT, ’

22.7. u=1n, 1 AN — =7
V(X-£)" +(y-nYy oxayne o4

22.8. e=(m+vW - "I1- =7 22.9.
ox'dy"”
n-f(x,y) =ex siny, /2*.“X0,0)=m

Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan nuqgtalardagi ikkinchi tartibli
xususiy hosilalarini toping:

22.10. ,=—— (I;0). 22.11. u= ©).
X+y
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22.12.  wuliig2 +y), (O). 22.13. un=ysin—, (Z;n.
22.14. wn=arCsinm L (;-1). 22.15. u=y+—, ;).

V-2+y2 Ly
22.16. 1= a+xy-5x* +In(x3+1), (I;1).

22.17. /(*;,)=H 2 T ? {XyU{0fi) bo%anda’
(o, (jc.y) = (0,0) bo'lganda
funksiya (0,0) nuqta uzluksiz ekanligi ma’lum (ko‘rsating!). U holda,
uning /,,(0,0) va fy(0,0) xususiy hosilalarini toping:
Quyida berilgan f(x,y) funksiyaning ko‘rsatilgan nuqtada ikkinchi
tartibli differensialini toping:

22.18. wu=f(x.v)=e", (I;-1) 22.19. u=f(x,v)=-e"\. ().

y
22.20. n=/(x,y)=xcosxy, *~;-1j.22.21. wn=f(x,y) =arctg(x2-2y\. (I;0).
22.22. «=(sin*)-". 22.23. «=«*', (AL )).

Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan tartibdagi differensial-larini
toping.

22.24. n=xr+y3-3xy(x-v\ di=? 22.25. u=sin(x3+y2), rfai=?

22.26. n=\axXyyz\ dAI=f 22.27. u=e°"d,d"u =?

22.28. n=J1y)-Ky), =2 2229, u=Sin Y, For 1y +y=?

Quyidagi murakkab funksiyalarning birinchi va ikkinchi tartibli
differensiallarini toping (x,v va r lar-erkli o‘zgaruvchilar):

22.30. u=f(f\ t=x+v. 22.31. u:rt\t:I;—
22.32. un=f{.pT7). 22.33.m=/(?), r=x2+y2+z2.
22.34. u= £=ax,7 = by. 22.35. PF= N=7~(x' -y3), V= Xy
1 =y 5 "2
22.36. Ushbu k=— 57 funksiyaning ushbu— =a2—" issiqlik
2aJut 8t 8-

o‘tkazuvchanlik tenglamasini ganoatlantirishini ko‘rsating.
22.37.Ushbu VI:F ~=pk-a)2+C/-6)3+Hr-c)2 funksiyaning, /*()

bo‘lganda, ,D/I:’\4—-|:j’\4+’(; Laplas tenglamasini ganoatlantirishini
<Bx~ y z

isbotlang.
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22.38.Ushbu n=» —-ri-c?_ funksiya, bunda r=Jx2+y2+:"\c,c2

o'zgarmas sonlar, quyidagi ~ +*r+”"- =CQu Gelbmgolbs
dx' dy' or

tenglamasini ganoatlantirishini isbotlang.

22.39. Ushbu u{tx)=—\=e":'{l) funksiyaning "C-li- |*=0

CX
Shiyodinger tenglamasini ganoatlantirishini isbotlang.
22.40. f-r argumentning ikki marta differensiallanuvchi

funksiyasi, bunda r=Jx2+v2+:2, boMsin va /,+/,.+/==0 munosabat
o‘rinli boMsin. U holda, qandaydir a va b o‘zgarmaslar uchun,
f(r) =-+b ekanligini ko‘rsating.

\%

Quyidagi ixtiyoriy va hokazo funksiyalarni istalgan marta
differensiallanuvchi, deb faraz qilib, quyida berilgan tengliklami
tekshiring:

22.41. ygb(—xal:o, Z=p{x2+V").

22.42. x2— -xv—+y2=0 : =£ +py).

dx dy il
zz.f.'}_»'. Z(C—itzj+ay%;1/+/f%zznm, u=x’mLy

22.44. Np=a - wex-at HpXx+at))..
Sx'

<5r

2545 x'—gLi‘Flei—g—Zl+

B xoy

Berilgan f(x,y) funksiyani berilgan nuqta atrofida Teylor formu-
lasi bo‘yicha yoying:

22.46. f(x,y)= x2-bxy+y 2-4.x+5y, /A I).

22.47. /(x,y)=-xJ+2xy +3>] -6x-2y-4, ,4(-2;]).

22.48. f{x,y) =x}+3xy-2y\ A(L2.

22.49. /(x,y) = xJ-5x2-X)-+y2+10x +5y, /42; - 1)

Berilgan f(x,y) funksiyani berilgan nuqta atrofida Teylor formu-
lasining uchinchi (n=3) hadigacha yoying:

22.50. f(x,y) =yji-x2—y2, 0(o, 0). 22.51. f(x,y) =xr, ai, i)

Quyida berilgan funksiyalarni Teylor formulasi bo'yicha ikkinchi
hadigacha (« =2) yoying:

22.52. f(x,y) :ﬁ' 22.53. f(x,v) =Jx +y. 22.54. f(x,y) =e‘*r.
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22.55. f(x,v) =x'+2/ -xy funksiya berilgan. f(x+h,y+k)
funksiyani h va * ning darajalari bo'yicha ikkinchi hadgacha Teylor
formulasiga yoying.

22.56. 2)f(x,y)=exsiny funksiya berilgan. f(x+h,y+k) funksiyani un
va K ning darajalari bo'yicha uchinchi hadgacha Teylor formulasiga
yoying. Bu natijadan foydalanib eo4sin0,49n-ning giymatini hisoblang.

Berilgan f(x,y,:) funksiyani berilgan nuqta atrofida Teylor
formulasiga yoying:

22.57.f(x,y,z) = (x+y +r)2, (I; 1 -2).

22.58. f(x,y,r)=m2+3r2-2yr-3z, (0;1;2)

22.59. f(x,y,=)=x)~ (1;2;3).

22.60. f(x,y,:)~ x3+y5+r3-3atc, (I;0; ).

22.61. f{x,y,))= x2+y2+r: -2(xy +xz+\c), (I; —L 2.

Quyida berilgan funksiyalarni Makloren formulasi bo'yicha
uchinchi hadgacha (n =3) yoying:

22.62. f(x,y)=eycosx . 22.63. f{x,y) =sinx shy.

22.64. f(x,y)-ir darajali birjinsli funksiya, ya’ni barcha t,x va y lar
hamda n- nomanfiy butun son uchun:

f{tx,ty) = t"f(x,y)
munosabat o'rinli, bo'lsin. Bunday funksiya uchun,

a)xfx el =nf{X'y) b)xll \ 2 { WL +ylll Y n[n-x)JIxy)
munosabatlar bajarilishini isbotlang.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

22.1. »/*,=-2ysinxy-XyZ2cos Xy, n’T = -2.rsinfa - ,r:ycosn.

22.2. °,U. =24(cosy+cosX).22.3. d u =-26sinxmos2V.
dr dy dx dy"

224, J—IL = 22.5. =loif2rgx+ M 1.
ox"8y* axay ( cos’.ry
22 6 d""u  2(-1)"(n+m-NNIX+my) c'u _ 20\
Bty ~ ey Xy
227 -

22.8. ——— m = e?y[x2+v2+2(mx +/1y)+m(m - ) +n(n - 1)].
dxmiv
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22.9. sin? .

22.10.~ =0 ,N =1~ =2.2211. ~ =2,-"~ =2~ =0.
ox fixSy dy' ox" 3AX3p oy*
22.12. ~ =2-"-=0 ,"N =-1. 22.13. — = , IIfL =£1i, =
X' Ox3y y' X' 16 2xy 8 oy 4
22.14. » -~ j =], =0.22.15. ~u 0, =2,-A-=~ =-| .
o Qy' 2 3xcy X' y' Xy  yx
22.22. ®’\=—3o N=0,— =— =1.22.17. p(0,0)=-1; /,(0,0)=1.
3y’ oy Ay

22.18. da=if'{de+dy2). 22.19. 2dx d 2= -2dxdy.
22.20. u=-2[dx2-ndxdy). 22.21. d 1= —cfr2-+Adxdy—2dy~
22.22. dai = -2fidxdy +\22 dy2

22.23.

rfai = e{cfr +rfv +dr]2 +2[axfc +dyd: +dzdx],

22.24. d'u =6(dx* -3dx2Ay +'idxd} 2 +dy5).

22.25. rfu=-8(xcix +VI)' cos(x2+y 2)-.

— 12(xdx +ydyrdx2+rfy2)sin(x2 +y 222.26. ddu = 28 *—113\/4 di
ir =

22.27. d,4 =e"rb>(adx +bd}'Y. 22.28.d-u= ;;\OC EXMN\X)YA(yyte"-1dyk.

22.29. im=0.  22.30. du=f(tXdx+dy),d =/(t\dx +dyf.
22.31. du=f (xd- A, dau=/ 0O)H : " ). 2/(HDW -y A)_

22.32.du =f-?2pJ~r-. da=f {xan-!—’\y +H Pdx-xt | .
7x2+y2 (x2+y2)

22.33. dm=2/ +.wiy +rcfc],

rf2 = 4/ (N[xox+ydv +rc/r]+2/ (/)[ox2 +rfy2+ct2].

22.34. du =dfzdx +bf"dy, dm=aZF 4x' +2abf Ndx2+b*f mdy2
22.35. fW = (} +y/Jd)dx +(xf. - yfu)dy, d2W =

[x2e +2xy-fm-+y2 +/J] dx2 ++2[xysf m+(x" -y*) '£ -xy /L +/, dufv+
iy -2xr [; +x2m/;.-/,] ® 2-

22.46. /(x,y) =-5(x-1) F4(y-1)+ (x-1)2- 3(x— Ky —1)Hy — 1)2.

22.47. /1(x,y)=I-(.t +2)2-2(x+2XV- D+3(y-1)2

22.48. /(x,V)=-9+H9(x-1)-2I(y-2) +3(x-1)2+3(x-IXv-2)-12(y-1)2+
+(*=1)" —2(y-2)\

22.49.fix,y) = 6 +3(x —2) +(y +1) +(x —2)2-(X-2Xy +I)+(y +l)" +

+(x-2)3.22.50. /(x,y)*1-~(nx2+0y2)+ N3
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22.51. f(x,y) = | +AX+AxAy +—x2[y +R}.

B 83 pgr-ivoax j@X tzaxmam', o,

(x-y)2 (x-y)2
22.53., O AT +AX +2AAy+AF HRD
2y/x+y 8(*+vV)

22.54. O=e"' (@r+A)++€" B +,.
22.55. X3+2V] - xv -+ -Y)-+1(6y2-X)+3x/r2— hk ++6yk2-+H1B+2K*,
22.56. f(x+H,yH)X f (x,y) +<[siny +zZisiny HamBY +

+E(A23iny +2hkcosy-k2siny) + E(It siny+ 3/i2/rcos_v-3M: siny -A’ cosy)]+R},

/ (01; 0,491 * 1,1051.
22.57. /(Xy,r) =(x-D)2+0'-1): +(-+2)2+2(x-00"-1) +
+2(x=IXr +2)+2Cv-IXr +2)
22.58. /(ary,r)=2-4 v-1)+7(— 2)+X2+3(r-2)2- - 2(v-IX-~2>
22.59. /(X,y,r)=6+8X-D+3y-2+2(r -3 +3(x—IXv-2)+
+2(X - IXr - 3)+ (y - 2%—-3)+ (x-1)0" - 2%—- 3).
22.60. /(x,y,r) =2+3(x-1)-3y +
3(--0+3(x- D2+3(r- )2- 3(x-1)y-3y(r -+ (x-1)3+y3+ (: - 1)3-3(x - y(r - 1).
22.61. /(X,Y,r)=8-80"+D)+4(r - 2) +(x- )2+0"' +DJ +(—- 2): - 2(x - IXy +1) -

-2(X-1Xr-2)-20"+IX--2)22.62./(X,y)= 1 +y +"(yJ -x2) +"(y5-3x:y) +o(p’),

P =-32+y222.63. /(x,y)=xi' +N(Xi'3-x3)) +0(pd} p =Ypl+y2

23-8. Ko‘p o'zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari

23.1. Funksiyaning maksimum va minimum qgiymatlari.
bF/(X,,X2....%,,) =/(n/) funksiya ochiqg {m)({m)cl} to'plamda berilgan
bo'lib, /0K’ X",....x2)e {1} bo'lsin.

23.1-ta’rif. Agar n/ nuqtaning shunday

U,(A/O): Im e {M}INp(M ,M )= 7(x, - x")" +..+(x,, -x")3 < "|c{AY}

atrofi mavjud bo'lib, VMeU,{MO) uchun / ( n [/ ) < f(MO)
tengsizlik bajarilsa, f(M) funksiya A0 nugtada maksimumga
(minimumga) ega deyiladi. f(MQ) qiymat esa, f(M) funksiyaning
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maksimum (minimum) giymati yoki maksimumi (minimumi) deyiladi va
u, /(«,,)= med/(AV)} |/(M,,):é/(n/);] kabi belgilanadi.
Md/, (MO~ 7 &MO0))

23.2-ta’rif. Agar w0 nuqtaning shunday wuB(m,) atrofi mavjud
bo'lib, \MeUs(M,,)i{M0] uchun tenglik bajarilsa,
N\ funksiya s7,, nuqgtada ¢n’tiy maksimumga (ga'tiy minimumga) ega
deyiladi, /0 0 qgiymatga esa, f(\f) funksiyaning ga’tiy maksimum
{ga‘'tiy minimum) giymati yoki qa’tiy maksimumi {qga’tiy minimumi)
deyiladi.

Funksiyaning maksimumi va minimumi, umumiy nom bilan, uning
ekstremumi deb yuritiladi.

23.1. va 23.2 -ta’riflardagi K, nuqta /(m) funksiyaga maksimum

{minimum) , qa 'tiy maksimum (ga'tiy minimum) giymat beradigan
nuqta deyiladi. 23.1. va 23.2-ta’riflardan ko‘rinadiki, /(n/) funksiyaning
M, nuqtadagi f(M,,) giymati, uning shu nugta atrofidagi nuqtalardagi
giymatlari bilan solishtirilar ekan. Shuning uchun. funksiyaning MO
nugtadagi ekstremumi, lokal ekstremum deb yuritiladi.
Misol. Quyidagi

1) M=X2+y2, 2) U= |Ix-jj; 3) = 1-x2-y2
funksiyalarni qaraymiz. Ravshanki, s/0(0.0) nuqta: 1) funksiya uchun
ga’'tiy minimum; 2) funksiya uchun, minimum; 3) funksiya uchun esa,
ga’'tiy maksimum nuqtasi bo'ladi. Haqgigatan ham, M,0;0) nuqtaning
shunday t,.(00)= {(x,.v)eR2 x2+y: </-2Z} (0<;-<i) atrofini qgaraylik. Bu
atrofdan olingan VAAX,y)e(7,(0;0)/{0;0)}Uchun, u=31-x2-y2<u(0,0) =1
bo'ladi.

23.2. Funksiya ekstremumining zaruriy sharti.
u="f(xl,x1..xm=f(M) funksiya ochiq {m} @V}xzR”) to'plamda aniglangan
bo'lsin.

23.1 - teorema (ekstremumning zaruriy sharti). Agar

funksiya M, nuqgtada ekstremumga ega bo'lib, shu nuqgtada barcha
/ ,/ ...xususiy hosilalarga ega bo'lsa, u holda,
A(MO0)=o, /; (m0)=o.,..,/;_(wO=0 bo'ladi.

23.1-eslatma. f(M) funksiyaning biror M' nuqtada barcha
f4,fx...,f,m xususiy hosilalarga ega va /Om")=0,/tj(m)=0....f:{m)=0
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bo'lishidan, uning shu M' nugtada ekstremumga ega bo‘lishi har doim
ham kelib chigavermaydi.
Masalan, un=f(x,y)=xv funksiya Rm to'plamda aniglangan bo'lib,

&:V,@ =X xususiy hosilalarga ega va ular sv,(00 nugtada nolga

aylanadi. Ammo, bu funksiya M,(0p) nuqtada nolga aylanadi, v(/,.(0,0)
atrofda esa, musbat va manfiy giymatlar gabul giladi.

Demak, 23.1-teorema funksiya ekstremumga ega bo'lishining
zaruriy shartini ifodalar ekan. u=/(w) funksiyaning birinchi tartibli
xususiy hosilalarini nulga aylantiruvchi nuqtalarga stasionar nuqtalar
deyiladi. Stasionar nuqtalarda funksiya ekstremumga ega bo'lishi ham,
ega bo'lmasligi ham mumkin.

23.2-eslatma. Agar f(M) funksiya M, nuqtada differensiallanuvchi
bo'lsa, u holda funksiya ekstremumga ega bo'lishining zaruriy shartini,
df(M,,)=0 ko'rinishda ham yozish mumkin.

23.1-misol. Ushbu

n=f{x,y) = yjx2+V
funksiya nuqtada ekstremumga ega bo‘ladimi?

Yechilishi. Berilgan funksiya MoG0 nugtada nolga aylanadi.
N/q0;0) nugtaning ixtiyoriy Ut(M,,)={(x,y)e R2:xX'—+y- <<?} (s>0) atrofmi
garaymiz. Unda VM{x,y)eUs(M,,) uchun  f{x,v)=-Xl+y 't /(0;,0)=0
bo'ladi.

Demak, berilgan funksiya Jsv,(00 nuqtada minimumga ega va
min{/(*,v}=0 bo'ladi. Lekin, f{x,y)=-x2+v2 funksiya s/0G0 nuqtada
xususiy hosilalarga ega emas. Shunday qilib, u=f(x,,x2 rj funksiya,

ochig {m}czR" to'plamning: 1) barcha xususiy hosilalar nolga
aylanadigan, ya’ni £l =0— =0,..— =0 tenglamalarni
oA purgdl

ganoatlantiradigan nuqtalarida;

2) xususiy hosilalar mavjud bo‘lmagan nuqtalarida ekstremumga
erishishi mumkin.

23.3. Funksiya ekstremumining etarli sharti. 23.3.1. Kvadratil
forma to'g'risida qgisqgacha ma’lumot. Kvadratik formalar algebra
kursida batafsil o‘rganilsa-da, biz, kelgusida go'llaniladigan, kvadratik

formaga oid ba’zi bir tushunchalami keltirib o'tamiz. Ushbu,
Q(xI,x1,...,xm) = a.xf +a, x,4:; +... +a,,0cK- +a,,x:X, +az2rj + -+a’ i
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(yoki Q=XX*,*)) ifodaga,x,,x2...x, o‘zgaruvchilaming kvadratik
ij~1

formasi deyiladi, bunda ak@ =ajt) lar - kvadratik formaning
koeffitsiyentlari deyiladi. Bu koeffisientlardan tuzilgan,
a\ -

a:, a22..a,m

fanmN\ am2-ammy

matrisaga - kvadratik formaning matrisasi deyiladi. Ushbu

au..ak L.
a2 a..--a.

N -« - 0. = ‘<k =
a :\a 22

ak\-akk

determinantlarga esa, a matrisaning minorlari deyiladi. Ravshanki,

=*2=.=*,=0 bo'lganda har qanday kvadratik forma uchun,
0(0,0,....00=0 bo‘ladi. Endi boshga nuqtalarni garaylik. Bunda quyidagi
hollar bo'lishi mumkin:

1.Barcha x; +x; +..+*; >onugtalar uchun, bo'lsa, bu
holda kvadratik forma musbat aniglangan deyiladi.

2. Barcha x*+xj+..+X; >0 nuqtalar uchun, 0(x,,X2...X,,)<0 bo'lsa,
bu holda kvadratik forma manfiy aniglangan deyiladi.

3. Ba’zi (.r,.*2..xm) nugtalar uchun, Q{xt, mj>0, ba’zi (X,X%,....X,)
nugtalar uchun esa, £2x)2..xm<0 bo'lsa, bu holda kvadratik forma
noanig (aniglanmagan) deyiladi.

4. Barcha x: PQ+.+¢3>0 nuqgtalar uchun, o(x,X;,..X,)>0 va ular
orasida, o0o(x1x,,...x,,)=0 bo'ladigan (x,X,,...,X,,) nugtalar ham bor bo'lsa,
kvadratik forma -yarim musbat aniglangan deyiladi.

5. Barcha »x+x +.+x3>0 nuqgtalar uchun, o(x,,x2...x,,)<0 va ular
orasida, o(xl.x,..x,)=0 bo'ladigan (x,X2..nuqtalar ham bor bo'lsa,
kvadratik forma -yarim manfiy aniglangan deyiladi.

Silvestr alomati. Q(x,,x2, ..xm= Yjalkkxk kvadratik formaning
a«i

musbat aniglangan bo'lishi uchun, s >o0,0. >Q >0 tengsizliklarning;
manfiy aniglangan bo'lishi uchun, sx<0, s2>0, s, <0,SA>0,...,(-1)"",,>0
tengsizliklarning bajarilishi zarur va yetarli.

Funksiya ikki o‘zgaruvchiga bog'lig bo'lgan xususiy holni
garaymiz.
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H=f{x,y) funksiya M O(x0.ytl) nuqtaning biror
{(x,y)eR2:p(M,M0)<s} (<?>°) atrofida aniglangan, u barcha
birinchi va ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo'lib, MO
nuqta u=f(M) funksiyaning stasionar nuqtasi, ya'ni
/;v0=0./,(n/0=0
bo'lsin. a, =fl-Xm\ ar_=/," (w,), a,. =/\,(m,,) deb belgilaymiz.

1°. Agar =aua2-a2>0 va a, >0 bo'lsa, f(M) funksiya M,

nuqtada minimumga erishadi.

2°. Agar ana, -a2>0 va an<o bo'lsa, Am) funksiya M, nuqtada
maksimumga erishadi.

3°. Agar a,ai:-32<0 bo'lsa, f(M) funksiya M, nuqtada
ekstremumga erishmaydi.

4°.  Agar -a2=0 bo'lsa, f{M) funksiya MO nuqtada
ekstremumga erishishi ham mumkin, erishmasligi ham mumkin.

23.3-teorema (shartsiz ekstremumning yetarli sharti). f(M)
funksiya Mn(4,X!,....X;,) nugtaning biror atrofida ikkinchi tartibli uzluksiz
xususiy hosilalarga ega va M, (x"x", ..xX*) nugta - f(M) funksiyaning
stasionar nugtasi bo'lsin. U holda:

1) agar

B(dxt,dx,...,dx
11w Oddq
kvadratik forma, ya’ni /(n/) funksiyaning m,(x"x“...x*) nuqtadagi
ikkinchi tartibli differensiali B(dxl,dx,,...,dxJ= d:f(M 0) musbat (manfiy)
aniglangan bo'lsa, MOX°X,....x%,) nugta - /(.v/) funksiyaning minimum
(maksimum) nugtasi bo'ladi.

2) agar s(<&-,kvadratik forma aniglanmagan bo'lsa ( ham
musbat, ham manfiy giymatlar gabul gilsa), nuqta - /(w)
funksiyaning ekstremum nugtasi bo'Imaydi.

23.2-misol. Quyidagi

a) n=x2-xy+y', b) u=x2-xy-y!
funksiyalarni ekstremumga tekshiring.

Yechilishi. a) Berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz
va nulga tenglashtiramiz. ux=2x-y=0,uv=-Xx+2y=0. Bu sistemani

yechib, ekstremumga shubhali, M,(0;0) nuqtani topamiz. Endi ikkinchi
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tartibli xususiy hosilalarni topamiz: a.=u], =2;a,, =u'v =-1; an =u\ =2. Bu
xususiy hosilalarning wQQ0) nuqtadagi giymatlarni hisoblaymiz:
u:m0=2,«;(m0=-i, y;(MO=2

Shunday qilib, aya,,- 4 =2 2-(-i)2=4-1=3>0, au =2>0.

Demak, Silvestr alomatining 1° - shartiga asosan, funksiya M,,(G0)
nugqtada minimumga erishadi, ya’ni ¢mm{0,0)=(0p)=o0.

Misolni Maple tizimidan foydalanibyecliish:
> readlib(extrema):

>extrema(xA2-x*y+yA2 {}{x,y},'2");z;

@}
1{y=0,X=0}(

6)Xuddi &) banddagi singari, US=2X-Yy, ur=-X-2y  Xususiy
hosilalarni topib, ularni nulga tenglashtiramiz:
ux=2x-y =0,u,,=-x+2y=0. Bu sistemani Yechib, Mo(;0) stasionar
nugtani, ya’ni ekstremumga shubhali nugtani topamiz.

Ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni topib, ularning w,,(0:0) stasionar
nuqtadagi giymatlarini hisoblaymiz: a =u\ =2;a,2=u,, =-1;

a2-u\.=-2. Unda ana2-af2=2 (-2)—«-1)2=-4-1 =-5<0.

Demak, Silvestr alomatining 3° - shartiga asosan, funksiya
MO(O,0) nugtada ekstremumga erishmaydi.

23.3-misol. 'Ushbu «=xJ+2/ +r!-2*+4.v-6z+  funksiyani
ekstremumga tekshiring.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini topib, ularni
nulga tenglashtiramiz: ux=2r-2=0, \N=4v+4=0, » =2r-6=0. Bu
sistemani Yechib, MQ(;-1;3) stasionar nugtani topamiz.

Endi ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni topib, ularning M,,(I;-i;3)
stasionar nuqtadagi giymatlarini hisoblaymiz:

m\(M,,)=2, «;(M0)=0, «;,,(n0=0,u,{M0)=0,ujM, )= 0,
u’, (MO)=4, «H(J1/])=0bj(J1/0)=0, </,(J1/,,)) =0.

Unda
20 e oa s
anciz  _ 04 =8>0, .3 = 2l w2 w3 - 04 0
«1 «32 «33 0oz
boMadi.
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Demak, s,>0, s7>0's, >0. Shunday qilib, Silbvestr alomatiga
asosan, w 0(i;-i,3) nugtada funksiya minimumga erishadi:
Uam=u(l;-1:3)=-11.

23.4. Ko‘p o'zgaruvchili funksiyaning shartli ekstremumi.

Bizga biror ochig a (Gc«") to'plamda aniglangan, n
o'zgaruvchili
—=/(**,, /(w) (23.1)
funksiya berilgan bo'lib, uning /T, )2 argumentlari o'zaro ushbu
m,...X%,)=0
a4, X,,...jc,,)=Q (23 2)
Pr(x,,%;,...—rj =0
go'shimcha munosabatlar bilan bog‘langan bo'lsin (m<n).
(23.2) tenglamalar sistemasi - bog‘lanishlar tenglamalari yoki

bog'lanishlar deyiladi. Koordinatalari (23.2) sistemani qanoatlan-
tiradigan nuqtalar to'plamini E (£<=G) orgali belgilaymiz.

23.3-ta’rif. Agar MO0 (MOeE) nugtaning shunday u(mo0) atrofi
mavjud bo'lib, Er\wn(m0) to'plamdan olingan vm nuqtalar uchun,

tengsizlik bajarilsa, M, eE nuqta, /(1) funksiyaning, (23.2) bog'la-
nishlarga nisbatan, shartli maksimum (minimum) nuqtasi deyiladi.

23.4-ta’rif. Agar M, (n/,ef) nugtaning shunday U(M,,) atrofi
mavjud bo'lib, Enu(M,,) to'plamdan olingan vm nuqtalar uchun

f(M)<f(M,,) (s(M)>f(MO0))

tengsizlik  bajarilsa, n/0ef nuqta f(M) funksiyaning, (23.2)
bog'lanishlarga nisbatan, shartli gat’ly maksimum (minimum) nuqtasi
deyiladi.

Bu yerda ham, shartli maksimum va shartli minimum, umumiy
nom bilan, shartli ekstremum deb yuritiladi.

Boshgacha aytganda, shartli maksimum (minimum) - funksiyaning,
M, (MOeE) nuqtaning u (m 0) atrofdagi barcha nugtalarga nisbatan emas,
balki, u(m0) atrofdagi (23.2) sistemani qanoatlantiradigan nuqtalarga
nisbatan Mo nuqgtadagi eng katta (eng kichik) giymatidan iboratdir.

Masalan, u=f(x,y)=xy funksiya <p(x,y)=y-x=0 bog'lanishga
nisbatan o(0,0) nuqtada shartli qat’iy minimumga ega, chunki /(0,0)=o0,
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ammo y-x =0 tenglamani qganoatlantiradigan (e,e),£*o, huqtalarda
funksiyaning giymatlari musbat: f(e,e)=£2>0.

Shartli ekstremumni topish hagidagi masalani Yechishning ikkita
usulini garaymiz.

23.4.1. 0 ‘zgaruvchilarning bir gismini yo‘qotish usuli. Fare
gilaylik, MO (M,,eE) nuqtaning biror a=u{M@ atrofida: 1) f(M)
funksiya va (2) sistemadagi pfN=im funksiyalar differensiallanuvchi;

2) (i=bl; j =M xususiy hosilalari N0 nuqtada uzluksiz; 3) ushbu

'dip, 3P &P
dx, dx2 dxn
dtp. o2 X2
dx  dx dx,
dgpm dpm
vax dx2
matrisaning birorta m- tartibli minori nuqtada noldan fargli boMsin.

Masalan, M?rfAr «¢" > o”ya’ni (23.3) matrisaning m,, nugtada rangi m

(Xi,%2,...,%,,
ga teng boMsin. U holda, MO nuqgtaning kichik atrofi, OctA>=£/(y/0)
parallelepipedda, (23.2) sistema, qgandaydir m ta o‘zgaruvchilarga,
masalan, x,x,,...,.xm 0‘zgaruvchilarga nisbatan yagona yechimga ega
boMadi, ya’ni

X, =V {xmtl,xntl x,nt2,...,xJ, i=\m, (23.4)
bunda, /2 | a r (23.2) sistemadan aniglanadigan oshkormas
funksiyalar. U holda, o parallelepipedda (23.2) sistema, Xmtl,... xa

o‘zgaruvchilar erkli deb garaladigan, (23.4) bogManishlarga teng kuchli
boMadi.

Agar x =/, xm,xm,....x,,I i= , funksiyalarni oshkor ravishda
topish mumkin boMsa, ularni (1) ga keltirib qo‘yib, n-m o‘zgaruvchili,
.= =é(m)
funksiyani hosil gilamiz. o parallelepiped bilan chegaralangan

sohada g(M'’) funksiyaning ixtiyoriy M(x,,4...,%,) nugtadagi giymati, f(M)
funksiyaning (23.4) tenglamalarni ganoatlantiradigan, yoki (23.2)
tenglamalarni ganoatlantiradigan, unga MmosS m (,.x2.x,) huqtadagi
giymati bilan ustma-ust tushadi. Shu sababli, (23.1) funksiyaning o
parallelepipeddagi (23.2) bogManishlar bajarilgandagi shartli ekstremum
masalasi, g0\{) funksiyaning shartsiz ekstremumi masalasiga keltiriladi.
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23.4-misol. O'zgaruvchilarning bir gismini yo'qotish usuli
bo'yicha,
f(M) =x; +x; +%;, (M(x,,x,,x3))
funksiyaning ekstremumini
X, +X, +X, =1 (*)
bog'lanishlar bajarilganda toping.
Yechilishi. Masaladagi p(Mm)=x, ©2+x, -1=0  tenglamadan
x, =i-x2-x, ni topib, f{x) funksiyaga keltirib go'yamiz va ikki
o'zgaruvchili
g(M)=gfo>*%) =2 +2A\+2x,x, - 2%, - 2%, +l
funksiyani hosil gilamiz. Shunday  qilib, berilgan f{M)=Xx; +x +x
funksiyaning (*) tenglamaga nisbatan wo(x,°,x",x3)e E nuqtadagi shartli
ekstremumini topish masalasini, g(M’) funksiyaning p(x",x°) nuqtadagi
shartsiz ekstremumini topish masalasiga keitirdik. Endi oxirgi
masalaning stasionar nugtalarini topamiz:
]
[2x, +x2-1=0 W~ 3
1
*2~3

— =4x,2X,-2=0
dxx ¢

Demak, mOX‘, x")=n/0} nugta, g(M) (M'e R2) funksiyaning

stasionar nuqtasidir. Bu stasionar nuqta, g(M')(M'eR2 funksiyaning
(absolyut) minimum nuqtasi bo'ladi, chunki g(x,x2) gat’iy qavariq
funksiyadir. Haqgigatan ham, bu funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy

hosilalari matrisasi | | bo'lib, uning bosh minorlari
12 4j

S, =4>0, S2= 12> 0 = matrisa musbat aniglangan.

Endi x'=—x2= qiymatlami x3=1-.T,-X; ifodaga keltirib go'yib,
x1=" ekanligini topamiz.

Demak, M, (x?x2x°)="0 (j.nuqgta -berilgan shartli ekstimum

masalasida minimum nuqtasi bo'ladi. Maksimum nuqtasi mavjud emas,
chunki,
sup(Xf +*2 +x3)= +ao, jc, +jf2+x3=1, xeR\
Agar (23.4) funksiyalami oshkor ko'rinishda topish giyinchilik
tug'dirsa yoki uning iloji bo'lmasa, quyidagicha ish ko'rish mumkin.
Faraz qilaylik, (23.4) funksiyalar (23.1) ga keltirib go'yilgan va uning
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natijasida g{w) funksiya hosil gilingan, hamda ular (23.2)
tenglamalarga keltirib qo‘yilgan, natijada tenglamalar ayniyatlarga
aylangan bo‘lsin. U holda g(w) funksiyaning differensialini, birinchi
differensial shaklining invariantligiga asosan,

dg =+2-dx, (23.5)

ko‘rinishda yozish mumkin, bunda dm,dxnt2..dx,- erkli o‘zgaruvchi-
laming differensiallari, dx, dx....dxm lar esa, - (23.4) oshkormas

funksiyalarning differensiallaridir. Yuqorida hosil gilingan ayniyatlami
differensiallab,

dx, dx, 3,
(23.6)

dx, ax2 ax,
chizigli tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu sistemadan (23.4)
oshkormas  funksiyalarning  dx,dx2..dxm differensiallarini, erkli
o‘zgaruvchilarning  ami..dx, differensiallari orgali ifodalaymiz.

dx,dx2,...dx,, lar uchun olingan ifodalarni (23.5) munosabatga keltirib
‘yib,
dg=" A jcdx (23.6])

oA+
tenglikni hosil gilamiz, bunda

*1=4,(%.e, j=

Agar g{M) funksiya MO=(**,**4...,.x°) huqtada ekstremumga
erishsa, d\u =@, ya’ni
MK 2., X1, XNax, =0 (23.7)

bo‘ladi, bunda
xj =vXxLAxLi,-,xD)=w,{M'"* ] =Xmm

dxnt,, dxmi2,...,dxit lar erkli o‘zgaruvchilaming differensiallari

boMganligidan, (23.7) munosabatdan,
idj(jc,°, . . n)=0i=m+In (23.8)

ekanligini olamiz.

Shunday qilib, (23.8) tengliklar sistemasi, g(w) funksiyaning Mm,,
nugtada ekstremumga ega bo'lishining zaruriy shartlarini yoki /(m)
funksiyaning, (23.2) bog‘lanishlar gatnashganda, Mo(x°,x°,...,x°) nugtada
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shartli ekstremumga ega boMishning zaruriy shartlarini ifoda giladi.

Bu erdan. garalayotgan masalada ekstremumga shubhali boMgan
Mn(x°,x°,....x°) nuqtalarni topish uchun, « ta x,x2 nomaMumlarga
nisbatan, « ta,

(23.9)

tenglanialar sistemasini Yechish lozim boMadi.
Agar ekstremumga shubhali boMgan Mm,(x[\x°,...x°) nuqta topilgan
boMsa, uni ekstremumga tekshirish, ikkinchi tartibli toMiqg

differensialni hisoblashga bogMigq boMadi. Buni hisoblashda, / va <
(i =\ym) funksiyalar ikki marta differensiallanuvchi deb faraz qilib, dg
uchun olingan (23.) tenglikni differensiallash va (23.4) oshkormas
funksiyalarning dx,, dx2,..,dxm differensiallari uchun (23.6) sistemadan
topilgan ifodalardan foydalanish zarur. Natijada, biz, dx,u,dxnt2,...dx,
o'zgaruvchilarga nisbatan -kvadratik formani hosil gilamiz.

Agar bu kvadratik forma musbat (manfiy) aniglangan boMsa,
(23.1) funksiya MO nugtada shartli minimum (maksimum) ga erishadi.
23.5-misol. 0 ‘zgaruvchilarning birgismini yo‘qotish usuli
yordamida,
n="F(x,,x2x,)=x, +X2- x, (23.10)
funksiyaning ekstremumini.

(23.11)

bogManishlar tenglamalari bajarilganda toping.

Yechilishi. Bu masalani yechishda yuqorida keltirilgan ikkinchi
usuldan, ya’ni (23.11) tenglamalarda o‘zgaruvchilardan gandaydir
ikkitasini uchinchisi orgali oshkor ravishda ifodalash mumkin
boMmagan usuldan foydalanamiz.

(23.11) sistema ikki marta differensiallanuvchi *,(*,) va
oshkormas funksiyalarni aniqlaydi, deb faraz qilamiz va ular
bogManishlar tenglamalariga keltirib go‘yilgan deb hisoblab, (23.11)
tenglamalarni ayniyatlar sistemasi kabi garaymiz. (23.11) ayniyatlarni
har ikkala tomonidagi differensiallarni hisoblab, natijada

f(x: +ljtfx, +(x; +YdX7+(x, +Datc, =0
[ +dx2=0
munosablami hosil gilamiz. Bu erdan,
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ekanligini topamiz.  Bu ifodalami, (23.10) funksiyaning * =
ko'rinishdagi differensiali ifodasiga keltirib qo‘yib,

du=7 — —dx, s Adx, (23.13)

X +1
munosabatni hosil gilamiz.
Endi, (23.11) tenglamalar va =0 tenglamalardan tashkil topgan,

A, +4x" +4r] +12%, +12x, +12x3-13 =0,
oX, +X, -1 =0,

tenglamalar sistemasini (bu sistema, garalayotgan hoi uchun (23.9)

sistemadan iborat) garaymiz. Bu sistema, yagona x =i, xx = x, =0

yechimga ega. ya’ni MO="i/2,2,0j - (23.10) funksiyaning (23.11)

bog'lanishlarga nisbatan ekstremumga  shubhali boMgan yagona
nuqgtasidir.

Endi du ning (23.13) dagi ifodasini differensiallaymiz:
a%- 200G -G -\

x +)
Oxirgi ifodadan, (23.12) tenglamalarni hisobga olib,
=2(~y

munosabatga keiamiz. Modomiki, 2(dx,f-dx, bir o‘zgaruvchining musbat
aniglangan kvadratik formasi ekan, (23.10) funksiya, (23.11) bog‘la-
nishlarda MOnuqtada minimumga erishadi.

23.3-eslatma. Biz masalani, (23.11) sistema ikki marta
differensiallanuvchi x2(x,) va x,(x,) funksiyalarni aniglaydi, deb faraz
qilib, echdik. Endi, bu shartning M, =(1/2,1/20) nuqtaning biror atrofida
bajarilishini ko‘rsatamiz. Buning uchun, 1- banddagi 1)- 3) shartlami
tekshiramiz.

DX, X, X,) = 4X! +Hbe +H4AX H2X, +H12 +12%, -13 Va qi{x,.x1,x,) = x, +X, -1
funksiyalar M, nuqtaning ixtiyoriy atrofida differensiallanuvchi;

=nixl +A\.. =12x2+I\ =], A~ =o0 xususiy hosilalar M, nugtada
a2 T y a



uzluksiz; O,(x,.x,.x3 va ~,(x,,x2x,) funksiyalar m, nuqtada nolga aylanadi

fPv 2
Pl -12+ 0.

Dixr x3

Demak, 1)- 3) shartlarga asosan, (23.11) sistema J¥,, nuqtaning
biror atrofida yagona x2(x,) va x3x,) funksiyalarni aniglaydi. Bundan
tashqari, <f(x,.,x;,x39 va w(x,x2x3 funksiyalar M, nuqtaning ixtiyoriy
atrofida ikki marta differensiallanuvchi, u holda =*,(x,) va x3x,)
funksiyalar ham ikki marta differensiallanuvchi boMadi.

23.4.2. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning shartli ekstremum
topishning Lagranj ko‘paytuvchilari qoidasi. Shartli ekstremum
masalasini yechishda yuqgorida ko'rib o'tilgan usullarni ko‘p hollarda
goMlab boMmaydi, ya’ni bogManishlardan o'zgaruvchilarning bir gismini
golganlari orgali oshkor yoki oshkormas shaklda ifodalash mumkin
boMmaydi.

Bunday masalalami yechishda quyidagicha ish koM-iladi.

Bizga, (23.1) funksiyaning ekstremumini, (23.2) bogManishlar
bajarilganda, topish masalasi qo‘yilgan boMsin, hamda f(M),
i(nn,0 = A funksiyalar n/ox\x"...x") nugtada va uning biror atrofida
uzluksiz differinsiallanuvchi, va nihoyat,

o<pXM a)
X, dx. dxn
mPw kP2(M,,) P2(N1/0)
dx2 8x2 o
8AM(M 0) 3pXK )
dxi 8xz X,
matrisaning rangi m ga teng boMsin. Quyidagi n+m o‘zgaruvchili
I(ma)=/(w)+npUuV)+nlp(M)+...+ (m) (23.14)
funksiyani kiritamiz, bunda M&G (gc JT),ne R", N=(11,, 4, )-

n, n,...n,~ Lagranj ko'paytuvchilari, a- Lagranj vektori. I{ki, x)
funksiya esa, Lagranjfunksiyasi deb ataladi.
23.4-teorema (Lagranj ko‘paytuvchilari qoidasi). Faraz gilaylik,
- fO\t) funksiyaning (23.2) bogManishlar ba

shartli ekstremum nuqgtasi boMsin. U holda, shunday yagona
' =(nn /2...J1) Lagranj vektori topiladiki, (mQs") juftlik uchun,
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ap”.n0 (23.15)
eM

=9,(M,,): =J'I.(I'IO =0 (2316)

munosabatlar bajariladi.

(23.15), (23.16) munosabatlami ganoatlantiruvchi (MQJ) juftlik-
Lagranj funksiyasining stasionar nuqtasi, shartli ekstremum
masalasining shartli stasionar nuqtasi deyiladi.

23.4-teoremadan kelib chigadiki, (23.1) funksiyaga, (23.2)
bog‘lanishlar gatnashganda, shartli ekstremum berishi mumkin boMgan
nuqtalami topish uchun, a+m ta, *,*,..x,, 4, nomaMumlarga

nisbatan,

@ (Xi,x2,...xn) =0, <=i.m
(23.17)

n+m ta tenglamalar sistemasini yechish lozim boMadi. (23.17)
tenglamalar sistemasi- stasionarlik tenglamalari sistemasi deyiladi.

Shunday qilib, agar (M,J1°) juftlik (23.17) tenglamalar
sistemasining yechimi boMsa (bunday yechimlar bir nechta boMishi ham
mumkin), nugta - (23.1) funksiyaga, (23.2) bogManishlar
gatnashganda, shartli ekstremum berishi mumkin boMgan nuqgta boMadi.

Bu nuqtaning shartli ekstremum nuqgtasi boMishini aniglashda,
(23.1) funksiya va (23.2) bogManishiarda qgatnashayotgan funksiyalar
ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega, deb faraz qilinib,
Lagranj funksiyasining, belgilangan s’,n ~ , lar uchun, MO(x",x2,..,x°)
nuqgtada x,,X2...x, 0‘zgaruvchilar bo'yicha hisoblangan,

(23.18)

ikkinchi tartibli differensiali qaraladi.

23.5-teorema (shartli ekstremimming ikkinchi tartibli zaruriy
sharti). Faraz qgilaylik, M,(X"x2,...x°) - f(M) funksiyaning (23.2)
bogManishlar bajarilgandagi shartli minimum (maksimum) nugtasi,
f(M), = funksiyalar MOX°2..XH nuqtaning biror atrofida
ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega, hamda s2030*",....*")
nugtada (23.3) matrisaning rangi m ga teng boMsin. U holda, shunday
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=T, Lagranj vektori topiladiki, (MQX‘) juftlik - Lagranj
funksiyasining stasionar nugtasi boMadi va

+,(1/.)
dx, dx2 ax.
+ ., (m 0) 0
dx, dx, 2 dx.
tenglamalar sistemasini qanoatlantiruvchi dx,dx2....dx, lar uchun
d2L(M0J *)zO (@ L{MsX")<Q)

munosabat bajariladi.

23.6-teorema (shartli ekstremumning yetarli sharti). /(a/),
$Xm No = i funksiyalar n/Ax?,**, . nugtaning biror atrofida ikkinchi
tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega, nugtada (23.3)
matrisaning rangi m ga teng, hamda (J¥0s°) juftlik- Lagranj
funksiyasining stasionar nuqtasi boMsin. U holda:

1) agar d“L{M0,5°), dx,dx,,....dx' lar (23.19) tenglamalar sistemasini
ganoatlantirganda, musbat aniglangan kvadratik forma boMsa,
M,,(%,°Xj... X)) nugta - f(M) funksiyaning, (23.2) bogManishlar bajaril-
ganda, shartli minimum nuqtasi boMadi.

2) agar d2L(\io,X"), dx,dx,,.....dxH lar (23.19) tenglamalar sistemasini
ganoatlantirganda, manfiy aniglangan kvadratik forma boMsa,

nugta - f(M) funksiyaning, (23.2) bogManishlar
bajarilganda, shartli maksimum nuqtasi boMadi.

3) agar <:/.(j/050), dx,dX2...dn lar (23.19) tenglamalar sistemasini
ganoatlantirganda, aniglanmagan kvadratik forma (ham musbat, ham
manfiy giymatlar gabul giluvchi) boMsa, u 0ox“x2,...x}j) nuqta - f(M)
funksiyaning shartli ekstremum nuqtasi boMmaydi.

Xususiy holda, u=f(x,y) funksiya <p(x,y)=0 bogManishlar
tenglamasi bilan berilgan boMsa, Lagranj funksiyasi quyidagi
ko'rinishda boMadi:

L%, v, 5) =/(.v, y) +X(p(x, V)
(23.17) tenglamalar sistemasi, uchta tenglamadan iborat boMadi:



(M0, X*) juftlik- Lagranj funksiyasining stasionar nuqtasi bo‘lIsin va

0 sAM:) <PyM.)
a=-«V(@o r,(n/,,n0,) CK n).
pM ") WL KA) CK )

Agar a<0 bo'lsa, /0x"y°) nuqta - un=/(xy) funksiyaning,
«(xy) =0 bogManishlar bajarilganda, shartli maksimum nuqtasi boMadi.

Auarpg >0 boMsa, /v,0,/) nuqgta - u="f(x,y) funksiyaning, <pxy)=0
bogManishlar bajarilganda, shartli minimum, nuqgtasi boMadi.

Izohlar.

1 Funksiyalarning ekstremumini bogManishlar qgatnashganda
topish masaialari juda keng targalgan, ular ekstremal masalalaming bir
gismidan iborat boMib, ulami o°‘rganuvchi boMim - ekstremal
masalalar nazariyasi, hozirgi vaqtda, ko‘p arnaliy masalalarda
goMlanilmoqgda.

2. Biz yuqorida ko‘rgan masalalarda, ham ekstremumini topish
talab gilingan funksiyani, ham bogManishlar funksiyalarini etarli silliq,
deb faraz gilgan edik. Lekin bogManishlar fagat tengliklar ko'rinishida
emas, balki tengsizliklar ko‘rinishida ham boMishi, ulardagi funksiyalar
odatdagi ma’noda differensiallanuvchi boMmasligi ham mumkin.

3.  BogManishlar funksiyalari yordamida tuzilgan (23.3)
matrisaning rangi m ga teng boMsin, degan talab ham ancha kuchli, ko'p
masalalarda bunday talabni go‘yish mumkin emas. Bu holda, Lagranj
ko‘paytuvchilari usulining umumlashmasidan, anigrogM, umumlashgan
Lagranj funksiyasidan foydalaniladi.

23.6-misol. Lagranj usulidan foydalanib, ushbu u=2x+4y-5
funksiyaning x: +y: =i25  bogManishlami qganoatlantiruvchi shartli
ekstremumlarini toping.

Yechilishi. Dastlab Lagranj funksiyasini quramiz:

L{X,y,n) = 2x +4y -5 + JAX' +y2-125).
Endi Lagranj funksiyasidan xususiy hosilalarni olib, (23.17)
tenglamalar sistemasini tuzamiz:
— =2+ 2ax,
242X =0,
— =4+2Ay,: 14+2Ay=0,
8y

X: +vl =125,
X2+y2= 125

Bu sistema ikkita Yechimga ega:
X, =-5, v =-10, /1, =0,2; x =5y, =10, /1, =-0,2.
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L(x,y,x) Lagranj funksiyasining ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini
topib, ikkinchi tartibli differensialini tuzamiz:

N~4=21, — =0 "=2/1, d2A =2x(dx2+dy2).

ax ooy dy* y

N, =02 boMganda d2.> 0 . Shuning uchun, 23.6-teoremaga asosan,
w,(-5,-i0) nugtada wu funksiya shartli minimumga ega va
«,,,,:«(—5,—10):—55.

n, =02 bo‘lganda d:L<0 . Shuning uchun, 23.6-teoremaga
asosan, n/,(5;f0) nuqtada u funksiya shartli maksimumga ega va uning
maksimum giymati 45 gateng, u,, =«(5, i0)=45

n funksiyani shartli ekstremumga tekshirishning boshqga yo‘lini
garaymiz.

a, =0,2 boMganda tp(x,y)=x2+y: =125, sx = 2%, s\ = 2y, N(-5,-10) = -10,

N-5,-10)= -0, ’(;4 =04, -1~=0 "4 =04
X

Aoy ay
Demak,
0 -10 -20
o=« -10 04 0 =200>0
-2 0 04
Demak, M,(-5;-10) nugtada n funksiya shartli minimumga ega va
uning maksimum viymati -55 ga teng, ya’ni =u(-5.-i0)=-55.

Xuddi shunga o‘xshash, /1 =-0,2 bo‘lgan holda vaM 25;io)
nugtada

(o] 10 20
A=—10 -04 O -200<0.
2 0 -04

Demak, w.(5;i0) nuqtada « funksiya shartli maksimumga ega va
uning giymati 45 ga teng, ya’'ni iqes=u(5,10)=45
Misolni Maple tizintidanfoydalanib yechish:
> readlib(extrema):

> extrema(2*x+4*y-5,{xA2+yA2-125=0},{x,y},V);u;
"{-55,45}

(0 - 10,x=5), {y=-10,j = -5)J
23.7-misol. Lagranj usulidan foydalanib, u=xy+yz funksiyaning
Xx2+y2=2 v+:=2(x>0, y>0, r>0) bog‘lanishlami ganoatlantiruvchi
ekstremumlarini toping.

Yechilishi. Dastlab Lagranj funksiyasini tuzamiz:
L(x.Y, A fi)- xy +yz +\D2+y r-2)+/1(x +r-2)
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Bu Lagranj funksiyasidan xususiy hosilalami olib,

dx
y +2Xx =0,
gy_z X +Z +2Xy +1. X+2z +2Xy+// =0,

— = V+/
& <

X2+y2-2,

tenglamalar sistemasini tuzamiz. Bu sistemadan a va /i sonlami va

stasionar nugtaning koordinatalarini topamiz: *= 1 X:_z' u=-1

L(xy,zx/u) Lagranj funksiyasining ikkiinchi tartibli differensialini
topamiz va unga giymatni keltirib go'yamiz:

d 2L = 2/.(dx1+dv2)+ Jdxdy + 2dydz = - dx2 - dy2+ 2dxdy + 2dydz.

BogManishlar tenglamasidan, dy=-dx=-dz ekanligi kelib chigadi.
Ekini e’tiborga olsak, u holda, d2 =-dx2-2dy2-2dz2<o0 boMadi.

Demak, 23.6-teoremaga asosan, mQ(, |, i) nugtada n funksiya
shartli maksimumga ega va uning giymati 2 ga teng, ya’ni
«_=«(!, L)=2.

23.5. Ko‘p o'zgaruvchili funksiyaning eng kichik va eng kat
giymatlari. Agar u=Ff(M) funksiya  chegaralangan  yopiq
{m}{m}cRm) to'plamda uzluksiz boMsa, u holda bu funksiya shu
to'plamda o'zining anig yuqori va aniq quyi chegaralariga erishadi
(Veyershtrass teoremasi).

n=f(M) funksiya chegaralangan sohada differensiallanuvchi va
sohaning chegarasida uzluksiz bo'lsa, bu funksiya, yoki stasionar
nugtalarda, yoki sohaning chegara nuqtalarida o'zining eng katta va eng
kichik giymatlariga erishadi.

Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning eng kichik va eng Kkatta
giymatlarini topish qoidasi quyidagicha :

1) berilgan sohada joylashgan stasionar nuqtalarni topish va
funksiyaning bu nuqgtalardagi giymatlarini hisoblash;

2) sohaning chegarasini tashkil giluvchi chizigda funksiyaning eng
kichik va eng katta giymatlarini topish;
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3) funksiyaning topilgan barcha giymatlarini solishtirish: bularning
eng kichigi va eng kattasi, mos ravishda, funksiyaning qaralayotgan
sohada eng kichik va eng katta giymati boMadi.

23.8-misol. Ushbu u=x2-4x-y2 funksiyaning x2+y2< 16 doiradagi
eng kichik va eng katta giymatlarini toping.

Yechilishi. 1L u=x2-4x-y2 funksiyaning birinchi tartibli xususiy
hosilalarini topamiz:

ux=2x-4, =-2y.

Bu xususiy hosilalarni nulga tenglashtirib, sistemani Yechib, bitta
pd(20) stasionar nuqtani topamiz, unda funksiyaning giymati -4 ga teng,
ya’'ni r(2;0)=4-8-0 =-4

2. Endi funksiyaning chegaradagi, ya’'ni x2+y2=16 aylanadagi eng
kichik va eng katta giymatlarini topamiz. u=x2-4x-y2 funksiyani bu
aylana nugqtalarida bitta r o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida ifodalash
mumkin. y2=\6-x2 funksiyani « funksivaga keltirib qo‘yamiz:
u=x2-4x+y2=1x2—4.1t—16 . y=+)\6-x2 funksiyaning aniqlanish sohasi
[-4;4] boMadi.

Shunday qilib, ikki o'zgaruvchili funksiyaning x2+y2=16
aylanadagi eng kichik va eng katta giymatlarini topish, bir o‘zgaruvchili,
u=2X-4r-16 funksiyaning [4; 4] kesmadagi eng kichik va eng katta
giymatlarini topishga keltirildi. Bu funksiyaning (-4;4) oraliqdagi kritik
nuqtalarini topamiz va oraiigning chetlaridagi qiymatlarini topamiz:
n =4x-4, 4x=4, bundan x=i kritik nuqtani olamiz: us/i1=1=-18, so‘ngra
o/r=4=0, n/r=4=2 ekanligini topamiz.

3. Berilgan funksiyaning stasionar va chegara nuqtalardagi
giymatlarini hisoblab, ularni solishtiramiz:

u(-2;0) = -4, u(1;-2n/2) =-11, u(4;0)=0, »(1;2/2) = 11, «(-4;0) = 32

i/(0;49) = -16, bl(0;-4) =-16 .

Demak, berilgan funksiyaning eng kichik giymati -16, eng katta
giymati esa, 32 boMadi,

t o =«(0,4)=«(0,-4)=-16, uekal = «(-4,0) = 32.

23.9-misol. To‘g‘ri burchakli parallelepipeddan iborat usti ochiq
bak v litr hajmga ega. Bakning oMchovlari qanday boMganda, unga
sarflanadigan material eng kam boMadi?

Yechilishi. To'g‘ri  burchakli parallelepipedning oMchovlarini
Xy, (x>0y>o0,r >0 deb belgilaymiz. U holda, uning hajmi, v=xy:
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boMadi. Bundan r=—. Masalaning shartiga ko‘ra, to‘g‘ri burchakli

parallelepipedning toMa sirti,

S =S(X, V) = 2(xr +2vr) +XX= 2(jc+y) — +xv = 2V(—+—) +xv
xy Xy

boMadi. s(x,y) funksiyaning eng kichik giymatini topamiz. Ravshanki,

c - 2y
PRI SIS

2v
S; =~ + x

Stasionar nugtalami topish uchun, xususiy hosilalami nulga
tenglashtirib, hosil gilingan sistemani echamiz:

X~ r = xjv
v o 7 PIxOya)=(1Jw,VW).

— —4+Xx=0 Ve, =W
\%

Ikki o‘zgaruvchili funksiya minimumining yetarli shartini
tekshiramiz:
Skx= ’;(r, S:s(H2V, VIF) =2
S 2=~ JTV. \J2V) = 2

y
s, =1 Sn (if2V, MW) = 1
A= (PO)S’2(P0)-5*,(PO)=4-1=3>0, Sn(P0)>0.
Demak, s(x,j) funksiya, PO¥2I, UW) nuqtada minimumga ega
boMadi:

bl ) =~

rooX . SMIN=S(PB)=2V (-L +-L) +* =3 |~ .
x> Hw2 2 Y

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi ikki o'zgaruvchili funksiyalarni ekstremumga tekshiring:

23.1. u=-X2-xy. 23.2. H=2x2+Xxy+y2

23.3. n=x2-3xy-3y. 23.4. n=x4+y4-4xy.

23.5. n=-2x2+xy- 2v2+6x +6y. 23.6. n=x3-9xy+y’.

23.7. u=Xx +6xi’+8vB—L 23.8.n=xv(l —x~v)

23.9. n=x2-3n3 +J2-4x+5]'+6. 23.10. n=x2+y2-8x-2.
23.11. «=x: +X1-v2-3x-6.v. 23.12. n=3x2-x5+3>2+4v.
23.13. u=3x2-v2+4y +5 23.14. u=X2+Xy +2y2-X+V.



23.15. n=-xr-xy-y2-+3x +6y. 23.16. n=(x+y2)?*'2
23.23. n=x'—3axy+y3 23.18. n=x2+x)'+y2-41nx-101ny.

23.19. m:sinx+siny+sin(;<+v), bunda O<x<qy O<v<—.

23.20. nu= 23.21. tI:iX+€+ V.

23.22. f(X,y) = X2-Xy +y2+2x+2y-4.

23.23. /(X,y) =2x’ +3xy +2yJ. 23.24. /(x,y) =x3+y’ +3x2-3y:.
Quyidagi uch o‘zgaruvchili funksiyalarni ekstremumga tekshiring:
23.25. n=x2+y2+:2-4x +6.v-2r. 23.26. nu=x: +y2+r2-xy +x-2:.
23.27. n=jg +y* +(r +)J-xy +x. 23.28. u=x*+y2+ :2+6xy-4:.

23.29. U=xvr(l6-x-v-2r) 23.30. u=—X +T/ +?2- +z2
r
23.31. u=l +I+Z)-(|—x+l. 23.32. u=x:in+y2Z! +r:n.
ry
Quyidagi ikki o‘zgaruvchili funksiyalarni shartli ekstremumga
tekshiring:
23.33. u=xy, x+y-2=0. 23.34. u=x2+y\ *+y_1=0.

23.35. n=x2+y2, 3x+4y—12=0. 23.36. n=xy, 2x+3y-5=0
23.37. u=xy2, x+2y-1=0. 23.38. n=x! +y2-xy +x+y-4, x+y+3=0

23.39. u=cos2x+ cos2v, x-y-4=0,23.40. n=5-3x-4v, x2+yJ =25,

23.41. u=1-4x-8y, x2-8y2=8 23.42. u=x2+xy+y2 x2+v2=I.
Quyidagi uch o‘zgaruvchili funksiyalarni shartli ekstremumga
tekshiring.

23.43. n=2x2+3v:4r2, x+y +r-13 =0.

23.44.u =xyl*, x+y+r-12=0, x>0,y>0,r>0
23.45.n=x- 2y +2r, x2+y2+z2-9 =0.

23.46. n=Xxy+2xr +2yr, far= 108

r2 r2 -2
23.47.n=X2+y2+r2 — 4Jg_'E+"t =1 a>0,b>0, c>0
¢

23.48. /(x,y) =x5+y: funksiyaning x2+y2=1 aylanadagi ekstremum
giymatlarini toping.

23.49./(x.y) =x2+3y2+2y funksiyaning x2-+v2<I doiradagi
ekstremum giymatlarini toping.

23.50. /(x,y,r) =x-y +r funksiyaning x2+v2+r2=1 birlik sferadagi
ekstremum giymatlarini toping.
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23.51./(x,y,r)=x(y+r) funksiyaning x2+y2=i to‘g‘ri doiraviy konus
va X =i giperbolik silindrlarning kesishish chizig‘idagi ekstremum
qgiymatlarini toping.

Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan D to'plamda eng katta va
eng kichik giymatlarini toping.

23.52.n=x3-Ay+y3 D={(x,y)eR2:0<x<2 -1<y <2

23.53.n=x-2y+5 D={(xy)e R: :x>0 y>0, x+y <[}

23.54.nN-X -4v-y2. D={@ry)e R2:X2+y2<9}

23.55. n=m4-x-y), D=}vy)eR2:x>0, y>0, X+y <8.

23.56. N=xr-9xv—+y3+27. D=]i,v)e/!: :0<jt<4 O<y <4

23.57. n=sinx+siny +sm(.r+y), D={my)e R2:0<x<rr/2 0<y <2}

Quyidagi funksiyalarning ko'rsatilgan D to'plamda eng katta va
eng kichik giymatlarini toping:

23.58. u=xy+x+y, D={(cy)e R :-25X<2 -2<y<2}

23.59. U=/B-6x"'+8v5+] D={xy)t Rl :0<x<2 -1<y <]

23.60.u=3+2m, D ={(xy)e -4 <x2+y2<9}

23.61.«=xJ-y\ D ={(x,y)e R2:x2+y2

23.62.«=x2+y\ D =|x,y)e R: :(x-n/2)2+(y-n/2)2<9}

23.63. n=cosxcosy cos(x+y), D={(xy)e R1:0<x< 51 0<y<sd

Berilgan funksiyalarning berilgan R sohada maksimum va
minimum qgiymatlarini toping.

23.64. /(x,y) =xJ+gy++y2—3x+3y, R: birinchi kvadrantda x+y =4
to'g'ri chizig bilan kesilgan uchburchakli soha.

23.65./(x,y) =y2-xy-3y +2x, R x=22 va y=22 to'g'ri chiziqglar
bilan chegaralangan kvadratik soha.

23.66. /(x,y) =x2-y: -2x +4y, r. pastdan Ox o'q, yuqoridan y =x+2
to'g'ri chiziq va o'ngdan x=2 to'g'ri chiziq bilan chegaralangan
uchburchakli soha.

23.67. /(x,y) =x3+y3+3x2-3y2, Rix=4 va y=4#1 to'g'ri chiziglar
bilan chegaralangan kvadratik soha.

Mustaqii yechish uchun misollarning javoblari

23.1. Um = «(0,0)=0,23.2. umD=h(0,0)=0. 23.3. (-1 1) stasionar
nugtada ekstremum yo'q. 23.4. unm=x(i; i)=«(-i;-i)=-2, 0(0-0) stasionar
nuqgtada ekstremum yo'q. 23.5. «/.,, =u(2 2)=12.

23.6. unin=n(3;3)=-27,0 (0; 0) stasionar nugtada ekstremum yo'q.



23.7. ulX=H(-1-05)=0. 23.8. =
M= (L= 09) "3 z
23.9. - |j stasionar nugtada ekstremum yo‘q. 23.10.
".nn = “(4;0)= -18.
23.11. ut=u(0; J=-9. 23.12. «Mr="0;-|j=-y. "2 stasionar

nugtada ekstremum yo‘q. 23.13. Ekstremum yo‘q. 23.14. »nm=u(l;-1)=o.
23.15. =u(0;3)=9 23.16. «TuF«(-2:0)=-~. 23.23.
a< 0 da =u(a;a) = -a3,
a> 0 da i/M=u(a;a)=-a5.23.18. unil =u(l; 2)=7- 10In2.23.19.
“™ =»(y,y) = |/1/3.23.20. Ekstremum yo‘q. 23.21. (=»,,.(4:2)=6
23.22. /,,,,=1/(-2-2)=-8. 23.23. /m>x=/f-1,_II =i.
23.24. fnm=/(0,2)=-4, /_.=/(- 2,0)=4.23.25. «m,=«(2;-3; )=-14.
23.26. =/--:-1: n=--.2327. =H-2:-I: -=-,
nn t 3 3 J 3 M . 3 3 3
23.28. unii =«(6;-18 2)=-112 23.29. UnKk=u(4; 4, 2)= 128
23.30. HfT=Uu(S, 4; 2)=60 23.31. unn=n(l; 1;1)=5, unxk=u(-I; I;-1) =-3.
23.32. unm=u(0; 0; 0)=0. 23.33. u,, =u(l; D=L
23.34. =«(0,5; 0,5)=0,5. 23.35. =ug; g)=".
23.36. nm, =«f— 4=—2337.K =u(l; 0)=0 imn=«fi; 1 =2-.
“x U’'6] 24 u' 3j 27

23.38. uB= ] - 19

23.39. _ =u[— +R— HIH=1— . . S(et¥ =1+
w U RN IEL g 8 1T 2
23.40. n=uT,(3;4) = -20, « = HTa*(-3; -4) = 30.

23.41. n=vm(-4; )=9, n=Ulug; - H=-7.

1 _ (+£ . +14 )-1
2’ 23 2" 2' 2) 2

23.43. umm=u(6; 4; 3)=156. 23.44. umx=u(2; 4; 6) = 6912.

23.45. =u(l;-2;2) =9, <, =U(-1; 2;-2) =-9. 23.46. unat =u(6; 6; 3)= 108.
23.47. u,Xx=u(xa; 0; 0)=a\ unil =u(0; O; £c)=cl

23.48. /_ =/0x1)=/(1,0)=1, /nmm=/(—10=—2
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23.49. /, ,=/(om)=5, /,=/(0-1/3)=— .
23.51. N-j=,J=V2jva = -J=-V2j- maksimum nuqtalari, ulard
funksiya | qiymatgabul qilidi; |*-J=,JL-V2j va J=,V2j-

minimum nugtalari, ularda funksiya i qiymat gabul giladi. 23.52.

=«(*; 0 ="(0;-i) = -i,
u.ta.=i/(2—)=13 23.53. Hta=ug; 0)=s

23.54.

23.55.

23.56.

23.57.

23.59.
23.61.

23.63.

23.65.

«,tod = U(l;-2V2)=«(l;2V2) = -1I. =«.(-3; 0)=21.
uM =nm4 4H=-64, uh,=ug ;) =fi

BV =«3;3)=0 u =«@4 0=»0; 4=91
li(fc,, =u(ar/3;n-/3) = |n/3. 23.58. u, bd =-6, u,ta =14.

a,.**. =-7, u,to =9+4y/2 23.60. =6. u =12
=-81, u,te =81. 23.62. =0, =25,

=-i ,,ta=1,2364. /, =/(04)=28/m=/(f-°)=-f-

/., =/2,-2), /.=1"-2;1)=-iZ 23.66. /.., =/(-2,0)=8

1 my =10,0) =-1.

23.67.

24.1.

/_ =/(1,0=4 /,m=/(0-1)=-4.
24-8. Oshkormas funksiyalar

Oshkormas funksiya haqgida tushuncha. Faraz qilaylik,

va y o'zgaruvchilarning giymatlari, o‘zaro, ushbu

f(x,y)=0 (24.1)

tenglama orqali bog‘langan bo'lsin. Bunda F(x,y), ikki o'zgaruvchining
funksiyasi sifatida, {m}={(x,y)e R2 a<x<b, c<y <d} to'plamda berilgan
bo'lsin. Biror xo0 sonni {x0e(a,b)) olib, uni (24.1) tenglamadagi * ning
o'rniga qo'ysak, natijada, y ni topish uchun, quyidagi

H*0,y)=0 (24.2)

lenglamaga ega bo'lamiz. Bu tenglamani yechishda quyidagi hollar
bo'liuji mumkin:
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1°. (24.2) tenglama yagona vy, yechimga ega ,

2°. (24.2) tenglama bitta ham yechimga ega emas ,

3°. (24.2) tenglama bir nechta, hatto, cheksiz ko‘p, yechimga ega
bo'lishi mumkin.

Masalan: 1) F(x,y)=’\+’\br— | =o tenglama {-a,a] kesmada y ni, X
a .
ning ikki giymatli funksiyasi sifatida aniglaydi: y=i;Va2—x1. Buni
(%, V)=—F +b - 1=0 tenglamadagi y ning o'miga qo'ysak, natijada
a' -

ayniyat hosil bo'ladi.

2) f(x,y)=y4x- -3-2 =0 tenglama, X ning a\{xe R:-j3 <x<y[3} dan
2

olingan har bir giymatida, yagona >=- == yechimga ega, bundan
v*: -3

ﬁ_:«;—)uo' Yuqoridagi keltirilgan 1) va 2) misollarda, v-nix orgali
ifodalash mumkin bo'ldi. Lekin, har doim ham bunday oson
bo'lavermaydi. Masalan, ushbu

F(x,y) =y-x-esiny =0 (0<£-<I) (24.3)
tenglamani  qaraylik. Bunda y ni, x orqgali elementar funksiyalar
yordamida aniglab bo'Imaydi. Lekin, f(x,>)=y-x-4-siny =0 (0<e<i)
tenglama, umumiy holda, y ni, x ning bir giymatli funksiyasi sifatida
aniglaydi. Hagigatan ham, tenglamani x=y-ssiny =<p(y) (ye (-00;+00))
ko'rinishda yozib olib, <&y funksiyaning (-m& ») oraligda uzluksizligiga,
hamda (3'(y)=1-fcosy>0 hosilaga ega ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
Unda, teskari funksiyaning mavjudligi to'g'risidagi teoremaga asosan,
yagona vy =(@E-{X funksiya mavjud. (24.3) tenglama - Kepler
tenglamasini ifodalaydi.

Demak, (24.3) tenglama, yagona y=<p~(xy yechimga ega, bunda
f(x,(3'i(x))=°.

3) F(x,y)=x1+y!—iny =0 (y>o) tenglama, X ning (-«;«) oraligdan
olingan hech ganday qiymatida yechimga ega emas. Chunki, doimo
y2-iny >0 munosabat o'rinli. Bu holda berilgan tenglama bitta ham
yechimga ega emas.

F(x,y)=o0 tenglama uchun, 1-holning o'rinli bo'lishi muhim
ahamiyatga ega. Uning yordamida funksiya aniglanishi mumkin.
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jr 0'zgaruvchining giymatlaridan iborat, x ning undan olingan har
bir giymatida F(xy)=o tenglama yagona yechimga ega boMgan, X
to‘plamni qgaraymiz. X to'plamdan ixtiyoriy * sonni olib, unga,
f(x,y)=0 tenglamaning yagona yechimi bo'lgan, y ni mos qo'yamiz.
Natijada, x to'plamdan olingan har bir * ga, yuqorida ko'rsatilgan
goidaga ko'ra, bitta y mos qo'yilib, funksiya hosil bo'ladi. Bunda * va
y o0'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish, F(x,y)=0 tenglama yordamida
ifodalangan bo'ladi. Odatda, bunday aniglangan funksiya, oshkormas
funksiya deyiladi va u x->y:F(x,y) =0 kabi belgilanadi. Masalan, 2), 3)
misollardagi oshkormas funksiyalar,

x=>y=—=~ ,Fy ~ ri=0 x">y-<p~'(x):
Jx2-3 I, -x2-3]
kabi yoziladi.
24.1-eslatma. Agar F(x.y)=0 tenglama oshkormas ko'rinishdagi
funksiyani aniglamasa, ba’zi hollarda, y ga ma’lum shart go'yish

natijasida berilgan tenglama, oshkormas funksiyani aniglashi mumkin.
Masalan, F(x,y)=x2+y2-1=0 tenglama A ning (-%1) oraligdan olingan
har bir giymatida, ikkita, y=-vi-x\ y=--x* yechimlarga ega. Agar y
ga, uning qiymatlari [-1,0] kesmada bo'lsin, degan shart qo'yilsa, u
holda, berilgan tenglama yordamida aniglangan,
X->y=~/1 =X2,f x,-V1-x2)=0
ko'rinishdagi oshkormas funksiya hosil bo'iadi.
24.2. Oshkormas funksiyaning mavjudiigi.
24.1-teorema. F{x,y) funksiya MO(QOVOe R2 nugtaning biror
(%, yn) = {(x,y)e R~ :x, -lt<x< *, +h, y,, ~k <y <y0+& (/;>0, k>0) atrofida
berilgan bo'lib, u quyidagi shartlami ganoatlantirsin:
') UbAxys) da uzluksiz;
2) x o'zgaruvchining fx,,-hx,, +K) oraligdan olingan har bir tayin
giymatida, y o'zgaruvchining funksiyasi sifatida, o'suvchi;
3) r{x,,.y,,) =Qbo'lsin.
U holda Mo0(x0y..) nuqtaning shunday

M- O(%0>/To))= {mEv)e » :X0-S <x<x0+S,y0-e <y <y0+e}(0<S <h, 0<f <K)
atrofi topiladiki:
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a) Vxe(x0-a',x0+£) uchun f(x,v)=0 tenglama, yac
yechimga (ye(y0-s,y0+s)) ega, ya'ni F(x,y)=o tenglama yordamida
X-*y:F(x,v) =0 oshkormas ko‘rinishdagi funksiya aniglanadi;

b)x =x, bo‘lganda, y=y,, unga mos keladi;

c) x-y v:F(x,y)=o oshkonnas funksiya (x0-s,x,+s) oraligda
uzluksiz boMadi.

24.3. Oshkormas funksiyaning hosilasi.

24.2-teorema. F(x,y) funksiya AfQx,,y0e R2 nuqtaning biror
AR >h)={=)6R2:x,,-h<x< x0+h, y,, -K<y <y, H} (>0, k>0 atrofida
berilgan boMib, u quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

1) w/1(*o,Y0)) da uzluksiz;

2) u,,t((%,y0) da uzluksiz Pqxy), K(x-y) xususiy hosilalarga ega va
K (oy«)* <

3) f(-Wo)=0.

U holda, mO0(x,y,) hugtaning shunday
Cifl, ( ( x , {*>)eR2:xa-S <x<x,+5 Yy, -s<y<y,+r}(0<S<h 0<e<k)
atrofi topiladiki:

a) Vxe(x0-#,x0+d) uchun f(.r,y)=o tenglama yagona, y Yechimga
(ye (yO-e, \0+e)) ega, ya’ni, F(x,y)=0 tenglama  yordamida,
x-=>y :F(X,y) =0 oshkormas funksiya aniglanadi;

b) x=x° boMganda, y =Y, unga mos keladi;

0 x-yy :f(x,v)=o0 0shkonnas ko‘rinishda aniglangan funksiya
00-cAX0+S) oraligda uzluksiz boMadi;

d) oshkormas ko‘rinishdagi funksiya (0-s,x0+<) oraligda uzluksiz
hosilaga ega boMadi va uning hosilasi

/.- - # 4 P4.4)

formula bo‘yicha hisoblanadi.
F{x,y) funksiya, £/,0x0,y0) atrofda uzluksiz ikkinchi tartibli

\{xy\ Pn (xy\ F\(x,y) hususiy hosilalarga ega boMsin. y ning x ga

bogMigligini e’tiborga olib, (24.4) tenglikni x bo‘yicha differensiallab,
quyidagini topamiz:
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Xuddi shunday, oshkormas
Hokazo tar‘hbéiagl Hosﬂ'al‘arl topl}adj

24 4. Ko‘p o'zgaruvchilio * ~ ~ funksi Jar
Fb.y).fbm ) <»v-<*q...« fu,, ksj

rmishdagi funksiyaning uchinchi va

W M «* <j)
to plamda aniglangan bo Isin. Ushbu
FA'Yy) FA L., x My)=0 (24. 5)
tenglamanl qarqymlz pre /T nuqta%rﬂan iborat, undan olln%an har H_II’ *

nugtada (24 ) teng ama yagona h hi ho'l
% aqgigiy yechimga ega o lgan,
X(Xez to p amm qaraymlz A 'p amdan |xt|yor|y * nuqtanl oh
|

24.5) t i
unga( ) tengiamaning yagona nagiqgiy yechlml y “ni mos 0 yamlz

Natljada x to'plamdan olingan ha t
oidaga kora, bitta y mos o E fnuqta & nda ko reatilgan
q 9 y 9 unksiya hOS|I gilmadi. Bunday

i funksiya, ko’
aniglangan funksiya, ko'p o'zgan uVchili (mo zgaruvchili) oshkormas
Ko rinishda aniglangan funksiya deb ataladi'va u

kabi belgilanadi.

biror24'3'‘“ rema' funksiya nugtaning

-A, <x, <xtQ+/*,,05<?—A2< x: <x9+h2,....

A T + <»,+/} A >0i=\2..mk>0
atrofida aniglangan ya ,, qoy.dag, shart]amj t]antirsin;
1) uf J((x ,yOj da uzluksi2.
2) x=(x,X2,...xm) 0‘zgaruvchining
{xeRmixI’ -A, <x, <x"+A,, X

<X! +h2 X'-hm<x,, <x "+h
to plamdan olingan har bir tayin =
c 4 ql)/matlanda v o zgaruvchlnmg

funk5|yaS| sifatida, o suvchi (kamay,

3) F(x°.v,)= o U holda, (x"y
N\t nuqtanlng shunday
.S «(x V0= b ‘e F 1-.0
1m ;' Vv oF % < X <X Hqy, XP-N <X, <X?+S2,...
)«‘n~m<>¢n<Xm+/\m,YO r<14,

0+£) (0<?, <hi* i=12..,w, 0 K
atrofi topiladiki: @) wvxe{(x * g( = <Tp! WO<S< )

2>—xmeR :x, -8, <x, <x +,
Xr-8<x}<x",+8,,..,x1-b<x <x*

+d»} uchun, (X, v)_o tenglama,
v(yew-e,vO0+£ yagona haqllc\||y

’\Rhlmga ega, ya'm (24.5) tenglama,

LY F 0 Osh™oi-mas ko‘rinishdagi funksiyani
amgqlaydi;

» ,.l-bo-]ganda,».,.u,,gamoskelad
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c) oshkormas ko‘rinishda aniglangan (x,x,....xm)->y .f(x, X, .,xmy)=0
funksiya,{(*,,x2,...,x,,)e Rm <X, <x°+rf,
X2-S <X2< X2+ X —8Sm<x,, <x° +<?}
to'plamda uzluksiz boMadi.
24.44eorema. F(x,y)= F(x,,x2,...,x,,,y) funksiya (x°,y,)e R1" nuqtaning
biror
. 1= K Y0)={(Fe->) G fi"*1: x“ =h, <x, <x,° +/!,, X2-h2<x2<x2+h2.....
x“ —-ha <xm-ex' +hmyO0-k <y< yOo+k} (/j >0, i=12..mA" > 0)
atrofida aniglangan boMib, u quyidagi shartlami ganoatlantirsin:
) uh *\,,) da uzluksiz;
2) . (xBY,)  da Fx(x,X2..%,,Y)([i=1 , 2 | FY(X,X2....X,,,Y)
uzluksiz xususiy hosilalarga ega va Fy(x;y)*o,
3) F(x°,.v0)=0.
U holda, (x",yo)e R~" nugtaning shunday
mir.  [1X°’Yo0)=",y)e R :x° -5, <x, <x" +d,, x?-6, <x, <x° +S2,....,
<XMITT +<i0'0 ~£ <)’ <Yo+e} (0< </, 1=12,..,0L0<£ <K)
atrofi topiladiki:
a)
Vxe {(X,,X,,..., X,,) € Rm:x° -d', <X, <x°+<?,x2-S <x2<x2+82,.;X,, - Sm<xm< x*“ +Sm}
uchun, F(x,y)=0 tenglama, y (ye (V0-e,yO+€) yagona haqiqiy yechimga
ega, ya'ni (24.5) tenglama, X = (X, X500, XI=>YF(X,,X,,...,X,0,Y) = O
oshkormas ko‘rinishdagi funksiyani aniglaydi;
b) x=x° boMganda, y =yo unga mos keladi;
©) oshkormas ko‘rinishda aniglangan (x,,x2,...,x,,)->y:/r(x1x2,...,X,,,y) =0

funksiya,
{(%, ,x2,. ,,x.)e R" :x“—<?, <X, <X”"+<, X2-S <X2<x2+d2,..,x“ —Sm< xm< x*“ +dM}

to‘plamda uzluksiz boMadi.

d) oshkormas ko'rinishdagi funksiya uzluksiz xususiy hosilalarga
ega boMadi.

24.1-misol. Ushbu

yJ-4x2y2+sinx =0

tenglamadan y ni, oshkor shaklda, x orqali ifodalang.

Yechilishi. y2=r almashtirish olib, :2-4x2r+sinx =0 kvadrat
tenglamaga ega boMamiz. Bundan, y2=r,, = 2x2+n/4x4-sinx, y2>0
boMgani uchun, kvadrat ildiz oldidagi “+” ishorani olamiz:

y = £V2x: +-J4x" - sinx .
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24.2-misol. Ushbu
y2-2X,y +X6-X4+x2=0 (24.6)
tenglama, y ni sv,(0,0) nugta atrofida *ning bir giymatli uzluksiz
funksiyasi sifatida aniglaydimi?

Yechilishi. F(x,v)=y: -2x% +x6-x4+x!, F' =2y -2x\.  Bu hosila
MJ{00) nugtada FY0;0)=0 bo'ladi. Demak, oshkormas funksiyaning
mavjudligi va uzluksizligi hagidagi 24.1 - teoremaning shartlari
bajarilmaydi. Shuning uchun, berilgan tenglama, M,(00 nuqgtaning
atrofida oshkormas funksiyani aniglamaydi. Haqigatan ham, (24.6)
tenglamani y ga nisbatan yechib, y =x"#&\2-1 ni hosil gilamiz. Bu
funksiyalar r=0 va |r|® da aniglangan bo‘lib, A/,(G0 nugtaning
atrofida, (24.6) tenglamani ganoatlantiruvchi MO(G,0) nuqgtadan boshqga
birorta ham nugta mavjud emas. o0 nugta- egri chizigning
yakkalangan nugtasi boMar ekan.

24.3-misol. Ushbu

ye' -xlny-1 =0
tenglama, x=0 nuqgta atrofida, uzluksiz y=f(x) funksiyani aniglaydimi?
Agar aniglasa, bu funksiya hosilaga egami? Agar hosilaga ega bo‘lsa,
uning hosilasini hisoblang.

Yechilishi. ye'-xIny-i =0 tenglamaga x=0 giymatni qo‘yib, y=i
bo‘lishini topamiz. Endi s/Qo;l) nuqta atrofida F(*,y)=ye' -xIny-I
funksiyaning 24.2 - teoremaning shartlarini ganoatlantirishini tekshirib
ko'ramiz:

1) F(xy)=ye' -xIny-1 funksiya, y>0 yarim tekislikda aniglangar
uzluksiz. Uning xususiy hosilalari mavjud va uzluksiz:

X
Fx- vex-1Iny, F =ex—;
A"

2) F,(0:)=c°-y=1%0.

Shunday qilib, 24.2-teoremaning shartlari bajariladi, shuning
uchun ye”-xIny-1=0 tenglama m(0;1) nugtaning atrofida
X-»y(X):yex-xlny-l1 =0 ko'rinishdagi oshkormas uzluksiz funksiyani
aniqlaydi. Bu oshkormas funksiya, quyidagi uzluksiz hosilaga ega:

Fx_ ye'—ny _ y(ye*—iny)
Yy e_£ S*i_*

y
24.4-misol. Ushbu xe/-yInx-8 =0 oshkormas ko‘rinishda berilgan

funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarini toping.
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Yechilishi. xelJ-ylnx-8 =0 tenglikni * bo‘yicha (y ni x ning
funksiyasi, deb garab) ikki marta differensiallaymiz:

a) ey +xexr v - v sIng—=0;
n

b) ey +e2r -2v'+2xie* My Y +elvww )-y \nx-l--%-ZL =0.
X X

y_2y .Y
Adany = & T \wezxe (243
bydan/ =M Y - Ar'Y =X (24.8)

2xe ' —nv

Agar (24.8) da y ning o'rniga (24.7) dagi ifodani Kkeltirib
go‘ysak, natijada y ning x va y orqali ifodasi topiladi.

24.5-misol. Ushbu = -3 =8 tenglamaning AQ0O;-1;2) nuqta
atrofida, yagona, r =f(x,y) oshkormas funksiyani aniglashini isbot qiling.
Uning rt(0;-1) va § (0—) xususiy hosilalarni toping.

Yechilishi. F(x,y,:)=-3x}~-8 funksiya A/, (0-U2) nugta atrofida
differensiallanuvchi. Uning f; =3r2-3.m’=3(r2-w) hosilasi  M0(0;-1;2)
nuqtada uzluksiz, hamda f(0;-i,2)=0,£(0;-i;2)=i2¢po. Demak, 24.4 -
teoremaning hamma shartlari bajariladi. Shuning uchun, berilgan
tenglama, sv,(0-12) nuqtada yagona, differensiallanuvchi, r=f(x,y)
ko‘rinishdagi oshkormas funksiyani aniglaydi.

" =/(*>v) funksiyaning (0;-i) nugtadagi giymatini hisoblaymiz:

-30 (-1)-:-8=0, =8,r=2.
Endi -3xy~=8tenglamani, mos ravishda, nva y bo‘yicha
differensiallaymiz:
3r2  -3yz-3x)c’'M=Q (24.9)
3r2 rv-3rr-31r- 3ri-m, =0 (24.10)
(24.9) ga v=o0, v=-i, r=2 giymatlarni keltirib qo‘yib.
3-4:x_3.(-i).2-3-0 (-I)-;, =0, rx=-0,5
bo'lishini topamiz.
(24.10) ga v=0, v=-l, r=2 giymatlarni keltirib go‘yib,
3-4 rf -3 (-1)-2-3 0-(-)=j, =0, rv=0
ekanligini topamiz.

24.6-misol. Ushbu cos2.Y+cos2y+cos: r =i tenglama bilan  anig-
langan ;(*>) oshkormas funksiyaning xususiy hosilalarini va toMiq
differensialini toping.
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Yechilishi. cosIx+cosly+coslr-i =0 tenglamani, mos ravishda, *
va y bo'yicha (- ni i va y ning funksiyasi, deb garab) differensial-
iaymiz:

-2e0sx sinx-2cosz sinr rj =0
—200sy *siny - 2cosresin-r,, = 0.
Bu tenglamalardan, rt= . xususiy hosilalarni
sin2r sin2r
topamiz. lkki o‘zgaruvchili funksiyaning to‘liq differensialini topish
formulasiga asosan,
d= A +_Ji = __si_n_2_x_.i_>|:_+s_in2xdv
sin2r

24.7-misol. Ushbu xJ+y2+r: =2r tenglama bilan aniglangan r(x,>)
funksiyaning xususiy hosilalari, birinchi va ikkinchi tartibli to‘liq
differensiallarini toping.

Yechilishi. x! M+ 2=2r tenglamani, mos ravishda, x va y

bo'yicha differensialiaymiz:

2X+2:2t-2:x=0, (24.11)
2v+2:-:y-2:y=0. (24.12)
Bundan, == r =— Yy-, dz= dx-lp/dy.
z— v or— 2= 1-

(24.11), (24.12) larni, mos ravishda, x va y bo'yicha
differensialiaymiz:

I+(-)J+r rl-
i+(rv)s+ =0.
Bu tenglamalardan,
| X2
Y--Y d-:)4r
1-- 0--") (I-r)5
@-:4,r
vV * 0--)5

(24.11) ni y bo'yicha, (24.12) ni x bo'yicha differensiallab,
aralash hosilalarni topamiz. Ikki o'zgaruvchili
" _(i-r)5 ~0--)F
funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini topish qoidasiga asosan,

d2z = {-"-dx+"-d D= ~"Ndx2+2j -f-dxdy +"-rdy2=
{dx dy y} dx dedy dy dy2 Y

A-nr+x2 2 2xv ,, (I-r)2+y2 2
" H * 5o + (TWL*
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24.5. Tenglamalar sistemasi bilan aniqglanadigan oshkorme
funksiyalar. Ushbu Fi(ul,u2...,u,,xI,x2...xm) (=ui) funksiyalar biror
D =yil,ul,...,uHxl,x2,...xme R"*": a, <x <b,,...,am<xm<6,,, ¢, <«, <d,,...cn< <</}
to‘plamda berilgan boMsin.
F, - Fl(ul,u2,...,un,x1,x2,....xm) =0, ’
F, = F2(u,,u2,...,u,,,X,,X2,....xm=0, N4 13)

F, = FHI{ul,u2--,u,,x1,x2,.....xm) =0

tenlamalar sistemasini garaymiz. *=(*,x2..xm) 0‘zgaruvchining
giymatlaridan iborat, undan olingan har bir x =(x,x2...,x,) nuqtada
(24.13) sistema yagona u,u2...u, Yyechimlar sistemasiga ega boMgan,
Dr = {xe Rm:a, <x, <b,,....a,, <xm<b,}c ft” to‘plamni garaymiz. Dx to‘plam-
dan olingan ixtiyoriy x=(,X2...,xj nuqgtani olib, unga (24.13)
sistemaning yagona, u,u2...«, Yyechimlar sistemasini mos go‘yamiz.
Natijada, dx to‘plamdan olingan har bir * nuqtaga, yugorida
ko‘rsatilgan qoidaga ko‘ra, u,u,...lar mos qo‘yilib, n ta funksiya

hosil boMadi. Bunday aniglangan funksiyalar, (24.13) tenglamalar

sistemasi yordamida aniglangan oshkormas funksiyalar sistema deb
ataladi.

24 5-teorema. R(=i,) funksiyalarning har biri,
P x = (u2. vz, e, X7 X2,...X,N) NUqtaning biror
uju'y)=ukt .t U4 (Ny0)=
= }«,x)e R™+ [ii,° - K, <u, <u°® +k,, u°-k2<u, <u2+k2,....,u°-km< um<«* +km,
X'=A, <X <x" +h,, X°-h2<x2<x2+h2,.....X'I-hm<xm<m+hm }
(A)>o, i= ki >0j =12,...m
atrofida aniglangan boMib, ular quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
DC/JuQ*Q) da uzluksiz;
2) [/n,((/1*0) da barcha xususiy hosilalarga ega va ular uzluksiz;
3) xususiy hosilalaming (u°.r°) nuqtadagi giymatlaridan tuzilgan
determinat nuldan farqli:
dF, dF, dF,
du, H, du,,
dF, dF2 dF
o, 8u2 du,. = 0;

°F, 3F, dFn
du, du2 dun
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4) (i/'V) nuqgtada F,(u",x")=0 =Lh).
U holda, U",.rj nugtaning shunday w,*",xW\=uen f c ((u"x")
(o< <n </;,.i=im o< <kr j =in atrofi topiladiki, bu atrofda:
a) (24.5) sistema, oshkormas funksiyalar sistemasini aniqlaydi,
ularni u, =/(.YIT,...r,,), i=i,n orqali belgilaymiz;
b) x=x" nuqtada /(**’)=y0, /=U, boMadi;
c) oshkormas ko'rinishda aniglangan f ¢=Llr) funksiyalar
Ne ft” 7+ <2, <x, <jgi Hf,,....-sm< N, < +<L,} to'plamda uzluksiz va
uzluksiz xususiy hosilalarga ega boMadi.
24.8-misol. Ushbu
X+v=U-+v
Xy+ vv=1
sistema, (I;1;2,00 nuqtaning atrofida, oshkormas funksiyalarni anig-
laydimi?
Yechilishi. Ravshanki, Ft(x,y,u,v)=Vv+y-u-v, FAX,y,u,v)= xy-+yv-I|
funksiyalar (i; i; 2 ,0) nugtaning atrofida uzluksiz hamda barcha

dF, = d"\_, dF, = | dF, _ t
x @& d
dF, _ OF’ _/\
ax ' dy du  dv
xususiy hosilalarga ega va ular ham uzluksiz. (i I;2 ,0) nugtada
dF, dF,
du dv A T i B . ~
& dr 1d=-1°./.0120=0 F(.L20)=0
du dv

Demak, 24.5-teoremaga ko‘ra, berilgan sistema, « va v larni, yvva
v o ‘zgaruvchilaming funksiyasi sifatida aniglaydi:

ii—-Ix+v—, v=-—-X.
v -V
24.8-misol. u(x,y) va \{xy) oshkormas funksiyalar, ushbu
Jm+yw=4
{to-v=0
sistema orqali aniglangan. Agar *=i,y=-i da u(x,y) va v(xy) funksiyalar

«0;-D=2,v(l;-I)=-2 qiymatlarni gabul qilsa, n holda ulaming barcha
xususiy hosilalari, birinchi va ikkinchi tartibli toMiq differensiallarini
toping.

Yechilishi. Berilgan sistemani ikki marta differensiallaymiz:
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udx +xdu +vdy +ydv = 0,
udy +ydu -dv =0.
dudx +dxdu +xd'u +dvdy +dydv+yd2s= 0, 12dxdu +xd21 +2dvdv +yd'v=0, «4 j~"
dudv +dydv +yd'n-d v=0. [2dyd:u+yd'u-d'v = 0.

(24.14) sistemaga *=ly=-i, «=2v=-2 qiymatlarni Kkeltirit

qo'yib,
2dx +dii - 2dy - dv =0, . drfiv=dx
2dy-du-dv=0. jrfu=2d) - cr
ekanligini topamiz. Bundan, * =l, —=0—=-i, — =2 Xuddi
ox dy dx dy
shunday, r=iy=-l, n=2.v=-2 giymatlarni, hamda n va du laming,
yuqorida topilgan, giymatlarini (24.15) sistemaga keltirib qo‘yib.
j 2dx(2dy-dx)+d~u +2dxdy-d2v =0, N\(>dxdy-2(dxY +d 24 -d2r=0.
[2dy(2dy-dx)-ddi-d 2/=0. ' N(dy)2-2dxdy~d:u-d /=0
boMishini topamiz. Bundan,
d’u-d'v = 2(dx)" -6dxdy, d~u=(dx)" +4 dxdy- 2(dy)’,
d'u +d ‘v = 4(dy)2-2dxdy, d2v = —(dxY +2dxdy +2(dy)‘ .

Demak, ikki of‘zgaruvchili = funksiyaning ikkinchi tartibli
differensialini topish formulasini e’tiborga olsak,
du_, dwu dv dav

—|, — =77 —==-1. ————1——r 2 Iarnl topamlz
dx' dxdy dx’ dxdy dy

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi tenglamalarni y ga nisbatan yechib, * ning funksiyasi
sifatida ifodalang:

24.1. y--5x2 +4xA=0. 24.2. y4-4x2y2+sinx = 0.

24.3. ex*> -x“-6=0. 24.4. x*-3y5+6x3y! -3y +.rJ = 0.

24.2. Quyidagi tenglamalar sistemasini, “mva r larga nisbatan
yechib, r ning funksiyasi sifatida ifodalang:

245 v+-=1t\ LS. | =\
y -yr-+r" =6x. [y+- +JrJy +rt ) 3r-1

Quyidagi tenglamalar. ko‘rsatilgan nuqta atrofida, oshkormas
funksiyani aniglaydimi?

24.7. F(x,y)=y4+my+y3-3=0, A(1l)

24.8. F(x,y)=x*-3axy+y’ =0, n{av4; a K2j

24.9. F(x,y)=ey+ysinr—x’ +7=0, A2; O.

24.10. F(x,y)s x(15+y:)-0(x2-y:) /40; 0)
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Quyidagi oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyalarning berilgan
a nuqtada /,, fy xususiy hosilalarini hisoblang:

24.11. u’ -2uX+uxy-2=0, AONI). 24.12. u3+3uxy+1=0, AQ: I)

24.13. e" - xyii-2 =0 /{(, 0). 24.14. n+I(r+y -u)=0, NI(L-1).

Quyidagi oshkormas ko‘rinishdagi funksiyalarning birinchi tartibli
hosilasining berilgan nugtadagi giymatini toping:

24.15.x3-2y- +xi=0, (l;I). 24.16.X2+x)+v2-7=0, (I; 2).

Quyidagi oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyalarning birinchi
va ikkinchi tartibli hosilalarini hisoblang:

24.17. x2—v2-4=0. 24.24. I+xy-\n(ev +e-"j=o0.

24.19. 2cos(x- 2y)- 2y +x=0. 24.20. x3+y3-3ny=0.

Quyidagi oshkormas ko‘rinishdagi funksiyalarning birinchi tartibli
hosilasining berilgan nugtadagi giymatini toping:

24.21. r3-xy +yr+y’ -2 =0, (L 11).

24.22 sin(x +y) +sin(y ) +sin(x +r)= 0, (MN\O\N).

Quyidagi oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyalarning birinchi
tartibli xususiy hosilalarini va to‘lig differensiallarini hisoblang:

24.23. x:+ +r:-6x=0. 24.24. x: +y2+r: -2x:-a2

24.25. r2-xy=o0. 24.26.  +3x2-—-2xy =0.

Quyidagi oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyalarning birinchi
va ikkichi tartibli to*liq differensiallarini hisoblang:

24.27. x2+y* + -2:=0.24.28. r3-3xi” =a324.29. 3) x-rln—=0.
y

24.30. ufxy) va v(x,y) oshkormas ko‘rinishdagi funksiyalar, ushbu
i[H+v—x, sjstema ot-cpii aniqlangan. u(xy) va w(Xxy) oshkormas
N-ym=0
ko‘rinishdagi funksiyalarning birinchi va ikkinchi tartibli to‘liq
differensiallarini hisoblang.

24.31. w(xy) va v(x,y) oshkormas ko‘rinishdagi funksiyalar, ushbu
I xu+yn -1  sjstema orgaii aniglangan. u(x,v) va v(x,\v) oshkormas
[y +x+n+v=0
ko‘rinishdagi funksiyalarning birinchi va ikkinchi tartibli to‘liq
differensiallarini hisoblang.

24.32. u(x,y) va v(x,y) oshkormas ko‘rinishdagi funksiyalar, ushbu

i u+v-x+y, sjstema orqali aniglangan. u(x,v) va v(x,v) oshkormas
[ysinu—xsin\)//:o ! q g 8 ( -} \(/—/)

ko‘rinishdagi funksiyalarning birinchi va ikkinchi tartibli to‘lig
differensiallarini hisoblang.
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Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

24.1. v=ar\ vix YN 2 yuise\2y' Bar: -sing. 24.3. y = Qn(:¥8=tay—ad .

DA% - 3+YO-lfarlEn/e+Ve-16mY -16 | 3—j9-16XA+13-V9-161)'-16
t 4 T .
o+ 8r--T6 —-aré
245 y=— 3 far—a 246 1 -1 +VI+5.16
B 12=2 2r
-IW 1 +.V 412}
2x

24.7. Aniglaydi. 24.8. Aniglamaydi. 24.9. Aniglaydi.
24.10. Aniglamaydi. 24.11. /(D) =1, /'.() =-].

24.12. /00; D=1 /A0; )=0. 24.13. /;(1;0=], -n* In2

24.14. /A1;-1) :/,El,l;—O:—l ! bi+inu =0 tenglamaning ildizi.
+
24.15. g 24.16. *.24.17. y\_ 1y, Y22
y3
2424, X  -u.2419. * =q
Y y''r &l' 2
2420, PV _Cro>bim AV e 12032y
©ox-y2 r x-y )3
2421 % -1 @ —__ o420 g -y _ -
dimy 4 dygyy 4 A i x dy
24.23. s ooyl s ey,
dy z T
dz
24.24. —_= =N~ =
dxl’ Wy Xz az dx+X7—dy.
24.95 dz_ x yvir +argy
dx—~2z’ dy~2z’ 2r
24.26. 5 2y-6ar  5r 2y . _ (2y - (y@)dx+2xdy
dx 3(v2+y2)’ dy 3(y2+y2)’ I@2+y 2
2427. d:=xy+ N =zl 4N ++ N N HzEX zZIN.
1-- (--)" (1I--)3 ' U-—-)2
24.28. ¢, Yy
z2-X)’
d 2w\ dS +2=<?:-1Y= ry V ) dxdy+" >\, dy-.
(=—xy) (--3T)3 (---YVv)3
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24.29. fi-- + di__  :2{ydx-xdy)
y{x+:) ' (r-xr)3

24.30. du = + dv=*L-J+ d-u= 2Uxdx-vdy:)

1+y 1+v 1+ \2
7471 rfr, - O’ -»)<&m+(m- v)aV rfr_ (y-»Ke+(v-v)4;
*-v ! y-X

2 +(v— +u—x)dxdy +(u—x)c/r: }.

*
oJv=-d u=—

24.32. tr- (s'nv+¥cosv)tfc—~(sinu - xcos V)rfy

XCOSV-+Yy cosu
_ (-sinv+ycosu)dx +(sinw +y cos»)rfy
XCOSV +Yy cosU
d 1 = -d:v = (2xcos v +*fifvsin v)dv - (2rfvcos n - ydu sin n)du
XCOSV+VCcosu
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BA’ZI MUHIM CHIZIQLAR VA SIRTLAR

1. Parabola

2-chizma. ay~=x, (1)—>0, (2)-a<0.



Parabolaning tenglamalari (3-chizma):
1) to‘g‘ri burchakii koordinatalar sistemasida y2=2px ;

2) qutb koordinatalar sistemasida P = P
I - cos (p
3) parametrik ko‘rinislida
y=t
kabi ifodalanadi.



2. Kubik parabola

5-chizma. ay3=% (D-a>0, (2)-a<0.

324



3. Giperbolik funksiya

7-chizma. yz;r’\r, (Hh-a>0, (2)-0<0
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4. Neyl parabolasi (Yarimkubik parabola)

Yarimkubik parabola - qandaydir to‘g‘ri burchakli koordinatalar
sistemasida v: =axr tenglama orqali ifodalangan - tekis algebraik to‘g‘ri
chizigdan iborat.

1657 yilda uning yoy uzunligini topgan olim Neyl nomi bilan ataladi.
Uning parametrik tenglamasi x=t\ y~at' ko‘rinishda yoziladi.

Yarimkubik parabolaning koordinatalar boshidagi egrilik radiusi
nolga teng.
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. 2 3
9-chizma. v =Xx . ,

5. Ko'satgichli funksiya
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“I>e>0-(2) ‘I<e-(]) xeboj=A ewziyd-T

eAIsyuny Mwylrebo] 9
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'Xs00 = A-(g) ‘xuis = A-(]) ewziyo-zT

JeeAIsyuny SnuUISOy B\ SnuIS 7
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X29s-A-(]) ewznp-

JefeAIS)uny SUBMaSOY B\ SuedeS B
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X010= £ - @ X6 - £ - (@) ‘ewziyo-y1

eAIsyuny suabueloy B\ suabue] B
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10. Teskari trigonometrik funksiyalar

15-chizma. y = Arcsinx, y —-Arc cos¥*.

16-chizma. y = Arctgx, y =Arcctgx.
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11. Giperbolik sinus va giperbolik kosinus
funksiyalar (Zanjirli chiziq)

Zanjirli chizig - bir jinsli gravitasion maydonda uchlari
mahkamlangan egiluvchan, bir jinsli va cho‘zilmaydigan og‘ir ip yoki
zanjir hosil giladigan cliizigdan iborat. U tekis transsendent chiziqdir.

Dekart koordinatalar sistemasidagi tenglamasi :

f \% v n

v= ea+e a mch-

U quyidagi xossalarga ega :
e uning uchidan ixtiyoriy (X,u) nugtasigacha bo'lgan yoy uzunligi
S=ash—-1y2-a2
a
formula orgali topiladi.
e uning egrilik radiusi

formula bo'yicha hisoblanadi.
. zanjirli chiziqg, uning ikkita ordinatalari va abssissalar o‘qi bilan

chegaralangan sohaning
/ \

3 X’ -
S=a‘' sh— Sh—_ =a{jy2-°2~dy\-a2)
N\ a aj
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12. Giperbolik tangens va giperbolik kotangens funksiyalar

13. Dekart yaprog‘i

Tarixiy ma’lumotlar. Qaralayotgan chiziq matematika tarixida
birinchi marta R. Dekartning Fermaga 1638 yilda yuborgan xatida
uchraydi. Chizigning shakli haqgida birinchi tadgiqot Pobelva!
tomonidan amalga oshirilgan. Lekin u chizigni fagat sirtmoqdan iborat,
deb tushungan. Sirtmogni to‘rtta kvadratda takrorlab, Roberval to‘rt
yaprogli gulni eslatuvchi shaklga ega bo‘lgan. Shuning uchun chiziqga
«yaprog'i» nomi berilgan. Lekin chizigning to‘la shakli keyinroq
X.Gyuygens va l.Bernulli tomonidan aniglangan. «Dekart yaprog‘i»
nomi fagat XV 111 asrning boshidan boshlab goMlanila boshlandi.

Dekart yaprog‘i - uchinchi tartibli tekis egri chizigdan iborat va u
to‘g‘ri  burchakli koordinatalar sistemasida X3+ v3 = 3axy
tenglamani ganoatlantiradi. 3a parametr — tomoni sirtmogning eng katta
vatariga teng bo‘lgan kvadratning diagonali kabi aniglanadi.

Uning tenglamalari :

1) to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida: x3+y3=3axy ;
3a cos ~sin P

2) thb koordinatalar sistemasida: P ~ ;

5 15
cos " (p+sin "
3) parametrik ko‘rinishda
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kabi ifodalanadi.

Ko‘pincha 135° ga burilgan egra chiziq garaladi. Uning
tenglamalari quyidagicha boMadi :
to‘g‘ri burchakli sistemada

V==xX] /+X«/= 3a
/ - 3x n2
gutb koordinatalari sistemasida
/(sin2 (p—aos** (p)
P= eosp(cos2p+3sin2(p)’
parametrik shaklda

t2 -1 t(t2 -1)
X — 1 v o= |
|

3r + 1 311 + 1

Dekart yaprog‘i — yasmin guli deb ham atalgan (inglizcha jasmine

19-chizma. Dekart yaprog‘i.



14. Diokl sissoidasi

Tarixiy ma’lumotlar. Sissoida qadimgi olimlar tomonidan
(eramizgacha bo‘lgan V-asr) o‘sha zamondagi mashhur masalalardan
birini yechish jarayonida ochilgan. Bunday masalalar quyidagilardan
iborat: doiraning kvadraturasi (izi berilgagn doiraning yuziga teng
bo'lgan kvadrat yasash) masalasi, burchakning triseksiyasi (berilgan
burchakni teng uchga boMish) masalasi, kubni ikkilantirish (hajmi
berilgan kub hajmidan ikki marta katta bo‘lgan kub yasash) masalasi. Bu
qo‘yilgan masalalarni sirkul va chizg‘ich yordamida yechish talab

gilingan.
Kubni ikkilantirish masalasini yechish maqgsadida sissbndaning
nashr qilinishi eramizdan oldingi Il asrda ijod gilgan gadimgi dunyo

yunon geometri Diokles nomi bilan bogMig. Shu sababdan chiziq
Diokles sissoidasi deb ham yuritiladi.

Diokl sissoidasi — uchinchi tartibli tekis algebraik egri chizigdan
iborat.

Sissoidaning to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasidagi

2 X 3
tenglamasi quyidagichayoziladi : ¥ - 2a - x '
_ 2asin2@
Uning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi P ~ cos”
ko‘rinishda bo‘lib, ba’zan
2a(l- 2 1 . )
p _2a(lzcos2m)_ 2a(——— cos ) = Zo(sin P- cos (p)
cos @ cos<p

ko'rinishda ham yoziladi.
Sissoidaning parametrik tenglamasi
2a 2a
*-7 7 N - 1 +My bunda u * p

ko‘rinishga ega.

Sissoidaning hozirgi ko‘rinishi fransuz matematiga J.Robervaya
tomonidan 1650 yilda berilgan.

Sissoida - absissalar o‘giga nisbatan simmetrik. U yordamchi
aylanani, uning diametrida yotuvchi B va D nugtalarda kesib o‘tadi,
hamda bitta UV (chizmaga g.) asimptotaga ega. Asimptotp tengdamasi :
X=2a, a - yordamchi aylananig radiusi.

Sissoida va uning asimptotasi orasidagi yuza
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5, =3nn2

Sissoida OL tarmog'ining (18-chizmaga q.) absissalar o‘qgi atrofida
aylanishidan hosil bo‘lgan jismning Vi hajmi quyidagicha hisoblanadi :

V.=n'[—-— dx=n f(—}cZ 2ax - 4a2+——— )dx = — B 31n(2a - x))
n2a-X 2a-X 3

X-=>2a da In(2a—jo—=—eo0, y’ani i

15. Strofonda

Tarixiy ma’lumotlar. Strofondagi birinchi marta 1645 yilda
italiya matematigi va fi/.igi E. Torrichclli (1608-1647 yy) tadqiq gilgan.
Chizig uzoq vaqt davomida «Torrichelli ganoti» degan nom bilan
yuritilgan «Strofonda» atamasi fagat XI1X asrning o‘rtalaridan qo'llanila
boshlandi.

E. Torrichelli Faensda tug'ilib matematik ta’limini Rimda oldi. E
Torrichelli atogli fizik olim boMishi bilan birga ajoyib matematik
kashfiyotlar muallitldir.

U ko‘p jismlarning hajmlarini (jumladan, cheksiz jismlarning
ham), egri chiziglar bilan chegaralangan shakllar yuzlarini hisoblash,
chiziglar yoylari uzunliklarini topish usullari mualifidir.

Strofoida ko‘p sonli geometrik tadbiglardan tashqari, optika va
chizma geometriyaning ba’zi masalalarida ham uchraydi.
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Strofoida (yunonchadan -burilish) —uchinchi tartibli algebraik egri
chiziq.

To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida to‘g‘ri strofoida, yoki
strofoida quriladi (yasaladi) (21-chizma).

Qiyshiq burchakli koordinatalar sistemasida qiysniq strofoida
yasaladi (2-chizma).

O - koordinatalar boshi, absissalar o'qi - OV nur bo'ylab,
ordinatalar o‘qi - OD nur bo‘ylab yo‘nalganda va a = zAOD (to‘g'‘ri

burchakli koordinatalar sistemasi uchun « =:]) bo‘lganda, strofoidaning

Dekart koordinatalar sistemasidagi tenglamasi
y2(x-a)- Ix'ycosa +x2(a+x)=0
kolrinishida yoziladi.
To'g‘ri strofoida tenglamasi

ko‘rinishni oladi.
Strofoidaning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi

Uning parametrik tenglamasi

U2+ o™

ko‘rinishga ega.

Strofoida dastlab fransuz matematigi Jil Roberval tomonidan 1645
yilda garalgan. Roberval bu egri chizigni “Pteroida” - ganot deb atagan.
Strofoida nomi fanga birinchi marta 1849 yilda kiritilgan.

Strofoidaning to‘g‘ri urinmasini topish quyidagicha amalga
oshiriladi. To‘g‘ri strofoidaning Dekart koordinatalar sistemasidagi

tenglamasidan

/
a+x

VvV =
a-x a’ -x’*

ekanligini topamiz va bu hosilaning 0(0,0) nuqtalarida giymatlarini
hisoblasak, y' =+ ekanligini, ya’ni 0(0,0) ikkita perpendikulyar

urinmalar mavjudligini ko‘ramiz, urinmalarning og‘ish burchagi +~ ga

tengligini olamiz.
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Strofoidaning egrilik radiusi, ya’ni  R=ON ning 0(0,0) nuqtadagi
giymati

R=————*———e=—— = a4

cos /. AON n
cos

4
bo‘ladi.
To'g‘ri strofoida sirtmog‘ining ordinatalar o‘qidan chapdagi yuzi

formula orgali, strofoida va ordinatalar o‘gidan o‘ngda yotuvchi
asimtota orasidagi yuza

S,=a712 +—

formula orqali topiladi.
OMIiA yoyning abssissalar 0'gi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan
jismning V! hajmi,

—a Mx2dx -2aa "xdx -2saa2 "dx +2HH§I dx
a-x

NN +a'qa - 2a’n +2a11 In2

Demak, V, =a‘n 2In2---
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—-a 0N a X
21 -chizma. Strofoida.
16.Astroida
Astroidaning tenglamalari (22-chizma):
2 2 2

1) to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida: v2+>>2 =a 2,
(n2+y2-a2y +27a2y2=0;

2) parametrik ko‘rinishda J* _acos
[v=asin't

kabi ifodalanadi.



17. Sikloida

Tarixiy ma’lumotlar. Atoqli italiya olimi Galillo Galiyey (1564-
1642yy) birinchi bo‘lib, fanga «sikloida» (yoki «doirani eslatuvchi»)
atamasini kiritgan.

Galiley sikloidaning bitta ravog'i va uning asosi blilan
chegaralangan shaklning yuzi, uni yasovchi doira yuzidan uch marta
katta ekanligi ko‘rsatgan.

XVIl asming 30- vyillaridan boshlab sikloida eng ommaviy
chiziglardan biriga aylanadi, ko'p matematiklar bu chiziqda o'zlarining
yangi usullari kuchini sinab ko'rishgan. Galiley teoremasining ajoyib
isboti Roberval (1634 y) tomonidan va unga bog‘lig bo‘lmagan holda
(va o‘zlari bilmagan holda) Ferma va Dekart (1638y) tomonidan
berilgan. Ular sikloidaga urinma yasash usullarini ham ko‘rsatishgan. B.
Paskal tomonidan siklaidaning aylanishidan hosil bo‘lgan jismning
hajmi va sirtgi hisoblangan hamda ularning og‘irlik markazlari topilgan.
Siklaodaning to‘g‘irlanuvchanligi (ya’ni uning yoyi uzunligini topish)
Ren (1658y) tomonidan amalga oshirilgan.

Sikloidani tekshirish bilan boshga olimlar ham shug‘ullanishgan.

X.Gyuygens va I. Bergulli uning muhim mexanik hissalarini
aniglashgan.
Sikloida (yunon tilida *“yumaloq”) - tekis transsendent egri

chizigdan iborat. U, kinematik tarzda, / radiusli “hosil qiluvchi”,
sirpanmasdan to‘g‘ri chiziqg bo'ylab dumalaydigan, aylananing
belgilangai®nuqtasining trayektoriyasi sifatida aniglanadi (23-chizmaga
garang).

Uning tenglamalarini keltirib chiqarish uchun, koordinatalar
sistemasining gorizantal o'qini A radiusli “hosil giluvchi” aylana
aylanadigan to'g'ri chizig, deb gabul gilamiz.

« Sikloidaning parametrik tenglamasi :
x = rt - rsin t,
[y =r -rcos t
» Dekart koordinatalar sistemasidagi tenglamasi :

X - I arccos

« Sikloida quyidagi
2r —y

A1



ko‘rinishidagi oddiy differensial tenglamaning yechimi kabi olinishi
ham mumkin.

Sikloida quyidagi xossalarga ega :

1. Sikloida - abussissalar o‘qi bo‘yiab davriy funksiya va uning
davri 2nr gateng.

2. Sikloidaga uning ixtiyoriy A nuqtasida urinma o‘tkazish uchun,
shu nugtani “hosil giluvchi” aylananing yuqori nuqtasi bilan tutashtirish
yetarli. A nuqtani “hosil qiluvchi” aylananing quyi nuqtasi bilan
tutashtirganda biz normalga ega bo‘lamiz.

3. Sikloida arkining uzunligi 8- ga teng. Bu xossa 1658 yiida
Kristofer Rek tomonidan ochilgan.

4. Sikloidaning har bitti arki tagidagi yuza, “hosil giluvchi” doira
yuzidan uch marta katta. Torichellining fikricha, bu xossa Galiley
tomonidan ochilgan.

5. Sikloida birinchi arkining egrilik radiusi 4rsin - ga teng.

6.“To‘nkarilgan” sikloida - eng tez tusliish egri chizig‘i
(braxistoxrona)dan iborat.

7.Sikloidaning evolyutasi, berilgan sikloidaga kongruent,

sikloidadan iborat.

Olimlar ichida, sikloidaga e’tibomi, birinchi bo‘lib, XV asrda
Nikolay Kuzanskiy garatgan, lekin bu egri chizigni tadqgiq qilish, asosan,
XVIlI asrda boshlangan. Sikloida nomini Galiley o‘ylab topgan
(Fransiyada bu egri chizigni, dastlab, ruletta deb atagan). Sikloidani
batafsil tadqgiq gilish Galileyning zamondoshi Mersenn tomonidan
amalga oshirilgan. U - transsendent egri chiziglar , ya’ni tenglamasi x,u
larga nisbatan ko‘phad shaklida ifodalanmaydigan egri chiziglar, ichida
birinchi tadqiq etilganidir.

Sikloidani tadgiq qilishda , XVII - XVIII asrlarda ijod gilgan
buyuk fan darg‘alari Dekart, Ferma, Nyuton, Leybnis hamda aka-uka
Bernullilar ham ishtirok etishgan.

342



-2n a 0 2MNa X

23-chizma. Sikloida.
18.Giposikloida

Giposikloida (yunonchadan doiraning, aylananing tagi, pasti) -
aylananing nuqtasi, boshqga bir aylananing ichki tomonida sirpanmasdan
dumalaganda hosil gilinadigan tekis egri chiziqgdan iborat (24 -chizma).

Uning parametrik tenglamasi

ko'rinishga ega, bunda k=— R - qo‘zg‘almas aylananing radiusi, r -

aylanayotgan aylananing radiusi.

K migdoming moduli giposikloidaning shaklini aniglaydi. k=2
bo‘lganda giposikloida qo'zg'almas aylananing diametridan iborat, k=4
bo‘lganda esa, u astroidaga aylanadi. k ning har xil giymatlariga mos
kelgan giposikloidalar 2-chizmada keltirilgan.
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Dr=1L R=3k=-=3. 2)r=14, R=4,k=- =4,
r

/ /=
24-chizma. Giposikloida

19. Troxoida
Troxoida - quyidagi
fx =a/ - Jsint
[y =a- Jlcost

parametrik tenglamalar orgali berilgan tekis transsendensi chizigdan
iborat.

a-A bo‘lganda troxoida sikloidaga o‘tadi. A>a bo‘lganda

troxoida uzaytirilgan sikloida deb, A<a bo‘lganda esa, gisqartirilgan
sikloida deb ataladi.
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20. Ellips

Ellipsning tenglamalari (26-chizma):

1) to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida:

2) qutb koordinatalar sistemasida: P ~ o

fx = acos i
|

3) parametrik ko‘rinishda: Nsn ot

kabi ifodalanadi.



21.Giperbola

Giperbolaning tenglamalari (27-chizma):

I) to‘g'ri burchakli koordinatalar sistemasida | =\;
a

b 2
2) qutb koordinatalar sistemasida P

a-ccos @
. A é:acht
3) parametrik ko‘rinishda
y =bsht
kabi ifodalanadi.
27-chizma.
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22. Garmonik tebranish

23. Arxiined spirallari.
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4 p =a o+l (a>0, /<0)
29- chizma. Arximed spirallari.

24. Giperbolik spirallar

Dp=—+I (a>0,1>0).
\Y

30- chizma. Giperbolik spirallar- 1), 2).



25. Logarifmik spirallari

31- chizma. Logarifmik spirallari- 1), 2).

26. Galiley spirallari

Dp=ag2 (a>0). 2)p =aipl (a<0).
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3)p =aqy-1 (@a=0,2>0, /=3>0). 4)p=agR-1(a=-0,2<0, /=-3<0).

5p = (2>0. 6)p =~ (@<0.

32- chizma. Galiley spirallari- 1), 2), 3), 4) 5) 6).
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27. Ferma spirali

28. Parabolik spirali
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29. Jezl spirali

Jezl - qutb koordinatalar sistemasida ushbu p =A= tenglama bilan
MP

ifodalanadigan tekis transsendent egri chiziqdir.

Egri chiziqg cheksizlikdan (u yerda u gorizontal o‘gga asimtotik
yaqinlashadi) (0,0) nugtaga, uning atrofida spiral bo‘yicha soat miliga
teskari yo'nalishda aylangan holda, intiladi. Spiralning Kkattaligi a

koeffisiyent bo‘yicha aniglanadi. Egri chiziq fazasi bitta,

egilish nugtasiga ega. U algebraik spirallar oilasiga mansub.

30. Sinusoidal spiral

Geometriyada , sinusoidal spiral - qutb koordinatalar sistemasida
rn=a" cos (110 )
tenglama orqgali aniglanadigan egri chiziglar oilasidan iborat, bunda a -
noldan fargli o‘zgarmas son va n - nolga teng bo‘lmagan rasional son.
Agar egri chizigni koordinatalar boshiga nisbatan burish
imkoniyati hisobga olinsa, uning tenglamasi
r* = a"sin (M0 )
ko‘rinishda yozilishi ham mumkin.
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Ko'p ma’lum egri chiziglar sinusoidal spiralning xususiy
hollaridan iborat:

. to‘g‘ri chizig (n=-1i);

. aylana(« =1);

. giperbola (n=-2) ;

. parabola = ;

. kardioida

. Bemulli lemniskatasi (h=2).
Sinusoidal spiral birinchi marta Makloren tomonidan o‘rganilgan.

36-chizma. p =asm<p, p =acosip, a=2
31. Atirgul

Gulning simvolik tasvirini eslatuvchi tekis egri chiziq - atirguldir.
Uning qutb koordinitalar sistemasidagi tenglamasi

p - asin kg
Ko‘rinishga ega. Bu yerda a va « lar , berilgan atirgulning o‘lchami (a)
va uning yaproqlari soni (jfc) ni ifodalovchi o‘zgarmas sonlar.
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Egri chiziq toMasincha a radiusli aylana ichida joylashadi va « >I
bo'lganda bir xil shakl va oMchamlardagi yaproglardan tashkil topadi.
Yaproglarning soni, bu holda, k migdor orqali aniglanadi.

K butun son bo'lganda , yaproglar soni agar Kk - toq bo‘lsa, kK ga
teng bo‘lib, agar « juft boMsa, 2« ga teng bo‘ladi. « son o‘zaro tub

bo‘lgan m wva n» sonlarning nisbatidan iborat. ya’'ni « :ﬁ bo‘lsa, m
va n lar toq bo'lganda , atirgulning yaproqglari soni  m ga. ulardan
hyech bo'lImaganda bittasi juft boMganda esa, yaproglar soni 2m g@a

teng bo‘ladi. « - irrasional soil bo‘lsa, yaproglar soni cheksiz ko'p
boMadi.

1) p =acos2<p 2) p =asm2<p
38- chizma. To‘rt yaprogli atirgular.



32. Paskal chig‘anog‘i

Tarixiy ma’lumotlar. Qaralayotgan chiziq mashhur fransuz
olimi B. Paskalning (1623-1663 yy)otasi, ko‘p yillar solig tizimida
faoliyat ko‘rsatgan, lekin 1666 yilda Parij akademiyasiga avlantirilgan
matematiklar va fiziklar kurojogining faol ishtirokchisi, E. Paskal (1588-
1651 yy) sharafiga shu nom bilan ataladi. E. Paskal matematik
giziqishlari egri chiziglar hagidagi ta’minot bilan bevosita bog‘lig.

Paskal chig‘anog‘i texnikada keng qoMlaniladi. Semaforni
ko‘tarish va tushirish mexaniyasini tashkil etuvchi qismlardan buni
Paskal chig'anog'i bo‘yicha yasalgan.

2)2a=1

3)2a<! 4) p = 2a(l-cosip), 2a >0.

39- chizma. Paskal chig‘anog‘i. p =2acos<p+I, 1), 2), 3),4).



33. Kardioida

Kardioidaning tenglamalari (39-chizma):
1) to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida
(r2+y2\x7+y 2- 2ax)-alx2=0;
2) qutb koordinatalar sistemasida p =2a(l +cos’);
'a <\<: acost (1+cos;),
[>=flsinr (1+cos/).

o *
3) parametrik ko 'rmishd

kabi ifodalanadi.

34. Beriulli lemniskatasi

Tarixiy ma’lumot. Chizig uni tahlil gilgan olimning nomi bilan
ataladi. Lemniskata tenglamasi birinchi marta Ya.Beriullining (1694y)
magolasida uchradi.

Ya.Beriulli (1654-1705) Shveysiyalik matematik, cheksiz kichik
miqgdorlar analizi bo‘yicha mashhur olim. Ya. Beriulli lemniskata,
lagariflim spiral, zajir chizig va hokazo chiziglar xossalarini yangi
g‘oyalar go‘lladi. U matematikaning yangi sohasi variasion hisobiga
asos soldi.

Beriulli lemniskatasi qiziq xossalarga ega va keng qo‘llaniladi.
Lemniskatadan texnikada, xususan, tog‘li hududlardagi temir yo‘l
shahobchalari, tramvay yoMlardagi kichik radiusli aylanish joylarda
o‘tish chizig'i sifatida foydalaniladi.

Kardioidaning tenglamalari (40-chizma):
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1) to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida (x2+>2) -a‘(x2-y’)
2) qutb koordinatalar sistemasida p2=a?2cos2<;

=alJlP+HR
3) parametrik ko‘rinishda 1+/2, bundap2=g|

y=aSBTf

kabi ifodalanadi.

41-chizma. Bernulli lemniskatasi.

35. Kappa

42- chizma. Kappa, (x2+y2y2-ax2=0, p =actx<p.



36. Maldoren trisektrisasi

43-chizma. Makloren trisektrisasi. p =—

-4

37. Koxleoida
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38. Nikomend konxoidasi

Tarixiy ma’lumotlar.Ushbu chizigga «konxoida», ya’ni
«chanogga o‘xshash» degan nom fanga yunon olimi D. Prokl (1410-
485y) tomonidan kiritilgan.

Nikomed konxoidasi degan nom uni birinchi marta tahlil
gilgan gadimgi yunon geometri, eramizdan avvalgi IlI-Il asrlarda
yashagan Nikomend bilan bog‘lagandir. Nikomend ushbu chizigni
mexanik ravishda chiza oladigan asbob ham nashr gilgan, shuningdek
chizigning kubni ikkilashtirish hamda burchak triseksiyasi masalalarini
yechimiga tadbiq qgilgan.

XVl va XVIII asrlarda Nikomed konxoidasini ko‘p olimlar
o‘rganishgan. R. Dekart shu chiziqda o‘zi kashf etgan egri chizigga
normallar va o'rinmalar yasash usulini namoyish etgan. X. Gyuygens
tomonidan konxonda va uning ba’zisi bilan chegaralangan shakl cheksiz
katta yuzaga ega ekanligi ko'rsatilgan. I.Nyuton konxoidani uchinchi
darajali teglamalami geomayetrik yo’l bilan yechishga tadbiq gilgan.

2)a=i>0
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3)/>a>0

45-chizma. Nikomeda konxoidasi. p =— +/.1), 2). 3).
snz>

39. Anyezi gajagi (versyera)

Tarixiy ma’lumotlar. Bu chizig yangi davr Yevropasidagi
birinchi ayol matematik olim nomli bilan atalgan. Mariya Gaetana
Anyezi (1718-1799yy)).

Bolonya universiteti professori oilasida tavallud topdi. Bolonya
universiteti bo‘lib, u 1088 yilda ochilgan.

M. Anyezi 1748 yilda «ltaliya o‘smirlari uchun analiz asoslari»
nomli ikki tomdan iborat asami nashr qildirdi. Asaming birinchi tomi
Eylergacha bo‘lgan analitik geometriyaning batafsil va ravshan
bayoniga bag‘ishlangan. Shuningdek, kitobda avvalroq Ferma
tomonidan o‘rganilgan versyera (ya’ni Anyeza gajagi) ham qaralgan.

Versyera atamasini birinchi bo‘lib, fanga italiya matematigi Gvido
Graidi (1671-1742yy) kiritgan. U Piza unversiteti professori bo‘lgan,
asosiy ilmiy qiziqishlari geometriyaga talugli, xususan, maxsus silliq
chiziglarni (bargsimon egri chiziglar yoki «atirgullar»ni) o‘rgangan.
Bunday chiziglar nazariyasi G.Graidi tomonidan 1728 vyilda nashr
gilingan mahallada oz ifodasini topgan.

Anyezi gajagi (versyera)ning tenglamalari (46-chizma):
1) to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida: u 2+a2y-a5=0

2) qutb koordinatalar sistemasida: p =asin —
cos P

kabi ifodalanadi.
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47-chizma. Aylana evolentasi (yoyunchi).
X = a(cosr +1sint),y = a(sint - 1cost).
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41. Gauss funksiyasi

48-chizma. Gauss funksiyasi. y=e

42. Kassini ovali

Kassini ovali (tuxumsimon, cho‘zig. yassi shakl) - shutidav
nuqtalarning geometrik o‘rnidan iboratki , ulardan berilgan ikkita
nuqtalar (fokuslar) gacha bo'lgan masofalarning ko'paytmasi o‘zgarmas
bo‘lib, gandaydir a sonning kvadratiga teng.

Kassini ovalining fokuslar orasidagi masofa 2¢ ga teng
bo‘lgandagi xususiy hoii Bernulli lemniskatasidan iborat. Ovalning o‘qi
ikkita fokusli lemniskatadan iborat.

Bu egri chizig astronom va muxandis Kassini tomonidan o‘ylab
topilgan.

Uning tenglamalari :
nto‘g‘ri burchakli koordinatalarda (x: +y2f -2 c'(x2-y2=al-c4
ko‘rinishga ;

2) to‘g‘ri burchakli koordinatalardagi oshkor tenglamasi

ko'rinishga ;
3 qutb koordinatalari sistemasida
p4-2c2 lcos2qy=cf -c4

ko'rinishga ega.

362



Egri chizig tenglamasida ikkita o‘zaro bog‘liq bo'Imagan
parametrlar: ¢ - fokuslar orasidagi masofaning yarmi va a -
f'okuslardan  egri chizigning ixtiyoriy  nugtasigacha  boMgan
masofalarning ko‘paytmasi ishtirok etadi.

U quyidagi xossalarga ega :

Kassini ovali - to'rtinchi tartibli algebraik egri chizigdan iborat;

u fokuslar orasidagi kesmaning o'rtasiga nisbatan simmetrikdir ;
o<a<cV2 bo‘lganda ikkita absolyut maksimum va ikkita minimumga
ega:

Uning absolyut maksimum va minimum nugtalarining geometrik
o‘rni - markazi fokuslar orasidagi kesmaning o‘rtasida va radiusi s
bo‘lgan aylanadan iborat.

-c<a<<c/l bo‘lganda egri chiziq to‘rtta egilish nugtalariga ega.
Ularning qutb koordinatalari :

cos 2P =-Jj

Uning egilish nugtalarining geometrik o‘rni uchlari  (0;=c
nuqtalarda boMgan lemniskatadan iborat.
Ovalning egrilik radiusi qutb koordinatalarida

akd Xpb

R=
p—+c2cos2(p c4-a4+3/A

formula orqali ifodalanadi.

363



49-chizma. Kassini ovali.

50-chizma. Kassini ovali. Aylanada maksimum va minimumlar
to‘plami,(2)- lemniskatada esa egilish nuqtalari to‘plami ko‘rsatilgan.

43. Kvadratrisa

Kvadratrisa - tekis transsendet egri chiziqg bo‘lib, Proklning
yozishiga ko‘ra, Gippiy (e.a. V asr) tomonidan ochilgan va qadim
zamonlarda doira kvadraturasi va burchak triseksiyasi masalalarini
yechishda undan foydalanilgan.



Egri chizigning tengiamalari :
1) qutb koordinatalar sistemasida
2 Rep

n sin @
ko‘rinishda;
2) to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida esa,

ko‘rinishida yoziladi.

44. Jerono lemniskatasi

Jerono lemniskatasi — ushbu
X4 =a2(x2-y2)
tenglamani ganoatlantiruvchi tekis egri chiziqdan iborat bo‘lib, uning
xossalarini X1X asr boshida o‘rgangan fransuz matematig K,- K. Jerono

nomi bilan ataladi.
Uning tenglamasini
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ko'rinishda ham yozish mumkin.
Jerono lemniskatasining parametrik ko'rinishidagi
tenglamasi quyidagicha : ;t=coosh, v=sin«9eosp

52-chizma. Jerono lemniskatasi, x - x2+y2—0.
45, But lemniskatasi

But lemniskatasi - to‘rtinchi tartibli algebraik tekis egri chiziq
bo'lib, Persey egri chizig‘ining xususiy holidir.
Uning to‘g‘ri  burchakli Dekart koordinatalar sistemasidagi
tenglamasi
MB+v) -(@2m2+c)x2+@2nr -¢c) v2=0
ko‘rinishga ega.
Egri chizigning shakli m va c¢ parametrlar orasidagi munosabatga
bog'liq. Agar c>2m2bo‘lsa, lemniskata tenglamasi
(R+y2] =ax«2+b2y2
ko‘rinishni oladi, bunda a2=2m: +c va bl=c-2nr.
Agar cKimlbo‘lsa, lemniskata tenglamasi
(X2+>2)" = aX2-b2y2
ko‘rinishni oladi, bunda a2=2m2+c va b2=c-2m2.

Xususiy hoilari:
1 Agar c=2m: bo'lganda. But lemniskata ikkita
X7+V' £21x=0
aylanaga aylanadi.



2. Agar c=0 boMganda, u Bernulli lemniskatasi aylanadi.
Uning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi
p 2= a2cos2p+b2sin2@

46. n’ fazoda ikkinchi tartibli sirtlar

46.1. Silindrik  sirtlar. Berilgan vektor  yo'nalislii
parallyelligicha qolib, berilgan k chizigni kesadigan to‘g‘ri chiziglar
to‘plami silindirik sirt deyiladi (54- chizma ). Bunda k chiziq
silindirlik sirtning yo‘naltiruvchisi , n vektorga parallel | chiziglar
silindrik sirtining yasovchilari deyiladi.
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Silindr - biror egri chizigning nuqtalaridan o‘tuvchi parallel
to‘g‘ri chiziglar hosil giladigan sirtdan iborat. Agar 0z silindrning
yasovchisi deb gabul qgilinsa, silindrik sirt H.vy)=0 tenglana orqali
berilishi mumkin.

Agar sirtning F(x,y,r)=0 tenglamasida gandaydir o‘zgaruvchi
gatnashmasa, bu sin, yashovchi gatnashmayotgan o'zgaruvchi o‘qiga
parallel bo'lgan silindrdan iborat bo'ladi.

Ushbu » +-=1, £-+H_=i> r_+Z =i tenglamalar, elliptik
a” b= a“ b- a~ bv
silindrik sirtntng tenglanialari deyiladi. 55-chizmada * 4Jt;:=i sirt
a*

tasvirlangan.

Ushbu y2=2px, x'=2pz, r’=2px, y'=2pz, ::=2pv, X~ =2py
tenglamalarga parabolik silindrik sirtning tenglamalari deyiladi. 56-
chizmada =2p: sirt tasvirlangan.
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X~+Y -1 fr - _|_"lI+£1_j Yy _1

Ushbu ——-4r=1 o 'h "2 b1 al b al b7

.£_+Z_=i tenglamalarga giperbolik silindrik sirtning tenglamalari
<3

deyiladi. 57-chizmada ~--"- =1sirt tasvirlangan.
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46.2. Aylanma sirtlar. Biror tekis L chizigning i o‘qi atrofid
aylanishidan hosil bo'lgan nuqtalarto’plami aylanma sirt deyiladi.

Ellipsoid. Ellipsning simmetriya o‘qi atrofida aylantirishidan hosil
boMgan aylanma sirtga ellipsoid deyiladi.

Ellipsoid - tenglamasini o‘zgaruvchilar almashtirish yordamida
E-H\t\’iit-vc\t:i ko‘rinishga keltirish mumkin boMgan ikkinchi tartibli
sirtdan iborat, bunda a,6,c-ellipsoidning yarim o‘glari. 58-chizmada

3 - .
ﬁ.— +—+'~=j sirt tasvirlangan.
a' b ¢

Bir pallali giperboloid. Giperbolaning mavhum o‘g atirofida
aylanishidan hosil boMgan sirt bir pallali aylanma giperboloid deyiladi.
Bir pallali geperboloid - tenglamasi o‘zgaruvchilarni almashtirish
3

2 ,
vordamida _'_'Jt;‘_ ~ =i ko'rinishga keltirish mumkin boMgan ikkinchi
a c-

tartibli sirtdan iborat. Uning o‘gi - oldida «-» (manfiy) ishora turgan
o'zgaruvchiga mos keladi.
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59-chizma.

Ushbu
LV -"-1LEI-2T+£-=I,- 4 +iT+fr =1 (D)
a2 b2 c2 a2 b2 c2 al b2
ko‘rinishdagi tenglamaga bir pallali giperboloidning kanonink
tenglamasi deyiladi. Koordinatalar boshi bir pallali giperboloidning
markazi, (1) tenglama ucluin a va b sonlar, bir pallali gepirboloidning
haqiyqiy yarim o‘glari , ¢ esa, mavhum yarim o‘qi deyiladi. 59-

chizmada ", -le\)l— A =1sirt tasvirlangan.
a c

Ikki pallali giperboloid. Giperbolani o'zining haqgigiy o‘qi
atrofida aylanishidan hosil boMgan sirt, ikki pallali avlanma giperboloid
deyiladi.

Ikki pallali giperboloid - tenglamasini, o‘zgaruvchilarni
almashtirish yordamida, "_—Iz’\lg/_r—z_lzr——i ko‘rinishga keltirish mumkin

a ct
boMgan ikkinchi tartibli sirtdan iborat. Uning o‘qgi - oldida «-» (manfiy)
ishora turgan o‘zgaruvchiga mos keladi. Ushbu

—_ 1 H N\ —
4-g-4=1,-AH-1-1,-4-4"=«
ko‘rinishdagi tenglama, ikki pallali giperboloidning kanonik tenglamasi

2

A =1 sirt tasvirlangan.

deyiladi. 60-chizmada — +*
a" b C
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Elliptik paraboloid. Paraboloidlarning o'z o'qlari atirofida
aylanishdan hosil bo‘lgan aylanma sirtyelliptikparaboloid deyiladi.
Elliptik paraboloid - tenglamasini almashtirish yordamida

g, +it;\_:2r ko'rinishga keltirish mumkin bo'lgan ikkinchi tartibli sirtdan

iborat. To'g'riburchakli dekart koordinatalari sistemasida

tenglama bilan tasvirlangan sirt elliptik paraboloid deyiladi. 61-

chizmada é,—z-ng‘?:zr sirt tasvirlangan.
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Giperbolik paraboloid (egar) - tenglamasini o'zgaruvchilarni

almashtirish yordamida 1 b =2r ko‘rinishga keltirish mumkin
a

boMgan ikkinchi tartibli sirtdan iborat. U r=0 koordinatalar tekisligini
ikkita bx-ay=0 va bx+ay=0 to‘g‘ri chiziglar bo'ylab kesib oMadi.
To‘g riburchakli dckart koordinatalari sistemasida
N~ 221, K~~~ =2x, - = = 2v,
a' b a' b’ a' b

Y-

R zor M —or RiTi=y,
a‘ b a b a b’

tenglama bilan tasvirlangan sirt eliptik paraboloid deyiladi. 62-

chizmada iT—’t;r =2r sirt tasvirlangan.
a b

62-chizma. N - — =2:.
a b’

46.3. Konus sirtlar. Fazoda biror qo‘zg‘olmas  /A10VvQ
nuqtadan oMib, berilgan L chizigni kesuvchi / chizigning harakatidan
hosil boMgan sirt konus sirt deyiladi (63-chizma). P(x,,y..zu) nuqta
konus sirtining uchi, | chizig uning yo‘naltiruvchisi, | to'g’ri chiziq esa,
konus sirtining yasovchisi deyiladi.
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63-ehizma.

Konus - bir jinsli F(x,y,=)=0 tenglama orqali beriladigan sirtdan

iborat. Ikkinchi tartibli konus quyidagi

T v2 r2 X2 2 r2. , X2 v2 r2

LRGN N, SEE UG A R

a o ¢ a b" ¢ a b=c¢
ko‘rinishga keltirish mumkin boMgan ikkinchi darajali bir jinsli
tenglama orgali beriladi, bunda konusning o‘gi manfiy kvadratga mos
kelib, uning uchi — kordinatalar boshida yotadi. 64-chizmada

X, y :reo sirt tasvirlangan.
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Tor. Tor - yasovchi aylananing shu aylana tekisligida yotuvchi
o‘gi atrofida aylanishidan hosil boMgan aylanish sirtidan iborat.
Tenglamalari
Parametrik tenglamasi:
/-cosp)cosy/
N\Y(<p4) = (R +rcosp)siny/
[r«LV/) = sinip
bunda , qife[02+] r- yasovchi aylana markazidan aylanish o'gigacha
boMgan masofa, r- yasovchi aylananing radiusi.
Algebraik tenglamasi.
(v: +y- +m +R--r)2-4R2Ax2+y:)=0
Tor-toMtinchi tartibli sirtdan iborat. 65-chizmada
+£0S<p)cOSI//
+cesp)si[I(/
[r(p.(//) = sine>
sirt tasvirlangan.
Xossalari.

1 Tor sirtning yuzi: 5=47;/% (Guldining 1- teoremasidan kelib
chiqadi).

2. Tor bilan chegaralangan jismning hajmi v =2;r:«r'(Guldining 2 -
teoremasidan kelib chigadi).

Torsimon sirt dastlab gadimgi yunon matematigi Arxit tomonidan
kubni ikkilantirish massasini yechishda garalgan. Boshga qadimgi yunon
matematigi Persey smetrik chiziglar torni uning o‘giga paralel tekislik
bilan kesganda hosil boMadigan chiziglar hagida kitob yozadi.

65-chizma.
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Gelikoida. Gelikoid - to‘g‘ri chizigning unga perpendikulyar o‘q
atrofida va bir vaqtning o‘zida, shu o‘q yo‘nalishida ilgarilab, harakat
gilishi natijasida (bunda harakatlarning tezliklari o‘zaro proporsional)
hosil boMadigan sirtdan iborat.

Uning parametrik tenglamasi

mx Y COSs V.

y = usinv,
z=hv
X= Ucosv.
y =usinv, Silt tasvirlangan.

r=hv
Xossalari:
1 U minimal sirtdan iborat
2. U chiziglimon sirtdir.
66- chizma.

Katenoid. Katenoid - v=ach- zanjir chizigning ox o‘q atrofida
a

aylanishdan hosil boMgan sirtdan iborat.
Uni parametrik koordinatalari yordamida, quyidagicha berish
mumkin:

.= c/i(h)cos(v),
(: c/;(«)sin(v), ne R, ve [027].
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Katenoid 1744 yilda L.Eyler topib yechilgan (catena - zanjir, eidos -
ko‘rinish).

Katenoidning uncha katta bo‘lmagan gismini izometrik
ravishda (sigmasdan va cho'zmasdan) gelikoidning gismiga o‘zgartirisli

mumkin, va aksincha
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