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SO ‘ Z  BOSHI

Mazkur qo‘ llanma «Matematik analiz» fani bo'yicha o'quv-uslubiy 
majmuaning tarkibiy qismlaridan biri bo'lib, unda matematik analizning 
aniqmas integrallar, aniq integrallar va ulaming tadbiqlari hamda ko‘p o 'z - 
garuvchili funksiyalar bo'limlari bo'yicha asosiy tushunchalar keltirilgan.

O 'quv qo'llanma to'rt bobdan iborat. Birinchi bobda boshlang'ich 
funksiya va aniqmas integral qaralgan hamda integrallash usullarining 
barchasi ochib berilgan. Qo'llanmaning ikkinchi bobi aniq integral, uni 
hisoblash usullari bo'yicha mavzularni o 'z  ichiga olgan. Uchinchi bobda 
aniq integralning fizika, mexanika. iqtisodiyot kabi sohalarda uchray- 
digan masalalarning yechilishiga tadbiqlari qaralgan. Oxirgi, to'rtinchi 
bobda R" fazo, ko'p o'zgaruvchili funksiyalar, ularning limiti, uzluk­
sizligi, xususiy hosilalari, differensiallari, yuqori tartibli xususiy 
hosilalari, ekstrimumlari qaralgan.

O ’ z navbatida, har bir bob tegishli paragraflarga bo'lingan bo'lib, 
har bir paragraf mavzuga taalluqli asosiy ta’ riflar, tasdiqlar, teoremalarni 
o 'z  ichiga oladi, shuningdek, ulaming har biri an’ anaviy misollarni 
batafsil tahlil yordamida yechish orqali namoyish qilingan. Qo'llanmada 
jami 198 ta misol va masalalar yechilgan, 1566 ta mustaqil yechish 
uchun misol va masalalar tavsiya qilingan hamda ularning javoblari 
berilgan. Hozirgi vaqtda amaliyotda bir necha yaxshi rivojlangan 
matematik dasturlar (Mathcad, Maple, Mathematica, Mathlab va h.k.) 
matematik masalalarni kompyuter imkoniyatlaridan foydalanib yechish- 
da samarali natijalar bermoqda. Shu an'anadan chetda qolmaslik uchun, 
qo'llanmada ba’ zi bo'limlar bo'yicha misol va masalalar yechishda 
«M aple» tizimining qo'llanilishi va uning qulayliklari namoyish etilgan.

Ushbu qo'llanmani yozishga mualliflarni undagan narsa, ularning 
ko'p  yillar mobaynida Samarqand davlat universitetida matematik analiz 
kursidan olib borgan ma’ ruza va amaliy mashg'ulotlarida orttirgan 
tajribasi natijasidir. O'ylaymizki, qo'llanma o 'z  o'quvchilarini topadi va 
boshqa mavjud o'quv adabiyotlari qatorida matematik analiz kursining 
aytib o'tilgan bo'limlari bo'yicha ularga bilimlarini oshirishga ko'mak 
beradi.

O 'quv qo'llanma haqidagi fikr-mulohazalar, undagi mavjud kamchi- 
liklar bo'yicha takliflarni mualliflar mamnuniyat bilan qabul qiladilar.



I  bob. ANIQM AS INTEGRALLAR

l-§ . Boshlang‘ ich funksiya, aniqmas integral tushunchalari. 
Aniqm as integralning sodda xossalari. Aniqm as integrallar jadvaii. 

1.1. Boshlang‘ icli funksiya tushunchasi. Aniqm as integral.
Harakat boshlangandan o'tgan t vaqt ichida moddiy nuqta s(i) yo 'l 
o'tgan bo'lsin, u holda, v(r) oniy tezlik, s(t) funksiyaning hosilasiga teng, 
ya ’ ni v(<) = i'(0- Amaliyotda teskari masala ham uchraydi: moddiy 
nuqtaning v(t) harakat teziigi berilganda, uning bosib o'tgan .s(f) yo'lini 
toping. Amaliyotdagi bunday masala, / ( x )  funksiyaning boshlang'ich 
funksiyasi tushunchasiga olib keladi.

f(x)  va f(x) funksiyalar biror x  (ochiq yoki yopiq: chekli yoki 
cheksiz) oraliqda aniqlangan bo'lib , ular

F\x) = /(x) (1.1)
munosabatda bo'lsin.
1.1-ta’ rif. Agar f{x) funksiya biror x  oraliqda 

differensiallanuvchi bo'lib, Vxe x  lar uchun (1.1) tenglik o'rinli bo'lsa, 
u holda f(x) funksiyada X oraliqda / ( x )  funksiyaning boshlang'ich 
funksiyasi deyiladi.

1.2-ta’ rif. Agar / ( x )  va f(x) funksiyalar Ar = [a;6] kesmada 
aniqlangan va \/xe(a,b) uchun F’(x) = f(x)  yoki dF(x) = f{x)dx bo'lib , a 
va b nuqtalarda F'(a + o)=f(a). F'(b-o) = f(b) tengliklar o'rinli bo'lsa, u 
holda, r(x) funksiyaga X = [«. />| kesmada f(x) funksiyaning boshlang'ich 
funksiyasi deyiladi.

1.1-teorema. Agar f(x) va ф (х) funksiyalar A' oraliqda differen­
siallanuvchi bo'lib , ularning har biri /(x) funksiyaning X oraliqdagi 
boshlang'iya funksiysi bo'lsa, u holda, f(x) va ф (х ) funksiyalar X da 
bir-biridan o'zgarmas songa farq qiladi, ya ’ ni

Ф(х) = F(x) + C, xeX.
Agar /(x) funksiyaning x  oraliqda biror f(x) boshlang'ich funk­

siyasi ma’ lum bo'lsa, uning boshqa istalgan boshlang'ich funksiya 
f(x)+c formula orqali topiladi.
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1.3-ta’ rif. /(.r) funksiyaning X oraliqdagi barcha boshlang'ieh 
funksiyalar to'plamiga, /(x)funksiyaning aniqmas integrali deyiladi va u

jf(x)dx

kabi belgilanadi, bunda J - integral belgisi, f(x) - integral ostidagi 
funksiya, f(x)dx esa, - integral ostidagi ifoda deyiladi.

Agar f(x) funksiya X oraliqda f(x) funksiyaning biror bosh- 
lang'ich funksiyasi bo'lsa, u holda f(x) funksiyaning aniqmas integrali 

| / (x) dx = F(x) + С  (С -  ixtiyoriy o ‘ zgarmas son) 
yoki

lf(x)dx={F(x) + C}

kabi yoziladi.
l.l-m iso l. Berilgan oraliqda berilgan f (x) funksiya berilgan /(x) 

funksiyaning boshlang'ieh funksiyasi ekanligini ko'rsating va aniqmas 
integralini yozing:

1), F(x)=^j, /(x) = x\ X = ( - co, co)= r ;

2 )  F(x) = f ( X) -  cos ax (a = const), X = ( - « , « ) = / ? ;
a

3 ) F(x) = J i ^ 7 ,  f ( x ) = - - T L =  , д г = ( -1;1) ;

4) F(x) = /(X) = V?, X = (0;oo);

5) F(x) = Vx-cos(x + l), /(x) = —̂ = + sin(x + l), X € (0;+a>).
2Vx

Yechilishi. 1) f(x) = x3 funksiyaning Л" = ( - ю, со) = r  oraliqdagi 

boshlang'ieh funksiyasi f(x) = ^- bo'ladi, chunki = =x\

4
Demak, \x3dx=— + c .j 4

2 )  /  (x) = cos ax (a -  const) funksiyaning R dagi boshlang'ieh funksiyasi 

F(x) = ^ ? -  bo'ladi, chunki F(x) = =cos ax = f(x). Demak,

fco so x A = ^ ^  + C .
J a

3) f t f = -  x funksiyaning A’ = (-i;i) oraliqdagi boshlang'ieh
V l - x 2

funksiyasi F(x) = V i-x2 bo'ladi, chunki F<x) = iV i-x2)1 = --=2==  = / (x).
л/1 — X~
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4) /(x ) = V7 funksiyaning Л' = (0;«>) oraliqdagi boshlang'ich 

funksiyasi f(x) = | V 7  boMadi, chunki P(x) = f| 7 ? ’j  = 4x = f(x\ Demak,

Demak. \-,—x dx = yli-x' + с  .

5) f(x) = —!= + sin (i + 1) funksiyaning Л'е(0:+°о) oraliqdagi 
2 Vx

boshlangMch funksiyasi F(x) - -Jx-cos(.v+l) dan iborat boMadi, chunki
/r'(x) = (Vx-cos(x + !)) = - ^ =  + sin(.v+ l) = f(x) .

2vv

Demak, = + sin(.x + i)jrfx = -/x-cos(x + i)+c .

1.2-misol. /(л) funksiyaning, grafigi berilgan л{х0,у„) nuqta orqali 
oMadigan, boshlangMch funksiyasini toping.

1 ) / ( x )  = x J , A( 2; 2 ) ;  2 )  / ( x )  = sinx + Д - х  ,л | у ;3 ^ .

Yechilishi. 1) /<x) = x5 funksiyaning A' = ( - « ,  « )=  r oraliqdagi
4

boshlangMch funksiyasi F(x) = — + c dan iborat boMadi, chunki
4

F '(x )= ^ -+ c j =x5 = /(x ). Endi С o'zgarmas sonni topamiz. F(x) = -x-~ + с

funksiyaning grafigi A(2; 2) nuqtadan o ‘ tsin. x = 2, > = 2 lami F(x) va x
24laming o ‘ rniga qo ‘ yib, 2 = — + c  tenglikni hosil qilamiz, bunda c  = - 2.

Demak, F(x) = -— 2.
W  4

2) /(x ) = sinx+— x funksiyaning ^  = ( - 00, 00) = я oraliqdagi7T~
boshlangMch funksiyasi F(x) = -cosx+— x2+ c  dan iborat boMadi, chunkiК

4 8 4
/ г'Ст)= ( - c o s x  + — x~ + C y = s in x  + — x = f ( x ) .  ' F { x )  =  - c o s x  + —  дг: + CЛ" nl ' Л-
funksiyaning grafigi -4f y ; 3j nuqtadan oMsin. x = ’~ ,y  = 3 larni f(x) ning 

ifodasiga q o ‘ yib, 3 = -cos~+-^r^ - j  + c  ni hosil qilamiz, bunda c  = 2. 

Demak, f(x) = -  cos x + ±  x2 + 2 .
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1.2. Aniqinas integralning asosiy xossalari. Elcincntar 
funksiyalarning aniqmas integrallari jadvali.

I0. / (x) funksiya x  oraliqda boshlang'ieh funksiyaga ega bo'lsa, и 
holda, Vxe.r uchun

d{jf(x)dy)=f{x)dx (1.2)

tenglik o'rinli bo'ladi, y a ’ni differensial belgisi d, integral belgisi j  dan
oldin kelganda d va J belgilar o'zaro qisqarib integral ostidagi
ifodaga teng bo ‘ladi;

2°. Funksiya differensialining aniqmas integrali, shu funksiya bilan
о ‘zgarmas sonning yig ‘indisiga teng, ya ’ni

jdF(x) = F(x) + C  y o k i  jF'(x)dx= F(x) + C (C  -  const) (1.3)
tenglik o'rinli bo'ladi, y a ’ni J integral belgisi, d differensial belgisidan
oldin kelganda, j va d belgilar о 'zaro qisqaradi, lekin bu holda, F(x)
funksiyaga ixtiyoriy о ‘zgarmas son с  ni qo ‘shish kerak.

3°. Agar f  (x) va g (x) funksiyalar x  oraliqda boshlang'ieh 
funksiyalarga ega bo 'lib, л ва ц  lar haqiqiy о 'zgarmas sonlar bo 'Isa, и 
holda a /u )  + m?u) funksiya ham shu oraliqda boshlang'ieh funksiyaga 
ega bo 'ladi, hamda

jU /(x )+ /g(x)]£&= Л jf(x)dx+ ji jg(x)dx (1.4)

tenglik о 'rinli.
1.2-eslatma. (1.4) formuladagi tenglik, shartli ravishda, ya’ ni 

tenglikning o ‘ ng va chap tomonlari o ‘ zaro ixtiyoriy o'zgarmas son 
aniqligida teng, deb qaraladi.

Sodda elementar funksiyalarning aniqmas integrallari jadvali 
q o ‘ yidagichadir:

1. JO d x = C .

2. fl dx =  x + C .

r«+l
3. x “ dx = - —  + C (а Ф -l).

J a + 1

4. [— dx =  1пЫ +  С  (x  Ф О).
J x

5. \ax dx =  —  +  C , 0 < a * \ ,  \exdx =  e x + C.
J In a 1
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6. Jsinxdtr = - c o s x  + C.
7. j  cos xdx — sin л: + C.

8. f—\—dx = tgx + C [ x Ф — + НЛ, n = 0, + l....
2

9. f — —— dx = -c tg x  + C  (x Ф п я , it = 0 ,±1 ,
1 sin- x

10. J shxdx = chx + C.

1 1 . J* cltxdx = shx + C.

12 f —\r-dx = thx + C.
1 ch‘ x

13. f — dx = -cth x  + С .
3 sh x

, * Г dx 1 x  _  I x  „
14. —5------ -  = —arctg —+ C = — arcctg — + C.

J x  +a~ a a a a

15. J , dx = j - l n ^ - ^ + C .

< a

' x 2 - a 2 2 a
■, r dx x „  x16. —-r—------ - -  arcsin — + С  = -  arccos—-

\la2 — x 2 a a

17. f .— ?------dv = In|x + \/д:~ ± a 2| + C , Ixl > lal.
J V x2 ± a 2 1 1

Aniqmas integralning ta'rifi va xossalaridan foydalanib, quyida
berilgan ba’ zi aniqmas integrallarni hisoblaymiz.

1.3- misol. j x 2( x + 2 ) ( x - 3 ) d x  integralni hisoblang.
Yechilishi. Aniqmas integralning 3 -  xossasi, hamda jadvaldagi 3

-  formulaga asosan:

Jx2(,r + 2) {x-3)dx = j(x4- x 3 -  6х2}й; = у - у - 2 х 3 + C bo'ladi.

Tekshirish. Topilgan boshlang'ich funksiya hosilasining integral 
ostidagi funksiyaga teng yoki teng emasligini tekshirib ko'ramiz:

—  - j -  -  2x 3 + С  j  = x ' -  x ’  -  6 x 2 +  0 = x 2 (x2 -  x  -  б ) = X2 (x  + 2 )(x  -  3), x € R .

Demak, berilgan funksiyaning aniqmas integrali to 'g 'ri topilgan
ekan.

Misolni Maple tiziniidan foydalanib yechish:
> Int((x)A2*(x+2)*(x-3),x)= int((x)A2*(x+2)*(x-3),x);

J x 2 (x + 2 ) (x -  3)dx  = у  -  —  -  2 x 3.

1.4-misol. J [(-± —у +-)<&] integralni hisoblang.
V x x x j
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Yechilishi. Integral ostidagi funksiyaning aniqlanish sohasida, 
aniqmas integrallarning 3-xossasi hamda integrallar jadvalidagi 3 va 4- 
formulalarga asosan,

f| —------— + —d x I  = 4 f x _3< £ t - 2 f x ~ 2d x  +  3 \  — d x  = + 31n|xl + C , x  Ф 0
4 x 3 x 2 x J J J J x x-  *

ekanligini topamiz.
Tekshirish. Topilgan boshlang'ieh funksiya hosilasining integral 

ostidagi funksiyaga teng yoki teng emasligini tekshirib ko'ramiz:
I — + -  + 3ln|x]+c| = 4— "K + - .  Demak, aniqmas integral to 'g 'ri
V x 2 x J x x ‘ x

topilgan.
Misolni Marie tizimidan foydalanib yeckish:

>  Int(4*(x)A(-3 )-2*(x )A(-2)+3/x,x)=int(4*(x)A(-3 )-2*(x )A(-2)+3/x,x);
Г 4 2 3 , 2 2 . v
----------7Г + — d x  = — -  + — + 3 In (x).

J x x-  -v x -  x

1.5-misoI. f ^4 + -Y + 2 ^  dx integralni hisoblang.
J  л/16-х"

Yechilishi. Integral ostidagi funksiyaning aniqlanish sohasida, 
aniqmas integralning 3 -  xossasi. hamda integrallar jadvalidagi 16 va 17 
formulalaridan foydalanib,

r \ l 4 + x ’ + 2л/4 -  x 2 ,----- ------ ---- <& =
J Vl6^x‘'
= f *-----A: + 2 f , *......d x  = arcsin — + In |x + л/х2 + 4 1 + С . x  Ф ±42 I I

ekanligini topamiz.
Tekshirish. Topilgan boshlang'ieh funksiya hosilasining integral

ostidagi funksiyaga teng yoki teng emasligini tekshirib ko'ratniz:____
f  . x  „  I r~- 1 2 (1/ 4 + x ‘ + x )  Vx2 + 4  - 2 л / 4 - х ‘

arcsin —+ 2 In x + л/х" + 4 + C  = -------- + -t------- f- . \ , ■7-—  ̂= --------- , ------- -
V a  ' ' J  л / 4 - х 2 (х + л/4 + х 2 J- л/х2 + 4  л/16-х

Shunday qilib, integral ostidagi funksiyani hosil qildik, demak 
aniqmas integral to 'g 'ri topilgan.

1.6-misol. \ctg2xdx integralni hisoblang
Yechilishi. Integral ostidagi funksiyaning aniqlanish sohasida, 

aniqmas integralning 3— xossasi va integrallar jadvalining 9 — 
formulasiga asosan:

\ctg'-xdx= [ \ —l-— 1 \dx=-ctgx-x+c, x e  R bo'Iishini topamiz.
J Jvsin‘ x )

Tekshirish. Topilgan boshlang'ieh funksiya hosilasining integral 
ostidagi funksiyaga teng yoki teng emasligini tekshirib ko'ramiz:



( - c t g x - x  +  C ) = — -------1 = ctg 2x
sin x

Demak, aniqmas integral to‘ g ‘ ri topilgan.
2* + 5*1.7-misoI. J ^  dx integrallarni hisoblang

Yechilishi. Aniqmas integralning 3-xossasi va integrallar 
jadvalning 5- formulasidan foydalanib,

[ 2 -— d x=  f — dx+\ —  cLx = \5-xd x + [ 2 " i x  = - - ------ —  + C , x e R ,
1 10' J 5" S 2 ' > 1 ln2 In 5

bo'lishini topamiz.
Tekshirish. Topilgan boshlang'ich funksiya hosilasining integral

ostidagi funksiyaga teng yoki teng emasligini tekshirib ko'ramiz:
5 "  Л  I I 2 '+ 5 '- + C = — + — = .

In 2 In 5 J 2* 5* 10 '

Demak, topilgan boshlang'ich funksiyaning hosilasi integral 
ostidagi funksiyaga teng ekan.

Mustaqil yechish uchun inisollar
Quyidagi funksiyalarning bitta boshlang'ich funksiyasini toping.
1.1 . f(x) = 5x4. 1.2 . 2 ) f(x) = c os 2 x . 1 .3 . 3) f(x) =е'~Ъх.

1 .4 . 4) f(x)  = ctglx. 1 .5 .5) / ( . r )  = — ------ t-2 5' .  1 .6 .6 ) / ( x )  = Vx + V x .
COS’  3x

Berilgan oraliqda r{x) funksiya fix)  funksiyaning boshlang'ich 
funksiyasi ekanligini ko'rsating va aniqmas integralini yozing:

1 .7 .1) f(x) = 2 -------I — . 1 .8 .2 ) f(x) = ctg25x.
COS* Зд:

1.9. 3) / ( x ) = 3 (3 x  + 5)4. 1.10.4) / (л‘) = s in 2 x -c o sx .

1.11.5) A^)=fsin2x~ 2sin3-T - 1.12.6) / ( x ) = l n - 'x - l n - Jx .
к 1 J

f[x) funksiyaning, grafigi berilgan /((xn, r „ )  nuqta orqali o'tadigan, 
boshlang'ich funksiyasini toping.

1.13.1) / (x) — x2 , A(3;2 ).

1.14.2) f(x)  = cosx  + 2 x  , Л |--;3|.

1.15.3) f(x )  = ex + sin 2 x  , ,-lfo;^-'|.

1 .1 6 .4 ) f(x) = -  + 2x , A(e, 1).
X
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1.17.5) /(* ) = 2 c o s ! | ,  A ( O J ) .

1.18.6) f ( x )  = e >tlx -4sin(2x + 3), a ( — ,0
2

Agar F(x) funksiya f ( x )  funksiyaning boshlangMch funksiyasi 
boMsa, berilgan funksiyaning boshlangMch funksiyalarini toping.

1.19.1)5/(51). 1.20.2 ) 3 / 1 1  . 1.21.3)- 4 / ( - 4 x  +  3 ) .

1.22.4) 3/(-3x + 2). 1.23.5) j /^ | 'v + 7j .  1.24.6) c f (a x  + b ) .

Quyidagi integrallarni hisoblang:
1 .25 . \4.x1 dx. 1.26. j y .

1.27. |(Sjc3 -  2x'~ + 3x-% )dx. 1.28. | ~ 6jf ^  + 4 dx.

1 .2 9 .\ 2x  ~ 5x  ^ + 1 ^ dx. 1.30. if*5'- - 4 r T ^ .
x\lx \  x  J

Quyidagi integrallarni hisoblang:
1.31. J(x - 1) (x + 2) 1.32. Jx: (x + l)(5x —3)<£c.

L 33.Jtf7(8*£-l)A . l M . \ ^ S - d x .
X \ X

1.35 Л - ^ - d x .  i . 3 6 . f l ^ < & .
J V ^ + з  J V I - 5

Kuyidagi.integrallami hisoblang:
1.37. jV<&. 1.38. J53* e ‘  dx.

1.39.{ 5 - : л . 1.40. J32* 7 2 ,<fc

1.41. J 6‘ (61 + 4) dx. 1.42. J(3* - 1) (3"  + \)dx.

Quyidagi integrallarni hisoblang:
1.43./8  cos xdx. 1.44.

1.45. f— l— dx. 1.46. f 1 ,
5sin~x  JVcos*x sin x

1.47. 1.48. л .
cos* x  J sin" л:

Quyidagi integrallarni hisoblang:

dx.
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1 .4 9 .  f ____ - _____  1 .5 0 .  f —— — A:.
J co s ' xsin 2 X 1 6 sinx

1 .5 1 .  f , ^ --------- . 1 .5 2 .  \x~ Ac[8 ' x dx.
J sin" x + c o s2x  cos* .v

1 .5 3 .  J (ctgx-  tg x f  dx. 1 .5 4 .  J 

Quyidagi integrallarni hisoblang:
с \ + у1л ~ х 2 , 1 Г Л  Г I 4  +  x ‘1.55. 1.56. f ^

1.59. rV ^ + 9 -6 ^  , 60.
J x 2+ 9  J 16-л:4 

Quyidagi integrallarni hisoblang:

1.61. f3*—, dx 1.62. J \ 2jf, dx.
j  l +  д: X" (1 — JT* )

1 .63 .f(2y:t ?Kv 1.64. f ^ & .
J j c (.v +5 )  9 —.v

165. f—̂ Ц-Л. 1.66.
J 1 6 - x 2 x  +  4.v

Quyidagi integrallarni hisoblang:
1.67. f 2dx-— . 1.68.2) J - 7 - ^ .

* ch x sh x i ch x sh x

1.69. J sh2xd x  . 1.70 . jch 'x d x .

1.71 . f th 2xdx. 1.72 . jc th 2xdx. 

Quyidagi integrallarni hisoblang (a*0):
1.73. 1.74. Jsin(a,v + A)(ir.

1.75. Jcos(ax + 6)<iv. 1 . 1 6 . j b ‘a dx. b * \ ,b > 0 .

л щщ г 1.78. f—4 r
J cm 1

1 . 7 9 . f ^  . 1 .8 0 .  f [ax + b)“ dx.
J Л 4- /tv J

1.82. J л

COS2 ax
• dx
b + ax

dx
a ‘ + b 2x 2

dx

! + 62x2
dx

U a 2 - b 2x
dx

sin' ax

b 2x 2

1.84. fVTTAVdr.
4 a 2+ b 2x 2 3

t.85. J— ^  = . 1.86. j\la2 - b 2x 2dx.

1 . 8 8 . | shaxdx.
] Jb2

12



1.89. J sli'axdx. 

1.91. J ch2axdx. 1.92. fJ rh

1.90. J chaxdx.

dx1.100. \ - j =  1 V9^7
1.103. j b y" : dx. 

1.106.
J Ax' -9

‘ ch 'a x

Quyidagi integrallarni hisoblang: 
1.94.JV"Vt, 1.95. J(i2.r-5)7d.v.

1.97. j  cos 5 xdx.

1 .1 0 1 . f-j i

1.104. J 

1.107.|

u
dx 

6x + 5 
dx 

9 + 25?' 
dx

\fl5 -  9x2

1.93. J dx 
s ir  ax

1.96. | V9x + 7 dx 

1.99. j dx
(6-5x) 4 

dx
1 .1 0 2 . f—J 7-5x

1.105. { *  

1.108.}
25-16x2

dx

л/ 16 +  25.Г

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari
1.1. F(x) = x5.1.2. F(x) = -~sin 2x. 1.3. F(x) = u 1.4. /r(.v) = ~In|sin34

1.5. F(x) = -fg3x + - — . 1.6. F (x ) = -xVx + yxVx. 1.7. 2л - ig ix  + С
3 3 In 2 3 4

1.8. -  —c’fg5x-  .v + С. 1.9.1(Зл + 5)5 +C. 1.10. -  ̂ cos x-  ~ c°s3.v + C.

1.12. — + C. 1.13. —  -7.1.14.sinx + x2 + 2 -^ —.1.11. — x— sin4x + C. lnx
1.15. e ‘  —  cos2x + 3.. 1.16 . lnLvl + x 2 -  e 2 1.17 . x + sinx + 3.

2 11
1.18. ie 3*2'+2sin(2.r + 3)-2,5. 1 .19 .F(5x). 1.20. 1.21.F(-4x + 3)

1.22.-F(-3x + 2), 1 .23 .|я{|* + 7) 1 .24.-F(ax + 6). 1.25. j x 8+c.

1 .26.— -r  + C. 1 .2 7 .-х 3 — x3 +4-v: - 8x + C. 
4 x

3
2 , 3— X + -
3 о

1 .2 8 .-х 4 + - x 3 x^ +4ln|x| + C. 1.29. —x 7/2 -бх® + 7 lnlxl + C. 
4 3 5 11 7

1 .3 0 .-— 4 x - 4 r  + C
4 x

3 
5

1.32.x5+ - - x 3 + C
2

1.33.4x2 х5/3 +C. 1 .34.x- 6yfx + 3lnlxl + - j=  + C. 1.35.^-x3' 2 -3.X + C. 
 ̂ -Jx 3

15 x4' 3 -25x + C. 1.37. —  + C. 1 .3 8 .^ 1 ^ 1  + C.

1 .3 9 . П + С  1.40.i5 1 ± i + c. 1 .41 .6*(6' +8)
In 5 2 ‘ ln2

ln8 3 In 5 +1

+ C. 1 .42 .3 + 3  +C. 
2 In 6 In 5

1.43. 8 sin x + C. 1.44. -icosx + C. 1 .45 .- ^ c t g x + c .  1.46. 2rgx + 5fgx + C.
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1 .4 7 .5rgx-4sinx + C. 1 .4 8 .-7 fg x  + x2+C. 1 .4 9 . tgx-ctgx + C. 

1.50 .-jC O S x + C, 1 .5 1 .tgx + C. \.S1.tgx + 4ctgx + C, l .53 .tg x -c tg x -4x  + C,

1.54 (x + tex) + C. 1.55. arcsin —+ x + C. 1.56. arcsin—+C.
2 y s  '  2 4

1.57. arcsin ̂ -ln|x + -Jx2 +4 | + C. 1.58.1п|х + >/х2-з| + С.

1.59. ln|x+V7+9|-2arcrg —+ C. 160,^ a rc tg —+C. 1 .61 .  x + 2arctgx + C.

1 .62 .  -In
2 l + x

- - + C .  1.63. - L ar c l g ~ - -  +  C. 1 .64 .iln 
x S  V5 x 3

3 + x

1.65.
32

2arctg — -In x- 2
x + 2

+ C. 1.66. — -— —arctg—+ C , 
4x 8 2

3 -x  

x*0.

- x  + C .

1 .67 .  — c/Ax -  thx + C. 1.68 . tlix -  с tlix + С. 1.69.1 sh2x -  — x + С.
4 2

1 .7 0 .—sh2x + —x  + C. 1 .7 X .x - t h x  + C. 1.72 . x - c t h x  + C. 1.73. - e ‘ * +C.
4 2 a

1.74. ——cos ( cjx + h) + С . 1.75.-sin(ax + 6) + C, 1 .7 6 .1 -— + C, Ь ф \ ,Ь > 0 .
a a a In b

1.77. —tgax + C. 1.78.-lc(gax + C. 1.79.1 In lax + b\ + C.. 
a a a

1 ЯП iox  + b )a*' ,  п .  I bx 1 bxl .o U .- ----------------+ C. l . o l .  — arctg —  + C = ------- arcctg  —  + C.
a ( a  +  l) ab a ab a

1.82 .— in
2 ab

a + bx
a — bx

+  C. 1.83. — \n\bx + sla2 + 62x2| + C. 1.84. x -J a 2 + b ~

+ — lnl bx + yla2 + b 2x l \ +  C. 1.85. 1 arcsin — + c = -  — arccos— + C.
2b I I b a b a

1 .8 6 . + — arcsin — + C. 1.87. — Ini&c + \lb2x 2 - a 21 + С .
2 2b a b I I

1.88.-cfaix+C. 1 .8 9 . ^ ^ - - + C .  1 .90 .1  shax + C. 1.91. sh2ax + x + c
a 4a 2 a 4a 2

bx

* _’” 4+C. 1 .95.- 1 ( 1 2x-5)8+C.
3 96

1 .9 6 .— J (9 x + 7 )3 +C . 1.97. -sin5x + C. 
5

1.98. jcos^ j  -  3x1+C.

1.99.—------ -— r + C. 1.100. -\ l (9x-7 ) 2 + C . 1 .101.lln|6x + 5| + C.
15 (6-5x) 6  ̂ 6 1 1

1.102.-lln (7-5x) + C. 1 .1 0 3 .^ 1  + C. 1.104. -1 arctg —  + C. 
31n6 15 * 3

1.05.— In
40

5 + 4x
5-4x

3x

+ C. 1.106. — In
12

3-2x

1.107. —arcsin---- l-C.
3 5

3 + 2x 

5

+ C.

1.108. l|n|sjc + Vl6 + 25x2| + C.
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2-§. Integrallash usullari

2.1. 0 4zgaruvchilarni almashtirish usuli. 0 ‘ zgaruvchilami 
almashtirish usuli aniqmas integralni hisoblashning eng muhim 
usullaridan biri bo ‘ lib, unda hisoblash talab qilingan integral, hisoblash 
uchun qulay (oson) boMgan integralga almashtiriladi, u esa, quyidagi 
tasdiqqa asoslanadi:

/ = <p(x) funksiya biror X (interval yoki segment, yarim о V/ yoki son 
o'qi) oraliqda aniqlangan va differensiallanuvchi bo'lib, uning 
qiymatlar to 'plami T -  !/! bo ‘Isin. T to ‘plamda g it) funksiya aniqlangan 
bo ‘lib, uning uchun G(t) funksiya boshlang ‘ich funksiya bo 'Isin, ya 'ni

\ g {t)d t =  G { t ) + C . ( 2 . 1 )

U  holda X to'plamning hamma nuqtalarida G [g(*)]  funksiya 
g[<P(x)\(p\x) funksiya uchun boshlang'ich funksiya bo 'ladi, ya 'ni

Jg [<pyx)]<p\x)dx = G[<p{x)] + с  (2.2)

Ushbu
\ f ( x ) d x  ( 2 . 3 )

integralni hisoblash talab qilingan boisin . Ko‘ p hollarda, yangi 
o'zgaruvchi sifatida shunday differensiallanuvchi t = <p(x) funksiyani 
tanlash mumkin bo'ladiki, bunda

/  i x )d x  =  g [ (p (x ) ) ] tp ’ { x )d x  ( 2 . 4 )

tenglik o'rinli bo'lib, g (t) funksiya, f i x )  funksiyaga nisbatan oson 
integrallanadi, ya’ni

\ g (t)d t  = G (t)  + C

bundan t-tpu) almashtirish natijasida hisoblash talab qilingan 
integralni hosil qilamiz:

j  f  (x )d x  = G[<p(x)] + C  (2-5)
(2.3) integralni hisoblashning bu usuli, o'zgaruvchilami 

almashtirish usuli deyiladi.
Albatta, integrallashning bu usuli hamma integrallarni hisoblash 

uchun ham qo'llanilavermaydi. Integrallarni hisoblaganda, 
o'zgaruvchilami almashtirish usulini qo'llashda, almashtirishni to 'g 'ri 
tanlash hisoblovchining mahoratiga bog'liq.

M isol uchun, f k o ' r i n i s h d a g i  integrallarni hisoblashda,
3 <f>(x)

albatta, t=<p(x) almashtirish, olish kerak:

15



j£ 4 ^ A  = j£ £ l£ )= j « =(lnM + c )| lnk,w| + c  (2.6)
J (»(x) J <»(x) J I

^d<p(x) pdt

И
Shu tipdagi integrallar turiga fctgxdx  ham kiradi:

г (sin .y)'f clgxdx = f^ L iL L dx = lnlsin x| + С .J J sin ,v
Ba’ zi hollarda, integralni hisoblashda, o'zgaruvchilarni 

almashtirish usulini qo'llash uchun, avvalo, integral ostida funksiyaning 
ihaklini o ‘ zgartirish maqsadga muvofiq bo ‘ ladi. Masalan, f - — dxJ SlllX

ntegralni hisoblashda. siiix = 2siii^cos| tenglikni e'tiborga olib, integral

ostidagi ifodaning shaklini o ‘ zgartirib, (2.6) formulani e'tiborga olsak, 
latijada

J -. ■ r 1-d x  = f 
1sm x  n x x 2 sin cos —

2 2

-dx--

2tg — • cos ‘
2 2

J —  J A  = J - 4 -Л = On|r| + C]l , = In
— • COS' — /Р —

i , --- inXH 2
+c. (2.7)

bo'Iishini topamiz.
2.1 -  misol. Quyidagi integrallarni hisoblang:

•>Ьг=̂ 2,i-1 3 -  x° ’ Vl + 3sin.v 

5) Jx V a  -  x d x ; 6 )\ — j^ L = = ;
t2yla + t:

Yechilishi. 1) J

3) j t g ’ <pd<p; 3 ) |  ~ + - — . x > 0:

7 ) f -
x 2 + 1 ■ dx.

Vx6 -  7X" + x:

* ^  integralni hisoblashda t = x3 almashtirishni
1 3 -  x

olish qulay. Bu almashtirishni bajarib, integrallar jadvalining 15 
formulasiga asosan, quvidagiga ega bo'lamiz:

dt = Ъх dx, x 'd x  = -d t .
3

r x 'd x  _  1 г dt 1 г 

3 - x 6 3 J 3 - / 2 ^

dt

3V -(V 3 )2 бТз
in -Vs

t + Vs
+ c

бТз
-7з + c

Misolni Maple tizimidan foydalanib, yechish:
>  f := (x A2)/(3 -xA6);

x 2
f  -

3 -  x

16



3 - . т 6
-dx

> int(f,x);

> Int(f,x)=int(f,x);

-  ,/3 arctanh

jc 1
dx = -  ■) 3 arctanh3-,-r

' / 3

2) I cos xdx
V l + 3sinx

maqsadga muvofiq boMadi. Bundan
dt = 3 cos xdx, cos xdx = -d t ,

3

integralni hisoblashda f = i+ 3 s m x  almashtirishni olish

J
/

1 f Ul I f Г . 1
,----------------= - f - p  =  - U  2d t  = -

Vl + 3sin.Y 3-*V7 3-* 3

Misolni Maple tizimidait foydalanib yechish

1
2 f2 + C

V У
= — Vl + 3sinx + C.

/=1+3 sin X  3

> f:=cos(x)/sqrt(l+3*sin(x));
/:= cos( Л')

/ Т  + 3 sin(x )

> Int(f,x);

> int(f,x);

> Int(f,x)=int(f,x);

cos(x )
- dx

•/1 + 3 sin(.r)

2 _______
- /Т  + 3 sin(.r)

cosf x )

3) j tg3ipdip integralni hisoblash uchun <p = arctgt, i = tg<p almashtirish 
olamiz va

d<p = — — dt, \tgi <r>d<p = \ -^ -T d t=  \ [t -----‘— )d t = —  - l f ‘J(l + f‘ ) =
1 + r J 1 + f2 4  1 + t 7 2 2 J 1 + r

r  1 . <g <P 1= j — -  — ln|l + Г  | + C j = ---- -ln|l + (g2p| + C = + In|cos<p\ + С‘g <P
2 2

boMadi.
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4) f.V1 t l— dx integralni hisoblashda r = i + inx almashtirish olamiz.
1 X

Natijada
dt = dx | ^ + ]п 1 л  = |л/7л  = |Дл  = [ £ ^ + с

X

boMadi.
Misol ni Maple tizimidan foydalanib yecltish:
>  f:=sqrt(2+ln(x))/x ;
>

. _ л/2 + ln(x)

= —<J( l + ln x ) ’ + C .

> Int(f,x);

> int(f,x);

> Int(f,x)=int(f,x);
>

yj2 +  ln( X )

2 (3/2)
-,-(2 + ln (jf))

/2  + llllx ) 2 , . ( 3/2)- —..-  Л = " (2 + ln(x))

5) JxVa-xA - integralni hisoblashda ( = V £7 -  X almashtirishni olish

qulay boMadi. Bundan, г  = a -x , dt = —  . dx, x  = a - r ,  dx = -2 td t ,
2-Ja-x

J x V a -  xdx =  - 2 J ( a - t 2)t'dt = - 2 j ( a / 2 - t A)dt =

f5
=  | - 2 a  — + 2 — + C

3 5 15
(зх2 - a x - 2 a ’ )+ C

Misolni Maple tizimidan foydalanib yecltish:
>  Int(x*sqrt(a-x),x)=int(x*sqrt(a-x),x);

2 (2  a  + 3 x ) ( о  -  x ) 
15~J.v JtT̂ x

(3/2)

x dx = -

6) J integralda x = -  almashtirish olib, uni quyidagicha
t2fa + t  

hisoblaymiz:
dtr at f xctr ____i r

J .i /T T T j"  j , 2л J
1 frf(£ix2 + l )  \/ax: + 1  л/д + Г

' t'yfa + t \lax~ +1 2a л/ах2 +1
+ C
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Misolni Maple tizintidan foydalanib yechish:
> In t(l/(tA2*sqrt(a+tA2)),t)= in t(l/(tA2*sqrt(a+tA2)),t);

t2 л/ tf + Г2 Га

7) J"
X2 +1

4 x b - l x 4 + x '
shaklini o ‘ zgartiramiz:

dx integralda avvalo, integral ostidagi ifodaning

1+ Л
------ dx =* 7г':;д': f-iT'

d\ x  —
di

X-~x) " 5
■J? -5

bunda, r = x - i .  Endi integrallar jadvalining 17-formulasiga asosan.
X

integralni hisoblaymiz. Natijada,
X2 +1

fln | »W rJ -s| + C.l = In J . f 2 - 7  + - V
v l  1 7 1 X  V x ‘

+ C.

boMadi.
Misolni Maple tizimidan foydalanib yechish:
> Int((xA2 + l)/sqrt(xA6-7*xA4+xA2),x)=int((xA2+ l)/sqrt(xA6- 

7*xA4+xA2),x);

J x 6 -  7 Л-4 + P
dx -

x  ' j x 4 -  7 x 1 + 1 Hnĵ “  j  + -v2 + v *** -  7 .r2 + 1 | + arctanh...j j

./.Vй -  7 ,v4 + дг

2.2. BoMaklab integrallash usuli. Integrallarni hisoblashda 
boMaklab integrallash usuli muhim usullardan biri hisoblanadi. Bu usul 
quyidagi tasdiqqa asoslangan:

u(x) va v(.r) funksiyalar biror x  oraliqda aniqlangan va 
differensiallanuvchi bo'lsin. Agar shu oraliqda v(*)u'(jc)  funksiyaning 
boshlang'ich funksiyasi mavjud bo'lsa, и holda u U )v ’ (x )  funksiyaning 
ham boshlang 'ich funksiyasi mavjud bo 'ladi va

jt4(x)v'(x)dx  = u (x)v(x) -  J v(x)u'(x)dx  (2.8)
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+ с

yoki

formula o ‘ rinli. (2.8) yoki (2 .8 ') formula bo'laklab integrallash 
formulasi deyiladi. (2.8) formula J«(x)v’(x)rfr integralni hisoblash
masalasini, jv (x )u '(x )d x  integralni hisoblash masalasiga olib keladi. Ko‘ p 
hollarda, oxirgi integral, oldingi integralga qaraganda osonroq 
hisoblanadi.

2.3 - misol. Ushbu
j x “ ln xd x , a e R

integralni hisoblang.
Yechilishi. 1) Avvalo, integralni a*-\  bo ‘ lganda xisoblaymiz.

u = ln x , dv = x “ dx deb belgilab, du = - , v  = - — formulalarga asosan,
x  ar + 1

ar+l j y*+l ^a+l 1 /  j
J  =  [ x "  1плго!г =  —----- 1плг------------ Гx " d x  = --------- I n x - - -------—r  + C  = -------- I n x ---------- -

3 a  + l a  + 1J a  + l (ar +  l ) ‘ ar +  l v  or +  1

ekanligini topamiz.
2) a = - i  boMsin. Bu holda

f x " ’ In xdx = = f Inxrf(lnx) = 1  In2 x  + C.
j x  2

2. 4 -  misol. Ushbu
j x ! 3 'dx

integralni hisoblang.
Yechilishi. u = x 2 ,dv = 3 ' dx deb belgilab, (2.8) formulaga asosan, 

topamiz:

du = 2xdx, v = —— ,
ln3r (2.9)

\x2 . ? d x  = ?— ¥ —  — \ x - y d x .
J In3 ln3J

Oxirgi integralga yana (2.8) formulani qoMlaymiz: u = x ,d v  = y d x  

deb belgilab, (2.8) formulaga asosan,

du = dx, v = —— 
ln3

f i . j  1 _ *  3* 3*
V_ 1пЗ 1пЗ̂  ln3 (ln3):

ekanligini olamiz. Oxirgi natijani (2.9) ga keltirib q o ‘ysak, natijada
t x 2 .3 .  _ _ L  . x i y - ™ L +2 ^ L = * L ( x 2 - b L
J In з n . « !  In з 1 ln3

boMishini topamiz.

judv = u v -  jvdu ( 2 .8  )

In3 (ln 3 )J T (ln 3)3 I n 3 ^  In3 + (|n3)2
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Misolni Maple tizintidan foydalanib yechish:
>  restart:with(student):J=Int(((x)A2)*(3)Ax,x);

J = j x 2V d x

> J=intparts(Int(((x)A2)*(3 )Ax,x),xA2);

J  = — --------------fx -3  Xdx
ln3 ln 3 J

> intparts(% ,x);

> va lue(% );

2.5 - misol. Ushbu

r 2 3

ln(3) (In 3) 2 J On 3)

J = x 2 >X 23-
lnl3) ln(3)2 1п|3)Г’

jx 'a rc tg x  dx

integralni hisoblang.
Yechilishi. u = arctgx, dv = x2dx deb belgilaylik. U holda,
1 x3du = j— -dx, v = y  . formulalarga asosan, integralning qiymati

| x  2arctgx dx = i  x 3 arctgx- j J -

I , 1 r f  x  )  1 , x 2 1 +
- x  arclgx -  -  J x -  ----- -\dx = - x  arctgx- —  + - I —---- -- ■
3 3 1 (  1 +  дr  J 3 6 6 1 1 +  x "

= -  x 3 arctgx-  —  + — In(l + x : )+ C
3 6 6 v ’

bo'ladi.
2.6-misol. Ushbu

Jx: sinxdi
integralni hisoblang.

Yechilishi. Berilgan integralni hisoblash uchun u = x\ </v = sinx<£t 
deb olib, (2.8) formulaga asosan, du = 2 x d x ,v = -c o s x ,  bo'lishini topamiz. 

Unda
Jx2 sin xdx = - x 2 cosx + 2 jx cos xdx (2.10)

bo'ladi. Oxirgi munosabatning o 'ng tomonidagi integralni hisoblash 
uchun unga yana bir marta (2.8) formulani qo'llaymiz:

и = x, dv = cos dx, du = dx, v = sinx
Bundan

J x ■ cos xd x  = x ■ sin x  — j  sin xdx -  x  sin x + cosx.
ekanligini topamiz. Olingan natijani (2.10) ga keltirib qo'yamiz.
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Natijada, Jx2 sin xdx = -x 2 cosx + 2xsin x  + 2cos.r =(2 - x 2)cosx + 2xsinx + C.
2.7-misol. /  = JVx2 +a'dx integralni hisoblang.

Yechilishi. и = -Jx2 + a2 dv = dx deb belgilab, (2.8) formuladan 
foydalanib, berilgan integralni quyidagi holga keltiramiz:

[V.Y2 + a 2 dx = x - J  x 2 + a 2 - f  ( 2 - 1 1 )
Vx: + u :

(2.11) ning o ‘ ng tomonidagi integralni hisoblashda, integrallar 
jadvalining 17 - formulasidan foydalanamiz:

f'T ,+ a a dx = I -  a ' [ . dx = / - a '  Inlx + \l x 2 +a~ I. (2 . 1 2 )
: J 4 7 7 7  1 1

(2.12) ni (2.11) ga olib borib q o ‘ yish natijasida,

JVx2 +a'dx- ---*-̂ +Q +— Injx + \lx2 + a*j + с (2.13)

ekanligini topamiz. 2-bandda yechilgan misollarni tahlil qilish 
natijasida, boiaklab integrallash usuli bilan hisoblanadigan integral- 
larning ko ‘ proq qismini, shartli ravishda, quyidagi uch guruhga ajratish 
mumkin.

1. Birinchi guruhga integral ostidagi funksiya tarkibida ko'pay- 
tuvchi sifatida

In x. arc sinx, arc cosx, arctgx, (arcsinx)'.
(arccosx)2, (arctgx)2, lnp(x),...

funksiyalardan biri qatnashgan integrallar kiradi (2.3, 2.5-misollarga 
qarang).

1-eslatma. Integral ostidagi funksiya tarkibida ko'paytuvchi sifati­
da (arctgx)2, (arccosx)2,... funksiyalar qatnashsa, integralni hisoblashda (2.8) 
formula ikki marta qo ‘ llaniladi.

2. Ikkinchi guruhga f p (x )ca s(k x )d x , jp (x )sm (kx)d x , j p ( x ) a l'dx ko‘ ri-
nishdagi integrallar kiradi, bundap(x) -  o ‘ zgarmas koeffisientli n -  dara- 
jali ko‘ phad, к -  o ‘ zgarmas son.

2-eslatma. Ikkinchi guruhdagi integrallarni hisoblashda p(x) ko‘ p- 
hadning darajasi qancha b o ‘ lsa, shuncha marta (2.8) formula qo'llani- 
ladi, bunda u(x) sifatida p(x) ni olish maqsadga muvofiq boiadi. (2.8) 
formula har bir qoMlanganda, p(x) k o ‘ phadning darajasi bittaga 
kamayadi. (2.4, 2.7-misollarga qarang).

3. Uchinchi guruhga, quyidagi
j e * sm bxdx, Je" cosbxdx, jsin(lnx)c£c, jcos(lnx)A\....

integrallar kiradi (2.6-misoIga qarang).
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Endi, yuqorida keltirilgan uchta guruhning birortasiga ham 
kirmaydigan, lekin (2.8) boMaklab integrallash formulasi yordamida 
hisoblanadigan iutegrallarning ba'zilarini qaraymiz.

2.8 - misol. Quyidagi
J = s'mbxdx. J, = Je“ cosbxdx (a,b = const) 

integrallarni hisoblang.
Yechilishi. u = e " \  dv = sin bxdx deb belgilab, (2.8) formulaga asosan,

. ,lv . cos bx 
du = ae d x ,v  = ------------

.  , Й (2-14), <? cos bx a г a , ,
J = ----------------и — \e cos bxdx

b b }

boMishini olamiz. Oxirgi (2.14) munosabatning o ‘ ng tomonidagi
integralni hisoblash uchun, unga yana bir marta (2.8) formulani
qoMlaymiz: Bunda u = e“ , dv = cos bxdx deb belgilaymiz. U holda,

. , sin bx
du = a e  dx, v = -------

b

|V“ cos bxdx = -—----- - - - - fe” s'mbxdx = -  smi.v- — /. (2.15)
b b 1 b b V '

(2.15) ni (2.14) ga olib borib qo ‘ysak, natijada,
e "  ■ cos bx a , a~

1 = ------------------ + —  e sm o.r------r / ,
b b2 b-

i ga nisbatan birinchi tartibli chiziqli tenglamani hosil qilamiz. Bu
tenglamadan,

. a sm b x -b c o sb x  „I = -------_---- 5------e
b~ + a '

ekanligi kelib chiqadi.
Shunday qilib,

t ... . , , a s in b x -b c o s b x  „ ,
e sm bxdx = ------- ;-----;------- e + C. (2 . 16)

J b ‘ + a - v 1
Xuddi shunday usul bilan,

г „ , bsm bx + a cosb x  ... _ /о
!, = \e cosbxd x = --------- -------:--------e + C  ( 2 . 1 / )

J a ' + 6 ‘

ekanligiga ishonch hosil qilish mumkin.
2.9-misol. Ushbu

Jsin X
integralni hisoblang.

23



Yechilishi. Bu integral yuqoridagi uch guruh integrallarning 
birortasiga ham kirmaydi, lekin u, (2.8) bo'laklab integrallash formulasi
yordamida, osongina hisoblanadi. Bunda u = x, dv = - ^  deb belgilab,

sin" л"
r xd x  r , rcos.r ,
-----;—  = -x c lg x  + clgxdx = -x c lg x  + ------- dx =

J sin".r J ‘ J sin.r

= -x c lg x  + J — = -x c lg x  + ln|«|_asmj +  С = -x c tg x  + ln|sin x| + С

bo'Iishini topamiz.
2.10-m isol. Ushbu

/„  = f —------- -—  (a = const, n =  1,2 ,...,)
"  ̂ (x  + a  )"

integralni hisoblang.
Yechilishi. Bu integral ham yuqorida keltirilgan uch guruh 

integrallarning birortasiga ham kirmaydi. Bu ko‘ rinishdagi integrallarni 
hisoblash uchun rekurrent formula keltirib chiqaramiz: buning uchun 
и = — ' dv = dx deb belgilasak,

(x* + a 2 J

du = -2 n x (x2 + a 2) " ' dx, v = x.

bo'ladi.
U holda, (2.8) boMaklab integrallash formulasiga asosan,

/ r dx x  _ r x~dx

{x2+ a2)' {x2+ a 2)‘ J (xI + » T  

+ 2/i/„ -2 na2!.,.
(.v2 +a2)"

bo'ladi. Bundan /„+l ni topamiz:

^ ----- т--h —— In. (2.18)
2na 2( x ! + a 2) ' 2 na~

Bu rekurrent formula, /„+, integralni hisoblashni /„ integralni 
hisoblashga. ya ’ ni indeksi bitta kam bo'lgan integralni hisoblashga 
keltiradi. (2.18) rekurrent formula, /, integral hisoblanganda, /. 
integralni hisoblashda hech qanday qiyinchilik tug'dirmaydi. O 'z  
navbatida, /2 berilganda, (2.18) formulada n = 2 deb, /, integral 
topiladi, va hokazo и ning qolgan boshqa istalgan qiymatiga to 'g 'ri 
kelgan integralni hisoblash hech qanday qiyinchilik tug'dirmaydi. /, 
integral esa, integrallar jad\alning 14-formulasiga asosan, hisoblanadi. 

2.11 -m isol. Ushbu
/  = JVa2 -  x 2dx, a *  0 .

integral hisoblansin.
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Yechilishi. Berilgan integral yuqoridagi uch guruh integrallaming 
birortasiga ham kirmaydi, lekin u boMaklab integrallash usuli bilan 
hisoblanadi. Haqiqatan ham, и = -Jn2 - x 2, dv = dx  deb olinsa, u holda 

du =  — j X~ -  \ =  x , boMadi va (2.8) formulaga asosan,
yla2-x2

I = jVa; - x '  ix  = x-la 2 - x 2 + J x'dx  

\Ja2 -  x
Oxirgi munosabatning o ‘ ng tomonidagi integralni hisoblash 

uchun, integral ostidagi funksiyani quyidagicha shakl almashtiramiz:
x ' + a ' - a '  a ‘ r~2 7*

т = г = - г г = ; - < а “ *'■•Ja2 - x 2 \la2 - x 2 \la2- x

va hisoblaymiz:

f * dx = f , “■ - dx  -  f Va: -  x2 dx = -̂arcsin Д- -  /.
J J 4 7 ^ 7  J 2 |a|

Shunday qilib, berilgan integralni hisoblash uchun,
I i A e 2 ■ x il  = x\a - x  1+ — a r c s m r - :- I

2 |a|
munosabatni hosil qilamiz. Bundan,

I = ? i a± Z *L + ° L a K 8 ia * + e . ( 2 . 1 9 )
2 4 H

2.12-misol. Ushbu
1) /  = f ^  dx, n > 2; 2) /,, = f sin" xdx, n > 2 

J sin" jt J
ko‘ rinishdagi integrallarni hisoblash uchun rekurrent formulalar keltirib 
chiqaring.

Yechilishi. 1) f— integralni boMaklab integrallash usuli
Jsin"x

yordamida hisoblaymiz:

sin X  s i n 'i
/  ^ ____ =

s in "  x  s in "  2 x s i n ‘ x

du = (2 - «)sin' " x■ cosdx, v = -ctgx\=  — +
sm  x

\r c o s 2 X  , COSX / -  \r dx+ (2 -n )\  — ^ - d x  = - — ^ -  + ( 2 - n ) — ----
sin  x  sm  x  sm  x

- ( 2 - » ) J - ^  = - ^  + (2-»)/„-(2-«y„.,
sin  ‘  x  sm  x

Bundan,
/  =_ r +l z l L (2.20)

(n-l)sin" x  n -l
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(2.20) rekurrent formulani qoMlashda, avvalo, n = 3 deb, /, = f—
J sinx

integrallar hisoblanadi. integralni hisoblash yuqorida ko'rsatildi

(2.7 formulaga qarang).
2)/„ = jsin“ xdx integralni hisoblashning rekurrent formulasini 

chiqarish uchun, uni quyidagicha bo'laklab integral lay miz:
/ „  = Jsin" xd x  = -J sin "-1 xdcosx = [u = sin""' x, dv = d co s x , 

du = (it- l)sin"‘ J .x cosxdx, v = cosx] = -cosx sin" '1 x +

+ ( /i - l )J s in " 'J x c o s - xd x  = - c o s x -s in "-1 x + (n - l )J s in “"J x(l -  sin x\jx = -  

= -  cos x  ■ sm x  + (n - l) /„_ , -  (n - 1)/_ .

Bundan
. cosxsin" '1 X I t - 1,
/. = ---------------- + ------L-2n  /7

ko'rinishdagi rekurrent formulani topamiz.

Mustaqil yecliish uchun tnisoilar
Quyidagi integrallarni hisoblang:

2 .1 . \ x j ? ^ l d x .  2 .2 . Г- j L = d x .  2 .3 . f- dx
J J s /7 _ T 7  J ,- V 3 - x ! ‘

2-4. 2 . 5 . 2 .6 . j  2x~ - \ dx.
J Jf + *  J -X- + x - 5  J 8 +  3 X -.X -

2.7. JT - ^ - 5 dx. 2.8.JT £ r L = rfx, 2 .9 .г 1 ^ = М л .
V3x- -  5x + 4  J V2xT- x : J -X5 -  5x 

Quyidagi integrallarni hisoblang:
5

2 .1 0 . /- !ф *  "  2 . 1 1 .J ^ d x ,  2 .1 2 . f—!— dx.
+ 7  J л- x I n x

2.13. f ^ d x .  2.14. fxV "*1 dx. 2 .1 5 .f-5-jft-
J x j  J 9 + 5* ’

2 л 4 ; г п г 7 л - 2.17. 2.18. f— --dv,
J 4 - e V i r + i  J x ig x

Quyidagi integrallarni hisoblang:
2 .1 9 .  |tgxdx 2 .2 0 .  jctgxdx. 2 .2 1 .  j  sin XCOS5 xdx.

2 .2 2 . J ^ d x .  2.23. J. ,s m * dx.  2 . 2 4 . 0 ^ - d x ,
л/S in x  COS" Y j c c \ 4 r  J ГПЧ rvSinx COS'XVcosx  J COS X

2.25. j  - - .;fr . 2.26. f ^ d x .  2.27. f -  cos*
y c tg  x sin X *  J sin" xVsiri

Quyidagi integrallarni hisoblang:
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2.28. J

2.31. fe

I - 4  arcsin л:

J l-x 2
dx 2 .2 9 .  f ^ x dx.

1 l + x ‘

1 sin xdx.

2.34. f—j ?-
cosxdx

2.32. j  

2.35. j

sin хЛг 
cos 2 x - 5  

dx

2.38. f - ^ A .
1 c h x

2.41. ГJ c/t* r

1 2 + sin: x J x\/ln2 x - 5

Quyidagi integrallarni hisoblang:
2.37. |ch' xshxdx.

2.40. f - ^ A .
J sh x

Integrallarni hisoblang:
2.43. }xsinx< iY  

2.45. Ja -4x)sin x< iY .

2 .47 .} ( x  + 5)6* dx 

2.49. } ( x 2 + 3)sinx*£r.

2.51. f-

2 .33.}-

2 .36 .}

2.30.} dx
( x 2 +1 )arctgx 

2

-dx.
x '

x'd x

2.39 .} sh 1 x  ch x dx 

2.42.} thx
ch2x

■dx.

-dx.
1 COS X

Integrallarni hisoblang: 
2.53 .} In xdx.

2.55. }x2 ln(x + 4)dx.

2  g y  j  arcsinx

2.44.}  (дг + 3) cos xdx. 

2.46. } ( 2x  + 4 ) e x dx. 

2.48.}.y2 cos .ydx 

2.50 .}(2x-x2)<T' dx 

2.52. f- -dx.

-dx.
X' 

arccos x
dx.

2.54 .}in (i + x2)atr. 

2 .5 6 .}  xarctgxdx.

2 .5 8 . } ln(x + V1 + x 2 )d!x.

2 .6 0 . }x  3arctgxdx.

arccos д: .
x ____- dx. 2.62 .}

. Xarcsin — 
______2
4T -̂x

dx.

2.59 .}

2.61. L
J 4 \ - x ‘

Quyidagi integlarni hisoblang:
2 .63 .} e '  cos xdx.

2.65. } 2' cos xdx.

2.67. } e “  cos bxdx , a 2 + b z *  0.

2.69 .} xe* sin* x dx.

2.71. }cos(ln x)a [x . 2.72 .}дг2 sin(lnx)<it. 2 .73 .}^—7 - j  dx.

Quyidagi integrallarni hisoblang:
2.74 .}x 5sinYdi. 2 .7 5 .}x V iv .

2.64 .} e '  sin xdx.

2 .6 6 . } e “  sin bxdx , a 2 + b 1 * 0 . 

2 .6 8 . } x 2e ' cos xdx.

2 .70 .} sin (In x )dx.
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2.76. JV cos3:tdx\ 2.77. j x ' e " '  dx.

2.78. j e ^ d x .  2.79. jcos5 xdx. 2.80. Jsin6 xdx.

Quyidagi integrallarni hisoblang:
2.81. JVxsinVxrfx 2.82. J-^=Lrfr. 2.83. Jcos: ln.vrf.v-.

2.84. dx. 2.85. [x  a rc tg x1 dx.
J COS"X  J

2 M . \ arC,J ^ ~ Xdx. 2.87.Jarcsin^jrfv.

Quyidagi tengliklarni isbotlang = ,a 0 *oj:

2.88. f P J x )e "  dx = [ P J x) -  + ...(-1)" + с
 ̂ a a" J a

2 .8 9 .j РЛ х )sinaxdx = -//>„(*)- ^ l X) + 5 - (Jc) - 1 cosa'v 

, | 4 'V )  /'„"’(-v) P„,5,U) 1 sin ax „
+ [ ~  ~  +

2.90. | P „(x)cosa xd x = (p „ (x ) -

In*
ДГ

P,'34jc) Vos or
a a3 a5 ' " J  a 

Quyidagi integrallarni hisoblang:

2.91. |.vln 1 + — dx. 2.92. Jsin.vlnrgvrfx. 2 .9 3 . J

2.94. f ——■ dx 2.95. fcos.vln(l + sin: .vW
.V' ylx 1

2.96. J,vsin(6jr — 1 l)dv.

2.97. J-vcos2 xdx. 2.98.j\vfg:4.vdr. 2.99. jxln’ xdx. 

2 .1 0 0 . J xslvxdx. 2 .1 0 1 . J xclixdx. 2 . 1 0 2 . | x ,e 1'dx. 

2.203. j x 2 cos3xdv. 2.104. J(.v! -5 .V  + 7)e4*dv. 2.105. JVa/ ■ctglxdx. 

2.106. J дгл/Г -  jr arcsin лг dr. 2.107. J(jr + 2У cos 3.vdv

2 .108 .|,ve' sin2 xdv. 2.109. J ^ 's in ^ x -j^ d r .

Quyidagi integrallarni hisoblang:
2 . 1 1 0 . j.v4 cos pxdx. 2 . 1 1 1 . JV sin />.rdr.

2 . 1 1 2 . Jf x 4e “ dx. 2.113. j x " e “  dx, a *  0.

2.114. | x" cos pxdx, p  *■ 0 . 2.115. Jx" sin pxdx, p - t  0 .
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(neN) integral uchun rekurrent formula keltirib chiqarilsin:
2.116 .У„ = Jcos“ xdx, n > 2. 2.117.У,, = J In" xdx.

2.118./„ = jsh'xdx, n>2.  2.119. У„ = jch"xdx, n> 2.

2 .1 2 0 . J, = f— -— dx, n > 2. 2 .1 2 1 . JH = f - 7—  dx, n > 2.
1 cos"x J ch x

2.122. Jr = f x“ In" xdx, а Ф - \ . 2.123. Jn = f i-■*——dx. n>2.
Vx2 +a

2.124. Ushbu / '( x J) = l ,  x>0 shartni qanoatlantiruvchi /(x ),xe (0;«)
X

funksiyani toping.
2.125. Ushbu

[I, xe(0;l],/'(lnx)=
|x, xe(l;+°o),

shartni qanoatlantiruvchi f ( x ) ,x e R  funksiyani toping.
2.126. Quyidagi
x f Члг) + g' (x) = cos x -  3x2, / ( x 2) + g (x) = sin x -  x4

shartlami qanoatlantiruvchi f (x ) ,x e ( 0;+oo) va g(x) ,xeR  funksiyalarni 
toping.

2.127. x>0  uchun quyidagi

a ) m  + g(x) = x + \, b) fix) + g( x ) = X- ,

/ '(x )  -  g'(.r)•= 0, f ( x )  + g'(x) = sin x,

/ ' ( 2x) + g'(-2x) = I -  2x2. / ' ( 2x) + g'(-2x) = 0. 

shartlarni qanoatlantiruvchi /(x), хе(0:-к») va g{x) ,xeR  funksiyalarni 
toping.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

2.1. ]- 4 (x 2-7 )3 +C. 2 .2 .-^ | 57(3-33)4 +C.

2 .3 .-- ------ -— r + c. 2.4.1in|x2 +8I+C. 2.5. inlx2 + X -5 I  + C.
6 (e — 4) 2 1 1 1 1

2.6. -  In |8 + 3x -  x21 + C. 2 .7 .2т/3х2 -  5x + 4 + C.

2 .8 .-y j2 x -x2 + C. 2.9.-ln|x5 -5x2I + C. 2.10. — lnhe" +7I + C.I I  2 1 1

2 .1 1 .-—eilx + C, 2.12.1п|1пх) + С.2.13Д(1пх)|2,7+С. 2 .1 4 . - i e‘-'3+c.

2.15. Inl9 + 51 +c. 2 .1 6 .— in
in 5 20

<?5' -2
e ”  +2

+ C. 2.17. —  |п|9‘ + л /8Г  +l| + C. 
In9 I I
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2 . 1 8 . М ^ + с  2 .1 9 . -In|cos.v|+C,2.20. in(sin.r| + c. 2 . 2 1 . - “ £ i + c .  

2 .2 2 . — Vsiил x  + C. 2 .2 3 . ----------- j  ... + с  2 .2 4 . —tgx l! t g x + c .
« 3 cos xv cos j:  4

2 .2 5 .-—ylctg’x + c. 2.26.0,25e ' 'r4+C. 2.27.— ■ 4.Г
3 л/sin x

2 .2 8 . arcsinx-2 arcsin3 x + C. 2 .2 9 .1  ij arctg 'x + С . 2 .3 0 . ln|arcrgx| + C.

■ + C.

5
COS X +  л/52 . 3 1 . - V “" ’-'+ c . 2 .3 2 .- U n  H

5 2л/ 5 cosx  — V5 

2 . 3 3 . - i s i n  ^  + г  2 .3 4 .  nrcfg + c .
6 x  л/ 2  л/ 2

2 .3 5 .In|lnx + Vln' x -9| + C. 2 .3 6 .- jrtgx5 + C. 2.37. ic/i^x + C.

2 .3 8 .- - j -  + c, 2 . 3 9 .^ + c .  2.40. -  —  + c. 2 .41.-o,5cg/rx+C.
chx 8 shx

2 .4 2 .  0,5th2X + C. 2.43 . -  x cosx  + sin x + C. 2.44 . sin x -  (x + 3) cos x  + C.

2.45. ( 4 x -  l )c o s x -4 s in  x + C. 2 .46 .2e*(l + x) + C. 2 .47 .- I n 6  + 5 l n 6 ~ 1 6 ‘ +C .
Iir 6

2.48 . x 2 sin x -  2 sin x  + 2 x c o s x  + C. 2.49 .2xsin.v — (x 2 + l)cosx  + C.

2.50 . е~*х: + C. 2.51. xtgx + In(cosx) + C. 2.52. ln(sinx) -  xctgx + C.

2.53. x  In x - x  + C. 2 .54 .xln(l + x 2) - 2x + 2arctgx + C. 2.55. j (4 + x) 3 ln(x + 4) -

— - y x  + y x 2 —“ X3 — 41n(x+4)(x  + 4)‘  +16(4 + x) + 16(4 + x)ln(x + 4) + C

2 .5 6 .- a r c t g x - —x  + -a r c tg x +  C. 2.57. - arcs'n x _ arctg- r  1 ■ +  C.
2 2 2 x

2 .5 8 .xln(x +>/l+ x2)-V i  + x: + c . 2 .5 9 .- + -— — + C.
2x 2x

2 .6 0 . i  x* arctgx -  —  x ' + - x - —arctgx + C. 2 .6 1 . - x -  v 1 -  x2 arccos x + C.
4  12 4  4

2 .6 2 . -  2л/2 -  x arccos—-  47 2  + x + C. 2 .6 3  . — ex cos x + —ex sin x + C.
2 2 2

:  xcos

/l + ln'2 tC
2 .6 4 .- e '  sin x - - e '  cosx  + C. 2.65. 2 u ,r g - - 2 r/g : -  In2 + 2 ‘  In 2 --------

2 2 L 2 s 2 Jl + ln2:
2.66.£!i!lbx-bcosbxe<IX +c 2 6  ̂ acosbx + bsmbx^  

a - + b ‘ a 2 + b 2

2 .6 8 .  —(x 2 - l ) e *  c o s x - f - i x 2 + x  — — |бх sin x  +  C.
2 { 2  2 /

2 . 6 9 . - x e r - - e '  - —( —x  + — le* cos2x  + i f - —x + — l e 1 sin2x + C'.
2 2 2^5 2 5 /  2 (  5 2 5 /
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2.70. -  ̂  cos (In x) +1 xsin (In дг) + С. 2.71. ̂  [cos (In x) + sin (In x)] + C.

1 , 3 ,  ППДЛ хЪ 'flnx')-д- ^ т Ь Н т Ц, 
i+fg-•■гт)

2 .7 3 .  i [ ( - 2 c o s x  + 2 s in x )c o s x -l ]e  !r + С.
8

2 .7 4 .  -  х 5 cos х  + 5х4 sin х + 20х’ -  60х2 sin х + 120sin х -  120xcos х + С.

2 .7 5 .  -  (х6 + 6х 5 + ЗОх4 + 120х3 + 360х2 + 720х + 7 2 о )г 1 + С.

2 . 7 6 . - х *  sinЗх + - х 3 c o sЗх- —х 2 sinЗх + — sinЗх-  — x c o s Зх +  С.
3 9 9 81 27

2 .7 7 .  - I ( i + x 2> -*! + c  2 .7 8 .2 ( 7 1 - 1  И + с .

1 4 8
2 .7 9 .  —cos'1 xsin x  + — cos2 xsinx  + — sin x + C.

5 15 15

2 .8 0 .  -  —sin ' xcos x - — sin3 x c o s x - — sin xcos x + — x +  C.
6 24 16 16

2 . 8 1 . -2 x c o s  Vx + 4cosV x  + 4 -/x s in  л/х +C. 2 .8 2 .^ - ^ л /Г Т х + у 1пхл/Г+х|л

_ 2 0  + 2 0 V I T I  1  , n x f £ _ £ v m V  - 1п Г - + -!-л/Г+х1 + С.
9 9 2 U  3 )  3 { 2  2 )

-> e i  3 « f lu x ']  4 / i n x A  2 , Y ln x 'l  4 f l n x )  3 _2 .8 3 .  r 'g \ — j - ? x r g | - J  + ? x ,g  J + - x ^ — J + - X  + C.

2 .8 4 .  /gxln r g x - fg x + C .2 .8 5 .  -^-x2 arctgx2 -  - -̂ln(l + x 4)+ C .

2 . 8 6 . 2л/1 + х arctg^l 1 + x -  ln(2 + x) + C.
2 С

2 .8 7 .  -  2jf'g«(l -  x )7 x  + (1 + x) arcsin-------+ C.
1 + x

2 .9 1 .  —  ln i + i
2 X

-^-in|x+i|+-^ + c. 2 .92.in - c o s x - ln  tgx + C.

2.93 .  ^ fln 3 x + —In2 x +—lnx  + —) + c.
2x I. 2 2 4 j

2.94 .- ^ y x " 3,2^ l n 2 x + 31nx + 2j+C.

2.95 . sin x In (l + sin2 x ) -2 s in x  + 2a/-cfgsm x + C.

2.96. j ^ s>n (6x - 11) -  ̂ [ б х  +  22)cos (6x  -1 1 ) + C.

2.97. xf- —sin2x + —x| + —sin2 x ——x2 +C .
{ 4  2 ) 4  4

2.98. i  x tg 4x -  i  x 2 -  ln(l + t g 2 4x) + C.
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2.99 Д х 2 In’ х -  —х2 ln: x  + - x 2 In.г - —.г3 + с . 2.100 . xciix -  shx + С.
2 4 4 2

2 .1 0 1 .  x s h x - c h x + С. 2.102.-(4x’ - 6 х 2 + 6х - з ) г 2х + С .8
2 .1 0 3 .^ -(9 х 2 -2 )s m 3 x  + | x co s3 x  + C .2 .1 0 4 .  ̂ - (в х 2 - 4 4 х - 6 7 ) г 4' +С .

2 .1 0 5 .— (l6jc“ - i jarctglx -— x ’ + — x + C .2 .1 0 6  • - -■ i / ( l -x 2)3a;rs!nx + C. 
64 24 24 3

2 .1 0 7 . i - ( 2 7 x J + 72x2 + 92)sin3x + (l2x3 + 16x)cos3x +  C.
О 1

2 . 1 0 8 . - ( x -  1)й' -  —f - x  + — le*cos2x + — ( - —x + — l-e* sin2x + C.
2 21.5 25J 5 2 5 )

2-1 °9." {-/' (cos 2х + ̂ Ут/’ sin(2x + f ) + C-
2 .1 1 0 . —- ( 4 p x 3 -  24x)cos/>x + —r ( / / x 4 — 12p3x : -2 4 )s in  px + C.

P P

2.11 l . - ^ ( 4 / r 'x 2 -2 4 x )s in  px — y ( / ) 4x 4 - 1 2 p 2x 2 + 2 4 )co s p x +  C.

2 112 ~ 4c,,x l + 12я2х 2 -2 4 a x  + 2 4 ^.u. |
a3

2 .1 1 3 .e “
_ n x n~x

a a 2 a
1  1 X" . nx"~‘ n (n -\ )  r
Z .1 1 4 .  — sin px-\------—cos p x ------- -—  x ‘ cos pxdx.

p  p - p~ 

т  t i c  x " itx"~' . n (n - 1) r . 
i . l  1 Э . - — cos /;x  + — г—sin p x --------- r— 4  x  sm pxdx.

P P p -  J
•> i i <  . sinx cos""1 x  it - 1 , -> n t2 .1 1 6 .  У „=--------------- + ------ J  2 .1 1 7 .  J  = xIn x — iiJ ..n n
2.118. ./„ = cllx xh" 'x -  n~ l ./„ , 2.119. + ..

Я « " П П
2.120. J„=------- sinx , 2.121. /  = — ^ +

( w - l ) c o s "  JC /7 - 1  * ( / f  — l ) c * / l  X  / 7 - 1  "

2.122. j„  2.123. j  = х”~^х''+а -H z lq j  .
a  + 1  « + 1  " n n

2.124. / (x )  = 2л/х + c .2.125. / ( X )  = {* +1 + C  Y- 0 ’
I ex+c, x  > 0 .

2 .1 2 6 . f ( x )  = C - — , g (x )  = s in x -  — + c.
2 4

2 .1 2 7 .a) f ( x )  = ^  + x - C  , g (x )  =
— + C , x  > 0 
2

- - x ’ + C , x  <  0 
.2
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у ,  ч х  ^  ,  ч
Т2 _ Т _ + Х +

____ _1_
cosx

12 2

X ^_ cosx
________ 4 .

12
T

2

С, лг > О,

3-§. Rasional funksiyalarni integrallash

3.1. N om a’ Ium koeffisientlar usuli. Ikkita algebraic ko'phad- 
ning nisbatiga, ya’ ni

/ Ы . | И  (3.1)

ifodali rasional funksiya yoki rasional kasr deyiladi. Bunda, 
Pm(x) = b0 + b ,x + ...+ b mx"' v a  Oa(x) = a „+ a , + ... + a „x " (b m, *  0, m >  0, h > 1 )  

haqiqiy koeffisientli ko‘ phadlar, deb faraz qilinadi.
Agar m<n  bo'lsa, u holda to 'g 'ri kasr rasional funksiya,

m  >  n  bo ‘ lganda esa, nolo 'g ‘ri kasr rasional funksiya deyiladi. Agar (3.1) 
rasional kasr, noto‘ g ‘ ri kasr bo'lsa, u, kasming suratini maxrajiga bo'lish 
yo 'li bilan,

f{x) = u(.r) + (k < n) (3.2)
QA-ч

ko'rinishga keltiriladi, bunda w(x) -  biror ko'phad.
Oliy algebra kursidan ma’ lumki, har qanday 0„(x) ko'phadni, 

ushbu
0„(.r) = a„(x~ct\x-P)...(x-v) (3.3)

(bunda a ,-  o„{x) ko'phadda .rning yuqori darajasi oldidagi koeffisient, 
a, l a r  -  Q„(x) = o tenglamaning ildizlari) ko'rinishda tasvirlash 
mumkin.

Agar ko ‘ phadning ildizlari ichida o ‘ zaro tenglari bo'lsa, u holda,
ko'phad,

Q„ M  = a„ (x-a)r(x- ft)’ . (x -v)‘ (3.4)
ko'rinishga keltiriladi, bunda s,...,t -b u tu n  sonlar, v sonlar
esa, mos ravishda, 0„(.v) ko'phadning r,s,...,t karrali ildizlari deyiladi va 
r + s + ... + t = n bo'ladi.

Ko'phadning (3.3) dagi ildizlari ichida kompleks ildizlar ham 
bo'lishi mumkin. Algebra kursidan ma’ lumki, agar a = a  + ib haqiqiy 
koeffisientli ko'phadning r — karrali ildizi bo'lsa, u holda unga qo'shma 
ir = a -  ib son ham ko'phadning r -  karrali ildizi bo'ladi. Boshqacha
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aytganda, agar (3.4) ning tarkibida (дг -  a )r (a = a + ib) bo'lsa, u holda, (4) 
ning tarkibidagi (дг- a )  va ( х - а ) г laming ko'paytmasi, quyidagicha 
boiadi:

(x -  a ) ' ( x - a ) r = {[л -- (я  + 6/)] ■ [дг -  (a -  6/)]}' =

= [дг2 -  x(a + b i)-x (a  -  bi) + a2 = [x2 - 2  ax + a2 + 62} =

= (r2 + 2px + q) ,
bundap = -a , q = a2 + b2, p2 -q < Q , p  va q -  haqiqiy sonlar.

Xuddi shunday yuqoridagi mulohazalarni boshqa kompleks ildizlar 
uchun ham yuritsak, u holda, (3.4) quyidagi ko'rinishni oladi:

Q„(x) = An(x -a )r (дг- /?)'..,.(x: + 2px + q)(x2 +2ux + v f .... (3.5)
bunda, a,p,...,p ,q ,u ,v  -  haqiqiy sonlar, /•, 5,..., t,k— natural sonlar.

Algebra kursida quyidagi teorema isbot qilinadi.
3.1-teorem a. Agar to‘ g ‘ ri rasional kasr tarkibidagi 0„(x)

ko'phad (3.5) shaklda tasvirlangan bo'lsa, u holda, rasional kasr, yagona 
ravishda,

P„{x) A. A. A,"  > ■ f. —-----!— -j-------- :------ f  н--------------- 1- +
Q.M x -a  (x-a)- (дг- a )  "

M .x + N .  A/,.v + /V, M x + N ,
+  . . .  H----1-----------------------------------— r ;  + . . . .  +  - j----------------- r— +  . . . .

x ~ + 2 p x  + q (x 2 + 2 p x  + q ) (x 2 + 2px + q j

(bunda, -  noma’ lum haqiqiy sonlar)
ko'rinishda tasvirlanadi. (3.6) tenglik, jc ning o „ (x )  ko'phadning haqiqiy 
ildizlariga teng bo'lmagan hamma qiymatlarida o'rinli.

(3.6) dagi noma’ lum koeffisientlarni topish uchun (3.6) ni umumiy 
maxrajga keltirib (umumiy maxraj 0„(x)) ikki ko'phadning tengligi 
haqidagi teoremaga asosan, o 'n g  tomonidagi suratdagi hosil bo'lgan 
ko'phad bilan p„(.y) ko'phaddagi x  ning bir xil darajalari oldidagi 
koeffisientlarni tenglashtirish natijasida, noma’ lum koeffisientlarga 
nisbatan chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi hosil bo'ladi. Bu 
sistemadan noma’ lum koeffisientlarni topib, topilgan qiymatlarni (3.6) 
tenglikka keltirib qo'yam iz. Kasrning yoyilmasidagi noma’ lum 
koeffisientlarni topishning bu usuli, /70/па 'lum koeffisientlar usuli 
deyiladi.

Shunday qilib, /М = т?т 4  rasional kasrning integralini hisoblash, 

>v(*) = c0x* +c,x‘ *1 +....+ak shakldagi ko'phadni integrallashga va quyidagi
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1 . - * - .  п . * - .  IU. 2Мх + N , IV. Mx+N у (3.7)
x - a  (дг— or) x  + p x + q (x2 + p x  + q)

2

(/■>i) (bunda A,M , N , a , p,q -  haqiqiy sonlar, q - ^ - > 0 )  ko‘ rinishdagi

sodda kasrlami integral lashga keltiriladi. Bu sodda kasrlarning 
integrallari quyidagicha hisoblanadi.

Quyidagi, A , Bx + C ^  c , a, p ,q e R  , k . m  e N)
(x -л )  (x7 + px + q)

ko‘ rinishdagi sodda kasrlami qaraymiz. U holda:

1) m = 1 boMganda, \—̂ —dx=A \ - <*X— = A\v\x- a\ + С .
1 x - a  x - a

2 )w > l boMganda, f A dx=A\(x-a)"'dx = -^—7— Ц^г + С.
1 (x-a) 1 I-in [x-a)

2
3) к = I boMganda, a2=q-£~ , x+^=t almashtirish olib, kvadrat

uchhadni, x2 + px+q = a2+r ko ‘ rinishga keltiramiz, va berilgan kasrning 
aniqmas integralini topamiz:

C B x + D  . n r tdt ( 2 D - Bp) r dt

2 =

=  ̂ -\n{x2 +  p x  +  q ) +  2 0  Bp a rc tg  2x  +  p  = + c  
2 ^ - P

4) /t> lboMganda. a2= q -— , x+—=t almashtirish olib, kvadrat
4  2

uchhadni x2 + px+q = a2+t2 ko'rinishga keltiramiz va berilgan kasrning
aniqmas integralini topamiz:

Г Bx + D В 1 1 ( 2 D -Bp) r dt
3 { x 2 + p x  + q J  X ~ 2 l - k { a > + C - ) - '  2 V  +  ' T

Oxirgi ifodadagi integral esa, quyidagi

rekurrent formula orqali topiladi.
I va II tipdagi kasrlarning integrallari, t = x -a  almashtirish 

yordamida hisoblanadi:
| —^— dx = A j—  = A ln|f|(_r_̂  + c  = Aln\x-a\ + c.

г A , r dt (  A 1 A 1 ~
I -------- - d x  = A —  = ---------- — + C =-7------r --------г-т + с -
■'(.r-ar)' t‘ l c - 1  t ‘ J ( ' " - l )  ( x - a )

III tipdagi kasrning integralini hisoblash uchun, kvadrat uchhadni 
quyidagicha shakl almashtiramiz:
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a = J q - — > t = x + — deb belgilab olib, integralni hisoblaymiz: 
V 4 2

Mr +|

f2 +a2
M r  Mat | л /р У  at 
2 3 t2 + a : I  2 P t‘ +a2

Mx + N г V 2 J 
----------- dx= I------ i-----5----- dr + px + q J f + a '

\< f 2tdt ( . .  M p \  dt

_M  rd(t2+a7) ( N_Mp\\ r
2 1 Г + а 2 V  2 ) a ]

d i)
+ 1

, (  , 2 2N  -  Mp t \
In t + a  + ----------- —artng — + c  =

2 J"\  2a
X + R

M r ,  \ 2 N - M p  ( 2  ^= — In(x' + p x  + q ) + — = = = ? a r c t g - = = = = =  + C.
(3.8)

I 2~ Г 2

IV tipdagi kasrning integralini hisoblashda yuqoridagi

t = x + j ,  a = ^ q -£ -  belgilashlardan foydalanamiz:

A A + fjv -^ ]  
r ЛЛ + JV _  f I  2 ) M _
J ~Г- J 7 1  Ту•, (x-+px + <?J V +«•/

M rd{t2 +a2) f , АфУ rff Л/ 1 ,

Л/р У  <Л _ Л/ I 
' " " r j j ( , : +e:)r _ 2 (г -1 ) '(г+а’ у-'

Mp\ dt M 1 ( Mp\ dt
T ~ ) j ^  = - * ^ ) { x 2+px + qr  +Г “  2 JJ(r +a0'

keyingi integral (2.18) rekurrent formula orqali hisoblanadi.
Shunday qilib, har qanday haqiqiy koeffisientli haqiqiy 

o'zgaruvchili rasional (rasional kasr) funksiyaning boshlang‘ ich 
funksiyasi -  logarifm, arktangens va rasional funksiya orqali ifodalanar 
ekan.

3.1-misol. Ushbu



integralni hisoblang.
Yechilishi. Integral ostidagi kasr -  noto‘ g ‘ ri kasr boMganligi

uchun, (3.2) ga asosan, P6(x) = x ‘  -  2xJ + Зх3 -  9x: + 4  ko‘ phadni 
0 5(x) = xs - 5.r3 + 4* ko‘ phadga boMib, w(x)=x boMinma va 
Р4(дг)=3дг4 + Здг3 -  13x3 + 4 qoldiqni topamiz, ya’ ni

xh -  2 x ‘ + 3* -  9x ! + 4  3xJ + Зх3 - 1  Зх + 4----------------------------------- — X -]--------------------------------
a-5 -  5 x 3 +  4.x x  -  5.x3 +  4.x

Ravshanki, 0 5(x )= дс5 — 5jc3 + 4jc ko‘ phad дг = 1 haqiqiy ildizga ega,
O j(.x )=x5 -  5x3 + 4.v ko‘ phadni x -1  ga  boMib,

05(x) = x(x -  lX* + lX* -  2X* + 2)

ko‘ rinishga keltiramiz.
3.1-teoremaga asosan, kasr (3.6) ko ‘ rinishdagi sodda kasrlar

yigMndisi sifatida tasvirlanadi, ya ’ni
3x  + 3jc — 13jc" + 4 = ±  + J L  + J L  + _ £ _  + E (3.9)

x ( x -  lX* + lXx _ 2X-x' + 2) -x x + 1 x + 1 x - 2  x + 2
Oxirgi tenglikni umumiy maxrajga keltirib, ushbu

3xJ + 3.x3 - 1 3.x2 + 4 = /t(.x5 -  lX-V2 -  4 )+  Bx ■ (.x + l)(xJ - 4 ) +

+ C x ( x -  l)(x2 - 4 ) +  D x(x ! - l ) ( x  + 2) + £  x(x ‘  - l ) ( x - 2 )

tenglikni hosil qilamiz. Tenglikning o ‘ ng tomonidagi qavslarni ochib, 
ko ‘ phadlaming o ‘ zaro tengligi haqidagi xossadan foydalanib, x  ning bir 
xil darajalari oldidagi koeffisjentlami tenglashtiramiz:

x J|3 = A + B + C + D + E

x 3| 3 = B + C + 2 D - 2 E  

x 'j  -1 3  = - 5 Л - 4 В - 4 С - 0 - £  

x| 0 - - 4 B  + 4 C -2 D  + 2E 

x"| 4 = 4.4

(3.10)

Natijada, A,B,C,D,E noma’ lumlarga nisbatan beshta chiziqli 
algebraik tenglamalar sistemasi hosil qilindi. Bu sistemani yechib, 
noma’ lum koeffitsiyentlami topamiz: bunda, A = 1, (3.10) sistemaning 
ikkinchisi va to‘ rtinchisini birga yechib, B  = C - 1 eqanligini, birinchi va 
uchinchisini birga yechib, D  =  - E  ekanligini topamiz. Bularni e ’ tiborga

T 1
olib, to‘ rtinchi tenglamadan, c  = ~, B = ~ ekanligini topamiz. 

Shunday qilib, noma’ lum koeffitsiyentlarning hammasi topildi:
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rx6 —2лг4 +Зх3 - 9т2 + 4  _  /  Зх*+ & - 1 Ъ ? + 4  ' ] j  _  

х5- 5х3+ 4х ^  Дх —l )(x + l)(x—2)(х+ 2) J

= (x d x +  Г *  + 1  r * _ + 3 с _ ^ _ + r _ ^ L _  f _ ^ L = fEl + lnu +
J J X 2 Jx - l  2 ] x + l  ] x - 2  Jx + 2 2 11

x (x -2 ) (x  + l)J
+ i  ln|x - 1| + lln|jr + 1| + ln|x -  2| -1  n|.v + 2| + С = —  + In

x  + 2

T o ‘ g ‘ ri rasional kasrlarni noma’ lum koeffisientli (3.6) 
ko'rinishdagi sodda kasrlar yig'indisi shaklida tasvirlaganda, undagi 
noma’ lum koeffitsiyentlarni yuqorida ko'rsatilgan (3.1-misolga qarang), 
noma’ lum koeftltsiyentlar usulidan foydalanib topishda, chiziqli algeb- 
raik tenglamalarni yechishga to 'g 'ri keladi, lekin chiziqli tenglamalar 
sistemasini yechish, har doim ham engil bo'lavermaydi. Xususiy 
hollarda, noma’ lum koeffitsiyentlar usuliga qaraganda, qulayroq b o 'l­
gan, ya’ ni noma’ lum koeffitsiyentlarni topishda osonroq bo'lgan, usullar 
mavjud. Masalan, Xevisayd usuli, Gorner sxemasi, differensiallashdan 
foydalanish usullari, shular jumlasiga kiradi.

P jx )
3.1.1.Xevisayd usuli. Agar q  ^  <m<n) to 'g 'ri kasrning maxraji 

£?„(*)> ushbu
G, M = a„ { х - щ \ х - а 2\ .. .{х -а п), an =1, (3.11)

ko'rinishda tasvirlansa, a,,a2,...,an — haqiqiy sonlar bo'lib, 
£?„(«,) = 0, (/ = 1,11), uning (3.6) shakldagi sodda kasrlarga yoyilmasidagi 
koeffitsiyentlarni, Xevisayd usulidan foydalanib, topish maqsadga 
muvofiq bo'ladi. Bu usulni, qisqacha, quyidagi tartibda amalga 
oshiramiz:

P  (x )
1-qadam. ' (m<n) to 'g 'ri kasrning maxraji Q,(x) ning (3.11)

Qn\x )
ifodadagi ko'paytuvchilari orqali yozish, ya ’ ni

PJ X) P j?c)

Q,(x) (x -q  \ x - a ,).. (x -a ;,) ‘

2-qadam. Q,(x) ning (х-с^)(г =1,/?) ko'paytuvchisini vaqtincha 
yopib, i ning har bir qiymatida yopilmagan ko'paytuvchilarda x ni a, son 
bilan almashtiramiz. Bu esa, har bir a, ildiz uchun a sonni beradi:
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А
( a , - a j . . ( a r , - a j ’

А = _______ рЛа2)_______ _
(а3 ~а,\аг -а ,) ...(а , - а , ) ’

А Р̂ а - ) ____________.
(а„ -  а , Х «„ - а , ) . . .  . ( а „ -  а„_,) '

Р (х)3-qadam. (т < п) rasional kasrni
Q„ W

P . M . .  A , 4  | , Д.
0 „  (x) x - a ,  x - a ,  -x-ar„

ko'rinishda yozish.
Misol uchun, bu usulni 3.1 - misolga tatbiq qilsak, a, b, c , d , e 

koeffitsiyentlarni osongina topish mumkin:
1 - qadam.

P4 (.x) 3xJ + 3 x 3 -1 3 x 2 + 4
Q5(x) x ( x - l ) ( x  + l ) ( x - 2 )(x  + 2 )

, a, = 0, a7 = 1, a , = - 1, a 4 = 2, a , = -2 .

2 - qadam. a = ------- - ------- = l
( - l ) l  ч -2 ) -2

в = - - 3 1

с  =

1 - 2 - (—1) • 3 2
3 - 3 - 1 3  + 4 _ 3  

(—1) • (—2) - (—3) -1 ”  2 ’
3 1 6 + 3 - 8  - 1 3 -  4  +  4 ]

2 1 - 3 4  
,  3 1 6 - 3 - 8 - 1 3 - 4  +  4

( —2 ) - ( - 3 )  ■(—1) - ( —4 )

P  ( x)3 - qadam. Berilgan - —- tug'ri kasrni,
a w

PAx) A B C  D E= — + ------ + -------+ -------  + -------=
0 ,( :() x  x-1  x + 1 x- 2  x + 2

\_ _ J _  3 J _  J _ ____1 _
x' 2 x - 1 2 x + ] x- 2  x + 2

ko'rinishda yozamiz.
K o‘ p hollarda x ning qiymatlarini, masalan, x = o,±i,±2,.... kabilarni, 

tanlash yordamida ham noma’ lum koeffitsiyentlarni topish qulay boMa­
di.

3.2-misol. x ning sonli qiymatlari yordamida 
* 2 + i A B C  - + -------+ -

( x -  l ) ( x - 2 ) ( x - 3 )  x -1  x - 2  x - 3  

ifodadagi A, В, С koeffitsiyentlar topilsin.
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Yechilishi. Dastlab tenglamada kasrdan qutilamiz:
л:2 +1 = Л ( х - 2 ) ( х - 3 ) +  В (.х -1 )(д :-3 ) + С (х -1 ) (д г -2 ) . (3.12)

Endi, A, B.C koeffitsiyentlarni topish uchun, mos ravishda, (3.12)
tenglikda x  = \,x = 2 ,x  = 3, qiymatlami ketma-ket qo'yam iz:

1 + 1 = /4 ( -l) ,( -2 ) ,2  = 2 A, A = 1 

2 J + 1 = - f l ,  B = -5 ,

32 +1 = 2 C ,C  = 5.

Natijada,
x : +1 1 5 5

( х - 1 ) ( х - 2 ) ( х - 3 ) ( х - 4 )  x - 1  x - 2  x - 3

boMadi.
3.3 - misol. Ushbu

X

x '  + 6 * 4  I I * + 6
kasrning nomaMum koeffitsiyentli sodda kasrlar yigMndisi shaklidagi 
ifodasidagi nomaMum koeffitsiyentlarni toping.

Yechilishi. l-qadam. Berilgan kasrning maxrajini ko'paytuv- 
chilarga ajratamiz:

0 , ( x )  = x 3 + 6 x ? + 11 + 6 = 0c+  1)(лг + 5,r + 6) = (x  + l)(x  + 2)(лг + 3).

Demak, o,(x) m axraj, a, = - i ,  « ,  = -2, a , = - 3  sodda haqiqiy ildizlarga 
ega. Shunga asosan, berilgan kasrni,

_______ x_______ _ X
x } +  6x 2 +1 \х +  6  (x  +  l ) ( x  +  2 ) (x  + 3) 

ko'rinishda yozib olamiz.
2 - qadam.

a  = -- 1 : A
- 1  1

= - 2 :

~ 1 2  "  2 ’ 

= — ? - = 2  ,

_ 3 A

- 1 1

- 3
a l =

2 ( - 1) 2
3 - qadam. Berilgan kasrni, ushbu

x  I 2- + -j:J +6jc2 +1 l.v + 6 2(.v + l) x  + 2 2(jr + 3)

ko'rinishda yozamiz.
3.1.2. Differensiallashdan foydalanish usuli. Bu usulni, ^ 4 4

Qjx)
(m<it) to 'g 'ri kasrning Q„(x) maxraji, haqiqiy karrali ildizlarga ega 

bo'iganda qo'llash qulay bo'ladi.
3.4 - misol. Ushbu
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■Т-1 _  А В С
(д + 2)3 х + 2 + (дг + 2)2 + (лг+2)э

tenglamada А, В, С  noma’ lum koeffisientlarni differensiallashdan 
foydalanish usuli bo'yicha topish jarayonini batafsil qarab chiqamiz. 

Yechilishi. 1-qadam. Dastlab kasrdan qutilamiz:
x  — 1 =  A (x  +  2 ) 2 +  B (x  +  2 )  +  С  ( 3 - 1 3 )

Bu tenglamada, x  = -2  deb olsak, c  = -3  bo 'lish in i topamiz.
2-qadam. (3.13) tenglikning ikkala tomonini * ga nisbatan 

differensiallab,
\ = 2A(x + 2) + B (3 .1 4 )

tenglikni hosil qilamiz. Bunda x = -2  deb olsak, B = 1 bo'ladi.
3-qadam. Endi (3 .1 4 )  tenglikning ikkala tomonini * ga nisbatan 

differensiallasak. natijada
0  =  2/4. /1 =  0

bo'ladi.
Demak,

,t-l _ l_______ 3 _
(x + 2)5 ~(x + 2)2 (x + 2)5

3.1.3 G orner sxemasi. Har qanday n -  darajali
P„ (x ) = a,t x" + | x"~‘ + ......+ a2x 2 + axx  + a„ *  0)

ko'phadni x - a  ikkihadning darajalari bo'yicha yoyish mumkin:
P„(x) = A,Xx-a)" + A„_x(x - a )"4 + ....+ A}( x - a ) 2 + Л, ( * - « , )  + A0 ,

bunda A,.(i = o^t)  noma’ lum koeffitsiyentlar. Gorner sxemasini ketma-ket 
qo'llash yordamida, A,(i = oTi) noma’ lum koeffitsiyentlarni topish 
jadvalini keltiramiz:________ _________________ ___________________________

xn Xй"' Xй" X x ‘

Qn a„-x an-2 a, a„

x°
a

a„
aaM + aH_{ = 6„_,

ab„_x + an_2 = bn_ 2 ab.. + a, = b,
a b ,+ a 0 = Aa

x'
a

an
aan + 6<(_, = c„_, a c n-\ +  ^h- 2 =  Cn-2 a c 2 +  6 , =  Aj

1 , 
x~

a
a,i

aan + = dn_x ad„-\  +  c„_  j  =  d„_ 2

Xn~2 a
aH

aa„ + 1 = hn-\
ah,t_ | + = A„_2

Xй-1
a

ait
a a , + =  Д,-,
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x"
a a, = A,

Рп( х )  =  А п( х - а ) " + А „ _ 1( х - а ) "  1 + . . . .  + А 2( х - а ) 2 +  А 1( х - а 1) +  А 0 , 

ko‘ phadni ( x -a ) " * '  ga bolam iz, natijada, — to‘ g ‘ ri rasional kasmi
(x  — a )

sodda kasrlarga yoygan boMamiz:
/».(*) _  AH t Л,_,  ̂ f | A2 | Л, | Aa 

( x - a ) " * '  x - a  ( x - a ) : ( x - a ) ' " 2 ( x - a ) “~' (д г -о ’) '" ' 
x 4 _2 x 2 + 33.5- misol. U sh bu -------—^  to ‘ g ‘ ri rasional kasrni sodda kasrlargaU+l)

yoying.
Yechilishi. Gorner sxeniasidan foydalanib, PA(x) = x4- l x 2 + 3 

ko ‘ phadni x+\ ikkihadning darajalari bo ‘ yicha yoyamiz. Dastlab 
quyidagi jadvalni tuzamiz: ____________________

4
X x' v ’ X

...

X

1 0 - 2 0 nJ
X° -1 1 -1 -1 1 2 -A n
x l -1 1 - 2 1 0 =A,
X2 -1 1 -3 4 =A2
X -1 1 -4 =Aj
X -1 1 =a 4

Bu jadvalga asosan, />(*) = U + i)4- 4 ( *  + i)3 + 4(x  + n2 + 0( x + l )  + 2 
ko ‘phadni tuzamiz. Endi PA(x) ko‘ phadni O  + l)5 ga boMib, berilgan 
to‘ g ‘ ri rasional kasrni sodda kasrlar orqali yoyilmasiga ega bo'lamiz:

P,(X) _  1 4 4 2
(ДГ+1) 5 X  + 1 ( X  + 1) 2 (-V + 1) 3 ( x + 1 ) ’

3.6 - misol. Ushbu

J (x  + l ) " (x ‘ + 1)
integralni hisoblang.

Yechilishi. 1 - qadam. Berilgan integralda P2(x) = 4x2 -8л:,
£><,(.*) = O  + l)2 О 2 + 1)2 , integral ostidagi funksiya to‘ g ‘ ri kasrdan iborat 

b o ‘ lgani uchun, 3.1 - teoremaga asosan, integral ostidagi to ‘ g ‘ ri kasrni 
quyidagi sodda kasrlar у ig‘ indisi shaklida tasvirlaymiz:
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4х 2 - 8 х  А В Dx + E M x + N-+ —;-----r + -
(.v + l r ( j r  + 1)- (x  + 1)- (x  + 1) U " + l ) ‘  (*  + 1)

bunda A, B, c, D. £, M , N- nomaMum koeffisientlar.
2 - qadam. Oxirgi kasrni umumiy maxrajga keltirish natijasida,

4 x ‘ - 8x = /f(x2 + 1)3 + B(x +  l)(x 2 + l)‘  + (D x  + £ ) (x  +1): +

+ (A/x + 7V)(x + l)2 (x: + l )  (3.15)
munosabatga ega boMamiz. (3.15) ning ikki tomonidagi ko ‘ phadlarning 
mos koeffisientlarini tenglashtirish natijasida, nomaMum 
A. R, C, D, E, Л/. N koeffitsiyentlarga nisbatan chiziqli tenglamalar 
sistemasi hosil boMadi. Lekin, bu sistemani yechishga nisbatan qulayroq 
(osonroq) usul mavjud boMib, u quyidagicha amalga oshiriladi: (3.15) 
tenglikda x  = - i  deb olib, л = з ekanligini topamiz. So‘ ngra, x  = i deb 
olsak,

— 4 — 8/ = (D i + E )(i + l) 2 =  -2 D  + i2E , 

bunda haqiqiy va mavhum qiymatlarni tenglashtirib,
- 4  = -2 D , - 8  = 2 £ , D = 2, £  = - 4

larni topamiz.
3 - qadam. (3.15) tenglikning ikkala tomonini differensiallab, 

soMigra x — — I da nolga aylanmaydigan hadlarini yozib olamiz:
8a - 8 = 4л (х 2 + l)-,x+  b (a j + \ f  + ...

bundan, a = - i  deb o lsa k ,-i6  = -8/i + 4 S = -2 4 + 4 B  8 = 4 fi; s = 2 boMadi.
4 - qadam. (3.15) ning ikkala tomonini differensiallab, faqat * = / 

da nolga aylanmaydigan hadlarni yozib olamiz:
Sx — 8 = D (x  + 1)2 + 2{Dx +  £ ) ( *  + 1) + {M x +  A ')(x  + 1)2 • 2 x + ...

Bu tenglikning ikkala tomoniga x  = i  ni qo ‘ yib, qolgan ikkita 
koeffitsiyentlarni topamiz:

8 / - 8  =  2 (/ + l): + 2 ( 2 / - 4 ) ( /  + 1) + (ЛЛ + ЛГ(| + 1)г 2 i 

8i — 8 = -1 2  - 4 Л Л - 4 А ,  4 -  8 / =  -4 N  -  4ЛЛ,
4 = -4iV, -  8 = -A M , N  = - 1, M  = 2.

5 - qadam. Shunday qilib,
г 4x 2 - 8 x  r (  A В D x + E  A 4х + ЫЛ,

-----------;----Г------- Г -----------Г + ------- +  — T-------- r  + ---- ;-------  d-Y =
J (x + 1) 2(x ' + 1)- J ( j x  + 1) ‘  x + 1  (x 2 + l ) ‘  x + 1

, r  dx r dx r x - 2  r 2 x -\  ,
= 3 -------- t  + 2 ------ + 2 —т------- r +  —— dx =

J ( x + 1)2 x + 1  (x  + 1)4 x* + 1'(-x+1) 
3

’ .x + 1 f
2 lnl.v + 1| — ---------4 f — dx  , +ln|x2 + 1|—arctgx.

' 1 *2 + l ' (x +1) 1 1
Oxirgi integral (2.18) rekurrent formula orqali topiladi:

r dx x I _
J — ;-------- = -——----- - + —arctgx + C.
(x‘ +l)‘ 2(x +1) 2
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Demak,
j  4x3 -  8x 2x + l

+ ln(x +1) (x ‘ +1) -  larctgx + С .
' ( x  +  l ) 2(x 2 + 1 )2 дг + 1 x - + l  

Rasional kasrlami sodda kasrlarga yoyib  integrallashda ko ‘ p 
hollarda, murakkab hisoblashlar bajarishga to ‘ g ‘ ri keladi. Ba’ zi hollarda, 
integral ostidagi rasional kasrning shaklini almashtirib, o'zgaruvchilami 
almashtirish, b o ‘ laklab integrallash usullaridan foydalanish, berilgan 
integralni hisoblashni yengillashtiradi.

3.7 - misol. Quyidagi:

2) \ ~ y ~ t — ; 3 ) f -  л  J 4- j  ,i) f - ^ 4

4> b

x ‘ (3 +  x  ) '  

* 3 + l
x 4 + 3 x J + l ’ 

1

5> f

6)

x (x  + 2 ) 

x ‘  dx 

( x 1 + 3)’ ’
2jc4 + Зл:4

x(2 - x 3)3 ’

x 4(l + x 3) ’
1)

(x " ’ + l)3

integrallarni hisoblang. 
Ycchilishi.

» h
dx dx

x 2(3 + x ‘ )

i f f - L — U
9 J U ‘ 3 + x '  

1 1

dx
* f  ^ ~ x l  +  x  dx  ~  * f 

~ V  x 2(3 + x 2) 3 ~~ 3 J x 2(3 + x 2) ~ 3 J (3 + x 2)

\dx
dx1

3 J (3 + x 3) 2

X 1X

’ 9 ^ _ 9 7 з а /С ,8 7 з  1 8 (x 3 + 3 )  18^ 3
I X  1 X  „  --------------- ---------h--- 7= arctg —f= + С

9x 18(x +3) бл/з л/з

arctg
л/З

dx x d x if d ( x 2)

x 3(x 2 + 2 ) J x 4 (x 2 + 2 ) 2 J x 4(x 3 + 2 ) 2 J u 2(u + 2 )
2 ) J

1 r » + 2 - «
2 -'м3(и + 2) 2 -̂ н2 2 3 ii(4 + 2)

1 _ I ,n H + Iln|u + 2| + C = -  1 '■  -r2 + 2

4 f :
du

л  = 1 г *  I f .
1 J„г оJ

2// 4
,- + - ln : , 

2 x ‘ 4 x ‘
+  C.

3 )f ....- - .....= f = l f _
J x ( 2 - x 3) 3 J x 3( 2 - x 3) 2 3 J x 3

d (x 3)

Д 1 -  6 J 2 - u

1

1— н— 
и 2

du
- V « =  = 4 -  ,— и /  б*' (2 — и)

( 2 - х 3)

du

- у

-iW
3 -1 u ( 2 - u ) 2 

1 rdu

12 J 2 - и  12 J u

---------------- lln|2-t<l + — lnlu|+C= * , + —6(2- h) 12 1 1 12 11 6(2-x ) 12
In

2 - x
+ C
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4) Г / +1 d* = f -  ■’ х +3.v +1 J
x 2\ 1 + -

* ‘ | .V + 3  + - y

~х
-dx =

du
и~ + 5

8_ * с

г .v'dv [ х хdx _ 1 + з )_
' ) J (7 T3f = J (7 7 i f =I J (хЧз)’ =

«  = * , dv = ^ * ~ + .3} , dt< = dx, v = -  , 1
(х 2 + 3 ) 2\х2 +3)"

_ 1 . х  1 г dx . _ х  1 х

' 3  _ 2 ^ " + 3 ) + 2 J ( ^ + 3)! 6(д:2 + з ) + 3 6 .т 2 + 3  +

1 X
arctg —j= +С

Збл/З f i V3 
, f .v2dv _(-лг2 -ьЗ — 3_,  с dv dy= X = J(^f J(̂ )r = 
: +arc,g ̂  "

8 ( ? Т з )  $ j 3 arC'8 j 3 = 2 4 x ’ + 3 4 (ХЧ З Г 2 4  7 3 “ ' ^ 7 3
дг I v 1 v ^ 

+ --------7=arctg—j=  +  L

6) f - p - L - . - d v  = f ■ =  f ^ < ) { *  .t d + -t4 dv - 
■*x( l  + .V) J .V (l +-v‘ ) ■* X (l + -V )

= f - d v  + J
X  J

dx
1 + x 2 Зх3 x

1 1+ — + arctgx + С

3 r du 

„ „ 10*, 5 (u2 + l f

r2v9 + 3 v 4 l r d (x l0 + l )  3 r dv5 I f du

■ 'Л г ^ Г г ^ Т Т Г Т '™ 2' ' * '
3.2. Integralning rasional qismini ajratishda Ostrogradskiy 

usuli. to‘ g ‘ ri kasrning maxraji karrali kompleks ildizlarga ega

bo'iganda, uni integrallashda, murakkab hisoblashlar bajarishga to‘ g ‘ ri 
keladi.

Bunday hollarda, ushbu
d (J\ d ( J\

(3.16)
Q (x) £?,(*) 0 2(x)

Ostrogradskiy formulasidan foydalanish qulay boMadi, bunda 
(? :(* )-  ildizlari Q(x) ko'phadning hamma sodda (bir karrali) ildizlaridan
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(3.17)

iborat boMgan ko'phad, O(x) = Q,(x )■ 0 2(x), / , (л) va P2(x) lar no‘ malum
P (x)koeffisientli ko'phadlar bo'lib . ;  va — ; 4  - to 'g 'r i  kasrlardan iborat.

Q M  Q 2(x )

/'.(дг) va P2( x )  ko'phadlarni topish uchun, ularni no'malum 
koeffitsiyentlar yordamida yozib olib, so'ngra, ( 3 . 1 6 )  ning ikkala 
tomonini differensiallaymiz, natijada, ( 3 . 1 6 )  tenglikka teng kuchli,

n*) f ^(-y)Y , Ш
Q(x) U .W j Q2(x) 

tenglikga ega bo'lamiz. Bu tenglikdan noma’ lum koeffitsiyentlar 
usulidan foydalanib, P,(x) va P2(x) larning tarkibidagi noma’ lum 
koeffitsiyentlarni topamiz. Ostrogradskiy formulasi, integralning

P ( x )
rasional qismini (integrallamasdan) ajratishga imkon beradi, —)-[ to 'g 'ri

Q(x)
kasrni integrallash masalasi, unga nisbatan osonroq integrallanadigan 
P (x)2Y [ to 'g 'ri kasrni integrallashga keltiriladi.
CM*)

3.8-misoI. Ushbu f •. x~ l- v dx integralni hisoblang.
[x2 + X + I f

Yechilishi. Bu holda, я (х ) = х - 1 ,  Q (x) = (x2 + x  + i)2,o , ( x )  = x 2 + x  + l  
0 , ( x ) = x 2 + x + 1 . ( 1 )  formulaga asosan,

r x  — 1- , A x + B  г Cx + D j
7--------------- yrd x  =  — ------------+  —;-------------dx
(x: + x + l ) ‘ Д Г + Х  +  1 J x ‘ + x + l

deb yozib olamiz. A ,B ,C ,D  noma’ lum koeffitsiyentlarni topish uchun, 
yuqoridagi tenglikning ikkala tomonini differensiallaymiz:

x  ~  1 (  Ax + B Y Cx + D + -
(x: +x + l)! (.x^+x + l j  x2+x  + \

x - 1  _ a(x2 + x + 1)-(y4x + B)(2x + 1) Cx+D  
( x " + x + l ) '  (x ! + x  +  l) ' x2 +  x +  1

bundan
X -1  = a(x2 + x + 1)- (Ax + B p x  + 1)+ (Cx + D)(x2 + x + l).

Tenglikning ikkala tomonidagi x ning bir xil darajalari oldidagi 
koeffitsiyentlarni tenglashtiramiz:

x ’ | 0 = C,

x ! | 0 = A - 2 A  + C + D, 

x  j 1 =  A - A - 2 B  + C + D, 

x°| - 1  = A - B  + D,

bundan, с = o, a  = d  = b  = - t.
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Shunday qilib,
д: — 1

f— -  
(x'~ + x  + l)‘

dx = —
x +1 

x '  + x  + \
dx

Л- + 1 2 2x  „
— г---------------- = arctg—=  + L .

x - + x  + l Л  5 VJ

Mustaqil yechish uchun misoliar
Integrallarni hisoblang:
3 .1 .}- dx

U 2  + .Y)

3.4.} dx
x  (a + bx)

dx

(3x + 5X4x + 9)'

3.2.}

3 .5 .}

3 .8 .}

dx

xdx 3.11. f

.y(5 +  2л-) 

dx

0x+ iXa- -1 )
dx

(a + bx\c + Jx) 

xdx
(2.r + 5 )(3 .v -4 )

Integrallarni hisoblang:
3.13.} <Lx

dx

(a + bx\c + Jx)

3.12.
J ,y(4 +.Y2)

3 .1 5 . } -1 h

3.18.}
(2 + xX * -3 )1-

xdx

3.16. f 

3 .19.}

x(3 + 4.y) 2 
dx

Ч.г-ЗХ2х+5 f  
3.3. Integrallarni hisoblang: 

3.22. }

(3 -  4-yX5 -  2x)~
xdx  

\a + bx\c + J x f

dx dx
(a  + b x \ c  +  J x ) y ( .y 2 + 3.v +  5)

3 . 2 4 . } _ .... * ---------3.25. dr. 3.26. Г
•’ (2 x +  5Ддг*- 4 x +  l )  •’ Лх' + 6 .Y -1 3  J

3.27. f - ax+/} dx 3.28.
• ax' + bx f

3 .2 9 . f

4y + 8

—dx. 3.28. ( }x
с •l (x -3 X .r : + 4 )

3.Y -'-16x : - x  + 51
3.Y- - 7 * - 2 0

-dx.

3 .3 0 . г*1± * 4~Ль.
J д. — 4.y 

Integrallarni hisoblang:
3.31. f  ? - 2? 4 - } . x ' - 9 x 2 + 4 dx

J y s - 5 . y ’  + 4 ,y

3 .3 .}

3 .6 .}

3 .9 .}

dx

f i -
dx

[2x  + 3X-Y + 4) 
xdx

М И '

dx

З.2 0 . }

.y ((3 + bx)J

Г dx
3 (a + bx\c 
r 4 y  - 1

+ J*Y

— dx.
4,rx -  Ax +  5 

dx

(,y -3 ) (3 y j + 4 .y +  2)
y  +  2

3*  — jc h- 5
--civ.

3 . 3 2 . } ^  +
 ̂ v* -jt'  - 4 y + 4



3 33 f 2*4 ~3дг3 + ̂ x2 -5*+6 
' '  .V2 -  Зх +1

3 35 f *4 ~ г%1 +3 
' ' J ( * -0 5 

Integrallarni hisoblang:
x 2 +1

-dx. 3.34. JЛГ3 -x  + 1
( x - 2)5

■dx.

3.36. j  

3.38. |

3-40. J,

i x - l )
-dx.

dx

(x + lX-t + 2)2 (x  + 3)’

-rdx.
( x - \ X x  + 2)(x + 3)

3.42. Г - /— dx.
J x 4 - 1 6

3.6. Integrallarni hisoblang:

3.37. J 

3.39. | 

3 .41 .J 

3.43. j

dx

( x - 2 ) 2(x + 3  У 
x 2

dx.
( l - x 2) ’

\ + x  
( x - l f c + l f

dx.

5 x 2 + 6 .Г -2 3

3 . 4 4 . } ^X  +  X  +  1

3.46. J

x4- i
x3- 6

■dx.

{ x - 1)3 (x + 1)2 ( x - 2 )  

dx

-dx.

-dx

3.45. --------- ®  ---------- -
1 (x2 - 4 х  + 5Дх' - 4 x  + 3J

3.47. f .
J 9x4 -1 3 x -  + 4

_______  ._______  3  4 9  f 1 8 -1  lx
(*  +  2 )г(з х 2 - 2x +  4 ) '  '  J (x 2 - 9 x + 2 o ) ( x : +  2x  + 2)‘

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

1 x 4 + 6x  +8

3.48. Г___^  2>>l/vJ ( v j.tVI-Jv2 _ T v
dx.

3.1. - i - ln -  + 1+ c. 3 .2 .- - i n 1  + 2+C. 3 .3 . - - in
3— 5 +c.2 X 5 л: 3 2x 7

3 .4 .- - i n a i -  + b +c. 3.5 .-  — in x  + \ + C. 3 .6 .-In 2x + 3 +c. 3.7. ' in
3x + 5

a X 4 x - 3 5 x + 4 7 4x + 9 + C.

3.8.
b e - o f

-In a + bx
с + fx

+ C, 3-9. —[3 ln| x + 3| + 4 ln|x -  4|] + C.

3.10. JL[| ln|2x + 5| + J  ln|3x -  4|] + C.

3 . 1 1 . ^ - [ ^ n \ a  + b x\ -jln \ c  + fi\] +  C. 3.12. f  1 1 , 4
------------- In -  + 1

U  + *  4 X J+c.

з .1зД [— — im
3 3 + 4x 3

+ 4 ] + C. 3.14. —[

3.15.

3.17.

3.19.

1 1 ,H-----In x + 2
x - 3

+ c. 3.16.

- i l n
a a + bx a

1 1

-  + b ] + C.

5(x -  3) 25
1 t b 

(be - a f \ c  + fx )  (q f -  be)2 

______ с______  a f

14(2x - 5) 49
3- 4x

a + bx
c  + f x  

a + b x

+ C.3.18.

5 - 2 x
5

+ C.

+ — In
22(2x + 5) 121

x - 3
2x + 5

+ C

f (a f-b c \ c  + fx) b(af -  bc)‘
In

с + fx
+ C.
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3.20.

3.21.

3.22.

3.23.

3.24.

3.25.

3.26.

3.27.

3.28. 

3.30.

3.32.

3.33.

3.34.

3.35.

3.36.

3.38.

3.40.

3.42.

1 , ь ,  I 1 2x~ 1
— n 4 x ‘  -  4x  + 5 + —arctg ---------- ь С .
2 I I 4 2

— 7— ------ rlnla + fcd— 7— -------ч1п|с+ /xl + С.
a (a f - b e )  1 1 c ( a f - b c )  1 1

1 ln x~____________
10 x ‘ + Эх + 5 5л/П

3 2.T + 3 „  
arctg— р = - + С.

82'
In

—  ln
93

3x ‘ + 4x  + 2 

(2дг + 5)

11
4lV2

arctg -

л /й

З.т+2
л/2

+ C.

л/3 2дг — 2 ^+ — arctg — t=— + С . 
3 i V3

4x + 3 -  л/бТ

4x + 3 + V61 
6x — 1

+ C.Ilnkx’ + 6x - l 3| + —7=ln
2 1 1 2л/61
1 I I 13 — ■— InЗдг* -x  + 5 + —7 = a rc tg —= ^  + C.
6 1 1 Эл/59 л/59

<ar , I i 2a p - b a  2ax + b . ,, .—  max' + ox + d + — = arctg—j= r - - = , 4a c - b '  > 0  
2a a s j4 a c -b 2 -J 4 a c -b 2

a  , i , , I 2a f l - b a  .
—  In ax* + ox + с  + ----- . In
2^ 2aVfe; - 4 a c

2 ax + 6 -  л/б^ -4 ac

2ax + b -\ lb 2 - 4 a c

+ C.
, b 2 - 4 a c > 0

ln|x- 3| -  —arctg — + C. 3.29. —— —  + 1 ln|3x + 5|-  ln|x- 4| + C.

— + — + 4x + ln
(x + 2 )>

+c. 3.31. — + in
2

c(x-2Xx + l)̂ /jx^

x 4 , ,  2 27—  + — x  + 6 x  + 3 0 * ----------
4 3 x - 2

+ 721n|x-2| + C.

— xJ + —x2 +1 lx + — ln|x: -3 x +  l| + —7= In 
2 1 1 2л/53 2

1 3 11__________7___
x - 2  ( x - 2 ) 2 3 ( x -  2)3 4 ( x - 2 ) J

2 х -Э -л /5
2 x -  3 + л/5

x + 2

+ C.

+ C.

+ C.

lnjx + 1| +
1

x +1 (x + l)2 2(x + l)‘
■ + C.

(x -2):
- + lnX — 1 +c. 3.37. 16-21x-6x‘ 

250(x-2Xx + 3)J 625'
-In x- 2

x + 3
9x‘ + 50x + 68 1 
4(x + 2Xx + 3)2 + 8 "

(x + lXx + 2)”
(x + 3)”

+c. 3.39. *,+ * . - - i n  
16

+c.

1 + x
s(l-x2)2 l -x

+ C.

l-ln|x - 1| -  -jln|x + 2| + ̂ -ln|x + 3| + C. 3.41. i l n  ^  + C.

, - -2 1 x „ ,  . (x -lX x -2) 3 1 4 1In------- н—  arctg — + C. 3.43. In , —'  +—-------rr- + ----- + -------
x + 2 4 *2  (x + l)‘ 2 (x-l) x —1 x + l
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-j- lnlx -  3| -  —-ln lx - 1| + —  ln(x: + 4x + 5 ) +  — arctg(x  + 2) + C. 
52  1 1 2 0  1 1 65 v ;  130 '

3.44. ^■ln|x-l| +  ̂ ln|x + l| --i-a /r fg x  + C. 3.45.

1  1 -r ’ + 4 3 x  3 x  Am 1 3x2 - 5 x  + 2 _■Э.40. In - ;  ■ + - a r c t g --------r= a /-c fg -=  +  C. 3.47. —  In— ------------- + C.
V x 2 + 2 2 2 V2  V2  10 3x + 5x + 2

Y_^ ч
+ o ra g (x  + l) + C.3 .48 .—— +in|x+2|— a rc tg ; V— + c 3.49. in 

x + 2  1 ' vTi л/ГТ x -  5

4-§. Ba’ zi irrasional ifodalarni integrallash

Agar integral ostidagi funksiya irrasional funksiya boMsa, ba’ zi 
hollarda uning integralini hisoblash masalasi, rasional funksiyaning 
integralini hisoblashga olib kelinadi. Bu usulga integral ostidagi ifodani 
rasionallashtirish usuli deyiladi. Biz bu paragrafda irrasional ifodalar 
qatnashgan integrallarning ba’ zi turlarini rasionallashtirish usullarini 
keltiramiz. л,, x2,...,xn o'zgaruvchilarga nisbatan rasional boMgan 
funksiyani fi(x,,x,,....,x„) deb belgilaymiz.

4.1. j  R (x, X  “ , x ' ' .... x 1 \tx ko‘ rinishdagi ifodalarni integrallash.
Bunda R(x,xa, xp....x‘ )- o ‘ z argumentlarining rasional funksiyasi.

a = ^ -, p = ^-.. v = —  - rasional sonlar. Bu integralni hisoblash,
/7, П2 Hs

x = tk(k-nt,n!,.... laming eng kichik umumiy boMinuvchisi) almashtirish 
yordamida rasional funksiyaning integralini hisoblashga keltiriladi.

4.1-misol. Ushbu f x+^ * dx integralni hisoblang.
Jx(l + ̂ )

£ ]
Yechilishi. Integral ostidagi funksiya, x, =x, *, = x\x, = x 7,

o'zgaruvchilarga nisbatan rasional funksiya. Berilgan integral 4.1-
banddagi integral ko ‘ rinishida boMib, a  = /? = - .  n, = 3 , n, = 6. к = 6 . Uni

3 6
hisoblash, 4.1- bandga asosan, x = t" almashtirish yordamida rasional 
funksiyaning integralini hisoblashga keltiriladi: Дг = бг5л,

r x + Vx , r t6 + 1 s r I ’ +1 , г r ( + \------- P̂ -dx = —------ —6t dt = 6 — -̂ rdt = 61 (t + \)dt + 6\---- r<it =
J x(l + V x ) V ( 1  + t )  1 + f J \ + 1

= + 3 ( ’  + 6amgf + 3ln(l + f ) + C  =  -  Vx2" + 3t/ x  + 6a/r/g'Vx + 3 1n(l + ifx)+C .

4.2. J^?[x,(dx + ̂ >)г',(a x  + ̂ >),^ ...,(ax + й), ]d x , (4.1)

( f H )  ... ( ? Й )  ]Л ad-cb*Q) (4.2)
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ko‘ rinishdagi ifodalarni integrallash. (4.1) yoki (4.2) ko'rinishi-
dagi integrallar, mos ravishda, ax  + ft = t ‘ yoki ax+ = t "  almashtirish yor-

cx  +  d

damida rasionallashtiriladi, bunda к - a , v  rasional sonlaming eng 
kichik umumiy bo'linuvchisi.

4.2-misol. Ushbu f-J ^ ^ d x  integralni hisoblang.

Yechilishi. Berilgan integral (4.2) ko'rinishdagi integral bo'lib, 
— -  = r  almashtirish yordamida rasionallashtirilib, hisoblanadi:

\ ~ J - — dx= x = - 2 - v , dx = — % -rd t = 2 f '■ = -2 fdt + 2 f■—
] x\  x  1 -r  ( l - r 2)‘ 1 ( 1 - r y  J 1 1 - t

= -2t  -  I„|1Z£| + С = - 2 ^  -  ln[|x|(l -  + C.

4.3. J/?(x,\/a2 -дг2 jtfr, J/?(x,Va2 + x2 ]<&, ]7?(лг,л/дг2 -  a2] *  ko ‘ rinish- 
dagi ifodalarni integrallash.
Quyidagi: |л(х, Va2 -  x2 jir, Va2 + x2 )<&, J/?(x,\/x2 -  я2 jit (4.3) 

ko'rinishdagi integrallar, mos ravishda л: = asinf, дг = atgt, x = a sect, a e R , a *  0 , 
almashtirishlar natijasida rasionallashtirilib, hisoblanadi.

4.3 -misol. Ushbu jV  V4-.xJrfr integralni hisoblang.

Yechilishi. Berilgan integral (4.3) ko'rinishdagi ifodalarning 
birinchi integrali ko'rinishida bo'lgan ligi uchun, .v = 2sinr almashtirishni 
bajarib, hisoblaym iz:

j x 2\l4 - x 2dx = jx = 2 sin;, dx = 2costdt, \ /4 -4 s in 2 ( = 2cosr| =

= 16j sin2 (cos2 tdt = 4 J sin2 2 tdt =2j"(l-cos4()<A =2f-Isin4/ + C .

sin At = 2 -v/l — sin ’ t sinrfl -2  sin2 Д -  — < t < —, sin arcsin— = —, -  2 < x < 2v 2 2 (  2 J 2
formulalami e’ tiborga olgan holda, eski o'zgaruvchiga qaytib, integralni 
hisoblaymiz:

\x2s l 4 - x 2dx = 2t -  I s in  4 / + С = 2 arcsin —+ — (.t2 -  2 \ l 4 - x 2 + С .
J 2 2 4

4.4. r [x ,sIox'-+ b x + c \ lx (a * 0 , b: - 4 a c * o )  ko'rinishdagi ifodalarni 
integrallash.

Quyidagi: J л(дг,-Jax2 +bx + c  )fr (4.3)
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integralni hisoblash, undagi a ,b ,c  koeffisientlarga bog ‘ liq, uchta 
almashtirish yordamida rasional funksiyaning integralini hisoblashga 
keltiriladi:

1-hoi. a> о bo'iganda, (4.3) integralda 4 a x 2 +bx+c = ±t±Jax 
almashtirish bajariladi.

2-hol. о  о bo'iganda, (4.3) integralda •Jax2 +bx + c = ± xt  ± -Jc 

almashtirish bajariladi.
3-hol. а* о, ьг-4ас>0 bo'iganda esa, (4.3) integralda 

•Jax2 + b x + c  = t ( x - x , )  yoki -Jax2 + b x + c  = t ( x - x 2) almashtirish bajariladi.
Odatda, yuqorida keltirilgan uchta almashtirishlar - Eyler 

almashtirishlari deb aytiladi.
4 .4 -misol. Ushbu J- ~~~^=___— integralni hisoblang.

Yechilishi. i t-л -.г  kvadrat uchhad kompleks ildizga ega va 
a <о, с >о bo'lgani uchun, 2-holga asosan, V i+x-x2 =tx- i  almashtirishni 
bajaramiz:

1 + x - x 2 = t 2x 2 -2 /x  +  l; l - x  = t 2x - 2 t ;  x = *+ \ ' ,
1 + t2

. 2(1 - t - r ) ,  r----------- r  r + f -1
dx = -A ------- v l  + x - x '  = — x-------------------

(l+ r)’ <2+i

Shunday qilib

= - 2  f -— ^ -----= - 2  ai ctg{t + 1)+ С = -la r c lg  ~ ~ ~ x  X -+ .'r + '  + С
J (f+  1)" + 1 X

4 .5 -misol. U shbu \ x ~ ^ ?  +3* + i rfr integralni hisoblang.
x + v x 2 + 3x + 2

Yechilishi. Integral ostidagi x : + 3 x + 2  kvadrat uchhad x, = - l ,  x , = - 2  

haqiqiy ildizlaga ega bo 'lgan i uchun, 4.4 - banddagi 3-holga asosan, 
,-Jx2 + 3 x + 2  = t ( x + 1) almashtirish bajarib, berilgan integralni hisoblaym iz:

(x + lXx + 2) = r2(x + l)2; x  + 2 = f 2(x  +1); x = ;

4 , а Ц М ^ ) |1, м ь , .  2,
( I - ' 1)' 0 - . ' )  l l - r f

rx-Vx2 + 3 x  +  2 , r x ; + x 2 - 3 x - 2  , r 3x + 2
I--------1 , = J 7-------- = -  I 7-------
x  + V x -+  3x + 2 (x + V x 2 + 3 x  + 2 [  (x + Vx2 + 3x + 2 j
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Oxirgi integralda, integral ostidagi ifoda to ‘ g ‘ ri kasr bo'lgan ligi 
uchun, 3.1 -  teoremaga asosan, uni, sodda kasrlar yig 'ind isi shaklida,

2t{t + 2) _ А В С D E

( l - f X l  +  0 3( ' - 2 ) "  I - f  + ( - 2  + l + ( + (l + r)3 + (l +  r)5

ko'rinishda tasvirlab, А, в , с ,  D. E nom a’ lum koeffitsiyentlarni topamiz. 
Yuqoridagi tenglikdan,

2t(t + 2) = A(t -  2Xl + r)3 +  S (l -  f X' + ‘Y  +  4  -  Ф -  -  0 ( l  +  'Y  +

+ D {l-tX \  + t \ t - 2 ) +  E{ 1 -  t\t -  2) 

munosabatni hosil qilamiz. Oxirgi tenglikda / = 1, / = -1, 1 = 2 qiymatlarni
3 1 1 6ketma-ket q o 'y ib , л = - - ,  £ = - ,  B = - ~  ekanligini top am iz ./) koeffitsi-

yentni topish uchun,
2r(( + 2) = A(l -  2)(l + lY + B {  1 -  rXl + O’ + c(l -  Ф  -  /X l + lY +
+ D (l-/X l + 'X f - 2 ) + £ ( l - 'X '- 2 )  

tenglikning ikkala tomonini differensiallab, so'ngra unga f = - i  ni keltirib 
qo 'yam iz. Differensiallanganda tenglikning o 'n g  tom onida t = - 1 da 
nulga aylanmaydigan hadlarni yoz ib  olam iz:

At + 4 = D [-2t(t -  2)] + E [-(t -  2) + (1 -  ()]

Bundan t = -\ deb , 0  = - 6 D + 5£ = - 6D + |,D = -jI ekanligini topamiz.

Xuddi shunday, С koeffitsiyentni topishda ham,
2 l(t + 2 ) = A(t -  2 X1 + <Y + B(\ -  rXl + <Y + C (l - 1 \2  -  (Xl + tY  +

+ D(l -  (Xl + 'X' -  2)+ E(1 -  t$t -  2) 
tenglikning ikkala tomonini differensiallab, tenglikning o 'n g  tomonida 
t = 1 da nolga aylanmadigan hadlarni yozib  olam iz:

4( + 4 = 4(1 + tY + 3(r -  2 X1 + tY ] + B[-(l + lY 1 + C [-(t -  2 X1 + tY - ]  +
+ D [-{l  + t ) ( t - 2 ) ] - E { i - 2 )

Bundan, t = l deb olib,
128 5 1 178 = -4Л -86+4С+20 + E = 3+— + 4 C + -+ -, c  = ------ bo'lishini topamiz.
27 9 3 108 r

Demak,

f
x - y l x 2 + 3 x  + 2 dx = -  lnlr - 1| ■- — 1 4  -  2\-  —  lnll +1\ 

4 I I 27 1 1 108 1 1

5 1

x  + slx1 + 3x  + 2 18(r +  l)  6(r +  l ) :
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x + 1
4.5. Binom ial differensiallarni integrallash.
4.1-ta’ rif. Ushbu y"(a+fcjr")',<fr-ko‘ rinishdagi ifodaga, binomial 

differensial deyiladi, bunda a, b - haqiqiy sonlar, m ,n, p  - lar esa, rasional 
sonlar.

\xm{a + bx")‘dx (4.4)
ko'rinishdagi integralni hisoblash, quyidagi uchta holda, rasional 
funksiyani integrallashga keltiriladi:

1-hol.p- butun son. Bu holda m, n kasr sonlar maxrajining eng 
kichik umumiy boMinuvchisini orqali belgilab, (4.4) integralda x = r  
almashtirish bajarilsa, integral ostidagi ifoda rasional ifodaga aylanib,
(4.4) integral rasional funksiyani integrallashga keltiriladi.

2-hol. butun son. Bu holda (4.4) integralda a + b x “ = t \  ( s  son

-p  kasrning maxraji) almashtirish bajarilsa, integral ostidagi ifoda 
rasional ifodaga aylanib, (4.4) integralni hisoblash rasional funksiyani 
integrallashga keltiriladi.

3-hol. ^ i -  + p-bututi son bo'lsin. Bu holda (4.4) integralda,

t‘ = ax~“ + b (5 son -p  kasrning maxraji) almashtirish bajarilishi natijasida 
rasional funksiya integralini hisoblashga keltiriladi.

4.6-misol. JV*(i + V*)Vv integralni hisoblang.
Yechilishi. Integral ostidagi ifoda binomial differensial shaklidagi 

ifoda bo'lib , bunda m = ^,n = - , P = 4. /?-butun bo'lganligi uchun, 4.5 -

banddagi 7-holga asosan, t = '<fx,x = t6 almashtirish olinsa, integral
ostidagi ifoda rasional ko'rinishga keladi:

JV *(l + Vx)* dx = JV (l + Г  )J6 ( 5df = 6 J fR (] + 4 t2 + 6I4 + 4 11’ + i*)dt =

/ ( ’> 4 t "  ,  f 15 ,  I15 l {1)  „
= 6 —  + -------- +  6 ------ +  4 ------ + —  + C =

( 9  11 13 15 17 J

Л , - 3 , - - А ч * . , ” + б . ^ + с  =
3 11 13 5 17

bunda, , =

2 r~ 24 б/~Т 36 2i>r~ & 2 г~ 6 -6ГТ 
3 V' V t U WV + 5 Г ^  + + C ■

4.7-misol. J— r ~ d x  integralni hisoblang.
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Yechilishi. Bu holda, m = -5, n = 4, p = -  bo'lib, = —i i l  = - 1
2 и 4

butun bo'Igani uchun, 4.5 - banddagi 2-holga asosan, i - x 4=r 
almashtirish olinib, integral ostidagi ifoda rasionallashtiriladi:

J— -5—  dx = Jjr"’ (l-.r“)-1d!x = [д: = (l + f2)*, dx = —I(l — r*) <tdt] =

t dt ■dt--  2 ^(i_^)5-(i_,-7 -  2 -l(,_^):
1 r 1 —/ 2 — 1 ̂  l r dt 1 r dt

= 2 J ( T ^ f 2 J l - r “ 2 J ( ,_ r ) :
= —— Inll — f| +—ln|l + /I +—lnll — /I---^ -  V

4 1 1 4 1 1 8 1 1 8 ( 1 - 0  8
i-ln|l + ,t| + C =

= — In l + < 1
8(1+ () 8

ln 1+r 1 t
l - f 8 1 — t2t +C

bunda. t = -Jl-x*
4.8-misol. j\Jx(i~x2)dx integralni hisoblang.

Yechilishi. Berilgan integralda m = j,n=2,p = j, ^ i l + p  = 1 butun 

bo'lgani uchun, 4.5 -banddagi 3- holga asosan, -4-1  = t3 almashtirish 

bajarib, hisoblaymiz:

_ _ _ _ _ _ _  1 I
J \jx(l-x2)dx = Jx 3 (l -  x~ )5 dx =

= -J(l + ,

X = -------- X -
1 + r3

dx = -~. ,
2lf  +1

1
Г+77
I
* t2dt

Ы У

=41 -dt З ь  '■(i+r3)"*H 2 i'+t'J

dt = 

dt =

dt3 г dt 3 г dt _ 3 г dt 3 r

= ~2'T+7+2J (i + , ’ )! " _ 2 J(l + rX'; - '  + l) + 2 J (l + r)2(r! -r + l)2
Oxirgi integrallarda, integral ostidagi ifodalar to 'g 'r i  kasr bo‘ lgani 

uchun, ularni noma’ lum koeffisientli sodda kasrlar y ig ' ind is i  shaklida 
tasvirlab, so 'ngra noma’ lum koeffisientlarni topib, sodda kasmi 
integrallash usulidan foydalanib, integrallarni hisoblaymiz:

1 _ A Bt+C
( l + /)(/2 - t  + 1) 1 +t t 2 - t  + 1
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bunda, 1 = A(t2-r+i)+(fft+c)-(i+<), l = а(г- f  + i)+(Bf + c)-(i + t) tenglikda 

/ = - 1 deb, A = i  ekanligini topamiz. t ning bir xil darajalari oldidagi 

koeffisentlami tenglashtirib, quyidagi
t2 0 = A + B
t 0 = —A+B+C
t" 1 = A + C

• T I
sistemani hosil qilamiz. Bundan, c = ~, B = ~~ bo‘ lishi kelib chiqadi. 

Xuddi shunday,
l_____= _A_ в O + O Aft -  N

(l + r)2( r - f  + i)2 i + '  + (l + r): +12- t  + \ + (r- - t  + ])2

I = 4 l  + r)(f3 - t  + l): + /?(r -/  + l)2 +(c( + DXl + 0 2( r  - t  + l )+ (M  + \'){\+t)2
tenglikni hosil qilamiz.

Oxirgi tenglikda r = - i  deb, b  = -  ekanligini topamiz.

1 = A(\ + t) ( r  - t  + l f  + В ( г - t  + l f  +{ct + D\\ + t)2( r - t  + \)+(Mt + N)(\ + t)2 
tenglikning ikki tomonini differensiallab, t = - 1  da nulga ay lanmaydigan 
hadlarni yozib olamiz:

0 = ^(c2 - r  + l): + B 2{2 t-\ j(2 - t  + l)+.„.

Bundan < = - id e b  olsak, о = 9Л-18й, A = | bo'lishi kelib chiqadi.

1 = 4> + ')(<2 ~t + l)2 +B('2 - '  + l)2 +{ct + D\\+t)2( t2 - t  + l )+ (M t  + N)(l  + t ) 2 
tenglikning ikkala tomonidagi t ning bir xil darajalari oldidagi koef­
fitsiyentlarni tenglashtiramiz va

Г : 0 =A + C

tA : 0 = -A  + B + C + L

(’ .0 =  A -2 B  + D + M

t 2 :0 =  A + 3B + D + 2M  + N
t :0  = - A - 2 B  + C + D + M  + 2N
t" :\ = A + B + D + N

sistemani hosil qilamiz. Bu sistemadan , c  = -|> D = l  л/ = -l,  n = - i

qiymatlam i topamiz.
Demak,
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r dl 2 , „ , 1 \ r d { r -\ ) 7 r  dl
f ( , + + 1)1 3 ” 1 +f| 3(1 + Г) 3^ ( r  - /  + l )  3 J Г2 + r + 1

i r 4  __ * __ =—inii+fi— 1- , + Ч I 1 f
2 ^ _ г + 1)2 2  ̂ ((! -  r + i): 3"T ' ‘I 3(1+ r

1
1 , 1 ’ ,1 2 2 2 f П 1 I/" 2 ;----n r  - f + 1 + -------J=arctg-7= t —  + —==■---------- ;----- +
3 1 1 3 V3 л/Н  2 ) 2V3 f f - l j + l

2 2 2 f  П  

Sliunday qilib, berilgan integral quyidagicha hisoblanadi, y a ’ ni

I V 4 -*-’ ) * = — Ч 1 +'I+ - ' + 'I -  arcrg^ ( '  ~ i ) +

, i, i 1 1 , 1 ’ ,1 2 2 f  
+,H1+^ ^ + 2 lnlr - f+ ,l+7 f a^ 7 3 r 2 j +

3 ^  2
^ Г Т Г Т * Л т * 7 ! Г У * с

'■

,  - i - У — с.

bunda i = >/Л- 1д:'
4.9- m isol. integralni hisoblang.J -J/i , „4 ■“VT+x"
Y ech ilish i. Bu holda m = o. « = 4 , /) = --!- ^ i I +p = I _ i  = o boMgani

4 «  4 4

*/Пuchun, 4.5 - bandning 3- holiga asosan, c= i/x~4 + 1 = ——— almashtirishni 

bajarib, berilgan integralni hisoblaymiz:

f . dx—  = [x = (f4 - 1) ,̂ dx = - f3 (f4 -  l)"i dx] =

= - f ^ = I f p _____=
J (4- l  4 J ^  + l t - l )  2 J r + l

= - In
4

/ + 1
( - 1
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bunda t = ijx~* + 1

dx л r* r dx

Mustaqil yechish uchun misollar
Q uyidag i integra llarni hisob lang:

4.1. J —=—-p=. 4.2. f-
J [Z  +  i f Z  J j■Jx + iJx ' V x + Vx

4.3. j  4.4. f l± ^ E L x .
J  U . / V 4 - I  Ь  J .  _/* -  .  1i + vxTi J 2 + VTfT'

4.5. f i7 =— 4. 6.  f b ^ E L x .
J Vx + 2 ^  + ^  J l + Vx + 1

4.7. } л . 4.8. f P ^ L x - . 
Л/Х + 1 -  I  ̂л/х+ I + V-V — 1

« • I d f e V  4 . 1 0 / ^PZTtT) j v 7 + 2 T

S 3 * .  4 .1 2 . f ( x - l ) J ~ L

4.13. j f ^ 4 .  4 .14 .( ,] U+5x-

4.15. f------ ^J==dx.
J (4 x - 3 ) V 4 x - 3

Quyidagi integrallarni (Eyler almashtirishlaridan foydalanib) 
hisoblang:

4.16. f— 4. 17.  f—= £ _ .  4.18. Г ^ -----
1 + Vx* + 2x + 2 x V 4 x 2 + 4 x  + 3 (l + x)V 1 + x + x 2

4.19. f-----f  4.20. Г - - -  Ф . 4.21. f , A
.Y f  V.y '  -  ,Y +  1 Л'л/х2 -  X -  5 X г  V x :  -  X + 4

4 -2 2 - Ь т = = Т -  4 .23 .J  * *
W 2  + X - X  tJ { 6 x - 8 - x 2 )

dx 4 r x 2 dr
4 -2 - 4 .  ^  : ~ y  4 .25 .J

(x -  2)-/(7x- x ’ -  to )' -v/Г- 2x -  x ;

2x — Зх , < л я  г  Зх" — 5x

Vx2 - 2x + 5 ’ J л/з"-2х-х:
Quyidagi integrallarni, binomial differensiallami integrallash 

usulidan foydalanib,hisoblang:
4.28. f Vx(i + Vx)‘</x. 4.29. f-t=(Vx -  i)‘<iv

Vx

4.30. J *  v 4.31. Г-7- ^ Ц  -.
л / х1 (л/х ]) x(l t V x )
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4 .3 2 . 4 . 3 3 . J ^ ,

4.34. J -v/jr л/l + A'[x ’ dx. 4.35. J

X"

dx

4.36. J x ’ V 7 - 3 x'dx .

4.38. J- *
J

4.40. J-

4.37. f—
J ГУ

x-J 1 + x ’ 
dx

x Vi + x 3 ' 
dx

X s \[l +  -
V X

4.39. f
J  4

r  S/2 + л/х5" 
dx

dx

4.42 J
Vx2 - l

4.41. f
J ^ +l|

4.43.Jx-,,(i + *4)T1'1* .

Quyidagi integrallarni, |д(х.4x2+a2)lx, J/?(x,Va2- x 2)& ifodalarni 

integrallash usulidan foydalanib, hisoblang:
4.44. f h - x 2dx. 4.45. | \l9 - \ 6 x 2 dx.

4.46. jV a 2 - b 2x'~dx.

4.48. j-  dx

4.47. J JX

dx

■J(a2 - b 2x 2)

4.50. Jx̂ /(a2 - Ь ‘ х~Уicit.

4.52. Jx:V4-x!A. 
4.54. | \l4 + x : dx.

4.56. J-J(9 + x2)’ rfx.

4 -4M - r ^ T T -XV Я - 0  X

4 .51 .  | x ‘ \Ja2 -  b~x2 dx

4 . 5 3 . \ x ' y l ( a 2 - b 2x 2)" 

4.55. |Vo: + ft:x! rfx. 

4.57. |

dx.

+ * 2x : ) dx.

4.59. J r

4.61.

4.58. Jд'-у(t/2 +b2x2)‘"dx.

4.60. f e .
J  X

4.62.
J X

Quyidagi integrallarni hisoblang:
dx г x : a!x

4.63. J

X*

л/ 4 + x 2
dx.

4.64. J

Va —bx

4.65. | 

4.67. J

V25-X-’ ’

л/4-
=*/x.
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4.68. J
sla2 - b 2

-dx. 4.69. J

4.70. r _ * _ .
x 2\la2 - b 2x 2

4 .7 1 .J
J a 2 - b 2x 2 

dx

dx.

x AJ a 2 - b 2x 2

Mustaqil yechisli uchun misollarning javoblari
4.1. 2 VI- 4V* + 4 InjVx +1| + C. 4.2. 6[i.V I-^V I+ V I-in|i+ V I|]+ c

4.3. 2-У1+Т - 2 ln|VI77 +1| + C .4.4 ..y +1 - 2VI+T + 2 ln|VI+T + 2| + C.

4.5.2V I- 3 VI -  8 VI + 6 VI + 48 'VI + + 3 ln(l + 'Vl)+ у  ln(VI -  'VI + 2)-

171 2 ' V x - \  „

-7 > arctg^ r +c-
4.6. 6 t - i t 2 + ̂ l A + j/ 5 - j i 2 +31n(l + r)-6o/cfgf + C, t = 4 x  + 1.

4.7. x+4Vx+l + 41n|Vx+l -l| + C. 4.8. ^x2 -LyVx2 -1 + —ln|.x +Vx2 -l| + C.

4 .9 .6 [Vic -  2 In V I + ln(VI +1)- arctg'4~x] + С

4.10. in l + f

4 .1 1 .-in
4

l - r  
1 - 2

-  2arctgt + C, 1

t + 2
9t

( i
x - 2  
x + 2

4 x - 5 4.12. 1 -— V l-x 2 -  arcsin x + C.

4 .13 , - l E H  + C. 4.14.4 V I-6  Vic+ 12 VI+ 21n|jr|-361n(Vic+ l)+C.

4.15. — 7(4^3)r + - V 4 ^ 3 ----- Д =  + С.
96 16 32V4.Y-3

4.16. ln(x + l + Vx2 +2*+ 2)4-----------2 =  + C
.Y  + 2 + л/.y2 +2.Y+2

4.17 ‘ in ^ ± ^ 5 :+4-r +3 - ^  + c. 4 .1 8 .-2 arC/g1 + x W l + JC- x : +c. 
V3 2x +V4jc! + 4x + 3 + V3 *

4.19.21n|f|-iln|(- •—— -ln|/+l|+c, bunda < = — ..* + | —
r+1  2 1 1 Y

4.20 'in
V5

•Jx 2 - x + 5 +  x - t/5

Vx2x + 5 +x + л/5
+ C.

4 .21.8 ln|2r +1|- Iin|(-i|-yln|/ + i|+-^j-+c, bunda

. V2 + x - x 2 +V2 1 
x + 2V2

•Jx2- x  + 4 + 2

4 .2 2 .- -Lin
V2

4 .24 .— f I - 2( -  — l + c. bunda t
27 < 3 1

+c. 4.23. , 2(x~2) - У.6? - * - * ’ +C. 
V б л г - 8 - . Y 2 x -2

V 7*-10-x2
x - 2
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4 .2 5 .1(з - x U i  - 2 x - x 2 +2o;-csin^-j!l + C.
2 __VI

4.26 . x Jx ' - 2 x  + 5 -  5 ln(x- 1  + л/х2 - 2 x  + 5)+ C.

4 .27 .14a/rsin —  - 1  (3x-1 9)л/3- 2 x - x 2 + C. 4 .2 8 . ix 7'3 + — .t'1'6 + 3x4'3 + C 
2 2 7 11'

4 .2 9 .6  ^  + -\ n л/х- 1 3

4 .31 .3  In Гх
Vx + i 

1ь---- r=
i+VT

+ c 4 .30 .

4 .3 3 .- i n
6

1 + Vx

\l{\+x')2 , ,,

3( ^ - 1)’ (V ^ - i) ' 

+c. 4 .3 2 .2(1+ V x),/: +c.

■+c.

-In 1 л/Г

1 2\l\ + x 3 +x
+S arc,s^ ^ -

,1 + л/х3 +C.

4 .3 5 .- in
3

л/l + x3 -1
л/1 + х 3 +1

4.37.V(2.t-3,j +i)j +c . 4 .3 8 .1

+ c. 4 .3 6 .— +— +c. r = V T 3 7 .
42 24

f - 1
t + 1

-amgr + c, bunda г=л/Г

4 .3 9 .- i n
4

l + r
l - r

1 4/l , 4
--a rc tg + C, bunda f = - ——
2 x

4 .4 0 .1 ?4- - t0 +c, bunda t - J i+ l. 4 .41 . 
4 9 V X
f 1  -3 _________

4 .4 2 .—+-t- +t + c, bunda / = л/х2- 1 .
7 5

2(VT+i)3
•+c.

4.43.16) - - + — - - + C ,  bunda 
10 3 2

, л/l + x ^ ^  хл/9-х 9 . x „  
t = ---- ;— . 4 .4 4 .---------- +-arcsin  — + C.x- 2 2 1

4  i r  л/9 - 1 6 x ‘ 9 . 3x j хл/а2 - 6 2x 2 a 2 . 6x „4 .4 5 .x -----------+-arcsin  — + C. 4 .4 6 .--------------- + — arcsin— + C.
2 8 4 2 2 a

4.47 .
4л/4-х2

+ С 4 .48 .
а 2л/а2 - 6 2x2

+ C. 4 .4 9 .- I ln - л/а‘ - b 2x2
bx

+ C.

4 .50 . V(a2- 6 2x2)"f -+ c . 4.51, 262x3 - a 2x ГГТ a . bx ^. , , -------------- л/а - O x  +—r arcsin— + C.
(m + 2)6‘ 86' 86 а

/̂(а2 - b 2x~)"*4 a 2yj(a2 - 6 : x 2)' 
(m + 4) 6 4 (m + 2) 6 4

4 .5 2 .2 arcsin—( 2 - x 3)V4 - x : +C. 4 .53 .- - + C.

4.54 . хл/4 + х2 + 2 lnlx + V4 + x‘ I + С . 4 .55 . хл/я2 + 62x2 a+ —I 
26 п̂ х+л/а2+ 6 x +C.

4 .5 6 .4S* + л/9ТР~+ 121 lnlx+S 7 7 \ +c. 
8 8 1 I
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4 57 J a 2 + b2x 7 + 1 n\bx + J a 2 +b2x 21 + C.

x x

x

c. 4.64. ■ . * +c.
4 9 - X 2

arcsin — + C. 
a

4 . 6 7 4 . 6 8 . -

— arcsin —  + C.3

4.70. -  ~6 V + c. 4.71 . - a '‘ + ] ЬУ  J a 2 - Ь 2х 2 +C.
3 a x

5-§. Tarkibida trigonom etrik funksiyalar qatnashgan ifodalarni
integrallash

5. 1. |/?(sin*;cos.r)Ar ko‘rinishdagi integrallarni hisoblash. Ushbu

integralni qaraymiz.
1 )«(sin.v:cos.x) - sinx va  cos.v larning rasional funksiyasi boMsin. Bu

holda (5.1) integralda r = (-n<x<n) universal almashtirish olinib, uni
j .

hisoblash, r ga  nisbatan rasional funksiyaning integralini hisoblashga 
keltiriladi. Haqiqatan ham, quyidagi

munosabatlarni e ’tiborga olsak, (5.1) integral,

ko‘ rinishga keladi.
2) R(- sin дг; cos*) = -/?(sin дг; cos дг) boMsa, U holda, r = cos*, ,re(0 ; ; r )  

almashtirish bajarilsa, (5 .1) integral ostidagi ifoda, г ning rasional 
funksiyasiga keltiriladi.

j  /f(sin .v ;cos x)dx (5.1)
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3) ft(sinx;-cosx) = -ft(sinx;cosx) bo'lsa , U holda, r = sinx,

almashtirish bajarilsa, (5.1) integral ostidagi ifoda, г ning rasional 
funksiyasiga keltiriladi.

4) r ( -  sinx- cos дг) = ft(sin x; cosx) bo‘ lsa, u holda, г = tgx, x e ; y j  yoki

r = cos2x almashtirishlardan biri bajarilsa, (5 .1 ) integral ostidagi ifoda. r 
ning rasional funksiyasiga keltiriladi.

5.1-misol. Ushbu f--------—-------  integralni hisoblang.
J sinx + 2cosx + 6

Yechil ish i.  t = tg  ̂ universal almashtirish olib va (5.2) formulalarga

asosan, uni t ga nisbatan rasional funksiyaning integralini hisoblashga 
keltiramiz:

f f— n [  dt I f  dt 2 4 l
Jsinx + 2cosx + 6 ” M (3+2r + 8 ~ 2 V  + i V 3i _ 7зТа,СГЯ7зГ + 4 ^

v + 4 J + 16
2 4 x l , „

= “7 =  arc/g - ; =  ( t g  -  + - )  + С .
V H  Й  2 4

5.2-misol. Ushbu f— ---- integralni hisoblang.
J sin XCOS X

Yechil ish i. Agar — —1------ ifodada cosx ni -cosx ga almashtirsak, u
sin д:cosx

holda, uning ishorasi, qarama - qarshi ishoraga o'zgaradi. Shuning 

uchun, t -  sin x, x e f - ^ ;  y ja lm ashtir ishn i olish qulay boMadi. Bunda,

x = arcsin(, dx -  —= 2 = d t ,  cosx = J\ -  sin3 x = J ]  - f  ,
V l - r

va
dx r 1 1 , г dtr d x __ _ r___ i_______i___ f at

sin1 x cosx -J f ' j i - t 1 7 l - ( 2 t' (l -  < ) 
r dt r d i  r d t  1 I ' ,= —+ —+ ---- -.- =----Г— + -ln
V  J r  J l - r  3t t 2

I 1 - 1 ,+ C = -----------T - ——  + —ln
3sinx sinx 2

1 + sinx
I -  sin x

+ C .

5.3-misol. Ushbu f— i ntegralni  hisoblang.
J sin xco sx X

Yechil ish i. Integral ostidagi ifodada sinx ni - s in x  ga 
almashtirgan-da, u o 'z  ishorasini teskarisiga almashtiradi. Bu holda 2) 
almashtirishni, y a ’ ni i = cosx, x e (o ; i )  deb olish qulay bo'ladi. Bunda,

x = arccosr, dx = —  - dt, sinx = Vl -  cos2 x = s l l - t 2 , sin3 x = -y/u~ cos' x)3 =

va
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r dx 
' sin' ,vcos: дг

1 1 ,= -  - + -  Inl 2

‘ f ~ r= = = --- r~ - -  f "V7~—rvrff = f -7 dt + f —L-dt -! t2{\-r) h 2 J l - / 2

1 + f + C - -  1 + 1 In
1 + COS X

1 -/ cos x 2 1 -  cos x

5.4-misoI. Uslibu J- sin xdx

+ C.

integralni hisoblang.
2sin.v + 3cos*

Yechilishi. Integral ostidagi ifoda. sin a- va cos.i- larni ,mos ravishda,
- sin ,v va — cos x larga almashtirganda, o ‘ z ishorasini o ‘zgartirmaydi. Bu

holda t = tgx, x e к к
1 ' 2

almashtirish bajarilib, berilgan integral ostidagi

d tifoda t ning rasional funksiyasiga keltiriladi: x = arctgt, dx = -^ -4  va

b
sin xdx_________ = Г f

2sin.Y + 3cos.v ■* 2rgx + 3 * (2t + 3)(l + r )

V , to 'g ‘ ri rasional kasrni, noma’ lum koeffisientli (3.6)
(2f + 3)(l + f 3) fo '

ko‘ rinishdagi sodda kasrlar y i g ‘ indisi shaklida tasvirlaymiz:
I _ A Bt + C 

(2r+ 3)(l + r )  ~ 2 f + 3 + 1 + r  

Undagi noma'lum koeffisientlarni topish uchun, yuqorida 
ko'rsatilgan noma’ lum koeffisientlar usulidan foydalanib, chiziqli 
algebraik tenglamalar sistemasini yechamiz:

tdt

t = /l(l + t2)+(Bt + C)(2t + 3) 

sin.rciv r, A
h

в< + с и  +-----—]dt

Л + 2Й = 0, 
ЗВ + 2C = 1, 

A + 3C = 0,

6 r d t
— J-n  J :

Л = - —,B = —,C = —, 
13 13 13

1 r 3/ + 2
+ — ----- rdt =

"  J  1 +  Г2sin.v + 3cosx J ‘ 2r + 3 1 + r  J 1 3 J 2f + 3 13 J
3 3 1 1 2 3 2= ----- In 2r+ 3| н----- In 1 + t 2 + — arcigt + C = ------ ln|2sin.v + 3cosl + — x + C.
13 1 1 26 1 1 13 13 1 1 13

5.2. |sinor.rcos/?.rdr, js in a x s in / lx d x , Jc o sa x co sflx d x  ko‘rinisllidagi 
integrallarni hisoblash. Bu integrallar ostidagi ifodalarda, quyidagi

sin ax cos px = ^[sin(ar + p )x + sm (a - p)x\ ( * )

sin a* sin Px = -̂[cos(ar -  p )x -co s(a  + p)x\ 

cos ax cos px = i  [cos(a + ft)x + cos(tr -  p)x\

formulalardan foydalanib, ularni integrallash mumkin.
5.5-misol. Ushbu Jsinaxcos/JrciY integralni hisoblang. ,

Yechilishi. (*) formuladan foydalanib, integralni hisoblaymiz:
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5.3. j sin“ xcos" xdx (n, m&Z) ko'rinishdagi integrallarni hisoblash.
I. n,m - lar manfiy boMmagan juft sonlar bo‘ lgan hoi. Bu holda, 

darajani pasaytirish, y a ’ni

formulalar qoMlaniladi.
II. n.m - lar natural sonlar boMib, hech boMmaganda ularning 

birortasi toq boMgan hoi. Bu holda, misol uchun, m toq boMganda, 
sinx = r ; n toq boMganda esa, cosx = / almashtirish olinadi va 
l - c o s 2 x = sin2 x yoki l -  sin2 x = cos2 x formulalarning biridan foydalanishga 
to‘g ‘ ri keladi.

III. n, m - larning ikkalasi ham butun manfiy boMib, |«| va jmj 

sonlar juft yoki toq boMgan hoi. Bu holda tgx = t yoki agx = t almashtirish 
olinib.

IV. n, m - butun manfiy sonlar boMib, |«| va |«z| sonlaming biri toq 
boMgan hoi. U holda, agar ]ш| - toq boMsa, sinx = r ,  |«j- toq boMganda 
esa, cosx — t almashtirish olish maqsadga muvofiq boMadi. B a ’zi hollarda 
\n\ va |mj larning darajalari katta boMganda integral ostidagi 
funksiyaning suratida i ni sin2x+cos2x yigMndi bilan almashtirish qulay 
boMadi.

V. n - juft son, m - esa, butun manfiy son boMgan hoi. Bu holda 
sin2 x = l-co s2 x formuladan foydalanib, integral

, •> 1 . 1 *1 + tg ' X = ---- -— , 1 + Ctg X = ----7
cos' x sin'

formulalarning biridan foydalaniladi. 
Ushbu

J—:—-—,n > 0 ea j ---- — , m > 0
sin x cos

integrallar ham, III holga keltirilib hisoblanadi. 
Haqiqatan ham.

sin"x 2"'1 sm
2 2
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f _ * _ ,  aeN  
1 cos" X

ko'rinishdagi integralga keltiriladi.
m- ju ft son, n- esa, butun manfiy bo 'lganda co s2 x  = i - s i n 2 x 

formuladan foydalanib, hisoblanishi kerak bo'lgan integral,
f ■ - -  - , a  e N 
J sin" x

ko'rinishdagi integralga keltiriladi.
Vi. n -  toq, son m - esa, butun manfiy son bo'lsa , bu holda c o sx = t 

almashtirish olib, s in 2 x  = i - c o s 2 x  formuladan foydalanish kerak.
m  - toq, n  -  esa, butun manfiy son bo'lganda almashtirish olib, 

co s2 x  = I — sm - * formuladan foydalanish kerak.
B a ’zi hollarda, y a ’ni \n\ va |m| daraja lar etarli katta bo'lgan 

integral ostidagi funksiyaning suratidagi l ni s in 2 x + c o s 2 x ga  almashtirish 
qulay bo'ladi.

5.6 - misol. Quyidagi integrallarni hisoblang:

' s in J x cosJ д:
1) f s i n 4 x cos2 xdx; 2)  f s i n 3 co s2 xdx; 3) f — г-------- -— dx;

J J J sin atcos x

4 ) J - — 5— <&■; 6 ) l ^ d x ;  7 ) J - - •-• l
J  cos X J sin X J Sill X 3 S i n ‘  JtC O S X

Yechil ish i. l ) B u e r d a  /? = 4, m = 2 boMgani uchun, 1 - holga asosan,

s in : jt = i ( i - c o s 2 x )  formuladan foydalanib, integralni hisoblaymiz:

r  • 4 2 , 1 f  ■» • , 1 f  1 - C O S  I X  1 - C O S 4 A 'sin ,rcos xdx -  — sin' x-sin* 2xdx = — -------------------------- dx =J 4J 4 J 2 2

= — J(l - c o s 4 x - c o s 2 x  + cos2xcos4x)c&- =

= — x -  — sin 4x~ — sin 2x + —  f (cos 2x + cos 6x)dx =
16 64 32 1 6 J

= — x - — sin 2 x - — sin4x + — sin2x + —5—sin6x + C =
16 32 64 64 162

= — .t - —  sin 2 , r - — sin 4 x + —!—sin 6,v +C.
16 64 64 192

2)Jsin’ x-cos2 xdx integralni hisoblashda II holdagi almashtirishdan
foydalanamiz: bunda «  = 3, y a ’ni u toq bo'lgani uchun, cosx = r
almashtirishni bajarib, quyidagiga ega bo'lamiz:

j s in ’ x - cos2 xdx = - J s in 2 .vcos2 x d cosx = - J ( l  -  cos2 x)cos: xdcosx =

17 j cos’ x cos5x _= - J  (cos- x - c o s  xjdx = — — + + --------+ C.
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3) integralda n = -3, m = -5 bo‘ lib, |n| va |m| lam ing ikkalasi ham toq 
boMgani uchun, III holga asosan, agx = t almashtirishni bajarib,

1 + crg\t = - formuladan foydalangan holda hisoblaymiz:

1 , r dx________ _ _____ dclgx
.  2 COS X . 6 . 5Sin X -- r —  SHI X  Ctg X-

sin x

r (\ + ctg2 x)' dctgx _ (l + /ц: )Sdu
J rtâ  y h’

(l + ctg2x f

C tg X It

l  + l  + ub u = f + fL_ + 2 ,^ - 3 i n | „ | - !L  + c
и а  и

1 1
u=cigx

3 1 - 3 ln|c£&x| c tg  с, ...r v i  -+c.
4 ctg x 2 ctg'x 2

4) integralda « = 5, m = - 2 , y a ’ni » - toq, - butun manfiy boMgani 
uchun, VI holga asosan, cos* = / almashtirish olamiz va sm2x = i - c o s 3x 

formulani qo‘ llab, integralni hisoblaymiz:
r s in 5 x ^ _ 1*s in ■* xdcosx •(t - c o s : X " d cos x

\X~ 2ul+uAdu
cos2 X co s:  X COS X ~  ~ и*

5)

-  + 2 u -  —  + C 
и 3
dx

1 cos x------ + 2 cos .T-----------+ С .
cosx 3

sin x
foydalanib, uni quyidagi

,  ctr

integralni hisoblashda. sinx = i s m —cos- formuladan

1 du

' sm' v 24 sin5- c o s 5-  24 sin » cos5“ 
2 2

ko'rin ishga keltiramiz. Keyingi integralda n--5, m = -5 bo'lib, и va m 
larning ikkalasi ham toq bo‘ lgani uchun, 111 - holga asosan, ctgx = t 
almashtirishni olish qulay bo‘ ladi:

r dx 1 r dctgu Г , I ] 1 rfl  + r 2)4 ,
— r -  = r -  — ~ ~ r -  = 1 + ct8 ’« = —— = — ------- d:J sin' x 2 4 J  c t g  и sin' и (_ sin* и j  16J г

i f l+4.- : + 6 r 4 +4.-'’ +:
16-1

- d z  =

I. 64 8 8 11 8 64 J

6 ) integralda «=---2, «i = 3, y a ’ni n - butun manfiy, m - toq boMgani 
uchun, V holga asosan, smx = < almashtirish olamiz va cos! x = i - s i n 2x 
formuladan foydalanib, integralni hisoblaymiz:

67



rcos’ x ^  r(l — sin~ x)tfsinx _ г (1 - u 2)du 
J sin2 x •* sin2 x u2

— Jti~2d u - J d u  = ^ - i - u  + c j ■sinx + C .

7) integralda n = -2 . w = - 3  y a ’ni « va m manfiy sonlar bo‘ lib, \m\ toq 
bo igan i uchun, IV holga asosan, sinx = « almashtirishni olib, integralni 
xisoblaymiz:

J  S in  X COS X J 

_ f du
» 2( l-I ,) : (l+I/): ■

d sin x
sin2 x cos4 x J sin2 x ( l - s in 2)2 u2( l - u 2)2= b

du

M ustaqil yechish uchun misollar

Integrallarni hisoblang:
5.1. Jcos: xdx. 5.2. |cos’ pxdx. 5.3. J sin ’ pxdx.

5.4. | cos4 pxdx. 5.5. Js in’ xdx. 5.6. j i g 3d\

5.7. | cr'xdx. 5.8. j  cos5 xdx. 5.9. J sin4 pxdx.

5.10. | cos7 xdx. 5.11. jc tg 4xdx. 5.12. | sh2 xdx.

5.13. | .sh’ xdx 5.14. |ch'x shxdx. 5.15. JcA2xdLv.

5.16. |i/i4xcix. 5.17. | ch' xdx. 5.18. J ch* xdx.

J sin px cos qx dx, J sin px sin qx dx, J cos px cos qx dx ko‘ rinislldagi 
integrallarni hisoblang:

5.19. J cos 5xcos9xdx.

5.21. j  cos4xcos* dx.

5.23. | sin3xcos5x dx.

5.25. J sin pxsmqx dx.

5.27. J sinxsin2xsin3xA.

5.29. fsinxsin— sin— dx.
J 2 3

5 .3 1 .J sin’ 2xcos2 3xa!x.

5.33. Jsh2xsli5x dx.

5.35. | sli3xch5xdx.

5.20. J sin5xsin3xciv.

5.22. J sin7xcos3x dx.

5.24. j  cos pxcosqx dx.

5.26. J sin pxcosqx dx.

5.28. J cosx cos cos5x dx

5.30. J cos2 ax cos2 bxdx.

5.32. J cos x cos 2x cos 5x dx.

5.34. J chixchlxdx.

5.36. ji/i(2x + 3)sh(2x + 5)dx.
dx

sin л: J cos x
ko‘rinishdagi integrallarni hisoblang:
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5.37. f - * - .  
J sin x

5.38. f *  .
J sin x

5.39. J *
J sin j:

5.40. Г *  .
J sin' x

5.41. f *  .
J Sin X •

5.42.
J  CO SX

5.43. f *  .
J  COS X

5.44. f *  .
J  COS X

5.45. f *  .
J COS X

5.46. f *  .
COS X

5.47. Г-4-.
sh x

5.48. f - 4 - .
J sh4x

5.49. \ ~ .
■* ch x

5.50. f * L
■’ c/r X

5.51. Г£*!£л . 
J c / t r

fC0S" V  f^ J-d x  ko'rinishdagi integrallarni hisoblang:
«* r  J  С .О Ч 4 Y

5.53.
J COSX

5 .5 5 . f
r
'-dx.

' cos' X
г s in 3X
’’ COS'! X

5.59. f^Lidr.
J COS X

5 . 6 1 . ( 5 2 ^ * .
1 sinx

5 .6 3 .\ ™ L ld x .
1 sinx

5.65. Г ^ л .  5.66. Г ^ л .
J sin x  J sin‘ x

5.68. f^ d x .  5.69.
J sin r  J cin r

, \^-^dx ko'rinishdagi integrallarni hisoblang:
1 chqx

5.70. f £*!*&.
J chx

5.71. Г£^£л . 
J с/гх

5.72. j

5.73. Г
J ей x

5.74. Г ^ л .
J  d l* X

5.75. J

5.76.
J  d r  i

5 .7 7 .
J ch x

5.78. J

5 .7 9 . Г£^£л .
J shx *

5.80. f—
1 shx

5.81. J

5.82. f— Л.
J л/tjc

5.83.
S sh'x

5.84. J

sh'x ,------ dx.
cltx

sh2x — —dx. 
ch>x
sh2x , — r-dx. 
ch x
cĥ x
------dx.
shx
cĥ x , 
— :—dx. 
sh x
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5.85. 5.86.f£^<iv. 5.87.
1 s h  x 1 sit  x 1 s h  x

5.88. f~ x~dx. 5 .8 9 .\c- ^ d x .
* s h  x J s h  x

j"sin''xcos*xdx  ko'rinishdagi integrallarni hisoblang:

5.90. j  sin2 ,v cos * dx. 5.91. J sin2 ,rcosJ xdx.

5.92. J sin2 xcos'1 xdx. 5.93. J sin’ x c o s x d x

5.94. j  sin' xcos2 xdx. 5.95. J sin’ x c o sx d x .

5.96. J sin4 xcos xdx. 5.97. J sin4 xcos2 x dx.

5.98. J sin4 x c o s 3 xdx. 5.99. J sin4 xcos4 x dx.

|s h 1'x ch"xdx  ko'rinishdagi integrallarni hisoblang:
5.100. j s l tx c l ix  dx. 5 .101. j s l r x c h : x dx.

5.102. JsA2xc/i4xdr 5.103. Js/г’х c l r x .

5.104. j s h ' x  c h 3xdx. 5.105. j  s h 3 x c l r  x d x .

5.106. j s h 3x c h Ax dx. 5.107. j s h 4x c h t x dx

J —-  ko ‘ rinishdagi integrallarni hisoblang:

5.108. Г— ^ — . 5.109. f— . 5 .110 . f dx
J sinxcosx J sin cos- v Jsin x cos x J sin cos' x J sin д:cos x

5 .1 13 .J—•'em

sin cos X  ■'sin X CO S X

dx
s i n *  X C O S X

. 5 .115 . f— ■ .sin4 cos* x J sin" xcos x
5.116 . f -

J

dx
sin xcosx

dx :  n o  [ dx с 1 1 n г dx5.117 . f , , , . 5 .118 . f  / r , . 5 .119 . f
J sm cos' x J sin xcos x 1 sin4xcosx

5.120. f 4 A  , . 5 .121. 4 . 5.122. f ^  , .J sin xcos x J sin xcos x J sin xcos x
f— ——  ko ‘ rinishdagi integrallarni hisoblang:
3 s h px c h qx

dx e  1 ЧЛ f  dx с , f dx5.123. f — -—. 5.124. f— 5. 125.  f-
J shxchx J shx ch x J s_____________________ _

5. 126. J— 5. 127.  r - A - .  5.128. Г— .
sh x  c h  x xh y rhY  •> vh~Y /~/»2 v
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5.129. Г - ^ —. 5.130. f— ^ — . 5.131. f dx
J sh xchx J sh x ch x 1 sh‘ x ch x

5.132. f - £ —. 5.133. Г - ^  , . 5 .134. f- A ,  ■
1 sh chx J sh x ch x -1 sh xch x

| s(sin-v. cos)dx, (bunda R -  rasional funksiya) ko'rinishdagi 
integrallarni hisoblang:

5.135. r— * — . 5.136. f— dJL—
* 3 + 5 cos x ' 10 + 8 cos x

dx с  n o  с dx

5,

5 + 4cos.v J 13 + 5sinv
dx г  1 r dx. 1 3 9 .  f — r l —  5 . 1 4 0 .  fJ 4 4 Я sin v JЗч Ssin.v J 5 + 3sinx

5.141. f— * — . 5.142. f— —— .
1 a  + b cos-x J a+/>sitix

dx с  1 1 1  r dx5.143. f------- — -------- . 5.144. f—
J 4rn«s r  4- 4sin r  4- S •'sin1 4 c o sx  + 3 s in x  + 5 J s in x  + 3 co sx  + 5

5.145. f----- A ---------. 5.146. f 3sin-v~2cosjr^.
J 5 - 4 s i n x  + 2 co sx  J 1 + cos.t

5.147. j — — —--------.--------------- 5.148. f dx
- 7  s in  r  4- 4  r n s  V 4- j

5.149.}

2sinx + 3cosx + 3 J 3 s in x -4 c o sx
dx

a + ftcosx + csinx

5.150. Ushbu J„ = f------- - v------ --(л2 +/r ?o,ne,\) integral uchun
(acosx + 6 sinx)"

1------------------ | as inx- f tcosx  , > 'l 
=7---- —7----- n h ---------------- r-T + VI_2K - ’ |.( ( !-1дя ‘ hb J^ acosx  + fesinx)" J

rekurrent formulani isbotlang, uning yordamida

./, -  f------- - ----- - integralni hisoblang.
(2 cos x + sinx)

5.151. Ushbu J„ = f - — - - —-r  (wi?!/>|. ne .v) integral uchun
(cicosx + 6)"

y " = 7 — й П — л л !  Г — - ^ r -  (2« -  3 R - ,  + (« -  2)J„_2 \  n > 1(/г--1дл -b  (acosx + bj J

rekurrent formulani isbotlang, uning yordamida

« ) { ,- — — — tt,(0 < c <1). * ) | - ---- — — ^ ,£ > 1
(1 +  £ C O S .t ]  J  (1  •+■ €  COS X)
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in tegra llarni hisoblang.

5.1 ЛГ + —sin2x + C 5.2 . —sin p x ——sin3 /?x + C .5 .3 .—  cos3 p x - —c o s  p x  + C.
2 4 p 3p 3p p
3 1 2 1

5 .4 .- X  +— sin4/« + C. 5 .5 . - c o s x  + —cos3 x —  cos5 x + C.
8 4 p ' 3 5

5 .6 . 6) -/ g3x + ln|cosx| + C .5 .7 .-  —ctg2 -ln|sinx| + C.

5 .8 . sin x - —sin ’ x + is in 5 x + C. 5 .9 . — -  — sin 2px  + —— sin 4 ox + C.
3 5 8 np 32 p '

3 - 1  1 •5 .10 . s in x -s in 3 x + -s in ’ x — sin7 x + C. 5 .11 . cfex— ctg’x + x + C.5 7 s  j  «

5 .1 2 .- s / ? 2 x - - + c .  5 .1 3 .  — clix + — ch3 X + C.
4 2 3

5 .1 4 . —ch4x + C. 5 .1 5 . —sh2x + — + C. 5 .16 . —x -  — shx chx + — sh3 x chx + C.
4 4 2 8 8 4

5 .17  . s/ix + — sit* x + C. 5 .18 . 3 x+ -shxchx + —shx ch'x + C.
3 8 8 4

5 .19 . -s in  4x + — sin 4x + C. 5 .20  . —sin 2x -  — sin 8x + C.
8 28 4 16

5.21 . -  sin 3x + —  sin 5x + C. 5 .2 2 .-  - c o s 4 x - —  coslOx + C.
6 10 8 20

5 .2 3 .-  — cos 8x + —cos 2x + C.
16 4

5 . 2 4 . sin(p + g)x + s|n ( p - g) x + ^  2ч 
2(p + q) 2 ( p -q )  }

5 . 2 5 - sin(p + g)x + sin( ? - p ) x  + c , (_w )
2(p+ q) 2 (q -p )

5 .2 6 . - C0<P + ? ) x - C°s(P " q).r + c  , x 5>27>c o s6x _ c o s4 x _ co s2 x
2(p + q) 2 ( p - q )  v  '  24 16 8

с  sin9x sin7x sin3x sinx _5 .28 .— -— + --------+ -------- + -------+ C.
36 28 12 4

с  л п  3 x 3 5x 3 7x 3 1 lxJ .Z y .  —cos-------- cos------ -— cos —  + — cos—— + C.
2 6 10 6 14 6 22 6

С ЧП x s>n 2ax sin2fcx g s in2(a-6)x  sin2(a + 6)x ^3.JU.---1 l  h-----------г--- 1 j-----г---h С .
4 8a 8 b 16 (a -b )  \6(a + b)

3 3 1 3  15 .3 1 .-  — cos 2x н-----cos 4x ч----- cos 6 x ------- cos 8x + -----cos 2x + C.
16 64 48 128 192

5 .32  . -sin 2x + —sin4x +— sin 6x + —sin 8 x + C. 5 .33  . —sft7x - —sh3x + C.
8 16 24 32 14 6

Mustaqil yechish uchun misollarning javob la r i

72



5 . 3 4 . - ! -  shlOx + —sh4x + С. 5 . 3 5 . -  chSx — — ch2x + C. 
20 8 16 4

5.36. -  - c h i  + -s/z(4x + 8) 4 С 5.37. In rg- + C.

5 . 3 8 . - _ ^  + 1| n tg -  + c. 5 .39 ,-
2 sin x 2 2

cos x 3 _ 1— -----—ctgx + С =
3sin x 2 3 ctg'x

- ctgx + C.

с  <n cosx 3 cosx 3, x5.40 .  ------------- — + - ln  l g -  + C.
4sin x 8s in ‘ x 8 2
1 25 .4 1 .- y  ctg5x - —cig,x -  cigx+ c. 5.42. in

-  Л 1  sinx 1 , ( л  x5.43 .----- — + -ln/g —+ -
2cos~x 2 V4 2 )  3cos x 3

c  . c  sinx 3 sinx 3. . . .  .. ,5 .4 5 .------— +------ -— i— In fgj —+ — | +c.
4 cos x 8 cos'x

+ C.

.  £ i i  sini 2 1 ,+ C. 5.44 .------ -— + — tgx + C = —tg x+tgx + C.

, л  x 
« 1 Г 2

1- i
5

c  sinx 4 , 4  i , i  ,5 .4 6  .  :— + —l g  x + —tgx = —t g  x 4— t g  x + tgx + C.
5 cos'x 5 * 5 3

-  ЛП cl IX 1 , X5.47 .  --------In tv -
2sh-x 2 ' 2

+ c . 5.48.—  cth1 x + ctkx + С . 
3

5.49. + —arctg(shx) + C. 5.50 . - - t h ' x  + thx + C. 
2 ch'x 2 3

5.51. —ch2x -  In chx + C. 5.52. — sin x + In 
2

5.53 . —cos3 x-ln|cosx|j + C. 5.54.- s in 3 x - s in x + lr

+ C

'S
n  X

4 2
+ C.

5.55. —— + c . 5.56. t g x -  x + c. 5.57 . COS X + - -+c.
1 3 !5.58. (gx + — sinx cosx —  x + C. 5.59 .— —-— + Inlcosxl + C. 

6 2 2 2 cos x 1 1

5 . 6 0 . - - U -  1
cosx 3cos’ x

+ c . 5.61 .cosx + ln + c 5 . 6 2 . ^ ^  + in| sin xj + C.

15.63 . -  cos’ X + C O S X +  In  
3

+ C. 5 .6 4 . - c l g x + x  + C. 5 .6 5 .-s in x ------- + c.
sinx

5 .66 . -  c t gx  -  0,5 sin x cos x -1,5x + C. 5.67 . - 1
2sin" x

-ln|sinx| + C.

5 .6 8 .—-------- K -  + c - 5 . 6 9 . c t g ' x  + c t gx  + x + C. 5 .70 . slix -  a r c t g ( s h x )  + C.
sinx 3sin x 3

5 .71 . i  c h ‘ x - Inc/ix + C. 5 .7 2 .1 s h ' x -  shx  + a r c t g ( s l ix )+ C. 5 .73 . x - t h x  + C.

5 .74 . -  —x + — sh2x  + thx + C. 5 .75 . — + —ar c t g ( s h x )  + C.
2 4 2 c h 2x 1 '

5.76 . — — н----+ C. 5 .77 . -  -f/i5x -  thx + x + C.
chx  3ch  x 3
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5 .78 .j,л’х+с.5.79 . chx + in th- + С. 5 .8 0 .  }-cft2x + ln[̂ /ixj + c .

t l i - + C .5 .8 2  . — c/r’ .v + ln|stor| + C. 5 . 8 3 .  x -  ctlix + C.5.81 . —ch'x + chx+ \n 

5 .84 . shx -  ~  + C. 5 .85 . ~ x + ~ sh2x-  ctlix + C. 5 .86 . -  ~cth2x +1 n|i/ix| + C.

5 . 8 1 .  chx— ~ —  — In r/?- 
7sh~x 2

+ .v + C. 5 .88 . — cth'x -  ctlix + x + C. 
3

5 .89 . - i  ctlvx + C. 5 .90 . -  x - —sin 4,r + C.
8 323

Дс = - ’
3'

5 .9 1 .1  sin3 x - 2 s i n '  x + C. 5 .92 , — + — sin 2x-
5 16 64

5 .93 . i s i n 4 x + C.5 .9 4 .- c o s 5 x - ^ c o s 3 x + C.
4 5 3

5 .95 . cos5x- 3 cos2x) + C. 5 .96 . 'T + C.

— sin4x------ sin6x + C.
64 192

64l3
— 1 1 . 1 1Э.У /. —x —— sm2x-----sin4x + — sin6x + C.

16 64 64 192

5 .9 8 .-s in 3 x( ̂ - + 2 Cos3x-cos4 x) + C ,5 .9 9 .— X— — sin4x + —-—sin8x + C.
1 5 5 128 128' 1024'

5 .1 0 0 .- j^ + c .5 .101 .- ^  + l-i/;4x+c. 5.102. ji/ j3xc/i:x + li/ 7 3x+c.

5 .103 . - i - x  ——sh2x  + - —sli4x + - ! —s h  6x + C.
16 64 64 192

5 .104 . 2.sA3x ch'x—?-c/i3x + C .5 .105 . — shc’x + —sit2x = —chr' x - —ch*x+C 
5 15 6 4 6 4

5 .106 . - s h 2x - ~ i/i3xc-/?5x + c.5 .107 . —
35

-j/i4x + ------ sh8x + C.
128 128 1024

5 .1 0 8 . ln|fgx| + c. 5 .1 0 9 . - L .  + In tg £| + c. 5 . 1 1 0 ___ i _  + In!Ы  + с.
ms г 2 2 cos'x

5 .1 1 1 .- 2 — + — L _  + |n

cosx
X

cosx 3cos’ x t g - +c.

5 .112 . In tg
Я X---1--
4 2

]_
sinx + C. 5 .113 . - 2 c t g 2 x  + C.

5 .11 4 . Г- - ^ - - - 1 3 ,  н— Inv2 cos2,y 2 ) sinx- 2 rg
n X-- 1--
4 2 + c. 5.115.

5 .116 . -  — Ц—+ln|fgx|+c .  5 .117 . — — Г— L—  2) + 2 in
2sin" x cosjc\ 2 sin- x 2 2

3sin x cos3 .r 3 
x

— ctg2x + C

5.118.-2£252£+21пЫ + с. 5 .119
sin* 2x

5 .1 2 0 .- - --------—----^<.vg2x + C .5 .1 21 .-8 c fg2 x --c ,g ’ 2x + C.
3cosxsin x 3 3

cosx I, 2sirr x 2

_1_____ 1
sinx 3sin

‘S:

тг,пКИ)+c.
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5 .124 .— + In ig £ + C. 5.125. -  X- i h : x + ь Щ +с.
chx 2 

5 .1 2 6 .- j -  + _ L -  + ln

sinx 3sinJ x 2cos2 x 2
+c. 5 . 1 2 3 .  in|(/ix)+c.

,  x th - + £ 5 .12 7— -— arctg(shx)+C 5.128. — 2cth2x + C. 
shx

chx_ _ ± lathi] 
2

+ C.
'chx hch‘x

5.129. -  ̂ c t h 2x + ln|c/Ax( + С .5.130. 2

5.131.w/!:x -i^ A 2x-2ln|r/Lv| + C. 5.132. ^ - 3 ^  + arc'g^  + C- 

5.133. + ^  - + —arctg(shx) + C.
shx Ish'x Ich'x 2

5.134. 8 c/ / r2 x -| c rt ’ 2 *  + C. 5.135. iln

x л 
« 2 +2

5.137. jarc(g|
tg1.

+C. 5.138. —arctg

X
> —"
12

' -’O
+ C.5.136. ia/cfg

« 2
3

\ /
\

+ 5
+ C.

+ C.

5.139. iln
4

3 « |  + 1

3(g i  + 9
+C.5.140 . i  arctg

5 + f g ^  + 3

I

+ C.

5.141.

•Ja2 -b~tĝ -

sla2 - b 2 

1

arctg-

■Jb - a '
In

a + b 

x 
’ 2

•Jb2 - a  t g ? -  + a + b

2 +C, a 2 > b7,

+ C ,a 2 < i 2

5.142.

afg^ + й 
= arc tg— — + C, a ' >b~,—arcig . ; - 

Va‘ - 6 ' va

1 _ In
atg^ + b — xb~ — a 2

5.143.-

+ C ,a : > fc2.

x
'g- +3

-  + C.

7
5.144. - ==arctg 

VT5

l + 2rg;

5 .146 .2rg^ + 31n

Vis

2 * 1 'g -  + ■

2
+ C. 5.145. a r c t g

S

_ X  .

V +c.

- 4arc/g —■ + C. 5.147. — In2 « f  + 3 + C.
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5 . 1 4 8 .

5.149.

-In
5

Ю
, X 1 

2 + 2

л: I

+ C.

2 [a -b)lg~  + c
1  ■> L i a r c t g  —— 2  .. .  a :  >  + c 2 
Va' +* - c -  Va’ - 6 2 - c 2

I
л/b 1 + c ‘ — a 2 2

In
( a - b j t g ^  + c - y f b 2"be2 - a 2

( a - 6 ) l  + c + f b 2 + c2 - a 2
,o 2 < 62 + c2

a + <rfg — 

-2

c + ( a - 6)rĝ

. a = b

, a 2 = b 2 + c2
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II bob. ANIQ INTEGRAL

6-§. Aniq integralning ta’ riflari

6.1. Riman integrali./(x) funksiya [a,b] kesmada aniqlangan 
bo‘ lsin. [a,b] kesmaning a = x0 <xl <x2 <...<xll_l <xll=b shartni 
qanoatlantiradigan chekli sondagi {xk}"ksl nuqtalar sistemasiga [a,b] 
kesmaning bo'linishi deyiladi va u P = {**}*=, kabi belgilanadi. xt(k = l,«) 
nuqta P bo'linishning bo‘ luvchi nuqtasi kesma esa, qism
oralig'i deyiladi. Agar [a,b] kesmaning ixtiyoriy P bo‘ linishidagi 
qism ora lig 'in ing uzunliklari bir xil bo'lsa, u holda, bunday bo'linish, 
[a, b\ kesmaning regular bo'linishi deyiladi.
d = d(P)= max Дг, (дг* = x,.+1 -хк), P bo'linishning diametri, deb ataladi.

Har bir [.vt , 1 kesmadan (a = o,« - 1) Vbct nuqtani olamiz: xt <£k <xktl.
6 .1-ta ’ rif. Ushbu

и ) =«т,  (/, { a . i) = 2  ж  к  (6 • i )
k=0

y ig 'ind iga , f{x) funksiyaning, p bo 'lin ishga va nuqtani tanlashga 
mos kelgan, integral yig'indisi (Riman yig'indisi) deb ataladi.

6.2-ta’ rif. Agar V s > 0 olinganda ham, shunday £ = <?(г)>о mavjud 
bo‘ lib, diametri d(p)<s boMgan [a ,b] kesmaning har qanday P 
boMinishida, hamda \/гк (xk <£k < xkJ  nuqtani tanlashga bogMiq 
boMmagan holda,

(6.2)

tengsizlik bajarilsa, u holda, shu J  son, integralyig'indining limiti 
deyiladi va u J  = \\m <jP( f )  kabi yoziladi.

6.3- ta’ rif. Agar f(x) funksiya uchun, (6.1) integral yigMndining 
,/(/*)-»(> da J  limiti mavjud boMsa, u holda, f(x) funksiya [a,b] kesmada 
Riman т а  ’nosida integrallanuvchi deyiladi.

Integral yigMndining J  l imitiga f(x) funksiyadan [a,b] kesma 
bo'yicha olingan aniq integral (Riman т а  ’nosida) deyiladi va  u
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\f{x)dx = J  (6 .3)
a

simvol orqali belgilanadi (6 .3) da, / -  integral ostidagi funksiya, a so n -  
integralning quyi chegarasi, ь son esa, integralning yuqori chegarasi, 
deb ataladi. Integral ostidagi x o ‘zgaruvchini boshqa o‘ zgaruvchiga 
almashtirish ham mumkin, y a ’ni

[f(x)dx = = \f(:)d:
a  о  a

va h.k..
a h o

Ta’ rif bo 'yicha, J f{x )ix  = 0, j f(x)dx = -  J f(x)dx ( a < b  deb olamiz).
a a h

6.1-misol. /(;x) = x funksiya ixtiyoriy [a,b] kesmada Riman 
ma’nosida integrallanuvchi ekanligini ko'rsating.

Yechilishi. fa.6] kesmaning \/p = {xk}"̂  bo‘ linishini olamiz. 
Natijada \a.b] kesma [x0, *,],[*,, x2].... l v - i - * J  boMaklarga bo'linadi va

£, fa  el-v,_,,x,]), ( = deb belgilaymiz. r  boMinishga mos

kelgan integral y i g ‘ indini tuzamiz:

-Л /)=стг (1Л4,\)=±  / f a  К  = t  )= t  =

= |f(*f -  x 0 )+ Й  -  x \ )+ •• + Й  -  *»-i )| = \ { x l  -  x o ) =  \k>2 -  a2)-

Bundan lim (TpU) = - ----— = [xdx.
0 ? J

b~ -  a 
'd(py+o~' 2

Demak, /(.x) = x funksiya ixtiyoriy [a.b\ kesmada Riman m a’ nosida 
integrallanuvchi ekan.

Aniq integralning ta ’ rifidan, har qanday Riman m a’nosida 
integrallanuvchi funksiya chegaralangan boMishiga ishonch hosil qilish 
qivin emas, lekin har qanday chegaralangan funksiya har doim ham 
integrallanuvchi boMavermaydi.

6.2 - misol. Ushbu
, , 11. x ratsional son bo'\g,anda.

D(x j --- ■!
[0, ,r irratsional son bo'Xganda 

Dirixle lunksiyasi [a ,i]c/f («<*) kesmada Riman m a ’nosida 
integrallanuvchi emasligini ko ‘ rsating.

Yechil ish i. [a ,6] kesmaning VP bo‘ linishini olib, quyidagi
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<тДд{бЛ) = £о&.)Дх*. 
к* 1

aP(D\{n t b X D f c K
k=l

y ig 'ind ilam i tuzamiz. £k e [xt., , л-,.] nuqta sifatida kesmadagi
ixtiyoriy rasional nuqtani, i;t sifatida esa (//t e[xt_,,xt ]), shu kesmadagi 
ixtiyoriy irrasional nuqtani olamiz. U holda, D(gk) = i, D(//( ) = obo'ladi. 
Shuning uchun,

= 6 - a ,  a  ,.{D; {//t }) = 0
k=\

Demak, b - a *  0 uchun Dirixle funksiyasining integral y ig 'indis i ,
6.2-ta’ rifga binoan, limitga ega emas. Shuning uchun, Dirixle funksiyasi 
\a,b\ kesmada integrallanuvchi emas.

6.3-misol. Ushbu
 ̂  ̂ j.r, x ratsional son bo'lganda,

{ - * ,  x inatsional son bo'lganda

funksiyaning [a,6] e «  (a<b) kesmada Riman m a’nosida integrallanuvchi 
emasligini ko'rsating.

Yechil ish i. p -  J = [a,b] kesmaning ixtiyoriy bo'linishi bo'lsin. Unda 
j  = [a, b] kesma J UJ 7,...,J„ kesmalarga bo'linadi. & е[дг*_,, xk] = J k nuqta 
sifatida, kesmadagi ixtiyoriy rasional nuqtani, efo.,,*,.])
sifatida esa, shu kesmadagi ixtiyoriy irrasional nuqtani olamiz. U holda,

«*/»(/; {f*}) ■= Z  /fe) • a»* = Z  & ' a** •
A-l A=1

(/■;{'/*})=Z  )аг* = Z  ) • A** 
k=\ k-1

yig 'ind ilam i tuzamiz. Bunda <t,,(/;{&}) y ig 'ind i /,(*) = * funksiya uchun
integral y ig 'ind i bo'ladi va u 6 . 1 -misolga asosan,

i 2 _ 2 *
Iim (Tp(f : j£k }) = — ~  = {xdx.d(ry*o 2 J

bo'ladi. <TP(f;{rjk}) y ig 'ind i esa, /2(*) = -* funksiya uchun integral 
y ig 'ind i bo'lib,

lim <xp(f\ {nk}) = - b --  = -jxd x . о 2 J
bo'ladi. Shunday qilib, berilgan integral y ig ' ind i yagona limitga ega 
emas.
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Demak, berilgan funksiya [</,й] kesmada Riman m a ’nosida 
integrallanuvchi emas.

6.4-misol. [a,b| kesmada chegaralanmagan funksiyaning Riman 
ma'nosida integrallanuvchi emasligini isbotlang.

Yechil ish i. f(x) funksiya \a,b] kesmada chegaralanmagan boMsin. 
\a,b\ kesmani chekli /3 = {xt }"., nuqtalar sistemasi yordamida chekli 
sondagi .v, ] kesmalarga boMamiz, u holda, fix)  funksiya shu 
kesmalarning, hech bo lm aganda , birida chegaralanmagan boMadi. 
Umumiylikni buzmaslik uchun, f(x) funksiya [*„,*,] kesmada 
chegaralanmagan boMsin, deb faraz qilamiz. Qolgan
[лг,.д:2] , [х2, хъ] , . . . , x„] kesmalardan V<f2, nuqtalarni olib,
ularni belg ilaym iz va ushbu

°> (/ ) = o -p (/ ,!^ } )=  f ( b : h r 2 +... + /(c„)Ax„ 

yigMndini tuzamiz. Endi f(x) funksiyani [jc0. jc, ] kesmada qaraymiz. f(x) 
funksiya [x0,.y,] kesmada chegaralanmaganligi uchun, ixtiyoriy oldindan 
berilgan M> 0 son uchun, bu kesmadan shunday f, nuqta topiladiki, bu 

nuqtada |/(г, )| boMadi. Bundan, \f(£,\&xl >\dl,\ +M boMadi.
Дх,

Shuning uchun, v/> = {rt j;,, l boMinishga mos kelgan integral yigMndi,

K ( / , !#,.})|= = | / f e + £ » ( / ) |^ )/(■?, )| л*, -|o- , .( / )| > m

tengsizlikni qanoatlantiradi.
limMn = +00 boMgan {Mn} sonlar ketma-ketl ig in i, hamda [a,b]

kesmaning diametrlari d„ip)̂ > 0 boMgan p„ p2,...,pn... boMinishlari k e tm a-  
ketligini qaraylik . Bu boMinishlarga mos va |cr"(/)(> A/„ shartni 

qanoatlantiruvchi \a"(f)] integral yigMndilar ketma-ketligini ham 
qaraymiz. Bu integral yigMndilar ketma-ketligi uzoqlashuvchi boMadi, 
y a ’ ni f(x) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi boMmaydi. Shunday 
qilib, yuqoridagi ta ’ r if  va 6.2 - 6.4- misollardan, quyidagi xulosani 
chiqarish mumkin.

Agar f{x) funksiya [я ,6] da integrallanuvchi boMsa, u holda, u shu 
kesmada chegaralangan boMadi. Bu tasdiqning teskarisi o 'rinli emas 
(6.2- misolga qarang), y a ’ni f(x) funksiyaning integrallanuvchi boMishi 
uchun, uning chegaralanganligi zaruriy shart boMib, lekin etarli short 
boMa olmas ekan.
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Aniq integralni, ta ’ r if  bo 'yicha, y a ’ni integralni integral 
yig 'ind in ing limiti sifatida qarab. hisoblashga doir misollar keltiramiz:

n

6 . 5 -misol. Ushbu JcoscZv integralni ta ’r i f  bo 'yicha hisoblang.
0

Yechil ish i. [0;^] kesmaning regular P bo'linishini, y a ’ ni

P = \x0 = 0, x, =—....,x„ =-} bo'linishni qaraymiz. U holda, &xk =xt+, -xk=^-
2n " 2 J 2n

bo'ladi. 4t nuqta sifatida, kesmaning o 'ng chetki nuqtasini
olamiz, y a ’ni & = **„. Funksiyaning %K nuqtalardagi qiymatlarini
hisoblaymiz:

/Of,,) = cos;,, = cos ̂ -,...,/(£.) = cos 4  = /(£..,) = cosf„_, = 0
2/7 2/7

Endi cosx funksiyaning [0;^] kesma uchun integral y ig 'ind is in i 

tuzib, uning n ->oo da limitini hisoblaymiz:

<T, , (/ )=стр (cos x) = /Oft = X cos =
k= 0 v=0

. Л- . (w-l)ff/ Л я--sin—sin---------n t 71 2tt \n-\)71л 4 4/7 
= — [co s----+ COS —  + ... + co s— -------] = ------------------------------ ,

2” 2" 2" 4" 2/i sin —
4/1

. 7Г . (n-\)x 
7Г S in— Sin -----------

limcr (/)= lim------ ------ —— .
Л-MO /l-»oc 71

2/7 sin —
4 n

Bunda, lim2/i sin— = -,sin,r ning uzluksizligini e ’tiborga olsak, u 
И-КО 4/7 2

holda.

fcoscir = liirkj (cos.t) 
J  i t -*  a: F

• 2 ^  Л’ -sin — 
4

=  1 .7Го —
2

6 .6 . -misol. Ushbu
b

|дс"‘Л  (О < a < ft), /Н * -I

integralni ta’ r if bo 'yicha hisoblang.
Yechilishi. [a,b] kesmaning regular bo'lmagan bo'linishini, y a ’ni

r J t „  = a  <  .V, <  ,V2 < . . . <  X„ =  b б у н д а  . t t  =aq\ q = bo'linishni qaraymiz.
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£t nuqta sifatida, [**,**»,] kesmaning chap chetki nuqtasini olamiz, ya ’ni 
£t = x ,. U holda, integral yig ‘ indining ko‘rinishi quyidagicha boMadi:

= ffp(x") = = £#"(**♦, -**) =
t-o

/с(ж-И)

A=0 kmO
Bundan, geometrik progressiya hadlari yigMndisi formulasini 

hisobga olgan holda,

(T (*» =_______ ^ ____A > q"*1 - 1

munosabatni hosil qilamiz, bunda л-»ос da <7 = »p->i va iim -U-̂ ' "■■=//
V a Я

formularti e’tiborga olsak,

} 4  = lim <r (*" ) = (&"*’ -  a"*1 )lim - i f i -  =
»-** v ; v *-»> 9 - i  m+i

m = - 1 boMgan holda,

—  1boMadi. Buyerda lim—— =lna formulani e ’tiborga olsak, u holda,A-*G д

f —  = linw (f) = lim o>(—1 = lim i\ -  l l  = In b -  In a j x i

ekanligi kelib chiqadi.
i

6.7-misol. Ushbu j e zdx aniq integralni ta’r i f  bo‘yicha hisoblang.
0

Yechilishi. f ( x ) = e r funksiya [0,1] kesmada aniqlangan. [0;i] 
kesmaning

p  = {x0 = 0 <.r,  = i < „ . . < x t. = - < . . . <  x, = -  = 1} regular boMinishinin it II
qaraymiz.

Ravshanki, [**;х*+1] kesmaning uzunligi, Дхк =-. zk nuqta sifatida,П
kesmaning chap chetki nuqtasini olamiz, va ’ni ek =Xt =-(/t = o , i , 1).

It

Endi shu p boMinishga mos kelgan integral yigMndini tuzamiz:

<rf (<?“)= ]Te" = f \+e" +e" +... + e  " )• —.
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I iM i

l +e" +...+e" yig‘indi, birinchi hadi ba = l, maxraji q = e n bo‘lgan 
geometrik progressiya n ta hadining yig‘ indisidan iborat boMgani uchun,

I н-1 <— e - ll + e"+... + e" =—;----.
e" - 1

Shunday qilib,

Bundan,
e" - I

Uma> e ,{—} | = (e-l)hm—p— = e - l  
1 n J -e" - 1

Demak,

J  = j e xdx = e — l.
о

6.2. Darbu yig'indilari. Biz bundan keyin, hamma vaqt 
chegaralangan funksiyalami qaraymiz, chunki chegaralanmagan 
funksiya Riman ma’nosida integrallanuvchi emas (6 .4  -  misolga 
qarang).

/(дг) funksiya [a,b] kesmada chegaralangan boMsin. fa,b] 
kesmaning ixtiyoriy p = {a = x0 < x, < < ... < x„ = ь} boMinishini qaraymiz. 
/(x) funksiya [a,b] kesmada chegaralangan boMgani uchun, u v [^ 1;xt] 
kesmada ham chegaralangan boMadi. /(x) funksiyaning 
kesmadagi. mk aniq quyi, Mk aniq yuqori chegaralari, ya’ni 
mk = inf f{x\ Mk = sup f{x) mavjud boMadi va e[* t_1(xt ] uchun

mk < /(c,.) < Mk tengsizliklar o‘rinli.
6.4-ta’ rif. Ushbu

SP{f) = Ml&xl +U2&x1 +... + M„&x„ =YiMtbxk (6 .3 )
k=l

*,</) = /н,ДХ| + m 2Ax2 + .... + m tlAxlt = ^ m kAxk (6 .4 )
t-i

yigMndilar, mos ravishda, f ix )  funksiyaning, berilgan p = {x( 
boMinishga mos kelgan, quyi va yu qori D arbu yig'indilari deyiladi. 

Darbu yigMndilari quyidagi xossalarga ega:
1-xossa. Darbuning har qanday (6 .4 ) quyi yigMndisi, Darbuning 

(6 .3 ) yuqori yigMndisidan oshmaydi: sP(f)< sr,(f).
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2-xossa. \/£k (хк<£к<хкЛ) nuqtani tanlashga bogMiq boMmagan 
holda, Darbu yigMndilari uchun, sr ( f ) < a , . ( f ) < s , . { f )  tengsizliklar o'rinli.

3-xossa. Har qanday P boMinish uchun,
£,,(/) = sup *,,(/■{£„}), •',.(/)= inf <yP( f \ { n k})

munosabatlar o 'rinli.
4-\ossa. Darbuning (6.4) quyi yigMndilari to 'plami yuqoridan 

chegaralangan, (6.3) yuqori yigMndilari to 'plami esa, quyidan 
chegaralangan.

5-xossa. A gar P-\a.b] kesmaning ixtiyoriy boMinishi bo'lib, p' 
esa, P bo'lin ishning nuqtalariga chekli sondagi yangi boMinish nuqtalari 
qo'shishdan hosil boMgan boMinish bo'lsa. u holda,

s„ (/ )< sr,.(f) , S p.( f ) < S , . ( f )  ( 6 . 6 )

munosabatlar o'rinli bo'ladi.
6 .4 -ta ’ rif. {sr (j)} to 'p lamning aniq yuqori chegarasi, f(x) 

tunksiyadan [a,b] kesma bo 'y icha  olingan Darbuning quyi integrali deb 
ataladi va u,

b

sup{ir (/)} = / = J f{x )dx

kabi belgilanadi.
6.4/- t a ’ rif. {SP(/)l to 'plamning aniq quyi chegarasi, f{x) 

funksiyadan [a.b] kesma bo 'y icha olingan Darbuning yuqori integrali 
deb ataladi va u,

b

inf{5P( / ) != 7  = j/(.x>fe

kabi belgilanadi.
6-xossa. Darbuning quyi integrali , uning yuqori integralidan katta 

bo'la  olmaydi, y a ’ni
J<J.

6.5 -ta ’ rif. Agar f(x) funksiyaning [a.b} kesmadagi quyi va yuqori 
Darbu integrallari bir -  b ir iga teng bo'lsa , u holda /(.r) funksiya [a.b] 
kesmada Darbu m a’nosida integrallanuvchi deyiladi va ularning 
umumiy qiymati

1  = 1  = J ,
f(x) funksiyaning [a,b] kesmadagi aniq integrali (Darbu m a ’nosida) 
deyiladi va u

J  = \ f{x)dx
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kabi be lg i lanad i.
A ga r  J * J  bo 'lsa ,  u holda, /(дг) funks iya  [a ,6] kesm ada 

in te g ra lla n u v c h i em as dey i lad i .
6.3 -va  6.5 - ta ’ riflar, o ‘ zaro teng kuchli t a ’ rif lardir.
6 .8-misol. /(.v)=.v3 funks iya  uchun, [-2:3] kesm ada, ix t iyor iy  

regu lar  P bo ' l in ishga  mos ke lgan . quy i va yuqori Darbu y ig ' in d i la r i  
tuzilsin .

Ycchilishi. (—2,3] kesm an ing  ushbu

P = {дг,, = -2 < .x, = -2 + -  < .V, = -2 + —  <... < xK = -2  + —  < ... < x„ = 3) regu lyar

bo'linishini qaraymiz, bunda kesmaning uzunligi

y ig 'indilarin i tuzamiz.
Berilgan funksiya (-2:31 kesmada o'suvchi bo 'lganligi uchun. u 

o 'zin ing aniq quyi va aniq yuqori chegarasiga, mos ravishda, kesmaning 
chap va o 'ng chetki nuqtalarida erishadi, y a ’ni

П П n

(* = !,«) xk. = - 2  + — . (6.3) va (6.4) formulalarga asosan, DarbuП

Shunday qilib,

Endi, Darbu yig 'ind ilarin i hisoblaymiz:

M a ’ lumki,

Bu formulalarni e ’ tiborga olib, oxirgi tenglikdan,

bo'lishini olamiz. 
Xuddi shunday,

ifoda topiladi.
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6.9-misoI. /W = 2x ,* e [0,i],/» = |0, I i I | . i }  va £ =-L,£ = JL, s

£t = = -b o ' ls in .  U holda: 
8 4

« )  Лдг,.Д.т,, A.T3, Адг4. Дх5 qiymatlar;
А) |лР||=тах|Дх,|;

c) in,, m2, in,. ms qiymatlar;

d) /(#, )• /(<?;), /(ьс,)- / (£ ,) ,/ (& ),  qiymatlar;
e) A/,, A/2. A/3, A/4. Ms, q iymatlar 
/)*,,(/) quyi Darbu y ig ' in d is i ;
s) s"(/) Riman y ig 'ind is i ;
«) s,.(f) yuqori Darbu y ig 'ind is i  topilsin va
(/) s,.(f)<s'(/)£sf.(f) munosabatning bajarilishi ko'rsatilsin.
Yechil ish i. Berilgan f(x)=2x funksiya. [0; l] kesmada uzluksiz,

o 'suvchi funksivadan iborat. 0; l] kesma P bo'linish yordamida,5 ta.

Го I] 1 Г 1 Г 1 3
8 8 4 4 2 2 4

- j
4

qism kesmalarga bo'lingan.
a) qism kesmalarning uzunliklarini hisoblaymiz:

Ддг. = x, -  x„ 1 n 1 Л 1 1 1■— 0 = - ;  Д х , = х , - х . = -------=
8 8 4 8 8

ч 1 1 1 л 3 1 1 л  ,  3 1Ax, = x ,-.\ , = Дх = x4 - x , = -------= - ;  Дг, = 1 -  -  = -  .
2 4 4  4 2  4 4 4

Demak,

Дх. = —, Дх, = —; дх, = Дх. = Дх, = — ekan.
8 - 8 ’ J 5 4

Ь) ||Я,>|| = г
• ? г

1

с) т, = / (0)=0; пи =/| -

'П
^ =/U J = h m>=f W r  

№  =  2 - f  =  J ;  / f c )  =  2 . |  =  | .

M< = f  -  = -; л/, =/(!) = 2.
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/ ) sr (f)= m I + ‘":Ax2 + ш3Д, + /и4Лх4 + /»,Ax; =
„ 1 1 1 1 1 , 1 3  1 1 1 1 3— 0 ---1------- 1-------- f-|---- 1-------—----- 1---- 1---- 1---_

8 4 8 2 4  4 2 4  32 8 4 8
J _  1 1 1 + 8 + 16 _ 25

~ 32 + 4 + 2 ~ 32 ~ ~ 32
g) S -(/ h f(£ ,)\ x t + j( c : )\x: + /(& )Дх,+ /(/4)Лх4 +/(&)Л*5 =
_ I 1 3 1 3 _l_+ 5̂ J_ 3 1 ___1_ _3_ + _ l  + _5_ 3 = _9_ + 3 = 15 
~ 8 8  + 8 8  + 4 4  + 4 4  + 2 4 _ 64 + 64 + 1 6 + 16 + 8 ~ 1 6  8 16 
It) S ,,{ f) = Л/,Дх, + ;W,Ax: + М,Дх, + M4/Sx4 + Л/5Дх5 =

_  1 1 1  1 I + 3 I  + 2 I _ ± + 1 + 1 , 3 , 1 1 + 2 + 8 + 12 + 16 _  39 
~ 4  S + 2 8 + 4 + 2 4 ^ “ ’ 4 ”  32 4 Тб 4 8 2 ~ 32 ~ 3 2 '

/) s r i f )  = — <s'(f) = — <sP(f)= —. ya’ni — < — < — . 
l J >  32 V 16 ' ' 32 ' 32 16 32

6 . 1 0 -niisol. f(x)= 2x funksiya uchun, [0;i] kesmada, p, = |o,^,i,i j>

va p, boMinishlarga mos kelgan, Darbu y i g ‘ indilarini1 I  1 1
8’ 4 ’ 2 ’ 3 ’ 

tuz ing va  ularni solishtiring.
Y ech ilish i. 1) I\ boMinish,[0,i] kesm ani,  [o;—] , [-,i ] (x0 =°; T4 =0

4 4 2 2
qism  kesnm larga  boMadi. f ( x ) =  2 ,v funks iya , [0;l] kesm ada uz luks iz  va 
o ‘ suvchi boMgani uchun, kesm alarn ing  chap chetki nuqtalarida 
in, (/ = 1,2.3) m in imal q iym at la r ig a ,  o ‘ ng chetki nuqtalarida Л/,(/ = 1,2.3) 
m aks im al q iym at la r ig a  er ishadi, y a ’ ni

Л/, = / [^ j  = 2 { j )  = i  = и '- = /(I )  = 2 7  =,: AY’ " / (1  ) = 2-| = 2:

»«, =  / ( 0 )  =  2 - 0  =  0; =  / ( i j  =  2 . 1  =  i ;  щ  =  / ( I )  =  2 - 1  =  1.

Ax, (i = 1;2;3) -  q ism  kesm alarn ing  uzunlik lar in i topamiz: 
i , i ,  i l l  , i i

1 = *• - x“ = 4 4 ’ : = 2 ~ 4 = 4 ’ ’ 2 = 2 '
U holda, (6.3) va (6.4) form ula la rga  asosan.

S., ( f)  = M Ax, + M.Ax. + W-Ax, = -  ■ -  + I • -  + 2 — = —., i  . . > > 2 4  4 2 S
1 1 1 , 1 5.S\, I I » h»,A.v. +и»,Лх, - 0—t -----+1 — = --.

' ‘ - 1 1  ‘ ' ’ 4 2 4 2 8

2> p, = Jc - -, - , 2 J  !■ boMinish, [0;ij kesm ani,
‘ 1. 8 4 2 з J

1 1 1  I I  I 1 2
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qism kesm alarga boMadi. f(x )= 2 x  funksiya, kesm alarning oMig chetki 
nuqtalarida, Л/,-(/' = 1,5) m aksim al q iym atlarn i, chap chetki nuqtalarida 
esa, w, (1 = 1,5) m inim al q iym atlarn i qabul q ilad i, y a ’ni

” , =/W- 0; "*
Лл,(r = 1̂ 5). qism kesmalarning uzunliklari:

Ax. -  - -; Дх- = Дг, = —; Дх, = —; Дх, = —.
1 8 ‘ 8 3 4 4 6 5 3

U holda, (6.3) va (6.4) formulalarga asosan,

S/i (/) = + М,Дх2 + Л/3Дх, + М4Дх4 + М5Дг5 =7 ' “ + v |  +4 o Z о
, 1  4 1 . 1  355+ 1 • — -f — • —ь 2 • — —-----,

4 3 6 3 288
n 1 1 1 1  . 1 4 1  221Sr. = m.Ax, + nu Ax, + nu Ax, + in,Ax, + ms Ax, = 0 --------1------- + 1 -----\------ = ------

ъ ' I  • ■ 4 4  5 5  4 8 2 4 6 3 3 288
Endi, Darbuning, P; va P2 boMinishlarga mos kelgan, quyi va 

yuqori yigMndilarini solishtiramiz:

S „ ( / ) = y  = U 7 5 .  i J, 0 r)= | =  0,625,

S ,  (/ )  = —  = 1,233, s .  (/ )  = —  = 0.767.
288 2 288

Demak, ^  (/)<*, ,,(/)(£,, (/)>£,,,(/)), y a ’ni p boMinishga yangi
nuqtalar qo'shilganda, sr(f) quyi yigMndining kamaymasligin i, sr(f)
yuqori yigMndining ortmasligini ko ‘ ramiz.

6.11-misol. f(x)= l - x  funksiya uchun, [0; 2] kesmada,

P, ={0;j,^,l,2} va p: = {0,i, j , j ,| ,i ,| ,2} boMinishlarga mos kelgan, Darbu 

yigMndilarini tuzing va ularni solishtiring.

Yechil ish i. 1) P, boMinish, [0; 2] kesmani, [оф, [1,1], [2,i], [i;2] qism

kesmalarga ajratadi. f(x) = l - x  funksiya qaralayotgan kesmalarda 
kamayuvchi boMganligi uchun, o ‘ zining л/,(/ = н )  maksimal qiymatlarini, 
qism kesmalarning chap chetki nuqtalarida, m, (/ = u )  minimal 
qiymatlarini esa, kesmalarning o ‘ng chetki nuqtalarida qabul qiladi. 

Demak,

M ,= / ( x o) = l - 0  = l; M : = f [  I j  = l - I  = | ;



",| = /f t )  = f ; = / ( f )  = ̂  и'з = /(’) = 1 - 1 = 0; 4 = /(2) = - 1 .

1 п 1 л 3 1 5 л 3 1 .  ,  . .Дх, = - - 0  = - ;  Дх, = ------ = — ; Дх, =1 —  = —; Ах. = 2 - 1  = 1.
1 3 3 • 4 3 12 4 4

дх (/ = 1,4) qism kesmalarining uzunliklarini hisoblaymiz:

Д х , = - - 0  = - ;  A x , = - - i  = -  
1 3 3 • 4 3 12

Shunday qilib, Darbu yigMndilari:
1 2  5 1 1  $7

S„ i f )  = М.Ах, + Л/.Дх, + Л/,Лг, + М.Ах, = 1 —н------ — + ------+ 0 1  = ----- ;I':V I I I  . 2 4 4 з 3 15 4 4 144
2 1 1 5  1 97

s,’ ( f )  = т . Дх, + /н,Дх, +ш,Дх, + /и.Дх. = ----- + ------- + 0 — + ( - 1 ) 1 5  = — —.1 1 1  2 2  з з  3 3 4 12 4 144

Bunda, i Pj(/)<54 (/).
2) Р2 boMinish, [0. 2] kesmani,

1 1 1 1 1 2 3 3 3 3 [0;-!-], [—;—], [ - ;—], [ - ,- ] .  [—;1], [1,—], [-;2]
1 6 6 3 3 3 l 3 4 4 2 2

qism kesmalarga ajratadi.
Berilgan funksiya qaralayotgan kesmada uzluksiz, kamayuvchi 

boMganligi uchun, u o ‘zining л/(/ = 1,7) maksimal qiymatlarini, 
kesmalarning chap chetki nuqtalarida, = minimal qiymatlarini 
kesmalarning o ‘ng chetki nuqtalarida qabul qiladi, ya 'n i

= /(0) = 1 -  0 = M, -  / ( I )  - . - i - f . * . -  / ( i )  = f .  MA = ./{]) = . - f  = i .

^ = ^ ) =1 - r i ’ ^ = / 0)= 1 ->=о, w 7 = / [ | ] = i - | = - i

"'■= / Ш 4  " - = / Ш 4  т 4 = / Ш = 4-

m , =/(l)=l-l = 0, m ,  = / g j  = - i  n h  = /(2) = -1.

Дх, (/ = i j )  qism kesmalarning uzunliklarini hisoblaymiz:

Дх, = Лх, = Дх, = Дх. — ; Дх, = —: Дх, = —; Дх, = —
1 6 ‘ 6 3 12 5 4 0 2 2

U holda,
4  . 5 1 2 1 1 1  1 1 . 1  (  1 ) 1  / л I 45s., (/) = т Ах — — —I-------- 1—  ■ —I---- -----н0- —Н — ---- (-(— 1) — —-------,

3 h  6 6 3 6 3 3 4 12 4 v 2 J 2 2 144
, \ v- . .  . , 1  5 1 2 1 1 1 1 1 .  1 , (  I )  1 _ 65Л,, ( f )  = Y Л/ Дх = I ■ — I—  • — I—  ■ —I— ---- 1—  • — 1-0- —Н —  • — ------ .

Т̂\ ‘ ' 6 6 6  3 3  3 12 4 4  2 (  2 J  2 144

Demak, s,,i ( f ) < S l, ( f ) .

Kndi, Р, va Р2 boMinishlarga mos kelgan, Darbu yigMndilarini 
i.iqqoslaymiz:
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*„</)<*,,(/ ). SrM)>SrM)’ 
ya 'n i  bu holda ham ,P  bo 'lin ishga yangi bo'linish nuqtalarini qo'shish 
bilan, Darbuning quyi y ig ' ind is i  kamaymasligi,  yuqori y ig 'ind is in ing 
ortmasligiga ishonch hosil qilamiz.

6.3. Aniq integral yordam ida lim itlam i hisoblash.

6.12-misol. Ushbu
, n nlim —----- — ч—------Г- + ... + -
У  + l2 H-+2 2

limitni hisoblang.

Yechilishi. Sn = , и , + ” deb belgilaymiz. Bu
n~ + Г ir  + 2  ̂ n~ + n

yig 'ind in i quyidagi ko 'rin ishda vozib olamiz:
1 1

= -jL  —
И н 1 +

Bunda — !— , ——— — !—г qo'shiluvchilar, -------

- a  - e ) '

funksiyaning x, = - ,  x, x„ = -  = i nuqtalardagi qiymatlarini ifoda 
n  ‘ n  n

qiladi. [0; l] kesmaning regulvar P = {x0 = 0 <jr, <x2, . . . , < <x„ =l} 

bo'linishini olamiz: [0;1] = [ 0 ;x , ] v j [x, ; x . ] u . . .u [x, bunda Д х , = x , - x ,_ ,  = - .П
M a’ lumki, ta ’ rifga asosan, integral y ig ' ind in ing  limiti, qism 
kesmalardan olingan nuqtalarni tanlashga bog'liq  emas. Shuning

H n 1
uchun, <f, = Xj deb olsak, u holda, <r„ = Z / f e = X --------

....................... ■ ♦ ( ;

y ig 'ind i,  f(x )= ------— funksiyaning, [0;1] kesmadagi Riman integral
l + x

yig 'ind is i  bo 'l ib  hisoblanadi.
Demak, ta ’ rifga asosan,



6.13-misol. Ushbu
i f  Г Т  IT 2 I7~")11m — l II a----1- /1 ----■+■ /1 -i—

limitni hisoblang.

Y ech ilish i. Ravshanki, a, y ig 'ind i,  /(*)= -Jl+x

funksiyaning, [0:i| kesmani teng n ta bo 'lakka bo 'lgandagi, integral 
y ig 'ind is in i ifodalaydi. Shuning uchun,

6 . 1 . /(*) = * + ! funksiya uchun f- l:2 ] kesmani teng n ta bo 'lakka

<j,,(/) integral у ig ‘ indini tuzing.
Quyidagi berilgan /(*) funksiya uchun ko'rsatilgan kesmani teng 

n tab o ' lak k a  bo'lib, Darbuning .?,,(/) va S,,(f) y ig 'ind ilar in i tuzing:
6.2. /(,v) = .v\.vc[-2. 3J. 6.3. / ( x )  = y f x ,  x e [ 0 ; l] .

6.4.  f{x )  = 2 ' ,  .v e  [0, 10].
6.5. /W = -vJ funksiya uchun, [ i ;2] kesmani, uzunliklari 

geometrik progressiya tashkil etadigan « ta bo 'lakiarga bo'lib , 
Darbuning quyi yig 'indis in i tuzing va uning » -> <» dagi limitini toping.

Quyidagi berilgan /(*) funksiya uchun. berilgan kesmaning 
berilgan p bo 'lin ishiga mos, Darbuning quyi va yuqori y ig 'ind ilarin i 
tuzing:

6 .6 .  f ( x )  = 2.V, .V€|0: I ] ,  P  -  i 0, 7 , .  1j.
I 4 2 J

Quyidagi berilgan J\x) funksiya uchun, ko'rsatilgan kesmaning P 
bo'linishi va qism kesmalarda tanlangan * (/=!,«) nuqtalarga mos

M u staq il yech ish  uchun m iso lla r

bo'lib. hamda £, (<=U;) nuqtani [a : x | kesmaning o'rtasi deb olib.

6 . 7 ./iv; .r2, xe 1- 1: 0], /' = | - i , - - .  - 0 j-.

6.9./(дг)=.г\ -ve[-l; 1], /> = { - 1 . - 1  1 1  l l
I 4 4 2 !



kelgan о>(/) Riman integral у ig ‘ indisini tuzing va uning qanday 
figuraning yuzini ifodalashini chizmada ko‘ rsating:

6.11 . /(лг) = *2, * е [0 ;1], /> = {о,1 1 | ,1}, #]=I ,  f 2 = | . f 3 = | . f 4 = f

6 . 1 2 ./ (* )  = | *  + 1, x e [ 0;2] ,P  = {0 i , | , l , | , 2}, = 1  #2 = I
7 5 7

^  = 8 ’ ^  = 4- * " 4 ‘
6.13.  / (.r) = 2x-, 1 6  [0;1], P = {0, 1 . 1,1). f l = ± ,  f 2 . ± ,

: .  = 2  X 7 
3 8 ' b4 8 8

Quyidagi integrallarni, Riman integral y i g ‘ indisining limiti sifatida 
qarab, hisoblang:

6.14. jsinxtir. 6.15. |—.
0 1 *

b1° л .

6.16. j*3 'dx. 6.17. J t  ^v.
0 </
1 1

6.18. j x 2dx. 6 .19.Jx(l- x 2)dx.
0 0
Ь 1 ___  __

6 .2 0 . J —dx (0 <a<b) (£, = y[x~x̂ t, (i = o,n) deb oling).

6 .2 1 . \̂nxdx ([l; e] kesmani geometrik progressiyani tashkil qiladi
1

gan nuqtalar yordamida qism kesmalarga boMing ).
4

6.22. Ushbu JVciY integralni quyidagi shartlarda:
I

1) [l; 4]kesmani teng boMaklarga bo‘ lib, £, nuqta sifatida qism 
kesmalarning chap chetki nuqtalarini olib;

2) [l; 4] kesmani teng boMaklarga bo‘ lib, £ nuqta sifatida qism 
kesmalarning o ‘ng chetki nuqtalarini olib;

3) [i; 4] kesmani teng boMaklarga boMib, £ nuqta sifatida qism 
kesmalarning o ‘ rta nuqtalarini olib;

4 ) [I;4] kesmani x0,x2,x,,...,x„ (bunda xk=qk,q = ‘lj4)  nuqtalar 
yordamida boMib , £, nuqta sifatida, qism kesmalarning chap chetki 
nuqtalarini olib;
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5)[l ;4] kesmani х0.х2.х3,....хи (bunda xk=qk,q = '44 )  nuqtalar 
yordamida bo'lib , £ nuqta sifatida, qism kesmalarning o‘ ng chetki 
nuqtalarini olib, hisoblang.

6.23. Ushbu f(x) = sgn(sin—), uzilishga ega , funksiyaning [0: 1]

kesmada integrallanuvchiligini isbotlang.
6.24. Ushbu

10, x -  irratsional sou bo'\ganda.

I  x = — bo’\ganda n It
(bunda, m va n(n> l) lar o ‘zaro tub butun sonlar) Riman funksiyasining 
ixtiyoriy chekli kesmada integrallanuvchiligini isbotlang.

6.25. Aniq integralning tarifiga ko‘ ra, agar f(x) funksiya biror 
kesmada integrallanuvchi bo'lsa, u holda uning shu kesmada 
chegaralangan bo'Iishini isbotlang.

6.26. Agar f(x) funksiya [a ,6] kesmada integrallanuvchi bo'lsa, u 
holda,

lim sp (f) = Hm 5,, (/) = J f{x)dx

ekanligini isbotlang (л = шах|дх4,|).
Aniq integral yordamida, quyidagi y ig 'indilarn ing limitini 

hisoblang:

6.27. limf—i— + —i—+ \ 6.28. Iimf4r + Д-- + —!



6.39. limnf - 1 1 I
(л + л)

+ . . . +
/1 + 3(л —l) ]•6 .4 0 .  lim —[1 + / П

и \ n + 3 V a + (
г  Л1 .. л  r, 2/r Зя- (/1-1)я-_0 . 4 1 .  lim— fl + cos —  + cos-----h... + cos----------].

M ustaqil ycchish uchun misollarning javoblari

Л 1  t ,\  , * (  *7 „ , ,  1 175 125 „ , , 1  175 1256.1 . <x,.(/) = 4,5 6.2. SpC0 = 1 6 - -  —  + - T> S (t) = 1 6 -  + — ■+ - J - .
4 2n 4/г 4 2л 4л

6.3 . s„(/) = l £ j l ;  s ,c n  = ± ± Д  6 .4. ,„ (/)n jml) \ n /2 <и| V n
10

V2 - 1

10230

л( 2" - 1)

*,.(/) = ^ ^ . 6 . 5 .  W )  = 3i-
V3 2 - 1 ’л ( 2 " - 1 )

6 .6 . *,,</) = f ,  Sr (/)
О О

6.8. *,(/)={|, Sp(f)~ — -6.9. *,(/0=^

~ . 6.7. * , (/ )= - ,  5 p(/) = -  
8 64 64

5P(/)=
43
32'

6.10. s „ ( f ) = - ,  s„(f)=  —  . 6 Л \ . а „ [ / )  = — , 6.1-chizm a./ V /  6 >  P V /  1 2  p \ J  )  6 4>

6 .1 2 .cr,,(/) = —, 6.2-chizm a. 6.13.<x (/) = — , 6.3-chizm a.
8 32

6.14.1 6 .1 5 . ln2 6 .1 6 .— 6.17.
In3

6.21. 1 6.22.
6 .18 .1  6 .1 9 .1

3 4

6.20. 1 - 1 . 255
4

6.1-chizma. 6.2-chizma
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6.27. in2,6.28. 4 6.29. е~\ 6.30. 2 6.31. 6.32.16, 6.32. 6.33.
3 л

J _  6.34. I  6.35. ~  6.36. -  6.37. -  6.38. 1  6.39. 2 6.40. 1
а +1 е V3 6 л  2

7-§. Aniq integralning mavjudligi. Integrallanuvchi funksiyalarning  
sinflari. Aniq integralning xossalari

7.1. Aniq integralning mavjudligi.

7.1-teorema. kesmada chegaralangan f(x) funksiya, shu 
kesmada Darbu m a ’nosida integrallanuvchi b o i ish i  uchun, Ve>o 
olinganda ham, shunday <5 = J ( f ) > 0  son topilib, f«,6] kesmaning
iliametri d{p) < ,i boMgan har qanday p boMinishiga nisbatan, Darbu 
yig 'indilarin ing,

.sv(/)-^C/)<^ (7.1)
tengsizlikni qanoatlantirishi zarur va yetarlidir.

Agar f(x) funksiyaning [*,.. xM | (a- = o,/?-T) kesmadagi tebranishini
m, deb belgilasak, u holda (7.1) tengsizlik, quyidagi,

.i- l

£<У*ДXk <£
к Mi

tengsizlikka teng kuchli boMadi.
7.2-teoreina. f(x) funksiyaning [a,6] kesmada Riman ma’ nosida 

integrallanuvchi boMishi uchun, uning Darbu m a’nosida integrallanuvchi 
boMishi, zarur va etarlidir.
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Bu holda, Riman integrali , Darbu ma’nosidagi integralga teng 
boMadi. Biz bundan keyin, «Darbu m a’nosidagi integral» degan terminni 
ishlatmasdan, o ‘ sha integralni «R iman ma'nosidagi» integral deb 
ataymiz.

7.2. Integrallanuvchi funksiyalarning sinflari.

7.3 -teorema. Agar f(x) funksiya [a ,b] kesmada uzluksiz bo‘ lsa, u 
holda, f(x) funksiya shu kesmada integrallanuvchi boMadi.

7.4 -teorema. Agar f(.x) funksiya [я ,6] kesmada chegaralangan va 
monoton boMsa, u holda, f(x) funksiya shu kesmada integrallanuvchi 
boMadi.

7.5-teorema. A gar f ( x )  funksiya [a,b] kesmada chegaralangan va 
kesmaning chekli sondagi nuqtalarida uzilishga ega boMib, qolgan 
barcha nuqtalarida uzluksiz boMsa, u holda, J'(x) funksiya shu kesmada 
integrallanuvchi boMadi.

Aniq integralning ta ’ rifi bo 'yicha, ya 'n i  uni, integral yigMndining 
limiti sifatida qarab, ba ’zi bir sodda funksiyalarning integrallarini 
hisoblash mumkin. Lekin, ko ‘pincha, har qanday uzluksiz funksiyaning 
aniq integralini, integral yigMndining limiti sifatida qarab, hisoblash 
ancha noqulaylik larga va qiy inchilik larga olib keladi.

Л

2

7.1 -misol. Ushbu Jsin.Y<ir integralni hisoblang.
0

Yechilishi. /(x)=sin.v funksiya [0;y j  kesmada uzluksiz boMgani

uchun, 7.3-teoremaga ko ‘ ra, u qaralayotgan kesmada integrallanuvchi 
bo'ladi.

Demak, berilgan funksiyaning [0;y] kesma bo’y icha integralini 

ta’ rifga ko 'ra hisoblashda, [0;y ]  kesmaning P bo'linishini, hamda har bir

qism kesmadan & nuqtalarni olib, integral y ig 'ind in i tuzish va 
uning limitini hisoblashga qu lay  qilib olish imkonivatiga ega bo'lamiz. 
Shularni e ’tiborga olgan holda, [0;—] kesmani и ta teng boMakka bo'lib,

sct (* = o,/7- i )  nuqtalar sifatida kesmaning chap chetki nuqtalarni
olib, aP(f) integral y ig ' ind in i  tuzamiz:
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о> (У) = 0> (sin х) = ]Г  Sin ~  
2п t i  2)i

. (п + \)а . п а  sin------ — sin —
Xsin/ta =------- -——-----— formulaga asosan, o>(sinx) y ig 'ind in i,

r?(/) =

a  sin — 
2

. { 7Г 7Г
f s i n ---------------

V2 ■ л  V 4  4/i
4/7 • *■s in ----

4/7

ko'rinishda yozib olamiz.
Endi integral y ig 'ind in ing w->oo dagi limitini hisoblaymiz:

sinf a  _ j l \ • *
, , т/2-я- I 4 4/г у /г.. . f  n к  ̂ 4n
lim<T„(/j = l im ---------------- -------------  = v 2  lim sin  - — — -------— .П-*00 #1—>00 4/7 ft я-Юо I 4 4/7 / ^

sin—  4 ' sin —
4/7 4/7

Bundan, /(x) = sinjf funksiyaning qaralayotgan kesmada
ft

uzluksizligini, hamda lim—^ — = 1 ekanligini e ’ tiborga olsak, u holda,
n —>00 . f t

sin---
4/г

К
limcr (simr)= |sinxrfjr = V2 sin — =
л->оо F  J  A

bo'ladi.
Demak, /(x) = sin* funksiya [0;^] kesmada uzluksiz bo'lgani

uchun, u integrallanuvchi bo 'lar ekan.
Agar g(x) funksiya [a,b] kesmada aniqlangan va kesmaning chekli 

sondagi nuqtalarida, /(*) funksiyaning qiymatlaridan farqli (boshqa) 
q iymatlar qabul qilsa, u holda, g(x) funksiya [a ,6] kesmada 
integrallanuvchi bo'ladi va

I g(x)dx = \f(x)dx

tenglik o'rinli.
7.2-misol. Ushbu

/(*) =
sin-5-, о < дг < 1 bo'lganda, 

5, x = 0 bo'lganda.

funksiyani [o; l] kesmada integrallanuvchi ekanligini ko'rsating.
Yechilishi. Berilgan funksiya, [o; l] kesmada chegaralangan va 

kesmaning * = o nuqtasida uzilishga ega bo'lib, qolgan barcha 
nuqtalarida uzluksiz.
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Demak, 7.5- teoremaga asosan, berilgan funksiya, [O; 1] kesmada 
integrallanuvchi boMadi.

7.3-misol. w = j 2>*6 [o,3)u(3,4]
[7,x = 3

funks iyan ing  [0.4] kesm ada  in tegra llanuvch i ekan l ig in i k o ‘ rsat ing  va 
integra ln i h isoblang.

Yechilishi. Ber i lgan  funks iya , o ‘ zgarm as  /(*) = 2, x e [ 0 ,4 ] 
funks iyadan , faqat x = 3 nuqtada farq qiladi.

R avshank i,
4

jf(x)dx = S.

Endi, 10,4) kesm an ing  ix t iyo r iy  p ( regu la r  yok i regu lar  boMmagan) 
boMinishida, 8 soni sr (g)<i <sH(g) tengs iz l ik larn i qanoatlantirad igan  
y ag o n a  / sondan iboratlig in i k o ‘ rsatsak,

4

\g{x)dx = 8
0

boMishi ko ‘ rsati lgan  ( isbo t langan ) boMadi.
/М0.4] kesm an ing  ix t iyo r iy  boMinishi boMsin. Bu boMinishdan 

hosil boMgan [*,_„*,] q ism  kesm a la rn ing  har b ir ida
m, = min g(x) = 2, ( = 1,2,...,я, M = max g(x)>2, ( = 1,2,...,n. U  holda,

quy i  Darbu yigMndisi,
■s/'(g) = 2 -Ддг, +2 • Л.г2 + ... + 2 ■ Ax„ =2(A.y, +... + Дх,) = 2 ■ Дл = 2 - 4 = 8, 

va  yuqori Darbu y igMndisi,
S,,(g)> 2 ■ Дх, + 2 • Дх, + ... + 2 ■ Дх„ = 2(Дх, +... + Дх„)= 2 ■ Дх = 2-4  = 8

boMadi.
Shunday qilib, [0,4] kesmaning barcha P boMinishlarida, 

5,.(g)<8 <SP(g) tengsizliklar oM'inli.
Endi y ago na l ikn i isbo tlaym iz . [0,4] kesm an ing  barcha P 

boMinishlarida,
sr(g)<r <s„(g) (7.2)

boMsin, deb faraz qilamiz. i,,(g) = 8 munosabat, barcha P boMinishlar 
uchun bajarilganligidan, r , hech boMmaganda, 8 ga teng boMadi. Endi, 
faraz qilaylikk i, / > 8  boMsin va [0,4] kesmaning P boMinishini shunday

o ‘ zg artira m izk i, ЯР = шах|дх,|<|(/-8) v a  0 = x, <x, <...<x,_, <3<x, < „.< x„= 4  

boMsin. U holda.
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S,,(g) = 2Дх +... + 2Дх,_, + 7 Ax, + 2Ax,tl +... + 2Дх„ =

= 2(Лх + &x2 + Ax: + ... + Лх„)+5Дх, = 8 + 5Дх, < 8 + j ( /  - 8 )  = I

boMishi kelib chiqadi, bundan, / sonning (7.2) munosabatni 
qanoatlantirmasligi kelib chiqadi. Bu qarama-qarshilik , I sonning 8 dan 
katta boMmasligini, y a ’ ni / = 8 boMishini isbotlaydi.

7.3. Aniq integralning xossalari. Aniq integralning, ta ’ rif-
dan bevosita kelib chiqadigan, quyidagi xossalarini keltiramiz:

ь
1°. ^dx = b - a .

a

2°. Agar / (x) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi boMsa, u 
istalgan [a, p]cz[a,b\ kesmada ham integrallanuvchi boMadi.

3°. Agar f{x) funksiya [a ,c]va [c,6] kesmalarda integrallanuvchi 
boMsa, u holda, f ( x )  funksiya [я ,b] da ham integrallanuvchi boMadi va 
ushbu

\f{x)dx = \f(x)dx + {/(*)&, a < c < b ,  (7.3)
a  a  c

tenglik o'rinli.
4° . Agar f ( x )  va g(*) funksiyalar [a, 6] da integrallanuvchi boMsa, 

ii holda, lar uchun л/(х)+/«(x) funksiya ham [a,b] kesmada
integrallanuvchi boMadi va

| [Л f{x )  + ft g{x)\dx = Я j  f(x)dx + ft J g(x)dx (7.4)

tenglik o'rinli.
7.1 -natija. Agar /,(*), /,(*),...,/„ (x) funksiyalar [a,b] kesmada 

integrallanuvchi boMsa, u holda, C1/1(x)+C,/2(x)+...+C„/„(x)
( < const, k = \,й) funksiya ham shu kesmada integrallanuvchi bo'ladi va

j  [C,/, (x) + .. + C .J. (x)\dx = C, J  f ( x ) d x  +... + C„ J  f ,  (x)*r (7 .5 )

tenglik o'rinli.
5°. Agar f ( x )  va g(x) funksiyalar [a,b) kesmada integrallanuvchi 

bo'lsa, u holda, ularning f ( x ) g ( x )  ko'paytmasi ham shu kesmada 
integrallanuvchi bo'ladi.

7.2-natija. Agar fix)  funksiya [я,6 ] kesmada integrallanuvchi 
bo'lsa, Vhe iV uchun, [/(x)]" funksiya ham shu kesmada integrallanuvchi 
boMadi.

99



6 °. Agar /(дг) funksiya \a,b] kesmada integrallanuvchi bo'lib,
Vjre[a.6] uchun, /(*)>о tengsizlik o'rinli bo'lsa . u holda,

b

j f(x)dx >0 (a > b)

tengsizlik o 'rinli.
7.3-natija. Agar f(x )  va g(x) funksiyalar [a,b] kesmada 

integrallanuvchi bo'lib , V x e [a , i]  uchun, / (x )< g (x ) tengsizlik o'rinli 
bo'lsa, u holda,

\f{x)<\g(x)ix (7.6)

tengsizlik o 'rinli.
7°. Agar f{x )  funksiya [a .6] kesmada integrallanuvchi bo'lsa, |/(x)| 

funksiya ham shu kesmada integrallanuvchi bo'ladi va

| f{x\Lx < |\f(x\dx (7.7)

tengsizlik o 'rinli.
Bu xossaning teskarisi har doim ham o'rinli emas, y a ’ni |/(x)| 

funksiyaning shu kesmada integrallanuvchi ekanligidan, / (x) 
funksiyaning integrallanuvchi ekanligi kelib chiqmaydi.

8°. A gar f ( x ) funksiya [я,b] kesmada integrallanuvchi bo'lsa, u 
holda, shunday ц o 'zgarmas son (m <ц< u) mavjud bo'ladi va

\f{x)dx = „(b-a) (7.8)

tenglik o 'r inli,  bunda m = ;nf  {/(x)], м = SUp {/(*)}.
oZXZb os.vsfc

9 '(o ‘rta qiym at haqidagi teorema). Agar f(x )  va g(x) 
funksiyalar [a,b] kesmada integrallanuvchi bo'lib, g(x) funksiya shu 
kesmada o 'z  ishorasini saqlasa, u holda, shunday // o 'zgarmas son 
(m <fj< m) mavjud bo'ladi va

jf(x)g(x)dx = fj\g(x)dx (7.9)

tenglik o 'rinli.
7.4-natija. Agar f{x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo'lsa , u 

holda, [a ,b] kesmada shunday 4 (*e[a,b]) mavjud bo'ladi va

{ f(x)g(x)dx = f(%\b -  a) (7 .10)

tenglik o 'rinli.
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Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi bo‘ lsa (a<b\ u 
holda u aniq integralning 2 ° -xossasiga asosan, [a,x](a<x<b) kesmada 
ham integrallanuvchi boMadi. Aniq integralning yuqori chegarasi b ni x 

ga, integral ostidagi ifodada x o 'zgaruvchini / ga almashtirsak, u holda,

) / ( ' ) *
a

v ga bogMiq ifoda hosil boMadi, uni Ф(л) orqali belgilaymiz:

= }/(')<* (7.11)

Bu funksiya quyidagi xossalarga ega:
10°. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi boMsa, u 

holda,

<£(*) = }/(f>* va F(x)=\f(l\ll

funksiyalar ham shu kesmada uzluksiz boMadi.
11°. Agar f(x) funksiya [a,b\ kesmada integrallanuvchi boMib, 

biror Xq e[a,A] miqtada uzluksiz boMsa, u holda, Ф(х) va F(x) funksiyalar 
ham ,y 0 nuqtada differensiallanuvchi boMadi va

<£(*<>) = /(*»)• F'M  = -/{*<>) (7-12)
tengliklar o ‘ rinli.

7 .1-es latma. Agar x0 nuqta, [a,b] kesmaning chetki nuqtalari 
bilan ustma-ust tushsa, u holda, Ф(,т) funksiyaning дг0 nuqtadagi hosilasi, 
o 'ng yoki chap hosila deb tushuniladi.

7 .5 -nat ija .  [a,ft] kesmada uzluksiz boMgan har qanday f(x) 
funksiya, shu kesmada boshlangich funksiyaga ega boMadi. Shu 
boshlang'ich funksiyalardan biri

\fi?)dx = jf(t)dt + C (7.13)

boMadi. Bu formula aniqmas integral bilan aniq integral orasidagi 
boshlanishni ifoda qiladi.

7.4-misol. Ushbu
. Jx, 0 < x < l/ 2  bo'\ganda,

[1, 1 / 2 < x <1 bo’\gaiida.
funksiyaning [o; l] kesmada integrallanuvchi ekanligini ko'rsating.
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Y ech il ish i.  Berilgan funksiya [o: l] kesmada chegaralangan va

kesmaning x = i  nuqtasida uzilishga ega bo'lib, qolgan barcha

nuqtalarida uzluksiz.
Demak, 7.5-teorema va 3° - xossaga asosan, berilgan funksiya, 

[0; l] kesmada integrallanuvchi bo'ladi, y a ’ni

\/{хУх=\хсЫ + \\сьЛ+Х- Л .
О 0 1/’ °  z 0

7.5-misol. Р(дг) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi va m anfiy 
emas, f(x) funksiya esa, [д.6] kesmada m<f(x)<M  munosabatlarni 
qanoatlantirsin. A gar f(x)P(x) funksiya shu kesm ada integrallanuvchi 
bo 'lsa , u holda,

h b b 
mjP(x)dx < | P(x)f(x)dx < Mj P(x)dx ( 7 .1 4)

tengsiz lik lar bajarilish in i isbotlang.
Yech il ish i.  Shartga ko 'ra , \/a<x<b uchun, m<f{x)<\l 

bo'Iganligidan, mP{x)< f(x)p(x)< mp(x) tengsiz lik lar o 'rin li. Bu 
tengsiz lik lam i, a dan b gacha, liadm a -  had integrallash natijasida,
(7 .14) tengsiz lik lam i hosil q ilam iz.

7.6-misol. Р(дг), f(x).tp{x),4/{x) funksiyalar [a .6] kesm ada berilgan 
bo 'lib , u lar quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:

a) p(x)~ m anfiy em as;
b)'P(x)<f{x)<v (x);
c) f(x)p(x), <p{x)p(x\ ц/(х)р(х) funksiya lar [a,b] kesmada

integrallanuvchi bo 'lsin . U holda,
b b h
j tp(x)P(x)dx < J f(x)P(x)dx < ji;/(x)P(x)dx (7.1 5)

tengsiz lik  bajarilish in i isbotlang.
Y ech il ish i.  Shartga ko 'ra , />(x)>0, ?>(x)</(x)<v {x) b o 'lgan lig i 

uchun, <p(x)p(x)< f(x)p(x)< i//(x)p(x) tengsiz lik lar ham o 'rin li bo 'lad i.
Bundan (7 .15 ) tengsiz lik lar kelib  chiqadi.

7.7-misol. Ushbu
.  r sinx , к  
0 < dx<-p-

IW T 7 V2
tengsiz lik lam i isbotlang.

102



Yechilishi. p(x)=sinx. / ( * )= -= =  deb belgilaylik . [0; я-] kesmada
Ух- + 2

o< I—. <jj=, sin*>0 . 7 .5 -  misoldagi (7.14) tengsizlik larga ko‘ ra,

sin* , 1 "r.л f sin  JX l r .  , ЛО < , dx < 77= Sin xdx < 77=
/̂2 0J V2

ekanligi isbotlanadi.
7.8-misoI. Ushbu

i<-
Юл/З 3j 2  + x 2 л/210

lengsizliklami isbotlang.

Yechilishi. P(x)=x9, f(x )  = - T̂ L=  deb belgilasak, u holda, [0;l]
л12 + х2

kesmada f(x) > 0  va integrallanuvchi, -]=</(x)<-L hamda /(х)я(х)
■>/3 v2

funksiya integrallanuvchi.
Demak, 7.5 -misoldagi (7.14) tengsizliklarga ko‘ ra,

f x9o!x < f .. = ■■ dx < [x9d x .
л/3 Jo ix/ 27?  V2 J0

1 1 9 I
Bundan, — —< f .5— dx< —j=—  tengsizliklarning o'rinli ekanligini 

Юл/з J, V2 1 0

olamiz.
X37.9-misol .x — <sinx<x, x >0  tengsizliklardan fovdalanib, ushbu
6

20v^ < I sin д: < 4л/2
" 7 T “ J0 v ?

lengsiz lik lam i isbotlang.
Yechilishi. [0;2] kesmada J x > 0  boMganligi uchun, 7.6-misoldagi

(7.15) tengsizliklarga asosan,
X

2 X -

0 VX J л/х JV *
Bundan,

3
X 7

л/2 1 2 !  20V2
3 6 7 21

2

bo' lganligidan,
3
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20л/2 _ г sinx 4V2------- < —j=-dx  <-------
21  { 3

tengsizliklarning o 'rinli ekanligi kelib chiqadi.
7.10- misol. Ushbu

~ ̂  < 1 Г '1 'W i— A  < ~ ̂25 J0 (x + 2X3-jr) 6

tengsiz lik lam i isbotlang.

Yech il ish i.  /(*)=-,----- I-----г funksiyaning [0;i] kesmadagi(,r + 2X3-x)
2 x — 1 1f'(x) = 7------ --------- гг hosilasi, * = -  nuqtada nolga teng bo'ladi.

(x+ 2 ) ( 3 - .t)‘ 2

Funksiyaning hosilasi, x=- nuqtadan o'tishda, o 'z  ishorasini, manfiydan

musbatga o'zgartiradi. Shuning uchun, f(x) funksiya bu nuqtada

minumumga erishadi. y a 'n i  /mmW  = Funksiya maksimum qiymatiga

[0;i] kesmaning chetki nuqtalarida erishadi, y a ’ni /m„(o) = /max(i) = i .
6

Shunday qilib, — <7— -----т <-, x* о, хф -  va  x*\ bo 'lganda esa,
J  M 25 (дг + 2ХЗ-х) 6 2 b

—  f e'dx< ------!-< — \e‘ dx,
2 5 1 l ( x  + 2 X 3 - x)  6 1

- { e -  l)< f--------------- *bc < — (<?- l).
25 .1 (x + 2Хз -  x) 6 K

Demak, 7.5-misoldagi (7 .1 4 )  tengsiz lik larga asosan,

—  \e'dx< f ------ -------- r < — fe'dx .
25 J J ( *  + 2X 3-x )  6 j,

Bundan talab qilingan tengsizlik kelib chiqadi.
7.11 -m iso l.

1  ----------- 1
Quyidagi: j4 \  + x 2dx va jx d x

о 0
integrallarning qaysi biri katta?

Y ech il ish i.  Ji+x2 va .v funksiyalar [0;i] kesmada uzluksiz 
(integrallanuvchi). [0;l] kesmada x<J\ + x2 tengsiz lik o 'rinli.  U holda
(aniq integralning 6 °- xossasiga asosan),

1 1 -----------------

j x  dx < Jv I + x 2 dx t
о 0

tengsiz lik o 'rinli bo'ladi.
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7 .1 2 -  misol. Agar f(x) va cp(x) funksiya lar [a,b\ kesmada 
integrallanuvchi bo‘ lsa, u holda,

jf(x\p(x)dx < J f f :(x)dxfr/>2(x')dx (7-16)

tengsizlik o'rinli bo'Iishini isbotlang. Odatda, bu tengsizlik, Koshi - 
Bunyakovskiy tengsizligi deb ataladi.

Yechil ish i. [ / ( * ) - A.<p(x)f funksiyani qaraymiz. Bunda Я — 
ixtiyoriy haqiqiy son. Bu funksiya [д.А] kesmada integrallanuvchi. Aniq 
integralning 6° - xossasiga asosan,

\ [ f (x )~  A(p(x)f dx > 0

yoki
b b b 

A; J<p2(x}tx -  2Я J f(x)<p(x)dx +1/! (x)dx > 0.

Bu tengsizlikning chap tomoni Я ga nisbatan kvadrat uchhaddan 
iborat bo'lib, u Я ning barcha qiymatlarida nomanfiy, demak, kvadrat 
uchhadning diskriminanti manfiy emas:

\ f 2(x)d x ]p 2(x)dx-\^j{x)<p(x)dx^ >0,

bundan (7 .16) tengsizlikning o'rinli ekanligi kelib chiqadi.
7.13 -misol. Ushbu

} 2 I-----  ix' vcosxdx^ —
I 24

tengsizlikni isbotlang.
Yechil ish i. f(x) = x2, g(x)= VcosI deb olsak, (7.16) formulaga 

asosan,

x̂2 -Vcosxalr:
0

bo'lishi kelib chiqadi.

j x 2dx f cosdx = — 
J 7‘24

Agar <p(x), цг(х) funksiyalar, [я .6 | kesmada differensiallanuvchi 
bo'lib, xe[a,b] uchun, A<<p{x)<B bo'lsa, f(x) esa, [A, B] kesmada 
uzluksiz bo'lsa , u holda

y(x)
F(x) = J f{t)d t; a < x < b 

*>(«)
funksiya [a,b] kesmada differensiallanuvchi bo'ladi va
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4- {/(')* = ААх)) ч' (х)-/($>{*))■ <р {х) (7 .17)
гМ

formula o 'rinli.
7.14- misol. Ushbu

r dt
j, I + r4

hosilani hisoblang.
Y ech il ish i.  (7 .17) formulaga asosan,

d  *f dt  1 ;  I 3 * ’ 2x-■ 3 x ----;■■■ 2.T = -
Л 7 7  №  ^+”7 '

7.15-misol. Ushbu
, , fO, *  e  [o ;6 ] ,  -T Ф с,

8 . W 4  ,
[ Л ,  JT =  C

funksiya uchun,
b
J g c (jf)&  = 0
a

ekan l ig in i  isbotlang.
Isboti. [a,/yj kesm an ing , /5 = {<j = .y0 <.v, <...<x„ =b  } bo ' l in ish in i  

o lam iz . Faraz  q i lav l ik ,  с nuqta, q ism  kesm alarn ing  b ir ida  yots in , misol 
uchun, с е [ х т ,х„нЛ] bo 'ls in . B er i lgan  g c(л) funks iyan ing  P  b o ' l in ish ga  
mos ke lgan  integral y ig ' in d is in i  tuzamiz : £k deb, q ism  kesm alarn ing  
chap chetk i nuqtalarin i o lam iz :

V,(gc)=
*«0

qolgan  y ig ' in d i l a r  no lga teng. Shartga  ko 'ra ,
Ы Ф И

bo 'lgan i uchun,

K f e J  - 1 4 ^ - 1 + ^ ,J -  
b

Bundan, lim a r {g ) = o, y a 'n i  J g< (x}lx = о ekan l ig i  ke l ib  ch iqad i .

7.16-misoI.  A gar  /(л-) funks iya  [ a , b ]  kesm ada  in tegra l lanuvch i 
bo 'l ib , un ing  q iym at in i biror ce[a\b\ nuqtada o 'zgar t ir s ak ,  nati jada , 
y an g i  hosil b o ' lg an  f { x )  funks iya  ham, [a.b\  kesmada in tegra l lanuvch i 
bo 'l ish in i va

\l(x)dx = \f(.x)dx 

teng l ikn ing  o 'r in l i  ekan l ig in i isbotlang.
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/(*)= 

w +

gc(Y) =

Yechilishi. Shartga ko'ra,
\f(x\ x e [ a , b ] , x * c  bo'\ganda, 
[/(*)* f (x) ,  x = c  bo ’\ganda.

Demak, /, (*)=/(*)+g< (x), bunda,
[0, x e  [a\b] ,x*c  bo'Xganda, 
[/4, x = c  bo'Xganda.

Aniq integralning 4° - xossasiga, hamda 7.15- misolga asosan,

f j  (x)dx = J  f(x)dx +1 gc [x)dx = | f(x)dx.

7.2 - eslatma. 7.15- va 7.16- misollarga asosan, quyidagi xulosani 
chiqarish mumkin: f ( x )  funksiyaning integrallanuvchiligi, uning ba’zi 
berilgan nuqtalardagi qiymatlariga bog‘ liq boMmaydi.

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi funksiyalarning berilgan kesmada integrallanuvchi 
ekanligini ko‘ rsating:

о < x < 1 bo'\ganda, 11, 0 < x < 1 bo'\ganda,
7.1. /(*) = ■ 0, x = 0 bo'\ganda, 7.2./(x) = j 0, 1 < x < 2 bo'\ganda,

- 1 ,  x = l bo'\ganda. [3, 2 < x < 3 bo'Iganda.

7 3  f(x )  -  j cos~’ ® < x -  * bo'\gauda, у  ^ /(^)_ |  ̂+—, 1 S jr < 2 io'lga'irfa, 
( 2 ,  x = 0 bo'iganda. [x, 2 ^ x < 3  bo'iganda.

7.5. Agar / ( a )  funksiya [a,b\ kesmada integrallanuvchi boMsa, 
uning shu kesmada chegaralangan ekanligini isbotlang.

7.6. f ( x ) funksiyaning [« ,6] kesmada integrallanuvchi boMishi 
uchun, \/e> 0 olinganda ham, shunday S = S(e)> 0  son topilib, [a,6 ] 
kesmaning, diametrlari dan kichik boMgan, har qanday P ,v a P2 

boMinishlarida
К  (/')-<’■<■,(/)|<e

tengsizlikning bajarilishi zarur va etarli ekanligini isbotlang.
7.7. [a,b] kesmada har qanday chegaralangan monoton funksiya­

ning shu kesmada integrallanuvchi ekanligini isbotlang.
7.8. Agar /(*) va g(.v) funksiyalar [a, b] kesmada uzluksiz, /> = {**}£,, 

bu kesmaning boMinishi, £ e[x w . x,.], 7, e[x,_,, x,], Дх, =x, -x , . , ,  i = \2,...,kr 

boMsa, u holda,
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]_'т J ]  f(£ , )g(/;, \\x, = j  f(x)g{x)dx

tenglik o'rinli ekanligini isbotlang.
7.9. Agar / ( . y )  funksiya [0; l] kesmada monoton bo'lsa , [0; i] 

kesmada

ekanligini isbotlang.
7.10. Agar f(x) funksiya [a,b\ kesmada chegaralangan va 

qavariqligi yuqoriga qaragan (botiq) bo'lsa , u holda uning shu kesmada 
integrallanuvchi bo'lishi va

tengsizlik o 'rinli ekanligini isbotlang.
7.11. Agar f(x) funksiya [a, ft] kesmada Riman ma'nosida 

integrallanuvchi bo'lsa, u holda,

tenglik o'rinli ekanligini isbotlang.
7.12. Agar f ( x )  funksiya [a ,6] kesmada integrallanuv­

chi, v.ve[a,ft] lar uchun c < f(x)<d bo'lib. # ( . y )  funksiya [c,d\ kesmada 
uzluksiz bo'lsa , u holda, g(/(.v)) funksiyaning [a, b] kesmada 
integrallanuvchi ekanligini isbotlang.

7.13. Kvadrati integrallanuvchi bo'lib, o 'zi integrallanmaydigan 
funksiyaga misol tuzing.

7.14. Y ig 'ind is i  integrallanuvchi bo'lib, qo 'shiluvchilarning har 
biri integrallanmaydigan funksiya larga misol tuzing.

7.15. /(x)g(x) funksiyaning [a, 6 ] kesmada integrallanuvchi 
bo'lishidan, /(.v) vag(.v) funksiyalarning [я .6 ] kesmada har doim 
integrallanuvchi bo'lishi kelib chiqadimi?

7.16. Agar f{x) funksiya [a,b] kesmada aniqlangan (a,ft) kesmada 
uzluksiz bo'lsa , u holda [a,b] kesmada integrallanmaydigan funksiyaga 
misol tuzing.

Quyidagi integrallarni baholang:

lim s ,,(f)=  |im S,.(/) = } f{x)dx
л р  —M) J

1x
"10 + 3 cos x

dx

108



7 .19 . j  = f , dx . 7 .20 . J  = fe - ' d x .
, ,^ 12 + x -x 1 n
' v<’ J?

7.21. J  = [ —?L=dx. 7.22. J  = f xarctgxdx.
I  л/l + x £

з
Quyidagi tengsizliklarni isbotlang:

7.23. (i- , - « ) ( « >0). 7.24. 0,5< f - = ^ =  < — («>l).
I 2« V 1 I JT x 2" 6

7 .2 5 . -  < [ ф . 7.26. A < <2e.
6 - v l  .v x3 4л/2 ^  J

7.27. 2 <[-£*_< I.
5 \ l + x ‘ 2

”7 ">o 1 k}' dx 1 1 1 1 "rdx , 1 I7.29.  < — < - va — <1  + -+...+--------------
к + \ ■ x к 2 3 it ■ ,v 2 n - 1

7.30. - L < 1  [ ;rt ^ g - V < - .  7.31. Г " Ц . а < 1 .
V9 л-J V T T s  2 3 2 + x

Quyidagi integrallarning qaysi biri katta (integralni hisoblamasdan 
xulosa qiling)?

7.32. | л/l + x : dx yoki jx d x . 7.33. j s in '°x A  yoki jsin x*£v.
о о I) 0

n
' . 2 . 2  ,  . 2

7.34. fe~xdx yoki je r dx. 7.35. J<?~x cos2*<& yoki cos2 .
0

7.36. j ^ x  yoki }5!П£л. 7.37. j  yoki j £ .
0 * 0 X 1/2 » ̂  1 /2V-V

7.38. | s i n  . r i  yoki je~‘ sinxdx. 7.39. j — yoki  j — .
о о i \  1 +  X  i x

1 V  2 27.40. jV  sin2 xdx yoki J л* sin2 xdx 7.41. Jin xdx yoki J(lnx)2<&
о о 1 •

4 4 / \ * 2x7.42. j  ln.vA: yoki J(lnx2 )±c . 7.43. } e~x cos "xdx yoki je x cos2 xdx
3 3 О ж

7.44. Agar f ( x )  funksiya { p - а ,  p + a) kesmada uzluksiz va obsuvchi 
bo‘ lsa, u holda,

2 a f ( q - /]'■)< j f ( x 2 - 2 p x  + q)tx< 2af(a2 + q - p 2) 

tengsizliklarni isbotlang.
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,„♦1 _  .41
Ushbu

[xmdx = ---------— , m Ф -1, [imxdx = 2
1 "' + 1 Joa

munosabaflar va 7 .6 -m iso ldagi (7 .15 ) tengsizlik lardan foydalanib, 
quyidag i integrallarni baholang:

7 .45. f /  rix. 7.46.
J„Vl + x> \

7.47. | Vl2 + x ■ sin xdx. 7.48. | +  ln2 x x2dx
0 1

xl xy7.6-m isoldagi (7 .1 5) formula va x —— <sinx<x------- H *>0)
6  r  X

6  H--------
120

tengsizlikdan foydalanib quyidagi integralni baholang.

7.49. J  = I*’ 5 Sm Xdx 7.50. J  = Vx sin xdx. 7.51. JVxsinxrtLv.
0 X 0

X 2 X 2 X37 .6-m iso ld ag i (7 .15) formula va  x - y  < ln ( l+ x )< x -y  + y t x > 0 )  

tengsiz lik lardan foydalanib, quyidag i integrallarni baholang:
7 .5 2 . |1п(1-+£)л  7.53. J Vx ln(i + x)dx.

0.5 X О

Koshi - B unyakovskiy tengsiz lig idan  foydalanib, quyidagi tengsiz­
lik lam i isbotlang:

1  ̂ I
7.54. JVT + x 2 V x’ +1 dx < —. 7.55. j\ll + x*dx < Vk2 .

0 3 0

7.56. |X 2 Vsinxdx < . 7.57. J Vtl + X 2 )sin xdx < In  + у .
5 0

Q uyidagi hosilalam i hisoblang:
d '7 .5 8 .— f Vl+ r dt. 7 .5 9 .— fcos nt^dt.

dx I dx

7 .6 0 .— f " dr. 7.61. — \\ntdl (x > 0 ).
dx i dx \

i /t j  b
7 .6 2 .—  fcos(t2)dt (x > 0 ) . 7.63. —  fs in x 2A '.

dx i da •

i1 i .
7 .64 . A gar x = jtlntdt, v = J r : inrrfr (r >o) bo‘ lsa, u holda, ni toping.

* In — //v
7.65. A gar x = J-^/ r, v = Je\ t bo‘ Isa,u holda, -j- ni toping.

2 “ 5

Q uyidagi lim itlam i hisoblang:
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' ып ж
j C0S.r:A- j j tgxdx

7.66. lim ------------- . 7.67. lim — — ------ .*-*<> X х-*м) Ф ____
J -Js'mxdx
0

Aniq integral yordam ida quyidagi funksiyalarn ing berilgan 
kesm alardagi o 'rta qiym atini toping.

7 .68 ./ ( x )  = — , [1:15]. 7.69. / (x ) = cos3 x, [0 ;jt].
x + x‘

7 .7 0 ./(a) = sin4 x, [0: я] 7 .7 1 ./(*) = — .[0:2] .
e' +1

7.72. f ix)  — s in " x, [0 ;Л-J . 7 .7 3 ./ (x ) = 20 + 4 s in x  + 3cosx, [0;2гг].

7 .7 4 .f{x)= -Jx, [0;100], 7.75./(x) = s in x s in (x  + a ) ,  [0:2я-]

7.76. Ellips fokal »• = — —— fo<e<l, p = —1 radius vektor
1 -  E cos rp \  a J

uzunligin ing o 'rta  q iym atin i toping.

7.77. [0:^] kesmada /(/) = sin^--/ funksiyaning o ‘ rta qiym atini 

toping, bunda a  -parametr.

7.78. q> ning qanday qiym atida /(r) = sm ^^-+ pj funksiyaning

T • ^
[0: - ]  kesm adagi o ‘ rta q iym ati — ga teng boMadi?

4 '  Я
h

Q uyidagi m isollarda, £ ning qanday q iym atida, j  f(x)dx = f ( g \b  -  a),

a <£ <b ,tenglik  o 'rin li boMadi? Bunda

7 .7 9 . /W  = 2 * - 4 * 1. a = 0, b = 2. 7 .8 0 . /(.r) = lg2x. a = -  —, 6 = 0.
4  4

7.81./(x) = In.t, a = \, b = e2
Q uyidagi m isollarda, f  ning qanday qiym atida,

h b
lf(x)g(x)dx = f(£)\g(x)dx tenglik  o 'rin li bo 'lad i? Bunda

7.82. / (j) = x, g(A-) = \1\ - x ’ , a = 0,6 = 1
7.S3. /(.V) = X- . --- v. a ■ 0,b := 1
7.84. / j,x) -  x +), g(;c) = l/Vl - x ’ , a = 0, !> - 1.
7.85. fix) = 1/^1 — x2, g[x) -  x + I, a -  0,b = !.

7 .8 6 ./ (x ) = x, g (.t) = cosx. a = b = ~.

7.87. / О ) -  cos r, g (x ) = x, a = 0, 6 = ’L
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Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

7.10. Ko‘ rsatma. A, >0, A2 >0, А, + A2 =1, А,/(х,)-1-A ,f(x,)<  f(A,x, + A2x2)
!, x ratsional son bo'lganda,tengsizlikdan foydalan ing. 7 .13. /(.i

7.14. /(*) =

1, x irratsional son bo'lganda.
1, x ratsional son bo'lganda,

0, x irratsional son bo'lganda.
1, x ratsional son bo'lganda,

0, x irratsional son bo'lganda.
1, x ratsional son bo'lganda,
1, x irratsional son bo'lganda.

g(x) =

7.15. f(x )= g(x

0, x=a, x = b.

7.17. 7 .1 8 .—я-<■/<-*. 7 .1 9 .- < J < — .
2 2 V 2 13 7 3 2

7 .2 0 .- < J <1,7 .2 1 . < j< —. 7.22. —  <J<  — 7.32. B irinch isi.
e 20 10 9 9

7.33. Ikkinchisi. 7 .34. Ikkinchisi. 7 .35. Birinchisi. 7 .36.Ikkinchisi.
7.37. B irinch isi. 7 .38. B irinch isi.7.39. Ikkinchisi.7 .40. Ikkinchisi.

7.41. B irinch isi. 7 .32. Ikkinchisi. 7.43. B irinch isi.7 .45. < J <-.
16 8

7.46. 7 .47.2  4 n < j  <2 7.48. —  < y < ^ X 3- i )
4  4  3 3 v f

7.49. 0,5 - 0,125/18 < J  < 0,5 - 0 , 125/18+,0 3 125/600.

7.50. 0 ,8 [0 ,4 (0 ,6 4 )2 — (0 ,6 4 )4]<  J  < 0 ,8 [(0 ,6 4 )2 - — (0 ,6 4 )4 + ^ ( 0 , 6 4 ) 6].

7.51. 0 .8 [y (0 ,5 1 2 )2 - ^ ( 0 , 5 1 2 ) 4] < J <  0 ,8 [y (0 ,5 1 2 )2 - ^ ( 0 , 5 1 2 ) 4 + ̂ ( 0 , 5 1 2 ) 6].

7.52. 7 . 5 3 . 7 . 5 8 .  2 x J i+ 7 .
16 8 35 945

7.59. -sinrcos(^cos3 x)-cosxcos(;rsm3 x). 7.60. --- --  .7 .61. lnx.

7.62. .e£ii+JLcos-L 7 .63. -sina! 7 . 6 4 . - r . 7.65. Д  7.66. l.
2V* x x 2 In t

7.67. l. 7 .68.0,3648,7 .69. 0 ,7 .7 0 .-  7 .71.0 ,283.7 .72.0 ,5 .7 .73.20 .
8

7.74. 6—. 7.75. —cosa.
3 2

7.76. -= £ =  = 6-ellipsn ing kichik o ‘qi uzunligi. 7.77. 1 ~c o s .
V 1 -е 2 ляг
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7.80. £ = JE I. 7.81. 1п# = £ ± .  7.82. ± 7 .8 3 .  Д
s S V Л- ' е 2 +1 Зтг V 9

7.84. — 7.85. f c l l . 7 .8 6 .  — . 7.87. arccos4- — .
/г V я + 2 2 2

8-§. A niq in teg ra ln i h isoblash

Наг doim, har qanday integrallanuvchi funksiyaning aniq 
integralin i, integral yigMndining lim iti sifatida qarab, hisoblash oson 
boMavermaydi, y a ’ni integral y ig ‘ indini tuzib, uning lim itini hisoblashda 
ancha noqulaylik lar va q iy inch ilik larga duch kelinadi. Shuning uchun, 
aniq integralni yuqoridagi ta ’ r if  bo‘y icha hisoblash usulidan boshqa 
soddaroq usulin i topish zaruriyati tug‘ ilad i. Bu usullam i quyida keltirib 
o 'tam iz.

8.1. N yuton-Leybnis form ulasi. Yuqorida ko‘ rdikki, agar 
f(x )  funksiya [a,b] kesm ada uzluksiz bo 'lsa , u holda u shu kesmada 
boshlang'ich funksiyalarga ega boMadi. Aniq integralning 11° -xossasiga 
asosan,

<z>W = j  f(t)dt

Funksiya, f(x )  funksiyaning boshlang'ich funksiyalaridan biridir. 
F(x) -  f(x )  funksiyaning [a,b] kesm adagi ixtiyoriy boshlang'ich 
funksiyasi boMsin. M a’ lumki, ф(х) va F(x) boshlangMch funksiyalarning 
biri, ikkinchisidan o 'zgarm as songa farq qilad i, y a ’ni

j = F(x) + C, a < x < b .

Bundan, x = a deb olib,
0 = F{a)+C, C = -F (a) 

ekan lig in i topamiz, y a ’ni v.xe[a,6] uchun,

I f(x)dx = F(b)~ F{a) (8.1)

Nyuton - Leybnis form ulasiga ega bo 'lam iz. Odatda, (8 .1 ) formula, 
integral hisobning asosiy formulasi, deb ham yuritilad i.

8 .1 -eslatm a. Odatdagidek,
F ( ^ = F ( * ^ = F ( & ) - F ( a )  

bclgilashni olsak, u holda, (8 .1 ) Nyuton -  Leybnis formulasini,

7.78. <р = 2кл, <р = -  + 2кл, k e Z .  7.79. О £ = j ,  <f, = 2.
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)f(x)ch= F {x\ba
a

ko 'rin ishda ham yozish  mumkin.
ь

8.1-m isol. Ushbu x̂mdx, m^-\ integralni N yuton-Leybnis
a

formulasi orqali hisoblang.
Yechilishi. M a’ lum ki, integral ostidagi /(*)= *"' funksiyaning

x*+\
bosh lang 'ieh  funksiyasi, F (* )= ------  dan iborat. N yuton-Leybnis

m  +1

form ulasiga asosan,
x \h b -a
----- L =------------ ■ni * ~im  + 11 m + 1

bo 'lad i. X ususiy holda, m = - 1 bo 'iganda,

i y = inN‘ =inH -|nH •

Shunday q ilib , aniq integralni hisoblash m asalasi, integral ostidagi 
integrallanuvchi funksiyaning bosh lang'ieh  funksiyasin i topish 
m asalasiga ke ltirila r ekan. Lekin har qanday integrallanuvchi 
funksiyaning ham bosh lang'ieh  funksiyasin i topish oson bo 'laverm ayd i. 
Shuning uchun, aniq integralni hisoblashda, boshqa usullardan ham 
foydalan ishga to 'g 'r i keladi.

8.2.A niq  in teg ra lla rd a  o ‘zgaru vch ilarn i a lm ash tirish  usuli.
8. 1-teorem a. x = g(t) funksiya [a ,p ] kesm ada an iq langan uzluksiz 

differensiallanuvchi va uning q iym atlari to 'p lam i [a,b] kesm adan iborat 
bo 'lib , g(a) = a, g(fi) = b bo 'lsin . A gar f(x )  funksiya [a,b] kesmada 
uzluksiz bo 'lsa , u holda,

\f{x)dx = \f[g{t)]g[l)di ( 8 . 2 )

formula o 'rin li.
Bu form ulaga, aniq integralda о 'zgaruvchilarni almashtirish  

formulasi deyilad i.
8.2 -m isol. (8 .2 ) formulani isbotlang.
Y echilishi. f(x )  funksiya [a ,6] kesm ada uzluksiz bo 'lgan i uchun,

7 .5-natijaga asosan, f(x )  funksiya, [a,b] kesm ada, ф(х) bosh lang'ieh  
funksiyaga ega bo 'lad i. Bu holda, F{t) = tf>[g(0], [a < t < p) murakkab 
funksiya hosilaga ega:

F 'W  = O '[g (r ) ]-g (/ )= / [g (0 ]g (r ) .
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Bundan, Nyuton - Leybnis form ulasiga asosan,

J /[g(')k (f>* = J F(t)dl = F (fi)- F{a) = 0[gC9)] -

- 0 [ g ( a ) ]  = Ф(Ь)-Ф(а)=\/{х\1х.

8.3-m isoI. Ushbu

■dt

integralni hisoblang.
Y ech ilish i. x = cost alm ashtirishni olam iz. Bu alm ashtirishning 

to 'g 'r ilig in i ko 'rsatish  uchun, 8 .1 -  teoremaning shartlarini tekshirib 
ko 'ram iz: x = g(t)=cost funksiya R da uzluksiz, yangi t o 'zgaruvchi.

uzluksiz. Demak, 8 .1 -  teoremaning hamma shartlari bajariladi.

8.4-m isoI. Ushbu

integralni hisoblang.
Y echilish i. alm ashtirishni bajararniz: .v, = 0 bo 'lganda,

i, -Я, .r, =in3 bo 'lganda. t7 = 2 . Demak, дг o 'zgaruvch i, [0;ln3] kesm ada 
o 'zgarganda, yangi t o 'zgaruvch i [V2 ;2 ] kesmada o 'zgaradi. x = i n ( r - i )  

funksiya, t = 4er 7 1 funksiyaga teskari, [-/2,2] kesm ada monoton, uzluksiz

Bularni e ’tiborga olgan holda.
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Shunday qilib , 8.1-teorem aning hamma shartlari o ‘ rin li, shuning 
uchun, (8 .2 ) form ulaga asosan,

fe 'V e '+ l . f(/2 — 1)-/-2й* }2t'dt
! - ? т г ь = А ^ +4 > - . ) =^ =

= 2 Д 1 -  7174 ] *  = -  2» * «  ̂  Л = 2I2 ~ 2 ' ̂  ~ ̂  + 2arc(g T ] =

= 4 -  -/ir -  2 V2 + 2 arctg^-.

8.3. BoMaklab integrallash  usuli.
8.2-teorem a. A gar u = /t(x) va v = v(x) funksiyalar, [a,b\ kesmada 

uzluksiz va uzluksiz hosilalarga ega boMib, ularning xosila lari, shu 
kesm ada integrallanuvchi bo‘ lsa, u holda,

(8 .3)

л/2,

yoki

j  udv = uv ‘ - j  \du

b h 
J u(x)v (x)dx = u(*)vW ‘ - J  v(x)u (x)dx

formula o ‘ rinli.
8.5 -misol. Ushbu

л
jx  arctgx dx

integralni hisoblang.
Yechilishi. Integral ostidagi funksiyalar, 8 .2 -  teorem aning barcha 

shartlarini qanoatlantirishiga ishonch hosil q ilish  q iy in  emas. 
и = arctgx, dv=xdx deb olib, (8 .3 ) form ulaga asosan,

л  , i 
J xarc tgxd x  = [du = -------v = ~ ]  =

= — arctgx

\ + x

X ^ x'd x. я  3 1 ,
r l = — -  arctgx]\ + x~ 3 2 2

я  \ я  л/З я _ 7я  л/3

2 ~ Т  + _6 ~~3 7 '

I уз
- -  Г— 

2 , 1-

Misolni Maple tizimidan foydalanib yechish:
> int(x*arctan(x),x= 0..sqrt(3));

2ж_л/3
3 2

8.6 -misol. Ushbu
I

Лл = J *n" a  > 0, n e  N, (8.4)
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integralni hisoblang.
Yechilishi. / ( x )  = x “ l n " x  funksiya <0;i] kesm ada aniqlangan va 

uzluksiz, hamda iim/(x)=o. f(x )  funksiyani qayta an iq laym iz, y a ’nix-»+0
x = 0 da f{x) = 0 deb olsak, u holda f(x )  funksiya [0;i] kesm ada uzluksiz 
boMadi, y a ’ni u [0;i] kesmada integrallanuvchi boMadi.

Berilgan (8 .4) integralni boMaklab in tegra llaym iz:

J , а = j x “ In" xdx = [u = In" x,dv = x“dx, du =  n
In" '1 .x dx,

Y«+i i 
V = - — 1 = — —  x " 1 In" X

а  + 1 а  + 1
-----—  f x “ In" 'xdx =

a +1 ,

Bundan, ketma-ket boMaklab integrallash natijasida.

J„ ,  =(-0" , = И )" ( ^yT \x“dx =(.a +1) (a +1) i

= (-!)"■(a +l)"*1
rekurrent formulani hosil qilam iz. 

8.7 -misol. Ushbu

jx -  \nxdx,

integralni hisoblang. 
Yechilishi.

J x l n 2 xdx =
I

= ——  J x  In x dx

. ’ „ , 21n x  , и = In x; du = (In" x )  dx = ----------dx; x 2  ,X
= — I n  X

dv = xdx; v = — 2
2

rx2 2lnx
Г2 x~

dx =

и = lnx ;  du =  ( lnx) 'a ! r  = — dx;
’  x 2X e л  i

= - -----------l n x
dv = xdx; v  =  — 2 2

2

} £ ! *  = 
2 x

_ e2 e2 + 1 f ̂  1
) J  4 4 '2 2 2\ 4 4 

Misolni Maple tizimidan foydalanib yechish:
> int(x*(ln(x))A2,x = l..exp (l));

8.8-misol. Ushbu
\Qjx]Pl:(x)dx = 0 
-1
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tenglikni isbotlang, bunda, ^,(*)=—  d ^  — Lejandr ko 'phadi
2 "n! dx"

0t = 0,1,2,...), Q„(лт) esa, darajasi m < n  boMgan ix tiyo riy  ko‘ phad.

Yechilishi. Ravshanki, — ̂ ^  (k = 0,1,2....) funksiya x = -\ va * = i

nuqtalarda nulga ay lanad i. B erilgan  integralni ketma -  ket boMaklab 
integrallash natijasida,

и  = Qm (*), d v  =
dx dx-i

dxn~

ekan lig in i keltirib  chiqaram iz, chunki 2i"'+l)(*)= 0. Bundan (8 .5 ) teng lik ­
ning o 'r in li ekan lig i ke lib  chiqadi.

M ustaqil yechish uchun m isollar

Q uyidagi integrallarn i, N yuton-Leybnis form ulasiga asosan, 
hisoblang:

8.l.j{2x-i)dx . 8.2. J5x“dx. 8 .3 .J2-Jxdx.

8.4. J 2jx-ldx. 8.5. j(x + \\x-2)ix. 8.6.|Гзг + 4
I 1 4 ^

dt.

1/3 I
8.7. J(l + cos)dx. 8 .8 .j( :r  +yfx)dx. 8.9. j  лг: -x'-

o о о V

8.10. J(l + x ) dx 8.11. | (V a -V x )  dx. 8.12. J  ̂  31 dt.
0 n 1 ^

Q uyidagi integrallarn i, Nbyuton -  Leybnis form ulasiga asosan, 
h isoblang:

8 .13 . jV -4 x + 7 ) fc .  8 .14 . j - i * .  8 .15 . J A .
-i i x \ tyt

8 .16 . f—^  dx. 8 .17 . fx_''3( l-x J'3),/2̂ :. 8 .18 . f sin2 5.vtic.
„ (2x +1) i/g {

8 .19 . Jsec2 tdt. 8.20. jctg'-^dx. 8 .2 1 . |sec.Y(gi-A..
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яП
8.22 j  5(sin .v f 11 cos xdx. 8.23. f 8.24. f —Ж =— dt.

и о V l + 3sin 2x  ii V2secf

dx8.25. f -2 L - .  8.26. Г-.________
,„S0S- X i j 5  + 4 x - x 2

1г( г | >
8 .2 7 . j  cos ecx ctgxdx. 8.28. j j ^ -------7y-x

Q uyidagi integrallarga, Nyuton-Leybnis formulasini formal 
ravishda qo‘ llaganda, noto‘g ‘ri natijaga kelinishini izohlang:

8.29. t ------8.30. 8 .3 1 . J —.
0 p  + fgvvjcos-.V ',<*1, x j  Д x 

Q uyidagi integrallarni hisoblang:

8.32. J(2.r + 5k r. 8.33. J (x- + fxftx. 8.34. j\[xdx.
-2 0 -1

8.35. \\Txdx. 8.36. | 8.37. ]\f7^idx.

3jr .r

8.38. J (l + cos x)Jx. 8.39. j  msec xdx. 8.40. j(8 j-'2 + sin y)fy.

8.41. • jf~r---- V ku- 8.42. J 8. 43.  J д-|лг|сз!лг.
i \  - 4 ) _4 _n

Quyidagi integrallarni hisoblang:

8.44. ]rd x .  8.45. f— . 8.46.
I ; i  + *  i .v in x

8.47. f sin2 xdx. 8.48. f — ——-------. 8.49. f— * — .
■ 4.r‘ + 4.r + 5 , x -  2.v -  8

8.50. f cos('n*>fr 8 .51. f
, x ■ ,v(l + h r x)

8.52. I*\Ц -  x ' dr 8.53. \-±-<b.
I I - +1

Quyidagi aniq integrallarni, o ‘zgartiruvchilarni alm ashtirish 
yordam ida hisoblang:

3   0  _______ Jt

8.54. j j v  + \dy. 8.55. J ^У +1 dx. 8 .5 6 .|3cos'.vsinrfr.
0 -1 0

8.57. f cos2 .tsinjrdtr. 8.58. \-r ^ L -d x .  8.59. Г7- ^ Ц л
L  (4 + x ~) « ( *  + * 7

я
7  к П  7 к

8.60. f(l -cos3r)sin3f<*. 8.61. f (1 -co s3 r)s in 3 fd f. 8.62. Г dt.
0 i a V4 + 3sinr
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8.63. f - . C0S-.-= dt. 8.64. f J x 5 + 2х(5л:4 + 2]dx. 8.65. fcos 32xsin2x<ix. 
:W 4  + 3sin / Г  ?,
x
~4 I */3

8.66. J(l - s in 2 f )3/2 cosltdt. 8.67. j"sin jtxdx. 8.68. jctgxdx. .
0 0 */6

8.69. Т -^Н -Л . 8.70. f O x .  8.71.
J ГЖ’ r  J r  '  у ‘ + Л

8 . 7 2 . 8 . 7 3 .
i ДГ J COS‘ X

dt.8.74. } ( i - 2 x)ja  8 .75. js in 2 i+ -
0 0  ̂ 2 >

Q uyidagi integrallarn i,. o ‘zgaruvchilarn i alm ashtirish usulidan 
foydalanib hisoblang:

8.76. f f l __  8.77. f / fo *  / 8 .78. f
i W l  + дг2 W e '+ e "  3 *

8.79. | ^ ----- . 8 .80. Г------- —------ . 8.81.
i x  + yla2 - x 2 t  l + s in x  + co s* i  J x ( l-x )

dx o o - i  г/ , -Л  , o o *  V l + x 28.82. f— ■ . 8.83. \(e* +e '\gxdx 8.84. f + x dx.

8.85. Ushbu j(x2 - 6 x  + \i)ix integralda, x2 - 6 x  + 13 = /
1

alm ashtirishni olish m um kinm i? Javobingizni sharhlang.
I

8.86.Ushbu JV l-x 'd x  integralda, x = sinr alm ashtirishni
0

o lishm um kinm i? Javobingizni sharhlang.
к j

8.87.Ushbu f------ r— integralda, tgx = t alm ashtirishni olish
q 1+ sin x

m um kinm i? Javobingizni sharhlang.
Bo'laklab integrallash formulasi yordamida, aniq integrallarni hisoblang:

8 .88. fxe~‘dx 8.89. jx\nxdx. 8.90. JV  sin 2tdt.
0 1 0

8 .91. jxarclg(x2)dx. 8.92. J xtg2xdx. 8.93. |.x’ \nxdx.
0 0 1
1 e•

8.94. JxV 'dlt. 8 .95. J jc ln -Jxdx. 8.96. jlnxdx.
0  1 1 

1/2 I 1/4

8.97. | x • cos mcdx. . 8 .98. Jln(l + x2)a!x:. 8 .99. Jarcsin 2лп£с.
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Q uyidagi integrallarni, boMaklab integrallash formulasidan 
foydalanib hisoblang:

8.100. j  x cos xdx. 8.101. j(3x + 2)lnxdx. . 8.102. 'je'smlxdx.
0 1 о

8.103. j x 1 smxdx. 8.104. J xarctgxdx. 8.105. j  ̂ П Л dx.
0 11 I x

8.106. j s in 4 л-cos’ xdx. 8.107. je* cos2 xdx. 8.108. j  - —^ -« a !x fa>  *
№ - , ’Г  г л )

i ____  i
8.109. Jsin.vsin2.vsin3.vrf.r. 8.110. j x ' 5v l + 3x*dx. 8.111. j  arc cos xdx.

о о о

Q uyidagi, uzilishga ega boMgan chegaralangan, funksiyalarning 
aniqmas integrallarin i toping:

8.112 . j  sign xdx. 8.113.|j/g/i(sinx)dtc. 8.114. Г[.г]Л.

8.115. jx[x]dx. 8.116. J (-  1У'1 <ir.
|l, |(| с  I bo'lganda,

|0, Ы > /, bo'lganda, l>  0.
8.117. jf(t\ii , bunda f(t)=

Q uyidagi. uzilishga ega boMgan chegaralangan, funksiyalarning 
:iniq integrallarini hisoblang:

8.118. j  sign(x - x ’ )ix. 8.119. ̂ [ex\dx. 8.120. j[x] s in —  dx.
о о 0 6
x H+l 1

8 .1 2 1 .|.rs/gn(cosjr)rfx . 8.122. j\n[x\dx,n e N. 8.123. | i;g «(sin  Inx)dx.

M ustaqil yechish uchun inisollarning ja vo b la ri
8.1. - 2  8.2. l 8.3.28/3, 8.4.32/3.

8.5. -  8.6.13/2, 18 .7 .n. 18.8.1
з

18.9. ~±. 18.10. - ( 2 l8- i) .  18 .11 .- a 2 18.12. 1
15 18 6 4

S .I3 . 16. 8 .1 4 .2 , 8 .1 5 .2  8.16. 8. 8.17.
160

8.18. * . 8.19. V3. 8.20. 6 V 3 -2 ^ ,8 .2 1 .- i ,  8 .2 2 .2
2

8.23. l 8.24. л/2- l  8.25. **b!L. 8.26. -  8.27.0
27 2

8 .2 8 .16̂ 8~19 8.29. J= arcrg|^ j funksiya, integral ostidagi funk- 

siyn uchun boshlangMch funksiya boMib, u, 0 < х < 2 л  da uzilishga ega.
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8.30. arctg— funksiya, x = 0 nuqtada uzilishga ega.

8.31. Integral ostidagi -  funksiya va uning ln|.rj boshlang'ieh 

funksiyasi, [—i;l] kesmada uzilishga ega.

8 .3 2 .6  8 .3 3 .1 ,8 .3 4 . 0.8.35 8.36. W 6.8.37.
4 V f 1

8.38. я . 8.39. 0 8 .40. — . 8.41. 16̂ ~ 19.8.42 16 8.43 0
3 48

8.44. - - .8 .4 5 . - 8 . 4 6 .  Inl.5 8.47. * 8 .4 8 . ' - ^ ( 4 / 7 ) .
1иЗ 12 4

8.49. iin(2/5),8.50. sinl,8 .51. - .  8.52. ^  + ̂ .  8 .53. - .
6 4 3 2 6

8.54. 14/3 8 .55. 2/3,8.56. 3) 2. 8.57. 2. 8 .58. o.
8.59. 1/8. 8.60. i/6. 8 .61. 1/2,8.62. 0. 8.63. 0.8.64. 2V3

8.65. 1. 8 .66 . I  8.67. 2/.T.8 .68 . i i n 3  8.69. 0
4 5 2

8.70. * - ,£ .8 .7 1 . —.8 .72 . 3/2. 8.73. V2.8.74. 0 .
4c

8.75. —+ sin2. 8.76. inj k f f , 8.77. i n ^ lL z f l  8 .7 8 .— .
2 1 + V5 1 + V2 72

8 . 7 9 . 8 . 8 0 .  In2. 8 .8 1 .— 8.82.2(V 2-i) 8.83.8) 0. 8 . 8 4 .^4 12 \ f ■ V2

8.85. Y o 'q . 8 .86 . M um kin. 8 .87 ,Y o 'q . 8 .88 . i -5 < r4.

8.89. In 4——,8.90. f l z l  8 .91. —- - l n 2 .  8.92. £ ^ - i n 2 - ^ .
4 8 8 4 3 IS

8.93. 4 l n 2 - — .8.94. 2 - 5 e - '  8.95. +1,8.96. <r +1 8.97. — ~ L
16 8 8 2л- /r‘

8.98. in2 + - - 2  8.99. JL + £ L l .  8 .100. - - 1  8.101. I 0 l n 2 - - .
2 24 4 2 4

8.102. 0.8 . 103. 6* 8 .104. 8.105. - J l - I ^ . 8 .106 . -
3 2 256 64 32

8.107. l L ‘ - 1) 8 .10 8 . O,8 .109. I  8 . 1 10 . 8 . 1 1 1 . 1.
5 v ’  6 270

8.112. U| + c. 8 .113. arc cos(cos x) + С. 8.114. т[х, ] - |4 М  + 1) + г

8 .115. £1М - [* 1  + ‘ХВД + 1) +с 8.116. — arccos,v(cosлх)+С.
2 12 я

8.117. i(jx+/|-|x-/|). 8 .118. - 1  8 .119. и - ln(7!). 8 .120.

8 .12 1 . - f l .  8 .12 2 . 1п(/т>> 8 .12 3 . - * £
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Ill bob. ANIQ INTEGRALNING TADBIQLARI

9-§. Aniq integral yordam ida tekis shaklning yuzini hisoblash

9.1 . D ekart koord in ata lar sistem asida berilgan tekis shaklning  
yuzini hisoblash

Tekislikda xOy Dekart koordinatalar sistemasi berilgan boMsin.
9 .1 -ta ’ rif. Tekislikn ing L oddiy (karrali nuqtalarga ega boMmagan) 

yopiq egri chiziq bilan chegaralangan qism i- tekis shakl (figura) 
deyilad i. Bunda L- tekis shaklning chegarasi deyilad i.

O'qlarga nisbatan st an dart soli alar.
9 .2 -ta ’ rif. Koordinatalari. [a,6] kesmada uzluksiz f( x )  va /,(*) 

funksiyalar uchun, a< x< b, f ( x )  < v< /,(x) munosabatlarni qanoatlantira­
digan .vt(x,y) nuqtalar to‘ plami D-Ox o 'qqa nisbatan standart soha 
deyiladi.

T a’ rifning geometrik т а  'nosi shundan iboratki, D coha chapdan va 
o'ngdan, mos ravishda, x = a, y  = b to ‘g ‘ ri chiziq lar kesm alari bilan ( bu 
kesm alar nuqtalarga aylan ish i ham mumkin) chegaralangan; /,(x) 
Iimksiyaning graflg i D cohaning yuqori chegarasidan, y;(x) funksiyaning 
I'.i.iligi esa, uning quyi chegarasidan iborat (9 .1-chizma).

9.3 -ta ’ rif. Koordinatalari, kesmada uzluksiz g,(';) va g ; (v) 
lunksiyalar uchun, c < y < d ,  g , 0 ) < , r < g . ( v )  munosabatlarni qanoatlantira- 
digan ,w(x,y) nuqtalar to‘ p!ami D, -  Oy o‘qqa nisbatan standart soha 
deyiladi.

T a’ rifning geometrik т а  'nosi shundan iboratki, D, coha yuqoridan 
pastdan, mos ravishda, y  = c , y  = d to‘g 'r i ch iziq lar kesm alari ( bu 

kesmalar nuqtalarga aylan ish ham mumkin) bilan, chapdan va 0 ‘ngdan 
mos ravishda g,(x) va g2(x) funksiyalarning grafik lari bilan
i lu-garalangandir (9.2-chizm a).

O 'q larga nisbatan standart sohalarning yuzalarin i hisoblash 
lui m ulalari:

I .Ox o 'qqa nisbatan standart D = >(x.y)-.a<x<b,f,{x)< v </2(x)} coha-
,v„ yuzi
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s o = Jt fi(x)-f(x)\dx

form ula b o 'y ich a  hisoblanadi.
2 .Oy o 'qqa nisbatan standart D, = {(.v, v ) :c < y < d ,g l( y ) < x < g : (y)} coha- 

ning 5H| yuzi

so, =J[g2Cv)-g l(y)Wy 

form ula b o 'y ich a  hisoblanadi.

1

Si Су)

9.2-chizm a.
X ususiy holda
3 . f ( x )  funksiya [a ;b ] kesm ada aniqlangan va uzluksiz bo 'lib , 

V.ve[(7;6] da f ( x ) > 0  bo 'lsin .
Yuqoridan f ( x )  funksiyaning grafig i, yon tomonlardan x = a  va 

x = b to 'g 'r i ch iziq lar, pastdan esa. Ox o'q bilan chegaralangan shakln ing 
(odatda bunday shakl, egri chiziqli trapesiya, deb yuritilad i) yuz i,

■S = }/(*)& (9 .1 )

formula b o 'y icha hisoblanadi (9.3-chizm a).

■f;

/ / Q / / / 
/ / f / / /
у= о  ь

9.3-chizm a.

-E=0_

/ / , / / 
/ /  /  Q  /

/ / ! / /

9.4-chizma.
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4. A gar [a\b] kesmada aniqlangan, uzluksiz f(x )  funksiya m anfiy, 
y a ’ni f ( x ) <0 bo 'lsa , u holda, asosi fa;b] kesmadan iborat bo‘ lib, 
quyidan y  = f(x )  funksiyaning grafigi bilan chegaralangan (9.4 - chizma) 
trapesiyaning yuzi manfiy bo 'lad i:

S-A\f{x)dx -J Ax)±c

5. Agar |a;b] kesma. chekli sondagi qism oraliq larga bo 'lingan 
bo 'lib , ularning har birida funksiyaning qiym ati m anfiy emas (f(x )> 0) 
yoki musbat emas (/(*)<()) bo 'lsa , u holda, (9 .1 ) integral, chekli 
sondagi, Ox o'qdan yuqorida va undan pastda joy lashgan  (yuzi m anfiy), 
egri ch iziq li sohalar yuzlarin ing y ig 'in d is ig a  teng bo 'lad i (9.5 - chizma), 
y a ’ni

S = \f(x)dx + \f(x)dx + \f{x)dxl | f{x)dx I f(x)dx.

\

к  
"/ + ' \  X|

/ л  / 
! /Л //

h/y/^ i/  l'/S/,,\ j  ' 
!//

1' ' *' ЧХ3 £+/ -

У

r̂ "---/ /
/ V j V  '/ ' J

V/ 2 V'- '/h
у ''/J

»

9.5-chizma.

0 a

9.6 -chizma.
6. f{x\ g{x) funksiyalar

f(x)> 0, g(x)>0 va V.ve[a;6]
'■ Ax), y  = g(x), x = a, X

[a;6| kesm ada aniqlangan uzluksiz, 
uchun,/(.y) > g(x) bo 'lsin . U holda,

b ch iziq lar bilan chegaralangan sohaning yuzi.

5 = J [/ (*)-g(*)]rir (9 .2)

formula orqali topiladi (9.6 - chizma).
T a s a w u r qilinadigan (ifodalovchi) to ‘g‘ ri to ‘ rtb u rch ak la r.
Biz yuqorida ko 'rd ikki, aniq integral, Riman y ig 'in d is in in g  lim iti 

shaklida, quyidagicha ifodalanadi:

(9 .3)

Bunda £., [jc,_,,jc,] oraliqdagi ixtiyoriy tanlangan nuqta, /(£•) esa,
/ ( v) funksiyaning shu oraliqda ta saw u r q ilinadigan qiym atidir. Agar 
/(v) funksiya musbat bo 'lsa , /(^,)Дх, ko 'paytm a, 9.7-chizm ada 
ko 'rsatilgan  tasa w u r qilinadigan to ‘g ‘ri to 'rtburchakning yuzin i beradi.

J  Ax)dx = Hm [/ (*  )Ax, + f(£, )Дх, +.
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9.7-chizm a. 9.8-chizm a.
(9 .3 ) formula bizga, berilgan egri chiziqdan pastda jo y lashgan  

yuzan i, tasavvur q ilinad igan to ‘g ‘ ri to ‘ rtburchaklar yuza lari y ig ‘ indisi 
sifatida, tasvirlash m um kinligin i ko ‘ rsatadi (9.8-chizm a).

Endi Q soha, yuqoridan f(x )  funksiyaning grafig i, pastdan esa, 
я(х) funksiyaning grafig i biian chegaralangan boMsin (9.11 - chizm a).

9.9-chizm a. 9.10-chizm a.

Unda Q sohaning yuz i, /(-v)-g(x) funksiyani, x = a dan x = b 
gacha, x bo 'y icha integrallaash yordam ida topiladi (h isoblanadi), y a ’ni

Sn = J t / W - g W j* -
a

Bu holda Riman yigMndisi,
[/(#,) -  sfe  )]л*, + 1/fe) -  g{4, )]A.x; + ..+ [f(4„) -  g{L )JAx„ 

shak lida boMadi va tasavvur q ilinad igan  to‘ g ‘ ri toM tburchaklaming 
oMchamlari quyidagicha: /{£,)-g(c,) - «b a lan d lig i»  va Ax, - «a so s i»  
(9 .11 -chizm a) boMadi.

Endi v ga nisbatan integrallash  yordam ida yuza lam i hisoblash 
form ulasini keltirib chiqaram iz. 9 .1 1-chizm ada ko 'rsatilgan  Q sohaning



cliegaralari, x ning funksiyalari bo'lm asdan, u lar у  ning funksiyalaridan 
iborat boMgan holni qaraym iz.

.  A
£ " J

т а , .

9.12-chizm a.
Bu holda tasavvur q ilinadigan to 'g 'r i to 'rtburchaklam i gorizontal 

ko 'rin ishda o lam iz va yuzani.
[F fo ) -  G(//, )]Ду, + [ f f o ) -  Gfo )]A>2 +... + [F{rh, ) -  Gfo, )|Дy„ 

Kiman yigM ndisining lim iti sifatida, tasvirlaym iz (9.12-chizm a).
Demak, berilgan sohaning yuzi,

с

integral orqali ifodalanadi. Bu yerda integrallash,
F {y)-G {y)

«gorizontal boMinish» ni у  ga nisbatan bajaradi.
9 .1-m isol. x = y 2 va x - y  = 2 ch iziq lar bilan chegaralangan 

sohaning yuzin i: a) x ga nisbatan; b) у  ga nisbatan integrallash 
yordam ida hisoblang.

Y ech ilish i. Avvalo, berilgan chiziqlarning (i;-i), (4;2) nuqtalarda 
kesish ish iga ishonch hosil q ilish  mumkin.

a) x bo 'y icha integrallash uchun, tasavvur qilinadigan to 'g 'r i 
lo 'rtburchaklam i vertikal joylash tiram iz va tenglam alarni у  ga nisbatan 
cchamiz: x=v' tenglam ani v ga nisbatan Yechib. y  = ±4x bo'Iishini 
olamiz, bunda y  = J x -  parabolaning yuqori yarm idan, v = -V* esa, 
parabolaning quyi yarm idan iborat. x - y  = 2 to 'g 'r i chiziq tenglam a- 
•iini y = x -  2 shaklida yozam iz (9 .13- chizma). Q aralayotgan sohaning 
yuqori chegarasi, y  = 4x  egri chiziqdan iborat. Uning quyi chegarasi esa, 
ikkita, har xil tenglam alar orqali ifodalanadi: x = 0 dan x=\ gacha
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o 'zgarganda, y = -Jx  egri chiziq, x = \ dan x = 4 gacha o ‘zgarganda esa, 
у  = x — 2 to ‘g ‘ ri chiziq. Shunday q ilib , sohaning yuzi,

9 .13-chizma. 9.14-chizm a.

I 4 1 4

S = J [л/х -  ( -  л/xjidx + J  [Vx -  (x -  2 )]dx = 2 j  yfxdx + J [Vx -  x + 2]dx =

,4 К
-[r 3

- x -  +2x1 
2

Y bo 'y icha integrallash uchun, biz tasavvur q ilinad igan  to 'g 'r i to 'rt- 
burchaklarni gorizontal joy lash tiram iz (9.14-chizm a). Bunda, o 'ngdan 
chegaralovchi to 'g 'r i chiziq x = .v + 2 va chapdan chegaralovchi egri 
chiziq esa, x = y 2. M odom iki, y , dan 2 gacha o 'zgarar ekan,

9

-1 2
5= J[v + 2 - v 2Kv = [ V  + 2.r-i.v3]-  

-1 1 3 
9 .2-m iso l. Ushbu y =  2x  to 'g 'r i chiziq va y  = : 2 parabola bilan 

chegaralangan sohaning yuzin i toping.
Y ech ilish i. B erilgan  to 'g 'r i chiziq bilan parabolaning kesishish 

nuqtalarini topam iz:
\ v = 2x
< , 3 - x * = 2 x ,  x ‘ + 2 x -3  = 0; x, =1, x, = -3  .
l.v = 3 - x

Demak, to 'g 'r i chiziq bilan parabola (l; 2) va (— 3; — 6) nuqtalarda 
kesishadi.

Shunday qilib , izianayotgan sohaning yuz i (9.15-chizm a),



Y

3

/ %
1 -I -VI /  

i/
i h i  i i i 

) 1 \2 3 4 5
1
i
1

X

9.15 chizma. 9.16- chizma.
9.3-m isol. Ushbu (v -  x f  = x3 egri chiziq va  .t = l to 'g 'r i chiziq 

bilan chegaralangan sohaning yuzin i toping.
Y ech ilish i. Ravshanki, y, x ning oshkormas funksiyasi sifatida, 

v > 0 uchun aniqlangan. у -  x = ± xjx  egri chiziqning 
r, =x + xJx, v, — x~x/x shaxobchalaridan birinchisi har doim musbat 
bo 'lib , л->0 da, у  (*)>>s(x) tengsizlikni qanoatlantiradi (9.16 -chizma).
(9 .2) form ulaga asosan,

S = J[y,(.v)- y 2(x)yix = | (x + x-Jx -  x + xjx}/x = 2 jx ifxdx = — л/л̂  = — (kv. bir.)
о 0 0  ̂ ^

A gar (5) -  soha, ushbu [s)= {{x,y):cz y< d , ( j) < * < лг, 0)} ko'rinishda 
bo 'lsa (9 .17- chizma), u holda uning s  yuz i, quyidagi ,

s = ) 1*2 O’) -  *i 0 ’)14' (9.3)

formula orqali topiladi.
У

a - f i

у

(  *
-2 a  \ •“ 0 < a

\ \

X

\ - a  

-Лл/З

Л  i

9 .1 7 -chizma. 9.18-chizm a
9.4-m isol. Ushbu x2 +2 a x - y 2 =0, a x - y 2 + 2a2 =0, (a > o) egri ch iziq lar 

>i Ian chegaralangan sohaning yuzin i toping.
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Y ech ilish i. Q aralayotgan D soha, Ox o‘qqa nisbatan standart 
boMmaganligi uchun, uni, Ox o ‘ qqa nisbatan standart boMgan uchta 
sohalarga ajratam iz (9 .18-ch izm a) :

D, = {(x ,y): - 2 a  <x<  0;—л/2 a' +ax < у  < -J2a2 + ax),

D. = {(лг,у) :0 < x S o , 'Jx2 + 2ax < у  < \l2a2 + ax),

D, = {( x y )  :0 < x 2 a ,- \l2a2 +ax < у  < -\lx: +2ax}.

D - soha Ox o‘qqa nisbatan sim m etrik boMganligi uchun, uning s 
yuzi Ox o ‘qqa nisbatan standart boMgan 
T\ = {(x,y): - 2 a  < x < 0 : 0 < у  < -J2a: + ax} va D2 sohalar yuzlarin ing 
ikk ilangan iga teng:

S = 2[ | л/2я2 + ax dx + j {^2a 2 + ax -  ■Jx 2 + 2ax^/x] =

2[ J -J2a2 + ax dx - 1 •Jx' + лг dx] = 2[ j  V2a : + ax dx- j- J (x + a)3 -  a' dx\ =
- 2a 0 - 2a 0

2 V3 a J(ax + 2a~ ) + 2ax
2 I, 2

= 2a: Л  + a 2 1п(г + V s)

Berilgan soha Oy o ‘qqa nisbatan standart sohadan iborat:
_ 2 _'■j 2

D = f (x ,y ) : - a j 3 < у  < a V J . ------ < x<  -a  + -Jy‘ + a2} 
и

Bu D sohaning sim m etrik lig idan  yan a  l'oydalansak, quyidag iga ega 
boMamiz:

„л
S = 2 j  ^/y1 + a 1 - a - - — v2a \dy

- 2 a 2 \/3 н

ayfi

= 2а: 7з+й’ !п(2 + 7з)
9.2. T en g lam asi p a ra m e tr ik  sh ak ld a  b erilg an  eg r i ch iziq  b ilan  

ch eg a ra lan g an  so han ing  yu z in i h isob lash . Faraz q ilay lik , tek islikdagi 
shaklni o ‘ rab turuvchi chiziq,

param etrik tenglam asi bilan berilgan  boMsin.
1) A gar x = x(t), у  — y(t) funksiya lar [a ,p ] da uzluksiz, vre [a,p\ da 

*■(/)> 0, y{f)> 0 va x(t) funksiya uzluksiz  m anfiy boMmagan x'(t) 
hosilaga ega  boMsa, u holda izlanayotgan sohaning yuzi
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fo rm u la  b o ‘ y ic h a  topiladi.
2 )  дг = дг(/). у  = y(t) funksiyalar [<x,p) da uzluksiz, vr e [a,p] da 

v (r )>  о va y(t) funksiya, uzluksiz, m anfiy bo 'lm agan y'(t) 
h o s ila g a  e g a  b o ‘ lsa, u holda, izlanayotgan sohaning yuzi,

S = \x{,)y (,)d, (9 .5 )
a

fo rm u la  o r q a l i  topiladi.

9 .5 - m is o l .  Ushbu x ~a(' sinfH  (о<г<2я-) egri chiziq va Or o ‘q
V = «(1 -  COS Г) J

b ilan  c h e g a r a la n g a n  sohaning yuzin i toping.
Y echilishi. Siklo idan ing bir arkasi, t ning, 0 dan in gacha 

o 'z g a r ish i n a t ija s id a  ch izilad i, chunki у(0) = у(2я-)=0, t ning qolgan 
q iy m a t la r id a ,  _у>о,*(о)=о va x{lx)=2m.

S h u n d a y  q ilib , izlanayotgan sohaning yuzi,
2 xu

S = J ydx 
0

fo rm u la o r q a l i  topiladi. Bunda, * = a(r-sin(),,v = a(i-cosr),<ft=a(i-cosf)<* 
e k a n lig in i e ’ tibo rga olsak, u holda (*, [0;2na\ oraliqda o 'zgarganda, 
i, [0;2я-] o r a l iq d a  o‘ zgaradi),

2 я 2 я

S  = a j ( l  - c o s f )  o(l -  cos t)dt = a : | ( l - c o s ( )  rf( = irra : (kv. bir.).
о 0

D e m a k , izlanayotgan yuza, radiusi a ga teng boMgan doira 
yu z in in g  u ch lan g an ig a  teng ekan (9 .1 9 -  chizma).

S = )&)*{№ (9.4)

[ \ 2/Э ,  s 2l ]
4  + l j j  =1 egri chiziq bilan chegaralangan

sohaning y u z in i toping.
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Yechilishi. Ravshanki, egri chiziq Ox
sim m etrik (9 .20- ch izm a) boMadi. Shuning ueh У °  q larga ms atan 
uchburchakning yuzin i topib, uni 4 ga ко1̂ ’- Sgr' c ll ' z 'c'*’ OAB 
sohaning yuz i topilgan boMadi. aytirsak, izlanayotgan

Egri ch iziqn ing tenglam asin i, parametrik,
.r = a s in J i, у  = bcos3 1 (o <i < 2 л)  shaklda tasv irlaym iz {^ц ^

.r(o) = 0. .r( —| = a.|0;—] oraliqqa egri ch iziqning ah
v 2 J 2 мч b 4 0 / le y o y ito ‘ gM-ikeladi.

Egri ch iziq li SOAB uchburchakning yuzin i, (9 .4 ) f o ^ ^  
h isoblaym iz: U a 01

Sam =
(* )

Bu yuzani hisoblashni soddalashtirish maqsaH-a 
boMaklab in tegra llaym iz: a ,d a ’ oxirg ' integralm

2 _  2 *

So,„ = }y(‘ )x(‘ )dt = y ( r ) < o t  " Й О г = ' f  * ( ,y

(* ) bilan (* * ) ni qo 'sham iz:

s o a i ,  =  (0-4 ? ) y ' ( t ) ] d t
*- 0

Unda, (* * * )  form ulaga asosan,

I r.

(* * )

s oab = - } [c o s 4 fs in : f + s in V c o s 2 (}* = 22* г ,
2o  2 J Sln fcos ‘ tdt =0x к
ЪаЬ } . , , 3ab •>

= " y  J Sln' 2,dl = “Г- ' J ' “ cos 4')*  = ̂ 2 *

Shunday q ilib , izlanayotgan sohaning yuz i,
3 mb 3 m b

32

32 8 ’
9.3. Tenglam asi qutb k o o rd in a ta la r sistem a 

chiziq bilan ch egaralangan Sl a berilgan egri
sohaning yuzin i hisoblash.
Faraz q ilay lik , r = r(<p) funksiya 
[a:/?] oraliqda an iqlangan 
(о < p - a  < 2л), uzluksiz va 
V(3 e [a,p] da /■(?»)> о boMsin. U 
holda, r = r{(p) funksiyaning 

grafig i hamda OA va OB radius
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vektorlar bilan chegaralangan soha -  egri chiziq li sektomi qaraym iz 
(9 .21- chizma).
Q aralayotgan sektorning yuzi,

S = ^ \ r2((p)d<p

formula bo‘y icha hisoblanadi.
9.7-m isol. Ushbu r = asin3<», a >0 , egri chiziq bilan chegaralangan 

sohaning yuzin i toping.
Yechilishi. Berilgan egri chiziq, har biri egri chiziq li sektordan 

iborat boMgan sohani (9.22-chizm a) chegaralayd i. Ulardan birinchisini,

y a ’ ni (s,) = j(rp):0<p<y,0<r<asin3¥>j sektorni qaraym iz, uning yuzi, 

(9 .6 ) formula yordam ida hisoblanadi:
к

S. = — f a2 s in 2 3<pd<p =
' ^  12

Shunday q ilib , izianayotgan sohaning yuzi, s = —  яа2 = ~ -  (kv.

bir.)

9.22-chizm a. 9.23-chizma.
9.8-misoI. Ushbu x3+/=3axy egri chiziq bilan chegaralangan 

sohaning yuzin i hisoblang.
Yechilishi. Berilgan egri chiziqning qutb koordinatalar sistema- 

sidagi tenglam asi quyidagicha boMadi: />(sinV + co sV )= 3aco s?> sin p . 

Bundan,
3acospsin<p 

sin1 p + cos3 <p

[0;y] oraliqning ichida, tenglikning o ‘ ng tomoni musbat, oraliqning 

chetki nuqtalarida, y a ’ ni <p = 0 va «5 = - da p = 0 boMadi. U holda, 0<<p<y
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segm ent halqaga akslan tirilad i (9 .23- chizma). Halqaning yuz in i, 
ushbu

S = ^ ] p 2df>
 ̂0

formula bo 'y icha h isoblaym iz:

I f , ,  9a2 } cos2 « s in 2 tp ,
S = -\ p -d V = — \ v  *  *  dp.

1 a 1 о (sin <p + COS' tpj

| cos p sin  <p aniqm as integralda, :  = ig<p alm ashtirishni olib,
( s in p  + cos' <pj

uning bosh lang'ich  funksiyasin i topamiz:
г cos2(3sin2p  _  f tg'cp dtp 

(sin5 <p + cos’ <p)~ (l + tg!<pf cos'i/)

= f :2± = 1 . i f -  - c o s >
(l + r 3): 3(l -t- - 3) 3 (s in V  + cos5 <p)

Bundan,

о з
„ 9a -  cos tp

= “ Г '1—1— 3-------- 3~V3lsm  p  + cos <p\

я

1  _3£! 
2

0

M ustaqil yechish uchun m isollar

Q uyidagi ch iziq lar b ilan chegaralangan sohaning yuzin i toping:
9.1. y  = x ,y  = 2 - x 2. 9.2. (y-x )2 =x3, x = l. 9 .3 .y2 = ax, x2 = ay.
9.4. v = 6 x - x 2 -7 ,  y  = x - 3. 9 .5 .у  = sinX, у  = 0, 0 <х<я\
9.6 .у = x2 +1, x + y  = 3. 9 .7 .у 2 = 2x + 1, x - y -1  = 0. 9 .8 .у = 2 - x 1, у2 = x3.
9.9. v = —, у  = 0. x = a, x = h, a > b > 0 . 9.10. v = e~x, x = 0, v = 0, x = a.

x
Q uyidagi ch iziq lar bilan chegaralangan sohaning yuzin i toping:
9.11. у = x -^ ,y  = cosx, x = 0 . 9.12. V = sinx, v = cosx, 0 < x < — .

2 4
9 .13 .у = 2*. у = 2, x = 0 .
9 .14 .y  = (x + l)J, x = sinm ,y  = 0 (0 <y <l)

9 . 1 5 . ч-i — = 1. 9.16. v = a ’ , у  = a. x = 0. a > 1 .
a~ b

9.17. у -| loga x), у = 0, x = 1 ta, x = a, a > 1.

9.18. V = tgx, у = jcosx, x = 0 . 9.19. у  = —x 2, у  — x2 — 2x — 4
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9.20-9.26 m isollardagi ch iz iq lar orqali berilgan sohani chizing. 
So 'ngra sohaning yuzin i: a) x bo‘y icha ; b) у  bo 'y icha integral 
sifatida tasvirlang:

9.20 y = x\ у = X+ 2 (x = Jy ,x  = у  -  2).

9 .2 1 .у = x5, у  = 2x2 |̂x = ify\x = - j= fy Sj.

9.22. у  = —Ух; у  = x - 6 (x = у 2, x = у  + б)
9.23. у  = |х|, Зу -  х = 8 (х = у , у  > 0, х = Зу -  8).

9 .2 4 .х + 4 = у 2, х = 5

9.25. у  = 2х, лг + у  = 9, у  = х - l  |̂ х-- х = 9 - у ,  х = y + lj

9 .2 6 .у  = х1П, у = х: +Х-17.
9.27- 9.32 m isollarda berilgan ch iziq lar bilan chegaralangan 

sohani chizing va uning yuzin i hisoblang.
9.27. 4x = 4y —y ! , 4 x -y  = 0. 9.28. x = y \ x  = 3 -2 y2

9.29. x+  v - v ! = 0, x - v +  v2 = 0 . 9.30. v = cosx, v = sec2 x, x e [ ~ — 1.. . .  1 4  ’ 4

9.31. у  = cosx, у  = sin2x, x e [-it,я]. 9.32. у  = sin4 xcosx, xe [0,я72].
9.33. Berilgan (0. 0). (1,3), (3, 1) nuqtalardan o‘ tuvchi uchburchakning 

yuzin i, integrallash am alini bajarib, hisoblang.
9.34. Uchlari. ( - 2, 2), (1. 1), (5. 1). (7, 2) nuqtalarda yotgan 

trapesiyaning yuzin i, integrallash am alini bajarib, hisoblang.
9.35. у  = 6 -  x2, у  = x(x < О) va у  = -.т(л >о) ch iziq lar bilan 

chegaralangan sohani ch izing va uning yuzin i hisoblang.
9.36. у = x2 va y = 4 ch iziq lar bilan chegaralangan sohani chizing. 

Bu soha, y = c chiziq orqali, ikkita, teng yuzali, qism sohalarga 
boMingan bo‘ lsa, с ni toping.

Q uyidagi m isollarda, q iym ati berilgan sohaning yuz iga  teng 
boMgan, integralni yozing:

9.37 Soha, Ox o ‘q. y = ^3x to‘ g ‘ ri chiziq va x' + y 7 =4 aylana bilan 
chegaralangan boMib, birinchi chorakda yotadi.

9.38. Soha, л . •. 4 \-a (,v-2): +Cv-2); =4 aylanalarn ing kesishishi 
natijasida hosil qilingan.

9.39. To‘ g ‘ ri to‘ rtburchakning bir uchi, koordinatalar boshida, 
qarama-qarshi uchi e s a . '  y  = bx" chiziqning x = a boMgan 
(a > 0,6 > 0,w > 0) nuqtasida, uning tomonlari esa, koordinatalar o ‘qlariga 
parallel. U holda, to‘ g ‘ ri toMtburchakning y = bx" chiziqdan pastda
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joylashgan qism i yuzin ing, to 'g 'r i to'rtburchakning toMa yu z iga  nisbati, 
faqat n ga  bogMiq boMishini, y a 'n i nisbat a va b larga bogMiq 
boMmasligini ko 'rsating.

9 .40-9 .49 m isollarda berilgan chiziqlar bilan chegaralangan 
sohaning yuzin i hisoblang:

9.40. у  -  6 x 2 - 5 x + 1, у -  соълх, 0 < х < 0,5. 9.41. у  = sin 2х, у  = sin х.
9 .42 . у = arctgyfx, у + х2 = 0 ,х  = 1. 9.43. у  = 2х‘ ех, у  = -х'е*.
9.44. 2у  -  х2, х2 + у : = 4) . 2у  > д : . 9.45. г" + х = 4, у 2 -3 .v  = 12.

9.46. у = у/х, у  = х - 2 ,  х = 0. 9 .47. у  = arcsinx, у  = arccosx, у = 0.

9.50. у' = 2х parabola х2 +у: =8 ay lana bilan chegaralangan 
doiraning yuzin i qanday nisbatta boMadi?

9.51. x- +y: =a'- aylana, x1 - 2 y ’ = ~  g iperbola yordam ida uchta

qism ga boMingan. Shu q ism lam ing yuzlarin i toping.
9.52. v = .г2 -2x+2 parabola, unga л/(3;5) nuqtada oMkazilgan 

urinma va ordinatalar o ‘qi bilan chegaralangan sohaning yuzin i toping.
9.53 у = -x 2 + 4x-3 parabola va unga w ,(0;-3), м г(3;0) nuqtalarda 

oMkazilgan urinm alar bilan chegaralangan sohaning yuzin i toping.
9.54. y = x2 + 4x+9 parabola va unga abssissalari x,=-3, x, = 0 

boMgan nuqtalarda oMkazilgan urinm alar bilan chegaralangan sohaning 
yuzin i toping.

Q uyidagi, tenglam asi parametrik shaklda berilgan, ch iz iq lar bilan 
chegaralangan sohaning yuzin i toping:

9.55.  x =  a(l -sinf), у =  a(i -  cos/) (0 <  /  <  2л), у =  0 .

9.56. x = a cos’ t, у = a sin5 /.
9.57. x = at - I 2, x = at2 - (3, a>  0. 9.58. x = 1 + ( -  (’ , у  = 1 -15/2.
9.59. * = at -  bsint, у — a — b cos t (o <b<a)  troxoidaning bir tarmogM.
9.60. x = a  cos < (i-cos/), у = a s in / (i-c o s/ ) kardoidaning ich idayo tgan  

sohaning yuzin i toping:
9.61.x: = asin2/ , у = asin/, a > 0.

9.63. x = a(l + 2cos/), у  = a(/g/ + 2sinr), a > 0.

Q uyidagi tenglam alari qutb koordinatalar sistem asida berilgan, 
ch iziq lar bilan chegaralangan sohaning yuzin i toping:

9.64. r 2 = a 2 cos4(» ( le m n isk a ta ) . 9.65.r=a(i + cosp) (k a rd o id a ) .

9.48. V -  x 2 , v = x 2 + x —1, v  = —  , y < x 2.
•  2
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9.66 .r<p = a (giperbolik spiral) <p, <<p<<p. < 2л.

9.67. r = — <p (Arxim ed sp irali) <pt <<»<«», <рг-<р{< 2л.
2 л

9.68 . г = Re1*’, к > o (logarifm ik spiral) «?, < <д < <p. </>,_-u>x < 2 л .
9.69. г = 2'Jiacos<p, p = 2a sin p. 9.70. r = 2 -cosp, p = cos .̂

9.71. /■ = — - —  f -  £ 0 < — I (parabola).
I -  cosy) 1̂ 4 2 )

9.72.1- = — - —
1 + £ cos </5 v 4 2

9.73. r = a —c?s*,!>'n<'.— (o<<p<—1. 9.74 . r  = ti(l- cosp). r - a .
cos'p +sin <p \ 2 )

9.75. r 2 = a2(l -  2 cos ip), r = a, r < a.

9.76. v = ayjcos2(p chiziq bilan chcgaralangan va r~ —=
v 2

doiraning ichida yotgan sohaning yuzini toping.
9.77. r = *(l + cosp) chiziq bilan chegaralangan va c = 3acos^ 

chiziqning tashqarisida joylashgan  sohaning yuzini toping.

M ustaqil yechish uchun niisollarning javo b la ri

9.1. -  9.2. -  9.3. — . 9.4. -  9.5. 2 9 .6 .41 .9 .7 . 5 -  9 .8 .2 - ,
2 5 3 2 2 3 15

9.9. lnf--\9.10. l - e ” 9.11. 1 + l i  9.12. 4 2 -1 .9 .1 3 .2 -  — «0.56.
U J  8 In 2

9.14. 1  + —= 0,97 9.15. л ab 9 .1 6 .  a + fiz£),9.17. —3 л  1 na a  ulna

9.18. i+inf— ). 9.19. 9.
3 L 2 J

9.20 а) ||(лг + 2 ) - x 1\dx, b) \[yfy-{jy)\dy + j[y ly -lv -2 )]d x .
-1 0 1

2 8 I / 1 V /2
9.21. a)}(2.t: -x ’Kv, Kv.

9.22. a) J[0 -(- Jx)\dx+ J[0 - ( x -6)]<it, b)$[(y + 6 ) -y 2]dx.
0  4 -2

9.23. a) J[^£-(-.r)]c/x + |[ î -̂x]rf.Y, b) |[v- ( - y)]dy + J [y -  (3y- 8)ldy.
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9 .2 5 .  a) j  [2.т -  ( * -  l)]<6r + J [(9 -  * ) -  (x -  l)]tir, b) J [(у  + 1 ) - ly \ d y  + J[(9 -  y) -  \-yVy
-I 3 -2  4

9 .2 6 . a ) j [ x ' n  -(x 2 + x-\\ lx ,
-1

9 .2 7 . 9/8,9.28. 4 9 .2 9 . - .  9 .3 0 . 2 -V 2. 9 .3 1 . 8 9 .3 2 . -  9 .3 3 . 4
12 5

9.34. 9 .35. 27 ,9 .36 . 4 ’. 9 .37. -L у]ф
2 л/З

9 .3 8 . л  = } [ V w -(2 -> / 4Г ^ % !г. 9 .3 9 . J L .  9 .4 0 .
ff ft +1 jt 8

9 .4 1 . £ 9 .4 2 . 1 - 1 .  9 .4 3 . lfe-2- 2  9 .4 4 . *1+2*. 9 .45 .
4 2 3 3 3

9 .4 6 . -  9 .4 7 . V I - l  9 .4 8 . — .9 .4 9 .  6*-6arcsin
3 48 3 9
Зж + 29.50.
9 / r - 2 '

9.51. « ' - [ l - J l i J S  + J lY  — 1п(7з+-Л)|, a 2[— +— Ink/J + VlV
6 4 '  6 4 '  ‘ 3 4 '  '

9.52. 9. 9 .53. 2—. 9.54. 2 . 9 .55. з™ 2. 9.56. ъ-л а \  9 .57. — 9.58. 8
4 4 8 60

9.59. w(b'+2ab) 9 .60. Ц-а\ 9 .61. Ц -. 9.62.

9.63. а 2̂ л/з+^-41п(2+7з)].9.64. а2 9.65. | ™ 2 9.66. J - j.

9.67. -<р1) 9 .68. — (е2̂  - е 2*” ) .9 .69. а \ - п - М .  9.70. 1Z1.
24л-- 4А- 6 4

9.71. ^-(з + 4У2).9.72. - I d L = . 9.73.1 а2.9.74. 20:f—-
6 v ’ б I 8

9.75. а2(2» + зЛ-б)/з,9.76. у(л- + б-з7з). 9.77.

10-§. A n iq  in te g ra l yo rd am id a  ch iz iq n in g  yo y i u zun lig in i h isob lash

10.1. D ekart k o o rd in a ta la r  s is tem asid a  b e r ilg an  ch iz iqn in g  
yo y i u zun lig in i h isob lash . Faraz q ilay lik , a b  yo y , fazoda
*  = x{t\ у  = y ( 4  г  = r(f), t e  [a, p ) , teng lam alar sistem asi orqali aniqlangan 
bo‘ lsin. Bunda, x (c ) ,y (/ ) ,r (/ )  funksiya lar, [a.p] kesm ada uzluksiz

d ifferensiallanuvchi funksiyalard ir. Bu holda, ab yoyn ing  u z u n lig i,
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( l o . i )

formula b o 'y icha hisoblanadi.
a b  yoy tekislikda berilganda, uning uzunligi,

/ ■ 1 Ш Й Г 4  (10 .2 )
a

formula orqali hisoblanadi.
A gar egri chiziqning ( л е -yoyn ing) tenglam asi oshkor, y a ’ni

1 =/(*), дге[л,/>] ko 'rin ishda berilsa, ( / ( * ) - uzluksiz 
d ifferensiallanuvchi), uning yoy uzunligi,

/ = JVl+[/(*)]:<£c (10 .3)

formula orqali topiladi.
10.1-m isol. Ushbu у = |лг5/\ 0<.v<9 egri chiziqning yoy uzunligini 

toping.
Y ech ilish i. Berilgan egri chiziqning yoy uzunligin i. (10 .3) 

formuladan foydalanib, topamiz:
л s - i  9 I—/—  9 I г

yx = — • — - л:4 = лг4; 5 = J^/l +(yx\dx = J \ l  + x'dx
 ̂ ’  0 U

Oxirgi integralda, Vi+V* = f almashtirishni bajarib,

{ '  r  15

ekanligin i topamiz.
10.2-m isol. Ushbu * = a ( r - s ir w )  v = a ( i-c o s/ ), 0<г<2я-, egri 

chiziqning yoy uzunligini toping.
Y ech ilish i. Berilgan egri chiziqning yoy uzunligini, (10 .2) 

formula orqali topamiz:
x] = a (l -cos/ ), y, = asm /, f ix ,) 1 + (j-, 1Л = 2asin  — dt,

l~ [lasxw^-dt -  -  4a cos —
J 2 2 ,O - I

10.3- m isol. Ushbu x = u ( l - s in r ) , y  = a (/ -co s/ ),r  = 4 f ls in ^ , 0 <t<r„, egri

chiziqning yoy uzunligini toping.
Y cch ilish i. Berilgan egri chiziqning yoy uzunligin i, (10 .1 ) formula

orqali topamiz:

-r, = -asint, y, = a (l — cos/), = 2 a c o s ( x ‘ ) :  + 0 ’i ) ! + ( - , ) Z =

n
- 8  a.

0
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Demak, I =°j2adt = 2at0.
0

10.4-m isol. Ushbu
r s in  . f COS (Dx = — dip; у = ----- dtp. 1 < I < t„
, <P , <P

tenglam a bilan berilgan egri ch iziqning uzunligin i toping.
Y echilishi. Ravshanki, / = 1 boMganda, egri chiziq koordinatalar 

boshidan o 'tad i.
cos /

=  ( - a s i n  г)2 + ( c ' ( l - c o s r ) ) : +  ( 2 a c o s ^ ) : = 2 a 2(l -cost  + 2 c o s 3 i )  =  4 a2.

,rsm® , v sin/ r cos <p , ,, COS /x, = [j — T-d<p\ =---- , y, = [ ----v-d<p\, =----
, <P I \ V I

FTwi T^TT sin 2 1 cos2/ 1
V /■ i t

Shunday qilib , izlanayotgan chiziqning uzunligi, (10 .2 ) form ulaga 
asosan,

s^  J + | v< >2(i‘ = = ln,« •1 I {
10.2. Q utb koo rd in a ta la r sistem asida berilgan chiziqning yoyi

uzunligini hisoblash. A gar a b  egri ch iziq  yo y i qutb koordinatalar 
sistem asida r = r(<p) (<pt <<p<(p2) tenglam a bilan berilgan bo‘ lib, r(<p) 
funksiya [<px,<p2] da uzluksiz va uzluksiz hosilaga ega bo‘ lsa, u holda, 
egri ch iziqning yo y  uzunligi,

I = AB = £’ J[r(<p]f + \r!(p)f dip (10.4)
formula bo‘y ich a hisoblanadi.

10.5-m iso l. Ushbu r = a^-sm<p\-—<tp<-— tenglam a bilan berilgan
2 6

chiziq yo yin in g  uzunligini toping.
Y echilishi. Berilgan chiziqning, /- = a(l-sin<p) tenglam asidan.

rr = -a  cos ip. J r '  +{rr ): = л] a2 (\-simp)2 + a2 cos: tp =

= ayj] -2sinp + sin2 + cos2 <p = о72̂ /1 -sin^
ekan lig in i topamiz. Endi, izlanayotgan chiziq yo y in in g  uzunligi, (10 .4) 
formula yordam ida topiladi:

I__________  .___________
I = ja y f l ■ ̂ 1 -sin <pd<p = ал/2 ■ J Ĵ\ -  sin ip dtp = 2 a .
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10.1. у = Inx, -  < -v < —. 10.2. v = 1-lncosx, 0 < x <
4 5 3

10.3. у  = Vl — -v‘ +o/csin x, 0 < x S  —. 10.4. y — ex ( 0 < x < x o).

10.5. x = — v2 -  — In v (l < v < e). 10.6. v! = ^ - f o < x < | a
4 ' 2 2 a -  x I, 3

10.7. y = J| (l-x ), (o<x0 <x <l). 10.8. x = -|V(r-i)’ (o<-x<2V 3).

10.9. y = ln(x2-l), 2 < x < 5.

10.10. у = ach— chiziqning, ,-)(0;я) nuqtadan, fi(6;A) nuqtagacha
<3

boMgan qismi.

10.11. у = in sin x chiziqning, abssissalari. у  va у  bo‘ lgan nuqtalar 

orasidagi qismi.
4

10.12. y 2 = x3 chiziqning x = -  to‘g ‘ ri chiziq bilan kesilgan qismi.

10 .13 . r = y - l  ch iziqning Ox o‘q bilan kesilgan qismi.

10 .14 . v: =(x +1)’ chiziqning x = 4 to‘ g ‘ ri chiziq bilan kesilgan 
qism i. 10 .15 . v = arcsine'* chiziqning, x = 0 dan дг = 1 gacha boMgan 
qism i.

Q uyidagi berilgan chiziq larning ko’ rsatilgan kesm alardagi yoy 
uzunliklarin i toping:

10 .16 . ,x = a(t-sin t), у = a(l -cost) (0<<<2;r).
10 .17 . x = a(cos( + rsin(), у = a(sin t-tcost), (O < f < 2л-).
10 .18 . x = acos31, у = asin31.
10 .19 . x = <?'(cos( + sinr), у = e'(cosf-sin/), 0 < ( < 1.

10.20. x — a cos' /, y = asin5< (0<r<2;r)
10 .21. x = a (slit -  г), у = a (cht -  l) (0 < t < T)

10. 2 2 .  x = sin41, у  = cos3t, f o < r < -

M u s t a q i l  yech i sh  u c h u n  m is o l l a r
Quyidagi  ber i lgan chiziqlarning k o ‘ rsat i lgan kesmalardagi  y o y

uzunl iklar ini  toping:

10.23. x=f s- ^ d P, v=\c-^-d<p,\<t<t„.
, <P i V

10.24. x = 2acost, у  = 2 a s in t, r  = at, (0 < t < 2л-).

10.25. .y =-/3 + - f2, v = - —f3 + - Г ,  г =- f 3 + Г2, 0<r  < 1.
3 2 ' 3 2 3
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1 0 .2 6 .  л = с' (cos t + sin f), у  = e ' (cos I -  sin t), г  = hi, 0 < t < 2n.

10.27. .v = o(cosf + In rg^ ), у = a s in r , 0 < г„ < I <—.

Q uyida berilgan ch iziq larn ing ko ‘ rsatilgan kesm alardagi yoy 
im in lik larin i toping:

10.28. /• =cos5^,0<<p<^. 10.29. /■ = <p2, о <ip < n.

10.30. r = aip A rxim ed sp iralin ing radiusi 2алbo 'lgan  doiraning 
ich idagi qism i.

10.31. r = aemr (m > 0, 0 < r  < a). 10.32./- =--- —--- ,U|<—.
1 + cos <p 2

10.33. r  = ath^, 0 <f> < 2л. 10.34. i- = a ( i - c o s ^ )  kardioida.

10.35. r  = aip\0<<p<4. 10.36. r =aip4, 0 < tp < 3.

10.37. r = a ( l - s in p ) ,  < <p < - 1—.

10.38. ; = a ( i + cosp) kardoidaning uzunligi.

10.39. <p = —ir  + —\ l < г < 3.

M ustaqil yechish uchun m isollarning ja v o b la ri

10.1 ^  + In2,10.2. In(2 + Vl) 10.3. — .
20 V '  3

10.4. -  л/2 + -  -  In -'-±V1 I . 10.5. — .
1 + V2 4

10.6. 4^1 +V 3 in l i^ j  10.7. 10,8. 10.8. 14/3,10.9. 3 + In2.

10.10. 10.11. - !n 3 .  10.12. H i .  10.13. V 6in (V 2+ V 3)
27

10.14. 10.15. 1п(е + л /^7). 10.16. 8a, 10.17. 2m\ 10.18. 6a.

10.19. 2{e-\). 10.20. 2^5 + ̂ l n ( 2  +

1 0 .2 1 .  2 | c A ^ V ^ T - l| -V 2 1 n
4lcit7-  + jdTr

2 J 1 + V2
10.22. 0,5л/5 + 0 ,25 ln(2 + л/5) 10.23. Inf,,. 10.24. 2 a S n .

10.25. ^ - ( 2 7 л / 3 - 2 л /б )  10.26. - J l r  + 4 e 4'1 - J h 2 + 4  + l,\n '№***- + I’2 ~ h

10.27. - a ln s in f 0. 10.28 -(2я - + 3л/з) 10.29. U-JU2+4)' - 8 ] .8 3
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10.32. p[V2 + lti(l + 42)\. 10.33 a(2/r-thtr). 10.34 8я.

10.35 —["205- —1пз1. 10.36 l 4- ^ .  10.37 2а. 10.38. 16а
2 1 4 J 15

10.39. 2 +—in3.
2

l l - § .  Aniq integral yordam ida aj'lanm a jism ning hajm ini hisoblash

1 1 .1 . D ekart k oord in ata lar sistem asida berilgan aylanm a  
jism ning hajm ini hisoblash. Faraz q ilay lik , b izga biror т jism  berilgan 
bo‘ lib. uning Oy o ‘qqa parallel bo‘ lgan kesim larin ing yuzasi ina ’ lum 
bo'lsin . Bu yuza, .r o 'zgaruvch in ing funksiyasi boMadi, uni s = s{x) 
orqali belg ilaym iz (11 .1-chizm a).

A g a r5  = 5(x) funksiya [а; л] kesm ada uzluksiz boMsa, т jism ning 
v hajm i, ushbu

l ’ = I  S(x)dx (1 1 .1 )

10.30. а^Х\14л- +1 + 1 n(2л- + V4к'- + l)j. 10 .31. - I - - — а.

11.1 -m isol. Ushbu —T , •--- + -r-  = 1
a' b~ c~

ellipsoid sirt bilan chegaralangan 
jism n ing hajm ini toping.

Yechilishi. Dastlab berilgan 
tenglam a bo 'y icha ellipsoidni 
yasaym iz.

E llipsoidni Oxz tek islikka parallel 
boMgan, у e [ -b, b\ kesmada o 'zgaruvch i, y = p tek islik lar bilan kesamiz. 
Kesimda ellips hosil boMadi:

-v‘ i p 2 , p 2 r\ x‘ r 2
д ‘ c‘ b‘ b~ a с,"

Bunda ellipsning yarim  o‘qlari,

a, = ^ b '- p - .  Bu kesim lam ing yuz lari, p g a  bogMiq

boMgan, ellips bilan chegaralangan yuzaga teng boMadi:
S(p)= xa,bl = ^ - ( b ‘ -p '‘ ).

О

formula bo 'yicha hisoblanadi.
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s(p) kesim lam ing yuzasin i (11 .1 ) form ulaga keltirib  quyib, 
( 'jism n in g  hajm ini topamiz:

' = -p'-W  =2 ̂ ] ( b ' - - P%  = 2 ^ 1  Ь ^ р-Е 1'Ф-  — n abc.
3

I
Faraz q ilay lik , у = f(x )  funksiya [a,6] kesmada aniqlangan va 

uzluksiz bo‘ lib, v.re[a, 6] uchun /(x)>o boMsin. Yuqoridan y  = f(x )  

funksiya grafig i, yon tomonlardan x = a ,x  = b vertikal to ‘g ‘ ri chiziqlar, 
quyidan Ox o‘qdagi [a,6] kesm a bilan chegaralangan shaklni Ox o ‘q 
atrofida aylan ish idan  hosil boMgan aylanm a т jism n ing  hajm i (11 .2- 
chizm a),

Vx = „]f'-(x)dx  (11 .2)

formula bo‘y ich a topiladi.
A gar D egri ch iziq li trapesiya, yuqoridan /(*), pastdan g(x) 

uzluksiz egri ch iz iq lar bilan, yon tomonlardan esa, x = a va x = b 
to ‘g ‘ ri ch iziq lar bilan chegaralangan boMsa, uning Ox o‘q atrofida 
aylan ish idan hosil boMgan aylanm a т jism n in g  hajmi ( 1 1.3-chizma),

v, = n\[f'{x)-g7(x^dx (11-3)

form ula bo‘y ich a topiladi.

11.3- chizma.

у = y(x) funksiya, \a,f)} kesm ada x = x(t), y  = y(t) param etrik 
tenglam alari b ilan berilgan boMsin. Bu funksiya lar [a,p] da uzluksiz, 
v< e [a.ft] kesm ada >(/)> о va x(t) funksiya, uzluksiz, m anfiy boMmagan 
x ( t )  hosilaga ega, hamda a = x(a\ b = y(p) boMsa, u holda, T aylanm a 
jism n ing  hajm i,
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lormula bo’y icha topiladi.
A gar x(t) funksiya [a ,/?] kesmada kam ayuvchi va a = .x(a\ h -- yip) 

bo'lsa , u holda, yuqoridagi shartlar bajarilganda, т aylanm a jism n ing 
haj mi,

P
V = - x j y 2( t )x( t ) d t

formula bo’y icha topiladi.

y  = * l y , {t)x(t)dt ( 11.4)

11.4- chizma. 11.5- chizma.

Oy (x = o)o‘q atrofida aylantirishdan hosil boMgan ^ ay lan m a 
jism ning haj mi (11 .4 -, 11 .5 - chizm a), yuqoridagi (11 .2 ), (11.3 ), (11 .4 )  
form ulalarga o’xshash quyidagi

d

Vy = я-Jg 2(y)dy,

I'y = n\[f'-(y)-g2b)]dy,

p

V = tt\x 2(l)y{l)dt
a

formulalar bo 'y icha topiladi.
11.2-m iso l. Q uyidagi, y2 =2px,y = 0,x = a ch iziq lar bilan 

chegaralangan shaklni, Ox (y = o)o‘q atrofida aylantirishdan hosil boMgan 
aylanm a jism n ing  hajm ini toping.

Yechilishi. D soha, yuqoridan y2 =2px uzluksiz funksiya bilan, yon 
tomonlardan, x = a va ,v = 0 to’ g ’ ri ch iziq lar, pastdan esa. Ox (y = 0) o ‘q
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а
= л  ра~

bilan chegaralangan. Endi, D egri ch iziq li sohani Ox (y = o)o‘q atrofida 
aylantirishdan hosil boMgan aylanm a jism n ing hajm ini, (11 .2 ) formula 
bo 'yicha h isoblaym iz:

2
Vx = я j y 2dx = x j2 pxdx = 2pn —

2 0
11.3-m isol. Q uyidagi, x = a (r-sinf), у = a (l-cosr), (l < r <2/r),y = 0 

ch iziq lar bilan chegaralangan shaklni o.v(y = o) o ‘q atrofida 
aylantirishdan hosil boMgan aylanm a jism n ing hajmini toping.

Yechilishi. A ylanm a jism n in g  hajm ini (11 .4 ) formula bo 'y icha 
topamiz:

~* •> 2* ~*( i V
Vx = я j* л * (l — cos /)х fl(l — cos t )dt =яа' J(l-cos()'A  =8 л а' Jj sin: — dt =5 яа\

о о oV
11 .2 . Q utb k o o rd in a ta la r sistem asida berilgan aylanm a  

jism ning hajm ini hisoblash. A gar ab egri chiziqning tenglam asi qutb 
koordinatalar sistem asida r  =  r(ip), o<a <q><  p < 2n , ko 'rin ishda berilgan 
bo 'lib , [a,p\ kesm ada r(<p) - uzluksiz bo 'lsa , u holda, qutb nuri atrofida
T = {('%p) a<tp<р ,о < гй r(<p)) aylanm a sektorning hajm i,

V  =  ^ j - j  r''(/p)sm<fk/<p (11-5)

formula b o 'y icha topiladi.
A gar ab egri chiziq tenglam asi qutb koordinatalar sistem asida 

r = r(<p), -y < a < p < / ?< y , ko 'rin ishda berilgan bo 'lib , [a.p] kesm ada r(<p)

uzluksiz b o 'lsa , u holda, «» = -  qutb nuri atrofida

7 = |(/%?>): a <<p< p,o<r<  r(<p)} aylanm a sektorning hajm i,

v  = ^ y \ r3(<p)cos<pd</>

formula b o 'y icha topiladi.
11.4-in iso l. Ushbu r = a(l + cos<3) kardiodaning qutb o 'q i atrofida 

aylantirishdan hosil bo 'lgan  aylanm a jism n ing hajm ini toping.
Yechilishi. r = a(i + cos«?) kardiodaning qutb o 'q i atrofida 

aylantirishdan hosil bo 'lgan  ay lanm a jism n in g  hajm ini, (11 .5 ) form ulaga 
ko 'ra, topam iz:

V = — jV ((p )sin(arfp  = —  | а 3(1-сол^У  sin tpdtp =



Q uyidagi chiziq lar bilan chegaralangan figuralam i ko‘ rsatilgan o ‘q 
all otidu aylantirishdan hosil boMgan aylanm a jism larn ing hajm larini
loping:

11 .1 . у  = sin,x, 0 < дг < л’ : a) Ox o ‘q atrofida. b) Oy o ‘ q atrofida.
11.2. y  = 2 x - x ‘ , y  = 0 :a )  Ox o ‘q atrofida. b) Oy o ‘ q atrofida.

11.3. y = sin2x, 0 < x < ~ , >- = 0: Ox o‘ q atrofida.

- j  . 0 <x<a o.ro‘q atrofida.

11.5. xy = 4, x = l, x = 4, у  = 0 Ox o ‘ q atrofida.
11.6. у = 4 x e " , у = 0, x = a Ox o‘q atrofida.

11.7 . v = a c h -  Ox o‘q va x = ±a to‘g ‘ ri chiziq atrofida.
a

11.8. v = arcsinx у = 0, .v = i : a) Ox o ‘ q atrofida. b) Oy o‘q atrofida.
11.9 . y'- = 4x, y  = x Ox o ‘q atrofida.
Q uyidagi ch iziq lar bilan chegaralangan figuralam i ko 'rsatilgan  o ‘q 

ulroflda aylantirishdan hosil bo‘ lgan aylanm a jism larn ing hajmlarini
loping:

11.10. x : + ( y - b f  =a* (0< a< b), Ox o 'q  atrofida.
11.11. xy = k \ y  = 0 ,x  = a ,x  = b ,0 < a < b ,0 y  o‘q atrofida.
11 .12 . 2py = a - - { x -b ) \  j =o, o<a <ь, Oy o 'q  atrofida.

11 .13 . - — 4  = 1, a<x<m,  Ox o ‘ q atrofida. 
а2 ь-

11.14. 4  + 4  = l . a>*> Qxo'q atrofida.
a ‘ b2

11.15. y 1 = 2px,y  = 0 ,x  = a ,0 x  o ‘ q atrofida.
11 .16 . у 2 (x-4a) = ax(x-3a), 0 < x < 3a, Ox O'q atrofida.
11 .17 . y 2 =(x+4)3, x = 0 , Oy o 'q  atrofida.
11.18. 2py = (x -a )2, 2py = a 7 : a) Ox o‘q atrofida. b) Oy o‘q atrofida. 
Q uyidagi ch iziq lar bilan chegaralangan figuralam i ko 'rsatilgan o ‘q

iiim lk la aylantirishdan hosil boMgan aylanm a jism larn ing hajm larini 
toping.

11.19. x = a(f-sin/), у = a (l-cosf) (0<1<2л): a) Oy O'q atrofida; 
м i 2a to‘g ‘ ri chiziq atrofida.

11.20 x = a sin' I, у  = bcos31 (0 < ( S 2ir): a) Ox o‘q atrofida; b) Oy o‘q 
iilio lida.

Mustaqil yechish uchun misollar

11.4. -b\
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11.21. x = 2 i - r ,  _v = 4 f - (3: a) Ox o 'q  atrofida; b) Oy o ‘q atrofida. 
Q uyidagi ch iziq lar bilan chegaralangan figura lam i ko 'rsatilgan  o ‘q

atrofida aylantirishdan hosil bo 'lgan  aylanm a jism larn ing  hajm larini 
toping:

11.22. /• = a s in : tp, qutb o 'q i atrofida.
11.23. r  = a  sin <p, qutb o 'q i atrofida.
11.24. r = aip (a> 0, 0 < <p < 2л) (A rxim ed sp irali), qutb o 'q i atrofida.
11.26. a < r < <3̂ /2sin2<p, qutb o 'q i atrofida.
11.27. 0 < /■ < a<p, 0 < <p < л , qutb o 'q i atrofida.
11.28. 0 < r < acos2 rp , qutb o 'q i atrofida.

11.29. 0</■ <a\Jcos3<p, H < J  , qutb o 'q i atrofida.

11.30. 0 < /• < 2a S1" 1/1. о < <p < — , qutb o 'q i atrofida.
cos <p з

11.31. a<r< ciyjsmip, p = y  nur atrofida.

11.32. a < r < a Vcos3«9, |p|< —, <p = — nur atrofida.
6 2

11.33. о </-<a — s2f>, \<p\ < —, p = — nur atrofida.
cosp  3 3

Q uyidagi sirtlar bilan chegaralangan jism n ing  hajm ini toping:

11 .3 5

11 .3 6

X2

a '
V2 

• + ^ r  
b 2 = i. |-|=я , H >0.

x l
a~

V2
= 1. Г = - x ,  : 

a

оII 11
o'II

x2
y2

у 2■ + T- 
b 2

_2

c ‘
±c.

£ 1 +Z l_
a 2 b 2

~  = l, z = c  + H. 
с

, x + y  + z 2 = 1, * = 0, у  := 0, г = 0 .

a 2
x + 

+ —  
a

-  = 1, x  = 0, V’ = 0, г = 0 .

, x2 + y 2 +г 2 + xy  + y z  +zx = a ' .11 .4 0 .:
1 1 .4 1 . .V3 + r 3 = a\  y J +.-3 =a2.

1 1 . 4 2 . 4 + 4  = 1. z - £  = o . ^ + i  = o . ( r > o ) .a  c  b e  b e  
Q uyidagi egri ch iz iq lar bilan chegaralangan figurani Ox o 'q  

atrofida aylantirish idan hosil bo 'lgan  jism ning hajm ini toping:
1 1 .4 3 .* 4+ / = e V . 11 .4 4 . x4 + y" = 2axy2

11 .4 5 . (г’ ч У )1 =e3*\ 11 .4 6 . (x3+ r ) ! = a ’ (x2- y 2)
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Q uyidagi egri ch iziq lar bilan chegaralangan figurani Oy o‘q 
atrofida aylantirish idan hosil boMgan jism ning hajmini toping:

11 .4 7 . .t4 + / = а у \  11 .4 8 . x" + yA = 2axy2.

11 .4 9 . {x2 + у 2)" = a 2{x2 -  y 2)2 ■ 11 .5 0 . (x2 + y2J  = a 2{x2 -  y 2)2 .

M ustaqil yechish uchun m isollarning ja vo b la ri
1 1 .1 . а)0,5гг2. b) 2 л 2. 11 .2 . а) — гг. b)—л. 11 .3 . 0,25гг2. 11 .4 . —irab2.

15 3 7
11 .5 . 12Л-. 11 .7 . 0,25гг[1-е'2°(1 + 2а)]. 11 .8 . 0,25гга3(е2+4-e~2)

11 .9 . а) 0,25гг(гг: -8) b) 0,25 гг2.11 .10 . ^ гг . 1 1 .1 1 .  2 л 2 a 2b.

1 1 .1 2 . 2л  k2(b-a\  1 1 .1 3 . —  л а ’Ь. 1 1 .14 . - ^ л Ь 2( т - а У ( т  + 2а).
3 р  За*

1 1 .1 5 . ^ л а Ь 2.1 1 .1 6 . л р а 2. 1 1 .17 . 0,5гга3(15-1 6 In2). 1 1 .18 . 58,5гг.

11 .19 . а) у -̂гтр3. Ь) ^ггр3 11 .2 0 . а) 6гга\ />)7гг2а3.

11 .2 1 . а )-^ -л а Ь 2. Ь) л а 2Ь. 11 .22 . а )— гг. Ь)^~ л.
105 105 35 105

11.23. —  гта3. 11 .2 4 . — . 11 .2 5 . —(гг4 -6гг2)а\ 11.26.-гг
105 4 3 г  3

11 .27 . 2(гг4-6гт2)а3/3. 11 .2 8 . 4гта3/21. 11 .2 9 . ла3/24.

11 .30 . ж 5(51-б41п2)/4. 1 1 .3 1 . — . 1 1 . 3 2 . ^ 1 .
х ' 15 4

11 .33. ла’(Згг-8)/3. 11 .3 4 . 2лаЬН. 11 .35 . -абс 11 .36 .
3 3

11 .37. ^ н 2{н + 3с). 11 .3 8 . - .  11 .39 . — . 11 .40 . ± ^ « 1 .
Зс2 15 15 3

11 .4 1 . 16a3 11 .4 2 . 4 abc 11 .43 . 2гта3 11 .44 . 2 гш3 11 .45 . 4гта3
3 3 ~3~' 21

11.46. т ъ f
ln (V 2+ l)'— I 11 .47 . гг2а 3 11 .48 . 4гта3 11 .4 9 . 8гга3

U 2\ 3 J 16 3 ~Т5~

11 .50 . 4л а3(16л/2-9)/105.

12-§. Aniq in tegral yordam ida aylanm a jism  sirtin ing yuzini
hisoblash

12.1. D ekart k o o rd in a ta la r sistem asida berilgan aylanm a sirt 
vu/ini hisoblash. y = f(x )  funksiya [a ;6 ] kesm ada aniqlangan uzluksiz 
v a  uzluksiz f  (x) hosilaga ega bo 'lib , v * e [a ;6 ]  uchun, /(*)>0 boMsin. Bu
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funksiya grafig in ing A(a\f(af) va  B(b;f(b)) nuqtalar orasidagi a b  yoyin i 
Ox o ‘q atrofida aylantirish  natijasida hosil boMgan sirtning yuz i,

Q.=2x\f(xHl + <J\x))-cb (12 .1 )

formula orqali hisoblanadi.
A gar ab egri chiziq, * = <p(r\ у = y/(f), a < t< p , tenglam a bilan 

berilgan boMib, y(t)> o, <p{t) funksiya, t a dan (3 gacha o ‘zgarganda, a 
dan b gacha o ‘zga-rib , <p{a) = a, <p{p)=b boMsa, u holda, (12 .1) 
formulada, x = <p(t) alm ashtirish natijasida,

ft = + ( y / { t ) f d (  (12.2)
a

formulani hosil q ilam iz, y a ’ni AB egri chiziqning tenglam asi param etrik 
shaklda berilganda, uning Ox o ‘q atrofida aylan ish i natijasida hosil 
boMgan sirtning yuzini topish form ulasini hosil q ilam iz.

12.1-m isol, Ushbu y 2 = 2 p x  (o<.v<x0) ch iziqning: a)Ox o 'q  ; b)Oy 

o‘q atrofida aylan ish i natijasida hosil boMgan sirtning yuzin i toping.
Y ech ilish i. a) Berilgan chiziqning Ox o 'q  atrofida aylan ish i 

natijasida hosil boMgan sirtning yuzi, (12 .1 ) form ulaga asosan topiladi,

bunda, / W = V /  W = - j = ,  V>+(/W)2 +

Shunday qilib , berilgan chiziqning Ox o 'q  atrofida aylan ish i 
natijasida hosil boMgan sirtning yuz i:

f t  = 2n \ f{x \ h + (f\ x )y  dx = 2nfip y p  + 2xdx =
0 0

= [V (p  + b „ ) ’ -  J p " l= ~ [ { p  + 2^0 )\Ip 2 + 2P\, -  P 71

b) Berilgan  chiziqning Ox o 'q q a  nisbatan sim m etrik ligin i e ’ tiborga 
olib, izianayotgan sirtning yuzin i,

______
£>„ = 4я- $x(y)J\+[x(y)fdy

0
formula orqali topamiz:
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,  Л «  I ~Г ,____—
О, = —  f v2 II + ~ dv = —  J V2 p2 + v2dy =

p i  v p ' p i

= [u = y, dv = Vy]p2 + y 2dy, du = dy, v = j (p2 + y2): ] =

v j — T ^ - T  •n(v+V 7 ^ 7 ) i} | ^  =

= j[(p  + 4x0) p x 0(p + 2x0) - p 2

12.2-raisol. Ushbu x=a(<-sinf), y = a(l-cost)(0<t<2;r), chiziqning 
o.vo‘q atrofida aylan ish i natijasida hosil boMgan sirtning yuzini toping.

Yechilishi. Izlanayotgan sirtning yuzi, (12 .2) formula orqali 
hisoblanadi:

x, = a(l -  cos t), y, = a sin (, ds = *J(.x,)2 +(yt)2dt =

= ^а2(l - c o s ( ) 2 + a2 sinrrff = a-v/JV l-cost dt = 2asin~^dt,

1X t 7K tО = 2к Ja(l-cosf)-2asin —dt = 2л j4 a 2 sin3 -dt =
о  ̂ „ 2

■> г 64= 16ж г ls in 3v<fr = — ли2
J„ 3

12.2. Q utb koord inatalar sistemasida berilgan aylanm a  

Nirtning yuzini hisoblash. A gar ab egri chiziqning tenglam asi, qutb 
koordinatalar sistem asida, r = r(<p), a<<p</3, ko 'rin ishda berilgan boMib, 
/ (yj) - [a,p ] kesmada uzluksiz, uzluksiz hosilaga ega boMsa, u holda, 
( 12.2) formula,

i> ___ ;_______
Q = 2n\r(<p)sm<p4(r(<p))'- +(r'(<p))2d<p (12.3)

a
ko 'rin ishda boMadi.

12.3 -m isol. Ushbu /-2 =a2cos2<p chiziqning: a) qutb o‘qi; b) tp = j

o'q atrofida aylan ish i natijasida hosil boMgan sirtlam ing yuzlarin i
toping.

Yechilishi. a) MaMumki, r = a j cos2p - B em ulli lem niskatasi boMib, 
koordinatalar o‘q lariga nisbatan simm etrik joy lashgan , koordinatalar 
boshi - qutb bilan, musbat yarim  o‘q - qutb o 'q i bilan mos tushadi. 
Slum ing uchun, izlanayotgan sirtning yuzi, (12 .3) form ulaga asosan 
topiladi:
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4 ______________________

Q = 4 л J r(tp)smtp,Jr2 (tp)+ (r'(tp))2 dtp, rsmtp = o,/cos2(z> sin $9,

К
asm ltp r ~,— , . , a , r  ,(  '\

V'' +(^)‘ =-;===, б,, =4ж fsm p ^  = 2^a-(2-V 2)Ĵcosltp ^cos2p ;
i)  Xuddi yuqoridagi a) banddagidek,

4

О , = 4 л - я 2 fcoŝ <fy> = 242лa'.
f>=— J2 0

Bu holda, p = ̂  nurni, rK,o  sistem adagi qutb o ‘qi. deb qabul q ila ­

m iz, u holda, г,(в) = r(<p\ e = <p-—. Shunday qilib , izlanayotgan sirtning 

yuz i: о  = £?, + й  bo‘ lib, o, v a Q2 ,mos ravishda,

О, =4я- J  /•, (6»)(sin 0| ■Jrl'(0) + (r\ (в))2 dO, (  * )

Q2=4 л  jV, (<?)|sin «I ■ Jr?(e)+(r;(0))2d0

form ulalar orqali to p ilad i^ .tfs istem asida , t) , dan 0 gacha

o ‘zgarganda, sin£ funksiya m anfiy q iym atlar qabul q ilad i). (* ) formula- 
larda i\,e dan, r va tp larga o‘ tsak, u holda,

Q, = 4 na- j  J.COS l(p sin(^--y) 
4

dtp
4  cos 2 tp

—  = 4 л а : f 
7  m  J_

л.s i n ( p - - ) dtp =

= 4 л а : J  s i n ( p - - ) ^ = - 4 ^ a 2 c o s (p - —) ' = 2 л а 2 42,

Qi = 4  я-а2| s in ( p - —) dtp = - 4 л а 2 j s in ( t p - — ) dtp -■
о 4

= 2ла2{2-42).

M ustaqil yechish uchun m iso llar

Q uyidagi chiziqlarni ko 'rsatilgan  o ‘ q atrofida aylantirishda hosil 
boMgan aylanm a sirtlarin ing yuz larin i h isoblang:
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12.1. у = у  parabolaning у = 1,5 to 'g 'r i chiziq bilan kesilgan

qism ini, x = 2 o ‘q atrofida.
12.2. у 2 = 4 + .г parabolaning x = 2 to‘g ‘ ri chiziq bilan kesilgan 

qismini Ox o 'q  atrofida.
12.3. v = cos—— ch'iziqning, x, = -a  dan *, = a gacha bo‘ lgan

2 a
qism ining Ox o‘q atrofida.

12.4. 3x2 + 4y2 = 12ellipsn ing Oy o‘q atrofida.

12.5. у = igx ^o<x<yj. Ox o‘q atrofida.

12.6. у = e~* (o < x <a), oxo 'q  atrofida.
12.7. 2ay = a1 + x2 (o < x < a). Ox o 'q atrofida.

12.8. x = i y 2-^ iny(l< y< e), Oy o 'q  atrofida.

12.9. x = 4 - yjy2 <у < |j, Oy o 'q  atrofida.

12.10. y- +4x = 2lny(i<y<2), Oy o 'q atrofida.

12.11. v = ach—, (|xl < b\ Oy o‘q atrofida..
a

12.12. у  = -  (l < x < a), oxo 'q  atrofida.
X

Q uyidagi ch iziq lam i ko 'rsatilgan  o 'q  atrofida aylantirishda hosil 
bo 'lgan sirtlarning yuzlarin i hisoblang:

12.13. x = a(3cos(-cos3(), У  = a(3sin(-sin3f), 0 < r< y, a) Ox O'q

atrofida; b) Oy o 'q  atrofida.

12.14. x = <?'sinf, v = e'cost, 0 < t < -, Ox o 'q  atro fida .2
12.15. x = a(f-sin<), у = o(t-cos/) (о < r < 2ж), a) Ox o 'q  atrofida; b) Oy 

o 'q atrofida; c )y  = 2a to 'g 'r i chiziq atrofida.
12.16. x = a cos’ i, у = asin31, у = x to 'g 'r i chiziq atrofida.

t3 t~12.17. x = .y ,y  = 4 - y , \i\<2yf2, Ox o 'q  atrofida.

12.18. x = 2-Уз cos/, у = sin2/ Ox o 'q  atrofida.

12.19. x = a(l+t2\ y  = y ( 3 - r J) Ox o 'q  atrofida.

12.20. x = - A - ,  у = ak Ox o 'q  atrofida.
r+ t <2+i

12.21 . x = a(cost + tsint), у  = a(sint — tcost), (O < / < л) OxO‘(\ Strofidci.
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Q uyidagi chiziqlarni ko 'rsatilgan  o 'q  atrofida aylantirishda hosil 
bo 'lgan  sirtlam ing yuzlarin i hisoblang:

12.22 . r -  2asin </>, о < <p < ^ , qutb o 'q i atrofida.

12.23. r = ,/cos2f?. o < <p < qutb o 'q i atrofida.

12.24. r' =a: sin2^, o<ip<^~-, qutb o 'q i atrofida.

12.25. r = a sec: ^ , o < p < y , qutb o 'q i atrofida.

12.26. r 3 =2a- ws2<p, a )q u tb o 'q i atrofida;*) <p = ^  nur atrofida;

c)<p = -  nur atrofida.
4

12.27. r = cî /cos2p (lem niskata), y = x to 'g 'r i chiziq atrofida. 
Q uyidagi silindrik  chiziq larn i ko 'rsatilgan  o 'q  atrofida ay lan ti­

rishda hosil bo 'lgan  sirtlam ing yuzlarin i hisoblang:
X2 v212.28 —г + ~  = I a > b, Ox o 'q atrofida.
a~ b~

12.29 = i. a >b, Oy o 'q  atrofida.
a- b- 1

12.30. iL _2L  = if - h < v < h , Oy o 'q  atrofida.
a' b‘

12.31. а< х < т = Ла, Ox o 'q  atrofida.
a b*

12.32. y : = 2px, 0< x <ci, Ox o 'q  atrofida.
12.33. у' = px\  0 <y<a, Ox o 'q  atrofida.
Q uyidagi silindrik  sirtlam ing belgilangan qism idagi sirtlari 

yuzlarin i h isoblang:

12.34. x 2 + v2 = a 7 , 0 < г < - - x . ,T > 0.
a

1 2.35 v = b ~  X2. 0 < :  < —x, x > 0, v>0. 
a a

12.36. + ̂ rr=i. 0< г< —д\ x > 0, v > 0, a > b.
cr b~ a

M ustaqil yechish uchun m isollarning ja vo b ia ri

12.1. — . 12.2. — . 12.3. +j g l i nl ± J ? 1+Aa'' .
3 3 л  2 a
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12.4. 2я-(4 + 31п2).

12 .6 . л

12.5.

V 2 - e '“V l+ e Jj -  In
е~“ + -Jl + e

1 +  V 2

4 / 5 -л )+ | П(л + 1р - ‘)]

12 .7 .—  (3In(V2 + l)+ 7V 2)

12 .8 . —(e-l)(<?2 + е + 4) 12.9. я ( - 5 - 9 1 п 2  + 161пЗ)/6. 12 .10 .

1 2 .1 1 . 98л-/3.

12.12. л
л/2+1

12 .13 . а )9 я 2 а 2 ,Ь) 24л а2.

12 .14 . -2 ) .  12 .15 . o ) y i a ! . 6) 16л2 а 2. с ) ^ ж а 2.

12.16. l ^ fl2(4V2-l) 12.17. 59,2*12.18. ^ ( 4  + ln5)
5 о

12 .19 . 1)Ъжа2.12 .20. ли’ (б1п 2-4 )/3 . 12 .21. 6л 2а 2. 12 .22. 4 ж2а 2

12 .23. 2л{ 2 -4 2 )  12 .24. 4 л а 2. 12.25. ^ж<,2{2^2-\\

12 .26. а) А ж а'{2-42\ь) 4у[2жа‘ . с) 8 л а 2. 12 .27. 4л -а2.

п  т е  гх.з , arcsine \1а7 - Ь212 .28. 2я[Ь +ab-------- ], £ =
£

12 .29. 2л- [ а 2 + —  £ -
2е \ -е  и

12 .30. 2ж а И [ ^ М и + ̂ \ . и =. и 0‘
Ь I , е + л/лУ  - 1 .  V<2* +b2

а
■Ja2-b 2

12 .3 1 . лаЬ[Л\1А21Г  - 1 ------------- In----------------
а е е + ч/е2- !

12 .32. —ж [(2а + р)-]2ар + р ' -  р 2).

12.33. ж ( 8 
u l  9 4 р J  V 4 р

2 +2 12 .34. 2ah.

12.35. А [ Х Ч 4 6 = 7 - а 3]. 
2b '

12.36. £ *fi+ iz£ linl±£
2г 1 -г - £  =  -

V a2 -  6 2

10

13-§. Aniq integralning m exanika m asalalariga tadbigM

13.1 Silliq  egri chiziqning statik  mom enti va  ogMrlik m arkazi.
1111 < >r m -  massaga ega boMgan moddiy nuqtaning biror p o ‘qqa nisbatan 
iiniik momenti deb, uning wmassasi bilan undan p o ‘qqacha boMgan d

155



m asofaning ko 'paytm asiga, y a ’ni Mr = md songa aytilad i. T ekislikda 
yotgan m assalari mos ravishda, p o ‘qga nisbatan m asofalari
d ,,d : ,.....d„ bo 'lgan  и ta moddiy nuqtalar sistem asin ing statik momenti,

Mp = 'ZmA  
(=1

bo 'lad i, bunda o 'qn ing bir tomonida yotgan nuqtalarning m asofalari 
musbat ishora bilan, ikkinchi tomonida yo tgan larin ing m asofalari esa, 
m anfiy ishora bilan olinadi.

A gar massa, ayrim  olingan nuqtalarda tarqalm asdan, biror silliq  
chiziq yoki tekis figura bo 'y lab  tekis 
tarqaigan b o 'lsa , u holda, statik momentdagi 
y ig 'in d i o 'rn ig a  integral olinadi.

Faraz q ilay lik , xOy tek islikda m 

m assali biror (.4B )silliq  egri chiziq berilgan 
bo 'lib , uning uzunligi I bo 'lsin .

(AB) s illiq  egri ch iziqning har bir nuq-
13.1-chizma. tasidagi ch iziq li z ich lik  p = p(s) - 5 o 'zgaruv-

chining uzluksiz funksiyasi bo 'lsin  (13 .1- chizm a). U holda, (/45)silliq
egri ch iziqning massasi quyidagi form ula b o 'y ich a topiladi:

/
m = J ,

u

bunda, dl = y](dx)2 + (dyf - yoy d ifferensiali, / esa, berilgan chiziqning 
uzunligi.

E sla tin a . A gar (AB)  silliq  egri chiziqni b irjin s li deb faraz q ilsak, u 
holda, uning p  ch iziq li z ich lig i (b ir b irlik  uzunlikdagi massa, uning 
uzunligi bilan o 'lchanad i), o 'zgarm as, deb qaraym iz. Soddalik uchun, 
p = 1 deb olam iz.

(AB) chiziqning elemental- ds bo 'lag in i ajratam iz. Yuqoridagi 
farazim iz bo 'y icha, ds elem entar bo 'lakdagi m assa, m son orqali 
ifodalanadi. Chiziqning elem entar ds yo y in i, taqrib iy moddiy nuqta, deb 
qabul q ilsak , u holda, uning Ox o 'qqa nisbatan elem entar statik 
momenti,

dM x = yds

bo 'lad i. Erkli o 'zgaruvch i sifatida, A nuqtadan boshlab hisoblanadigan, 
ds yoyn i olib, elem entar statik m om entlam i y ig 's a k , natijada

I
Л/, = Jy (^ )p ( i) i is

0
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bo'ladi. Xuddi shunday, Oy o 'qqa nisbatan statik moment,

м  у = J 4 s ) p ( s ) *
0

bo'ladi.
m m assali, chiziqli zich lig i p = p(s) bo'lgan (AB) egri chiziqning 

\i{xs,\yu ) o g 'ir lik  markazi koordinatalari esa, ushbu
I I

, ,  /-ФИ*)*
X\r = -  ~ 1 ------------- . ------------

]p(s)ds J/ ’(-sVs

form ulalar yordam ida xisoblanadi.
m m assali, ch iziq li z ich lig i p = p(s) bo 'lgan  (AB) egri chiziqning Ox 

va Oy o 'q larga nisbatan inersiya momentlari,
/ I

/, =|y2(i)/o(i)£fe, /, = |лг‘ (л)р(я)с&
i) 0

form ulalar yordam ida hisoblanadi.
X ususiy holda, birjinsli (/>(-') = 0  bo 'lgan  (AB) egri chiziqning m 

m assasi, Ox va Oy o 'q larga nisbatan, mx, mvstatik va lx, /„inersiya 
momentlari, hamda \f(xu ,ysl) o g 'ir lik  m arkazining koordinatalari, mos 
ravishda,

I I I
m = Jds = /, Mx = J у (.?)<& , iV/( = J„x(.s)cis

о о 0

Ix = J y 2(s)d!s, /, = J x 2(s)ds ( 1 3 . 1 )

xt r =—jL, v,,=^y- form ulalar yordam ida hisoblanadi.

Teorem a (G uldinning birinchi teorem asi). (Л#) egri chiziqni, 
uni kesib o 'tm aydigan , o 'q  atrofida aylantirish natijasida hosil bo 'lgan 
aylan ish sirtin ing yuzi, uning o g 'ir lik  markazi chizgan aylana 
uzunligining shu egri chiziqning / yoy uzunligiga ko 'paytm asiga teng:

I
2 x y Kll = 2x jyd l  . ( 1 3 .2 )

0

13.1-m isol. Ushbu ~  + ellips yuqori qism ining Ox o'qqaa' b~
nisbatan statik momentini toping.

Yechilishi. Ellips yuqori qism ining Ox o 'qqa nisbatan statik 
momenti
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Mr = f  ydl
- a

formula b o 'y icha topiladi, bunda d l -  e lem en taryo y uzunlig i. Shartga 
ko 'ra , v^o, u holda,

vdl =  vJ\ + у ' dx =  J v j  + ( i t , ) : dx, v 2 = b2 - я г , v t  = ——rx ,a ' a'

vdl = Jb2 — —̂ x2 + ~ x 2dx = --Ja~ - e2x2dx, e ‘ -  ——Д-,
V <r a a a'

e -  e llip sn ing ekssentrisiteti.
Shunday qilib ,

Af x =  |  \ l a 2 - e 2x 2d x  =  l ^ b  - — a r c s i n e j .

13.2-m isol. Ushbu x = a(/-sin<), v = a(i-cosr)(0<f <2>r), egri ch iziqning 
og ‘ irlik  m arkazini toping.

Yechilishi. Berilgan  b irjinsli egri chiziq, x = na  to‘ g ‘ ri ch iziqqa 
nisbatan sim m etrik bo 'lgan i uchun, uning og ‘ irlik  m arkazi shu to ‘g ‘ ri 
chiziqda yotad i, y a ’ni xu = m . 10.2 - va 12.2 - m isollam i e ’tiborga olgan
holda, G uldinning birinchi teorem asiga asosan, y a ’ni (13 .2 ) fom iuladan,

64 4
2я у и -8a = - - m 2, >l = - a

ekan lig in i o lam iz. Demak, sik lo idan ing o g 'ir lik  m arkazi, м \ яа;^ а].

13 .2 . Tekis figuraning statik  m om entlari va  og‘ ir lik  m arkazi.
Tekis figura, yuqoridan >■,=/(*), 
quyidan y, = g(*) funksiyalar, yon
tom onlaridan esa, x = a va x = b vertikal 
ch iziq lar bilan chegaralangan boMsin. m 
m assali tekis figuraning har bir 
nuqtasida ch iz iq li z ich lig i p  = p {x )  x  

o 'zgaruvch in ing uzluksiz funksiyasi 
bo 'lsin  (13 .2-ch izm a).

13.2-chizma.
T ekis figuraning m m assasi, Ox va Oy o 'q larga nisbatan, Mx,M y 

statik va /„ /, inersiya mom entlari, hamda M(xu ;y u ) ogMrlik marka- 
zin ing koordinatalari, mos ravishda, quyidagi,

m = \(j{x)-g(x))p{x)dx,
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I, = ||t/3 M - g'(xM-vV&, /„ = J-r’[/(jc)- g(x)]p(x)dx,
0 <.

M. M= — , Уд, = —
m  m

form ulalar yordam ida hisoblanadi.
13 .1-eslatm a. Tekis figura bo‘y lab  m assa tekis tarqalgan, y a ’ni 

uning sirt z ich lig i p  o 'zgarm as boMsin. U m um iylikn i buzmasdan, p = 1 
deb olam iz. U holda, tekis figuraning m m assasi, Ox va Oy  o 'q larga 
nisbatan M,,My statik va / „ /v inersiya momentlari, hamda M(xu ;yu ) 
o g 'ir lik  m arkazining koordinatalari, mos ravishda,

«  = }(/(*)-*(*))& = S,

(/ '(*)-.? Ч*))*, Л/, =J.vt/(x)-g(x)]dLr,

К = { j l / 4 0 - s ’MW*. /, =\xl[f{x)-g(x)Wx,
О a

My Mx
*u s  ■ Уи s

b

formulalar yordam ida hisoblanadi, bu yerda, s = J.v(x)<fe-tekis figuraning 

yuzi.

O g 'ir lik  m arkazining ordinatasi formulasidan, 2,tyu s = n^y'dx

munosabatni hosil q ilam iz. Bu formulaning o 'ng tomoni, abcd figurani 
Ox o 'q  atrofida aylantirish  natijasida hosil bo 'lgan  jism ning hajmini 
ifodalaydi, chap tomoni esa, o g 'ir lik  markazi va u chizgan aylana 
uzunligini, figuraning yuz iga  ko 'paytm asiga teng b o 'lar ekan. Shunday 
q ilib , quyidagi Guldinning ikkinchi teorem asiga kelam iz.

T corem a (G u ld inn ing  ikk in ch i teorem asi ). Tekis figurani, uni 
kesm aydigan o 'q  atrofida aylantirish natijasida hosil bo 'lgan jism ning 
hajm i, uning o g 'ir lik  markazi chizgan ay lana uzunligini tekis figuraning 
yuz iga ko 'paytm asiga teng, y a ’ni v ^ i n n - s .

Qutb koordinatalar sistem asida sektor, о < r < r(<p\ a<<p< p, 
tengsiz lik lar orqali berilgan bo 'lsin , bunda о < p - a <  in  , r(</>) funksiya 
I<r.p\ kesmada uzluksiz. M assa sektorda tekis tarqalgan bo 'lsin , y a ’ ni 
uning p  zich lig i o 'zgarm as bo 'lsin . Bu erda ham, um umiylikni

= ^ j { f 2(x)-g'(x))p(cx)dx, W, = \x[j(x)-g(x)[f>{x)dx , (13.3)
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buzm aslik uchun, p = 1 deb olam iz. U holda, Ox\a Oy o 'q larga  nisbatan 
statik momentlar va o g 'ir lik  m arkazining koordinatalari, quyidagi

1 r I ''Mx = —̂ P((p)sm<pd<p, M v = - y ‘3(<p)cos<pd<p,

M, M
xu = y ->  У и = - y .

formulalar orqali topiladi, bunda s - sektorning yuzi, y a ’ni

S = ^\r'‘ (fp)d<p.

13.3 - misol. Ushbu —+ — = 1. x = 0, v = 0. a> 0 ,6> 0 ch iz iq lar bilan 
a b

chegaralangan tekis figuraning Ox va Oy o‘ qlarga nisbatan statik 
momentlari va og ‘ irlik  m arkazin ing koordinatalarini toping.

Yechilishi. (13 .3 ) form ulalarga asosan,

a'b ab1
v - Му -  ~6~ a. „ _ _ ~6~ _ b 
"  5  ab 3 ’ • ”  S  ab 3 '

2

Demak, A / (x „ ;y „ )= A / f| ;| J .

13.4-m isol. Ushbu x = asiiw,y = 6cos/, |f|<y, y=0 ch iz iq lar bilan

chegaralangan sohaning a w a  Oy o 'q la rga  nisbatan statik momentlari va 
o g 'ir lik  m arkazin ing koordinatalarini toping.

Yechilishi. (13 .3 ) form ulalarga asosan,



5 = 1  b cos l a cos tdt = ab Jc o s : tdt = + s fo-—j  = ab 2 -л )  аЬл
~ Y '

lab 1
M, 0 „ M T ~  4 b 

x>i =  ~ г  =  -г = 0; Уи =  -r-=~71— г  = r--5  5  5  ab ■ к 3 л-
2

13.5-m isol. Guldinning ikkinchi teoremasidan foydalanib, 
x- + (y-b )1 =a'-, a< b , doiraning av o ’q atrofida aylan ish i natijasida hosil 
boMgan tom ing hajmini toping.

Yechilishi. M a’ lumki, berilgan doiraning yuzi S - л а 2, doiraning 
ogMrlik m arkazi, uning m arkazida boMadi. Demak, doiraning Ox o ‘q 
atrofida aylan ish i natijasida, uning ogMrlik markazi chizgan aylananing 
uzunligi, 2nb ga teng. U holda, Guldinning ikkinchi teorem asiga asosan, 
izianayotgan hajm,

I ж a 1 ■ 2лЬ -2л2а 1Ь.
13.6-m isol. Ushbu A- = a ( f - s in r ) ,  y  = c/ (i-cosr) (o < r < 2л) siklo ida tar- 

mogM bilan chegaralangan soha ogMrlik m arkazining koordinatalarini 
toping.

Yechilishi. Yuqoridagi 9.5 - va 11.3 - m isollar, hamda Guldinning 
ikkinchi teorem asiga asosan,

2 л у И ■ S  = 5 a 5л 7; 2л vJf Ъла1 = 5 а 'л 2, i\ ,= —a ,
6

sohaning sim m etrikligidan, xu = л а  .
Shunday qilib,

3 i  r.

M, = ~ - ( л 2 - б )  , My = -^a'tpzosdip = а ’ (4 -л -2) ,
3

а' л а'л
5  = — Г a2<p7dv = -

2 { 2 3 6

boMadi va

xu = - у = бД( ^ 3*   ̂= б (4- л 7)а/ л\ уи = y "  = 2(л1 - 6 )а/л2.

M ustaqil yechish uchun inisollar

Quyida berilgan chiziqlarning м r va Mv statik momentlarini toping:

13.1. — + — = 1, x > 0, > > 0, 13.2. x 2 + y 2 = 4, у  > 0
a b

x1 v213.3. у = chx, 0 < x < l .  13.4. —  + ^ y  = 1,.v>0, a > b.
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2 3 2
13 .5 . B irinchi chorakda joy lashgan  x 3 + y 7 = a 3 astroida yoyin ing 

koordinatalar o ‘q lariga  nisbatan statik mom entlarini toping.

13.6. у  = cosx, <x<yj, kosinusoidaning Ox o ‘qqa nisbatan

statik momentini toping.
13.7. у = sinx, 0<x<л, sinusoidaning Ox o ‘qqa nisbatan statik 

momentini toping.

13.8. Ushbu y 2 =2px^0<x<yj parabola yo y in in g  x = ^  to ‘ g ‘ ri

ch iziqqa nisbatan statik  momentini toping.
T englam alari param etrik shaklda berilgan quyidag i ch iziqning Mx 

va Mv statik mom entlarini toping:

13 .9 . .г = asinf, у = bcost, 0 < t < y ,  a > b (/0 = l ) .

13 .10 . x = asin31, _v = acos51, 0</<y (p = l) .

Qutb koordinatalar sistem asida berilgan ch iziqn ing Mx va  л/,, 
statik mom entlarini toping:

1 3 .1 1 . /• = Jacostp, 0 < <p < у  (p = l) 13 .12 . 7 = a(l + cos )̂, - n  <cp< л  [p = \).

13 .13 . /■ = ae’’, 0 < <p < 2n (p = l).
Q uyidagi berilgan  ch iziq lar og ‘ irlik  m arkazin ing xu va vu koordi- 

natalarin i toping:
13 .14 . x2 + y ! = 4, у  > 0. 13 .15 . x2/3+ y 213 = a 2n, x > 0 , y > 0 .

13 .16 . у = ach(x/a), |.t| < b. 13 .17 . x = ^ y * -^ \ n y , I < у  <2.

13 .18 . x = a(f-sinf), у = a(l-cosr), 0<(<2^.

13 .19 . r = <7(1 + cos tp], 0 < cp < n. 13 .20 . r = aer , y S p  < n.

13 .2 1 . R adiusi a  ga teng bo‘ lgan yarim  ay lana og ‘ irlik 
m arkazin ing koordinatalarini Guldin teorem asi yordam ida toping.

Q uyidagi berilgan chiziqlarn ing, Ox o ‘qqa nisbatan, ix inersiya 
momentini toping:

13 .22  у  = -Jr2 - x 2, - r  < x < r. 13 .23 . v = e ' , 0 < x < 0,5.
13 .24 . у  = 0,5a(e'l'‘ +e-e~'la \ 0 <x<a.
13 .25 . x-R costp, y  = Rsin(p, 0 <q> < a  <2n.
Q uyidagi berilgan  chiziqning, koordinatalar o ‘q lariga  nisbatan, 

/rv a  ly inersiya momentlarini toping:
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13.26. у  = chx, O s . r ^ l .

13.27. дг = aco s3 r, v = a s in 3t, 0 < t < —.
2

13.28. дг = a(r — sirw), v = a ( l- c o s f ) ,  0<t<2tr.
Quyida berilgan ch iziq lar bilan chegaralangan tekis shakllarn ing 

л/, va Mt statik  momentlarini toping:

13.29. x + y = l ,x  = 0, y  = 0. 13.30. у = cosjr, |x) < у ,  у = 0.

13.31. y = x ',y  = 4x. 13.32. y = —— v = x2, x = 0. x> 0
1 + дг

13.33. x = a cost, v = isiiw, -  — v = 0.
2 2 '

13.34. x = a(f-sin/), у = a(l -cosr), 0 < t < 2^, v = 0.
Q uyidagi m isollarda berilgan egri ch iziq lar bilan chegaralangan 

sohaning grafig in i chizing va og‘ irlik  markazini toping:
13.35. у = 6x -x 2, у  = x . 13.36. .r! = 4y , д г -2 у  + 4 = 0.
13.37. у 3 = дг2, 2 y  = д:. 13.38. у  -- х ‘ - 2х. у  = 6 х - х : .
13.39 дг +1 = 0, х + у 2 =0.
13.40. у = 2х2 va i’ = 3-.v2 parabolalar bilan chegaralangan sohani 

qoplovchi vupqa tekis plastinkaning og‘ irlik markazini toping.

13.41. B irinchi chorakda, Oy o'q , r  = — parabola va y  = 4 to‘g"ri

chiziq bilan chegaralangan «uchburchakli» sohani qoplovchi yupqa tekis 
lilastinkaning o g 'ir lik  m arkazini toping.

13.42 . x = a (f - s in / ) , y = a ( l - c o s r ) ,  sikloidaning bir arki va uning asosi 
bilan chegaralangan plastinkaning Ox o 'qqa nisbatan statik momentini 
loping.

Q uyidagi m isollarda berilgan egri ch iziq lar bilan chegaralangan 
sohaning o g 'ir lik  markazi koordinatalarini toping:

v2 V213.43. ^  + -—.<1 (0<x<a, 0<у <b).
a ‘ b

13.44. д:2 + 4y — 16 — 0 va Ox o 'q  bilan chegaralangan.
9

13.45. v = — x to 'g 'r i chiziq va v = s in x  (r>o) .
Я

13.46. ,v: + 4yJ =4 va л2 + j 2 = 4(birinchi chorakdagi q ism i) .

"Tj> У = 0, Л > 0 ,a  > 0.

2
13.48. >• = — x, v = sinjr, v = 0.к
13.49. у 2 -2p x , x2 = 2py.

13 .47 . у = h\ l
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13.50. -Jx + y[y = 4a, x = 0, у = 0.
13.51. у 2 = 2x, x + y = 4.
13.52. j ’ = .y3, x + ) =2, дг = 0.
13.53. .r = а(/-sinf), v = a(l-cosf), 0<t<2tr, y = 0.
Q uyidagi qutb koordinatalar sistem asida berilgan egri ch iziq lar 

bilan chegaralangan sohaning og ‘ irlik  m arkazi koordinatalarini toping:

13.54. r = asm2<p, 0 <<p<—.

13.55. r = a<p (0 < <p < к) A rxim ed spirali va <p = о, <р = л nurlar bilan 
chegaralangan.

13.56. /• = a (l + cos <p] kardoida.
13.57. r 2 = a2 cos2^-B em ulli lem niskatasining o ‘ng qism i.
13.58. Uchburchakning asosiga nisbatan inersiya momentini 

toping.
13.59. Tomonlari a ga teng boMgan kvadratning, uning d iago- 

n aliga nisbatan, inersiya momentini toping.
13.60. A sosi b, balandligi h boMgan (/> = i) uchburchakning, 

asosiga nisbatan, statik va  inersiya momentlarini toping.
13.61. Y arim  o 'q lari a v a  ь boMgan, birjinsli ellipssim on 

p lastinkaning, uning bosh o ‘q lariga nisbatan inersiya momentlarini 
toping (p = i).

13.62. Gulden teoremasidan foydalanib , «rad iu s li yarim  
aylanan ing ogMrlik markazi koordinatalarini an iqlang.

13.63. Gulden teoremasidan foydalanib, shar sirtning yuzini 
hisoblang.

13.64. Gulden teoremasidan foydalan ib , do irav iy konusning hajm i 
va yon sirtin ing yuzin i hisoblang.

M ustaqil yechish uchun m iso llarn ing  ja v o b la ri

13.1. Mx = b^a l +b l , м у = . 13.2. Mx = 4, My = o.

13.3. Mx = 0,25 (2 + iA2), M}, = shl-ch\ + 1,13.4. M x =b b̂ +—arcsine j ,

M = 0, e -  ~a ~b 13.5. Mx = M . , = - a 2. 13.6. Mx = V2 + ln(l + V2 ) 
a  •' 5 r  v '

13.7. V2+ln(l + ̂ ) .  13.8. Mx =^-(V2+51n(l + V2)).
8
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13 .9 . м . = ab I г ---- г \ а 2 [  1 -е : 1 + 4Л Va2 - Ь2
I fV1 -  £' + a r c  sin е  1 М, = — 1н------- In-----  . ■
1 f  ' 2{  2 e  \ - e )Is

с  -

13.10. Mx = A/y = - a 2. 13.11. M x = 2 a 1, M,
5

: л a

13.12. M r = 0 , M v =— . 13.13. М х = Щ - е * я \г2, М v = Ш ( е < * - Л , *> 5 5 V Г  i 6  V r

13.14. xM = 0. v u  = X

13.15. ;,-5 13.16.

i t  1 7  27 —16In2 — 4 In* 2 20 j i  i g1 0 . 1 /. xw =-------7------- v----- , v,/ =-7--------г I j .I o .  xu = m ;  y\t =4a/3.
8(3 + In 4) • "  3(3 + In 4) ' f

-2c'
5 e ’ - e ’

13.19. x„ =y„ =4u/5. 13.20. x „ = - ^ 2\ +re,2 ; y u
j  e  —e

13.21. =0.yu = . 13.22. Z L .  13.23. I [a/ M - 2V21.
3 7i 2 3

13.24. a 5(e-e“')(e2 +e' 3 + 1 o)/24. 13.25. —(2a, -s in 2a)/?J.
4

13.26. / = i/il + —s/i3l, / = 3s/il-2cftl. 13.27. [ = / = - a 5.3 > . 8

13.28. l , = — a \ l  = i6f;r2 - — V .  13.29. м  = —, Af = —.
’ 15 V 45 J * 6 - 6

13.30. M = * , M  = o. 13.31. м  =m =—.4 ' 20
13.32. M = — + —, M = In 2-0,25 13.33. M = — a b 2, M = 0. ' 5 4 "  3

13.34. A 1x =2,5®;’ . А/, = 3rr2a\  13.35. xA( =|; rw =5.

13.36. x„ = 1, r„ = 13.37. x„ = y ,  y„ = f v  13.38. x„ = 2, y„ = 4.

13.39. x„ = -| >л, =0,13.40. x„ = 0 . y u  Л .  13.41. x„ Л ,  x„ =H.

13.42. Af ,  = -™ М 3 .4 3 . x.f =— , v„ = — 13.44. x„ =0, v„ =-.
3 n ■ "  3>r

4-
6(4 -  я-) ’ _  12 - З к ' ~ 3 *  ’ •‘ •u “  * '

13.45. Xu=- r I — v y u  = lb £ l .  13.46. x„ = - ,  y „  =

1  ̂ 1Д <48 ^2 + 12я’-12 5л- / \13.47. x„ =T ;y M = - .  13.48. x„ = 3(;r + 4) . Л, = T (* + 4)

13.49. ,tA, = y„ A  13.50. x„ = y u  =|. 13.51. x „ = ^ ; = -1.

13.52. x„ = | . v„ = £ .  13.53. *„ = ,„ ;  у „ Л Л .

13.54.  ̂ '2 ^ .  13.55. , u = 6( i ^ ;?/u=f c . 6k ,
105/r n к
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13.56. <5„ = ^ ; Пи =0. 13.57. <f„ ; Пи =0,13.58. /, =^-^л3...U 6 ш “ 8 12

13.59. / = —. 13.60. м х=— -, /,=— . 13.61./о=£-£^,/6 =££!*. 
' 1 2  6 ‘ 12 “ 4 * 4

13.62. =0, >•„ = — . 13.63. 5  = 4я-Л\ 13.64. Г = 1л-Л2Я , S  = nRL.
Ъп 3

14-§. Aniq in tegrallarn i taqrib iy hisoblash

Ushbu

\f(x)dx (14 .1)
a

integralni h isoblash talab q ilingan  bo‘ lsin, bunda f{ x ) funksiya [a,b] 
kesm ada uzluksiz, deb faraz q ilinad i. B iz , yuqorida, aniq integralni 
hisoblash usullarin i ko ‘ rib o 'td ik , lekin  ba ’zi fizik , m exanik m asalalarn i 
yech ishda, integral ostidagi funksiyaning boshlang‘ ich funksiyasin i 
elem entar funksiya lar orqali ifodalab bo‘ lm ayd igan  integrallar uchraydi. 
Bunday integrallarn i taqrib iy h isoblashga to 'g 'r i kelad i. Integrallarni 
taqribiy hisoblash uchun bir nechta form ulalar mavjud bo 'lib , biz quyida 
ularn ing ba’ z ilari bilan tanisham iz.

14.1. To‘g ‘ ri to‘ rtburchak lar usuli. [a,b] kesm aning, ix tiyo riy  
P = {a = x0 <x2 < . . . <x2n = b} regu lyar bo 'lin ish in i qaraym iz. [.r2t._2, x2k] 
kesm aning o 'rtasidag i nuqtani x2k_, orqali belg ilaym iz(14 .1-ch izm a). 
T o 'g 'r i to 'rtburchak usuli, (14 .1 ) integraln i, mos ravishda, baland lik lari 
f(x ,k asoslari  esa, x2k - x2k_, = ga teng bo 'lgan . to 'g 'r i

П
to 'rtburchaklar yuzlarin ing,

— -  [/(*.)+Ж  )+■•■+А ч ы )]n
y ig 'in d is ig a  taqrib iy alm ashtirishdan iborat, y a ’ni

j/(x)A :*— -[/(x1)+/(jr3)+... + /(xb_,)] . (14 .2)
с П

(14 .2 ) form ulaga, to 'g 'ri to'rtburchak form ulasi deyilad i. Bu 
form ulani, «qo 'sh im cha» had yordam ida, ushbu

j  f{x)dx = — -[/'(дг,) + f ( x 3)+ .... + /(;r2„_,)] + R (14 .3)
а П

ko 'rin ishda yozish  mumkin, bunda R -  qoldiq had.
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<2 Xq O Xj Х2 Х3 х4 Х5 Ь  X а = л в О х , д4 хл = Ь X

14.1-chizma. 14.2-chizma.

A gar f(x )  funksiya [a,b] kesmada uzluksiz ikkinchi tartibli 
hosilaga ega bo 'lsa , u holda shu kesmada shunday // nuqta topiladiki,
(14 .3) formula-dagi qoldiq had uchun.

tenlik o 'rin li bo 'lad i.
14.2. Trapesiyalar  usuli. (14 .1) integralni hisoblash talab qilingan

bo'lsin . fa,b] kesm aning ixtiyoriy P={a = x„ <x2 <...<.r„ =b] regular
bo 'lin ish in i olam iz va y  = f(x )  funksiyaning y„ = /(.v„), y, =/(*,).....,.'•„ = /(*„)
qiym atlarin i h isoblaym iz. T rapesiya lar usuli, (14 .1) integralni,

~2n ^+ ^ + ^ x' +̂ ^ + -  + ) + )1) =

= - ^ { / ( a ) + /(/>)+2 £ /(*,.)}

y ig 'in d ig a , yoki asoslari, mos ravishda. /(**_,) va f(x k) larga,

lialandliklari ,\-( ~x,_i - —— ga teng bo 'lgan . trapesiyalar yuzlarin ing
n

y ig 'in d is ig a  (14.2-chizm a) taqribiy almashtirishdan iborat, y a ’ni

} / (л -к г «^ | / (а )  + /(б)+2^/(х,)} . (14 .4)

(14 .4) formulani, qoldiq had yordamida,

] f{x)dx = f(a)+ f(b) + 21  f(xk )| + /?„

ko 'rin ishda yozish mumkin, bunda Ru- qoldiq had. A gar f(x )  funksiya 
I</./’ I kesmada uzluksiz ikkinchi tartibli hosilaga ega bo 'lsa , u holda, 

kesmada shunday .7 nuqta topiladiki, uchun,

К  f{rj\ a <rj <b,1211

(cni’ lik o 'rin li bo 'lad i.
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14.3. P a ra b o la la r  u su li. (14 .1 ) integralni hisoblash uchun, \a.b\ 
kesm aning ix tiyo riy  P = {a = x0 <x2 <...<x2„ =b) regular boMinishini 
olam iz. kesm aning
o‘ rtasidagi nuqtani x2k_t orqali

b elg ilaym iz: л2,_, = Xn~2* Xlt, к = l,n.

Parabolalar usulida berilgan (14 .1 ) 
integral, f{x )  funksiya grafig in ing , 
absissalari xK_3. x2t_t va x2k 
boMgan nuqtalardan oMuvchi para­
bolalar ostida joy lashgan  trapesiya­
lar yuzlarin ing

^ { [ f ( x 0) + 4f(x]) + f(x2)]Hf(x2) + 4f(X,) + f(x4)] + ...+ 
bn

+ ̂ 2,,_2)+4/(x2(M)+ A b j]} = ̂ { /W + /W + 2 Z / ( ^ ) + 4 E / ( ^ +1)}
k=1 K-0

yigM ndisiga taqribiy alm ashtirilad i, y a ’ni:

\f{x)dx~ ̂ ! \f(xa)+4/(x,)+ /(*2) J+\f{x2)+4/(x3)+/(.v4)]+
a

h — n «-I «-I
+ . . . + ) + 4 / ^  )+/(x2l,)]=—-  !/(a)+/(/))+2j j { x u.) + )l

yoki

j /(,)*  = + /  W + 2Х Ж . )} + 4g /(xJt J+ « „
6/7 *-»| /.=0

(14 .5 )

bunda, qoldiq had.
A gar f{x)  funksiya [a,b\ kesm ada uzluksiz to 'rtinchi tartibli 

hosilaga ega boMsa, u holda [a,b] kesm ada shunday nuqta topilad iki,
(14 .5 ) form uladagi had fi(„- uchun,

R = - b̂ ~a\ f*Xn\ a < n < b ,
2880/1

tenglik  o 'rin li boMadi. (14 .4 ) form ulaga, p a rab o la la r (Simpson) form u­
lasi deyilad i (14.3-chizm a).

14.1- m isol. Ushbu
9

J + 4dx
i

integralni, integrallash oraligMni, 8 ta o 'zaro  teng boMakka boMib:
1) Nyuton - Leybnis; 2 ) to ‘ g ‘ ri to‘ rtburchaklar; 3) trapesiyalar va
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4) parabolalar form ulalari yordam ida hisoblang, so 'ngra taqribiy 
hisoblash form ulasida qo‘y ilgan  absolyut va nisb iy xatolarni foizlarda 
toping.

Y ech ilish i. 1) Berilgan integralni, Nyuton -  Leybnis form ulasiga 
asosan, h isoblaym iz:

J  = J  л/5х + 4dx = -  J (5x + 4)]/2d(5x + 4) = — (5i + 4)! | f = — (343 -  27) = -■ “ 1 -4 2 -1
5 \ '  '  ' 1 5 '  '  11 1 5 4 '  15 15

2) To‘ g ‘ ri to 'rtburchaklar formulasi b o 'y icha h isoblaym iz: [l; 9] 

kesm aning, P  = {i = x„ < x ,  <. . .<x„ =9} regular bo 'lin ish in i qaraym iz. 
у = f(x)  = -JSx+4 funksiyaning, bu kesm alam ing o 'rta laridag i q iym atlarin i

hisoblaym iz: x2k-1 = -'•* (k = 1,8);

3 3 f23
* . = f  / ( . t , )  = / ( | )  = J y  = 3 .3 9 1 1 ,

x - 5 /  x, -  . /(*>) = / (% )  = Щ  = 4-0620,

*5 = К  • Д  ) = / (% ) = J y  = 4’6368 ,

= / ( * , )  = / ( % ) = A/ f -  = 5,1478 ,

= 'Я  • ’ /<*») = =]/t  = 5,6124

/(xM) = /(!% ) = ^  = 6,0415,

/(x1)) = / (1̂ )  = J y =  6,4420,

* „ = %  /(*„) = /( 1% ) = J ^  = 6,8190.

Har bir kesm aning uzunligi a = ^ -  = i . Funksiyaning topilgan
8

qiym atlarin i (14 .2) to‘ g ‘ ri turtburchaklar form ulasiga keltirib qo 'y ib , 
hisoblaym iz:

Taqrib iy hisoblashlardagi absolyut xato:

Д = |У-У,| = - - 4 2 , 1 5 2 6  
15

= [42,1333 -  42,1526| = 0 ,0193.

N isbiy xato (fo izlarda): <>' = j  100% = I 5 ’ ° ’^ 3 ' 10Q *  0,0458%.

3) T rapesiya lar formulasi bo 'y icha hisoblaym iz:
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a  = *„ = 1, b = xa =9.
a  = = 1 / «r )  = / ( l)  = 3,

* i = 2 / (* ,)  = / (2 ) = л/М = 3,7416

* i= 3 / (* 2) = /(3) = л/19 =4,3588

* 5 =4 / (* ,)  = /(4) = л/24 = 4,8989

* 4 =5 /(*4  ) = /(5) = л/29 = 5,3851

*5= 6 / (* ,)  = / (6) = V34 = 5,8309

*0 =7 / (* «) = Л ? )  = л/39 = 6,2449

*7= 8 /(лг7) = Д 8) = л/44 =6,6332

i= x ,  =9 / (* ,)  = / (  9) = 7

37,0934

Funksiyaning topilgan qiymatlarini (14.4) formulaga keltirib 
qo'yib, hisoblaymiz:
J 2 = — « - [ 3  + 7 + 2(VT4 + V i9 + V24 + >/29+V34 + V39 + V 44)]=  5+ 37.0924 = 42,0934.

Absolyut xato: д = |у-у3|=632
15

-47.0934 = 42,1333 -  42,0934 = 0,0399.

Nisbiy xato (foizlarda): <? =—100% =

632

15 * 0.399 * 100%
J  632

4) Parabolalar formulasi bo'yicha hisoblaymiz:
* 2 = 2 , f (x 2) = / (2) = -J\4 ,
* 4 = 3 ,  / U 4) = /(3) = V l9 ,

* 6 = 4 ,  /(*«,) =/(4)=  л/24,

*.= 5, /<*„) = /( 5) = л/29,
* ю = 6 , /(*ю) = / (6) = л/34 ,

*12 = 7 , / (* ,,)  = / (  7) = л/39,

* м = 8 , / (лы ) = / (8) = 744 ,

Topilgan qiymatlarni (14.5) formulaga keltirib qo'yib, hisoblaymiz:
- [  3 + 7 + 2 (V l4  + vT9 + л/24 + л/29+ л/34 + л/39 +л/44) +

10 + 74,1868 + 168,6104
42,1328.

Absolyut xato: Д = |У-У3|= 42,1333-42,1328 = 0,0005.

Nisbiy xato (foizlarda): = -100%=—■- ,0005 100 * 0,0111%.
У 632
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14.2-misol.Ushbu J(r2 -  i)ir integralning qiymatini: 1) trapesiyalar
- 2

usuli (« = 4); 2) Simpson usuli (« = 4), bo'yicha yaqinlashishlar bajarib, 
hisoblang.

Yechilishi. 1). Trapesiyalar usulidan foydalanish:
a) f (x )= x2 -  l , [ a ,6 ]= [-2 ,0 ], n = 4 boMgani uchun, [-2 ,0 ] kesmaning

r  = - l, o| regular boMinishini qaraymiz, hamda bo‘linish

nuqtalarida funksiyaning qiymatlarini hisoblaymiz:
/ ( - 2 ) = 3 ; / ( - | ) Л ;  / ( - 1 )  = 0; y ( - l )  = - i , / (0) = - l

Unda
j ( x 2 _  l ) b  a  J - | / < -  2) + / (0 ) + 2 [ f [ - 1 j  + / ( -  1)+/ ^ -  i  }]} =

а { з _ ,+2.[| +0_ 2 ]}=1 {2+,}Л =0>75.

Endi /"(//)=2, Л = ̂  ekanligidan foydalansak,

t e k l . i . 2  = I  « 0 ,0 8
1 4  12 4 12

boMadi.
b) Integralni bevosita hisoblaymiz:

j(x2 -  \}ix = "fx2*  -  jdx = у | ! 2 -  x ) ! 2 = 0 -  j ^ j  -  (0 -  (- 2)) = | -  2 = | s 0,67. 

Demak, |/?oJ=|0,67-0,75| = 0,08.
c) Taqribiy hisoblashdagi absolyut xato va nisbiy xatolami (foiz- 

larda) topamiz:

д • 2 3 8 - 9 1 1
3 4 12 12 ~ 12 ’

3 iI = — ^-100%  = -100%  = 0,125%. 
2 . 8

Demak, Г а )  0,75; 0,08, b) 0,08, c) 0,125%.

2j.Sim pson usulidan foydalanish: a) J(jc2 - 1}& integralning taqribiy
-2

qiym atini, Simpson usuli bo 'y icha hisoblash uchun, bizga, funksiyaning, 
luiMinishda hosil bo 'lgan  nuqtalardagi qiym atlaridan tashqari, 
I», | . v, |, (= 1, 2,3,4, qism  kesm alar,

[-2 ,-—], [ - - - 1 ] ,  [ l ,- - ] ,[ - - ,0 ] 2 2 2 2 J
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*7
ning  o ' r ta  nuqta lari  boMgan, <f, =— ; = nuqta la rda-1- » =_2.

4 '  ' 3 4 '  - 4 4

fu n k s iyan in g  / fe ) = ^ ;  /(&) = £ ;  / (£ ) = — ;/(£») =-77 q iym a tla r i kerak  16 16 16 16
boMadi. U nda

iP +i y  ~lk = £ ( A -  2)+/(0)+2[/gj+/ (-1)+

= — ( 3 - l  + 2 [ -  + 0 - - ]  + 4[— + — {2 +2 1 + 4 - 33 + 9 ~ 7 ~ l5 } = -
12 4 4 16 16 16 16 12 2 16 3

| Л — ~ / <"')(7)=0=>/?c = 0.I <4 , g0 2 J v"
0

6) In tegraln i bevosita  h iso b laym iz : J(x: - l ) f r = - .

D em ak, |лс 2_2 
3 3

= 0 .

c) T aq rib iy  h isob lashdag i ab so lyu t xato va  n isb iy  xato larn i (fo iz- 

) topam iz: 0%. D em ak, 2) a) 0, b) 0, c) 0%. 
h

Y an a b iz  ushbu J/(.v)rfv in tegra ln i q araym iz , bunda /  fun ksiyan i

[<2,6 ] d a  u z lu k siz  v a  ch izm ad a q u lay  boMishi uchun , uni m usbat 
fu n k s iya , deb faraz  q ilam iz . [a,b] kesm ad a regu lar

P =  {x0,x\,x2,...,xn_x,x„} boMinish o lam iz , u berilgan  kesm an i b ir x il - —-

u zun likd ag i n ta q ism  kesm a la rg a  boMadi:

[а,Ь]=[х0, jr|]u...u[jf,_| Дх, = X, -  x,_,

14 .3 -ch izm ad ag i Q, soha bir necha u su lla r  b ilan  yaq in la sh tir ilish i

b - a
n

m um kin :

/ f

/ / // t' ' / / / 
/ / ' ' / ' ' /

f

1 4 .3 -c h iz m a 14 .4 -c h iz m a .
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1. kesm aning chap chetki nuqtasida funksiyaning qiym ati 
bo 'yicha yasa lgan  to‘g ‘ ri turtburchak orqali, unda bu to 'g 'r i 
lo 'rtburchakning yuzi (14 .4- chizma),

yuza = /(*,_, )Адг, = /(*,_, )—
/1

bo'ladi.
2. , jc, ] kesm aning o 'n g  chetki nuqtasida funksiyaning qiym ati 

bo 'yicha yasa lgan  to 'g 'r i to'rtburchak orqali (14.6-chizm a), unda bu 
to 'g 'r i to'rtburchakning yuzi

yuza =/(х,)Дх,.=/(х1)—  
n

bo'ladi.

14.6-chizma. 14.7-chizma

3. kesm aning o 'rta  nuqtasida funksiyaning qiymati 
bo 'yicha yasa lgan  to 'g 'r i to'rtburchak orqali (14 .7- chizm a). bu to 'g 'r i 
to'rtburchakning yuzi

у и г а = / ( ^ ] д , , . / ( ^ ) д х ,

bo 'lad i.
4. Asoslarini [*,_[,*,] kesm aning chap va o 'n g  chetlarida funksiya- 

ning q iym atlari tashkil etuvchi trapesiya orqali, uning yuzi (14.8-
i hi/.ma)

У uza = ) + f{x , ) ]Д х , = | [/ (*M) + f{x, )]^—-

bo‘ ladi.
5. Parabolik soha orqali (14.9-chizm a), bunda yuqorida tilga  

olingan uchta nuqtalarga mos kelgan nuqtalardan o 'tuvchi y = Ax2 +Bx+C 

parabola qaraladi, uning yuzi
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Ravshanki, agar bu uchta nuqtalar bir to 'g 'r i ch iziqda yotsa, 
parabola yo y i to 'g 'r i chiziqqa aylanadi va parabolik soha trapesiyali 
soha (4-ho l) ga  keltirilad i.

Shunday qilib , Q, sohani biz yuqorida ko 'rib  o 'tgan  yaq in -
ь

lashtirish lar \f(x)dx integral q iym atin ing quyidag i yaq in lash ish lariga
a

olib keladi.
1. Chap chetki nuqta orqali yaqin lash ish :

= — [/ fa )+Л * I )+•••+/ fa -,)] ■ (14 .6)П
2. O’ ng chetki nuqta orqali yaqin lash ish :

R„ = —  [/(.v,)+/ fa )+...+/fa)]. (14 .7)
П

3. O’ rta nuqta bo 'y icha yaqin lash ish :

<14.8)

2
14 .8 -c h iz m a .  1 4 .9 -c h iz m a

n
4. T rapesiya bo 'y icha yaqin lash ish  (trapesiya lar qoidasi):

(14 .9)
T  -  6 ~ a [ / ( - r o )  +  / ( * ] )  | / f a  )  +  / (■ * 2) , , / f a - i ) + / f a ) j . _

5. Parabola bo 'y icha yaq in lash ish  (Sim pson qo idasi):

>» = ~7~~! t / f a ) + / к . ) + 2l/ fa ) ■*O/f
■Я. = { 1 / fa ) + / fa ) + 2[/fa ) + / fa  )+••• + / fa .,)] +

6" (14 .10)
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Bu yaq in la sh ish lam in g  dastlabk i uchtasi, y a ’ ni z„, /?„ v a  M„ la r 
R im an y ig 'in d ila r i bo ‘ lib , T„ v a  s„ la r  esa , R im an  y ig 'in d ila r i s ifa tid a  
yo z ilish i m um kin .

14.3-misol. U shbu jV4 + x3d!r in tegra ln ing  taq rib iy  q iym atla r in i,
0

» = 6 deb o lib : a)chap  chetk i nuqta o rqali y aq in la sh ish ; 6 )o 'n g  chetk i 
nuqta bo‘y ich a ;c ) o ‘ rta nuqta b o 'y ich a ; d) trap es iy a  b o 'y ich a  (trap es iya  
qo idasi); e)p arabo la  (S im pson  qo idasi) b o 'y ic h a  yaq in la sh ish la r in i 
toping.

Yechilishi. n = 6 b o 'lg an d a  har b ir q ism  kesm an ing

uzun lig i, ^z£  = l z ^ =I  g a te n g  b o 'lad i. B o 'lin ish  nuqtalari
n 6 2

x« = *1 = 2■ x2 = *■ = 2 ’x* = 2’x5 =2 'X<,= 

f ( x ) = J 4 + д:3 fu n ks iyan ing  bu b o 'lin ish  nuq ta laridag i q iym atlarin i 

h isob laym iz : /(o) = 2; / g j  = 2,031; /(l)= 2,236: / f| j = 2,716; /(2) = 3,464:

/ g l  = 4,430, /(3)= 5,568 ( bu erda h isob lash lar uchta o 'n lik la r  xonasigacha 

yax lit lan gan ). U nda

«) =|t/(0)+/^j+/(l)+/[|)+/(2)+/ ^ j] =

£ -[2.000 + 2,031 + 2,236 + 2,716 + 3,464 + 4,4301 = -  16,877 = 8,4385.
2 2

b) R" = T [/( l ) + / (l)+ / ( l ) + /(2) + / ( f ) + / (3)]£

s  i[2 ,031 + 2,236 + 2,716 + 3,464 + 4,430 + 5,568] = i  ■ 20,445 = 10,2225.

c) , x, ] qism  kesm alarn in g  (< = i, 2 .3, 4 , 5 ,6) o 'r ta  nuqtalarin i
topamiz:

■Vo + -Y| _ 0 + 0.5 _ 1 x, + x2 _ 0,5 +1 _ 3 x2 + x3 _ 1 +1,5 _ 5
2 ~ 2 ~ 4 ’ 2 2 ~ 4 ’ 2 2 ~ ~ 4 ’

x, + x4 _ 1,5 + 2 _ 7 x4 +x< _ 2 + 2,5 _ 9 x5 +x6 _ 2,5 + 3 _ 11 
2 ”  2  " 4 ' 2 ~  2 ~ 4 ’ 2  2  ~  4"'

Topilgan nuqtalarda f ( x )= ^ 4  + x 3 fun ksiyan ing  q iym atlarin i 
h isob laym iz  ( bu erda ham h isob lash larn i uchta o 'n lik la r  xon asigach a 
y ax lit la ym iz ):

/( J )  2.004; / g ]  = 2,103; / g ]  = 2,439; / g ]  = 3,059; / g )  = 3,923; / g i )  = 4,980
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U holda, (14 .8 ) formuladan
1 , / П  / з ^  / 5 )  / 9 )  / и

m ^ 2 [̂ J + /U J+ /U J+ /U J+ /U J+ / I t

= - [2 ,0 0 4  + 2,103 + 2,439 + 3,059 + 3,923 + 4,980] = -  ■ 18,508 = 9,2542 2
(14 .9) formuladan, n = 6 boMganda quyidagini hosil q ilam iz.

T(' = 2 ^ t/(0) + 2' + 2'/W + 2' /Ё ) + 2 ■ /(2)+ 2 ■ / (f ) +

+ / (3 )] = ^-[2.000 + 2 ■ 2.031 + 2 -2 ,2 3 6 +  2- 2.716 + 2- 3,464 + 2 - 4 .430  + 5.568] =

= —[2,000 + 4,062 + 4,472 + 5,472 + 5,432 + 6,928 + 8,860+,568] =  -  ■ 37,322 = 9,3305
4 4

(14 .10) formulada n = 6 boMganda

5б=й{/(0)+/(3>+2[/|})+/(l)+%)+/(2)+7Ш]+
s  — {2,000 + 5,568 + 2 [2 ,031 + 2,236 + 2,716 + 3,464 +12

+ 4,430] + 4[2,004 + 2,103 + 2,439 + 3,059 + 3,923 + 4,980] j =

= — (7.568 + 2 -14,877 + 4-18,508) =
12

— (7,568 + 29,754 + 74,032) = - -1 1 1 ,3 5 4  = 9.2795 
12 12

1
14.5- m isol. JVxtfx integraln ing qiym atin i: 1) trapesiyalar qoidasi

4

b o 'y ich a ; 2) Simpson qoidasi b o 'y ich a yaq in lash tirish lar bajarib  
hisoblaganda, n ning, abso lyut xato berilgan e = o,ooi dan k ich ik 
bo'Iishini kafo latlayd igan  qiym atin i toping.

Y ech ilish i. I. T rapesiya lar qoidasi bo 'y icha yaq in lash ish  b a jaril­
ganda // ning qoldiq bo'Iishini ta ’m in laydigan qiym atin i

topamiz. Buning uchun, fo rm u la d a =  = = ?/ = 2 bo 'lsin . Unda
n n n

/■(/7) = -0 ,0 8 8 4 .

Demak,

yoki

bo 'lish i talab qilinadi. Bu yerdan,

- • 4 r -  0,0884 <0,001
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tengsizlik yoki

0.001 = 199

b o 'lish i, y a ’ ni n> 14; л >15bo‘ lish in i o lam iz .
D em ak, trap es iy a la r  qo idasi b o 'y ich a  yaq in lash ish  b a ja r ilgan d a , 

ab so lyu t xato £- = 0,001 dan k ich ik  bo ‘ lish in i kafo latlash  uchun, [1,4] 
kesm an i, kam ida 15 ta q ism  b o 'la k la rg a  b o 'lish  lozim  b o 'lad i.

2 ) S im pson  qo idasi b o 'y ich a  yaq in lash ish  b a ja r ilgan d a , n n ing, 
qo ld iq

|/?c| < г = 0,001

b o 'lish in i ta ’ m in layd igan  q iym atin i topam iz. /г = -;?/ = 2 b o 'ls in . U holda,

/<'%) = / <п')(2) = -0,0828.
D em ak,

yo k i
О t I
— —  0,0838 <0,001 
4 n

b o 'lish i ta lab  q ilin ad i. B u yerdan ,
1.68 . , , j 1,681 i^ni ,—-<0,001. /i >------= 1681=>и>6
и 0,001

bo 'lish in i olam iz. Demak, «> 7 .

M ustaqil yechish uchun misollar

Q uyid ag i in tegra ln i b erilgan  qadam da to 'g 'r i  to 'rtburchak  form u­
las i yo rd am id a  taq rib iy  h isob lang :

14.1. f.YJc£r, h = 0.2. 14.2. f —t,  h = 0,5.

14.3. ‘je fd x , A = 0,2. 14.4. - h r, h = 0,2.
0 0 x

Q uyidag i in tegra ln i b erilg an  qadam da trap es iy a la r  form ulasi
yo rd am id a h isob lang:

14.5. \-~ . : -J l= \  14.6. |.Wl-.Y2OtC, A = 0,1.



Q uyidagi integralni berilgan qadamda Simpson formulasi 
yordam ida taqribiy hisoblang:

14.9. /1 = 0,5. 14.10. je ’’dx,/i = 0,2.
I * X 0

14.11. je~x cfr, /i = 0,5. 14.12. jy li  + cosxdx, А = л76.
0 0

Q uyidagi integral uchun berilgan qadamda to‘g ‘ri to 'rtburchak 
formulasi yordam ida absolyut xatoni hisoblang:

2 <r
14.13 jx Adx, h = 0,2. 14.14. Jsintfr, h - n !6.

0 0

14.15. f—, A = 0,4. 14.16. \^ * ^ d x, A = 0,25.
1 x \ x

Q uyidagi integral uchun berilgan qadamda trapesiya formulasi 
yordam ida absolyut xatoni hisoblang:

14.17. }— ,A = i. 14.18. [ _ * _  a = 1
Ь - l  { l  + x 3 3

14.19. f ,̂ X.. . A = 1 14.20. f In’ xdx. A = 0,5.
[ 4 x  + 2 {

Q uyidagi integral uchun berilgan qadamda Simpson formulasi
yordam ida absolyut xatoni hisoblang:

14.21. f cos—dx, A = — . 14.22. \\n2xdx, It = —.
I 2 8 ] 3

14.23. f.rin(4 + jW  /, = - .  14.24. f * - , A  = o,5.
1 4 -! lпл-

Q uyidagi integralni to 'g 'r i to 'rtburchak formulasi yordam ida 
h isoblaganda, y o 'l qo 'y ilg an  xatoning berilgan s  dan oshm asligi uchun 
A qadam qanday bo 'lish i kerak?

2 Л-/3
14.25. jx*dx, e = 10“2. 14.26. |cos2.Y<iT, s  = I0'1.

14.27. |ln(l + x')dx, e = 10"'1. 14.28. jVTfp"<&\ f = 10”’
0 I)

Q uyidagi integralni trapesiya formulasi yordam ida hisoblaganda 
yo ‘ 1 qo 'y ilgan  xatoning berilgan e dan oshm asligi uchun л qadam 
qanday bo 'lish i kerak?

14.29. , £ = 10~‘ . 14.30. (e'dx, f  = 10"\
lx  + 2 о
3 0.5

14.31. Jsinrcir, г = 10"’. 14.32. Jorcsinx<iir, г = 10-'1.
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Q uyidagi integralni, Simpson formulasi yordam ida hisoblaganda, 
yo ‘ l qo 'y ilgan  xatoning berilgan e dan oshm asligi uchun h qadam 
qanday bo 'lish i kerak?

к
2 3

14.33. jcos—dx, £ = 10~3. 14.34. J In 2xdx, г = 10~'1.
0 - i

14.35. J -y , £ = 10"4. 14.36. ^arclgxdx, £ = 10“'.
1 X 0

14.37-14.41 m isollardagi ta lab lar ikki qismdan iborat bo 'lib , 
ulardan biri trapesiya qoidasi, ikkinchisi esa, Simpson qoidasini qo 'llab , 
integralni taqribiy hisoblash so 'ra lad i.

I. Trapesiya qoidasi ( usuli)dan foydalanish: a) integralni n = 4 
qadam uchun yaqin lashtiring va

K h  h =“ ( l ^ l  - 1 r k ’M  - *1) n e [aM
munosabatdan foydalanib, |/?,/;| uchun yuqori chegarani toping; b) 

integralni bevosita hisoblang va |/?J ni toping; c) taqribiy hisoblashdagi

nisbiy xatoni (% larda) toping.
II. Simpson (parabola) qoidasi (usuli) dan foydalanish. 

«) integralni «  = 4 qadam uchun yaqin lashtiring va

munosabatdan foydalanib, \RC\ uchun yuqori chegarani toping; b) 

integralni bevosita hisoblang va \RC\ ni toping; c) taqribiy hisoblashdagi 
nisbiy xatoni (% ’larda) toping.

14.37. jx d x . 14.38. j ( r : +i)ir.

14.41. j  sin xdx.
0

Q uyidagi m isollarda javob lam i to 'rtta o 'n lik lar xonasigacha 
yax litlab  yozing:

12
14.42. Ushbu integralning q iym ati: a) chap chetki nuqta

0
bo 'y icha 0  = 12deb o lib); b) o 'n g  chetki nuqta bo 'y icha («  = 12deb olib); 
c )  o 'rta  nuqta bo 'y icha («  = 6deb o lib); d)trapesiyalar qoidasi bo 'yicha 
(«  = 12 deb o lib ); e)Sim pson qoidasi bo 'y icha (n = 6 deb olib)
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yaq in lash ish lar bajarib, hisoblang. N atijalarn i, integrallashni bajarib ,
tekshiring (so lishtiring).

1
14.43. Ushbu J* s in ̂  я  xdx integralning q iym atin i: a)chap chekti nuqta

0
bo 'y icha ( «  = з deb olib); 6)o ‘ng chetki nuqta b o 'y icha ( «  = з deb o lib ); 
c) trapesiyalar qoidasi bo 'y icha ( «  = 6 deb o lib); d)S im pson qoidasi 
bo 'y icha ( « = з deb olib) yaq in lash ish lar bajarib, hisoblang. N atijalarn i
integral lashni bajarib, tekshiring (so lishtiring).

1 ^
14.44. Ushbu f------- integraln ing qiym atin i: я )trapesiyalar qoidasi

0J l + x-
(n = 4 deb o lib); b) Simpson qoidasi ( «  = 4 deb o lib) b o 'y ich a
yaq in lash ish lar bajarib, hisoblang:

1
14.45. Ushbu Jcosj:2<£y integralning q iym atin i: a )o ‘ rta nuqta

-i
b o 'y ic h a («  = 4 deb olib); b) trapesiya lar qoidasi b o 'y ic h a («  = 8 deb o lib );
c)Sim pson qoidasi bo 'y icha ( «  = 4 deb o lib) yaq in lash ish lar bajarib , 
hisoblang.

:
14.46.Ushbu fe~*'dx integralning q iym atin i: я)trapesiyalar qoidasi

0
(и  = 10 deb o lib ); b) Simpson qoidasi (n = 5 deb olib) bo 'y icha 
yaq in lash ish lar bajarib, hisoblang.

Q uyidagi m isollarda, integralning qiym atin i: a)trapesiya lar qoidasi 
bo 'y icha; b) Simpson qoidasi bo 'y icha yaq in lash tirish lar bajarib 
hisoblaganda n ning absolyut xato berilgan ^dan k ich ik  bo 'lish in i 
kafo latlayd igan  qiym atini toping:

4 4

14.47. e = 0,01. 14.48. |л/Ых г = 0,00001.
1 I
X 3

14.49. J sin x dx; s = 0,001. 14.50. f e xdx, £* = 0,01. .
0 1

2

14.51.5) je~x,dr, £ = 0,0001.

M ustaqil yechish uchun misollarning javoblari

14.1. 6,37. 14.2 . 0,23.14.3. 16,1. 14.4. 0,822. 14.5. 2,002.

14.6. 0,3296. 14.7. 3,482. 14.8. 0,8350. 14.9. 2,4859. 14.10. 16,5. 

14.11. 0,8821. 14.12. 5,4024. 14.13. 0 < tf< 0 ,16 .
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14.14. —3,59 10’ - < Я<  0 . 14.15. 0< «< 0 ,0 5 3 .

14.16. 9,12 10“= < Я <8,06-10'-'.14.17. -1,67 < Я < -2,28 ■ 10“3.
14.18. -  6,95 < Я < 1,61 ■ 10“5. 14.19. - 9 .7 7 - 10 '3 < Я < -1 ,2 9 -10“3.

14.20. -9 ,5 9 -1 0 “3 < Я < 3,12 -10"3. 14.21. -1 ,3  10“5 < Я < -0 ,9 1 -lO '5 .

14.22. 1,01-10’ 5 < Я < 8,23-10^  14.23. -1 ,042 < Я < -1 ,08 -10^ .

14.24. i,02-iо-3 <я< -з.2б-1 о-5. 14.25. 1/20.

14.26. — . 14.27. 1/50. 14.28. 4 )1/ 8 . 14.29. 1. 1 4 .3 0 .—
42 55

14.31. 1/13. 14.32. 1/18,14.33. -  14.34. 1/6.
4

14.35. 0,1 14.36. 1/5.

14.37. I. а) 1,5; 0. Ь) 1,5; 0 . с)0% //. а) 1,5; 0.6)1,5;0. с)0%.

4.38. / а) 275; 0,08. 6) 2,67; 0,08. с)0 ,0312* 3% .//. а) 2,67; 0. 6 )2 ,67 ,0 . с)0%

1 4 .3 9 ./ .а )  6,25; 0,5. 6) 6 ; 0,25. с) 0,0417 *  4%. II. а)6; 0. 6) 6; 0. с) 0%.

14.40. /. а) 0,509, 0,03125.6)0,5, 0,009 с) 0 ,018*2% .

II. а) 0,5004; 0,002604. 6)0,5; 0,0004. с) 0.08%.

14.41/. £1)1,8961 0,161. 6)2; 0,1039 с)0,052*5%. II. а) 2,00456 0,0066 6)2, 0,00457 с)0,23%.

14.42. Zn = 506; Rn = 650; Mb = 572, Тп = 578; S6 = 576.

1 4 .4 3 .Z 6 s  1,394; Я„ s  0,9122; M} = 1,1852; Tb £ 1,1533; 5 3 £ 1,1614.

14.44. TA =0.7828; S4 =0,7854 .
14.45. A/4 £ 1.8440; Г8 £ 1,7915; S4 = 1,8090 .

14.46. 7Ш =0,8818; S5 = 0,8821. 14.47. a) /i>8, b) n> 2.
14.48. a) it > 238: b) n >10. 14.49. a) «> 51 ; b)n> 4.

14.50. a) « > 3 7 ; b) n> 3. 14.51. a) 78; b) 1.

15-§. A niq in teg ra ln in g  fiz ika m a sa la la r ig a  ta d b iq la r i

15.1.J ism n in g  bosib o‘ tgan  yoMi. Jism  to‘g ‘ ri chiziqli harakat 
q ilganda, uning t vaqt davomida o ‘zgarm as v tezlikda bosib o‘tgan yoMi 
.v, ushbu

s = vl ( 15 . 1 )
formula bo‘yicha aniqlanadi.

A gar jism  tekis harakat qilm asa, uning v tezligi t vaqtga bogMiq 
ravishda o ‘zgaradi, y a ’ni

v = /(0-
Bu holda jism n ing t = t, dan t = t2 gacha boMgan vaqt davomida 

bosib o 'tgan  yoMini topish uchun, t2 -i, vaqt oraligMni « ta teng va juda 
kichik a i boMaklarga boMamiz. Faraz q ilay lik , At vaqt oraliq larin ing har
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birida jism n in g  tez iig i har bir qism  vaqt o ra lig ‘ ining oxirida, sakrashga 
ega  b o 'lgan  holda, o 'zgarm as bo 'lib , qolsin, <,-r, vaqt o ra lig 'i 
Ar = isek  o ra liq larga bo 'lingan  bo 'lsin .

Farazim izga ko 'ra , vaqt o ra lig 'in in g  birinchi sekundida jism  tekis 
harakat q ilib , uning oxirida o 'z  tez lig in i o 'zgartirad i, ikkinchi sekundda 
esa, olingan tezlik  b o 'y ich a tek is harakat q iladi va  ikkinchi sekundning 
oxirida yan g i tez likka ega  bo 'lad i va uchinchi sekund davom ida tekis 
harakat q ilad i va  h.k.

Shuning uchun, jism n in g  At vaqtda bosib o 'tgan  y o 'l i  (15 .1) 
formula orqali topiladi va  taqriban f{i)At ga teng bo 'lad i, qaralayotgan 
/. -r, vaqt o ra lig 'id a  bosib o 'tilg an  y o 'l esa,

S »£/(№ /
, я , |

ifodaga teng bo 'lad i.
Endi n b o 'lin ish lar sonini ko 'paytiram iz, u holda At hamda har bir 

At oraliqning oxirida tezlikn ing o 'zgarish idag i sakrash lar, borgan sari 
k ichrayib  boradi.

A gar n ->co b o 'lsa , A/-»o, dem ak, /(<)дг-»о. Bu shartda jism n ing  
teziig i, sakrash larsiz , y a ’ ni uzluksiz o 'zgarad i va uning bosib o 'tgan  
y o 'li ,

ifodaga teng bo 'lad i, bundan, aniq integralning ta ’ rifiga  ko 'ra ,

J = Ит£/(,)Л, = }/(,УМ = (1 5.2)
■«i ,,

15.1-misol. Jism ning harakat teziig i
v = ( 2 r  +/) см Iсек

tenglam a orqali berilgan . Jism ning harakat boshlangandan so 'n g  6 
sekund vaqt davom ida o 'tgan  y o 'lin i aniqlang.

Yechilishi. (15 .2 ) form ulaga asosan,

s = j(2t7+t}lt = i~t3 + ̂ t2  ̂ = | б 3+ 1 -6 2 = 162см.

15.2. Kuch bajargan  ish. Faraz q ilay lik , jism  o 'zgarm as F kuch 
ta ’siri ostida to 'g 'r i ch iziq b o 'y lab  harakat q ilsin . U holda bosib o 'tilgan  
x y o 'ld a b u  F  kuch tomonidan bajarilgan  A ish,

A = Fx (15 .3)
formula b o 'y ich a  topilad i, bunda л-- metrlarda, F - k ilogram m larda, 
a  esa, kilogram m om etrlarda ifodalanadi.
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A gar jism  o‘zgaruvchan kuch ta ’ siri ostida harakat q ilsa , uning 
bajargan ishi ancha q iyin  aniqlanadi. Bu hoi uchun formulani keltirib 
chiqaram iz.

Faraz q ilay lik , О nuqtada tinch holatda turgan jism , o 'tilgan  y o 'l * 
ga bog 'liq  ravishda o 'zgarad igan  F kuch ta ’ siri ostida harakat 
q ilayotgan bo 'lsin , y a ’ni

F = f(x).
Shuningdek, vaqtning ba’zi momentlarida jism  A v a  в nuqtalarda 

bo 'lsin  ( 15.1- chizma), bunda О A = « va ов = ь bo'lsin .

О A 3

15.1-chizma.
Endi yo 'ln in g  лв = ь -а  bo 'lag ida berilgan kuch bajargan ishni 

qanday aniqlash m um kinligin i ko 'rsatam iz. Bulling uchun, yo 'ln in g  
ko 'rsatilgan  ab  bo 'iag in i n ta, o 'zaro teng va juda kichik дх kesm alarga 
bo 'lam iz. Bu erda ham yuqoridagi yo 'ln i topish m asalasidagi kabi, har 
-vy kesmada kuch, o 'zgarm as qolib, uning oxirida, sakrashga ega bo 'lib . 
o 'zgarad i, deb faraz q ilinadi. U holda, (15 .1 ) form ulaga asosan, yo 'ln in g  
л* bo 'lag ida kuchning bajargan ishi, taqriban

f(x)Ax
ifodaga teng bo 'lad i, kuchning butun лв = Ь-а y o 'l davomida bajargan 
ishi esa, taqriban,

A * £ / ( x )A x

bo'lad i.
Endi bo 'lin ish lar soni n ni cheksiz ortirrsak, д* miqdor, va demak, 

f{x)/sx miqdor ham cheksiz kich ik miqdorlar bo 'lad i. Bunda kuch, 
sakrash larga ega bo 'lm asdan, uzluksiz o 'zgarad i va izlanayotgan ish,

A = 1;т|;/МА.г

ifodaga, bundan aniq integralning ta’ ril'iga ko 'ra,

A = \f{x\!x (15 .4)

bo 'lad i.
15.2-misoI. 1 кГ m iqdordagi kuch prujinani 3 sm ga cho 'zganda, u 

qanday ish bajarishini aniqlang.
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Y ech ilish i. Guk qonuniga asosan, kuch prujinaning cho‘z ilish i 
yoki q is ilish iga to‘g ‘ ri proporsional, y a ’ni

F = kx,
bunda лг-prujinaning cho‘ zilish  yoki q isilish  miqdori, k -  propor- 
sionallik  koeffitsiyenti. Q aralayotgan m asalada к ning qiym atin i 
topish uchun, berilganlarn i, Guk qonunini ifodalovchi, F = kx tenglam aga

keltirib  qo‘yam iz :i = /t o,0 3 , bu erdan A ekan lig i kelib  chiqadi.

Demak, prujinani cho‘zuvchi kuch

F  = — x 
0,03

koMinishda ifodalanadi.
Kuch tinch holatda boMgan prujinaga ta ’ sir q ilgan i uchun, (15 .4 ) 

formuladagi integraln ing quyi chegarasi a = o boMadi, yuqori chegarasi 
esa, 6 = 0,03 boMadi.

Demak, izianayotgan ish:
> m

1 (0,03):0.03 .  2

A= f —  xdx = - L —  
J 0,03 0,03 2

— = 0,015 kFm.
0,03 2

15.3-m isol. M assasi m boMgan jism n ing  Y er sirtidan vertikal h  

m asofaga koMarishda bajarilad igan  ishni toping.
Y ech ilish i. Y em ing tortish kuchini F , Yerning m assasin i me

orqali belg ilasak , u holda, N yutonning qonuniga asosan, F = G ^ -
X'

boMadi, bunda, x -  jism dan  Y erning m arkazigacha boMgan masofa. U
IS

holda mtm-G -  к  deb belg ilasak  ,  f  = —  , R<x<h+R,  й-Y ern in g  radiusi.

x = R boMganda, ^ (д ) -kuch, jism n in g  ogMrligi P = mg ga  teng boMadi, 
y a ’ ni

^ T = P , K  = P-R\ F{x) = ^ ~ .
R- x2

Shunday qilib , (13 .30 ) form ulasiga asosan, topamiz:
*» * - "  , R+h

dq2 I _ l Rh 
R R + l1

15.4-m isol. OgMrligi P = l,5m boMgan raketani Y er sirtidan «  = 2000 
km baland likka koMarish uchun bajarilish i zarur boMgan ishni toping.

Y ech ilish i. Y em ing jism n i tortish kuchi F yoki jism n in g  ogMrligi, 
uning Y em ing m arkazidan qanday x  uzoqlikda jo y lash gan lig iga  bogMiq 
boMadi:

f (x)=A-, bu yerda, я -  o ‘ zgarm as son.

184

Л= j ^ U = P R 2 < ^  = -P R2 l  
i  x- i  x x



A gar P -  jism ning, u Yer sirtida, y a ’ni Yerning markazidan R 
radiusga teng masofada joylashgandagi ogMrligi boMsa, u holda
p = ~ ,  a = p r 2 va koMarilayotgan dvigatelning, raketa Y em ing m arkazi-

R~
dan x masofada boMgan lahzadagi yengib o ‘tish f  kuchi, * ning

DR-
m a’ lum funksiyasidan iborat boMadi: f ( x ) = — 4~ .  Endi raketani * ba-

X "

landlikka ko 'tarishda uning dvigateli ishini qandaydir q(x) funksiya deb, 
hamda raketani yana dx kichik balandlikka koMarishda, f  funksiya 
o ‘zgarm aydi deb, bajarilgan ish orrtirmasi uchun,

Aq ~ F(x]dx = ^  dx = dqxA
taqribiy qiym atni topamiz.

Raketani Y er sirtidan н  balandlikka koMarishda .YO'zgaruvchi R 
dan R + н  gacha o 'zgarad i. Shu sababli, izlanayotgan A ish,

л .  J n M  - m ' ' \  J  =

integral orqali ifodalanadi.
P = 1,5T, H = 2000km, R = 6400 km boMganligidan, A = 2 285714000АГШ »

* 2 2422854340 j  boMadi. Endi dvigateln ing, raketani Yerning 
tortilishidan toMa ozod qilish uchun bajarish kerak boMgan ishini, 
н  cheksiz ortib borganda, a(h ) ishning lim iti sifatida aniqlash mumkin:

PRH
lim A(H)= lim -  pR 
h*> R + H

p va и  ning yuqorida berilgan qiym atlarida bu ish 9600 000 000 
kGm~94176000 000 j  boMadi.

15.5-m isol. Balandligi t f  = i,5m va radiusi л  = о,4»; boMgan silindr 
(10330 kg/ni2) atmosfera bosimi ostida gaz bilan toMdirilgan 

bo 'lib , porshen bilan yopilgan . Porshenni silindr ichida h-\.2m  
masofaga ko‘chirish uchun gazni izotermik kesishda sarflanadigan ish 
(m iqdori) topilsin.

Y ech ilish i. Gaz holatining izotermik, y a ’ni temperatura 
o 'zgarm agan holda, o 'zgarish ida v hajm va gazning p bosimi orasidagi 
bogManish, Boyl-M ariott qonuniga asosan, pv = c = const formula orqali 
ifodalanadi.

Shuning uchun, agar porshen silindm ing ichida * m asofaga 
itarilsa, porshenning yuza b irlig iga gazning p(x) bosimi,
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с

, , Я,= с In--------.
H -h

porshenning to‘ la S  yu zasiga  boMgan bosim esa, P(x)=sP(x)= 

boMadi.
Endi, porshenni x м ga itarishda sarflanadigan ishni qandaydir q(x) 

funksiya deb o lib , v a  porshenni k ich ik  dx m asofaga itarishda unga ta ’ sir 
q ilad igan  />(*) bosimni o ‘zgarm as, deb hisoblab, ^(д:) funksiya ortirmasi 
d ifferensia lin ing taqribiy miqdorini topamiz:

Aq = P(x)dx = —- — dx = dq 
H -x

Izianayotgan um um iy A ishga x  ning о dan h gacha o‘zgarishi 
mos kelad i, shuning uchun,

A = с f ——— = - c  In (H -x )
{ H - x

H = 1,5m , R = 0,4/n, It = 1,2m ,p„=  10330АГ/ш' Ьй‘ lganda,
v0 = я R2H = 0 ,24я/ я ’ ; с  = p0v0 = 2479,2я; О *  12533,ЗкГт *  122951,7 j.

15.3. Iqtisodiy hisob-kitoblarga tadbiq lar bo‘yicha misollar.

15.6-misol. A gar korxonadagi ishchining mehnat m ahsuldorligi
/(r) = —?— + 4 

w  3< + l
funksiya orqali ifodalansa, ishchi ish kunining uchinchi soati 

davom ida qancha hajm dagi mahsulot ishlab chiqarishini aniqlang.
Yechilishi. A gar ishchining t vaqt davom idagi mehnat 

m ahsuldorligi uzluksiz /(() funksiya orqali ifodalansa, ishchi t, dan t2 
gacha oMgan vaqt oraligMda, haj mi

v = ) f№  (15 .5)
f,

formula b o 'y ich a an iqlanadigan, mahsulot ishlab chiqaradi. 
Q aralayotgan m isolda,

/(<)=— + 4; /,=2. t2 =3 
3/ + 1 1 2

boMganligidan, izianayotgan hajm,

I d t  =i ( \ n f  4- 1Л -4- 4/ ^  .г  = К ^7Т +4)л = (1п(3' +1)+4гЙ
= ln l0  + 1 2 - ln 7 - 8  = ln — + 4 

7
boMadi.
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15.7-m isoI. A gar m agazinga yangi tovar olib kelinishi /(/)= 2r + 5 

funksiya orqali ifodalansa, m agazinda uch kun m obaynida qancha 
hajmda tovar to‘ planishini aniqlang.

Y ech ilish i. Q aralayotgan m isolda

boMganligidan, izlanayotgan hajm uchun, (15 .5 ) formuladan foydalan- 
gan holda,

bo‘ lishini olam iz.
15.4. Elektr energiyasining sarflanishini bashorat qilish 

(oldindan aytish). M a’ lumki. elektr energiyasin ing har bir chiroq 
yoki fonar tomonidan sarflanishi, quyosh botgandan to u chiqquncha 
davom etadi. Kecha qancha qisqa boMsa, shuncha kam elektr energiyasi 
sarflanadi. Y ilda eng qisqa tun 22 iyunga to‘g 'r i ke lgan lig in i, eng uzun 
tun esa, 22 dekabrga to 'g 'r i kelgan lig in i hisobga olsak, ulardan 
birinchisida, ikkinchisidan kam energ iya sarflanishini olamiz.

Shunday q ilib , energiyan ing sarflanishi <o- tebranishli jarayondan 
iborat ekan. Bu jarayon,

funksiya orqali ifodalanishi mumkin. Bunda 0,025 qo‘ shiluvchi, 
m aksim um ning, r =-0,025 q iyn iatga to‘ g ‘ ri kelishini, y a ’ni har bir y il 
boshlanishidan о 025 365 = 9 kun oldinga, 22 dekabrga to ‘g ‘ ri kelishini 
ko 'rsatad i; in  ko‘paytuvchi esa, uzunligi 1 ga (y ilg a ) teng boMgan 
davrni an iq laydi.

15.8-m isol. Tarmoq tomonidan, x = o dan * = i gacha, bir y ild a  
energiya sarflanishi, (15.6) funksiya orqali ifodalansin, bu erda i va f 
qandayd ir sonlar. (J holda, tarmoq / = 0 dan t = 1 gacha o‘tgan bir y ild a  
qancha energiya sarflashini aniqlang.

Y ech ilish i. Yuqoridagi bandlarda bajarilgan ishlarni hisobga olgan 
holda, dt vaqt davom ida sarflangan energiya wdt, y il davomida 
sarflangan energiya esa,

/(/)=2/+5, t, =0, t2 = 3

(15 .6)

jwdt
О

integralga teng boMishini ko’ ram iz. U holda,
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j  wdt = j[6  + ccos(2*(f + 0,025))]rff =
0 0

1
= b + cj cos(2 n(t + 0,025))Л.

0
O xirgi integralni hisoblash uchun, 2л((+0,025)=г alm ashtirish 

olam iz. N atijada,

t = 0 => г  = 0,05л-; 
t = 1 = 2,05 л

Jcos(2*(/ + 0,025)V< =
0

2,05» | _ _ _
f j I / -и2,05л- n J c o s a f c -  —  (мпг]|005ж = 0

n

• —~— — 0,025, dt — —  
2л- 2л

_l_
2л

boMadi.
Bu yerdan, b ir y ild a  energiyan ing sarflan ish i, ь b irlik  quvvatni

tashkil etishini o lam iz.
15 .9-m iso l. Har bir lampa va fonam ing * = o dan * = i gacha

energ iya sarflash i (15 .6 ) funksiya orqali ifodalangan boMsin,bunda b va
с — qandayd ir sonlar. Tumanning yoritish tarmogM u = u„+at chiziqli
qonun bo‘y icha o ‘ ssin (ortsin), bu yerda t -  y illa r  bilan oMchanadi. U
holda, tarm oqning t = о dan t = \ gacha oMgan 1 y ild a  sarflagan
energ iyasin i hisoblang.

Y ech ilish i. Bu m isolda dt vaqt b irlig i davom ida sarflangan
energ iya uwdt m iqdorga, b ir y il  davom ida sarflangan energ iya esa,

1
j  uwdt
0

integralga teng boMishini koMamiz.
Demak,

1 (o'
j  uwdt =J(u„ + at\b + ccos(2/r(f + 0,025))]rf; =

bo'laklab integrallash usuli, 
o'zgaruvchilami almashtirish usuli

*  bu„ + 0,5ab + 0,025 ac.
Bu yerdan, tarmoq tomonidan 1 y ild a  sarflangan energ iya miqdori 

bu0 +0,5ab+0,025ac b irlik  quvvatdan iborat boMishi kelib  chiqadi.
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Mustaqil yechish uchun misollar
15.1. Bo‘shliqda pastga tushayotgan jism n ing teziig i v = 9.8f м/сек 

formula bo 'y icha aniqlanadi. Jism  tushish boshlangandan 10 sekund 
vaqt o 'tganda qancha yo ‘ l bosib o‘ tishini aniqlang.

15.2. Jism ning harakat teziig i v = (3t2-2 t)  см/сек formula bo 'y icha 
aniqlanadi. Jism  harakat boshlangandan 4 sekund vaqt o 'tganda qancha 
yo 'l bosib o 'tad i?

15.3. Jism ning harakat teziig i v = j5 t+ 4  м/сек formula bo 'y icha 
aniqlanadi. Jism  harakat boshlangandan 9 sek vaqt o 'tganda qancha y o 'l 
bosib o 'tad i?

15.4. Jism ning harakat te z iig iv = (4f— ¥)см/сек.Uning uchinchi

sekundda bosib o 'tgan yo 'lin i aniqlang.
15.5. 6 kG miqdordagi kuch prujinani 8 sm ga cho 'zganda, u 

qanday ish bajarishini aniqlang.
15.6. Prujinani 4 sm ga  cho'zganda 10 kGm miqdordagi ish 

bajarilish i m a’ lum. Prujinani 10 sm ga cho 'zish uchun qanday ish 
bajarilish in i toping.

15.7. Radiusi R ga teng bo 'lgan  yarim  shar shaklidagi qog'ozdan 
suvni chiqarishda sarf bo 'lad igan ish miqdorini aniqlang.

15.8. Silindrda diametri 20  sm va uzunligi 80 sm bo 'lgan  porshen 
harakat q iladi. Bu silindr p„ = \0кг/см2 bosim ostida bug' bilan 
to 'ld irilgan  bo 'lsa , temperaturani o 'zgartirm asdan qanday ish 
bajarilganda, bug'n ing hajmi ikki baravar kam ayad i?

15.9. A gar 5 кГ kuch prujinani 25 sm ga cho 'zsa, u holda 
prujinani 6 sm ga cho'zish uchun qanday ish bajarish kerak?

15.10. A gar 1 кГ  kuch elastik  prujinani 1 sm ga cho 'zsa, u holda, 
prujinani 10 sm ga cho'zish uchun qanday ish bajarish kerak (Guk 
qoidasidan foydalanish kerak)?

15.11. A gar korxonadagi ishchining mehnat mahsuldorligi 
/ (()= ^~ + i funksiya orqali ifodalansa, ishchi ish kunining to'rtinchi

soati davom ida qancha hajm dagi mahsulot ishlab chiqarishini aniqlang.
15.12. A gar m agazinga yangi tovarlar olib kelinishi /(r)=2/+5 

funksiya orqali ifodalansa, m agazinda 6 kun mobaynida qancha hajmda 
tovar to 'p lan ish in i aniqlang.

15.13.Tarmoq tomonidan д=о dan x^\ gacha o 'tgan , bir y ilda 
energiya sarflanishi h =3+2cos(2t(<+0,025)) funksiya orqali ifodalansin. 2
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yilda, y a ’ni / = о dan t = 2 gacha o‘ tgan davrda sarflangan energiya 
miqdorini aniqlang.

15.14. Har bir lampa va fonaming * = o dan *=i gacha o'tgan 
vaqtda energiya sarflashi w=3+2cos(2 (̂/+0,025)) funksiya orqali 
ifodalangan boMsin. bunda b va c -  qandaydir sonlar. Tumanning 
yoritish tarmogM и = 2 + 5/ chiziqli qonun bo‘yicha o‘ ssin (ortsin), bu erda 
i -  yillar bilan oMchanadi. U holda tarmoqning t = о dan r = i gacha o'tgan
1 yilda sarflagan energiyasini hisoblang.

15.15. Har bir lampa va fonaming x=o dan *=l gacha energiya 
sarflashi iv=3+2cos(2*('+0,025)) funksiya orqali ifodalangan bo4sin,bunda 
ь va c- qandaydir sonlar to'plamining yorilishi tarmogM u = i + 2/J 
kvadratik qonun bo'yicha o'ssin (ortsin), bu erda 1-  yillar bilan 
oMchanadi. U holda, tarmoqning t = o dan t = 1 gacha o‘tgan 1 yilda 
sarflagan energiyasini hisoblang.

M ustaqil yechish uchun ntisollarning javobiari

15.1. 490л<. 15.2. 48м. 15.3. — л.15.4. 9 cm 15.5. 0,24 кГм .3
1tR*15.6. 62,5 кГм . 15.7. — к Г м .. 13.8. 1740*Гс*. 13.9. A = 3 ,6 к\~м .
4

13.10. A = o,5kJ. 15.11. ln| j+1- 15.12. 66. 15.13. 4 birlik quwat.

15.14. 9,25 birlik quwat.15.15. 5,26 birlik quwat.
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IV  bob. KO ‘P 0 ‘ZGARUVCHILI FUN KSIYALAR

16-§. Evklid tekisligi va Evklid fazosi. Evklid fazosidagi muhim
to'plamlar

16.1. Evklid tekisligi va Evklid fazosi. * v a  у  haqiqiy sonlam ing 
mumkin boMgan har qanday tartiblangan (,*,y) ju ftlari - to‘ plam iga 
koordinatalar tekisligi deyilad i. Bunda har b ir (x,y)- ju ftlik  koordinatlar 
tek islig in ing nuqtasi deyilad i va qisqacha, м  harfi orqali belgilanadi. x 
va у  sonlar- \1 nuqtaning koordinatalari deyilad i. u(x.y) yozuvda, * va 
v - M nuqtaning koordinatalarini anglatadi.

16 .1-ta ’ rif. A gar koordinatalar tek islig in ing ixtiyoriy va
M:(x: ;y2) nuqtalari orasidagi р(мим 2) masofa tushunchasi k iritilgan 

boMib, u

p{m xm 2)= fix  i - x  2f  +0', -  y2f  
formula bo‘yicha aniqlansa, u holda koordinatalar tek islig i Evklid 
tekisligi deyilad i va R2 orqali belgilanadi.

m oMchovli koordinatalar fazosi va Evklid fazosi tushunchalari
ham shunga o‘ xshash kiritilad i. х,..гг....xa haqiq iy sonlam ing mumkin
boMgan har qanday tartiblangan xl,x 2,...,xm qiym atlar to’ plam iga 
koordinatlar fazosi deyilad i. Bunda har bir koordinatalar fazosining 
(лг,, лг„) nuqtasi M yoki м  (*,, x2,...,xm) orqali belg ilanad i, xl ,x 2,...,xm 

sonlar esa, M nuqtaning koordinatalari deyilad i.
A gar koordinatalar f a z o s i n i n g v a  

nuqtalari orasidagi р{м ,,W")masofa tushunchasi kiritilgan boMib, u

р(м \ м ')=  fix[ - x i)‘ +(.V; - x , y  + ... + (*„ ~xm)*

formula bo 'yicha aniqlansa, u holda koordinatalar fazosi, Evklid fazosi 
deyilad i va R"' kabi belgilanadi.

R" fazoda .rva у  nuqtalar orasidagi p(x,y) masofa quyidagi 
xossalarga ega:

16. p(x,y)> о, p(x,y)= 0 fa q a tv a faq a t .r = >• boMganda;
2°. p(x,.v)=p 0 ^ ) ;
3°. p(x,v)< p(x.:)+p(:,y).
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16.2. E vk lid  fazo sid ag i m uhim  to ‘ p la m !a r . Evklid fazosidagi {A/} 
to‘plam ga doir m iso llar keltiram iz.

1) {м}=\х,у)-.хе.R ,y e R ,{ x -a f  + { y - to ‘p lam ga, R2 fazoda, 
m arkazi M0(a-,b) nuqtada, radiusi r ga teng boMgan yopiq doira  
( { x -a f  + (y-b f <r2 ga - ochiq doira) d ey ilad i. Mos ravishda, 
(jc,, jc2), (x,,jc2,x ,)  va  (xl,x 2,....,xm) tartiblangan ju ftlik , uch lik  va 
hokazolam i ikki oMchovli, uch oMchovli va  m oMchovli vektorlarning 

; koordinatalari deb ham qarash mumkin:
X  =  ( Д Г , ,  X 2 1  X  =  ( Д Г , ,  *2 ,  * 3  )>  X  =  ( Д Г , ,  ДГ2 ............, Д Г „ , ) .

Ko‘p hollarda, дг = (дг,,х2,.....,дг,„) sim volga, koodinatalari x1,x2,...jci„
boMgan M nuqta yok i OM vektor, deb qaraladi.

16 .1 -eslatm a. A gar Rm koordinatalar fazosini koordinatalari
xi,x2,...jx„, boMgan x vektorlar fazosi deb qaralsa, u holda,
jc=(x,,jc2.... jc„X .....vektorlarn ing y ig  'indisi deb, koordinatalari
x,+ y„ x2 + y2,....,xm+y„ boMgan vektorga aytilad i; x= (x,,x,,...,xj vektom ing 
biror я -  haq iq iy songa Лх ko'paytmasi deb, koordinatalari 
/ii„ Лх2,...,Лхт boMgan vektorga aytilad i.

A gar Rm- vektorlar fazosi deb qaralib , uning elem entlarin i qo‘ shish 
va  biror haq iq iy songa ko ‘paytirish  am allari an iq langan boMib, bu 
am allar, quyidag i: \)x+y = y+x, 2){x+y)+: = x+(j>+:\ 3) shunday 0 
nul elem ent m avjud boMib, Vx elem ent uchun x  + о = x, 4) Vx uchun 
unga qaram a -  qarshi дг vektor mavjud boMib, x + x '= o; 5) 
Л(х+у)=Лх + Лу; 6 ) (Я + ju)x = Лх + /jx ; 7) A(/jx) = (Лр)х; 8) 1дг = дг 
aksiom alam i qanoatlantirsa, u holda, chiziqli vektor fa zo  deyilad i.

R"' ch iziq li vektor fazoda ikk ita х = (хь х2,...,х„,), у = {у\,уг,-,ут)
m

vektorga (дг, у ) = ^ х/У- sonn' mos qo‘y ish  orqali, ikki vektom ing (x,>•)
1=1

skalyar ko'paytmasi an iq lanadi. yl(x,x) son x vektom ing uzunligi 
deyilad i va  у  |x) kabi belg ilanad i.

A garda (x,j>)=0 boMsa, u holda, x va у  vektorlar o'zaro  
ortogonal deyilad i.

A gar x v a  у  vektorlar nuldan farqli vektorlar boMsa, u holda, u lar 
o rasidagi <p (0 <<p<n) burchak

(x,y)
C0S<Z’ = T T T

formula orqali topiladi.
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2) {м}= R, ye R,:e R,(x-a)2 + ( y - i ) 2 + (r-c )2 S r2} to‘plam R3 
fazoda markazi M0(a,b,c) nuqtada, radiusi r ga teng boMgan yopiq shar 

((* -  я)2 + (у  -  b f  + (z -  c f  < r 2 -  ochiq shar ) deyilad i va  u qisqacha, 
р(м,м„)<г, (р{м,м„)<у) kabi yozilad i.

3) {M}={fay):-Te/?,ve«,|j-a|<rf,,|y-*|<rf: } to 'p lam  m arkazi M0(a;b) 
nuqtada bo‘ lgan koordinatalar to ‘g  'ri to ‘rtburchagi,

{m}= {(i, ;••,>'): x e R,y e R ,:e  R, \x-a\<d,,\y-b\<d:i,\:-c\<dl \

to‘plam esa, m arkazi M0(a,b,c) nuqtada bo‘ lgan koordinatalar 
parallelepipedi deyilad i.

4) {м}=|х1,х2,...,дг„1): x, € R,i = -x°)~ +{x2 - x 2)~ + .... + (дг„, ~x°) < r 2} 
to‘plam, R'" fazoda, markazi M0( x ° , x nuqtada, radiusi r ga teng 
boMgan yopiq shar deyilad i va qisqacha, p(M,M0)<r shaklida yozilad i 
tp(M,Ma)<> - ochiq shar).

5) {m}= f x , x j : x ,  6 R,i = l,*n,(x, -x")J +(x, -xj)* + .... + (x„ - x ”)‘ =/'2}
to‘plam, Rm fazoda, m arkazi ....x°) nuqtada, radiusi /-teng
boMgan sfera  deyilad i.

16 .2-eslatm a. M arkazi M0(x i,x°,...,x°) nuqtada, radiusi r ga teng 
boMgan ochiq sharga, m arkazi M0[x° ,x%,...,x°) nuqtada radiusi r ga teng 
boMgan sferani qo‘ shsak, natijada markazi A/0 nuqtada radiusi r ga teng 
boMgan yopiq shar hosil boMadi.

16 .2 -ta ’ rif. M arkazi M0(x,°,x°,...,x°) nuqtada radiusi s>  0 boMgan 
ochiq p(M,M0)<£ sharga M0 nuqtaning atrofi deyilad i.

{m }= |x,,x2,. ..,x„): x,e  R, i = \,m, <^,,|х,-х“| <dz,...,\xm- x “ | < dm}

to‘plam  (d x,d2,..,dm-  lar biror o ‘zgarm as sonlar), m- oMchovli ochiq 
koordinatalar parallelep ipedi yoki M0 nuqtaning to'g'ri burchakli atrofi 
deyilad i.

Q uyidagi elem entar tasd iq lar o 'rin li: MQ nuqtaning ix tiyoriy e - 
atrofi, M0 nuqtaning biror to‘g ‘ ri burchakli atrofida joy lashad i; M„ 
nuqtaning ixtiyoriy to ‘g ‘ ri bo‘ rchakli atrofi, uning biror s - atrofida 
joy lashad i.

Haqiqatan ham, belgilangan £>0 da d, =d2 = ... = d„ =-^= deb olinsa,

u holda ko 'rsatilgan  du d2,..,dm-  larda M0 nuqtaning to‘g ‘ri burchakli 
atrofi uning s -  atrofida joy lashad i.

193



A gar dx >0, d2 >0,...,d,n >0 lar belgilanib, e = min{d,,</2....dm) deb
olinsa, u holda, M0 nuqtaning (ko 'rsatilgan  d],d2,..,dm-  larda ) to ‘ g ‘ ri 
burchakli atrofida, uning e - atrofi yotadi.

16 .3 -ta ’ rif. A gar м  e {,w}c ft" nuqtaning shunday e - atrofi m avjud 
bo 'lib , bu atrofning barcha nuqtalari \m } to ‘p lam ga qarashli bo‘ lsa, u 
holda, M nuqta. {A/} to 'p lam ning ichki nuqtasi deyilad i.

A gar M  e R " ' nuqtaning shunday s  - atrofi mavjud b o 'lib , bu 
atrofning barcha nuqtalari {m } to 'p lam ga qarashli bo 'lm asa, M nuqta, 
{m } to 'p lam ning tashqi nuqtasi deyilad i.

16 .4 -ta ’ r if . A gar л/е{м}сЯ“ nuqta, {A/} to 'p lam ning ichki 
nuqtasi ham, tashqi nuqtasi ham bo 'lm asa, u holda, M nuqta. {A/} 
to 'p lam ning chegara nuqtasi deyilad i.

16 .5 -ta ’ rif. A gar {m }c R"‘ to 'p lam ning hamma elem entlari uning 
ichki nuqtalari, y a ’ ni uning ix tiyo riy  M nuqtasi, o 'z in ing  ix tiyoriy s -  
atrofi bilan \\{} ga qarashli, bo 'lsa , u holda, fW} to 'p lam , ochiq to'plam  
deyilad i.

16 .6 -ta ’ rif. A/0 nuqtani o 'z id a  saqlovchi ix tiyoriy ochiq to 'p lam ga 
M0 nuqtaning atrofi deyilad i.

16 .7 -ta ’ rif. A gar ix tiyo riy  {л/Jc R "‘ to 'p lam  o 'z in ing  hamma 
chegara nuqtalarini o 'z id a  saq lasa, u holda, {A/} to 'p lam , yopiq to ‘plam  
deyilad i.

16 .8 -ta ’ rif. A gar A e R " ‘ nuqtaning ixtiyoriy c -  atrofida {xt)<=Rm 
to 'p lam ning, hech bo 'lm aganda, A dan farqli bitta nuqtasi mavjud 
bo 'lsa , u holda. A nuqta, {A/} to 'p lam ning limit nuqtasi deylad i.

{A/} to 'p lam  yopiq bo 'lish i uchun, uning hamma lim it nuqtalari 
unga qarashli bo 'lish i zarur va etarlidir.

16 .9 -ta ’ rif. A gar shunday m -  o 'lchovli shar mavjud bo 'lib , {A/} 
to 'p lam ning barcha elem entlari shu sharga qarashli bo 'lsa , u holda, \u) 
to 'p lam , chegaralangan  deyilad i.

16 .10 -ta ’ r if . Ushbu
/. = { л / х я, )е R m :.r, = <p(t),x2 = = pm(r), a</< /?},

to 'p lam , bunda pt(t), <p2{t),-,<p,„(t) funksiya lar [a-,(i] segm entda uzluksiz 
funksiyalar, uzluksiz chiziq d ey ilad i. 4?>,(a),...,<pm(a)) va «5,,,(/?))
nuqtalar L ch iziqn ing uchlari deyilad i.

Ushbu
{А /(д г,,.г; ,,..,л -Я1) е  / ? " : * , =  jr ,  =  =  x “ + a ml;  - o o  <  t <  00}
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(bunda, i* ,. , ,/ ;* ,,® ,,./ ;. -q an dayd ir sonlar) to‘ plam, R"' fazoda to'g'ri 
chiziq deyilad i. M a’ lumki, bu to‘ g ‘ ri chiziq MQ(x°,x°2,...,x°) nuqtadan 
o 'tadi (M 0 nuqta r = o ga  mos kelad i).

16 .11-ta ’ rif. A gar {m } to‘plamning ix tiyoriy ikkita nuqtasini, shu 
to'plam da to 'liq  yotuvchi uzluksiz chiziq b ilan tutashtirish mumkin 
bo 'lsa , u holda, {Л/} to 'p lam ga bog'lamli to ‘plain deyilad i.

16 .12 -ta ’ rif. A gar £ c f  to 'p lam  ochiq bog 'lam li to 'p lam  bo 'lsa , 
u holda, £ to 'p lam , R"‘ fazoda soha deyilad i.

Soha va uning chegarasin ing b irlashm asi-y o p iq  soha deyilad i.
16.1-misoI. T ekislikda koordinatalari, ushbu

(дг-2)2 +(y + 3)! <25 (16 .1)
longsizlikni qanoatlantiradigan nuqtalar to 'p lam ining geom etrik o 'rn in i 
aniqlang.

Y ech ilish i. MaMumki, {м\= {(х,у):*е л,y e  R :{x -a )2 +(_v-b)‘ <r2} 
m 'plam , r 2 fazoda, m arkaz iм(а,ь) nuqtada, radiusi r  ga  teng bo 'lgan 
ochiq doirani ifodalaydi. Shuning uchun, koordinatalari (16.1) 
longsizlikni qanoatlantiruvchi nuqtalar to 'p lam i - markazi M0(2;-3)

16.2-m isol. T ekislikda koordinatalari
j(jc+4): + (y-2)^25, n6
\x -  у +1 < 0 ‘ '

Icngsizlik lar sistem asini qanoatlantiruvchi nuqtalar to 'p lam ining geo- 
inctrik o 'rn in i aniqlang.
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Yechilishi. M arkaz i M0(-4;2) nuqtada, rad iu si 5 g a  teng  boMgan 
yo p iq  d o irada yo tgan  barcha nuq ta larn ing  koo rd inata lari 
(*+4)2 +G--2)2 <25 ten gs iz likn i qanoatlan tirad i.

x - y + 1<0 ten g s iz lik n i y > x + 1 k o ‘ rin ishda yo z ib  o lam iz . y  = x+i 
to ‘ g ‘ ri ch iz iq d a  v a  undan yu q o rid a  jo y la sh g a n  nuq ta larn ing  
koo rd inata lari .v -y+ i< o  ten g s iz likn i qanoatlan tirad i (16 .2 -ch izm a).

(дг+4)2 + (v -2 )2 =25 a y la n a  b ilan  y = x+ 1 to ‘ g ‘ ri ch iz iqn in g  kesish ish

nuqtasin i top ish  uchun i ^  + 4  ̂ + (-v - 2 ) ~ 25 sistem an i b irg a lik d a  Y ech ib ,
-  у  + 1  = 0

л(1;2), s ( - 4;-з) ek an lig in i topam iz. (1 6 .2 ) ten g s iz lik la r  s istem asin i 
qanoatlan tiruvch i nuq ta lar to ‘ p lam i, (x+4)2+ (y -2 ) = 53 a y lan a  va  un ing  
ich id a  jo y la sh g a n , ham da > = x + l to ‘ g ‘ ri ch iz iq  v a  undan yu q o rid a  
jo y la sh g a n  nuq ta larn in g  kes ish m asid ir .

16.3-misol. Fazoda koo rd inata lari,
fx2 +y2 + r 2 >36,
[2 x -3 y + г - 2  > 0

te n g s iz lik la r  s is tem asin i qanoatlan tiruvch i nuqtalar to ‘ p lam in in g  
g eom etrik  o ‘ m in i an iq lan g .

Yechilishi. x2 +y2 + z2 >36 ten g s iz lik n i, x2 + y2 + : 2 = 36 sferad a va  
undan ta sh q arid a  yo tgan , 2 x -3 y  + r - 2 ^ 0  ten gs iz likn i esa , r = 2-2x+3y 
te k is lik  v a  undan yuqo rida  jo y la sh g a n  nuq ta lar to ‘ p lam in in g  koor­
d in ata la r i qanoatlan tirad i. D em ak, s is tem an i, z > 2 -2 x + 3 y  fazo b ilan  
x2 + y2 + r 2 >36 sh am in g  kesish gan  q ism in i o lib  tash lash  n a tija s id a  hosil 
boMgan q ism id ag i nuq ta larn ing  koo rd inata lari qanoatlan tirad i.

16.4-misol. M arkaz i M0(i;2) nuqtada, rad iu si 4 g a  teng boMgan

do irad ag i n uq ta lar to 'p lam in i, Г f * ~ b' , . ten g s iz lik la r  s istem asi
[ <p{x)<y<4/[x)

k o ‘ r in ish id a  ta sv ir lan g .
Yechilishi. R avshank i, b erilg an  do irad ag i nuq ta larn ing  ab s issas i -

3 dan  5 g ach a  o ‘zgarad i. ( x - 1)2 + (v-2)2 = 16 a y lan a  ten g lam as in i, 

v = 2±Vl5—jv2 +2x k o ‘ rin ishda yo zam iz .

B unda, y  = 2+V i5-x2 +2x a y lan an in g  yuqo ri q ism in i, 

y  = 2--J\5+ 2x-x2 e sa , ay lan an in g  p astk i q ism in i ifo d a layd i. D em ak, 
x [—3;5] segm en tda o ‘ zgargan da , >■ n in g  q iym atla r i 2 -V i5 + 2 x -r2 dan
2 + i]\5+2x-x2 g ach a  o ‘ zgarad i. S h u n d ay  q ilib , b erilgan  do iran ing  
nuq ta lari to ‘ p lam i,
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-  3 < х < 5,

[ 2 -  \/ 12 + 2 х - х 2 < у <2 + V 15 + 2 х - х 2 

tengsiz lik lar sistemasi yordamida berilgan ekan.
x2 v :16.5-misoI. Ushbu ^ j +j ^ +rJ=1 ellipsoid bilan chegaralangan

\a<x<b,
to 'p lam ni, quyidagi, M x )  s  у  < y/(x) tengsiz lik lar sistem asi

1ф (х ,у )< г< Т (х ,у )

ko‘rin ish ida tasvirlang.

Yechilishi. Berilgan ellipsoid tenglam asidan :  =

x' ,.2
ekanligin i topamiz. Demak, z ning o 'zgarish  sohasi, l ------->0 dan

25 16
2 .2

iborat. Bu soha, = l ellips bilan chegaralangan. E llips

tenglam asidan, v = ±4̂ 1_^  boMishini topamiz. Bundan * ning - 5 dan 5 

gacha o ‘zgarishi kelib  chiqadi. * [-5 ;? ] segmentda o‘zgarganda у

o'zgaruvch i, ~4A|l~— dan gacha o 'zgarad i.

A gar M nuqta ellipsn ing ichida yotsa, uchlari — 1 —— — va

1- - — bo' l gan qism i ellipsoidning ichida yotadi. Demak, ellipsoid,
25 16

- 5  < x < 5,

- 4J l - ^  _ . _
V 25 ' V 25

-<  v< J 1 -— ,
5 ' 11 25 

\ 25 16 V 25 16

tengsiz lik lar sistem asi yordam ida beriladi.
16.6-misol. {m} - tek islikda koordinatalari x2+y2<25 tengsizlikn i 

qanoatlantiruvchi nuqtalar to‘plam i bo‘ lsin. U holda, a(3;4) nuqta, {m} 
to 'p lam ning lim it nuqtasi ekan lig in i isbotlang.

Yechilishi. л(3;4) nuqtaning, |х-з|<<?, |y-4|<<5 (o<d'<l) tengsiz lik lar

orqali berilgan ixtiyoriy atrofmi olam iz. в | з - - ,4 -^ |  nuqta bu atrofda2 2

yotadi va ( з - y j  + f4~ f) <32 +42 =25 tengsiz lik  o ‘ rin li b o ia d i. Demak,
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В nuqta {Л/} to 'p lam ga qarashli ekan. Shunday q ilib , 16 .8-ta 'rifga 
ko‘ ra, л(3;4) nuqta -{m} to 'p lam ning lim it nuqtasi boMadi.

16.7-m isol. T ekislikda y £ x J tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 
nuqtalar to 'p lam i {л/} ning yopiq to 'p lam  ekan lig in i isbotlang.

Y ech ilish i. MaMumki, {л/} to 'p lam  yopiq boMishi uchun, uning 
barcha lim it nuqtalari o ‘z iga  qarashli boMishi kerak. Shuning uchun, 
ix tiyoriy л(а,ь)ёГ{л/} nuqta {л/} to 'p lam ning lim it nuqtasi boMmasligini 
ko 'rsatish etarli. ,<a;6)s{w} boMsin. U holda, b< a' tengsiz likka ega

boMamiz. e = a 2 - b >0 deb olam iz. Shunday s <| top ilad iki, |.х-я|<д'

tengsizlikdan |х3-<з! |<^ boMishi kelib  chiqadi. U holda, 

|r-a|<c>',|y—6j<s  tengsizliklardan

x2 - y  = (a2 -b )+ (b -  i')+ (x: - a 2)z  (а2 -б ) -| б  —vj-|x: - a !| > e -  — = 0.

Demak, A nuqtaning S  atrofi {m j to 'p lam ga qarashli emas. 
Shuning uchun, A nuqta - to 'p lam ning lim it nuqtasi boMa olm aydi. 
Shunday q ilib , {л/} to 'p lam  yopiq ekan.

16.8-m isol. Ushbu x2 + y 2 < 100 tengsiz lik  orqali berilgan {m) 
to 'p lam ning chegara nuqtalarini toping.

Y ech ilish i. Berilgan tengsizlikni qanoatlantiruvchi nuqtalar 
to’plami -  m arkazi koordinatalar boshida, radiusi 10 ga teng boMgan 
aylanan ing ich idagi nuqtalar to 'p lam idan iborat (ay lanadag i nuqtalar {m ) 
to 'p lam ga qarashli em as).

Geometrik nuqtai nazaridan, ravshanki, {л/} to 'p lam ning chegarasi 
x2 + у 2 = 100 aylanadan iborat, x2 + у 2 < 100 va x2 + v2 > 100 
tengsiz lik lar bilan berilgan to 'p lam lar ochiq to 'p lam lardan iborat. 
Shuning uchun, „y2 +>'2 <100 to 'p lam ning nuqtalari ham {.w} 
to 'p lam ning chegara nuqtalari b o 'la  olm aydi.

Endi x 2 + j f2=100 aylanan ing nuqtalarini qaraym iz. VA(a;b) nuqta 
shu aylanada yotsin . A nuqtaning ix tiyo riy  atrofini qaraym iz. Bu atrofda 
koordinatalari |x| < |a|, |y| < |6| tengsiz lik larn i va |xj > |a|, |yj > |6| tengsizlik larn i 
qanoatlantiruvchi B(x,y) nuqtalar mavjud. B irinchi tengsiz lik larn i qano­
atlantiruvchi nuqtalar uchun, x2 + y2 <a2 + b2 =100, ikkinchi tengsizliklarn i 
qanoatlantiruvchi nuqtalar uchun x: +y: > 100.

Demak A(a,b) nuqta {m } to 'p lam  uchun, 16.4-ta’ rifga ko 'ra , chegara 
nuqta b o 'lad i. MaMumki, berilgan to 'p lam ning ham ma chegara 
nuqtalari. uning chegarasi bo 'lad i.
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16.9-misol. [м] - tekislikda ikkala koordinatalari ham rasional 
boMgan nuqtalar to‘ plami boMsin. U holda tek islikdag i ix tiyoriy л{а-ь) 
nuqta {л/} to ‘plamning lim it nuqtasi bo‘ lishini isbotlang.

Yechilishi. л(а,ь) nuqtaning ix tiyoriy \x-a\<6, |y-6|<<? atrofini 
qaraym iz. a dan farqli shunday /, rasional son topilad iki, [/, -  a| < s  

xuddi shunday, ftdan farqli r: shunday rasional son topilad iki, |r3-*|<<j 

boMadi.
U holda, fl(r,;»-2) nuqta {a/} to ‘plam ga qarashli boMib, u A(a-b) 

nuqtaning belgilangan atrofida yotadi A(a,b)). Demak, A ning
ixtiyoriy atrofida {м } to 'p lam ning л dan farqli nuqtasi mavjud ekan. 
Shuning uchun, 16.8- ta ’ rifga ko‘ ra, л{а-ь) nuqta, {M} to ‘ plamning lim it 
nuqtasi boMadi.

Q uyidagi tengsiz lik lar bilan berilgan nuqtalar to 'p lam ining 
geometrik o 'rn in i aniqlang:

16.7. A to 'p lam , дг + y !  > i tengsizlik , в - х 1 +y2 <4 tengsizlik, 
/)- v <8 - .г1 tengsizlik , c-y> x'- tengsizlik  bilan aniqlanganda,

to 'p lam larning geom etrik o 'rn in i aniqlang.
16.8. x2 -4 x + y 3 +6y = 0 ay lana va  ,v+2y + l = o to 'g 'r i chiziq bilan 

chegara langan  aylanm a segmentning nuqtalari to 'p lam ini tengsiz lik lar 
Mstemasi yordam ida ifodalang.

16.9. Uchlari, л ( - 1;2), b(3;7), C(6A), d(0; -2) nuqtalarda bo'lgan 
to 'rtburchakning nuqtalari to 'p lam ini tengsiz lik lar sistemasi yordamida 
ifodalang.

16.10. Uchlari ^(-3;i), fi(2;4), с(б;2), o(i ;- i) nuqtalarda bo 'lgan  a b cd  

parallelogram m ning nuqtalari to 'p lam in i tengsiz lik lar sistemasi 
yordam ida ifodalang.

16.11. у = дг - 6 paraboladan y = 2*+i to 'g 'r i chiziq yordamida 
kcsib olingan segmentning nuqtalari to 'p lam in i tengsiz lik lar sistemasi 
yordam ida ifodalang.

Mustaqil yechish uchun misoliar

16.1. у < 2x+4.
16.3. ( x - 4 ) 2 + {у + б)2 <25.

16.2. у г £6х.
16.4. x1 + 6x + y ’ 2 y - 2 6  > 0

a) {AuB)r\{CuD\ b) (A r\ B)yj(C n  D\
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16.12. T ek islikda x-3y+ 4 = o to 'g ‘ ri chiziqdan yuqorida, markazi 
m 0(2;-i) nuqtada, rad iusi 10 ga  teng bo‘ lgan doiradan tashqarida 
joy lashgan  nuqtalar to ‘p lam ini tengsiz lik lar sistem asi yordam ida 
ifodalang.

uchlari л(0;5), в(- 3;б), c(3;o) nuqtalarda boMgan uchburchakning nuqtalari 
hamda y  = x2 paraboladan yuqorida yotgan nuqtalar to ‘p lam ining 
um umiy qism idan iborat boMgan, uchta to 'p lam ning nuqtalari to ‘p lam ini 
tengsiz lik lar sistem asi yordam ida ifodalang.

Q uyidagi berilgan to ‘p lam lam i bitta yoki bir nechta,

\af \ ~ b ko ‘ rin ishdagi tengsiz lik lar sistem asi yordam ida
\гр{х)<у<у/(х)

ifodalang:
16.14. Tomonlari: * = 3, x = 5 ,3 x - 2 y  + 4 = 0, 6 x - 4 y  + 2 = o boMgan 

parallelogram .
16.15. x > о, у  > о, x2 + / <4 tengsiz lik lar bilan berilgan soha.

16.17. у  = x2, у = Vx parabolalar bilan chegaralangan soha.
16.18. y-  =6x parabola va x = 2 to‘ gM-i chiziq b ilan chegaralangan

soha.
16.19. x = 2, у = x to ‘g ‘ ri ch iz iq lar va  xy = l g iperbola bilan 

chegaralangan soha.
Fazoda tengsiz lik  yoki tengsiz lik lar sistem asi yordam ida berilgan 

nuqtalar to ‘p lam in ing geom etrik o ‘ rnini an iqlang:

16.25. Fazodagi 44;ip) nuqtadan 2x+6y+3r-l2 = 0 tek islikka 
parallel tek is lik  o ‘ tkazilgan . A ylanm a paraboloidni shu tek is lik  bilan 
kesganda hosil boMgan sohani tengsiz lik lar sistem asi orqali ifodalang.

Q uyidagi berilgan  to‘p lam lam i:

2 ,2

16.13. Ushbu — + ̂ — = i ellipsda va uning ichida yotgan nuqtalar,

2 2

16.16. + ellipsn ing ichki qism i.

16.21. xyz > 0.

16.22. xJ +y2 +r! <9. 16.23. 4 < x 2 + y 2 + : 2 <16.
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\a<x<b,
1 <p(x) £ У ^ Ж )
|ф(х,у)< г < Ч'(х,у)

tengsiz lik lar sistem asi ko ‘rin ishida ifodalang.
г 4 V4 ~416.26. i_+=j_+:_  = i sirt bilan chegaralangan soha.

X- . V- > - 216.27. — +̂ ~ = l sirt bilan chegaralangan soha.
b~ J с

16.28. x = о, у = о, г = о, х = 2, у = 4, х+ у+г = 8 tek islik lar bilan 
chegaralangan soha.

16.29. 2a: = x 2 +y2 paraboloid va x 2 + y 2 +г2 = 3 a 2 shar bilan 
chegaralangan soha.

16.30. x2 +y2 +r2 = ft2 sh arv a  x2 =y£ + r 2(.v>o) konus bilan 
chegaralangan soha.

16.31. {m} - tek islikdagi ikkala koordinatasi ham irrasional bo 'lgan  
nuqtalar to 'p lam i bo 'lsin . U holda, tekislikn ing ixtiyoriy л{а-,ь) nuqtasi, 
{m} to 'p lam ning lim it nuqtasi ekan ligin i isbotlang.

16.32. {m } - tek islikda absissasi rasional, ordinatasi esa, irrasional 
bo 'lgan  barcha nuqtalar to 'p lam i bo 'lsin . U holda, tekislikn ing ixtiyoriy 
л(а;Ь) nuqtasi {m } to 'p lam ning lim it nuqtasi ekanligin i isbotlang.

16.33. Tekislikn ing A — (m,n = 1,2,.....) ko 'rin ishdagi barcha
\m n j

nuqtalaridan iborat bo 'lgan  {m } to 'p lam ning lim it nuqtalarini toping. 
Koordinatalar boehi {m } to 'p lam ning lim it nuqtasi bo 'lad im i?

16.34. A(3;4) va B(-1;2) nuqtalar va faqat shu nuqtalar lim it 
nuqtalari bo 'lgan , hech bo 'lm aganda, bitta to 'p lam  tuzing.

16.35. Hamma lim it nuqtalari faqat A(0;n) ( n-  butun son) 
ko 'rin ishda bo 'lgan  to 'p lam ni tuzing.

16.36. Ikkita ochiq to 'p lam larn ing y ig 'in d is i ochiq to 'p lam  
ekanligin i isbotlang.

16.37. Ikkita yopiq to 'p lam larn ing y ig 'in d is i yopiq to 'p lam  
ekan ligin i isbotlang.

16.38. Koordinatalari quyidagi x+y>5, х2+у2<100 tengsiz lik lam i 
qanoatlantiradigan nuqtalar to 'p lam in ing ochiq to 'p lam  ekan ligin i 
isbotlang.

16.39. Koordinatalari ushbu x+y>5, х2+у2<100 tengsiz lik lam i 
qanoatlantiradigan nuqtalar to 'p lam in ing yopiq to 'p lam  ekanligin i 
isbotlang.
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Q uyidagi tengsiz lik lar orqali aniqlangan to 'p lam  lam ing qaysi biri 
soha boMadi?

M ustaqil yechish uchun misollarning javoblari

16.1. у = 2x+4 to ‘g ‘ ri ch iziq va undan pastdagi nuqtalar.
16.2. у 2 = 6x parabola ustida yotuvchi va undan tashqaridagi 

nuqtalar to ‘plam i.
16.3. M arkazi м„(4;-б) nuqtada, radiusi 5 ga teng boMgan aylanada 

va uning ich ida yotgan nuqtalar to ‘ p!am i. 16.4. M arkazi M0(-3; l) 
nuqtada, radiusi 6 ga  teng boMgan aylanadan tashqarida joy lashgan  
nuqtalar to ‘plam i. 16.5. M arkazi л/„(0;0) nuqtada, rad iuslari 3 va 4 
boMgan konsentrik ay lan a lar orasidagi nuqtalar to‘ plami. 16.6. 
Markazi Mo(0;0) nuqtada, radiusi 5 ga teng boMgan aylanan ing ichidagi 
hamda y = 2x2 paraboladan yuqorida joy lashgan  nuqtalar to ‘plam i.

16.40. 4 < x 2 + v2 <25.

>>.v\

16.12 16.13

0 < x < 2,
0 <.y< л/4 —д:2.
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Г- 5 < i  < 5
16 .1 6 . 4- V 2 5 - x 2 < у < -V 2 5 - х 2

16 .1 7 .
0 < x < 1,
x 2 < у < Гх.

16.18. 16.19. j 0 - * - 1’ [ '  * 2j
| -  у/вх  < у  < <j6x. [ 0  < у  < X , 10  < у  < —.

16.20. B irinchi oktantdagi nuqtalar (koordinatalar tekislik laridan 
tashqari).16.21. B irinchi, uchinchi, oltinchi va sakkizinchi oktantdagi 
nuqtalar (koordinatalar tek islik laridan  tashqari) . 16.22. M arkazi
koordinatalar boshida, radiusi 3 ga  teng boMgan sham ing nuqtalari.

16.23. Radiuslari 2 va 4 ga teng boMgan konsentrik sferalar bilan 
chegaralangan soha (bu sferalar ham kiradi). 16.24. M arkazi
koordinatalar boshida, radiusi 5 ga teng boMgan sfera hamda o ‘qi O: va 
radiusi 3 ga  teng boMgan doiraviy silindr bilan chegaralangan soha 
(soha chegaralaridan tashqari).

16.25. x2 + v2  ̂r  < 2x + 6v  + 3 r -  2 9 .16.26.
■ 5 S I S 5 ,

16.27.

-a<x<a, 
b 
a

V a2 - * 2 < y < —\la2 - x 2,
(0 < x < 2 ,

16.28. | о < у < 4,
0< r < 8 -x - v.

16.29.
- a  < x<a,
-  ■J a 2 - x 2 < у  < \la2 - x 2,

1 f 2

16.30.

— (x2 + y '- )< :< y l3a - -x 2- y 2. 
la

V2
0 < x < R——,

2
-  X  < у  < X,

-  V*2 - у 2 < r < V*3 -  у 2.

16.34. 4,[з+ -;4| v a  B„f-l+-;2| л = 1,2.....16.35. M isol uchunП ) \ П

Л- ] ~г'ПУ .
16.40. Soha. 16.41. Soha emas.
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17-§. Ко‘р o'zgaruvchili funksiya tushunchasi va uning aniqlanish 
sohasi

[м\ ( {m }cr R7) to 'p lam  ber i lgan  bo 'ls in .
1 7 .1 - ta ’ rif . {mj to 'p lam n ing  har b ir M(x,y) nuqtasiga  biror qonun 

yok i qo ida yo rdam ida  и son (u e /г) mos q o 'y i lg a n  b o ' lsa ,  {л/}to 'p lam d a  
ikki o 'zga ru vch i l i  u = u(m) yo k i  u = f(M )= f(x ,y )  funksiya aniqlangan  
d ey i lad i .  Bunda {Af} to 'p lam - fun ks iy an ing  an iq lan ish  sohasi, {u} to 'p lam  
esa , funks iyan ing  qiym atlar to ‘p lam i yo k i о ‘zgarish sohasi dey ilad i .

{лг}с R"‘ to 'p lam  berilgan  bo ' ls in .
1 7 .2 - ta ’ rif . {a/} to 'p lam n in g  har bir M(x„x2,...,xJ nuq tas iga  biror 

qonun yo k i qo ida  yo rdam ida  b iror и son (u e R ) mos q o 'y i lg a n  b o ' lsa ,  
{A/}to‘ p lam da m o 'zga ru vch i l i  funksiya aniqlangan dey i lad i  v a  u 
и = и(л/) yok i u = f { M )= f(x l ,x1,...,xM) kabi be lg i lanad i.  Bunda {л/} to 'p lam  
funks iyan ing  aniqlanish sohasi d ey i lad i .  {«} to 'p lam  esa, uning 
qiym atlar to'plami yoki о ‘zgarish sohasi dey i lad i .  Bundan buyon, 
funks iyan ing  an iq lan ish  sohasin i D(/), o 'zga r ish  sohasini esa , E (f) 
orqali b e lg i laym iz .

17.3-ta’ rif. f{h i ) = f{x l, x хш) -  С (с e R) shartni qanoatlantiruvchi 
л / е £ ( £ е Л " )  nuqtalar to 'p lam iga , /(a/) funksiyaning c - sathi deyiladi. 
Ko'p hollarda, ikki o 'zgaruvch il i  f(x ,y )  funksiyaning с  -  sathi, sath chizi- 
g ‘i, uch o 'zgaruvch il i  f ( x ,y ,z )  funks iyan ing c -  sathi esa, sath sirti deb 
yurit iladi.

u = f ( M )  funks iya  E sohada (m  e e <z Rm) ber ilgan  bo 'ls in .
17.4-ta’ rif. A gar v w  e  E, ЛМ e E, A e  R uchun

/{Ш  ) = / (Д 1 „ Д 1 г : . . ,Д х , )  = Я 7 ( х , д г , . . . , х . )

tenglik o 'r in li bo 'lsa , u holda /(a/)- a daraja li bir jinslifunksiya  deyilad i.
A gar yuqoridagi shartlarda /(ялу) = |д|m/(м) tenglik  o 'rin li bo 'lsa , 

/(л/) m- darajali musbat bu jinslifunksiya  deyilad i.
M asa lan , f(x) = x, xe  R, 1- dara ja l i  b ir j ins li funks iya , f(x) = |4 xe R, 

1- dara ja l i  musbat birjinsli fusnks iyad ir .
17.1-m isol. Q uyida berilgan  funksiya larn ing aniqlanish sohasi va 

o 'zgarish  sohasini toping:
1) и = - J l 6 - x 2 —y 1 ; 2 )  u = lnxy; 3) и = x,2 +xl  +... + x2.

Yechilishi. 1) Berilgan funksiya tek islikn ing koordinatalari 
i6 -x ; -.v2 > 0  tengsizlikni qanoatlantirad igan M (x,y) nuqtalar to 'p lam ida
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aniqlangan. Bu tengsizlik, .r2+y; <i6 tengsizlikka teng kuchli. Oxirgi 
tengsizlik , markazi A/„(o,o) nuqtada, radiusi 4 ga  teng bo 'lgan doirani 
ifoda qiladi. Demak. funksiyaning aniqlanish sohasi £>(«): tekislikdagi 
m arkazi koordinatalar boshida, radiusi esa, 4 ga teng boMgan yopiq 
doiradan. q iym atlar to‘ plami yoki o 'zgarish  sohasi £(u): [0;4] — 

segmentdan iborat ekan.
2) и — inxv' funksiya, tekislikn ing koordinatalari xy> 0 tengsizlikni 

qanoatlantiradigan M(x,y) nuqtalar to 'p lam idan iborat. Oxirgi tengsizlik , 
a)x> o, v > 0; b)x< 0, у <0 tengsiz lik lar sistem asiga teng kuchli.

Demak, berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi, koordinatalar 
tek islig in ing birinchi va uchinchi choraklaridan iborat (koordinatalar 
o 'q lari k irm aydi), o 'zgarish  sohasi £ (») esa, - o o < « < o o  son o 'qidan 
iborat.

3) u = xf +xl +... + x;„ funksiya Rm fazoda aniqlangan bo 'lib , uning 
o 'zgarish  sohasi, [(),«>) dan iborat.

17.2-m isol. Q uyida berilgan funksiyalarning aniqlanish sohasi 
toping va uni chizmada ko 'rsating.

I) u =
3 x - y

; 2) и

“ 1

I X2 + У'
2 x -x '

1) i ,=
X  + у

15-!
СП

2) и = у1(х-2)(\’ + 3)\ 3)к = 1пх-1пу;

5 )u X  + y

funksiya, x va у  o 'zgaruvch ilam ing,

kasrning m axrajini nolga aylantirm aydigan qiym atlari to 'p lam ida 
aniqlangan, y a 'n i £)(«) butun tekislikn ing y -  3x to 'g 'r i chiziqdan
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2 )  ч  = у Ц х - 2)Cv+3) fu n k s iyan in g  m a ’ n o g a  e g a  b o ‘ lishi uchun,

Birinchi sistem aning Y echim i, x>2 ,y>-3  dan iborat; ikkinchi 
sistem aning Y echim i esa , x <2, y < -3 dan iborat. Izlanayotgan sohani, 
y a ’ ni berilgan  funksiyaning aniqlanish sohasini, topish uchun 
koordinatalar tek is lig id a  x = 2 va y  = - 3 to ‘g ‘ ri ch iz iq lam i chizish etarli 
(17 .2 - ch izm a).

3) u = in x - in .y  funksiyaning m a’ noga ega bo 'lish i uchun, x>o,y>o 
tengsiz lik lar o 'r in li bo 'lish i kerak. Demak, berilgan funksiyaning 
an iqlan ish sohasi, koordinatalar tek islig in ing  birinchi choragidan iborat 
(koord inatalar o 'q la r i k irm ayd i) (17 .3-ch izm a)

(x -  2)(y + 3) > 0 tengsiz lik  o 'r in li bo 'lish i kerak. Bu tengsizlik ,

yok i J x 2 ° tengsiz lik lar sistem asiga teng kuchli.
[.у + 3 < 0{x - 2 < 0

V

->
0 x

0 x

17.3-chizma. 17.4-chizma.

nuqtalar to 'p lam idan  iborat. Bu tengsiz lik  quyidagi

[(x-l)2 +.v2 <1; 1 <(x-l)3 +y 2\

ikk ita tengsiz lik lar s istem asiga teng kuchli.
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Birinchi tengsiz lik lar sistem asini m arkazi nuqtada, radiusi

2  ga teng boMgan yopiq doiraning tashqarisidagi nuqtalarning, va

m arkazi M ,( i;0 )  nuqtada, radiusi 1 ga teng boMgan ochiq doiraning 
ichkarisidagi nuqtalarning, koordinatalari qanoatlantiradi; ikkinchi 

tengsiz lik lar sistem asini esa, markazi A / „ f^ ;0 j nuqtada, radiusi ~ ga

teng boMgan yopiq doiraning ichidagi nuqtalarning va markazi M ,( i;0) 

nuqtada. radiusi 1 ga teng boMgan ochiq doiraning tashqarisidagi 
nuqtalarning koordinatalari qanoatlantiradi (17.4-chizm a).

Shunday q ilib , berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi: 
koordinatalari x < x 2 +y'-<2x  tengsizlikni qanoatlantiruvchi nuqtalar 
to 'p lam idan iborat ekan.

5) u= .*■ +̂ -~—  funksiya m a’noga ega boMishi uchun, x ,y ,r
yJ9-x2 - y 2 - r :

o‘zgaruvchilar 9 - x 2- y 2- z 2 >0 yoki x2 + y2 + : 2 <9 tengsizlikni 
qanoatlantirishi kerak. Bu tengsizlik , fazoda markazi koordinatalar 
boshida, radiusi esa, 3 ga teng boMgan ochiq sharni ifodalaydi (17.5- 
chizma).

17.3-m isol и = • J - l - x 2 - y 2 (sin2 лх + s in 2 w )  

funksiyaning aniqlanish sohasini toping.
Y ech ilish i. J^T-x! - y 2-  ifoda x  va у 

ning ix tiyo riy  haqiq iy qiym atlarida mavhum 
sonni ifodalaydi. Shuntng uchun berilgan 
funksiyaning aniqlanish sohasi x  va у  ning

17.5-chizma.
s in ! jix + s in 3 m> ~ 0 ( * )

tenglam ani qanoatlantiradigan q iym atlar to‘plamidan iborat boMadi. (* ) 
dan sin /г * = 0, sin я у  = о . Bu tenglam alarni, x  va у  ning butun qiym atlari 
qanoatlantiradi, y a ’ni л(п\т) nuqtalar to ‘plami (n va m butun sonlar), 
berilgan funksiyaning aniqlanish sohasini ifodalaydi.

17.4 -m iso l. Q uyidagi berilgan funksiyalarn ing с  - s a th  chiziqlari 
topilsin:

1) и = xy, 2) u = J y - x ,

3) u = ^ 3 6 - 4 x 2 - 9 v 2 ; 4) и = T  2 ' ----- - (x2 + y2 +z2 *  o)
X + у +z
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Yechilishi. 1) и = xy funksiyaning sath chiziqlari o ilasi - x va у  
lam ing, xy = c  tenglam ani qanoatlantiradigan (x,y) q iym atlari to 'p la ­
midan iborat bo 'lad i, bunda Ce R.  с  ga har x il q iym atlar berish 
natijasida, har x il sath ch iziq larin i hosil qilam iz. M asalan, c = i,2„..,/i 
q iym atlarda xy = 1, xy = 2,...,xy = n, birinchi va uchinchi choraklarda 
joy lashgan  giperbolo idlar o ilasin i; с  = q iym atlarda esa,
xy = - 1, xy = -7,....,xy = -n  ikkinchi va to 'rtinchi choraklarda joy lashgan  
giperboloidlar o ilasin i hosil q ilam iz. c = 0 da xy = 0, y a ’ni sath ch iziq lari 
д: = 0 va ^ = 0 to 'g 'r i ch iziq lardan iborat bo 'lad i.

2) u = J y - x ,  yjy-x = c , bundan у = x+C'. Demak, berilgan u = J y -x  
funksiyan ing sath ch iz ig 'i , c> o bo 'lganda, (o,C2) va (l; l + c 2) 
nuqtalardan o 'tuvchi to 'g 'r i chiziqdan, c < 0 bo 'lganda esa, ф -  bo 'sh  
to 'p lam dan iborat.

3) ^/36-4xJ -9 y : = C, 36-4x: -9 y l =C‘ . 4x2 +9y2 = 36-C : . A gar 
с e [0; 6] bo 'lsa , berilgan funksiyaning sath ch iz ig 'i- m arkazi (0;0) 
nuqtada, fokusi Ox o 'qda, yarim  o 'q lari esa, mos ravishda,

2~-c- , — -~-c-  bo 'lgan  ellipsdan ; с  = 6 bo 'lganda, (0;0) nuqtadan; 

С <t [0; 6] bo 'lganda, ф - bo 'sh to 'p lam dan iborat bo 'lad i.

A gar с * 0 bo 'lsa , u holda, berilgan funksiyaning sath sirti -  radiusi

iborat; agar c  = 0 bo 'lsa , (0;0;0) nuqtadan tashqari r = 0 tekislikdan 
iborat bo 'lad i.

17.5-misol. Ushbu u = xf i s in -+ v^cos- funksiyaning b irjinsli
x y

ekan lig in i isbotlang va uning b ir jin slilik  darajasin i toping.
Yechilishi. дг ni Ax ga, у  ni Ay ga  alm ashtirib, topamiz:

Demak, 17.4-ta’ rifga ko 'ra , berilgan  funksiya birjinsli va uning 
b irjin slilik  darajasi Д = л/2 .



17.5-m isol. Ushbu u= xy + -' funksiyaning b irjinsli ekan lig i is-
xyz + yzt

botlang va uning b irjinslilik  darajasin i toping.
Y ech ilish i. x m Ax ga, у  ni Ay ga, г ni Az ga, t ni At ga almash- 

tirib, topamiz:
Ax ■ Ay + A:-At a'x\ : + A2:t  1 xy + :  tи = ------------------------------= ——------- г—  = ------- ---------= A и .

Ax-Ay-Ar + Ay-Az-At Axyi + Ayzt A x\c + yzt
Demak, berilgan funksiya birjinsli va uning b ir jin s lilik  darajasi

A = - l .

M u staq il yech ish  uchun m iso lla r

Q uyidagi funksiyaning aniqlanish sohasini toping va chizmasini 
chizing:

17.1. U = -yj\-X2 -  y -. 17.2. U = \l\-x~ + i]y2 - 1.

17.3. « = — . 17.4. „ = _ £ = + _ * .
X  + y  yj X  — У  yj x  + у

17.5. и = ar с cosX + . 17.6. и ln(v! -4.V + 8)

/4x17.7. U = jR 2-X2~y2+ . = .  17.8. U—r------;------ -Д.
J * 2 + y2~ r2 ln ( l - j t  - y ‘ )

17.9. и = № + у 1 - ф - х ’ - у 1). 17.10. и
х- + у -x

I 2x -  x '  -  у

Q uyidagi funksiyaning aniqlanish sohasini toping:
17.17. и = 1 п (1 - * - у - - - ) .  17.12. u =

17.13. и = ore cos —j= = = ~ . 17.14. и = *j8-x~ - 2  y 2 - 4 r 2 .
V*2 +y1

17.15. и = - ^ + -==■ + -4=. 17.16. и = arcsin — + arcsin — + arcsin—.
*Jx Jy  \[z

17.17. u = xy+ In—------j- + л]х2 + y ‘ - 9 .  17.18. u = 1
x - - ) ‘

17.19. u = ^ 2 (x: + / + r 2) - ( x - ’ + r + r 2)2 - l

17.20. u = ii£ ± 4 £ +in (5 -x -y -r ) . 
y - '

Q uyidagi u = / (x ,y )  funksiyaning (x,y)eE  to ‘plam dagi qiym atlari 
to ‘ plam ini ( o‘zgarish sohasi) toping ((*,>■) e e с  R2) :

17.21. и = x -2 y -3 ' ,  E = {(x,y),x + у  = 1, x > 0, у > О}.
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17.22. и = х2-ху +у2,Е = {(х,у): \х\ + |.vj = l}.
17.23. и = х : + у'  -12дг + 16.V + 25, Е = {(x.y): х2 + у : = 25}

17.24. u = ln (2x2 + 3.V2), Е = { (х ,у ): лг+ v  = 2, дг^О, у  5:0}. 

Q uyidagi funksiyaning sath ch iziq larin i toping:
17.25. u = у -  x. 17.26. и = y]y-x.
17.27. u = x: +y2. 17.28. u = x2- y 2
17.29. u= , 1 . 17.30. 1

Jx2 - у 2 X7 + 2y;
17.31. u = -Jy-sinx.
Q uyidagi m iso llarda berilgan  funksiyaning aniqlanish va o 'zgarish  

so lialarin i toping ham da uning sath ch iziq larin i an iqlang. Sath 
chiziqlaridan birini ch izing:

17.32./(x,,-)=9r! + v-'. 17.33. /(*, v) = —..

Q uyidagi funksiyan ing sath sirtlarin i toping.
17.34. u = jr + y+r. 17.35. ы = х! +у! +гг.
17.36. u = —— J —;----- . 17.37. и = intr + v: + r !lx2 +y2 +Г- + 2x 4
17.38. и = 1 7 . 3 9 .  и -  y](x + l)2 + у2 + r 2 + yl(x - 1): + V2 + : 2.

Q uyidagi m iso llarda berilgan  funksiyaning aniqlanish va o 'zgarish  
sohalarini toping hamda uning sath sirtlarin i an iqlang. Sath sirtlaridan 
birini chizing:

17. 40./(x,y,r) = *2 + y2 - r. 17 .41.g(x,y,r) = - 1
x" + у +z

Q uyidagi funksiyani b ir jin s lil ik k a  tekshiring va uning b irjin slilik  
darajasin i toping:

V Z + i l  1 7  4 4  .. .. v2 -3A T  + y :17.42. - ,x>0. 17.43. „ =

- r
x -Jx2 + 2x )~ y2

17.44. и = ylxu: 2 + 2x!y Jr + xv2 r 5. 17.45. 4) и = /̂x2 + y 2 +r2

17.46. « = J21±£L. 17.47. u = yv(lnx,4l-lnx,).■nr + >rr
17.48. u = x 2y + r 2 + VT.

17.49. x, у o 'zgaruvch ilam ing har qanday я ju ft daraja li b irjinsli 

funksiyasin i, /(*;у)=|д]яр^-1 ko 'rin ishda tasvirlash m um kinligin i 

ko 'rsating.
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17 .50 . х, у о 'zgaruvchi lam ing har qanday я toq daraja li b ir jin s li 

funksiyasin i /(x;>)=|xj'‘*lxpf^j ko 'rin ishda tasvirlash m um kinligin i 

ko 'rsa tin g .

17 .51 . Ushbu = funksiyaning я ju ft darajali
X  X

b ir jin sli ekan lig in i isbotlang.
17 .52 . x,y,z o ‘zgaruvchilarning har qanday toq darajali b irjinsli

fu n ks iya s in i / ( . r ; y , r ) = | x f ' V / ^ - ; - j  ko‘ rinishda tasvirlash m um kinligin i 

isbotlang.

M u s ta q il yech ish  uchun m iso llarn in g  ja v o b la r i

1 7 .1 . M arkazi (0,0) nuqtada, radiusi 1 ga teng bo‘ lgan yopiq doira.
17.2. [x| < l ,  ]_vj s  l . 17.3. > = - . r  to 'g 'r i chiziq nuqtalaridan tashqari 
tek is lik n in g  hamma nuqtalari. 17.4. Burchak b issektrisalari bilan 
ch egara lan gan  o‘ ng vertikal burchakning ichki qism i. 17.5. M arkazi 
koord inata lar boshida, radiusi 3 g a ten g  bo'lgan doira. 17.6. Uchi (2;0) 
nuqtada v a  fokusi (3;0) nuqtada bo 'lgan parabolaning tashqi qism i. 17.7. 
le k is lik n in g  x'-+y2 = R2 va x2+ y '= r  av lanalar orasidagi 

q ism i. 1 7 .8 .T ek is lik n in g  y2 = 4x parabolaning ichi bilan , t 2 + y 2 = i aylana 
o rasid ag i q ism i (parabola yoyi kiradi, ay lana yoyi k irm aydi). 17.9. 
i + v2 <4- halqa.17.10. x < x 2 + y : <2x - oycha. 17.11. 
(i;0;0), (0;i;o), (0 ;0;i) nuqtalardan o‘ tuvchi tek islik lar bilan chegaralangan va 
(o.0:0) n uq tan i o ‘ zida saqlovchi ochiq yarim  fazo. 17.12. M arkazi (0;0;0) 
nuqtada, rad iu s i 1 ga teng bo 'lgan  ochiq shar. 17.13. , r2 + y 2 - r 2 = o  

konusn ing tashqi tomoni (chegarasi kiradi, uchi kirm aydi). 17.14.

1 azo n in g  ~  = i —ellipsoid bilan chegaralangan qismi

|*| S a, 

|.v| S 6,
;r| < с

(c llip so id n in g  nuqtalari kiradi). 17.15. B irinchi oktantda.17.16.

17.17. F aqat *2+ j : =9 aylanan ing nuqtalari. 17.18. :  = x2, y  = 0 
p arab o lan in g  O: o ‘q atrofida aylan ish i natijasida hosil bo 'lgan  aylanm a 
p arab o lo id n in g  ichki qism i. 17.19. M arkazi (0;0;0) nuqtada, radiusi 1 ga 
long b o 'lg a n  sfera. 17.20. Uchlari (4;1;0) , (0 ; 1 ;0 ), (0 ;5 ;0 ), (0 ; 1 ;4)
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nuqta larda  boMgan och iq  p i ra m id a .1 7 .2 1 .  [— 5;—2] . 1 7 . 2 2 . —; 1
4

17.23. [-50 ,15 0 ]. 17.24. In— ;ln l2  
5

17.25. (o;c) va (l;l+C)

nuqtalardan o‘ tuvchi to ‘g ‘ ri ch iziq  . 17.26. A gar с >0 boMsa, (o;C2) 
va (i;i + c J) nuqtalardan o ‘tuvchi to‘g ‘ ri chiziq; agar c< o boMsa <t>- 
bo‘sh to 'p lam .

17.27. Konsentrik ay lanalar. 17.28. y = ±x um um iy
asimptotaga ega boMgan teng tomonli g iperbolalar o ilasi. 17.29.
C >0 boMganda, markazi (0,0) nuqtada, fokusi Ox o‘qda, yarim  o‘ qi ^

boMgan giperbola; C < 0 boMganda, <j>- bo‘ sh to‘plam . 17.30. E llipsga 
o‘xshash figura lar o ilasi. 17.31. A gar c> 0 boMsa,
y  = c 2 +sin.r-sinusoida, agar c< 0 boMsa, ф-  bo‘ sh to ‘p lam .17.32. 
D(f)=R2, E(f)=[0 ,00), e llipslar. 17.33.
D (f) = {(*, v) : x * 0va  у * 0}, £ (/)= (-«; о) и  (о,« ) ., giperbolalar. 17.34. 
Parallel tek is lik lar o ilasi. 17.35. M arkazi koordinatalar boshida boMgan 
sferalar o ilasi. 17.36. A gar c< -1  yoki c>o boMsa m arkazi ( - 1,0,0),

radiusi boMan sfera; c = - i  boMsa, (-1,0,0) nuqta, -1<C<0 boMsa,

ф- bo‘sh to ‘plam . 17.37. M arkazi (0;0;0) nuqtada, radiusi ecn ga

teng boMgan sfera. 17.38. с *  о boMganda, markazi nuqtada,

radiusi — ga teng boMgan sfera ((0; 0; 0) nuqta k irm aydi), c = 0
И

boMganda, (0;0;0) nuqtadan tashqari r = 0 tek islik . 17.39. A gar 

c >2 boMsa, i --1 -Vf— = i ellipso id ; c = 2 boMsa, [— i;il kesm a; с <2
(C/2)‘ (C / 2) — 1

boMsa, ф- bo‘ sh to ‘plam . 17. 40. D (f):  Oxyz fazoning barcha nuqtalari, 
£(/): barcha haq iq iy sonlar, e llip tik  paraboloid :  = x2+y2+l.
17 .41 .d(/)= д ’ \{(о,o,o)}, £(/): musbat haq iq iy sonlar, sfera +y2 +rJ =1.
17.42. д = 0. 17.43. я = l . 17.44. я = 4/3. 17.45. я = 1 . 17.46. 
я = -1. 17.47. я. 17.48. B irjin sli emas.

18-§. Rm fazoda sonlar ketma-ketligi va uning lim iti

R"‘ fazo va N -  natural sonlar to ‘p!am i berilgan boMsin. Har bir 
n (n e  n ) natural songa, biror qonun yok i qoida yordam ida, R‘" fazoning
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biror m uayyan w„ = m ,(i )"), i 5")....x i '^ w .c R " )  nuqtasi mos qo 'y ilgan ,
y a ’ni

l->

2 - » M 2(x}2),xf\.

n -> M„ (x{“*

bo 'lsa , Rm fazoda sonlar ketma -  ketligi aniqlangan
deyilad i va qisqacha {M„]{a/„ czRm) kabi belgilanadi.

M isollar: i) m „ = м , / - , Д M,(i,i), м\\-
\n n j  V2 2 )  \n n)

2) : M,(0,l), M. |o,-0...,A/„(o,ij,...,

3) M„ = M ,| -, 0, — j : M,(1,0,l), 0, ij,. . .,W „ ^ ,0 ,

Bu ketm a-ketliklarn ing birinchi va ikkinchisi, R2 fazoning 
nuqtalaridan, uchinchisi esa, к 3 fazoning nuqtalaridan tashkil topgan 
sonlar ketm a-ketliklarid ir.

Rm fazoda
.... ( 18.1)

sohalar ketm a-ketligi va a  = A(av a2,...,a„)e R" nuqta berilgan bo'lsin.
18 .1 -ta ’ rif. A gar Vc>o olinganda ham, shunday n„eN topilsaki, 

barcha n  > «„ lar uchun
p(m„,a)<£ (18.2)

tengsizlik  bajarilsa, A nuqta {mJ  ketma-ketlibung limiti deyiladi va 
lim M„ = A yoki n ->oo da M„ ->A kabi belgilanadi.

A gar (18 .1) ketm a-ketlik lim itga ega boMsa, u, 
yaqinlashuvchi ketma-ketlik deyiladi. L im it ta ’ rifidagi shartni 
qanoatlantiruvchi a  nuqta mavjud bo‘ lmasa, {M„} ketma-ketlik 
limitga ega emas deyilad i, ketma-ketlikning o ‘zi esa, 
uzoqlashuvchi deb ataladi. Ketma-ketlikning lim iti ta ’ rifidagi e 
ixtiyoriy musbat son bo 'lib , izlanayotgan u„ («„ e n ) esa, shu e ga 
bog'liq  ravishda topiladi, shuning uchun, ba’zi hollarda, n0 = п 0( е )  

kabi yoziladi.

18.1- misol. R2 fazoda berilgan = -^ j j  ketma-ketlikning 

lim iti л = л(0;0) ekanligin i ko ‘ rsating.
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VioYechilishi. V o  о sonni o lay lik . Berilgan  ga  ko ‘ ra, «„ = 

desak, unda Vn > n0 lar uchun,

, < « . ; A) ,  }  40.0)) -  J g - o ) ’ . ( - i - o )1 .  J± Z L  e g  .

,/ш<:Ло vTo

+ 1

n  ft,, Vio +i

tengsiz lik  bajarilad i. Demak, p(M„-,A)<e. 1 8 .1 -ta ’ r ifga ko ‘ ra,

lim MH = lim f—, Д г  | = л(0, 0)
«-»« ”-”\n n‘ J

boMadi.
18.2-misoI. R- fazoda, berilgan {A/„}= (— i)”*')} ketma-

ketlikn ing lim iti m avjud em aslig in i ko ‘ rsating.
Yechilishi. T eskarisidan faraz q ilay lik , y a ’ ni berilgan ketm a-ketlik  

lim itga ega  va uning lim iti A = A(at,a J  boMsin. L im itn ing ta ’ rifiga ko‘ ra, 
Vc>o, jum ladan , e = i uchun shunday «„ e tf  nomer topilad iki, 

v« > n0 dan boshlab,
(A0;'). (a,; a .))<c, /?((->;-0> (a.; a-.))<£ 

tengsiz lik lar bajarilad i. Bu tengsiz lik lar yordam ida
2V2 = p ((l; - ! ) , ) <  p ((l; 1), (a, ; a 2),) + /э((-l ; - l ) ,  (a, ; a ,  ).)< £  + £: = 2^ = 2 ( f  = 1)

ziddiyatn i hosil q ilam iz.
Bu z idd iyatga sabab, qaralayotgan ketm a-ketlik  lim itga ega, degan 

farazim izdir. Demak, berilgan ketm a-ketlik lim itga ega emas.
18.1-teorema. Ra fazoda {мп( ketm a-ketlikning 

A = A(al,a2,...,am)eR m lim itga ega  boMishi, y a ’ ni limm, = a uchun, bir 

vaqtda
limxf’'* = a,

lim x„ = am

boMishi zarur va yetarli. Bundan,

lim A/„ = A
и—юо

lim = a , 

limx*"* =

ekan lig i ke lib  chiqadi.
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18.2-ta’ rif. м .с й ’  boMsin. Agar V£->o olinganda ham, shunday 
n0eN  topilib, barcha n>n„,p>n0 (pe N)lar uchun р[м„,мг„ )< e tengsizlik 
bajarilsa, {,U;ij ketm a-ketlik ft" fazoda fundam ental ketma-ketlik deb 
ataladi.

Ravshanki. agar a  ft") ketm a-ketlik ft” fazoda fundamental
ketm a-ketlik boMsa, M,t ning koordinatalari hosil q ilgan  fv!"1}. 
ketm a-ketliklarning har biri fundamental ketm a-ketlik boMadi va 
aksincha.

fv!"1 j; ketm a-ketliklarning har biri fundamental ketma-
ketlik boMsa, e ft" ) ketm a-ketlik /г fazoda fundamental ketma-
ketlik boMadi, y a ’ ni quyidagi teorema o‘rinli.

18.2-teorema. R'" fazoda M„ - .tl"’,...,^0) ketm a-ketlikning 
fundamental boMishi uchun, uning koordinatalaridan hosil boMgan 
{*["'}, ketm a-ketliklarning har biri fundamental ketm a-ketlik 
boMishi zarur va yetarli.

18.3-teorema(Koshi prinsipi). {a/,,} ketm a-ketlikning 
yaqin lashuvchi boMishi uchun, uning fundamental ketm a-ketlik boMishi 
zarur va yetarli.

18.4-teorem a. A gar [a/„} ketm a-ketlik yaqinlashuvchi bo 'lsa , 
uning lim iti yagonadir.

18.3-ta’ rif. Agar {л-f,,} ketm a-ketlikning barcha hadlaridan tuzilgan 
to 'p lam  chegaralangan bo 'lsa , {m„} ketm a-ketlik chegaralangan ketma- 
ketlik deb ataladi.

18.4-ta’ rif. A gar 3R>o mavjud boMib, Vn lar uchun p(M„,o)<R 
tengsiz lik  bajarilsa, {.v/„} ketm a-ketlik chegaralangan ketma-ketlik 
deyilad i. bunda 0 (0, o,...,o).

18.5-teorema. ft" fazoda {л-/,,} ketm a-ketlikning chegaralangan 
bo 'lish  uchun. bu ketm a-ketlikning koordinatalariaan iborat

sonlar ketm a-ketliklari har birining chegaralangan 
bo 'lish i zarur va yetarlid ir.

18.6-teorem a. A gar (A/„[ ketm a-ketlik yaqin lashuvchi bo 'lsa , u 
chegaralangan bo 'lad i.

18.7-teorema. A gar {и,} ketm a-ketlik yaqin lashuvchi bo 'lib , uning 
lim iti a bo 'lsa , u holda {ш „} (кe ft) ketm a-ketlik ham yaqinlashuvchi 
bo 'lib , uning lim iti k.4 ga teng bo 'lad i, y a ’ ni limttf, = к lim и  =kA.
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18.8-teorema. A gar {M„} va  {,vj ketm a-ketlik lar yaqin lashuvchi 
bo 'lib , u larn ing lim itlari, mos ravishda, A va в bo 'lsa , u holda {M„ ±Nn} 
ketm a-ketlik ham yaqin lashuvch i bo 'lad i va uning lim iti a ± b  ga teng 
bo 'lad i, y a ’ ni

lim(A/„ ± N„) = lim ± lim N„ = A ± В
« - » «  )I-+« Я-КС

Rm fazoda M, ketm a-ketlik berilgan bo 'lsin . Bu
ketm a-ketlikn ing (л, < <... < < . . .  nk eN, k = 1,2,..) nomerli
hadlaridan tashkil topgan, ushbu .....  (л/„ e й”, A = 1,2,...)
ketm a-ketlik, berilgan ketm a-ketlikn ing qismiy ketma-ketligi deyilad i va 
u {л/,, } kabi belg ilanad i.

M asalan , R2 fazoda

ketm a-ketlik lar, (l;1), ketm a-ketlikn ing q ism iy

ketm a-ketlik lari bo 'lad i.
18.9-teorema. A gar {MJ ketm a-ketlik yaqin lashuvchi bo 'lib , 

uning lim iti A (AeR’") b o 'lsa , u holda, bu ketm a-ketlikn ing har bir {Л/И1} 
q ism iy ketm a-ketlig i ham yaqin lashuvch i bo 'lad i va uning lim iti ham A 
ga teng bo 'lad i.

18.1-eslatma. K etm a-ketlik q ism iy ketm a-ketlik larin ing lim iti 
mavjud bo 'lish idan, berilgan ketm a-ketlikn ing lim iti mavjud bo 'lish i har 
doim ham kelib  ch iqaverm aydi. M asalan , ushbu 
(i;i),(-1;—i),(l;l),(— l;—i ) , l ) " * ' ; ( - 1)"*') ketm a-ketlik lim itga ega em as, lekin 
uning q ism iy ketm a-ketlik lari, mos ravishda, (l;i) va  (- l;- l)  lim itlarga 
ega. Shunday q ilib , {M„} ketm a-ketlik  lim itga ega bo 'lm asa ham, uning 
q ism iy ketm a-ketlik lari lim itga ega  bo 'lish i mumkin ekan.

18.10-teorema (Bolsano-Veyershtrass). Har qanday chegaralangan 
ketm a-ketlikdan yaqin lashuvchi q ism iy ketm a-ketlik  ajratish  mumkin.

18.3-misol. R- fazoda = — —— , —  •—•-— 1} ketma-i „1 1 r + y  loo. 2 + 2 ■ 5 Jj

ketlikn ing lim itin i toping.
Yechilishi. B erilgan  ketm a-ketlikn ing koordinatalaridan tashkil 

topgan ketm a-ketlik lar, sonlar ketm a-ketlik lari bo 'lib , u lar quyidagi 
ko 'rin ishda b o 'lad i:
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w  2"*2 + 3"*3 5-2" -3 -5 " 4x ' = -
2" +3“ ' 100 -2” + 2-5"

Ravshanki,
.. w  2"*2 + 3"+3 4 (2 / 3 )" +27
lim x 1 = lim ---------------= lim —)— {----------= 27,

2"+ 3" (2/3)” +1

w  5 (2/5)" -1 5  15
lim x ; = lim --------------------- = ------ .
„-*« - »->” 100 (2 / 5 )" +2 2

Demak, 18.1-teoremaga ko‘ ra, berilgan ketm a-ketlikning lim iti

lim M  = lim Г 2— +-3- ,2" +3" 100 - 2 " + 2 - 5 "  J  (  2 )
11-*ac

18.4-misol. fazoda {м„) = \м ,^1п+\-4п;^--, ^ r ~ ; ( 1 + n

ketm a-ketlikn ing lim itini toping.
Yechilishi. Berilgan ketm a-ketlikning koordinatalaridan tashkil 

topgan ketm a-ketlik lar sonlar ketm a-ketligi bo 'lib , ular

TM = ; *!"> = =f 1 + -Tn n \ n J
ko‘ rin ishda boMadi. Bular uchun

lim.vf"* = lim(\/rt + l - V n )  = lim ------ 1-----j= = 0, limx*"* = lim ------= 1;
«-ЮО « - * CO «->oo +  1 +  лУ/J Л

lim.r!"' = lim2” ~—— — 2', limx!"* = limf 1 + 2
II—»СП И -И 5 J J  H—*<n n

Demak, 18.1-teorem aga ko ‘ ra, berilgan ketm a-ketlikning lim iti- 
a(0; 1; 2; e2) boMadi.

18.5-m isoI. R: fazoda {M„} = W„\~; - U ketm a-ketlikning funda-

-l deb olinsa, u

mental boMishini ko‘ rsating.
'iJ t.Yechilishi. Berilgan v«r>о ga ko‘ ra, n„

holda V/j>#»0,yp  (peN) lar uchun.

i _ I
p II

= V2 I _ I
p n

< л/2 ( !  + - ) <  V2 (—  + — ) = 2л/2 — < 2л/2 - X - e  = £ 
p n n„ n„ n„ 2 V 2

tengsiz lik  o 'rin li boMadi. Demak, 18.2- ta ’ rifga ko‘ ra, berilgan ketma- 
ketlik fundamental boMar ekan.
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fundamental em aslig in i ko ‘ rsating.
Y ech ilish i. v«0 lar uchun, berilgan Эг0 = ^ ga ko‘ ra, n> p (реЫ),

deb o linsa, u holda,
р{м„.„(-v„,o) m , (,v„,0)) = = I*,*, -■*.| =

1 1  l  p- +----- + ....+------ >-

18.6-m isol. R: fazoda {m„} = |m^i + ̂ +-j .+i ;o j j  ketm a-ketlikn ing

/1 + 1 /7 + 2 n + p 11 + p

Bundan, n = 2p bo 'lganda,

рЫ„.г (x„r >° \ -° )) > | > \ = s°

ekan lig i kelib  chiqadi. Bu esa, berilgan ketm a-ketlikning fundamental 
em aslig in i ko 'rsatad i.

18.7- misol. R2 fazoda
и ,  i ( Sin 1 s in2 s in e  cosl! cos2! cos/г! ЦШ \ = {M ---- +------+ ....+----- ;------+------ + л П-
1 I \  2 4 2" 1-2 2 - 3  « ( «  + 0 J I

ketm a-ketlikn ing yaqin lashuvchi ekan lig in i isbotlang.
Y ech ilish i. B erilgan  ketm a-ketlikn ing yaqin lashuvchi ekan lig in i

ko 'rsatish  uchun, uning fundamental ketm a-ketlik ekan lig in i ko 'rsatish
etarli. Buning uchun {м„{х„,у„)} ketm a-ketlikn ing koordinatalari hosil
qilgan  {*„}, (v j  ketm a-ketlik larn ing har biri fundamental ekan lig in i

ko 'rsatam iz. Berilgan  Уг>0 ga ko 'ra . n„ = 

V/i>u0 va \/p i p e Л0 lar uchun,

,  llog, — 
‘ £

-l deb o linsa, u holda,

s in (« + l) sin(n + 2) + | sin(H+ p)\ 1__ | 1 t + _ J _ <
2»r+i 2"+2 2,,+p 2 2 2>,+p
i i  i i i i i  

 ̂2"+l 2"+2 .... 2я+| 1 2" 2#,°

tengsiz lik  o 'r in li bo 'lad i.
Demak, {*„} ketm a-ketlik  fundamental b o 'lar ekan.

Endi [r U l^ £ !i:+£ggj:+ + cos/,! I ketm a-ketlikn ing fundamental 
1 '-2  2 3 n(n + 1) j  °

ketm a-ketlik  ekan lig in i ko 'rsatam iz. Berilgan V t-> o  ga ko 'ra , n„ = 

deb o linsa, u holda v»>n0 va vP (peW) la r uchun,

+ 1

cos(« + l)! eos(;i + 2)! + + cos (n + p)\
( и + ! ) • ( «  + 2) ( «  + 2 ) ( «  + 3) ( и + p )  •('> + /? + 1)
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1 1
(и + 1 ) ( и  + 2) (/i + 2 ) ( / i  + 3) 

1

_____ 1_____
(п + р)-(п + р + 1)

1 1 I
■ < ----------- <  -

и +1 /1 + 2 и + 2 /1 + 3 п + р п + р + \ «  +1 п + р + 1 «  + 1 «„+1 

tengsiz lik  o 'rin li bo 'lad i.
Shunday q ilib , 18.2- teorem aga ko 'ra, berilgan ketm a-ketlik 

fundamental ketm a-ketlik bo 'lad i, bundan esa, 18.4- teorem aga asosan, 
berilgan ketm a-ketlikning yaqin lashuvchi ekan lig i kelib chiqadi.

Mustaqil yechish uchun misollar

R2 fazoda quyidagi ketm a-ketlikning lim iti л(ле/г: ) ekanligin i 
isbotlang:

18.1. {М.} = \М„I — Ik /( = (0:0)

18.2.

II n
4 » 2 2

/I5 - 1 ’ 3 + zi
,A  = ( 4 ; - I ) .

18.3. {*/.} = /1 = (0;0).

18.4

18.5. = 40;0).

18.6. { M j = ( A / „ f V 3 ; i^ U  A,( l;0 ) .

18.7. {wJ = |A /„[V ^Jj, 4 i;0 ).

R2 fazoda quyidagi ketma -  ketlikn ing lim iti A {a s R') ekanligin i 
isbotlang:

18.9. {A/„}= {a/„(”V9; .

18.10. {Mj M.
4/2-1

■, 43; 3).

18.11. = (a>0), 4l;0).

18.18. {м.} м. /7 + 1 n2 -3/1 + 4
n 2 - 1  ’ /i5 + 4 n 2 -5/1 + 6

.4(0,0).

18.15. 4 l;l) .
18.16. { W j =  {w„(V3/i-2;'VnJ +3/i)}, 4l;l).
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19.1. Ko‘ p o‘zgaruvchili funksiya liniitining ta ’ riflari. u= f ( M)
funksiya (i/jc/f" to 'p lam da berilgan bo 'lib , A(a„a2,..,am) nuqta {\f} 
to 'p lam ning lim it nuqtasi bo 'lsin .

19 .1-ta ’ r i f  (Geyne ta ’ rifi). A gar {Л/} to 'p lam ning nuqtalaridan 
tuzilgan  va A ga intiluvchi har qanday {л/,,} [ м „ ф а , п  = 1,2...) ketm a-ketlik 
o linganda ham, funksiyaning unga mos kelgan  q iym atlari ketm a-
ketlig i hamma vaqt, yagona в (chekli yoki cheksiz) lim itga intilsa, shu 
в ga f(M) funksiyaning a nuqtadagi (yoki M -> A dagi) limiti d ey ilad i 
va u

lim  f(M ) = B yoki lim  x j  = в yok i M -> A da / (M) -> В
A1-+ A  * | —*«̂ i

xm -*am

kabi belgilanadi.
19 .2 .-ta ’ r i f  (Koshi ta ’ r if i) . A gar Vf>0 son uchun, 3<y>0 bo 'lib ,

о <p(m -,a)<6 tengsiz lik larn i qanoatlantiruvchi barcha Л/е{Л/} 
nuqtalarda

\f(M)-B\<s
tengsiz lik  bajarilsa , shu в songa f(x ) funksiyaning A nuqtadagi ( m A 
dagi) limiti deyilad i.

и = f(M ) funksiya {m }c R"' to 'p lam da aniklangan bo 'lib , oo esa, 
{Л/} to 'p lam ning lim it nuqtasi bo 'lsin .

19.3-ta ’ r i f  (Geyne ta ’ rifi). A gar {M} to 'p lam ning nuqtalaridan 
tuzilgan  har qanday {m„} ketm a-ketlik  uchun л/-»°о da funksiyaning 
unga mos kelgan {/(m„)} q iym atlari ketm a-ketlig i ham ma vaqt yagona в

19-§. Ко‘ р o‘zgaruvchili funksiyaning limiti



songa intilsa, shu в songa f(M) funksiyaning м  -»<» dagi limiti 
deyilad i va lim f(M)=B kabi belgilanadi.

.VY —»oo

19.4-ta ’ rif. A gar \/e>0 son uchun, shunday 3£>o bo 'lib , 
p (m ,o )> e  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha м е { м ]  nuqtalarda 
\f(M)-B\<E tengsizlik  bajarilsa, в son /(A/) funksiyaning м  dagi 
limiti deyilad i va lim f(M)= в yoki lim f(x,,x2.....xm) = s kabi belgilanadi.

19.5-ta ’ r i f  (Koshi ta’ rifi). Agar V e> o  son uchun bo 'lib , 
0 <p (M .A)<S  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha M e { M )  nuqtalarda 
|/(Л/)| > e  (J(M) > £.f(M) < - e )  bo' Isa, / (M) funksiyaning a  nuqtadagi 
( м  -л  A dagi) limiti + «  (-°o ) deyilad i.

19 .1- misol. Ushbu

funksiyaning м(*,>)-»/ф;0)(л:-»о,у->о) dagi limiti nolga teng 
ekan lig in i ko 'rsating.

Yechilishi. f(x ,y )  funksiya Л2 da berilgan bo 'lib , л(0;0) nuqta 
shu to 'p lam ning lim it nuqtasidan iborat.

1) Geyne ta ’rifi buyicha: i f  to'plamdan /l(0;0) nuqtaga intiluvchi 
ixtiyoriy {л/„}= (л/„ * л(0;0), n = 1,2,...) ketm a-ketlikni olamiz.
Funksiyaning unga mos kelgan {/(*/„)} q iym atlari ketm a-kctligi uchun,

bo 'lad i. Bundan х(,,) - »  0, ŷ n) -> 0 da V*w ■ yw -* 0•

Demak, iim/(w) = l im -= ^ =  = o.
А 1-> Л  '  « - . 0  /  2 , , , 2

>■-* о Vх + У
2) Koshi t a ’rifi bo'yicha: V f> 0 songa ko 'ra , S - 2 s  deyilsa , u 

holda, о < ДЛ/;Л(0,0)) < s tengsizliklarn i qanoatlantiruvchi barcha M(x;y) 
nuqtalarda

| / ( x , y ) - ° | =  < ^ x 2 + y2 -  ~ p ( M \ A ) < X s  -  e

,/ r- + v 2 1 1 -yJX2 +У
tengsiz lik  o ‘ rinli boMadi.
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19.2-m isol. Ushbu /(*. v)= funksiyaning Mix, v) -» л(0;0)
x '+ y“

(x-»o.y->o) dagi lim iti mavjud em asligin i ko 'rsating.
Yechilishi. Bu funksiya л : \{(0;0)} to 'p lam da aniqlangan bo 'lib , 

л(0;0) nuqta shu to 'p lam ning lim it nuqtasidir. Ravshanki,

« . ( У )

ketm a-ketlik lar /;->ooda m .-*a(0;0Xm.-*a(0;0). Funksiyaning bu ketma- 
ketlik larga mos kelgan {/(.tw, y (,,))|, {/'(*<"), y^)] q iym atlari ketm a-ketligi 
uchun, mos ravishda,

У,- + v,1 + „*n n п и
bo 'lad i. Bu esa, M(x,y)~* л(0;0) da berilgan funksiyan ing lim iti mavjud 
em aslig in i anglatad i.

19.3-misol. Ushbu lim  , —-  lim itni hisoblang.
У-** X' -  XV + V l->00

Yechilishi. Ravshanki, + лу+у: > лт tengsiz lik  doimo o 'rin li. 
Bundan, x-*0, y*o  bo 'lganda,

x+ y < x + y
x -x y + y xy

tengsizlikni o lam iz. Bu yerdan,

0 < lim
X + у

X2 ~xy + y 2 HJ
Shunday qilib , lim .• •'—r = o.

*-** x ‘  -  XV + Vy-Kx.

19.4-m iso l. Ushbu f(x,y)= x1+-y„ funksiya r —>oo, v->co da lim itga

ega bo 'lm aslig in i isbotlang.
Y ech ilish i. x = t ,y  = t* deb olinsa, r-»°о da .r -» « ,  у -» «  va

lim f ( t , l i ) = lim 1, +‘ = 0 .  i-,»7 v ’ +t'"

Ikkinchi tomondan x = t \ v  = i devilsa , lim f i r  ;<)= lim-v * ~  = ж .1-+ЯО v f* +
X4 + v3Demak, lim .......  ̂ ■ - mavjud em as.

*-♦» X +  vv-**> *
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19.5-m isol. Ushbu lim/(x, v l bunda
x-*0

3

I sinl: ’
Ж у ) = | ~ ^ '  x* 0 bo4anda'

[З, x = 0 bo'\"cuuia,
lim itni h isoblang.

Yechilishi. 1 =0, y=3 bo 'lsa , berilgan kasm ing surati ham, maxraji 
ham nolga aylanad i. Shuning uchun, x2y = a  deb o linsa, u holda, i h .0  va 
v=3 boMganda a - » o  va

sm{x! i j  sin(x:>) s ina . ,  ,  l i m— = l i m— = lim------- v = 1 -3 = 3 .х-л XJ r-л x - . у  «-•« a
j —* J  j>-»3 *  >—*3

A gar 1  = 0 boMsa, / (x ,j)= 3  va lim /(x,y)= 3.
v-*3

19.5, a-m iso l. Ushbu

a) i i « f 1 ; *)• j«(*'+ y1)‘ r

lim itlam i hisoblang
Yechilishi. a) Ravshanki, x2+,v2 г  2xj- tengsiz lik  o 'rin li. Bundan

39 < - o 'rin lid ir. B ulam i e ’tiborga olgan holda,
x2+ y2 ~ 2

ekanligin i olam iz.

Demak, bu tengsizlikdan, lim ^  , =0 ekan ligi kelib chikadi.

Ь) 0 < x2 + _v2 < 1 bo 'lganda,

* V  < i(x2 + y :)\ 1 > (x2 + Г  )'V > (x2 + y2p :,y,f

tengsiz lik lar o 'rin li. Bu tengsizlik larn i e ’tiborga olib,
/ , ^  Vtot

limlx' + v ‘ I4 = lim r J = lim e4 =1 *-+o ' r->0+0 f->0+0y->0
ekanligin i topamiz.

Demak, (* ) tengsiz likka asosan, iim(x2 + y 2)'v  =1 ekan ligi kelib

chiqadi.
u = f(M ) funksiya { W } c r  to 'p lam da berilgan bo 'lib , л(а1,а2,...,ат ) 

nuqta {m} to 'p lam ning lim it nuqtasi bo 'lsin .
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19.2. Cheksiz kichik  va  cheksiz katta fu nksiyalar. а{м) funksiya 
{ w j c f  to 'p lam da aniqlangan bo 'lib , л(а„а2,...,ат) nuqta {m } 
to 'p lam ning lim it nuqtasi bo 'lsin .

19 .6 -ta ’ rif. A gar м A da а(м) funksiyaning lim iti nol, y a 'n i 
lim «(л/) = о bo 'lsa , u holda, а(м) funksiya, м  ^  A da cheksiz kichikM *Л

funksiya deyilad i.
19 .1-eslatm a. B erilgan  f(M) funksiya м  -> A da в lim itga ega 

bo 'lish i uchun, а(м) = / (м )-в  ning cheksiz k ich ik funksiya bo 'lish i 
zarur va yetarli.

Demak, м -* A da f(M) funksiya в lim itga ega bo 'lsa , bu 
funksiyani, har doim,

f(M)= B + a(M) ( 1 9 - 1 )
ko 'rin ishda ifodalash mumkin, bunda а(м) cheksiz k ich ik  funksiya. 

Cheksiz kichik funksiyalar quyidagi xossalarga ega:
1- xossa. A gar м  -> a da a(\<) va р(м) cheksiz k ich ik funksiya lar 

bo 'lsa , u holda, а(м)±р(м) ham cheksiz k ich ik  funksiya bo 'lad i.
2- xossa. A gar m -*a da а{м)- cheksiz k ich ik  funksiya, р(м) 

funksiya esa, chegaralangan bo 'lsa , u holda, а{м)р(м) (u larning 
ko 'paytm asi) ham cheksiz k ich ik  bo 'lad i.

19 .7 -ta ’ rif. A gar { м } с Г  to 'p lam da aniqlangan f(h )  funksiya 
uchun lim f(m) = oo bo 'lsa , f(m) funksiya m-*a  da cheksiz katta

funksiya deyilad i.
3- xossa. A gar da a(M) cheksiz k ich ik  (а(л/)^о) funksiya

bo 'lsa , u holda —J—r - м -> A da cheksiz katta funksiya bo 'lad i.
a{M) J

4- xossa. A gar м a da f(m ) cheksiz katta funksiya bo 'lsa ,

funksiya M-> A da cheksiz kich ik funksiya bo 'lad i.
19.3. L im itga ega boMgan fu n ksiya larn in g  xossalari. {M}czRm 

to 'p lam da /(Л/) funksiya aniqlangan bo 'lib , A{AeR"') nuqta {Л/} 
to 'p lam ning lim it nuqtasi bo 'lsin

1- xossa. A gar Hm/(w)=s m avjud b o 'lib . B>p(B<q) b o 'lsa , u

holda a nuqtaning etarli k ich ik  atrofidagi л/е{м} ( а /  * л ) nuqtalarda 
f(M)> P (f{M)<q) bo 'lad i.

Xususan, вфО b o 'lsa , u holda, a nuqtaning yetarli k ich ik  atrofida 
/{м)фО bo 'lad i.
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2- xossa. A gar Нт/(м)=в mavjud boMsa, a nuqtaning yetarli

kichik atrofidagi м  е{м\м ф a) nuqtalarda /(м ) funksiya chegaralangan 
boMadi.

(и ) с й ' to‘plamda f(M ) va g{M) funksiyalar berilgan boMsin.
3- xossa. A gar f(M ) va g(M) funksiyalar, m ^ a  da, mos ravishda, 

в va с  lim itlarga ega boMsa, u holda f(M )±g{M \ f(M ) g{M) va

(c*o ) funksiyalar ham, mos ravishda, b ±c , b c, ~ lim itlarga ega 

boMadi.
19.2- eslatma. f(M )  va g(M) funksiyalarn ing yigMndisi, ko‘ payt- 

masi va nisbati lim itga ega boMishidan, bu funksiyalardan har birining 
lim itga ega boMishi har doim ham kelib chiqaverm aydi.

19.3- eslatma. Agar:
1) lim /(m )=o, lim g(A/)=о boMsa, ifoda;' S/-+A g(M)

2) iim/(M)=°o, lim g(,v/)=ooboMsa, ifoda;
h l~ * A  \ f - * A  .  f

3) Нт/(м) = о, Vmg{M) = oo boMsa, f{M ) g(M) ifoda;

4) f(M )va g(M) funksiyalar м A da turli xil ishorali cheksiz 

lim itga ega boMsa, f{M)+g(M) ifoda; mos ravishda, .o® ,»-®
0  GO

ko‘ rin ish idagi an iqm asliklarn i ifodalaydi.
19.4- eslatma. Agar:
1) lim /(m )=o, iimg(M)=o boMsa;

2) lim/(A/)=l, lim g(A/)= ooboMsa;
\ { - * A  M -K C

3) lim /(Л/) = оо, limg(A/) = 0 boMsa,
.1/

u holda, [f(M)]siM) -  ifoda, mos ravishda, o°,r,°o° ko‘ rinishdagi 
an iqm aslik larn i ifodalaydi.

19.1-teorem a (Koshi kriteriysi). u = f(M )  funksiyaning chekli 
lim itga ega boMishi uchun, VdO son olinganda ham, shunday <?>0 
boMib, 0<p(m',a)<s, 0<p(M’,a)<5 tengsiz lik larn i qanoatlantiruvchi 
barcha nuqtalarda \f (M ')~ f(M ’)\<s tengsiz likn ing bajarilishi
zarur va yetarli.
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19.4. T akroriy limitlar. Biz yuqorida u = /(M )=/(x,,x,.... x j
funksiyaning A = A(a„a2,...,am) nuqtadagi limiti Urn f(M) = в yoki 

lim f ( x l , x , , . . . , x J =B  bilan tanishdik.
X|-+0|
*3

Demak, funksiyaning lim iti, uning argum entlarin ing x,,x,,...,x„ b ir 
y o 'la , mos ravishda, al,a2,...,am sonlarga intilgandagi lim itidan iborat 
ekan. B iz bundan buyon, bu lim itn i, karrali limit deb ataym iz.

Ko‘ p o 'zgaruvch ili funksiya largag ina xos bo‘ lgan , boshqa 
ko 'rin ishdag i, lim it tushunchasini k iritam iz. и=/(л/)=/(х,,х2,...,х„)
funksiya { м } с Г  to 'p lam da berilgan bo 'lib , A = A(at,a2....am) nuqta- {A/}
to 'p lam ning lim it nuqtasi bo 'lsin . Berilgan  funksiyaning jc, ->a, (qolgan 
barcha argum entlarin i tayin lab ) dagi lim iti lim /(x ,,x ,,...,x j ni qaraylik ,

x,-m,

bu lim it x2,x3, . . . ,xm o 'zgaruvch ilarga bo g 'liq  bo 'lad i:
I im /(x,, x2,..., xm) = p, (xj, x3,..., xm).

Endi, <pXx2, -,x„ )  funksiyaning x2 - * c t 2 (qolgan barcha argum entlam i 
tayin lab ) dagi lim itin i qaraym iz, bu lim р,(х,,хэ,...,х„) lim it x3,x4.... x„

o 'zgaruvch ilarga b o g 'lik  b o 'lad i: lim <pl{x2,x3,. . . ,x„)=tp,(x3„xt ,..., x j .

Xuddi shunday, birin ketin, x, - > a , : x4 -> a 4,...,x,„ ->a,„ da lim itga o 'tib , 
lim lim ....iim/(x„x2,...,xM) ni hosil q ilam iz. Bu lim itga f(x ,,x2,...,xm)хш~*ат x\~*a\ *

funksiyaning takroriy limiti deyilad i.
Xuddi shunday, /(x„x2,..,x .)  funksiyaning j; xt argum entlari, 

mos ravishda, a, ,a, larga intilgandagi lim .... lim /(x,,x2,....x j
1 J * ~K, ie xi, -Hi

takroriy lim itn i ham  qarash mumkin.
Ravshanki, / (x ,,x ,,...,x j funksiyan ing х^х2,...,хт argum entlari, mos 

ravishda, a(| - -a ,,  sonlarga, turli tartibda intilganda, funksiyaning 
turli takroriy lim itlari hosil bo 'lad i.

19.6-m isol. /(x,.v)=(x+j-)sin—sin — funksiyaning м(х,у)-*о(0;0) da

cheksiz k ich ik funksiya ekan lig in i isbotlang.
Y ech ilish i. C heksiz k ich ik  funksiyaning ta 'r if ig a  ko 'ra , liin/(x,>)=0

v-*Q
tenglikn ing o 'r in li ekan lig in i ko 'rsatish  yetarli. R avshanki, berilgan 
f ( x , y )  funksiya koordinatalar o 'q la r id a  aniqlanm agan, lek in  o(o.o) nuqta 
funksiya an iq lan ish  sohasining lim it nuqtasidan iborat. Shuning uchun,
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berilgan funksiyaning <э(0;0) nuqtadagi lim itin i qarash mumkin. Bu 
lim itni, lim itning Koshi ta ’ rifi b o 'y ich a qaraym iz. Ve>0 songa ko ‘ ra, 
S=el2 deb o linsa, u holda, р(м(х,у), 0(0;0)) = J x 2 + y2 <S dan |x| < 8 va 
|y| <s bo‘ lish i kelib  chiqadi. Demak,

(x+y)sin — sin— 
x у

<|*|+|yj<2£=s. Bundan, ta ’ rifga ko ‘ ra,

lim/(x, v)=lim(x+v)sin—sin— = 0 ekan lig i kelib  chiqadi.
x—>0 ’  x-+0 x  V
V-+0 y - * 0

Shunday q ilib , berilgan funksiyaning M->o da cheksiz k ich ik  
funksiya ekan lig i isbotlanadi.

19.7- misol. Ushbu /(x,y)=(x+y)sin-sin- funksiyaning 0(0;0)x у
nuqtada takroriy lim itlari m avjudm i?

Yechilishi. limlim/(x,y)- takroriy lim itning ljm /(x ,y)-ichki
y*0 , бглтланган

lim itin i qaraym iz. A w a lo , berilgan f ( x , y )  funksiyani quyidagicha 

tasv irlaym iz: /(*,>•)=xsin--sin-+  vsin -s in -. Bunda, belgilangan v*0X V  X V
uchun, birinchi qo 'sh iluvch in ing *->o dagi lim iti, y a ’ni 
limx-sin—sin—=0; ikkinchi qo 'sh iluvch idagi y -s in - ko 'paytuvchi,
« «  X у у
v * —(n<=z) boMganda, noldan farq li o 'zgarm as son, sin- ko 'paytuvchi

m x
esa, ^-> oda lim itga ega em as, dem ak, ikkinchi qo 'sh iluvchi lim itga ega 
boMmaydi. U holda, /(*, v)=*sin- sin—+ vsin-sin- funksiya, belgilangan

X у  ' X у

у ( у -t- о, у ф пж) uchun, .t -> о da lim itga ega boMmaydi. Shunday qilib, 
ichki lim it mavjud emas, shunga ko ‘ ra, limhmf(x,y) takroriy lim itning

mavjud em aslig i kelib  chiqadi. Xuddi shunday, lim lim f {x , y )  takroriy 

lim itning ham mavjud em aslig in i ko 'rsatish  mumkin.
1 9 .5 -eslatma. 1 9 .6 -m isolda /(x,y) = (x+y)sin- s in - funksiyaningx у

o(0;0) nuqtadagi karrali lim iti mavjud va uning nolga teng ekan ligi 
isbotlangan edi. 19.7-m isolda esa, uning takroriy lim itlarin ing mavjud 
em aslig i ko 'rsatild i. Demak, funksiyaning nuqtada karrali lim iti har 
doim m avjudligidan, uning shu nuqtada takroriy lim itlari m avjudligi 
kelib ch iqm aslig i to ‘g ‘ risida xu losa chiqarish mumkin ekan.
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19.8- m isol. f(x,y)= 2^  2 funksiyaning 0(0;0) nuqtadagi takroriy

lim itlari ni hisoblang.
Y cch ilish i. T akroriy lim itlarni topamiz:

l im lim / ( x , y )  = lim

( >

lim lim
2 xy

= lim f 4 1
x -* 0 i - » 0 x2 + v 2

Xuddi shunday, i im i im / ( . r , .v )= o  ekan lig in i ko‘ rsatish mumkin.

19 .6-eslatm a. 19.2- m isolda f ( x , y ) = - ~ - -  funksiyaning 0 (0;0)
x + y

nuqtada karrali lim iti mavjud em aslig i ko 'rsatilgan  edi. Demak, 19.2 va 
19.8 m iso llarga asosan, berilgan nuqtada takroriy lim itlarn ing 
m avjudligi va u larn ing tengligidan , bu nuqtada funksiyaning karrali 
lim iti m avjudligi har doim kelib  chiqaverm as ekan, degan xulosa 
chiqarish mumkin.

19.6- m isol. Ushbu
X  — у  + X* 4- у 2

/(*•>■) = X +  V
уф -х  bo'\%anda.

О, У = - x bo'\ganda,

funksiyaningx->0, y->o dagi takroriy lim itlarin i hisoblang.
Yechilishi. у  belg ilangan va у * 0 boMsin. U holda,

\ x — y + x2+ y2 — V+ V* . lim f(x , v) = lim— =----------=— = —— -— = -  I + v\
Г-.П • М О  x  +  y  у

bundan, limflimf ( x ,  v)] = lim(-i+ v) = - l  boMishi kelib chiqadi. Endi *v-*0 I-*0 ' v-*0 ' *
belgilangan va х ф О  boMsin. U holda,

.. r , ■, .. x - y  + x2 + y 2 лг + дг2lim f{x ,y)=  Inn---- -----------—  = --------= 1 + ,y,
,-.0 v-*0 x + V ,Y

bundan limfiim f(x , v)l = limfi + .y) = l boMishi kelib  chiqadi.Д--Ю J’-M) x—>0
Shunday q ilib , berilgan funksiyaning takroriy lim itlari m avjud, 

lekin ular o ‘ zaro teng em as. v a ’ni iim[lim/(*,; )] ф  iim[iim f(x ,y)\ .’ x-+0 y-¥0 i -»0 x-+0
19 .7-eslatm a. 19.6- m isoldan ko‘ rinadiki, funksiyaning karrali va 

takroriy lim itlarin ing teng boMishi uchun, maMum shartlam ing 
bajarilishi kerak boMar ekan.

19 .2-teorem a. u = f{ \ f)  funksiya {M} = fc y )e  R2 :|.y-.y°|«/„|y-y°|<d2} 
to 'p lam da berilgan  boMib, у  quyidag i shartlam i qanoatlantirsin:
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1) (.r,.v )-> (.r°,y°) da f(x ,y)  funksiyaning lim f {x , y )=  в karrali lim iti 

mavjud;
2) har bir tayinlangan * da l im f (x,y)=<p(x)  mavjud, har bir 

tayin langan rd a  l im /(.r,v)  = <pM mavjifd bo 'lsin . U holda lim lim f ( x , y )  va
'  *->x° ' x-*x° y-*y

lim lim f {x , y )  takroriy lim itlar ham mavjud va ular в ga teng bo‘ ladi.
*-»x° y-> y°

Natija. 19.2- teoremaning shartlari bajarilganda,
lim im /(*,> )=  lim lim / (x ,y )
y-»r°

munosabat o ‘ rinli.

Mustaqil yechish uchun misollar

Q uyidagi lim itlam i hisoblang:

19.1. lim e’ cosx. 19.2. lim —' —

19.3. lim 1п|дг + v + r|. 19.4. lim —
sm xy

-»0  X

19.5. lim 19.6. lim(l + xv: )
x’y

19.7. lim °X + hy 19.8. lim - 1 + 1 J
j .x + *У+ У J l S  x + 'V

19.9. Hm,X- у --.. 19.10. lim(jt + >)~̂
U3 + v3 r_>acy-*x | I |- | y-*<n

19.11. lim(x" + v ‘ |r—>04 ' '
y-+0

19.12. Ushbu lim f(x,v) ni hisoblang, bunda

X * - , x ! y  Ф 0 bo'\%anda,
J\ + x2y - \ ’

2, x ' y  = 0 bo'\ganda.

Q uyidagi karrali lim itlam i hisoblang:



19.17. Iim(l + JC!V,)?^T. 19.18.
£S ' ^ ( * : + / )г

19.19. Iim(x3 + v2)sin^-!—
*-* X' + уУ-+ЯВ

19.20. Ushbu lim f ( x , y )  ni hisoblang, bunda
v-* I

I x 2 +2xy-3y2
/ M =

, , , x *  у  bo’lganda, 
x - y

[4/3 , x = у  bo'\%anda
Quyidagi karrali limitlaming mavjud emasligini isbotlang:

19.21. lim— . 19.22. l im ^ .
X + V>—*0

19.23. l im ^ -^  19.24. lim1-n̂  + -v).
x~+y  1̂, у

\x* +y1
19.25. Ushbu f{x ,y)= p T 7 ’ (* ’ , , ) , t ( 0 ’0) 6o'lga"<fo’

[0 , (jr.y) = (0,0) bo'\ganda.

funksiyaning (0, o) nuqtada karrali limiti mavjud emasligini ko‘rsating.
19.26. Ushbu

x+y

1н-----— I , x + y * 0  bo'lgaiida,
X + V

x  + y  = 0 bo'lganda

funksiyaning *->«>, y->co dagi karrali lim iti m avjud em aslig in i 
isbotlang.

Q uyidagi lim l im / (* ,у )  va lim lim f { x ,v )  takroriy lim itlarn i hisoblang:
x~*x y - * v  y -> y°  x~*x°

1 9 . 2 7 .  f ( x , v )  =  =  o ,  v °  =  o .
x -x y  + y*

1 9 . 2 8 .  f ( x ,  v )  =  x °  =  o, v° =  o.
2х + 3 у

1 9 . 2 9 .  / ( , . , )  =  x ° =  o, v °  =  0.
X~ +  V '

1 9 . 3 0 .  / ( * ,  y )  =  4 ± 4 ,  X °  =  00 , V °  =  00
Х - + У 4

1 9 . 3 1 .  / ( x ,  v )  =  — — , X° — oo, v ° = 0 .1 + xy

1 9 . 3 2 .  f(x,y)=  sin——  , x " = o o ,  v ‘ ' = o o .2x + y
1 9 . 3 3 .  / ( * ,  v) =  — < g  —  , AT° = 0 ,  V °  =  oo.

xy l + xy
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19.34. f(x, у )  = log , (x + у ) , x° = 1, у "  = 0.

19.35. f(x ,v)= smix+‘g2>’tg- * L, ^»=0, v°=0.
6*  + 3y l + xy

Quyidagi berilgan funksiyalarning (r° , y ° )  nuqtada karrali va 
takroriy limitlari mavjudmi?

19.36. J(x,y) = 4 ^ 4 .  *° = 0, y °=  o.
X + V"

19.37. f(x ,y)  = logv(x + v), *° = U v° = 0-

19.38. /(:t,v)=sinx+sin-, *°=o, v° = o.
x + y

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

19 .1. 19.2. 0,5. 19.3. l. 19.4. a. 19.5. 2 .1 9 .6 . e3. 19.7. o.
19.8. о 19.9. о 19.10. о 19 .11. о 19.12. 2. 19.19. о.
19.14. о 19.15. о 19.16. о 19.17. 1. 19.18. о 19.19. 1.

19.20. 19.27. 1 ,1 .1 9 .2 8 .  L ,  L 19.29. I  va 1 . 19.30. 0 va i.
.3  2 3 '  2 2

19.31. -  va i. 19.32. о va l. 19.33. о va l. 19.34. l va ■».
2

19.35. j  va 19.36. Karrali limit mavjud emas, 

lim lim f ( x , y ) = - l  va lim lim f ( x , y ) =  I. 19.37. Karrali limit mavjud emas, 

lim lim  f (x .  v)=  1 va lim lim / (x , v)= ®.v-»i V-.0 y-M »-.! J X
19.38. lim fix, y)= limlim /(x, v) = limlim fix, v) = I.

x-w) 4 • ’  r-M) y -w l '  ■ '  y - M li- м  '
)-*>

20-§. Ko‘ p o'zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi

20.1. Uzluksiz funksiyaning ta ’ riflari. » = f[M) funks iya  { W | c r  
to‘ p lam da berilgan  bo 'l ib , A = A(a„a2,...,am) nuqta {M\ to 'p lam n ing  lim it 
nuqtasi va  Ae{M} bo 'ls in .

20 .1-ta ’ rif. A gar м  -> a da и= /(.w) funksiyaning lim iti mavjud 
bo 'lib ,

l im / (M ) = /(/f) yo k i lim f{xl,x2,...,x j= f(a l,a3,...,aj
A f-*A

x1~*a1

b o 'lsa ,  u holda f(M) funks iya  A nuqtada uzluksiz deb ata lad i, a = Hm M

bo 'lgan i uchun, funks iyan ing  uz luks iz l ik  shartin i,
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ko‘ rinishda ham yozish  mumkin.
{,w* to 'p lam ning funksiya uzluksiz lig i shartini qanoatlantir- 

m aydigan nuqtalari funksiyaning uzilish nuqtalari deyilad i.
20.2-ta ’ r i f  (G eyne ta ’ rifi). A gar to 'p lam ning nuqtalaridan 

tuzilgan, a<e{M} g a  intiluvchi har qanday {A/,,} ketm a-ketlik o linganda 
ham, unga mos kelgan {f(MJ} ketm a-ketlik , hamma vaqt /(a) ga teng 
bo 'lsa , /(a/) funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.

20.3-ta ’ rif. (Koshi ta ’ rifi). A gar Vt>oson uchun, shunday <s>0 
topilsak i, р(м ,л)< 8  tengs iz l ikn i qanoatlantiruvchi barcha A/e{M| 
nuqtalarda,

tengsiz lik  bajarilsa , ) funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.
A gar f{M) funksiya {A/} to 'p lam ning har bir nuqtasida uzluksiz 

bo 'lsa , u holda /(л/) funksiya {A/} to'plamda uzluksiz deyilad i.
Ushbu Дн = /(а/ )-/ (л) ay irm aga /(л/) funksiyaning a 

nuqtadagi orttirmasiyoki to'liq orttirmasi deyilad i.
A va  м  nuqtalar, mos ravishda, alta7,...,a„ va 

x,,xj,...,x„,k0 0 rd inatalarga ega bo 'lsin . Ushbu
or, -<3 i = Дх,, x2 - a 2 = Ax2,...,xm- a m = Axm 

belgilash lardan foydalanib, funksiya argum entlarin ing Д х,,Д х 2 ,...,Дх„, 

orttirm alariga moc keluvchi orttirmasi uchun,
Au = f ( a t + Д х ,, a2 + Ax2 ,..., am + Дх„,) -  / ( a , , a 2,..., a„ ,) 

ifodani hosil q ilam iz. Ravshanki, u = f(M) funksiyaning a nuqtada 
uzluksiz bo 'lish i uchun, uning orttirmasi a nuqtada cheksiz k ich ik  
bo 'lish i zarur va  yetarli, y a ’ni:

lim  Ди = lim Д/ = lim (/(Л/)-/(/()) = 0 yoki lim Ди = 0 (20 .2)
A / -M  М -* Л  k ( - * A  7/ J  Дх,-Й ) 4  7

Дх, ->0

Дхж—И)

bo 'lish i zarur va yetarli. (20 .2 ) shartga и = /(лг) funksiyaning a nuqtada 
uzluksiz lig in ing ayirma shakli deyiladi.

Ko'p o 'zgaruvch ili funksiyaning bitta argumenti bo 'y icha 
(qolganlari belg ilangan  deb) uzluksiz lik  tushunchasini ham kiritish 
mumkin. Bu tushunchani kiritish  uchun, и = /(a/) = /(x,,x2, . . . ,x j  
funksiyaning, uning aniqlanish sohasiga tegish li A/(x,,x,,...,xj nuqtadagi, 
xususiy orttirmalari deb ataluvchi tushunchalarini k iritam iz. Boshqa

Hm /(AY) = /(lim А/) ( 2 0 .1 )
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argumentlari belgilangan deb qarab, funksiyaning birinchi argum entiga 
Ax, orttirma beramiz. Ushbu

x, + A t, , x , ......xm

koordinatalarga ega bo'lgan nuqta funksiyaning aniqlanish sohasida 
yotsin.

Bu orttirma, funksiyaning A/(.x, ,x, , . . . ,xJ nuqtadagi, x argumentning 
Ay, orttirm asiga mos keluvchi, xususiy orttirmasi deyilad i va kabi 
belgilanadi:

A xu = / (x ,  + Ат,. X;......x „ ,) -  / ( x , . x , .......xm ) .

Funksiyaning qolgan argumentlari orttirm alariga mos keluvchi 
xususiy orttirmalari ham, shunga o‘ xshash aniqlanadi:

A r iU = /(-X,, x2 + A t , xm) - / ( x , , x 2......x  J

Д* u = f ( x l , x2,...xm +Axm) - f ( x l , x 2, . . . ,x„).

A gar Дх4 —> 0 da funksiyaning лx j  xususiy orttirmasi ham nolga 
intilsa, y a ’ni lim  A i ,/  = 0 bo 'lsa , / ( x , ,* , ,  funksiya m (x , , x , , . . . , x, J

A x*-XI

nuqtada x* о ‘zgaruvchi bo ‘yicha uzluksiz deyilad i.
20 .1 -es la tm a. A gar /(x ,,x2.... x j  funksiya <w„(x°,x°,...,x°)e [M)

nuqtada (bir yo 'la )  uzluksiz bo 'lsa , funksiya shu nuqtada har bir 
o ‘zgaruvchi bo 'y icha ham uzluksiz bo 'lad i, lekin funksiyaning biror 
nuqtada har bir o 'zgaruvchi bo 'yicha xususiy uzluksiz bo'lishidan, 
uning shu nuqtada (bir yo 'la )  uzluksiz bo 'lish i har doim ham kelib 
chiqaverm aydi.

20.1- m isol. Ushbu
X + X' V* + V-— , ( x .y ) *  (0,0) bo'\ganda.

X + y

(x ,y )= (0 ,0 ) bo'\ganda

funksiyaning R 2 da uzluksiz ekanligin i ko 'rsating.
Y ech ilish i. v(a.6)e R: {(a,b)*  (0,0)) nuqtani olamiz:

, , x 4 + x 2v : + v4 a* + a2b 2 + b* , ,s
l im / (x ,y )  = Inn-------  - -- - = ------- j— ;----- = f ( a , b )
*-*. x + v a +b~
y->b y -* b

tenglik  o 'rin li bo 'lad i. Bu esa, berilgan funksiyaning 20 .1-ta ’ rifga ko 'ra, 
(.и,b) nuqtada uzluksizlig in i bildiradi.
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Endi, berilgan funksiyaning (0;0) nuqtada uzluksiz ekanligini 
ko‘rsatamiz. Buning uchun quyidagi almashtirishni olamiz:
Х — ГООЬф, V = rS\l\<p.

Iim/(x, v)= lira f{r cos tp, r%m<p) = lim#-: (cosJ <z> + sin4 <p)=0x-*0>-*o
Demak, lim/(x,v)=/(0;0)=0. Bundan /(r.y)funksiyaning (0;0)

x-**ty-*0
nuqtada uzluksiz ekanligi kelib chiqadi.

20.2- misol. Ushbu / ( x ,y ) = 2 x - 3 y + r  funksiyaning я2 da uzluksiz 
ekanligini ko‘rsating.

Yechilishi >o songa ko‘ra, s  = -  deb olinsa, u holda,
6

p (M (x , y , r \ M (l(xa , y 0,=Q))= J ( x - x o y  + ( y - у лУ + ( r - r „ y  <8

tengsizlikni qanoatlantiruvchi \/M(x,y,:)e Rm nuqtalarda.
[f(x, -V,: ) ~ f ix „, y„, r„ )(= |(2x -  3.v + r )  -  (2x„ -  3y„ + -,)| < | 2 (r- x„ )| +

+ ф '-Уо\ + \---о1^6у/(х-х„У +Cv-y„y + { :- :„ y  <68  = e 

tengsizlik o ‘rinli boMadi. Bundan, 20.3- ta’rifga ko‘ra. / (x ,> )= 2 x -3 y + r  

funksiyaning \/M„(x„,y0, :a) nuqtada uzluksizligi kelib chiqadi.

20.3-misol. Ushbu fix , v)= x.~2v+4 funksiyaning VM0{x0,v0)e R2
x  + у  + 3

nuqtada uzluksiz ekanligini ko‘rsating.
Yechilishi. A/„(x0;y 0)  nuqtaga Дх, лу ortirmalar berib, berilgan 

funksiyaning toMiq orttirmasini topamiz:
4 / t * o > J 'o )  =  / ( * o  +  д * .  Vo + A j ' ) - / ( ^ o . - l ' o )  =

(jc,, + Дх)-  2 (y0 + Ду) + 4 x(, -  2y„ + 4 _

(x0 + Дх)2 + (y0 + Ду)2 +3 x 2 + Уо + 3

_ + J 'o  + з)[(*„ + Д х )-  2(у„ + Ду) + 4 ] -  (х„ - 2у„ + 4)[(х0 + Ах)2 + (у„ + Д у)’ + 3]

(*,! + У1 + з ) (х 0 + Лх): + (у„ + Ду)2 + 3]

Bu tenglikdan Нтд/(х0,у0)=о ekan lig i kelib  chiqadi. (20.2) shartga
Д>>-*0 *

ko ‘ ra, berilgan funksiyaning VM 0(x0, y 0) nuqtada uzluksiz ekan ligi kelib 
chiqadi.

20.4- m isol. Ushbu

/(*,>’)=

- 7 . , x4 + г'4 ф 0 bo'Xganda,  x +y

0, x* + y 4 = 0 bo'\%anda
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funksiyaning 0 (0,0) nuqtada har bir o‘zgaruvchisi bo‘yicha uzluksiz, 
ikkala o‘zgaruvchisi bo'yicha bir yo'la uzluksiz emasligini ko'rsating.

Yechilishi. / (x ,y )  funksiyaning 0 (0,0) nuqtadagi xususiy 
orttirmalarini qaraymiz: x bo'yicha xususiy orttirmasi

Д ,11 = /(Дх,0) -  /(0,0) = 0 - 0  = 0.

Ravshanki, lim л « = 0. Bundan f { x ,y )  funksiyaning 0 (0,0) nuqtada *Ar-*0
argument b o 'y icha uzluksizlig i kelib  chiqadi.

Xudi shunday, /(x.y) funksiyaning 0 (0.0) nuqtada у argument 
b o 'y icha ham uzluksizlig i ko 'rsatilad i.

Endi, /(x,y) funksiyaning 0 (0.0) nuqtada ikkala o 'zgaruvchi 
bo 'y icha bir y o i a  uzluksiz em aslig in i ko 'rsatam iz. M (x,y) nuqta 0 (0,0) 
nuqtaga, 0 (0,0) nuqtadan o 'tuvchi у = fct to 'g 'r i ch iziq lar bo 'y lab  intilsin. 
U holda.

x V  A-V к2ИГЛ —:—:---г = I'm—---- 7—7  = ----- 1x* + v  *-*x4+k4X4 I 4- кv-*0

Demak, M{x,y)  nuqta, turli to 'g 'r i ch iziq lar ( k  ning har xil 
q iym atida) bo 'y icha, 0 (0,0) nuqtaga intilganda lim itning qiym ati turlicha 
bo 'lad i. Bu hoi, qaralayotgan lim itning mavjud em aslig in i bildiradi. 
Shunday qiiib , berilgan funksiyaning 0 (0,0) nuqtadagi karrali lim iti 
mavjud em as ekan.

20.5- m isol Ushbu
i C O S.r-C O SJ- л 1 II ,----------------- , x -  у  *  0 b o  Ig anaa ,

x - y
0, x - y  = 0 bo ' l ganda

funksiyani 0 (0,0), л ф - )  nuqtalarda har bir argumenti va ikkala

argumenti bo 'y icha bir y o 'la  uzluksizlikka tekshiring.
Y ech ilish i. Kosinuslar ayirm asi formulasidan foydalanib, berilgan 

funksiyani quyidagi ko 'rin ishda yozib olam iz:
/(x,y)=

_ . X + у  . x -  v  -2 s in -----—s in -----—
-------------------------2— _ л- -  v ^  0 b o ' l g a n d a ,

x -  у

l, л —у = 0 bo'lganda,
. X - V ■ tsin ---- — s in -

1) lim / (x , y )  = — lim sin —̂ -lim — .....- — = - lim s in  *  + -  lim ——-  = 0 1  = 0 = / (0 ,0 )’  x-mj v J ’ i-»o 2 x —v *-*" 2 <-"> Ix - y  x-rt 2
2 ~  2
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Demak, /(.г,у) funksiya 0 (0;0) nuqtada ikkala argumenti b o 'y ich a 
bir y o 'la  uzluksiz. U holda, 20.1-eslatm aga asosan, har bir argumenti 
b o 'y icha ham uzluksiz bo 'lad i.

• x~ у
2 ) lim f ( x , y )  = - l im s in (x  + >’) lim -

x~y
2

= -1,

lekin J = o bo 'lgan i uchun, f { x , y )  funksiya nuqtada

ikkala argumenti bo 'y icha bir y o 'la  uzluksiz emas.

-2 s in -

Ushbu f \ x , j

П  К  
X  +  —  X -------

4 4 - s i n -
---------- - — , x Ф — bo'  lg anda,
я  4

x = — bo'\ganda

funksiyani qaraym iz. Funksiyaning berilish iga ko 'ra , v* uchun 

/(*,^1 = 0, jum ladan , u x = ̂  da ham nolga teng bo 'lad i.

П 71x -i—  x —

lim У'^лг, — j = lim -

л 4 4-  2 s in ----- —s in -----

/гX-
*■ 4

Jl
X -------

4

x  + — s in -----
1 4 ?- —  = -  lim sin ■■■■ lim -------- —

2 2 4 4 )
Demak, funksiya x = ~ da uzluksiz emas.

Endi
к
7 + y

- 2  sin —------sin
2

я
~\~У

2
я
4 ~ У

0. i

, v Ф — bo'  lg a nda , 
4

funksiyani qaraym iz. Funksiyaning berilish iga ko 'ra , Vy uchun,

lim / 1 — , y  |= lim -

я  я
+  y  у

-> ■ 4 - 4  — 2sin  —------sin

7Г
т -У

7Г
4~ У

n . 4
------- ------h У  S i n ——

- —  = -  lim sin —------ lim -----------

236



Л л =- £ * а и , 1  |=о.
2 2 1 4 4 ,

Demak, / (Д -J’j  funksiya y = -| nuqtada uzluksiz emas ekan.

20.6- m isol Ushbu

/ M =  vX + y
funksiyaning uzilish nuqtalarini toping.

Yechilishi. Berilgan funksiya. kasr rasional funksiya bo 'lib , uning
surati ham, m axraji ham uzluksiz funksiyalardan iborat. Shuning uchun,
funksiyaning uzilish nuqtalari, *’ +y'=0 shartni qanoatlantiruvchi
nuqtalardan iborat boMadi. Bu tenglam ani у ga nisbatan echam iz: y=-x.

Shunday q ilib , berilgan funksiyaning uzilish nuqtalari, y= -r
to 'g 'r i chiziqning nuqtalaridan iborat ekan.

x„ ф o. y„ # o v a  x„4 vv, = 0 boMsin. U holda,
x + v  1 1lim —— = lim -

. x + y  x ‘ -  xy + y -  x0 -  x0y 0 + y 0
.V-».V„ У~*Уи

Demak, у = -.т(х*о) to‘g ‘ ri chiziqning nuqtalari, f(x,y) -

funksiyaning y o ‘qotilishi mumkin boMgan (birinchi tur) uzilish nuqtalari 
boMar ekan.

.. x + v  .. 1l im—— = Inn —r----------- 7  = +CO
x + y  ^  X -  xy + V *

munosabatdan esa, o(o,o) nuqta berilgan funksiyaning cheksiz (ikkinchi 
tur) uzilish nuqtasi ekan ligi kelib  chiqadi.

20.2. U zluksiz funksiyalar ustida arifm etik am allar. Murakkab

funksiyaning uzluksiz lig i. и = f{M) va v = g(\f) funksiyalar

to‘ plamda berilgan, Ле« “ nuqta esa, {M} to'plamning limit nuqtasi

va Ae{M! boMsin.

20.1-teorem a. A gar / (M) va g(M) funksiyalar A nuqtada uzluksiz 

>a, f(M)±g(M), f(M) i 

nuqtada uzluksiz bo 'lad i.

bo 'lsa , f(M) g(M) hamda funksiyalar ham shu
g \M )
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20 .2 -es la tm a . Ikkita funksiyaning y ig 'in d is i, ay irm asi, 
ko 'paytm asi va nisbati uzluksizlig idan , ulardan har b irin ing uzluksiz lig i 
har doim ham kelib  chiqa verm aydi.

20 .7-in iso l. Ushbu {m} = {(x ,y )e  R 2 :|*)< l y  < i}<= R 2 to 'p lam ning 
rasional nuqtalari ( har ikka la  koordinatasi ham rasional son) to 'p lam in i 
(л/;, j deb belg ilaym iz. {m} to 'p lam da

f t  л  _ J 1, (х’У)е {м ?1
(о, {х,у)^{м}/\м r x

va

A(x,y)=
-1, ( x , y ) e{M„}
0, (r,y)e {m }i [m p ) 

funksiya lam i qaraym iz. Bu funksiya larn ing y ig 'in d is i
/ (* ;.y )+ / j(r ,y )  = 0 ((x ;v )e  {Л/}) 

bo 'lib , u shu to 'p lam da uzluksiz, lekin /,(дг;у), /2(х ;у ) funksiyalarn ing 
har biri {m} to 'p lam da uzluksiz em as.

20 .3-esIatm a. Yuqoridagi 20.1-teorem a qo 'sh iluvch ilar soni 
ix tiyo riy  chekli bo 'lgan  holda ham o 'rin li.

u = f (M )= f ( x „x . , . . . . , x m) funksiya {и} | м } с г )  to 'p lam da berilgan 
bo 'lib , xl,x2,...,xm o 'zgaruvch ilarn ing har biri, o 'z  navbatida, 
{jV} ({/v}e Rk(k = 1,2....)) to 'p lam da,

X, ..,rt ),

ъ - р& .Ь .- .Л  (2 0 3 )

Xm f t )

ko 'rin ishda berilgan bo 'lsin . r = ( f , , f J e { jv } c K *  bo 'lganda 
M = M(x,,x,,....,xm)<=:{M}<zRm deb qaraym iz. N atijada, har bir 
м (х1,х2,...,хт )е {м} nuqtaga, (20 .3 ) formula yordam ida,

"  = / (p , ..... <Pi 0>-> 9>Л‘, ......tk)=F ( t )
nuqta mos q o 'y ilad i, y a ’ni m urakkab funksiya hosil bo 'lad i.

20 .2 -teo ren ia . A gar <p,(i„t2, (/ = 1,2,. ,.,m) funksiya larn ing har biri 
г„ = (г,\г;’,...,г°) nuqtada uzluksiz b o 'lib , /(а/) = /(х,,х,,...,л„) funksiya esa, 

= nuqtaga mos,
m0(*0)= (*;•,*?.... ............................................................i.. =рМ л - х И

nuqtada uzluksiz bo 'lsa , и = F(t„t,,...,tt ) m urakkab funksiya t„ = 
nuqtada uzluksiz bo 'lad i.
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20.3. Nuqtada uzluksiz bo‘ lgan funksiyalarning lokal xossalari
и = f ( u )  funksiya {AY}e/r to 'p lam da berilgan  bo‘ lsin. Bu to 'plam dan 

{Af> nuqtani olib, uning etarli k ich ik  atrofini qaraym iz.
1 “Xossa. A gar /(A/) funksiya M„ nuqtada uzluksiz bo 'lsa , u holda, 

funksiya M„ nuqtaning etarli kichik atrofida chegaralangan boMadi.
2-xossa. A gar /(A/) funksiya M0 nuqtada uzluksiz bo 'lib , 

/(ay„)>o (/(.v/)<0) bo 'lsa , M„ nuqtaning etarli k ich ik atrofidagi А/ 
nuqtalarda ham /(a/)>0 (/(ay)<o) bo 'lad i.

3-xossa. A gar f(M ) funksiya M„ nuqtada uzluksiz bo 'lsa , AY„ 
nuqtaning etarli kichik atrofidagi ix tiyo riy  м ,  e { M ) ,  Л/, e{M } nuqtalar 
uchun, j /(a/,)-/(ay,)|< с  tengsiz lik  o 'rin li bo 'lad i.

20 .4 .U zluksiz  b o 'lgan  fu n k s iy a la rn in g  g lo ba l xo ssa la ri.
2 0 .4 -ta ’ r if . A gar shunday с va с  sonlar mavjud bo 'lib , vaye {m }

uchun c</(л/)< с  tengsiz lik  o 'rin li bo 'lasa , u = /(л/) funksiya shu [M] 
to 'p lam da chegaralangan  deyilad i.

20 .3-teorem a(B o lsano-K osh in ing b ir in ch i teorem asi). u = f ( M )  

funksiya \\i)c /г bog'lam li to 'p lam da berilgan va uzluksiz bo 'lsin . 
A gar bu funksiya to 'p lam ning ikkita A{a,,a2,...,aJe{M}, в{ь1,ь,,...,ьт)е {Л/} 
nuqtasida har x il ishorali q iym atlarga ega bo 'lsa , u holda, shunday 
C(c,.c2,....c,„)e{\f) nuqta topiladiki, shu nuqtada funksiya nolga aylanadi, 
y a ’ ni /(c) = / ( c , , c , = o.

20 .4-teorem a(B o lsano-K osh in ing ik k in ch i teorem asi). » = /(ay) 
funksiya {H)<=R"‘ bog 'lam li to 'p lam da berilgan va uzluksiz bo 'lib , jAY} 
to 'p lam ning ikkita л(а„а,,...,ат), B(bl,b.,...,bm) nuqtasida /(а)ф f(B) bo 'lsa , u 
holda, /(a) va /(e) q iym atlar orasida har qanday с  son o linsa ham, \M) 
to 'p lam da shunday C(c,.c.,...,cj nuqta topiladiki, /(c) = /(c,,c,,....c„)=c 
bo 'lad i.

20 .5-teo rem a (V eyersh trassn in g  b ir in ch i teorem asi). Agar 
u = /(ay) funksiya, {M }c«"-chegaralangan yopiq to 'p lam da berilgan va 
uzluksiz bo 'lsa , funksiya shu \M\ to 'p lam da chegaralangan bo'ladi.

20.6- teo rcm a(V eyersh trassn in g  ik k in ch i teorem asi). A gar j (m ) 
funksiya chegaralangan yopiq {M}aRm to 'p lam da uzluksiz bo 'lsa , u shu 
to 'p lam da o 'z in ing  aniq yuqori hamda aniq quyi chegarasiga erishadi.

20.5. Ko‘p o'zgaruvchili funksiyaning tekis uzluksizligi. /(AY) 
funksiya {M)c.R'" to 'p lam da berilgan bo 'lsin .



20.4- t a ’ rif. A gar v ^> 0  son uchun. shunday s> 0 topilsaki, {Л/} 
to 'p lam ning p ( M \ M ’ )< S  tengsizlikni qanoatlantiruvchi 
nuqtalarida

j
tengsizlik bajarilsa , /(л/) funksiya to‘ plamda tekis uzluksiz deyilad i.

20 .4 -es la tm a. Funksiyaning tekis uzluksiz lig i ta ’ rifidagi <?>o son 
faqat c>o ga bog‘ liq  boMadi.

20.7-teorema (Kantor teoremasi). A gar /(л/) funksiya 
chegaralangan yopiq to 'p lam da berilgan va uzluksiz boMsa, funksiya shu 
to 'p lam da tekis uzluksiz bo 'lad i.

20.5-eslatma. C hegaralangan [M) to 'p lam ning VA/'.We {Л/j 
nuqtalari orasidagi p ( M ' , M ’ ) m asofaning aniq yuqori chegarasiga jM)  
to 'p lam ning diametri deyilad i.

Natija. A gar f ( M )  funksiya chegaralangan yopiq to 'p lam da 
berilgan va uzluksiz bo 'lsa , u holda Ve>o son uchun shunday <?>0 
topilib, {л/} to 'p lam ni, diam etri s dan k ich ik boMgan, {м,)е{лу]{/ = 1,2,..д) 
b o 'lak larga boMganimizda. bu boMaklarning har birida ham, /(л/) 
funksiyaning tebranishi e dan k ich ik  boMadi.

20.8-m isoI. Ushbu u= * , + > . funksiyani { m } = { ( x , v ) : 0 < x : + v2 <l}
X~ +  V

to 'p lam da tekis uzluksiz likka tekshiring.
Yechilishi. Berilgan  funksiyaning surati .r3 + y3 va m axraji x2 + y 2 

{m} to 'p lam da uzluksiz. Demak, funksiya {m} da uzluksiz 
(0 (0,0)€ {a/}), {m} to 'p lam  yopiq to 'p lam  emas. Shuning uchun, bu 

holda Kantor teorem asini qo 'llab  bo 'lm ayd i, lekin «(*,>■) funksiyani 
0 (0,0) nuqtada qayta an iq lasak, y a ’ni г/(0;0) = 0 desak, u holda u(x,y) 
funksiya 0 (0;0) nuqtada uzluksiz bo 'lad i. Haqiqatan ham, 
x = pcosp, у — psin<p alm ashtirishni o lsak, x -»o ,y - »o  da p -*0 , y a ’ ni 
iimu(.r,y) = lim«(pcosp,psinp) = limp = 0 Shunday qilib , г/(дг,у) tunksiyani
>•-*0 P P

0 (0.0) nuqtada qayta  an iq lasak, y a ’ni г/(0;0) = 0 desak, u holda berilgan 
funksiya {л7}= {(x,j-):xJ +y2 <1} yopiq to 'p lam da uzluksiz b o 'lad i. Demak, 
Kantor teorem asiga asosan, berilgan funksiya, m arkazi 0(0;0) olib 
tashlangan {л/}- doirada, y a ’ni [m ] to 'p lam da tekis uzluksiz  bo 'lad i.

20 .9- m iso l Ushbu u = f ( x , y ) = a r c s m -  funksiyani an iq lan ish  sohasida

tekis uz luksiz likka tekshiring.
Yechilishi. B erilgan  funksiyaning aniqlanish sohasi:
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{М}={(х,у):|л-|<|у|, у*о}.

Bu sohada f ( x , v )  = a r c s i n -  funksiya uzluksiz funksiyalarn ing
V

superpozisiyasi sifatida, uzluksiz. Endi bu funksiyani {m } sohada tekis 

uzluksiz likka tekshiram iz: M , и , (n = i,2.~) nuqtalar uchunn n) \n n

r f w e h l H H W l  4 s *
i - i U i . r
II n) \n П)

Funksiyaning bu nuqtalardagi q iym atlari,
|н(ЛУ„)-н(л/’,)| = |a/rsm 1 -a rcs in (-1 )|  = 2a/rsin  I = ж > 1 = e

munosabatni qanoatlantiradi, y a ’ ni 20.4- ta ’ rifn ing sharti bajarilm aydi. 
Demak, berilgan funksiya \M} to 'p lam da tekis uzluksiz emas.

Mustaqil yechish uchun misollar

Q uyidagi funksiyalarn ing uzilish  nuqtalarini toping:

20.3 . u = 1п(9-лг - y J )  20.4. u ' XV 
X + у

x ™  ^ 120.5. « = S i n - .  20.6. u Sill -
xy

Q uyidagi funksiyalarn ing hamma uzilish nuqtalarini toping va ular 
ichida ikkala argument b o 'y icha yo 'qo tilish i mumkin bo 'lgan  uzilish 
nuqtalarini ko 'rsating:

20.7. u = 20.8. u - f ^ r .
X- +V x + y

20.9. u --13 .3

— — . x + у  Ф 0 bo '\ganda,

x + y
3, x + v = 0 bo '\ganda20.10. U ----- 7---- !---- -— . 20 .11 . U = j r s i l l  ■ ; Л -

SHTX + SHTV X' + у

20.12. H= sin * SI1? -
sin x + sin ” V

( 1  (-f: + J '2 - l ) sin1----- J------r ,  x2 + y 2 *\bo'\%anda,
Z U . I  J .  U = < I — X  — V

[o. x2 + y 2 = 1 bo'\ganda.

Q uyidagi funksiyalarni ko 'rsatilgan  nuqtalarda har bir argumenti
v;i hamma argumentlari b o 'y ich a b ir y o 'l  uzluksiz likka tekshiring:
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х у-
-  —  г  I/ х  и  n e t  i u  f i n r i s i

x4 + y 4 = 0  bo ' l ganda ,
0(0;0) va A(l;2) .: \ Х А + У 4

> л

к

1 *\v2
X 4

I +  У4 ’
[О, x4
X 2 + V2 r 4
x + y

л

0, x 4 -

lx 2 -  v 2

-\x2 + y 7
, x

lu x7
( s inл +sin v

20.15. « = T r o(o,o) va ^(юМо-) .
= 0 bo' lg anda.

Ф0 bo'lganda, . . .
0 (0;0) va /1(1; - 1) .

x4 + y 4 =0 bo’lganda,

<2 Ф 0 bo'iganda, , . , .
0(0,0) ea Л(0;1).

20.18. и = л- + у  ’ '  6 ' 0(0;0) va a\
[l. x+ v = 0 bo ' l ganda ,

Q uyidagi funksiyalarn ing ko 'rsatilgan  sohada chegaralangan yoki 
chegaralanm agan ekan ligin i aniqlang:

20.19. и = x2 - у 2, (М} = {(х-,у): x2 +.v! < 25} .

20.20. и  = x2 - у 2 , {A/} = {(x, v ) :  x2 + y 2 > 25} .

20.21. и = ах; +^а ,x : +y2 1.0, (a va ь haqiqiy sonlar).
X  ■+■ у

20.22. „ , 0 .
xy

X V x 2 + y 2 Ф 0 bo'lganda,
20.23. Ushbu и = j x2 + y 2

[0, x: +j-‘ =0 bo'lganda

funksiya 0 (0,0) nuqtada: 1) л bo 'y icha uzluksiz; 2) у bo 'y icha uzluksiz;
3) ikkala argumenti bo 'yicha bir y o 'la  uzluksiz bo 'lad im i?

20.24. a ning qanday qiym atida ushbu

— -̂r, x 2 + v 2 Ф 0 bo'lganda,
X  + y ‘

<1, x2 + у 2 =0 bo'\ganda

funksiya 0 (0,0) nuqtada: 1) * bo 'y icha uzluksiz; 2) у bo 'y icha uzluksiz;
3)_v = k̂ fx, (£ *0) chiziq bo 'y icha uzluksiz; 4 ) ikkala argumenti bo 'yicha 
bir y o 'la  uzluksiz bo 'lad im i?

20.25. a ning qanday qiym atida ushbu
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рЦ — х2 + v2 *■ 0 bo'\a,anda, 
и = < х' + у

[а , .г2 + у 2 = 0  bo'\ganda

funksiya 0 (0,0) nuqtada: 1) x = at ,  y  = p t  ( а 2 + p 2 * 0) chiziq bo 'y icha 
uzluksiz; 2) ikka la  argumenti bo‘y ich a bir y o ‘ la  uzluksiz boMadi?

X" V x J + y 4 Ф 0 bo ' l ganda .
20.26.U shbu u = |x4+y4

(0, x4+y4=0 bo '\ganda

funksiyaning 0 (0,0) nuqtada: x = t cosa, у = 1 sina (0<( <«) chiziq 
bo‘yicha uz luksiz lig in i; ikkala argumenti b o 'y icha bir yoMa uzilishga 
ega ekan lig in i ko‘ rsating.

20.27. a n ing qanday q iym atida ushbu
I

------- e  1 , x + v  *0  bo ' i ganda ,
x + y
a, x + у  = 0 bo' \ganda

funksiya R2 da uzluksiz boMadi.
20.28. a v a  * ning qanday q iym atlarida ushbu

Iа,  .г2 + у 2 < 4 bo ' i g anda .
4/9 -  x 2 -  у 2 -  V x2 + у 2 - 4 ,  4 < x 2 + у 2 < 9 bo'  Ig anda.  

b, x 2 + y 2 > 9 bo '\ganda

funksiya R7 da uzluksiz boMadi?
Q uyidagi funksiyalarn ing ko 'rsatilgan  sohada chegaralangan ligin i 

isbotlang, uning aniq chegaralarin i toping ham da funksiyaning aniq 
chegaralariga erishishi yoki erishm aslig in i an iqlang:

20.29. u = x2 + у 2 ф 0 .
X + У '

20.30. u = ~— {m}= {(x.y): 0 < x2 + v2 <9} .
X- +y

20.31. и = -Й ^ г .  x 4 + v4 * 0 .
x 4- у

20.32. u = xyev , {M} = {(x, y ) : x > 0, v > 0} .
Q uyidagi funksiyalarn ing koM'satilgan to 'p lam da tekis uzluksiz 

ekanligin i ta ’ rifga asosan isbotlang:
20.33. и -  ax + b y  + с, (а * 0 ,6 * 0 ), R~ .
20.34. u = x7 +y2, {m}= {(x,y):x2 + y 2 < l}  .
20.35. и = Jx7 + у 2, {м}= {(x,y): |x| < со , |y| < ooj .
20.36. и = .Jx2 + y 2 + r 2, R1.
20.37. u = x3- y ! , {A/} = {(x,y): 1 < x <2, 0<y<2} .
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20.38. и -  - ; - ' ■, , [М)= {(л, у ) : 0 < х2 + у 2 < 25} .

20.39. н = лу sin- .  {.'/}= {(-V, v): 0 < ,v < 1. О < v < l} .у
20.40. и -  ln(x'2 + у : ). {М} = {(.т.у): л': +у: > l) t.
Q uyidagi funksiyalarn ing ko 'rsatilgan  to 'p lam da tekis uzluksiz 

em aslig in i ko 'rsating:
I 4 I

2 0 . 4 1 .  и = —-— 4 —, {Л/} = \{x, v ): 0 < x2 + v2 < 1 j .
x‘ +y*

20.42. и = xsin —, {Л/}= {(.v, v): 0 < x < 1, 0 < v < l{ .у

2 0 .4 3 .1 1  = ̂ 1 ,  {м}= {(x , t) : 0 < дг: + у ; < l} .

20.44. 11 = sin----------{м} = {(лг. v): x2 + 1: < l] .

20.45. 11 = sin —;— ----, {M j = {(jc. v): x2 + 1: <l! .
.t' + у -1 ’ 1

Q uyidagi funksiyalarni ko 'rsatilgan  to 'plam da tekis uzluksizlikka 
tekshiring:

20.46. и = 2x- 3j> + 5. {А/} = {(.v,у ): |x| < 00, |y| < 0 0 } .

20.47. и = JT -x2 -  у2, {Л/} = {(-v,y): jc- + y : <4} .

20.48. 11 = arcsin —, [m) = : |jj < .v} .

20.49. u =/(x.y) funksiya R2 da uzluksiz bo 'lsa , и = fix,v) r2 da 
tekis uzluksiz bo 'lad im i?

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

20.1. 0(0;0).
20.2. 0(0:0).
20.3. ,r: + y : =9- aylanan ing hamma nuqtalari.
20.4. x+)' = ochiziqning hamma nuqtalari.
20.5. у = о to 'g 'r i chiziqning hamma nuqtalari.
20.6. Koordinata o 'q larin ing hamma nuqtalari.
20.7. 0(0;0)- yo 'qotilish i mumkin bo 'lgan  uzilish  nuqtasi.
20.8. 0(0:0).
20.9. x+у = 0 ch iziqning (1 ;-1 ) va (-1 ;1 ) nuqtalardan boshqa 

hamma nuqtalari uzilish nuqtalari bo 'lad i, (1 ;-1 ) va (-1 ;1 ) nuqtalar esa, 
yo 'qo tilish i mumkin bo 'lgan  uzilish  nuqtalari bo 'lad i.

244



20.10. {лк;яп\ k,n e Z.
20.11. 0(0;0) yo 'qo tilish i mumkin boMgan uzilish  nuqtasi.
20.12. (nk,7ni), k.neZ.
20.13. U zilish nuqtalari y o ‘q.
20.14. о va a  nuqtalarida funksiya liar bir argumenti bo'yicha uzluksiz.
20.15. о  va a  nuqtalarda funksiya har bir argumenti va  hamma 

argum entlari b o 'y icha b ir y o 'la  uzluksiz.
20.16. о  nuqtada funksiya har bir argumenti va hamma 

argum entlari bo 'y icha bir y o 'la  uzluksiz, a nuqtada esa, har bir 
argumenti va hamma argum entlari bo 'y icha b ir y o 'la  uzilishga ega.

20.17. о nuqtada funksiya * argumenti bo'yicha uzluksiz, у argumenti 
va hamma argumentlari bo'yicha bir yo 'la  uzilishga ega. a nuqtada har bir 
argumenti va hamma argumentlari bo'yicha b iryo 'la  uzluksiz.

20.18. о  nuqtada funksiya har b ir argumenti va  hamma 
argum entlari bo 'y icha bir y o 'la  uzluksiz; л nuqtada har bir argumenti va 
hamma argumentlari bo 'y icha bir y o 'la  uz ilishga ega.

20.19. Chegaralangan.
20.20. Chegaralanm agan.
20.21. Chegaralangan.
20.22. Chegaralanm agan.
20.23. l) Ha. 2) Ha. 3) Y o 'q .
20.24. i) 1 .2) -i\  3) - l .  4) M avjud emas.
20.25. l) 0 .2 )  o.
20.27. о .
20.28. a = 4ь, ь = -45.
20.29. supu = l , bunga erishadi, m asalan, (ко) nuqtada, infu = - l ,  

bunga erishadi, m asalan, (o, l) nuqtada.
20.30. sup« = 8l, bunga erishadi, m asalan , (0:3) nuqtada, inf и = 0, 

bunga erishm aydi.
20.31. sup» = 0,5, bunga erishadi, m asalan, (l. l) nuqtada, infu = o, 

bunga erishadi, m asalan, (o,i) nuqtada.

20.32. supu = - ,  bunga erishadi, m asalan, (l; l) nuqtada, infu = o,
e

bunga erishadi, m asalan, (o,o) nuqtada.
20.33. Tekis uzluksiz.
20.34. Tekis uzluksiz.
20.35. Tekis uzluksiz emas.
20.36. Y o'q .
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21 -§. Ko‘p o'zgaruvchili funksiyaning xususiy 
hosilalari va difTerensialiari

21.1. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalari.
u = f(M)=/(x„х2,...,хя) funksiya ochiq {м} ( {Л/} с  л " ) to 'p lam da 

aniq langan bo 'lsin . Bu to 'p lam dan m (x „ x 2 , nuqtani olam iz va 
funksiyaning xt argum entiga дх<. orttirma beram iz (qolgan 
argum entlarini o 'zgarm as, deb h isob laym iz). N atijada, funksiya ham 
Д1 и orttirma oladi. Ushbu

A<." _ f(xx.x2,...,xt_x,xk + Axk,xktl,.,x„)-f(x,,x2,...,x„) ^21 J)
А** Дх» ’ 

nisbatni qaraym iz, bunda M ( x l . x 1 , . . . , x t _i , x i  +  Д х * ,х ^ ....... , x „ ) e { M } .

2 1 .1 -ta ’ rif. A gar Дх,-^0 da (21 .1 ) nisbatning lim iti mavjud va 
chekli bo 'lsa , bu lim it f(x„x2,. . . ,x j  funksiyaning M(x„x2,...,xJ nuqtadagi 
xk argumenti bo 'y icha xususiy hosilasi d ey ilad i va

....u  /:.ox„ oxk
kabi belg ilarn ing biri orqali yozilad i. T a’ rifga ko 'ra ,

ди  ,. А ,, и—  = lim 
8xt Axk

ko 'rin ishda yozish mumkin.
21 .1-m iso l. 21 .1-ta ’rifdan foydalan ib , ushbu

/(*.r)=3J" J
funksiyaning o(o,o) nuqtadagi / ’, f'y xususiy  hosilalarin i hisoblang.

Y ech ilish i. 21 .1-ta ’ rifga ko 'ra , f[, /, xususiy hosilalarin i topamiz:
3/(0,0) / (0  + A x ,0 )-/ (0 ,0 ) 3 ^ - 1  „
■ lim — --------- ’  J  v '  = lim ---------- = 2 In3 = ln 9 ,

ox Ar-“l Ax ■'MU Дх

V M  = lim = lim l l r l =ln3.
c> Ду A»-»0 Ay

Demak, /;(o,o)=,ln9 /,'(о,о) = in3.
2 1 .2 -m isol.Ushbu

fix, у)=yl(x- i)j +0’ - i ) 3 
funksiyaning 41 , 1) nuqtadagi / ', /, xususiy  hosilalari mavjud 
em aslig in i ko 'rsating.

Y ech ilish i. Faraz q ilay lik , (x ,j)*  (l; 1) bo 'ls in , u holda, f x, f y 
xususiy hosilalarni topamiz:
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f ,  U, у )  = , *  =  ■ , f  'y (х, у )  = =  ■ =------ - ■
■J(x-i) +Cv-i) V(x_1) +0'-0 '

Demak, (x ,y)*(l;i) da berilgan funksiyaning xususiy hosilalari 
m avjud.

21 .1-ta ’ rifga ko‘ ra, berilgan funksiyaning /,(i;i), /Д и) xususiy 
hosilalarin i topamiz:

дх Лг-*о Дх м  Дх

2 М , Вт Д 1 ± * Ж ! ) . И т М .
д\> Лу-+0 Ду \у-+0 Ду

Bunda lim lim ^  lim itlar har x il q iym atlarga ega boMganligi
A*-*0 Ax Ay-*О Ду

uchun, lim itlar mavjud emas.
Demak, berilgan funksiyaning л(1, 0 nuqtada xususiy hosilalari 

mavjud em as.
21 .3-m iso l. Q uyidagi:
1) / (x , v) = arcsin—; 2) f ( x .  v ,r )  = e " '

У
funksiyalarn ing xususiy hosilalarin i toping.

Y ech ilish i. l) (arcsinu)' =-FL = fo rm u lag a  asosan, /r'( x ,y )  va
yJ\ — U2

/ ,'(x ,y )  xususiy  hosilalarni topamiz:
df 1 1 . 1 5f 1 x ) _ yx

d x  I У  V.l ' ! - - vI ’ ^  I f x ) : y lm '
2) (e")=e“u' formulaga asosan, berilgan funksiyaning xususiy

hosilalarin i topamiz:
du m du du-— = e  ■ vr. —  = e  ■ xr, —  = e -xy. 
cx ' dy dz

21.4-m iso l. Ushbu u = - ( x 2 + v2)+ «> (x -y ) funksiya — +— = x + v
2 ’ dx d\>

tenglam ani qanoatlantiradim i?
Y ech ilish i. D

hosilalarin i topamiz:

Y ech ilish i. Dastlab, berilgan funksiyaning —, — xususiy
Sx 0.-

Oil ,( \ OU \-  = x + <p(x- y ) ,  —  = y - < p ( x - y ) .  
dx aу

Endi bu xususiy hosilalarni tenglam aga olib borib qo‘yam iz:
x + <p'(x- y )+  у  -  <p'{x- y )  = x  + y  => x  + y  ■ x  + y.
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hosilali d ifferensial tenglam aning yech im i ekan.
21 .1 -es la tm a. B erilgan  nuqtada funksiyaning hamma xususiy 

hosilalarin ing m avjudligidan, uning shu nuqtada uzluksiz lig i kelib 
chiqaverm aydi. M asalan,

( XV

Demak, u = - ( x l + y ' ) + < p ( x - y )  funksiya birinchi tartibli xususiy

0; -
(0 ,0) СУ

=  o ,

(0 .0 )

x" + v 2 *  0 bo ' l ganda ,  
и = •! x ‘ + y -

[ 0 , x 2 + y 2 = 0 bo'\ganda  

funksiya л/„(о,о) nuqtada uzluksiz em as, lek in  bu funksiya ko‘ rsatilgan 
nuqtada x va у argum entlari b o 'y ich a xususiy hosila larga ega:

du
dx ,

chunki /(x,o)=o, /(o,y)=o.
21.2. Ko‘ p o'zgaruvchili funksiyaning

differensiallanuvchanligi sharti. u = /(u) funksiya {M} ({M\c:Rm) 
to 'p lam da berilgan bo 'lsin . M a ’ lum ki, и = /(.w) funksiyaning 
m (x,,x2,.. . ,x j  nuqtadagi to 'liq  orttirm asi:

Ди = /(дг, +Лдг,,дг3 + Дх2,...,д:,„ + A x„ ,)-f(x l,x2,...,xm) 
ifodadan iborat (20-§ ga  qarang).
21.2-ta ’ rif. A gar u = f(M) funksiyaning M nuqtadagi to 'liq  

orttirmasini
Ди = А, Дх, + АДх, +... + АтЛхш + а2Лх2 + ... + атАх̂ , (21 .2)

bunda, А,,А2....,Ат lar, дх,.дх,,...,дхш larga b og 'liq  bo 'lm agan  o 'zgarm aslar, 
a,,a2,...,a„ lar esa, Дх,,Дх3,...,Дх„ larga bo g 'liq  va Ax, ->0,Дх, ->о,...,Дх„ -»0  
da a, ->o,a2 - » 0,...a„ ->о ( Дг, = Дх, = ...Axm = 0 bo 'lganda esa, 
or, = a , =... = a .  = о deb o linad i), ko 'rin ishda ifodalash mumkin bo 'lsa , 
f(\f) funksiya M (x,,x,,...,xJ nuqtada differensiallanuvchi deyilad i.

21.1-teorem a. A gar u  =  / ( m )  = / ( x , , x , , . . . , x „ )  funksiya A/(x,,x,, , . ,x j  
nuqtada d ifferensiallanuvchi bo 'lsa , bu funksiyaning m ( x , , x , , . . . , x J  

nuqtada barcha argum entlari b o 'y ich a  xususiy  hosilalari mavjud va

—  =A, (i = l,2 ,... ,» i)  b o 'lad i, bunda A,.(1 = 1,2, . . . ,m)  lar (21 .2) shartdan
ox,

topiladi.
21.1-natija. (21 .2 ) d ifferensiallanuvchan lik  shartini,

Ди = -^-Дх, + -^-Дх, + ... + -^-Дх„ +о(р) (21 .3 )
дх, дх , '  дхш
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ko‘ rin ishda yozish mumkin, bunda p -  m ( x | ; x , „ . . , * „ , )  va 
л/,(.г, +д.г,,л-, + Дх,,. , . , i .  + + Д х„)е {м} nuqtalar orasidagi masofa, y a ’ ni 
P  = д/ах,3 + Д.х22 +... + Axm2.

21.2-natija. A gar u = f ( M ) funksiya M(x,,x,....* J  nuqtada
differensiallanuvchi boMsa, uning toMiq orttirmasi (21 .2 ) shaklida 
tasvirlanish i yagonadir. A gar u = f { M ) funksiya M(x„x2,...,xm) nuqtada 
differensiallanuvchi boMsa, u shu nuqtada uzluksiz b o ia d i.

21.2-teorema. A gar и = / (л / )  funksiya м 0(х",-,х’’,) nuqtaning biror 
atrofida barcha argumentlari bo 'y icha xususiy hosilalarga ega bo‘ lib, bu 
hosilalar л/„ nuqtada uzluksiz bo‘ lsa, u holda, berilgan funksiya M„ 
nuqtada differensiallanuvchi boMadi.

21.6-misol. Ushbu J(x,y) = lfx>- funksiyaning 0 (0. 0) nuqtada xususiy 
hosilalarga egalig in i va u shu nuqtada differensiallanuvchi em aslig in i 
ko 'rsating.

Yechilishi. T a’rifdan foydalanib, berilgan funksiyaning 0 (0. 0) 
nuqtadagi xususiy hosilalarin i topamiz:

g/(Q- 0) = lim /(0 +At,0) - /(0,0) = Hm УдГо =
дх Ax ''-x ' Ax

a/(° ’ 0) l im / ( a  0 + M - / ( 0 , 0 )  qdy Av->° Ду Ai->О Ду
0(0, о) nuqtada berilgan funksiyaning to ‘ la orttirmasini topamiz:

4/"(0> 0) = /(Дх, Д>)~ /(О, О) = \[Kx&y . ( * )

Faraz q ilay lik , berilgan funksiyao(o, 0) nuqtada differensiallanuvchi 
boMsin. U holda, (* ) orttirma ushbu

Л/(0, 0) = /■ (0, 0)Дх + /,' (0, 0)Av + o ( p )

ko 'rin ishda ifodalanadi, bunda p = ^/лх2 + Av2 . Q uyidagi lim itlarni 
qaraym iz:

Д/(0,0) -  f x (O, 0)Ax + /  (O, 0)A_v 
lim ---------------- ------------  —------------- = lim =  * 0.

A gar л* = Ay- » 0 da =
Va x 2 +A v2 |Ax|V2

Demak, berilgan funksiya 0 (0, 0) nuqtada differensiallanuvchi 
emas.

21.3. Ko‘p o ‘zgaruvchili funksiyaning differensiali. и = /(м) 
funksiya {м} ({W}<zft"') to 'p lam da berilgan boMib, bu funksiya
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A/(x,,Xj,...,x„)e{w} nuqtada d iffe ren s ia llan u vch i boMsin. U ho lda u = / (м ) 
fu n ksiyan in g  Ди toMiq orttirm asi uchun (2 1 .2 ) fo rm ula o 'r in li:

Ди = Л,Дх, + ... + Л„Дх„ + а,Дх, +... + а„Ахт .
2 1 .3 - ta ’ r if . и = /(м ) fu n k s iy a  лн o rttirm asin ing  лх,,лх,,...,лх„, la rg a  

n isbatan ch iz iq li bosh q ism i, u = / (u )  fu n ks iyan in g  м  nuqtadagi 
differensiali (to ‘liq differensiali) deb a ta lad i va y, du,  d f  yo k i 
d f (x„x , , . . . , x , )  kab i b e lg ilan ad i.

Demak,
d u - d f  = d f ( x , ,x2......■*„)= + ^гДхг +... + A„Axm (21 .4)

21 .1-teoremani e ’tiborga o lsak, u holda, (21 .4 ) funksiya 
d ifferensialin i quyidagi,

, du  , Su c u  n tdu = — Ax. + —  Ал, +... + Ax., (Z I . J  >
av, 1 5x; - dxm

ko 'rin ishda ham vozish mumkin. x, (/ = 1,2,...,яг) o 'zgaruvch in ing
differensiali dx, (; = l,2,...,m) deb, ix tiyo riy  (x,,x,....x j  larga bog 'liq
boMmagan son tushuniladi. Bu sonni, bundan key in, Ax, (/ = i.2,...,m) ga
teng deb o lishga kelish ib  o lam iz, y a ’ ni dx,—дх, (< = 1,2....«<). Bu kelishuvni
e ’ tiborga olsak, (21 .5 ) ni quyidagi,

du = —■ dx, + —  dx2 + ...+  - dxm ( 2  1.6 )
dx, ex.  ex.,

ko 'rin ishda yozish  mumkin.
5 .6-m iso l. Ushbu z = e'2'’ fuksiyan ing dz birinchi tartibli toMiq 

differensialin i toping.
Y ech ilish i. Berilgan funksiyadan x va  v o 'zgaruvch ilar b o 'y icha 

xususiy hosilalarni topamiz:
— = У = e*2yl Ixy-, — = L‘V  У = 2x: v.
dx f  1 ' d y  ~ 1

Topilgan birinchi tartibli xususiy hosilalarni dz = zxdx+zydy 
form ulaga keltirib  qo 'yam iz

dz -  e*2y~ 2xy 'dx + e ’r y ‘ 2x ' v d y  = e x~' 2xy(ydx  + x d v ) .
21 .7 - m iso l. Funksiyan ing orttirm asini uning d ifferensialiga 

alm ashtirib, ushbu (о,98)гм sonni taqribiy hisoblang.
Y e c h ilish i.Q u y id ag i u = xy fu n k s iyan i q a raym iz . B u fu n ks iyan in g  

(1:2) nuq tadag i q iym ati u (i;2)= i boMadi. u = xy fu n ksiyan in g  (0,98.2,01) 
nuqtadagi q iym atin i h iso b laym iz .

D astlab  и = xy fu n k s iyan in g  (i;2) nuqtadag i и,, u\ x u su s iy

h o sila la r in i topam iz :
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u , = ух1"' , ux( 1 ;2) = 2; u'y = xy Inx, « „ ( l; 2) = 0.

B erilgan sonni n(x+ Ax,y+Ay) *  u(x, у ) + и ж(х,у )Ах+ « ' (дг, у )  Ay formula 
bo‘y icha hisoblaym iz, bunda Дх = -о,02, Ay = 0 ,01 ,

(0,98)!01 = n(l -0 ,0 2 ,2  + 0 ,01) *  u(l;2 )+  u j( l: 2)Дх + и'„(1; 2)Дy  =

= l + 2 (-0 ,0 2 )+ 0  0,01 = 0 ,96 .

21.4. Ko‘p o'zgaruvchili m urakkab funksiyaning hosilasi.
и = /(w) = f(xl,x1,...,xm) funksiya {m} ({M}czR"') to 'p lam da berilgan bo 'lib ,
x,,x2....xm o 'zgaruvch ilam ing har biri, o ‘z navbatida,
o 'zgaruvch ilarn ing funksiyasi sifatida, {v} ({N}c R“) to 'p lam da berilgan 
funksiya lar bo 'lsin :

*i = tP\ ),
X, =(3,(<|, <„... гД (2 1 7 )

= «>„(',,f2.~A)
Bunda, (f,,t2, . )e  {/v} bo 'lganda, unga mos kelgan 

т)е.{м} bo 'lsin , deb faraz qilinadi. Natijada, ushbu
И=/(Р|(',>*2.-Л). .... ‘Л - .....O)

ko 'p  o 'zgaruvch ili murakkab funksiyaga ega bo 'lam iz.
21.3-teorem a. A gar (21 .7 ) fnksiyalarning har biri w0(f,V?,...,r'’)e {w} 

nuqtada differensiallanuvchi bo 'lib . и = / (x ,,x ,,. . . .x J  funksiya esa, unga 
mos (*? = * ( « , . . . , / ; )  xj = * > , ( « , *!  = л . ( М . - л в))
nuqtada differensiallanuvchi bo 'lsa , u holda, /(«>,(/, , t , , . . . , tk 
murakkab funksiya ham $,...,$) nuqtada differensiallanuvchi 
bo 'lad i va uning xususiy hosilalari

(21 .8 )

du du dxl d u d x . d u d x m

dt, ' dx. dt, d x 2 df, d x m d t , ?

du du dx, d u d u

dt7 dx, V **2 + ~<K, d t 2

du du dx, дм <**2 d u d x m

dt, dx, d x . d x m

formulalar orqali topiladi.
21.4-eslatm a. X ususiy holda, (21 .8) dagi funksiyalarn ing har biri 

faqat bitta t ga bog 'liq  bo 'lsa , u holda, biz faqat i ga bog'liq  bo 'lgan 
u = /{x„x„...,xm),xl =pl(t) (* = 1,2,...,*) murakkab funksiyaga ega bo'lam iz. 
Bu murakkab funksiyaning hosilasi

du _ du dx,  ̂ du dx, du dxm
dt  dx\ dt  dx, dt  dxm dt
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formula b o 'y ich a topiladi.
Ikki o'zgaruvchili funksiya uchun zanjir qoidasi: Agar w = f ( x , y )  

diferensiallanuvchi funksiya, .r va у lar esa, / erkli o 'zgaruvch in ing 
d iferensiallanuvchi funksiya lari b o 'lsa , u holda, w funksiya ham t erkli 
o 'zgaruvch in ing diferensiallanuvchi funksiyasi bo 'lad i va 

^  = dW_dx_+dW_dy_ 
dt dx dt d y  dt 

formula o 'rin li.
Bu tasdiqning «daraxt 

d iagram m asi» quyidagicha:
~  ni topish uchun, w dan

boshlab, har bir y o 'l  b o 'y icha 
pastga qarab harakat q ilin ib , 
yo 'ld a  uchragan hosilalar 
ko 'paytirilib , so 'ngra ular 
qo 'sh ilad i:
<W = c W d x  81V d y  
dt  dx dt d y  dt

Uch o ‘zgaruvchili murakkab funksiya uchun zanjir qoidasi: A gar 
w = f ( x , y , : )  diferensiallanuvchi funksiya, * , у va г lar esa, t erkli 
o 'zgaruvch in ing diferensiallanuvchi funksiyalari bo 'lsa , u holda, w 
funksiya ham t erkli o 'zgaruvch in ing d iferensiallanuvchi funksiyasi 
bo 'lad i va

dW__5V^dx (W_dy dW dz 
dt  dx dt  d y  dt  dz dt

formula o 'rin li.
Bu tasd iqn ing «daraxt 

d iagram m asi» quyidagicha:

ni topish uchun, w dan boshlab 
har bir y o 'l  b o 'y ich a pastga 
qarab harakat q ilin ib , yo 'ld a  
uchragan hosila lar ko 'paytirilib , 
so 'ngra  u lar qo 'sh ilad i:

<W^_dl l^dx dlV_dy dlV dz 
dt dx dt  d y  dt  dz dt

Ikkita erkli о ‘zgaruvchi va uchta о ‘rta о 'zgaruvchilar uchun zanjir 
qoidasi: Agar w = f ( x , y , z )  x = g ( r , s ) ,  y  = h(r,s) va  z = k( r , s )

w  -  A x . r .z )  eticsiz o’zgennrchi

erkli o’zguuvchi

1г = Лкг)
trk az  o’zgaruvchi

—  air
d,a , /

<
dx
dl

, у  o’rta o’zgMUVchilar

/
dt
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diferensiallanuvchi funksiyalar bo‘ lsa, u holda, iv funksiya ham /• va .v 
erkli o ‘zgaruvchilarga nisbatan xususiy hosilalarga ega bo 'lad i va ular 
uchun,

aw _ dlV dx dW dy  dW dz d IV _ dW dx  ̂ dW dy  | dlV dz 
dr  dx dr  d y  dr dz dr  ’ ds  dx ds  dy; ds  dz ds  

form ulalar o 'rin li.
dW dWBu tasdiqning «daraxt diagram m asi» quyidagicha: — , -— ni
dr  ds

topish uchun, w dan boshlab har bir yo 'l b o 'y icha pastga qarab harakat 
q ilin ib , y o 'ld a  uchragan hosilalar ko 'paytirilib , so 'ngra ular qo 'sh ilad i:

dW dW dx cW  d y  dW dz dW _ dW dx ^  oW dy> + dW dz
dr  dx dr  d y  dr  dz dr  * ds dx ds d y  ds  dz ds

A gar w  = f (x ) ,  x = g(r.s) diferensiallanuvchi funksiyalar bo 'lsa , u 
holda, w funksiya ham r va 5 erkli o 'zgaruvch ilarga nisbatan xususiy 
hosilalarga ega bo 'lad i va ular uchun,

dW _ dW dx dW _ dW dx 
dr  dx dr  ds  dx ds

form ulalar o 'rin li.
Bu tasdiqning “daraxt d iagram m asi” quyidagicha: — , —  larni

di■ ds
topish uchun, w dan boshlab harakat q ilin ib , —  hosila x o'rta

dx
o 'zgaruvch in ing r va  ̂ erkli o 'zgaruvch ilar bo 'yicha xususiy 
hosila lariga ko 'paytirilad i:
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Г  = f i x) erkaz o'zgeruvchi

dW  = dW dx 
dr  dx d r '

o’rta o’zgaruydii

erkli o'zgaruvchilar

d w  _  d i v  dx 
ds dx ds

w = / ( * i . j c i , = -x,(r), x2 = x,(t ) , .....,x„ =x„(i) (п t a o ‘ rta
o 'zgaruvch ilar, bitta erkli o ‘zgaruvchi holi) boMsa, daraxt diagram m asi

erksiz o ’zgaruvchi

о’tie  o ’zgaruvchilar

erkli o’zgaruvchi

ko 'rin ishni oladi va w funksiyaning t erkli o ‘zgaruvchi bo‘y icha to‘ liq 
hosilasi,

dw _ d f  dx, d f  dx, d f  dx„
d l  dx, dt dx, dt  fix,, dt

formula bo‘y ich a hisoblanadi.

w = f (x , ,x , , . " ,x„ ) ,x ,  = <p,(t , , t . , . . . , t j ,  x, = «>,(/,,t2,...,/„).......,x„

funksiya uchun “daraxt d iagram m asi”
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eric six o’xgaruvchi

o’rta o’zgamvdular

erkli o'zgaiuvthilar

b o 'y icha xususiy hosilalari,
oil’ c f dx, df dx,--- --------  ̂+

8w _ df ox, df dx2

= 1,2.

. df dx„
dx„ dt. ’

, 5f
dx„

dx„ dt2

dx,,5» _ c f  <3x, Bf dx.
5tm Эх, 8 t d x  j 8t„ dxn dtm

form ulalar yordam ida hisoblanadi.
21.8-m isol. Ushbu IV =.x2 -  xy, x = \ - r , y  = t4 murakkab 

funksiyaning o)zanjir qoidasidan foydalanib: ь) bevosita t bo 'yicha 

d ifferensiaiab . ni t ning funksiyasi sifatida ifodalang, so 'ngra ^

ning berilgan t = 1 nuqtadagi q iym atini toping.

Y ech ilish i. ,, dW a) ----- dl П1 efksiz
o'zaanivcln

topish uchun, «daraxt - 11 * К  
d iagram m asi»ga asosan, iv dan 
boshlab, har bir y o 'l  bo 'yicha 
pastga qarab harakat qilib , 
y o 'ld a  uchragan hosilalarni 
ko 'paytiram iz , so 'ngra ularni 
qo 'sham iz:

v o'rtn 
o'zearuvcbilar

erkli o'zaaruvclii

dW = 3IVdx + W d y  = (3 _ 6/: 2t)+^  _ у  = ^  , у
dt dx dt dy dl V Л ’ V r  \ /
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= 2 t ( 4 r - 3 )  = 2. 
t = 1 1, = 1

M urakkab funksiyaning —  hosilasin i f ^  = £ !Lf^+£ iL ^  formula
dt dt dx dt m  dt

bo‘y icha topamiz:

dJ L  = 3x' - y  = i \ - , ' ] - t ' = 3 - 6 , ' + 7 , \  ™ = - x = r - \ ,  —  = -2/,  —  = 4 ( ',  
dx dy dt dt

^  = Э £ ^  + £ £ ф  = (з_ 6(:+ ^  ( ^  ^
dt dx dt dy dt V /

Endi, —  ning berilgan < = i nuqtadagi qiym atin i topamiz:
dt

dW 
dt

21.9-m iso l. Ushbu г = e V ,  x = u7- v \  y  = u v murakkab 
funksiyaning xususiy hosilasin i toping.

Y ech ilish i. z(x(u,v),y(u,v)) murakkab funksiyaning xususiy 
hosilasini topish form ulasidan foydalanam iz:

dz x 2 fix dx dx x dy dy
- = e  v  , —  = 2w ,  —  = -2 v  , —  = 2ve , —  = v, —  = u,  
dx du dv fiv ' du dv
dz dz dx dz dv ,  2 i  j  ■—  = --------- + --------— ~ e  v  ■2u + 2 y e  v - 2 e  и v  +2uv e  -
ou dx du dy du

= 2uv*(ir + l)e" ,
c r  fir dx dz fiv , 1  .  „ _ , _ r ,  ! ;
—  = - ----- -  = f  v  ■(-2v) + 2ve • и = 2e y ( u  -  vj’) = 2e u v ( u - v ' u )  =
dv dx dv dy dv

= 2e“, - V v ( l - v : ).

u = f(xt,x2,...,xj funksiya {M) <= R" to 'p lam da berilgan bo‘ lsin.
21.4- t a ’ r if . A gar {а/} ({Л/}с Rm) to 'p lam ning har bir nuqtasida va 

"har bir t lar uchun
f(tx„tx,....,tx") = t l’f ( x i,x  О  ( 2 1 . 9 )

teng lik  bajarilsa , u = f(x „ x ......x j  funksiya [m ] ({M}<zRm) to 'p lam da p -
darajali birjinsli funksiya deyilad i.

21 .4 -teo rem a (b ir jin s li fu n k s iy a la r  h aq id a  E y le r  teorem asi). 
A gar и = / ( * , , funks i ya {M} to 'p lam da d ifferensiallanuvchi p- 
darajali b irjinsli funksiya bo 'lsa , u holda {M} to 'p lam ning har bir

m {x,,x2....,x„) nuqtasida —  +... + —- х я = pu tenglik  o 'rin li.dxx ox2 dxm
21 .10-m iso l. A gar f(x .y .z )  funksiya {M} to’ plamda d ifferensia lla­

nuvchi p -darajali b irjinsli funksiya bo 'lsa , f x(x,y,z), f(x ,y ,z ) , f (x ,v ,z )  

xususiy hosilalari p - i-d a ra ja li  b irjinsli funksiya lar ekan lig in i isbotlang.
Y ech ilish i. Shartga ko 'ra ,

f(tx,C\>,tz) = t r f(x ,y ,z)
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bo 'lib , tenglikn ing chap tomoni differensiallanuvchi. Tenglikni x 
bo 'y icha d ifferensiallaym iz:

/,(«, iy, ’-)f = t"f'Ax>y>: ) y°ki /X», V, ft) = ''"'/X*, >',-)•
Bundan /(x,y,r) funksiya p - l -  darajali b irjinsli funksiya ekanligi 

kelib chiqadi. /,,(*,y,r) va / ’(*.y>-) funksiyalarn ing ham p - i -  darajali 
b irjinsli funksiya ekan ligi xudi yuqoridagidek ko ‘ rsatiladi.

21.5. Differensial shakli invariantligining saqlanishi. 
u = f(M) = f(x„x7,...,xm) funksiya {л/} ( ( M } c f )  to 'p lam da berilgan 

bo 'lsin . B iz yuqorida ko 'rgan edikki, agar argumentlar erkli
o 'zgaruvch ilar bo 'lsa , funksiyaning d ifferensiali (to 'liq  d ifferensiali)

du = —- dx, + °U dx, +... + —--- dx (21 .10)
obc, dx, - dxm

ko 'rin ishda tasvirlanadi. Endi x,..r2. . ,.v„ argum entlar erksiz o 'zgaruvch i­
li, y a ’ni biror N„(t",t",...,tk)e {N} nuqtada, differensiallanuvchi
x, = <p,(t,,t,,...,tk) (/ = 1,2....m) funksiyalar, и = /(*,.*.,...,x j  funksiya esa,

....л^) nuqtada differensiallanuvchi bo 'lsin . deb faraz q ilay lik . Bu
holda, u = f(x„x.....x.) funksiyani, tut2,...,tk o 'zgaruvchilarn ing murakkab
funksiyasi deb qaraym iz. 21 .3-teoremaga asosan, bu murakkab funksiya 
N„ nuqtada differensiallanuvchi bo 'lad i va uning d ifferensiali,

du = dudl] + 8u di,+...+ du dtm (21 .11)
at, dt, ■ dt„,

ko 'rin ishda tasvirlanadi, bunda ^ l a r  (21 .8) form ulalar orqali topiladi.

du— lam ing ifodalarini (21 .8) dan (21 .11) ga keltirib qo 'y ib  va
dti dxt

lam ing koeffisientlarin i jam lab , natijada
du (dx. , dx. . ax, , 'I du f dxm дхт дхшdu =---  —'-dt, +—-dt, +... + —-dtk +.- + - — -r -̂dt, +~-dt2 + ... + ——dtkdx\dt, 1 dt, - dtk k) dxm{ dt, dt, dt,

(21.12)
munosabatni hosil q ilam iz. M a’ lumki, —  (< = 1,2,...,m) ning koeffitsiyenti,dx,
x, =^,(f1,f,,...,ft ) (i = 1,2,...,m) funksiyaning dx, (i = l,2,...,m) d ifferensialin i 
ifodalaydi. Shuning uchun, (21 .12) ning ko 'rin ish in i, (21 .11) ko 'rin ishda 
yozish mumkin. Demak, x,.x,,....x„ lar erksiz o 'zgaruvch ilar bo 'lganda 
ham, u = /(x„x2,...,xm) funksiyaning differensiali (21 .11) ko 'rinishda 
bo 'lar ekan, y a ’ni ko 'p  o 'zgaruvch ili murakkab funksiyaning birinchi 
tartibli d ifferensiali shakli invariantligi (ko 'rin ish i) saq lanar ekan.
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и = /(м) va v = g(u) funksiyalar ochiq {м} ( | « ! с Г )  to‘p!amda 
berilgan boMib, {a/} to‘pIamda differensiallanuvchi bo‘ Isa, u holda, 
u±v, ov,-(vseo) funksiyalar ham shu м  nuqtada differensiallanuvchi va 

ulaming differensiali uchun, quyidagi,
d(cu) = cdu (c = const) 
d(u±  »') = du± dv , 
d(uv) = tidv + vdu, 

vdu-tutv
G - ! V

fo rm u la la ro ‘ rin li bo 'lad i.
; 21.6. Y o‘ nalish bo‘yicha hosila. Gradient. M a’ lum ki, b ir 

o 'zgaruvch ili v = f(x) (xeR, yeR) funksiyaning — hosilas i, berilgan
dx

funksiyaning o ‘zgarish  tez lig in i b ild irad i. Ko‘ p o 'zgaruvch ili
u = f(x„x.,...,xm)=f(M) ((x„x,,..,xm)eR",ueR) funksiyaning xususiy 
hosilalari ham bir o 'zgaruvch ili funksiyaning hosilasi kabi ekan lig in i 
e ’ tiborga olib, §Lt QL....QL funksiya lar ham, u = f(x.,x,,..,x)oxx oxz dxm
funksiyaning, mos ravishda, Ox,,Ox2„..,Oxm o ‘q lar b o 'y icha R" da 
o 'zgarish  tez lig in i ifodalayd i, deb qarash mumkin.

Endi ko ‘p o 'zgaruvch ili funksiyaning ix tiyo riy  yo 'n a lish  b o 'y ich a 
o 'zgarish  tez lig in i ifodalovchi tushuncha bilan tanisham iz. Soddalik  
uchun, uch o 'zgaruvch ili funksiyani qaraym iz. u = f{x,y,:)=f(M)
funksiya ochiq {m to 'p lam da berilgan bo 'lsin . 7 = 7(cosa,cosp,cosy) 
b irlik  vektor b ilan an iq lanadigan biror 7 yo 'nalishn i q aray lik . {A/} 
to 'p lam da ix tiyo riy  M0(x0,y0,:0) nuqtani olib, bu nuqta orqali o 'tuvch i,

yo 'n a lish i, r = 7(cosa,cos p,cosy) vektor yo 'n a lish iga  mos kelgan  7 

yo 'nalishn i q aray lik . 7 yo 'n a lish d a M0(x0,y0,:0) nuqtaga yaq in  yotgan 

ix tiyo riy  o 'zgaruvch i M(x,y,z) nuqtani o lam iz (Me{M\). л/„л/yo 'n a lgan  
kesm a [m]c/?3 to 'p lam ga teg ish li, u holda,

—̂ —^2—г = cos a ,  = cos p .  - j -— — r = cos/  ( 2 1 . 1 3 )
p ( M 0,M )  p ( M 0,M )  f i (M0,M )  '

bo 'lad i.

21.5-ta ’ rif. A gar M(x,y,=) nuqta 7 yo 'n a lgan  to 'g 'r i ch iziq  bo 'y lab  
M„(x„,y„,:0) nuqtaga intilganda (m ->M„), ushbu
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p (m 0 m )  М и , . У о - = о Х х - у - - ) )  

nisbatning limiti mavjud bo‘lsa, bu limitga f(x,y,r)= /(w) funksiyaning
A/0(x0,.v0,r„ )  nuqtada 1 yo'nalish bo'yicha hosilasi deb ataladi va u # 1 * 0

dl
yoki kabi belgilanadi.

5/
21.5-ta’rifga ko‘ ra, uni

of _ )jm / М - / ( к )
ei ЛГ-*Л/и

ko 'rin ishda yozish mumkin.
21 .6 -teo rem a. A gar u = f(x,y,z)=f(M) funksiya ochiq (И )сл ’ 

to ‘p lam da berilgan boMib, u Mn(x„,y„,:„)e{M) nuqtada differen- 
siallanuvch i bo‘ lsa, u holda, u = f(x,y,:)=f(M) funksiya shu nuqtada har

qanday 1 y o ‘na!ish bo‘y icha hosilaga ega boMadi va bu hosila,
5u(Ma) _ df(x0,y„,:„) d/(xa,y„,:„)____d / ( x „ , y „ , „ ,

■ — *  ■ ™ C O S u  т  v O o  IJ i

e l e l 8x %
+ f ( w J cosr (21 .14)

dz
formula orqali topiladi.

21.11-m isoI. Ushbu f(x,v)=arcig— funksiyaning 0(0,0) nuqtadan
у

Ar0(l,l) nuqtaga qarab yo 'n a lgan  i yo ‘nalish bo 'y icha hosilasin i toping.

Yechilishi. / birinchi kvadratning ,v„(u) nuqtasidan o 'tuvchi va 
o(o.o) nuqtadan Af/i i) nuqtaga qarab yo ‘ nalgan bissektrisadan iborat 

bo 'lad i. (21 .13) form ulaga asosan, <p = ~. Berilgan funksiva M0(l.l)
4

nuqtada differensiallanuvchi boMgani uchun, uning yo 'n a lish  bo 'yicha 
hosilasin i (21 .14) formula bo 'y icha topamiz:

М ы )  = M t .^ COi£ + M M )cos£  = f ^ 2 ---------“—COS — ч-------—cos-
^ i dx 4 o y  4 \x + y 2 x + у  J  2

Demak, МУ1 = о. 
dl

2 1 .12 - misoi. Ushbu /(*,j') = [х: + у г funksiyaning w0(o.o) nuqtada

ix tiyo riy  7 yo ‘nalish bo‘y icha hosilasi = i ekanligin i ko‘ rsating.
a ?

Yechilishi. Quyidagi nisbatni tuzamiz:
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,1 х2 + у 2 р  х 
р ( м 0, м )  Р  р

5/(0,о) ,|m/(A/)-/(A/„) t 
57 .-о р{м„,м)

2 1 . 1 3 - misol. Ushbu f(x,y) = x+\y\ funksiyaning м 0(о,о) nuqtada Ox 
va Oy koordinatalar o 'q lari bo‘y icha hosilasi m avjudm i?

Yechilishi. Berilgan f(x,у) = *+1 у | funksiyaning m0(0,0) nuqtada Ox 
koordinatalar o ‘qi bo 'y icha hosilasi l ga teng bo 'lib , Ov koordinatalar 
o 'q i b o 'y icha hosilasi mavjud emas.

21.4-eslatm a. Funksiya biror nuqtada differensiallanuvchi 
bo 'lm asa ham, u shu nuqtada biror yo 'n a lish  b o 'y icha va hatto har 
qanday yo 'n a lish  bo 'y icha hosilaga ega bo 'lish i ham mumkin. M asalan, 
ushbu f(x,у) = л[х2 + у 2 funksiya M„(0,0) nuqtada differensiallanuvchi 
emas, lekin biz vuqorida ko 'rd ikki, bu funksiya л/„(о,о) nuqtada ixtiyoriy 
yo 'n a lish  b o 'y icha hosilaga ega.

21.7- ta ’ rif. Komponentalari (koordinatalari) du,8~ ,°“ bo 'lgancx oy cz
vektor, u = f(x,y~) funksiyaning л/0(.т0,у0,г0) nuqtadagi gradienti, deb 
atalad i va u

grarfu(Mj =M ^ 7 +^ i 7  (2 i . i 5)
5x dy dz

kabi belg ilanad i, bunda xususiy hosila lar M0(x0,v0,:0) nuqtadadx d): dz
hisoblangan. 7 = 7(cosa,cos/3xosy) ekan lig in i e ’ tiborga olsak, u holda

(21 .14) ni, ushbu ^  = [7,gmdu) (21 .14) ko 'rin ishda yozish  mumkin.
d l   ̂ '

bundan,

iw « ;  = (21Л б)d̂x) l^dy)
ekan lig in i h isobga olib, (21 .15) formulani,

= 1 I ‘ I g r a d u  | • cos (p
д  I

ko 'rin ishda ham yozish mumkin, bunda <p-r bilan gradientning 

orasidagi burchak. | r |=i bo 'lgan i uchun,

=\ gradu | ■ cos <p.
д I
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Bu formuladan ko‘ rinadiki, yo ‘nalish bo 'y icha hosila o 'z in ing 

maksimum qiym atiga cos<p = \ boMganda. y a 'n i v vektorning
U 7 ,L

yo 'na lish i gradientning yo 'na lish iga  mos tushganda erishadi,
du

d I
=1 g ra du  |. A gar r  ning yo ‘ nalishi gradientga perpendikulyar

yo ‘nalgan bo‘ lsa, —  = o bo‘ ladi, chunki <p = ~ , cos* = o.
81 2 2

21.14- misol. Ushbu и = .r + v: +r: ska lar funksiyaning p(i, l, i) va 
0 (1, - 1, i) nuqtalardagi gradientlari orasidagi burchakni toping.

Yechilishi. Dastlab. berilgan funksiyaning p(i, 1,1) va 20.-*. 0 
nuqtalardagi xususiy hosilalarin i topamiz:

—  = 2x, <3// = 2, CH
= 2 ,

dx d„r P dv 0

— = 2 V.
du - -2 , = -2.dr - ¥ P 3v

— = 2r. dw - 2, du = 2.
dz cc P ct 0

(21 .15), (21 .16) form ulalarga asosan. н = .v +>-: +r3 skalar funks
uchun g radu(P) ,  g r a d  и ( 0 )  hamda adu(P)\, larni hisoblaym iz:

g r adu  (P)  = 2 / +2 j+2k ,  g radu(O)  = 2 i -  2 j  + 2k,
\gradu(P)  | = л/3, |grarfu(0)| = 2-УЗ.

Endi gradientlar orasidagi burchakni topamiz:
= g radu (P) g rad{0 ) 2 ■ 2 + 2 • (-2) +2-2 _ l_

P ~\grad (P\g rad (0}~  2V 32V 3 ~ 3 

Demak, berilgan и ska lyar funksiyaning p(i. 1, 1) va 0 (1, - 1, 1)

nuqtalardagi gradientlari orasidagi burchak 1
<p = arccos-

Mustaqil yechish uchun misoliar

Q uyidagi funksiyalam ing xususiy hosilalarin i toping:
2 1 .1 . H = .r2 + v: + W .  21.2 . U = 4̂£ZZ).

y~
21.3. u = x)- + ~ .

2 1 .5 .  и = lg (x  +  y )  e*

21.4. и = sin(xv + jr ) .

21.6. и = sin— cos —.
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2 1 .7 .  и = <?'(cosy+xsiny) 2 1 .8 .  и = x '

Vx: + y ’ - x21.9 . и = — . 21.10. U = In
+ y + x

2 1 . 1 1 .  w — a r c s in  ■” — 2 1 . 1 2 .  ы = ( l + s i n 2 л.)11"  .
\ x 2 + y 1

2 1 .13 . u = xyy 'z x. 21.14.g(r,#) = / c o s #  + /sin0,

21.21. f(Rl,R2,R,)=-L+-L +±-. 2 1 .1 6 .p{n,R,T,v)=
t\| 2 J

Q uyidagi funksiya lam ing berilgan nuqtadagi xususiy hosilalarin i 
toping:

21.17. u = p -, (l;l) . 21.18. H = ln l̂ + ̂ j,(l;2 ) .

21.19. « = лзе™”’ ,(1;1) . 21.20. и = (2x + y)2~\ (l;-l) .
21.21. Ushbu u = \fxy funksiyaning 0 (0; 0) nuqtadagi xususiy 

hosilalarin i toping. Bu funksiya 0(0; o) nuqtada differensiallanuvchi 
boMadimi?

Q uyidagi berilgan u(x,y) funksiya lar 0(0; o) nuqtada xususiy 
hosila larga egam i; 0(0; o) nuqtada differensiallanuvchi boMadimi?

21.22. u = 21.23. u = J ? T ? ~  .
21.24. u = \fc 21.25. u = \ J7 7  .

x : + у 2 Ф 0 bo'\%anda.
0, x~ +y2 =0 bo'lganda.

I x* + у 4
—— =-r , .v2 + v ‘ *  0 bo'Xganda,

X- + y-

0, x1 +y2 = 0 bo'iganda.

21.28. u{x,y) funksiya;

a )  и — - j = l .  — ; 6) u = ln(x2 +д5 + у 2)
yjx2 +V2

ko‘ rin ishlarda bo‘ lganda. — +v— ifodani hisoblang.
3x cv

21.29. u(x,y.z) funksiya:

a ) и = ( x -  yXy -  z\z -  дг); b) и = x +
x -  у
v-r

ko ‘rin ish larda boMganda, — +— +— ifodani hisoblang.
ox 5y  dz

21 .30-21.35- m iso llarda u = f ( x x,x1?...,xm) funksiya uchun quyidagi 
tasd iq lam ing qaysi biri to‘g ‘ ri, qays i biri noto‘g ‘ ri?
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21.30. / (лг,,дг2, funksiya biror nuqtada hamma argumentlari 
b o 'y ich a xususiy hosilalarga ega bo 'lsa , u shu nuqtada uzluksiz bo 'lad i.

21.31. A gar funksiya R"‘ fazoning har bir nuqtasida hamma 
argum entlari bo 'yicha xususiy hosilalarga ega bo’ Isa, u R"' da uzluksiz 
bo 'lad i.

21.32. A gar funksiya biror nuqtada differensiallanuvchi bo 'lsa , u 
shu nuqtada hamma argumentlari bo 'y icha xususiy hosilalarga ega 
bo 'lad i.

21.33. A gar funksiyaning biror nuqtada hamma argumentlari 
b o 'y ich a xususiy hosilalari mavjud bo 'lsa , u shu nuqtada 
d ifferensiallanuvchi bo 'lad i.

21.34. A gar funksiya biror nuqtada differensiallanuvchi bo 'lsa , u 
holda, shu nuqtada funksiyaning hamma argum entlari bo 'y icha uzluksiz 
xususiy hosilalari mavjud bo 'lad i.

21.35. A gar funksiyaning biror nuqtada uzluksiz xususiy hosilalari 
mavjud bo 'lsa , u holda, funksiya shu nuqtada differensiallanuvchi 
bo 'lad i.

21.36. A gar f ( x , y ) - x O y  tekislikdagi G ochiq sohada aniqiangan, 
uning f x va / .xususiy  hosilalari G da chegaralangan bo 'lsa , u holda, 
f(x,y) funksiyasin ing G da uzluksizlig in i isbotlang.

Q uyidagi berilgan funksiyalarn ing d ifferensialin i toping:
21.37. и = 2r4 -3.t:_v: + .vIv. 21.38. и = (v’ + 2x2 + з)\

21.45. u = (l+.n’)'.
Q uyidagi funksiyalarning berilgan nuqtalardagi differensialini 

toping:

21.39. и 21.40. „ = *
V-r + v3

21.41. и = a * 21.42. и = In{x + yjx2 + vJ) .

21.44. u = wctg 'r + -v .
x-y

21.46. и - --— . a) (l;l): b) (0,l). 21.47. и = Jxy + —, (2;l).

21.48 u = co sfe  + vr), , w ( x , y , : )  va Л]1;£ Д ] nuqtalarda.и = cosl
v 6 6 J

21.49 . u = e" м (х,у) va o(o,o) nuqtada.
21.50. « = дг\ м(х,у) va л/„(2; 3)nuqtalarda.
21.51. и -  xin(ri'), м (х . у )  va .w0( - l ; - l )  nuqtalarda.
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2 1 . 5 2 . , ,  =  - ----- * -------Л / ( 1, 0 . 1) .  2 1 . 5 3 . u = a r c l g ~ .  M ( 3 , 2 , l)  .
x +y~+z*  г

21.54. н=^лт + —j  , A/(l,l, l).

Quyidagi berilgan /(„) funksiyani d ifferensiallanuvchi va uning f, 
hosilalani aniq deb faraz qilib , /(«) funksiya funksiya uchun /,, f y 
xususiy hosilalarni toping:

21 .55 . и = x2 +e‘ . 21.56.,/ = \Jx' + лт: . 2 1 .5 7 .u = arctg(x + In y).

Q uyidagi berilgan /(„), /(u,v), /(u.v.w ) funksiyalarn i d ifferensialla­
nuvchi va ularn ing /„, /„. xususiy hosilalari aniq deb faraz qilib , 
quyidagi p funksiyaning differensialin i toping:

21.58.(3 = f(u\ u = .n' +— .
x

21.59.2) <p = f(u, v), и = —-—, v = x2 -  у 5.
x + у

21.60.(3 = /(u ,v ,u), и = -v2 +.v' + r 2, v = x  +  y  + z, ii> = xyz.

21.61. A gar w = sm{x) + л),х = e' va y = in(r + i) bo‘ lsa, t = о da ~

hosilani hisoblang.
21.66. A gar fr = sin(2.r-y),x = r + sins, у = rs bo‘ lsa, r = n va 5 = 0

bo‘ lganda, mos ravishda, — va — xususiy hosilalarn i toping.
8t ds

21.67. Ushbu w(x,y,:)=xy+y: + x: funksiyaning
x — cost, у = sin/, z — cos2/ egri ch iziqdagi с b o 'y ich a  hosilasin ing t = l dagi 
qiym atin i toping.

21.68. w = f(=,a), r = jx : + V2 , a  = arctg- bo 'lsin . U holda, ^  va
X cx

— larni toping va  javob ingizn i ,• va  a orqali ifodalang.
8y

Q uyidagi m isollarda: a)zan jir qoidasidan foydalanib ; b) bevosita t
b o 'y icha d ifferensialab , —  ni / n ing funksiyasi sifatida ifodalang,

dt
so ‘ngra —  ning berilgan t =t„ nuqtadagi q iym atin i toping:

dl
21.69. W=x2+y2, ,x = cos(, у  = sinf; t0 = x .

r  V 121.70. W = — + —, x = cos2f, v = sin (, :  = f„= 3 .
г г ‘ t

21.71. IV = 2ye‘ -ln r, x = ln(<2 +1), у  = arctgtt, r = e'; f0 =l.
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21.72. A gar w  = ( x + y + z f ,  x = r - s ,  _v = c o s ( r+s ) ,  :  = s i n ( r+ s )  bo'lsa , 

toping.
-Ф0-0
21.73. A gar W = x2 + x = u - 2v + l, >- = 2« + v - 2  bo‘ lsa, —

X  c u
П1

(wH».0)

toping.
8IV21.74. A gar H’ =arcigx va x = e" + invbo'lsa ,
8u

ew
(»,v).(InM) 3'’ .vHlnM)

larni toping.

21.75. A gar a v a i  - o 'zgarm as sonlar, w = u3 +rfa( + cosu va и =ax + by

bo 'lsa , a— = b~  munosabat o 'rin li ekanligin i ko 'satir.g.
д у  dx

21.76. A gar /(и) ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya bo 'lsa , u 

holda, <p(x,y)=yf{x--y2) funksiya. y2^  + xy^- = x<p tenglam ani

qanoatlantirishini isbotlang.
21.77. A gar / ( h )  ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya bo 'lsa , u

holda, <р(х,у )  = х у + х / { ц  funksiya, x^-+ y^- = xy+<p tenglamani
\x J  dx o y

qanoatlantirishini isbotlang.
21.78. A gar / ( h )  ix tiyoriy d ifferensiallanuvchi funksiya b o isa . u

holda, tp(x, j ) = sin дг + /(sin у -  sin x) funksiya, cosy^ + cosx^ = xy> + <p

tenglam ani qanoatlantirishini isbotlang.
21.79. A gar /(«,v) ix tiyoriy differensiallanuvchi funksiya bo 'lsa , u

holda, t p (x, y , : )  = f [ - , x 2 + y - r : l  funksiya, 2 x : ^ -  + 2 y : ^ -  + (2x2 +y)^ 7  = 0
dx 8y ' 5:

tenglam ani qanoatlantirishini isbotlang.
21.80. A gar h- = /(j ) - j ning differensiallanuvchi funksiyasi,

s  = v + 5jc bo 'lsa , u holda - - 5 — = о musbat bajarilish in i ko 'rsating.
dx 8y

21.81. A gar a  va b -  o 'zgarm as sonlar, u  = uJ + thu+ c o s u  va u = ax+bv  

bo 'lsa , a — = 6— musbat o 'rin li ekan ligin i ko 'sating.
d y  dx
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21.82. A gar f(u,v,w) d iferensiallanuvchi funksiya va u = x -y ,v  = y -z  

hamda w=z-x bo 'lsa , f~+f^ +~5~ = 0 ekan lig in i ko 'rsating .

21 .83 . Faraz q ilay lik , tv = f(x,y) d iferensiallanuvchi funksiyada 
x — у cos 0 va v = /sin tf qutb koordinatalariga o 'tish  am alga oshirilgan (qutb 
alm ashtirish lari b ajarilgan ) bo‘ lsin. U holda

dW ■ 1 dlVa ) ----- = /  cos# + f  s in # . ---------= - /  sin <9 + /  cos в,dr v 5в ' ‘
ekan lig in i ko ‘ rsating;

6) a) banddagi tenglam alarni f t va fy larga nisbatan Yechib,

ulam i —  va —  lar orqali ifodalang;dr дв

*»
ekan lig in i ko ‘ rsating.

21 .84 . / va g - x  va v ning shunday funksiyalardan iboratki,

= va = munosabat o ‘ rinli bo‘ lsin. Faraz q ilav lik ,
<?v dx cx dy
— = 0, / ( i,2 )= g ( i,2 )  = 5 va /(o,o) = 4bo ‘ lsin. U holda, f(x, v) va g(x, v) lam i ax-
toping.

21.85 . B irinchi tartibli xususiy hosilalardan — = i+excosv vadx
—  = 2y-e* sin v ham da (in2,o) nuqtadagi q iym atin i 2 + in2 g a te n g  bo‘ lgandy
(/(in2,o) = 2 + in2), w=f(x,y) funksiyani toping.

21.86. A gar u = f{x,y,r) funksiya biror E sohada d ifferensia lla­

nuvchi bo‘ lib , x— +v— + :— = pu tenglam ani qanoatlantirsa, u holda.
dx dy dz

uning p - daraja li b irjinsli funksiya bo‘ lishini isbotlang.
21 .87 . A gar u = f(x,y,z) funksiya biror E sohada ikk i marta 

d ifferensiallanuvchi bo‘ lsa, u holda,

i xi x +yi + :i ) u= p{p~l)“
tenglikn ing o ‘ rin li ekanligin i isbotlang.

21.88. Ushbu u = xyy x funksiya x— +y— ={x+y+\nu)u tenglam anidx dy ~
qanoatlantirishini isbotlang.

21 .89 . Ushbu « = funksiya =o tenglam aniz -t y -z  dx dy dz dt
qanoatlantirishni isbotlang.
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Q uyidagi funksiyaning м 0 nuqtada м^м yo 'nalish  bo 'y icha 
hosilasini toping:

2 1 .90 ./(лг,у) = 5х + 10х2у + / .  ЛЛ,(1,2), Л/(5,-1)
21.91. f ( x , y )  = xy2: \  M0 (3,2,l), A/(7,5,l).

21 .92. f ( x , y , r) = arcsin , M„(\, 1, l), M(l, 5,4).
V-v! + y !

21.93. Ushbu f ( x , y )  = lx* +y' +x)> funksiyaning M0(l,2) nuqtada, Ox 

o‘q bilan 135' burchak tashkil qilgan nurning yo 'na lish i bo 'y icha 
hosilasini toping.

21.94. Ushbu f ( x , v)=w a g  — funksiyaning x2 + y 2 =2x aylanan ing
X

'U" ( i ’ ~2̂ ) nucltas‘8a o 'tkazilgan  tashqi normalning yo 'nalish i bo 'y icha

hosilasini toping.
21.95. Q uyidagi f ( x , y , : ) = \n{e'+ey+e') funksiyaning л/„(о, 0, 0)

nuqtada, Ox, Oy,  Or koordinatalar o 'q lari bilan, mos ravishda, va  j

burchaklam i tashkil q ilgan  nurning yo 'nalish i bo 'yicha hosilasini toping.
21.96-21 .97- m isollarda berilgan f ( x , y )  funksiyaning ^nuqtada 

kam ayish va o 'sish  yo 'nalish larin i toping va har bir yo 'nalish  bo 'yicha 
hosilasini toping. Shuningdek, f ( x ,  1) funksiyaning p„ nuqtada v vektor 
yo 'nalish idag i hosilasini toping.

21.96. f { x , y )  = cosx cosy, v=3/ + 4y.

21.97. f ( x , y , : )  = ln(2.r + 3y + 6r), />„(-l,-l.l), v = 2 i + 3 j+6k .
Q uyidagi skalar maydonning berilgan nuqtadagi gradientini toping:
21.98. u (x, y )  = x2 -2лу + Зу-1, g r adu  = ?

21.99. u (x, y )  = 5д.-:у-Зху3 +y4, g radu

2 1 .1 0 0 .  и = x2 + y 2, g i dadu\^ = ?

21 .1 0 1 .  и = yj4 + x2 + у : . gradu\^  ̂ = ?

21 .102. u = arctg—. gradu\v = ?

21.103. о = a r c t g -  ska lyar maydonning (i; l) va (-i;-i)nuq ta lardag i 

gradientlari orasidagi burchakni toping.
21.104. r, =ylx2 +y2, : : =x-3y+yl3xy funksiyalam ing (3. 4) 

nuqtadagi gradientlari orasidagi burchakni toping.
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21.105. grad(<pif/) = (pgradi// + ц/grad<p tenglikni isbotlang.
21.106. г  = f>(u,v), и = ч/(х,у), v = L(x.y) funksiya lar berilganda,

grad: = — gradu+— gradv tenglikn ing to‘g ‘ rilig in i ko‘ rsating.
du 8v

21.107-21.111 m isollarda funksiyaning orttirmasini uning 
d ifferensia liga alm ashtirib , quyida berilgan ifodalarni taqrib iy h isoblang:

21.107. (l,02)J “ . 21.108. 7^ ,04 ’ + 6,032 . 21.109. (1,02)’ (0,97); . 

21 .110 . s in 32°cos59°. 2 1 .1 1 1 . ln(o,9J + 0,99’ )  2 1 .112 . ^ 2 ,03 : +5e°-o :.

M ustaqil yechish uchun misollarning javoblari 

2 1 .1 .  u -  2x + 6xy3, u, -  3 y 2 + 9x~ + y " . 21.2. „■ = = 2L**L.
v* v

21 .3 . ux = >r + — , w' = XT— , wj = ДГ); —г-• 2 1 .4 . =>-cos(x)’ + >r),
vr v г vr

и = (x + r )  cos (xy + y r ), u,  = v -  cos(xy + y r ) .

21.5. u^= — £-------^ + fg (x + y ) <?"‘ - ,
COS'(x + yj V

+ + v)ex/,{ -  -4-] -21.6. u\ =— cos—cos — + -Arsin— s in —,2 / \ о \л J r-(x + y) V, V V V

X  X—  cos—cos-5—— sin —s i n i .  21.7. ux = e '( x s in y  + s in y  + cosy), 
y ‘  у  x  x  у  x

u f =  e ' ( x c o s v - s in v ) .  2 1 . 8 .  = y x ’" ' , u\.  =  x y ■ In X  .

21.9 . И, =, ^ Г ‘ . ( _ 4 ]  = _ £ Ш , H;, = £ ( Z j , „ ;= (£ )
Vxj v x ) xyxj  y\xj yxj x

2 1 .1 0 .1 1 '= -  2 2r
■Jx2+ y 2 ' У-/y^x‘ + y

n  ■ x y - J l x 2 - 2 v : vx'-j2x'- +2y :

2 M L  ' ! * < - / )  ■ I * ' - » ' )  '

21.12. = sin2xlng(l +sin- x)'"1 u, = —(l + sin2 x)1” ln(l+ sin2 x)
21.13. иx = xy~'y:*'zx +xyy z: ‘ Inr, «/, =xV:“ ln i-nV ':‘ 

«' = x'W  Iny + Л ' : - 1. 21.14. & = cos# + sin$, — = -/-sin<? + rcos#.
d r  86

71  9 1  s/  _ _  1 • L ? 1  1ft dP = R l . 8 p _ = nT .
* ‘ ЭЯ, /?,2 ’ o/?2 Я ,2 ’ dR, R 2 ' ' '  dn V ’ dR V 

ЭР nR dP nRT 
8T~ V ’ dV V2 '

21.17. «:(1;1)=1, «•(l;l) = -2,21.18.U;(l;2) = i  H;(l;2) = - i
3 6

268



2 1 .2 1 . u (̂0;0) = 0, u, = (0;0) = 0. Funksiya 0 (0: 0) nuqtada 
differensiallanuvchi emas.

21.22. «,(0:0), uj(0:0)la r mavjud emas, u(x,y) funksiya 0 ( 0 ;0 )  

uuqtada differensiallanuvchi.
2 1 .23 . ц (̂0;0) = uj (0:0) = 0; u(x,y) funksiya 0(0;0) nuqtada 

differensiallanuvchi. 21.24 . u (̂0,0) = u (̂0,0) = 0; u{x,y) funksiya 0(0;0)  

nuqtada diferensiallanuvchi emas.
21 .25 . и'(о,о) = иДо,о) = 0;н(х,у) funksiya 0 (0; o) nuqtada 

differensiallanuvchi.
21 .26 . uj(o,o) = uv(o,o); u(x,y) funksiya 0 (0; 0) nuqtada 

differensiallanuvchi. 21.27. »'(o,o) = h)(o,o); u ( x ,y )  funksiya 0 (0; 0) 
nuqtada differensiallanuvchi. 21 .28 . a) 0; b) 2.

21 .29 . a ) 0, b) l 21.30 . Noto‘g ‘ ri. 21 .3 1 . Noto‘g ‘ri
(//>1 bo‘ lganda). 21.32 . To‘ g ‘ ri. 21 .33 . Noto‘g ‘ ri (n>\
hoM ganda). 2 1 .3 4 . 'Noto'g'ri. 21 .35 . T o 'g 'r i. 21.37.
(Xx1 - 6xi2 + 3x2}>)dx + {x1 - 6 x2y)dy. 2 1 .38 . 4 (y ’ + 2 x 2y + з ) (4 :т а !х  + (3у ! + 2x 2)dy).

21.39. 21 .40 . v{x2 + v 2y 2(,vdx-xdy).
X}> { x  у  J

vdv

21.19. ur(l;l) = \-n, uy(l;l) = 1 -  я . 21.20. uI(l;-l) = 2, u j(l;-l)=  1.

21.41. 2~y'x —j - ( y d x - x d v ) .  21.42. 4=
X V > ’

dx +
x + J x 2 + у 2

21.43. ^ c g ^ ld x - Щ ы .  21.44.
J y  J y \  2у  J  x2 + y 2

21.45. (l + xy)1’1 ( y 2dx + (xy + (l + xy)ln(l + xy) )dy) . 21.46. a ) d x - d y , b )  0.

21.47. i  dx1

21.48. du\N = - s in  x (y  + r ) ■ [(.v + r)dx + xdy + xdz], du\x = ~ ~ - ( ~ d x  + d y  + d :  I.
2 13 

v» l L,21.49. du[{ = e xy(ydx + xdy), du^ = 0.]21.50. du[t = x ’ dx + In x d y j ,  

d u = 12<iv + 8 ln2  dy. 21.51. du\v = (l + ln x y ) *  + — dy,  du[u =dx+dy.

21.52. du[=-\d=. 21.53. dul = -^(2dx + 3dy-l2±).

21.54. £/„|M = (2dbc + ln4<t).

21.55./ ; = 2x/;, /;=ev.~-21 .56 ./ >  f +y2 /;, /; = 2x}--
3 W + x y 2)2 3 \(x + xy )
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21.57. f t =
I + (x + 111 y ) /; =y(l + (x + lny)J)/.'•

21.58. >’- ^ r  /„<&+

21.59.rfp = 2xf'v -
(x  + y )

( ” t >>■

• ' • M s(X+y)
21.60 . dtp =(2x + /J + yr/'J, )cfo + (2y /„ +/„' + xr/„,)c/v + (2r/„ +yx/ ,̂)at.

= -1. 21.66. ^ U „ 0) = 2 ; f 'r>i* * ’ Яс21.61.
dt

21.67 . i t
dt

/>1 y-o dw  dw  sincr dll’i i . o o .  —  = cos<r----------------------;
ox dr  г  дет

= -(s in  l + co s2 )sin l + (cosl + cos2)cos! + 2(sin ! + co sl)s in2 .

dw . dw  coscr c w
—  = sin o’ —  + -------------.
8v dr  r  d a

2 1 .6 9 .  — = 0, dWdt dt
-o. 21.70. —  = 1, dw dt

= 1

21.71. —  = arctgt +1, Ctt-L 
dt dt

dt

■ к +1. 21.72. 2!L\
dr

= 12.

21.73 . ££
du

21.74.
du

= - 7 .
,»Ц0: 0)

ЭИ'' = 1. 21.84. f ( x ,  y )  = i  + 4; g(x , y )  = |  +1  •

21.85. n =  / (x ,y )= x  + y J + e 'c o s y .  21 .90 .-18  21.91. Ц-. 21 .92 . i

21.93. - Д  21.94. ^L. 21.95.

yo 'n a lish da o ‘sadi, 

42

л/2 r V2----- 1 + — /
2 2

y o ‘nalishda kam ayadi.

7 -* V— ,Ul = —
io h

21.97 . « = — /+— /+—A yo ‘ nalishda o ‘ sadi; - u  = - - i - - j - - k
7  7 7 1 1 1

yo ‘ nalishda kam ayad i; /  P0 ;u  I = 7 ; /  p0; - «  = - 7 ;  /  />;И, = 7 ; u , =

21.98 . grcafo |M(l.j.) = 2 (x -  y) i + (3 -  2x ) у

21.99 . grarfw |M, . = ( l0 x y - 3 y ’ ) i  + (4 y3 - 9 x y ' )  j  21.100. grarfw|(; 2) = 6 i + 4  j

21.101. gradu|(2. 0 = J  i+ y  j .  21 .102. gradu|( l l ) :
1 ■? 1 -  — l + — I. 
2 2
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21.102.р  = я\ 21.107. 1,08. 21.108. 10,05. 21.109. l.oo. 21 .110 . -0,03. 
21.111. 0,273,21.112. 3,037. 

22 -§. Ко‘ р o'zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli xususiy 
hosilalari va differensiallari

22.1. Yuqori tartibli xususiy hosilalar. u = f(x„x2,...,x„)=f(M) 
funksiya {Л/}сЯ“ ochiq to 'p lam da  berilgan bo 'l ib , uning har bir 
м(х1,хг,...,ха) nuqtasida xusus iy  hosi la larga  ega  bo 'ls in . Bu
xusus iy  hosi la lar , o 'z  navbatida, xl ,x2,...,xm o 'zga ru vch i lam in g  funksiyas i 
s ifatida, {M) to 'p lam da an iq langan  bo 'ls in .

(/ = 1,2,...„иг) funks iya  ham, biror Me\M) nuqtada xk argument

b o 'y ich a  xusus iy  hosi laga  ega  bo 'l ish i mumkin . Bu xk argument 
b o 'y ich a  xusus iy  hosila- berilgan u = f(xux2,...,x„) funks iyan ing  ikkinchi 

tartibli xususiy hosilasi dey i lad i  va u а'“ /<;>, (, = i,2,...,m; * = 1,2...
dxkdxl x,t* ’ AA

kabi be lg i lanad i,  bunda, i*k  bo ' lsa , u holda, u xusus iy  hosi laga,
dxt dx,

aralash xususiy hosila d ey i lad i ,  * = / bo ' lganda  8 " = f"  deb yozish
8xt dxt

o 'rn iga , —“ = f :  kabi yoz i lad i .  Xuddi shunday, f(x„x2,...,xj funks iyan ingOXk
uchinchi, to 'rt inchi, va  xokazo, tartibli xusus iy  hosi la lar in ing ta ’ rifi 
beriladi. /(.r,,.r.,...,xj funks iya  argumentlari b o 'y icha  ( « - 1)-
tartibli xusus iy  hosi la la rga  ega  bo 'ls in . Bu ( « - 1) tartibli xusus iy
hosila lar  ham, m (x„ x2.... ,x:,)e\Ki\ nuqtada ,r,_ argumenti b o 'y ich a  xususiy

hosilaga eg a  bo 'ls in . Bu hosila, и = / ( * , , * . . . . . . funks iyan ing  .r, ,x,.,...,,r,
argumentlar bo 'y icha м  nuqtadagi n-tartibli xususiy hosilasi deyilad i. 
Sluinday q ilib , x,i ,x,t ,...,xm_i ,xm argum entlar bo 'y icha n-tartibli xususiy 
hosilani,

______ сГм______ _ d  (  8 " ~ ' u  'j
дхтдхт-\,—>дх,.дх  ̂ 8xm dxt dx  ̂ j

kabi yozish mumkin. A gar .... i„ indekslarning hammasi birdaniga bir-

bir iga teng bo ' lm asa ,  u holda -----— ----- xusus iy  hosi la n-tartibli
Sxm...dxl dxH

iiralash xususiy hosila dey i lad i .
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22.1-m isol. Ushbu / (x ,y )= ln (x 2 + y 2) funksiya ?LL + ?-/- = o tengla-
5x‘ d y *

mani qanoatlantirishini ko 'rsating.
Yechilishi. B erilgan  funksiyaning * va у  bo‘y ich a ikkinchi 

tartibli xususiy  hosilalarin i topamiz:
d f ( x , y ) _ 2x d f ( x . y )  2 у

dx x2 + y 2 d y  x2 + y 2 '
8 2f ( x , v )  _ 2 ( y 2 - x 2) d 2/ ( x , y ) _ 2(x2 - y 7)

дх2 (x2+ y 2) 2 ’ d y 2 (x7+ y 2) 7
^ 2 r  2 r
-j^-+—~- = 0 tenglam aga ikkinchi tartibli xususiy hosilalarn i 

keltirib  qo 'yam iz :
d 2f ( x , y )  8 ‘ f ( x , y )  2 ( y 2 - x 2) 2(x2 - y 2)

dx2 8)’2 (x2 + y 2)2 (x 2 + y 2) 2

Demak, berilgan funksiya tenglam ani qanoatlantirar ekan.
22.1-teorem a. u = f ( x , y ) funksiya J M\ a R 2 ochiq to‘ plam da 

an iq langan boMib, shu to ‘ plamda / ',  f '„ J ' „  xususiy hosila larga ega 
bo‘ lsin. A gar aralash hosilalar Mt,(x„,y0) e  {M} nuqtada uzluksiz bo‘ lsa, u 
holda, shu nuqtada,

/*(.*о,Уо) = f „ ( x 0, y 0)

bo‘ ladi.
22.2-misoI. U shbu f ( x , _v) = * 2 - 2 x y 2 funksiyaning ikkinchi tartibli 

xususiy hosilalarin i toping hamda ?-£- va aralash xususiy
дхду  дудх

hosilalarn ing o ‘zaro tengligin i ko‘ rsating.
Yechilishi. B erilgan  funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli 

xususiy hosilalarin i topamz:
f x (x, y )  = 2 x -  2 y 2, /,; = -Axy,

f ' s  (*. J ’) = 2. f 'y, = -Ax, f [ y (x, y )  = -Ay,  /J, = -Ay.
22 r  rs2 r

Endi, aralash xususiy hosilalarni —— =—— teng likka keltirib
дхду  дудх

qo‘yam iz :
e2f  = d2f  _ u
дхду  дудх

22.3-misol. Ushbu u = a r c t g -  funksiyaning ikkinchi tartib li xususiy
V

hosilalarin i toping.
Yechilishi. Birinchi va ikkinchi tartibli xususiy  hosilalarn i 

topamiz:



ди v ди
дх х2 + у 2 д у  х2 + у 2 ’ 

д 2и _ х2 + у 2 д 2и 2ху 
& а Г (х 2+у: )”  ^ Г" " (х 2+У3)2 
д 2и _ х2 -  у 2 д 2и 2х
дудх  (х2 + у 2)" Ф ’2 (х ! + у 2)2

л2 л2
Bu m isolda —  va — - aralash xususiy hosilalar b ir-b iriga teng.

cW x 5xdy

Umumiy holda. bu aralash xususiy hosilalar b ir-b iriga teng boMmasligi 
ham mumkin.

Misolni Maple tizimidan foydalanib yechish:
> z:=arctan(x/y):diff(z,x,y);diff(z,y,x);

1 2 v2

J ____ + .

v4( l  + - )
v ‘  V*

22.4-m iso l. Ushbu

x 2 + y 2 * o,
X ’ + y ‘
0 , x2 + у  = 0

funksiyaning 5— va aralash xususiy hosilalarin ing m„(0,0) nuqtada 
дудх дхду

m avjudligi va ularning b ir-b iriga teng em asligin i ko‘ rsating.
Y ech ilish i. B irinchi tartib li xususiy hosilalam i topamiz:

y (x 4 - y 4 + 4x2y 2)  ̂ хг + у 2 ф0 '
ди
I T

bo‘ lgani uchun,

(x2 + r ) !

0 , x 2 + y 2 = 0

du . _ои .
О 2 ~Z~ lx=0. v*0 a lx=0, y-0A_!Lu = i,m Sx----- ;----- ax-------- = _ K

дудх y. о г-*’ у

Xuddi shunday, — 1„0 y_0=i ekan ligin i topamiz. Shunday qilib,
дхду

л/„(о,о) nuqtada 8u  * 8 u ekan.
дхду  дхду
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22 .2-tcorem a. и = /(x„x,,....xm) funksiya {М\а1Г ochiq to‘ plam da 
aniqlangan, bu to 'p lam da mumkin boMgan hamma (и - i ) -  tartibgacha 
xususiy hosilalarga va н-tartibli aralash hosila larga ega boMib, bu 
hosilalar {л/} to 'p lam da uzluksiz boMsa, u holda ix tiyo riy  «-tartib li 
aralash hosilaning ifodasi, hosilani topish tartib iga bogMiq boMmaydi.

22.2. Y uqo ri ta r t ib li d iffe ren s ia lla r . Ko'p o 'zgaruvch ili 
funksiyaning yuqori tartibli d ifferensiali tushunchasini kiritishdan avval, 
funksiyaning « m arta differensiallanuvchan ligi tushunchasini kiritam iz.

н = /(*,,x,,...,x,J = /(m) funksiya {M)<zRm ochiq to 'p lam da berilgan 
boMib, M(,[x°,x",...,xl)e{M} boMsin. « = / ( * „ x j  funksiya {m) to‘ plamda 

xususiy hosila larga ega boMsin. A gar ,.,£m funksiya lar 
M„ nuqtada d ifferensiallanuvchi boMsa, f(M) funksiya л/„ nuqtada ikki 
marta differensiallanuvchi deyilad i.

A gar f(.u) funksiya {m} to 'p lam da ( л—l )—tartib li xususiy 
hosila larga ega boMib, bu xususiy hosilalar M0 nuqtada d ifferensia lla­
nuvchi boMsa, f(\f) funksiya « marta differensiallanuvchi deb ataladi.

22 .3 -teo rem a. A gar (Д / (сГ  ochiq to 'p lam da f(M) funksiyaning 
«-tartib ligacha barcha xususiy  hosilalari mavjud va Л/0е{Л/} nuqtada 
uzluksiz boMsa, f(,w) funksiya \t0 nuqtada «-m arta d ifferensiallanuvchi 
boMadi. и = /(x,,x,,...,xm)= f(M )  funksiya (А / [с Г  ochiq to 'p lam da berilgan 
boMib, xt<E[\f) nuqtada d ifferensiallanuvchi bo 'lsa , u holda, un ingw  
nuqtadagi d ifferensiali

ko 'rin ishda bo 'lad i, bunda dx,,dx,,...,dxm Iar o 'zgaruvch ilarn ing
ixtiyoriy orttirm alaridir.

Faraz q ilay lik , /(л/) funksiya Me{M) nuqtada ikki marta 
differensiallanuvchi boMsin. j (m ) funksiyaning м  nuqtadagi differen­
sia li df{M) n ing d ifferensiali, berilgan f(M ) funksiyaning ikkinchi tartibli 
differensiali deb atalad i va  u d2f  = d(df) kabi belg ilanad i. (22 .1) 
formulani e ’tiborga olib, d ifferensiallash form ulalaridan foydalansak. 
quyidagin i topamiz:

(2 2 .1)

(2 2 .2 )
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и = /(х,,Х;,...,*,)=/(м) funksiyaning uchinchi, to'rtinchi va hokazo 

tartibli differensiallari ham xuddi yuqoridagidek ta’riflanadi. Shunday 

qilib, /(ay) funksiyaning м nuqtadagi («- 1)- tartibli differensialf d";'u 

ning differensialiga berilgan f(M) funksiyaning n-tartibli diffcVcnsiali 

deyiladi va d"u = d{d“~'u) kabi belgilanadi. (22.2) formuladan ko'rinadiki, 

yuqori tartibli differensialning tartibi oshgan sari uning xususiy hosilalar 

orqali ifodasi murakkablashib boradi. Shu sababli, yuqori tartibli 

differensiallarni soddaroq shaklda ifodalash uchun, /(л/) funksiyaning

differensialini, simvolik ravishda (u ni formal ravishda qavsdan 

tashkariga chiqarib), quvidagicha

kabi yozilishi mumkin. Bunda, simvolik ravishda. qavs ichidagi уig‘indi 

kvadratga ko‘tarilib, so‘ngra и ga « к о 'paytirUadi», bunda daraja 

ko‘rsatkichlari xususiy hosilalarning tartibi, deb qaraladi. Xuddi 

shunday, simvolik ravishda, funksiyaning n-tartibli differensiali

kabi yoziladi.

Xususiy holda, * va у erkli o'zgaruvchilarga bog‘liq bo‘lgan 

и = f(x,v) funksiyaning ikkinchi va uchinchi tartibli to‘ liq 

differensiallarini, quyidagi

= u~,d:c’ +?>u'la>,dx2dy+'iu„ydxdy' +u\,dyl . 

ko'rinishlarda yozish mumkin.

22.9-misol. Ushbu и = x! -y2 - In— funksiyaning ikkinchi tartibli

dx. dx, * dx:

yozamiz. Unda funksiyaning ikkinchi tartibli differensial

= u :dx7 + lu^dxdy + u\dy:, (22.3)

у

to'liq differensialini toping.
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Yechilishi. Dastlab berilgan funksiyaning birinchi tartibli xususiy 

hosilalarini topamiz: — = 2*-- , — = -2v—— . Ikkinchi tartibli xususiy
ox x dy y

hosilalarini topib, (22.3) formulaga keltirib qo‘yamiz:

d2u Л  _ L  д2ц-n

dx2 + x2 ’  d l--2 +  у 2 ’ дх2 ~ + X2 ’  dxdy~

d 2u = и 2dx2 + 2u„,dxdv + u ,dv2 = (2 + -L) -tix2 +(Ц--2) ■ A ,:.
у ■ x< у 2

22.3. Murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallari.

Biz yuqorida qaragan, « = /(x,,x,,...,xj (x, = <p(tx,t2,...,tk\i = \,2,-,m) murakkab 

funksiyaning yuqori tartibli differensialini topamiz.

Ma’lumki, x,=p,(r,,t2, ...,ft),(/ = i,2, f u n k s i y a l a r n i n g  har biri 

nuqtada differensiallanuvchi bo‘ lib, u = /(x,,x2,...,xj 

funksiya esa, mos ravishda, А/0(х",^,...,ж ")е{д^}сЛ“ nuqtada 

differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda, 21.3-teoremaga asosan, murakkab 

funksiya N() e {<vj с  nuqtada differensiallanuvchi bo‘ ladi va differensial 

shaklining invariantlik xossasiga asosan, murakkab funksiyaning 

differensiali,
. du . du . du ,

du = — dx, +-—ax, + ... +--dx
dxi d X j '  dxm

ko'rinishda bo'ladi. Faraz qilaylik, x,= <p.(tt,t2,.. .,ft),(/ = i,2,.. ,m) 

funksiyalarning har biri v,((,/!... ij jE W c ii1 nuqtada ikki marta diffe­

rensiallanuvchi, /(x,,x,„ ,x,„) funksiya esa, unga mos, 

M0(x".x",...,x“)e [N] с  /г nuqtada, ikki marta differensiallanuvchi bo'lsin. U 

holda murakkab funksiya ham, A^V",...,t") nuqtada ikki marta 

differensiallanuvchi bo‘ladi. Differensiallash qoidalaridan foydalanib, 

funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini topamiz:

d 2u = d ( d u ) ^ d x ,  + ̂ d x 2 + = + + +

+ + + + -̂-</(<2r,„) = f— ctc, +— dx2 +... + -̂ -a!xm) u+ (22.4)
8x2 {dx„J 8xM <̂?x 1 dx 2 8xm J

8u du Su j2
+ — rf‘x, +-- d'x , + ... +--- rf x„

Эх, 3x, *

Xuddi shunday usulda murakkab funksiyaning, keyingi, yuqori 

tartibli differensiallari ham topiladi.

(22.1) va (22.4) formulalarni solishtirish natijasida, ikkinchi 

tartibli differensiallarda differensial shakli invariantligining 

saqlanmasligini ko‘ramiz.

276



22.5-eslatma. Agar x,  =  * > , ( * „ ( / = 1,2 ,.. ,m )  funksiyalarning har 

biri, o'zgaruvchilaming

X 1 +  Д12^2 + ' " +<3l t f fc + , A ’

*« = am/l + < W 2 + •••+«.*'* + P.,

chiziqli funksiyalari bo‘lsa, u holda, f(x,,x2....x j  murakkab funksiyaning

yuqori tartibli differensiallari shakli invariantligi saqlanishini ko‘rish 

qiyin emas.

22.10-misol. Ushbu »' = /(«,v), u(x,y) = xsiny, v(x,y) = ycosx murakkab 

funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini toping.

Yechilishi. Ma’lumki, w=f{u,v) funksiyaning birinchi tartibli 

differensiali dw = f j u +fjv . murakkab funksiyaning ikkinchi tartibli 

differensiali esa,
d2W = d(dW) = d(£du  + fldv) = ( f 'J u  + f'mdv)dtt + /„'-rf2a + ( / > <  + f 'rdv)dv + f v • rf’v. 

ko‘rinishda boMadi, bunda du = sin у dx+ xcosy dv, dv = -y s inxdx+cosxdy, 

d 'u = 2 cos у dxdy-xsinvd2 у, d'v = -cos xc/2x- 2sin xdxdy.

Endi, bu ifoda-lami murakkab funksiyaning ikkinchi tartibli 

differensialini topish formulasiga keltirib qo‘yamiz:
d lV = [ / ’, (siny dx + x cos у dy) + у sin x <& + cosx4v)l(siny dx л x cos у dy) +

+ f[ -{icasy dxdy-xsmyd7y f  +[/„".(siny dx + xcosy dy)+

+ /^.(-ysinx <& + cosxo[y))](-ysinx dx + cosxdy) + f v (-cosx</2x-2sinxa!xrfy)’ - 

= [sin’ v - 2ysin xsiny - /’, +y2 sin! x-/„ -ycosx / v] dx2 +

+ fxsin2 v / „ ’„ +2(sinycosx-ri’sinxcosy)-/^. - ys in2x /„ . + 2(cosy/1 - sin x • /„ \dxdy + 

+ [x’ cos’ y-f  'm + 2xcosxcosy + cos" x■ -xsiny / J  Л ’2.

22.4. 0 ‘rta qiymat haqidagi teorema. и = /(x,,x;, ,xm) = /(m) 

funksiya {m} ( jM\<zR") to'plamda berilgan boMsin. Bu to‘plamda 

shunday A{a„a2,...,am) va B(bvb: ,...,bm) nuqtalarni olaylikki, bu nuqtalarni 

birlashtiruvchi,
E = {(x1,x2,...,x„)e Rm : a, +t(bt -a,),x, = a2 +l(b2 -a2 xm = a . +f(6m -aBl); 0 < f < l} 

to‘g‘ri chiziq kesmasi, shu {m} to‘plamga qarashli, ya’ni E <= м boMsin.

22.4-teorema. Agar /(m) funksiya £ kesmaning a va s 

nuqtalarida uzluksiz boMib, kesmaning qolgan nuqtalarida differen­

siallanuvchi boMsa, u holda, £ kesmada shunday с nuqta topiladiki

(C = C(C1,C2,...,0), Лв)-ЛА) = Л , Ш -«,) + /„ (cXb-a2) + ... + fJC\bn-am)

boMadi.
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Д “ = du\„ +— d'u\,, + ■+—,dnu\J + 7—- Tv6/"'tj|v (22 .5 )

22.5. Ko‘p o'zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi.

u = /(ay) funksiya \m }clR‘" to'plamda berilgan bo'lsin. f(M) funksiyaning

ay e ( ayj nuqtadagi a-tartibli differensialini dku\ deb belgilaymiz.
Ш

22.5-teorema. и = /(х,,х2,...,х„) = /(м ) funksiya M„(x“,x“,...,x̂ ) 

nuqtaning (ay0 e {Л-f}) biror US{M„) atrofida и + i marta differensialanuvchi 

bo'lsin. U holda. berilgan funksiyaning ay0(x,°,x",...,x") nuqtadagi 

дu = /(ay)-/(a/„) to'liq orttirmasi quyidagi

<1. /  _r « I , ,  т . . . -r — a  m i . .  7 7 rv.
U/0 2! ^0 n\ (/i + l)

ko'rinishda tasvirlanadi, bunda N -U s(Ma) atrofdagi M(x,,x,... x j

nuqtaga bog'liq bo'lgan biror nuqta, A  va dn + \i\ ifodalarda
\M„ w

qatnashuvchi dx, lar Дх, =x,-x“ ga teng. (22.5) formulaga u = f(x ,,x2,...,x„) 

funksiyaning Teylor formulasi deb ataladi.

Agar Дх, =x,-x°(/ = i, deb belgilab. A  (* = 1, 2 , 1) to'liq
IM0

differensial ifodani ochib yozsak, u holda, (22.5) formulani quyidagicha 

yozish mumkin:

/(x,,x3,...,x j = /(AY„) + ̂ ^ ( x ,  -x,“) +... + Щ ^- К Х . — x l) +

4 " (22 .6 )
1 a \ g O ( 0)J + _ xor + K t i  s p J Xi^ 2.... x J + R tl,

2! dx, n\ dxm

bunda p„(x,,xj....,x„) - x,,x2,...,x„ o'zgaruvchilarga bog'liq bo'lgan n

darajali ko'phad, й,1+1 =— !— dn + li<I qoldiq ko'phad. /,„(x,,x,,...,x„) -
Oi + l)! W

ko'phadga Teylor ko'phadi deyiladi.

/1 = 0 bo'iganda, (22.6) formula, ko'p o'zgaruvchili funksiya

uchun chekli orttirmalar haqidagi Lagranjformulasi deyiladi, u quyidagi

f ix |° + Дх,,х? + Дхг,...,х° + Axm)- / ( AY„)-  - / M Ax, +...+ * ^ ^ Ax„
5x, 5xm

ko'rinishga ega.

Ushbu p = р(м0,м) = <Jax? + Дх; +... + Дх; belgilashni kiritsak, u holda

(22.6) formuladagi qoldiq had Peano ko'rinishdagi qoldiq

hadga ega bo'ladi.

22.6-misol. Ushbu/(x,j-)=x5-2xy! +y3 + 4x funksiyani /f(i;-i) nuqta 

atrofida Teylor formulasi bo'yicha yoying.
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Yechilishi. Dastlab berilgan funksiyaning -4(l;-l) nuqtadagi 

qiymatini hisoblaymiz: /(i; i)= 1-2 - 1  + 4 = 2. Endi berilgan funksiyaning 

xususiy hosilalarini topib, ularning -4(1;-1) nuqtadagi qiymatlarini 

hisoblaymiz:

/ ;  (v, v) = ix2 - 2yz + 4, f[ (1; - 1) = 5;

/,' ( r >y) - -4xy + 3y 3. / v(l: — l) =  7; 

fj{x,y) = 6x, f\{ 1,-1) = 6;

/\(.v,y)=-4;t + 6y, (1 i! -10;

/ >  .' ) - "4.1 ■. / ; ( 1,-1)=4, 

f\(x,y) = 6, f 'A l,-l)=6;

/„',(*,.>') = 6, / ;  (1,-1) = 6; 

f ny(x ,y)  = -A, /;,(l,-l) = -4

Berilgan funksiyaning qolgan xususiy hosilalari nolga teng. 

Teylor formulasi bo‘yicha quyidagi izlanayotgan yoyilmaga ega 

boiamiz:

f{x. y) = 2 + 5(r - 1) + 7(v +1) + 3(x -1)! + 4(дг - 1X.V + 1) - 5(1’ + 1)' +

+ - 2(x-!X.v + l) ; + 0 + 1 )’.

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan tartibdagi xususiy hosila­

larini toping:

*>*> 1  8 и 0 d^u _ - ^ 4  4 d*u n
LL. I .  и = sin да-— г—  = ?. ----r = ? l l . l .  u = x cosv + y cosx, — -— - = ?

дхду дхду- ’ ' дхАду*

22.3. и = sinхcos2v, —т—тг = ?. 22.4. и = хту", ———?.
' дх*ду6 йс“ф'"

22.5. u = ( r + y ) V ,  ^ Л  = ?. 22.6. „ =
Х + У д " " и  „  с Г и =1

х-у дхтду" ' ду”

22.7. ц = 1п , 1 ^ —  = ?
V(x - £)‘ + (у - пУ дхдУд£ дЧ

22.8. e = (r» + vJW - ^ ! -  = ? 22.9.
ox'dy"

и - f(x,y) = ex sinу, /^*.“>(0,0) = ?■

Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan nuqtalardagi ikkinchi tartibli 

xususiy hosilalarini toping:

22 .10 . „ = ———, (l;0). 22 .11 . u = (0;l).
x + y
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22.14. и = arc sin ■ , (l;-l). 22.15. u = y + —, (l; l).
V-v2+ y2 ' у

22.16. и = лг+ xy-5x* + ln(x3 +l), (l;l).

22 .17 . / ( * ; , ) = H ? T ? ’ {x'yU{0fi) bo%anda'

(o, (jc,y) = (0,0) bo'lganda

funksiya (0,0) nuqta uzluksiz ekanligi ma’lum (ko‘rsating!). U holda, 

uning /„(o,o) va fyy(0,0) xususiy hosilalarini toping:

Quyida berilgan f(x,y) funksiyaning ko‘rsatilgan nuqtada ikkinchi 

tartibli differensialini toping:

22.18. и = f(x. v) = e " , (l;- l) 22.19. u = f(x,v)=-e'\  (0;l).
У

2 2 .2 0 . и = / (x ,y )  = xcosxy, ^ ~ ;- l j .2 2 .2 1 . и = f(x,y) = arctg(x2-2y\ (l;0).

22.22. « = (s in * )- '. 22.23. « = «*', (1,1, l).

Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan tartibdagi differensial-larini 

toping.

22.24. и = хг + y3-3xy(x-v\ d2u = ? 22.25. u = sin(x3+y2), rf3u = ?

22.26. и = \n(x‘yy z'\ dAu = f  22.27. u = e°"b',d "u  = ?

22.28. и = Л'(у)-К(у), = ?. 22.29. u = sinx сЛу, Ды = ̂ -у + ̂ -у-?
c*x dy

Quyidagi murakkab funksiyalarning birinchi va ikkinchi tartibli 

differensiallarini toping (x,v va г lar-erkli o‘zgaruvchilar):

22.30. u = f(f\ t = x+v. 22.31. u = rt\t = L-
X

22.32. и = f { . p T 7 ) . 22.33.и = /(?), r = x2 + у2 + z2.

22.34. u = £ = ax,7 = by. 22.35. PF = и = ̂ -(x‘ - y 3), v = xy.

1 (*-*)' 5 ^2
22.36. Ushbu к = — л°'‘ funksiyaning ushbu— = a2—^ issiqlik

2 a Ju t  8t 8x-

o‘tkazuvchanlik tenglamasini qanoatlantirishini ko‘rsating.

22.37.Ushbu и = —, /• = дДх - a)2 + Cv - б)3 + (r - c)2 funksiyaning, /•*()
Г

bo‘lganda, Ди = ̂ 4-+^4 + ̂  Laplas tenglamasini qanoatlantirishini
<3x~ dy dz

isbotlang.

22.12. и Iii(л:2 + у), (0;l). 22.13. и = ysin —, (2;;г).
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22.38.Ushbu и = ̂ — +c? _  funksiya, bunda r = Jx2+y2+:'\c„c2
Г

o'zgarmas sonlar, quyidagi ~  + ̂ r+ ^-  = Cu Gelbmgolbs
dx' dy' or'

tenglamasini qanoatlantirishini isbotlang.

22.39. Ushbu u{t,x)=-\=e“ :'{,l) funksiyaning ^ + | ^ = 0
С/ cx

Shiyodinger tenglamasini qanoatlantirishini isbotlang.

22.40. f- r  argumentning ikki marta differensiallanuvchi

funksiyasi, bunda r = Jx 2 + v2+:2 , boMsin va /„+ /„.+ / = = 0 munosabat 

o‘rinli boMsin. U holda, qandaydir a va b o‘zgarmaslar uchun, 

f(r) = -+b ekanligini ko‘rsating.
V

Quyidagi ixtiyoriy va hokazo funksiyalarni istalgan marta 

differensiallanuvchi, deb faraz qilib, quyida berilgan tengliklami 

tekshiring:

22.41. y ^ - x —  = 0, z = p{x2 + v').
dx dy

22.42. x2— -xv— + y2 = 0, : = £  + <p{xy).
dx dy Зд:

л-i xdu du „ du „ f у
zz .4 .} . ---+ av—  +/t  —  = пи, u = x m

dx ' dy dz U  :

22.44. -̂%- = a2̂ -̂-, w = <p(x - at + (p(x + at))..
<5r S x '

т Л i  , d u _ d и
22.45. x-— - + 2xi---- +

дх- ' дхду

Berilgan f(x,y) funksiyani berilgan nuqta atrofida Teylor formu- 

lasi bo‘yicha yoying:

22.46. f(x,y)= x2 -Ъху + у 2 -4.x+ 5y, /4(1; l).

22.47. / (x ,y )= - x J +2xy + 3>J -6x-2y-4, ,4(-2;l).

22.48. f{x,y) = x} +3xy-2y\ A(1;2).

22.49. /(x ,y ) = xJ -5x2 -x)- + y2 + 10x + 5y, /4(2; - 1)

Berilgan f(x,y) funksiyani berilgan nuqta atrofida Teylor formu- 

lasining uchinchi (n = 3) hadigacha yoying:

22.50. f(x,y) = yji-x2 — y2, o(o, o). 22.51. f(x,y) = xr, a(i, i) 

Quyida berilgan funksiyalarni Teylor formulasi bo'yicha ikkinchi

hadigacha (« = 2 ) yoying:

22.52. f(x,y) = —-—. 22.53. f(x,v) = Jx  + y. 22.54. f(x,y) = e‘*r.
x-y
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22.55. f(x ,v) = x' +2/ -xy funksiya berilgan. f(x+h,y+k) 

funksiyani h va * ning darajalari bo'yicha ikkinchi hadgacha Teylor 

formulasiga yoying.

22.56. 2) f(x ,y )=ex sin у funksiya berilgan. f(x+h,y+k) funksiyani и 

va к ning darajalari bo'yicha uchinchi hadgacha Teylor formulasiga 

yoying. Bu natijadan foydalanib e0-1 sin 0,49л-ning qiymatini hisoblang.

Berilgan f(x ,y ,:) funksiyani berilgan nuqta atrofida Teylor 

formulasiga yoying:

22.57. f(x,y,z) = (x + y + r)2, (l; 1; -2).

22.58. f(x ,у ,г) = лг2 + 3r2 - 2yr- 3z, (0;1;2)

22.59. f(x,y,=)= x)~, (l;2;3).

22.60. f(x ,y ,:)~  ж3 + у5 +г3-Зэтс, (l; 0; l).

22.61. f{x ,y ,:)=  x2 + y 2 + r: -2(xy + xz+\c), (l; — 1; 2).

Quyida berilgan funksiyalarni Makloren formulasi bo'yicha 

uchinchi hadgacha (n = 3) yoying:

22.62. f(x, y) = ey cosx . 22.63. f{x,y) = sin x shy.

22.64. f(x ,y )- iг darajali birjinsli funksiya, ya’ni barcha t,x va у lar

hamda n- nomanfiy butun son uchun:

f{tx,ty) = t"f(x,y) 

munosabat o'rinli, bo'lsin. Bunday funksiya uchun,

a)xfx +yei =nf{x'y)' ь)хШ \ 2* { Щ +уЩ У п[п- х)Лх’у)

munosabatlar bajarilishini isbotlang.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

22 .1 . »/*„ = -2ysinxy-xy2 cos xy, и”т = -2.r sin да - ,r:ycosn .

22.2. ° ,U . = 24(cosy + cos x). 22.3. d u = -26 sin x ■ cos 2 v.
dr dy dx dy"

22.4. J —!L = 22.5. = lOlf2^gx + ^1 .
дх'"8у“ дхду ( cos’ .ry

22 6 d"'*"u 2(-1)"‘(n + m - \)\{nx + my) c"u _ 2xn\

dx-dy" ~ (х-уГ"*‘ ’ ду“ ~ (х-уГ‘ *

22-7-

22.8. —— ■— = e**y[x2 + v2 + 2(mx + /ту) + m(m - 1) + n(n - 1)].
dxMdv"
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dx* dv4 dz

i r +i ;  '
+ ' ^ ~ + .3

22.9. sin— .
2

22.10. ^  = 0 , ^  = 1, ^  = 2. 22.11. ^  = 2, - ^  = -2, ^  = 0. 
дх‘ flxSy dy' ox" ЭхЭр oy‘

22.12. ^  = 2,-^- = 0 , ^  = -i. 22.13. —  = , i!fL = £ i, =
Эх' ЭхЭу Эу' Эх' 16 ЭхЭу 8 ду' 4

22.14. ^ -^ i  = I . - ^ -  = 0.22.15. ^ U 0, ^  = 2 ,- ^ -  =  ̂  = - l .
Эх* Эу' 2 Эхсу Эх' Эу' ЭхЭу ЭуЭх

22.22. ®^ = - з о .^  = о, —  = — = 1.22.17. д(о,о) = -1; /„(о,о)=1.
Эх" Эу' ЭхЭу дудх

22.18. d 2u = if"1 {dx2 + dy2). 22.19. 2dx d2 и = -2dxdy.

22.20. u=-2[dx2 -ndxdy). 22.21. d 2u = -cfr2 + Adxdy — 2dy'~.

22.22. d 2u = -2fidxdy + \n22 dy2.

22.23.
rf2u = e[c£r + rfv + dr]2 + 2[a!xrfc + dyd: + dzdx],

22.24. d'u = 6(dx* -3dx2dy + 'idxd}’2 + dy5).

22.25. rf’u = -8(xcix + v’f/v)' cos(x2 + y 2)-.

- 12(xdx + ydy^dx2 + rfy2)sin(x2 + y 2)22.26. d Ju = 2^

22.27. d ,,4 = e"r*b>(adx + bd}'Y. 22.28. d-'u = '^ C t„X^\x)Y^(yytc"-l dyk.
k=0

22.29. Дм = 0. 22.30. du = f(tXdx + dy),d2u = /(t\dx + dyf.

22.31. du = f  (t)xd>’- ^ , d2u = / 0 )H : ^ ;) ;. 2 /(f)W - y A ) _

22.32.d u  = f - ? p J ^ - .  d2u = f {xdx2+^ y  +f {?dx-xt l .
7 x 2 + y 2 *  +>' (x2+y2)

22.33. c/m = 2 /  + .wfy + rcfc],

rf2» = 4 /  (r)[xo!x + ydv + rc/r] + 2 /  (/)[o!x2 + rf)’2 + c t2].

22.34. du = dfzdx + bf '̂ dy, d2и = a2 f  ,4dx‘ + 2abf ,^dx2 + b* f  mdy2.

22.35. rfW' = (x/̂  + y/J )dx + (xf. - yfu )dy, d2W =

[x2 • +2xy-fm + y 2 + /J] dx2 + + 2[xy• f ’m +(x" - y ‘ ) ' £  -xy /L  + /, ]<ivrfv + 

iy -2xr / ;  +x2 ■/;.-/„] Ф 2-

22.46. / (x ,y )  = -5(x- l) + 4 (y - l)+ (x - l)2 - 3(x - 1 Xy -1) + (y - 1)2.

22.47. /(x,y)=l-(.t + 2)2 -2(x + 2X.V- 1) + 3(y- l)2.

22.48. / ( x ,v) = -9 + 9 (x - l)- 2 l(y - 2 ) + 3 (x- l)2 + 3 (x- lX v- 2 )-12 (y- l)2 +

+ (*- !) ’ -2(y-2)\

22.49. f ix ,y) = 6 + 3(x — 2) + (у +1) + (x — 2)2 -(x-2Xy + l)+(y + l)' +

+ (x-2)3.22.50. /(х ,у )*1 - ^ (л х 2 +Ду2)+Й3.
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22.51. f(x, у)  = I + Ax + АхАу  + — Дх2 Ду + R}.

n  c-> .  a v - д х  ax + zaxm + m ' 
22.52. Дг = —— —  +-------- — -— +R2

„2

(x-y)2 (x-y)2

22.53., д- _ А*+ ЛУ + Ax + 2AxAy + Ay +R̂
2 у/х + у 8(*+v)

22.54. Дг = e"' (Ддг + Ay) + + e‘" (Ax+̂  + « ,.

22.55. x3 +2v'J -xv + /г(з,тг -у)+л(бу2 -х)+3х/г2 - hk + +6yk2 +Л3 +2k*.

22.56. f(x + h,y + k)x f  (x,y) + <?'[sin у + Zisiny + к cos у +

+ —(A2 siny + 2hkcosy-k2 siny) + —(It siny+ 3/i2/rcos_v-3M: sin у -A’ cos y)]+R},
; 2 6

/  (0,1; 0,49 л-) * 1,1051.

22.57. /(x,y,r) = (x-l)2 + 0 '- l): +(-+2)2 + 2(x-00’-l) +

+ 2(x-lXr + 2)+2Cv-lXr + 2)

22.58. /(дг,у,r)= 2-4(_v-1) + 7(.— 2) + X2 + 3(r-2)2 - -2(v-lX-~2>

22.59. /(x, у, r) = 6 + 6(x -1) + 3(y - 2) + 2(r - 3) + 3(x - lXv - 2) +

+ 2(x - lXr - 3)+ (у - 2X-- - 3)+ (x -1)0' - 2X-- - 3).

22.60. /(x ,y ,r ) = 2 + 3(x-l)-3y +

3(- - 0+3(x- 1)2 + 3(r- 1)2 - 3(x-1 )y- 3y(r - l)+ (x- l)3 +y3 + ( :- l)3 - 3(x - l)y(r - 1).

2 2 .6 1 . /(x , у, r) = 8 - 80' + 1) + 4(r - 2) + (x - 1)2 + 0' + 1)J + (-- - 2): - 2(x - lXy +1) - 

-2(x- lXr-2)-20 ' + lX-- 2 )2 2 .6 2 ./(x,y)= ! + y + ̂ (y J -x2) + ̂ (y5-3x:y) + o(p’ ),

p = -Jx2+y2 22.63. /(x,y)=xi' + ̂ (xi'3-x3y) + o(p4} p = yjx2 +y2.

23-§. Ko‘p o'zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari

23.1. Funksiyaning maksimum va minimum qiymatlari.

ы = /(х,,х2,...,х„) = /(л/) funksiya ochiq {м )({м )сГ} to'plamda berilgan 

bo'lib, л/0(х;’,х",...,х2)е {лг} bo'lsin.

23.1-ta’rif. Agar л/ nuqtaning shunday

, ( A / 0 )  =  | m  e  {M }\ p ( M , M „ ) =  7 (x , - x " ) ‘  + ... + (x „  - x ” )3 < ^ | c { A Y }

atrofi mavjud bo'lib, VMeU,{M0) uchun / ( л / ) < f(M0)) 

tengsizlik bajarilsa, f(M) funksiya A/0 nuqtada maksimumga 

(minimumga) ega deyiladi. f(M0) qiymat esa, f(M) funksiyaning

U,
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maksimum (minimum) qiymati yoki maksimumi (minimumi) deyiladi va 

u, /(«„)= max{/(AY)} |/(м„)= {/(л/)}] kabi belgilanadi.
Md/,(M0) ^ U&Mo))

23.2-ta’rif. Agar w0 nuqtaning shunday ив(м„) atrofi mavjud 

bo'lib, \/MeUs(M„)i{M0] uchun tenglik bajarilsa,

f{\{) funksiya л/„ nuqtada (7л ’tiy maksimumga (qa ’tiy minimumga) ega 

deyiladi, / 0 0  qiymatga esa, f(\t) funksiyaning qa ’tiy maksimum 

{qa 'tiy minimum) qiymati yoki qa ’tiy maksimumi {qa ’tiy minimumi) 

deyiladi.

Funksiyaning maksimumi va minimumi, umumiy nom bilan, uning 

ekstremumi deb yuritiladi.

23.1. va 23.2 - ta’riflardagi Kt„ nuqta /(m) funksiyaga maksimum 

{minimum) , qa 'tiy maksimum (qa 'tiy minimum) qiymat beradigan 

nuqta deyiladi. 23.1. va 23.2-ta’riflardan ko‘rinadiki, /(л/) funksiyaning 

M„ nuqtadagi f(M„) qiymati, uning shu nuqta atrofidagi nuqtalardagi 

qiymatlari bilan solishtirilar ekan. Shuning uchun. funksiyaning M0 

nuqtadagi ekstremumi, lokal ekstremum deb yuritiladi.

Misol. Quyidagi

1) и = x2 + у2; 2) и = |x- jj; 3) и = 1-х2 - у2 

funksiyalarni qaraymiz. Ravshanki, л/0(о.о) nuqta: 1) funksiya uchun 

qa’tiy minimum; 2) funksiya uchun, minimum; 3) funksiya uchun esa, 

qa’tiy maksimum nuqtasi bo'ladi. Haqiqatan ham, M„(0;0) nuqtaning 

shunday t/,.(0;0)= {(x,.v)eR2 x2 +y: </-2} (0<;-< i) atrofini qaraylik. Bu 

atrofdan olingan VAAx,y)e(7,(0;0)/{0;0)}Uchun, и = >/I-x2 -y2 < и (0;0) = 1 

bo'ladi.

23.2. Funksiya ekstremumining zaruriy sharti.

u = f(x l,x1....,xm) = f(M ) funksiya ochiq {м} ({л/}cz R” ) to'plamda aniqlangan 

bo'lsin.

23.1 - teorema (ekstremumning zaruriy sharti). Agar f{M) 

funksiya M„ nuqtada ekstremumga ega bo'lib, shu nuqtada barcha

/ , / ....xususiy hosilalarga ega bo'lsa, u holda,

A (M 0)=o, / ; (m0) = o,...,/;_(w0) = o bo'ladi.

23.1-eslatma. f(M ) funksiyaning biror M' nuqtada barcha 

f 4, f x.....,f ,m xususiy hosilalarga ega va /Дм')=0,/ tj(m )=0....f'Xm(m )=0
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bo'lishidan, uning shu M' nuqtada ekstremumga ega bo‘lishi har doim 

ham kelib chiqavermaydi.

Masalan, и = f(x,y) = xv funksiya Rm to'plamda aniqlangan bo'lib,

— =v,— = x xususiy hosilalarga ega va ular л/„(0;0) nuqtada nolga
dx dy

aylanadi. Ammo, bu funksiya M„(0;0) nuqtada nolga aylanadi, v(/,.(o,o) 

atrofda esa, musbat va manfiy qiymatlar qabul qiladi.

Demak, 23.1-teorema funksiya ekstremumga ega bo'lishining 

zaruriy shartini ifodalar ekan. u = /(w) funksiyaning birinchi tartibli 

xususiy hosilalarini nulga aylantiruvchi nuqtalarga stasionar nuqtalar 

deyiladi. Stasionar nuqtalarda funksiya ekstremumga ega bo'lishi ham, 

ega bo'lmasligi ham mumkin.

23.2-eslatma. Agar f(M) funksiya M„ nuqtada differensiallanuvchi 

bo'lsa, u holda funksiya ekstremumga ega bo'lishining zaruriy shartini, 

df(M„)=0 ko'rinishda ham yozish mumkin.

23.1-misol. Ushbu

и = f{x, y) = yjx2 + V

funksiya nuqtada ekstremumga ega bo'ladimi?

Yechilishi. Berilgan funksiya Mo(0;0) nuqtada nolga aylanadi. 

Л/(| (0;0) nuqtaning ixtiyoriy Ut,(M„)={(x,y)e R2 :x'-+y- <<?} (s>o) atrofmi 

qaraymiz. Unda VM{x,y)eUs(M„) uchun f{x,v) = -Jx1 + y ' t  /(0;0) = 0 

bo'ladi.

Demak, berilgan funksiya л/,,(0:0) nuqtada minimumga ega va 

min{ / (* ,v)} = 0 bo'ladi. Lekin, f{x,y) = -Jx2 + v2 funksiya л/о(0;0) nuqtada 

xususiy hosilalarga ega emas. Shunday qilib, u = f(x,,x2 r j  funksiya, 

ochiq {m}czR"' to'plamning: 1) barcha xususiy hosilalar nolga 

aylanadigan, ya’ni £ l  = o, —  = o,...,— = o tenglamalarni
дх{ дх, дхш

qanoatlantiradigan nuqtalarida;

2) xususiy hosilalar mavjud bo'lmagan nuqtalarida ekstremumga 

erishishi mumkin.

23.3. Funksiya ekstremumining etarli sharti. 23.3.1. Kvadratik 

forma to'g'risida qisqacha ma’lumot. Kvadratik formalar algebra 

kursida batafsil o‘rganilsa-da, biz, kelgusida qo'llaniladigan, kvadratik 

formaga oid ba’zi bir tushunchalami keltirib o'tamiz. Ushbu,
Q(xl,x1,...,xm) = a.xf +а,,х,д:; +... + а,„дс1х- +a,,x:x, +a2;r j + - + a^ i
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(yoki Q = XX*,*,) ifodaga,x,,x2,...,x„ o‘zgaruvchilaming kvadratik
i.j~ I

formasi deyiladi, bunda aik (ay = ajt) lar - kvadratik formaning 

koeffitsiyentlari deyiladi. Bu koeffisientlardan tuzilgan,

a\ I -

a : , a 22. . .a ,m

^a m\ a m 2-a mm.y

matrisaga - kvadratik formaning matrisasi deyiladi. Ushbu

1̂ - «и. -
a\\ai2

a : \ a 22

, 0 , .  =

au...axk

ak\-akk

,<* =

11' '  1 ж

a,....a.

determinantlarga esa, a matrisaning minorlari deyiladi. Ravshanki, 

=*2 =... = *„ =0 bo'lganda har qanday kvadratik forma uchun, 

o(o,o,....o) = o bo‘ladi. Endi boshqa nuqtalarni qaraylik. Bunda quyidagi 

hollar bo'lishi mumkin:

1 .Barcha x; + x; + ... + *; >onuqtalar uchun, bo'lsa, bu

holda kvadratik forma musbat aniqlangan deyiladi.

2. Barcha x*+xj+...+x; >0 nuqtalar uchun, 0(x,,x2,...x„,)<o bo'lsa, 

bu holda kvadratik forma manfiy aniqlangan deyiladi.

3. Ba’zi (.r,.*2...xm) nuqtalar uchun, Q{xt, .■v j> 0 , ba’zi (x,,x,....x„)

nuqtalar uchun esa, £?(x,,x2,...xm)<0  bo'lsa, bu holda kvadratik forma 

noaniq (aniqlanmagan) deyiladi.

4. Barcha x,: + x2 + ... + x„3, >0 nuqtalar uchun, o(x,,x;,...x,„)>0 va ular 

orasida, o(x1,x,,...x„)=0 bo'ladigan (x,,x,,...,x„) nuqtalar ham bor bo'lsa, 

kvadratik forma -yarim musbat aniqlangan deyiladi.

5. Barcha x- +x; + ...+x3 >0 nuqtalar uchun, o(x,,x2,...x„)<o va ular 

orasida, o(xl.x,,...x„,) = 0 bo'ladigan (x,,x2, . . n u q t a l a r  ham bor bo'lsa, 

kvadratik forma - yarim manfiy aniqlangan deyiladi.

Silvestr alomati. Q(x,,x2, .,xm)= Yj alkx,xk kvadratik formaning
a«i

musbat aniqlangan bo'lishi uchun, s, > о, о. > 0, > 0 tengsizliklarning;

manfiy aniqlangan bo'lishi uchun, sx <0, s2 >0, S, <0,SA >0,...,(-l)"'^„>0

tengsizliklarning bajarilishi zarur va yetarli.

Funksiya ikki o‘zgaruvchiga bog'liq bo'lgan xususiy holni 

qaraymiz.
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н = f{x, у) funksiya M0(x0.ytl) nuqtaning biror 

{(x,y)eR2 :p(M ,M 0)<s}  (<?>°) atrofida aniqlangan, u barcha 

birinchi va ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo'lib, M0 

nuqta u = f(M )  funksiyaning stasionar nuqtasi, ya'ni

/ ;ю = о ./ , (л /0)=о

bo'lsin. a, = f]-Xm,\ ar_ = /," (w „), а,. =/\,(м„) deb belgilaymiz.

1°. Agar = aua2! -a2, > о va a,, >o bo'lsa, f(M )  funksiya M„

nuqtada minimumga erishadi.

2°. Agar ana., - a,2, >о va an < о bo'lsa, Дм) funksiya M„ nuqtada 

maksimumga erishadi.

3°. Agar a„a::-a,2, <0 bo'lsa, f(M) funksiya M„ nuqtada 

ekstremumga erishmaydi.

4°. Agar -a2, = 0 bo'lsa, f{M) funksiya M0 nuqtada

ekstremumga erishishi ham mumkin, erishmasligi ham mumkin.

23.3-teorema (shartsiz ekstremumning yetarli sharti). f(M) 

funksiya Mn(x‘i,x'!,...,x;,) nuqtaning biror atrofida ikkinchi tartibli uzluksiz 

xususiy hosilalarga ega va M„(x",x", .,x") nuqta - f(M) funksiyaning 

stasionar nuqtasi bo'lsin. U holda:

1) agar

B(dxt,dx:,...,dx
1.1 ;■! OXkdXj

kvadratik forma, ya’ni /(л/) funksiyaning m„(x",x“,...,x“) nuqtadagi 

ikkinchi tartibli differensiali B(dxl,dx,,...,dxJ= d :f (M 0) musbat (manfiy) 

aniqlangan bo'lsa, M0(x°,x°,,....x°„) nuqta - /(.v/) funksiyaning minimum 

(maksimum) nuqtasi bo'ladi.

2) agar s ( < & - , k v a d r a t i k  forma aniqlanmagan bo'lsa ( ham 

musbat, ham manfiy qiymatlar qabul qilsa), nuqta - /(w) 

funksiyaning ekstremum nuqtasi bo'lmaydi.

23.2-misol. Quyidagi

a) и = x2-xy +y‘, b) u = x2-xy-y!

funksiyalarni ekstremumga tekshiring.

Yechilishi. a) Berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz 

va nulga tenglashtiramiz. ux = 2x-y = o,uv=-x + 2y = o. Bu sistemani 

yechib, ekstremumga shubhali, M„(0;0) nuqtani topamiz. Endi ikkinchi
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xususiy hosilalarning w0(0;0) nuqtadagi qiymatlarni hisoblaymiz:

u;:(m 0)=2,«;(m0)=-i, u;;(m0)=2

Shunday qilib, ац а ,,- 4  =2 2-(-i)2 = 4- 1 = з >0, au =2>0.

Demak, Silvestr alomatining 1° - shartiga asosan, funksiya M„(0;0) 

nuqtada minimumga erishadi, ya’ni c/mm(0;0) = (y(0;0) = o.

Misolni Maple tizimidan foydalanibyecliish:

> readlib(extrema):

>extrema(xA2-x*y+yA2,{},{x,y},'z');z;
(0}

! {y = 0, x = 0} (

6)Xuddi a) banddagi singari, us = 2x-y, ur = -x-2y xususiy 

hosilalarni topib, ularni nulga tenglashtiramiz:

ux= 2x-y = 0,u„=-x+2y = 0. Bu sistemani Yechib, M o(0;0) stasionar 

nuqtani, ya’ni ekstremumga shubhali nuqtani topamiz.

Ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni topib, ularning w„(0:0) stasionar 

nuqtadagi qiymatlarini hisoblaymiz: a. =u\. =2;a,2 =u„ =-l; 

a22=u\ =-2. Unda ana22 -af2 = 2 (-2) —(-l)2 =-4-1 = -5 <0.

Demak, Silvestr alomatining 3° - shartiga asosan, funksiya 

M0(0;0) nuqtada ekstremumga erishmaydi.

23.3-misol. 'Ushbu « = xJ + 2 /  + r! -2*+4.v-6z + i funksiyani 

ekstremumga tekshiring.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini topib, ularni 

nulga tenglashtiramiz: ux = 2.r-2 = 0, u\ = 4v + 4 = o, и, =2г-б = о. Bu 

sistemani Yechib, M0(l;-l;3) stasionar nuqtani topamiz.

Endi ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni topib, ularning M„(l;-i;3) 

stasionar nuqtadagi qiymatlarini hisoblaymiz:

и\(М „) = 2, « ;(М 0) = 0, «;„(лО = 0, u „{ M0) = 0, u j M „ ) =  0,

u’, (М0) = 4, « Н1(Л/1)) = 0Ы;(Л /0)=0, </,(Л/„) = 0.

Unda

tartibli xususiy hosilalarni topamiz: a.=u], = 2;a„ =u'v =-l; an =u\ =2 . Bu

2 0 «12 «12
2 0 0

a n « i 2 =
04 = 8 > 0,

* 3  = « 2 1 «2 2 «2 3
= 0 4 0

0 0
«21 «32 «33

2

boMadi.
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Demak, s,> 0, s7 > o, s, >0 . Shunday qilib, Silbvestr alomatiga 

asosan, w 0(i;-i,3) nuqtada funksiya minimumga erishadi: 

Ua m = u(l;-l:3) = -l l .

23.4. Ko‘p o'zgaruvchili funksiyaning shartli ekstremumi.

Bizga biror ochiq a (G c « ") to'plamda aniqlangan, n 

o'zgaruvchili

-- = /(*,*„ /(w) (23.1)

funksiya berilgan bo'lib, uning лг,,х2 argumentlari o'zaro ushbu

гг,....х„) = 0

tp1(xl,x,,...jc„)=Q (23 2)

Pml(x„x,,... -rj = 0 

qo'shimcha munosabatlar bilan bog'langan bo'lsin (m<n).

(23.2) tenglamalar sistemasi - bog‘lanishlar tenglamalari yoki 

bog'lanishlar deyiladi. Koordinatalari (23.2) sistemani qanoatlan- 

tiradigan nuqtalar to'plamini E (£<=G) orqali belgilaymiz.

23.3-ta’rif. Agar M0 ( M0e E )  nuqtaning shunday U(M0) atrofi 

mavjud bo'lib, Ег\и(м0) to'plamdan olingan v m  nuqtalar uchun,

tengsizlik bajarilsa, M„ e E nuqta, /(и) funksiyaning, (23.2) bog'la- 

nishlarga nisbatan, shartli maksimum (minimum) nuqtasi deyiladi.

23.4-ta’rif. Agar м„ (л /„е£) nuqtaning shunday U(M„) atrofi 

mavjud bo'lib, EnU(M„) to'plamdan olingan vm  nuqtalar uchun

f(M )< f(M „) (s (M )> f(M 0)) 

tengsizlik bajarilsa, л/0е £  nuqta f(M )  funksiyaning, (23.2) 

bog'lanishlarga nisbatan, shartli qat’iy maksimum (minimum) nuqtasi 

deyiladi.

Bu yerda ham, shartli maksimum va shartli minimum, umumiy 

nom bilan, shartli ekstremum deb yuritiladi.

Boshqacha aytganda, shartli maksimum (minimum) - funksiyaning, 

M„ ( M0e E ) nuqtaning u (m 0) atrofdagi barcha nuqtalarga nisbatan emas, 

balki, u (m 0) atrofdagi (23.2) sistemani qanoatlantiradigan nuqtalarga 

nisbatan M0 nuqtadagi eng katta (eng kichik) qiymatidan iboratdir.

Masalan, u = f(x,y)=xy  funksiya <р(х,у)=у-х = 0 bog'lanishga 

nisbatan o(o,o) nuqtada shartli qat’iy minimumga ega, chunki /(o,o) = o,
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ammo y-x = 0 tenglamani qanoatlantiradigan (e,e),£*o, nuqtalarda 

funksiyaning qiymatlari musbat: f(e ,e )= £2 > 0 .

Shartli ekstremumni topish haqidagi masalani Yechishning ikkita 

usulini qaraymiz.

23.4.1. 0 ‘zgaruvchilarning bir qismini yo‘qotish usuli. Faraz 

qilaylik, M0 (M„eE) nuqtaning biror a=u{M(>) atrofida: 1) f(M) 

funksiya va (2) sistemadagi <p,{x\i = im funksiyalar differensiallanuvchi;

2) (i = Ы ; j  = Пй) xususiy hosilalari \{0 nuqtada uzluksiz; 3) ushbu

'dip, 3<P, 8<P,

dx, dx2 dxn
dtp. d<P2 3<P2

dx, dx. dx„

d<pm d<pn dpm

V dXl dx2

matrisaning birorta m- tartibli minori nuqtada noldan farqli boMsin.

Masalan, ;>l?rfAr •c’" > ^ о  ̂ya’ni (23.3) matrisaning m„ nuqtada rangi m
D(xi ,x2,...,x„)

ga teng boMsin. U holda, M0 nuqtaning kichik atrofi, Осй>=£/(л/0) 

parallelepipedda, (23.2) sistema, qandaydir m ta o‘zgaruvchilarga, 

masalan, x„x„...,xm o‘zgaruvchilarga nisbatan yagona yechimga ega 

boMadi, ya’ni

x, =V',{xmtl,xntl,x,nt2,...,xJ, i = \,m, (23.4)

bunda, i//2, l a r  (23.2) sistemadan aniqlanadigan oshkormas 

funksiyalar. U holda, о  parallelepipedda (23.2) sistema, xmtl,...,xa 

o‘zgaruvchilar erkli deb qaraladigan, (23.4) bogManishlarga teng kuchli 

boMadi.

Agar x, =i//Xxm„,xm̂,xm̂,...,x,,l i = , funksiyalarni oshkor ravishda 

topish mumkin boMsa, ularni (1) ga keltirib qo‘yib, n-m  o‘zgaruvchili,

- = = ё (м )

funksiyani hosil qilamiz. о  parallelepiped bilan chegaralangan 

sohada g(M') funksiyaning ixtiyoriy M'(x„+1,...,*„) nuqtadagi qiymati, f(M) 

funksiyaning (23.4) tenglamalarni qanoatlantiradigan, yoki (23.2) 

tenglamalarni qanoatlantiradigan, unga mos m (x , , x 2...x „ )  nuqtadagi 

qiymati bilan ustma-ust tushadi. Shu sababli, (23.1) funksiyaning о 

parallelepipeddagi (23.2) bogManishlar bajarilgandagi shartli ekstremum 

masalasi, g(\{') funksiyaning shartsiz ekstremumi masalasiga keltiriladi.
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23.4-misol. O'zgaruvchilarning bir qismini yo'qotish usuli 

bo'yicha,
f(M ) = x; + x; + x;, (M (x, , x ,, x3))

funksiyaning ekstremumini

X, + x, + X, = 1 ( * )

bog'lanishlar bajarilganda toping.

Yechilishi. Masaladagi р(м)=х, + x2 +x, -1 = 0 tenglamadan 

x, = i- x 2-x, ni topib, f{x) funksiyaga keltirib qo'yamiz va ikki 

o'zgaruvchili

g(M ') = gfo>*;) = 2x{ + 2x\ + 2x,x, -2x, -2x, +1

funksiyani hosil qilamiz. Shunday qilib, berilgan f{M)=x; + x; +x, 

funksiyaning ( * )  tenglamaga nisbatan w 0(x,°,x",x3°)e  E nuqtadagi shartli 

ekstremumini topish masalasini, g(M') funksiyaning p(x",x°) nuqtadagi 

shartsiz ekstremumini topish masalasiga keitirdik. Endi oxirgi 

masalaning stasionar nuqtalarini topamiz:

— = 4x, 2x, -2 = 0
dxx ‘ |2x, + x2 -1 = 0

!

■V | ~  3 ’ 
1

*2 ~ 3'

Demak, м0(х“, х")=л/0|̂-, nuqta, g(M’) (M'e R2) funksiyaning

stasionar nuqtasidir. Bu stasionar nuqta, g(M ')(M 'eR2) funksiyaning 

(absolyut) minimum nuqtasi bo'ladi, chunki g(x,,x2) qat’iy qavariq 

funksiyadir. Haqiqatan ham, bu funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy

hosilalari matrisasi | | bo'lib, uning bosh minorlari
I 2 4j

S, = 4 > 0, s2 = 12 > 0 => matrisa musbat aniqlangan.

Endi x," = —.x2 = qiymatlami х3=1-.т,-х; ifodaga keltirib qo'yib,

x;1 =^ ekanligini topamiz.

Demak, M„(x?,x2,x°) = ̂ o ( j . n u q t a  - berilgan shartli ekstimum

masalasida minimum nuqtasi bo'ladi. Maksimum nuqtasi mavjud emas, 

chunki,

sup(xf +*2 + x3)=  +ao, jc, + jf2 + x3 = 1, x e R \

Agar (23.4) funksiyalami oshkor ko'rinishda topish qiyinchilik 

tug'dirsa yoki uning iloji bo'lmasa, quyidagicha ish ko'rish mumkin. 

Faraz qilaylik, (23.4) funksiyalar (23.1) ga keltirib qo'yilgan va uning
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natijasida g{w) funksiya hosil qilingan, hamda ular (23.2) 

tenglamalarga keltirib qo‘yilgan, natijada tenglamalar ayniyatlarga 

aylangan bo‘lsin. U holda g(.w ) funksiyaning differensialini, birinchi 

differensial shaklining invariantligiga asosan,

dg = ±2-dx, (23.5)

ko‘rinishda yozish mumkin, bunda dxm̂,dxmt2...dx„ - erkli o‘zgaruvchi-

laming differensiallari, dx,, dx.,...,dxm lar esa, - (23.4) oshkormas 

funksiyalarning differensiallaridir. Yuqorida hosil qilingan ayniyatlami 

differensiallab,

dx, dx, 3x„

(23.6)

dx, dx2 ‘ dx„

chiziqli tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. Bu sistemadan (23.4) 

oshkormas funksiyalarning dx„dx2,...,dxm differensiallarini, erkli

o‘zgaruvchilarning dxmt... dx„ differensiallari orqali ifodalaymiz.

dx„dx2,...,dx„ lar uchun olingan ifodalarni (23.5) munosabatga keltirib 

qo‘yib,

dg = ^  Ai(xlx2,..jĉ jdx, (23.61)
I •>/»! +1

tenglikni hosil qilamiz, bunda

*! = 4',(*.♦!, j  =

Agar g{M‘) funksiya M0 = (*“*,,*°+2,...,x°) nuqtada ekstremumga 

erishsa, dg\u = o, ya’ni

^A.(x[’,x2,...,xl,xltl,...,x'̂ )dx, =0 (23.7)
<=OT+1

bo‘ladi, bunda

xj = vXxL  ̂ xL i,- ,x l)=w ,{M '^  J  = X’m ■

dxmt„ dxmt2,...,dxit lar erkli o‘zgaruvchilaming differensiallari 

boMganligidan, (23.7) munosabatdan,

i 4 j ( j c , ° , ..,л„)= 0, i = m + l,n (23.8)

ekanligini olamiz.

Shunday qilib, (23.8) tengliklar sistemasi, g(w) funksiyaning M'„ 

nuqtada ekstremumga ega bo'lishining zaruriy shartlarini yoki /(m) 

funksiyaning, (23.2) bog‘lanishlar qatnashganda, M0(x°,x°,...,x°) nuqtada
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shartli ekstremumga ega boMishning zaruriy shartlarini ifoda qiladi.

Bu erdan. qaralayotgan masalada ekstremumga shubhali boMgan 

Mn(x°,x°,...,x°) nuqtalarni topish uchun, « ta x,,x2 nomaMumlarga 

nisbatan, « ta,

tenglanialar sistemasini Yechish lozim boMadi.

Agar ekstremumga shubhali boMgan M„(x[\x°,...,x°) nuqta topilgan 

boMsa, uni ekstremumga tekshirish, ikkinchi tartibli toMiq

differensialni hisoblashga bogMiq boMadi. Buni hisoblashda, /  va <pt 

( i  = \,m) funksiyalar ikki marta differensiallanuvchi deb faraz qilib, dg 

uchun olingan (23.) tenglikni differensiallash va (23.4) oshkormas 

funksiyalarning dx„ dx2,..,,dxm differensiallari uchun (23.6) sistemadan 

topilgan ifodalardan foydalanish zarur. Natijada, biz, dx„u ,dxnt2,...,dx„ 

o'zgaruvchilarga nisbatan - kvadratik formani hosil qilamiz.

Agar bu kvadratik forma musbat (manfiy) aniqlangan boMsa,

(23.1) funksiya M0 nuqtada shartli minimum (maksimum) ga erishadi.

23.5-misol. 0 ‘zgaruvchilarning birqismini yo‘qotish usuli 

yordamida,

bogManishlar tenglamalari bajarilganda toping.

Yechilishi. Bu masalani yechishda yuqorida keltirilgan ikkinchi 

usuldan, ya’ni (23.11) tenglamalarda o‘zgaruvchilardan qandaydir 

ikkitasini uchinchisi orqali oshkor ravishda ifodalash mumkin 

boMmagan usuldan foydalanamiz.

(23.11) sistema ikki marta differensiallanuvchi *,(*,) va x,(x,) 

oshkormas funksiyalarni aniqlaydi, deb faraz qilamiz va ular 

bogManishlar tenglamalariga keltirib qo‘yilgan deb hisoblab, (23.11) 

tenglamalarni ayniyatlar sistemasi kabi qaraymiz. (23.11) ayniyatlarni 

har ikkala tomonidagi differensiallarni hisoblab, natijada

f (x,: + ljtfx, + (x; + \ )dx7 + (x, + l)atc, = 0 

[(fx, + dx2 = 0

munosablami hosil qilamiz. Bu erdan,

(23.9)

и = f(x ,, x2 , X , ) = X, + x2 -  X , (23.10)

funksiyaning ekstremumini.

(23.11)
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ekanligini topamiz. Bu ifodalami, (23.10) funksiyaning *  = 

ko'rinishdagi differensiali ifodasiga keltirib qo‘yib,

du = ^ — -dx, s Adx, (23.13)
x‘ +1

munosabatni hosil qilamiz.

Endi, (23.11) tenglamalar va .-( = 0 tenglamalardan tashkil topgan,

4x,! + 4x’ + 4.r,J + 12x, + 12x, + 12x3 -13 = 0,

• x, + x, -1 = 0,

tenglamalar sistemasini (bu sistema, qaralayotgan hoi uchun (23.9) 

sistemadan iborat) qaraymiz. Bu sistema, yagona x, = i ,  x: = x, = 0

yechimga ega. ya’ni M0 =^i/2,^,0j - (23.10) funksiyaning (23.11)

bog'lanishlarga nisbatan ekstremumga shubhali boMgan yagona 

nuqtasidir.

Endi du ning (23.13) dagi ifodasini differensiallaymiz:
2 2(x; + l]dx, - (2x, -\)2x,dx, 

a и - v  ax,.
(x, +1)

Oxirgi ifodadan, (23.12) tenglamalarni hisobga olib,

=2(^ 'У

munosabatga keiamiz. Modomiki, 2(dx,f-dx, bir o‘zgaruvchining musbat 

aniqlangan kvadratik formasi ekan, (23.10) funksiya, (23.11) bog‘la- 

nishlarda M0 nuqtada minimumga erishadi.

23.3-eslatma. Biz masalani, (23.11) sistema ikki marta 

differensiallanuvchi x2(x,) va x,(x,) funksiyalarni aniqlaydi, deb faraz 

qilib, echdik. Endi, bu shartning M„ =(l/2,1/2,0) nuqtaning biror atrofida 

bajarilishini ko‘rsatamiz. Buning uchun, 1- banddagi 1)- 3) shartlami 

tekshiramiz.

<p,(x,,x,,x,) = 4x,! + 4x2 +4x’ + I2x, +12x; +12x, -13 Va <p1{x„x1,x,) = x, +x, -1 

funksiyalar M„ nuqtaning ixtiyoriy atrofida differensiallanuvchi;

= nixl +1\ = I2(x,2 +1\ = l, ^  = o xususiy hosilalar M„ nuqtada
dx, dx, dx, dx,



uzluksiz; 0>,(x,,x,,x3) va ^,(x,,x2.x,) funksiyalar м„ nuqtada nolga aylanadi

p{fPv <P2

Dixr x з

-12 *  0.

Demak, 1)- 3) shartlarga asosan, (23.11) sistema л/„ nuqtaning 

biror atrofida yagona x2(x,) va x3(x,) funksiyalarni aniqlaydi. Bundan 

tashqari, <p,(x,,x;,x3) va y>:(x,,x2,x3) funksiyalar M„ nuqtaning ixtiyoriy 

atrofida ikki marta differensiallanuvchi, u holda *,(x,) va x3(x,) 

funksiyalar ham ikki marta differensiallanuvchi boMadi.

23.4.2. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning shartli ekstremumini 

topishning Lagranj ko‘paytuvchilari qoidasi. Shartli ekstremum 

masalasini yechishda yuqorida ko'rib o'tilgan usullarni ko‘p hollarda 

qoMlab boMmaydi, ya’ni bogManishlardan o'zgaruvchilarning bir qismini 

qolganlari orqali oshkor yoki oshkormas shaklda ifodalash mumkin 

boMmaydi.

Bunday masalalami yechishda quyidagicha ish koM-iladi.

Bizga, (23.1) funksiyaning ekstremumini, (23.2) bogManishlar 

bajarilganda, topish masalasi qo‘yilgan boMsin, hamda f(M ), 

й(л/),0 = цй) funksiyalar л/0(х,\х",...,х'’) nuqtada va uning biror atrofida 

uzluksiz differinsiallanuvchi, va nihoyat,

o<pXMa)

ЙХ, dx, dxn

д<Р:Ш d<P2(M„) д<р2 (Л/0)

dx2 8x2 дхи

8<Pm(Mo) Э<рЖ )

dxi 8xz дх,, ,

matrisaning rangi m ga teng boMsin. Quyidagi n+m o‘zgaruvchili 

l(ma)=/(w )+ л, <p, (л/)+л,|р, (м)+.... + (м) (23.14) 

funksiyani kiritamiz, bunda M&G (gc Л"),л e R", Л = (Л,, я, ).

л,, л,...л,„- Lagranj ko'paytuvchilari, я- Lagranj vektori. l{ki, x)

funksiya esa, Lagranjfunksiyasi deb ataladi.

23.4-teorema (Lagranj ko‘paytuvchilari qoidasi). Faraz qilaylik,

- f(\t) funksiyaning (23.2) bogManishlar bajarilgandagi 

shartli ekstremum nuqtasi boMsin. U holda, shunday yagona 

я" =(л,п, л2,...,лт) Lagranj vektori topiladiki, (м0,я") juftlik uchun,

296



аф ^ .л 0)

ем
(23.15)

= 9,(м„) = = л. (лО = о (23.16)

munosabatlar bajariladi.

(23.15), (23.16) munosabatlami qanoatlantiruvchi (М0,л°) juftlik- 

Lagranj funksiyasining stasionar nuqtasi, shartli ekstremum 

masalasining shartli stasionar nuqtasi deyiladi.

23.4-teoremadan kelib chiqadiki, (23.1) funksiyaga, (23.2) 

bog‘lanishlar qatnashganda, shartli ekstremum berishi mumkin boMgan

nuqtalami topish uchun, a+m ta, * „ * , ....x„ я,, nomaMumlarga

nisbatan,

п+m ta tenglamalar sistemasini yechish lozim boMadi. (23.17) 

tenglamalar sistemasi- stasionarlik tenglamalari sistemasi deyiladi.

Shunday qilib, agar (М„,Л°) juftlik (23.17) tenglamalar 

sistemasining yechimi boMsa (bunday yechimlar bir nechta boMishi ham 

mumkin), nuqta - (23.1) funksiyaga, (23.2) bogManishlar

qatnashganda, shartli ekstremum berishi mumkin boMgan nuqta boMadi.

Bu nuqtaning shartli ekstremum nuqtasi boMishini aniqlashda,

(23.1) funksiya va (23.2) bogManishiarda qatnashayotgan funksiyalar 

ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega, deb faraz qilinib, 

Lagranj funksiyasining, belgilangan я;’, л ^ , lar uchun, M0(x",x2„..,x°) 

nuqtada x,,x2,...,x„ o‘zgaruvchilar bo'yicha hisoblangan,

ikkinchi tartibli differensiali qaraladi.

23.5-teorema (shartli ekstremimming ikkinchi tartibli zaruriy 

sharti). Faraz qilaylik, M„(x",x2,...,x°) - f(M) funksiyaning (23.2) 

bogManishlar bajarilgandagi shartli minimum (maksimum) nuqtasi, 

f(M), = funksiyalar M0(x°,x2,...,x°H) nuqtaning biror atrofida

ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega, hamda л/Дд:,0,*",...,*") 

nuqtada (23.3) matrisaning rangi m ga teng boMsin. U holda, shunday

<pi(xi,x2,...,xn) = 0, < = i.m

(23.17)

(23.18)
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я” = (Л,", Lagranj vektori topiladiki, (M0,X‘) juftlik - Lagranj

funksiyasining stasionar nuqtasi boMadi va
+ ̂ ,(Л /„)

dx, dx2 ax.

+ ̂ „ ( м 0) о
dx, dx, 2 dx.

tenglamalar sistemasini qanoatlantiruvchi dx„dx2,....,dx, lar uchun 

d 2L(M0J ’)zO  (d'‘ L{M<s,X')<Q)

munosabat bajariladi.

23.6-teorema (shartli ekstremumning yetarli sharti). /(a/), 

<p X m \o = i  funksiyalar л / Д х ? , * * , . nuqtaning biror atrofida ikkinchi 

tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega, nuqtada (23.3)

matrisaning rangi m ga teng, hamda (Л/0,я°) juftlik- Lagranj 

funksiyasining stasionar nuqtasi boMsin. U holda:

1) agar d'‘L.{M0,я°), dx„dx,,....,dX' lar (23.19) tenglamalar sistemasini 

qanoatlantirganda, musbat aniqlangan kvadratik forma boMsa,

M„(x,°,xj...x") nuqta - f(M) funksiyaning, (23.2) bogManishlar bajaril-

ganda, shartli minimum nuqtasi boMadi.

2) agar d 2L(\i0,X '), dx„dx,,....,dxH lar (23.19) tenglamalar sistemasini 

qanoatlantirganda, manfiy aniqlangan kvadratik forma boMsa,

nuqta - f (M )  funksiyaning, (23.2) bogManishlar 

bajarilganda, shartli maksimum nuqtasi boMadi.

3) agar </:/:(л/0,я0), dx„dx2,....,dxn lar (23.19) tenglamalar sistemasini 

qanoatlantirganda, aniqlanmagan kvadratik forma (ham musbat, ham 

manfiy qiymatlar qabul qiluvchi) boMsa, u 0(x“,x2,...,x'j) nuqta - f(M ) 

funksiyaning shartli ekstremum nuqtasi boMmaydi.

Xususiy holda, u = f(x,y) funksiya <p(x,y)= 0 bogManishlar 

tenglamasi bilan berilgan boMsa, Lagranj funksiyasi quyidagi 

ko'rinishda boMadi:

L(x, v, Я) = /(.v, у) + X(p(x, _v)

(23.17) tenglamalar sistemasi, uchta tenglamadan iborat boMadi:



0 <pAM:) <Py(M„)

a  = - «V (aO  Г„(л/,,д ,) С К л ) .  ' 

p ’M ") Щ К А )  С К Л )

Agar a <0 bo'lsa, л/0(х",у°) nuqta - и = /(х,у) funksiyaning, 

«?(x,y) = o bogManishlar bajarilganda, shartli maksimum nuqtasi boMadi.

Ацагд > о boMsa, л/„(х0, / )  nuqta - u = f(x,y) funksiyaning, <p(x,y) = 0 

bogManishlar bajarilganda, shartli minimum, nuqtasi boMadi.

Izohlar.

1. Funksiyalarning ekstremumini bogManishlar qatnashganda 

topish masaialari juda keng tarqalgan, ular ekstremal masalalaming bir 

qismidan iborat boMib, ulami o‘rganuvchi boMim - ekstremal 

masalalar nazariyasi, hozirgi vaqtda, ko‘p arnaliy masalalarda 

qoMlanilmoqda.

2. Biz yuqorida ko‘rgan masalalarda, ham ekstremumini topish 

talab qilingan funksiyani, ham bogManishlar funksiyalarini etarli silliq, 

deb faraz qilgan edik. Lekin bogManishlar faqat tengliklar ko'rinishida 

emas, balki tengsizliklar ko‘rinishida ham boMishi, ulardagi funksiyalar 

odatdagi ma’noda differensiallanuvchi boMmasligi ham mumkin.

3. BogManishlar funksiyalari yordamida tuzilgan (23.3) 

matrisaning rangi m ga teng boMsin, degan talab ham ancha kuchli, ko'p 

masalalarda bunday talabni qo‘yish mumkin emas. Bu holda, Lagranj 

ko‘paytuvchilari usulining umumlashmasidan, aniqrogM, umumlashgan 

Lagranj funksiyasidan foydalaniladi.

23.6-misoI. Lagranj usulidan foydalanib, ushbu u = 2x+4y-5 

funksiyaning x: +y: =i25 bogManishlami qanoatlantiruvchi shartli 

ekstremumlarini toping.

Yechilishi. Dastlab Lagranj funksiyasini quramiz:

L{x,у,л) = 2x + 4y -5 + л(х‘ + у2 -125).

Endi Lagranj funksiyasidan xususiy hosilalarni olib, (23.17) 

tenglamalar sistemasini tuzamiz:

(M0,X‘) juftlik- Lagranj funksiyasining stasionar nuqtasi bo‘lsin va

—  =  2  + 2 a x , 

dx

—  = 4 + 2 Ay,: 
8y

x2 + y2 = 125,

2 + 2лх = 0,

14 + 2Ay = 0, 

x: + v! =125.

Bu sistema ikkita Yechimga ega:

x, = -5, _v, = -10, Л, = 0,2; x, = 5, y, = 10, Л, = -0,2.
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д = •

L(x,y,x) Lagranj funksiyasining ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini 

topib, ikkinchi tartibli differensialini tuzamiz:

^-4 = 2Л, —  = 0 ^4=2/1, d 2L = 2x(dx2+dy2).
дх‘ дхду dy‘ y '

Л, = 0,2 boMganda d 2L> 0 . Shuning uchun, 23.6-teoremaga asosan, 

w,(-5,-io) nuqtada и funksiya shartli minimumga ega va 

«„„=«(-5,-10)=-55.

л, =-o,2 bo‘lganda d :L < 0 . Shuning uchun, 23.6-teoremaga 

asosan, л/,(5;Ю) nuqtada и funksiya shartli maksimumga ega va uning 

maksimum qiymati 45 ga teng, u,„„ =«(5, io)= 45

и funksiyani shartli ekstremumga tekshirishning boshqa yo‘lini 

qaraymiz.

a , =0,2 boMganda tp(x,y)=x2 +y: -125, <p\ =  2*, <p\ =  2y, ^(-5,-10) =  -10,

<p\ (-5,-10)= -20, ^4 = 0,4, -1-^ = 0 ^4 = 0,4.
dx‘ дхду ay

Demak,

0 -10  -20  
-10 0.4 0 = 200 > 0 

-20 0 0,4

Demak, M,(-5;-l0) nuqtada и funksiya shartli minimumga ega va 

uning maksimum viymati -55 ga teng, ya’ni =u(-5.-io)=-55.

Xuddi shunga o ‘xshash, Л, = -0,2 bo‘lgan holda v aM 2(5;io) 

nuqtada

о 10 20

Д = — 10 -0,4 0 

20 0 -0,4

Demak, w.(5;io) nuqtada « funksiya shartli maksimumga ega va 

uning qiymati 45 ga teng, ya’ni i<mas =u(5,10) = 45.

Misolni Maple tizintidan foydalanib yechish:
> readlib(extrema):

> extrema(2*x+4*y-5,{xA2+yA2-125=0},{x,y},V);u;
'{-55,45}

(0 - 10, x = 5), {y=-10,j = -5)J

23.7-misoI. Lagranj usulidan foydalanib, u = xy + yz funksiyaning 

x2+y2 = 2. v+: = 2(x>0, y>0, r>0) bog‘lanishlami qanoatlantiruvchi 

ekstremumlarini toping.

Yechilishi. Dastlab Lagranj funksiyasini tuzamiz:

L(x,y,:,A,fi)- xy + yz + \[x2 + уг -2)+Л(х + г-2 )

-200 < 0 .
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Bu Lagranj funksiyasidan xususiy hosilalami olib,

dx

—- = x + z + 2 Xy + ц.
dy

у + 2Xx = 0, 

x + z + 2Xy + // = 0,

8L
—  = v + /<,
c z

x2 + y2 - 2,

dz

tenglamalar sistemasini tuzamiz. Bu sistemadan a va /i sonlami va

L(x,y,z,x,/u) Lagranj funksiyasining ikkiinchi tartibli differensialini

BogManishlar tenglamasidan, dy = -dx = -dz ekanligi kelib chiqadi. 

Ekini e’tiborga olsak, u holda, d2L = -dx2-2dy2-2dz2 <o boMadi.

Demak, 23.6-teoremaga asosan, m0(i, I, i) nuqtada и funksiya 

shartli maksimumga ega va uning qiymati 2 ga teng, ya’ni 

« _ = « ( ! ,  l,l) = 2.

23.5. Ko‘p o'zgaruvchili funksiyaning eng kichik va eng katta 

qiymatlari. Agar u = f(M) funksiya chegaralangan yopiq 

{м}({м}с Rm) to'plamda uzluksiz boMsa, u holda bu funksiya shu 

to'plamda o'zining aniq yuqori va aniq quyi chegaralariga erishadi 

(Veyershtrass teoremasi).

и = f(M )  funksiya chegaralangan sohada differensiallanuvchi va 

sohaning chegarasida uzluksiz bo'lsa, bu funksiya, yoki stasionar 

nuqtalarda, yoki sohaning chegara nuqtalarida o'zining eng katta va eng 

kichik qiymatlariga erishadi.

Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning eng kichik va eng katta 

qiymatlarini topish qoidasi quyidagicha :

1) berilgan sohada joylashgan stasionar nuqtalarni topish va 

funksiyaning bu nuqtalardagi qiymatlarini hisoblash;

2) sohaning chegarasini tashkil qiluvchi c’niziqda funksiyaning eng 

kichik va eng katta qiymatlarini topish;

stasionar nuqtaning koordinatalarini topamiz: * = 1. X = — . ц = -1. 
2

topamiz va unga qiymatni keltirib qo'yamiz:

d 2L = 2/.(dx1 + dv2)+ Jdxdy + 2dydz = -dx2 - dy2 + 2dxdy + 2dydz.
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3) funksiyaning topilgan barcha qiymatlarini solishtirish: bularning 

eng kichigi va eng kattasi, mos ravishda, funksiyaning qaralayotgan 

sohada eng kichik va eng katta qiymati boMadi.

23.8-misol. Ushbu u = x2 - 4 x - y2 funksiyaning x2 + y2 < 16 doiradagi 

eng kichik va eng katta qiymatlarini toping.

Yechilishi. 1. u = x2 - 4 x - y 2 funksiyaning birinchi tartibli xususiy 

hosilalarini topamiz:

u'x = 2x - 4 , = -2 у .

Bu xususiy hosilalarni nulga tenglashtirib, sistemani Yechib, bitta 

p0(2;0) stasionar nuqtani topamiz, unda funksiyaning qiymati -4 ga teng, 

ya’ni r(2;0) = 4 - 8 - 0  = -4
2. Endi funksiyaning chegaradagi, ya’ni x2 + y2 = 16 aylanadagi eng 

kichik va eng katta qiymatlarini topamiz. u = x2-4x-y2 funksiyani bu 

aylana nuqtalarida bitta .r o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida ifodalash 

mumkin. y 2 = \6-x2 funksiyani « funksivaga keltirib qo‘yamiz: 

u = x2 -4x+ y2 = lx 2 — 4.t—16 . y = ±J\6-x2 funksiyaning aniqlanish sohasi 

[-4; 4] boMadi.

Shunday qilib, ikki o'zgaruvchili funksiyaning x2 + y2 = 16 
aylanadagi eng kichik va eng katta qiymatlarini topish, bir o‘zgaruvchili, 

u = 2.x" -4.r-16 funksiyaning [-4; 4] kesmadagi eng kichik va eng katta 

qiymatlarini topishga keltirildi. Bu funksiyaning (-4; 4) oraliqdagi kritik 

nuqtalarini topamiz va oraiiqning chetlaridagi qiymatlarini topamiz: 

и = 4x-4, 4x = 4, bundan x = i kritik nuqtani olamiz: u/I=1= - 18, so‘ngra 

o/r=4=0, и/г=_4= 32 ekanligini topamiz.

3. Berilgan funksiyaning stasionar va chegara nuqtalardagi 

qiymatlarini hisoblab, ularni solishtiramiz:

u(-2;0) = -4, u( 1;-2л/2) = -11, u(4;0) = 0, »(!;2л/2) = 11, «(-4;0) = 32
i/(0;4) = -16, ы(0;-4) =-16 .
Demak, berilgan funksiyaning eng kichik qiymati -16, eng katta 

qiymati esa, 32 boMadi,

t o  = «(0,4) = «(0,-4) = -16, uekal = «(-4,0) = 32.
23.9-misol. To‘g‘ri burchakli parallelepipeddan iborat usti ochiq 

bak v litr hajmga ega. Bakning oMchovlari qanday boMganda, unga 

sarflanadigan material eng kam boMadi?

Yechilishi. To‘g‘ri burchakli parallelepipedning oMchovlarini 

x,у,г (x> 0,у > о,г > 0) deb belgilaymiz. U holda, uning hajmi, v = xy:
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boMadi. Bundan r = — . Masalaning shartiga ko‘ra, to‘g‘ri burchakli 

parallelepipedning toMa sirti,

S = S(x, v) = 2(xr + 2 vr) + x\’ = 2(jc + y) —  + xv = 2V(— + —) + xv
xy ‘ x у

boMadi. S(x,y) funksiyaning eng kichik qiymatini topamiz. Ravshanki,

C' -  2 y  ^
X ------ J  +  J ’>

2V
s ;  = ~ + x

Stasionar nuqtalami topish uchun, xususiy hosilalami nulga 

tenglashtirib, hosil qilingan sistemani echamiz:
2V

— -+ у = о
X~

2V
-- - + x = 0

v

r  =  xI j v

0 ^  PJx0,ya)= (lJw ,V W ). 
y„ = W ,

Ikki o‘zgaruvchili funksiya minimumining yetarli shartini 

tekshiramiz:

S"xx= ^ r ,  S:s(H2V, V IF) = 2
X

S’ 2 = ̂ <VTV. \}2V) = 2 
У

S ', = 1, S-n (if2V, MW) = 1 

Д = (P0)S’ 2 (P0) -5* ,(P0) = 4 -1 = 3 > 0, Sn(P0) > 0 .

Demak, S(x ,j) funksiya, Р0(У2Г, UW) nuqtada minimumga ega

boMadi:

Ы )  = ̂ Г Ж  ; Smin=S(PB) = 2 V (- L  + -]L )  + ̂  = 3 l ^ .  
x0y<> Hw2 2 \Jty \J2V

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi ikki o'zgaruvchili funksiyalarni ekstremumga tekshiring:

23.1. u = -X2 - xy. 23.2. H = 2x2 + xy + у2.

23.3. и = x2, - 3xy - 3y. 23.4. и = x4 + у4 - 4xy.

23.5. и = -2.x2 + xy - 2v2 + 6x + 6y. 23.6. и = x3 -9xy + y ’.

23.7. u = x + 6xi’ + 8 v|3 — 1. 23.8. и = xv'(l — x ~ v)

23.9. и = x2-Злз +J'2-4x + 5j' + 6. 23.10. и = x2 +y2-8x-2.

23.11. « = x: +X1-v2-3x-6.v. 23.12. и = 3x2-x5 +3>-2 +4v.

23.13. u = 3x2-v2 + 4y + 5. 23.14. U = x2 +xy + 2y2-x+v.
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23.15. и = -хг - ху-у2 + 3х + 6у. 23.16. и = (х + у 2)?*'2.

23.23. и = х’ — Заху + у3. 23.18. и = х2 +х)’ + у2-41пх-101пу.

23.19. и = sinx + siny + sin(x + v), bunda 0< x< —, 0 < v < —.v 0 1

23.20. и = 23.21. tt = i +£+ v.
X v

23.22. f(x,y) = x2-xy + y2 +2x + 2y-4.

23.23. /(x,y) = 2x’ + 3xy + 2yJ. 23.24. /(x ,y ) = x3 + y ’ + 3x2 -3y: . 

Quyidagi uch o‘zgaruvchili funksiyalarni ekstremumga tekshiring:

23.25. и = x2 + y 2 + : 2-4x + 6.v-2r. 23.26. и = x: + y 2 + r 2-xy + x - 2 :. 

23.27. и = jcj + y* + (r + l)J -xy + x. 23.28. u = x*+ y2 + :2 + 6xy-4:.

23.29. U = xvr(l6-x-v-2r) 23.30. u = —  + —  + ?-  + z2.
X V г

23.31. u = I +l+Z+x+1. 23.32. u = x:n +y2'! +r:n.
г у X

Quyidagi ikki o‘zgaruvchi!i funksiyalarni shartli ekstremumga 

tekshiring:

23.33. и = xy, x + y - 2 = 0. 23.34. u = x2+y\ * + y —1 = 0.

23.35. и = x2+y2, 3x + 4y —12 = 0. 23.36. и = xy, 2x + 3y-5 = 0.

23.37. u = xy2, x + 2y- l = 0. 23.38. и = x! +y2-xy + x + y-4 , x+ y+ 3=0

23.39. u = cos2x+ cos2 v, x - y - — = 0,23.40. и = 5-3x-4v, x2 + y J = 25.. . .  4

23.41. u = 1 -4x-8y, x2 -8y2 = 8 23.42. u = x2+xy + y2, x2 + v2= l. 

Quyidagi uch o‘zgaruvchili funksiyalarni shartli ekstremumga 

tekshiring.

23.43. и = 2x2 +3v: 4r2, x + y + r -13 = 0.

23.44 .u = xy1:*, x + y + r-12 = 0, x > 0, у > 0, г > 0.

23.45.и = x- 2y + 2r, x2 +y2 + z2 -9 = 0.

23.46. и = xy + 2xr + 2yr, дат = 108.

г2 г2 -2
23.47. и = x2 +y2 +r2, — + ̂ t  + ̂ t  = 1, a>0 ,b>0 ,  c> 0.

b~ с'

23.48. /(x ,y ) = x5 +y: funksiyaning x2+y2= l aylanadagi ekstremum 

qiymatlarini toping.

23.49./(x .y) = x2 +3y2 +2y funksiyaning x2 + v2 < l doiradagi 

ekstremum qiymatlarini toping.

23.50. /(x,y,r) = x-y + r funksiyaning x2 +v2 +r2 =1 birlik sferadagi 

ekstremum qiymatlarini toping.

304



23.51./(х,у,г)=х(у+г) funksiyaning x2 + y 2 = i to‘g‘ri doiraviy konus 

va x: = i giperbolik silindrlarning kesishish chizig‘ idagi ekstremum 

qiymatlarini toping.

Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan D to'plamda eng katta va 

eng kichik qiymatlarini toping.

23.52.и = x3 - Эху + у3, D={(x,y)eR2 : 0 < x < 2 -1 < у < 2}.

23.53. и =x- 2y + 5, D = {(x,y)e R: : x > 0, у > 0, x + у < l}

23.54. и - x' - 4.v- y 2. D = {(дг,у) e R2 : x2 + y2 < 9}

23.55. и = лт(4 - x - у), D = }(.v, у) e- R2 : x > 0, у >0, x + у < 8).

23.56. и = хг - 9xv + У3 + 27. D=|i,v)e/!: :0<jt<4 0 < у < 4j

23.57. и = sin x + sin у + sm(.r + у), D = {(дг,y)e R2 : 0 < x < rr/2 0 < у < л-/2} 

Quyidagi funksiyalarning ko'rsatilgan D to'plamda eng katta va

eng kichik qiymatlarini toping:

23.58. и = xy + x + y, D = {(jc,y)e R' : - 2 5 x < 2 - 2 < y < 2 }

23.59. U = Л-3 - 6xi' + 8v5 + 1, D = {(x, y)t R! : 0 < x < 2 -1 < у < 1 j.

23.60. u = 3 + 2да-', D = {(x.y) e - 4 < x2 + y 2 < 9}.

23.61.« = xJ-y\ D = {(x,y)e R2 :x2 +y2

23.62.« = x2 + y\ D = |x,y)e R: : (х-л/2)2 +(у-л/2)2 < 9}

23.63. и = cosxcosy cos(x + y), D = {(x.y)e R1 : 0 < x< л 0 < у < л-J.

Berilgan funksiyalarning berilgan R sohada maksimum va

minimum qiymatlarini toping.

23.64. /(x ,y ) = xJ +дл- + у2 — 3x + 3y, R : birinchi kvadrantda x+y = 4 

to'g'ri chiziq bilan kesilgan uchburchakli soha.

23.65./(x ,y ) = y 2-xy-3y + 2x, R. x = ±2 va y = ±2 to'g'ri chiziqlar 

bilan chegaralangan kvadratik soha.

23.66. /(x ,y) = x2- y : -2x + 4y, r .  pastdan Ox o'q, yuqoridan y = x + 2 

to'g'ri chiziq va o'ngdan x = 2 to'g'ri chiziq bilan chegaralangan 

uchburchakli soha.

23.67. /(x ,y ) = x3 +y3 +3x2-3y2, R:x = ±i va у = ±1 to'g'ri chiziqlar 

bilan chegaralangan kvadratik soha.

Mustaqii yechish uchun misollarning javoblari

23.1. Um»=  «(0,0)=0,23.2. um,0 = h(o,o) = 0. 23.3. (-1; 1) stasionar 

nuqtada ekstremum yo'q. 23.4. umm =»(i; i)=«(-i;-i)=-2, o(o-o) stasionar 

nuqtada ekstremum yo'q. 23.5. «/.„ =u(2; 2)= 12.

23.6. umin = n(3;3) = -27, 0 (0; o) stasionar nuqtada ekstremum yo'q.
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23.7. ulllJX = н(-1; - 0,5) = 0. 23.8. =и|
3 г) 27

23.9. -|j stasionar nuqtada ekstremum yo‘q. 23.10.

" ,n ,n = “ ( 4 ; 0 )  =  - 1 8 .

23.11. umkl = u(o;3) = - 9 .  23.12. «min= ^ 0;-|j = - y ,  ^2; stasionar

nuqtada ekstremum yo‘q. 23.13. Ekstremum yo‘q. 23.14. »mm =u(l;-l)=o.

23.15. = u(0;3) = 9 23.16. «тш=«(-2:0) = --. 23.23.
e

a<  0 da = u(a;a) = -a3, .

a> 0 da i/mm = u(a;a) = -a5.23.18. umill = u(l; 2) = 7- 10ln2.23.19.

“т» =»(у,у) = |л/з.23.20. Ekstremum yo‘q. 23.21. (/ = »„„„(4:2) = 6.

23.22. /„ ,„= /(- 2,-2) = -8. 23.23. /m>x=/f - I , _ l l  = i .

23.24. f mm = /(0,2) =-4, / _ . = / ( - 2,0) = 4.23.25. «m„,=«(2;-3; 1) = -14.

23.26. = /- - ;- ! ;  Л =--.23.27. = Hf-2;-I; - l) = ~ .  
n,,n t 3 3 J 3 n"n I. 3 3 J 3

23.28. umili = «(6;-18; 2) =-112 23.29. Итж = и(4; 4; 2)= 128.

23.30. н|пт = u(S, 4; 2) = 60 23.31. umin = n(l; l;l)=5, umux = u(-l; l;-l) = -3.

23.32. umm = u(0; 0; 0) = 0. 23.33. u „  =u(l; l)=l.

23.34. =«(0,5; 0,5) =0,5. 23.35. = u g ;  g )  = ̂ .

23.36. и = «f—; —1 = ——. 23.37.K = u(l; 0) = 0 i/min =«fi; Л  = ̂ -.
“ x U  6 j 24 ' U  3j 27

23.38. umB= j - 19
4

23.39. = u[—  + лк\ — + лЛ-1 = 1-— . «,„„=«(—+-*; + = 1 +
■" ( 8 8 ) 2 (8 8 J 2

23.40. и = ит„(3;4) = -20, « = нта*(-3; -4) = 30.

23.41. и = итш (-4; l) = 9, и = Ullux(4; -1) = -7.

.1  _ ( +£ . +й ) - 1  
2 ’ 2 J 2’ " 2 ' 2 J 2'

23.43. umm = u(6; 4; 3) = 156. 23.44. um>x = u(2; 4; 6) = 6912.

23.45. =u(l;-2;2) = 9, «„„„ = u(-l; 2;-2) = -9. 23.46. umat = u(6; 6; 3)= 108.

23.47. u,„x =u(±a; 0; 0) = a\ umil = u(0; 0; ±c) = c1.

23.48. / _  = /(0,±1) = /(1,0)=1, / mm = / (—1,0) = —1.
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23.51. ^-j=,J=,V2 j va ■— - J=,-V2 j- maksimum nuqtalari, ularda 

funksiya | qiymatqabul qilidi; |^-J=,JL-V2j va J=,V2 j-

minimum nuqtalari, ularda funksiya i  qiymat qabul qiladi. 23.52.

=«(•; 0  = “(0;-i) = -i,

u..ta. = i/(2;—l) = 13. 23.53. H. ta = u(l; 0) = 6.

23.54. « , todl = U(l;-2V2)=«(l;2V2) = - ll. =«.(-3; 0) = 21.

23.55. ut M = m(4; 4) = -64, u, b„= ug ; l )  = f i

23.56. bWl = «(3; 3) = 0. u. = «(4; 0) = »(0; 4) = 91

23.57. II(fc„ =и(яг/3;л-/3) = |л/3. 23.58. u, bdl =-6, u , ta =14.

23.59. a,.**. =-7, u ,to = 9 + 4y/2. 23.60. =-6. u. =12.

23.61. =-81, u,te =81. 23.62. =0, =25.

23.63. = - i „ ,ta =1,23.64. / „  =/(0,4)= 28; / m„ = / ( f  - °) = - f •

23.65. / „  =/(2,-2), / ..=/^-2 ;I) = -iZ 23.66. /.„„ = /(-2,0) = 8,

/,„,„ = /0,o) = -i.

23.67. / _  = /(1,0)= 4, /„m = /(0,-1) = -4.

2 3 .4 9 . / „ „ = / ( од) = 5, / „ = / ( 0 - 1 / 3 )  = —  .

24-§. Oshkormas funksiyalar

24.1. Oshkormas funksiya haqida tushuncha. Faraz qilaylik, * 

va у o'zgaruvchilarning qiymatlari, o‘zaro, ushbu

f (x, у) = o (24.1)

tenglama orqali bog‘langan bo'lsin. Bunda F(x,y), ikki o'zgaruvchining 

funksiyasi sifatida, {м} = {(х,у)е R2 a<x<b , c<y  <d} to'plamda berilgan 

bo'lsin. Biror x0 sonni {x0e(a,b)) olib, uni (24.1) tenglamadagi * ning 

o'rniga qo'ysak, natijada, у ni topish uchun, quyidagi

H*o,y)=0 (24.2)

lenglamaga ega bo'lamiz. Bu tenglamani yechishda quyidagi hollar 

bo'liuji mumkin:
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1°. (24.2) tenglama yagona y„ yechimga ega ,

2°. (24.2) tenglama bitta ham yechimga ega emas ,

3°. (24.2) tenglama bir nechta, hatto, cheksiz ko‘p, yechimga ega 

bo'lishi mumkin.

Masalan: 1) F(x,y) = ̂ + ^ r - l  = o tenglama {-a,a] kesmada у  ni, x 
a b ‘

a
ning ikki qiymatli funksiyasi sifatida aniqlaydi: y = ±-Va2 -x1 . Buni

f (x, v)=—r + - 1 = 0 tenglamadagi у ning o'miga qo'ysak, natijada
a ' b-

ayniyat hosil bo'ladi.

2 ) f(x,y) = y4x- - 3- 2  = 0 tenglama, x ning я\{хе R :- j3  <х<у[з} dan
2

olingan har bir qiymatida, yagona >• = - = =  yechimga ega, bundan
v * : -3

■■■■ 2- - Uo. Yuqoridagi keltirilgan 1) va 2) misollarda, v-nix orqali 
■Jx2- 3)

ifodalash mumkin bo'ldi. Lekin, har doim ham bunday oson 

bo'lavermaydi. Masalan, ushbu

F(x,y) = y-x-esiny = 0 (0<£-<l) (24.3)

tenglamani qaraylik. Bunda у ni, x orqali elementar funksiyalar 

yordamida aniqlab bo'lmaydi. Lekin, f(x ,> ) = y-x-4-siny = 0 (o<e<i) 

tenglama, umumiy holda, у ni, x ning bir qiymatli funksiyasi sifatida 

aniqlaydi. Haqiqatan ham, tenglamani x = y-s  sin у  = <p(y) (ye (-oo;+oo)) 

ko'rinishda yozib olib, </>(y) funksiyaning (-да; ») oraliqda uzluksizligiga, 

hamda (3'(y) = l- fc o s y > 0  hosilaga ega ekanligiga ishonch hosil qilamiz. 

Unda, teskari funksiyaning mavjudligi to'g'risidagi teoremaga asosan, 

yagona y = (p~'{x) funksiya mavjud. (24.3) tenglama - Kepler 

tenglamasini ifodalaydi.

Demak, (24.3) tenglama, yagona y = <p~'(x) yechimga ega, bunda 

f(x,(3 'i(x ))= °.

3) F(x,y) = x1 +y! —inу = о (у> о) tenglama, x ning (-«;«) oraliqdan 

olingan hech qanday qiymatida yechimga ega emas. Chunki, doimo 

y2 - inу > о munosabat o'rinli. Bu holda berilgan tenglama bitta ham 

yechimga ega emas.

F(x,y) = o tenglama uchun, 1-holning o'rinli bo'lishi muhim 

ahamiyatga ega. Uning yordamida funksiya aniqlanishi mumkin.
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jr o'zgaruvchining qiymatlaridan iborat, x ning undan olingan har 

bir qiymatida F(x,y) = о tenglama yagona yechimga ega boMgan, x 

to‘plamni qaraymiz. X to'plamdan ixtiyoriy * sonni olib, unga, 

f(x ,у )=0 tenglamaning yagona yechimi bo'lgan, у ni mos qo'yamiz. 

Natijada, x to'plamdan olingan har bir * ga, yuqorida ko'rsatilgan 

qoidaga ko'ra, bitta у mos qo'yilib, funksiya hosil bo'ladi. Bunda * va 

у o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish, F(x,y)=0 tenglama yordamida 

ifodalangan bo'ladi. Odatda, bunday aniqlangan funksiya, oshkormas 

funksiya  deyiladi va u x-> y:F(x,y) = 0 kabi belgilanadi. Masalan, 2), 3) 

misollardagi oshkormas funksiyalar,

x -> у = —, ~ , F’ -y. ~ r I = 0, x ^>y-<p~'(x):
•Jx2-3 l, -Jx2-3J

kabi yoziladi.

24.1-eslatma. Agar F(x.y) = o tenglama oshkormas ko'rinishdagi 

funksiyani aniqlamasa, ba’zi hollarda, у ga ma’lum shart qo'yish 

natijasida berilgan tenglama, oshkormas funksiyani aniqlashi mumkin. 

Masalan, F(x,y)=x2 +y2 -1 = 0 tenglama л- ning (-1; l) oraliqdan olingan 

har bir qiymatida, ikkita, у = -Vi-x\ у = -Jl-x* yechimlarga ega. Agar у 

ga, uning qiymatlari [-1,0] kesmada bo'lsin, degan shart qo'yilsa, u 

holda, berilgan tenglama yordamida aniqlangan,

x -> у  =  ~ / l  -x2, f (x , - V 1 - x 2 )=  0

ko'rinishdagi oshkormas funksiya hosil bo'iadi.

24.2. Oshkormas funksiyaning mavjudiigi.

24.1-teorema. F{x,y) funksiya M0(x0,v0)e R2 nuqtaning biror

((x„,yn)) = {(x,y)e R~ : x„ - l t<x<  *„ + h, y„ - к < у < y0 + &} (/; > 0, к > 0) atrofida 

berilgan bo'lib, u quyidagi shartlami qanoatlantirsin:

')  UbAx«y<>)) da uzluksiz;

2) x o'zgaruvchining fx„-h,x„ + k) oraliqdan olingan har bir tayin 

qiymatida, у o'zgaruvchining funksiyasi sifatida, o'suvchi;

3) r{x,,.y„) = Q bo'lsin.

U holda M0(x0,y„) nuqtaning shunday

^л-.Д(*о>Л’о))= {(■>c’.v) e ^  : x0- S  < x < x0 + S, y0-e < у  < y0 + e}(0 <S  < h, 0 < £ < к) 

atrofi topiladiki:
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a) Vxe(x0-a',x0 +£) uchun f(x,v)=o tenglama, yagona >• 

yechimga (ye(y0-s,y0+s)) ega, ya’ni F(x,y)=o tenglama yordamida 

x-*y:F(x,v) = 0 oshkormas ko‘rinishdagi funksiya aniqlanadi;

b)x = x„ bo‘lganda, y = y„ unga mos keladi;

c) x-y_v:F(x,y) = o oshkonnas funksiya (x0 - s, x„ + я) oraliqda 

uzluksiz boMadi.

24.3. Oshkormas funksiyaning hosilasi.

24.2-teorema. F(x,y) funksiya Af0(x„,y0)e R2 nuqtaning biror 

.̂,*((xn.>’n))= {(*>>’)6 R2 :x „-h<x<  x0 +h, y„ - к < у < y„ +k} (h > 0, к > 0) atrofida 

berilgan boMib, u quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:

1) и»Л(*о,Уо)) da uzluksiz;

2) u„t((x„,y0)) da uzluksiz F'x(x,y), К(х-у) xususiy hosilalarga ega va 

K (x»y«)* °;

3) f(-W o) = 0.

U holda, м 0(х„,y„) nuqtaning shunday

C'ifl, ( ( x , {(*,>•) e R2 : xa -S < x < x„ +<5, y„ - s <y<  y„ + г} (0 < S < h, 0 < e < k) 

atrofi topiladiki:

a) Vxe(x0-#,x0+d') uchun f(.r,y) = o tenglama yagona, у Yechimga 

(y e (y0 - e, _v0 + e)) ega, ya’ni, F (x ,y )= 0 tenglama yordamida, 

x -> у : F(x,y) = 0 oshkormas funksiya aniqlanadi;

b) x = x° boMganda, y = y„ unga mos keladi;

c) x-y у : f (x, v) = o oshkonnas ko‘rinishda aniqlangan funksiya 

(x0-c4,x0 +S) oraliqda uzluksiz boMadi;

d) oshkormas ko‘rinishdagi funksiya (x0-s,x0 +<?) oraliqda uzluksiz 

hosilaga ega boMadi va uning hosilasi

/ . - - # 4  P 4 .4 )

formula bo‘yicha hisoblanadi.

F{x,y) funksiya, £/ ,Д х0,у0)) atrofda uzluksiz ikkinchi tartibli 

F\{x,y\ F'n (x,y\ F\(x,y) hususiy hosilalarga ega boMsin. у ning x ga

bogMiqligini e’tiborga olib, (24.4) tenglikni x bo‘yicha differensiallab, 

quyidagini topamiz:

y"= W
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Xuddi shunday, oshkormas , . .  . . . . . . .
u i * 4-u j  • u i i • * -1 rmishdagi funksiyaning uchinchi va 
hokazo tartibdagi hosilalari topiladj J b

24 4. Ko‘p o'zgaruvchili o * ^ ^  funksi |ar

F b . y ) . f b м )  <»-<*.«,... «  fu„ksj

. W - M « *  .......< j )
to plamda aniqlangan bo lsin. Ushbu

. . F^ ’y)' F^ , . . , x M,y) = 0 (24.5)
tenglamani qaraymiz. ,re Л'" nuqtabrj . ,• , u- '

. . r\ . i drdan iborat, undan olingan har bir *
nuqtada (24.5) tenglama yagona , . . , . 6 , „

nm * * i • • haqiqiy yechimga ega bo lgan,
X(XczRm) to plamm qaraymiz. A' <■»« i /  ■ • .-i

. . co plamdan ixtiyoriy * nuqtani ohb,
unga (24.5) tenglamaning yagona ■ . . . .  «
XT .. , , , , .. , naqiqiy yechimi у ni mos qo yamiz. 
Natijada, x  to plamdan olingan har u- * -л t t

, , , . c bir x nuqtaga, yuqonda ко rsatilgan
qoidaga kora, bitta у mos qo‘yiiiK f  & J ..M ... _  °

. . _ , . , . 7 -M*ib, funksiya hosil qilmadi. Bunday
aniqlangan funksiya, ko‘p o‘zgan„ , ,

, uVchili (mo zgaruvchili) oshkormas 
ко rinishda aniqlangan funksiya deb ataladi va u

kabi belgilanadi.

biror24'3' ‘“ rema' funksiya nuqtaning

, 0 , 0 ,  0 ,-A, <x, <xf’+/*,, x?-A2 < x : <x° + h2,....

*“ ” <ДГ" <ЛГ" + <»,+/:} (A, > 0, i = \,2,...,m,k > O)
atrofida aniqlangan ya „ qoy.dag, shart]amj t|antirsin;

1) uh[ ,t ((x ,y0)j da uzluksi2.

2) x = (x„x2,...,xm) o‘zgaruvchining

{xeRm ixI’ -A, <x, <x"+A,, x
. . .  <x' + h2___x '- hm<x„<x '+ h

to plamdan olingan har bir tayin • " ■ c . . .
c , . . . . .  4 qiymatlanda, v о zgaruvchinmg
funksiyasi sifatida, о suvchi (kamay,. /-Ч '

3) f (x°.v„) = o. U holda, (x",y L  J  , - u
/ .  \ t. . v ' ° n u q t a n i n g  shunday

....s ,«(x°,v0)= Ь  е Г 1 -.о , ,
1 ■„ ; v ' ;  •* .- * ,<  x, < x,°+«у,, x? - л < x, <x?+s2,...

Xm ~°m < Xm <Xm+^m, Уо “ ^ < 1 4 ,  )
» " 0 +£:) (0 < ̂ , < hi* i = 1,2,...,w, 0 < s < k)

atrofi topiladiki: a) vxe{(x 0 0
2>—,xm)e R  :x, -8, < x, <x, +<У,, 

хг-8<х} <х",+8„..,х1-Ъ<х <x* , , , \ ,
. ",+ d»,} uchun, f (x , v) = 0 tenglama, 

v(yew -e,v0+£ yagona haqiqiy Vp . . , . . . .
^ ^^h im ga  ega, ya m (24.5) tenglama,

. ’’ ’ ,/"Y" F 0 Osh^oi-mas ko‘rinishdagi funksiyani
amqlaydi;

»  , . I -bo-|ganda,» .,.u„gamoskelad
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c) oshkormas ko‘rinishda aniqlangan (x„x„...,xm)- > у  . f ( x „ x „ . ,xm,y )= o  

funksiya,{(*,,x2,...,x„)e Rm <x, < x,° + rf,,

x2-S < x2 < x2 + x“ —Sm < x„ < x° +<?_}

to'plamda uzluksiz boMadi.

24.44eorema. F(x,y)= F(x,,x2,...,x„,y) funksiya (x°,y„)e R1"" nuqtaning

biror

• .,,,1-’/.. .*(*". Уо )={(*•->) G fi"*1 : x“ -h, <x, <x,° +/!,, x2-h2 <x2 <x2+h2.....

x“ -ha <xm -ex" +hm,y0-k <y<  y0 +k} (/j > 0, i = 1,2,...,m,A' > O) 

atrofida aniqlangan boMib, u quyidagi shartlami qanoatlantirsin:

. l) uhi (*'\y„) da uzluksiz;

2) „  (хв,у„) da Fx . (x,,x2,...,x„,y)(i = 1 , 2 , Fy(x,,x2,...,x„,y) 

uzluksiz xususiy hosilalarga ega va F'y(x;y)*o,

3) F(x°,.vo)=0 .

U holda, (x",y0)e R~" nuqtaning shunday

■■■’*. ,Лх°’У о )= ^ ,у )е  Rm,< : x,° -<5, < x, <x" + d',, x?- 6, < x, <x° + S2,....,

< Xm <ЛГт + <̂ iO'o ~£ < )’ < Уо + е} (0 < < Л,, 1 = 1,2,..., ОТ, 0 < £ < к)

atrofi topiladiki:
a)

Vx e {(х,,х,,...,х„) e Rm : x,° -d', < x, < x,° + <?,, x2 -S < x2 < x2 +<52,.;X„ - Sm <xm < x“ + Sm}

uchun, F(x,y) = o tenglama, у (ye  (v0-e,y0 + e) yagona haqiqiy yechimga 

ega, ya’ni (24.5) tenglama, x = (x ,,x ,,...,x J->y:F (x ,,x ,,...,x„,y ) = o 

oshkormas ko‘rinishdagi funksiyani aniqlaydi;

b) x = x° boMganda, y = y0 unga mos keladi;

c) oshkormas ko‘rinishda aniqlangan (x,,x2,...,x„)->y:/r(x1,x2,...,x„,y) = o 

funksiya,
{(x, ,x2,. ,,x. ) e R"' : x“ -<?, < x, < x” + <?,, x2 -S < x2 < x2 + d'2,..,x“ —Sm < xm < x“ + d'M}

to‘plamda uzluksiz boMadi.

d) oshkormas ko'rinishdagi funksiya uzluksiz xususiy hosilalarga 

ega boMadi.

24.1-misol. Ushbu

yJ -4x2y 2 +sinx = 0

tenglamadan у ni, oshkor shaklda, x orqali ifodalang.

Yechilishi. y 2= r  almashtirish olib, : 2-4x2r+sinx = 0 kvadrat 

tenglamaga ega boMamiz. Bundan, у 2 = r , , = 2x2 ± л/4х4 -sinx, у 2 > 0 

boMgani uchun, kvadrat ildiz oldidagi “+” ishorani olamiz: 

у = ±V2x: +-J4x“ - sinx .
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24.2-misol. Ushbu

y2-2x,y + x6-x4+x2 =0 (24.6)

tenglama, у ni л/„(о,о) nuqta atrofida * ning bir qiymatli uzluksiz 

funksiyasi sifatida aniqlaydimi?

Yechilishi. F (x ,v )=y : -2x3y + x6- x 4 + x! , F' = 2y -2x\ Bu hosila 

M„{0,0) nuqtada F^(0;0) = 0 bo'ladi. Demak, oshkormas funksiyaning 

mavjudligi va uzluksizligi haqidagi 24.1 - teoremaning shartlari 

bajarilmaydi. Shuning uchun, berilgan tenglama, M„(0;0) nuqtaning 

atrofida oshkormas funksiyani aniqlamaydi. Haqiqatan ham, (24.6) 

tenglamani у ga nisbatan yechib, y = x’ ±xVx2-l ni hosil qilamiz. Bu 

funksiyalar ,r = 0 va |.r|>l da aniqlangan bo‘ lib, A/„(0;0) nuqtaning 

atrofida, (24.6) tenglamani qanoatlantiruvchi M0(0;0) nuqtadan boshqa 

birorta ham nuqta mavjud emas. .wo(0;0) nuqta- egri chiziqning 

yakkalangan nuqtasi boMar ekan.

24.3-misol. Ushbu

ye" - xlny-1 = 0

tenglama, x = 0 nuqta atrofida, uzluksiz y= f(x) funksiyani aniqlaydimi? 

Agar aniqlasa, bu funksiya hosilaga egami? Agar hosilaga ega bo‘lsa, 

uning hosilasini hisoblang.

Yechilishi. y e '- x ln y - i = o tenglamaga x = o qiymatni qo‘yib, y = i 

bo‘lishini topamiz. Endi л/0(0;l) nuqta atrofida F(*,y) = ye‘ - x ln y - l 

funksiyaning 24.2 - teoremaning shartlarini qanoatlantirishini tekshirib 

ko'ramiz:

1) F(x,y) = ye‘ - x ln y - l funksiya, у >0 yarim tekislikda aniqlangan, 

uzluksiz. Uning xususiy hosilalari mavjud va uzluksiz:
X

Fx - vex - In y, F =ex-- ;
v

2) F, (0:l) = c° - у  = 1 *  0 .

Shunday qilib, 24.2-teoremaning shartlari bajariladi, shuning 

uchun ye” -xlny-l = 0 tenglama m(0;1) nuqtaning atrofida 

x-»y(x):yex -xlny-l = о ko'rinishdagi oshkormas uzluksiz funksiyani 

aniqlaydi. Bu oshkormas funksiya, quyidagi uzluksiz hosilaga ega:
Fx _ y e '—In у _  y(ye* — In y)

У e* _ £  >*'-* 
у

24.4-misol. Ushbu xe2y - y lnx- 8  = 0 oshkormas ko‘rinishda berilgan 

funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarini toping.

313



Yechilishi. xeJ'-ylnx-8 = 0 tenglikni * bo‘yicha ( у ni x ning 

funksiyasi, deb qarab) ikki marta differensiallaymiz:

a) e2y + xe2r ■ 2 v - v • In дг — — = 0;
л:

b) e2y ■ у  + e2r -2v'+ 2xie* ■ (у У +e!v ■ v )- у \nx-l~- %-ZL  = 0.
X X

У_2у  2у _У

a) dan у = ■* ' *  = Г • (2 4 -7 )
2xe — In jc \nx-2xe

b) dan /  = М У - ^ г 'У '- уХ  (24.8)
2xe ' — In .v

Agar (24.8) da у ning o'rniga (24.7) dagi ifodani keltirib 

qo‘ysak, natijada у ning x va у orqali ifodasi topiladi.

24.5-misol. Ushbu =’ - 3 ^  = 8 tenglamaning A/0(0;-l;2) nuqta 

atrofida, yagona, r = f(x,y) oshkormas funksiyani aniqlashini isbot qiling. 

Uning r't(0;-l) va -j (0;—i) xususiy hosilalarni toping.

Yechilishi. F (x ,y ,:)=-3x}~ -8  funksiya A/„(0-U2) nuqta atrofida 

differensiallanuvchi. Uning f; =3г2-з.п’ = з(г2-w) hosilasi ,v/o(0;-l;2) 

nuqtada uzluksiz, hamda f(0;-i,2) = 0,£(0;-i;2)=i2фо. Demak, 24.4 - 

teoremaning hamma shartlari bajariladi. Shuning uchun, berilgan 

tenglama, л/„(0,-1;2) nuqtada yagona, differensiallanuvchi, r = f(x,y) 

ko‘rinishdagi oshkormas funksiyani aniqlaydi.

" = /(*>v) funksiyaning (0;-i) nuqtadagi qiymatini hisoblaymiz:

- 3 0 (-1) -:-8 = 0, =8, r = 2.

Endi -3xy~ = 8 tenglamani, mos ravishda, л va у bo‘yicha 

differensiallaymiz:

3r2 -3yz-3x)c'M = 0, (24.9)

3r2 rv - З.гг - З.тг - 3ri- ■ r,, =0 (24 .1 0 )

(24.9) ga ,v = o, v = -i, г = 2 qiymatlarni keltirib qo‘yib.

3-4 :x _3 .(- i).2-3-0  (-l)-;, =0, r x =-0,5

bo'lishini topamiz.

(24.10) ga .v = о, v = -l, г = 2 qiymatlarni keltirib qo‘yib,

3-4 rf - 3 (-l)-2-3 0-(-l) -:j, = 0, rv =0 

ekanligini topamiz.

24.6-misol. Ushbu cos2.Y+cos2y+ cos: r = i tenglama bilan aniq­

langan ;(*,>’) oshkormas funksiyaning xususiy hosilalarini va toMiq 

differensialini toping.
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Yechilishi. cosJx+cosJy+cosJr-i = 0 tenglamani, mos ravishda, * 

va у bo‘yicha (.- ni i  va у ning funksiyasi, deb qarab) differensial­

iaymiz:

-2eosx sinx-2cosz sinr rj = 0

- 2 cos у • sin у - 2 cos г • sin- r'„ = 0.

Bu tenglamalardan, rt = xususiy hosilalarni
sin2r sin2r

topamiz. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning to‘ liq differensialini topish 

formulasiga asosan,
, . , . . sin2x.i>r + sin2ydv 

d- = - A  + - Л  = ------- — — ^ .
sin2r

24.7-misol. Ushbu xJ+y2 + r: =2r tenglama bilan aniqlangan r(x,>) 

funksiyaning xususiy hosilalari, birinchi va ikkinchi tartibli to‘ liq 

differensiallarini toping.

Yechilishi. x! +„vJ + : 2 =2r tenglamani, mos ravishda, x va у 

bo'yicha differensialiaymiz:

2x+2:zt -2:x = 0, (24.11)

2v + 2:-:y -2:y = 0. (24.12)

Bundan, =; = г = ~ У-, dz = xdx + ydy .
z — I v г — I 1-Г

(24.11), (24.12) larni, mos ravishda, x va у bo'yicha 

differensialiaymiz:

l+ (-,)J+ r r1- 

i+ (rv)5 + =0.

Bu tenglamalardan,

l x2
. .  У - - У  d - : ) 4 r

I--' О--’ ) ( l- r )5 ’

. .  (1 - : ) 4 , r  

V “  О--)5 '

(24.11) ni у bo'yicha, (24.12) ni x bo'yicha differensiallab, 

aralash hosilalarni topamiz. Ikki o'zgaruvchili
" _ (i - r)5 ’ ~ О - -)*

funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini topish qoidasiga asosan,

d2z = {-̂ -dx + ̂ -dy] :  = ~ ^dx2 + 2 j -f-dxdy + ̂ -rdy2 =
dx dy ' ) dx dxdy ' dy2

(1 - r)! +x2 2 2xv , , ( l- r )2 +y2 2

" H  *  + (Г 5 Г"'Ф + (TW L *‘
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24.5. Tenglamalar sistemasi bilan aniqlanadigan oshkormas 

funksiyalar. Ushbu Fi(ul,u2,...,u„,xl,x2,...,xm) (/ = u i)  funksiyalar biror

D = y il,u1,...,uH,xl,x2,...,xm)e R"*": a, < x, <b,,...,am <xm <6„, c, < «, < d,,....cn < <</„} 

to‘plamda berilgan boMsin.

F, - Fl(ul,u2,...,un,xl,x2,...,xm) = 0, ’

F, = F2(u„u2,...,u„,x ,,x2,...,xm)=0, ^ 4  1 3 )

F„ = Fll{ul,u2,--,u„,xl,x2,....,xm) = 0 

tenlamalar sistemasini qaraymiz. * = (*,, x2,...,xm) o‘zgaruvchining 

qiymatlaridan iborat, undan olingan har bir x = (xl,x2,...,x„) nuqtada

(24.13) sistema yagona u„u2,....u„ yechimlar sistemasiga ega boMgan,

Dr = {xe Rm :a, < x, <b,,...,a„ < xm <b„}c ft” to‘plamni qaraymiz. Dx to‘plam- 

dan olingan ixtiyoriy x = (xl,x2,...,xj nuqtani olib, unga (24.13) 

sistemaning yagona, u„u2,....,«„ yechimlar sistemasini mos qo‘yamiz. 

Natijada, d x to‘plamdan olingan har bir * nuqtaga, yuqorida

ko‘rsatilgan qoidaga ko‘ra, u,,u,...lar mos qo‘yilib, n ta funksiya

hosil boMadi. Bunday aniqlangan funksiyalar, (24.13) tenglamalar 

sistemasi yordamida aniqlangan oshkormas funksiyalar sistema deb 

ataladi.

24.5-teorema. Ft(j = i,«) funksiyalarning har biri,

(m°, x " ) = ( u ? , u 2 , . . . . , u " ,  x”,x2,....,x','n) nuqtaning biror 

u j u ’y ) = u kî  ,t. ...ч ч . ( Л у 0)=

= }(«,x)e R"‘+" : ii,° - к, < u, <u° + k,, u°-k2 < u, <u2 + k2,....,u°-km < um < «“ + km, 

x"-A, < x, <x" +h,, x °-h2 <x2 <x2+h2,....,x'l-hm <xm <x°m+hm }

(A,) > 0, i = kj > 0, j  = 1,2,...,и
atrofida aniqlangan boMib, ular quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:

DC/Ju0,*0)) da uzluksiz;

2)[/и,(('Л*0)) da barcha xususiy hosilalarga ega va ular uzluksiz;

3) xususiy hosilalaming (u°,.r°) nuqtadagi qiymatlaridan tuzilgan 

determinat nuldan farqli:

dF, dF, dF,

du, H, du„

dF, dF2 dF

дщ 8u2 du,.

°F„ 3F„ dFn

du, du2 dun

* 0;

316



4) (i/'V) nuqtada F,(u",x")= о (< = Lh).

U holda, (u",.rj nuqtaning shunday и „ ^ " ,х и)\=ивл f c ((u",x"))

(o < <>, < n, < /;,. i = i,m, о < <kr  j = i,и) atrofi topiladiki, bu atrofda:

a) (24.5) sistema, oshkormas funksiyalar sistemasini aniqlaydi, 

ularni u, =/(.Yl.T;,.....r„,), i = i,л orqali belgilaymiz;

b) x = x" nuqtada / ( * ' ’)=  у,0, / = U ,  boMadi;

c) oshkormas ko'rinishda aniqlangan f  (/ = Цг) funksiyalar

\xe ft” :л-“-<?, <.x, <jc-;’ +rf,,....- sm < ,v„, < + <?,„} to'plamda uzluksiz va

uzluksiz xususiy hosilalarga ega boMadi.

24.8-misol. Ushbu

x +v = u +v 

xy + vv = 1

sistema, (l; l; 2 ,0) nuqtaning atrofida, oshkormas funksiyalarni aniq- 

laydimi?

Yechilishi. Ravshanki, Ft(x,y,u,v) = .v + y-u-v, F^x,y,u,v)= xy + yv-l 

funksiyalar (i; i; 2 ,o) nuqtaning atrofida uzluksiz hamda barcha

dF, ■ , d!'\ _ , dF, = | dF, _ t 
ox (3v ci/ ’ ch.’ 

dF, _ OF, _  ̂  

dx ' dy du ’ dv

xususiy hosilalarga ega va ular ham uzluksiz. (i; l; 2 ,o) nuqtada 

'1_j= - l* ° , / , (1, 1; 2, 0) = 0, F, (l, I; 2, 0)= 0.

Demak, 24.5-teoremaga ko‘ra, berilgan sistema, « va v larni, ,v va 

v о ‘zgaruvchilaming funksiyasi sifatida aniqlaydi:

i i - I x + v-- , v = ---x .
.v  -V

24.8-misol. u(x,y) va \{x.y) oshkormas funksiyalar, ushbu

J ли + yv = 4,

{to-v = 0

sistema orqali aniqlangan. Agar * = i, y = -i da u(x,y) va v(x,y) funksiyalar 

«0;-1) = 2, v(l;-l) = -2 qiymatlarni qabul qilsa, и holda ulaming barcha 

xususiy hosilalari, birinchi va ikkinchi tartibli toMiq differensiallarini 

toping.

Yechilishi. Berilgan sistemani ikki marta differensiallaymiz:

dF, dF, 

du dv 

dF.. dR 

du dv
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udx + xdu + vdy + ydv = 0, . . .

udy + ydu - dv = 0.

dudx + dxdu + xd'u + dvdy + dydv + yd2v = 0, I 2dxdu + xd2u + 2dvdv + yd'v = 0, « 4  j ^ , 

dudv + dydv + yd'и -d v = 0. [2dyd:u + yd'u-d'v  = 0.

(24.14) sistemaga * = !, y = -i, « = 2, v = -2 qiymatlarni keltirib 

qo'yib,
2 dx + dii - 2 dy - dv = 0, . . J rfv = dx 

2dy - du - dv = 0. jrfu = 2d) - ctr

ekanligini topamiz. Bundan, ^  = l, — = 0, — = -i, — = 2. Xuddi
ox dy dx dy

shunday, .r = i. у = -l, и = 2. v = -2 qiymatlarni, hamda л  va du laming, 

yuqorida topilgan, qiymatlarini (24.15) sistemaga keltirib qo‘yib.

j 2dx(2dy-dx)+d^u + 2dxdy-d2v = 0, \(>dxdy-2(dxY + d2u - d2v = 0. 

[2dy(2dy-dx)-d2ii- d 2v = 0. ' \4(dy)2-2dxdy~d:u - d 2v = 0

boMishini topamiz. Bundan,

d ’u-d 'v  = 2(dx)‘ -6dxdy, d'~u = (dx)‘ + 4 dxdy- 2(dy)',

d'u + d ‘v = 4(dy)2 -2dxdy, d2v = -(dxY + 2dxdy + 2(dy)‘ .

Demak, ikki o‘zgaruvchili funksiyaning ikkinchi tartibli 

differensialini topish formulasini e’tiborga olsak,
d‘u , d'u _ d‘v , d2v , 52v ,  i ■ .
—— = l , -- = 2. —- = - i.---= 1- —г = 2 larni topamiz.
dx' dxdy dx’ dxdy dy

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi tenglamalarni у ga nisbatan yechib, * ning funksiyasi 

sifatida ifodalang:

24.1. y--5x2y + 4xA = 0. 24.2. y 4-4x2y2 +sinx = 0.

24.3. ex *> -x“ -6 = 0. 24.4. x2y*-3y5 + 6x3y ! -3y + .rJ = 0.

24.2. Quyidagi tenglamalar sistemasini, >■ va г larga nisbatan 

yechib, ,r ning funksiyasi sifatida ifodalang:

v + -=.t\ I I S  I vr = .r\
24.5. 24.6. J . ,

у -уг + г" =6x. [y + - + Jrjy" + r ‘ )= 3.r - 1.

Quyidagi tenglamalar. ko‘rsatilgan nuqta atrofida, oshkormas 

funksiyani aniqlaydimi?

24.7. F(x,y) = у4 + лу + у3 -3 = 0, A( 1; l)

24.8. F (x,y) = x* - 3axy + у ’ = 0, л{а v4; a Kf2 j

24.9. F (x ,y)=ey + ysin.r —x’ +7 = 0, A(2; O).

24.10. F(x ,y)s x(.t5 +y: )-o(x2- y : )  /4(0; 0)
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Quyidagi oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyalarning berilgan 

a nuqtada /,, f  'y xususiy hosilalarini hisoblang:

24.11. u’ -2u2x+uxy-2 = 0, A(\; l). 24.12. u3 + 3нху + 1 = 0, A(0: l)

24.13. e" - xyii -2 = 0 /f(l, 0). 24.14. и + 1п(лг + у - u) = 0, Л(1;-1).

Quyidagi oshkormas ko‘rinishdagi funksiyalarning birinchi tartibli 

hosilasining berilgan nuqtadagi qiymatini toping:

24.15.x3 -2y- + x i= 0 , (l;l). 24.16.x2 + X ) ’ + V 2 -7 = 0, (l; 2).

Quyidagi oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyalarning birinchi 

va ikkinchi tartibli hosilalarini hisoblang:

24.17. x2 — v2 - 4 = 0. 24.24. l + xy-\n(ev +e-”j= o .

24.19. 2cos(x- 2y)- 2у + x = 0. 24.20. x3 + у 3 - Злу = 0.

Quyidagi oshkormas ko‘rinishdagi funksiyalarning birinchi tartibli 

hosilasining berilgan nuqtadagi qiymatini toping:

24.21. r 3-xy + yr + y ’ -2 =0, (1; 1; l).

24.22.sin(x + y) + sin(y + r) + sin(x + r)=  0, (тт\ n\ л).

Quyidagi oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyalarning birinchi 

tartibli xususiy hosilalarini va to‘liq differensiallarini hisoblang:

24.23. x: + + r : -6x = 0. 24.24. x: +y2 + r: - 2x :-a2.

24.25. г2 - xy = 0. 24.26. + 3x2.- - 2xy = 0.

Quyidagi oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyalarning birinchi

va ikkichi tartibli to‘ liq differensiallarini hisoblang:

24.27. x2 +y‘ + -2: = 0.24.28. r3-3xi” = a3.24.29. 3) x- r ln  —= 0.
у

24.30. u{x, y) va v(x,y) oshkormas ko‘rinishdagi funksiyalar, ushbu

iH+v-x, sjstema ot-qaii aniqlangan. u(x,y) va v(x,y) oshkormas 
[и - уп’ = 0

ko‘rinishdagi funksiyalarning birinchi va ikkinchi tartibli to‘liq 

differensiallarini hisoblang.

24.31. w(x,у) va v(x,y) oshkormas ko‘rinishdagi funksiyalar, ushbu

I хи+ул -1, s jstem a o rq a ii aniqlangan. u(x,v) va v(x,v) oshkormas 
[y + x + и + v = 0

ko‘rinishdagi funksiyalarning birinchi va ikkinchi tartibli to‘liq 

differensiallarini hisoblang.

24.32. u(x,y) va v(x,y) oshkormas ko‘rinishdagi funksiyalar, ushbu

i u + v-x+y, sjstema orqali aniqlangan. u(x,v) va v(x,v) oshkormas 
[ysinu -xsinv = 0 4 0  ■/ V ’-/

ko‘rinishdagi funksiyalarning birinchi va ikkinchi tartibli to‘ liq 

differensiallarini hisoblang.
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24.1. v = 4.r\ v = -y\24.2. у = ±\l2.y" ± V4.r: - sin дг. 24.3. у = 0n(.Y8 + б)- .vJ .

24.4.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

-- V — 1.X X  \*tA — а ш л .  v =  у  Ш^Л -t-oy— д .

4 4  . 3+ У 9- lfa*1 ±л,/(з + V9-1бл^У -16 | 3 —j 9 - \ 6 x A + ^3-V9-16tJ )'-16

4 ’ 5.4 .

24.5. v = -
дг’ ± 8.Г--.Т6

3
8дг--дг6

—-— 24.6.
' 1,2 = 2

1 - l + Vl + 5.t6

2.r

- lW l  + .V

2x
-4.T2}

24.7. Aniqlaydi. 24.8. Aniqlamaydi. 24.9. Aniqlaydi.

24.10. Aniqlamaydi. 24.11. /J(l;l) = |, /'.(l;l) = -|.

24.12. /ДО; 1) = 1, /ДО; l)=0. 24.13. /;(1; О) = I, -л *' ln2

24.14. /Д1;-1) = /Д1;-0 = -
l

1 +
ы + inu = о tenglamaning ildizi.

24.15.
4

24.16.
4
. 24.17. y\

X y 2 —x2

3' 5
— 1 V ; — 

v ' * y3

24.24. Ух
x

у ' ' r
= Ц . 24.19.

X

1

2'
= 0.

24.20. У ,

•Y2 - v _ (*г - >'Ъ'! - дг) + 2,y(v‘ -)* + 2 v(.y2 -y)2
x-y2 ’ r' (x - у )3

24.21. dz

dx

_ 1

IM.I) 4

dz

dy
= --. 24.22. ££

4 Яг
Ом) cx [x,.ir; x

= -1, -  
dy

24.23. II 1 ^-x dz _ - у 

dy z

im

—
T 

H
II x)dx--ydy].

24.24. -=1,
dx

dz

Hy
= ^ ~ ,  dz 

x-z
= dx +

X  —
-dy.

= -l.

24.25.

24.26. 5

dz__ x yvir + дгф’

dx~2z ’ dy~2z ’ 2r

2у-6дг 5r 2.y__ ___ . _ (2y - (yxz)dx + 2xdy

dx 3(.v2 + y2) ’ dy 3(y2 + y 2) ’ 3(дг2 + у 2)

24.27. d: = !±±y±, ^  = lz l± 4 l^  + +_ ^ _ ^  + lz £ ± z l^ .
1-- (1--)" (l-- )3 ' U---)2 '

24.28. d-.

d

yzdx + xzdy

Z 2 - X ) ’

2w \ dS +2=<?:-1У=г y V ) dxdy + ̂ > \ , dy-.
(=~xy) (--ЭТ')3 (- - - Y V )3
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24 .29 . fi- - + d i _ _  : 2{ydx-xdy)

y{x + :) ' '  (r- x r)3

24.30. du = ±  dv = *L-J±  d-u = 2Uxdx-vdy:) _ _
1 + y ’ 1+v ’ l + _v2

7 4 ^ 1  rfr, - O ’-»)<&■ + (;■ - v)aV rfr_  (.y - » K t + (.v- v)4 ;

* - v  ' y-x

•» 2
с/ v = -d u. = — + (v — + u — x)dxdy + (u — x)c/r: }.

24.32. г/гг - (s‘n v + -r cos v)tfc~ (sin и - xcos v)rfy 

xcos v+у cos и 
_  (-sin v + у cos u)dx + (sin ц + у cos »)rfy 

xcosv + у cos и

d 2u = -d :v = (2xcos v + *fifvsin v)dv - (2rfvcos и - ydu sin и )du 

xcosv+vcosu
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BA’ZI MUHIM CHIZIQLAR VA SIRTLAR 

1. Parabola

2-chizma. ay~=x, (1) —<2 >0, (2)-a<0.



Parabolaning tenglamalari (3-chizma):

1) to‘g‘ri burchakii koordinatalar sistemasida y2=2px ;

P
2) qutb koordinatalar sistemasida P =

I - cos (p

3) parametrik ko‘rinislida 

kabi ifodalanadi.

y = t
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2. Kubik parabola

5-chizma. ay3 = x, (1)-a > 0, (2) - a < 0.
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3. G iperbolik funksiya

x

7-chizma. y = -̂ r, (l)-a>0, (2)-o<0
Л"
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4. Neyl parabolasi (Yarimkubik parabola)

Yarimkubik parabola - qandaydir to‘g‘ri burchakli koordinatalar 

sistemasida v: = ахг tenglama orqali ifodalangan - tekis algebraik to‘g‘ri 

chiziqdan iborat.

1657 yilda uning yoy uzunligini topgan olim Neyl nomi bilan ataladi. 

Uning parametrik tenglamasi x = t\ y ^ a t '  ko‘rinishda yoziladi.

Yarimkubik parabolaning koordinatalar boshidagi egrilik radiusi 

nolga teng.
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2 3 Х = Г \
9-chizma. v = x . , 

y = t

5. Ko'satgichli funksiya
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10. Teskari trigonometrik funksiyalar

15-chizma. у  = Arc sin x, у - A rc  cos*.

16-chizma. у  = Arctgx, у  = Arcctgx.
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11. Giperbolik sinus va giperbolik kosinus 

funksiyalar (Zanjirli chiziq)

Zanjirli chiziq - bir jinsli gravitasion maydonda uchlari 

mahkamlangan egiluvchan, bir jinsli va cho‘zilmaydigan og‘ ir ip yoki 

zanjir hosil qiladigan cliiziqdan iborat. U tekis transsendent chiziqdir. 

Dekart koordinatalar sistemasidagi tenglamasi :
f  V v Л

v = ea +e a ■ ach-

U quyidagi xossalarga ega :

• uning uchidan ixtiyoriy (x,u) nuqtasigacha bo'lgan yoy uzunligi

S = ash — - 1Jy 2 - a 2 
a

formula orqali topiladi.

• uning egrilik radiusi

V

a
R = ach — 

a
formula bo'yicha hisoblanadi.

• zanjirli chiziq, uning ikkita ordinatalari va abssissalar o‘qi bilan 

chegaralangan sohaning

x,
/

S = a‘
\

sh—— sh——
\ a a j

= a{jy22 - ° 2 ~ л1у \ - a 2)
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12. Giperbolik tangens va giperbolik kotangens funksiyalar

13. Dekart yaprog‘i

Tarixiy ma’lumotlar. Qaralayotgan chiziq matematika tarixida 

birinchi marta R. Dekartning Fermaga 1638 yilda yuborgan xatida 

uchraydi. Chiziqning shakli haqida birinchi tadqiqot Pobelva! 

tomonidan amalga oshirilgan. Lekin u chiziqni faqat sirtmoqdan iborat, 

deb tushungan. Sirtmoqni to‘rtta kvadratda takrorlab, Roberval to‘rt 

yaproqli gulni eslatuvchi shaklga ega bo‘ lgan. Shuning uchun chiziqqa 

«yaprog'i» nomi berilgan. Lekin chiziqning to‘ la shakli keyinroq 

X.Gyuygens va I.Bernulli tomonidan aniqlangan. «Dekart yaprog‘ i» 

nomi faqat XVIII asrning boshidan boshlab qoMlanila boshlandi.

Dekart yaprog‘ i - uchinchi tartibli tekis egri chiziqdan iborat va u 

to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida x3 + v3 = 3 axy

tenglamani qanoatlantiradi. 3a parametr - tomoni sirtmoqning eng katta 

vatariga teng bo‘lgan kvadratning diagonali kabi aniqlanadi.

Uning tenglamalari :

1) to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida: x3 + y 3 = 3 axy ;

_  3a cos ^sin <p
2) qutb koordinatalar sistemasida: P ~ 5 : 5 ;
’ M cos (p + sin cp ’

3) parametrik ko‘rinishda
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kabi ifodalanadi.

Ko‘pincha 135° ga burilgan egra chiziq qaraladi. Uning 

tenglamalari quyidagicha boMadi : 

to‘g‘ri burchakli sistemada

/ + x , 3a V' = ± x j  «/ =
/ - 3x ^ 2  

qutb koordinatalari sistemasida

/(sin2 (p — cos*" (p) 

eosp(cos2 <p + 3 s in2 (p)'
P =

parametrik shaklda

X  — I
t 2 -  1

; v =  l
t ( t 2 - l )

З Г  + 1 ■ 3 1 1 + 1

Dekart yaprog‘i - yasmin guli deb ham atalgan (inglizcha jasmine

19-chizma. Dekart yaprog‘ i.



14. Diokl sissoidasi

Tarixiy ma’lumotlar. Sissoida qadimgi olimlar tomonidan 

(eramizgacha bo‘lgan V-asr) o‘sha zamondagi mashhur masalalardan 

birini yechish jarayonida ochilgan. Bunday masalalar quyidagilardan 

iborat: doiraning kvadraturasi (izi berilgagn doiraning yuziga teng 

bo'lgan kvadrat yasash) masalasi, burchakning triseksiyasi (berilgan 

burchakni teng uchga boMish) masalasi, kubni ikkilantirish (hajmi 

berilgan kub hajmidan ikki marta katta bo‘lgan kub yasash) masalasi. Bu 

qo‘yilgan masalalarni sirkul va chizg‘ich yordamida yechish talab 

qilingan.

Kubni ikkilantirish masalasini yechish maqsadida sissbndaning 

nashr qilinishi eramizdan oldingi II asrda ijod qilgan qadimgi dunyo 

yunon geometri Diokles nomi bilan bogMiq. Shu sababdan chiziq 

Diokles sissoidasi deb ham yuritiladi.

Diokl sissoidasi - uchinchi tartibli tekis algebraik egri chiziqdan 

iborat.

Sissoidaning to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasidagi

2 X  3

tenglamasi quyidagichayoziladi : У - 2a - x '

_ 2asin2 cp
Uning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi P ~ cos^

ko‘rinishda bo‘lib, ba’zan

2a(l-cos2 cp) „ , 1 . „ . . .
p  ----------- = 2a(----- cos <p) = 2o(sin <p - cos (p)

cos cp cos <p

ko'rinishda ham yoziladi.

Sissoidaning parametrik tenglamasi

2 a 2 a

*  - 7 7 ^  - „ (1  + My  bunda u ^ p

ko‘rinishga ega.

Sissoidaning hozirgi ko‘rinishi fransuz matematiga J.Robervaya 

tomonidan 1650 yilda berilgan.

Sissoida - absissalar o‘qiga nisbatan simmetrik. U yordamchi 

aylanani, uning diametrida yotuvchi В va D nuqtalarda kesib o‘tadi, 

hamda bitta UV (chizmaga q.) asimptotaga ega. Asimptotp tengdamasi : 

x = 2a, a - yordamchi aylananig radiusi.

Sissoida va uning asimptotasi orasidagi yuza
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5, = Зли2

Sissoida OL tarmog'ining (18-chizmaga q.) absissalar o‘qi atrofida 

aylanishidan hosil bo‘lgan jismning Vi hajmi quyidagicha hisoblanadi :

V . = n ' [—- — dx = n f(—jc2 - 2ax - 4a2 + ——— )dx = - ——  8жг3(1п(2a -  x)) 
,,2 a-x J 2a-x 3

x -> 2a da ln(2a —jc)—> —co, y’ani i

15. Strofonda

Tarixiy ma’lumotlar. Strofondagi birinchi marta 1645 yilda 

italiya matematigi va fi/.igi E. Torrichclli (1608-1647 yy) tadqiq qilgan. 

Chiziq uzoq vaqt davomida «Torrichelli qanoti» degan nom bilan 

yuritilgan «Strofonda» atamasi faqat XIX asrning o‘rtalaridan qo'llanila 

boshlandi.

E. Torrichelli Faensda tug'ilib matematik ta’limini Rimda oldi. E. 

Torrichelli atoqli fizik olim boMishi bilan birga ajoyib matematik 

kashfiyotlar muallitldir.

U ko‘p jismlarning hajmlarini (jumladan, cheksiz jismlarning 

ham), egri chiziqlar bilan chegaralangan shakllar yuzlarini hisoblash, 

chiziqlar yoylari uzunliklarini topish usullari mualifidir.

Strofoida ko‘p sonli geometrik tadbiqlardan tashqari, optika va 

chizma geometriyaning ba’zi masalalarida ham uchraydi.
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Strofoida (yunonchadan - burilish) — uchinchi tartibli algebraik egri 

chiziq.

To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida to‘g‘ri strofoida, yoki 

strofoida quriladi (yasaladi) (21-chizma).

Qiyshiq burchakli koordinatalar sistemasida qiysniq strofoida 

yasaladi (2-chizma).

О - koordinatalar boshi, absissalar o'qi - OV nur bo'ylab, 

ordinatalar o‘qi - OD nur bo‘ylab yo‘nalganda va a = zA O D  (to‘g‘ri

burchakli koordinatalar sistemasi uchun « = :|) bo‘ lganda, strofoidaning

Dekart koordinatalar sistemasidagi tenglamasi

y 2(x -a)-  Ix 'ycosa  + x2 (a + x) = 0 

kolrinishida yoziladi.

To‘g‘ri strofoida tenglamasi

la + x
у = ± x ----

V a - x

ko‘rinishni oladi.

Strofoidaning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi

a cos 2(p
P = ------- ;

cos <p

Uning parametrik tenglamasi

U2 +1J , у = aul«2 +1J R II

ko‘rinishga ega.

Strofoida dastlab fransuz matematigi Jil Roberval tomonidan 1645 

yilda qaralgan. Roberval bu egri chiziqni “Pteroida” - qanot deb atagan. 

Strofoida nomi fanga birinchi marta 1849 yilda kiritilgan.

Strofoidaning to‘g‘ri urinmasini topish quyidagicha amalga 

oshiriladi. To‘g‘ri strofoidaning Dekart koordinatalar sistemasidagi 

tenglamasidan

v =
a + x

/

2 2 a - xa - x

ekanligini topamiz va bu hosilaning 0(0,0) nuqtalarida qiymatlarini 

hisoblasak, y' = ±i ekanligini, ya’ni 0(0,0) ikkita perpendikulyar

urinmalar mavjudligini ko‘ramiz, urinmalarning og‘ish burchagi ±~ ga 

tengligini olamiz.
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Strofoidaning egrilik radiusi, ya’ni R=ON ning 0(0,0) nuqtadagi 

qiymati

R = ----*----= — -—  = a 4 l
cos /.AON n

cos —
4

bo‘ladi.

To‘g‘ri strofoida sirtmog‘ining ordinatalar o‘qidan chapdagi yuzi

formula orqali, strofoida va ordinatalar o‘qidan o‘ngda yotuvchi 

asimtota orasidagi yuza

S ,= a 71 2 + —

formula orqali topiladi.

OM iA yoyning abssissalar o'qi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan 

jismning V! hajmi,

dx = * I 2 a + x : ------dx =
a - x

— я  ^x 2dx - 2 я а  ^xdx - 2 я а 2 ^dx + 2ян3 J
з f dx

a - x

^-^- + а 'я  - 2a’n + 2aъя In 2

Demak, V, = a ‘ n 2 In 2 ---

339



V-
t

- a 0 \  a X

21 -chizma. Strofoida.

16.Astroida

Astroidaning tenglamalari (22-chizma):

2 2 2
1) to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida: v2 +>>2 = a 2, 

(л2 + y2 - a 2)’ + 27a2x2y2 = 0 ;

2 )  parametrik ko‘rinishda J * _acos
[ v = asin 't

kabi ifodalanadi.



17. Sikloida

Tarixiy ma’lumotlar. Atoqli italiya olimi Galillo Galiyey ( I 564- 

1642yy) birinchi bo‘lib, fanga «sikloida» (yoki «doirani eslatuvchi») 

atamasini kiritgan.

Galiley sikloidaning bitta ravog'i va uning asosi blilan 

chegaralangan shaklning yuzi, uni yasovchi doira yuzidan uch marta 

katta ekanligi ko‘rsatgan.

XVII asming 30- yillaridan boshlab sikloida eng ommaviy 

chiziqlardan biriga aylanadi, ko'p matematiklar bu chiziqda o'zlarining 

yangi usullari kuchini sinab ko'rishgan. Galiley teoremasining ajoyib 

isboti Roberval (1634 y) tomonidan va unga bog‘liq bo‘lmagan holda 

(va o‘zlari bilmagan holda) Ferma va Dekart (1638y) tomonidan 

berilgan. Ular sikloidaga urinma yasash usullarini ham ko‘rsatishgan. B. 

Paskal tomonidan siklaidaning aylanishidan hosil bo‘lgan jismning 

hajmi va sirtqi hisoblangan hamda ularning og‘irlik markazlari topilgan. 

Siklaodaning to‘g‘irlanuvchanligi (ya’ni uning yoyi uzunligini topish) 

Ren (1658y) tomonidan amalga oshirilgan.

Sikloidani tekshirish bilan boshqa olimlar ham shug‘ullanishgan. 

X.Gyuygens va I. Bergulli uning muhim mexanik hissalarini 

aniqlashgan.

Sikloida (yunon tilida “yumaloq”) - tekis transsendent egri 

chiziqdan iborat. U, kinematik tarzda, /• radiusli “hosil qiluvchi”, 

sirpanmasdan to‘g‘ri chiziq bo'ylab dumalaydigan, aylananing 

belgilangai^nuqtasining trayektoriyasi sifatida aniqlanadi (23-chizmaga 

qarang).

Uning tenglamalarini keltirib chiqarish uchun, koordinatalar 

sistemasining gorizantal o'qini /• radiusli “hosil qiluvchi” aylana 

aylanadigan to'g'ri chiziq, deb qabul qilamiz.

• Sikloidaning parametrik tenglamasi :

Г x = rt - r sin t ,

[ у = r - r cos t

• Dekart koordinatalar sistemasidagi tenglamasi :

x -  r  arccos

• Sikloida quyidagi

2 r — у

У
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ko‘rinishidagi oddiy differensial tenglamaning yechimi kabi olinishi 

ham mumkin.

Sikloida quyidagi xossalarga ega :

1. Sikloida - abussissalar o‘qi bo‘yiab davriy funksiya va uning 

davri 2 л r gateng.

2. Sikloidaga uning ixtiyoriy A nuqtasida urinma o‘tkazish uchun, 

shu nuqtani “hosil qiluvchi” aylananing yuqori nuqtasi bilan tutashtirish 

yetarli. A nuqtani “hosil qiluvchi” aylananing quyi nuqtasi bilan 

tutashtirganda biz normalga ega bo‘lamiz.

3. Sikloida arkining uzunligi 8/- ga teng. Bu xossa 1658 yiida 

Kristofer Rek tomonidan ochilgan.

4. Sikloidaning har bitti arki tagidagi yuza, “hosil qiluvchi” doira 

yuzidan uch marta katta. Torichellining fikricha, bu xossa Galiley 

tomonidan ochilgan.

5. Sikloida birinchi arkining egrilik radiusi 4rsin - ga teng.

6.“To‘nkarilgan” sikloida - eng tez tusliish egri chizig‘i 

(braxistoxrona)dan iborat.

7.Sikloidaning evolyutasi, berilgan sikloidaga kongruent,

sikloidadan iborat.

Olimlar ichida, sikloidaga e’tibomi, birinchi bo‘lib, XV asrda 

Nikolay Kuzanskiy qaratgan, lekin bu egri chiziqni tadqiq qilish, asosan, 

XVII asrda boshlangan. Sikloida nomini Galiley o‘ylab topgan 

(Fransiyada bu egri chiziqni, dastlab, ruletta deb atagan). Sikloidani 

batafsil tadqiq qilish Galileyning zamondoshi Mersenn tomonidan 

amalga oshirilgan. U - transsendent egri chiziqlar , ya’ni tenglamasi x,u 

larga nisbatan ko‘phad shaklida ifodalanmaydigan egri chiziqlar, ichida 

birinchi tadqiq etilganidir.

Sikloidani tadqiq qilishda , XVII - XVIII asrlarda ijod qilgan 

buyuk fan darg‘alari Dekart, Ferma, Nyuton, Leybnis hamda aka-uka 

Bernullilar ham ishtirok etishgan.
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- 2 л  а о 2 па  х

23-chizma. Sikloida.

18.Giposikloida

Giposikloida (yunonchadan doiraning, aylananing tagi, pasti) - 

aylananing nuqtasi, boshqa bir aylananing ichki tomonida sirpanmasdan 

dumalaganda hosil qilinadigan tekis egri chiziqdan iborat (24 - chizma). 

Uning parametrik tenglamasi

aylanayotgan aylananing radiusi.

к miqdoming moduli giposikloidaning shaklini aniqlaydi. k=2 

bo‘lganda giposikloida qo'zg'almas aylananing diametridan iborat, k=4 

bo‘lganda esa, u astroidaga aylanadi. к ning har xil qiymatlariga mos 

kelgan giposikloidalar 2-chizmada keltirilgan.

ko'rinishga ega, bunda k = —, R - qo‘zg‘almas aylananing radiusi, r -
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1) г = 1, R = 3,k = -  = 3.
Г

2)г = 1, R = 4,k = -  = 4.
г

/• /■ 
24-chizma. Giposikloida

19. Troxoida

Troxoida - quyidagi

f x = а/ -  Л sin t 
[ у  = а  -  Л cos t

parametrik tenglamalar orqali berilgan tekis transsendensi chiziqdan 

iborat.

a-A bo‘lganda troxoida sikloidaga o‘tadi. A>a bo‘lganda 

troxoida uzaytirilgan sikloida deb, A<a bo‘lganda esa, qisqartirilgan 

sikloida deb ataladi.
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20. Ellips

Ellipsning tenglamalari (26-chizma):

•v2 v2
1) to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida: — + ̂  = 1 ;

a b

b 2

2) qutb koordinatalar sistemasida: P  ~ ;
Cl С  v U o  \JJ

f x = a cos i
3) parametrik ko‘rinishda: |  ̂ s;n t

kabi ifodalanadi.
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21.Giperbola

Giperbolaning tenglamalari (27-chizma):

I) to‘g'ri burchakli koordinatalar sistemasida = \ ;
a' b

b  2

2) qutb koordinatalar sistemasida P
a - с cos cp

3) parametrik ko‘rinishda 

kabi ifodalanadi.

x = acht 

у = bsht

27-chizma.
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22. Garmonik tebranish

23. Arxiined spirallari.
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4) р  = а ср+ I (а > 0, / < 0).

29- chizma. Arximed spirallari. 

24. Giperbolik spirallar

1) p = —+l (a >0,1 >0).
V

30- chizma. Giperbolik spirallar- 1), 2).
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25. Logarifm ik spirallari

31- chizma. Logarifmik spirallari- 1), 2). 

26. Galiley spirallari

1) p  = a <p2 (a > 0). 2 ) p  = a ip 1 (a<0).
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3 ) p  = a q y - l  (a = 0,2>0, / = 3>0). 4 ) p  = a <p2 - 1 (a =-0,2 <0, / = -3 < 0).

5) p  = —  (a > 0). 
<P

6) p  = — (a < 0). 
<P

32- chizma. Galiley spirallari- 1), 2), 3), 4) 5) 6).
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27. Ferma spirali

28. Parabolik spirali

351



29. JezI spirali

Jezl - qutb koordinatalar sistemasida ushbu p  = A= tenglama bilan
M<P

ifodalanadigan tekis transsendent egri chiziqdir.

Egri chiziq cheksizlikdan (u yerda u gorizontal o‘qqa asimtotik 

yaqinlashadi) ( 0,0) nuqtaga, uning atrofida spiral bo‘yicha soat miliga 

teskari yo'nalishda aylangan holda, intiladi. Spiralning kattaligi a 

koeffisiyent bo‘yicha aniqlanadi. Egri chiziq fazasi bitta,

egilish nuqtasiga ega. U algebraik spirallar oilasiga mansub.

30. Sinusoidal spiral

Geometriyada , sinusoidal spiral - qutb koordinatalar sistemasida 

r n = a " cos (110  ) 

tenglama orqali aniqlanadigan egri chiziqlar oilasidan iborat, bunda a - 

noldan farqli o‘zgarmas son va n - nolga teng bo‘lmagan rasional son.

Agar egri chiziqni koordinatalar boshiga nisbatan burish 

imkoniyati hisobga olinsa, uning tenglamasi

r "  = a " sin (и 0  ) 

ko‘rinishda yozilishi ham mumkin.
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Ko'p ma’lum egri chiziqlar sinusoidal spiralning xususiy 

hollaridan iborat:

• to‘g‘ri chiziq (n = - i);

• aylana(« = l) ;

• giperbola (n = -2) ;

• parabola = ;

• kardioida ;

• Bemulli lemniskatasi ( h = 2).

Sinusoidal spiral birinchi marta Makloren tomonidan o‘rganilgan.

36-chizma. p = asm<p, p = acosip, a = 2.

31. Atirgul

Gulning simvolik tasvirini eslatuvchi tekis egri chiziq - atirguldir. 

Uning qutb koordinitalar sistemasidagi tenglamasi

p  -  a  sin k<p
Ko‘rinishga ega. Bu yerda a va к lar , berilgan atirgulning o'lchami ( a )  

va uning yaproqlari soni (jfc) ni ifodalovchi o‘zgarmas sonlar.
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Egri chiziq toMasincha a radiusli aylana ichida joylashadi va к  > l 

bo'lganda bir xil shakl va oMchamlardagi yaproqlardan tashkil topadi. 

Yaproqlarning soni, bu holda , к miqdor orqali aniqlanadi.

к butun son bo'lganda , yaproqlar soni agar к - toq bo‘ lsa, к ga 

teng bo‘ lib, agar к juft boMsa, 2 k  ga teng bo‘ladi. к  son o‘zaro tub

bo‘lgan m  va n  sonlarning nisbatidan iborat. ya’ni k  = — bo‘lsa, m

П
va n lar toq bo'lganda , atirgulning yaproqlari soni m ga. ulardan 

hyech bo'Imaganda bittasi juft boMganda esa, yaproqlar soni 2 m  ga 

teng bo‘ ladi. к  - irrasional soil bo‘ lsa, yaproqlar soni cheksiz ko'p 

boMadi.

1) p = acos2<p 2) p = as'm2<p

38- chizma. To‘rt yaproqli atirgular.



32. Paskal chig‘anog‘i

Tarixiy ma’lumotlar. Qaralayotgan chiziq mashhur fransuz 

olimi B. Paskalning (1623-1663 yy)otasi, ko‘p yillar soliq tizimida 

faoliyat ko‘rsatgan, lekin 1666 yilda Parij akademiyasiga avlantirilgan 

matematiklar va fiziklar kurojogining faol ishtirokchisi, E. Paskal (1588- 

1651 yy) sharafiga shu nom bilan ataladi. E. Paskal matematik 

qiziqishlari egri chiziqlar haqidagi ta’minot bilan bevosita bog‘liq.

Paskal chig‘anog‘ i texnikada keng qoMlaniladi. Semaforni 

ko‘tarish va tushirish mexaniyasini tashkil etuvchi qismlardan buni 

Paskal chig'anog'i bo‘yicha yasalgan.

2)2 a = l

3)2a< ! 4) p = 2a(l-cosip), 2a >0.

39- chizma. Paskal chig‘anog‘ i. p = 2acos<p + l, 1), 2), 3),4).



33. Kardioida

Kardioidaning tenglamalari (39-chizma):

1) to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida

(r2 + y2\x7 + y2 - 2ax)-a1x2 =0;

2) qutb koordinatalar sistemasida p = 2a(l + cos^);

• * . , . . * | \x = acost (1 + cos;),
3) parametrik ко rmishda <

[>- = flsinr (1 + cos/).

kabi ifodalanadi.

34. Beriulli lemniskatasi

Tarixiy ma’lumot. Chiziq uni tahlil qilgan olimning nomi bilan 

ataladi. Lemniskata tenglamasi birinchi marta Ya.Beriullining (1694y) 

maqolasida uchradi.

Ya.Beriulli (1654-1705) Shveysiyalik matematik, cheksiz kichik 

miqdorlar analizi bo‘yicha mashhur olim. Ya. Beriulli lemniskata, 

lagariflim spiral, zajir chiziq va hokazo chiziqlar xossalarini yangi 

g‘oyalar qo‘lladi. U matematikaning yangi sohasi variasion hisobiga 

asos soldi.

Beriulli lemniskatasi qiziq xossalarga ega va keng qo‘llaniladi. 

Lemniskatadan texnikada, xususan, tog‘li hududlardagi temir yo‘l 

shahobchalari, tramvay yoMlardagi kichik radiusli aylanish joylarda 

o‘tish chizig‘ i sifatida foydalaniladi.

Kardioidaning tenglamalari (40-chizma):
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1) to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida (x2 +>,2)‘ -a‘ (x2 -y ’ )

2) qutb koordinatalar sistemasida p2=a2cos2<p;

3) parametrik ko‘rinishda 

kabi ifodalanadi.

: = a J lP + P-

y = a S P ~P

1 + /2, bundap2=rg|

1 + //

41-chizma. Bernulli lemniskatasi. 

35. Kappa

42- chizma. Kappa, (x2 + y2)y2 -a2x2 =0, p = actx<p.



36. Maldoren trisektrisasi

43-chizma. Makloren trisektrisasi. p = — —.

cos

37. Koxleoida
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38. Nikomend konxoidasi

Tarixiy ma’lumotlar.Ushbu chiziqqa «konxoida», ya’ni 

«chanoqqa o‘xshash» degan nom fanga yunon olimi D. Prokl (1410- 

485y) tomonidan kiritilgan.

Nikomed konxoidasi degan nom uni birinchi marta tahlil 

qilgan qadimgi yunon geometri, eramizdan avvalgi III-II asrlarda 

yashagan Nikomend bilan bog‘!agandir. Nikomend ushbu chiziqni 

mexanik ravishda chiza oladigan asbob ham nashr qilgan, shuningdek 

chiziqning kubni ikkilashtirish hamda burchak triseksiyasi masalalarini 

yechimiga tadbiq qilgan.

XVII va XVIII asrlarda Nikomed konxoidasini ko‘p olimlar 

o‘rganishgan. R. Dekart shu chiziqda o‘zi kashf etgan egri chiziqqa 

normallar va o'rinmalar yasash usulini namoyish etgan. X. Gyuygens 

tomonidan konxonda va uning ba’zisi bilan chegaralangan shakl cheksiz 

katta yuzaga ega ekanligi ko'rsatilgan. I.Nyuton konxoidani uchinchi 

darajali teglamalami geomayetrik yo’l bilan yechishga tadbiq qilgan.

2 ) a = i > 0
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3) / > а > О

45-chizma. Nikomeda konxoidasi. p = — + / . 1), 2). 3).
sin(z>

39. Anyezi gajagi (versyera)

Tarixiy ma’lumotlar. Bu chiziq yangi davr Yevropasidagi 

birinchi ayol matematik olim nomli bilan atalgan. Mariya Gaetana 

Anyezi (1718-1799yy)).

Bolonya universiteti professori oilasida tavallud topdi. Bolonya 

universiteti bo‘lib, u 1088 yilda ochilgan.

M. Anyezi 1748 yilda «Italiya o‘smirlari uchun analiz asoslari» 

nomli ikki tomdan iborat asami nashr qildirdi. Asaming birinchi tomi 

Eylergacha bo‘lgan analitik geometriyaning batafsil va ravshan 

bayoniga bag‘ishlangan. Shuningdek, kitobda avvalroq Ferma 

tomonidan o‘rganilgan versyera (ya’ni Anyeza gajagi) ham qaralgan.

Versyera atamasini birinchi bo‘lib, fanga italiya matematigi Gvido 

Graidi (1671-1742yy) kiritgan. U Piza unversiteti professori bo‘ lgan, 

asosiy ilmiy qiziqishlari geometriyaga taluqli, xususan, maxsus silliq 

chiziqlarni (bargsimon egri chiziqlar yoki «atirgullar»ni) o‘rgangan. 

Bunday chiziqlar nazariyasi G.Graidi tomonidan 1728 yilda nashr 

qilingan mahallada o‘z ifodasini topgan.

Anyezi gajagi (versyera)ning tenglamalari (46-chizma):

1) to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida: u 2 +a2)y-a5 =0 ;

2) qutb koordinatalar sistemasida: p = asin —
cos <p

kabi ifodalanadi.
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47-chizma. Aylana evolentasi (yoyunchi). 
x = a(cosr +1sint),y = a(sint - 1cost).
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41. Gauss funksiyasi

1

0 x

48-chizma. Gauss funksiyasi. y = e

42. Kassini ovali

Kassini ovali (tuxumsimon, cho‘ziq. yassi shakl) - shutidav 

nuqtalarning geometrik o ‘rnidan iboratki , ulardan berilgan ikkita 

nuqtalar (fokuslar) gacha bo'lgan masofalarning ko'paytmasi o‘zgarmas 

bo‘ lib, qandaydir a sonning kvadratiga teng.

Kassini ovalining fokuslar orasidagi masofa 2 c, ga teng 

bo‘lgandagi xususiy hoii Bernulli lemniskatasidan iborat. Ovalning o‘qi 

ikkita fokusli lemniskatadan iborat.

Bu egri chiziq astronom va muxandis Kassini tomonidan o‘ylab 

topilgan.

Uning tenglamalari : 

nto‘g‘ri burchakli koordinatalarda (x: +y2f  - 2 c'(x2 -y2)= a J -c4 

ko‘rinishga ;

2 ) to‘g‘ri burchakli koordinatalardagi oshkor tenglamasi

ko'rinishga ;

3) qutb koordinatalari sistemasida

p 4 -2c2p 1 cos2qy=cf -c4

ko'rinishga ega.
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Egri chiziq tenglamasida ikkita o‘zaro bog‘liq bo'lmagan 

parametrlar: с - fokuslar orasidagi masofaning yarmi va a - 

f'okuslardan egri chiziqning ixtiyoriy nuqtasigacha boMgan 

masofalarning ko‘paytmasi ishtirok etadi.

U quyidagi xossalarga ega :

Kassini ovali - to'rtinchi tartibli algebraik egri chiziqdan iborat; 

u fokuslar orasidagi kesmaning o'rtasiga nisbatan simmetrikdir ;

о < a < cV2 bo‘ lganda ikkita absolyut maksimum va ikkita minimumga 

ega :

x = +
r\f4 4 „ 4 с - a

2c
У = ±

2 с

Uning absolyut maksimum va minimum nuqtalarining geometrik 

o‘rni - markazi fokuslar orasidagi kesmaning o‘rtasida va radiusi s 

bo‘lgan aylanadan iborat.

- c < a < < с Л  bo‘lganda egri chiziq to‘rtta egilish nuqtalariga ega. 

Ularning qutb koordinatalari :

a - с

cos 2 <p = - J j

Uning egilish nuqtalarining geometrik o‘rni 

nuqtalarda boMgan lemniskatadan iborat.

Ovalning egrilik radiusi qutb koordinatalarida

uchlari (0;±c

R =
a2p 2ci~ р ъ

p~ +c2 cos2 (p с4 -а4 +3/94

formula orqali ifodalanadi.
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49-chizma. Kassini ovali.

50-chizma. Kassini ovali. Aylanada maksimum va minimumlar 

to‘plami,(2)- lemniskatada esa egilish nuqtalari to‘plami ko‘rsatilgan.

43. Kvadratrisa

Kvadratrisa - tekis transsendet egri chiziq bo‘lib, Proklning 

yozishiga ko‘ra, Gippiy (e.a. V asr) tomonidan ochilgan va qadim 

zamonlarda doira kvadraturasi va burchak triseksiyasi masalalarini 

yechishda undan foydalanilgan.



Egri chiziqning tengiamalari :

1) qutb koordinatalar sistemasida

2 Rep
P  =  --- ;----

n sin (p

ko‘rinishda;

2) to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida esa,

7TV
X =  vctg  --------------

' 2 R

ko‘rinishida yoziladi.

44. Jerono lemniskatasi

Jerono lemniskatasi - ushbu

x 4 = a 2(x 2 - y 2) 

tenglamani qanoatlantiruvchi tekis egri chiziqdan iborat bo‘lib, uning 

xossalarini X IX  asr boshida o‘rgangan fransuz matematig К,- K. Jerono 

nomi bilan ataladi.

Uning tenglamasini
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ko'rinishda ham yozish mumkin.

Jerono lemniskatasining parametrik ko'rinishidagi 

tenglamasi quyidagicha : ,t = cosf», v=sin«9eosp

52-chizma. Jerono lemniskatasi, x - x 2 + y 2 — 0 .

45. But lemniskatasi

But lemniskatasi - to‘rtinchi tartibli algebraik tekis egri chiziq 

bo'lib, Persey egri chizig‘ining xususiy holidir.

Uning to‘g‘ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasidagi 

tenglamasi

(л-3 + v‘ )‘ - (2m2 +c’)x2 + (2 nr -c)_v2 = 0

ko‘rinishga ega.

Egri chiziqning shakli m va с parametrlar orasidagi munosabatga

bog'liq. Agar c>2m2 bo‘lsa, lemniskata tenglamasi

(л-2 + y2 J  = a 2x2 + b2y2 

ko‘rinishni oladi, bunda a2=2m: +c va b1=c-2nr.

Agar с Kim1 bo‘lsa, lemniskata tenglamasi 

(x2 + >-2)" = a2x2 - b2y2 

ko‘rinishni oladi, bunda a 2 = 2m2 +c va b2 = c- 2 m 2.

Xususiy hoi lari:

1. Agar c = 2m: bo'lganda. But lemniskata ikkita
x7 + v' ± 2mx = 0

aylanaga aylanadi.



2. Agar с = о boMganda, u Bernulli lemniskatasi aylanadi. 

Uning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi

p 2 = a2 cos2 <p + b2 sin2 cp

46. д’ fazoda ikkinchi tartibli sirtlar

46.1. Silindrik sirtlar. Berilgan vektor yo'nalisliiga 

parallyelligicha qolib, berilgan к chiziqni kesadigan to‘g‘ri chiziqlar 

to‘plami silindirik sirt deyiladi (54- chizma ). Bunda к chiziq 

silindirlik sirtning yo‘naltiruvchisi , л vektorga parallel I chiziqlar 

silindrik sirtining yasovchilari deyiladi.
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Silindr - biror egri chiziqning nuqtalaridan o‘tuvchi parallel 

to‘g‘ri chiziqlar hosil qiladigan sirtdan iborat. Agar Oz silindrning 

yasovchisi deb qabul qilinsa, silindrik sirt F(.v,y) = 0 tenglana orqali 

berilishi mumkin.

Agar sirtning F(x,y,r) = 0 tenglamasida qandaydir o‘zgaruvchi 

qatnashmasa, bu sin, yashovchi qatnashmayotgan o'zgaruvchi o‘qiga 

parallel bo'lgan silindrdan iborat bo'ladi.

Ushbu ^  + ̂ - = 1, £-+r_ = i > r_ + Z_ = i tenglamalar, elliptik
a' b‘ a‘ b~ a’ b̂

silindrik sirtntng tenglanialari deyiladi. 55-chizmada ^  + ̂ - = i sirt
a* b~

tasvirlangan.

Ushbu y2=2px, x '=2p z ,  r ’ =2 px, y ' =2pz ,  : : =2pv, x~ =2 py 

tenglamalarga parabolik silindrik sirtning tenglamalari deyiladi. 56- 

chizmada =2p: sirt tasvirlangan.
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Ushbu —-4г = 1,
a' b'

x~ + У - 1 'r - __ | _ ^ l  + £ l _ j  У _ | 

a2 b' ’ a' b1 ’ a! b' ’ a! b7

.£_ + Z_ = i tenglamalarga giperbolik silindrik sirtning tenglamalari
<r

deyiladi. 57-chizmada ^--^- = 1 sirt tasvirlangan.
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46.2. Aylanma sirtlar. Biror tekis L chiziqning i o‘qi atrofida 

aylanishidan hosil bo'lgan nuqtalarto'plami aylanma sirt deyiladi.

Ellipsoid. Ellipsning simmetriya o‘qi atrofida aylantirishidan hosil 

boMgan aylanma sirtga ellipsoid deyiladi.

Ellipsoid - tenglamasini o‘zgaruvchilar almashtirish yordamida
x1 v:
— +̂-t + ̂ t = i ko‘rinishga keltirish mumkin boMgan ikkinchi tartibli

b~ с

sirtdan iborat, bunda a,6,c-ellipsoidning yarim o‘qlari. 58-chizmada

x3
Ч- + -— +‘~ = i sirt tasvirlangan.
a' b' c'

Bir pallali giperboloid. Giperbolaning mavhum o‘q atirofida 

aylanishidan hosil boMgan sirt bir pallali aylanma giperboloid deyiladi. 

Bir pallali geperboloid - tenglamasi o‘zgaruvchilarni almashtirish
„2 .3

vordamida — + ̂ - ^  = i ko'rinishga keltirish mumkin boMgan ikkinchi
a' b‘ c~

tartibli sirtdan iborat. Uning o‘qi - oldida «-» (manfiy) ishora turgan 

o'zgaruvchiga mos keladi.
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Ushbu

59-chizma.
a‘ b' с

JC‘ .-V -"-1,£l-2T+£- = l , - 4 +iT + £r  = 1 (1)-+
a2 b2 с2 ’ a2 b2 c2 a1 b2

ko‘rinishdagi tenglamaga bir pallali giperboloidning kanonink 

tenglamasi deyiladi. Koordinatalar boshi bir pallali giperboloidning 

markazi, (1) tenglama ucluin a va b sonlar, bir pallali gepirboloidning 

haqiyqiy yarim o‘qlari , с esa, mavhum yarim o‘qi deyiladi. 59-

chizmada ^  + ̂ - ^  = 1 sirt tasvirlangan.
a ‘ b' с

Ikki pallali giperboloid. Giperbolani o'zining haqiqiy o‘qi 

atrofida aylanishidan hosil boMgan sirt, ikki pallali avlanma giperboloid 

deyiladi.

Ikki pallali giperboloid - tenglamasini, o‘zgaruvchilarni
г2 V -2

almashtirish yordamida, '— ^Lr -zrr--i ko‘rinishga keltirish mumkin
a' b~ c‘

boMgan ikkinchi tartibli sirtdan iborat. Uning o‘qi - oldida «-» (manfiy) 

ishora turgan o‘zgaruvchiga mos keladi. Ushbu

4-4-4=i,-4+4-i-i,-4-4^=«a ‘ b c‘ a ‘ b~ c‘ a~ b c‘

ko‘rinishdagi tenglama, ikki pallali giperboloidning kanonik tenglamasi
„ 2  2 _ 2

deyiladi. 60-chizmada — + ̂ — - ^  = -1 sirt tasvirlangan.
a" b C
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Elliptik paraboloid. Paraboloidlarning o'z o'qlari atirofida 

aylanishdan hosil bo‘lgan aylanma sirtyelliptikparaboloid deyiladi.

Elliptik paraboloid - tenglamasini almashtirish yordamida

^  + i^  = 2r ko'rinishga keltirish mumkin bo'lgan ikkinchi tartibli sirtdan
a' b~

iborat. To'g'riburchakli dekart koordinatalari sistemasida

tenglama bilan tasvirlangan sirt elliptik paraboloid deyiladi. 61-
t2 v2

chizmada 4- + ̂ T = 2r sirt tasvirlangan.
a' b
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almashtirish yordamida = 2r ko‘rinishga keltirish mumkin
a1 b'

boMgan ikkinchi tartibli sirtdan iborat. U r = o koordinatalar tekisligini 

ikkita bx-ay = о va bx+ay = о to‘g‘ri chiziqlar bo'ylab kesib oMadi. 

To‘g‘riburchakli dckart koordinatalari sistemasida

^-~- = 2r, K ~ ~  = 2x, - - =  2 v, 
a' b a' b‘ a' b'

X1 Y- , V2 X2 - '
--r + ̂  = 2r, -”  + ~  = 2.r,--t- + —t = 2y,

a‘ b‘ a~ b‘ a~ b‘

tenglama bilan tasvirlangan sirt eliptik paraboloid deyiladi. 62- 

chizmada i T-^r = 2r sirt tasvirlangan.
a' b'

Giperbolik paraboloid (egar) - tenglamasini o'zgaruvchilarni

62-chizma. ^ - — =2:.
a- b‘

46.3. Konus sirtlar. Fazoda biror qo‘zg‘olmas />(.t0,v0,-0) 

nuqtadan oMib, berilgan L chiziqni kesuvchi / chiziqning harakatidan 

hosil boMgan sirt konus sirt deyiladi (63-chizma). P(x„,y„,zu) nuqta 

konus sirtining uchi, I  chiziq uning yo‘naltiruvchisi, l to'g'ri chiziq esa, 

konus sirtining yasovchisi deyiladi.
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63-ehizma.

Konus - bir jinsli F(x,y,=)=0 tenglama orqali beriladigan sirtdan 

iborat. Ikkinchi tartibli konus quyidagi

ЛГ v2 г2 x2 у2 г2 „ x2 v2 г2 „
— + —-- Г -0,--г + Т7 + ~Г'~°’~Т~Т1_ + ~г = °
а о с a b с a b с

ko‘rinishga keltirish mumkin boMgan ikkinchi darajali bir jinsli 

tenglama orqali beriladi, bunda konusning o‘qi manfiy kvadratga mos 

kelib, uning uchi — kordinatalar boshida yotadi. 64-chizmada

y : г = 0 sirt tasvirlangan.
X  
—  +

b
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Tor. Tor - yasovchi aylananing shu aylana tekisligida yotuvchi 

o‘qi atrofida aylanishidan hosil boMgan aylanish sirtidan iborat.

Tenglamalari 

Parametrik tenglamasi:

/-cosp)cosy/

\y(<p.4/) = (R + rcosp)siny/

[r (<fl.V/ ) =  s in  ip

bunda , <p,i/r e[0,2л-], r -  yasovchi aylana markazidan aylanish o'qigacha 

boMgan masofa, r- yasovchi aylananing radiusi.

Algebraik tenglamasi.

(.v: +y- +:'■ + R'- - r ) 2-4R2(x2 + y:)= 0 

Tor-toMtinchi tartibli sirtdan iborat. 65-chizmada

+ £OS<p)cOSI//

+ ccsp)si[l(//

[r(p.(//) = sin«>

sirt tasvirlangan.

Xossalari.

1. Tor sirtning yuzi: 5 = 4,7;/*• (Guldining 1 - teoremasidan kelib 

chiqadi).

2. Tor bilan chegaralangan jismning hajmi v = 2;r:«r'(Guldining 2 - 

teoremasidan kelib chiqadi).

Torsimon sirt dastlab qadimgi yunon matematigi Arxit tomonidan 

kubni ikkilantirish massasini yechishda qaralgan. Boshqa qadimgi yunon 

matematigi Persey smetrik chiziqlar torni uning o‘qiga paralel tekislik 

bilan kesganda hosil boMadigan chiziqlar haqida kitob yozadi.

65-chizma.
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Gelikoida. Gelikoid - to‘g‘ri chiziqning unga perpendikulyar o‘q 

atrofida va bir vaqtning o‘zida, shu o‘q yo‘nalishida ilgarilab, harakat 

qilishi natijasida (bunda harakatlarning tezliklari o‘zaro proporsional) 

hosil boMadigan sirtdan iborat.

Uning parametrik tenglamasi

i
x - u  COS V.

у = usinv, 

z = hv

IX = U COS V.

у = и sin v, silt tasvirlangan.

г = hv

Xossalari:

1. U minimal sirtdan iborat

2. U chiziqlimon sirtdir.

66- chizma.

Katenoid. Katenoid - v = ach- zanjir chiziqning Ox o‘q atrofida
a

aylanishdan hosil boMgan sirtdan iborat.

Uni parametrik koordinatalari yordamida, quyidagicha berish 

mumkin:

(
.r =  c / i(h )c o s (v ) ,

v = c/;(«)sin(v), и e R, v e [0,2?r].
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Katenoid 1744 yilda L.Eyler topib yechilgan (catena - zanjir, eidos - 

ko‘rinish).

Katenoidning uncha katta bo‘lmagan qismini izometrik 

ravishda (siqmasdan va cho'zmasdan) gelikoidning qismiga o‘zgartirisli 

mumkin, va aksincha
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