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IKK3NCHI NASHRGA SO’ZBOSHI

Bu darslikning birinchi nashri Respublika oliy va o‘rta maxsus ta’lim 
vazirligi tomonidan 2008-yilda chop ettirilgan edi. Analitik geometriya 
fani matematika va mexanika yo'nalishlarida asosiy fanlardan bin 
hisoblanadi. Hozirgi vaqtda bu darslik respublikamizdagi oliy o‘quv 
yurtlarida analitik geometriya fanidan asosiy darslik sifatida ishlatib 
kelinmoqda. Respublikamizda boshlangana islohotlar fan va ta’lim soha- 
larida ham chuqur o'zgartirshlarga olib kelmoqda. 2019-yil 8 oktyabrda 
CTzbekiston Respublikasi prezidenti farmoni bilan “0 ‘zbekiston 
Respublikasi oliy ta ’lim tizimini 2030-yilgacha rivojlantirish 
kontseptsiyasi” tasdiqlandi. Bu kontseptsiyada xalqaro tajribalardan kelib 
chiqib, oliy ta’limning ilg’or standartlarini joriy etish, jumladan, yangi 
o‘quv dasturlari asosida darsliklar va o‘quv qo‘llanmalarining yangi 
avlodlarini yaratish ham kolzda tutilgan.

0 ‘zbekiston Respublikasi Prezidentining “2019 —  2023 - yillarda 
Mirzo Ulug’bek nomidagi 0 ‘zbekiston Milliy universitetida talab yuqori 
bo‘lgan malakali kadrlar tayyorlash tizimini tubdan takomillashtirish va 
ilmiy salohiyatni rivojlantirish chora-tadbirlari to‘g ’risida” qarori 2019- 
yil 6 iyunda qabul qilindi. Bu qarorga ko‘ra universitetda ta’lim 
samadorligini oshirish, ilmiy salohiyatni ko‘tarish chora tadbirlari 
belgilangan. Bu ishlami amalga oshirish uchun ham o‘quv dasturlariga 
mos va yangi pedagogik texnologiyalar asosida darsliklar yaratish muhim 
vazifamizdir.

Darslikning ikkinchi nashrida birinchi nashrdagai texnik nuqsonlar, 
matnni terishda yo‘l qo‘yilgan xatolar bartaraf etildi.
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KIRISH

Galiley va boshqa olimlar tomonidan yaratilgan yangi mexanika 
harbiy ish, ballistika va astronomiya sohalaridagi ehtiyojlar asosida 
vujudga keldi. Kopemikning astronomiya sohasidagi kashfiyotlari Kepler 
tomonidan sayyoralar harakati qonunlarini ochishga asos bo‘ldi. XV11 
asming birinchi yarmida fan va texnikadagi yutuqlar, ulaming ehtiyojlari, 
matematikaning rivojlanishi, ishlab chiqarish, iqtisod va savdo 
sohalaridagi ehtiyojlar analitik georaetriya asoslarining yaratilishiga olib 
keldi.

P.Ferma va R.Dekart tonidan yaratilgan analitik geometriya 
asoslarida ikkita g‘oya yotardi. 1) tekislikda koordinatalar sistemasi; 2) 
tekislikdagi ikki o‘zgaruvchili tenglamani chiziq sifatida qarash

Analitik geometriyaning asoslarini o‘z ichiga oluvchi birinchi asar 
XVII asming 30 yillarida Peer Ferma tomonidan yozilgan “Tekislikda va 
fazoda geometrik figuralar nazariyasiga kirish ” nomli asari edi. 
Fermaning bu asari qadimgi grek olimlari, shu jumladan Apolloniy 
ishlarini chuqur o4rganish natijasida vujudga keldi.

Rene Dekartning (1596-1650) «Geometriya» asari 1637- yilda 
frantsuz tilida. uning “Usullar haqida fikrlar” nomli falsafiy asariga ilova 
sifatida nashr etildi. Dekart o'zining asarlarida borliq qonunlarini 
o‘rganishda va haqiqatni topishda asosiy vosita degan fikmi bayon etdi. 
Dekartning «Geometriya» asari uning algebra va geometriyani 
uyg’unlashtirish haqidagi harakatini qisman amalga oshirdi. Dekartning 
«Geometriya» asarida geometrik figuralami koordinatalar yordamida 
algebraik usullar bilan o‘rganish bayon qilindi.

L. Eyieming asarlarining katta qismi matematik analizga 
bag’ishlangan bo‘lsada, uning geometriyaga bag’ishlangan asarlari ham 
juda ко‘p. 1748- yilda chop etilgan “Analizga kirish” nomli asarida 
tekislik va fazoda analitik geometriya masalalari bayon qilindi.Вu asarda 
birinchi marta analitik geometriyaning hozirgi zamon ko‘rinishida bayon 
qilindi.

Tekislik yoki fazoda koordinatalar sistemasini kiritganimizda, 
geometrik figuraga tegishli nuqtalar koordinatalarga ega bo‘ladi. Agar 
figuraga tegishli nuqtalaming koordinatalari biror algebraik tenglamani 
qanoatlantirsa, u algebraik tenglama bilan aniqlanuvchi geometrik figura
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iladi. Masalan, markazi A{a,b) nuqtada bo‘lgan va radiusi R ga teng 
■na tenglamasi (* -a )2 + { y - b f  - R 2 =0 ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Analitik geometriya kursida o‘rganish metodlarining asosini kooor- 

atalar metodi tashkil qiladi. Biz asosan figuralami ularning 
^lamalari yordamida o‘rganamiz, ya'ni algebraik tenglamalarini 
vanish bilan shugullanamiz. Bu erda algebraik metodlar asosiy rolni 
naydi. Biz asosan birinchi va ikkinchi darajali tenglamalar bilan ish 
ramiz. Analitik geometriya kursida o‘rganiladigan geometrik figuralar 
y\ unchalik katta bo‘lmasa ham, birinchi va ikkinchi darajali 
^lamalar bilan aniqlanuvchi geometrik figuralar fan va texnikada juda 
:a rol olynaydi .
Birinchi darajali algebraik tenglamalar bilan aniqlanuvchi geometrik 

iralar -  to‘gri chiziq va tekislikdir. Ushbu asosiy geometrik figuralar 
in siz elementar geometriya kursidan tanishsiz. Tekislikda ikkinchi 
ajali tenglamalar ikkinchi tartibli chiziqlami, fazoda esa ikkinchi 
ibli sirtlami aniqlaydi. Yuqoridagi misoldan ko^inadiki, aylana 
inchi tartibli chiziqdir.
Fazoda (x~a)2 + (y -b )2 + (z -c )2 - R2 = 0 tenglama bilan

^lanuvchi nuqtalar to‘plami esa sferadan iborat bo‘lib, u ikkinchi 
ibli sirtdir.
Analitik geometriya kursida vektorlar algebrasi ham o‘rganiladi. 

ctor tushunchasi muhim fundamental tushunchalardan bo‘lib, 
atgina analitik geometriya kursida emas, balki matematikaning 
hqa boMimlarida ham muhim rol o‘ynaydi.
Bu darslik muallifning O lzbekiston Milliy universitetining 

^anika-matematika fakultetida o‘qigan ma'ruzalari asosida yozilgan. 
slik universitetlaming mexanika va matematika yo'nalishlarining 
alavriat talabalari uchun moljallangan.



I BOB
VEKTORLAR ALGEBRASI

l-§ . Vektorlar va ular ustida amailar

l-ta\rif. Yo ‘nalishga ega bo ‘Igan kesma vektor deb citaladi.
Biz vektomi AD ko‘rinishida yoki bilta kichik lotin harfi bilan a,byc 

ko‘rinishida belgilaymiz. Vektomi AB ko‘rinishida belgilasak A,В 
nuqtalar mos ravishda vektorning boshi va oxiri joylashgan nuqtalardir, 
vektoming uzunligi |^в|,|я|, ko‘rinishida belgilanadi.

Agar vektoming boshi va oxiri bitta nuqtada boMsa, u nol vektor 
deyiladi. Nol vektor yo‘nalishga ega emas, uning uzunligi esa nolga teng. 
Nol vektor 0 ko‘rinishida yoziladi.

fl + 6
2-chizma

1-chizjna

2-ta’rif. lkkita a -A B  va b = CD vektorlardan Ъ-C D  vektor boshini 
a = AB vektor oxiriga qo‘yi!ganda, AB vektor boshidan CD vektor 
oxiriga yo‘naltirilgan vektor, bu vektorlaming yig‘indisi deyiladi va a + b 
ko‘rinishida yoziladi.

Yuqorida keltirilgan vektorlami qo‘shish qoidasi uchburchak qoidasi 
deyiladi.

3-ta’rif. Berilgan Я haqiqiy son va a vektorning ko'payimasi 
shunday vektorki, uning uzunligi |A|,|a| ga teng, yo'nalishi: A>0 
bo ‘Igcmda a vektor yo ‘nalishi bilan bir xil, Я < 0 bo ‘Iganda esa a vektor 
y o 'nalishiga qaramaqarshi bo 'ladi. Ко ‘paytта Ха ко 'rinishida yoziladi.
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Vektorlar algebrasi deganda, vektorlar to ‘plamida vektorlami 
qo‘shish va skalyar songa ko‘paytirish amallari tushuniladi. Biz V bilan 
hamma vektorlar to‘plamini belgilaymiz. Bunda vektorlarimiz bir to‘g‘ri 
chiziqda, bir tekislikda yoki fazoda yotgan bo‘lishi mumkin.

Vektorlami qo‘shish va skalyar songa ko‘paytirish amallari quyidagi 
xossalarga ega:

1 .\faJjeV  uchun; a + b = b + a -kommutativlik.
2. \/а,Ь,сеУ  uchun; (a+ b) + c = a + (b + c) - assosiativlik.
3. VaeV  uchun, 3b eV a + b = 0,b = -a
4. VfleK uchun; a-\ = a.
5. hamda VAeR uchun A(a + h) = Aa + Ah
6. VA, jue R va V asF  uchun: a(A + //) = Ла + //a
7. VA,//е Л  va УлеК uchun A(juo) -  (А//)я
8. VagK uchun а + Ъ = а
Bu xossalaming ba’zilarini isbotlaymiz, ba’zilarining isbotini esa 

o‘quvchilarga havola qilamiz.
Birinchi xossani isbotlash uchun ixtiyoriy ikkita a va i  vektorlaming 
boshini bitta О nuqtaga joylashtiramiz va chizmadagi OABC parallelo- 
grammni hosil qilamiz. Bu parallelogrammdagi о  AC uchburchakdan 
OB=a+b  tenglik, OCB uchburchakdan esa дв=ь+а tenglikni hosil 
qilamiz (3-chizma).

ikkinchi xossani isbotlash uchun a vektoming boshini О nuqtaga, b 
vektoming boshini a vektoming oxiriga joylashtiramiz va с vektoming 
boshini esa b vektoming oxiriga joylashtiramiz. 4-chizmadan quyidagi 
tengliklarni hosil qilamiz

(я + 6)+ с = <5с, Ъ + (Ь + с) = ОС
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Наг bir а  =  A B  vektor uchun b-BA  vektor a vektorga qarama 
qarshi yo‘nalgan, uzunligi esa a ning uzunligiga teng vektordir. 
Vektorlami qo‘shish qoidasiga ко‘га л в  + в л  = о  tenglikni hosil 
qilamiz.

Beshinchi xossani isbotlash uchun a va b vektorlaming boshlarini 
bitta nuqtaga joylashtirib, ular yordamida quyidagi ABCD parallelo- 
grarmrmi hosil qilamiz.

5-chiznta

Berilgan Я son uchun Aa va Ab vektorlarga qurilgan AByC,D̂  
parallelogramm ABCD parallelogrammga o‘xshashdir. Shuning uchun 
uning diagonali uzunligi ABCD parallelogramm diagonali uzunligidan \A\ 
marta “kattadir”. Bundan esa A(a+b)=Aa + Ab tenglikni hosil qilamiz.

Oltinchi xossani isbotlash uchun Я//> 0 va Aju< 0 hollami qaraymiz. 
Birinchi holda Я va ц sonlarining ishorasi bir xil bo‘ladi. Shuning uchun 
ulaming ikkalasi ham yoki manfiy yoki musbat bo‘ladi. Biz ulaming 
ikkalasi ham manfiy bo‘lgan holni qaraylik. Bu holda a(A + ju), Aa + /ua 
vektorlar a vektorga qarama qarshi yo‘nalgan bo‘ladi. Demak, ular bir xil 
yo‘nalishga ega. Ulaming uzunliklari esa |A + //||a| ga tengdir. Agar Я va
y. sonlari musbat sonlar bo‘lsa, yuqoridagi mulohaza takrorlanadi. Я va 
fi sonlarining ishoralari har xil bo4Isa biz yana ikkita holni qaraymiz:

Я + / /> 0 va А + ц < 0. Я + /7> 0 bo‘lganda а(Я + /у), Aa + /.ib, Aa + /ja 
vektorlar a vektor bilan bir xil yo‘nalishga ega. fia vektoming boshini 
Aa vektoming oxiriga joylashtirib, ulaming uzunliklari ham tengligini 
ko‘ramiz. Chizmaga qarang. Qolgan hollar yuqoridagidek mulohazalar 
asosida tekshiriladi.
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4-ta’rif. Bir to'g'ri chiziqqa parallel vektorlar kollinear vektorlar 
deyiladi.

Vektorlar bir xil yo‘nalishga ega bo‘lsa дТТб ko'rinishda, agar 
qarama qarshi yo‘nalishga ega bo‘lsa a 'tlb  kofcrinishda belgilaymiz.

Tasdiq-1. Nol vektordan farqli a, b vektorlar kollinear bo ‘lishi uchun 
Я е /? son mavjud bo'lib, a = Ab tenglikning bajarilishi zarur va 
yetarlidir.

Isbot. Vektorlar uchun a = Xb shart bajarilsa, a~b vektorlar kollinear- 
ligini isbotlash sodda boMganiligi uchun uni isbotlashni o4quvchilarga 
havola etamiz. Bu shartninig zarurligini ko‘rsatamiz. Agar a,b vektorlar 
kollinear bo‘lsa, ulami parallel ko‘chirish natijasida bitta to‘g ‘ri chiziqqa 
joylashtirish mumkin. Shuning uchun ular / to‘g lri chiziqda yotadi va 
ularning boshi О nuqtada deb hisoblaymiz. Agar a,b vektorlar bir xil

yo‘nalishga ega bo‘lsa, Я = Н  uchun a = Xb tenglik bajariladi. Agar a~b
\b\

vektorlar qarama qarshi yo‘nalishga ega bo‘lsa, ^ = -{=! uchun
PI

a -X b tenglik bajariladi.
5-ta'rif. Vektor (a- vektor) yotgan to ‘gri chiziq a tekislikkaparallel 

bo ‘Isa, a vektor a tekislikka parallel deyiladi.
6-ta'rifi Uchta a,b,c vektorlar bitta tekislikka parallel bo'lsa, ular 

komplanar vektorlar deyiladi.
Tabiiyki, agar vektorlar komplanar bo‘lsa, ularni parallel ko‘chirish 

natijasida bitta tekisllikka joylashtirish mumkin.
2-§. Cliiziqli erkli va chiziqli bog‘lanishli vektorlar oilasi

Bizga {о1,а2,аз,...,ал } vektorlar oilasi va n ta ^„sonlar
berilgan bo‘lsa, \ a \  + ^ 2  +... + Я„я„ vektor а\,а2 ,...,а„ vektorlarning 
chiziqli kombinatsiyasi deb ataladi. Chiziqli kombinatsiyada qatnashayot- 
gan sonlaming birortasi noldan farqli bo'lsa, u notrivial chiziqli 
kombinatsiya deb ataladi.
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Та’r if  Berilgan {а\,а2 ,аз,...,ап } vektorlar oilasi uchun kamiclci 
bittasi no/dan farqli bo ‘Igan Ay, Я2..... Лп sonlar mavjud bo 'lib,

?ла\ + AqQ2 +... + А,,а„ =0

tenglik o'rinli bo'lsa, {а\,аг,аъ,...,ап } vektorlar oilasi chizqli 
bog ‘Icmishli deyiladi.

Izoh. Vektorlar oilasi chiziqli bog‘lanishli bo‘Isa, uning birorta 
notrivial chiziqli kombinatsiyasi nol vektor boMadi.

Teorema-L Ikkita vektordan iborat oila chiziqli bog‘lanishli bo ‘lishi 
uchun, bu oila vektorlarining kollinear b o 'lishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Oilaga tegishli ikkita a va b vektorlar chiziqli bog4lanishli 
bo‘lsa, kamida bittasi noldan farqli Ah A2 sonlari mavjud bo‘lib, 
Aia + A2b = 0 tenglik bajariladi. Agar А\Ф 0 bo‘lsa, a = -{A2l Â )b tenglikni 
hosil qilamiz. Bu esa birinchi tasdiqqa ko‘ra a va b vektorlaming 
kollinear ekanligini ko‘rsatadi.

Va aksincha, a va £ vektorlar kollinear boMsin. Ulaming boshlarini 
bitta nuqtaga joylashtirsak, ular bitta to‘gri chiziqda yotadi. Bu to‘gri 
chiziqda vektorlar boshi joylashgan nuqtani koordinata boshi sifatida 
olib, koordinatalar sistemasini kiritamiz. Vektorlaming oxirlarini A va В 
harflar bilan belgilaymiz: a = OA, b = OB. Vektorlardan bittasi, misol 
uchun a noldan farqli vektor bo‘lsin. Demak, аФ0 va О nuqta AB 
kesmani biror A nisbatda bo‘ladi: BO/OA = A yoki BO = AOA

Endi b --A a  tenglikni ko‘rsatamiz. Agar a,bvektorlar yo‘nalishi bir 
xil boMsa, О nuqta A В kesmaga tegishli emas va A< 0. Agar a~b 
vektorlar yo‘nalishi qaramaqarshi bolsa, A >0 bo‘ladi. Shuning uchun b 
va -Яа vektorlaming yo‘naIishlari bir xil. Ularning uzunliklari ham teng:

\ь\  =  \ в д  I = I Д I | 0Й | = | A | |a| = | -Xa \ .

Demak, bu vektorlar tengdir. Endi b = -Aa tenglikdan Aa + b = 0 
tenglik kelib chiqadi. Demak, a va 6 vektorlar chiziqli bogManishli oilani 
tashkil qiladi.

Teorema-2.
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1) Vektorlar oilasiga nol vektor tegishli b o ‘Isa, bu oila chiziqli 
bog ‘lanishlidir.

2 )Vektorlar oilasi birorta chiziqli bog'lanishli vektorlar oilasini o ‘z  
ichiga olsa, bu oila ham chiziqli bog 'lanishlidir.
Isbot.

1)Berilgan [а \,а 2 ,аъ,...,ап } oilada a ,= 0  bo‘lsa, Л,= 1, ^ = 0  9i * j  
sonlar uchun + A,a: + Aia3 +...+Ляап = 0 tenglik o‘rinli bo‘ladi.

2)Berilgan {а\,аг,аъ,...,а„ } oilada bir nechta a~, * = i,2,../n, m < n ,  

vektorlar chiziqli boglanishli oilani tashkil qilsa, ulaming birorta notrivial 
chiziqli kombinatsiyasi nol vektor bo‘ladi: \ я, + At]ah +Л,а„ + -  + \ a L =6

6-chizma

Biz agar л, =Лл , j  = j k va AJ = o,y* j k tengliklar bilan n ta 
sonlami aniqlasak

2 4* Л3 Д j + . . .  + АцО я —0

tenglikni hosil qilamiz.
Teorenta-3. Uchta vektordan iborat oila chiziqli boglanishli bo ‘lishi 

uchun ulaming komplanar b o 'lishi zarur va yetarlidir.
Isbot. Oilaga tegishli uchta a, b va с vektorlar chiziqli 

bog‘lanishli bo‘lsa, ulaming komplanarligini isbotlaymiz. Chiziqli 
bog‘lanishlilikning ta’rifiga asosan, kamida bittasi noldan farqli bo‘lgan
a,fi,y  sonlar uchun

aa + fib + у с = 0
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tenglik o‘rinli bo‘ladi. Aniqlik uchun у noldan farqli bo'lsin, unda 
avvalgi tenglikdan

a  _ /? -  с -■— a - —b
Y Y

tenglik kelib chiqadi. Bu tenglikda Л = belgilashlami kiritib,
Y__ Y _

с = Ла+ /jb tenglikni hosil qilamiz. Agar a,b va с vektorlaming boshi 
bitta umumiy О nuqtaga joylashtirilgan bo‘lsa, oxirgi tenglikdan с vektor 
л a va fjb vektorlarga qurilgan parallelogram diagonaliga tengligi kelib 
chiqadi. Bu esa ular bitta tekislikda yotadi deganidir, demak, ular 
komplanar vektorlardir.

Va aksincha, ajb va с vektorlar komplanar bo‘lsin. Ular chiziqli 
bog‘liqligini isbotlaymiz.

Berilgan uchta vektorlar orasida kollinear vektorlar bo‘lgan holni 
chiqarib tashlaymiz. Teorema-1 ga asosan, ushbu vektorlar jufti chiziqli 
bog‘liq bofcladi va berilgan uchta vektor ham chiziqli bog‘liqligi kelib 
chiqadi. Shuning uchun a,b va с vektorlar orasida hech bir jufti kollinear 
bo4magan holni ko‘rib chiqamiz (xususan, ular orasida nol vektor ham 
yocq). Vektorlami bitta tekislikka ko‘chirib, ulaming boshlarini О 
nuqtaga joylashtiramiz (6-chizmaga qarang). Keyin с vektoming С uchi 
orqali a va b vektorlarga parallel to‘gri chiziqlar o‘tkazamiz, vektor 
yotgan to‘gri chiziqning b vektorga parallel to‘gri chiziq bilan kesishish 
nuqtasini A deb belgilaymiz va b vektor yotgan to‘gri chizikning a 
vektorga parallel to ‘gri chiziq bilan kesishish nuqtasini В deb 
belgilaymiz. (Ushbu nuqtalaming mavjudligi, a va b vektorlar kollinear 
emasligidan kelib chiqadi). Vektorlami qo'shishning parallelogramm 
qoidasiga ko‘ra с vektor OA va OB vektorlar yig‘indisiga teng, ya’ni

c-OA  + OB.

OA vektor noldan farkli a vektorga kollinear (u bilan bir to‘gri 
chiziqda yotuvchi), demak, shunday Я haqiqiy son topiladiki,
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tenglik o‘rinli bo‘ladi.Xuddi shunga o‘xshash, OB = Ab tenglik ham 
o‘rinli. Bu tengliklardan

c = Aa + pb

tenglik kelib chiqadi. Oxirgi tenglikni Aa + //6 + (-l)e= 0 ko‘rinishda 
yozib olish mumkin. Bu tenglikdagi Я,// va -1 sonlarining kamida bittasi 
noldan farqli bo‘lganligi sababli, oxirgi tenglik a,b va с vektorlaming 
chiziqli bog'lanishligini ifodalaydi. Teorema isbotlandi.

Natija-1. Agar a,b va с vektorlar komplanar bo ‘Imasa, ular chiziqli 
erkli bo ‘ladilar.

Natija-2. Ixtiyoriy uchta komplanar bo'lmagan vektorlar orasida 
ikkita kollinear vektorlar b o ‘la olmaydi. Shuningdek ular orasida nol 
vektor ham bo ‘Imaydi.

3-§. Vektorlaming о ‘qqa proeksiyasi

Vektoming o‘kka proeksiyasi vektoming _yo‘nalishiga qarab 
musbat, manfly yoki nolga teng bo‘lgan son bo‘lib, a vektoming £ o‘qqa

proeksiyasi quyidagi qoida bo‘yicha 
aniqlanadi: 7-chizma

Agar a = AB bo‘lsa, A va В nuqta- 
laming f> o‘qdagi ortogonal proeksiyalarini 
mos ravishda A\ B' bilan belgilaymiz. A'B' 
kesmaning d o‘qdagi kattaligi a vektoming 
f. o‘qdagi proeksiyasi deb ataladi. Proeksiya 
uchun

v npfa =|a|cos^p

tenglik o‘rinli bo‘lib,bu erda <p -berilgan 
a vektor va t  o‘q orasidagi burchakdir.

ОА = Аа
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Proeksiyaning xossalari:

1. nptAa =Anp( a , A eR 1

2. npe(a + i )  = npfa + npfb

Isbot . 1. Birinchi npfA a = Anpea tenglikni isbotlash uchun quyidagi 
hollami qaraymiz:

а)л = о bo‘lsa Aa = 0 tenglik o ‘rinli bo‘ladi va natijada A' = B' 
munosabatdan

np.Aa= 0 va np(Aa = Anp(a = 0 

tengliklar kelib chiqadi.
b) Я>0 bo‘lsa, aTTS munosabatdan <p = t// tenglik kelib chiqadi; bu 

yerda q> va у  mos ravishda a va b vektorlarning P. ocq bilan hosil qilgan 
burchaklaridir. Bu holda |Яо| = Я|л| va demak np( (Aa)= |Яа|cosy/ = Алреa .

с) A,<0 bo‘lsa, Xa va a vektorlar uchun a ' t l b  munosabat o‘rinli 
bo‘ladi. Shuning uchun у/ = ф+тг tenglikdan quyidagi munosabat kelib 
chiqadi:

npf (Яа)= |Яд| cos(<p + 7г) = —Я|я| cosfe> + л-) = Алр  ̂a .

2. npf (a + b)= npea + nprb tenglikni isbotlashni keyinroqqa qoldirib, 
skalyar ko4paytmani o ‘rganishga o‘tamiz.

4-§. Vektorlarning skalyar ко *paytmasi

Ikkita a va b vektorlarning skalyar ко‘paytmasi deb 
(fl,6)=|fl||£|cos^ ifodaga aytiladi. Bu yerda <p - a va b vektorlar 
orasidagi burchak.

Skalyar ko‘paytmaning ta’rifidan bevosita quyidagi xossalar kelib 
chiqadi:

Xossa-1. Ikkita vektoming skalyar ko‘paytmasi nolga teng bo'lishi 
uchun ulaming o ‘zaro perpendikulyar bo‘lishi zarur va yetarlidir.

= = a Xb  
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Xossa-2. (д,д) = ЕГ

Xossa-3. Kommutativlik =

Xossa-4. (Лд,б) = л(я,б), A,gR

Xossa-5. (я+ 6,с) = (я,с) + (£,с)

Beshinchi xossa isboti proeksiyaning ikkinchi xossasidan kelib 
chiqadi:
(a + b,c j = |я + 6||c|cos^ = np, (a + £)|c| =

= np( (a + &)|c| = np(a • |c| + npj> ■ |c|= |a| • |c|cos a  + |z>| • |c| cos ф

5-§. Bazis va vektoming koorilinatalari

Ta'rif. Berilgan {e\,e2 ,...,en} vektorlar oilasi chiziqli erkli b o ‘lib, 
ixtiyoriy vektomi ulaming chiziqli kombinatsiyasi ко ‘rinishicia ifodalash 
mumkin bo 'Isa, bu oila bazis deyiladi.

Quyidagi muhim faktlar o‘rinlidir:
Xossa -1. TekisJikda har qanday ikkita nokollinear vektorlar bazisni 

tashkil qiladi.

К

Xossa-2. Fazoda har qanday uchta nokomplnar vektorlar bazisni 
tashkil qiladi.

Bu xossalarning birinchisi 1- teoremaning bevosita natijasidir.



Ikkinchi xossani isbotlaymiz:
Bizga uchta nokomplanar a,byc vektorlar berilgan bo‘lsin. Ikkinchi 

punktda isbotlagan teoremaga ko‘ra ular chiziqli oilani tashkil qiladi. 
Endi ixtiyoriy d vektomi olib, uni a,b,c vektorlar orqali chiziqli 
ifodalash mumkinligini ko‘rsatamiz. Buning uchun aybyc vektorlaming 
boshlarini Q nuqtaga joylashtiramiz va d vektoming oxiridan ayb 
vektorlar tekisligiga, a,с vektorlar tekisligiga va c,b vektorlar tekisligiga 
parallel tekisliklar o‘tkazamiz. 0 ‘tkazilgan tekisliklaming a,b,c vektorlar 
yotgan to‘g‘ri chiziqlar bilan kesishish nuqtalarini mos ravishda A,B,C 
harflar bilan belgilaymiz. Vektorlami qo'shish qoidasiga ko‘ra

d = QA+OB + OC

tenglikni olamiz. Bu yerda oa, ob, oc vektorlar mos ravishda a,b,c 
vektorlarga kollinear bo‘lganligi uchun shunday A,ju,v sonlar mavjudki

ОЛ = Aa, OB = pb, ОС = vc

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu tengliklami hisobga olib

d -  Aa + tib + vc
tenglikni olamiz.

Ta’rif. Bizga bazis berilib, a vektor uchun

л = д,е, +a2e2 + ...+ anen

tenglik o4rinli bo‘lsa, {alta2,...,an} sonlar a vektoming koordinatalari 
deyiladi.

Xossa -6. Har bir vektor berilgan bazisda o‘zining koordinatalari 
bilan yagona ravishda aniqlanadi.

Berilgan a vektor uchun ikkita

+a2e2 + ...+ ane„

а=Ьх7] +Ь2ь2+...+ЬпТп
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tengliklar o‘rinli bo‘lsa, ulaming birini ikkinchisidan hadma had ayirib

a = (a{ -  bx )e, + (a2 -  b2 )e2 +. . .  ■+ (an -  b„ )en

tenglikni hosil qilamiz. Bazisni tashkil kiluvchi ^ ,е 2,...,ёй} vektorlar 
chiziqli erkli bo‘lganligi uchun

-6 ,  = 0 ,  a2 - b 2 = 0 ,  an - b n = 0 

munosabat hosil bo‘ladi.

6-§. Affin koordinatalar sistemasi

Fazoda yoki tekislikda affin koordinatalar sistemasini kiritish uchun 
birorta bazis va bitta nuqta tanlanadi. Agar {ei,e2,e,} bazis va О nuqta 
berilgan bo‘lsa, OM vektoming {ei,e2,e3} bazisdagi koordinatalari M 
nuqtaning affin koordinatalari deyiladi.

1-ta’r if  Berilgan \phe2,...,en} bazis uchun [ehe j ) - y  [ \  bajarilsa,
i & j

^1,е2у...,е1г}- ortonormal bazis deyiladi.

Ta’rif. Ortonormal bazis yordamida berilgan koordinatalar 
sistemasi to ‘gri burchakli yoki dekart 
koordinatalar sistemasi deb ataladi.

Teorema. Dekart koordinatalar 
sistemasi da vektoming berilgan bazisdagi 
koordinatalari, uning koordinatalar о ‘qlariga 
tushirilgan proeksiyalari bilan ustma-ust 
tushadi.

Isbot. Bizga i j ,k  ortonormal bazis 
berilgan bo‘Isa, bulaming boshlarini О 
nuqtaga joylashtirib OXYZ koordintalar 
sistemasini kiritaylik. Agar a = x i+ y j  + zk bo‘lsa, a vektoming boshini 
koordinata boshiga joylashtirib, uning oxirini M bilan belgilaymiz.' Agar 
M nuqtaning koordinata о ‘qlariga ortogonal proeksiyalannb -A,



harflari bilan belgilasak О A = x i , O B -y j , OC = zk tengliklami hosil 
qilamiz. Ikkinchi tomondan OA, Ш , ОС kesmalaming kattaliklari mos 
ravishda x,y,z sonlariga teng bo‘lganligi uchun x -n p 0xa , y  = np0ya, 
z = a munosabatlami hosil qilamiz.

Natija-1. /7/7, ( а + б |= /^ а + «/7,6 .

/ 560S. Bizga /-o ‘q berilgan bo‘lsin: shunday OXYZ koordinatalar 
sistemasi kiritainizki, OX koordinata o‘qi / bilan ustma-ust tushsin.Agar

a = xai+ y aj  + zakb= xbi + ybj  + zbk , a + b = {xa+b)i + (ya+b)j+ (za+b)Tc

bo‘lsa, teoremaga ko‘ra npia=xa va npi =xb, npi(a + b)= xa+b tengliklami 
hosil qilamiz. Lekin vektorlami qo‘shganda ulaming koordinatalari mos 
ravishda qo‘shilgani uchun npl{a-\-b^-xa+xb munosabatni olamiz.

7-§. Vektor va aralash ко ‘paytma

1-ta’rifi Tartiblangan {a,6,c} uchlikda с vektor oxiridcin aj) 
vektorlar tekisligiga qaraganimizda a dan b ga qisqa burilish yo ‘nalishi 
soat mili yo  ‘nalishiga qarama-qarshi yo ‘nalgan bo ‘Isa, bu uchlik о ‘ng 
uchlik deb ataladi. Agar bu yo ‘nalish soat mili yo ‘nalishi bilan ustma-ust 
tushsa, {a,£,e} uchlik chap uchlik deyiladi.

Bizga fcb,c} o‘ng ( va {m,c} chap ) uchlik berilgan bo‘lsin.

10-chizma
2 - ta ’rif. Ikkita
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a va b vektorlaming vektor ko‘paytmasi deb shunday vektorga 
aytiladiki, bu vektor kabi belgilanadi va:

1)[я,£] ning uzunligi a va b vektorlarga qurilgan parallelogramm 

yuziga teng: |[а,&]| = | а | ^ т ^ , р  = ял£;

2)[дг,б] vektor a va b vektorlarga perpendikulyar bo‘lishi kerak:

[я ,5 ]± й ;

3)a ,b  vektorlar va vektor ko‘paytma [я,б] o ‘ng uchlik hosil qiladi:

Vektor ko‘paytmaning xossalari:

])[я ,£ ]= -[£ ,a];

2) [Aa,b] = X[a,b] = - [ Д а ] ,  AeR

3) [a + b, c] = [a,c] + p ,c ] ;

4)|jar,6j = 0 <=>a||6.

Tasdiq-L (Yordamchi fakt). Berilgan a tekislikda с vektor va unga 
perpendikulyar birlik e vektor berilgan bo‘lsin. Agar g vektor a 
tekislikka perpendikulyar va o‘ng uchlik bo‘lsa, a tekislikda
yotuvchi harqanday a vektor uchun [я,с] = л^д-|с|-£ tenglik o'rinlidir.

12-chizma

Isbot. 1) Vektorlar tengligini kolrsatish uchun ulaming yo‘nalishlari 
bir xil va uzunliklari tengligini ko^rsatamiz. Vektor ko‘paytmaning 
ta’rifiga ko‘ra uninig uzunligi a va с vektorlarga qurilgan 
parallelogrammning yuziga tengdir: |[^>c]| = 5- Chap tomondagi
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vektoming uzunligi esa |w/?-a|-c ga tengdir. Agar parallelogrammning 

asosi sifatida с vektomi olsak, uning yuzasi |c| h ga tengdir. Bu yerda h 

balandlik bo‘Iib, |лр-д| = л tenglik o‘rinlidir. Demak vektorlarning 
uzunligi tengdir. Endi ulaming yo‘nalishi bir xil ekanligini ko‘rsatamiz. 
Agar a,c,g-o‘ng uchlik tashkil etsa, g va vektorlar bir xil

yo‘nalishga ega. Bu holda о va ё vektorlar |c| vektoming bir tomonida 

joylashgan va np-ea > 0 boMadi. Agar a,c,g-chap uchlik tashkil etsa, 

np-a< 0 va /7̂ CT-|c| g vektor g vektorga qarama qarshi yo‘nalgandir. 

Demak, n p-a^g  vektor yo‘nalishi [л,с] vektor yo‘nalishi bilan bir xil 

bo‘ladi. Natijada [я,с] = /тр-я-|c|-g tenglikni hosil qildik.

3-ta ’rif. Uchta a,b,c vektorlarning aralash ко ‘paytmasi deb, ([cr,S],cj 

miqdorga aytiladi va quyidagi ко ‘rinishda belgilanadi: abc =

Tasdiq-2. Berilgan nokomplanar (chiziqli erkli) a,b,c vektorlar o ‘ng 
uchlikni tashkil qilsa, ulaming aralash kupaytmasi ularga qurilgan 
parallelipipedning hajmiga, aks holda esa hajmning mcmfiy ishora olin- 
ganiga tengdir.

Isbot: Biz a,b,c vektorlarga qurilgan parallelipipedning hajmini 
Кbilan belgilaymiz. Agar S bilan a va i  vektorlarga qurilgan
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parallelogrammning yuzasini belgilasak, [я,&]=£<? tenglik o‘rinli bo‘ladi . 
Bu yerda e vektor [a,j>J ko‘paytma bilan bir xil yo‘nalgan birlik vektordir. 
Skalyar ko‘paytmani proeksiya yordamida yozsak, abc~s\^np~ec 
tenglikni hosil qilamiz.

Bu yerda np-c absolyut qiymati bo‘yicha a,b,с vektorlarga qurilgan 
va asosi a , b vektorlarga yasalgan parallelogrammdan iborat 
parallelipipedning balandligiga tengdir. Agar a,b,с o‘ng uchlikni tashkil 
qilsa, np- c = h , agar a,b,c chap uchlikni tashkil qilsa, np- c = -h tenglik 
o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda h qaralayotgan parallelipipedning balandligidir. 
Shuning uchun v(a,b,c)=Sh formulani hisobga oisak biz bevosita tasdiq 
isbotini olamiz.

Endi biz vektor ko‘paytma xossalarini isbotlashga kirishamiz.

1-xossa isboti a,6,[a,5] va a ,6 ,p ,a ] uchliklarning orientasiyalari
har xil ekanligidan kelib chiqadi: birinchi uchlik o‘ng orientasiyaga , 
ikkinchi uchlik chap orientasiyaga egadir.

2-xossani isbotlash uchun ikkita holni ko‘ramiz Я>0 va Я<0.  
Birinchi holda a va Яд vektorlar bir xil yo‘nalishga ega va shuning

uchun a,S,[Aa,S]va vektorlar bir liil orientasiyaga ega. Demak

[Ла,£] va я [а ,б ] vektorlar uzunliklari teng va bir xil yo‘nalishga ega.

14-chiznta
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Ikkinchi holda a va Ла vektorlar yo‘nalishlari qarama qarshi va 
fl,6,[/ia,£]va я Л [я ,£ ] vektorlar uchliklari har xil orientasiyaga ega

bo‘ladi.Bundan esa [>la,£]va vektorlar qarama qarshi yo‘nalishga 

ega ekanligi kelib chiqadi.Demak, va л [а ,б ] vektorlar bir xil

yo‘nalishga ega va uzunliklari tengdir.
3 -xossa isbotini keltiramiz.
a) a,b, va с komplanar vektorlar , e,c,g-o‘ng uchlik bo‘lib, e,g 

vektorlar 1-tasdiq shartlarini qanoatlantiruvchi vektorlar bo‘lsa, ikkita 
vektor ko‘paytmani quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

[ f l ,c ]  = w/?.a|c-|g va = .

Endi proeksiya xossasidan foydalanib

[ a + b,c ]  = + |c| g  = up- a\c\ g+np-  b |c| g

tenglikni hosil qilamiz.
b) a,b,va с vektorlar komplanar vektorlar emas;

Bu holda ] vektorlarningbarchasi с vektorga

perpendikulyar boiganligi uchun ular komplanar oilani tashkil 
etadi.Demak ular chiziqli bog‘lanishli bo‘ladi, ya’ni kamida bittasi noldan 
farqli X\ Д 2Д 3 sonlari mavjud bo‘lib

a + b,c ]+ ta [  а,с ]+ ta [  b ,с J=0 

tenglik o‘rinli bo iad i. Bu tenglikdan

a + b,c ]= - ta [  а,с ]-^ з [  b, с J

tenglikni hosil qilib, uning ikkala tomonini b ga skalyar ko‘paytiramiz va
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Х](а + b )cb = - A 2 acb

tenglikni hosil qilamiz. Yuqoridagi aralash ko‘paytma haqidagi tasdiqqa 
ko‘ra

aralash ko‘paytmalarning absolyut qiymatlari mos ravishda V{a+b)cl), УжЬ 
hajmlarga tengdir.

Bu parallelipipedlaming asoslari sifatida mos ravishda a + b,b va
a,b, vektorlarga qurilgan parallelogrammlami olsak, ularning balandligi 
tengligini ko‘ramiz. Shuning uchun va V^b)cb=S2h tengliklardan
va ulaming asoslari yuzalari ham tengligidan bu hajmlarning tengligi 
kelib chiqadi.

Endi (a + b)cb va acb  aralash ko‘paytmalar bir xil ishoralarga ega 
bo‘lishi, a+b,c,b uchlik orientasiyasi a,cj> uchlik orientasiyasi bilan 
ustma-ust tushishidan kelib chiqadi. Demak, (a + b)cb =acb.  Bundan esa 
Я1=-Лг munosobatni hosil qilamiz. Xuddi shunday usul bilan 
tenglikni isbotlaymiz.

tenglik o‘rinlidir.
4-xossaning isboti a va b vektorlar parallel boMganda ular orasidagi 

burchakning sinusi nolga tengligidan kelib chiqadi.

(a + b)cb va acb

Demak,
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8-§. Vektor va aralash ко \paytmani koordinatalar orqali ifodalaslt

ky
N

/
0 X

0 ‘ng uchlikni tashkil qiluvchi ortonormal 
epe2,e3 bazis berilgan boMsa, a,6,va с vek- 
torlarni

a = axex + a2e2 +a3e3 , 

b = b^ + b2e2 + b.e, , 

c = c,e,+c2e2+c3e3

is-chizma ko‘rinishda yozib, skalyar, vektor va aralash
ko‘paytmalarni hisoblaymiz.

Skalyar ko'paytma uchun
(a,b) z=a]b] + a2b2 + a3b3

tenglik hosil boMadi.
Vektor ko‘paytmani hisoblashda

[ё„ё2]=7, , [ ё ^ ] = ^ , [ ё ^ ] = з

munosabatlami hisobga olib

[ ayb~j=(a2b , - a p 2)e, + ( ^ ,  - a xb3)e2 + (atb2- а 2Ь,)е,

tenglikni hosil qilamiz.
Qulaylik uchun vektor ko‘paytmani koordinatalari orqali

[ a ,  6 ]  = -[ <*га) 0,0, |
1 ЬЛ> M,* 44

ko‘rinishda yozish qabul qilingan.
Bundan foydalanib aralash ko‘paytma uchun
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form ulani h osi l  q ilam iz .

9-§. Tekislikda qutb koordinatalar sistemasi

Tekislikda kutb koordinatalar sistemasini kiritish uchun birorta О 
nuqtani va bu nuqtadan o ‘tuvchi o‘qni tanlab olamiz.Tanlangan nuqtani 
qutb boshi,o‘qni esa qutb o‘qi deb ataymiz va uni >t bilan belgilaymiz. 
Tekislikda berilgan ixtiyoriy О nuqtadan farqli M nuqta uchun p bilan 
\OM\ masofani, q> bilan esa i  o lq bilan OMnur orasidagi burchakni 
belgilaymiz. Bu kattaliklar M nuqtaning qutb koordinatalari deyiladi va 
М(р,ф) ko‘rinishda belgilanadi.

Tekislikning О nuqtadan farqli nuqtalari bilan qutb koordinatalari 
o‘rtasidagi moslik o ‘zaro bir qiymatli bo‘lishi uchun p  va<p kattaliklar 
uchun quyidagi chegara qo‘yiladi: 0 <p< +00, 0< <p<2 я .

Agar (x,y) dekait koordinatalar sistemasini 15-chizmadagidek 
kiritsak, quyidagi

bogManishlami olamiz. Berilgan M nuqtaning dekart koordinatalari 
ma’lum bo‘lsa,uning qutb koordinatalari topish uchun

x = pcos(py x = psin q>

fonnula bo‘yicha birinchi qutb koordinatani topamiz.Ikinchi qutb 
koordinatani topish uchun nuqtaning M nuqtaning qaysi chorakda 
joylashganligini bilishimiz kerak va



У х{p-arctg —, (р -  arcctg— 
х у

tengliklardan foydalanishimiz kerak.

10-§. Silindrik koordinatalar sistemasi

Fazoda silindrik koordinatalar sistemasisini kiritish uchun biz fazoda 
bitta tekislikni va unga tegishli О birorta nuqtani tanlashimiz kerak. 
Tanlangan tekislikda О nuqtani qutb boshi sifatida olib bu tekislikda qutb 
koordinatalari kiritamiz. Berilgan tekislikka perpendikulyar va О 
nuqtadan o‘tuvchi o‘qni OZ o ‘qi sifatida olib,fazoda silindrik 
koordinatalar sistemasini quyidagicha kiritamiz:
fazoda berilgan M nuqtaning tekislikdagi proyeksiyasini N bilan, uning 
OZ o‘qdagi proeksiyasini M' bilan belgilaymiz. Silindrik koordinatalar 
sifatida (p,<p,z) kattaliklami olamiz. Bu yerda (/?,$?)- N nuqtaning 
berilgan tekislikdagi qutb koordinatalari, z esa OM' kesma kattaligidir.

Agar biz fazoda OXY tekislik sifatida tanlangan tekislikni,OX o‘q 
sifatida qutb o‘qini olib dekart koordinatalar sistemasini kiritsak

x-pcos(p, x = psin <p , z =z
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bog‘lanishlami olamiz. Bu yerda p,(p o‘zgaruvchilar uchun

0 < p  < -ню, 0 < <p < 2л

munosabatlar o‘rinlidir.
Fazoda silindrik koordinatalar sistemasini kiritganimizda fazo bitta 

ocqqa ega bo‘lgan ichma-ich joylashgan (konsentrik) silindrlarga ajraladi. 
Fazoning har bir nuqtasi bu silindrlaming faqat bittasiga tegishli bo‘ladi. 
Agar nuqtaning silindrik koordinatalari p,(p,z bo‘lsa, bu nqta yotgan 
silindming radiusi p  ga teng bo‘ladi. Agar nuqta silindrlar o‘qiga tegishli 
bo‘lsa, u tegishli bo‘lgan silindming radiusi nolga teng bo‘ladi. 
Yuqoridagi tanlangan dekart koordinatalar sistemasida silindrlaming o‘qi 
Oz o‘qidan iboratdir. Bu dekart koordinatalar sistemasida konsentrik 
silindrlar tenglamasi

* > 2 2x -+ y 2 = p 2

ko‘rinishda bo‘ladi.

l l-§ . Sferik koordinatalar sistemasi

Fazoda sferik koordinatalar sistemasini kiritish uchun Oxyz -Dekart 
koordinatalar sistemasi kiritilgan deb hisoblab,berilgan M nuqta uchun 
markazi koordinata boshida bo‘lgan va radiusi p=\OM\ ga teng bollgan 
sferani qaraymiz. Berilgan M nuqtaning Oxy tekisligiga proeksiyasini 
M' bilan, OM vektor va Oz o ‘qi orasidagi burchakni <p bilan, OM' 
vektor va Ox orasidagi burchakni 4/  bilan belgilaymiz. Burchaklami 
aniqlashda^ burchak shunday tanlanadiki , Oz o ‘qining musbat 
yo‘nalishi tomonidan qaraganimizda, Ox o‘qini OM' nur bilan ustma ust 
tushirish uchun soat mili yo‘nalishiga qarshi yo‘nalishda <p burchakka 
burish kerak. Yuqorida aniqlangan p, (p, у/ kattaliklar M nuqtaning sferik 
koordinatalari deyiladi. Bunga sabab, fazoning koordinatalari p=const 
tenglamani qanoatlantiruvchi nuqtalari to‘plami sferani tashkil qiladi. 
Fazoning har bir nuqtasi radiusi koordinata boshidan shu nuqtagacha 
bo‘lgan masofaga teng bo‘lgan sferada yotadi. Nuqtaning dekart
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koordinatalari bilan sferik koordinatalari orasidagi bog‘lanish 
quyidagicha bo ‘ladi:

.v = /?sin y/coscp, 0<<p<2n  
n n' v = psm (pcosif/, -  — <{//< — 

z  = /9 cos (p

17-chizma

Odatda fazo nuqtalari blan ulaming sferik koordinatalari orasidagi moslik 
o‘zaro bir qiymatli boMishi uchun ular uchun

0 </><oo, 0 <(р<2я , 0 <y / <K

chegaralar qo‘yiladi.
Fazoda sferik koordinatalar sistemasini kiritganimizda fazo markazi 

bitta nuqtada bo‘lgan sferalarga ajraladi. Agar nuqtaning sferik 
koordinatalari р У(р,у/ bo‘lsa, u yotgan sferaning radiusi p  ga teng 
bo‘ladi. Bu masofa nuqtadan koordinatalar boshigacha bo‘lgan masofaga 
tengdir. Nuqta p radiusli sferada yotgan bo‘lsa,

q> va \{/ burchaklar uning sferadagi vaziyatini aniqlaydi.
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12-§. Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini almashtirish

Orientasiya: Bir vektordan ikkinchisiga qisqa burilish yo‘nalishi soat 
strelkasi yo‘nalishiga qarama-qarshi bo‘lsa, bu vektorlar o‘ng ikkilik, aks 
holda chap ikkilik tashkil qiladi deyiladi. Bazis sifatida biror ikkilik 
tanlansa, biz orientasiya tanlab olingan deb hisoblaymiz. Bizga {/',}*} va 
{/',/} ortonoiTnal bazislar berilgan boMsin. Bu bazislar yordamida 
kiritilgan Dekart koordinatalar sistemasilarini mos ravishda Oxy va O'x'y' 
bilan belgilaylik. Nuqtaning “eski” va “yangi” koordinatalari orasidagi 
bog‘lanishni topamiz. “Yangi» koordinatalar sistemasi markazining 
«eski» koordinata sistemasidagi koordinatalarini (я,b) bilan belgilaylik.

18-chizma

Tekislikda M nuqta berilgan bo‘lib,uning 
Oxy va O'x'y' sistemalardagi koordi
natalari mos ravishda (*,.y) va(* ',/) juft- 
liklardan iborat boMsin. Biz quyidagi 
tengliklarga ega boMamiz:
OM=x'i + y j , СШ = хГ+у‘/ ' , 00' = ai + bj 
Наг bir vektomi {/, j } bazis orqali ifodalash 
mumkinligi uchun

r  = au i+ a n j  , j '  = a i\i+ a22j

munosabatlami hosil qilamiz. Bu ifodalami

Ш = 00'+ 0гМ , ОМ = xi + y j

(1 )
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tengliklarga qo‘yib

tenglikni hosil qilamiz.
Bazis vektorlari {7,7} chiziqli erkli oilani tashkil etganligi uchun 

yuqoridagi munosabatdan

fx = aux'+ a2iy ' + a
a^x'+ any* + b (2)

fonnulalami olamiz. Endi atj koffisientlami topish uchun ikkita holni 
qaraymiz.

Birinchi hoi: va {7 ,/}  bazislar bir xil orientasiyaga ega. Bu 
hoJda agar
ф bilan / va /' vektorlar orasidagi burchakni belgilasak, j  va /  
vektorlar orasidagi burchak ham ф ga teng bo‘ladi. Yuqoridagi (1) 
tenglik laming har ikkalasini / va j  vektorlarga skalyar ko‘paytirib

au -  сояф ,aJ2 = sinф , an = -sin фУа22 = cosф

formulalami olamiz.Agar {/,y}va { / ',/}  bazislar har xil orientasiyaga 
ega bo‘lsa, J va /  vektorlar orasidagi burchak n-<p ga teng boiadi. Bu 
holda (1) tengliklaming har birini / va j  vektorlarga skalyar ko‘paytirib

a„ = cos^,tfl2 =sin^ , a2l = sin^, =cos^

formulalami hosil qilamiz. Bu formulalami (2) formulalarga qo‘yib mos 
ravishda quyidagi ikkita formulalami olamiz:

/ =  х'соьф-у'ьтф + а ^
\=х'$\пф +у’со$ф + Ь

xi + y j  = (2i+bj  + a]] x 'i+a} 2x 'j  + a2 \ y'i + a22y 'j
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Bu holda o‘tish determinant uchun

tenglik o‘rinli.
Ikkinchi holda bazislaming orientasiyalari har xil va koordinatalami 

almashtirish formulalari

{.v = ycos^+ysin^ + fl 
у - x  s'in</>-y'cos<f> + b

20-chizma

ko‘rinishda bo‘ladi.

Bu holda o‘tish determinanti uchun

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Demak koordinatalar sistemesini almashtirga- 
nimizda o‘tish matritsasinig detenninanti musbat boclsa, oriyentatsiya 
o‘zgarmaydi. Agar o‘tish matritsasining determinanti manfiy bo‘lsa, 
oriyentatsiya qarama-qarshi oriyentatsiyaga o‘zgaradi.
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13-§. Birinchi bob bo \yicha oraliq nazorat uchun topshiriqlar
namun atari

Variant № 1

1. a{a+b} = aa + ab tenglikni isbotlang.

2. Berilgan a = 2i-~j+3k , b = l-3 j+ 2 k  ,c  = 3 l+ 2 j-4 k  vektorlar 
uchun (jr,a)= -5 , (л ,й)= -11,(Я с)=20 shartlami qanoatlantiruvchi x 

vektomi toping.
3. Uchburchakning A(-l;-2;4), B (^;-2;0)va C(3;-2;l) uchlari 

berilgan. Uning В uchidagi burchagini toping.

Variant № 2

1. (a + ц)а = aa + ца tenglikni isbotlang.

2. Uchburchakning A{3\2\-3), 5(5;l;-l)va C(l;-2;l) uchlari berilgan. 
A uchining tashqi burchagini toping.

3. Berilgan a = 2i -  j +3k , b = 7 - 3 j+ 2k , с =3?+ 2 j -  4k vektorlarga 
qurilgan parallelipiped hajmini toping.

Variant № 3

1. (я+£,с)=(Я с)+(£,ё) tenglikni isbotlang.

2. Berilgan a = a i-3 j+ 2 k  b = l+ 2 j - a k  vektorlar perpendikulyar 
bo‘lishi uchunna ning qiymati qanday bo‘lishi kerak .

3. Berilgan iv a  b vektorlar orasidagi ф burchak ^  ga tengligi va
6

М=>/з ,|£ |= lekan lig i m a’lurn bo‘lsa, ~p = ~a+b va q - a - b  vektorlarga 
qurilgan parallelogram yuzasi topilsin topilsin.
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Variant № 4

1. [л<а,й]=[д,лй] = л[7/,ё] tenglikni isbotlang.

2. Uchburchakning Л(-1;-2;4), £(-4;-2;0)va C(3;-2;l) uchlari 
berilgan. Uning fluchidagi tashqi burchagini toping.

3 .0 ‘ng uchlik tushunchasini keltiring.

Variant № 5

1. Tkkita nokollinear vektorlarning chiziqli erkli ekanligini 
isbotlang.

2. Berilgan a va b vektorlar orasidagi ф burchak ^  ga tengligi va
6

| a |= s[2 f |^ |= i ekanligi m a’lum bo‘lsa, p - a + b  va q = a -b  vektorlar 
orasidagi burchak topilsin.

3.Chap uchlik tushunchasini keltiring

Variant № 6

1. Uchta nokollinear vektorlarning chiziqli erkli ekanligini 
isbotlang.

2. а= 7-3} + Л , S = 27-y+3£ vektorlarga qurilgan parallelogramm 
yuzini toping.

3.Vektor ko‘paytmaning ta’rifini keltiring.

Variant № 7

1. Bazis va koordinatalar. Dekart koordinatalar sistemasi.
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2.Berilgan а = {1,0},£ = {1,1} vektorlar orqali c = {-l,0} vektorni 
chiziqli ifodalang.

3. Aralash ko‘paytmani aniqlang.

Variant № 8

1. Skalyar ko‘paytmaning dekart koordinatalardagi ifodasi keltirib 
chiqaring.

2. Uchburchakning Л(3;4;-1), £(2;0;3)va C(-3;5;4) uchlari berilgan. 
Uchburchakning yuzi hisoblansin.

3. Berilgan a = {2,-1,3}, b = {1,4,2} vektorlarning vector 
ko‘paytmasini toping.

Variant № 9

1.Vektor ko‘paytmaning dekart koordinatalardagi ifodasini keltirib 
chiqaring.

2. Fazoda/V/(-5;7;-6) va N(l;-9;9) nuqtalar berilgan.Berilgan 
a = {l;-3;l} vektoming ~MN vektor yo‘nalishdagi o ‘qqa proeksiyasini 
toping.

3. Berilgan a = {2,-1,3}, b = {1,4,2} vektorlarning kollinyar boMish 
yoki boMmasligini aniqlang.

Variant № 10

1. Aralash ko‘paytmaning dekart koordinatalardagi ifodasini 
keltirib chiqaring.

2. Uchlari Л(2;-1;1), Я(5;5;4),С(3;2;-1)/>(4;1;3) nuqtalarda bo‘lgan 
tetraedr hajmi hisoblansin.
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3. Berilgan a = {2,—1,3}, b = {1,4,2}, c = {3,l,-l} vektorlarning 
komplanar bo‘lish yoki bo‘lmasligini aniqlang.

Variant № 11

1 .Skalyar ko‘paytmaning xossalarini keltiring.

2. Berilgan a va A vektorlar orasidagi ф burchak — ga tengligi va
6

I 7̂1= л/з, |й |= 1 ekanligi m a’lum bo‘lsa, ~p = a+b  va q = a -b  vektorlari 
orasidagi burchak topilsin.

3. Berilgan a = {2,-l,3}, ^ = {1,4,2}, c = {3,1,— 1} vektorlarga qurilgan 
parallellopipedning hajmini toping.

Variant № 12

1. To‘g‘ri chiziqda koordinatalar sistemasini kiriting.

2. Beri lgan a = a i -  3j + 2k b = i + 2 j - a k  vektorlar perpendikulyar 
bo ‘iishi uchunna ning qiymati qanday bo‘lishi kerak .

3. Berilgan д = {2,-1,3}, 6 = {l,4,2}, c = {3,l,-l} vektorlarning о‘ng 
yoki chap uchlik hosil qilshini aniqlang.

Variant № 13

1. Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini kiriting.
2. Uchlari ^(2;-l;l),5(5;5;4),C(3;2;-l>D(4;l;3) nuqtalarda bo‘lgan 

tetraedr balandligi hisoblansin.
3. Berilgan S = {2,-1,3}, £ = {1,4,2}, c = {3,l,-l} vektorlarning bir 

tekislikga parallel bo‘lishi yoki bo‘lmasligini aniqlang.
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пвов
TO ‘G‘RI CHIZIQLAR VA TEKISLIKLAR

n

И

l-§ . Tekislikda to ‘g ‘ri chiziqlar

l.T o‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasi 
Tekislikda Oxy Dekart koordinatalar sistemasi kiritilgan bo‘lsin. 

Agar tekislikda biror t  to‘gri chiziq berilgan bo‘lsa, unda yotgan nuqtalar 
koordinatalari birinchi darajali Ax + By + C = Q tenglamani qanoatlanti- 
rishini ko‘rsatamiz. Tekislikda yangi О У / koordinatalar sistemasini 
shunday kiritamizki f to‘gri chiziq abtsissa o‘qi bilan ustma-ust tushsin. 
Yangi (Уху koordinatalar sistemasida ( to‘gri chiziqdagi nuqtalaming 
koordinatalari /  = 0 tenglamani qanoatlantiradi. Biz O'x'y' koordinatalar 
sistemasidan eski Oxy koordinatalar sistemasiga o‘tsak yuqoridagi 
tenglama Ax + By + C = 0 ko‘rinishga ega 
boiadi. Bu yerda koeffisientlar quyidagi 
munosabatni qanoatlantiradi: A2 +B2 >0

Teskari masala qo‘yamiz, ya’ni berilgan Mq ^  
tenglamaga Ax + By + C = 0 ko‘ra to ‘gri ° ’ ° M(x,y)

. . .  . . . 21-chizmachiziqm amqlaymiz.
Koordinatalari Ax+By+ C = 0 tenglamani qanoatlantiruvchi M[x0y0)

nuqtani olamiz. Agar С bilanM(x0v0) nuqtadan o ‘tuvchi va n-{A ,B) 
vektorga perpendikulyar to ‘g‘ri chiziqni belgilasak, nuqta f
to‘g ‘ri chiziqqa tegishli bo‘lishi uchun M0M vektor n = {A,B} vektorga 
ortogonal bo‘lishi zarur va etarlidir. Ortogonallik shartini skalyar 
ko‘paytma orqali yozsak

Ax+By + C = 0, (1)

tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglama to‘g‘ri chiziqning umumiy 
tenglamasi deyiladi. Agar (1) tenglamada A = 0 bo‘lsa, (1) tenglama Ox 
o ‘qiga parallel to‘g‘ri chiziqni, B = 0 va C = 0 boclgan hollarda mos 
ravishda Oy o‘qiga parallel va koordinata boshidan o ‘tuvchi to‘g ‘ri 
chiziqlami olamiz.
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Bizga berilgan (1) tenglamaning hamma koeffisientlari noldan farqli 
bo‘lsa, tenglamani

-C  + - C  1 ^
~A ~B

С Сko‘rinishda yozib va a = belgilashlar kiritib, uni

r r 1
ko‘rinishga keltiramiz. Bu tenglama t o ^ r i  chiziqning kesmalardagi 
tenglamasi deyiladi. Bu holda to‘g‘ri chiziq koordinata boshidan 
o‘tmaydi va koordinata o4qlaridan kattaliklari mos ravishda avaMarga 
teng bo‘lgan kesmalami ajratadi. Bu tenglama to‘g‘ri chiziqni chizish 
uchun qulaydir.

22-chizma

2~§. To‘g ‘ri chiziqning kanonik tenglamasi

To‘g‘ri chiziqqa parallel har qanday vektor to‘g‘ri chiziqning 
yo‘naltimvchi vektori deyiladi. Agar to‘g‘ri chiziqning bitta nuqtasi va 
yo‘naltiruvchi vektori berilgan bo‘lsa,uning tenglamasini tuzish 
masalasini qaraylik. Agar a-{C 4m} yo‘naltiruvchi vektor boMib, M(x0,y0) 
nuqta to‘g‘ri chiziqqa tegishli bo‘lsa, to‘g‘ri chiziqning har bir M(x,y) 
nuqtasi uchun M0M vektor a = {̂ ,/w} vektorga kollinear bo‘lishi
kerak.Kollinearlik shartini yozsak quyidagi tenglamani olamiz:
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Х-Х0= у ~ у 0
iа т (4)

Bu tenglama to^g^ri chiziqning kanonik tenglamasi deyiladi.
Yuqoridagi (4 ) tenglamauing o‘ng va chap tomonlarini t bilan 

belgilasak quyidagi parametrik tenglamalami olamiz:

x = x0+£t, у  = v0 + mt

Agar abssissa o‘qiga parallel boim agan L to‘g‘ri chiziq OX o4qini 
A nuqtada kesib o‘tsa,abssissa o‘qi bilan to‘g‘ri chiziq orasidagi 
burchakni^ bilan belgilaymiz.Burchak^ yagona ravishda tanlanishi 
uchun to‘g4ri chiziqning birorta yo‘naltiruvchi a = {£,/>/} vektorini tanlab 
burchakni OX o ‘qidan yo‘naltiruvchi vektorga 
soat mili yo‘nalishiga qarshi yo‘nalishda hi- 
soblaymiz. Bu burchakning tangensini к bilan 
belgilasak

/
tenglikni hosil qilamiz. To‘g‘ri chiziqning 
birorta M(x0iy0) nuqtasini bilsak,uning tengla- 
masini

y -y * = k {x -x ,) (5)

ko‘rinishda yoza olamiz. T olg‘ri chiziqlar orasidagi burchakni hisoblash 
formulalarini keltirib chiqaramiz. AgarL,vaL, to‘g‘ri chiziqlar

Â x + B,y + С, = 0 va Ax + B2y + C2 = 0

tenglamalar bilan berilgan bo isa , ular orasidagi burchak ulaming 
^  = {4 ,#,}, пг ={Аг,В2) normal vektorlari orasidagi burchakga tengdir. 
Vektorlar orasidagi burchak bizga ma’lum boigan
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formula bilan hisoblanadi. Agar ^  va L2 to‘g‘ri chiziqlar mos ravishda

*-* , = У~У> va x - x 3 = y - y 2 (7)/, щ l2 m2

tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, bu to lg‘ri chiziqlar orasidagi burchak, 
ulaming yo‘na!tiruvchi *?,={/,,//*,} va tf2 = {/2,w2j vektorlari orasidagi 
burchakka tengdir.Bu holda ham to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchak 
skalyar ko‘paytma yordamida

formula bilan hisoblanadi. To‘g‘ri chiziqlarning parallel yoki perpendi- 
kulyar boMishi mos ravishda ulaming normal vektorlari (agar ular (5) 
tenglamalar bilan berilgan bo‘Isa) yoki yo‘naltiruvchi vektorlarning (agar 
ular (7) tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa) parallel yoki perpendikulyar 
bo4lishiga ekvivalentdir. Shuning uchun

tengliklar to ‘gcri chiziqlarning paralJellik va perpend ikulyarlik 
shartlaridir.

Mustaqil ish-1. Agar to‘g‘ri chiziqlar (7) tenglamalar bilan berilgan 
boMsa, ularning parallel yoki perpendikulyar bo‘lishi shartlarini yozing. 

To‘g‘ri chiziqlar mos ravishda

tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, ularning abssissa o‘qi bilan hosil qilgan 
burchaklarini or,va a2 bilan belgilasak, tobg‘ri chiziqlar orasidagi burchak 
ф uchun

(8)

4- = -^  va A.A, + B,B,= 0 
A, B, ■ '

у -  ktx + va jv -  k2x + b2 (9)



ф = аг- а ,

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikdan

formula orqali
1 + tgaitga2 1 + k,k2

(1 0 )

1 + kxk2

munosabatni hosil qilamiz.
Miistaqil ish-2. To‘g‘ri chiziqlar (9) tenglamalar bilan berilgan 

bo‘lsa, ular uchun paralellik va perpendikulyarlik shartlarini yozing.

3-§ Nuqtadan to ‘g ‘ri chiziqgacha bo ‘lgan rnasofa

Bizga / to‘g ‘ri chiziq berilgan bo‘lsa, koordinata boshidan o‘tuvchi 
va / to‘g‘ri chiziqga perpendikulyar to ‘g‘ri chiziqni L bilan, ulaming 
kesishish nuqtasini MQ bilan belgilaymiz. Agar n bilan L to ‘g ‘ri 
chiziqning birlik yo‘naltiruvchi vektorini belgilasak , u

ko‘rinishga ega bo‘ladi.

24-chizma

n = { cos 0,sin#}

Tekislikning M(xty)  nuqtasi / 
to‘g ‘ri chiziqqa tegishli boMishi uchun 
OM vektoming L to‘g‘ri chiziqqa 
proeksiyasi OM0 vektoming uzunligiga 
teng bo‘lishi zarur va etarlidir. Agar 
OM0 vektoming uzunligini p bilan 
belgilasak

np-OM —p

tenglikni hosil qilamiz. Proeksiyani 
skalyar ko‘paytma orqali ifodalash 
natijasida biz
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xcos в  + jysin в  -  p  = О

tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglama to‘g‘ri chiziqning normal 
tenglamasi deyiladi.

Agar M(x,y) nuqta tekislikning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsa, N0 bilan 
M(x,y) nuqtaning L tolg‘ri chiziqdagi proeksiyasini belgilasak, M0N0 
kesma kattaligi uchun quyidagi M0N0 = ON0 -  OM0 = ON0 -  p tenglikni hosil 
qilamiz. Bu yerda ON0 -np-OM bo‘lganligi uchun

M0Nn -  xcosO + j/sin в -  p

formula M0N0kattalikni hisoblash imkonini beradi. Bu kattalik M(x,y) 
nuqtaning I to‘g‘ri chiziqdan chetlashishi deyiladi. Chetlashishning 
absolyut qiymati M(x,y) nuqtadan / to‘g‘ri chiziqga bo‘lgan masofaga 
tengdir. Demak nuqtadan to‘g‘ri qiziqgacha bo‘lgan masofani hisoblash 
uchun to‘g‘ri chiziq tenglamasini normal ko‘rinishga keltirish keyin esa 
nuqta koordinatalarini normal tenglamaning chap tomonidagi o‘zgaruv- 
cliilar o‘miga qo‘yish etarlidir.

To‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasini normal ko‘rinishga keltirish 
uchun uning ikkala tarafmi

1
* —  ̂ i—i-----

ylA + B2

ifodaga ko‘paytirish zarur boMadi. Bu yerda tC = - p  tenglik bajarilishi 
kerak. Shuning uchun t ifodaning ishorasi С ning ishorasiga qarama- 
qarshi boMishi lozimdir.

4-§. Fazoda tekislik va to ‘gri chiziq tenglamalari

4.1. Tekislikning umumiy tenglamasi

Fazoda Dekart koordinatalar sistemasi kiritilgan va unda a  tekislik 
berilgan bo‘lsin. Bu tekislikka tegishli nuqtalar koordinatalari birinchi 
darajali chiziqli tenglamani qanoatlantirishini ko‘rsatamiz. Tekislikka
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tegishli M0 z0) nuqtani olib, a  tekislikka perpendikulyar birorta 
vektomi n bilan belgilasak, M(x,y,z) nuqta a  tekislikka tegishli bo‘lishi 
uchun M0M vektoming «vektorga perpendikulyar boMishiga teng

kuchlidir. Demak M(x,y,z) nuqtaning 
koordinatalari

A ( x - x 0) + B ( y - y n) + C ( z - z J  + D = 0

tenglamani qanoatlantirishi kerak.Agar D= 
Axo+ Byo+Czo belgilashni kiritsak

Ax + By + Cz + D = 0

tenglamani hosil qilamiz.
Teskari masala qo‘yamiz: Ax + By + Cz + D = 0 tenglama berilgan 

bo‘lsa, koordinatalari berilgan tenglamani qanoatlantiruvchi nuqtalar 
to‘plami tekislikni hosil qilishini ko'rsatamiz. Koordinatalari berilgan 
tenglamani qanoatlantiruvchi birorta M 0(x0Jy 0,zQ) nuqtani olib,
M0(x0,y0,z0) nuqtadan o‘tuvchi va п = {А*В,С}  vektorga peipendikulyar
tekislikni a  bilan belgilasak, bu tekislikdagi nuqtalaming koordinatalari 
berilgan tenglamani qanoatlantirishini ko‘ramiz.Va aksincha, 
koordinatalari berilgan tenglamani qanoatlantiruvchi nuqtalaming har biri 
a  tekislikga tegishlidir.

4.2. Berilgan uchta nuqtadan o ‘tuvchi tekislik tenglamasi

Fazoda bir to4glri chiziqda yotmaydigan M {(xv y v zx) ,  M 2(x2,y2,z2),  
Му(Х),у„г3) nuqtalar berilgan bo‘lsa,ulardan o‘tuvchi a  tekislik 
tenglamasini tuzaylik. Fazoning M(x,y, z)  nuqtasi a  tekislikka tegishli 
bo‘lishi млм, м,м2, vektorlarlaming komplanar boMishiga teng 
kuchlidir. Bu vektorlarning aralash ko‘paytmasi nolga teng bo‘lishini 
koordinatalar orqali yozsak tenglamani hosil qilamiz.
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А '- А ,  у - у ,  Z - Z ,

Хг-Ххуг -Ух 2̂-г , 
У х - У х  z , ~ z ,

4.3 Berilgan nuqtadan о ‘tuvchi va ikki vektorga parallel tekislik
tenglamasi

x - x *  У - У о  - " - о

°\ °2 Q\ 
b2 b,

=  0

4.4. Ikki tekislikning о ‘zaro vaziyati

Bizga dekart koordinatalari kiritilgan fazodaava/? ikkita tekislik- 
larmos ravishda quyidagi tenglamalar bilan 
berilgan boMsin :

a  : A {x + Bxy  + CKz  + O, = 0 , /?:
A ,.v + B̂ y + C ẑ + O, = 0. 

a
Bu tekisliklar orasidagi burchak ulaming 

nonnal vektorlari orasidagi burchakka 
tengdir.Ularning л, ={/!,, C,} va
/^ = {у42,Д,,Сг} normal vektorlari orasidagi burchakning kosinusini
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26-chizrtia

Bizga fazoda A/,,(a0,;>,„z0) nuqta va nokollinear ayb vektorlar 
berilgan boMsin. Berilgan nuqtadan 
o‘tuvchi va a,b vektorlarga parallel a s '
tekislik tenglamasini tuzaylik. Bu holda s '  Mo \
M(x,y,z) nuqta a  tekislikka tegishli /  /Т
boMishi uchun M0M ,a,b vektorlaming v. /  1 / 
komplanar boMishi zarur va etarlidir. b\ j
Agar a = {ai,aiya3}tb = {bl,b2>b,} boMsa, W l
aralash ko‘paytmani koordinatalar orqali 27-Щта
yozsak tenglamani hosil qilamiz.



cos Ф= , 4 4  + &Л + с А  — ,
4 лГ ^ < 4 4 ^ с1

formula buyicha xisoblashni bilamiz. Tekisliklaming parallellik sharti 
ulaming vektorlari paralleligiga teng kuchlidir. Shuning uchun bu shart

A *  Ci

ko‘rinishda yoziladi. Tekisliklaming peфendikulyarlik sharti ulaming 
normal vektorlari perpendikulyarligiga teng kuchli va

+ B} B2 + C,C2 = 0
ko‘rinishda yoziladi.

5-§. Nuqtadan tekislikkacha bo *lgan masofani hisoblash

Fazoda a  tekislik berilgan bulsa,koordinata boshidan bu tekislikka 
perpendikulyar t to4g‘ri chiziq utkazamiz va bu to‘g ‘ri chiziqning 
tekislik bilan kesishish nuqtasini M0 bilan belgilaymiz.To‘g ‘ri chiziqning 
OMo vektorga parallel yo‘naltiruvchi birlik e vektorini

e -  {cosa,cos/?,cosy}

ko‘rinishda yozishimiz mumkin. Bu yerda e vektoming koordinata 
o‘qlari bilan hosil qilgan burchaklari mos ravishda a yp , у harflari bilan 
belgilangan. AgarM0 nuqta koordinata boshi bilan ustma ust tushsa, e 
vektor sifatida ( to‘g‘ri chiziqqa parallel ixtiyoriy vektorni olish mumkin. 
Bu vektoming tanlanishi t  to‘g‘ri chiziqda yo‘nalishni aniqlaydi va I 
to‘g ‘ri chiziqni o‘qqa aylanadi. Fazoning M (x ,y , z )  nuqtasia tekislikka
tegishli bo‘lishi uchun OM vektoming ( o‘qqa proeksiyasi OMo vektor 
uzunligiga teng boMishi lozimdir. Demak

np-OM = p

44



tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda p -  koordinata boshidan a  tekislikkacha 
bo‘lgan masofa). Bu tenglikda e vektoming birlik vektor ekanligini 
hisobga olib, tenglikni

np.OM =(e,OM)

ko‘rinishda yozamiz. Skalyar kupaytmani koordinatalar orqali ifodalasak, 
yuqoridagi tenglik

x cos a  + у  cos p  + z cos у  = 0

ko^inishga keladi. Bu tenglama tekislikning nonnal tenglamasi deyiladi.
Bu tenglama yordamida berilgan A/(x0,;>0,z0) nuqtadan a tekislik- 

gacha bo‘lgan masofani hisoblash mumkin. Berilgan M(x^yQ,z0) 
nuqtadan a  tekislikgacha bo igan  masofani d bilan, A/(x0,.y0,z0) 
nuqtaning £ o‘qdagi proeksiyasini N bilan belgilasak, yo‘nalishga ega 
bo‘lgan kesmaning kattaligi M(x0,y0,z0) nuqtaning a tekislikdan 
chetlanishi deyiladi. Bu chetlashishni 8 bilan belgilasak

S = M0N — ON -  OM0

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda p = OMQ tenglikni hisobga olsak

S = O N - p
* 1

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikda OM vektoming CWproyektsiyasir.i 
skalyar ko‘paytma orqali yozsak

5  -  x0 cosa + y0 cos/? + z0 cos y - p  

formulani olamiz. Bundan esa d uchun

d _ Ax0 + By0 + Cz0+D

formulani topamiz.
J a 2+ b2+ c 2
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Biz oldingi paragraflarda tekislikda nuqtadan to‘g‘ri chiziqqacha 
masofa formulasini ham keltirgan edik. To‘g‘ri chiziq va tekislik tengla- 
malarini vektor ko‘rinishda yozib biz ikkita formulani bitta formula ko‘ri- 
nishida yozishimiz ham mumkin. Haqiqatan tekislikning (to‘gcri chiziq
ning) normal vektorini n - { A yB,C} (to‘gri chiziq uchun n = {A,B}) ko‘ri- 
nishda, tekislikka tegishli (to‘g‘ri chiziqqa tegishli) nuqta radius vektorini 
r0 bilan belgilasak, tekislik (to‘g ‘ri chiziq) tenglamasini

(/•-r,,w) = 0

ko‘rinishda yozishimiz mumkin. Radius -  vektori rx boMgan M(jr0,^0,z0) 
nuqtadan tekislikkacha (to‘g‘ri chiziqqacha) bo'lgan masofa skalyar 
ko‘paytmaning moduliga tengdir:

к

6-§. Fazoda to ‘gri chiziq tenglamalari

Dekart koordinatalar sistemasi kiritilgan fazoda bizga 6to‘g‘ri 
chiziq berilgan bo‘sa, а = {а^а2,аг} vektor £ to‘gri chiziqqa parallel 
vektorlardan bittasi bo‘lsin,M(*0,j>0,z0) esa to‘gri chiziqqa tegishli birorta 
nuqta bo‘lsin. Berilgan M ( x 0,y0,z0) nuqtaning radius-vektorini r0 bilan 
belgilasak, fazoda radius-vektori r bo‘lganA/(.r,y,z) nuqtaning to ‘g‘ri 
chiziqqa tegishli bo‘lishi r - r 0 va а = {яря2,я3} vektorlarning parallelligiga 
teng kuchlidir. Bu shartni

r  =  r0 +  a  (1)

ko‘rinishda yozib,to‘g‘ri chiziqning vektor ko‘rinishdagi tenglamasini 
olamiz..Bu yerda t parametr -oodan oogacha o‘zgarganda r vektor oxiri 
l. to‘g‘ri chiziq nuqtalarini hosil qiladi. Yuqoridagi tenglamani 
koordinatalar orqali yozsak
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x = x 0 + alt , y  = y 0 + a 2t ,z  = zv + a j

tengliklarni hosil qilamiz. Bu tenglamalar to‘g‘ri chiziqning parametric 
tenglamalari deyiladi. Agar bu tenglamalardan t ni yo‘qotsak

x - x 0_ y - y 0
я,

(2)

tenglama kelib chiqadi. Bu tenglama ( to‘gri chiziqning kanonik 
tenglamasi deyiladi.

6.1. Ikki nuqtadan о ‘tuvchi to ‘gri chiziq tenglamasi

Fazoda radius-vektor lari r„r2 boMgan M{(x[yy x,zx) va M(x2,y2iz2) 
nuqtalar berilgan bo1 Isa, bu nuqtalardan o‘tgan t to‘g‘ri chiziq uchun 
r2- r t vektor yo‘naltiruvchi vektor bo‘ladi. Yuqoridagi (1) tenglamadagi 
vektor o‘rniga r2- r x vektorni qo‘ysak, M0(x0ty0,z0) nuqta sifatida 
M,(xx,yx,zx) nuqtani olsak С to‘g‘ri chiziqning vektor ko‘rmishdagi 
parametrik tenglamasini

r = / ;+ (/;- / ;) /  (3)

ko‘rinishda yozish mumkin. Agar (3) tenglamada t parametmi yo‘qotib 
uni koordinatflar orqali yozsak С to‘g‘ri chiziqning kanonik tenglamasini

* - * ,  ^ У~У, = r ~-i  (4)
хг -х, У2 -У 1 r2~-i

ko‘rinishda hosil qilamiz.

6.2. To *g ‘ri chiziq ikkita tekislikning umumiy qismidir 

Bizga f to‘gri chiziq kanonik

x - x 0 _ y - y 0 = Z - Z a

Д, a2 ay 
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tenglam a yordamida berilgan bo‘lsin. Bu tenglamadan quyidagi ikkita 
tenglamalam i hosil qilamiz

x-*o - У~Уо ? У~Уо _ z ~zo (5)
a, a2 ’ a, a,

Bu tenglamalami

. a, { y - y „ ) - ‘i1( z - z a) = 0

ko lrinishda yozsak f to‘gri chiziq

а!(дс-д:о) - ^ ( ^ - у о) = 0 va а , { у - у , ) - а г{ г - 2, )  = 0

tenglamalar bilan aniqlanuvchi tekisliklaming kesishishidan iborat 
bollishini ko‘ramiz. Agar bizga ikkita a  va P tekisliklar

А, x+Bly+Clz+Dl =0 va A2x+B2y+C2z+D2 = 0

tenglamalar bilan berilib
(A  b> c .  \
U  b2 c j

matrisaning rangi 2ga teng boisa,ular parallel boMmaydi va birorta С 
to‘g‘ri chiziq bo‘ylab kesishadi . Bu to ‘g‘ri chiziqning kanonik 
tenglamasini tuzish uchun uning birorta nuqtasini va bitta yo‘naltiruvchi 
vektorini bilishimiz yetarli. Biz koordinatalari

£ 1, x + Byy  + Cxz  + D, = 0 
jX + B2y  + C2z + D2 = 0

sistemani qanoatlantiruvi M0(x0,y09z0) nuqtani topib, i  to‘g ‘ri chiziqning 
yo‘naltiruvchi vektori sifatida ^  = {4,Д,С,} va

= {Аг9Вг9С2) vektorlarning vektor ko‘paytmasini olamiz, chunki bu 
vektor ko‘paytma С to‘g‘ri chiziqqa paralleldir.



7-§. Fazoda nuqtadan to ‘g ‘ri chiziqqacha bo4gan masofani hisoblash

Bizga fazoda t to‘g‘ri chiziq va unga tegishli bo‘lmaganA/l(jr„,yl>z;) 
nuqta berilgan boMsin. Biz bilamizki to ‘g‘ri chiziq va unga tegishli bo‘l- 
magan nuqta orqali bitta tekislik o‘tkazish mumkin. Tekislikda nuqtadan 
t o ^ r i  chiziqqacha bolgan masofani hisoblashni oldingi paragraflarda 
o‘rgangan edik. Buning uchun biz to‘g‘ri chiziqning tekislikdagi 
tenglamasini va nuqtaning tekislikdagi koordinatalarini bilishimiz kerak. 
Lekin bu ish har doim qulay bo‘lmaganlini uchun biz bevosita С to ‘g‘ri 
chiziqning

r = rv + at

tenglamasidan foydalanmoqchimiz. Bizga to‘g‘ri chiziqning M0[x93y0%zQ) 
nuqtasi va uning yo‘naltiruvchi a vektori ma’lum. Agar N  nuqta t 
to‘g‘ri chiziqqa tegishli bo‘lib, Mx(xx,y x,zx) va N nuqtalardan o‘tuvchi 
to‘g‘ri chiziq С to4g‘ri chiziqqa perpendikulyar bo‘lsa, Mx(xx,y ltzx) va 
N nuqtalar orasidagi niasofa Mx(xx,y xizx) nuqtadan С to‘g‘ri chiziqqacha 
bo‘lgan masofadir. Biz NMX vektorni

NMx=dex

ko‘rinishda yoza olamiz. Bu yerda d=\NMx\, ex esa NMX vektor bilan bir 
xil yo‘naIishga ega boMgan birlik vektordir. Xuddi shunday a vektorni

ko‘rinishda yozib, NMX va о vektorlarning vektor ko‘paytmasi uchun

[ Щ ,а ]  = < ф [ё> г] 

tenglikni olamiz. Bu tenglikdan
[ щ , « ]  

Г
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formulani hosil qilamiz. Lekin bu fomiulada N nuqta koordinatalari 
nom a’lum boMganligi uchun, biz undan bevosita foydalana olmaymiz. 
Lekin chizmadan ko‘rinib turibdiki, biz NMX vektomi

NMl =rl - ( r 0+atx)

ko‘rinishda yoza olamiz. Bu yerda tx- 
parametming N nuqtaga mos keluvchi 
qiymatidir. Endi bu ifodani yo‘qoridagi 
fonnulaga qo‘yib va atx,a  vektorlaming 
vektor kupaytmasi nol’ vektor ekanligini 
hisobga olsak

\ [ п - Щ

FI
formulani olamiz. Bu formulani koor- 28-chivna
dinatalar orqali yozsak, u

yjax +a\ +a]

ko‘rinishga keladi.

8-§. To‘g ‘ri chiziqlanting o ‘zaro vaziyati 

Bizga ikkita to‘g‘ri chiziqlar mos ravishda

x - x 1= y - y x^ z - z x va x - x 2 = y - y 2 = z - z 2
4  a2 аг bx b7 b3

kanonik tenglamalar yordamida berilgan boMsin.Bu tenglamalami vektor 
ko‘rinishda yozsak ular



г  = к + at va Г = Г, +Л5
ko‘rinishlarga keladi.

Parallellik. Bu to‘g‘ri chiziqlar bir tekislikda yotib kesishmasa ular 
parallel to‘g‘ri chiziqlar deyiladi.

Agar biz uchta r2-/;= M ,M 2J a va i  vektorlarning bir tekislikda 
yotishi shartini yozsak

У2 -У 1 
a} a2 a} 

b> b2 b3 
tenglikni hosil qilamiz.

Ayqash to'g'ri chiziqlar . To‘g‘ri chiziqlar bir tekislikda yotmasa 
ular ayqash to‘g ‘ri chiziqlar deyiladi. Bu holda r2- i \ = M lM2, a va 
b vektorlar komplanar bo'lmaganligi uchun

y2- y  za-z , 
a. a, a,
bt b2

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. To‘g‘ri chiziqlar parallel bo‘lmaganligi uchun a 
va b vektorlar o‘zaro kollinear emas.

Agar to‘g‘ri chiziqlar kesishsa r ,- r x- M XM2, a va b vektorlar 
komplanar bo‘ladi, a va b vektorlar esa kollinear emas.

9-§. Ikkita ayqash to ‘g ‘ri chiziqlar orasidagi masofa

Biz ikkita
r = rx+at  va r = r2+bs

tenglamalar bilan berilgan £lJ i ayqash to‘g‘ri chiziqlar orsadagi 
masofani hisoblash fonnulasini keltirib chiqarmoqchimiz. Ikkita t v C2 
lo‘g ‘ri chiziqlar orasidagi masofa

d  = inf d(A ,B ) ,A eC r B<z(2
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formula bo‘yicha aniqlanadi. Bu yerda d(A,B)-A  va^nuqtalar orasidagi 
masofadir.Agar to ‘g ‘ri chiziqlar kesishsa ular orasidagi masofa nolga 
teng bo ‘ladi. Parallel to‘g‘ri chiziqlar orasidagi masofani hisoblash 
uchun bitta Ae( \  no‘qtani olib undan t 2 to‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan 
masofani hisoblash etarlidir. To‘g‘ri chiziqlar ayqash bo‘lgan holda biz 
aw alo  mos ravishda £„f2to‘g‘ri chiziqlarga tegishli bo‘lgan 4, 
va50nuqtalar mavjud boiib , bu nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqning 

to‘g‘ri chiziqlarga perpendikulyar ekanligini ko‘rsatamiz. Buning 
uchun biz Д Д  vektomi

4 A = (r2+foe)-(/;+ flO

ko‘rinishda yozib, uning a va b vektorlarga perpendikulyarlik shartlarini 
yozamiz. Bu shartlami skalyar ko‘paytma orqali yozsak, ular

(rJ- ^ >a)+(o ,6)s0- ( a , a ) / 0= 0  (5)

(/•г-r„b)+(b,b)s0 = 0

ko‘rinishga keladi. Bu tengliklar s0j 0 noma’lumlarga nisbatan chiziqli 
tenglamalar sistemasidan iboratdir. Bu sistemaning asosiy determinant 
A noldan farqli,chunki

A = M  M

munosabat o‘rinlidir. Demak (5) sistema yagona echimga ega, ya’ni 
(4,,£0) juftlik yagonadir. Endi A0B$ kesma uzunligi to‘g‘ri chiziqlar 
orasidagi masofaga tengligini ko‘rsatamiz. Buning uchun mos ravishda 
CVC2 to‘g‘ri chiziqlarga tegishh va radius -vektorlari

r, + at , r2 + bs

vektorlardan iborat A, В nuqtalar uchun
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Н > И А |
tengsizlikni isbotlaymiz.

Bu tengsizlikni isbotlash uchun AB vektorni

= (л -  ̂  ) + (As -  a/) = (r, - /; + )+ (s-s„ ) i + (r -

ko‘rinishdayozamiz. Bu ifodada

Д Д = / ; - / ; + Н - ^ о  

tenglik o ‘rinli. Ikkita o‘zaro peфendikulyaг p,q vektorlar uchun

( p + q f = p  +q'

tenglik o ‘rinlidir. Bu tenglik umumlashgan Pifagor teoremasi deyiladi.
Bu tenglikni

P  =  4 A .  4 = ( s - s 0)b + ( l - t 0)a

vektorlar uchun yozsak

AB = (r2 -  rx + bsa -  at, J +[{s~s0)b + ( t - t 0)a f  

tenglikni olamiz. Bu tenglikdan esa

AB2 >[r2- r x +bs0 - at0)’ = Д Д 2

tengsizlikni hosil qilamiz. Endi A0B0 kesma uzunligini hisoblash uchun 
formula keltirib chiqaramiz. Shu maqsadda Â B̂ a,!? vektorlarning 
aralash ko‘paytmasini tekshiramiz. Aralash ko‘paytma moduli uchun

|Д А а* |= |Л Я Л||[5 ,б]|

tenglik o*rinli ekanligini bilamiz. Bundan esa
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munosabatni olamiz. Aralash ko‘paytmadagi 4 Д  vektorni

ДА -  A  A+A&i+ * A

ko‘rinishda yozamiz.Bu yerda A, e Cp£, e£, va СЦ = /;,0£, -72. Shuning 
uchun 4 A  vektor a vektorga, ВД vektor esa b vektorga paralleldir. 
Bulami hisobga olsak

formula kelib chiqadi. Bu formulani koordinatalar yordamida yozsak , u

ko'rinishga keladi.
Mustaqil ish uchun topshiriq. BerilganAx+By + Cz + D = 0 tekislik 

berilgan CE kesmani kesishi shartini yozing.

10-§. To‘g ‘ri chiziq va tekislikning o*zaro vaziyati 

Bizga С tolg‘ri chiziq

Хг - ^ У 2-У, гг - 2 х

= У-Уо^ 2 -2 0
Я. <*г Ъ

tenglama bilan, tekislik
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tenglama bilan berilgan bo‘lsa, ulaming tenglamalari bo‘yicha o‘zaro 
vaziyatini aniqlamoqchimiz.

Tekislik va to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak to‘g‘ri chiziqning yo‘-

naltiruvchi vektori va tekislik normal vektori orasidagi burchakning y

gacha bo‘lgan to‘ldiruvchisiga tengdir, ya’ni agar a = {a,,a2a,} va 
n = {A,B,C} vektorlar orasidagi burchak у  ga teng bo‘lsa, tekislik va

to‘g‘ri chiziq orasidagi ф burchak ga tengdir. Bu burchak

. , Aa,+ Ban + Ca,sin<£= 1 - J

Ax + By + Cz + D = О

yjA' + B~ + C~ yja* + a2 + a.

formula bo‘yicha hisoblanadi. Tekislik va to‘g‘ri chiziqning paralellik 
sharti

Aat + Ba2 + Са3-  0 

tenglikga, perpendikulyarlik sharti esa

A = B_= C_

munosabatga teng kuchlidir.
Agar Ax0 + By0 + Cza + D = 0 va Aox + Ba2 + Ca3=0 tengliklar bajarilsa 

t to‘g‘ri chiziq a tekislikda yotadi.

l l -§. Mustaqil ish uchun topshiriqlar

l.Uchta tekislik
Â x + Bxy  -r C,z + £), = 0,
A2x+ B2y + C2z + £>2=0,
AjX + В}у  + C}z + Д  = 0 -

tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, ulaming bir nuqtada kesishish shartini 
toping.
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2 .Ikkita parallel bo‘lmagan t o ^ r i  chiziqlar

Д* + Bxy  + С, = 0,
A2 x + B2y  + C2 = 0

tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, ular hosil qilgan burchakning 
bissektrisalari tenglamalarini tuzing.

3.Berilgan M(.t0,v0) nuqtadan o‘tuvchi va y  = k x + b t o‘g‘ri chiziq 
bilan m a’lum ф burchak tashkil qiluvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini
tuzing.

4. Uchta to‘g‘ri chiziq

Â x + Bxy  + С, = 0, 
A2x + B}y  + C2 = 0,
А,х + В}у  + С, = 0

tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, ularning bir nuqtada kesishish shartini 
toping.

5. Ikkita parallel bo‘lmagan tekisliklar

Â x + Bxy  + C,z + Dt = 0,
A2x + B2y  + C2z + D2= 0 ,

tenglamalar bilan berilgan bo‘Isa,ular hosil qilgan ikki yoqli burchaklar 
uchun bissektorial tekisliklar tenglamalarini tuzing.

6. Ikkita parallel bo‘lmagan tekisliklar

A,x + Bxy  + C,z + Z), = 0,
A2x + B2y  + C2z + D2 = 0,

tenglamalar bilan berilgan bo‘Isa,berilgan M x(xr y iyz}) va M 2(x2iy 21z2) 
nuqtalaming tekisliklar hosil qilgan ikki yoqli burchaklarga nisbatan 
holatini aniqlang.

7. Berilgan tekislikning berilgan kesmani kesishi shartini yozing.
8. Ikkita parallel bo‘lmagan to‘g‘ri chiziqlar
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Ахх  + Вху  + С х = О , ,

А^х +  В2у  +  С 2 =  0 ,

tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, koordinata boshi va berilgan Mx(xx,yx) 
nuqtaning to‘g‘ri chiziqlar hosil qilgan burchaklarga nisbatan holatini 
aniqlang.

9. Berilgan Mx(xv y x,z{) nuqtadan o‘tuvchi va Axx + B.y+Cxz + Dx =0 
tekislikka perpendikulyar to‘g ‘ri chiziqning tenglamasini yozing.

10. To‘g‘ri chiziq -  y ~y° = ~~z°- tenglama bilan berilgan
I m p

bo‘lsa, bu to‘g‘ri chiziq va unga tegishli boMmagan Mx(xvy v zx) nuqtadan 
o'tuvchi tekislik tenglamasini yozing.

11. Affin koordinatalar sistemasini aniqlovchi bazis vektorlari

orasidagi burchak у  ga teng bo4Isa,

4x-5^ + 7 = 0 va 9x + 4 у  -11 = 0 
tenglamalar bilan berilgan to‘g4ri chiziqlar orasidagi burchakni toping.

12. Affin koordinatalar sistemasi 0 ‘qlari orsasidagi burchak

ygateng bo‘lsa,uchlari A ( - 1,2), B( 1,1) , C^2,~^j nuqtalarda bolgan

uchburchakning AB tomoni va С uchidan tushirilgan medianasi orsaidagi 
burchakni toping.

13. Quyidagi uchta to‘g4ri chiziq bitta nuqtada kesishadimi?

3jc — — 1 = 0 , 2 x - y + 3  = 0 , x - y  + 7 = 0

14. Ikkita to ‘g‘ri chiziq

*-3>/ + 10 = 0,
2x + у -8  = 0

tenglamalar bilan berilgan boisa, bu to4g4ri chiziqlar orasidagi qismi 
P(0,l) nuqtada teng ikkiga bolinuvchi to4g4ri chiziq tenglamasini tuzing.

15. Uchburchak tomonlari
2 x - y  + 3 = 0 , x + 5 y - 7  = 0 va 3 x - 2 y  + 6 = 0
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tenglamalar bilan berilgan bo'lsa, uning balandliklari tenglamalarini 
tuzing.

16. To‘rtburchak tomonlari

x - y - 0, a + 3_y = 0, x - y - 4  = 0, 3x + y - \ 2  = 0

tenglamalari bilan beriIgan.To‘rtburchak diagonallari tenglamalarini 
tuzing.

17. Uchburchak tomonlari

2 x ~ 5 y - 2  = 0 x + y - 8 = 0  , 5 x -2 .y -5  = 0

tenglamalar bilan berilgan. Uchburchak ichida shunday nuqta topingki, 
bu nuqta bilan uchburchak uchlarini tutashtiruvchi to ‘g ‘ri chiziqlar 
uchburchakni teng yuzali uchburchaklarga ajratsin.

18. To‘g‘ri chiziq
\2x + 5 y - 5 2 = 0

tenglama bilan berilgan bo‘lsa,unga parallel va undan 2 birlik masofada 
bo‘lgan to‘g4ri chiziq tenglamasini tuzing.

19. Ikkita ayqash to‘g‘ri chiziq

x - 7  _ y - 3 z - 9  jc — 3 y - \  _ z - 1
1 ~ 2  ~ -1 Va ~ ~ ~ 2 ~ ~ ~ T

tenglamalar bilan berilgan. Ulaming umumiy perpendikulyari tenglamasi 
tuziisin.

20. To‘g‘ri chiziq
x - 5 _ y - 2 _ z  + 1

tenglama bilan berilgan bo‘lsa,unga koordinata boshidan tushirilgan 
perpendikulyar tenglamasini tuzing.

21. To‘g ‘ri chiziq
x + \ _ у  _ z - 2

~ 2 ~ ~ ~ \ ~ ~ 1 T
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tenglama bilan berilgan bo‘lsa,unga A(4,0,-1) nuqtadan tushirilgan 
'peфendikulyar tenglaraasini tuzing.

22. Berilgan ^ /,(^ ,^ ,,2,) nuqtadan o‘tuvchi va

Ax + By + Cz + D = 0

tekislikga peфendikulyaг to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.
23. Tomonlari

18x+6v—17 = 0, 14x-7.y + 15 = 0, 5* + 10y-9 = 0

tenglamalar bilan berilgan uchburchakning burchaklarini toping.
24. Quyidagi to‘g ‘ri chiziqlarning kesishish nuqtasini toping:
1) 8 x - 3y-1  = 0, 4x + y - \ 3  = 0
2) 3* + 7 j-1 5  = 0, 9x + 21.v-32 = 0
3) 5x-2„v + 13 = 0, x + 3 y -11 = 0
25. Quyidagi uchta to‘g‘ri chiziqlar bir nuqtadan o ‘tadimi?
1) Здс-_у-1 = 0,2дг--у + 3 = 0 ,х -^  + 7 = 0
2) х + 3.у-1 = 0 ,5jc + j/-10 = 0,3jc-5.)>-8 = 0
3) Зл:-у + 6 = 0,4л--Зу-5 = 0,2д:-^ + 5 = 0.
26. Uchburchak tomonlari

x + 2 y + 3 = 0 ,Зд--7>' + 9 = 0 , 5 x - 3^-11 = 0

tenglamalar bilan berilgan. Uchburchakning balandliklari kesishgan 
nuqtani toping.

27. To‘rtburchak tomonlari

x + 3j> = 0, Jt-jy = 0, x - у - 4  = 0, 3x + y - 1 2  = 0

tenglamalar bilan berilgan. To‘rtburchakning diagonallari tenglamasini 
tuzing.

28. To‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchakni aniqlang.

J 3 x - 4 y - 2 z = 0 y ^  ( 4 x - h y ~ 6 z - 2  = 0,
[ 2 x  + y - 2 z  = 0 a \  y -3 z  + 2 = 0 
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on п п .  x - 7  y —3 z - 9  л '-З  j> -1 z -1  . c l ;29. Ushbu ----- = - —  = ------  va ----- = - —  = —— to g ri
1 2 - 1  -7 2 3

chiziqlarga umumiy perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini 
tuzing.

30. Quyidagi to‘g‘ri chiziq va tekislikning kesishish nuqtasini 
toping.

1) £ ± l = Z r l  = £  va Злг-Зу + 2 г -5  = 0 
’ 2 4 3

«v дг-13 v-1 z - 4 . , „2 )  = - —  = ------  va x + 2y -4z  + l = 0
'  8 2 3

3) i l I  = Z z l  = £ r £  va 3 * -y  + 2 z -5  = 0 
. 5 . 1 . 4

31.Berilgan (3,1,-2) nuqtadan va

. i ■x - 4 _ ^ + 3 _ z

to‘g‘ri chiziqdan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.
32. Berilgan .4(4,-3,1) nuqtaning *+2>>-z-3=0 tekislikdagi 

. proeksiyasini toping.

33. Berilgan ^ = = to‘g ‘ri chiziqning x - y  + 3z + 8 = 0 

tekislikdagi proeksiyasini toping.

34. to‘g‘ri chiziqdan o‘tuvchi va

^ to‘g‘ri chiziqqa parallel tekislik tenglamasini tuzing.
4 7 2

35. Berilgan to‘g‘ri chiziq berilgan tekislikda yotadimi?



36. Berilgan to‘g‘ri chiziq va tekislik orasidagi burchakni toping.
1 ) £ z 1  = Z ± 2  = £ ± 2 > 4x + 3 y - z + 3  = 0

2 - 1 5
2) = j 5 x - S y - 2 z - l = 0

3) £ ± 1  = Z z 1  = £ 3* - 2 , - z -1 = 0
3 4 1 ’

37. Berilgan /*(4,-3,l) nuqtadan x + 2 y - z - 3  = 0 tekislikgacha 
bo‘lgan masofani toping.

-o tt u l x ~7  v -3  z - 9  x - 3  v — 1 z -1 . * « .38. Ushbu ----- = - —  = ------  va ----- = ;----- = ----- to g n1 2 - 1  —7 2 3
chiziqlar orasidagi masofani toping.

39. To‘g‘ri chiziqlarning tenglamalarini kanonik ko‘rinishga 
keltiring.

( 3 x - 4 y - 2 z  = 0, |4 x + 7 - 6 z - 2  = 0,
[ 2лг + _у —2z = 0 ' \  jp-3z + 2 = 0.

40. To‘rtburchak tomonlari

x + 3 y  =  0, x — у  ~ 0, x - y - 4 = 0, 3x + ̂ -12 = 0

tenglamalar bilan berilgan. To‘rtburchak burchaklari bissektrisalarining 
tenglamalarini tuzing.

41. To‘g lri to ‘rtburchakning uchta tomoni

,v +v = 0, x - y - 0, x - y - 4 = 0

tenglamalar bilan berilgan. Uning yuzasi 10 ga teng bo‘lsa, to‘rtburchak- 
ning to‘rtinchi tomoni tenglamasini tuzing.

42. Uchburchak tomonlari

jc + 2jy+3 = 0 , 3 x - 7 y  + 9 = 0 ,5jc-3^-11 = 0

tenglamalar bilan berilgan. Uchburchakning medianalari kesishgan 
nuqtani toping.
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га  b o b
IKKENCHI TARTIBLI CHIZIQLAR

l-§ . Parabola/ting kanonik tenglamasi

Tekislikda biror dekart koordinatalar sistemasida

aux 2 + 2an x y  + a21y 2 + 2а^х + 2а1Ъу  + = 0  ( 1 )

tenglama berilgan bo‘lsin. Bu yerda an ,ai2,a22 koeffitsientlaming kamida 
bittasi noldan farqli bo‘lishi lozim.Bu shartni an2 + a122 + a222 >0 
ko‘rinishda yozish mumkin.

1-ta’rif. Tekislikda koordinatalari (1) tenglamani qanoatlantiruvchi 
nuqtalar to ‘plami ikkinchi tartibli chiziq deyiladi.

Misollarv
Tekislikda koordinatalari x2 + y 2 = 0  tenglamani qanoatlantiruvchi 

nuqtalar to‘plami faqat bitta nuqtadan iborat.
2) Tekislikda koordinatalari x2 - y 2 = 0  tenglamani 

qanoatlantiruvchi nuqtalar to‘plami ikkita to‘g‘ri chiziqdan iborat
3) Tekislikda koordinatalari * у -1  = 0 tenglamani qanoatlantiruvchi 

nuqtalar to ‘plami ikki qismdan iborat va maktab kursidan m a’lumki, u 
giperbola deb ataldi.

2-ta’rif, Ikkinchi tartibli chiziq tenglamasini biror dekart koordina
talar sistemasida

y 2 =2px,  p >  0 (2)

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa, u parabola deb ataladi. Tenglamadagi 
p  soni parabola parametri deyiladi.

Misol. Siz maktab kursidan y = x 2 tenglama bilan berilgan 
parabolani yaxshi bilasiz. Bu tenglamani kanonik ko‘rinishga keltirish 
uchun

x' = y,y'  = x
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alniashtirish bajaramiz. Natijada у '2 = 2 ^x' tenglamani hosil qilamiz. Bu 

yerda P = ~ •

Mustaqil ish-L 0 ‘quvchiga tanish у  = ax2 + bx + с tenglama bilan 
berilgan parabolani chizing va tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiring.

Biz ikkinchi tenglamani tekshirish yordamida parabolaning 
xossalarini o ‘rganainiz va uni chizamiz. Tenglamadan ko‘rinib turibdiki, 
agar(x,.y) koordinatali nuqta parabolga tegishli bolsa, ( x - y )  nuqta ham 
parabolaga tegishli bo‘ladi. Demak parabola Ox o‘qiga nisbatan 
simmetrik joylashgandir. Bundan tashqari koordinata boshi parabolaga 
tegishli,a manfiy qiymatlami qabul qilmaganligi uchun parabola Oy 
0 ‘qining okng tomonida joylashgan. Bu mulohazalardan foydalanib biz 
chizmada parabolani quyidagi ko‘rinishdatasvirlashimiz mumkin.

Tekislikda jc + ̂  = 0 tenglama bilan berilgan to‘gri chiziq

parabolaning direktisasi, nuqta esa uning fokusi deb ataladi.

Parabola xossalari:
1°. Parabolaning ixtiyoriy nuqtasidan direktisagacha bo‘lgan masofa 
fokusgacha bolgan masofaga tengdir.
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direktisagacha boMgan masofani Jbilan belgilab r = d tenglikni 
isbotlaymiz.

ifodada y1 =2px  tenglikdan foydalansak va *> 0  munosabatni hisobga 
olsak

formulani hosil qilamiz.
Direktrisagacha boMgan masofani hisoblash uchun nuqtadan to‘g‘ri 

chiziqqacha bolgan masofa formulasidan foydalanib

tenglikni hosil qilamiz.
2°. Parabolaning geometrik aniqlanishi.
Berilgan to ‘gri chiziq va unda yotmaydigan nuqtadan bir xil 

uzoqlikda joylashgan nuqtalar to \plami paraboladir.
Tekislikda e to‘g‘ri chiziq va unga tegishli bo‘lmagan F nuqta 

berilgan boMsin. Berilgan F nuqtadan i to ‘g ‘ri chiziqqacha bo‘lgan 
masofani p  bilan belgilab va F nuqtadan i  to‘g‘ri chiziqqa 
perpendikulyar ravishda o‘tuvchi to ‘g‘ri chiziqni abssissa o‘qi sifatida 
olib koordinatalar sistemasini kiritamiz. Abssissa o‘qining musbat 
yo‘nalishi t  to4g‘ri chiziqdan F nuqta tarafga yo‘nalgan, koordinata 
boshini P. to‘g‘ri chiziq va F nuqta o‘rtasiga quyidagi chizmadagi kabi 
joy  lash tiramiz. Ordinata o ‘qi esa t to‘g‘ri chiziqqa paralleldir. Natijada e

to ‘g ‘ri chiziq: x + ^  = 0 tenglamaga, F nuqta e s a ^ ,o j  koordinatalarga

ega bo‘ladi. Tekislikning M(x,y) nuqtasidan i  to‘g‘ri chiziqqacha 
bo‘lgan masofaning shu nuqtadan F nuqtagacha bo‘lgan masofaga 
tengligidan



у2 = 2рх

2-§. Ellips

3-ta’rif. Ikkinchi tartibli chiziq tenglamasini birorta Oxy dekart 
koordinata sistemasida

tenglamani hosil qilamiz.

ko‘rinishida yozish mumkin bo4Isa, u ellips deb ataladi. Bu yerda 
koeffisientlar a>&>Omunosabatni qanoatlantiradi.

Bu tenglamani o‘rganish natijasida ellipsni chizamiz va uning 
xossalarini keltirib chiqaramiz. Tenglamadan ko‘rinib turibdiki 
x,.yo‘zgaruvchilar - a < x < a , -b < x < b  tengsizliklami qanoatlantiradi. 
Abssissa o‘qida yotuvchi /\(-c , 0), F2(c, 0) nuqtalar ellipsning fokuslari,

jc ± -  = 0 tenglamalar bilan aniqlanuvchi to*g‘ri chiziqlar ellipsning 
e

direktrisalari deb ataladi. Bu yerda c = yla2 - b1 , e - ~  boiib , e soni
a

ellipsning ekssentrisiteti deyiladi. Tenglamadan ko‘rinib turibdiki, ellips 
koordinata o ‘qlariga nisbatan simmetrik joylashgan bo‘lib, koordinata 
boshi uning simmetriya markazidir.
Ellips xossalari:

1. Ellipsning ixtiyoriy nuqtasidan uning fokuslarigacha bo‘Igan 
masofalar yig‘indisi o ‘zgarmas va 2a ga tengdir.

Bu xossa bevosita hisoblash yordamida rx+r2 - 2 a  tenglikni 
tekshirish yordamida isbotlanadi.

2. Ellipsning ixtiyoriy nuqtasidan uning fokuslarigacha boclgan 
masofalaming mos direktrisalargacha bo‘lgan masofalarga nisbati o‘zgar- 
mas va e soniga tengdir.

Bu xossa bevosita iL = -S_ = e tenglikni tekshirish yordamida
dx d2

isbotlanadi.
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2-chiuna

r, = i w v = x2 +c2 + 2xc+b2 -  X ~ -

I 2.2 2 -X- £ + 2tfex-f + 2aex+a2 = j xe + a

ax — a,x + — 
e

1 ^ 1 5 ^  ± =e
e dy

2. Ellipsning geometrik aniqlanishi.
Tekislikda ikkita nuqta berilgan bo‘lsa, bu nuqtalargacha bo‘lgan 

masofalarining yigindisi o‘zgarmas songa teng bo‘ladigan nuqtalaming 
geometrik o‘mi ellips bo‘ladi.

Isbot. Tekislikda FXF2 nuqtalar berilgan.Biz tekislikning nuqtasidan
bu nuqtalargacha bo‘lgan masofalarni mos ravishda /i,/-2ko‘rinishda 
belgilab

Fi + r2 = const = 2 a

tenglikni qanoatlantiruvchi nuqtalarinng geometrik о‘mini aniqlashimiz 
kerak. Berilgan nuqtalar orasidagi masofani 2c bilan belgilasak, 
rj +r2 >2a tengsizlikdan a>c  munosabat kelib chiqadi. Tekislikda dekart 
koordinatalar sistemasini quyidagicha kiritamiz. Berilgan FltF2 nuqtalar- 
dan o ‘tuvchi to‘g ‘ri chiziqni abssissa o‘qi sifatida olamiz, unda musbat 
yo‘nalish Fl nuqtadan F2 nuqtaga qarab yo‘nalgan bo‘ladi. Koordinata
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boshini F]9F2 nuqtalaming o'rtasiga joylashtirib, ordinata o‘qi sifatida 
abssissa o4qiga perpendikulyar ixtiyoriy o‘qni olamiz. Masofalar uchun

/} = y l(x + c f+ y 2 , r2 = ^ { x -c f  + y 2 

ifodalami yuqoridagi tenglikga qo‘yib

yj(x + c)2 + y 2 =2 a -  y j(x -c f  + y 2

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikning ikkala tomonini kvadratga oshirib, 
hadlarni ixchamlashtirib va yana bir marta kvadratga oshirib

2 2

W 1a b

tenglamani hosil qilamiz. Bu erda b2 -  a2 - c 2 belgilash kiritilgan.
3. Bizga / to‘g4ri chiziq va unga tegishli boMmagan nuqta F 

berilgan bo‘lsa, tekislikda berilgan nuqtagacha bo‘Igan masofasining 
berilgan to ‘g ‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofasiga nisbati o‘zgarmas birdan 
kichik e soniga teng bo‘Igan nuqtalaming geometrik o4mi ellips bo‘ladi.

Bu faktni isbotlash uchun berilgan F nuqtadan to‘g‘ri chiziqqa 
perpendikulyar to ‘g ‘ri chiziq o‘tkazib, uni abssissa o‘qi sifatida olamiz. 
Natijada abssissa o‘qini F nuqta ikki qismga ajratadi. Berilgan F 
nuqtadan to4g‘ri chiziqqacha bo'Igan masofaning e soniga ko4paytmasini 
p bilan belgilab, quyidagi tengliklar bilan

- v a c = e a , b = yla2 - c 2

a , b , csonlami kiritamiz. Koordinata boshini abssissa o4qining I to‘g‘ri 
chiziqni kesmaydigan qismida F  nuqtadan с birlik masofada joylash- 
tiramiz. Natijada koordinata boshidan / to4g ‘ri chiziqqacha bo'lgan 
masofa

p аи- e 2) a 
+ c = — + ea = —'------ l + ea = —

e e eP i
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kattalikka teng bo‘ladi. Bu yerda px bilan F nuqtadan I to ‘g ‘ri chiziq
qacha boMgan masofa belgilangan. Demak I  to‘g*ri chiziq tenglamasi

e

ko‘rinishda bo‘ladi. Ikkinchi koordinata o ‘qini I to‘g‘ri chiziqqa parallel 
o‘tkazib, tekislikningA/(jc,>/) nuqtasidan F nuqtagacha bo‘lgan masofani 
r bilan, I to4gkri chiziqqacha boMgan masofaga d bilan belgilasak,

r - e d
tenglikdan

tenglamani olamiz.

3-§. Giperbola kanonik tenglamasi

4-ta’rif. Ikkinchi tartibli chiziq tenglamasini birorta Oxy Dekart 
koordinata sistemasida

koYmishida ifodalash mumkin ЬоЪа, bu chiziq giperbola deb ataladi. 
Bu erda koeffisientlar a>b>Omunosabatni qanoatlantiradi.

Giperbola tenglamasini tekshirish natijasida quyidagilami olamiz:
1) x,j>o‘zgaruvchilar \x\>a, -ao<y<co  tengsizliklami qanoatlan

tiradi. Abssissa o‘qidagi F^-c, 0 ), F2(c, 0) nuqtalar giperbolaning

fokuslari, x ± -  = Q tenglamalar bilan aniqlanuvchi to ‘g‘ri chiziqlar
e

giperbolaning direktrisalari deyiladi. Bu yerda c = yla2 + b2 , e - - > \

bo‘Iib, e soni giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi.
2) Tenglamada x,y  o ‘zgaruvchilaming faqat ikkinchi darajalari 

qatnashganligi uchun giperbola koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrik
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joylashgandir. Bundan tashqari koordinata boshi giperbolaning 
simmetriya markazidir.

3-chiznta

Giperbola xossalari:
1. Giperbolaning ixtiyoriy nuqtasidan uning fokuslarigacha 

bo‘lgan masofalar ayirraasining moduli o'zgarmas va 2a ga tengdir.
2. Giperbolaning ixtiyoriy nuqtasidan uning fokuslarigacha boMgan 

masofalaming mos direktrisalargacha bo‘lgan masofalarga nisbati 
o ‘zgarmas va e soniga tengdir.

Bu xossa bevosita — = H. = e tenglikni tekshirish yordamida
d\ d2

isbotlanadi. Giperbolaning M{x,y) nuqtasidan fokuslargacha bo‘lgan 
masofalar uchun

Г, =л!(ех+а)2 ,r2 =\[{ex-a)2

tengliklar o‘rinlidir. Bu erda ildiz chiqarish amalini bajarsak 
agar д:> Oboisa t \=  a + ex, r2 = - a  + ex
agar x< 0bo‘lsa rx- - a - e x ,  r2 -  a - e x
tengliklami hosil qilamiz.Natijada agar *> 0bo‘lsa r, - r 2 =2a  , agar .v<0 
bo‘lsa Г]- r 2 = -2 a tenglik o‘rinli bo‘ladi. Demak ixtiyoriy xuchun

l ' l -n i= 2 a

tenglik o'rinli bo‘ladi.
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3-Tekislikda ikkita niikta berilgan bo‘lsa, bu nuqtalargacha bo‘lgan 
masofalari ayirmasining moduli o'zgarmas songa teng bo‘ladigan nuqta- 
laming geometrik o 'm i giperbola bo‘ladi.

Tekislikda FXF2 nuqtalar berilgan. Biz tekislikning nuqtasidan bu 
nuqtalargacha bo‘lgan masofalami mos ravishda rx,r2 ko‘rinishda belgilab

И - r 2\ = 2a

tenglikni qanoatlantiruvchi nuqtalar to*plami giperbola ekanligini isbot- 
laymiz. Berilgan nuqtalar orasidagi masofani 2c bilan belgilaymiz va 
tekislikda dekart koordinatalar sistemasini quyidagicha kiritamiz. 
Berilgan FX,F2 nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri cliiziqni abssissa o‘qi sifatida 
olamiz, unda musbat yo4nalish F, nuqtadanF2 nuqtaga qarab yo‘nalgan. 
Koordinata boshini Fr Fz nuqtalaming o‘rtasiga joylashtirib, ordinata o‘qi 
sifatida abssissa o‘qiga peфendikulyar ixtiyoriy o‘qni olamiz. Masofalar 
uchun

r =V(ex+o)2 , r2 =-J(ex~a)2 

ifodalami yuqoridagi tenglikga qo‘yib

f o  + c f + S - f o - c f + y 1 - 2  a

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikni kvadratga oshirib va zaruriy 
algebraic almashtirishlami bajarib

2 , 2  1 a b

munosabatni olamiz. Bu yerda b2 = c 2 -  a 2 belgilash kiritilgan.
4.Bizga / to ‘g ‘ri chiziq va unga tegishli boim agan nuqta F 

berilgan bo*lsa, tekislikda berilgan nuqtagacha bo‘lgan masofasining 
berilgan to‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofasiga nisbati o‘zgannas birdan 
katta e soniga teng bo‘lgan nuqtalaming geometrik o 'm i giperbola 
bo‘ladi.
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Bu xossani isbotlash o ‘quvchilar uchun topshiriq sifatida havola 
etamiz. Biz yuqorida e< \ bo‘lganda ellips hosil bo'lishini ko‘rsatgan 
edik. Bu yerda p  soni ellipsdagi kabi, giperbolaning katta va kichik 
yarim o‘qlari

a = -  ---- , b -  л1с2 - a 2 
e2 - \

tengliklar bilan aniqlanadi. Bu yerda с soni c=eci tenglik bilan 
aniqlanadi.

4-§. Parabola, ellips va giperbolaning ba ’zi koordinatalar sistemasidagi
tenglamalari

1. Koordinata boshi chiziqning uchida b o 'Igcm hoi:
a)Ellips kanonik ко ‘rinishdagi

O *)
X “ V“ , / t  4

7  ь2 ~ ( }

tenglama bilan berilgan bo‘lsa,

x '= x  + a, У = у  (2)

almashtirish bajarsak, yangi O'x'y' koordinatalar boshi ellipsning chap 
(-a,0) uchida joylashadi va (1) tenglama

^ + £ = .  (3)
a b

ko‘rinishga keladi. Bu tenglamani

У 2 =2px' + qx'2 (4)
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b2 b2ko‘rinishda vozib olamiz. Bu yerda p = — , q - — — = e2 — 1 boMib,
a  a 2

-1 < q < 0 munosabat bajariladi. Agar giperbolaning

x2 v2
V tH  (5)a~ b~

tenglamasida
x' = x- a ,y '  = у (6)

almashtirish bajarsak tenglama

y ’2 =2px' + qx'2 (7 )

ko‘rinishda boMib, koeeffisientlar uchun

q = ̂ 1 =e2 -1 >0, /> = — 
a a

munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. Agar ^  tenglamada q = 0 bo‘lsa parabola
tenglamasini hosil qilamiz.

Demak giperbolalar, ellipslar va parabolalar tenglamalarini (*) 
ko‘rinishda yozish mumkin.

2. Qutb koordinata sistemasidagi tenglamalar
a) Parabola

y 2 = 2px

kanonik tenglama bilan berilgan bo‘lsa, qutbni parabola fokusiga 
joylashtirib, qutb o ‘qi sifatida abssissa o‘qini olib parabola tenglamasini 
qutb koordinatalar sistemasida yozaylik. Agar biz
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jr' = rCOS0>, y  = rsin$£>

tengliklar o4rinli bo‘ladi. Bu yerda ry(p nuqtaning qutb koordinatalari 
bo‘lib, agar nuqta parabolaga tegishli bo‘lsa, r  uning fokal radiusiga 
tengdir. Biz

p
x ~ 2 =r cos Ф

tenglikda r ning nuqtadan direktrisagacha boMgan masofaga tengligini 

hisobga olib r= x  + ifodani yuqoridagi tenglikka qo‘ysak

almashtirish lar bajarsak

koordinatalar sistemasidagi tenglamasidir.
b) Ellipsning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasini keltirib 

chiqaramiz. Buning uchun qutbni ellipsning chap fokusiga joylashtirib, 
abssissa o‘qini qutb o‘qi sifatida olamiz. Ellipsning

I -  cos(p

munosabatni hosil qilamiz. Bu munosabat parabolaning qutb

M (x.y)

■pr
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kanonik tenglamasini qutb koordinatalar sistemasiga o ‘tkazish uchun

fx'=x + c

almashtirishlar yordamida yangi O'x'y dekart koordinatlar sistemasini 
kiritamiz. Bu koordinatalar sistemasi va qutb koordinatalar orasidagi 
boglanish boshi

x' = rcostp, y  = rsin<p

fonnulalar yordamida beriladi. Ellipsning M nuqtasi uchun chap fokal 
radius uning qutb radiusiga tengligidan foydalanib

= r  = ex + a

tenglikni yozamiz. Bu tenglikdagi r= e x  + a ifodani

x + c - r c o s t p
tenglikka qo‘ysak

1-ecos^

tenglamani hosil qilamiz. Bu yerda

b1
p -  —  - a - e c  

a

tenglikdan foydalandik.
в) Giperbola tenglamasini qutb koordinatalar sistemasida yozish 

uchun uning har qismi uchun mos ravishda qutb koordinatalar sistemasi
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kiritamiz. Uning o‘ng qismi uchun qutb boshini giperbolaning ung 
fokusiga joylashtiramiz va abssissa o‘qini qutb o‘qi sifatida olamiz.

Giperbola nuqtasi uchun qutb radiusi r uning o‘ng fokal radiusiga 
teng bo‘lganligi uchun

r - e x - a

ifodani hosil qilamiz.Biz bilamizki,agar dekart O'x'y' koordinatalar 
sistemasi uchun qutb boshi koordinata boshida joylashgan va qutb o‘qi 
O'x'abssisa o'qi bilan ustma-ust tushsa,qutb koordinatalar sistemasi 
va O'x'y koordinatalar sistemasi orasidagi bog‘lanish

xf = rcos#> 
y ’ = rsin<p

formulalar yordamida beriladi. Bu yangi O'x'y' koordinatalar sistemasi va 
giperbola tenglamasi berilgan Oxy koordinatalar sistemasi orasidagi 
bog'lanish esa

x - x  —с 

У* — У

ko‘rinishda bo‘ladi.Biz bu tengliklarning birinchisidan foydalanib

x - c  = /cos^>

tenglikni hosil qilamiz.Yuqoridagi r - e x - a  ifodani bu tenglikga 
qo‘ysak

1 -ecos^?

tenglamani hosil qilamiz. Bu yerda



tenglikdan foydalandik.
Biz giperbola chap shoxining tenglamasini qutb koordinatalar 

sistemasida yozish uchun qutb boshini chap fokusga joylashtiramiz va 
abssissa o‘qini qarama-qarshi yonalish bilan qutb o‘qi sifatida olamiz. Biz 
agar

X = - x - с

y ' - y
formulalar bilan yangi dekart koordinatalar sistemasi kiritsak, ular uchun

y  = rcos^
У = rsin^

formulalar 0 ‘rinli bo‘ladi. Bu yerda qurb radiuas chap fokal radiusga teng 
bo‘lganligi uchun r = - e x - a  tenglik o‘rinli bo‘ladi.Bu tenglikdagi rning 
ifodasini yuqoridagi formulardan kelib chiqadiagan

-  x -  с -  rcos(p
tenglikga qo‘yib

1-ecos <p

tenglamani hosil qilamiz. Bu yerda ham

p  =  —  = ------------- e c - a
a a

tenglik o‘rinlidir.
Demak, qutb koordinatalar sistemasida mos ravishda tanlanganda 

har qanday ikkinchi tartib chiziq tenglamasini

r ----------------
1-ecos^

ko‘rinishda yozish mumkin ekan.Bu tenglama e = l  boMsa parabola, e< \ 
bollganda ellips va nihoyat e > lb o ‘lganda giperbola tenglamasidir.
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4-chiznia

5-§. Ellips, giperbola va parabolaning urinmalari

Bu chiziqlarning har biri o‘ziga tegishli har bir nuqtaning atrofida 
birorta differensiallanuvchi funksianing grafigi bo‘ladi. Shuning uchun, 
bu chiziqlar urinmalarining tenglamalarini tuzishda biz maktab kursidan 
m a’lum bo4gan

У~Уа = /'(*oX *-*o)

tenglamadan foydalanishimiz mumkin. Misol uchun ellipsning 
ordinatalari manfiy bolmagan nuqtalardan iborat qismi

- b f 4 ,  - a
V a~

< х й а

fimksianing grafigi boladi. Bu funksianinig hosilasini topsak, u

bx b2x
у  = —

ko‘rinishda boladi. Bu ifodalami hisobga olib, ellipsga tegishli 
(*o,;yo)nu4tadagi urinma tenglamasini yozamiz:

У-Уо  = “ *())•
а~Уо
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Bu tenglamada
2 2

S - + Z0.-1
a2 b2 ~

tenglikni hisobga olsak, yuqoridagi tenglama

ko‘rinishga keladi.
Giperbola va parabola uchun urinma tenglamalarini keltirib 

chiqarish o‘quvchilarga mustaqil ish sifatida havola etiladi. Ulaming 
nuqtadagi urinmalari tenglamalari mos ravishda quyidagi 

ko‘rinishda boMadi:
^  m =1
a2 b2 

УоУ = Р(х + * о)

6-§. Ellips, giperbola va parabolaning optik xossalari

Biz ellipsning quyidagi optik xossasini isbotlaymiz
Teorema. Ellipsning bitta fokusidan chiquvchi nur sinishdan so‘ng 

ikkinchi fokusga tushadi.
Isb o t Ellipsning chap F] fokusidan chiquvchi nur uning M 

nuqtasida sinib F2 fokusga tushishini ko‘rsatish uchun MFxv a MF2 
to ‘g‘ri chiziqlarning M nuqtadan 0 ‘tuvchi urinma bilan teng burchaklar 
hosil qilishini ko‘rsatishimiz kerak. Biz ellipsning M nuqtasidan o ‘tuvchi 
urinmasini t  bilan, t  to ‘g‘ri chiziqga nisbatan/^nuqtaga simmetrik 
bo‘lgan nuqtani F* bilan belgilaymiz. Agar a x * a 2bo‘Isa, F* F2 to‘g‘ri 
chiziqning urinma bilan kesisich nuqtasini M nuqtasi bilan ustma -ust 
tushmaydi. Shuning uchun
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Biz M* nuqtani urinma bo*ylabM nuqtadan uzoqlashtira boshlaymiz. 
Bunda |f,M 4| + |f2A/*| yig‘indi o‘sa boshlaydi. Boshlang‘ich holatda bu
yig‘mdini qiymati, yuqaridai tengsizlikka ko‘ra 2adan kichik bo‘lganligi 
uchun, yig‘indi o‘sish natijasida qandaydiriV' nuqtada 2a ga teng bo‘ladi. 
Bu nuqtadan fokuslargacha bo‘lgan masofalaming yig‘indisi 2a ga teng 
boMganligi uchun, u ellipsga tegishli nuqta boladi.

Bundan esa C. urinma ellipsni ikkita nuqtada kesishi kelib chiqadi. 
Ellipsning har ir urinmasi uni faqat bitta nuqtada к esib o‘tganligi uchun 
biz ziddiyat hosil qildiq. Demak ax - a 2 tenglik o‘rinli bo‘ladi. Teorema 
isbotlandi.

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda a - ellipsning katta yarim o ‘qi.

Giperola va parabola uchun optik xossalsr qo‘yidagi teoremalarda 
keltirilgan. Giperbola uchun optik xossa ellipsning optik xossasig o‘x- 
shaydi. Parabola uchun esa, optik xossa boshqasha formilirovka qilinadi. 
Agar biz yorig‘lik manbaini, parabolaning fokusiga joylashtirsak, undan 
tarqaluvchi yorig‘lik nurlari paraolaga urinib singandan so‘ng 
direktrisaga peфendikulyat to‘g‘ri chiziqlar bo‘ylab harakatlanadi. Bu 
ghiziqlarning optik xossalari fan vatexnikada ko‘p qo‘llaniladi. Misol 
uchun siz bilasizki paralaning optik xossasi antennalar yasashda 
ishlatiladi.

Giperbola va parabolaning optik xossalarini isbotlash o‘quvchilarga 
mustaqil ish sifatida havola etiladi.
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Izoh. Giperbola va parabolaning urinmalari ham ellpsning urinmasi 
singari, ulami faqat bitta nuqtada kesib o‘tadi.

Teorema-2. Giperbolaning bitta fokusidan chiquvchi nur sinishdan 
so‘ng ikkinchi fokusga tushadi.

Teorema-3. Parabolaning fokusidan chiqubchi nur sinishdan so‘ng 
uning o'qiga parallel to‘g ‘ri chiziq bo‘ylab harakatlanadi.

7- §. Mustaqil ish uchun topshiriqlar

1. Giperbolaning urinmasi uning asimptotalari bilan yuzasi o‘zgar- 
mas uchburchak hosil qilishini ko‘rsating.

2 2
2. y -y o  - H x ~ xo) to‘g‘ri chiziq bilan + ellipsning

a b
urinish shartini yozing.

3 .Giperbolaning nuqtasidan uning asimptotalarigacha bo‘lgan 
masofalaming ko‘paytmasi o ‘zgarmas (hamrna nuqtalar uchun bir 
xil)ekanligini ko‘rsating.

4 .Ellips kanonik tenglama bilan berilgan bo‘lsa,uning {x0,y0) 
nuqtasidan o‘tgan urinma tenglamasi

xxo , УУо _ .  
a2 ' b 2

^ ‘rinishda bo‘lishini isbotlang.

6-chizma



5. Ellips urinmasining burchak koeffisienti к ga teng bolsa, uning 
urinish nuqtasini toping.

6 .Tosh gorizont bilan o‘tkir burchak hosil qilgan yo‘nalishda otildi 
va parabola yoyi bo'yicha harakat qilib, boshlang‘ich holatidan 16 metr 
uzoqlikda erga tushdi. Uning eng yuqori holati 12 metr balandlikda 
bo‘lsa, parabolaning parametrini topig.

7. Parabolaning fokusidan o‘tuvchi vatarlar o‘rtalaritning 
geometrik o ‘mini toping.

8. Berilgan nuqtadan o‘tuvchi va berilgan to‘g‘ri chiziqqa 
urinuvchi aylanalar markazlarining geometrik o‘mini toping.

9. Har qanday ellips aylananing proeksiyasi ekanlitini isbotlang.
10. Ellips

«, 288
P~  = --------- у

16 — 7 cos (p

tenglama bilan berilgan bo‘lsa, uning uzunligi 10 ga teng boMgan 
diametri fokal o‘q bilan qanday burchak tashkil qiladi.

11.Giperbola

2
1 -V 2 cos (p

tenglama bilan berilgan bo‘lsa,uning asimptotalari va direktrisalari 
tenglamasini tuzing.

12.Giperbolaning chap qismi uchun mos qutb koordinatalar 
sistemasini kiriting va uning tenglamasini yozing.

13.Asimptotasi У = ± \ х boMgan va (]2;ЗТз) nuqtadan o‘tuvchi

giperbola tenglamasii tuzing.
2 2

14. EUips ^ -  + ̂ -  = 1 tenglama bilan berilgan bo4sin. Berilgan
a~ b~

ellips 90° burchak ostida ko‘rinadigan nuqtalaming geometrik o‘mini 
toping.
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12. G iperbo la----- —  = 1 tenglama bilan berilgan bo‘lsa, uning
64 36

uzunligi 20 ga teng bo‘lgan diametr tenglamasini tuzing.
13. Quyidagi chiziqlarning dekart koordinatalar sistemasidagi 

tenglamasini yozing.

X 2 v2

ч La), p  = --------------
13-12cos0>

b). p  = ------------
3-3cos^

4 2 
P 4-5cos<p

^  P ~ 4 5 - 3 c o s p '

x2 v214. Giperbola —  - ~ = 1  tenglama bilan berilgan boMsin. Uning
a~ b

parallel diametrlarining o‘rtalarining geometrik o ‘mini toping.
15. Ellipsning birinchi fokusidan chiquvchi nurlar elliptik 

ko‘zguga urilib, qaytgan nurlar ikkinchi fokusda yig‘ilishini isbotlang.
16. Quyidagi ellpislaming umumiy urinma tenglamalarini tuzing:

2 2 2 2 X y “ X У л— + —  = 1 va — + —  = 1
4 5 5 4

17. Quyidagi tenglamalar bilan berilgan pa Ax + By + C = 0 to‘g4ri

chiziqning — =1 giperbolaga urinish shartini yozing. 
a b

18. Pa rabolalaming uchlarmi,parametrlarini va o‘qlari yonalish- 
larini toping:

19.
1 ) /-1 0 jc -2 .y  —19 = 0
2) y 2 -  6x +14y + 49 = 0
3 ) /+ 8 x - 1 6 = 0
4)x2 - 6 x - 4^ + 29=0
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5)у = Ах2 + Вх + С
6) у  = х 2 -  8.т +15
7) у  = х2 +6х

2 2
19. Ellips ^  ^  = 1 tenglama bilan berilgan bo‘Isa, 2x -  у  +17 = 0

to‘gri chiziqqa parallel bo‘lgan urinma tenglamasini tuzing.
2 2

20. Agar 4x - 5 y - 4 0  = 0 to‘g‘ri chiziq ^  + = 1 ellipsga urinishi 

m a’lum bo‘lsa, urinish nuqtasini toping.
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IV BOB
IKKINCHI TARTIBLI CHIZJQLARNING UMUMIY 

TENGLAMALARI

l-§ Ikkinchi tartibli chiziqlarning markazi

Biz bu bobda tekislikda dekart koordinatalar sistemasida

oujc2 + 2axlxy  + аыУ2 + 2«13jc + 2а2з 37 + «зз =0 (1)

tenglama bilan berilgan ikkinchi tartibli chiziqni tekshirish bilan shug‘ul- 
lanamiz. Bu ishni koordinatalar sistemasini okzgartirish va (1) tenglamani 
soddalashtirish yordamida amalga oshiramiz. Birinchi navbatda parallel 
ko‘chirishda (1) tenglama koeffitsientlari qanday o ‘zgarishini 
tekshiramiz. Buning uchun

x ' = x - x 0t /  = y - y 0 (2)

formulalar yordamida almashtirishlami bajaramiz. Bu holda koordinata 
o‘qlarining yo‘nalishlari o‘zgarmaydi,faqat koordinata boshi O'(x0iy 0) 
nuqtaga ko‘chadi.Bu formulalardan x,y lami topib va (1) ga qo‘yib

a[ j (x‘)2 + 2a\2x,y t + a^  ( У ) 2 +  2 a[3x' +  2а2зУ  +  «33 =  0 (3)

tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamada koeeffisientlar uchun

a \ \ - a \\y a l 2 = a l2> a2 2 ~ a 22^

а[з=<ги х0 + а 12у 0 + а 13, a2  ̂ =  «21*0 + а 22Уо + я гз> йзз =  г̂0хО’ у$)  (4)

tengliklar o ‘rinli bo‘lib, F(x,y) bilan (1) tenglamaning chap tomonidagi 
ifoda belgilangan.
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Yuqoridagi (3) formulalardan ko'rinib turibdiki, paralllel ko‘chirish- 
da ikkinchi darajali hadlar oldidagi koeefisientldar o‘zgarmaydi. Agar 
0'(*o>.vo) nuqtaning koordinatalari

aux + al2y  + al3=0

a2\x + a22У + a23 ~
sistemani qanoatlantirsa, (3) tenglamada birinchi darajali hadlar qatnash- 
maydi.

Bundan tashqari, agar O'(x0, v0) nuqtaning koordinatalari (5) siste
mani qanoatlantirsa, O’(x0,y0) nuqta ikkinchi tartibli chiziq uchun sim- 
metriya markazi bo‘ladi. Haqiqatan ham bu holda koordinatalar 
markazini O'(x0,y0) nuqtaga ko‘chirsak, tenglamada birinchi darajah 
hadlar qatnashmaydi. Shuning uchun yangi koordinatalar sistemasida

F{x’, y ’) = F ( - x ' - y ' )

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Demak O'(x0.y 0) nuqta chiziq uchun simmetriya 
markazidir. Va aksincha, agar birorta A nuqta chiziq uchun simmetriya 
markazi bo‘lsa uning koordinatalari (5) sistemani qanoatlantirishini 
ko‘rsatamiz. Koordinata boshini A nuqtaga joylashtirib, yangi x,y  
koordinatalar sistemasini kiritamiz. Agar M(x,y)  nuqta chiziqqa tegishh 
bo‘lsa,

F{x%y) = 0

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Koordinata boshi simmetriya markazi bo‘lgani 
uchun
F{—x — y) = 0tenglik ham o‘rinli bo‘ladi. Bu tengliklami ikkinchisini 
birinchisidan ayirib

flp.V + « 2 3  — 0

tenglikni hosil qilamiz. Agar а1г,а23 koeffitsientlaming kamida bittasi 
noldan farqli boMsa, bu tenglama to‘g £ri chiziqni aniqlaydi, ya’ni ikkinchi 
tartibli chiziqning hamma nuqtalari bir to‘g lri chiziqda yotadi. Agar 
ikkinchi tartibli chiziq bir to‘g ‘ri chiziqda yotmasa, bu koeffisientlaming 
har ikkalasi ham nolga teng bo‘ladi. Bu esa A nuqtaning koordinatalari
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(5)sistemani qanoatlantirishini ko‘rsatadi. Bu faktlarni hisobga olsak 
quyidagi ta’rifhing geometrik m a’nosi yaxshi tushinarli bo‘ladi.

1-ta’rif. Tekislikdagi Л/0(х0,_у0) nuqtaning koordinatalari (5) 
sistemani qanoatlantirsa, и (1) tenglama bilan berilgan ikkkinchi tartibli 
chiziqning markazi deyiladi.

Tabiiyki, (5) sistema yagona echimga ega bolishi, cheksiz ko‘p 
echimga ega bo‘lishi yoki umuman eehimga ega bo4lmasligi mumkin. 
Agar

a\\°22 ~ q22\ *0

munosabat o'rinli bo‘lsa, (5) sistema yagona ecliimga ega bo‘ladi. Agar

a \ 1 _  a \2  _  Q13 

0 \2  a 21 a 23

munosabat o‘rin!i bo4lsa sistema cheksiz ko‘p echimga,

°11 _  a \2 ф «13 

a \2  a 22 a 23

munosabat bajarilsa sistema echimga ega emas. Bulami e ’tiborga olib, 
biz ikkinchi tartibli chiziqlami uchta sinfga ajratamiz:

a) yagona markazga ega bo‘lgan chiziqlar;
b) cheksiz ko‘p markazga ega bo4lgan chiziqlar; 
v) markazga ega bo‘lmagan chiziqlar;

Biz quyidagi determinantlami kiritamiz

*11 a\2 al3
“11 a\2

, Д = a2] a22 a23
“33

al2 a22
a3l a32

bu yerda a2\= a ]2, G3i = ai3» a3 2 = a 23- belgilashlar kiritilgan.Yagona 
markazga ega chiziqlar uchun <5*0, yagona markazga ega bo'lmagan



chiziqlar uchun £ = o. Chiziqlar cheksiz ko‘p markazga ega boMishi 
uchun A = 0 tenglik bajarilshi kerak.

Uchinchi tartibli determinantni

« 2 1 a 2 2 * 1 1 * 1 2 * 1 1 * 1 2

—  * 2 3 +  * 3 3

* 3 1 * 3 2 * 3 1 * 3 2 * 2 1 * 2 2

A = a]2

ko‘rinishda yozib olsak, oxirgi determinant £ga tengdir. Agar£ = 0 boMsa, 
birorta к soni uchun

Q n  _ an _ J. * 1 1 * 1 2  j 

I= k * 1 2 * 2 2

a\2 a22 * 3 1 * 3 2 1 * 3 1 * 3 2

munosabat bajariladi. Bu tenglikni hisobga olib

д - ( * 1 3  “ * * 2 3

Cl\ 2 O 22

1 * 3 1 * 3 2

tenglikni hosil qilamiz. AgarA = 0 tenglik ham bajarilsa

= 0

tengliklardan kamida bittasi o ‘rinli boMadi. Bu tengliklaming birinchisi
o‘rinli bo‘lsa, ^- = ^L = k munosabatdan

*12 <>n ai:
chi kadi. Agar

^ -  = k munosobat kelib

= 0



munosobat kelib chikadi. Demak 8 = 0 va A = 0 tengliklaming bir vaqtda 
bajari lishi

shartga teng kuchlidir. Natijada biz quyidagi tasdiqni hosil qilamiz: 
Tasdiq-l. Ikkinchi tartibli chiziq

a) 8 *  0 bo ‘Isa yagona markazga ega,
b) 8 - 0 va Д = 0 bo ‘Isa cheksiz ko'p markazga ega va markaziar 

to \plami bitta to ‘gri chizikni tashkil etadi;
v) 8 = 0 va д * 0 bo ‘Isa markazga ega emas.

Tasdiq-2. Yagona markazga ega b o llgan ikkinchi tartibli chiziq 
markazi unga tegishli bo ‘lishi uchun A = 0 tenglikning bajarilishi zarur 
va etarlidir.

Isbot. Ikkinchi tartibli chiziq markazi M0(xQiy0) nuqtada bo‘lib,u 
chiziqqa tegishli boMsa

а21Х0+апУ0+а23
va

+ 2anxoУо+ а̂ Уо2 + 2atix0 + 2a^ v0 + ai} =0 (7)

tengliklar bajariladi. Yuqoridagi (6) tenglikning birinchisini x0 ga, 
ikkinchisini y 0 ga ko‘paytirib, (7) tenglikdan ayirsak

tenglikni hosil qilamiz. Demak (x0t<y0.i) uchlik

в „Х  + Ou y  + f l , 32 =  0

+ а ггУ +Ягзг = 0 00
о , ,  x  + a J2y  + a n z  = 0

bir jinsli sistemaning notrivial yechimidir. Bu esa A = 0 shartga teng 
kuchlidir. Aksincha A = 0bo‘lsa, (8) sistema notrivial fo,.y0,z0) yechimga 
egadir. Bu uchlikda z0 * o, chunki 8 * 0 .  Biz z 0 = \ deb hisoblay olamiz, 
chunki 8 * 0  boMganligi uchun har bir z0 uchun juftlik mavjud.
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Yuqoridagi (8) sistemada z0=l bo‘lganda (*0,j>/0) juftlik markaz 
koordinatalari ekanligi kelitb chiqadi. Bundan tashqari (8) sistemadan 
foydalanib

au:x2 +2avxn yn +a22y02 + 2al3x0 + 2 y0 +fl3, = 0

tenglikni olish mumkin.

2-§. Ikkinchi tartibli chiziq va to ‘gri chiziqning o ‘zaro vaziyati 

Bizga (1) tenglama bilan aniqlangan ikkinchi tartibli chiziq va

x  =  x Q + l t
(9)

y  =  y 0 + m t

parametrik tenglamalar yordamida С to‘gri chiziq berilgan bo‘lsin. 
To‘g‘ri chiziq va ikkichi tartibli chiziqning kesishish nuqtalarini topish 
uchun (9) ifodalami (1) ga qo‘yamiz. Natijada quyidagi

(a,,/2 + l a j m  + anm2 )l2 + 2 (a jx ,  + a,, (/>'„ + mx0) + anmy„ + a,,/ + a,jn)l +

+ ^ (w .)= * >

kvadrat tenglamani hosil qilamiz.Bu tenglamada ikkinchi darajali had 
oldidagi ifoda to‘g‘ri chiziqning yo‘nalishiga bog‘liq xolos. Ba’zi 
yo‘nalishlar uchun bu ifoda nolga teng bolladi va yuqoridagi tenglama 
chiziqli tenglamaga aylanadi. Ba’zi yo‘nalishlar uchun bu ifoda nolga 
teng emas va yuqoridagi tenglama kvadrat tenglama bo‘ladi.

1-ta ’rif. Berilgan {*?,m} yo ‘nalish uchun
j/ 4 2anbn 4 ̂ 22^̂  = ̂  

tenglik bajarils a,buy о 1nalish asimpotikyo ‘nalish,
{l 2  4- 2 a l2 lm  4- a 22m 2  *  0  ( 1 2 )

munosabat bajarilsa noasimptotikyo ‘nalish deyiladi.

To‘g‘ri chiziqning yo‘nalishi noasimptotik bo‘lsa,yuqoridagi 
tenglama kvadrat tenglama boiadi. Demak bu tolg‘ri chiziq (1) chiziq 
bilan ikkita yoki bitta umumiy nuqtaga ega bo‘lishi mumkin.
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Noasimptotik yolnalishdagi to‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli chiziq bilan 
bitta nuqtada kesishsa,u urinma deb ataladi.

To‘glri chiziqning yo‘nalishi asimptotik bo‘lsa, yuqoridagi 
tenglama chiziqli tenglama boladi. Demak bu holda to‘g‘ri chiziq (1) 
bilan bitta nuqtada kesishadi, yoki to‘g‘ri chiziqning hamma nuqtalari (1) 
ga tegishli bo‘ladi. Agar ikkinchi darajali had koeffisienti nolga teng 
bo‘lib, ozod had noldan farqli bo'lsa, to‘g ‘ri chiziq ikkinchi tartibli chiziq 
bilan kesishmaydi. Asimptotik yo‘nalishdagi tolg‘ri chiziq ikkinchi 
tartibli chiziq bilan kesishmasa u ikkinchi tartibli chiziq uchun asimptota 
deyiladi.

Biz
al j/2 + 2ax2lm + a22m2 = 0

tenglamada f^ 0 b o ‘lsa, * = y  belgilash kiritib uni

a\ i + ̂ a\ik + a22̂ 2 = 0 

f
ko‘rinishda, agar™ *0bo‘Isa, A= — belgilash kiritib uni

m

auk2 + 2ank + a22 - 0

ko‘rinishda yozamiz. Ikkala holda ham diskriminant uchun

D — 4<7j2 — 4flj |fl22 =  —4 S

tenglik o‘rinli. Demak £ > 0  bo‘lsa asimptotik yo‘nalish mavjud emas.Bu 
holda (1) chiziq elliptik chiziq deyiladi,agar £ = 0 bo‘lsa, asiptotik yo'na- 
lish bitta va bu holda (1) chiziq parabolik, £ < 0 b o ‘lsa ikkita asimptotik 
yo‘nalish mavjud, chiziq esa giperbolik chiziq deyiladi.

Yuqoridagi (11) tenglamadagi birinchi darajali had oldidagi 
koeffitsient

(<2, l£ + al2m)x + (a]2£ + a22m)y + al}£ + a22m = 0 (13)

ko‘rmishga ega. Agar
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a\\C + a\2m = 0
a2]t + а22т ~ О

( 14)

tengliklar bir vaqtda bajarilmasa, (13) tenglama to‘g ‘ri chiziqni aniqlaydi. 
Berilgan {/,/>/} yo‘nalish uchun (14) tengliklar bajarilsa, {Lm} yo‘nalish 
maxsus yo4nalish deyiladi. Ikkinchi tartibli chiziq uchun£ * 0  bo‘lsa,(14) 
sistema faqat trivial echimga ega va demak yagona markazga ega bolgan 
chiziqlar uchun maxsus yo‘nalishlar yo‘q.

2-ta’rif. Maxsus bo'lmagan {t,m} yo ‘nalish uchun (13) tenglama 
cmiqlovchi to 'g r i chiziq ikkinchi tartibli chiziqning {*>*} y o ‘nalishga 
qo ‘shma diametii deb ataladi.

Diametr tushunchasining korrekt aniqlanganligini ko‘rsatamiz. 
Avvalo {t,m} yo‘nalish asimptotik yo‘nalish bo‘lgan holni qaraylik. Bu 
holda

tfM/2 + 2a]2lm+a22m2 

tenglikning chap tomoni uchun

aul2 + 2a]2lm + a22m2 = (aul + a]2m)l + (anl + a22m)m 0 4 )  

tenglik o‘rinli. Demak

(a,,/ + anm)l + (a]2l + a22m)m = 0 (15)

tenglik kelib chiqadi. Bu tenglikdan

—j--- J--------s = --- Г—-----  (16)
-\a\2? + a22m) a\\t + a\2m

proporsionallik munosabati kelib chiqadi.
Diametr uchun {-(a]2l + a22m)y aul + a]2m} vektor yo‘naltiruvchi 

vektor bo‘lganligi uchun diametr yo‘nalishga parallel bo‘ladi .
Diametrga tegishli nuqtalar uchun (11) tenglamadagi birinchi darajali had 
oldidagi koeffisent nolga teng bo'ladi. Demak bu holda diametr ikkinchi
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tartibli chiziq uchun asimptota bo‘ladi (kesishmaydi) yoki diametrga 
tegishli hamma nuqtalar (1) chiziqda yotadi.

Noasimptotik {£,m} yo‘nalishga ega bolgan to ‘g‘ri chiziq (1) 
chiziqni ikkita A/,va M2nuqtalarda kesib o‘tsa, M,A'/2kesmaning o‘rta- 
sini /V/0(,y0,^0) bilan belgilab to‘g ‘ri chiziqning parametrik tenglamalarini

x = x0 +I/, y  = y0 +mt

ko‘rinishda yozamiz. Parametrning A/,, M2 nuqtalarga mos keluvchi 
qiymatlarini 12 bilan belgilasak, ular (10) tenglamaning ildizlari 
bo‘ladi va Viet teoremasigi ko‘ra / ,+r2 =0 tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu 
tenglikdan M0(x0,y0) nuqtaning diametrga tegishli ekanligi kelib chiqadi. 
Demak noasimptotik {£,/»} yo‘nalishga parallel vatarlaming o‘rtalaridan 
o ‘tuvchi to‘g‘ri chiziq shu yo‘nalishga qo‘slima diametr bo‘ladi.

Noasimptotik {e,m} yolnalishga ega bo'lgan va qo‘shma diametrga 
tegishli MQ(x0,y0) o‘tuvchi to ‘g ‘ri chiziq (1) chiziqni Л/, va M2 nuqtalarda 
kesib o ‘tsa, bu nuqtalarga mos keluvchi parametrning qiymatlari (10) 
tenglamaning ildizlari boMadi. To‘g‘ri chiziqning /V/0(.Y0,.y0) nuqtasi 
diametrga tegishli boMganligi uchun (10) tenglamada birinchi darajali had 
oldidagi koeffisient nolga teng bo‘ladi. Viet teoremasiga ko‘ra /, +t2 =0 
bo‘lganligi uchun M0(x0,y0) nuqta M}M2 kesmaning o‘rtasi bo‘ladi. 
Demak, diametr tushunchasi korrekt aniqlangan.

Berilgan {£,m} yo‘nalishga qo‘shma diametr tenglamasini

(aux + any  + al3)£ + (a2lx + any  + a23 )m = 0 (17)

ko'rinishda yozish mumkin. Bu tenglamadan ko‘mib turibdiki, har 
qanday diametr (1) chiziq markazidan o‘tadi.

3-§. Qo ‘sit та у  о ‘nalishlar va bosh y o ‘nalishlar

Berilgan {t>m} yo‘nalishga qo‘shma diametr yo‘nalishi {£\m'} 
uchun

Г : m' -  - ( a ]2l + a22m):  (a , j/  +  a {2m) 
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munosabat o‘rinli. Bu munosabatni

(a} j /  + flf12m )/' +  (al2l +  a22m)m' =  0 (19)

ko‘rinishda yoki

au l i  + a\2{lm' + m/') + a22mm = 0 (20)

ko‘rinishda ham yozish mumkin.
l - ta ’rif. Ikkita {iym} va {?,m} yo'nalishlar uchun (20) munosabat 

bajarilsa, bu yo'nalishlar (I) chiziqga nisbatan qo'shma yo'nalishlar 
deyiladi.

Bu munosabatda (1) tenglama koeffisentlari qatnashadi. 
Koeffitsiyentlar esa koordinatalar sistemasiga bogMiq. Ikkita {t,m} va 

yo‘nalishlar biror koordinatalar sistemasida (1) chiziqga nisbatan 
qo‘shma yo‘nalishlar bo‘lsa, ular ixtiyoriy koordinatalar sistemasida (1) 
chiziqga nisbatan qo‘shma yo‘nalishlar bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Biz Oxy koordinatalar sistemasidan O'x'y' koordinatalar sistemasiga

ko‘rinishga keladi. Ikkita va {£\m'} yo‘nalishlar uchun qo‘shma
bo*lish sharti boigan (21) tenglikni

x = c ux' + cl2y ’ + x0 

У = с21х' + с22У' + У0
(21)

almashtirishlar yordamida o‘tsak,(l) tenglama

a\ j (x')2 +  2a\2x'y’ +  a'22 ( v*)2 2a^x' +  2a22y' +  Д33 — 0 (22)

(23)

belgilash kiritib

ko‘rinishda, (1) tenglamani esa.
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ko‘rinishda yozish mumkin.AJmashtirishlar formulasini

C =
\ C2\ C21

(26)

belgilash kiritib, matrisalar va vektorlar yordamida yozsak

( A  a f Xo)+ u) (27)

ko‘rinishda bo‘ladi. Ikkinchi tartibli cliiziqning (25) tenglamasiga (27) 
formuladagi ifodani qo‘ysak va

M -
[ • Ш -

tenghklami hisobga olsak, (25) tenglama quyidagicha o‘zgaradi:



Bu tenglamalaming oxirgisidan ko‘rinib turibdiki yangi koordinatalar 
sistemasidagi koeffisientlardan iborat

A '= \a" ° 'f I matrisa A'=CTAC 
,a 2) a 22.

qoida bo‘yicha o‘zgaradi va

("13* a 23 )  =  [(*1 3 »'*23 )  +  (x 0 »У о ) A l P  

* 3 3  =  (x 0 ’ У ъ ) А  0 +  2 (a l 3 »f l23 i  0 I +  *33
J o )  \ У о )

(29)

tenglikJar o‘rinli ekanligini ko'rish mumkin.
Biz a vektoming eski koordinatalarini alya2 bilan,yangi koordina- 

talariui a'ua2 bilan belgilasak,

= C '*1
1*2

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikni hisobga olib a = {C,m } , b = {£',m'} 
vektorlarning yangi koordinatalarini bilan belgilasak

{Г,т’)л[е ) = (e',m')CTA c(e' \={e\,m[)A 
W  W

tenglik o ‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikdan (24) tenglik

i ( e' 1=0 
Vwi

(30)

tenglikga teng kuchli ekanligi. kelib chiqadi. Demak a , b vektorlarning 
( 1 ) chiziqqa nisbatan qo‘shma bo‘lishi koordinatalar sistemasiga bog‘liq 
emas.

Ikkinchi tartibli chiziqning markazi tushunchasi koordinatalar sis
temasiga bog‘liq emasligini biz 1 -paragrafda geometrik ravishda ko‘rsat-
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gan edik. Hozir esa yuqoridagi almashtirishlar fonnulasini keltirgani- 
mizdan keyin bu faktni algebraik isbotlashimiz mumkin.Haqitan ham biz 
sistemani

(x*y)d + («13»а2з)= (0»0) (31)

ko‘rinishda yozishimiz mumkin. Ikkinchi tomondan yangi koordinatalar 
sistemasida bu tenglik ko‘rinishda

(**» y')A' + (*i з»a23) -  (0»0) (32)

ko‘rinishda bo‘Iadi. Yuqoridagi almashtirish formulalami hisobga olib, 
uning (31) tenglikga teng kuchli ekanligini ko‘rsatamiz. Bu tenglikda

■Cl , A ' - C TA C , (fl(з,*2 3 ) — [(«]з»«23) *** C*o*Уо)^1Р

almashtirishlami bajarsak, u

C~] fl-f \y ,  I
CTAC + [(0 ,3,023) + {x0,y0)A)C = (0,0) (33)

ko^nishga keladi. Bu tenglikda

Уо)
= [(x,y)-(x0,y0)](c ' f

tenglikni hisobga olsak, (34) tenglik

\{x,y)A + (а|3,а2з)]С = (0,0) (34)

k o ‘rinishda yoziladi. Bu tenglikdagi matrisaning detenninanti noldan 
farqli bo‘lganligi uchun,bu tenglik (31) tenglikga teng kuchlidir.
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2-tayrif. Birorta yo ‘nalish o'ziga perpendikulyar у  о ‘nalishga 
qo 'shma bo Isa,и bosh у  о 4halish deyiladi.

Bu ta’rifga ko‘ra {l,m} yo‘nalish bosh yo‘na!ish boMishi uchun u 
{-/n,?} yo‘nalishga qo‘shma boMishi kerak. Albatta, agar {c,m} yo‘naJish 
bosh yo‘na!ish boMsa, {- m,i] yo'nalish ham bosh yo'nalish boMadi. 
Berilgan {£,/«} yo‘nalishning bosh yo'nalish boMish sharti

a, ]//' + tf,2 (lmf + тГ) + aimin' = 0

tenglikda {£',w'}vektomi bilan almashtirish natijasida hosil boMadi
va quyidagi ko4rinishda boMadi:

a ,2 i2 + (a22 ~d\ | }f./n — a2\ m2 = 0  (35)

Agar {t,m} maxsus yo'nalish boMsa,

t _ — «12 _ ~ a22 
m au al2

tenglik o ‘rinIi boMadi va yuqoridagi (35) shart bajarilgan. Biz bilamizki, 
faqat £  = 0 bo‘lgan hollardagina ikkinchi tartibli chiziq maxsus 
yo'nalishga ega boMib, u ikkinchi tartibli chiziq uchun asimptotik 
yo‘nalish boMadi. Demak yagona markazga ega boMmagan ikkinchi 
tartibli chiziqlar uchun asimptotik yo‘nalish bosh yo'nalish boMadi. 
Albatta maxsus yo‘nalishga peфendikulyar yo‘nalish ham bosh yo‘nalish 
boMadi. Boshqa bosh yo‘nalishlar yo‘q. Demak yagona markazga ega 
boMmagan ikkinchi tartibli chiziqlar uchun o‘zaro perpendikulyar faqat 
ikkita bosh yo‘nalish mavjuddir.

Yuqoridagi (35) tenglikda an - 0 va au =a22 munosabatlar 
bajarilsa, bu tenglik ixtiyoriy {l,m) yo‘nalish uchun bajariladi. Demak bu 
holda ixtiyoriy yo‘nalish bosh yo‘naiish boMadi.Agar a12 *0  boMsa, (35) 
tenglik

. I , , m 4 * = -  ( va k = -  ) 
m I

ifoda uchun kvadrat tenglama boMadi. Bu tenglamada diskriminant uchun
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5 ga 2 ni qanday qo‘shish kerakligini esga olishni taklif qiladi. Bolalar 
bittalab qo‘shishni o‘rganib olganlaridan keyin ayirishga oid masalalarni 
yechishda u bittalab ayirishni ko‘rsatadi.

Ayirish usulini quyidagicha ifodalash lozim: 1 tasi kam 5 - bu 4, 1 
tasi kam 4 - bu 3.

Keyinchalik bolalar 3 ni qo‘shadilar va ayiradilar. Bolalami 
arifmetik amallari ifoda etishni hisoblash usullaridan farq qila bilishga 
o‘rgatish uchun qo‘shishda - «ga», ayirishda - «dan» qo‘shimchalaridan 
foydalanish maqsadga muvofiqdir.

Bolalar hisoblash vaqtida olingan javob bilan birga (5 qo‘shuv 3 
barobar 8) arifmetik amallami takrorlaydilar, shundan keyingina ular 
masala savoliga javob beradilar.

Dastlab bolalar ko‘rsatma material asosida, keyinroq - miyada 
sonlaming to‘g‘ri va teskari ketma-ketligi haqidagi bilimlari hamda ular 
o‘rtasidagi bog‘lanish va munosabatlarni tushunishga asoslanib 
hisoblaydilar.

Yil oxirida bolalar masala tuzishni, undagi shart va savolni farq 
qila bilishi, berilgan sonlami ajratib olishni, ular o'rtasidagi miqdoriy 
munosabatlarni aniqlashni, arifmetik amallani to‘g‘ri to‘plashni va ifoda 
etishni, hisoblash usullaridan foydalanib, harakat natijasini topishni va 
masala savoliga to‘liq javob berishni bilishlari kerak.

Arifmetik masalalarni yechish. Masala yechishda «qo‘shish», 
«ayirish», «barobar» matematik terminlaridan foydalanish zarur. Keyin 
masalani «yoziladi».
- Lolada 3 ta shar bor edi, u yana 1 ta shar oldi. Sharlar ko‘paydimi, 
kamaydimi? Ko‘paysa qaysi belgidan foydalanamiz? Qo‘shuv 
belgisidan, 3 qo‘shuv bir barobar 4 (shar). Doskada 3 raqami. Lola 
nechta shar oldi? Masalada bizga nima noma’lum? Sharlarning nechta 
bo‘lgani va 3 qo‘shuv 1 barobar. Keyin masala bir necha marta 
qaytariladi va yechiladi. Doskaga 3 qo‘shuv 1 barobar 4 deb «yoziladi».

Bolalar yozishni mashq qiladilar. 1 - 2  bola mustaqil yozgajilarini 
o‘qib beradilar. «3 ta sharga 1 ta shar qo‘shilsa, 4 ta shar bo‘ladi». Kim 
masalani yechadi? 3 ga 1 ni qo'shish kerak. Lolada nechta shar bo‘ldi? 4 
ta. Doskada 3 qo‘shuv 1 barobar 4. Bolalar ko‘pincha masalani hikoya, 
topishmoq bilan aralashtirib yuboradilar. Masalan: Akvariumda 6 ta 
baliq bor edi. Yana bir nechta baliq solib qo‘yishdi. Bu masalani yechish 
mumkinmi? Yoki to‘rtta og‘ayni bitta tom ostida yashaydilar. Bular
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masala emas, balki hikoya va topishmoqdir. Masalada doim eng kamida 
I ta son ishtirok etishi uqtiriladi.

Tevarak-atrofni (joyni) bilish. Bolalarning maktabdagi ko‘pgina 
faoliyatlari tevarak-atrofda o‘mini aniqlash (oriyentatsiya qila bilish) 
bilan bog‘liqdir. SHuning uchun bolalar maktabga chiqqunga qadar 
harakat yo‘nalishlari (o‘ngda, chapda, to‘g‘rida, burchakdan burchakka 
va hokazo)ni bilishlari, tevarak-atrofdagi narsalarning o‘zlariga nisbatan 
(o‘ng tomonda, chap tomonda, yuqorida pastda, orqada, oldinda) 
joylashishini bilishlari; bir-biriga nisbati, joylashishini (stolning oldida 
stul) xonada, uchastkada oriyentatsiya qila bilishni, bog‘chadan uyga 
qaytishni, ko‘chadan o‘tish qoidasini bilishlari lozim. Bolalami qog‘oz 
sathini aniqlay bilishga o‘rgatish muhimdir. CHunki bu bilimlar 
kitobning kerakli betini topishda, 1 varaq qog‘ozning yuqorigi chap 
burchagi, daftaming yuqori, past tomonlari, burchaklarini topishi, 
kerakli yo‘nalishda daftarda chiziq chizishga o‘rgatadi. Bolalarga 
quyidagi topshiriqni berish mumkin: pastki chap burchagiga 4 ta 
kvadrat, yuqorigi o‘ng burchagiga 1 ta optiq, uchburchak chiz. Bolalami 
bajargan ishlarini to‘laroq so‘zlab berishga o‘rgatish zarur. Tevarak- 
atrofni bilish vazifasi matematika mashg‘ulotlarida kam vaqtni oladi, uni 
ko‘proq boshqa bo‘limlar bilan birgalikda olib borish kerak (kundalik 
turmush faoliyatida, o‘yinda, mehnatda, jismoniy tarbiya, musiqa 
mashg‘ulotlarida, gimnastika vaqtida).

Didaktik o‘yinlar bolalarning tevarak-atrofni aniqlash 
ko‘nikmalarini takomillashtiradi. (Masalan: «Predmetni top», «Xona 
bo‘ylab sayohat» va hokazo o‘yinlar) Barcha asosiy harakat yo‘nalshiga 
ko‘rsatma berib turiladi: «To‘g‘riga borasan, keyin chapga burilib, shkaf 
oldidan o‘tasan va hokazo. Bunda bolalar tevarak-atrofda o‘z o‘rinlarini 
aniqlay boshlaydilar.

Topqirlikka doir masalalar. «Top, kim qayerda turibdi? Agar 
Salimaning oldida Alisher, Nodiraning orqasida Akmal turgan bo‘lsa, 
Nodira qayerda turgan bo‘ladi? Xonaning har burchagida bittadan 
mushuk, o‘tirgan bo‘Isa, har bir mushukning qarshisida nechtadan 
mushuk o'tiribdi?» Asta-sekin vazifa murakkablashtirilib, ular 
o‘rtasidagi munosabatlar, predmetlar soni ko‘paytirib boriladi.

A wal tevarak-atrofiii aniqlash ko‘rgazmali materiallar asosida olib 
borilsa, keyinroq xayoliy dastur asosida olib boriladi.

Birinchi o‘nlik sonlaming har biriga nisbatan uning qatorida, 
« ‘zidan oldin keladigan sonni 1 ni ayirish bilan yoki undan keyin
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* 2 2  У 2 + 2 « ] 3  х'2 + « 3 3  = О (39)

ko‘rinishga keladi. Bu tenglamada 022 munosabat o‘rinlidir. Bu 
chiziq uchun

bo‘lmaydi,agar a[3= 0bo‘lsa ikkinchi tartibli chiziq cheksiz ko‘p 
markazga ega va markazlar to‘g‘ri chiziqni tashkil qiladi.

Agar ikkinchi tartibli chiziq markazga ega bo‘imasa,yuqoridagi (39)

nuqtada kesib o‘tadi. Biz koordinata boshini shu nuqtaga ko‘chirib, teng
lamani

ko‘rinishga keltiramiz. Bu tenglamada a;3koeffisientning ishorasi a2 2 

koffisient ishorasiga qarama-qarshi bo‘Isa,(40) tenglama

ko‘rinishga keladi. Bu tenglamada p>  0 bo‘lganligi uchun, u parabolani 
aniqlaydi.

Agar aj3 koffisient ishorasi a'22 koffisient ishorasiga bilan bir xil bo‘1- 
sa, (41) tenglamada p < Obo‘lganligi uchun, u bo‘sh to‘plamni aniqlaydi.

Yagona markazga ega bo‘Imagan ikkinchi tartibli chiziqning (39) 
tenglamasida a{3 koeffisient nolga teng bo‘Isa, (39) tenglama

0  0  a{3 

A = 0 0-22 0 = —’«22«13 
« 3 1  0  a\ 3

bo‘lganligi uchun, agar д[3 * 0 b o ‘lsa ikkinchi tartibli chiziq markazga ega

tenglamada д|3*0 va ikkinchi tartibli chiziq abssissa o ‘qini x ' - —

*22 У '2 +  2а[ъх' =  0 (40)

(41)

(42)
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ko‘rinishga keladi. Bu tenglamada a22 * 0,^33 koffisient esa nolga teng 
boMishi ham, nolga teng boMmasIigi ham mumkin. Agar a33 koffisient 
esa nolga teng boMsa, (43) tenglama

/ 2 = 0  (43)

ko‘rinishga keladi va ikkita ustma-ust tushuvchi to ‘g‘ri chiziqni 
aniqlaydi.

Yuqoridagi (42) tenglamada a& koffisient nolga teng boMmasa,
(42) tenglama

ko'rinishga keladi. Agar a33 koffisientning ishorasi a22*0  koeffisient 
ishorasiga qarama-qarshi boMsa, (43) tenglamada c > 0  boMadi va u ikkita 
parallel to‘g‘ri chiziqni aniqlaydi. Agar a33 koffisientning ishorasi 022 

koeffisient ishorasi bilan bir xil boMsa, (43) tenglamada c < 0 boMadi va u 
bo‘sh to‘plamni aniqlaydi.

Demak yagona markazga ega boMmagan ikkinchi tartibli chiziq 
quyidagi uchta chiziqlaming biridan iborat:

1 ) parabola (markazga ega emas);
2 ) ikkita parallel to‘g‘ri chiziq (markazlar to ‘g ‘ri chizig‘iga ega);
3 ) ikkita ustma-ust tushuvchi to ‘g‘ri chiziq (markazlar to g ri chizi- 

g'iga ega)

5-§. Mustaqil islt uchun topshiriqlar

1 .Giperbola
(ax + by + c\a^x + b̂ y + c, )=0

tenglama bilan berilgan. Uning asimptotalarini toping.
2 .1kkinchi tartibli chiziq

(ax + by + c f  -  (al* + b{y  + c} f  = 0

tenglama bilan berilgan bo‘lsa,u ikkita to 'g 'ri chiziqdan iborat ekanligini 
ko‘rsating.



3.To‘g‘ri chiziqlarga ajralmaydigan ikkita ikkinchi tartibli to ‘g ‘ri 
chiziq beshta nuqtada kesishsa, ulaming ustma-ust tushishini ko‘rsating.

4.Birorta to ‘g ‘ri chiziq ikkinchi tartibli chiziq bilan uchta nuqtada 
kesishsa, ikkinchi tartibli chiziq bir juft to‘g ‘ri chiziqdan iborat ekanligini 
ko‘rsating.

5.Quyidagi ikkinchi tartibli chiziqlaming markazini toping.
a) x2  — 2xy + 2 y 2 — 4x — 6y  + 3 — 0
b) 3x2 - 2 x y + 3 y 2 -h4x + 4 y - 4  = 0 
v) 2x2 - 3 x y - y 2 + 3x + 2y  = 0
g) x2 - 2 x y - h y 2 - 4 x - 6 y + 3  = 0
d) 3x2 - 2 x y + 3 y 2 + 4x + 4 y - 4 = 0
6.Ikkinchi tartibli chiziq va uning diametri mos ravishda

3x2 + 2 x y + 2 y 2 + 3 x - 4 y  = 0 va x + 2 y - 2  = 0

tenglamalar berilgan. Bu diametrga qo‘shma diametr tenglamasini 
tuzing.

7. Quyidagi ikkinchi tartibli chiziqlaming ko‘rinishini aniqlang.
a) x 2 + 6xy+ y2 +6x + 2 y - l  = 0 J: Giperbola
b) 3x2 - 2 x y + 3 y 2 +4 x + 4 y - 4  = 0 J: Ellips
v) x2 - 4 x y + 3 y 2 + 2 x - 2 y  = 0 J: Ikkita kesishuvchi to ‘g ‘ri 

chiziqlar
g) y 2 + 5 x y - \ 4 x 2 =0 J: Ikkita kesishuvchi to‘g ‘ri chiziqlar 
d) x 2 - x y - y 2 - x - y  = 0 J: Giperbola
8. Berilgan beshta (0;0), (0;2), (-1;0), (-2;1), (-1;3) nuqtalardan 

o ‘tuvchi ikkinchi tartibli chiziq tenglamasini tuzing.
9. Koordinatlar boshi 0'(l;0) nuqtaga ko‘chirilsa, u holda ushbu

x 2 - 4 x y  + 3y2 - 2 x  + \ =0

ikkinchi tartibli chiziq tenglamasi qanday ko‘rinishga keladi.
10. Ellipsga ichki chizilgan to‘g‘ri to‘rtburchak tomonlari, 

ellipsning o‘qlariga parallel bo‘lishini isbotlang.
11. Quyidagi giperbolalaming asimptotalarini toping.
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a) Зх2 + 2 х у -у 2 + 8x + 10>> + 14=0 
J: 6x-2>' + 5 = 0 va 2х + 2 у - \  = 0
b) Зх2 + \Оху + 7 у 2 + 4*+ 2у +1 = О 
J: 6.х + 14^ + 1 1  = 0 va 2х + 2 у - 1  = 0 
v) \ 0 x y - 2 y 2 + 6х + 4 у - 2 \  = 0
J: 5^ + 3 = 0 va 25х-5у + 13 = 0 ' 
g) 2х2 -З х у -х  + Зу + 4 = 0 
J: 2x -3 y  + \ = 0 va х - 1 = 0
12. Ellips tenglamasi

ko‘rinishda va ikkita qo‘shma diametrlardan biri katta o‘q bilan 30° bur- 
chak hosil qiladi. Diametrlaming yo‘nalishlari orasidagi burchak topilsin. 
J: p = 120°

13. Ellips tenglaiasi

ko‘rinishda va ikkita qo‘shma diametrlari orasidagi burchak 60° ga teng 
bo‘Isa, diametrlaming uzunliklari topilsin. J:
2a' = 4л/2, 2b' = 2>/5

14. Giperbola tenglamasi

ko4rinishda bo‘lsa, uning 45° burchak hosil qiluvchi qo‘shma diametr- 
larining tenglamasini tuzing.

15. Quyidagi ikkinchi tartibli chiziqlarning bosh o‘qlarini toping.
a) 3x2 + 2xy+3y2 + 6 x - 2 y - 5  = 0
J: 2* + 2>> + l = 0 v a x - y  + 2 = 0

b) 5x2 + 24xy -  2y2 + 4x-1  = 0
J: 28x + 21^ + 4 = 0 va33x-44y-6  = 0

v) x2 -3xy + y 2 + 1 = 0
J: x + y  = 0 v a x -y  = 0
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16.Parabola x2 =6у  tenglama yordamida berilgan.Uning 
4д; -  -  5 = 0
to‘g ‘ri chiziq yo‘nalishiga qo‘shma diametri tenglamasini tuzing. J: 
x —12=0

17. Parabola y 2 = 2px  tenglama yordamida berilgan.Uning parabola 
o‘qi bilan 45° burchak tashkil qiluvchi vatarlarga qo‘shma diametri 
tenglamasi tuzilsin.

J: y - p  = 0
18. Parabola

x2 -6x)> + 9y2 — 12x + 14v — 7 = 0

tenglama yordamida berilgan.Uning absissa o ‘qiga qo‘shma diametr 
tenglamasini tuzing.

J: x - 3 v - 6 = 0

104



VBOB
IKKINCHI TARTIBLI SIRTLARNING KANONIK 

TENGLAMALAR!

l-§. Ellipsoid va giperboloidlar

1 °. Ellipsoid
Fazoda dekart koordinatalari sistemasi kiritilgan bo‘lib,unda ikkin

chi darajali F(x,y,z) ko‘phad yordamida berilgan

F(x,y ,* )=0 (1)

tenglamani qaraylik. Fazoda koordinatalari (1) tenglamani qanoatlanti
ruvchi nuqtalar to ‘plami ikkinchi tartibli sirt deb ataladi.

l - ta ’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koor
dinatalari sistemasida

(2)a b~ с

к о ‘rinishda yozish mumkin bo {lsa , и ellipsoid deb ataladi.Bu tenglamada 
a > b > c > 0  munosabat bajarilishi talab qilinadL

Ellipsoid tenglamasidan ko‘rinib turibdiki, u koordinata o‘qlariga 
nisbatan
simmetrik joy lash gan, koordinata boshi esa uning simmetriya markazidir.

Ellipsoidning shaklini chizish uchun uning koordinata tekisliklariga 
parallel tekisliklar bilan kesimini qaraymiz.Masalan,uni z = h tenglama 
bilan aniqlangan tekislik bilan kessak, |/?| <с bo‘lganda kesimda

£1 + У ± ^ - к-
a2 b2 с2

tenglama bilan aniqlanuvchi ellips hosil boMadi.Bu tenglamani
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ko‘rinishdayozish mumkin.
Xuddi shunday,ellipsoidni Chez, Oyz tekisliklariga parallel tekisliklar 

bilan bilan kessak, kesimda ellipslar hosil bo‘ladi. Yuqoridagi lami 
hisobga olib, ellipsoidni chizmada tasvirlashimiz mumkin.

2-ta'rif Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordi
natalari sistemasida

ко ‘rinishda yozish mumkin bo \Isa, и ikki pallali giperboloid deb ataladi. 
Bu tenglamada a > b > 0, c > 0 munosabatlar bajarilishi talab qilinadi.

Ikki pallali giperboloid tenglamasidan ko‘rish mumkinki, uchinchi 
o ‘zgaruvchi z ^ c v a  zZ c  tengsizliklami qakoatlantirishi kerak. Demak 
ikki pallali giperboloid ikki qismdan iborat va uning nomi shakliga 
mosdir. Agar ikki pallali giperboloidni z = h tenglama bilan aniqlangan 
tekislik bilan kessak, |Л|>с bo4Iganda kesimda

— + y L = — - \ 2 /2 2 a b c
tenglama bilan aniqlanuvchi ellips hosil bo‘Iadi. Bu ellipsning yarim 
o'qlari mos ravishda
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Agar ikki pallali giperboloidni y = h tenglama bilan aniqlangan 
tekislik bilan kessak, har qanday h uchun kesimda

kattaliklarga tengdir.

tenglama bilan aniqlanuvchi giperbola hosil bo ‘ladi. Bu giperbolaning 
yarim o ‘qlari mos ravishda

kattaliklarga tengdir.
Xuddi shunday ikki pallali giperboloidni x -h  tenglama bilan 

aniqlangan tekislik bilan kessak, har qanday h uchun kesimda

tenglama bilan aniqlanuvchi giperbola hosil 
bo ‘ladi. Bu giperbolaning yarim o‘qlari mos 
ravishda

4 4  •
kattaliklarga tengdir.

Bundan tashqari (3) tenglamadan ko‘rish 
mumkinki, giperboloid koordinata tekisiik- 
lariga nisbatan simmetrik joylashgan, koordi
nata boshi esa uning simmetriya markazi 2-chizma 
bo‘Iadi. Bulami hisobga olib uni chizmada 
tasvirlashimiz mumkin.

3-ta’rif. IJdcinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart 
koordinatalari sistemasida
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„L л I iа о c
ко ‘rinishda yozish mumkin bo ‘Isa, и bir pallali giperboloid deb 
ataladi.Bu tenglamada a > b > 0, c> 0  munosabatlar bajarilishi talab 
qilinadi.

Bir pallali giperboloidning tenglamasidan k o ‘rish mumkinki, u 
koordinata tekisliklariga nisbatan simmetrik joylashgan,koordinata boshi 
esa uning simmetriya markazi boMadi. B ir pallali giperboloidni z = h 
tenglama bilan aniqlangan tekislik bilan kessak, har qanday h uchun 
kesimda

jc2 y 2 h2
+ 7 X  =  ' T  +  1а о c

tenglama bilan aniqlanuvchi ellips hosil boMadi. Bu ellipsning yarim 
o ‘qlari mos ravishda

a J l+ 7 'f?
kattaliklarga tengdir. Agar h = 0 boMsa,kesimda eng kichkina ellips hosil 
boMadi. Bu ellips bir pallali giperboloidning bo ‘g ‘zi deb ataladi.

Bir pallali giperboloidni x=h, y -  htenglama bilan aniqlangan 
tekisliklar bilan kessak, mos ravishda \h\<a va \h\<b boMganda kesimda

b2 с2 я 2 a2 с2 b2
tenglamalar bilan aniqlanuvchi giperbolalar hosil boMadi. Bu giperbola- 
lardan birinchisining yarim o ‘qlari mos ravishda

aj 1+7 ' >• bij^
h2

+ c2
kattaliklarga tengdir. Agar \h\=a yoki | / z |  == Z? boMsa,kesimda mos 
ravishda



tenglamalar bilan aniqlanuvchi ikkita kesishuvchi to ‘g ‘ri chiziqlar hosil 
b o ‘ladi. Bu faktlami hisobga olib bir pallali giperboloidni chizmada 
tasvirlashimiz mumkin

4-ta ’rif. Sirtning xar bir nuqtasidan shu sirtda yotuvchi to ‘g  ‘ri 
chiziq о ‘tsa, bunday sirt chiziqli sirt deyiladi.

Sirt chegaralagan bo‘lsa, unda to ‘g ‘ri chiziq yotmaydi va shuning 
uchun u chiziqli sirt bo‘lmaydi. Demak ellipsoid chiziqli sirt bo'lmaydi.

T eorem a-1. Bir pallali giperboloid chiziqli sirt bo'lib, uning har 
bir nuqtasidan giperboloidda yotuvchi ikkita to 'gri chiziq о ‘tadi.

Isbot. Bir pallali giperboloidning M(xQ,y0,zQ) nuqtasidan {l,m,n} 
yo ‘nalishdagi to ‘g  ‘ri chiziqning parametrik tenglamalari

z  = z 0 +  nt

ko‘rinishda bo4ladi. Bu to ‘g‘ri chiziq bir pallali giperboloidda yotishi 
uchun

.■}

3-chizma

x  =  x0 + I t  

y  = y 0 + m t (V

A y o+mf)2 (z0 + n lf  
b2 c2 "

tenglik t ning har qiymatida bajarilishi kerak. Bu tenglikda
Y2 V2 V2xo . 3 o zo i
2 r 2 Ла о c

munosabatni hisobga olsak
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i l  + ! ? l _ ^ i  = 0 va &  + ^ - £ 5 t _ 0 
a 2 b2 c2 a2 b2 c2

tengliklami hosil qilamiz. Y olnalishni aniqlovchi {l,m,n} vektom ing 
hamma koordinatalari nolga teng b o ‘lmaganlini uchun yuqordagi 
tenglikning birinchisidan пф 0 ekanligi kelib chiqadi. Biz umumiylikni 
chegaralamasdan n - c  deb olamiz. B undanesa l,m lar uchun

I2 , r?i2 , Ix0 t my0 _  z0
*> » 2 “  ’ 2 ,2 ~ a b~ a b с

shartlami olamiz. Agar biz

x0 = * i+ /— , У о=У \+т ~  (6)с с

tengliklar bilan nuqtani aniqlasak

a '2 b2
tenglikni olamiz. Bundan tashqari

/ \ 2  /

1 T  Л -POT-—I 2 2 2
c у A ______ g у 0 -  1 I ^  I

a2 62 c2 a2 b2

l a 2 6 2 J с b2 J c 2 a2 b2

tenglikdan

b2
f l 2 h 1 ы

V b2

y ? _
a 2 + b 2

(8)

munosabat kelib chiqadi. Demak nuqta giperboloidning
bo‘g ‘ziga tegishlidir. Yuqoridagi (6) tenglikdan

l - а 1 Ух 
m b2xx

m unosabat kelib chiqadi. Biz agar

i a b 1 = - - У \ и , m = - x lu 
b a

tengliklar bilan {/,/w,c} vektom ing l,m koordinatalarini aniqlasak,
110



munosabatni hisobga olib (8) tenglikdan w=±I qiymatlami topamiz. 
Demak biz qidirayotgan to ‘g ‘ri chiziqlaming parametrik tenglamalari

x = xo~u

b
У~Уо a

z = z0 +cl

ko‘rinishda bo‘Iadi. Bu to cg ‘ri chiziqlar / = - — boMganda (jc, ,0)
с

nuqtadan o‘tadi. Haqiqatan ham (6) tengliklardan
a z0 

Xl=x0 + u - y \  — b e
b Zq

У] = y0 + u ~ x i — a с
munosabatlami hosil qilish mumkin. Teorema isbotlandi.

2-§. Komis va uning kesimlari

3-ta'rif Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordi
natalari sistemasida

к о ‘rinishda yozish mumkin bo ‘Isa, и konus deb ataladi. Bu tenglamada 
a > b > 0, c> 0  munosabatlar bajarilishi talab qilinadi.

Konus tenglamasidan ko‘rinib turibdiki, u koordinata tekisliklariga 
nisbatan simmetrik joylashgan, koordinata boshi esa uning simmetriya 
markazidir. Bundan tashqari,agar M 0(x0, y Qi z0) nuqta konusga tegishli 
boMsa, 0(0 ,0 ,0) va Л/0(х0, y 0> z0) nuqtalardan o ‘tuvchi to ‘g ‘ri chiziqdagi 
har bir nuqta konusga tegishlidir. Haqiqatan ham, bu to ‘g ‘ri chiziqqa 
tegishli nuqta (tx0,ty0,tz0) ko‘rinishga ega va bevosita



Konusning har bir yasovchisi bu ellipsni bir marta (faqat bitta 
nuqtada) kesib o ‘tadi. Konusda yotuvchi va bu xossaga ega bo ‘lgan 
chiziqlar konusning yasovchisi deyiladi. Bu ellipslam ing markazlaridan 
o ‘tuvchi to ‘g ‘ri chiziq konusning o ‘qi deyiladi.

Yuqoridagi kanonik tenglamada konusning o ‘qi Oz o lqi bilan 
ustma-ust tushadi. Koordinata boshi ham konusga tegishli, konusning 
hamma yasovchilari bu nuqtadan o ‘tadi. Konusning hamma yasovchilari 
o ‘tuvchi nuqta uning uchi deb ataladi.

tenglikni tekshirib kc^rish mumkin.

4-chizma

4-ta’rif. Konusni uning uchidan о ‘tmaydigan lekisliklar bilan kesish 
natijasida hosil bo ‘Igan chiziqlar konus kesimlar deyiladi

T eorem a-2 . Aylanadcm boshqa hamma konus kesimlar tekislikda 
berilgan nuqtagacha b o ‘Igan masofasining berilgan to ‘g'ri chiziqqacha 
bo \Igan masofasiga nisbati о ‘zgarmas bo ‘Igan nuqtalaming geometrik
о ‘rnidir.

I s b o t  Konusni a  tekislik bilan kesganimizda hosil bo‘lgan 
chiziqni у bilan belgilaylik. Konusga ichki chizilgan va a  tekislikka 
urinuvchi sferanining tekislik blan kesishish nuqtasini F bilan 
belgilaym iz. Ichki chizilgan sfera konusga aylana b o ‘ylab urinadi. Bu



aylana yotuvchi tekislikni со bilan belgilaymiz. Konus kesim ga tegishli 
ixtiyoriy M nuqta olib, undan o ‘tuvchi yasovchi bilan со tekislikning 
kesishish nuqtasini В bilan belgilaymiz. Konus kesimga tegishli 
M nuqtadan a  va со tekisliklar kesishishidan hosil bo‘lgan £ to ‘g ‘ri 
chiziqqa perpendikulyar o ‘tkazamiz. Sferaga M nuqtadan o ‘tkazilgan 
urinmalar kesmalari bo‘lgani uchun FM = BM tenglik o ‘rinli bo ‘ladi. 
Berilgan M nuqtadan со tekislikgacha b o ‘lgan masofani h{M) bilan 
belgilasak,

Ш = ш , в м = > ш
sin#? sin^

tengliklar o ‘rinli bo'ladi. Bu yerda cp- a  va со tekisliklar orasidagi 
burchak, y/- konus yasovchis va со tekislik orasidagi burchak, A nuqta 
esa M nuqtadan 5  to‘g ‘ri chiziqqa tushirilgan perpendikulyar asosidir. 
Yuqoridagi tengliklardan

FM _ BM _ sin#? _
AM AM sin^

FMmunosabatni olamiz. Bu munosabatdan ko ‘rinib tu rib d ik i,-----nisbat M
AM

nuqtaga bog‘lik emas. Teorema isbotlandi.
Konus kesim uchun F nuqta uning fokusi <?to‘hri chiziq esa direkt- 

risa deyiladi. Yuqoridagi nisbat 1 dan kichik yoki teng bo llganda konus 
kesimning hamma nuqtalari fokus bilan birgalikda direktrisaning bir 
tarafida yotadi. Haqiqatdan ham direktrisaning boshqa tarafida yotuvchi 
M r nuqta uchun

FM' BM' ■ ,--- >---- >1
AM' AM’

tengsizlik o crinli bo‘ladi. Agar yuqoridagi nisbat 1 dan katta bo‘lsa, 
direktrisaning har ikkala tarafida konus kesimga tegishli nuqtalar bor. 
Demak, bu holda konus kesim ikki qismdan ib o ra t.

Biz bilamizki, agar e< l  bo‘lsa konus kesim ellips bo ‘ladi. Biz III 
bobda bu faktni isbotlaganmiz. Agar e -1  bo‘lsa, konus kesim parabola 
bo ‘ladi. Konus kesim uchun e> l  bo ‘lsa, u giperbola bo‘ladi.

Biz III bobda o‘rgangan ikkinchi tartibli chiziqlarning (ellips, para
bola va giperbola) har b in  ikkinchi teoremaga k o ‘ra, konusning birorta
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tekislik bilan kesishishidan hosil b o ‘lar ekan. Bu faktni algebraik metod 
bilan isbotlash ham mumkin.

Konusni z = h tenglama bilan aniqlanuvchi tekislik bilan kessak, 
kesimda yarim o ‘qlari mos ravishda

fw .
kattaliklarga teng bo‘lgan ellips hosil bo‘ladi. Agar biz konusni

x~h  , y - h  tenglamalar bilan aniqlangan tekisliklar bilan kessak,
kesimda yarim o ‘qlari mos ravishda

fw . fW va fw , J|A|a a a a

kattaliklarga teng bo‘lgan giperbolalar hosil bo‘ladi. Konus keimda para

bola hosil bo‘lishini ko‘rsatish uchun, uni z - - x  + hji ф 0 tenglama bilan
a

aniqlanuvchi tekislik bilan kesamiz. Natijada kesimda

2 2 \-C-x + h\
* + 2 L _ k « l = o
2 » 2 2 a b с

tenglama bilan aniqlanuvchi ikkinchi tartibli chiziqni hosil qilamiz. 
Koordinatalar systemasini almashtirish yordamida bu tenglamani

2 ~hb2 (  ИаЛy  = 2 ----- x + —
ас V 2c)

ko‘rinishga keltirsak, uning parabola ekanligini ko‘ramiz.

____■ Q
<;~ X  W /  \
W  A

У  .
A ' \

/ '  A
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3-§. Paraboloidlar

5-ta 'rif Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordi
natalari sistemasida

ко'rinishda yozish mumkin bo Ъа, и elliptik paraboloid deb ataladi. Bu 
tenglamada p, q > 0 tmmosabatlar bajarilishi talab qilinadi.

Elliptik paraboloidning tenglamasidan ko‘rish mumkinki,koordinata 
boshi unga tegishli, yOz va xOz tekisliklari elliptik paraboloidning 
simmetriya tekisliklari boMadi. Elliptik paraboloidni z = h tenglama bilan 
aniqlangan tekislik bilan kessak, h > 0 boMganda kesimda yarim o‘qlari mos 
ravishda J ih p , J2hq kattaliklarga teng bolgan ellips hosil boladi. Elliptik 
paraboloidni x = h , y  = h tenglamalap bilan aniqlangan tekisliklar bilan 
kessak, kesimda fokal parametrlari mos ravishda p ,q kattaliklarga teng 
bolgan  parabolalar hosil boMadi.Bu parabolalaming uchlari mos ravishda

nuqtalarda joylashgan. Bu xossalami hisobga olib, 

elliptik paraboloidni chizmada tasvirlashimiz mumkin.

у
x

6-chiznta

6-ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordi- 
natalaAri sistemasida



* - - * - . 2 ,  (4)
Р Я

ко Ymishda yozish mumkin bo ‘Isa , и giperbolik paraboloid deb ataladi. 
Bu tenglamada p > 0 ,q > 0 , munosabatlar bajarilishi talab qilinadi.

Giperbolik paraboloid ham yOz \&xOz  tekisliklarlarga nisbatan 
simmetrik joylashgandir.Agar giperbolik paraboloidni z = /?tenglama 
bilan aniqlangan tekislik bilan kessak, /*>0boMganda kesimda yarim 
o ‘qlari mos ravishda

^2hp,42hq

kattaliklarga teng boMgan giperbola hosil boMadi. Agar 
A<OboMsa,kesimda haqiqiy o ‘qi Ox o‘qqa,mavhum o ‘qi Oy o ‘qqa 
parallel va yarim o ‘qlari mos ravishda \j~ 2hq, J - 2hp kattaliklarga teng 
boMgan giperbola paydo boMadi. Kesuvchi tekislik xOy tekisligi ustma- 
ust tushsa, kesimda

P Я

tenglam a bilan aniqlanuvchi ikkita kesishuvchi to ‘g ‘ri hosil boMadi.
Giperbolik paraboloidni o ‘qiga parallel tekisliklar bilan kesssak 

kesim da parabolalami olamiz.

M asalan kesuvchi tekislik *=/* tenglam a bilan berilsa,kesimda fokal
h2 \  

h f i ~ \
2P ;

nuqtada boMgan parabola hosilparam etrlari <yga teng va uchi 

boMadi.

T eorem a-1 . Giperbolik paraboloid chiziqli sirt bo ‘lib, uning har 
bir nuqtasidan paraboloidda yotuvchi ikkita to ‘g ‘ri chiziq о ‘tadl
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7-chiznia

Isbot. Giperbolik paraboloidga tegishli M(x0, y 0, z0) nuqtadan o‘tuvchi
va

X  =  XQ + It

y  = y 0 + m t  

z = z Q+ n t

tenglam alar bilan aniqlangan to ‘g ‘ri chiziq paraboloidda yotishi uchun 

(*o + _ iyo+ tmY -2 (z0 + tn)
p  q

tenglik parametrning har bir qiymatida bajarilishi kerak. Bu tenglikni

' t . ”L
[ p  я J { p  я )

k o ^ n ish d a  yozib, undan
i2  2 I m л ----------= 0 va
p  я p  я

tengliklami hosil qilamiz.Bu tengliklardan {/,/«,«} yo 'nalish uchun

1  m ~  -  —  b o  m y °  л  =  0



l:m:n = Jp  :ujq Х° - и Уо
Г р  4~ч )

munosabatni hosil qilamiz. Bu erda w=±l tenglik bajarilgan. Demak 
giperbolik paraboloidning har bir nuqtasidan unda yotuvchi ikkita to lg 4ri 
chiziq o'tadi. Bu to ‘g ‘ri chiziqlam ing parametrik tenglamalarini

x = x0 + t jp
y  = y 0 + u t j q (5)

W  P у1я .

ko4rinishda yozish mumkin.В u parametrik tenglamalarda

Уо
[ J p  Я )

* 0

munosabat bajarilsa,

/ = г ,= -
±<L-uy о

1о_ + иЖ
{■Jp \ 1 я )

4 р  V?,

bo'lganda (5) to‘g ‘ri chiziqlar z =0 tekislikni kesib o 'tadi. Bu tekislikda

- f= — t= = 0 va -j=  + -j= = 0 (6)
•Jp V? ыр  -Jq

tenglam alar bilan aniqlanuvchi to ‘g ‘ri chiziqlar ham yotadi. Demak (5) 
to ‘g ‘ri chiziq (6) to ‘g ‘ri chiziqlaming bittasini kesib o ‘tadi. Buni aniqlash 
uchun (5) ifodalami (6) tenglamalarga qo 'ysak

xo + l iJ p  . ..У ъ + и1\4 ч
Гр 4~я

| + 2r,=0
IV? V?

tenglikni olamiz. Demak (5) to ‘g ‘ri chiziq

л / Г “ 7 Г '  ( 7 )

to ‘g ‘ri chiziqni kesib o ‘tadi. Bu to ‘g ‘ri chiziqning param etrik 
tenglam alarini
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- л / р -  00 < г < -КО
У — —nt yfq 

kin. Yuqo

(х*о + /j-fpy y 0 +ut \Jq)  nuqtada kesishadi va bu nuqtaga parametrning

ko'rinishda yozish mumkin. Yuqoridagi (5) va (7) to ‘g ‘ri chiziqlaming 
kesishish

_*Q+<1 yfp x0 I f  Xp y0 '
Г р  ~ Г р  ' ~ А Г р  Гя )  

qiymati mos keladi.

Agar / '= / - f ,  belgilashni kiritib, (5) to ‘g‘ri chiziqning parametrik 
tenglamalarini

x=xQ+ t/p = (x 0 -и, S p )+ { t- t])-Jp={t' + Ti)Jp

у =уо+ ti<4q ={уо+'\н4я)+»(' )4я

Z = Z n + t i L - Д
Гр Гя. -Чй"*)= 2/'r,

ko‘rinishda yozish mumkin.

Agar -?jL - u ĵL = 0 boMsa, giperbolik paraboloidning (4) tengla- 
VP V<?

masidan z0 =0 tenglik kelib chiqadi. Demak bu holda (5) to ‘g‘ri chiziq 
z = 0 tekislikda yotadi. Yuqoridagi keltirib chiqarilgan xossalarni 
quyidagicha yozishimiz mumkin.

T eorem a-2. Giperbolik paraboloidning har bir yasovchisi z = 0 
tekislikda yotadi yoki bu tekislikni kesib о Uadi. Yasovchining parametrik 
tenglamalarini

x = (t + T)4p,  

y  = ti(t-T)y[q, 
z = 2 t r
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ко ‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda «=±1. Agar yasovchi z -  0

tekislikda yotsa  r  = 0, yasovchi z = 0 tekislikda yotmasa г = ------- , d (5)
■Jp + q

va (7) to ‘g  ‘ri chiziqlaming kesishish nuqtasidan koordinata boshigacha 
bo 'Igan masofa

4-§. Silindrlar

7-ta’r if  Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordi
natalari sistemasida

ко ‘rinishda yozish mumkin bo Ъа, и elliptik silindr deb ataladi. Bu 
tenglamada a > b > 0, munosabatlar bajarilishi talab qilinadi.

Elliptik silindr tenglamasida x,y o ‘zgaruvchilam ing faqat ikkinchi 
darajalari qatnashganligi uchun koordinata boshi uning simmetriya 
markazi bo‘ladi, koordinata tekisliklari esa simmetriya tekisliklaridir.

Silindming simmetriya markazidan yasovchilarga parallel o ‘tadigan 
to ‘g ‘ri chiziq silindming o ‘qi deyiladi. Elliptik silindmi (8) tenglama 
yordamida aniqlaganimizda uning o ‘qi Oz o ‘qi bilan ustm a-ust tushadi. 
Bu sirtni uning o ‘qiga peфendikulyaг tekisliklar bilan kessak, kesimda 
ellipslar hosil bo‘ladi.

Mustaqil ish uchun topshiriq. Elliptik silindr tenglam asida a - b  
bo‘lsa,uni o ‘qiga peфendikulyar tekisliklar bilan kessak, kesimda 
aylanalar hosil bocladi. Lekin a * b  bo‘lganda ham uni yasovchilarga 
parallel boclmagan tekislik bilan kesib aylana hosil qilish mumkin. Bu 
faktni isbotlang.
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8-chivna. Elliptik silindr

8-ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koor
dinatalari sistemasida

ко ‘rinishda yozish mumkin bo ‘Isa, и giperbolik silindr deb ataladi. Bu 
tenglamada a > 0, b > 0 munosabatlar bajarilishi talab qilinadi.

Giperbolik silindr tenglamasida x9y  o ‘zgaruvchilaming faqat ikkm- 
chi darajalari qatnashganligi uchun elliptik silindr kabi koordinata boshi 
uning simmetriya markazi boMadi,koordinata tekisliklari esa simmetriya 
tekisliklaridir. Giperbolik silindmi unig o ‘qiga perpendikulyar tekisliklar 
bilan kessak, kesimda (9) tenglama bilan aniqlanuvchi giperbola hosil 
boMadi.

9-chizma. Giperbolik silindr



9-ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordi
natalari sistemasida

y 1 =2px p > 0  (10)

ко ‘rinishda yozish mumkin bo 4sa, и parabolik silindr deb ataladi..

Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari 
sistemasida

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa, u ikkita kesishuvchi tekislikdan iborat 
bo ‘ladi.
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y 2 - b 2 = 0 (12)

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa, u ikkita parallel tekislikdan iborat 
bo‘ladi.

Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari
sistemasida

12-chizma

Ikkinchi tartibli sirt tenglamasni biorta dekart koordinatalari siste
masida

y 2 =0 (13)
ко ‘rinishda yozish mumkin bo‘Isa, u ikkita ustma-ust tushuvchi 
tekislikdan iborat bo‘ladi.

5-§. Ikkinchi tartibli sirtning urinma tekisligi 

Bizga ikkinchi tartibli sirt
F(x>y,z)= 0 (1)

tenglama bilan berilgan b o ‘lsa, unga tegishli M(x0,y0,z0) nuqtadagi 
urinma
tekislik tushunchasini kiritamiz.

10-ta'rif. Ikkinchi tartibli sirtda yotuvchi va MQ nuqtadan о ‘tuvchi 
hamma chiziqlaming shu nuqtadagi uhnmalari yotuvchi tekislik Sirtning 
Mq nuqtadagi urinma tekisligi deyiladi.

Urinma tekislik tenglamasini keltirib chiqaramiz. Buning uchun 
M 0 nuqtadan o ‘tuvchi a  tekislik bilan sirtni kesganimizda hosil b o ‘lgan
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kesimni (chiziqni) у bilan, uning M0 nuqtadagi urinmasini / bilan 
belgilaymiz.

Urinmaga tegishli nuqtani M(x,y,z)  bilan, у chiziqda M Q nuqtaga 
etarli yaqin nuqtani N  bilan belgilab, M 0 va N  nuqtalardan to ‘g kri chiziq 
o ‘tkazamiz. Bu to ‘g ‘ri chiziqda M(x,y, z)  nuqtaga eng yaqin nuqta 
M '(x \y ' , z )  bo‘lsin. Biz N  nuqtaning koordinatalarini

xN = x0 + t ( x ' - x 0)

Уг/~УО+ ,(У'-Уо)
zN= z0 + t{z '-z 0) 

ko‘rinishda yozish mumkin.
Koordinatalar uchun bu ifodalami (1) tenglamaga q o ‘ysak

/•(*„+ /(* '-* ), >o + t(y'~У о\zo +<(z’_ z o)) = 0 (1)
tenglikni olamiz. Bu tenglikning chap tomonidagi ifodada da
x \y \z ’ o ‘zgaruvchilar mos ravishda *0,>>0,£0 kattaliklarga intiladi. 
Yuqoridagi tenglikni t ga bo‘lib va F(x0,y0,z0) = 0 tenglikni hisobga 
olib, t->  0 da limitga o ‘tsak

( x - x 0)Fx(x0>y 0, z 0) + ( y - y 0)Fy (x0,y0,z0) + ( z - z 0)Fz{x0yy 0tz0)=Q (1 4 )

tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglama sirtning M0 nuqtadagi urinma 
tekisligi tenglamasidir.

6-§. Sirtning diametral tekisligi

Biz ikkinchi tartibli chiziqlar uchun diametr tushunchasini kiritgan 
edik. Ikkinchi tartibli sirt uchun esa diam etr tekislik tushunchasini kiri- 
tamiz. T o‘g ‘ri chiziq ikkinchi tartibli sirtni ikki M , N  nuqtada kesib o ‘tsa, 
MN kesm a ikkinchi tartibli sirt uchun vatar b o ‘ladi.

T eorem a-1. Parallel vatar laming о ‘rtalari bir tekislikda yotadi.
Isbot. Ikkinchi tartibli sirt uchun maxsus tanlangan Oxyz dekart 

koordinatalar sistemasi mavjudki, uning tenglamasida xyyxz,yz  ifodalar 
qatnashmaydi. Bu faktni isbotlash uchun
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F(x,yyz)=  я, ]X2 + а22У2 + «зз^2 + 2в|2лу+ 2a13y z  + 2a]3xz +
+ 2а]Ах  + 2<зг24 v + 2aMz  + д44 

belgilash kiritib

, Ч _ Q| |S2 + а21у 2 + а33г2 + 2ап ху+ 2an yz  + 2a,3j:r
У\л*У*г ) — 2 2 2

х + у  + z z

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya hamrna o ‘zgaruvchilarga nisbatan bir 
jinsli, y a ’ni

f(Ax,XyyA z)=f(x ,y,z\ A eR 1

tenglik o ‘rinlidir. Bundan tashqari /  funksiya birlik sferada 
chegaralangan va sferaning birorta nuqtasida bu sferadagi eng kichik 
qiymatga erishadi.

Funksiya bir jinsli bo‘lgani uchun, u koordinata boshidan chiquvchi 
nurlarda funksiyaning qiymati o ‘zgarmaydi. Demak M0 nuqtada 
funksiya o ‘zining aniqlanish sohasidagieng kichik qiymatiga erishadi.

Koordinatalar boshini o ‘zgartirmagan holda Oz' o‘qni OM0 vektor 
bo'yicha yunaltirib, yangi Ox’y'z koordinatalar sistemasini kiritamiz. 
Yangi koordinatalar sistemasida funksiya

+( ч t _л_ g[ \x'2 + а'22У'2 + + 2a\\2ХУ  + 2а2зУ'~ + lah x'z'
x’2 + У 2 + г’2

ko‘rinishga ega bo‘Iadi. M axrajda turgan ifoda nuqtadan koordinata 
boshigacha bo‘lgan masofa ning kvadrati boMgani uchun. Uning 
ko‘rinishi o ‘zgarmaydi. Yangi koordinatalar sistemasida M0 nuqta 
(0,0, z0) koord inatalarga ega va

-о + У
d/(0,y\zo)

dy’
kelib chiqadi. Yuqoridagidek f(x',0,z0) Funksiyaning M0 nuqtada mini- 
mumga erishishidan foydalanib, а[з = 0 tenglikni olamiz. Natijada 
ikkinchi tartibli sirt tenglamasi
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Q\\X + 2d\2X у  +«22 У 2 2̂ J|4̂ r +2*24^ 2a'^z'+ a'^z'2 + « 4 4  =0

ko‘rinishga keladi. Bu yerda faqat x\y' o lzgaruvchilarga b o g liq  ifodada 
*Y  ko‘paytmani yo*qatish uchun koordinatalar sistemasini qanday 
o ‘zgartirishni biz IV bobda o ‘rgandik. Buning uchun koordinata boshini 
o ‘zgartirmasdan yangi, O x\ Oy" o ‘qlami o ‘zaro qo‘shma qilib tanlasak, 
Oz' o ‘q yo‘nalishini o ‘zgartirmasak, sirt tenglamasi

d\ jjc2 + а22У2 + «зз^2 +2a}x + 2 a2y  + 2 a ẑ + a = 0 (15)

ko‘rinishga keladi.
Endi bevosita teorema isbotiga kirishamiz. Buning uchun

£  = Z  = ±
Я fi v

to ‘g ‘ri chiziqqa parallel vatar o ‘rtasining koordinatalarini x,y,z bilan 
belgilasak, uning uchi koordinatalari mos ravishda

x - x  + At, y = y  + (d, z  = z  + vt va x = x - A t  4y = y - / J , z  = z - v t  (16)

ko‘rinishda boMadi. Vatar uchlari sirtga tegishli bo‘Igani uchun, ulam ing 
koordinatalari (15) tenglamani qanoatlantiradi. Ulami (15) tenglamaga 
qo ‘ysak,

anx2 + ̂ 22 у" +a33z2 + 2a]x + 2a2y  + 2ai z + a + 2t(Aaux + fja22y
+ vtf33z + Ла] + ца2 + ш3) + t2 (а, ,Я2 + a22j.i2 + азз^2 )= 0

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikda /n ing  ishorasini o ‘zgartirsak ham, u 
o ‘rinli bo‘ladi. Demak, birinchi darajali had koeffitsienti nolga teng 
bo‘ladi:

я(«! i x + *,)+ ц[а22у  + «2)+ v{a33Z + «з )= 0 0  7)

Bundan esa vatar o ‘rtasining koordinatalari (17) tenglamani qanoatlan- 
tirishi kelib chiqadi.

11-ta *rif Parallel vatarlarning о rtalaridan o'tuvchi tekislik 
sirtning diametrial tekisligi deb ataladi.

Diam etrial tekislikning tenglamasini ixtiyoriy dekart koordinatalar 
sistem asida yozish uchun (16) ifodalami
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tenglamaga qo'yib

2F(x, y, z) ± 2t(AFx (x,y, z) + /jFy (x, у , z) + vFz (x,y,z)) +

+ t2(auA2 + а]2ц 2 + a33v2 + 2axl?.fi + 2a23fjv + 2a3lvA) = 0

tenglikni olamiz.Bu tengliklik bajarilishi uchun / oldidagi koeffitsient 
nolga teng bo ‘lishi kerak.Demak diametrial tekislik tenglamasini

AFX + /jFy + AFZ = 0 (18)

ko‘rinishda yozish mumkin. Ravshanki, agar ikkinchi tartibli sirt simmet- 
riya markaziga ega bo‘lsa, har qanday diametrial tekislik bu markazdan 
o ‘tadi.

Demak ikkinchi tatibli sirt markazi

FT=0, Fy =0, Fz = 0 (19)

tenglamalar sistemasi yordamida aniqlanadi.

Paraboloidning diametrial tekisligi uning o ‘qiga parallel boMadi. 
Bu holda a33= 0 bo‘lganligi uchun (18) tenglamada zo ‘zgaruvchi 
qatnashmaydi.

Elliptik va giperbolik silindrlar uchun ulaming o ‘q!aridagi hamma 
nuqtalar markaz bo‘lgani uchun har qanday diametrial tekislik sirt o ‘qi 
orqali o ‘tadi.

- ч t ■ , i k..r. . j

7-§. Sirtning simmetriya tekisligi

12-ta’rif. Bizga a tekislik benlgan bo'lib.sirtga tegishli ixtiyoriy 
M nuqta uchun a tekislikka nisbatan bu nuqtaga simmetrik nuqta ham 
sirtga tegishli bo Ъа, a tekislik sirtning simmetrik tekisligi deyiladi.

Diametrial tekislik tenglamasidan foydalanib sirtning simmetriya 
tekisligi tenglamasini keltirib chiqaramiz. Simmetriya tekisligiga 
perpendikulyar yo‘nalishdagi o ‘zaro parallel vatarlar o ‘rtalari simmetriya 
tekisligiga tegishli bo llganligi uchun я = {/,т,«} vektorga perpendikulyar 
simmetriya tekisligi tenglamasi (18) ga k o ‘ra
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ko‘rinishda bo‘ladi. Simmetriya tekisligiga * = {/,ш,л} vektor perpen- 
dikulyar bo‘lganligi uchun

au l + a[2m + a]3n _ a 2\l + fl22/7I + «23/J _ Q3i/ + ау^т^а^п 
I m n

proposionallik o‘rinli bo‘ladi. Simmetriya tekisligiga perpendikulyar 
yo‘nalishni (20) tenglikdan aniqlash uchun (21) nisbatni A:bilan belgilab, 
ekvivalent sistemani hosil qilamiz

(*j x-k )l + a]2m + д13л = 0
< a 2\l +  (a 22 ~ k ) m  + a 23n = 0 (22)
*311 +  аЪ2т +  («33 “  k )n =  0

/, m, n lar bir vaqtda nolga teng bo ‘ lmaganligi uchun

IFX +mFy +nFz =0  (20)

au - k *12 «13

«21 «22 «23 =  0

«31 «32 «33

tenglik 0 ‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikdan к ni topib (22) sistemaga qo‘yam iz 
va undan {lt m,n} yo‘nalishni topamiz.

Biz sirtning simmetriya tekisligini bilsak, ikkinchi tartibli sirt teng
lamasini soddalashtirish uchun qulay, yabni kanonik koordinatalar siste
masini topish qiyin bo‘lamaydi.

8-§. Mustaqil ish uchun topshiriqlar.

1.Koordinata boshini sirtning simmetriya markaziga k o ‘chirish 
yordam ida quyidagi sirtlam ing tenglamasini soddalashtiring.

1) x 2 + 2 y 2 + 2 z 2 + 2xy - 2 x  - 4 y - 4 z  = 0;
2) y 2 + 3 x y + 2 y z  + zx + 3x + 2 y  = 0;
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3 )  х2 +  2у 2 -  z 2 +  2х -  2у  +  2 z  +1 =  О

2. Ikkinchi tartibli sirt ^  + + = l te,1g^ama bilan berilgan. Bu

sirtning M(2, 1, -1) nuqtadan o ‘tuvchi va bu nuqtada teng ikkiga 
bo‘linuvchi vatarining tenglamasini yozing.

X 2 V23. Ikkinchi tartibli sirt —  + ^—- ^ -  = -1 tenglama bilan berilgan.Bu

sirtga (-6; 2; 6) nuqtada urinuvchi tekislik tenglamasini yozing.
x2 v2 z 24. Ellipsoid —  + + ~y ~ ] tenglama bilan berilgan. U nining(-2; 1 ;- 

1/2) nuqtadagi normali tenglamasini yozing.
5. Ikkinchi tartibli sirt 2x2 + 5 y 2 + 8z2 +\2 yz  + 6zx + 2xy+&x + \4y + \&z = 0

tenglama bilan berilgan. Bu sirtning 1) = ̂  = chiziqqa;

2) Ox o ‘qiga; 3) Oy o ‘qiga; 4) Oz o‘qiga parallel vatarlarga qo‘shma 
diametrial tekisligi tenglamasini yozing.

6. x2 + 3 z 2 -6 л у  + 8х + 5 = 0 tenglama bilan berilgan ikkinchi tartibli

sirtning = to ‘g ‘ri chiziqdan o ‘tuvchi diametrial tekisligi

tenglamasini yozing.
7. Ikinchi tartibli sirtning bitta /V/(2,0,-l) nuqtasi, markaziC(0,0,-l) 

vaCtty tekislik bilan kesimi
x2 -  4xy -1 = 0 
z = 0

m a’lum bo‘lsa,uning tenglamasini tuzing.
8. Ikkinchi tartibli sirtning berilgan tekislik bilan kesishishidan hosil

boMgan chiziqni tekshiring
2 2

1) —  + - —  z 2 - 1, 4 x - 3 y - 1 2 z - 6  = 0 
9 9 4

X 2 V2 72 ) - — + —  + z 2 =1, jc + 4z —4 = 0 .
16 4
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9. —  = z  paraboloidning 3x + 2 y -4 z  = 0 tekislikka parallel 
16 4
х2 у 1 *

bo‘lgan to ‘g ‘ri chiziqli yasovchilarini toping.

10. Berilgan jV/(6,2,8) nuqtac 

yotuvchi to ‘g ‘ri chiziqlami toping.

2 2 2
10. Berilgan A/(6,2,8) nuqtadan o'tuvchi va + = ] sirtda
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VI BOB
CHIZIQLI VA AFFIN FAZOLAR

l-§. Chiziqli fazolar

Birorta bo‘sh bo‘lmagan V to ‘plam berilgan bo'lsin. Biz V 
to ‘plamning elementlari nimadan iborat ekanligi haqida m a’lumot 
bem iagan holda,unda quyidagi ikkita amal kiritilgan bo‘lishini talab 
qilamiz.

Birinchi amal: bu to‘plamga tegishli har qanday ikkita elementga 
berilgan qoidaga ko‘ra bu to‘plamning bitta elementi mos qo‘yilgan;Biz 
shartli ravishda V to ‘plamning ci,b elementlariga mos qo‘yilgan 
elementni a + b ко ‘rinishda yozamiz.

Ikkinchi amal: berilgan haqiqiy son va V to ‘plamning berilgan 
elementiga V to‘plamning bitta elementi mos qo‘yilgan. Biz shartli 
ravishda V to ‘plamning a elementiga va Я haqiqiy songa mos qo‘yilgan
V to ‘plamning elementini Яа ko‘rinishda yozamiz.

Misol-1.Haqiqiy sonlar to ‘plamida aniqlangan barcha haqiqiy 
qiymatli funksiyalar to ‘plamini V bilan belgilab ,unda yuqoridagi ikkita 
amalni kiritaylik. Berilgan ikkita /  va g funksiyalar uchun f  + g , Л / 
fimksiyalami quyidagi qoidalar bilan kiritamiz:

( / + « ) W = / W + « W

ш - v w

Bu tengliklarning o ‘ng tomonida mos ravishda funksiyalaming qiymatlari 
qo‘shilgan va funksiyaning qiymati haqiqiy songa ko‘paytirilgan.

Biz birinchi bobda vektoming tor m a’nodagi geometrik ta’rifini 
kiritgan edik. M atematikada vektor tushunchasi biz keltirgan ta ’rifga 
nisbatan juda keng. Vektoming keng m a’nodagi ta’rifmi keltirish uchun 
biz aw alo  chiziqli fazo tushunchasini kiritishimiz kerak.

l-ta  ’rif. Berilgan V to ‘plamdagi yuqorida kiritilgan ikkita amal 
uchun
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1) Ixtiyoriy ayb,c elementlcir uchun a + (b + c) = (a+b) + c tenglik,

2) Ixtiyoriy a, b elementlcir uchun a+ b= b+ a  tenglik,

3) V to ‘plamga tegishli shunday о element mavjudki har qanday a 
element uchun a + o = ci tenglik,

4) Har bir a element uchun shunday -a element mavjudkia + (-a) = o 
tenglik,.

5) Har qanday A,phaqiqiy sonlar uchun va va har bir a element 
uchun (Л+р)а = Ла + ра tenglik,

6) Har qanday A,juhaqiqiy sonlar uchun va va har bir a element 
uchun (Лр)а=Л(ра) tenglik,

7) Har qanday Я haqiqiy son va ixtiyoriy a.b elementlar 
uchun Л(а+Ь) = Ла + АЬ tenglik,

8) Har bir a element uchun l a = a  tengliklar o'rinli bo 'Isa, 
Vto'plam chiziqli fazo, uning elementlari esa vektorlar deb ataladi. 
Uchinchi aksiomada mavjudligi ta ’kidlangan о element chiziqli fazoning 
nol ’ elementi yoki nol ’ vektor deyiladi,

Yuqoridagi misolda ko ‘rish mumkinki,keng m a’noda funksiya ham  
vektor bo‘ladi. Albatta bir to ‘g ‘ri chiziqda yotgan vektorlar (yo‘nalishga 
ega bo‘lgan kesmalar),bir tekislikda yoki fazoda yotgan vektorlar chiziqli 
fazolardir. Biz ular uchun yuqorida keltirilgan sakkizta aksiom alam ing 
bajarilishini birinchi bobda isbotlaganmiz. Chiziqli fazolarga juda k o ‘plab 
m isollar keltirish mumkin.

M ustaqil ish uchun topshiriq-1.

1. Berilgan [a,b]kesmada aniqlangan va /rmarta differensial- 
lanuvchi funksiyalar to ‘plam i chiziqli fazo ekanligini k o ‘rsating.

2. B ir o ‘zgaruvchili ham m a k o ‘phadlar to ‘plami chiziqli fazo 
ekanligini k o ‘rsating.
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Misol-2. Tartiblangan wta haqiqiy sonlar ketma-ketliklari 
to ‘plamini Rn bilan belgilab,unda chiziqli am allam i,ya’ni “qo ‘shish” va 
songa “ko‘paytirish” amallarini quyidagicha kiritamiz:

ikkita ,{6Р62,-••,&;} elementlar uchun ularga mos qo‘yiigan ele
ment = tenglik bilan ,Я
haqiqiy son va {av a„"-,an} element uchun “ko‘paytirish” amalini 
Я{д„д2, - = = {Aat,Aa2,---,Aan} tenglik bilan aniqlaymiz. Bu amallar 
yuqoridagi 1-8 akiomalami qanoatlantiradi. Bu chiziqli fazo biz uchun 
nihoyatda muhim ekanligini keyigi paragraflarda ko‘ramiz.

1) Bizga chiziqli fazo berilgan bo ‘lsa, 3-aksiomada mavjudligi talab 
qilingan nol vektor yagonadir. Haqiqatdan ham, agar ikkita o, va o2 nol 
elementlar mavjud bo‘lsa, ixtiyoriy a element uchun ol + a = a  va 
o2+a = a tengliklar o 'rinli bo‘ladi. Birinchi tenglikni a - o 2 element 
uchun, ikknchi tenglikni a - o x element uchun yozsak, biz ox+o2- o 2,
o2 +o{ tengliklami hosil qilamiz. Bu tengliklardan o, =o2 tenglik kelib 
chiqadi.

2) Chiziqli fazoda har bir a element uchun unga qarama-qarshi 
- a  element yagonadir.

Agar a element uchun ikkita b,c elementlar mavjud bo‘lib, a + b = o  
va a + c = o tengliklar 0 ‘rinli bo‘lsa,

b = o + b  = (a + c ) + b  = (a + b) + c = o + c  = c

tenglik o‘rinlidir.

3) Chiziqli fazoga tegishH ixtiyoriy a,b elementlar uchun

a + x ~ b

tenglama yagona x = b  + (-a )  echimga ega.

Haqiqatdan ham a + x = b  bo‘lsa, * element uchun 
*=(я+А*) + (-а)= Л  + (-я ) tenglik o‘rinli va
a + (b + )) = (a + ( -a ) )+b  = о + b bajariladi.

4) Chiziqli fazo elementini nol soniga ko‘paytirsak nol element 
hosil bo‘ladi, ya’ni 0 a = o  tenglik o ‘rinlidir. Haqiqatdan ham
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Оа =(0 + 0)я = 0я +0a=o  munosabatdan Qa = 0 a -0 a = o  tenglik kelib 
chiqadi.

5) Chiziqli fazoning nol vektorini ixtiyoriy songa k o ‘paytirsak nol 
vektor hosil b o ‘ladi, ya’ni VAei? uchun Яо = о tenglik o ‘rinlidir. 
Haqiqatdan ham Ло = Л(о+о) = Ло+Ао, munosabatdan Ла = Я а-Л а=о. 
tenglik kelib chiqadi.

6) Chiziqli fazoning ixtiyoriy a elementini -1  soniga k o ‘paytirsak 
unga qarama-qarshi -^elem ent hosil b o iad i,y a ’ni (-1)* = -*  tenglik 
o4rinlidir. Haqiqatdan ham а+ (-1 )я  = 1а+(-1)я = (1-1)д = 0a = o m unosa
batdan ( - l) a  = - a  tenglik kelib chiqadi.

7) Chiziqli fazo aksiomalarining ikkinchisi boshqa aksiomalar va 
qarama-qarshi element yagonaligidan kelib chiqadi. Haqiqatdan ham 
(a + b )-(b  + a)=  =a+b + (-\)(b  + a) = a + ( b -b ) -a  = a - a  = o 
munosabatdan b+ a= a  + b tenglik kelib chiqadi.

Bizga chiziqli fazoda m ta vektordan iborat av a2, . . .yam oila va 
Я],Я2,'"уЛт haqiqiy sonlar berilgan bo ‘lsin. Bu vektorlar yordamida hosil 
qilingan

Я,а1 + Лгаг + ...+Л„а, (1)

Vektor a2, vektorlarning chiziqli kombinasiyasi deyiladi.

Birorta bvektor av a2, ...,amvektorlarning chiziqli kombinasiyasi 
bo‘lsa, b vektor av a2, vektorlar orqali chiziqh ifodalangan deyiladi.

2-ta’rif. Chiziqli fazoning aiya2,...,am elementlari uchun kamida 
bittasi noldan farqli А),А2,---,Лм haqiqiy sonlar mavjud b o ‘lib,

Луа1+Л2а2+... + Лмат= 0

munosabat o lrinli b o ‘lsa, ax, a2,...,am vektorlar oilasi chiziqli 
bog ‘lanishli, aks holda esa bu oila chiziqli erkli deyiladi.

Biz tor m a’nodagi vektorlar uchun chiziqli bog‘lanishli va chiziqli 
erkli oilalam ing xossalari bilan birinchi bobda tanishdik. Keng m a’nodagi 
vektorlar uchun ham  bu xossalar saqlanadi. U lam ing asosiylarini 
keltiramiz.
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1) Birorta b vektor axia2>...yam vektorlaming chiziqli kombinasiyasi 
bo‘lsa, ar a2, oilaga tegishli har bir vektor b]yb2,...,bm lar orqali 
chiziqli ifodalansa, b vektor 6,, b2,..., vektorlar orqali chiziqli 
ifodalanadi.

2) Vektorlar oilasi chiziqli bog‘lanishli qism oilaga ega bo ‘lsa, bu 
chiziqli bog'lanishli bo‘ladi.

3) Vektorlar oilasiga nol vektor tegishli bo4sa,bu oila chiziqli 
bog‘lanishli bo‘ladi.

Teorcm a-1. Vektorlar oilasi chiziqli bog'lanishli bo'lishi uchun bu 
oiladagi kamida bitta vektor qolganlari orqali chiziqli ifodalanishi zarur 
va yetarlidir.

Isbot. Chiziqli fazoning an a2,...,an vektorlar oilasi chiziqli bog‘- 
lanishli bo ‘lsa, kamida bittasi noldan farqli Я1УХ2,---,Ят haqiqiy sonlar 
mavjud bo‘lib,

Л[а1 + Л2а2+... + Аяат = 0 tenglik o ‘rinli boMadi.

A, AAgarA, *0  boMsa, a, = — ~-a2 — am tenglikni hosil qilamiz.
Л * A

Va aksincha я, = k2a2 +---kmam tenglikdan \  =~IA1 = k2,---,Am = km 
sonlar uchun А1а,+А2а2+... + Амая=0 tenglikni hosil qilamiz.

T eorem a-2. Chiziqli fazoda an a2,. . .yam oilaning har bir vektori 
vektorlar orqali chiziqli ifodalanib, m>n bo'lsa, a{, a2,...,an 

oila chiziqli bog 'lanishli bo ‘ladi.

Isbot. Teorema sharti ga ко lra

Al’^ 1 2 »
Яц > Я̂  j* ‘ ’ у Я-2а i

haqiqiy sonlar mavjud boMib,

135



а1 = Л А + Л А + --Ч А . 
ai = ЛА + ЛА + • • • ̂ А >

а — ЛЬ. + А 7Ь* + ... Л Ьт mil «4 2 «u/t « 7
tengliklar o ‘rinli bo4adi.

Biz

V i  + Л»Х2+..'ЛыХп=0>

V , + ^ 2+ --А л ,= о >

tenglamalar sistemasini qarasak,bu sistemada nom a’lumlar soni 
tenglamalar sonidan ko‘p, ya’ni m>n bo‘lganligi uchun bu sistema 
notrivial jcf0), x f * , , л̂ 0) yechimga ega. Bu yechim elementlari 
yordamida hosil qilingan axia2,...,am vektorlarning chiziqli kombinasiyasi 
uchun quyidagi tenglik o ‘rinli

x^a, + х ?)аг =4“’(A A +ЛА + --AA)+
+ЛА+-ЛА)+-+<(ЛЛ+4А+» AA)=

= ( v r + v r + - - A , C )  ь, + . . . + ( ^ , (>,+ ^ r + - ^ )  ь. =
= 06,+... + 0 Ья-о .

Demak аг, аг, ...,ая oila chiziqli bog‘lanishli bo4adi.

Chiziqli fazo elementlari uchun ham kollinear va komplanar 
vektorlar tushunchalarini kiritish mumkin. Buning uchun chiziqli 
bog‘lanishlilik tushunchasidan foydalanamiz.

3-ta ’rif. Ikkita vektordan iborat vektorlar oilasi chiziqli bog 'lanishli 
bo ‘Isa, ular kollinear vektorlar, uchta vektordan iborat vektorlar oilasi 
chiziqli b o g ‘lanishli bo ‘Isa, ular komplanar vektorlar deyiladi.

B izga m a’Iumki, bir tekislikda yotuvchi har qanday uchta vektor va 
uch o ‘lcham!i fazoda har qanday to 'rtta  vektor chiziqli boglan ish li 
bo‘ladi.

Endi chiziqli fazoda bazis tushunchasini kiritamiz.
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4-ta’r if  Chiziqli fazoda har qanday vektomi др д2, ...,ar vektorlar 
orqali ifodalash mumkin bo ‘Isa, a,, a2,...,ao oila to ‘liq oila deyiladi.

Agar chiziqli fazoda chekli sondagi elementardan iborat to ‘liq oila 
mavjud bo‘Isa, fazo chekli o ‘lchamli deyiladi.

5-ta’r if  Chiziqli fazoda chiziqli erkli to ‘liq oila shu fazoning bazisi 
deyiladi.

T eorem a-3. Bizga V chiziqli fazoda elJ e2, ...,eK bazis va alt a2,...,am 
oila berilgan bo'lsin. Berilgan a{,a2, ...9ая oila chiziqli erkli ЬоЪа, m<n 
bo ‘ladi, agar av a2, oila to ‘liq bo 'Isa, m >n bo 'ladi.

Isbot. Chiziqli fazo bazisi ev e2, oila toMiq bo‘lganligi uchun 
an a7, oilaning har bir vektori e„ e2, oilaning vektorlari orqali 
chiziqli ifodalanadi. Yuqoridagi 2- teoremaga ko‘ra agar av a2i.. .yam oila 
chiziqli erkli bo‘Isa, m <n  boMadi.

Agar a2, ...,а л oila to‘liq bo‘lsa, u holda e„ e2, ...,ел bazisning har 
qanday vektori a,, ci2y...,am oilaning vektorlari orqali chiziqli ifodalanadi. 
Yana 2- teoremaga ko‘ra ev е2У chiziqli erkli boMgaligi uchun m >n 
boMadi.

Bu teoremadan quyidagi muhim fakt kelib chiqadi:

Teorem a-4. Chekli o ‘lchamli chiziqli fazo bazislari bir xil sondagi 
vektorlardan iborat bo ‘ladi.

Biz keyingi paragraflarda faqat chekli oMchamli chiziqli fazolar 
bilan ish ko‘ramiz va chekli oMchamli V chiziqli fazoning oMchamini 
dimK bilan belgilaymiz.

T eorem a -5. Chekli о ‘Ichamli chiziqli fazoda n ta vektordan iborat 
oila (n = 6imV) bazis bo'lishi uchun bu oilaning to liq  yoki chiziqli erkli 
bo ‘lishi zarur va etarlidir.

Isbot. Biz agar birorta oila to ‘liq boMsa, chiziqli erkli
b o ‘lishini va aksincha e,,e2, oila chiziqli erkli boMsa, uning toMiq 
ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Agar е,,ег, ...,ея oila toMiq va chiziqli 
bogManishli boMsa, unda ei t e2, . „ yea oiladan mos vektomi o‘chirib w-1 
vektordan tashkil topgan toMiq vektorlar oilasini hosil qilamiz. Bu esa
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3-teoremaga ziddir. Demak, er  e21 . . .^  oila to ‘liq b o ‘lsa u chiziqli erkli 
bo‘lai ekan.

Endi ev e2......ea oila chiziqli erkli bo ‘lsin. Biz bu oilaning to ‘liq
ekaligini ko ‘rsatamiz, ya’ni ixtiyoriy a e V  veklor er e2,...,er oila 
vektorlari orqali chiziqli ifodalanishini k o ‘rastishimiz kerak. Buning 
uchun ,a oilani qaraylik, bu oila n + \ ta vektordan iborat va
yuqoridagi 3-teoreraa ga ko‘ra e,, e2, vektorlar chiziqli bog4lanishii
bo‘ladi. Demak. e,, e2, ...,ея,а oila vektorlaridan bittasi qolgan vektorlar 
orqali chiziqli ifodalanadi. Teorema sharti ga k o ‘ra ev e2, oila chiziqli 
erkli bo ‘lganligi uchun faqat a vektorgina qolgan vektorlar orqali chiziqli 
ifodalanishi mumkin. Teorema isbotlandi.

Chiziqli V fazoda <?,, e,, ...,e9 bazis berilgan bo ‘lsin. Ixtiyoriy aeV  
vektor uchun shunday sonlar mavjud bo ‘lib, bu vektomi
quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

a = a'ê  +а2ег +...+a”en (1)

6-ta’rif. Birinchi tenglikdagi a \a \...,a  sonlari a vektoming 
elfe2, bazisdag koordinatalari deb ataladi.

Teorem a -6. Ixtiyoriy vektor berilgan bazisdagi koordinatalan 
bilan yagona ravishda aniqlanadi. Vektorlar q o (shilganda ulaming 
koordinatalari qo'shiladi, vektorni songa ko'paytirganda к о ‘paytma 
vektor koordinatalari mos ravishda ко ‘paytiriluvchi vektor koordinatalari 
bilan ко paytirilayotgan son ко paytmalaridan iborat bo ‘ladi.

Isbot. Biz a vektor uchun bazis vektorlar orqali ikkita chiziqli

a = a \  + a2e2 + ...+ aen

a =b'ex + b \  + ...+Л"е

ifodalarga ega bo ‘lsak, bu tengliklardan 0 = (д’ -Ь')е}+аге2+...+апея 
tenglikni olamiz. Bazisni tashkil qiluvchi vektorlaming chiziqli
erkli ekanligidan

a ' = b a2= y , - , a " = ^
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tengliklar kelib chiqadi. Demak har qanday vektor o bzining koordinatalari 
bilan yagona ravishda aniqlanadi.

Biz agar ikkita

a = d e x + a'e2 +... + anen , b = b'e{ + b2e2 + ...+ Ьпея 

vektorlarning yig‘indisini

a + b = a'e' + a2e2 + — f a*en 4- b'ex + • • • + bKen — a e; + b'ey + • • • + а*ея + Ьпея =
= (д ‘ + &’)<?, +♦•• + («" + Ьп)ея.

ko'rinishda yozsak, a + b vektoming koordinatalari mos ravishda a va b 
vektorlarning koordinatalari yig lindilariga tengligini ko ‘ramiz.

Ixtiyoriy a vektor va k soni uchun chiziqli fazo aksiomalaridan 
foydalanib,

ka = k(a'e1 + -■• + a"en) = (ka')el +-** + (Лоп)в,

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikni yig‘indi belgisidan foydalanib, 
quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

Teorema isbotlandi.

Qulaylik uchun yig*indida yuqori indeks va quyi indeks bir xil 
sonda qatnashgan holda shu indeks bo‘yicha yigMndi belgisi tushirib 
quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

a = a‘e,, ka = (ka')er

Keyingi paragraflarda yozuvni qisqartirish maqsadida biz bu 
belgilashdan foydalanamiz.

7-ta’rif. Bizga V va У chiziqli fazolar va o ‘zaro bir qiymatli 
ф-.V -> V  akslantirish berilgan b o ‘lib, ixtiyoriy a,beV vetorlar va 
ixtiyoriy k haqiqiy son uchun ф(а+Ь) = ф{а) + ф(Ь) ф[Яа)- Яф(а) 
tengliklar bqjarilsa, ф akslantirish izomorfizm deb ataladi.

Agar V va V* chiziqli fazolar o ‘rtasida izomorfizm mavjud bo‘lsa V 
va V' fazolar izom orf fazolar deyiladi va K«K' ko‘rinishda yoziladi.
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Fazolar o ‘rtasidagi izomorflik munosabati ekvivalentlik munosabati 
boMadi, ya’ni quyidagi m unosabatlar o lrinlidir:

a) V * V ,b )V * V = >  V ' * V ; c V ‘* V= >  V * V

Biz V chiziqli fazoda (е„ ...,ея) bazis yordamida har bir aeV  
vektomi uning koordinatalari yordamida a \ . . .yan yagona ravishda 
aniqlaymiz. Ikkinchi tomondan ketma-ketlik Rn fazo
elementidir. Natijada ф(а) = [а',...уап) formula yordamida ф:У^>Я" 

izomorfizmni aniqlaymiz. Bu akslantirish uchun 
ф(а+Ь) = ф(а)+ф(Ь), ф(ка) = кф(а). tengliklar 5-teoremadan kelib 
chiqadi. Demak quyidagi teorema o'rinlidir.

T eorem a l.-H ar qanday n о ‘Ichamli chiziqli fazo R" fazoga  
izomorfdir.

2-§. Affin fazolar

8-ta’rif. Bizga X to'plam va n o ‘Ichamli V chiziqli fazo benlib, X 
to'plamning nuqta larininghar bir A, В juftiga birorta V chiziqli fazoga  
tegishli AB vektor mos qo yilgan bo ‘lib:

1) X to ‘plamning har bir A nuqtasi va har bir a eV  uchun yagona 
B eX  nuqta mavjud bo ‘lib A В = a tenglik,

2) Ixtiyoriy uchta Ay В,C nuqtalar uchun AB + BC = AC tenglik 
bajarilsa, X  to plam n о ‘Ichamli affin fazo deyiladi.

Bu ta ’rifning ikkinchi shartidan A -B = C  boMganda 
AA = 0 tenglikni, C = A boMganda BA = -AB tenglikni hosil qilamiz. Biz 
bir oMchamli affin fazoni to ‘g ‘ri chiziq, ikki oMchamli affin fazoni 
tekislik va uch oMchamli affin fazoni fazo deb ataymiz.

9-ta ’rif. Affin fazoda berilgan О nuqta va Vchiziqli fazoning 
bazisidan iborat {0,e„e2,•••,<?„} oila affin fazodagi affin

koordinatalar sistemasi deyiladi va 0ег .. ea ко Rinishda belgilanadi.
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Bizga affin fazoda A nuqta berilgan bo‘lsa, OA=alel+...+a*ea 
tenglikdagi а \... ,а п sonlari A nuqtaning affin koordinatalari deyiladi.

Affln fazolarda to ‘g ‘ri chiziq tushunchasiga ta ’rif  bera olamiz. Agar 
affin fazoda M0 nuqta va mos chiziqli fazoda a vektor berilgan b o ‘lsa, 
M0M vektor a vektorga kollinear bo‘ladigan affin fazodagi M nuqtalar 
to ‘plami M0 nuqtadan o ‘tuvchi va a vektorga parallel to ‘g ‘ri chiziq 
deyiladi.

T eorem a 8. Affin fazoning o'zaro farqli ikkita nuqtasidan bitta 
to g  ‘ri chiziq о ‘tadi.

Isbot. Bizga M0va Af, nuqtalar berilgan bo ‘lsa vektorga
parallel va M0 nuqtadan o ‘tuvchi to ‘g ‘ri chiziq M0va nuqtalardan 
o ‘tuvchi yagona to ‘g‘ri chiziqdir.

Berilgan M0va M, nuqtalardan o ‘tuvchi to‘g ‘ri chiziq nuqtalari

M0M = tenglikdan aniqlanadi. Bu tenglikdan har bir M nuqta 
t param etm ing bitta qiymati bilan aniqlanishi kelib chiqadi. Masalan 
M = M0 nuqta parametming / = 0 qiymatiga, M = Ml nuqta esa 
param etm ing t = 1 qiymatiga mos keladi. Parametming 0 < /< l  
qiymatlariga mos keluvchi nuqtalar M0 va Mt nuqtalar orasida yotuvchi 
nuqtalar deyiladi. Berilgan Af0va M, nuqtalardan o‘tuvchi to ‘g‘ri 
chiziqning M0 va M, nuqtalar orasida yotuvchi nuqtalar to ‘plami boshi 
M0 nuqtada va oxiri Mt nuqtada bo‘lgan kesma deyiladi va МйМу 
^ ‘rinishda belgilanadi.

10-ta'rif. Chiziqli fazo elementlarining har bir juftiga bitta haqiqiy 
sonni mos qo 'yuvchi a,b^>(a,b) funksiya uchun:

1. Ixtiyoriy a,b,c e V vektorlar uchun (a,b + c) = (a,b)+(a,c) tenglik

2. Ixtiyoriy к haqiqiy son va a,b vektorlar uchun 
k(a,b) = (ka}b) = (a,fcb) tenglik;

3. Har qanday ikkita a,b vektor uchun (a,b) = (b, d) tenglik

4. Ixtiyoriy noldan farqli a vektor uchun (a,a) = az >0 munosabat 
bajarilsa, (a,b) miqdor a,b vektorlaming skalyar ко \paytmasi deyiladi.
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Chiziqli fazoda skalyar ko‘paytma aniqlangan bo‘lsa, | a \ = yj(a^a) 
formula yordamida vektor uzunligini aniqlaymiz.Vektorlar orasidagi 
burchakning kosinusi

cos ф — —,—  .—
V f l W

tenglikdan aniqlanadi. Bu yerda a2 = (a,a) belgilash qabul qilingan. u for
mula konrekt aniqlanganligini k o ‘rsatish uchun | ab |^|«||6| tengsizlikni 
isbotlashimiz kerak. Bu tengsizlik Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi deb 
ataluvchi (ab)1 <a2b2 tengsizlikga teng kuchlidir. Bu tengsizlikni isbotlash 
uchun f ( t )  = (a + tb)2 funksiyani qaraymiz. Bu funksiyani 
f { t ) —ar +2t (ab)+t2b2 ko ‘rinishda yozsak, uning diskriminanti uchun

(ab)2- a 2b2< 0

munosabat o ‘rinli bo*ladi.Bu tengsizlik esa Koshi-Bunyakovskiy 
tengsizligiga ekvivalentdir. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan

| a+b  |z =(a + b)' -  a2 + 2ab + b2 < | a |2 + 2| a] . \b | + | b |" =(| a | + | b | )2

va

| a + b  f  =(a + 6)z = a 2 + 2 a b + b 2 >| a |2 -  2| a \ . \b |+| b f  = ( | a | - |  b | )2 

tengsizliklami hosil qilamiz. Bu tengsizliklardan

| |o - | f c |  |< |o + 6 1 < |a |+ |6 1

tengsizlikni hosil qilamiz.

11-ta’rif. Affin fazoga mos keluvchi chiziqli fazoda skalyar 
ко ‘paytma aniqlangan bo ‘Isa, Yevklid fazosi deyiladi.

Yevklid fazosida ABC-ix tiyoriy  uchburchak berilgan bo‘lsa, 
a = AB, b = BC belgilashlar kiritib va a-\-b=AC tenglikni hisobga olib 
uchburchak tomonlari uchun

||  А В \-\В С \\й \ AC |< | AB | + |Я С | 

tengsizlikni hrsil qilamiz.
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Agar ОЛСЯ-parallelogram m  bo‘lsa, a = OA, b = OB belgilashlar 
kiritib va 0C = a+b,AB = b -a  tengliklami hisobga olib

| ОС f +| AB f =(а + Ь)г + (Ь -а)г = 2 (a ! + i J) = 2^| OA |’ + \OB |'’j = | OA |’ +

+| AC f +| ДС f +| OB I*

tenglikni hosil qilamiz. Demak parallelogramm diagonal lari kvadrat- 
larining yig‘indisi lining tomonlari kvadratlari y igkindisiga teng.

12-ta *rif Berilgan a va b vektorlarning skalyar ко ‘paytmasi nolga 
teng bo ‘Isa, ular ortogonal vektorlar deyiladi.

Agar vektorlar ortogonal boMsa, (a + b f = a 2+b2 tenglik o ‘rinli 
bo‘ladi. Uchburchakning tomonlari uchun a = OA, b = OB belgilashlar 
kiritib, b - a  = AB tenglikni hisobga olib, Pifagor teoremasini hosil 
qilamiz:

|ЛЯ|2= |а4 |2+ |О б |\

Bizga V chiziqli fazoda ee bazis berilgan bo‘lsa,

x = x \  + x \  +• • ■ ■+ x e nfy  = y'e, + y 2e2 + —+ y nen 

vektorlarning skalyar ko‘paytmasini

(*, jy)=Z (*4 X/e,) = Z (efit )x ‘y ’ tj-\ t.j-\

ko‘rinishda yozishimiz mumkin. Agarg. =(е,,е;) belgilash kiritsak skalyar 
ko‘paytma uchun

0 )IJm I

ifodani olamiz. Tekshirib ko‘rish mumkinki gy =(e,,e7) matrisa simmetrik 
matrisadir. Masalan n = 3 boMganda skalyar ko‘paytma
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(*> у) = g „*V  + « ,г * У  + g„x'y + «2 ,* У  + ЯИ* У  +

+g■ax‘y , + g ^ y '+ g , s y + g » x ,y , = g llx'y' +

+«и(*У+*У)++«„(*У+*У)+£п*У + 
+gB(*V+*У)+£П*У.

ko‘rinishga keladi. Bu yerda

&II — “  (^ > ^ 2 ) ^ 1 2  ~  &21 ~  >^2 )> £>23 “*£з2 — (^2>^з)’<?13 =  £>31 =  (^1» ̂ *3 )> £>23 = (^3»^})

boMib, skalyar ko‘paytmani

(*,y)= Zga* ' / +Х&Д*У +*V)
'  /<у

ko‘rinishda yozishimiz mumkin.

V s &N ""Sin
Biz agar x= . У = ,G  = &2I- * ’S21)

K&l ’ ‘ 'Sun J

matrisalar kiritsak, skalyar ko ‘paytmani xyGy ko ‘rinishda 
yozishimiz mumkin. Bu yerda xr =(Al,...,A")-transponirlangan matrisa. 
M atrisalami ko‘paytirish amalllarini bajarsak

*TGy = i t g , / y J M J-Л

tenglikni hosil qilamiz. Demak

(x,y)=xrGy 

tenglik 0 ‘rinJidir.Agar x = > b o ‘lsa,

(jr.jt) = x’ = g^xx = Y jg S ^ f  + i^ g x 'x 1 = x'Gx
I KJ

ifodani hosil qilamiz. Algebra kursidan bilamizki

xTGy

ifoda bichiziqli forma deb ataladi. Skalyar k o ‘paytma uchun (x,y) = (y,x) 
tenglik o ‘rinli bo ‘Iganligi uchun bu forma simmetrik formadir. Har bir x 
vektor (x,x)=x* >0 bo‘lganligi uchun, ushbu forma musbat aniqlangan
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bichiziqli formadir. Demak skalyar k o ‘paytma berilgan bazisda musbat 
aniqlangan bichiziqli formadan iboratdir. Bu forma bazisning metrik 
formasi deyiladi. Albatta bazis o ‘zgarganda metrik forma o ‘zgaradi. 
Koeffisientlaming o lzgarish qonunini tekshirish uchun x vektom ing 

va e,.,...,e.bazisdagi koordinatalaridan iborat

x =

matrisalami kiritib va bazisdan en ...yea. bazisga o ‘tish matrisasini
С = (CJ.)-bilan belgilab

x = Cx (x,x)= x2 = xTGx

tengiiklardan

(x,x) = (x'TCT)G(Cx')=x'r(CTGC)x (2)

munosabatni olamiz. Bu tenglikdan

G =CTGC. (3)

bogManish kelib chiqadi. Bu munosabatni koeffisientlar orqali yozsak, u 
quyidagi ko'rinishda bolladi:

g.y = Z,C!Ci-g<l ■ (4)ij‘ I

13-ta’rif. Berilgan ep ...,e  bazis uchun

< ^ )= {oM J .
tengliklar о ‘rinli bo ‘Isa, bu bazis ortonormal bazis deyiladi. Or to normal 
bazisning vektorlari о ‘zaro ortogonal bo ‘lib, ulaming uzunliklari birga 
tengdir.

14-ta’r if  Berilgan x vektor uchun x, =(x> ex хщ ={x,en) skalyar 
ko'paytmalar bazisga nisbatdan x vektoming Fur’ye  
koeffisientlari deyiladi.
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Albatta agar x = 0 bo‘lsa, uning Fur’e koeffisientlari uchun 
•*, = 0 , xa =0 tengliklar о ‘rinli bo‘ladi, lekin .xn = 0 tenglik
lardan x = 0 tenglik kelib chiqishi shartmas. Agar har bir x vektor uchun 

* ,= 0  tengliklardan x = 0  kelib chiqsa, bazis yopiq bazis
deyiladi.

Teorema 9. Ortonormal bazisda har bir x vektor uchun

л?+•••+** s(xf

tengsizlik о ‘rinli bo 'lib, x = x -x 1el - . . . - x e n vektor et,..., ей vektorlarga 
ortogonaldir.

Teoremaning birinchi qismini isbotlash uchun

tenglikni ko‘rsatish etarlidir. Bu tenglikni isbotlash uchun bevosita hisob- 
kitob ishlarini bajaramiz:

0 < |*  f

= x, -2 Y lx, (xe,) + 'Z 'L v , (e<e, ) =/-1 /»1 /-I 4 ’
t

=X2-  2 f > ;  + Y Jx f = x 2-  | > , 2
/-1 4=1 Ы

Teoremaning ikkinchi qismi
(etix - x yex-------xmem)=(ei,x)-x,(enel) = xl -x , = 0

tenglikdan kelib chiqadi. Bunda n.

15-ta 9r if  Ortonormal oilani ixtiyoriy vektor bilan to ‘ldirganimizda, 
u ortonormal bo Чтау qolsa, bu oila maksimal oila deyiladi.

Teorema-10. Ortonormal el9...,en bazis uchun quyidagilar teng kuchlidir:
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1) ev ...,en maksimal oiladir;

2) e ,,... ,enyopiq oiladir

3) ,..., em to (liq oiladir;

4) Har qanday x vektor uchun

^ = ¥ . + - + %

tenglik о ‘rinli b o ‘lib, bu yerda xv ...,xn koordinatalar Fur ye  koeefisient- 
lariga tengdir.

5) Har qanday x vektor uchun

x2 =jcf + «*ч-д£

tenglik о ‘rinlidir.

6) Har qanday x ,y  vektorlar uchun

i*9y) = xiy l + — + xeya

tenglik о 'rinlidir.

Isbot. 1) Berilgan ortonormal bazis maksimal bo'lib,yopiq
b o ‘lmasa, Fur’ye koeffisientlari nolga teng bo‘lgan noldan farqli x vektor

mavjud bo‘ladi. Agar oilaga vektomi qo‘shsak, yana
\ x \

ortonormal bazis hosil bo ‘ladi. Demak maksimal oila yopiq oiladir.

2) Yopiq e„ ...,eo ila to ‘liq bo‘lmasa,ular orqali chiziqli 
ifodalanmaydigan x vektor mavjud bo‘ladi. Bu vektor yordamida

x = x - x lel - . . . - x nen

vektomi qursak, u noldan farqli, lekin uning Fur’ye koeffisientlari nolga 
tengdir.

3) Agar * = + кяеп, bo‘lsa, x( =(jt,ef)=kl(elel)=.kl tenglik 
o ‘rinlidir.

4) Agar * = va y  = '£y jer  bo‘lsa,
i i

( * , J ') = f l v „ 2 > A ] = E Z v , ( e , . e y ) = Z w  tenglik o'nnlidir.
V' j  )  I i '
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5) Yuqoridagi tenglikda x = y  bo ‘lsa,

X* =xf +«**+л£,

tenglikni hosil qilamiz.

6) Agar ortonormal bazis bazisga yana bitta x vektorni 
qo‘shib, yana ortonormal bazis hosil qilsak, * vektor uchun

l - x 2 = jCj2 h-----(- jcf =0,

tenglik hosil bo‘ladi. Teorema tsbotlandi.

Bizga n o ‘lchamli X  affin fazo berilgan bo4lib, unga mos V 
chiziqli fazoda skalyar ko‘paytma ko‘paytma kiritilgan bo'lsin, ya’ni V 
yevklid fazosi bo4sin. Bu holda X ham yevklid fazosi deyiladi. Faqat bu 
holda X ning elementlari nuqtalardan iborat ekanligini yoddan 
chiqarmasligimiz kerak. X da V dagi ortonormal bazis
yordamida kiritilgan koordinatalar sistemasi to ‘g ‘ri burchakli
yoki dekart koordinatalar sistemasi deb ataladi. Biz yuqorida k o ‘rdikki, 
ortonormal bazisda vektorlarning skalyar k o ‘paytmasi

(x,y)=xlyl +~+xmya,

formula yordamida, vektoming uzunligi

V = x ? + .. .+ ^

formula yordamida hisoblanadi. Natijada yevklid fazosida ikki nuqta 
orasidagi masofani hisoblash uchun

formulani olamiz. Bu erda ,.ти-  Л nuqtaning koordinatalari, л  
В nuqtaning koordinatalaridir. Agar bizga birorta e ,,...,en bazis berilgan 
b o ‘lsa, uning yordamida ortonormal bazis qurishning Gram-Shmidt 
usulini keltiramiz. Agar bazisning vektorlari ortonormal
bo‘Isa, k + 1 -vektor

----
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formula yordamida aniqlanadi. Bu yerda lar * = vektom ing
e,, __vektorlarga nisbatan Fur’ye koeeffisientlaridir. Hosil b o ‘lgan
vektor vektorlarning har biriga ortogonaldir. Uni o ‘zining
uzunligiga bo‘lib qo4ysak, birlik vektor hosil qilamiz. Keyin bu jarayonni 
davom ettirib ortonormal bazisni olamiz. Albatta jarayonning boshida

£ = 0, shuning uchun birinchi vektomi e.' = ~  formula yordamida
N

quramiz. Ikkinchi vektor esa e2=e2- x ]e' formula yordamida aniqlanib, 
keyin esa u o ‘zining uzunligiga bo‘linadi. Bunda xt =(e2,e,').

16-ta’rif. Bizga ikkita ortonormal bazis berilsa, ulaming biridan 
ikkinchisiga о ‘tish matrisasi ortogonal matrisa deyiladi.

Ortonormal bazisda metrik forma koeeffisientlari birlik matrisadan 
iborat bo‘lganligi uchun quyidagi teorema o ‘rinlidir.

Teorem a -11. Beiilgan С matrisa ortogonal bo ‘Ishii uchun

CTC = E (5)

tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Bizga ortogonal Cmatrisaberilgan bo‘lsin. Agar bu m atrisa 
ortonormal ..,eB bazisdan ortonormal e[,...,e ' bazisga o ‘tish matrisasi 
b o isa ,

e[=cue]+cre2+ - -+ c litelt
е’2=сг1е}+с21е2+ —+с2яеа

еп=сп& +сп7ег + - + стей 

tengliklar o ‘rinli bo‘ladi. Bazis ёл ortonormal bo ‘lganligi uchun

'U = 7
0 , i * J

tengliklar o ‘rinlidir. Bu tengliklardan —- ta

Cu^j+C^+... + С ^
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tengliklami olamiz. Bu tengliklar (5) tenglikka teng kuchlidir. Va 
aksincha agar С matrisa uchun CTC = E tenglik o ‘rinli b o isa , 
bazisdan yuqoridagi formullar yordamida hosil qilingan e ' , . b a z i s  
ortonormal bo ‘ladi. Teorema isbotlandi.

Teorem a -12. Berilgan С matrisa ortogonal b o ‘lshii uchun 
quyidagilardan birortasining bajarilishi zarur va yetarlidir:

1) Matrisa va transponirlangan matrisalar к о 1 paytmasi birlik 
matrisadir:

CCT = E, CTC = E

2) Har bir i -ustun uchun cf. + cl + • • •+c\ - 1 tenglik о ‘rinlidir.

3) Har bir i -satr uchun c* + c22[ +• • •+cl = I tenglik о ‘rinlidir.

4) Teskari matrisa transponirlangan matnsaga tengdir: C-1 = CT.

Bu teorema isboti o ‘quvchilarga mashq sifatida havola qilinadi.

Ortogonal matrisa uchun CCT - E  tenglikdan detCT=detC 
munosabatni hisobga olib, (detC)2=l tenglikni olamiz. Bundan esa 
detC = ±l tenglik kelib chiqadi.

Ortogonal matrisalar to‘plami oddiy matrisalarni ko4paytirish qoida- 
siga nisbatan gruppa hosil qiladi. Bu gruppa 0(n) ko^inishda belgilanadi. 
Agar n -  2 boMsa, ortogonallik sharti

Ct, +C,2, = 1 . +С„сц = 0, 4  + 4 = 1

ko‘rinishda bo ‘ladi. Bu shartlardan birinchisi va oxirgisidan « v a  p  
burchaklar mavjud bo4ib,

cu=cosa, c2] = sin a, 
cl2 = cos /?, c22 = sin p

tengliklar bajarilishi kelib chiqadi. Yuqoridagi tengliklam ing 
ikkinchisidan esa

cos a  cos p  + sin a  sin p  -  0

munosabatni hosil qilamiz. Bu munosabat esa
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cos (/?-<*) = О 

munosabatga teng kuchlidir. Demak

p  = a + — va fl = a  + ~
H 2 H 2

tengliklaming birortasi o ‘rinlidir. Bundan esa С m atrisaning determinanti 
birga teng bo‘Isa, u

'cos a - s in  or>
4sin a  cos

ko‘rinishga,uning determinanti minus birga teng bo‘lsa, u

'cos a  sin a  ^
^sina -cos a )

ko‘rinishga ega ekanligi kelib chiqadi. Biz С matrisaning bu 
ko‘rinishlardan foydalanib, tekislikda bir xil orientasiyaga ega dekart 
koordinatalar sistemasini almashtirish uchun bizga yaxshi tanish boMgan

x - c o s a  jc’-sincr y + x 0 , 

j> = - s in a  x +cosa y y 0,

formulalami hosil qilamiz. Bunda (*0,.y0) -  yangi koordinatalar boshi, a 
esa yangi va eski abssissa o ‘qlari orasidagi burchakdir.

3-§. Mustaqil ish uchun topshiriqlar

1. Chiziqli fazoda mos ravishda ^  = {1,1,0,0},a2 = {0,1,1,0},a, ={0,0,1,1} 
va = {1,0,1,0},&2 = {0,2,1,1},6, ={1,2,1,2} bazislarga ega Vx va V2 qism 
fazolar yig‘indisi va kesishmasining bazisini toping.
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2. Chiziqli fazoda mos ravishda a, ={1,2,0,1},a2 = {1,1,1,0} va
6, = {1,0,1,0},b2 = {1,3,0,1} bazislarga ega V} va V7 qism  fazolar yig‘indisi va 
kesishmasining bazisini toping.

3. To‘gri chiziq va gipertekislik mos ravishda 
x, =8f,x3 =4t,x  ̂= 3t,x4 =-3t va 2.r, -2 х г - x 3 + x4 =0 tenglam alar bilan 
berilgan. Berilgan x = {1,2,3,4} vektorni to ‘g ‘ri chiziqqa tegishli у  vektor 
va gipertekislikka tegishli z vektorlarning yig‘indisi k o ‘rinishida 
ifodalang.

4. Tekislikning (-1,1,0,1,5),(2,-1,3,4,0),(1,2,7,6,1) nuqtalardan o ‘tishi 
m a’lum bo‘lsa, uning parametrik va umumiy tenglamalari tuzilsin.

5. Umumiy tenglamasi bilan berilgan

tekislikning parametrik tenlamasini yozing.

6. Birinchi to ‘g ‘ri chiziq (1 ,0 . - 2 , 1 ) nuqta va {1 , 2 ,-1,-3} vektor bilan, 
ikkinch tekislik esa (0,1,1,-1) nuqta va {2 ,3,-2,-4} vektor bilan aniqlangan 
bo‘lsa, ularni o ‘z icliiga oluvchi eng kichik o ‘lchamli tekislik 
tenglamasini yozing.

7. Ikkita x, = l + f,x2 = 2  + f,x3 =3 + /,x4 =4 + f, x, = 0 ,x2 - x 3 + l = 0,x4- 3  = 0  

to ‘g ‘ri chiziq o‘z ichiga oluvchi eng kichik o^cham li tekislik 
tenglamasini yozing.

8. To‘rt o ‘lchamli fazoda

5x, + 6 x2 -  2x3 + 7x4 +4xs -  3 = 0 
2x, + 3x, - x } + 4x4 + 2xs - 6  = 0

x, + 2x2 + 3x, +x 4 - 3  = 0 
x, + 4x2 + 5x3 + 2x4 -  2 = 0 
2x, + 9x, + 8 x3 +3x4 - 7  =0
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sistema bilan berilgan tekislik va 5x, + lx , + 9x, + 2*. -  20 = 0 to ‘g ‘ri chiziq- 
ning o ‘zaro vaziyatini aniqlang.

9. T o‘rt o‘lchamli fazoda 5*,+9*, + 2 * ,-2 0  = 0, *2=o tekislik va

x, + 2x2 + 3x, + x4 - 3  = 0 
- x, + 4x2 +5x, + 2x4 - 2  = 0 

2x, + 9x2 + 8x3 + 3x4 -  7 = 0

to ‘g ‘ri chiziq berilgan. Ulaming o ‘zaro vaziyatini aniqlang.

10. To‘g‘ri chiziq va tekislik mos ravishda 
x, = l + /,x2 = 2 + 2f,x3 =3 + 3/, x4 = 4 + 4/ va x,+x2 + l = 0, x , - x 4=0  
tenglamalar bilan berilgan. ulaming kesishmasligini ko lrsating va to ‘g ‘ri 
chiziqqa parallel bo‘lib berigan tekislikdan o ‘tuvchi eng kichik o ‘lchamli 
tekislik tenglamasini yozing.

11. Ortonormal bazisga nisbatan uchta {1,2,2,1},{1,1,-5,3},{3,2,8,-7} 
vektorlar berilgan. Berilgan vektorlarga tortilgan qism fzoning bazisini 
toping va uni fazoning bazisigacha to'ldiring.

12. Besh o‘lchamli fazoda ortonormal bazisga nisbatan 
x, — x2 -  2х, + 4 = 0 gipertekislik berilgan. Birinchi to ‘rttasi berilgan giperte- 
kislikda yotuvchi yangi bazis toping.

13. Gipertekislik 2x ,-2x2- x 3+x4 = 0va x = {2,0,4,6} vektor berilgan. 
x vektomi berilgan gipertekislikka tegishli у  vektor va shu 
gipertekislikka ortogonal z vektorlaming yig‘indisi ko‘rinishida 
ifodalang.

14. Yevklid fazosi V da x„x2 vektorlar, V ning qism fazosi V' da 
ylty2 vektorlar va V' ga ortogonal boMgan z,,z2 vektorlar berigan. Agar 
x2-x , V4 fazoga tegishli boMsa, z, =z2 munosabat ©‘rinliligini isbotlang.

15. 0 ‘zining {1,1,1,1},{1,2,2,-1} bazislari bilan berilgan qism fazoga 
{4,-1,3,4} vektoming ortogonal proeksiyasini toping.

16. Tenlamalar sistemasi



2.v, + jc, + дс, + 3jc4 = 0
3.V, + 2x 2 + 2.v3 + x4 -  0

bilan berilgan qism fazoga {7,-4,-1,2} vektoming ortogonal proeksiyasini 
toping.

17. T o‘rt o ‘lchamli fazoda xt = jc2,.v3 =x4,x2 = 2x 3 to ‘g ‘ri chiziq va 
3x, -  2x2 + x4 = 0, x2 + х3 = 0 tekislik orasidagi burchak topilsin.

18. T o‘rt oMchamli yevklid fazosida {1,1,1,1},{1,-1,1,-1} vektorlarga 
hamda {2,2,1,0}, {1,-2,2,0} vektorlarga qurilgan qism fazolar orasidagi 
burchak topilsin.

19. Berilgan M(5,1,0,8) nuqtadan Л(1,2,3,4),£(2,3,4,5),С(2,2,3,7) 
nuqtalardan o'tuvchi tekislikka tushirilgan perpendikulaming uzunligi va 
asosi topilsin.

20. Berilgan M (4,2,-5,1) nuqtadan

j2x{ -2x , +a-j +2x a =9 
|2x, - 4xz + 2лг} + 3.x, = 12

tekislikka tushirilgan perpendikulaming uzunligi va asosi topilsin.

21. Berilgan Д1,1,1,1), £(2,2,0,0), CO, 2,0,1) nuqtalardan o ‘tuvchi 
tekislik va Z)(l,l,l,2),£(l,l,2,l) nuqtalardan o 4tuvchi to ‘g ‘ri chiziqning 
o ‘zaro vaziyatini aniqlang, ulaming umumiy perpendikularining 
tenglamasini yozing va uzunligini toping.
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