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СУЗ БОШИ

Китобхон эътиборига хавола цилинаётган мазкур «Олий 
математика» дарслиги олий техника институтларининг талаба- 
лари учун мУлжалланган.

Унда келтирилган мавзулар олий уцув юртларининг мухан- 
дис-техник ва цишлок хужалик мутахассисликлари учун мате
матик фанларнипг амалдаги дастурига тула мос келади.

Дарслик икки жилддан иборат булиб, унинг биринчи жил- 
дига чизицли алгебра ва аналитик геометрия элементлари, 
математик анализга кириш, бир узгарувчили функцияларнинг 
дифференциал хисоби, функцияларни хосилалар ёрдамида тек
шириш, хациций Узгарувчининг вектор ва комплекс функция- 
лари, бир узгарувчили функцияларнинг интеграл хисоби, бир 
неча узгарувчили функциялар хамда оддий дифференциал тенг
ламаларнинг асослари киритилган.

Дарсликда келтирилган мавзуларнинг иложи борича катъий 
ва тушунарли бУлишига харакат цилинди хамда куп микдорда 
мисоллар билан таъминланди, бу эса назарий мазмуннинг маъ
носини очишга ёрдам беради ва дарсни баён цилишни аниц 
ва тушунарли цилади. Ундан ташцари, утилган мавзуларни 
мустахкамлаш учун Уз-узини текшириш мацсадида саволлар 
келтирилган ва мустакнл ечиш учун машклар тавсия этилган; 
уларнинг тартиб рацамлари I бобда В. П. Минорскийнинг «Сбор
ник задач по высшей математике», М., Высшая школа, 1977 ва 
цолган бобларида эса Г. Н. Берманнинг «Сборник задач по 
курсу математического анализа», М., Наука, 1985 китоблари- 
дан курсатилган.

Дарсликни ёзишдан мацсад амалдаги «Дастур» га тула 
мос келадиган ягона Уцув китобининг йуцлигидир. Уни ту- 
зишда «Дастур»да тавсия цилинган асосий ва цушимча ада- 
биётлардан хамда узбек тилида чоп этилган дарслик ва уцув 
цУлланмаларидан кенг фойдаланилди. Мазкур дарсликни 
«Олий математика мисол ва масалаларда» Уцув цулланмаси 
билан тулдириш кузда тутилган.

Муаллиф дарсликни тузишда, унинг айрнм цисмларини 
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ёзишда берган маслахатлари ва ёрдамлари учун «Олий ва ама- 
лий математика» кафедраси УкитУвчилаРига миннатдорчилик 
билдиради.

Узбекистан ФА нинг ха^икий аъзоси, физика-математика 
фанлари доктори, профессор В. 1\. Кобуловнинг дарсликка или^ 
муносабати учун муаллиф уз миннатдорчилигини билдиради.

Узбекистан ФА нинг мухбир аъзоси, ТошДУ «Амалий мате
матика» кафедрасининг мудири, физика-математика фанлари 
доктори, профессор Н. Ю. Сотимовнинг дарслик мазмунини 
мукаммаллаштириш борасидаги фикрлари учун муаллиф уз 
ташаккурини билдиради.

Холисона такриз, танкид ва дарсликни бир хил булган 
узбек ва рус тилларидаги нусхаларини ёзишда йул цуйилган 
камчиликларни курсатганлари учун Ломоносов номидаги МДУ 
профессори, физика-математика фанлари доктори А. С. Ан- 
дреевга, Россия ФА А. А. Благонравов номидаги машинасозлик 
институтининг профессори, физика-математика фанлари доктори 
Э. Л. Айрапетовга, Тошкент кишлок х^жалигини ирригациялаш 
ва механизациялаш мухандислари института «Олий математи
ка» кафедраси мудири, профессор Э. Ф. Файзибоевга, ТошДУ 
«Умумий математика» кафедрасининг катта ^цитувчиси, физи
ка-математика фанлари номзоди А. А. Рахимовга, та^рир 
х.айъатининг аъзолари физика-математика фанлари номзодла- 
ри, доцентлар М. Жураев> Е- М. Хусанбоев, А. А. ХамдамоБлар- 
га муаллиф уз ташаккурини билдиради.

Дарслик камчиликлардан холи эмас, албатта, шу сабабли 
муаллиф урто^ларнинг уни янада такомиллаштиришга цара- 
тилган фикр ва мулохазаларини мамнуният билан ^абул ^кла
ди ва олдиндан уз миннатдорчилигини билдиради.

Муаллиф



1- боб

ЧИЗИЦЛИ АЛГЕБРА ВА АНАЛИТИК ГЕОМЕТРИЯ 
ЭЛЕМЕНТЛАРИ

1- §. Текисликда ва фазода тутри бурчакли Декарт координаталари

Математиканинг геометрик масалалар алгебраик усул билан ечи- 
ладиган булими аналитик геометрия деб аталади. Аналитик гео- 
метриянинг асоси координаталар усули булиб, уни XVII асрда фран
цуз математиги га файласуфи Рене Декарт киритган ва бу усулни 
купгина геометрик масалаларга татбик этгап. Координаталар 
усули нуктанинг вазиятини координаталар системасини хосил кила- 
диган бирор чизикларга нисбатан карашга асосланади. Дастлаб, tJf- 
ри чизицда ётган нуцтанинг газияти кандай аникланишини курайлик. 
Ихтиёрий тугри чизик олайлик, унда бошлангич О нукта танланган, 
саноцнинг мусбат йуналиши «-»> билан курсатилган хамда узунлик 
бирлиги (масштаб) танланган булсин (1-шакл). Бундай тугри чизиц 
уц деб аталади.

М — бу тугри чизикнинг ихтиёрий нуцтаси булсин. ОМ йунал
ган кесманинг (яъни бошлангич нуцтаси б ва охирги нуктаси М 
курсатилган кесманинг) катталиги (узунлиги) ОМ ни карайлик. Эс- 
латиб утамизки, ОМ нинг йуналиши укнинг йуналиши билан устма- 
уст тушганда ОМ = | ОМ | булади. ОМ нинг йуналиши укнинг йуна- 
лишига карама-карши булган холда эса ОМ — — | ОМ | булади, бу 
ерда | ОМ | йуналган ОМ кесманинг узунлигини билдиради.

Бунга асосланиб, энди М нуцтанинг укдаги вазиятини ОМ йунал
ган кесманинг ОМ катталиги ёрдамида аницлаш мумкин. Бу сонни 
биз М нуктанинг координатаси деб атаймиз ва х харфи билан бел- 
талаймиз. Шундай цилиб, х = ОМ. Ох уцни координата уци деб 
атаймиз.

■4 -3 -2. -1 О 1 г. 3 4
1-шакл.
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2- шакл.

У
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Координата укларининг кесишиш 
талар боши, Ох ва Оу уклар жойлашган 
наталар текислиги деб атаймиз ва Оху билан 
шакл).

М— текисликнинг ихтиёрий нуктаси булсин, унинг вазияти бит
та сон билан эмас, балки иккита сон билан аникланади. М нукта- 
дан Ох ва Оу укларга МА ва МВ перпендикулярлар туширамиз. М 
нуктанинг х ва у тутри бурчакли координаталари деб, мос равишда 
ОА ва ОВ йуналган кесмаларнинг ОА ва ОВ катталикларига айти
лади. Шундай килиб, х = О А, у — ОВ.

М нуктанинг х ва у координаталари мое равишда унинг абсцис
саси ва ординатаси деб аталади. М нуктанинг х ва у координата- 
ларга эгалиги бундай куринишда ёзилади: /И(х; у), бунда кавсда 
биринчи уринда нуктанинг абсциссаси, иккинчи уринда 
курсатилади.

Шундай килиб, танланган координаталар системасида 
нинг хар бир М нуктасига хакикий сонларнинг биргина 
ган жуфти (х; у) — унинг координаталари мос келади,

у

/7 т

о

Ш. к

3- шакл.

Энди текисликда ётган нук- 
танинг вазияти цандай аницлани- 
шини куриб чикайлик. Боши уму
мий ва бир хил масштаб бирли- 
гига эга бу'лган иккита узаро 
перпендикуляр Ох ва Оу уцлар 
текисликда тутри бурчакли Де
карт координаталар системасини 
Косил цилади. Ох у кни абсцисса- 
лар уки (горизонтал ук), Оу 
укни ордина'палар уки (верти
кал ук), уларни биргаликда эса 
координаталар Цки деб атаймиз. 
нуктаси — О нужтани координа- 

[ текисликни эса коорди- 
белгилаймиз (2- 

ординатаси

х

текислик- 
тартиблан- 

ва аксинча, 
Какикий сонларнинг хар бир 
тартибланган жуфти (х; у} га 
Оху текисликда шундай бир- 
гина М нукта мос келадики, 
унинг абсциссаси х га, орди
натаси у га тенг булади.

Координата уклари текис- 
ликни чораклар деб аталади- 
ган турт булакка булади. 3- 
шаклда чоракларнинг тартиб- 
ланишлари, куйидаги жадвал- 
да эса нукталарнинг у ёки бу 
чоракда жойланишига цараб, 
уларнинг координаталари ишо- 
ралари курсатилган:
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4- шакл.

5- шакл.

7

Энди фазодаги нуктанинг 
вазиятини аниклашга утамиз. 
Битта О нуктада кесишадиган 
ва бир хил масштаб бирлигига 
эга булган учта узаро пер
пендикуляр Ох, Оу ва Oz 
уцлар фазода тутри бурчак- 
ли Декарт координаталар системасини аниклайди ва у бундай бел
гиланади: Оху г. Бунда О нукта координаталар боши, Ох— абсцис- 
салар у^и, Оу — ординаталар уки, Oz — аппликаталар уки дейилади.

М — фазонинг ихтиёрий нуктаси булсин, у оркали Ох, Оу, Oz 
координата ук.ларига перпендикуляр булган учта текислик утказа- 
миз (4- шакл). Бу текисликларнинг уклар билан кесишиш нуктала
рини мос равишда А, В, С оркали белгилаймиз. М нуктанинг х, у, 
z тутри бурчакли координата
лари деб, мос равишда, ОА, ОВ, 
ОС йуналган кесмаларнингОЛ, 
ОВ, ОС катталикларига айти
лади. Шундай килиб, х = 0.4, 
у — ОВ, z — ОС. Бунда х со - 
ни М нуктанинг абсциссаси, 
у сони ординатаси, z сони ап - 
пликатаси деб аталади. М 
нуктанинг х, у ва z коорди- 
наталарга эга эканлиги куйи
дагича ёзилади: Л4 (х; у; г). 
Шундай цилиб, танланган ко
ординаталар системасида фазо
нинг ,\ар бир М нуктасига 
^акикий сонларнинг биргина 
тартибланган учлиги (х; у; 
г) — тутри бурчакли координа
талари мос келади ва аксинча, 
^ацикий сонларнинг хар бир 
тартибланган учлиги (х; у; г) 
га фазода биргина М нукта 
мос келади. хОу, yOz, ва xOz 
текисликлар координата текис-



ликлари деб аталади. Улар ’бутун фазони октантлар деб аталади
ган саккиз булакка (цисмга) булади. 5-шаклда октантларнинг тар- 
тибланиши, цуйидаги жадиалда эса нуцталарнинг у ёки бу октантда 
жойлашишига боглиц равишда уларнинг ишораларини аницлаш кур- 
сатилган:

I II III IV V VI VII VIII

X + — — + + — — +

У + + — + + —

Z + + + + — '-Т-' — —

2- §. Векторлар. Векторларнинг тенглиги

Физик, кимёвий ва бошца цодисаларни урганищда учрайдиган 
катталикларни икки синфга булиш мумкин. Скаляр катталиклар 
деб аталадиган катталиклар синфи мавжудки, уларни характерлаш 
учун бу катталикларнинг сон кийматларини курсатиш етарлидир. 
Булар, масалан, хажм, масса, зичлик, харорат за бошцалардир. 
Лекин шундай катталиклар мавжудки, улар фацат сон цийматлари 
билангина эмас, балки йуналиши билан цам характерланади.

Улар ui/налган катталиклар ёки вектор катталиклар деб ата
лади. Масалан, царакатланаётган нуцтанинг бир вазиятдан иккинчи 
вазиятга кучишида таъсир этаётган кучни характерлаш учун куч- 
нинг улчамларини курсатиш кифоя цилмасдан, балки бу кучиинг 
йуналишини цам курсатиш зарурдир. \аракат тезлиги, магнит ёки 
электр майдоннинг кучланганлиги ва бошца катталиклар хам шунга 
ухшаш характерланади. Буларнинг хаммаси вектор катталикларга 
оид мисолдир. Уларни тасвирлаш учун вектор тушунчаси Гкиритил- 
ган булиб, у математиканинг узи учун цам фойдали булиб чицди, 
Биз юцорида йуналган кесма цацида гапирганимизда, унда йуналиш 
аницланган, яъни унинг четки нуцталаридан цайси бири боши, цай- 
си бири охири эканлиги курсатилган кесма эканлиги цацида айтган 
эдик.

1-таъриф. Йуналган кесма вектор деб аталади.
Векторни АВ куринишда белгилаймиз, бунда биринчи царф век

торнинг бош нуцтасини, иккинчи харф эса унинг охирги нуцтасини 
белгилайди. Векторни, шунингдек, устига «-►» чизилган бигта царф 
билан хам белгилаймиз: а. АВ векторнинг узунлигини унинг моду
ли деб атаймиз ва [ АВ | куринишда белгилаймиз. Агар вектор а 
билан белгиланган булса, у цолда унинг модули |а| ёки а билан 
белгиланади.
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Боши охири билан устма-уст тушган вектор ноль вектор деб 
аталади ва 0 билан белгиланади. Бундай вектор тайин йуналишга 
эга эмас, унинг модули нолга тенг, яъни |0| = 0.

2- таъриф. Битта тугри чизикда ёки параллел тугри чизицлар- 
да ётувчи а ва Ь векторлар коллинеар векторлар деб аталади.

Коллинеар векторлар бир хил ёки карама-карши йуналган бу
лиши мумкин (6- шакл).

3- таъриф. а ва Ь векторлар коллинеар, бир хил йуналган ва 
узунликлари тенг булса, улар тенг векторлар деб аталади.'

а ва b векторлар тенг булса, бундай ёзилади: а — Ь. Агар бе
рилган векторни уз-узига параллел кучирсак, 3- таърифга асосан, 
яна берилган векторга тенг вектор хосил циламиз. Шу маънода 
аналитик геометрияда векторлар эркин векторлар деб цисобланади.

4- таъриф. Битта текисликда ёки параллел текисликларда 
ётувчи векторлар компланар векторлар деб аталади.

’ Агар компланар векторларнинг бошлари умумий нуцтага эга 
булса, улар битта текисликда ётишини курсатиш кийин эмас.

АВ ва В А векторлар карама-карши векторлар деб аталади. Агар 
АВ = а каби белгиланса, у холда унга карама-царши вектор ВА — 
— —а билан белгиланади (7-шакл).

3- §. Векторлар устида чизикли амаллар

Векторлар устида чизикли амаллар деб, векторларни цушиш ва 
айириш цамда векторни сонга купайтиришга айтилади. Бу амаллар- 
ни алохида куриб чикамиз.

Нолдан фаркли иккита ихтиёрий а ва b вектор берилган бул
син. Ихтиёрий О нуктани оламиз ва ОА = а векторни ясаймиз, сунг
ра А пуктага АВ = b векторни куямиз. Иккита а ва b векторнинг 
йиеиндиси а-\-Ь деб биринчи цушилувчи векторнинг бошини ик
кинчи цушилувчи векторнинг охири билан туташтирувчи ОВ век
торга айтилади. Векторларни бундай кушиш усули учбурчак усули 
Дейилади (8- а шакл).

Векторларнинг йигиндисини бошцача усул билан хам аниклаш 
мумкин. Бирор О нуцтадан ОА = а ва ОС = b векторларни цуямиз.

9



8- шакл.

Бу векторларни томонлар сифатида олиб, ОАВС параллелограмм 
ясаймиз. Параллелограммнинг О учидан утказилган диагонали ОВ 
вектор, а ва b векторлар йигиндиси а 4- b вектордир. Векторларни 
бундай цушиш усули параллелограмм цоидаси деб аталади (8- б 
шакл).

Икки векторни кушишнинг иккинчи усули синиц чизикда кет- 
ма-кет жойлашт.чрилган исталган сондаги векторлар учун хам яроц- 
лидир. Бунда йигинди синиц чизицни купбурчакка ёпадиган вектор 
булиб, унинг боши биринчи векторнинг боши билан, охири эса сунг
ги векторнинг охири билан устма-уст тушади. Бир неча векторни 
бундай цушиш усули купбурчак цоидаси деб аталади (9- шакл).

К,ушиш амалининг асосий хоссасини шаклларда тушунтириш 
мумкин.

1. Урин алмаштириш хоссаси (10- шакл) а + b — b -г а-
2. Груцлаш хоссаси (11-шакл) (а + Ь) + с — а + {Ь + с).
Энди векторларни айириш амалини цушишга тескари амал сифа

тида аниклаймиз. а ва b векторларнинг айирмаси деб, а — Ъ билан 
белгилаиадиган ва b вектор билан йигиндиси а векторни беради- 
ган векторга айтилади. Бундан векторларни айириш кридасн келиб 
чицади, агар а ва b векторларнинг боши умумий нуцтага цуйилса, 
у х.олда а —Ь вектор цосил булган синиц чизикни ёпади ва айи- 
рилувчи векторнинг охиридан камаювчи векторнинг охирига йунал- 
ган булади (12- шакл).

Энди векторни сонга купайтириш амалини курамиз:



а ¥= 0 векторнинг т ¥= 0 сонга купайтмаси деб, а векторга коллине
ар, узунлиги | т | • | а | га тенг булган, т> 0 булганда а вектор би
лан бир хил йуналишдаги, т<.0 булганда эса унга карама-карши 
йуналган хамда та билан белгиланадиган векторга айтилади. Шун
дай килиб, та — b булса, у холда таърифга кура b || а ва \Ь | = 
= ]пг|-|а|. Бу амал купайтириш амалининг асосий хоссаларига 
эга.

1. Урин алмаштириш хоссаси:

та = а-т.

2. Скаляр сонга купайтиришга нисбатан грухлаш хоссаси:

т (п а) = (т п) а.

3. Скалярларни (сонларни) кушишга нисбатан та^симот хоссаси:

(т + п) а = т а + п а.

4. Векторларни кушишга нисбатан та^симот хоссаси:

т(а + Ь) = т а + т Ь.

Бу хоссалар геометрик йул билан осон исботланади.
( — а) карама-карши векторни а векторни (— 1) сонига купай

тириш натижаси деб караш мумкинлигини айтиб утамиз: (—а) — 
= (— 1) а. а =# О векторни т =£ 0 сонга булишни доимо а векторни

— сонга купайтириш деб тушунамиз: — = — Агар а векторни т т т
? j. -

Узининг узунлиги |а| га булсак, у холда хосил булган — вектоР> 

а векторнинг йуналишига эга булиб, узунлиги 1 га тенг булиши 

равшан. ^а^икатан хам, агар2^=а° деб белгиласак, у ,\олда
|а|
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Узунлиги 1 га тенг булган вектор бирлик вектор деб аталади. 
Шундай цилиб, исталган а векторни унинг узунлиги | а | ва уша 
йуналишли а° бирлик векторга купайтмаси сифатида ифодалаш мум- 
кин: а = | а |-о0.

4- §. Чизицли эркли векторлар системаси

п та Пр а2, . . ., ап вектор ва шунча осг, а,..........ая сонни царай-
миз. Бу сонларнинг мос векторларга купайтмалари йигиндиси 
«j tZj + а2 а2 -J- . . . + ап векторларнинг чизикли комбинацияси 
деб аталади.

Таъриф. Cj а2, . . ., ап векторлар системаси учун камида бит - 
таси нолдан фаркли шундай п та cq, а2, . . . , ал сонлар мавжуд 
булсаки, векторларнинг чизикли комбинацияси нолга тенг, яъни

(4.1)
булса, у система чизицли бослик система деб аталади. Акс хрлда 

а2, . . ., ап векторлар чизикли эркли деб аталади, улар учуй (4.1)
тенглик фацат cq = а2 = . . . = ал = О булганда уринли булади.

Агар аг, а2, ... а„ векторлар чизикли боглиц деб фараз килсак 
ва, масалан, ¥= О булса, у цолда 

Бу ерда

деб белгиласак, у цолда
а1 = ₽2fl2 + ₽заз + • • ■ + ₽л ап

га эга буламиз. Бу тенгликнинг унг томонида а2, а3, . . . ап век
торларнинг чизицли комбинацияси турибди. Шундай цилиб, агар п 
та вектор чизицли боглик булса, у цолда уларнинг камида битта- 
сини колганларининг чизицли комбинацияси сифатида ифодалаш 
мумкин. Бунга тескари даъво хам уринли, агар векторлардан бири 
колган векторларнинг чизицли комбинацияси сифатида ифодаланган 
булса, у холда бу векторлар чизикли богликдир. Акс холда барча 
векторлар чизикли эркли булиши равшан.

1-мисол. Иккита а ва b вектор коллинеар булганда ва фа- 
цат шундагина чизикли боглик булишини исботланг.
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13- шакл.

Ечиш. ^а^икатан хам улар 
чизикли боглик; булса, у ^олд? 
ушбу тенглик уринли булади:

b = а а (а ф 0);

бундан а ва b векторлар колли
неар эканлиги (векторни сонга ку
пайтириш амали таърифига кура) 
келиб чикади. Тескари даъво хам 
тугри. ^акикатан хам, агар а ва b векторлар коллинеар булса, у 
холда а =/= 0 сонни доимо шундай танлаш мумкинки, Ь = а а тенг
лик тугри булади, бу эса а га & векторларнинг чизикли богликли- 
гини билдиради. Бу мисолдан коллинеар булмаган иккита а ва b 
векторнинг доимо чизикли эрклилиги келиб чикади.

2-мисол. Учта а, Ь, с векторлар компланар булганда ва фа- 
^ат шундагина чизикли боглик булишини курсатинг.

Ечиш. \акикатан хам, улар чизикли боглик булса, у холда 
с = а а р b (а =# 0, Р^О) тенглик тугри. Лекин а а вектр а век
торга коллинеар, р b вектор b векторга коллинеар ва уларнинг аа + 
4- Р b йигиндиси а ва & векторлар билан компланар булган вектордир 
(векторлар йигиндиси таърифига кура). Демак, а, Ь ва с вектор
лар компланардир.

Тескари даъво хам тугри. ^акикатан, а, b ва с компланар век- 
торларни умумий О бошига келтирамиз, ОАСВ параллелограммни 
ясаймиз (13- шакл).

Равшанки, ОС = О А 4- ОВ.
Шу билан бирга ОА ва ОВ векторлар мос равишда а ва b век- 

торларга коллинеар. Шунинг учун ОА = аа ва ОВ — (ЭД, бу ерда а, 
Р— нолга тенг булмаган сонлар.

Шундай килиб, ушбу тенгликка эгамиз:

с = а а 4- ₽ Ь,
бу эса а, Ь, с векторларнинг чизикли боглицлигини билдиради. Бу 
мисолдан келиб чикадики, учта компланар булмаган вектор доимо 
чизикли эрклидир (улар орасида иккита коллинеар булгани йуц). 
Худди шунга ухшаш фазодаги .^ар кандай туртта a, b, с, d, век
торнинг доимо чизикли богликлигини курсатиш мумкин.

5- §. Базис. Базис буйича ёйилма

Таъриф. Исталган а векторни п та чизицли эркли е v е2, ... ,~еп 
векторларнинг чизикли комбинацияси оркали ифодалаш мумкин 
булса, у холда бу векторлар фазонинг базиси деб аталади.
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14- шакл.

Базисни косил ^иладиган век
торлар сони фазонинг улчами деб 
аталади. Базисга кирувчи вектор
лар базис векторлар деб аталади. 
Тугри чизикнинг улчами 1 га тенг 
экани равшан, чунки тугри чизикда 
исталган е вектор базис к°сил ЦИ- 
лади, колган векторлар эса у орка
ли бундай куринишда ифодаланиши 
мумкин:

а — ае (а^О).
чунки текисликда коллинеар булТекисликнинг улчами 2 га тенг,

маган исталган иккита eY ва е2 вектор чизикли эркли булиб, базис 
хосил килади, колган барча векторлар эса улар оркали ушбу кури
нишда ифодаланиши мумкин:

Фазонинг улчами 3 га тенг, чунки фазода исталган учта комп- 
ланар булмаган ех, е2, е3 векторлар чизикли эркли ■'булиб, базис 
хосил килади, колган барча векторлар эса улар оркали ушбу кури
нишда ифодаланиши мумкин:

а='ае1 + ре24-уе3 (а, р, у#=0).

Векторни базис векторларнинг чизикли комбинацияси куринишида 
ифодалаш базис буйича ёйиш деб аталади.

Мисол курайлик. 14- шаклдаги elt е2, е3 векторлар базис ко
сил килаДп- Масала а векторни базис векторлар оркали ифода- 
лашдан иборат. Шаклдан куринадики,

1 = ON = ОА 4- (5.1)

Лекин ОА вектор е, га коллинеар, ANr = ОВ вектор е.2 га колли
неар, NXN — ОС вектор е3 га коллинеар, шунинг учун ЛМХ = р е2, 
0Д = а7р = бУ еРДа а» Р> Т=Н=О. Шундай килиб, (5.1) 
формула

а = аех 4- р е2 4- у е3

куринишни олади, яъни а вектор базис векторларнинг чизикли 
комбинациясидир ёки а вектор е2, е3 базис буйича ёйилма шак
лида ифодаланган. Хусусан, базис векторлар бирлик векторлар бу'- 
лиши мумкин.
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Тугри бурчакли координаталар 
системаси киритилгаи уч улчовли 
фазода базис сифатида координата 
укугарида ётувчи ва йуналиши коор
дината укларининг мусбат йунали
ши билан устма-уст тушувчи i, j, 
k векторлар олинади.

-L___________
Ал В<

15- шакл.

6- §. Векторлар проекциялари ва уларнинг координаталари

Фазода бирор I ук ва бирор АВ вектор берилган булсин. А га 
В нукталардан бу укка перпендикуляр туширамиз, Аг ва Вт нуцта- 
лар хосил булади, уларни АВ векторнинг А боши ва В охирининг 
I укка проекциялари деб атаймиз (15- шакл).

\АВ вектор бошининг проекциясини унинг охирининг проекцияси 
билан туташтирувчи А1В1 вектор АВ векторнинг I уцдаги ташкил 
этувчиси ёки компонентаси деб атаймиз.

"АВ векторнинг I укка проекцияси деб унинг А,В1 ташкил .этуЕ- 
чисининг I ук йуналишида ёки унга кдрама-карши йуналганлигига 
караб, мусбат ёки манфий ишора билан олинган узунлигига айтилади 
(16- шакл). Векторнинг I укка проекцияси бундай белгиланади: 
Пр, ЛВ. Шундай килиб, бундай ёзиш мумкин: Пр,ЛВ = Л,/?,!.

Проекцияларнинг асосий хоссаларини караймиз:
1. а векторнинг I укка проекцияси а вектор модулининг бу 

вектор билан ук орасидаги бурчак косинусига купайтмасига тенг, 
яъни

Пр, а = | а | cos <р.

Бу717- шаклдан куриниб турибди.
(•2. Икки'вектор йигиндисининг укка проекцияси кушилувчи век- 

торларнинг^шу укк.а проекциялари йигиндисига тенг, яъни
Пр,(а + 6) = Пр, а + Пр, £

Бу 18- шаклдан куриниб турибди.

16- шакл.
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A! I8<
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17- шакл.

if < 90' 

npe a*o

i i
-J----------a~-------------------------------------------- — -
A S. О

18- шакл.

I '

_______ ,
A &■ C.

19- шакл.

5

c

3. X соннинг а векторга купайтмасининг I укка проекцияси X 
сонни а векторнинг шу укка проекциясига купайтмасига тенг, яъни 
узгармас сонни проекциядан ташкарига чикариш мумкин:

Пр,Х а — ХПр,а.

Бу 19- шаклдан куриниб турибди.
Oxyz фазода тутри бурчаклп координаталар системасини олай- 

лик. Укларнинг хар бирида йуналиши уцнинг мусбат йуналиши би
лан устма-уст тушадиган бирлик вектор оламиз, уларни /, /, k 
билан белгилаймиз. Бу учала узаро перпендикуляр бирлик вектор 
ортлар деб аталади. Улар узаро компланар эмас, яъни базис таш
кил цилади (20- шакл).

20- шакл.
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а = ОА векторнинг координата ^кларига проекцияларини ах, ау, аг 
ортали белгилаймиз. Исталган векторни унинг узунлигини уша йу- 
налишдаги бирлик векторга купайтмаси сифатида ифодалаш мумкин 
(3- § нинг охири) булганлиги учун а векторларнинг уцлардаги 
ташкил этувчилари

0.41 = °А2 = ауЬ

булади. Бирок, а — 0Аг + А2В + ВА, бунда А2В = 0А2, ВА = 
= 0А3, шу сабабли узил-кесил куйидагини цосил циламиз:

а = axi + ayj 4- aj<. (6.1)

(6.1) формула а векторнинг i, j, k базис векторлар еки коорди
ната уцлари буйича ёйилмасини беради. а векторнинг ах, ау, аг про- 
екциялари унинг координаталари деб аталади. Агар векторнинг 
боши координаталар бошида, охири эса А(х, у, г) нуцтада булса, 
у цолда ах = х, ау = у, az = z булади.

Бу цолда О А вектор г оркали белгиланади ва А нуцтанинг ра- 
диус-вектори деб аталади.

7- §. Координата шаклида берилган векторлар устида 
чизицли амаллар

Агар векторларнинг координата укларидаги проекциялари маъ
лум булса, у цолда бу векторлар устидаги чизицли амалларни улар
нинг проекциялари устидаги арифметик амаллар билан алмаштириш 
мумкин.

а ~ ах i + ayi + az^’ Ь ~ bx 1 + by j 4- bzk 
булсин. У холда

а ± Ь — (ax±bx) i Аг (ау ±&у)/ 4- (аг ±bz)k,
Ка = Kaxi 4- Хау7+^оЛ

яъни векторларни цушишда (айиришда) уларнинг бир исмли проекция
лари цушилади (айирилади), векторни сонга купайтиришда унинг 
хар бир проекцияси бу сонга купайтирилади.

Мисол. Агар АВ вектор боши 
ва охирининг координаталари А (х2, 
У1, zj ва В (х2; у2, z2) булса, унинг 
координата уцларига проекциялари
ни топинг.

Ечиш. О А ва О В ларнинг ра- 
Диус-векторлари бундай булади (21- 
шакл): 21- шакл.
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rt = ОА = xt i 4- y2 j 4- Zj k,

r2 = OB = x2 i 4- У J 4- z.2k.

Шаклдан: AB —OB— OA — r2— rx. Юкорида таърифланган вектор- 
ларни айириш коидасидан фойдаланиб,

АВ = (х2 — xj Т+ (У г — у 1)7 + (?2 ~ zjT

пи хосил киламиз. Шундай килиб, боши ва охирининг координата
лари маълум булган векторнинг проекцияларини топиш учун унинг 
охирининг координаталаридан бошининг координаталарини айириш 
лозим.

Масалан, 4(6, —1, 2), В(—3, I, 4) булса, у колда АВ —
— —9i 4- 2 j 4- 2k булади.

Уз-узини текшириш учуй саволлар
1. Кандай векторлар коллинеар, компланар, тенг деб аталади?
2. Векторнинг модули нима?
3. Векторлар устидаги кайси амаллар чизикли амаллар деб аталади?
4. К,андай векторлар чизикли боглик ва кандай векторлар чизикли эркли деб 

аталади?
5. Фазонинг базиси ва улчами нима?
6. Векторнинг укдагн ташкил этувчиси нима?
7. Векторнинг уцка проекцияси нима?
8. Векторлар устида чизикли амалларга уларнинг координаталари устида шундай 

амаллар мос келишини исботланг.
9. 372—398- масалаларни ечинг.

8- §. Скаляр купайтма

Таъриф. Иккита а ва Ь векторнинг скаляр купайтмаси деб, 
бу векторлар узунликларини улар орасидаги бурчак кэсинусига ку- 
пайтмасига тенг булган скалярга (сонга) айтилади.

а ва b векторларнинг скаляр купайтмаси бундай белгиланади:

а • Ь.
Шундай килиб, таърифга кура

а ■ b — |а|’|Ь| cos<p. (8.1)

| а | cos ср = Пр-* а ва Пр-* 6 — |6| costp булганлиги учун (8.1) 
формулани бундай ёзиш мумкин:

а ■ b — |fc | Пр-* а ёки а • b — |а| Пр-* 6, (8.2)

бу ердан бир векторнинг иккинчи вектор йуналишига проекцияси 
учун ушбу ифодалар келиб чикади:

Пр-*7 = 44Д ва Пр-Л = 4^4
m hi (8.3)
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Хусусан, векторлардан бири, масалан, а бирлик вектор, яъни 
| а | = 1 булса, у цолда (8.3) формула ушбу куринишни олади:

Пр-»- b = = а • Ь,
1 а 1

яъни векторнинг бирлик векторга проекцияси бу векторларнинг ска
ляр купайтмасига тенг.

1. Скаляр купайтманинг хоссалари
а) Урин алмаштириш хоссаси:

а ■ b = b ■ а.
Бу хосса скаляр купайтма таърифидан бевосита келиб чицади:

а • b — | а | • | b | cos ср ва b • а = | b | • | а | cos ср, 

демак, а • b = b • а.
б) Сонга купайтирншга нисбатан гуруцлаш хоссаси:

(Ха)-д = Х(а • b).
Бу (8.2) формуладан келиб чикади:

(Ха)- b = | д; Пр_^ (Ха).
ь

Лекин проекцияларнинг хоссасига асосан цуйидагига'эгамиз:

ПРТ(Х’а) = ХПр^а^
Шу сабабли ь

(ка)-Ь = | b| Пр-* (Xа) = | b|X Пр-- а = X(| b | Пр-* а).

Иккинчи томондан (8.2) формулага асосан:

| b | Пр-* а = а • Ь.

Демак, (X а ) • b — X (I b | Пр-* а) = X (а • Ь).

Шундай цилиб,
(Ха)- b = Х(а • Ь).

в) Векторларни цушишга нисбатан тацсимот хоссаси:

а ■ (b 4- с) = а • b + а ■ с.
Бу (8.2) формуладан келиб чицади: 

а-(Ь+~с) = |а| Пр-*(б|+с).

Йигиндининг проекцияси цацидаги хоссани цулласак, 

Пр-^(64-с) = Пр-*д +Пр-> с.
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Шундай цилиб,

а-(b + с) = | а | Пр->- (Ь + с) = | а | (Пр-*b + Пр-*с) = я ad
= |а | Пр-* b 4-1 a | Пр-*7 = 7-7+~a ■ ~c.

Демак, а-(Ь + с) = а- Ь + а- c.
Бу хоссалар векторли купхадларни скаляр купайтиришдаги амал- 

ларни хадма-хад бажаришда купайтувчиларнинг тартибига эътибор 
бермаслик хамда скаляр купайтмадаги ухшаш хадларни жамлаш 
хукуципи беради. Масалан,

(з7—27)-(s7+47) = 1з7-7+ 127- 7— ю7-7—s7- 7
I- мисол. 

хисобланг.
Ечиш. i, 

Шу сабабли

I, j, к базис векторларнинг скаляр купайтмаларини 

/, к бирлик векторлар, яъни |7| = [/1 = |7[ = 1.

7-7=7-7=7-7= 1, (8.4)
чунки бир хил йуналишдаги тенг векторлар орасидаги бурчак нолга 
тенг ва cos 0° = 1. i, /, к векторлар узаро перпендикуляр, шунинг 
учун -* -* -* -* -* -*

i • j = j • к = к • i =0, (8.5)
чунки перпендикуляр векторлар орасидаги бурчак 90° га тенг ва 
cos 90° = 0.

2- мисол. а ва b векторларнинг скаляр купайтмасини улар
нинг координаталари ортали ифодаланг.

Ечиш. ах, ау, az лар а векторнинг координаталари булсин, 
яъни a =axi + ау j + azk; bx, Ьу, Ьг лар b векторнинг координа
талари булсин, яъни b ~bxi + / + Ьгк. Векторларнинг хоссала-
ридан хамда (8.4) ва (8.5) тенгликлардан фойдаланиб, куйидагини 
^осил циламиз:

+ ЯуЬу j ■ / + aybz j • k + azbx k • i + агЬу k ■ j + azbzk • k. 
Шундай килиб, икки векторнинг скаляр купайтмаси бир исмли ко
ординаталар купайтмалари йигиндисига тенг, яъни

а ■ b = ахЬх + ауЬу + агЬг. (8.6)
(8.6) формула жуда куп цулланилади. К,уйида улардап баъзилари 
билан танишамиз.
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2. Векторнинг узунлиги. а векторнинг уз-узига скаляр купайт- 
масини цараймиз. Бундай купайтма векторнинг скаляр квадрати 
деб аталади:

а • а = | а | • | а | • cos 0° — | а 11 а | = | а |2.

Скаляр квадрат бундай белгиланади: а2. Шундай ^илиб, а2 = \ а |2, 
яъни векторнинг скаляр квадрати унинг модули квадратига тенг. 
Бундан куйидагига эгамиз:

|7| = (8.7)

яъни векторнинг модули унинг скаляр’квадратидан олинган квадрат 
илдизга тенг. Бироц вектор узининг базис векторларга ёйилмаси би
лан берилган, яъни унинг координаталари маълум булса:

а = ах i + ayj + аг k,

у холда (8.61 формулага асосан а2 = а2 + а2 + a~z ни ^осил кила
миз. Бунда (8.7) формула ушбу куринишни олади:

lal=| + + (8.8)

яъни векторнинг узунлиги унинг координаталари квадратлари йи- 
риндисидан олинган квадрат илдизга тенг.

3- мисол. а = 21— 2 j ~г k векторнинг узунлигини хисобланг.
Ечиш. (8.8) формуладан фойдаланамиз:

4- мисол. с векторнинг узунлигини хисобланг, бунда с = а — 
— 2Ь, | а | = 3, | b | = 4 хамда а ва b векторлар орасидаги бурчак 
60° га тенг.

Ечиш. (8.7) формуладан фойдаланиб, куйидагини хосил кила
миз:

| с | = Р с2 = V (а — 2Ь)2 = V а2 — 4 а ■ b 4- 4Ь2. 

Сунгра 72 = |1|2 = З2 = 9, Т2 = \Ь|2 = 42 = 16.

а ■ b = |а | - |Ь|-cos<p = 3-4 cos60° == 3-4-Р =6 

булганлиги учун |c|=j 9 — 4 - 6-4-4 • 16 = д 49 = 7.
3. Икки вектор орасидаги бурчак. Икки векторнинг скаляр ку

пайтмаси

Дан
(8.9) 
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ни топамиз. Агар бу векторларнинг базис векторлари буйича ёйил- 
малари маълум, яъни

а = ах i + а.у • j + az к,

b —bxi + byj + b2k
булса, у холда (8.9), (8.6), (8.8) формулалардан фойдаланиб, век
торлар орасидаги бурчак косинусини топиш учун ушбу формулани 
хосил киламиз:

cos <р = -—- . ------
1 ах 4* ау + °г ‘ | ^х + Ь^ 4* Ь2г

ах^х + о у by 4- агЬг
(8.10)

орасидаги

= 45°.

5- мисол. а = i + k, b = i + 2 j + 2 к векторлар 
бурчакни топинг.

Ечиш. (8.10) формулага асосан топамиз:
1.1-|-0.2+ 1-2 3 1

COS ф = , — ===-----  ..." = =----- — = , ф
| !2 + 02+ I3 у 124-234-22 ЗУ 2 у 2

4. Икки векторнинг перпендикулярлик шарти. Агар а ва b век
торлар перпендикуляр булса, у холда улар орасидаги бурчак 90° га 
тенг ва cos 90° = 0. Демак, бундай векторлар учун скаляр купайтма 
нолга тенг: а ■ b = 0 (а^0, Ь^=0). Аксинча, агар иккивекторнинг 
скаляр купайтмаси нолга тенг, яъни а • b = 0 ёки | а | | & | соэф = 0 
булса, у холда аУ=0 ёки & #= 0, бинобарин, соэф=0 (яъни век
торлар перпендикуляр).

Шундай килиб, иккита нолмас а ва b векторларнинг скаляр ку
пайтмаси нолга тенг, яъни

а-Ь=0
ёки (8.6) формуладан фойдалансак,

(8.Н)

ах Ьх + ауЬу + агЬг = 0 (8.12)
булганда ва факат шундагина улар перпендикулярдир. Векторлар 
базис векторлар ортали ёйилмалари

а = ах i + ау j + аг к,

b = bx i 4- byj 4- Ьг к 
билан берилган холда шу шарт ахЬх 4- ауЬу 4- агЬг = 0 га тенг куч- 
лидир.

Шундай килиб, (8.11) ёки (8.12) формулалар икки векторнинг 
перпендикулярлик шартини ифодалайди.

6- мисол. Параллелограммнинг учлари берилган: А(1, —2, 2), 
В(1, 4, 0), С(—4, 1, 1), £)(—5, —5, 3). Унинг АС ва BD диа- 
гоналлари перпендикулярлигини исботланг.

Ечиш. АС ва BD векторларни цараймиз:
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Йс={—4-1; 1+2; 1 -2} = { -5, 3, - 1},

BD= { — 5-1, — 5— 4, 3 —О) = { —6, —9, 3).

Бу векторларнинг скаляр купайтмасини (8.6) формула буйича хисоб
лаймиз:

ACBD = (—5)(—6) + 3(—9) + (—1)3 = 0.

Демак, AC-LBD экан.

У.з- узини текшириш учун саволлар

1. Икки векторнинг скаляр купайтмаси деб нимага айтилади?
2. Проекциялари билан берилган векторларнинг скаляр купайтмаси цандай ци- 

собланади?
3. Скаляр купайтманинг цандай хоссалари бор?
4. Вектор узунлиги учун формула келтириб чикаринг.
5. Узларининг координаталари билан берилган икки нуцта орасидаги масофа 

учун формула келтириб чицаринг.
6. Икки вектор орасидаги бурчак учун формула келтириб чицаринг.
7. Икки векторнинг узаро перпендикулярлик шарти нимадан иборат?
8. 399—425- масалаларни ечинг.

9-§. Иккинчи ва учинчи тартибли детерминантлар, уларнинг хоссалари

1. Иккинчи тартибли детерминант. Туртга сондан иборат ушбу 
жадвални цараймиз па уни матрица, аникроп!, иккинчи тартибли 
квадрат матрица деб атаймиз:

А — аиа22— а-2^12 соп (9-1) матрицанииг детерминанти ёки од
дий цилиб, иккинчи тартибли детерминант деб аталади. (9.1) мат- 
рицанинг детерминанти бундай белгиланади:

|а" £|- <9'2>

Шундай цилиб, таърифга ва белгилашга асосан куйидагига эгамиз;
1+1 +’l = au’a22~+i,ai2- (9.3)

(9.1) матрица билан унинг (9.2) детерминаитини чалкаштирмас- 
лик лозим, чунки матрица бори йуги туртта сондан иборат жадвал 
булиб, детерминант эса шу жадвалдан (9.3) да курсатилгани каби 
^осил цилинган биргина сондир.

Детерминантни ташкил киладиган сонлар унинг элементлари деб 
аталади. Иккинчи тартибли детерминант иккита сатрга ва иккита 
устунга эга. Исталган элемептнинг белгиланишида биринчи индекс 
шу элемент турган сатр тартибини, иккинчи индекс эса устун тар- 
тибини курсатади.
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du, a12 элементлар биринчи сатрни, а21, а22 элементлар иккинчи 
сатрни ташкил этади.

а1Ь а21 элементлар биринчи устунни, а12, а22 элементлар иккинчи 
устунни ташкил этади.

ап, а22 элементлар жойлашган диагонал детерминантнинг бош 
диагонали, а21 а12 элементлар жойлашган диагонал эса ёрдамчи ди
агонали деб аталади.

Шундай килиб,
| «11 «12

I «21 «22 I

детерминант мос равишда бош ва ёрдамчи диагоналларда турган эле- 
ментларнинг купайтмалари айирмасига, яъни ап-а22—а21-а12 га тенг.

1-мисол.  1| 11 = 8-5—3-(—1) =:43.

2. Учинчи тартибли детерминант. Учинчи тартибли квадрат мат
рицани, яъни 3x3 та сондан иборат ушбу жадвални цараймиз:

/ «11 «12 «13 \
I «21 а22 °23 I (9-4)

«31 «32 «33 / •

Бу матрицанинг учинчи тартибли детерминанти деб куйидаги
А = «п«22«33 4* «12«23«31 4* «21«32«13 «31«22«13 «12«21«33 «23«32«11

сонга айтилади. Учинчи тартибли детерминант бундай белгиланади

Шундай килиб,

«и 2 «13

а21 «22 «23

«31 «32 «33

А =
«11 «12 «13 I _
а.ч а.» а.33 «и«22«зз 4*а12«23«з1 4-«21«зг«1з

" „ Z. а21а22а13- а21а12а33 а32а23а11‘
а31 аЗ-2 «33 |

(9-5)

Учинчи тартибли детерминант учун сатр, устун, бош ва ёрдамчи 
диагоналлар тушунчалари иккинчи тартибли детерминантдаги каби 
киритилади. (9.5) ифодани хотирлаб колиш учун бундай йул тута- 
миз. Детерминантдаги (9.5) ифодага мусбат ишора билан кирадиган 
хар бир купайтманинг учта элементини пунктир чизик ёрдамида 
туташтирамиз. (9.5) ифодага манфий ишора билан кирадиган купайт- 
малар учун хам шундай циламиз. Осон хотирлаб колинадиган схема 
(учбурчаклар цоидаси) косил булади (2Г-шакл).

2-мисол. Ушбу учинчи тартибли детерминантни кисобланг:
1 2 3
О 1—1
2 4 6

Ечиш. (9.5) формуладан фойдаланиб, изланаётгандетерминантни
Киссблаймиз:
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3. Детерминантнинг хоссалари. Бу хоссаларни учинчи тартибли 
детерминант учун келтирамиз.

а) Детерминантнинг сатрларидаги элементлари ва устунларидаги 
элементлари уринлари

1
О
2

унинг мицдори узгармайди:алмаштирилганда

«и ^12 «13 «и «21 «31

«21 ^22 «23 = «12 ^22 «32

«31 «32 «зз «13 ^23 «33

юкоридаги детерминантларга (9.5) фор-Бу хоссани исботлаш учун
мулани татбик этнш ва олинган ифэдаларнинг тугрилигига ишонч 
^осил килиш кифэядир. Бу хосса детерминантнинг сатр ва устун- 
л’ари элементларининг тенг хукуклигини белгилаб беради. Шу са
бабли барча кейинги хоссаларни сатрлар учун хам, устунлар учун 
хам таърифлаб, уларни бир суз билан катор деб атаймиз.

б) Агар детерминантнинг иккита параллел катор элементлари
нинг уринлари алмаштирилса, унинг ишораси карама-карши ишорага 

машади. Масалан,

хосса каби исботланади.

«31 «32 «33 «11 «12 «13

^21 Л 22 «23 «21 <*22 «23

<*11 «12 «13 «31 «32 «33

Бу хосса хам олдинги
в) Агар детерминант иккита $ир хил элементлп каторга эга бул- 
у нолга тенг. \ацицатан, иккита параллел бир хил элементли 

Цаторларнинг уринларини алмаштириш билан детерминант узгармай- 
Ди, бирок б) хоссага асосан унинг шпораси узгаради. Демак, Д = 
= —Д, яъни 2Д=0 ёки Д = 0. Масалан,

са,

2 3 7
4 5 6 = 0.
4 5 6
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г) Детерминант бирор ^аторининг барча элементларини исталган 
X сонга купайтириш детерминантни бу сонга купайтиришга тенг 
кучлидир:

«12 «1з «и 012 Я13
Ха 21 а22 «23 = Х «21 а22 «23
Ха31 «32 азз «31 «32 азз

Бу хосса детерминантларга (9.5) формулани татбиц этиш билан 
текширилади. Ушбу даъво бу хоссанинг натижаси булади: бирор 
катор элементларининг умумий купайтувчисини детерминант белги- 
сидан ташкарига чицариш мумкин.

д) Агар детерминант ноллардан иборат булган каторга эга бул
са, у нолга тенг. Бу хосса олдинги хоссадан X = О булганда келиб 
чикади.

е) Агар детерминант иккита параллел пропорционал каторга эга 
булса, у нолга тенг. ^а^икатан, агар иккита параллел каторнинг 
хддлари пропорционал булса, у хрлда г) хоссага асосан, бу катор- 
лар элементларининг умумий купайтувчисини детерминант белгиси- 
дан ташкарига чикариш мумкин, натижада иккита параллел бир 
хил катор цолади, у эса в) хоссага асосан нолга тенг. Масалан,

4 2
4 2, = 0.
3 5'

13 4 2
6 8 4 - 2-
7 3 5

ж) Агар детерминант бирор каторининг хар 
кита кушилуг.чининг йигиндисидан иборат булса, 
минант икки детерминант йигиндисидан иборат

бир элементи ик- 
у хрлда бу детер- 
буладп. .Масалан, 
«12 «13

#22

«32 «33

«и"тА «12 «13 «11 #12 «13 ь
#21”Ь^З а22 «23 = «2! #22 «23 “Г ь
«31+^3 «32 «33 «31 #32 «33 ь

Бу хосса детерминантларга (9.5) формулани цулланиш билан тек
ширилади.

з) Агар бирор катор элементларига бошца параллел цаторнинг 
элементларини исталган умумий купайгувчига купайтириб щ/шилса, 
детерминант узгармайди. Масалан,

011 #12 «13 «11Т^«12 «12 «13

«21 #22 «23 = о21_|_Ха22 «22 «23

«31 «32 «33 «з1+Ха32 #32 «33

Бу хоссани унг томонга ж) ва е) хоссаларни куллаб текшириш мум
кин:

«11Н_^-«12 «12 «13 I «11 «12 «13 Л#12 ^12 #13 1 «11 «12 «13
#21Н_^#22 ^22 ^23 == #21 #22 ^23 "Н /- #22 #22 #23 == ! #21 #22 #23
#31+^32 °32 а33| «:;1 «32 «33 ^-#32 #32 #33 | #31 #32 #33

4. Алгебраик тулдирувчилар ва минорлар. Навбатдаги хоссаларни 
таърифлаш учун минор ва алгебраик тулдирувчи тушунчаларини
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киритамиз. Детерминант бирор элементининг минори деб, шу де- 
терминантдан бу элемент турган сатр ва устунни учиришдан косил 
булган детерминантга айтилади. Соддалик учун цуйидаги учинчи 
тартибли детерминантни оламиз:

Ян

«21

«31

«12

«22

«32

«13

«23

«33

Детерминант aik элементининг минори Mik (i, k= 1,2,3) билан бел

гиланади-. Масалан, alt элементнинг минори Afu =
. . ItZii ^13

элементнинг минори эса М32 = 1 
минантнинг бирор а/А элементи турган сат] 
ларининг йигиндиси i+k жуфт ёки тогГоон булишига боглик равнш- 
да бу элемент жуфт ёки ток жойда турибди деб айтилади. Масалан, 

элемент детерминантда жуфт жойни эгаллаган, чунки у биринчи 
сатр ва биринчи уступ кесишган жойда турибди, 1 + 1 = 2 эса жуфт 
сон. а32 элемент эса ток жойни эгаллаган, чунки 3 + 2 = 5 ток сон 
ва к- к. Детерминант бйрор элементининг алгебраик тулдирувчиси деб 
унинг бу детерминантда жуфт ёки тоц жой эгаллаганига боглик pay 
вишда мусбат ёки манфий ишора билан олинган минорига айтидатрн 
atk элементнинг алгебраик тулдирувчиси Ац, билан белгиланади. 
Масалан, ап элементнинг алгебраик тулдирувчиси /1и = (—1)'+'х 
хМп=1а22 °23'

ди, аЛ2 элементнинг алгебраик тулдирувчиси
«32 «33

«21 «23

22 ^23
«32 «33

сон булади ва х_. к.
ва устуц тдртиб

СОН, а32

Детер-
рацам-

сон булади, чунки а}1 элемент жуфт жойда туриб-

Л32 = (-1)3+2Мз2 = - «13
«23

А =

сон булади, чунки а3, элемент ток жойда турибди, ва К-К- 
Детерминантнинг алгебраик тулдирувчиларга боглик хоссалари 

билан танишишда давом эгамиз.
Детерминант бирор катор элементлари билан уларнинг алгебра

ик тулдирувчиларига купайтмалари йигиндисига тенг. Шундай ки
либ, ушбу тенглик уринли:

А = ОцЛц + flij/112 + «13^13»

А = a31/l3i + «з»^з2 + «зз^зз»

А = ОцДц + #21Л21 + а31Л31,

А — «21^21 “Ь «22^22 "Ь «23^23*

А — «12^12 «22'^22 + «32^32’ (9.6)

А = п23Д13 + й23Л23 + а33Д33.

Детерминантнинг (9.6) формулаларнинг бири буйича ёзилиши унинг 
катор элементлари буйича ёйилмаси деб аталади. Бу тенгликлар- 
нинг биринчисини исботлаймиз. Бунинг учун (9.6) формуланинг унг 
кисмини ушбу куринишда ёзиб оламиз:

А — («Ц«22«33 «32«23«и) («12«21«33 «12«23«31^ ■ («21«32«13

«31«22«1з)‘

\ар бир кавсдан умумий купайтувчини чикарамиз:
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Цавсларда турган микдорлар «п, а12, а13 элементларнинг алгебраик 
тулдирувчиларидир, яъни

Д—йц^гг^зз — а32а23) й12(а21а33 агзаз1) 4" а1з(азга21 аз1а2г)- (9-7)

^22^33 ^32^23 = | Я 22
а32

fl23 1
азз 1 1"<

т
II

(й21й33 а23°31) “
а21

а31
а23 
азз

— -^12> (9.8)

^21^32 a31fl22 =
а21
Й31

а22
^32

= А1з-

(9.7) формулани (9.8) формулани хисобга олган’холда бундай ёзамиз:
Д = Оц-^ц. + fll2*412 + Я13Л13, ■

ана шуни исботлаш керак эди.
3- мисол. Ушбу детерминантни хисобланг:

110—1]
Д = 3 2 —2 I

14 5 ;

Ечиш. Бунда биринчи сатрда нол булганлиги учун биринчи 
сатр элементлари буйича ёйиш формуласидан фойдалапиш кулай- 
дир. Цуйидагини топамиз:

Д=1- ~5|-1-|1 4 | = 1'(Ю+З)—1 • (12—2) = 8.

Детерминант бирор каторининг битта элсментидан ташкари барча 
элементлари нолга тенг булганда детерминантнинг бу цатор эле
ментлари буйича ёйилмаси айникса содда куринишда булади. Буига 
эса 3) хоссадан фойдаланиб эришиш мумкин.

4- мисол. Ушбу детерминантни цисобланг:

11 -3 2|
Д = 5 4 1

|3 2—4 ‘

Ечиш. Детерминантнинг цийматини узгартирмасдан уни шун
дай алмаштирамизки, унинг бирор каторининг битта элементидан 
бошка цамма элементлари нолга тенг булсин. Бунинг учун 1-ка
тер билан шугулланамиз. Иккинчи уступга биринчи устуннинг 3 га 
купайтирилганини, учинчи устунга эса биринчи устуннинг (—2) га 
купайтирилганини цушамиз. Щу алмаштиришлардан сунг цуйидаги
ни цосил киламиз:

1 —3 2 1 0 0
5 4 I = 5 19 —9
3 2 —4 3 И — 10

Иккита нолни уз ичига олган цатор элементлари буйича ёйиб уш- 
бупи топамиз:
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= — 190 +99 =-91.

Сунгги хоссага утамиз.
к) Детерминантнинг бирор катори элементларини параллел ка- 

тор мос элементларининг алгебраик тулдирувчиларига купайтмалари 
йигинднси нолга тенг. Масалан,

а11^21 +«12^22_1'«13'^23 = 9

эканлигини исботлаймиз. Хацикатан хам,

а11^21 +«12^22 4*«13^23 ~
а11 а12 а13

«11 «12 «13

«31 «32 «33

= 0,

дна шуни исботлаш талаб килинган эди.

10-§. п- тартибли детерминант ^ацида тушунча

и-тартибли матрицани, яъни пхп та сондан 
вални ^араймиз:

иборат ушбу жад-

Бу матрицанииг п- тартибли детерминанти деб бундай белгиланади- 
ган сонга айтилади:

п- тартибли детерминант учун говорила айтилган барча хосса- 
лар, жумладан, детерминантни бирор цатор элементлари буйича ёйиш 
формуласи бу ерда хам уринли.

Исталган тартибли детерминантни хисоблашда айни шу форму- 
ладап фойдаланилади.

Мисол. Ушбу туртинчи тартибли детерминантни иккинчи сатр 
элементлари буйича ёйиш йули билан хисобланг:

Ечиш. куйидагига эгамиз:
А = а21Л21 + о22Л22 + а23Л23 + а24/424 =
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1 4 3 2 4 3 2 1 3
— 1 6 3 + 0 • 2 6 3 + 1 • 2 — 1 3

5 — 1 2 1 — 1 2 1 5 2
2 1 4 1 4 3 2 1 3
2 —1 6 5 —1 6 3 + 2 — 1 3
1 5 — 1 5 — 1 2 1 5 2

Детерминанти» бирор катор элементлари буйича ёйиш формула
си бу катордаги элеменгларнипг биттасидан бошкалари нолга тенг 
булганда айникса содда куринишга эга булади. Юкорида айтилга- 
нидек, бунга содда алмаштиришлар нули билан эришиш мумкин, 
бунда з) хосса асос булади.

Уз-^зини текшириш учун саволлар

1. Иккинчи ва учинчи тартибли детерминантларпи хисоблаш учун формулалар 
ёзинг.

2. Учинчи тартибли детерминантларнпнг хоссаларини айтиб беринг.
3. Учинчи тартибли детерминант бирор элементининг минори деб нимага айти

лади?
4. Учинчи тартибли детерминант бирор элементининг алгебраик тулдирувчиси 

деб нимага айтилади?
5. Учинчи тартибли детерминант бирор элементларининг алгебраик минори ва 

алгебраик тулдирувчиси узаро кандай богланган?
6. Учипчидан юкори тартибли детерминантлар кандай хисоСланади?
7. 586—610-мисолларни ечинг.

11-§. Вектор купайтма

в₽’’ Уч вектордан иборат система маълум тартибда берилган, яъни 
бу векторларнинг кайсиниси биринчи, кайсиниси иккинчи ва кайси- 
ниси учинчи эканлиги курсатилган булса, уни тартнбланган деб 
атаймиз. Векторларнинг биринчи уринда ёзилганини биринчи, иккин
чи уринда ёзилганини иккинчи ва учинчи уринда ёзилганини учинчи 
деб хисоблаймиз. Тартибланган векторлар учлигини умумий бошланиш 
нуктасига келтирамиз. Компланар булмаган тартибланган векторлар 
учлигида учинчи вектор учидан кузатилганда биринчи вектордан ик

кинчи векторга энг киска бу- 
рилиш массфаси соат мили 
айланишига тескари йуналиш- 
да булса, у унг учлик. деб 
аталади, Акс холда вектор
лар учлиги чап. учлик деб 
аталади (22-шакл).

Фазода Декарт координата
лар системалари хам унг ва 
чап системаларга булинади. 
г, /, k умумий 0 бошдан чик,-
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i

»i ja Зй ниrr, j 
’ i <- < rr.t^ai i.

^ан ва Ox, Oy, Oz координата уклари буйлаб йуналган учта узаро 
перпендикуляр бирлик векторлар эди. Агар i, j , k векторлар уч- 
лиги унг учлик булса, у холда координаталар системаси унг сис
тема, агарда i, j , k чап учлик булса, у холда координаталар сис
темаси чап системадир (23-шакл).

Энди вектор купайтманинг таърифини берамиз.
Таъриф. а векторнинг b векторга вектор купайтмаси деб 

ушбу шартлар билан аникланадиган с векторга айтилади:
а) с вектор а ва Ь купайтувчиларга перпендикуляр;
б) а, b , с векторлар унг учлик хосил килади;
в) с векторнинг узунлиги (а | | ft | sin ср (ср — бунда а ва ft век

торлар орасидаги бурчак), яъни с векторнинг модули а ва ft век- 
торлардан ясалган параллелограммнинг юзига тенг. а ва ft вектор
ларнинг вектор купайтмаси а X ft деб белгиланади.

1. Вектор купайтманинг асосий хоссалари

а) Урин алмаштирмаслик хоссаси. Купайтувчилар- 
нинг уринларини алмаштирганда вектор купайтманинг ишораси тес- 
карисига алмашади:

а X ft = —ft Ха.

Х.ацикатан, вектор купайтманинг таърифидан а X ft ва b X а век
торлар бир хил узунликка эга булиши келиб чикади (унинг узун
лиги купайтувчилар тартибига богли^ эмас), яъни

Бундан таш^ари, аХ ft ва ft X а векторлар коллинеар, чунки улар 
а ва ft векторлар ётган текисликка перпендикуляр, лекин ^арама- 
^арши йуналган, чунки а X ft , а , ft ва b , а , b X а лар унг учлик-
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лар булади (24-шакл). Демак, а X b = —ь* 
X а.

б) Сонга купайтиришга нисба
тан гурухлаш хоссаси:

(Аа) х b = А (а X Ь).

Бу хосса А = О ёки а ва b векторлар кол
линеар булган ^ол учун равшан, шу сабабли 

а ва b векторлар коллинеар эмас хамда А ¥= О деб фараз киламиз.
А>0 булсин, у холда вектор купайтма таърифидан фойдала- 

ниб, куйидагини оламиз:

((А а) х b | = | А а 11 b | sin ф = 11 а |1 b | sin ф,

| A (а х Ь) | = А | а X b | —■ A | а | | b | sin ф,

бу ерда ф — берилган а ва b векторлар орасидаги бурчак. Демак, 
(А а) х b ва А (а X Ь) векторлар бир хил узунликка эга.

Бундан ташцари, а ва b, Аа ва 6 векторлар битта текисликда 
ётади, шу сабабли А (а х Ь) вектор а ва b векторларга перпендику
ляр, (А а) X 6 вектор хам шу векторга перпендикуляр. Шундай ци- 
либ, (А а) X b , А (а х Ь) векторлар коллинеар ва бир хил узунлик- 
ка эга. Нихоят, улар бир хил йуналган, чунки Аа ва а вектор
лар бир хил йуналган.

Шундай килиб, куйидагини .40сил киламиз:
(А а) X b = А (а хТ).

Бу хоссанинг А<0 булган хол учун хам тугрилигини шунга ух
шаш исботлаш мумкин.

в) Векторларни i\ у ш и ш г а нисбатан тацсимот хос
саси:

Бу формуланинг исботини келтирмаймиз.
Бу хоссалар векторли купхадларни вектор купайтиришда амал- 

ларни хадма-хад бажариш ва ухшаш вектор купайтувчиларнинг сон 
коэффициентларини жамлаш имконини беради. Лекин шуни хотира- 
да тутиш керакки, вектор купайтмада купайтувчиларнинг тартиби 
мухим булиб, купайтувчиларнинг уринлари алмаштирилганда вектор 
купайтманинг ишораси узгартирилиши лозим. Масалан,

(а 4” b 4- с) X (2а 4* 36) — 2(аха)4-2(6ха)4-2(сха)4-
4- 3 (a Xi) 4- 3 (Ь X Ь ) + 3 (с X Ь) = -2 (a X 6) 4- 2 (с X а) +

4- 3(а X Ь) 4- 3 (с х Ь) = (а х 6)4- 2 (с X а)4- 3(с X Ь) .
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By ерда ах’а =~0, х~д ^0, чунки а ва а , 

b ва Ь коллинеар векторлар, cp=O, sintp = 0 

ва [а х а | = 0, | ft X b | = 0.

1-мисол. а — р + 2q ва b = Зр—q вектор- > 
ларнинг вектор купайтмасини хисобланг. . L

Ечиш. куйидагига эгамиз: 25-шакл.

ч

чунки р X р = 0, q X q = О, р X q = —q X р .

2- мисол. i, j , k унг учлик ташкил цилувчи базис вектор
ларнинг вектор купайтмаларини .хисобланг (25-шакл).

Ечиш. Булар узаро перпендикуляр бирлик векторлар ва унг 
учлик х°сил цилганлиги учун, вектор купайтманинг таърифига ку
ра:

i X j = k, j X k = i, kX i — j .
Суигра, равшанки,

j X i= —k , k X j — —i, ix k = —j.

Шунипгдек, i X t = 0, j X j = 0, k X k = 0.

2. Вектор купайтмани детерминант ортали хисоблаш. а ва b век
торлар i, /, k базис векторлар буйича ёйилма шаклида берилган 
булсин:

a =axi + ayj + azk , Т = bx7+ bj + bjk .

а ва b векторларнинг вектор купайтмасини уларнинг ах, ау, аг> 
ва Ьх, Ьу, bz проекциялари орцали ифодалаймиз. Ушбу тенглик 
тугрилигини исботлаймиз:

i 

ax 
bx

а X b =
i *
% ai
ЬУ Ь2 .

Вектор купайтманинг а), б) ва в) хоссаларидан хамда шу параграф'
даги мисолнинг натижасидан фойдаланиб, хуйидагини хосил цила* 
миз:

а х b = (axi + ayj + a2k) X (bx i + byj +b2k) =

= axbx(i X i) + axby(i x j) + axbji X~k) + aybx( j X i) + 
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+ avby(i X /) + aybz(j X k) + azbx( k X i) + azby (k X /) +
+ azbz (~k X A) = ax b^+ axbz(—~}) + ay bx ( -k) + ay bzl + 

+ a2 bX i + °Z by (— 0 = (fly bZ — az by) 1 ~ (aX bz ~ az bx) i + 

+ (axby~aybjk.

К,авслар ичидаги айирмалар иккинчи тартибли детерм инантлардир:

а а, а а— У 2 , а b —а.Ь — X 2
h ь, ’ X Z 2 X ь ьУ 2 z

Шу сабабли еунгги тенгликни бундай цайта ёзиш мумкин:
• . я,, а, а а а а
а х b = У г

Ь Ь,
i — X Z

b Ь, 1+ X у
b bУ 2 X 2 "х иу

Бу ифодага детерминантни бирор натори элементлари буйича ёйиш 
формуласини куллаб, ушбуни хосил циламиз:

(11.1)

(11.2)а

3-мисол.  Ушбу векторларнинг вектор купайтмасини топинг:

а = 3i — 4 j + k, 

b — i + 2j — 2k.

Ечиш. (11.2) ва (11.1) формулаларга бипоан, цуйидагини ола
миз:

а X 6 = 6 / + 7 / -f- 10 k .

4-ми со л. Учлари А (1; 1; 1), В (4; 2; —1), С (—3; 1; 4) нуц
таларда булган учбурчакнинг юзини топинг (26-шакл):

Ечиш. a = HB = 3i-r/ — 2k, b = AC — — 4t + 3k вектор-

26- шакл.

ларни цараймиз, улар д АВС нинг 
томонлари билан устма-уст туша- 
ди. Изланаётган юз цуйидагича бу
лади:

Бд = -1-|ахГ|=.1-|ЛВхЛС|,
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чуцки учбурчакнинг юзи параллелограмм юзининг ярмига тенг, у 
эСа уз навбатида шу параллелограммни ясаган векторлар вектор 
купайтмасининг модулига тенг. Аввал вектор купайгмани хисоблай
миз:

Демак, |1хТ|-|А6 X ЯС |--=/з2 + (—1)2 + 42 26

бундан S . = -у ] 26 кв. бирлик.

12-§.  Аралаш купайтма

а, Ь, с векторларни караймиз ва ушбу купайтмани тузамиз:

(а X &) • е.

Бу ерда а вектор аввал b векторга купайтирилади, кейин олинган 
(аХб) вектор с векторга скаляр купайтирилади. Векторларнинг 
бундай купайтмаси аралаш купайтма деб аталади. Сунгги амал 
скаляр купайтма булганлиги учун натижа скаляр булади.

Аралаш купайтма оддий геометрик маънога эга: у берилган век
торларни ^ирралар сифатида олиб ясалган параллелепипед хажмига 
ишора аницлигида тенг.

а, Ь, с векторлар компланар эмас деб фараз цилиб, бу вектор- 
ларда параллелепипед ясаймиз ва d = а X b векторни хам ясаймиз 
(27-шакл). Бундай белгилаймиз: 3 — параллелепипед асосининг юзи 
(асос а ва b векторларда ясалган), h — унинг баландлиги, а эса 
с ва d — а х b векторлар орасидаги бурчак. 'Скаляр купайтманинг 
таърифига кура цуйидагига эгамиз:

27- шаклдан куриниб турибдики,

|c|cosa =й.

Демак, (a х Ь) • с — Sh, бу эса параллелепипед ^ажмига тенг.
Шаклда а*, b, с векторлар унг учлик хосил цилган ва cosa> 

> 0. Агар а, b, с чап учлик булса, у холда а утмас бурчак 
булади вз cosa<0. Бу холда |с| cosa<0, лекин абсолют кий-
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27- шакл.

пайтма агар (цабул цилинган унг 
учлик булса, мусбат ва векторлар 
булади, яъни

V= ±(а

мат буйича у параллелепипед 
баландлиги h га тенг.

Шундай килиб, бундай ху- 
л2са „ ^илиш мумкин: аралаш 
купайтма вектор купайтувчи
ларга ясалган параллелепипед 
хажмига ишора аницлигида 
тенг, шу билан бирга бу ку- 

системада) векторлар учлиги унг 
учлиги чап учлик булса, манфий

X Ь)-~с. (12.1)

I. Аралаш купайтманинг асосий хоссалари.
а) Аралаш купайтма ^амалларнинг уринлариии алмаштиришдан 

узгармайди, яъни
а -(Ьх7) = £а хТ)-7. (12.2)

Бу аралаш купайтмада «•» ва «X» белгиларининг урнини алмашти
риш мумкинлигини билдиради. Хаки ката и хал, скаляр купайтманинг 
урин алмаштириш хоссасига асосан

(а X Ь) • с = с • (а X Ь). (12.3)
Сунгра, (12.1) формулага кура

V = ± (а X b) • с,
V=±(bX~c)-~a. (12.4)

а, b , с ва b , с, а учликлар бир хил йуналишли, яъни икка- 
ласи ё унг учлик, ёки чап учлик. У ^олда аралаш купайтманинг 
геометрик маъносига кура (12.4) тепгликларнинг унг томонларида 
бир хил ишора олиш лозим. Шундай цилиб,

(b X с) ■ а = (а X Ь) • с ,

ва (12.3) тенгликка асосан

а ■ (b X с ) = (а х Ь) • с,
яъни (12.2) тенгликни олдик.

Бу айниятга асосан а • (b X с) = (а X Ь) • с аралаш купайтма- 
ни оддийро^ килиб, вектор ва скаляр купайтмалар белгилари к,аер- 
да турганини курсатиб утирмасдан а b с каби белгилаш мум
кин. и .

б) Аралаш купайтма купайтувчиларнинг уринларини узаро (доира
вий) алмаштиришдан узгармайди;

а b с = Ь с а = с а b .
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Хдцицатап, а) хоссадан ва скаляр купайтманинг урин алмаштириш 
хоссасидан фойдалансак, кетма-кет цуйидагини хосил циламиз:

а b с =а • (b X с) = (b X с) • а = b с а , 

b с а ~Ь ■ (с X а) == (с х а) ■ b = с а Ь .
Шундай цилиб,

а b с ~Ь с а = с а Ь
хосса тугри экан.

в) Иккита цушни купайтувчининг урни алмаштирилганда аралаш 
купайтма ишорасини тескарисига алмаштиради:

а b с = — b а с .
Бу хоссани ушбу тенгликлар занжири буйича исботлаш мумкин:

а Ь с =(а X Ь) ■ с = ~(b X а) • с = —7 а ~с.

2. Аралаш купайтмани детерминант буйича цисоблаш. Вектор
лар базис векторлар орцали ёйилма шаклида берилган булсин:

~a=axi +ayj +azk, b [= b^i + bj + bjk, 

~c=cj + cj +c^k.

Ушбу тенгликни исботлаймиз:

a b с =
ах 
ьх

Сх

аг 
ьг 
с*

ау
Ь,

СУ

Х,ацицатан цам, d =а Xb вектор купайтма (11.1) ва (11.2) фор
мулалар буйича цисобланади:

k,
i j ~k

a„ a, la a, 1 ar a
d = a X b = ax ay “г У 

b
2

b i — X г 
b b /■ + 7 У 

b
bx by bz У 2 x г l-x У

у цолда d - с — (а X Ь) • с скаляр купайтма ушбу куринишни 
олади:

d • с = (а X b) ■ с =
d„ a, 1 a, a aУ 2 
by bz

X z"'“k ьх cu+ X у
ЬхЬу сг-

Бу олинган йигиндини детерминантнинг учинчи сатр буйича ёйил- 
маси деб цараш мумкин. Шундай цилиб, цуйидагини олдик:

су

йг

Сг

ах 
ьх

Сх
а b с =
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1-мисол. Учлари Л(1; 1; 1), В(4; 4; 4), С(3; 5; 5), £>(—2; 
— 4; — 7) пу^таларда булган пирамиданинг ^ажмипи топинг.

Ечиш. Элементар геометриядан маълумки, пирамиданинг ^ажми 
АВ, AC, AD векторларга ясалган параллелепипед х.ажмининг олти- 
дан бирига тенг. Бунга кура

^ир = ^^п.пея=±ив-Тс-7э|.
Бу аралаш купайтмани топамиз. Энг аввал АВ, АС, ва AD вектор
ларнинг координаталарини ани^лаймиз:

АВ = 3i 4~ 3 j 4- 3 A , AC = 21 4-4/ 4~ 4 ,
-5? — 8k.

Шундай килиб,

(АВ ■ АС ■ AD) =

AD=—3i

3 3 3 3 0 0
2 4 4 = 2 2 2

—3 —5 —8 —3 —2 —5
= — 18.

Бундан Уп.псд = 1 — 181 = 18, куб бирлик.^пир 6 ‘ 18 3

3. Уч векторнинг компланарлиги. Учта компланар а, b, с век
торни, яъни битта текисликда ёки параллел текисликларда ётадиган 
векторларни цараймиз. Бу нолга тенг булмаган векторларнинг ара
лаш купайтмасини тузамиз: (а X Ь) • с . Равшанки, d =а х Ь 
вектор купайтма берилган а ва b векторлар ётадиган текисликка 
перпендикуляр, ва демак, с векторга хам перпендикуляр. Шу са
бабли d - с =(aXb)-c =0. Демак, компланар векторларнинг 
аралаш купайтмаси нолга тенг. Тескари даъво .\ам тугри, яъни 
аралаш купайтма нолга тенг булса, векторлар компланардир. \аг;и- 
катан, агар а b с = 0 булса, бу ушбу лолларда булиши мумкин:

а) купайтувчилар орасида камида битта нол-вектор бор;
б) улардан иккитаси (ёки учаласи) коллипеар;
в) векторлар коллинеар, чунки бу холда (а X b ) _Lc, ва демак,

(aXb)-c =а b с = 0.
Учинчи хол аслида биринчи икки холпи уз ичига олади. Шундай 
килиб, учта вектор компланар булиши учун уларнинг аралаш ку
пайтмаси нолга тенг булиши зарур ва кифоядир:

а b с =0
ёки

а*
Ьх

Сх

ау
Ьу 

си

аг
ь,

Сг

= 0.
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2-мисол. Ушбу нукталар битта текисликда ётадими:
Л (1; 2; 3), В(-3; 2; 4), С(2; —3; 1), £»(0; 1; —2)?
Ечиш. Ушбу векторларни караймиз:

AS = —47+7, ДС = 7 —57—21, AD = —7—7 —б7. 

ларнинг аралаш купайтмасини хисоблаймиз:
—4

1
— 1

Векторларнинг аралэш купайтмаси 
компланар эмас ва Л, В, С, D нукталар битта текисликда ётмайди.

(abac-ad) =
О 1

—5 —2
—1 —5
нолга тенг эмас, у холда улар

= —98.

J з- у з и и и текшириш учун саволлар

! Ч"~ ва унг учликлар деб нимага айтилади?
2. Икки векторнинг вектор купайтмаси нима?
3. Вектор купайтманинг геометрик маъноси нима?
4. Проекциялари билан берилган векторларнинг вектор купайтмаси кандай ифо- 

даланадн?
5. Уч векторнинг аралаш купайтмаси деб нимага айтилади?
6. Аралаш купайтма кандай хсссаларга эга?
7. Аралаш купайтма цандай геометрик маънога эга?
8. Проекциялари билан берилган уч векторнинг аралаш купайтмаси кандай ифо- 

лаланади?
9. Уч векторнинг компланарлик шарти нимадан иборат?
10. 426—449- мисолларни ечинг.

13-§.  Текисликда чизикнинг ва фазода сиртнинг 
/ тенгламаси какида тушунча

Аналитик геометриянинг энг муким тушунчаси чизик тенгламаси 
тушунчасидир. Текисликда тугри бурчакли координаталар системаси 
ва бирор £ чизиц берилган булсин (28- шакл). Ушбу

F (х, у) = 0 (13.1)
тенгламани факат £ чизикда ётувчи исталган М нуктанинг х ва у 
координаталари каноатлантирса, бу тенглама £ чизикнинг тенглама
си деб аталади.

Бундан £ чизик текисликнинг координаталари (13.1) тенгламани 
Каноатлантирадиган барча нукталари тупламидан иборат эканлиги 
келиб чикади. (13.1) тенглама £ чи- 
зикни аниклайди ёки £ чизикни хосил 
килади деб аталади. Лекин истаган 
F(x, у) = 0 тенглама каидайдир чи
зикни аниклайди деб уйламаслик ке
рак, масалан, х- -J- г/2 4- 1 = 0 тенгла
ма кеч кандай каКиКий чизикни аник* 
ламайди, чунки текисликнинг кеч бир 
Какикий нуктасинин г координаталари 
бу тенгламани канэа тлантирмайди.

39



Иккита чизикнинг кесишиш 
нуктасини ан!щлаш масаласи 
бу чизиклар тенгламалари сис
темасини ечишдан иборат.

Энди фазода Oxyz тугри 
бурчакли координаталар сис- 
гемаси ва бирор 5 сирт бе
рилган булсин (29- шакл). 
Ушбу

F(x, у, z) = О (13.2) 
тенгламани факат S сиртда 
ётадиган исталган М нукта
нинг х, у ва z координатала

ри каноатлантирса, бу тенглама S сиртнинг тенгламаси деб ата
лади.

Бу таърифга биноан, S сирт фазонинг координаталари (13.2) тенг
ламани каноатлантирадиган барча нукталари тупламидир. (13.2) 
тенглама S сиртни косил килади ёки аниклайди деб айтилади.

Фазодаги чизикни иккита сиртнинг кесишмаси деб караш мум
кин. Шундай килиб, ушбу

F, (х, у, г) = О, 
/2 (х, у, г) = О (13.3)

тенгламалар системасини факат L чизикда ётадиган исталган нукта
нинг координаталари каноатлантирса ва унда ётмайдиган нукталар- 
нинг координаталари каноатлантирмаса, бу система L чизик тенг
ламаси деб аталади.

Текисликдаги чизикнинг F (х, у) = 0 тенгламаси ёки фазодаги 
сиртнинг F (х, у, г) — 0 тенгламаси берилган булса, бу чизик они 
сиртнинг хоссаларини текшириш ва шу билан чизик ёки сирт нима
дан иборатлигини аниклаш мумкин.

Тескари масалани каРаймиз: Нукталарнинг берилган хоссаси 
буйича, каРалаётган чизик ёки сирт тенгламасини тузишни курай
лик.

1. Айлана тенгламаси. Оху тутри бурчакли координаталар сис- 
темасида хар бири берилган С (а, Ь) 
нуктадан R масофада жойлашган 
барча нукталар геометрик урни 
тенгламасини келтириб чикарамиз. 
Бошкача айтганда, радиуси R ва 
маркази С (а; Ь) нуктада булган ай
лана тенгламасини келтириб чика
рамиз (30- шакл).

Масалани ечиш учун ихтиёрий 
М (х; у) нуктани оламиз ва ундан 
берилган С (а; Ь) нуктагача булган 
масофани хисоблаймиз:

40



|MC|=/(x-a)2 + (y-b)2 .
Агар Л4 нуцта айланада ётса, у холда |Л4С| = R ёки |МС2 = R2, 
яъни М нуктанинг координаталари ушбу тенгламани каноатланти- 
ради:

(х — а)2 + (у — b)2=R2. (13.4)
Агарда М нуцта айланада ётмаса, у хрлда |МС|2 /?2, яъни М
нуцтанипг координаталари (13.4) тенгламани цаноатлантирмайди. 
Шундай цилиб, изланаётган айлана тенгламаси (13.4) куринишда 
булади.

Агар (13.4) тенгламада а = О, Ь = 0 десак, бу хрлда радиуси R 
ва маркази координаталар бошида булган айлана тенгламасини хр- 
сил циламиз:

х2 + у2 = /?2.
2. Сфера тенгламаси. Берилган Oxyz тугри бурчакли координа

талар системасида хар бир берилган С (а; Ь\ с) нуцтадан R масофа
да жойлашган нуцталар геометрик урни тенгламасини келтириб 
чикарамиз. Бошцача айтгапда радиуси R ва маркази С (а-, Ь\ с) нук
тада булган сфера тенгламасини келтириб чицарамиз (31-шакл).

Масала юкоридагига ухшаш ечилади. М (х; у\ г) ихтиёрий нуц- 
та булсин, ундан С (а; Ь:, с) нуктагача булган масофа ушбу форму
ла буйича хисобланади:

/ ;МС| = /(х - а)2 + (у-b)2 + (г - с)2 .
Агар М нуцта сферада ётса, у хрлда |А4С| = R ёки |MC|2 = R2, 
яъни М нуцтанинг координаталари ушбу тенгламани каноатланти- 
ради:

(х—а)2 + (у —6)2+;(z —с)2 = /?2. (13.5)

Агарда М нукта сферада ётмаса, у хрлда \MC\2=£R2, яъни М нуц
танинг координаталари (13.5) тенгламани цаноатлантирмайди.

Шундай килиб, сферанинг изланаётган тенгламаси (13.5) кури
нишда булади. Агар (13.5) тенгламада а = 0, 6 = 0, с = 0 десак, 
радиуси R га маркази координаталар бошида булган сфера тенгла
масини хосил киламиз: х2 + у2 + z2 = R2. Сунгида шуни айтиб 
утамизки, текисликдаги чизицлар 
ва фазодаги сиртлар тугри бур
чакли координаталар системасида 
узларининг тенгламаларига кура 
алгебраик ва трансцендент чизик
лар ва сиртларга булинади.

п- тартибли алгебраик чизиц 
(сирт) деб, узгарувчиларга нисба
тан л-тартибли тенглама билан 
бериладиган чизикни (сиртни) ай- 
тамиз. Масалан, айлана иккинчи 
тартибли чизик, сфера иккинчи 
тартибли сиртдир.

L
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14-§.  Берилган нуцта орцали 
утувчи ва берилган нормал 
векторга эга текислик тенгла

маси

Охуг тугри бурчакли ко
ординаталар системаси, ихтиё
рий л текислик ва унда ёгув- 
чи А40(х0; у0; z0) нуцта хамда 
бу текисликка перпендикуляр 
п — A i + В j + С k вектор 
берилган булсин. л текислик 
тенгламасини кел гириб чика
рамиз. Масалани ечиш учун 

ихтиёрий М(х; у; z) нуцтани оламиз. Д4ОЛ4 ва п векторлар узаро 
перпендикуляр булганда ва фацат шундагина бу нуцта л текислик
да ётади (32-шакл). /И0Л4 векторнинг координаталари х — х0, у — 
— У o' z — го булганлиги учун икки векторнинг перпендикулярлик 
шаргига асосан ((8.12) формула) А4 нуцта

*о)[+Щ1/ —Z/0) + C(z —z0) = 0 (14.1)
булганда ва фацат шундагина л текисликда ётади. Бу эса излана
ётган л текислик тенгламасидир, чунки уни бу текисликда ётадиган 
исталган М нуцтанинг координаталари каноатлантиради ва бу те
кисликда ётмайдиган цеч бир нуцтанинг координаталари цаноатлан- 
тирмайди. Бу текисликка перпендикуляр n—Ai+Bj +Ck 
вектор бу текисликнинг нормал вектори деб аталади. Шундай ки
либ, биз хар кандай текисликка х, у, z координаталарга нисбатан 
биринчи тартибли тенглама мос келишини курсатдик.

1- мисол. Л10 (3; —4; 2) нуктадан утуечи ва п —i —2/ + 
+ 3 k векторга перпендикуляр булган текислик тенгламасини ту- 
зинг.

Ечиш. Бу ерда А= 1, В ==—2, С = 3. (14.1) тенгламага асо
сан изланаётган тенгламани хосил циламиз:

1 • (х — 3);_ 2 - («4+ 4) + 3;(гН2)|=[0[ёки х - 2 у + 3 z- 17 = 0.

2-мисол. Цуйидаги учта нуцтадан утувчи текислик тенглама
сини тузинг: (1; 1;_J), Mr(3; —1; 0), .И2(2; 1; 3).

Ечиш. МОМХ ва М0М2 векторлар изланаётган текисликда ёта
ди, шунинг учун уларнинг вектор купайтмаси бу текисликка пер- 
пендикуляр булган векгордир. Шу сабабли п вектор сифатида .W031j 
ва Л40А42 векторларнинг вектор купайтмасини олиш мумкин. Бу 
векторларни ва уларнинг вектор купайтмасини топамиз:

•7/7 =27—27—7 = 7 + 27»
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1
2
1

k
—1

2
п — X М0М2 =

/
—2

О
= — 4i — 5 J + 2 k .

Шундай цилиб, A = —4, В — —5, С = 2. (14.1) [формулага асосан 
изланаётган тенгламани оламиз:

— 4(х — 1) — 5(у—1) + 2(z—1) = О
ёки

4х + 5у — 2г — 7 = 0.

15- §. Текисликнинг умумий тенгламаси

Биз юкорида ^ар цандай текисликка х, у ва z координаталарга 
нисбатан биринчи даражали тенглама мос келишини курсатдик, 
яъни текислик биринчи тартибли сиртдир.

Тескари даъво хам тугрилигини, яъни х, у ва z координаталар
га нисбатан биринчи тартибли хар кандай тенглама берилган коор- 
динаталар системасида текисликни аниклашини курсатамиз.

Хацицатан ^ам, Oxyz тугри бурчакли координаталар системаси 
ва ихтиёр ий А, В, С, D коэффициентли биринчи даражали

Ах "г- By -f- Cz -f- D = 0 (15.1)

тенглама берилган, шу билан бирга, бу коэффициентлардан камида 
биттаси нолдан фаркли булсин.

Аник лик учун С#=0 деймиз ва (15.1) тенгламани куйидагича 
ифодалаймиз:

Л(х-0) + В(у-0) + с(г + -^) = 0. (15.2)

(15.1) ва (15.2) тенгламалар тенг кучли. (15.1) тенгламани (15.2) 
тенглама билан солиштирадиган булсак, у ва демак, унга тенг 
кучли (15.2) тенглама хам Мо (0; 0; —| нуктадан утувчи ва 

п = Ai + В j + Ck нормал векторга эга булган текислик тенгла
маси экаплигини курамиз. Шундай килиб, биз х, у, z координата
ларга нисбатан биринчи тартибли хар кандай тенглама текисликни 
аниклашини курсатдик.

Текисликнинг (15.1) умумий тенгламасида баъзи коэффициент
лар нолга айланганда текислик координата укларига нисбатан кан
дай вазиятни эгаллашини курайлик.

1. 0 = 0 булса, (15.1) тенглама

Ах A- By + Cz = О

куринишни олади ва уни х = О, у = 0, 2 = 0, яъни координаталар 
бошининг координаталари каноатлантиради. Демак, текислик коор
динаталар бошидан утади.
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(16.2) шартлар nt ва л2 текисликларнинг параллеллик шартлари- 
дир. Агар ва л2 текисликлар узаро перпендикуляр булса, у хол
да уларнинг нормал векторлари цам бир-бирига перпендикулярдир 
ва аксинча. Бирок бу цолда

АгАг + ВА + СА --= 0. (16.3)
(16.3) шарт Л! ва л2 текисликларнинг перпендикулярлик шартидир.

1- мисол. Ушбу текисликлар орасидаги бурчакни топинг:

х — уу'2+z — 1 = 0 ва х + у у' 2 — г + 3 = 0. 
Ечиш. (16.1) формулага кура

„ 1-1 —/Г ./Г+1 .(—1) 2 1

/1+2+ 1 ./1 + 2+ 1 2-2 2

Демак, иккиёцли бурчаклардан бири <р = 120°, иккинчиси 60°.
2- мисол. А4О(2; —1; 3) нуцтадап утувчи ва Зх — у + 4г~ 

— 5 = 0 текисликка параллел текислик тенгламасини топинг.
Ечиш. (14.1) формулага асосан Мд (2; —1; 3) нуцтадан утув

чи текислик тенгламасини ёзамиз:
А(х — 2)+ В(у+ 1) + С(г — 3) = 0. (16.4)

Изланаётган ва берилган текисликлар параллел булгани учун изла
наётган текисликнинг nl = A i + В j + С k нормал вектори сифати
да берилган текисликнинг га = 3 £ — j + 4k нормал векторини 
олиш мумкин. Демак, А — 3, В = — 1, С = 4. Коэффициентлар- 
нинг бу кийматларини (16.4) тенгламага цуйиб, изланаётган текис
лик тенгламасини цосил циламиз:

3(х-2)-(у+ 1) + 4(2-3) = 0 
ёки

Зх —у + 4г — 19 =0.

Уз-у зин и текшириш учун саволлар

1. Аналитик геометрияда чизиц деб нимани тушунилади? Чизицнинг тенгламаси 
деб нимага айтилади?

2. Тенгламалари берилган икки чизицнинг кесишиш нуцтасини цандай топиш 
мумкин?

3. F (х, у) = 0 тенглама цар доим цам текисликда бирор чизицни аницлайдими? 
Мисол келтиринг.

4. Аналитик геометрияда сирт тенгламаси нима?
5. Фазода чизиц тенгламаси цандай аницланади?
6. F (х, у, г) — 0 тенглама цар доим цам бирор сиртни аницлайдими? Мисол 

келтиринг.
7. Нуцта берилган чизицда ва сиртда ётишига цандай ишонч цосил цилиш мум

кин?
8. Декарт координаталарида текислик тенгламаси бошца сиртларнинг тенгламала- 

ридан цандай характерли белгиси билан фарц цилади?
9. Текисликнинг нормал вектори нима?
10. Агар текисликнинг тенгламасида у ёки бу цад булмаса, у координата уцла- 

рига нисбатан цандай жойлашади?
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11.11кки текислик орасидаги бурчак цэндай аницланади?
12. Икки текисликнинг параллеллик ва перпендикулярлик шартлари нимадан 

иборат?
14. 452 — 487-мисолларни ечинг.

17- §. Фазода ва текисликда тугри чизиц. 
Тугри чизицнинг йуналтирувчи вектори

даражали тенглама-

(Л)) 
(л,) (17.1)

Маълумки, фазода чизиц тенгламаси иккита кесишувчи сиртнинг 
хар бирига тегишли нуцталарнинг геометрик урни сифатида царала- 
ди. Агар бу сиртлар А(х, !/> z)=0 ва F2(x, у, г) = 0 тенгламалар 
билан берилган булса, у холда уларнинг кесишиш чизиги ушбу
(13.3) тенгламалар системаси билан аницланади:

(F,(x, у, г) = 0,
(F2(x, у, г) = 0.

1. Фазода тугри чизиц. Цуйидаги биринчи 
лар системасини царайлик:

|/4iX -г В}у 4- CyZ + Z?! = 0, 
(Аг* + + C2Z + ^2 = 0.

Бу тенгламаларнинг хар бири текисликни беради. Агар бу лх ва л2 
текисликлар параллел булмаса (яъни уларнинг пг ва п2 нормал 
векторлари коллинеар булмаса), у цолда (17.1) система икки текис
ликнинг кесишиш чизиги сифатида, яъни фазонинг координаталари
(17.1) системанинг хар бир тенгламасини цаноатлантирадиган нук- 
талари геометрик урни сифатида бирор L тугри чизицни аницлайди 
(35-шакл). (17.1) тенгламалар фазода тугри чизицнинг умумий 
тенгламалари деб аталади.

Тугри чизицни ясаш учун унинг иккита нуцтасини билиш етар
ли. Энг осони тугри чизицнинг координата текисликлари билан ке
сишиш нуцталарини топишдан иборат. Бундай нуцталар тугри чи
зицнинг излари деб аталади. Тугри чизицнинг, масалан, Оху текис
ликдаги изини топиш учун (17.1) тенгламаларда г = 0 деб олиш 
хамда х ва у ни

Mi* Н~ В{у -j- — 0,
1.А2х 4* D.2y + D2 = 0

системадан топиш лозим. Тугри чизицнинг бошца координата текис- 
ликларидаги изини хам шунга ухшаш топиш мумкин.

(17.1) тугри чизицца параллел 
ёки унда ётадиган исталган век
тор бу тугри чизицнинг йунал
тирувчи вектори деб аталади.

Тугри чизиц текнсликларнинг 
п\ ва п2 нормал векторларига 
перпендикуляр булгани учун (бу 
ерда ^=(Л1, Су\,пг^\А2
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В2, С2|) L тугри чизикнинг s йуналтирувчи вектори (у хам пх ва 
п2 векторларга перпендикуляр) сифатида X п2 [вектор купайтма- 
ни олиш мумкин:

Ль
Л2

j k
В. сх
В2 С2

[(17-2)

(2x + y-z-3 = 0,
(х + У+г — 1 =0

турри чизикнинг йуналтирувчи векторини ва унинг координата те
кисликлари билан кесишиш нукталарини топинг.

Ечиш. пх = 21 4- j — k, п2 = i + j k булганлиги учун йу
налтирувчи вектор (17.2) формулага кура бундай булади:

/ k
1 —1
1 1

— 2 i — 3 j -ф k .

Тугри чизикнинг Оху текислик билан кесишиш нуктасини тугри чи- 
зицнинг умумий тенгламаларида z = 0 деб топамиз:

(2х + у~ 3 = 0,
[х + у — 1 = 0.

Тенгламалар системасини ечиб х = 2, у = — 1 ни топамиз. Шун
дай килиб, Afx(2; —1; 0).

Шунга ухшаш, тугри чизикнинг О yz текислик билан кесишиш 
нуцтаси М2 ни тугри чизицнинг умумий тенгламаларида х = 0 деб 
топамиз:

Jy —г —3 = 0, 
[у + z — 1 = 0.

Бу тенгламалар системасини ечиб, у = 2, z = — 1 ни хосил цила
миз. Шундай килиб, Л42(0, 2 — 1). Ва, ницоят, тугри чизицнинг те
кислик билан кесишиш нуктаси Л12 ни турри чизикнинг умумий 
тенгламаларида у = 0 деб топамиз:

2 х — z — 3 = 0, 
х + z — 1 =0.

ламиз. Шундай цилиб, М3

Бу тенгламалар системасини ечиб, х = — , z —-----—ни хосил ци-

. =п -4
2. Текисликдаги тугри чизиц. куйидаги биринчи даражали

(L) ^х=±Ву + О z + И = 0, (17 3) 
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тенгламалар системасини караймиз. Бу тенгламаларнинг хар бири 
текисликни беради, лекин z = 0 тенглама Оху координата текисли- 
гИни беради, шунинг учун (17.3) система ёки

Ax + By + D =0 (17.4)

тенглама Оху текисликда L тугри чизицни аниклайди. (17.4) тенг
лама Оху текисликдаги тугри чизикнинг умумий тенгламаси деб 
аталади. Бу (17.4) ёки (17.3) тугри чизикнинг йуналтирувчи векто- 
рини топамиз. Тугри чизихни берадиган (17.3) текисликларпипг нор- 
мал векторлари = Ai 4- Bi 4- Ck, n2= k куринишда булганлиги 
учун (17.4) тугри чизикнинг йуналтирувчи векторини (17.2) фор
мула буйича хисоблаймиз:

s = Л! X л2
1 / k
АВС
0 0 1

= Bi — Aj.

(17.4) тугри чизикка перпендикуляр булган п вектор бу тугри чи
зикнинг нормал вектори деб аталади. У s йуналтирувчи векторга 
Хам перпендикуляр булганлиги учун п =Ai + Bj куринишга эга бу
лади. Шундай хилиб, текисликдаги умумий тенгламаси /1x4- By+D=0 
булган тугри чизиц п = Ai 4- Bi нормал векторга (у тугри чизих- 
ка перпендикуляр), текисликнинг умумий тенгламаси эса Ах 4- By 4- 
+ Cz + £> = 0 нормал вектор п — {А, В ,С} га эга. Шу сабабли 
текисликнинг умумий тенгламаси учун айтилган барча фикрлар те
кисликдаги тугри чизихнииг умумий тенгламаси учун хам тугри 
булади. Масалан, текисликдаги икки

(Л1) Аг х -(- Вг у -|- — 0,
(Б2) х В2 У — 0

тугри чизих орасидаги <р бурчак сифатида пг = А1 i 4- В,], п2 = 

= A2i 4- B2j нормал векторлари орасидаги бурчак хзбул хилинади 
ва шу сабабли ушбу формулалар буйича хис°бланади:

cos ф = ' Пг = —Al At + Bl Вг ■
у Aj +в2 ■Y'a^+B2

Агар ва Ь2 тугри чизихлар параллел булса, у х°лда улар- 
нинг пг ва п2 нормал векторлари коллинеар ва шу сабабли

Ai __ Bi_
Л2 В2

(17.5)

(17.5) шарт текисликдаги икки тугри чизихнинг параллеллик шарти- 
Дир.
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Arap Lj ва L, тугри чизицлар перпендикуляр булса, у цолда 
уларнинг Пу ва п2 нормал векгорлари цам перпендикуляр, шунинг 
учун куйидагига эгамиз:

А1А2+В1В2 = 0. (17.6)
(17.6) шарт текисликдаги икки тугри чизицнинг перпендикулярлик 
шартидир. Агар (14.1) тенгламада г = г0 = 0 десак, у холда

А(х — хд) + В(у~ уо) = О (17.7)

тенгламани цосил циламиз, у Оху текисликнинг М0(х0,у0) пуцта- 
сидан утадиган шу текисликдаги тугри чизиц тенгламасидир. А ра 
В координаталар текисликдаги тугри чизиц нормал векторинипг ко
ординаталари булади, яъни

п — Ai + В j.
& мисол. Учбурчакнинг учлари берилган:

Мт (2; 1), М2( —1;—1), 7И3(3; 2).
Му учдан утказилган баландлик тенгламасини тузинг.

Ечиш. Баландлик тенгламасини (17.7) куринишда излаймиз:

А(х —2) + B(t/—1) = 0. (17.8)

Баландлик М2М3 томопга перпендикуляр булгани учун нормал 
вектор сифатида М2М3 векгорни олиш мумкин, яъни

п — М2М3 = 4Z + 3 j.

Бундан А = 4, В = 3. Бу цийматларни (17.8) тенгламага цуямиз:

4(х — 2) + 3 (у — 1) — 0 ёки 4 х + 3 г/ — 11 =0.

Изланаётган баландлик тенгламаси топилди.

18-§•  Тугри чизицнинг вектор ва каноник тенгламаси

Текислик ва фазодаги тугри чизицнинг умумий тенгламалари ма- 
салалар ечиш учун хар доим хам цулай булавермайди, шу сабабли 
купинча тугри чизиц тенгламаларниинг махсус куринишларидан 
фойдаланилади.

Гап шундаки, тугри чизицнинг вазияти бирор тайинланган Мо 
нуцтасининг ва бу тутри чизицца параллел ёки унда ётадиган s 
йуналтирувчи векторнинг берилиши билан тулиц аницланади.

L тутри чизиц Мо (х0; у0; z0) нуцта ва s = I i + т j + р k йунал
тирувчи вектор билан берилган булсин. L тугри чизицда ихтиёрий 
М (х; у, z) нуцта оламиз (36- шакл).

Шаклдан бевосита

ОМ = ОМа + (18.1)
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нИ доснл киламиз. Мо ва М 
иукталарнинг радиус-векторла- 
рини мос равишда г0=ОМ0,_г = 

билан белгилаймиз. М0М 
вектор тугри чизикда ётади, шу 
сабабли у s йуналтирувчи век
торга коллинеар, ва демак,

М^М = /7 (18.2)

тенглик тугри, бу ерда t— 36-шакл.
параметр деб аталадигап ска
ляр купайтувчи, у М нуктанинг тугри чизицдаги вазнятнга цараб, 
исталган киймат ^абул ^илиши мумкин.

(18.2) формулани ва киритилган белгилашларни хисобга ■ олиб,
(18.1) тенгламани ушбу куринишда ёзамиз: * •

Sr’
r = r0+/s. (18.3)

(18.3) тенглама тугри чизи^нинг вектор тенгламаси деб атала
ди. У / параметрнинг ^ар бир ^ийматига тугри чизикда ётадиган 
ихтиёрий М нуктанинг радиус-век горини мос цуяди. (18.3) тенгла
мани координата шаклида ёзамиз. куйидаги

—► —>- —> —> —>■
г = ОМ = х i + у j + г k,

70 = ~ОМ = xj+ Уо! + zdk, (18.4)

ts = lti+ mt j + pt k ,
ларни эътиборга олсак,

x = Хо “b It,
У =y0 + mt,
z = z0 + pt

ни ^осил циламиз. Бу тенгламалар тугри чизицнинг параметрик 
тенгламалари деб аталади. t параметр узгарганда х, у, г коорди- 
наталар узгаради ва М нукда тугри чизи^ буйлаб кучади. М0М 
вектор s векторга коллинеар булганлиги учун бу векторларнинг 
проекциялари пропорционал. Сунгра

М0М = (х — х0)7+ (у —У0)7+ (z —z0) 7 

s = li + fnj + pk 
булганлиги учун

Х — Х0 _ у—у, = Z —Z,

'Imp
(18.5)
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1

37- шакл.

ни цосил киламиз. Бу тенглама 
тугри чизицнинг каноник тенг
ламаси деб аталади. Тугри чи
зикнинг текисликдаги вектор 
тенгламаси (18.3) фазодаги каби 
булади, лекин вектор тенглама- 
лардан параметрик тенгламалар- 
га утишда у учта эмас, балки 
ушбу иккита скаляр тенгламага 
келтирилади (37- шакл):

х = х0 + //, 
.У = Уо + mt.

(18.6)

Чунки^бу^ холда Мо ва М нуцталар факат иккитадан (х0; yQ) ва 
(х; у) координатага эга, s йуналтирувчи вектор хам иккита коорди- 
натага эга. (18.6) тенгламалардан t параметр чицарилса, текислик
даги тугри чизицнинг каноник тенгламасига утиш осой булади:

х—хд _ у —у о ^18 7)
I т

1-мисол.  Мп(1; 2;—3) ва —2; 1; 3) нуцталар орцали 
утувчи тугри чизицнинг каноник тенгламаларини тузинг.

Ечиш. s йуналтирувчи вектор сифатида М0Л41= —3i— j + 
+ 6 k векторпи оламиз. (18.5) формуладаги берилган нуцта сифа
тида /Ио ёки Mj нуцталардан исталганини олиш мумкин. Натижа
да тугри чизицнинг ушбу каноник тенгламасини хосил циламиз:

2-мисо л. Ушбу

тугри чизицнинг

х— 1 _ у — 2 _ г Н- 3
— 3 —1 ~ 6

х— 1 = у+ I = г
1 —2 6

(18.8)

(18.9)2 х + 3 у-{-Z — 1=0

текислик билан кесишиш нуцтасини топинг.
Ечиш. Бу нуцталарни топиш учун (18.8) еэ (18.9) тенглама

ларни биргаликда ечиш керак. Энг ссони берилган (18.8) тугри чи
зиц тенгламасини цуйидагича параметрик шаклда ёзиб олишдир:

х — t -f- 1, 
i/ = -2/-l, 

z = 6/.
(18.10)

Бу ифодани текисликнинг (18.9) тенгламасига цуямиз:

2 (/+ 1) + 3 (—2/—1) + 6/— 1 =0.
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Бундан /=1. Тутри чизикнинг 
(1’8.10) параметрик тенгламала- 
рига параметр t — 1 цийматини 
куйиб.х = 2, у = — 3, z = 6 пи 
оламиз. Демак, тутри чизик ва 
текислик Л1(2; —3; 6) нуктада 
кесишади.

19- §• Ну^тадан тутри чизиедача 
ва текисликкача булган масофа 38- шакл.

1. Нуктадан тугри чизикка- 
ча булган масофа. Оху текисликда /И0(х0; уа) пу^тани ва

Ах + By + D - О (L)
умумий тенгламаси билан берилган тугри чизи^ни ^араймиз. .Ио 
нуктадан тугри чизик^ача булган мзсофа d — |/И0/Иг| ни аниклаймиз 
(38- шакл)' Мо нуцтадан L тутри чизикда туширилган перпендику- 
лярнинг асосини Л41(х1; Ух) билан белгилаймиз. Изланаётган d ма
софа бу п ерпендикулярпинг узунлигига, яъни

~d = (х0 — х,) i + (у0 - уг) j

векторнинг узунлигига тенг. d. вектор билан L [тугри чизикнинг 
нормал вектори п = At + Bj пинг скаляр купайтмасини тузчмиз. 
Бу векторлар коллинеар булганлиги учун улар орасидаги бурчак ё 
нолга, ёки 180° га тенг. Шу сабабли cos<p=± 1 ва скаляр ку
пайтманинг таърифига кура:

nd = ± [п | • | d\ = ± |п| а. (19.1)

Иккинчи томопдан, координаталари билан берилган вектэрлар- 
пинг скаляр купайтмалари ушбу формула билан хиеобланиши мум
кин:

n-d = Л(х0 —xj + В(у0—у,). (19.2)
Бирок /ИДх,; у.) ну^та берилган L тутри чизикда ётади, шунинг 
учун унинг координаталари бу тутри чизи:\ тенгламасини т^аноат- 
лантиради; „

A Xj 4- В ух + D = 0.
Бундан Ax1 + Byi =—D. Буни хисобга олеак, (19.2) ифода ушбу 
куринишни олади:

n d = Ах0+ Ву0+ D. (19.3)
(19.1) ва (19.3) фэрмулаларни ^исобга олеак, [куйидагини оламиз:

± I п | d = А хд В у0 + D,
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бундан

(19.4)
|п|

Бирох (n|= j ,42 + В2, шу сабабли (19.4) формула ушбу куриниш
ни олади:

Л х0 + В у0 + D
__ __________ »

ёки
j _ | Л х0 + В + D (

V Л2 + В2
Сунгги формула /И0(х0; у0) нуктадан Лх + В{/ + О = 0 тугри чи- 
зи^кача булган массфани топиш учун хизмат цилади.

1-мисол. Учбурчакнинг учлари берилган:
МД4; 1), Л12(0; — 2), /И3(- 5; 10).

Л4] учдан утказилган баландликнинг узунлигини топинг.
Ечиш. Дастлаб М2 ва Л4Я нукталардан утувчи тугри чизик 

тенгламасини (18.7) формула буйича тузамиз. Йуналтирувчи вектор 
сифатида s= — —5 t12/ векторни оламиз, бундан I —
— —5, т = 12. Шунинг учун тенглама ушбу куринишни олади:

х — 0 у—2
ш ' (19.6)

Бу тенгламани умумий куринишга келтириб, куйидагини хосил ки
ламиз:

(19.5)

12х + 5у + 10 = 0.
Еаландликнинг узунлигини нуктадан (19.6) тугри чизицкача бул
ган массфа сифатида (19.5) формула буйича хисоблаймиз:

d = 1 12-4 + 5-1 + 101 = 63 ~5 
J 122 + 52 13

2. Нуктадан текисликкача булган масофа. Энди Л10(х0; у0\ г0) 
нукта ва

А х + В у 4- С г + Z) — 0

умумий тенгламаси оркали текислик берилган булсин. Улар ораси- 
даги d массфа, яъни /Ио нуктадан л текисликка туширилган пер- 
пендикулярнинг узунлиги ушбу формуладан аникланади:

j _. I Л *о'+ В t/р + С г0 + D | (19 6)
] Л\+В2 + С2

Бу формулаларнинг келтириб чикарилиши нуктадан тугри чизикка«а 
булган масофа формуласи (19.5) га ухшаш.
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2- мисол. Ушбу
х — 2у— 2г—12 = 0, (nJ
х — 2у — 2z — 6 = 0 (л2)

параллел текисликлар орасидаги масофани топинг.
Ечиш. jtj ва л2 текисликлар орасидаги масофа улардан бирор- 

тасида ётувчи нуктадан иккинчисигача булган масофага тенг. Бир 
текисликнинг, масалан, лх текисликнинг ихтиёрий нуктасини топа
миз. Бунинг учун бу текислик тенгламасида у — 0, z = 0 деймиз ва 
л-__12 = 0 ни цосил циламиз, бундан х= 12, /Ио(12; 0; 0) нуцта 
я текисликка тегишли. Мо нуцтадан л2 текисликкача булган мя- 
софани (19.6) формула буйича цисоблаймиз:

= I 1-12—20 —2-0—6| = _6 = 2 
| 12 + (- 2)2 +(-2Е 3

Уз-уз и ни текшириш учун саволлар

1. Фззэдаги тугри чязикчилг йуначтируачи вектори нима?
2. Агар фазодаги тугрг чизиц учумчй тенгламаларя билан б прилган булса; 

унинг йуналтирувчи векторини кандай аницлаш мумкин?
3. Текис.тикиги тугри чиззцнинг нзрчил векгори нима?
4. Координата уцларини координата текисликлаоининг кесишмаси сифатида 

цараб, уларнинг тенгламаларини ёзинг.
5. Тугри чизицнинг вектор тенгламасини келтириб чицаринг.
6. Тугри чизицнинг каноник тенгламасини келтириб чикаринг.
7. Текисликда нуцтадан тугри чизиццача булган масофа формуласини келтириб 

чицаринг.
8. 488—513- масалаларни ечинг.

20- §. Икки ва уч номаълумли иккита ва учта чизицли тенглама
лар системаси. Крамер цоидаси

1. Икки номаълумли иккита чизицли тенгламалар системаси. Икки 
номаълумли иккита чизицли тенгламалар системасинииг

(апх + а12у = bt, (20 1)
\а21х а22у = b2

ечимини топиш учун детерминанглар назариясидан фэйдаланамиз. Бу 
ерда х ва у номаълум сонлар, цолган барча сонлар эса маълум. 
Номаълумлар олдидаги купайгувчилар система коэффициентлари, 
ьа Ь, сонлар эса озод цадлар деб аталади.

Мактаб математика курсидан баъзи маълумотларни эслатиб утай- 
лик. Чизицли тенгламалар системасини ечиш деган суз, х ва у сон
ларнинг шундай тупламини топиш демакки, уларни система тенгла- 
маларининг цар бирига мос номаълумларнинг урнига цуйилганда 
Улар айпиятларга айланади. Бундай сонлар тупламини системанинг 
ечими деб атаймиз. Камида битта ечимга эга булган система бирга- 
ликдаги система деб аталади. Биргина ечимга эга булган биргалик- 
Даги система а.чиц система деб аталади. Чексиз куп ечимларга эга 
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булган биргаликдаги система аникмас система деб аталади. Битта 
х.ам ечимга эга булмаган система биргаликда булмаган. система деб 
аталади.

Энди баъзи белгилашлар киритамиз. Система козффициентлари- 
дап куйидаги иккинчи тартибли детерминантни тузиб, уни А билан 
белгилаймиз ва система детерминанти деб атаймиз:

1

Д = I ai21 .
I а21 ^221

Сунгра бу детерминаптда мос равишда биринчи ва иккинчи устун- 
ларпи озод хадлар билан алманпириб, Ал, A v билан белгиланадиган 
ушбу детерминантларии тузамиз:

I а12 | А = I °н М

1Ь2 й22 | у I й21 Ь21
Аггр А =/= 0 булса, (20.1) системанинг ечимини аниклайдиган

формуланинг тугрилигини исботлаймиз. Исботлашда алгебраик 
1\ушиш цоидасидан фойдаланамиз. (20.1) система биринчи тенглама- 
сипинг иккала кисмини (й22) га, иккинчисини эса (—а^ га купай
тириб ва сунгра олинган тенгламаларни кушиб, цуйидагини оламиз:

(йц а22 а21 й12) х — b1a22 b2ai2. (20.3)

Шунга ухшаш, (20.1) система биринчи тенгламасининг иккала цисми- 
ни (— а21) га, иккинчисини эса (ап) га купайтириб, сунгра олинган 
тенгламаларни кушиб, цуйидагини оламиз:

(йп й22 — й21 й12) у = йп b2 — а21 bt. (20.4)
(20.3) ва (20.4) формулаларда турган айирмалар биз юкорида ки- 
ритган иккинчи тартибли детерминантлардир:

а22 ^2 а12 — |&1
|b2 Й12

^22
= Дх, ЙЦ&2 —OjA = Ни

I “21
Ь1
ь2

= ДУ. (20.5)

Бу белгилашларда (20.3) ва (20.4) тенгламалар бундай ёзилади:
х-А = А,, 
.*/•& = Ду.

(20.6)

Уч хол булиши мумкин. а) Агар система детерминанти А =# О 
булса, у хслда (20.6) формулалардан (20.1) система биргаликда

(20.7)

формулалар билан аникланадиган биргина ечимга эга эканлиги ке
либ чицади. (20.2) формуланинг тугрилиги исбот цилинди. Олинган
(20.7) коида Крамер коидаси деб аталади.
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б) 'Агар система детерминанти А = 0, лекин At ва Ау*' детерми- 
нантлардан камида биттаси нолга тенг булмаса, у холда (20.6) фор- 
мулалардан (20.1) система биргаликда эмас, яъни битта ^ам ечим
га эга эмаслиги келиб чикади.

в) Агар система детерминанти А = 0 ва Ax = 0, Ду = 0 булса, 
v холда (20.6) формуладан (20.1) система аник;мас, яъни чексиз куп 
ёчимларга эга экани келиб чикади.

1-мисол. Ушбу тенгламалар системасини ечинг:

(Зх —г/|= 5,
(х + Чу = 4.

Ечиш. Детерминантларии хисоблаймиз: 
5 — 
4

3— 1
1 2

Крамер цоидасидан фойдаланиб х

х = — = — = 2-
Д 7

2-мисол. Ушбу тенгламалар 
(3x4
I бх + Чу = 3.

Ечиш. Детерминантларии хисоблаймиз:

2 1 I
3 21

= 7, Дх

= 0, Ах =

= 14, Д,=

ва у ни топамиз:

1=1.
7

ечинг:

= А, = 
У Д 

системасини

+ «/ = 2,

— 3.

А =

А = 3 1
6 2 = 1> \ =

3
1

3 2
6 3

Система биргаликда эмас, ечимлари йуц.
3-мисол.  Ушбу тенгламалар системасини ечинг:

(Зх —у = 2, 
( бх — Чу — 4.

Ечиш. Детерминантларии хисоблаймиз:
< О . I 2 — 1

|4 —2

Система аницмас, чексиз куп ечимларга эга.
манн 2 га кискартирсак, система ушбу бигта

2
4

A -I3
| 6

Агар иккинчи тенгла-
тенгламага келади:

= 0.А = = 0, \х = 0,

Зх — у = 2.
Номаълум х га ихтиёрий кийматлар бериб, у нинг мог цийматла- 
Рини хосил цилиш мумкин. х = 0 булсин, у холда г/=—2. х = 1 
булсин, у холда у = I ва х. к.

Яна (20.1) системага кайтиб, унда озод хадлар нолга тенг дей- 
миз. Бундай чизикли тенгламалар системаси бир жинсли система 
Деб аталади:

57



апх + а12у = О, 
а21х + а22у - О.

Бунда 

булганлиги учун бундай система Д=Н=О булганда аниц ечимга эга 
ёки Д — О булганда чексиз куп ечимга эга. Биргаликда булмаслик 
.уам истиспо килинади.

2. Уч номаълумли учтя чизикли тенгламалар системаси. Энди 
ушбу уч номаълумли учта чизикли тенгламалар системасини карай- 
миз:

«цх + al2y + al3z =
a21x + a22y + a23z = b2, (20.8)
«:и х а32 у -)- п33 z Ь3.

Ушбу белгиларни киритамиз:
«и а12 а]3 bi а12 а13

д = «21 а22 агз Й2 «22 «гз

азг a32 азз b3 «32 из3

Он bi «13 «И «12 bi
а21 b2 «23 - \ = «21 «22 ьг
«31 Ьз «33 «31 «32 Ь3

(20.8) система коэффициентларидан тузилган А детерминантни сис
тема детерминанти деб атаймиз. Дх, Д , Д2 детерминантлар А де- 
терминантдап унда мос равишда биринчи, иккинчи ёки учинчи 
устунни Ь2, Ьг, Ь3 озод хадлар билан алмаштиришдан ^осил була
ди. Агар Д=#0 булса, (20.8) система ечимини аницлайдиган ушбу 
формулаларнинг тут рилигини исботлаймиз:

Исботлаш учун (20.8) система тенгламаларидан у ва z номаълум
ларни йуцотамиз. Снстеманинг биринчи тенгламасини Д детерми
нант элементинивг алгебраик тулдирувчисига купайтирамиз, 
иккинчи тенгламасини а21 элементининг А21 алгебраик тулдирувчи
сига купайтирамиз, учинчи тенгламасини п31 элементининг А31 
алгебраик тулдирувчисига купайтирамиз, кейин эса бу тенгламалар- 
ни цушамиз. Натижада куйидагини оламиз:

(«iMn + а21А21 + а31 А31)х + (а12Ли + а22Л21 + а32А31)г/ +
+ («1зА1 + «23^21 + «33 4)1) 2 ~ ^1-41 +62Я21 + д3А31.

Детерминантларнинг и) ва к) хсссалариии (9- §) бу тенгламанинг 
чап томонига татбик гуилиб,
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Х-Д =&1A1 + &2^21 + ^Из1 (20.10)

га эга буламиз.
Шунга ухшаш куйидагини хосил циламиз:

у- Д — д]Л12 + Ь2А22 + Ь3А32, (90 111
z-Л = biAJ3 + 62Д23 + Ь3А33.

Бу тенгликларнинг чап томонларини юцорида киритилган белгилар 
билан алмаштириб, (20.10) ва (20.11) тенгликларни цайта бундай
ёзамиз:

х-Д - Д , 
</-А = Ду, 
z-Д = Дг.

(20.12)

Агар система детерминанти 
биргаликда ва

Д =+ 0 булса, у хрлда (20.8) система

Дг д„ д.
Х = — У = —, г —J д д (20.13)

формулалар билан аницланадиган биргина ечимга эгалиги келиб чи
кади.

(20.9) формуланинг тугрилиги исботланди.
Олинган (20.13) цоида уч номаълумли учта чизицли тенглама- 

ларни ечишпинг Крамер цоидаси деб аталади.
4-мисо  л. Ушбу тенгламалар системасини ечинг:

х + 2«z-bz= 8,
Зх + Чу + z = 10,
4х + Зу — 2z = 4.

Ечиш. Д, Дх, Д , Дг детерминантларни хисоблаймиз:

1 2 1 8 2 1
Д = 3 2 1 = 14, Д^ 10 2 1

4 3 —2 4 3--2

1 8 1 1 2 8
3 10 1 = 28, 3 2 10
4 4 —2 4 3 4

Крамер цоидасидан фойдаланиб, х, у, г ни топамиз:

(20.8) тенгламалар системасига цайтиб, озод цадлар нолга тенг деб 
хисоблаймиз. Ушбу бир жинсли системани карзймиз:

«и* + аЛ2у +«13? = 0, 

«21Х + а22у + a23z = 0, 
«31* + «321/ + «зз? = 0- 

(20.14)
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Детерминантлар Дх = Д# = Дг = О, чунки улар ноллардап иборат 
устунга эта. Шу сабабли бир жинсли система Д=#0 булганда бир- 
гина ноль ечим х — 0, у = 0, 2 = 0 га эга ёки Д = 0 булганда 
чексиз куп ечимларга эга.

3. п номаълумли п та тенгламалар системаси. Умумий хол
да п номаълумли п та чизикли тенгламалар системаси бундай ёзи- 
лади:

апх1 + а12х2+ ■ • •+ainXn = &l’

Й21 Х1 + а22^2 + 1 ' • + а1пХп ~ ^2’ (20.15)

Qnl*l + fln2X2 + ' • ’ +аппХп^Ьп-

Бу ерда xv х,, хп номаълум сонлар, колган сонлар эса маъ
лум, bv b2, , Ьп озод хадлар, о1Р а12. . . . , апп система коэф-
фициентлари. 1-бандда икки номаълумли иккита чизикли тенгла
ма системаси учун Еа 2-бандда уч номаълумли учта чизикли тенг
ламалар системаси учун олинган Крамер коидаси номаълумлар сони 
чизикли тенгламалар сони билан бир хил буладиган исталган (20.15) 
система учун уринли. Бу цоидани келтириб чикармасдан кабул ци
ламиз.

Агар п номаълумли п та чизицли тенгламалар системаси (20.15) 
нинг детерминанти Д #= 0 булса, у холда система биргаликда ва 
ушбу формулалар билан ифодаланадиган биргина ечимга эга:

Бу ерда Д детерминант (20.15) система номаълумлари олдидаги 
коэффициентлардан тузилади. Др Д2, . . . , Дл эса Д дан ундаги 
хар бир номаълум олдидаги мсс коэффициентларни озод хадлар би
лан алмаштнришдан цссил булади.

21-§.  Гаусс усули

п номаълумли п та чизицли тенгламалар системасини Крамер 
коидаси буйича ечиш п = 4 дан бсшлабоц катта ва машацкатли 
ишга айланади, чунки бу иш туртинчи тартибли бешта детерминант- 
ни цисоблаш билан боглик. Шу сабабли амалда Гаусс усули му- 
ваффакият билан цулланилади са у система биргаликда хамда аник 
булса, уни соддарок куринишга келтириш ва барча номаълумлар- 
нйнг кийматларини кетма-кет топиш имконини беради. Гаусс усу
ли шундан иборатки, у алмаштиришлар ёрдамида номаълумларни 
кетма-кет чикариб, сунгги тенгламада факат битта номаълумни 
цолдиради.

куйидаги п та чизикли алгебраик тенгламалар системасини ца- 
райлик:



flllXl + °I2X2 + ' • • +°1пХл — fl' 
g21 ■X'i 4~ <^22 x2 4“ • • • 4* a2n xn f<2, (21.1)
ап\х1 +ап2Хг+ ••• +annXn — fn-

Бу системани Гаусс усули билан ечиш жараёни икки боскич- 
дан иборат.

1-бощич.  (21.1) система учбурчак куринишга келтирилади. Бу 
куйидагича амалга оширилади: ап=И=0 деб (агар ап=0 булса, 1-тар. 
т’ибли тенглама билан a/t-=#0 булган /-тенгламанинг (i = 2, п)
уринларини алмаштирамиз) цуйидаги нисбатларни тузамиз.

Системанинг «-тенгламасига 1-тенгламани /п(1 га купайтиридга- 
нини кушамиз. Бунда бнз системанинг 2-тенгламасидан бошлаб 
хаммасида Xj номаълумни йуцотамиз. Узгартирилган система цуйи- 
даги куринишда булади:

°нх1 4* °12х2 4“ а1зхз 4" • • • 4“ а1пхп — fi'

Х2 "Ь °23 Х3 4~ ’ • • 4~ а2пХп — f-2^' fOl

/у( 1) х -4- о! х -4- х = Яип2 л2 ~ ипЗ Аз • • • I ипп лп 1п •

aty =£ 0 деб фараз цилиб цуйидаги нисбатларни тузамиз:

(21.2) системанинг i- тенгламасига (г = 3, 4, . . . , п) унинг 2-тенг
ламасини т12 га купайтириб цушамиз ва натижада цуйидаги систе
мани х.осил циламиз:

Бундан

а11 Х1 4" fl12 Х2 °lnXn fl'

Х2 + а23* Х3 4- ’ ’ • + °2п Хп = f(2}' 

Схз+ • • -4-о^хл = /f>.

Юцоридагидек жараённи п — 1 маротаба бажариб цуйидаги учбурчак
Куринишидаги системани цосил циламиз:
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°11 *1 + Й12Х2 "Ь °13X3 “Ь • 1 • ^OlnXn~fl’ 

a22X2 + °23)X3 + ’ ' ' + a2nXn = /‘Л 

а(2)Хз+...+а(2)Хп==/(2), (21.3)

Шу билан ечимни топишнинг 1-бэскичи якунланади.
2-босцич  учбурчак куринишидаги (21.3) системани ечишдан ибо

рат. Охирги тенгламадан хп топилади. Ундан олдинги тенгламага 
хпнинг топилган киймати куйилиб, xn-i топилади. Шундай мулохаза- 
ларни давом эттириб ни^оят 1 - тенгламадан хх топилади. х1( х.,, . . . , 
хп номаълумларни топиш учун куйидаги формулалардан фойдала
ниш мумкин:

Гаусс усулининг 1-боскичида л3 ..— та ^ушиш, шунча купаитириш 
3

ва у та булиш амаллари бажарилади, 2-боск;ичда у та цушиш, 

шунча купайтириш ва п та булиш амали бажарилади.
1-мисол.  Ушбу

х — 2у + 3z = 6, 
2х + Зу — 4г = 20, 
Зх — 2у — 5г =6

(21.4)

тенгламалар системасини Гаусс усули билан ечинг.
Ечиш. Усулнинг биринчи кадами (21.4) снстеманинг иккинчи 

ва учинчи тенгламаларидан х номаълумни чи^аришдан иборат. Бу- 
нинг учун бу снстеманинг биринчи тенгламасини (— 2) га купайти
рамиз ва олинган тенгламани иккинчи тенгламага ^ушамиз, кейин 
эса биринчи тенгламани (—3) га купайтирамиз ва олинган тенгла
мани учинчи тенгламага ^ушамиз. Бу ишлар натижасида берилган 
(21.4) системага тенг кучли ушбу системани оламиз:

х — 2у + Зг = 6,
1у— 10г==8, (21.5)
4у— 14г = — 12- (

Бу снстеманинг учинчи тенгламасини 2 га цис^артириб,

х — 2у + 3г=6,^
7у— Юг = 8, (21.6)
2у —7г = —6 
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ни хосил киламиз. Иккинчи цадам у номаълумни (21.3) системанинг 
учинчи тенгламасидан чи^аришдан иборат. Бунинг учун шу система
нинг иккинчи тенгламасини ( —у) га купайтирамиз ва учинчи тенг
ламага цушамиз. Бунинг натижасида ушбу тенг кучли системани 
оламиз:

х— 2у + Зг = 6,
1у — Юг = 8. (21.7)

29 58
У2" Г

29Бу системанинг учинчи тенгламасини —- га булиб, ушбуга эга 

буламиз:
х— 2у + 3z = 6,

1у— Юг = 8, (21.8)
г = 2.

(21.4) тенгламалар системаси учбурчакли деб аталадиган (21.8) 
шаклни олди. Сунгги тенглама битта г номаълумни, иастдан ик
кинчи тенглама у ва г номаълумларни, биринчи тенглама эса уча- 
ла х, у, г номаълумни уз ичига олади. \ар бир олдинги тенглама 
кейинги тенгламадан битта куп номаълумни уз ичига олади. Энди 
барча но.маълумларнинг цийматларини топиш огон. Учинчи тенгла
мадан г = 2 ни оламиз, бу цийматни (21.8) системанинг иккинчи 
тенгламасига куйиб, у = 4 ни оламиз. г = 2 вз у = 4 цийматларни 
(21.8) системанинг биринчи тенгламасига 1$йиб, х = 8 ни оламиз: 
х = 8, у — 4, г = 2 ечим олинди.

Гаусс усулининг хусусияти шундаки, унда системанинг бирга- 
ликдалик масаласини олдиндан ани^лаб олиш талаб цилинмайди.

1. Агар система биргаликда ва ани^ булса, у ^олда усул бир- 
гина ечимга олиб келади.

2. Агар система биргаликда ва аникмас булса, у ^олда бирор 
кадамда иккита айнан тенг тенглама ^осил булади ва шундай ки
либ, тенгламалар сони номаълумлар сонидап битта кам булиб ко
ла ди.

3. Агар система биргаликда булмаса, у .\олда бирор цадамда 
чикарилаётган номаълум билан биргаликда цолган барча номаълум
лар ^ам чицарилади, унг томондан эса нолдан фарцли озод ,\ад цо- 
лади.

2-мисо л. Ушбу тенгламалар системасини ечинг:

х + 2у —г =3,
Зх — у + 4г =6, 
5х + 5у + 2г = 8.

Ечиш. Биринчи тенгламани (—3) га купайтирамиз ва иккинчи 
тенгламани цушамиз, кейин эса биринчи тенгламани (—5) га ку- 
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пайтирамиз ва учинчи тенгламани кушамиз. Шу билан иккинчи ва 
учинчи тенгламалардан х номаълумни чикарамиз:

х-1-20 — z = 3,
— 7«/7z = — 3,
— 7у + 7г = 7.

Энди учинчи тенгламадан z номаълумни чикараётганимизда биз у 
номаълумни хам чикарамиз, бу эса зиддиятликка олиб келади. Чун
ки 0=0=10. Шундай килиб, Гаусс усулини кулланиш берилган 
системанинг биргаликда эмаслигини курсатди.

3-м  исол. Ушбу тенгламалар системасини ечинг:
х + 2у — z = 3,

Зх — у + 4z = 6,
5х + Зу + 2z = 12.

Ечиш. 2-мисолдаги ишларпи такрорлаб, системани
х + 2у — г = 3,
-7г/+7г=—3, (21.9)
— 7i/-|-7z=—3

куринишга келтирамиз, бу эса берилган система
j х + 2у — z = 3, 
( —7z/ + 7z=-3

системага тенг кучли эканлигини билдиради. ((21.9)1 системанинг 
сунгги икки тенгламаси бир хил). Бу система биргаликда булса-да, 
лекин ани^мас, яъни чексиз куп ечимга эга.

Уз-узин и текшириш учуй саволлар
1. Крамер коидасини айтиб беринг.
2. Чизикли тенгламалар системаси дезйси холда биргина ечимга эга?

Иккита ва учта тенглама системалари учун буни гео.метрик нуктаи назардан 
Кандай талкин этиш мумкин?

3. Чизикли тенгламалар системасини ечишнинг Гаусс усули нимадан иборат?
4 . 611—692-масалаларни ечинг.

22- §. Матрицалар

т та сатрли ва п та 
шаклида ёзилган т-п та

устунли ушбу тугри бурчакли жадвал 
сон берилган булсин.

Яц 
ан

а12 ■ ■ 
а22 . .

. а1У . .
• •

•
• &2п

А = а.. ai2 . . • ■ • . а, • in

ат1 ат2 ' • Ят/ • * тп

(22.1)

Бундай жадвал тхп улчамли турри бурчакли матрица деб ата
лади. Бу жадвалдаги а17 сонлар унинг элемектлари деб атала
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яи Элементлар сатрлар ва устунлар хосил цилади. i ва j индекс- 
лар а:/ элемент турадиган сатр ва устуннинг тартиб ракамини кур
сатади.

Ёзувни кискартириш ма^садида (22.1) матрица купинча ушбу 
куринишда ёзилади;

А = (flfy), (г = 1, т-, j = 1, л)

ёки

А =

L й12 • • ■ й1п\

1 й22 • • • а2п j
1 апг ■ • • апп1

А =

л = 1К-Д (l = х'т'1 = 1>”)-
Агар п = 1 булса, у .холда устун матрицага эга буламиз:

П

\ami /

Сатрлари сони устунлари сонига тенг, яъни т = п булган уш
бу матрица n-тартибли квадрат матрица деб аталади:

/а

\5
Кар бир n-тартибли А квадрат матрица учун (ва факат квадрат 
матрица учун1) шу матрицанинг элементларидан тузилган «-тартиб
ли детерминантни хисоблаш мумкин. Бу детерминант det Л ёки | А | 
ортали белгиланади. Агар det А =И= 0 булса, у холда А квадрат мат
рица хосмас ёки махсусмас матрица деб аталади.

Агар detA = O булса, у холда А квадрат матрица хос ёки мах
сус матрица деб аталади. Квадрат матрицанинг ан, а22, . .. 
элементлар жойлашган диагонали бош диагонал, а}п, а, 
ап[ элементлари жойлашган диагонал ёрдамчи диагонал 
лади. Бош диагоналида турмаган барча элементлари О 
квадрат матрица диагонал матрица деб аталади:

Ап
О

> апп 

''2п—1’ • • • » 
деб ата- 
га тенг

О
CL 22

ч
Бунда detA = an-a22 . . . апп. Бош диагоналидаги барча 
лари а=^=0 булган квадрат матрица скаляр матрица деб

(а 0 ... 0\
/ О а ... О |

элемент- 
аталади:

Равшанки, det Л = ап.

5—2478 65



Бош диагоналидаги барча элементлари 1 га тенг диагонал мат
рица бирлик матрица деб аталади ва Е билан белгиланади.

Бирлик матрицанииг детерминанти бирга тенг: detf = 1. Барча 
элементлари нолга тенг матрица нол матрица деб аталади ва Q 
билан белгиланади:

0 0 . . • °\0 0 . . :°

0 0 . . . 0/
Нол матрица квадрат матрица хам, тугри бурчакли матрица хам були
ши мумкин. А матрицада барча сатрларни мое устунлар билан ал маш - 
тиришдан хосил булган А* матрица .4 матрицага нисбатан транспо- 
нирланган матрица деб аталади. Жумладан. сатр-матрицага транспо- 
нирлаш натижасида устун-магрица мос келади ва аксинча.

Агар А квадрат матрица булса, у холда равшанки, det А = 
= detA*.

Агар А = А* шарт бажарилса, у хрлда А квадрат матрица сим- 
метрик матрица деб аталади.

Симметрии матрицанииг бош диагоналга нисбатан симметрии 
жойлашган элементлари жуфт-жуфти билан узаро тенг:

/ а11 а12
А — I а12 а22

\а13 а23

а13\
а23 I
^33

23-§.  Матрицалар устида амаллар

Агар иккита А,= (а;/) ва В = (Ь^) матрица бир хил улчамли 
^амда i ва j индексларининг барча кийматлари учун а^=Ьц бул
са, бу матрицалар тенг деб аталади. Матрицаларни цушиш, сонга 
купайтириш ва бир-бирига купайтириш мумкин. Бу амалларни куриб 
чикамиз.

Бир хил улчамли А = (а^.) ва В = (fy.) матрицаларнинг йигин- 
диси деб, элементлари куйидагича ани^ланадиган уша улчамли С— 
= (с{) матрицага айтилади:

cH=aii + bU i = 1,п).

Матрицалар йигиндиси бундай белгиланади:
С = А + В.
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гцундай килиб, бир хилдаги матрицаларни кушишда бу матрицалар- 
яи"нг мос элементларини цушиш лозим.

1-мисол.  Ушбу
/1 0 1\ /2 1 —Г

А = 2 1 -3 ва В= 3 —2 1
\0 1 4/ ко 3 —2

матрицалар йигиндпсини топинг.
Ечиш.

/1 0 1\ /2 1 -ц
л + в= 2 1 -з + з —2 1

ко 1 4/ КО 3 —2/
/14-2 0+1 1-1 к /3 1 Ок
2+3 1—2 -3+1 = 5 — 1 -2

ко+о 1 + 3 4—2/ ко 4 2/

Икки матрицанинг айирмаси хам шунга ухшаш аницланади.
Л = (д{.) матрицанинг /. сонга купайтмаси деб, элементлари 

куйндагича аникланадиган уша улч^мли С — (сц) [матрицага айти
лади:

Ч-
Шундай цилиб, матрицани сонга купайтиришда шу сонга бу мат
рицанинг барча элементларини купайтириш лозим.

2-мисол Ушбу

I +
матрицани 2 сонига купайтиринг. 

Ечиш.

3
2
О

3 2к /2-1 2-3 2-2\ / 2 6
2 1 == 2-4 2-2 2-1 == 8 4
0 1/ к2-5 2-0 2-17 кю 0

4) р(М) = А(цЛ);
5) А(Л + В) = ХЛ + ХВ;
6) (X + р)Л = ХА + рЛ.

С — матрицалар, Q — нол матрица.

Матрицаларни цушиш ва сонга купайтириш амаллари чизикли 
амаллардир. Бу чизицли амаллар 
лигини текшириш осон:
1) Л + В = В + Л;
2) (Л + В) + С = Л + (В + С);
3) 4 + Q = Q-M =Л; | 
Бу ерда X, р —сонлар, Л, В,

3-мисол.
А =(__з 5) ва В=(0

матрицани топинг.

учун ушбу коидаларнинг тугри-

g | матрицалар берилган. 2А — В
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Ечиш. 2,4 матрицани тузамиз;

2л=2(4 |)-(4
Бу 2Д матрицадан В матрицани айирамиз:

9д д_( 8 Р ~3W 8~° 4Н~3)\
2Л В-(_б юI (4 6/-'—6—4 10—6'

-I 8 
-'—10 4/.

4-мисол.  л сон ва .4=(^п матрица берилган. А—ХЕ

матрицани топинг,
Ечиш. 1,2,3-мисоллардаги каби элементар алмаштиришларни 

бажариб, куйидагини хосил киламиз:
Ми

«21
а12
«22 I- Цо

0\ Ми
1М.а21

Ч_

«22/ до 5)
Цц—X «12 \

«21 «22“V-

Навбатдаги амал—матрицаларни купайтириш амалига утамиз. 
тХк улчамли А = (ail) матрицанинг kxn улчамли В = (' 6(- | 

матрицага купайтмаси деб, тХп улчамли шундай С = (clf) мат
рицага айтиладики, унинг с£-у. элемента А матрица t-сатри элемент- 
ларини В матрица /-устунинииг мос элеменгларига купайтмалари 
йигиндисига тенг, яъни

c0 = a<T&i/ + ai'2^+ • ■ • +aikbki-

Матрицалар купайтмаси бундай белгиланади С = А-В. Таърифдан 
куринадики, бунда биринчи купайтувчининг устунлари сони иккин
чи купайтувчининг сатрлари сонига тенг булиши талаб килинади. 
Шу сабабли матрицалар купайтмаси АВ нинг маънога эга булиши- 
дан ВА нинг кам маънога эга булиши доимо келиб чикавермайди.

5-мисо  л. Ушбу матрицаларни купайтирипг:

Ечиш. АВ купайтма мавжуд, чунки А матрицанинг устунлари 
сони 2 га тенг, В матрицанинг сатрлари сони хам 2 га тенг. Бу 
купайтмани тузамиз:

ВА купайтма мавжуд эмас, чунки В матрицанинг устунлари сони 
2 га тенг. А матрицанинг сатрлари-сони эса 3 га тенг. Л1агрица- 
ларни купайтириш учун асосий талаб бажарилмаяпти.
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Агар Л ва В матрицалар бир хил тартибли булса, у хрлда АВ 
■Ьпайтмани хам, ВА купайтмани хам тузиш мумкин, бунда уша 

тартибли матрица хосил булади.
6- м и с о л. Ушбу матрицаларни купайтиринг:

Ечиш. .Матрицаларни купайтириш учун асосий талаб бажари
лади. Шунинг учун

лв /2—3) ./4—3\ /2-4—3-2 —2-3 —3-6\
11 '2 6'=\5-4+1-2 —5-3 + 1-б) =

, /4-3\ /2—3\ /4-2-3-5 —4-3 —3-1\ 7 -15\
5Л=\2 6/\5 1/-^2-2+6-5 — 2-3 + 6-1/~\ 34 0 /.

Бундан АВ=/=ВА эканлиги куриниб турибди. Бу эса матрицаларни 
купайтириш амали учун урин алмаштириш конуни хар доим хам 
бажарилавермаслигини курсатади. Шу сабабли матрицаларни купайти- 
ришда чапдан ва унгдан купайтириш .^акида гапиришга тугри ке
лади.

Агар АВ = ВА булса, у хрлда А ва В матрицалар коммута- 
тивланадиган ёки урин алмашинадиган деб аталади. Масалан, квад
рат матрица ва уша тартибли бирлик матрица урин алмашинади
ган матрицалардир.

Матрицаларни купайтиришнинг куйидаги асосий хоссаларининг 
тугрилигига бевосита купайтириш билан ишонч ^осилки-иш мумкин:

1) (АВ)С = А(ВС); 4) АВ = ВА = А;
3) (А + В)С = АС + ВС; 5) AQ = QA = Q;
3) (1А)В = Х(АВ); 6) (АВ)* = В*-А*;

7) det(AB) = det A-det В.
Бу ерда А, В, С бирор матрицалар булиб, улар учун юкорида- 

ги амаллар уринли, В — бирлик матрица, Q — нол матрица, % — 
бирор сон.

24-§.  Тескари матрица

Ушбу А квадрат матрицани карайлик:

Агар
АВ = ВА = В

(24.1)

(24.2)
булса, В матрица А матрица учун тескари матрица деб аталади. 
ли А матрицага тескари матрицани А-1 каби белгилаш кабул ци-
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1- теорема. Агар А матрица хос, яъни detA = O булса, у 
холда А-1 тескари матрица мавжуд эмас.

Исботи. А матрица учун АВ = Е буладиган В матрица мав
жуд деб фараз цилайлик. У холда det(AB) =det£‘. 7-хоссага асо- 
сан: det (АВ) = det A -detB = det Е. Биро^, det А = 0, det В = 1 
эканлигини ^исобга олсак, 0 = 1 ни хосил киламиз. Бу зиддият 
теоремани исбот цилади.

2- теорема. Агар А матрица хосмас, яъни detAy=O булса, 
у цолда унинг учун А-1 тескари матрица мавжуд.

Исботи. (24.1) матрицанинг дзтерминантини А оркали ифода- 
ланмиз:

ап fl12 • ■ ат

А = det А =
°21 °22 • ■ а2п

(24.3)
Чй ап2 ' • апп

Бу детерминантни а-;. элеменгининг алгебраик тулдирувчиси А;/ ор
тали ифодалаймиз. А(-. алгебраик тулдирувчилардан янги А матри
ца тузамиз:

А = (24.4)

Бу матрица А матрицага бириктирилган матрица деб аталади.
Бу матрицанинг барча элементларини detA=A га буламиз. У 
^олда В матрица хосил булади:

Ми ^21 Ащ 1
д А А

А» Ап2

А А А

Ain Ann

1 А А А 1

(2 4.5)

Бу матрица А матрицага тескари матрица булишини исбот циламиз. 
Бунинг учун А матрицани В матрицага купайтирамиз:
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хсссаларидан фойдаланиб,

Оц^п 4- • • + о1пА1п 4* • • • 4- О1лЛ2л ЛпЛи4- ••• и1пАпп

Я21^и+ •
А
• ■ 4- °2п41л О214г1 4-

А
• • • + «гл^гл

А
а21Лл14- ... ~1~а2пАл„

А А А

Ол1Лц 4" • •• 4" annAirt аптАц + • • ■ аппА2П аП1АП1А~ ••• ~гаппАпп
А А A t

Детерминантларнинг «и» ва «к» (9- §) 
куйидагини ^осил циламиз:

I

1 А
А

0 . . . 0

0 А
А

. . 0

0 0 . . А
Д

= Е.

ВА = Е эканини хам шунга ухшаш исбот килиш мумкин. Шун
дай цилиб, В матрица А матрица учун тескари матрицадир, яъни 
В = А~1. Теорема исбот килинди.

Бундай йул билан хосил килинган Л-1 тескари матрицанинг 
ягоналигини исботлаймиз, бунинг учун ушбу теоремани исбот ки
ламиз.

3-теорема. Агар А матрица хосмас булса, у цолда Л-1 
матрица ягонадир.

Исботи. Берилган Л матрица учун Л-1 дан фарцли С матри
ца з^ам мавжуд булсин. Ушолдатескари матрицанинг таърифигакура

АС = Е.
Бу тенгликнинг иккала кисмини Л”1 га чапдан купайтирамиз:

Л"1ЛС = Л“1£.
Л_1Л = Е булганлиги учун ЕС = А~гЕ. ЕС = С, А~гЕ — Л-1 
эканини х.исобга олсак С — Л"-1 ни хосил киламиз. Теорема исбот 
цилинди.

Шундай цилиб, берилган Л матрицага тескари Л-1 матрицани 
хосил килиш учун куйидаги ишларни амалга ошириш зарур:

1. detA = A ни з^исоблаш.
2. Агар Д^О булса, det Л нинг барча элементлари учун алгеб

раик тулдирувчилардан тузилган Л бириктирилган матрицани (24.4) 
формулада курсатилганидек тузиш.

3. Бу матрицанинг барча элементларини A = detA га булиш. 
1-мисол. Ушбу

/ 1 -2 П
Л= 2 0—1

2 1 1/
матрица учун тескари матрица тузинг.

71



Ечиш. Аввал det А ни топамиз:
1 —2
2 О

—2 1

I
1 =3=/=0.
1

Д = det А =

Матрица барча элемент лари нинг алгебраик тулдирувчиларини зисоб- 
даймиз:

0 — 1, Д21---- —2
1 = 3, Ан — —2 

О =2,

Д12 — 2 —1 
—2 1 =0, А22 =

1 1 
—2 1 = з, Аг------

1
2

1
— 1

2 01
—2 1[ = 2, А23 1 1 ‘ 

"1 —2
-21

1 1 _ 3. А33 = 2
—21

0|

= 3,
•Аз —
А матрицага бириктирилган А матрица бундай булади.

■)

А = 3 га булсак, тескари

= 4.

- Р 3А = 0 3 
\2 3 

А матрицанииг займа элементларини 
А~1 матрицани хосил киламаз:

(jА'1 =

Тескари матрицанииг иккита хоссасини

1. det А"1 = —.
det А

2. (двг^в-м-1.

О
келтирамиз:

25-§. Чизикли тенгламалар системасини ечишнинг матрица усули 
Ушбу п та номаълумли п та чизикли тенгламалар системасини 

царайлик:
апА +а12х2+ . . . А-а^х^Ь^

А “Г &22Х3 "Ь • • • “Ь О2п Хп = Ь2,

Ушбу белгиларни киритамиз:

(25.1)
anlXl+an2X2+ ■ ■ • +аппХп=Ьп-

У холда (25.1) системани матрицаларни купайтириш цоидасвдан 
фойдаланиб, ушбу эквивалент шаклда ёзиш мумкин;

(25.2)

All — I 1 1
— 1

1
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АХ = В. (25.3).
й ерда А — номаълумлар олдидаги коэффициентлардан тузилган 
Штойца, В — озод хадлардан тузилган устун матрица, X — номаъ- 
думлардан тузилган устун матрица.
П Агар А матрица хосмас, яъни det А 0 булса, 
iftyi. --
нккала ^исмини А-1 га чапдан купайтирнб, куиидагини 
дамиз;

Тумлардан тузилган устун матрица.
п д™,» А матпичя упгмяс, яъни det А 0 булса, у колда унинг

н А"1 тескари матрица мавжуд. (25.3) матрицали тенгламанинг 
■ ” - - ! дрсил ци-

A-1(AX) = А-1В

ёки
(А“1А)Х=А“1В.

д-1/1 = Е, EX = X эканини хисобга олиб,
X = А-1В (25.4)

ни топамиз. (25.4) формула А матрица хосмас булганда п номаъ- 
лумли п та чизикли тенгламалар системаси ечимининг матрицали 
ёзувини беради.

Мисол. Ушбу системани ечинг:

Xi — 2х2 + х3 = 5, 
2хг — х3 = О, 

—2xt + х2 + х3 = — 1.

Е’ч’иш. Бу мисолда

У колда берилган тенгламалар системасини

АХ = В

куринишда ёзиш мумкин. (25.4) формулага асосан!

X = А"1 В.

Бу системанинг А матрицаси олдинги параграфдаги матрица билан 
бир хил булгани учун уша мисолдаги натижадан фойдаланамиз ва 
•цуйидагини косил киламиз:

Бундан х1 = 1, х2 = -1, х3 = + 2.
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Уз-узи ни текшириш учун саволлар

!. Матрица деб нимага айтилади?
2. Матрицаларни транспонирлаш деб нимага айтилади?
3. Квадрат матрица нима? Унинг детерминанти-чи?
4. Кандай матрица хос матрица деб аталади? Хосмас матрица деб-чи?
5. Матрицалар устида чизикли амаллар кандай аникланади?
6. Икки матрицанинг купайтмаси кандай аникланади?
7. Кандай квадрат матрицалар учун АВ = ВА булади?
8. Кандай матрица берилган матрица учун тескари матрица деб аталади? Теска,

ри матрица кандай топилади? ’ а'
9. Чизикли тенгламалар системасини ечишнинг матрица усули нимадан иборат?

26-§. Матрица ранги, уни хисоблаш

Тугри бурчакли (хусусий холда квадрат) А матрица берилган 
булсин, унда бирор «&» та сатр ва «/г» та устунни ажратамиз. Бу 
сатрлар ва устунларнинг кесишмасида турган элементлар k- тартиб
ли квадрат матрица хосил килади. Унинг детерминанти берилган 
матрицанинг Л-тартибли минори деб аталади. Масалан, ушбу

/ ! 1 114
Л = 1 2 2—10

\—1 -1 5 3/

матрица учун иккинчи тартибли минорлардан бири

булиб, у А матрицадан биринчи ва иккинчи сатрларни хамда ик
кинчи ва учинчи устунларни ажратишдан хосил булган. Учинчи 
тартибли минорлардан бири

1 1
2 —1

—1 5
булиб, у А матрицадан биринчи, иккинчи ва учинчи сатрларни хам
да биринчи, учинчи ва туртинчи устунларни ажратишдан х.осил 
булган. А матрицада учинчи тартибли минорлар 4 та, иккинчи тар
тибли мипорлар эса 18 талигини санаш осон. Матрицанинг эле- 
ментларини эса биринчи тартибли мипорлар деб хисоблаш мумкин.

А матрицанинг барча минорлари орасида нолдан фаркли булган- 
лари ^ам, нолга тенг булганлари .\ам мавжуд булиши мумкин.

Агар А матрицанинг г-тартибли минорлари орасида камида бит
та нолдан фарклиси мавжуд булиб, бундан юкори тартибли колган 
барча минорлари нолга тенг булса, у холда А матрица г рангга эга 
деб аталади ва бундай ёзилади: rang А — г.

Шундай килиб, матрица ранги нолдан фаркли минорларнинг энг 
катта тартибидир. Келтирилган мисолдаги матрицанинг ранги г == 2, 
чунки барча учинчи тартибли минорлар нолга тенг, иккинчи тартиб
ли минорлар орасида эса нолдан фарклиси бор. Матрица рангини 
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1 сита хисоблашда куп сондаги детерминантларни цисоблашга 
<гри келади. ^уйида келтирилган цулайроц усул матрицани эле- 

Тен1зР алмаштириш тушунчасига асосланган. Матрицани цуйидаги- 
а алмаштиришлар элемента? алмаштиришлар деб аталади:

4 а) факат ноллардан иборат сатрни (устунни), яъни «нол» сатр 
ва «нол» устунни учириш;

б) иккита сатрнинг (иккита устуннинг) уринларини алмаштириш;
в) бир сатр (уступ) нинг барча элементларини бирор купайтувчи- 

а Купайтириб, бошка сатр (устун) нинг мос элементларига кушиш;
г) сатр (устун) нинг барча элементларини поддан фаркли бир 

хил сопга купайтириш.
Бири иккинчисидан элементар алмаштиришлар ёрдамида хосил 

гилинадиган матрицалар эквивалент матрицалар деб аталади.
Ушбу теоремаларни исботсиз келтирамиз.
1- теорема. Матрицалар устида элементар алмаштиришлар 

натижасида унинг ранги узгармайди.
2- те о рем а. Агар матрицанииг ранги г га тенг булса, у хол

да унда г та чизикли эркли сатр топилади, колган барча сатр- 
лар эса бу г та сатрнинг чизикли комбинацияси булади.

Тескари даъво .хам тутри. Шу каби теорема устунлар учун хам 
т>тридир. Бу теоремалардан матрицанииг рангини хисоблашда фой- 
даланилади.

Мисол. Ушбу матрицанииг рангини хисобланг:
/1 4

. I 0 I
л =

2 9
\2 7

3 2 1
—1 —2 2

5 2 4
7 6 0

Ечиш. Элементар алмаштиришлар усулидан фойдаланамиз. 
Чап юкори бурчакда бир турибди. Унинг ёрдамида биринчи устун
нинг шу бир остида турган барча элементларини нолга айлантира- 
миз. Бунинг учун биринчи сатрни (—2) га купайтирамиз хамда 
учинчи ва туртинчи сатрларга цушамиз. Ушбу эквивалент матри
цани хосил циламиз:

/1 4 3 2 1 \
° 1-1-2 2 |

I 0 1-1-2 2

\0 — 1 1 2 —2/-
Энди иккинчи сатр ва иккинчи устуннинг кесишмасида турган бир- 
Дан фойдаланамиз. Учинчи сатрдан иккинчи сатрни айирамиз, тур
тинчи устунга эса иккинчи устунни цушамиз. Ушбу эквивалент 
матрицани хосил циламиз:



^осил булган матрицанинг ранги 2 га тенг, чунки

Демак, Л матрицанинг ранги хам 2 га тенг, яъни гА — 2.

27-§. Чизикли тенгламалар системасини текшириш. 
Кронекер — Капелли теоремаси

Энди энг умумий куринишдаги, яъни исталган п сондаги но- 
маълумли исталган т сондаги чизикли тенгламалар системасини ца- 
раймиз, бунда умуман айтганда т^п. Система бундай ёзилади:

°ПХ1 ' а12Х2^~ • • • ~^а1ггХп ~&1' 

а21Х1 + а22х2+ . ■ .+а2пхп=Ь2,

ат\Xl + От2 Х2 + ■ ■ ' + °тпХп = Ьт'

(27.1)

Бу ерда а(/. — коэффициентлар, х; —номаълумлар, й,- —озод хадлар 
(Z = l,m; j~ 1, п) дейилади. Агар система камида битта ечимга 
эга булса, яъни номаълумлар учун шундай х1=сх1, х2=а2..........
хп = ап кийматлар курсатиш мумкин булсаки, уларни системага 
куйилганда тенгламаларнинг хар бири айниятга айланса, у холда 
система биргаликда булишини эслатиб утамиз.

К^уйида чизикли тенгламалар системасининг биргаликда булиш 
аломатини келтирамиз. Бунинг учуй система коэффВДиентларидан 
тузилган ушбу 

А =

'и «12 • ‘ ■ «1Д

'21 ^22 * *
(27.2)

'ml ат2 • • ■ тп

хадлар устунини кушиш би-унга озодматрицапи ва А матрицадан 
лан ^осил цилинган ушбу

«21

^«,П1

й12 ’ • • flln 

^22 ' ’ ’ ^2п
В = (27.3)

а ,. . . а„„ Ьтгп2 т

матрицани караймиз. А матрица система матрицаси, В эса кен- 
гайтирилган матрица деб аталади. Бу матрицаларнинг рангларп 
гА < гв тенгсизлик билан богланганлиги равшан.

1-теорема  (Кронекер — Капелли). (27.1) чизикли тенг
ламалар системаси биргаликда булиши учун система матрицаси 
билан кенгайтирилган матрицанинг ранглари тенг, яъни г А—г в 
булиши зарур еа етарли.
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Исботи. Зарур л иг и. (27.1) система биргаликда ва
л*! аь х2 а2, . . . , хп — ап

ечимга эга, яъни ушбу тенгликлар тугри булсин:
«11 + а12а2 "Ь • • • Н" а1пал = ^1’

^21 ^1 «22 «^2 ~@2п ^2’

■ «ml а 1 + ат2 «2 + • • • +°mnan = fem-

(27.4)

В матрицанинг сунгги устунидан а! га купайтирилган биринчи 
устунни, кейин а2 га купайтирилган иккинчи устунни ва хоказо, 
ниуоят ап га купайтирилган га-устунни айирамиз. В матрицага экви
валент ушбу .матрицани оламиз, унда (27.4) тенгликларга асосан 
сунгги устунда ноллар булади:

«и «12 • • •«1п° \

«21 ^22 * ’ •«2П0 j

ат1 ат2 ‘ • • “пт

(27.5)В ■—*

гв = гв эканлиги равшан, чунки Вг матрица В матрицадан эле
ментар алма штиришлар натижасида хосил булди. Бирок, rBi = гд, 
чунки нолинчи сатрни учириш билан (элементар алмаштириш) Л 
матрицага келамиз. Демак, гд = гв булиши зарурлиги исботланди.

Е тар л ил и г и. Энди гА=гв = г эканлиги берилган булсин. 
А матрицанинг нолдан фаркли г- тартибли Д мипори чап говори бур- 
чакда жойлашган деб фараз килиш мумкин, чунки акс холда но
маълумлар ва тенгламаларнинг уринларини алмаштириб Д ни айтил- 
ган жойга келтира оламиз. Бу минор В матрицага хам киради. А 
ва В матрицаларпинг k (> г) -сатри биринчи г та сатрнинг 
чизикли комбинациясидан иборат (олдинги параграфдаги 2-теоре
ма). Бу эса (27.1) снстеманинг k (> г) - тенгламаси биринчи г 
та тенгламанинг натижаси деган суздир. Яъни номаълумларнннг 
бирор х1 = а], х2 = а2.......... xn = af! кийматлари дастлабки г та
тенгламани каноатлантирса, у холда бу ^ийматлар k- тенгламани 
хам цаноатлантиради. Шунинг учуй т — г та тенгламани тушириб 
цолдириб, (27.1) системани ушбу кискароц система билан алмашти
риш мумкин:

aHXl + ai2^+ • • •+«1пХл = 6Р

«21 А1 «22 Х2 + • ’ ' Т °2п Хп ~ ^2» g)

flrl + ®г2 Х2 + * • ■ + °гп Хп =

(27.6) системани ечишда ушбу икки хол булиши мумкин: г = га 
ва г<2п. Агар г = га булса, у холда (27.6) снстеманинг тенглама- 
лари сони унинг номаъл’умлари сонига тенг, шу билан бирга, сис- 
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теманинг детерминанти нолдан фаркли булади. Шунинг учун (27.6) 
система, ва демак, (27.1) система х,ам ягона ечимга эга.

Агар r<Zn булса (г > п була олмайди, чунки А матрицанииг 
ранги г булиб, унда бор-йуги п та устун бор), (27.6) системанинг 
тенгламалари сони номаълумлари сонидан кам. У холда (27.6) ни 
бундай ёзамиз:

xr+1, xf+„ . . ., хп номаълумларга ихтиёрий цийматлар берамиз 
ва Д#=0 булгани сабабли (27.7) системани ечиб, xv х2, . . ., хг 
ларнинг кийматларини топамиз.

^f+i> хг+2> • • • хп <<03°Д номаълум» ларга ^ар кандай кийматлар 
бериш мумкин булганлиги учун (27.7) система, бпнобарин, берил
ган (27.1) система хам чексиз куп ечимларга эга булади. Исбот 
тугалланди.

Шундай цилиб, А ва В матрицаларнинг ранглари номаълумлар 
сонига тенг, яъни гА = гв = п булса, у холда (27.1) система яго
на ечимга, агар бу матрицаларнинг ранглари узаро тенг булиб, ле- 
кин номаълумлар "сонидан кичик, яъни гд — гвСп булса, у ^олда 
(27.1) система чексиз куп ечимларга эга булишини курдик.

Энди &! = &2 =...=&„ = О булган системани цараймиз. Ушбу 
бир жинсли

а11 Х1 4* а12х2~^~ • • ■ 4" а1пХп ~ 

а0. х. + о>2 4* • • • + о, х = О,

: . . . ................... (27.8)
ат1Х1 ~^~ат2Х2 4" • • • ^атХп

система доимо биргаликда, чунки В матрица А'матрицадан фацат 
элементлари ноллардаи иборат устуни билан фарц цилади ва шу 
сабабли гА = гв. Бу системани х1 = 0, х2 = 0, хп = 0 ^иймат- 
лар х,ам цаноатлантиради. (27.8) бир жинсли система качои нолмас 
ечимга эга булиши ^ацидаги саволга ушбу теорема жавоб беради.

2-теоре'ма.  (27.8) система нолмас ечимга эга булиши учун 
А матрицанииг гЛ ранги номаълумлар сони п дан кичик булиши 
зарур ва етарлидир-. гД<п.

И с бот и. Агар гА=п булса, у ^олда 1-теореманинг исботига 
кура системамиз биргина ечимга эга. (27.8) системанинг нол ечи- 
м'и бор булганлиги учун энди унинг бош^а ечими йук. Агарда 
гА<п булса, у ^олда система чексиз куп ечимларга эга (1-теоре

манинг исботига каранг), ва демак, нол ечимдан таш^ари бошкд 
ечимлар хам мавжуд булади.
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Н ат и ж а. Агар бир жинсли системанинг тенгламалари сони т 
номаълумлари сони п дан кичик булса, у холда 
ечимга эга булади. \акикатан хам, гА <т<п.

1-мисол. Ушбу

система нолмас

система биргаликдами?
Ечиш. Ушбу

(■
матрицанинг ранги 3 дан ортик 
ментар алмаштиришлар ёрдамида

1 _3\
2 -3 /
булиши мумкин 

топамиз:
эмас. Уни эле-

Х,осил булган эквивалент чунки
1 
О 
о

1
1 
о

матрицанинг ранги
-3

О = 1-4 = 4 ¥
4

Демак, А матрицанинг ранги хам 3 га тенг: гА = 3.

91
1
1
2 

Матрицанинг рангини хисоблаймиз. 
рамиз: 
(г

Кенгайтирилган
-3
—2

1
—3

Элементар алмаштиришлар бажа-

—3
4
4
О

1 
—1

О
О

1
— 1

О
О

—3
4
1
О

А =

В =

В
О
1

—3
4
1
4
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Эквивалент матрица т в = 4 рангга эга, чунки

1 
О 
О 
О

1 
—1

о 
о

= — 1.1 = — 1 =0= о.

В матрицанинг ранги хам 4 га тенг: гв = 4. Матрипаларнинг ранг- 
лари хаР хил, демак, система биргаликда эмас.

2-мисо л. Ушбу
хх —2x2 + xs + x4 = 1,
Xj 2 Хо Xg Х4 1 , 
Xj — 2х2 + х3 + 5 х4 = 5

система биргаликдами?
Ечиш. А матрицанинг рангини хисоблаймиз:

/1 —2 1 1\ /1 —2 1 1\ /1 — 2 1 1\ 
А = 1 —2 1 —1 0 0 0 —2 ~ 0 0 0—2-

'1—21 5 / \0 0 0 4 / \ О 0 0 0 /

/1 —2 1 1 \ 
~(о 00 1)

гА = 2, чунки Д = = 1 ¥=о. Кенгайтирилган В матрица

нинг рангини хисоблаймиз:
/1—2 1 1 1\ /1—2 1 1 1\ /1—2 1 1 1\

В= 1—2 1—1 —1 1—1 О 0 0 —2 —2 - 0 0 0 —2 —2 -
\ 1 — 2 1 5 5 / \ О 00 4 4 / \ О 00 О О/
\ / \ / N '

/1 —2 1 1 1\
1о оо1 1 г

тв = 2, чунки

Система биргаликда, чунки гА = гв = 2. Ранг номаълумлар сонидан 
кичик булгани учун система чексиз куп ечимларга эга. Бу ечим- 
ларнн топамиз. Учинчи тенглама биринчи иккита тенгламанинг чи
зикли комбипацияси булгани учун уни ташлаб юбориш мумкин.

минор х3 ва х4 номаълумлар олдидаги коэффициентлардан тузилган. 
Бу номаълумларни тенгликнинг чап кисмида цолдириб, долган цу- 
шилувчиларни унг хисмига кучирамиз:
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(Х3 + х4 = 1 —Xi —2x£,
I хз — Xi = 1 x4 2 x2.

(27.9)

ва x2 «озод номаълумларга» ихтиёрий кийматларни, масалан, 
Х1 = 1, х2= О кийматларни берамиз. Система ушбу куринишни ола
ди.

| х3 + х4 = О,
I хз xt ~ “•

Уни ечиб, х3 = — 1, х4 = 1 ни топамиз. Демак, берилган система- 
нипг чексиз куп ечимларидан бири х4 = 1, х2 = 0, х3=— 1, х4= 1 
аникланди. х4 ва х2 «озод номаълумларга» исталган кийматлар бе- 
риб бир эмас, балки чексиз куп ечимлар тупламини аниклаш .мум
кин. Умумий куринишда бу бундай ёзилади:

| х3 = —х4 2х2,
[х4= 1.

((27.9) системадан х3 ва х4 номаълумларни чикариш йули билан хо
сил килинган.)

3- м ис о л. Ушбу система биргаликда булса, уни ечинг:
хх +х2 —х3 = 4,

2х4 +4х2 + х3 = 9, 
х4 х2 х3 А'

2хх 4-5х2 —Зх3 = 15.

Ечиш. А матрица рангини хисоблаймиз:

Кенгайтирилган В матрица рангини хисоблаймиз:
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тА — гв—3 булганлиги учун система биргаликда, бундан ташкари 
матрицалар ранги нэмаълумлар сонига тенг, шу сабабли система бир- 
гина ечимга эга. Д =£ 0 минор биринчи учта тенглама коэффициент- 
ларидан тузилган, шу сабабли туртинчи тенглама биринчи учта тенг
ламанинг чизикли комбинациясидан иборат ва уни ташлаб юбориш 
мумкин.

Берилган системанинг биринчи учта тенгламасидан тузилган сис
темани ечиб, Xj = 1, х2 = 2, х3 = — 1 ни топамиз.

4-мисол. Ушбу бир жинсли системани ечинг:

12хг — 4х2 -4- 5х3 + Зх4 — О, 
Зх4 — 6х2 + 4х3 + 2х4 = О,

14xj|— 8х2 + 17х3 + 11х4 = 0.

Ечиш. Система нолмас ечимга гэга, чунки тенгламалар сони 
номаълумлар сонидан кичик (2-теореманинг натижасига каранг). А 
матрица рангини ^исоблаймиз:

/2 -4 5 3 \ /3—6 4 2\ /1 —2 —1 —1\
Л= 3—642-2—4 5 3 - 2 —4 5 3-

<4—8 17 11/ <4—8 17 11/ <0 0 7 5/

/1 --2 —1 -1\ /1 —2 —1 -П
0 0 7 5 — 0 0 7 5 — р 2 1

'о 0 7 5/ <0 0 0 0/ <0 0 7 5/.

гА — 2, чунки

Учинчи тенглама биринчи иккита тенгламанинг чизикли комбинация - 
си, шу сабабли уни ташлаб юборамиз. Д = 2 минор х3 ва х4 но- 
маълумлар олдидаги коэффициентлардан тузилган, шу сабабли би
ринчи иккита тенгламани бундай ёзамиз:

(5х3 Зх4 = — 2хх 4х2.
[4х3 + 2х4 = — Зх4 + 6х2.
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f
xa ва xt номаълумларни чикариб, куйидаги системани хосил ки

ламиз:
1х4 = 3,5X1 — 7х2 
|х3 — —2,5хх -f- 5х3.

Бу ерда хх ва х2 «озод номаълумлар». Уларга ихтиёрий Гкийматлар 
бериб, х3 ва х4 номаълумларнинг мос кийматларини хосил к,иламиз. 
Шундай килиб, система биргаликда ва чексиз куп ечимларга эга.

28-§.  Чизикли оператор хасида тушунча

Агар фазодаги хар [бир х векторга уша фазонинг аник у = Ах 
вектори мос ^уйилган булиб, у ушбу

А (ХхХхН- Хг-^г) ~ ^Мхх+ А3.4х3 (28.1)

чизиклилик шартига буйсунса, бу ерда хх ва х2 каралаётган фазонинг 
ихтиёрий векторлари, ва исталган сонлар, у .^олда бу фазода 
А чизикли оператор (ёки чизицли алмаштириш) берилган деб айти
лади. у вектор х векторнинг акси деб аталади.

1-мисол. Фазонинг [хар бир х векторига уша х векторнинг 
узини мос цуядиган Е оператор чизикли оператор [эканини курса- 
тинг.

Ечиш. Шартга кура

Е х = х.

Е операторни х = А1х1 + А2х2 векторга цулланиб,

Е (Аххх+ 2.2X2) = Ах хх + А2 х2 = АХЕ хх + А,Е х,

ни хосил циламиз, бундан (28.1) шартнинг бажарилиши ва Е чизик
ли оператор экани куриниб турибди. У бирлик оператор ёки ай- 
ний оператор деб аталади.

2- ми со л. Фазонинг хар бир х векторини k марта (й —нолдан 
фарцли исталган сон) чузадиган А оператор чизикли оператордир.

Ечиш. Шартга кура А х = k х га эгамиз. А операторни 
х= Аххх + А3 х2 векторга кулланиб, куйидагини ^осил киламиз:

AfliX! + А2х2) = k (Axxx + Л2х2) = Ax (&хх) + А2 (£х2) =

= Х1Ах1 + Х2А х2.
Бу ерда (28.1) шартнинг бажарилиши ва А оператор чизицли экани 
куриниб турибди. Бундай оператор ухилашлик оператори деб ата
лади.

3- м ис о л. Бирор текисликда ётадиган хар бир х векторни би
рор О ну^та атрофида бир хил томонга ва бир хил а бурчакка бура-
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диган В оператор чизиц
ли оператордир (39- 
шакл).

Ечиш. у = Вх бул
син, бу ерда у вектор 
х векторни берилган бур- 
чакка буриш билан хосил 
цилинган. Шаклдан (28.1) 
шартнинг бажарилиши

ва В чизикли оператор экани куриниб турибди. Бундай оператор 
буриш оператори деб аталади.

У з- у з и п и текшириш учун саволлар

1. Матрицаларни кандай алмаштиришлар элементар алмаштиришлар деб аталади?
2. Кандай матрицалар эквивалент матрицалар деб аталади?
3. Матрица ранги нима ва у кандай хисоблапади?
4. Чизикли тенгламалар системасининг матрицаси ва кенгайтирилган матрицаси- 

нинг ранги деб нимага айтилади?
5. Кандай чизикли тенгламалар системаси биргаливда деб аталади?
6. п нэмаълумлй т та чизицли тенгламалар системаси цачэн биргаликда булади?
7. п номаълумли т та чизицли тенгламалар системаси цачон нолмас ечимга эга?
8. Чизицли оператор деб нимага айтилади?

29-§.  Чизицли оператор ва унинг берилган] 
базисдаги матрицаси хацида тушунча

Чизикли оператор ва квадрат матрица орасидаги богланишни ку- 
риб чицамиз.

Фазода бирор ev е2, е3 базис векторларни танлаймиз ва базис 
векторларнинг хар бирига А чизицли операторни татбиц циламиз:

(г1) = А = + a2i ег + о31е3,
А(е2)=гХ = а12е1+аг2е2 + а32е3, (29.1)

Л (е3) = /з = а13 • е1 + а23е2 “Г а33 е3-

Бу ерда flt f2, f3 векторлар еъ е2, е3 векторларнинг образлари, улар 
ег, е2, е3 базис буйича ёйилган.

(29.1) фор.мулаларнинг берилиши билан А чизицли оператор аниц- 
ланишини курсатамиз.

Фазонинг ихтиёрий х векторини оламиз ва уни базис буйича 
ёзамиз:

бу ерда х2, х2, х3 лар х векторнинг е2, е2, е3 базисдаги координата
лари. У цолда
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"у = я7 = А (х^Н- х2е^+ х3 е3) = хгA (ej + х2А (е2) + х3А (е3). 

(29.1) формулалардан фойдаланиб ва ухшаш хадларни ихчамлаб, 
куйидагини ^осил киламиз:

У

(29.2)

У = *i (<211^! 4* а21 е2 4~ д31с3) х2 (a12Ci 4- a22e2 4- a32e3) —

+ *з (о13ех + а23е2 + азз ез) = (аи*1 4" ai2x-2 4* о13х3) ег 4-

4- (д21Х1 4- о22х2 -}- й-зэХэ) 4" (a3ixi 4” о32х2 4~ о33х3) е3.

векторнинг ех, е2, е3 базисдаги координаталарини уп у2, у3 ор
тали белгилаб, уларни аницлайдиган формулаларни хосил киламиз:

f!/i = allx1 4- 012х2 4- «13-Ъ 
у2 = а21х2 4" о22х2 4~ о23х3, 

(Уз = о33Х1 4~ о32х2 4* о33х3.
Бу формулалардан куриниб турибдики, фазо ихтиёрий х векторининг 
у акси (29.1) формулалар билан берилган aij(i,j— 1,3) коэффици- 
ентлар оркали бир цийматли аникланади.

Шундай ^илиб, фазода таъсир этастган А чизикли операторга 
~ех, ~е2, е3 базисда (29.2) тенгликларнинг унг томонларидаги коэф- 
фициентлардан тузилган ушбу матрица мос куйилди:

/Дц Д12 ДцА 

I IZgi ^22 ^23 I
o3i д32 а33> .

А^матрица берилган чизикли операторнинг е2, е2, е3 базисдаги мат- 
рицаси деб аталади. Агар векторларнинг бу базисдаги координата
ларини устун-матрица шаклида ёзсак, у холда (29.3) даги А мат
рица А чизикли операторни ушбу формула буйича аниклайди:

\Уз'

(29.3)Я =

Mil °12 а1з\

I 0^21 ^22 0*3 I 

' О31 О32 ®33'

Бошкача айтганда, у = Ах векторнинг координаталарини топиш учун 
А чизикли оператор матрицасини х вектор координаталари устунига 
купайтириш лозим.

Аксинча, берилган е2, еа базисда операторга тула бир кий- 
матли равишда А матрица тугри келади га операторнинг таъсири 
(29.4) ёки (29.2) формула буйича амалга ошади.

Демак, фазода таъсир этадиган чизикли операторлар билан квад
рат матрицалар орасида бир цийматли мослик мавжуддир.

(29.4)

30-§.  А?2 ва R3 даги чизикли операторларга мисоллар
29-§ да царалган чизикли оператсрларнинг матрицалари кандай 

куринишда булишини аник.лаймиз.
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1. Бирлик оператор. Е бирлик оператор булсин, у ^олда 
Ех = х, у = Е х ва х векторларнинг ихтиёрий е2, е3 базисдаги 
координаталари ушбу

У1 — Х1> У 2 ~ Х2’ Уз = хз
мослик билан богланган. Бу формулаларни (29.2) формулалар кури
нишида ёзсак, цуйидагини оламиз:

f/i = 1 -Xi + 0-х2’-г 0-х3,’
t/2 = 0-xx + 1-х2 + 0х3,

Уз ~ 0 • xi И- 0 • х2 + 1 ■ х3.
Бундан (£ [чизицли [операторнинг ихтиёрий базисдаги Е матрицаси

Л 0 0\
Е = 0 1 0

\0 0 1/
куринишда булиши келиб чицади.

Шундай килиб, бирлик оператор матрицаси бирлик матрица була
ди.

2. Ухшашлик оператори. А оператор R3 да таъсир этаётган ух
шашлик оператори булсин, у холда Ах = kx, у = Ах ва х вектор
ларнинг ихтиёрий elt е2, е3 базисдаги координаталари ушбу муно- 
сабатлар билан богланган:

Ух= kxv уг =Akx2, y3\=lkx3.

Бу муносабатларни (29.2) формулалар куринишда ёзиб, цуйидагини 
ос лмиз:

Z/i k ■ хх 0 • х2 И- 0 • х3,
у2 = 0-хх + А-х2’+0-х3,
Уз - 0-х1 +0 х2 + А-х3.

Бу ердан ухшашлик операторининг ихтиёрий базисдаги А матрицаси
/А 0 0\

А = 0 k О 
\0 0 kJ

куринишда булиши келиб чицади.
Шундай цилиб, ухшашлик оператори матрицаси скаляр матрица 

булади.
3. Буриш оператори. В —бирор R- текисликда таъсир этаётган 

буриш чизикли оператори булсин. Бу текисликда i, / базисни (узаро 
перпендикуляр бирлик векторларни) оламиз. !\утб координаталар 
системасини киритамиз (40-шакл). У холда х векторнинг координа
талари

x1 = pcos<p, x2 = psin<p
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I
куринишда ёзилади, бу ерда р, <р —к,а- 
ралаётган х вектор охирининг координа- _ 
талари. у — Вх вектор х вектор ни О * 

‘ нукта атрофида а бурчакка буриш билан Q 
косил цилингани учун унинг координа
талари бундай ёзилади: 40- шакл.

У! — р cos (<р т а) = р (cos <р cos а — sin <р sin а),
у2 = р sin (ф + а) — р (sin ср cos а + cos ср sin а).

Бундан буриш чизикли операторининг В матрицаси i, j 
ушбу

базисда

куринишда булиши келиб чикади.

31-§.  Чизицли операторларнинг хос векторлари 
ва хос кийматлари

Агар бирор 1 ^акиций сон ва хар кандай нолмас х вектор учун

Ах = кх (31.1)

булса, х вектор А чизикли операторнинг хос вектори, 1 сони эса 
шу чизикли операторнинг хос киймати деб аталади. Агар бирор 
базисда А чизикли оператор [ва х вектор

/ Й11 fl12 а1з\ /

А = J й21 ^22 ®23 I > = I %2 I
^31 ®32 а33' '*3'

матрицалар билан берилган булса, у холда [(31.1) .тенгликка ушбу 
учта

^11^1 + ^12'^2 ^13'^3 (•
^21'^1 *4“ П22^2 Ч” ^23'^3 ^2»
Оз1^1 +[<232^2’+ a33'V3 ^3

ёки
((flu —A) Xj + Oi2x2 + а13х3 = 0,
. q2|Xj — (tz22 л) х2 -7- u23x3 0, (31.2)
Iq3jXj ~г о32х2 -т- (а33 -— Z) х3 0

сонли тенглик мос келади. Хосил килинган хх, х2, х3 ларга нисба
тан чизикли тенгламалар системаси (31.2) унинг детерминанти нолга 
тенг булган колда ва факат шундагина нолдан фаркли ечимга эга 
булади (х #= 0 булгани учун нол ечим бизни кизиктирмайди). Бун
дан
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flu—1 + ■2 а13
= 0a2i А 22 1 а23

а31 °32 Азз—
(31.3)

Бу тенглама берилган чизикли оператор матрицасининг хар актер ис 
тик тенгламаси деб аталади.

Бу тенгламанинг хар бир 7. ха^и^ий илдизи чизикли оператор- 
нинг хос киймати булади. 1 сонга мос хос векторнинг координата
лари (31.2) системадан топилади.

1- изох. Агар х берилган чизикли операторнинг хос вектори бул
са, у хрлда унта коллинеар булган хар кандай нолмас вектор хам 
берилган операторнинг уша хос сонли хос вектори булади.

2- изох. Агар барча хос ^ийматлар хакицнй сонлар булса, у хрл
да уларга мос хос векторлар доимо чизикли эркли булади ва улар-
ни янги базис сифатида ^абул цилиш мумкин. Бу янги базисда А
матрица хам соддалашади:

0
А' =| 0

\0
h 0

0 Аа/.

3-изох. Агар А симметрии матрица булса, у хрлда унинг барча
хос кийматлари хакикий сонлар булади, хос векторлар эса узаро
перпендикуляр булади.

Мисол. Бирор базисда ушбу
/3 2 0\

А= 2 4 --2
\0 —2 5/

матрица билан берилган чизикли операторнинг хос кийматларини ва 
хос векторларини топинг.

Матрица симметрик, шу сабабли унинг барча хос цийматлари ха- 
ки^ий сонлар булади. Уларни топамиз. Бунинг учун характеристик
тенгламани тузамиз:

13 — 1 2 0
2 4 — 1 — 2 = 0. (31.4)
0 —2 5 — 1

Детерминантни хисоблаб,
I3 —1212 + 391 — 28 = О

тенгламани оламиз. Бу тенгламанинг коэффициентлари йигиндиси 
нолга тенг булганлиги учун унинг илдизларидан бири = 1 була
ди. I3—1212 + 391— 28 купхаднинг колган илдизларини топиш 
учун уни (1— 1) га булиб, ушбу квадрат тенгламани оламиз:

1- —11 1 + 28 =|0.
Бу тенгламанинг илдизлари 1, — 4, 13 = 7 булади. 'Шундай килиб, 
характеристик тенглама илдизлари: 1г = 1, 12 = 4, 13 = 7 ни — бе
рилган чизикли операторнинг хос кийматларини топдик. Хос вектор
ларни топиш учун (31.2) тенгламалар системаси 
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ви X = Xlt X = Х.„ X = Х3 да ечамиз.
1) х = Хг = 1 булсин, у холда (31.5) система ушбу куринишни 

олади:
((3 — 1) хг + 2хг = О,
2х1 + (4 —1) х2 —2х3 = 0,

I—2х2 + (5 — 1) х3 = 0,

ёки
2хх + 2хг = О,
2хх + Зх., — 2х3 = О,
— 2х2 + 4х3 = О,

ёки
Xi + х2 = О,
2хх + Зх2 — 2х3 = О, 
х2 — 2х3 = О.

Бу бир жинсли снстеманинг (31.4) детерминанти нолга^тенг булгани 
учун у нолмас ечимларга эга. Демак, тенгламалардан бири (масалан, 
иккинчи тенглама) колган тенгламаларнинг чизикли комбинациясидан 
иборат. Иккинчи тенгламани ташлаб юбориб, куйидагини -\осил ци- 
ламиз:

(Xj + Х2 = О,

|х2 — 2х3 = О.

«Озод номаълум» битта. Натижада система ечимини ^осил циламиз:

А’з — 9 Хг*

х2 «озод номаълумга» ихтиёрий киймат бериб, исталган нолмас 
ечимни оламиз. х2 = 2 булсин, у ^олда х2 = — 2, х3 = 1. Демак,

=S 1 хос кийматга мос хос вектор х' ушбу куринишда булади:
2
2
1

Бунга коллинеар исталган вектор х.ам хос вектор булади.
2) X = Х2 = 4 хос кийматга мос хос векторни ^ам шунга ухшаш 

аниклаймиз.



системани ечиб, х1( х2, х3 ни топамиз. Бу системадаги биринчи тенг. 
ламани ташлаб юбориб,

ни ^осил киламиз. х3 «озод номаълумга» ихтиёрий киймат бериб, 
исталган нолмас ечимни оламиз. х3 = 2 булсин. У .утлда

Xi = 2, х2 = 1.

Демак, У, = 4 хос кийматга мос хос вектор х" ушбу куринишда бу
лади:

/2\ _ 
х"— | 1 у ёки х" = 2 i + / + 2А.

3) Худди шунга ухшаш, учинчи [X = Z3 - 7 хос кийматга мос 
хос векторни хам ушбу

(— 4х2 4 2х2 — 0.
2х2 —Зх2 —2х3= 0,

| — 2х2 — 2х3 = 0
тенгламалар системасидан хосил киламиз. Системадан иккинчи тенг
ламани ташлаб юбориб

ечимларни хосил киламиз.
х2 = 2 булсин, у холда х2 = I, х3 = — 2. Демак, 13 = 7 хос кий

матга мос хос вектор куйидагича булади:

п
2 ёки х'" -■= i 4-2 j — 2 k.

—2J
А матрица симметрии эди. Учала хос вектор узаро перпенди

куляр эканини текшириш осон, чунки х'-х" = 0, х"'-х'=0, х"-х'"=0. 
Бу хос векторларни янги базис сифатида олиш мумкин ва унда А 
матрица

л о 0\
А' = 0 4 О 

\0 0 7/ 
куринишда булади.

У з- у 'з и н и текшириш у ч< и саволлар
1. Чизикли операторнинг матрицаси нима?|
2. Чизикли операторга мисол келт> ринг ва унинг матрицасини ёзинг.
3. Чизикли операторнинг хос кийматлари ва хос векторлари деб нимага айтилади?
4. Чизикли оператор матрицасининг характеристик тенгламаси нима?
5. Чизикли операторнинг хос1 кийматлари ва хос векторларини лопиш усулини 

айтиб беринг.
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32-§.  Квадратик формалар

Соф математик ва амалий характердаги купчилик масалаларда 
бир неча узгарувчининг квадратик формалари учрайди.

Бир неча узгарувчининг бир жинсли иккинчи даражали купкади 
бу узгарувчиларнинг квадратик формаси деб аталади. Масалан, хх, 
х2, х3 узгарувчиларнинг квадратик формаси

F = ^22^2 ^33^3 “^12^1^2 **” ^13^1^3 Н- 2023X3X3 0—• 1)

куринишдаги купхад булади, икки узгарувчининг квадратик формаси 
эса

F = а{ !А-2 + а22%2 + 2а12Х[Х2 (32.2)

куринишдаги купхад булади. Бу ерда а31, а.,2, а33, а12, а13, а23 лар 
узгармас ^а^икий сонлар.

Квадратик форма фазодаги хар бир х = (хх, х2, х3) векторга F 
сонни (32.1) формула буйича ёки текисликдаги хар бир х = (хХ) х2) 
векторга F сонни (32.2) формула буйича мос цуяди.

a/j сопли коэффициентлар квадратик формани туда аниклайди, 
уни матрица куривишида ёзиш мумкин. Буни икки узгарувчининг 
(32.2) квадратик формаси учун келтирамиз. (32.2) ни бундай ёза
миз:

= (*1, х2) +
^а12х1 +

Агар х = | j устун- матрицани, транспопирланган 

сатр-матрицани ва коэффициентлардан тузилган 

д = /ач- а12|
\fl12 а22

матрицани киритсак, (32.3) квадратик форма ушбу матрица кури
нишни олади:

(32.5)
матрицаси

Л =

F = х*Ах.
А матрица икки узгарувчи квадратик формаси F пинг 
деб аталади. У симметрии матрицадир. Шунга ухшаш,

°12 «1з\
°22 а23 I

#23 а33'

матрица уч узгарувчи квадратик 'фэрмасининг матрицаси 
курсатиш осон. У симметрик матрицадир.

1-мисол. Икки узгарувчининг квадратик формаси
F --= 17xf + 12Х[Х2 + 8x2

(32.3)

(32.4)

булишини

нинг матрицасини тузинг.



Ечиш. Равшанки, аи= 17, а22 = 8, <?1г = 6. F квадратик 
манинг матрицаси бундай ёзилади:

У симметрии матрицадир.
2-мисол. Уч узгарувчининг квадратик формаси

F = — 3xJ 4- х2 — 8.Г* + 2х;х2 — 10х/3 + 2х^х3

нинг матрицасини ёзинг.
Ечиш. Равшанки, ап = — 3, а22 = 1, а33 = — 8, а12 — 1, а13= 

= — 5, а23 •= 1. Демак, кЕадратик форма матрицаси бундай ёзила
ди:

! -?)

5 1 —8/.
У симметрии матрицадир.

33-§.  Квадратик <О)маларни каноник 
куринишга келтириш

Узгарувчиларнинг факат квадратларини уз ичига олган квадратик 
форма каноник куринишга эга дейилади. Шу сабабли квадратик фор- 
мани каноник куринишга келтириш дегап суз, шундай янгн базисни 
(янги координаталар системасини) топишдан иборатки, унда квадра
тик форма узгарувчиларнинг купайтмасини уз ичига олмасин. Бу 
янги базисда (32.2) ёки (32.3) квадратик форма ушбу

F=a (х\у-+Ь (х2У (33.1)

куринишни олади ёки унинг матрица шаклидаги ёзуви

(*!)

куринишда булади. Буни куйидагнча ёзиш мумкин:

F = x'*A'x'.

Бунда х' — j х векторнинг янги базисдаги координаталаридан 

тузилган уступ, х'* = (х\, х'2) — транспонирланган устун, ^1

квадратик форманинг янги базисдаги матрицаси. Юкорида айтилга- 
нидек (31- §, 2 ва 3-изохлар), агар янги базис сифатида А матри- 
цанинг хос векторлари олинса, у холда Л матрица бу янги базисда 
бош диагоналда хос цнйматлар жойлашган
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Кгонал матрица куринишини олади. У .\олда (33.1) квадратик 
£>рма ушбу

F = Xx (х'()’-+Х2(х;)2

куринишни олади, бу ерда Хх, X, лар А матрицанииг хос к;иймат- 
лари. Шундай цилиб, А матрицами квадратик куринишга келтириш 
учун А матрицанииг хос кийматларини ва хос векторларини топиш 
лозим.

Юкорида айтилганларнинг хаммаси уч узгарувчининг квадратик 
формаси учун ^ам тугридир, у каноник куринишда куйидагича ёзи- 
лади:

F = Хх «)2 + *2 (^)2 + Х3 (х^)2,
бу ерда Хх, Х2, Х3 — квадратик форма А матрицасининг хос киймат- 
лари.

1-мисо л. F = 17xi + 12ххх2 j'8x2 квадратик фэрмаии каноник 
куринишга келтиринг, янги базисни (хос векторларни) топинг.

Ечиш. Квадратик форма матрицаси ушбу

куринишда булади. А матрицанииг хос кийматларини топамиз. Бу
нинг учун

117 —X 6 I а
6 8 — Х|

характеристик тенгламани тузамиз. Унинг ечимлари Хх = 5, Х2=20 
булади. Берилган квадратик формапинг каноник шакли куйидагича 
булади:

F = 5(x;)2 + 20 (х2)’-.

Берилган форма каноник шаклни оладиган янги базисни топиш учун 
Хх = 5, Х2 — 20 хос кийматлар буйича хос векторларни ушбу

i(17—X) х' +6х' = 0,
(бх; +(8-Х) х' = 0 (33.2)

системани ечиб топиш лозим.
а) Агар X = Хх = 5 булса, (33.2) система ушбу

/12х;+6х'=0, (2х[+х; = 0,
{бх; + зх; = о |2х;+х; = о

куринишни олади. Бу система чексиз куп ечимларга эга. xt = 1 бул 
син, у ^олда х’= — 2, ^ = (1, —2) хос векторга эга буламиз.

б) X = Х2 = 20 булсин, у холда (33.2) система ушбу

I Зхх + 6х2 = 0, _ | х, 2х2 = 0,
(бх;-12х'=о |х;-2х; = о 
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куринишни олади. х'2 — 1 булсин, у холда хг = 2, е2 — (2, 1) хос 
векторга эга буламиз. е2 векторлар узаро перпендикуляр булиб, 
янги базисни ^осил цилади ва унда, юкорида айтилганидек, квад, 
ратик форма ушбу

F = 5 (х;)аН 20 (х')2
куринишни олади.

34-§,  Иккинчи тартибли чизи^ларнинг умумий тенгламаси

Рп(х, У) = ® тенглама билан берилган (бу ерда Рп[(х, у) ифода 
х, у узгарувчиларнинг /г-даражали купхади) чизи^ни /г-тартибли 
алгебраик чизик деб атаймиз. п = 2 деб иккинчи тартибли чизик 
тенгламасини оламиз. Р2(х, у) ифода бу холда иккинчи тартибли 
куп.\аддир. Шундай цилиб, текисликдаги иккинчи тартибли чизиц- 
нинг умумий тенгламаси ушбу

Ах2]+2Вху + Су7'+ 2Dx + 2Еу + F = 0 (34.1)

куринишда булади. Бу тенглама А, В, С, D, Е, F узгармас коэф- 
фициентларнинг цийматларига боглиц равишда турли чизиклар ни 
тасвирлаши мумкин. Масалан, А = 1, В = 0, С = 1, D = 0, Е — 0 
Е,= —[R2 булганда (34.1)

x2j+ У2 = R2
куринишни олади, бу эса маълумки, радиуси R ва маркази коор- 
дииаталар бошида булган айлана тенгламасидир. Агар биз маркази 
ихтиёрий О(х0, у0) нуктада булган айланани ^арайдиган булсак, у 
^олда унинг тенгламаси

(х — x0)2 + (y — y0)2 = R2
куринишда булади, уни ушбу

X2 + у2 — 2хх0 — 2уу0 + х2 + у2 — R" — 0.

ёки
Ах2 — 2Вху + Су2 + 2Dx + 2Еу + F = 0

формата келтириш мумкин, бу ерда А = 1, В]= 0, C = l, DJ= 
= —х0, Е = —у0, F — x$+y2 — R2.

Шундай килиб, айлана иккинчи тартибли чизицдир.
Иккинчи тартибли чизикнинг умумий тенгламасини текшириш- 

га цайтамиз. (34.1) тенгламадаги иккинчи тартибли хадларни ало- 
^ида ёзиб оламиз:

L = Ах2 + 2Вху + Су2.

Олдинги параграфда курсатилганидек, квадратик формани цуйидаги 
каноник куринишга келтириш мумкин:

%jx2 4- Хл/2.
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(34.2)
5у янги базисда берилган чизиц тенгламаси ушбу

1хх2 + M2i+ 2Dx + 2Е у + F = О 
куринишда ёзилади.

1) 1ху=0, 12#=0 деб фараз цилайлик. х ли ва у ли цушилув- 
чиларни йетиб "ва тула квадратларни ажратиб, (34.2) тенгламани

Г + Е = Оli (х +

куринишда ёзамиз,
D2 £2
1Х lg

Куйидагича

олиб, эски базисга 
базисда тенглама

~ , Dх = х -у- •

~ ~ , £
У =У +х~

параллел булган янги базисга утамиз. Бу янги

11?4-11^ + £ = 0

Бундан кейин, соддалаштиришкуринишни олади.
лар устцдаги «х» белгини тушириб колдирамиз 
бундай ёзамиз:

максадида харф- 
ва оддий килиб,

(34.3)

(34.4)

lxX2 + l#j+^ = 0.
a) F^=0 булсин. (34.3) тенгламани бундай ёзамиз:

4- у2 = 1
г £

11 12

Агар —Д>0 —-^->0 булса, у .\олда (34.4)
А>1 %2

а2 = ——, Ь2 = —
11

белгилаш киритсак, тенглама куйидаги куринишни олади:
—+ ^- = 1.
а2 Ь2,

тенгламада

(34.4')

Каноник тенгламаси (34'4) куринишда булган иккинчи тартибли 
эгри чизи^ эллипс жб аталади.

Агар-----— >0, —г~<° (ёки —А <0,------- > 0)
It 1г \ 11 1« /

булса, у ^олда (34.4) тенгламада
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белгилаш киритсак, тенглама бундай ёзилади:

(34.4")

Каноник тенгламаси (34.4") куринишда булган иккинчи тартибли 
эгри чизиц гипероола деб аталади. Нихоят, — — <0, —т—<0 

булса, у цолда координаталари (34.4) тенгламани цаноатлантйради- 
ган битта хам нуцта мавжуд эмас. Бу холда тенглама мавхум эл
липсни аниклайди, деб айтилади.

б) F = 0 булсин. (34.3) тенгламани бундай ёзамиз:
Х1№ + А, г/2 — 0. (34.5)

Агар Ах ва А2 пинг ишоралари бир хил булса, у цолда (34.5) 
тенгламани ягона (0; 0) нуцта каноатлантиради.

Агар Ах ва А2 нинг ишоралари турлича, айтайлик, Ах > 0 ва 
А2<0 булса, у цолда (34.5) тенглама ушбу иккита

I 7^х~ ] —A2z/ = 0,
1 )лх + /—А2г/ =[о

тенгламага ажралади. Уларнинг цар бири (0; 0) орцали утадиган 
тугри чизицни аниклайди, демак, (34.5) кесишувчи тугри чизицлар 
жуфтини аниклайди.

2) Хос кийматлардан бири, масалан, А, = 0 булсин. (34.2) тенг- 
ламада тула квадрат ажратиб, уни

Ахх2 4- 2Еу 4- F = 0 (34.6)
куринишга келтирамиз (яна « ss » белгиларпи тушириб колдирамиз). 
Агар Е=/=0, F = 0 булса, (34.6) тенгламада р = —— белгилаш-

Ai
ни киритсак, тенглама ушбу куринишни олади:

х2 = 2ру. (34.6')
Каноник тенгламаси (34.6') ёки у2=2рх куринишда булган иккин
чи тартибли эгри чизиц парабола деб аталади. Агар Е = 0, лекин 
F У=0 булса, Оу уцца параллел иккита тугри чизиц хосил булади: 
х — ± —■ Iагар у- > 0 булса, улар мавцум тугри чизицлар-
дир). Нихоят, агар Е—0 ва Е=0 булса, у холда х=0 тутри чизиц 
х.осил булади.

Юцорида баён цилинганларга асосан цуйидаги хулосага келамиз: 
икки узгарувчили иккинчи даражали умумий тенглама ё эллипсни, 
ёки гиперболани, ёки кесишувчи, параллел ёки цушилиб кетган Tyr- 
ри чизицлар жуфтини, ёки мавцум чизицни тасвирлаши мумкин.

Мисол. Тенгламаси

4х2 + 12ху 4- 4z/2 + 10х + Юг/ — 3 = 0 

куринишда булган иккинчи тартибли чизицни текширинг.
Ечиш. Иккинчи даражали хадлар
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F — 4x2 + I2xy + 4y2
квадратик формами хосил цилади. Уни, олдинги параграфдаги каби, 
каноник куринишга келтирамиз. Квадратик форма матрицасини ту- 
замиз:

Ушбу характеристик тенгламани ечиб,
Vх 4Д|=(4-1)2-36 = 0

х = 1 булганда у = 1. Иккинчи базис вектор е2 = i + j ни олдик. 
Унга мос бирлик вектор бундай булади:

А матрицанинг Хг =— 2, Х2= 10 хос цийматларини топамиз. Квад
ратик форманинг янги базисдаги (координаталардаги) каноник кури- 
нишини бирданига ёзиш мумкин: F =—2х2 + Юу2. Форма шу ку- 
рипишни оладигап базисни топамиз. Шу максадда ушбу

f(4 — Х)х + бу = 0, 
|бх + (4 —Х)у = О

тенгламалар системасини ечамиз. Бунга X = Хх = — 2 ни цуйиб,
(бх + бу = О
[ бх + бу = О

ни оламиз, бундан х = 1 булганда у = — 1 га эга буламиз ва 
= i — j базис векторни оламиз. Унга мос бирлик вектор 

бундай булади:
71 1 -г 1

' 171 /2 /2 7
, , , ■ „ „ (— бх 4- бу — О,
Х = Х2=10 ни цуииб, < gx_ бу = О пи оламиз. бундан

Шундай цилиб, эски ва янги координаталарнинг 
лаларн бундай булади:

богланиш форму-

Бу формулалардан фойдаланиб, янги координаталарга утсак, берил
ган тенглама ушбу

-272 + Юу2 + -^у-3=0
V 2
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куринишни олади. Тула квадрат ажратиб, 
-2x*+10(£+-L-y =8 

тенгламани хосил циламиз. Энди координаталар бошини х= О, 
у =------ — координатали нуцтага кучирсак ва янги координаталар-

V 2
ни х, у оркали белгиласак, у холда-----Г ~*4/5 = га эга була-
миз. Бу ердан берилган тенглама гиперболани апицлаши куриниб 
турибди.

Уз-уз а ни текшириш учун саволлар
1. Квадратик форма ва унинг матрицаси деб нимага айтилади?
2. Кайси холда квадратик форма каноник куринишда деб айтилади?
3. Иккинчи тартибли чизиц тенгламасини каноник куринишга келтиришда квадра

тик формалар назарнясидан цандай фэйдаланилади?
4. 316—325-масалаларни ечииг.

35-§.  Эллипс, гипербола ва парабола тенгламаларининг каноник 
формалари

х ва у координаталарга нисбатан иккинчи даражали тенглама 
билан аницланадиган чизик иккинчи тартибли эгри чизик Д^ ата* 
лишини биз энди биламиз.

Агар эгри чизик нуцталари бирор ну^тага нисбатан симметрии 
булса, бу эгри чизик марказий чизик, нуцта эса эгри чизицнинг 
маркази деб аталади.

Биз иккинчи тартибли эгри чизикларнинг каноник тенгламалар 
деб аталадиган тенгламаларини куриэ чикамиз. Бу эгри чизицнипг 
маркази ёки учи (бу хакда ^уйироада айтамиз) координаталар бо
шида, сим?летрия уклари эса координаталар боши билан устма-уст 
тушган ^олдир. Бу тенгламаларпи санаб утамиз.

——I- — = 1 — эллипс тенгламасининг каноник шакли. 
а2 д2
,-2

-----------------— == 1 — гипербола тенгламасининг каноник шакли. 
а2 й2
у'2 = 2рх— парабола тенгламасининг каноник шакли.

36-§. Эллипс, гипербола ва параболанинг геометрик хоссаларини 
текшириш

Эллипс, гипербола ва параболанинг куринишини ва хоссаларини 
тегишли эгри чизикнинг каноник тенгламасига асосланиб текши
рамиз.

1. Эллипс. Олдинги параграфда айтилганидек эллипс каноник 
тенгламаси

^ + v = 1 (36.1)

куринишда булган иккинчи тартибли эгри чизицдир.
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Симметрия. (36.1) тенглама координаталарнинг фацат квад- 
ратларини уз ичига олади, шу сабабли эллипсга М(х; у) нуцта мос 
келса, у цолда унга М(— х; —у) цам тегишли булади. Демак,
(36.1) эллипс координата уцларига ва координаталар бошига нис
батан симметрик. Координаталар боши (36.1) эллипснинг симметрия 
маркази, координата уцлари эса унинг симметрия уклари деб ата
лади.

Координата уцлари билан кесишиши. Агар х=0 £/2
булса, у холда (36.1) тенгламадан “= 1 ёки У—±Ь булиши 
келиб чицади. Бу эса эллипс ординаталар укипи В^О; Ь) ва В2(0;

1 — Ь) нуцталарда кесиб утишини билдиради.
д-2 ••

Агар у — 0 булса, у цолда (36.1) тенгламадан = 1 еки х == 
1=±а булиши келиб чикади. Бу эса эллипс абсциссалар уцини 

0) ва А2(—а\ 0) нуцталарда кесиб утишини билдиради.
Чизицнинг симметрия уклари билан кесишиш нуцталарини чизиц

нинг учлари деб атаймиз. Эллипснинг учлари орасидаги масофалар 
| AtA21 = 2а, 1В1В2/ — 2Ь унинг уцлари деб аталади. Уцлардан кат- 
таси катта уц, иккинчиси эса кичик уц деб аталади. а ва ft лар 
ярим уцлар дейилади.

Координаталарнинг узгариш соцаси. Эллипснинг
(36.1) тенгламасидан курипиб турибдики,

— < 1 ва — <1 ёки х2 < а2 ва у2 < Ь2. 
а2 Ь2

Бундан х ва у координаталарнинг узгариш сохаси келиб чицади:

— а^х^а, —Ь^у^Ь.

Эллипснинг симметриклигига асосан уни факат биринчи чоракда тек
шириш етарли. Биринчи чоракда эллипс тенгламасини у = 
= — з а2 — х2 куринишда ёзиш мумкин. Бундан х координата 0 

дан а гача ортса, у координата
(36.1) эллипс чегараланган 
чизиц, у маркази координа
талар бошида хамда томон
лари 2а ва 2Ь булган туг
ри туртбурчак ичида жой
лашган (41-шакл).

Фокуслар. Фараз ки
лайлик а>Ь булсин. Эл
липснинг катта уцида фо
куслар деб аталадиган F^c, 
0) ва /%(—с, 0) нуцталар 
мавжуд булиб, улар ушбу 
хоссага эга: Эллипснинг ис
талган Л4(х, у) нуцтасидан 
Л ва F2 фокусларгача бул- 

ft дан 0 гача камаяди. Демак,

41- шакл.
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ran масофалар йигиндиси узгармас катталик булиб, катта ук, узун
лиги 2а га тенг. Х,а!\ик;атан ^ам, М(х, у) эллипсга тегишли булсин 
ва
I MF. | = /(х-с)*+У2, | MF21 = /(x+c)a+j/2, | MFX | +1 MF, | = 2a 
ёки

/(* — c)2 + y2 + / (x + c)2 + y2 = 2a,
бундан

2a—/(x+c)2+y2 =/ (x—c)2+y2,

4a2 — 4a/ (x+c)2+y2 + (x + c)2 + y2 = (x — c)2 4- y2,

4a2 4- 4cx = 4a/(x4-c)24-t/2 ёки a2 -f- ex = a/ (x4-c)24-/.
Бу ердан

a4 + 2a2cxl4- c2x2 — a2(x2 + 2xc 4- c2 4- y2), 
x2(a2 — c2) 4- a2y2 = a2(a2 — c2).

Бундан

тенглама келиб чикади. (36.2) ни (36.1) билан такдослаб, ушбуга 
эга буламиз:

а2 — с2 = Ь2 ёки с = |' а2 — Ь2.

Хоссанинг тугрилиги исботланди.
Фокуслар орасидаги | FrF21 = 2с масофа элл ипснинг фокус масо- 

фаси деб аталади; бундан с — у' а2 — Ь2, с <; а лиги равшан, шу
нинг учун фокуслар AL ва А2 лар орасида жойлашган. Эллипснинг 
фокуслар жойлашган катта уки яна фокал у^ деб ^ам аталади. 
| MF\ | ва \MF21 катталиклар фокал радиуслар деб аталади, ^амда 
гх ва г2 билан белгиланади.

Шундай цилиб, эллипсга куйидагича геометрик таъриф бериш 
мумкин: эллипс деб текисликдаги шундай пу^таларнинг тупламига 
айтиладики, бу нуцталарнинг ^ар биридан шу текисликнинг фокус
лар деб аталувчи икки пукдасигача булган масофалар йигиндиси 
узгармас микдордир.

Эксцентриситет вадиректрисалар. е = -~- катталик 
эллипснинг эксцентриситета деб аталади. 0<с<а булгани учун 
0<е< 1. х==—-вах =----— тугри чизиклар эллипснинг дирек-

е е
трисалари деб аталади. Эллипс учун е< 1 булгани сабабли х>а 
(I ва IV чоракларда) ва х< — а (II ва III чоракларда), эллипс
нинг директрисалари бу эллипсдан ташцарида жойлашган тугри 
чизикдардир. Ушбу тасдик; уринли. Эллипснинг исталган М 
ну^тасидан Fy (ёки F2) фокусгача булган масофа билан мос дирек- 
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трисагача булган масофалар нисбати узгармас катталик булиб, е 
эксцентриситетга тенг, яъни -у- =е ва= е; бу ерда dk ва d2— 
эллипснинг М нуцтасидан директрисаларгача булган масофалар.

1-мисол. Эллипснинг катта yi\H 2а = 8 ни ва директрисалар 
орасидаги масофа = 16 ни билган холда унинг каноник тенгла
масини топинг.

Ечиш. Эллипснинг каноник тенгламаси-^- + у = 1 куриниш
да экани маълум. Бундаги а ва b кийматларни топиш лозим. 2а=8 

2 л шартдан а = 4 булиши келиб чикади. Иккинчи шарт — = 16 дан
I се — -гр экани келиб чикади. Бирок; е = —, шу сабабли

с=в-е = 4-у = 2, Ь2 = а2 — с2 = 42 — 22 = 12,

бу ердан b = 2^3.
Шундай килиб, эллипснинг изланаётган каноник тенгламаси ку

йидаги куринишда булади:

2. Гипербола. Каноник тенгламаси

булган иккинчи тартибли эгри чизиц гипербола деб аталади.
Гиперболанинг шакли ва хоссаларини унинг тенгламаси ёрдами

да текширамиз.
Симметрия. (36.3) тенгламага координаталарпинг факат квад- 

ратлари киради, демак, гипербола координата уцларига ва коорди
ната бошига нисбатан симметрии чизикдир. Координата уцлари унинг 
симметрия уклари, координаталар боши эса симметрия маркази бу
лади.

Координата уклари билан к’есишиши. Агарх=0булса 
(36.3) тенгламадан-----ь?= булиши келиб чикади. Бунинг були
ши мумкин эмас. Шу сабабли гипербола Оу ординаталар укини кес- 
майди.

Bt(0; b) ва В2(0; —Ь) нуцталар мавхум учлар, |В1В2( кесма 
мавхум уц деб аталади. Агар у — 0 булса, у .^олда (36.3) тенг- 
ламада -^г=1 ёки х=±а булиши келиб чикади. Шу сабабли 
гипербола Ох абсциссалар укини А,(а; 0) ва А2(—а; 0) нуцталарда 
кесиб утади. Бу ну^талар гиперболанинг уациций учлари деб ата
лади. |А1А2| = 2а гиперболанинг х^акущий у/\и, а ва b лар эса уа- 
циций ва мавхум ярим уклари дейилади.
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Координаталарнинг узгариш сохаси. (36.3) тенгла- 
X2мадан — > 1 булиши куриниб турибди, бундан х2 > а2 ёки х > а 

ва х<— а булиши келиб чикади. (36.3) тенгламадан у = 
= ± — дх2— а2 ни цосил циламиз, бундан х координата а дан оо а
гача ортганда у координата 0 дан ± оо гача узгариши, х коорди
ната — а дан —оо гача камайганда у координата 0 дан ± оо га
ча узгариши келиб чикади. Демак, гипербола чегараланмаган чизик 
булиб, у х = а ва х = — а тугри чизиклар билан чегараланган со- 
цадан ташцарида жойлашган ва иккита тармоцца эга.

Фокуслар. Гиперболанинг цациций уцида фокуслар деб ата
ладиган иккита нуцта F,(c; 0) ва F2( — с; 0) .мавжуд’ булиб, улар 
учун ушбу хосса уринли: гиперболанинг исталган /И(х; у) нуцтаси
дан F, ва F2 фокусларгача булган масофалар айирмаси узгармас 
катталик булиб мусбат ёки манфий ишора билан олинган фокал ук 
узунлиги 2а га тенг.

Хацицатан цам. М(х; у) гиперболага тегишли булсин, у цолда 
IMF, |=/(х-с)2+у2, |MF,|=/(x+c)‘+iF, |MF1|-|MF,| = ±2a 
ёки

Z(x—c)2+«/2 —V (х+сУ+у2 = ± 2a,

V(х—сУ+у* = ±2а + У (х+с)г+уг,

(x — с)2 + y2 — 4a2 ± 4ауг(х+с)2+уг 4- (x 4- c)2 + y2,

4a2 + 4cx = ±4a]/(x+c)2+z/2, 
a2 + cx = ± a/(x+c)2+y2,

бундан
a1 4- 2a2cx 4- c2x2 = a2(x2 4- 2xc 4- c2 4- y2), 

(c2—a2)x2—a2y2 = a2(c2 — a2),
ёки

(36.4) ва (36.6) ни таццосласак, с2 — a2 — b2 деган хулосага кела- 
миз ёки с =]/ а2 4~ Ь2. Хоссанинг тугрилиги исботланди.

Фокуслар орасидаги масофа эллипсдаги каби гиперболанинг фо
кус масофаси деб аталади: |^,| = 2с, бу ерда с = /а2 4- Ь2. 
Равшанки, с>а, шу сабабли фокуслар 2а цациций уцдан ташцари- 
да жойлашган. Бу уц фокал уц деб цам аталади. | MFX | ва |MF2| 
катталиклар фокал радиуслар деб аталади, цамда г, ва гг билан 
белгиланади.

Шундай цилиб, гиперболага цуйидагича геометрик таъриф бери- 
шимиз мумкин: гипербола деб текисликдаги шундай нуцталарнинг 
тупламига айтиладики, бу нуцталарнинг цар биридан шу текислик-
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нинг фокуслар деб аталувчн икки нуктасигача булган масофалар 
айир.маларининг абсалют цийматлари узгармас микдордир.

Асимптоталар. у = — х ва у —----- —х тутри чизиклар ги-
а а

перболанинг асимптоталари деб аталади. Улар ушбу хоссага эга: 
гиперболанинг ихтиёрий М нуктасидан унга я^ин асимптотагача 
булган масофа М нукта гипербола буйлаб кучиб, чексиз узоцлаш- 
ганида нолга интилади (42-шакл).

Эксцентриситет ва директрисалар. е = — катталик 
а 

эллипсдаги каби гиперболанинг эксцентриситета деб аталади. с>а 
булгани учун е > 1. х = — ва х=---- ~ тугри чизиклар дирек

трисалар деб аталади. Гипербола учун е> I, у холда x<Za (I ва IV 
чоракларда) ва х> — а (II, III чоракларда), яъни гиперболанинг ди- 
ректрисалари унинг учлари орасида жойлашган тугри чизиклардир. 
Эллипсдаги каби ушбу хосса бу ерда .^ам уринли: гиперболанинг 
исталган М нуктасидан F\ (ёки фокуегача булган масофа билан 
мос директрисагача булган масофалар нисбати узгармас катталик 
булиб, е эксцентр иситетга тенг, яъни
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бу ерда dj ва d2 — гиперболанинг М нуктасидан директрисаларгача 
булган масофалар.

2-мисол. Гиперболанинг асимптоталари тенгламалари у —
= — х ва у =-----—х хамда фокуслари орасидаги масофа 2с = 20

булса, унинг каноник тенгламасини тузинг.
Ечиш. Гиперболанинг каноник тенгламаси — —-- = 1 эди. а 

а* &
ва b нинг кийматларини топамиз. Масала шартидан 2 с — 20, демак, 
с — 10, бундан таш^ари, у = ±—х, демак, — = —, Ь- = с2 — а- 

3 а 3
булгани учун бу тенгликка Ь — -^-а ва с= 10 ни цуйиб цуйида-

3
гини оламиз:

—а2 = 100 —а2,
9

бундан а2 = 36, а = 6. Энди b ни хам аницлаш мумкин:
Ь2 = Ю2 — 62 = 64 ёки Ь = 8.

Шундай цилиб, гиперболанинг изланаётган каноник тенгламаси цуйи- 
дагича булади:

3. Парабола. Каноник тенгламаси
У2 = 2рх (36.5)

курнниишда булган иккинчи тартибли эгри чизиц парабола деб ата
лади. Бу тенгламадан х координата билан р параметрнинг ишорала- 
ри бир хил булиши кераклиги келиб чицади. Аниклик учун р>0 
деймиз.

Симметрия. (36.5) тенгламадан куринадики, х нинг мумкин 
булган ^ар бир кийматига у нинг ишора буйича ^арама-царши ик
кита циймати^мос келади, чунки у = ± /2рх. Шу сабабли Ох уци 

параболанинг симметрия уци деб атала
ди (43-шакл).

Координата уклари билан 
кесишиши. Агар х = 0 булса, у ^ол- 
да (36.5) тенгламадан у = 0 булиши ке
либ чикади. Шу сабабли парабола Оу 
у^ини параболанинг учи деб аталадиган 
О(0;0) нуцтада кесади. Шундай цилиб, 
парабола координаталар бошидан утади.

Координаталарнинг узгариш 
со^аси. Парабола тенгламасидан кури
надики, х координата 0 дан 4-оо гача 
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У3гарганда (р>0 булган цолда) у координата 0 дан ±оо гача уз- 
гаради. Демак, парабола чегараланмаган чизиц.

Параболанинг фокуси, директриса си ва эксцент
риситет и. Симметрия уцида (Ох уцида) жойлашган

нуцта параболанинг фокуси деб, х —-----тугри чизиц эса унинг

директрисаси деб аталади ва улар ушбу хосса билан богланган: 
параболанинг исталган нуцтасидан фокусгача ва директрисагача 
булган масофалар узаро тенг. Х,ацицатан, М(х', у) нуцта парабола- 
га, Л'(---- y'j нуцта директрисага тегишли булсин, у цолда

|мг| = 1^1=
| MF | = | MN 1

ёки

]/ (х-тГ+!/!-|х+^1-
х2 — рх + + у2 = х* + рх +

4 4

бу ердан
у2 = 2рх.

Шундай цилиб, хоссанинг тугрилиги исботланди.
Демак, параболага цуйидагича геометрик таъриф беришимиз 

мумкин: парабола деб текисликнинг фокус деб аталувчи берилган 
F нуцтасидан ва директриса деб аталувчи берилган тугри чизицдан 
тенг узоцликда жойлашган барча нуцталари тупламига айтилади.

|OF| = масофа фокус масофа. Ох симметрия уци фока л уц 
деб аталади. | MF | катталик фокал радиус деб аталади ва r = |MFl 
билан белгиланади. М нуцтадан директрисагача булган масофани d 
орцали белгиласак, яъни | MN | = d, у^ холда исботланган хоссани 
бундай ёзиш мумкин:

г = d ёки = 1.
d

Эллипс ва гиперболанинг хоссаларини ёдга олсак, параболанинг 
эксцентриситета бирга тенг деб хисоблаш мумкин, яъни е = 1. Па
рабола асимптоталарга эга эмас.

Изох. Агар параболанинг фокал уци Оу уци сифатида олинса, 
парабола тенгламаси ушбу куринишни олади: х2 = 2ру.

3-мисол.  Параболанинг у2 = 4х каноник тенгламаси берилган. 
Директриса тенгламасини тузинг ва фокуснинг координаталарини 
топинг.
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Ечиш. у- — 2рх каноник тенглама билан таццосласак, 2р — 4
деган хулосага келамиз, яъни р — 2. Парабола директрисаси х —
=-----— куринишда, фокус координаталари х = —, у = 0 булгани

учун директриса тенгламаси х =— 1 ва фокус F(\\ 0) булади.

У з- у з и и и текшириш учун саволлар

1. ^анлай чизик эллипс деб аталади? Унинг каноник тенгламасини ёзинг.
2. К^аидай нукта эллипс маркази деб аталади?
3. К,анДай нукталар эллипснинг учлари деб аталади?
4. Эллипснинг эксцентриситета деб нимага айтилади ва у доимо кандай тенгсиз

ликни каноатлантирад! ?
5. Эллипснинг директрисаси нима? Эллипснинг фокуслари кзерда ётади?

Улар к?нДай хосса билан богланган?
6. Кандай чизик гипербола деб аталади? Унинг каноник тенгламасини ёзинг.
7. Кандай нукта гиперболапинг маркази деб аталади?
8. Кандай нукталар гиперболапинг учлари деб аталади?
9. Гиперболанинг эксцентриситета деб нимага айтилади ва у доимо кандай тенг

сизликни каноатлантиради?
10. Гиперболанинг директрисаси нима? Гиперболанинг фокуслари каерда ётади?
11. Гиперболанинг асимптоталари нима?
12. Кандай чизик парабола деб аталади? Унинг каноник тенгл'.масини ёзинг.
13. Параболанинг фокуси ва директристси нима? Улар кандай хосса билан боглан

ган?
14. 179 — 193, 211 — 213- масалаларни ечинг.

37-§. Иккинчи тартибли сиртлар

Маълумки, фазодаги сирт учта узгарузчи х, у ва z ни боглай- 
диган тенглама билан аникланади.

х, у ва z га нисбатан иккинчи даражали алгебраик тенглама 
билан аникланган сирт иккинчи тартибли сирт деб аталади. Бун
дай сиртнинг умумий тенгламаси куйидаги куринишда булади:

Дх2 By2 4- Cz2 -|~ 2 D х z -j- 2 Е у z 2 Е х т/ 4-
+ ах + by 4- cz + d = 0, (37.1)

бунда А, В, С, D, Е, F коэффициентлардан акалли биттаси нол- 
дан фаркли. А, В, С, D, Е, F, а, Ь, с, а узгармас коэффициент- 
ларнинг кийматларига боглик равишда бу тенглама турли сиртларни 
аниклаши мумкин. Масалан, А = В = С — 1, D = Е = F = 0, а— 
= b = с = 0, d — — R2 булса, бу тенглама х2 + у'2 4- z2 = R2 кури- 
нишни олади, бу эса, маълумки, радиуси R ва маркази координа- 
талар бошида булган сфера тепгламасидир. Агар маркази О, (х0: у0; 
z0) нуктада булган сферани карайдиган булсак, унинг тенгламаси 
бундай булади:

(х — х0)2 + (У — У о)2 +(z — г0)2 = R2.
Буни

х2 4- у2 + г2 — 2 хх0 — 2 уу0 — 2 zz0 + х2 4- z/2 + z2 — /?2 = 0 

куринишга келтирамиз ва сиртнинг умумий тенгламаси (37.1) билан 
солиштирамиз. Равшанки,
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Л - 1, В=\, С = 1, D = Е = F = О, а = — 2хд, Ь = —2у0, 
c=—2z0, d=x2 + y2 + z2 — R2.

Шундай цилиб, сфера иккинчи тартибли сиртдир. Иккинчи тартибли 
сиртларнинг хусусий холларини куриб чикамиз.

1. Ясовчилари координата у^ларидан бирига параллел булган 
сиртлар. Бирор берилган чизицни кесувчи тугри чизи^пинг бу чи- 
зиц буйлаб ва берилган йуналишга параллел харакатидан ^осил 
булган сирт цилиндрик, сирт деб аталади. Х,аракатланувчи тугри 
чизи>\ ясовчи, берилган чизик эса йуналтирувчи деб аталади.

Ясовчи Ог уцг^а параллел, йуналтирувчи чизик, эса Оху текис
ликда ёгадиган ва F (х, у) = 0 тенглама билан аницланадиган хол- 
ни цараймиз (44- шакл). Сиртнинг ясовчисида ихтиёрий М (х, у, г) 
нуцта оламиз, унинг биринчи иккита координатаси У(х; у; 0) ну^- 
та координаталари билан бир хил булади. Шу сабабли цилиндрик 
сиртнинг Л4 (х; у; г) ну|$тасининг координаталари йуналтирувчи чи- 
зи^ тенгламаси F (х, у) — 0 ни ^аноатлантиради.

Демак, бу тенглама ясовчилари Ог укца параллел цилиндрик 
сиртнинг тенгламасидир. Шундай килиб, z координатани уз ичига 
олмаган ва фазода царалаётган F(x, у) = 0 тенглама ясовчилари Ог 
уцка параллел ва йуналтирувчиси Оху текисликда уша тенглама 
билан аницланадиган цилиндрик сиртни аниклайди. Шунга ухшаш 
х координатани уз ичига олмаган F (у, z) = 0 тенглама ва у коор
динатани уз ичига олмаган F (х, г) = 0 тенглама ясовчилари мос 
равишда Ох ва Оу уцларга параллел булган цилиндрик сиртларни 
аниклайди.

1- мисол. у2 + z2 = R2 тенглама билан ани^ланадиган сирт ци
линдрик сирт булиб, у доиравий цилиндр деб аталади. Унинг ясов
чилари Ох ук;ца параллел, Оуг текисликдаги йуналтирувчиси эса ра- 
диуси R ва маркази координаталар бошида булган у2 + г2 = R2 
айлана тенгламасидир (45- шакл).

2- мисол. Ушбу
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45- шакл. 47- шакл.

тенглама билан аникланадиган цилиндрик сирт эллиптик цилиндр 
деб аталади. Унинг ясовчилари Oz уцца параллел, Оху текисликда- 
ги йуналтирувчиси эса ярим уклари а ва b булган эллипсдир 
(46- шакл).

3- мисол. Ушбу 

тенглама билан аникланадиган цилиндрик сирт гиперболик цилиндр 
деб аталади. Унинг ясовчилари Oz уцца параллел, Оху текисликда- 
ги йуналтирувчиси эса цациций уци а ва мавцум уки b булган 
гиперболадир (47-шакл),

4- мисол. Ушбу 
х2 = 2 pz 

тенглама билан аникланадиган цилиндрик сирт параболик цилиндр 
деб аталади. Унинг ясовчилари Оу уцца параллел, Охг текисликда- 
ги йуналтирувчиси эса параболадир (48-шакл).

2. Айланиш сиртлари. Oyz текисликдаги F (у, г) = 0 тенглама 
билан берилган L чизицни царайлик. Бу чизикнинг Оу уци атрофи
да айланишидан цосил булган сиртнинг тенгламасини топамиз. Бу 
сиртда ихтиёрий М (х; у; г) нуцтани оламиз ва у орцали айланиш 
укига перпендикуляр текислик утказамиз. Кесимда маркази айланиш 
укидаги У (0; у, 0) нуцтада булган айлана хосил булади. Бу айла- 
нанинг радиуси ]/х2 + z2 га тенг (49- шакл). Лекин, иккинчи то- 
мондан, бу радиус берилган L чизиц МДО; У; Z) пуцтаси аппликата- 
сининг абсолют цийматига тенг. Бу нуцтанинг ординатаси у га тенг. 
Демак, берилган тенгламада

Y = y, Z = ±/x4^
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48- шакл. 49- шакл.

(Mj нуктанинг координаталари) деб изланаётган айланиш сиртининг 
ушбу^тенгламасини хосил киламиз:

F(y, ±Zx* + t2) = 0.
Шундай цилиб, L чпзи^нинг Оу уки атрофида айланитпидан хосил 
булган сирт тенгламасини олиш учун бу чизик тенгламасида z ни 
i F х2 + z2 га алмаштириш керак. Шунга ухшаш коида чизиклар- 
пинг бошца координата уклари атрофида айланишидан хосил бул
ган сиртлар учун хам уриплидир.

5- мисол. Oxz текисликда жойлашган 

эллипснинг Ох уки атрофида айланишидан хосил булган сирт тенг
ламасини z ни ± V у2 + г2 га алмаштириб, х координатани эса уз- 
гаришсиз колдириб ^осил киламиз, яъни

А3 ! У2 + г2 _ 1
a2 62

Агар эллипс Oz уки атрофида айланаётган булса, у холда унинг 
тенгламасида х координатани ±т/х2-}-у2 га алмаштириш, z коор
динатани эса узича колдириш лозим. Натижада

50- шакл.
X
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51- шакл.

булади. \осил булган сиртлар айланиш эллипсоидлари деб аталади. 
а = с булганда сферага эга буламиз (50- шакл).

6-мисол. Oyz текисликда жойлашган

z_
6»

гиперболанинг Oz уки атрофида
тенгламаси

— = 1 
с2
айланишидан цосил булган сирт

*г + у2 z2 = j
Ь2 с2

булади. Бу бир паллали айланиш гиперболоиди деб аталадиган 
сиртдир.

Агар шу гиперболанинг узини Оу уки атрофида айлантирилса, 
хосил булган сирт —-------- -— = 1 тенгламага эга булади. Бу

икки паллали гиперболоид деб аталадиган сиртдир (51-шакл).
7-мисол. Oyz текисликда жойлашган y2 = 2pz параболанинг 

Oz уци атрофида айланишидан цосил булган сирт тенгламаси
x2 + y2 = 2pz 

булади. Бу айланиш параболоиди деб аталадиган сиртдир (52-шакл).
3. Конуссимон сиртлар. Конуссимон сирт деб конуснинг учи 

деб аталадиган берилган нуктадан утувчи ва конуснинг йуналтирув- 
чиси деб аталадиган берилган чизицни ке- 
сувчи барча тугри чизиклардан ташкил топ
тан сиртга айтилади. Бунда берилган нуц
та берилган чизицда ётмайди. Конуссимон 
сирт ташкил этадиган тугри чизицларнинг 
цар бири конуснинг ясовчиси деб аталади.

Учи координаталар бошида булган ик
кинчи тартибли конуссимон оирт хар доим 
х, у ва z координаталарга нисбатан иккин
чи даражали бир жинсли тенглама билан
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берилишини исботсиз айтиб утамиз. 
Масалан, хг-\-у2 — г2 — О тенглама 
учи координаталар бошидаучи координаталар бошида булган дои- 
равий конусни аниклайди (53- шакл).

тартибли

булиб, у куйидаги-

олинган

,2

аталади,

38- §. Асосий иккинчи 
сиртлар тенгламаларининг каноник 
шакли. Сиртларни кесимлар усули 

билан текшириш

Иккинчи тартибли сиртлар тенгла
маларининг каноник шаклларини ка- 
раймиз. Бу сиртларпинг хусусияти 
шундаки, координата уклари улар 
учун симметрия уклари булади, улар- 
пинг учи ёки симметрия маркази эса 
координаталар боши билан устма-уст 
тушади. Сиртнинг тенгламаси буйича 
унинг куриниши хацида кесимлар усу
ли ёрдамида тасаввур ^осил килиш мумкин 
дан иборат. Берилган сирт координата текисликлари ёки координата 
текисликларига параллел текисликлар билан кссилади ва 
кесимларнинг тури буйича сирт тури текширилади.

1. Эллипсоид. Каноник тенгламаси
ti2 2L 4_ = 1

а2 Ь2 с2
куринишда булган иккинчи тартибли сирт эллипсоид деб 
бу ерда а, Ь, с — берилган узгармас мусбат сонлар.

Эллипсоиднинг шаклини ани^лаймиз. (38.1) тенглама коэрдина- 
таларнипг фак;ат квадратларипи уз ичига олади, шу сабабли эллип- 
соидга М (х; у, г) нукта тегишли булса, у холда унга ишоралари 
исталганча комбинацияланган ,И(±х; ±у, ± z) нукталар хам кира- 
дн. Демак, эллипсоид координаталар боши ва координата укларша 
нисбатан симметрикдир.

Бу эллипсоидпи координата текисликлари билан кесимларини 
караймиз. Эллипсоид Оху координата текислиги (z=0 текислик) 
билан кесилганда ярим уклари а ва b булган

— + у— = 1 
а2 Ь2

эллипс .хосил булади. Эллипсоид Оуг координата текислиги (х = О 
текислик) билан кесилганда ярим уклари b ва с булган

м2 ->2
^- + — = 1 
Ь2 с2

эллипс хосил" булади. Эллипсоид Охг координата текислиги (у = О 
текислик) билан кесилганда ярим уклари а ва с булган

^ + ^- = 1
а2 с2 

(38.1)
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эллипс хосил булади. Эллипсоиднинг Оху координата текислигига 
параллел z = ft текислик билан кесимини курамиз.

Ушбу

(38.2)

тенгламани оламиз. Агар ft = ± с булса, у цолда (38.2) тенглама

куринишга келади, у (0; 0; ±с) нуцталарга айланади. 
и2Агар lft|>c булса, у холда —+ — <0 булади ва (38.2) чи- а2 Ь2

зик мав\ум эллипсни аниклайди, яъни эллипсоиднинг z = й текис
лик билан кесишиш нуцталари йуц.

Агар |ftj < с булса, у холда (38.2) пи бундай ифодалаш мум
кин:

Бу тенглама z = ft текисликда ярим уклари 

булган эллипсни аницлайди. |й| камайганда at ва bL нинг цнймат- 
лари орта боради ва энг катта кийматларига ft — 0 да эришади. 
У холда эллипсоиднинг Оху (z = 0) координата текислиги билан 
кесимида ярим уклари = a, bt=b булган энг катта эллипс хо
сил булади.

Шундай цилиб, каралган кесимлар эллипсоидни ёпиц овал сирт 
сифатида ифодалаш имконинн беради. а, Ь, с катталиклар эллип
соиднинг ярим уклари деб аталади, Агар а, Ь, с сонлар орасида 
тенглари булмаса, эллипсоид уч у^ли эллипсоид деб аталади. Агар 
а, Ь, с сонлар орасида цандайдир иккитаси узаро тенг булса, у хол
да айланиш эллипсоидига эга буламиз (54-шакл).

2. Бир паллали гиперболоид. Каноник тенгламаси 
х2 . у2   г2
а2 Ь2 с2

(38.3)

54- шакл.

булган сирт бир паллали гиперболоид 
деб агалади, бу ерда а, Ь, с — берилган 
мусбат сонлар.

Бир паллали гиперболоиднинг шакли- 
ни аницлаймиз. (38.3) тенглама коорди- 
наталарнинг фацат квадратларини уз ичи
га олади. Шу сабабли бу сирт координа
талар боши ва координата уцларига нис
батан симметрии.
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Гиперболоиднинг координата текисликлари билан кесимини ка

Р011 Гиперболоиднинг 0xy(z = 0) координата текислиги билан кеси- 

мида ярим укугари а ва b булган = I эллипс хосил була-

яи. Гиперболоиднинг Oxz (у = 0) координата текислиги билан ке- 
симида ярим укугари а (.\аки^ий у^) ва с (мавхум ук) булган

гипербола ^осил булади. Гиперболоиднинг Оуг(х=(У) координата 
текислиги билан кесимида ярим умари а ва с бу’лган

£_ ®L= 1
*2 г2

гипербола хосил булади.
Берилган гиперболоиднинг Оху координата текислигига парал

лел z=h текислик билан кесимини караймиз. Ушбу тенгламани 
оламиз:

-^+^ = 1+^
а* д» са

ёки

Бу тенглама z — h текисликда ярим у^лари 
а1 = а)/1+^-,

булган эллипсни ани^лайди. Бу ярим уклар энг кичик кий.матлари- 
га h = 0 да эришади, яъни берилган гиперболоиднинг Оху (г = 0) 
координаталар текислиги билан кесимцда а( = а ва bx — b ярим ук- 
ли энг кичик эллипс ^осил булади. h-+oo да ах ва Ьх нинг кий
матлари чексиз ортади. Шундай к,илиб, бу куриб чицилган кесим
лар бир паллали гиперболоидни Оху текисликдан (иккала томонга) 
чексиз узо^лашилган сари кенгайиб борадиган чексиз труба сифати
да тасвирлаш имконини беради. а, Ь, с катталиклар бир паллали 
гиперболоиднинг ярим уклари деб аталади. Агар а = Ь булса, 
Ушолда бир паллали айланиш гиперболоиди ^осил булади (55-шакл).

3. Икки паллали гиперболоид. Каноник тенгламаси

булган иккинчи тартибли сирт икки паллали гиперболоид деб ата
лади, бунда а, Ь, с — берилган узгармас мусбат сонлар. (38.4) тенг
лама координаталарнинг фа^ат квадратларини уз ичига олади, шу 
сабабли сирт координата у^ларига ва координата бошига нисбатан 

8-2478 113



симметрии. Гиперболоиднииг 0xz(y = 0) координата текислиги бм 
лан кесимида ярим уклари а (мавхум vkJ ва с (хакиций уц) булГан

гипербола ^осил булади. Гиперболоиднииг О у г (х — 0) координата 
текислиги билан кесимида ярим уклари b (мавхум уц) ва с (^аки- 
кий уц) булган

гипербола хосил булади. Гиперболоиднииг Оху координата текис
лигига параллел z — h текислик билан кесимини курамиз:

(38.5) тенгламадан келиб чикадики, |Л| > с булганда текислик ги- 
перболоидни

ярим укли эллипс буйича кесади ва h-> оо да alt лар ортиб бо
ради. 7г = ±с булганда (38.5) тенгламани (0; 0; с) ва (0; 0; —с) 
нукталар каноатлантиради (яъни z = ± с текисликлар бу сиртга 
уринади). /к с булганда (38.5) тенглама мавхум эллипсни аник
лайди, яъни гиперболоид z = h текислик билан кесишмайди.

Шундай цилиб, куриб чикилган кесимлар икки паллали гипер- 
болоидни иккита алохида палладан иборат сирт сифатида тасвирлаш 
имконини беради. а, Ь, с катталиклар икки паллали гиперболоид- 
нинг ярим уклари деб аталади. Агар а = b булса, у .уолда икки 
паллали айланиш гиперболоиди хосил булади (56- шакл).

4. Эллиптик параболоид. Каноник тенгламаси
у2 /Л
—+ —= 2г (38.6)
Р Я

булган иккинчи тартибли сирт эллиптик па
раболоид деб аталади, бу ерда р ва q бир 
хил ишорали берилган сонлар (масалан, 
р>0, ?>0).

Эллиптик параболоиднинг шаклини аник- 
лаймиз. (38.6) тенглама х ва у координата
лар нинг квадратларини уз ичига олади, шу 
сабабли М (х; у\ г) нуцта параболоидга те
гишли булса, унга ишоралари исталганча 
алмаштирилган Л4(±х; ±у\ z) нуцталар 
^ам тегишли булади. Демак, сирт Oxz, Oyz 
координата текисликларига ва Oz коорди
ната уцига нисбатан симметрик. Параболо- 
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I иднинг координата текисликлари 
' йидан кесимини караймиз. Пара- 

йолоиднинг Охг(у=0) коорди- 
дата текислиги билан кесимида 

чИ координаталар бошида ва 
симметрия уки Oz булган

x2 = '2pz (38.7)

парабола косил булади. Парабо- 
лоиднинг Oyz (х = 0) координа
та текислиги билан кесимида учи 
координаталар бошида ва симме
трия уки Oz булган

у2 = 2 yz

парабола косил булади. 
Параболоиднинг Оху

текислик билан кесимини караймиз:

56- шакл.

координата текислигига параллел z = Л

X» , У2
2 ph ‘ 2 qh

— — = 2 Л ёки
Р <?

(38.8) тенгламадан куринадики, h > 0 булганда z = Л 
липтик параболоидни ярим уклари

(38.8)

текислик эл-

бК = /2 ph. , bt — ■/ 2 qli

булган эллипс буйича кесади. h оо да ва^Ь^нинг катталикла- 
ри ортади. h — 0 да эллипс нуктага айланади (zj= 0 текислик бе
рилган параболоидга уринади). h<0 булганда’ (38.8) тенглама 
мавхум эллипсни аниклайди, яъни z = п текислик параболоид билан
кесишмайди.

Шундай килиб, куриб чикилган 
бу кесимлар эллиптик параболоид
ни чексиз каварик идиш сифатида 
тасаввур килишга имкон беради.

О (0; 0; 0) нукта эллиптик пара
болоиднинг учи,р ва q сонлар унинг 
параметрлари деб аталади. р — q 
булганда айланма параболоид к0' 
сил булади (57- шакл).

5. Гиперболик параболоид. Ка
ноник тенгламаси 

булган иккинчи тартибли сирт ап- 
ПеРболик параболоид рчб аталади, 57- шакл.
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бу ерда р ва q бир хил ишорали берилган сонлар (масалан п \ л 
7>0).

Гиперболик параболоид шаклини ани^лаймиз. (38.9) тенглама 
ва у координаталарнинг квадратларини уз ичига олади, шу сабаб * 
бу сирт координата текислигига ва Ог укига симметрии.

Параболоиднинг координата текисликлари билан кесимларини 
караймиз. Параболоиднинг Охг координата текислиги билан кеси- 
мида учи координаталар бошида, симметрия уки Ог булган

х2 = 2 рг
парабола хосил булади. Бу парабола юьррига йуналган.

Сиртнинг Охг координата текислигига параллел у = h текислик- 
лар билан кесимида ^ам юкорига йуналган

х> = 2д(г + ^)

чизи^ 
симда

парабола хосил булади.
Берилган параболоиднинг Оуг (х — 0) координата текислиги би

лан кесимида пастга йуналган, Ог уцца нисбатан симметрии ва учи 
координаталар бошида булган парабола хосил булади.

Параболоиднинг Оуг координата текислигига параллел x~=h те
кислик билан кесимини ^араймиз. Ушбу тенгламани оламиз:

2—2р)

Бундан келиб чикадики, исталган х — h кесимда пастга йуналган, 
параболоидда ётадиган парабола ^осил булади.

Нихоят, параболоиднинг Оху координата текислигига параллел 
текисликлар билан кесимларини цараймиз. Кесимда 

х2 у2 г, < хг у2 ,
р q 2 ph 2 qh

хосил булади. Бундан келиб чицадики, /г2>0 булганда ке- 
Охг текисликни кесиб утадиган

г = h

гиперболалар, /i<0 булган-

58- шакл.
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ирсимда Oyz текисликни кесиб утадиган гиперболалар косил

_Д_ _ —у- = О ва -4= + -== = О
/р 14 1 Р уЧ

га ттай” килиб, куриб чикилган кесимлар гиперболик параболоид-
«гапсимон сирт сифатида ифодалашга имкон беради. 0(0; 0; 0) 

н,! 3 1___ поппЛпплчпнинг учи. о ва о сонлап эса унингvKTa гиперболик параболоиднинг учи, р ва q сонлар эса унинг 
параметрлари деб аталади (58-шакл).

39- §. Чизикли сиртлар

Тугри чизикнинг харакатланишидан косил булган сирт чизикли 
шот унда ётадиган тутри чизиклар эса ясовчилар деб аталади.

J _____..„n„unr>uiz n-j unuvr гиптляп fivMnaft сиптлап-Иккипчи тартибли цилиндрик ва конус сиртлар бундай сиртлар- 
га мисолдир Бир паллали гиперболоид ва икки паллали гиперболоид 
хам чизицли сиртлар жумласига киради. Ушбу бир паллали гипер- 
болоидни царайлик:

(39.1)

Уни бундай ёзамиз:

= 1
а2 Ь2 с2

(39.2)

Ушбу биринчи даражали тенгламалар системасини ёзамиз:

(39.3)

бу ерда /г=#0 — ихтиёрий сон.
k нинг маълум кийматида бу тенгламалар фазода тугри чизикни 

аницлайди. Координаталари (39.3) системани каноатлантирадиган хар 
Кандай нукта (39.2) сиртда ёки шунинг узи (39.1) сиртда ётади. 
Шундай килиб, (39.3) ту₽ри чизиклар оиласидаги хар бир тутри 
чизик бир паллали гиперболоидда тула ётади.

Шунга ухшаш мулоказалар ёрдамида гиперболик параболоид 
~ = 2 z сиртида кам тугри чизикли ясовчилар жойлашганли- 

f 4 
гига ишонч косил килиш мумкин.
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1
Уз-узин и текшириш учун саволлар

1. Уч номаълумли иккинчи даражали умумий тенглама цайси шартларда марка
зи координаталар бошида булган сферани аницлайди? а"

2. Цилиндрик сиртнинг таърифини айтиб беринг. Йуналтирувчиси Оху текис. 
ликда ётадиган ва ясовчиси Ог уцца параллел цилиндрик сиртнинг тенглама' 
сини келтириб чицаринг.

3. Куйидагиларни ёзинг: а) ясовчиси Ох у^ца параллел эллиптик цилиндр тенг
ламасини, б) ясовчиси Оу уц^а параллел гиперболик цилиндр тенгламасини 
в) Оху текислик симметрия текислиги ва ясовчилари Оу укца параллел 
булган параболик цилиндр тенгламасини.

4. Уч уцлн эллипсоиднинг каноник тенгламасини ёзинг ва унинг шаклини кесим- 
лар усули билан текширинг.

5. Эллиптик параболоиднинг каноник тенгламасини ёзинг ва унинг шаклини ке- 
симлар усули билан текширинг.

6. Гиперболик параболоиднинг каноник тенгламасини ёзинг ва унинг шаклини 
кесимлар усули билан текширинг.

7. Бир паллали гиперболоиднииг каноник тенгламасини ёзинг ва унинг шаклини 
кесимлар усули билан текширинг.

8. Икки паллали гиперболоиднииг каноник тенгламасини езинг ва унинг шаклн- 
ни кесимлар усули билан текширинг.

9- f (х, у) = 0 ясси чизицнинг Ох уци атрофида айланишидан косил буладиган 
сирт тенгламаси цандай куринишда булади?

10. х2 = 2 ру параболанинг Оу симметрия уци атрофида айланишидан кандай 
сирт косил булади?
X' и2

11. -------- — = 1 гиперболанинг Ох уки атрофида, Оу уки атрофида айланиши-
а2 Ь2
дан кандай сирт косил булади?

X3 Z/2
12. К,андай шартда — — = 1 эллиптик цилиндр уци Ог булган айлаииш

а2 о1
сирти булади?



2- боб
МАТЕМАТИК АНАЛИЗГА КИРИШ

1- §. Х,ациций сонлар туплами

Сон — математик анализнинг асосий тушунчаларидан биридир. 
Бу тушунча бошлангич тушунча булиб, узоц тарихий ривожланиш 
нулини босиб утди. Нарсаларни, буюмларни санаш зарурати туфайли 
натурал сонлар пайдо булди. Натурал сонлар туплами бундай белги
ланади: N = (1, 2, ... Натурал сонлар тупламига уларга
царама-царши сонларни хамда ноль сонини цушиш билан бутун сон
лар туплами 7= ( . . . , —п............ —2, — 1,0, 1,2, ... , п,. . .)
ни цосил циламиз.

Математиканинг янада тарацциёти рационал сонлар Q = j (бун

да р, q^Z. ва <?#=0)нинг ва кейин эса иррационал сонларнинг, яъни 
рационал булмаган сонларнинг киритилишини такозо этди. >(ар кан
дай рационал сон чекли ёки чексиз даврий унли каср шаклида ёзи- 
лиши му.мкинлигини хамда цар цандай иррационал сонни чексиз дав
рий булмаган унли каср шаклида ёзиш мумкин эканлигини эслатиб 
Утамиз.

Рационал ва иррационал сонлар тугламлари бирлашмаси хациций 
сонлар тупламини хосил цилади ва у R билан белгиланади. \ациций 
сонларни сон уцининг нуцталари билан белгиланади. Бу нуцталар 
ва хациций сонлар орасида узаро бир цийматли мослик мавжуд, 
яъни хар бир сонга уни сон укида тасвирлайдиган ягона нуцта мос 
келади ва аксинча, сон уцининг хар бир нуцтасига у билан тасвир- 
ланадиган ягона сон мос келади. Бу — сон уки нуцталарини уларга 
мос сонлар билан алмаштириш имконини беради.

а ва Ь сонлар (ёки иккита нуцта) берилган, шу билан бирга 
a<Zb булсин. а < х < b тенгсизликларни цаноатлантирадиган х сон- 
лаР туплами кесма ёки сегмент деб аталади ва у [а, Ь] орцали 
белгиланади: а ва b лар кесманинг охирлари деб аталади. а < х < b 
тенгсизликларни цаноатлантирадиган х сонлар туплами интервал ёки 
°Ра.ги^ деб аталади ва у (а, Ь) каби белгиланади. a^x<Zb ёки 

тенгсизликларни цаноатлантирадиган х сонлар туплами 
^Рим очи к кесма ёки ярим ёпиц интервал деб аталади ва у [а, Ь) 
еки (а, 6| каби белгиланади. Хусусан, мана бундай чексиз интервал- 
•тар ёки ярим интерваллар цам царалиши мумкин:
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-- с-£ X С £•£

59- шакл.

(—оо, Ч-оо), (—ОО, а), (—оо, 

а]> (а, 4-оо), fa, 4-00).

с нуцтани уз ичига оладиган, яъни 
a<Zc<Zb булган (а, Ь) интервал с нуц
танинг атрофи деб аталади.

Маркази с нукта билан устма-уст тушадиган, узунлиги эса 2е 
(е > 0) булган (с—в, с 4-е) интервал с нуцтанинг е-атрофи деб 
аталади (59- шакл). с нуцтанинг е- атрофига тегишли булган истал- 
гап х нукта с — е < х < с 4- в теигсизликларни цаноатланти- 
ради.

Таъриф. Хациций соннинг абсолют циймати деб мусбат ва 
манфий сонлар тупламидан олинган мусбат сонга айтилади ва у 
цуйидагича аницланади:

[ х, агар х>0 булса,
| х | = 0, агар х — 0 булса,

I —х агар х<0 булса.

Масалан, |3|=3, | —3| = —(—3) = 3.
Сон уцидаги х пуцгадан координаталар бошигача булган масофа 

| х | га тенглигини айтиб утайлик.
Абсолют цийматнинг баъзи хоссаларини эслатиб утамиз.)
1. Бир неча цушилувчилар алгебраик йигиндисининг абсолют 

циймати бу цушилувчилар абсолют цийматларининг йигиндисидан 
катта эмас:

|х±у|<|*|4-|у|.

2. Айирманинг абсолют циймати камаювчи ва айирилувчи абсо
лют цийматларининг айирмасидан кичик эмас:

|х —у|>|х| —(у|.

3. Купайтманинг абсолют циймати купайтувчилар абсолют ций- 
матларининг купайтмасига тенг:

|**/| = |х|-|у|-

4. Булинманинг абсолют циймати булинувчи ва булувчи абсолют 
цийматларининг булинмасига тенг:

I £I = Iх!
I у I 1^Г

J- мисол. |х|<3 тенгсизликни цандай тушуниш керак? 
булган масофалари 3 дан кичик 
х нуцталар тупламини ифода
лайди (60- шакл). Исталган х 
нуцта (—3, 3) интервалга тегиш
ли, яъни {х|<3 тенгсизлик 
— 3 < х < 3 тенгсизликларга 

тенг кучлидир. _ j|

тенгсизлик саноц бошигача

60- шакл.

4
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------♦--- ♦—

-2 10 X ? >

2- мисол. |х— 2|С 1 
тенгсизликни кандай тушуниш 
керак?

Бу тенгсизлик 2 нуктагача 
булган масофалари 1 дан 
кичик х нукталар тупламини ифодалайди (61- шакл).

61- шакл.

| х — 21 <Z 1 тенгсизлик — 1 С х — 2 С 1 ёки 1 С х с 3 тепгсиз- 
ликларга тенг кучли.

3- мисол. |х — а'Се тенгсизликни кандай тушуниш керак? 
Бу тенгсизлик ушбу тенгсизликларга тенг кучли: —еСх— а Се 
ёки а — еСхСа+е. Демак, х£(а—е, а+е), яъни х нукталар 
а нуктанинг е-атрофига тегишли.

2-§.  Бир узгарувчининг функцияси
Иккита х ва у узгарувчи микдорни карайлик.
1-таъриф. Агар х ми^дорнинг D сохадаги хар бир ^ийматига 

бирор усул ёки ^онун буйича у нинг бирор Е сохадаги аниц бир 
циймати мос цуйилса, у узгарувчи микдор х узгарувчи ми^дорнинг 
функцияси дейилади.

Узгарувчи х мицдор эркли узгарувчи ёки аргумент, у мицдор 
эса бослиц узгарувчи ёки функция дейилади.

Функцияни курсатишда цуйидаги белгилашлардан фойдалапилади:
У = f (х), у у (х), у = ср (х) ва хоказо.

Агар х = х0 булганда у = f (х) функциянинг киймати у0 булса, бу 
ёки У\Х=Х, = УО

каби белгиланади^
2- таъриф. Узгарувчи х нинг /(х) функция маънэга эга була- 

дигаи кийматлари туплами функциянинг аницланиш. сохаси дейилади 
ва D(f) билан белгиланади.

3- таъриф. Функциянинг кабул циладиган цийматлари тупла
ми унинг узгариш сохаси дейилади ва E(f) билан белгиланади.

1-мисол.  К,уйидагн у = | 4—х2 функциянинг аникланиш ва 
узгариш сохаларини топинг.

Е ч и ш. Берилган функция 4 —
— х2 > О булганда маънога эга. Бу 
тенгсизликнинг ечими хС 4 ёки 
| х ‘ С 2. Бу тенгсизликни х нинг [—2, 
2] кесмадаги кийматлари цаноатланти- 
ради.

Демак, £)(/) = [—2; 2], £(/) = 
= [0; 2J.

Функция текисликда график кури- 
нишда тасвирланади.

4- таъриф. у =/(х) функциянинг 
графиги деб Оху текисликдаги коор
динаталари y = f(x) муносабат билан богланган Р(х, у) нукталар 
тупламига айтилади.

62- шакл.
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Бизнинг мисолимизда у = р 4 — х2 функциянинг графиги /?=2 
радиусли ва маркази координаталар бошида булган айлананинг гово
ри цисмидан иборат (62-шакл).

Функция турли усуллар билан берилиши мумкин. Функциянинг 
жадвал, аналитик ва график куринишда берилиш усулларини курай- 
лик.

Функция аналитик усулда берилганда х ва у миадорлар ораси
даги богланиш фсрмула сркали ифодаланади. Масалан, у — х2, 
у = (х-3)"'-

Функция уз аникланиш сохасининг турли цисмларида турлича 
формулалар оркали берилиши мумкин. Масалан,

/(*) =
Xs, агар х£[—1» 0] булса, 
х, агар х£(0, -|- оо) булса.

Функция жадвал усулда берилганда х ва у микдорлар орасидаги 
богланиш жадвал куринишда ифодаланади:

X Х1 х2 . . . хп

У 02 Уп

Масалан, логарифмик, тригонометрик функциялар жадваллари 
маълум.

Функция график усулда берилганда унинг графиги маълум бу
либ, аргументнинг турли циймагларига мсс келувчи ^ийматлари бе- 
восита графикдан топилади.

Энди функциянинг усиши ва камайиши, жуфт ва тоцлиги, дав- 
рийлиги масалаларини кискача куриб утайлик.

у = f (х) функция бирор D(f) = [а; Ь] сохада аникланган булсин.
1- таъриф. Агар х нинг шу сохага тегишли ихтиёрий иккита 

хх ва х2 цийматлари учун х1<х2 булганда/(Xj)<f (х2) (ёки /(Xj)> 
>/(х2) тенгсизлик уринли булса, f функция D сохада усувчи (ёки 
камаювчи) дейилади.

2- таъриф. Агар Xi<x2 булганда /(х))^/(х2) (ёки/(Х1)> 
>/(х2)) булса, функция D сохада камаймайдиган (усмайдиган) 
функция дейилади.'£)(/) = [а, соха эса f функциянипг мос ра- 
вйшда усиш ёки камайиш оралиги дейилади.

3- таъриф. Агар у = f (х) функцияда хар бир x£D(/) учун 
/(—х) = /(х) тенглик бажарилса, у колда /(х) функция жуфт функ
ция дейилади. Агар хар бир x£D(f) учун /(—х) = —/(х) тенглик 
бажарилса, у холда /(х) функция ток функция дейилади.

Масалан, у = х2, у = cos х, у = In (1 + х2) ва К- к. жуфт функ- 
циялардир. у =х3, у = sinx, у = х + — ра х. к. лар эса токфунк- 

циялардир.
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Жуфт функциянинг графиги ординаталар у^ига нисбатан, то^ 
функция графиги координата бошига нисбатан симметрии булади.

4-таъриф.  Агар y=f(x) да хар бир x£D(J) ва x±T^D(f) 
учун f(x + T) — f (х) тенглик бажарилса, у х;олда /(х) функция дав- 
рий функция дейилади. Т — цандайдир \ацик;ий сон. Унинг энг ки
чик мусбат киймати То мавжуд булса, унга f(x) функциянинг даври 
дейилади.

Масалан, у = 3 !cosл| функция берилган булсин. Унинг даврини 
топиш учун cos х = ± cos (х 4-Г) тенгламани Т га нисбатан ечиб, 
Ту — (2п —■ 1) л — 2х, Г, = (2n + 1) л, Т3 — 2п л — 2х, — 2k л 4-
4- 2л ларни топамиз. Ту ва Т3 лар х га боглик;, демак, улар давр 
була олмайди. п = 0 булганда Т2 = л ва = 2л эга булиб, улар- 
нинг энг кичиги Тг = л берилган функциянинг изланган даври бу
лади.

Аналитик усулда бериладиган функциялар ичида элементар 
функциялар мухим урин тутади. Аввало асосий элементар функ
цияларни ^арайлик:

1. Узгармас (константа) функция:

г/ =С,

бунда С — узгармас ха1\ик;ий сон. Унинг аникланиш сохаси бутун 
сонлар укидан иборат.

2. Даражали функция:

у = х“ ,
бунда а — нолдан фарцли узгармас ^ак,ик;ий сон. Унинг аникланиш 
сохаси ва графиги а нинг цийматига богли^.

3. Курсаткичли функция: 

бунда а>0, а #= 1—узгармас \ацикий сон. Аникланиш сохаси 
барча хаци^ий сонлар тупламидан иборат.

4. Логарифмик функция:

y = logex,

бунда а>0, а Ф 1—узгармас ^а^икий сон. Аникланиш сохаси 
барча мусбат сонлар туплами.

5. Тригонометрик функциялар:
а) у — sinx ва у = cosx.

Бу функцияларнинг аникланиш сохаси барча ^ациций сонлар туп
ламидан иборат.

б) у = tgx ва г/ = ctgx.
Бу функциялардан биринчиси х = ~ 4-лп (n£Z), иккинчиси 

х ■- л п ^ийматлардан ташкари ^амма ,\акик;ий сонлар учун аниц- 
ланган.
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6. Тескари тригонометрии функциялар:
а) у — arcsinx ва у = arccosx. 

Функциялар [—1, 1] ораликда аницланган.
б) z/ = arctgx ва z/=arcctgx.

Функцияларнинг аницланиш сохаси — барча хациций сонлар тупла
ми.

Энди мураккаб функция тушунчаси билан танишайлик. Фараз 
килайлик, бирор D соцада х узгарувчининг функцияси н=<р(д) 
берилган булиб, унинг узгариш сохаси G булсин. Фараз килайлик, 
G соцада у — f (и) функция берилган булсин. У холда х узгарув
чининг D сохадаги хар бири цийматига и узгарувчининг G сохадаги 
аниц бир циймати ва бу кийматга у узгарувчининг аниц бир ций
мати мос келади.

Шундай цилиб, х узгарувчининг D сохадаги хар бир цийматига 
у узгарувчининг аниц циймати мос келади, яъни у узгарувчи х нинг 
функциясидир Еа уни у = F (х) билан белгилаймиз. F (х) функция f 
ва ср функциялари орцали цуйидагича ёзилади:

i/ = f(x) = /(cp(x)).

Бунда F (х) функция х узгарувчининг f ва <р функцияларидан ту
зилган мураккаб функцияси дейилади. Бунда ц==<р(х) оралиц уз- 
гарувчи дейилади. Шундай цилиб, функциянинг аргумента эркли 
узгарувчи ёки сралиц узгаруичи, яъни унинг узи эркли узгарувчи- 
нипг функцияси булиши мумкин. Масалан, агар y = ]gu ва « = tgx 
булса, у мураккаб функция булади, у — Igtgx.

Мураккаб функция иккитадап ортиц функциядан тузилган були- 
ши хам мумкин. Масалан, агар у = lgn, и — tgo ва v — ] х2+ 1 

булса, у мураккаб функция булади: у = lg tg | xz+ 1 .
Асосий элементар функциялар ва мураккаб функция тушунчала- 

ри ёрдамида элементар функция таърифини бериш мумкин.
Элементар функция деб асосий элементар функциялардан чекли 

сондаги арифметик амаллар ва улардан олинган мураккаб функция
лардан тузилган функцияга айтилади. Равшанки, асосий элементар 
функциялар элементар функциялар синфига тегишли. Куйидагилар 
элементар функиияларга мисол була олади:

lgsin(x“+ 1) 
У = —... _ .—’

ух — 1

у = sin2 tg х, у = In arc tg2 *.

3- §. Сонли кетма-кетликлар

1. Асосий таърифлар
1- таъриф. Натурал сонлар тупламида аницланган функция, 

яъни х — /(п), n£N функция сонли кетма-кетлик деб аталади.
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Агар п га 1, 2, 3, . . са хоказо кийматлар берсак, бу функ
циянинг

хусусий цийматларини оламиз, улар кетма-кетликнинг цадлари ёки 
элементлари деб аталади. Сонли кетма-кетлик !хп} ёки |/(п)} ор- 
кали белгиланади. Кетма-кетликнинг п- ^адн унинг умумий \ади 
деб аталади. Кетма-кетликнинг умумий хади маълум булса, у бе
рилган >;исобланади.

1 - мисол. х = ^-2—J функция ушбу тугри касрлар кетма-кетли- 
ГИНИ беради:

- [ П 1 - !f 2 3 п
In+ 1J [ 2 ’ 3 ’ 4’ ' ■ ’ п+1

2- мисол. х=2п— 1 функция ушбу ток сонлар кетма-кетли- 
гини беради:

(xj ={2п—1} = {1, 3, 5...............2/1-1, . .
3- мисол. х = (—1)" функция ушбу сонли кетма-кетликни бе

ради:
К1={(-1)"}={-1, 1. -1. 1,

4- мисол. x = sin™ функция ушбу сопли кетма-кетликни бе
ради:

{x„} = [sin^-] = {l, 0, -1,0, 1, ... ).

Барча мисолларда n£N, барча кетма-кетликлар чексиз кетма-кетлик- 
лардир, яъни уларнинг хар бирида сунгги ^ад мавжуд эмас. Барча 
хадларн бир хил диамат цабул циладиган (х„) кетма-кетлик узгар
мас кетма-кетлик деб аталади.

Шундай М сон мавжуд булсаки, барча ng/V учун хп С М тенг
сизлик бажарилса, |хл ) кетма-кеглик юцоридан чегараланган кетма- 
кетлик деб аталади.

Шундай М > 0 сон мавжуд булсаки, исталган ng.V учун х„ > М 
тенгсизлик бажарилса, (хя ] кетма-кетлик ^уйидан чегараланган 
кетма-кетлик деб аталади. Х^ам цуйидан, хам ю^оридан чегаралан- 
ган хп | кетма-кетлик чегараланган кетма-кетлик деб аталади.

Бу ^олда шундай М. >• 0 сон мавжуд буладики, исталган ngN 
Учун |хл|<М тенгсизлик бажарилади.

Агар исталган /ig'V учун
^л < *л +1

тенгсизлик бажарилса, [х.) монотон усувчи кетма-кетлик деб ата
лади.

Агар исталган n£N учун хп >х„+1 тенгсизлик бажарилса, {хп} 
м°нотон камаювчи кетма-кетлик деб аталади.
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Агар исталган n£N учун

тенгсизлик бажарилса, {xj усмайдиган 
Агар исталган n£N учун

кетма-кетлик деб аталади.

тенгсизлик бажарилса, {хп} камаймайдиган кетма-кетлик деб ата
лади.

5- мисол. |хп} ={п} = {1, 2, 3, . . . , п, . . .} — усувчи, 
цуйидан чегараланган кетма-кетлик.

6- мисол. {хя} = {1—2п} — |—1, —3, —5, ...) —камаювчи, 
юцоридан чегараланган кетма-кетлик.

7- мисол. {х„| = 1 1 . . .

ган кетма-кетлик.

—камаювчи, чегаралан-

2. Кетма-кетликнинг лимити. а узгармас сон ва {хл} кетма-кет- 
лик берилган булсин.

2- таъриф. Агар исталган е>0 сон учун шундай М = УУ(£)>0 
сон мавжуд булсаки, барча n > N лар учун

К—а1<е 
тенгсизлик бажарилса, а узгармас сон )хл] кетма-кетликнинг лими
ти деб аталади ва бу куйидагича ёзилади:

lim х„ = а ёки х„->а.п пП +СО

Агар [хл } кетма-кетлик чекли лимитга эга булса, у якинлашув
чи кетма-кетлик, акс холда эса узоклашувчи кетма-кетлик деб 
аталади.

| хп — а | < е тенгсизлик а — е < хл < а 4- е тенгсизликларга тенг 
кучли эканини биламиз. Буни ^исобга олсак, лимит тушунчасини 
геометрик нуктаи назардан бундай тушунтириш мумкин: агар истал
ган е>0 сон учун шундай N— N (е)>0 сон топилсаки, |хл } кетма- 
кетликнинг п > W дан бошлаб барча хадлари а нуктанинг е- атро
фига тушса, яъни а нуктанинг е-атрофига (хл | кетма-кетликнинг 
чекли сондаги хадларидан ташкари барча хадлари тушса, а узгар
мас сон (хл } кетма-кетликнинг лимити деб аталади.

8-мисол. О сони |х„ } = кетма-кетликнинг лимити экан- 

лигини, яъни lim-— = 0 ни исботланг.
п->оо п

Ихтиёрий е > 0 сонни олайлик. | —----- 0 < е ёки | — | <е тенг

сизликни тузамиз. Бирок; п > 0, шунинг учун — Се ёки п >— .П £
Бундан куринадики, N = .V(e) сифатида — дан катта исталган сон,
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яъни N (е) > — олинса, у ^олда барча rt>N(e) учун I — | <е ёки 
е | п I

I —----- о\<е тенгсизлик бажарилади. Б)' эса lim —= 0 эканини
I П I п—оо П
билдиради. Масалан, е = 0,01 учун М(е) = 100 вал >100 учуй 
| —1<0,01.
I п I

3. Монотон чегараланган кетма-кетлик лимитининг мавжудлиги. 
Ушбу теоремаларни исботсиз келтирамиз:

1- теорема. Агар {хп ) кетма-кетлик монотон усувчи ва 
юкоридан чегараланган булса, у лимитга эга.

2- т е о р е м а. Агар {хп} кетма- кетлик монотон камаювчи ва 
цуйидан чегараланган булса, у лимитга эга.

4-§.  Тупламларнинг юцори ва к;уйи чегаралари. 
Больцано—Вейерштрасс теоремаси

^аци^ий сонларнинг ихтиёрий туплами Е ни царайлик. Агар у 
чекли туплам булса, у \олда унинг эле.ментлари орасида энг катта 
ва энг кичик сон мавжуд. Агар у чексиз туплам булса, у холда 
хар доим ^ам шундай булавермайди. Масалан, натурал сонлар туп
лами .V энг кичик сон—бир сонига эга, лекин энг кагта сонга эга 
эмас. Башка мисол: (а, Ь) интервал энг кичик сонга ^ам, энг катта 
сонга хам эга эмас. Ихтиёрий туплам учун ^уйи ва говори чегара 
тушунчаларини киритамиз.

1- таъриф. М чекли сон учун ушбу икки шарт бажарилса, у 
Е тупламнинг ани^ юкрри чегараси деб аталади:

1) исталган х£Е учун х < АГ тенгсизлик уринли;
2) исталган е>0 сон учун шундай х}£Е ну^та мавжудки, унинг 

учун М — е<х1<Л1 тенгсизликлар бажарилади.
Е тупламнинг ани^ юкори чегараси sup Е — М ёки sup (х|=УИ 

каби белгиланади, бу ерда sup — лотинча supremum «энг юцори» 
сузидан олинган.

2- таъриф. т чекли сон учун ушбу иски шарт бажарилса, у 
Е тупламнинг ани^ цуйи чегараси деб аталади:

1) исталган х£Е учун х>гп тенгсизлик уринли;
2) исталган е > 0 сон учун шундай х^Е ну^та мавжудки, унинг 

учун т с хх Ог + е тенгсизликлар бажарилади.
Е тупламнинг ани^ 1^уйи чегараси inf Е — т ёки inf |х| == т 

каби белгиланади, бу ерда inf—лотинча infimum — «энг цуйи» су
зидан олинган.

1- мисол. Е = |х„) А, А, . . . | булсин.

Бу ерда
inf Е = —, sup Е = 1.

2- мисол. Е — (а, Ь) булсин, бу ерда а, b — чекли сонлар. 
Бу ^олда

inf Е = a, sup Е = Ь.
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Агар Е туплам цуйидан ёки юкоридан чегараланмаган булса, 
унинг ани^ юкори чегараси деб + °° ни, аник; цуйи чегараси деб 
— оо ни айтилади, яъни sup £ = + оо, inf Е = — оо.

3- мисол. N = (1, 2, . . . , п, . . . }. Бу ерда inf N = 1, sup ,V = 
= + ОО.

4- мисол. Z = \ ... , —2, —1,0, 1,2,...). Бу ерда
inf Z = — оо, sup Z == + оо.

Ихтиёрий ха^иций сонлар кетма- кетлиги (хп} ни цараймиз. Ун- 
дан чексиз сондаги элементлар тупламини ажратсак, янги кетма- 
кетлик оламиз, уни {хп } кегма-кетликнинг кисмий кетма-кетлиги 
(кием туплами) деб атаймиз. Агар (хп ) кетма-кетлик якинлашувчи 
булса, у з^олда унинг исталган кисмий кетма-кетлиги хам якинла
шувчи булади. Бу даъвонинг тугрилиги факат яцинлашувчи кетма- 
кетликлар учунгина хос эмас, чунончи: хар кандай хакикий сонлар 
кетма- кетлиги (хп | дан якинлашувчи кисмий кетма- кетлик ажра- 
тиш мумкин.

Масалан, {хп ) = •[(— 1)" |= { — 1, 1, — 1, 1, . . . ) узоклашувчи 
кетма-кетлик, бироц унинг j 1, 1, 1....} кисмий кетма-кетлиги 
1 га якинлашувчи кетма-кетликдир.

Агар {хп) кетма- кетлик чегараланмаган булса, у холда у 
(+оо) га ёки (—оо) га якинлашадиган кисмий кетма- кетликни уз 
ичига олади.

Теорема. Агар {хп) кетма-кетлик чегараланган булса, у 
\олда ундан чекли сонга якинлашадиган кисмий кетма- кетлик 
ажратиш мумкин.

Больцано — Вейерштрасс теоремаси деб аталадиган бу теорема 
чех математиги Больцано га немис математиги Вейерштрасс томони- 
даи исботланган эди.

Уз-узини текшириш учун саволлар

1. Кднлай сонлар х,ацик;ий сонлар тупламини хосил цилали?
2. Соннинг абсолют киймати деб нимага айтилади?
3. Абсолют кийматларнинг асосий хоссаларини айтиб беринг.
4. Кесма, интервал деб нимага айтилади?
5. Нуктанинг атрофи, е-атрэфи тушунчаларига таъриф беринг.
6. Сонли кетма-кетликнинг таърифини айтиб беринг.
7. Кандай кетма-кетликлар юкоридан (куйидан) чегараланган деб аталади? Ми

соллар келтиринг.
8. К,андай кетма-кетликлар мэнэтон усувчи (камаювчи), усмайдгган, камаймай • 

диган деб аталади? Мисоллар келтиринг.
9. Кетма-кетлик лимити таърифини айтиб беринг. Я^ннла:иувчи кетма-кетликка 

мисол келтиринг.
10. Кетма-кетлик лимитининг мавжудлиги хакидаги теоремани айтиб беринг.
11. Тупламнинг аник юкори ва аник куйи чегаралари таърифини айтиб беринг. 

Мисоллар келтиринг.
12. Кисми*< кетма- кетлик нима? Больцано — Вейерштрасс теоремасини айтиб 

беринг.
13. 176—185-масалаларни ечинг.
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а х а>б

63- шакл.

5-§.  Функциянинг лимити
1. Функциянинг нуктадаги лимити.
5-таъриф.  Агар y=f(x) функ

ция х = а нуктанинг бирор атрофида 
аникланган булиб (х = а нуктанинг 
узида аникланмаган булиши мумкин) 
исталган г>0 сон учун шундай 60 
сон мавжуд булсаки, | х — а | < 6 тенг
сизликни каноатлантирадиган барча 
х ¥= а нукталар учун | [ (х) — А | < s 
тенгсизлик бажарилса, А чекли сон 
у = f(x) функциянинг х = а нуктада- 
ги (ёки х->а д.агн)лимити деб аталади.

Агар А сон /(х) функциянинг а нуктадаги лимити булса, бу 
куйидагича ёзилади:

lim /(х) = А ёки х-> а да /(х)->- А.
х а

| х — а | < 6 тенгсизликни а нуктанинг 6- атрофида ётадиган нукта
лар, | f (х) — А | < е тенгсизликни эса А нуцтанинг s- атрофида ёта
диган f(x) лар каноатлантиради, яъни f(x)6(A —г; А + е).

Демак, юкоридаги таъриф геометрик нуцтаи назардан куйидаги
ни англатади: агар исталган s > 0 сон учун шундай б Д> 0 мавжуд 
булсаки, а дан масофаси б дан ортиц булмаган (а — б; а + б) ин- 
тервалдаги барча х лар учун / (х) функциянинг кийматлари (А — е; 
А Ц-е) интервалга тушса, А сон /(х) функциянинг х-+а даги ли
мити булади (63-шакл).

2-ми со л. lim = 2 эканини таърифдан фойдалапиб ис-

ботланг.
/ ~ ~х» — 4х ФУНКЦИЯНИ х = 4 нуктанинг бирор атрофида, маса-

лан, (3; 5) интервалда ^арайлик. Ихтиёрий £>0 ни оламиз ва 
|/(х) — А| ниху=4 деб цуйидагича узгартирамиз:

| х2-16 о! _ | (х-4)(х + 4) п| | х-1-4 о| |х—41
I х2 —4х I ■ I х(х-4) I I X I х

х^(3; 5), яъни х>3 ни хисобга олсак, ушбу тенгсизликни хосил 
Киламиз:

I *2~16 — 2 I < |х~41 •
I х2 — 4х I 3 ’

бУндан куриниб турибдики, б = 3 е деб олсак, у ^олда | х — 4I < б 
тенгсизликни каноатлантирадиган барча хб(3: 5) учун ушбу тенг
сизлик бажарилади:
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Бундан 2 сони f(x) = —-----—
х1 —4х 

функциянинг х = 4 нуцтадаги 
лимити булиши келиб чицади.

I х + 2
I X

2. Функциянинг чексизлик- 
даги лимити.

6-таъриф. Агар y = f(x) функция х нинг етарлича катта ций- 
матларида аницланган булиб, исталган s > О сон учун шундай N >0 
мавжуд булсаки, | х | >,V тенгсизликни каноатлантирадиган барча х 
лар учун | /(х)—А |<в тенгсизлик бажарилса, узгармас А сон y=f(x) 
функциянинг х—>-оо даги лимита деб аталади.

Агар А сон /(х) функциянинг х-»-оо даги лимити булса, бу 
цуйидагича ёзилади:

lim f(x) = А.
X -*■ оо

Бу таъриф геометрик нуцтаи назардан цуйидагини англатади: агар 
исталган £ > 0 сон учун шундай N > 0 мавжуд булса, барча | х | 
учун функциянинг цийматлари (А — е; А 4- s) ин гервалга тушади 
(64-шакл).

3-мисол.  lim -" - = 1 эканини исботланг.
X—*оо X

х | 2/ (х) = —функцияни царайлик.
X

Ихтиёрий е>0 ни оламиз ва {f(х) — Aj ни узгартирамиз:

Агар N — — ни олсак, у 
е 

тенгсизлик бажарилади:

холда барча | х | > .V учун ушбу

Бундан 1 'сони Их) = * + 2_ функциянинг х-► оо даги лимити 
‘ х

булиши келиб чицади.

3. Лимитга эга функциянинг чегараланганлиги,
7-таъриф. (а, Ь) интервалда аницланган у = f(x) функция учун 

шундай М>0 сон мавжуд булсаки, барча х£(а, Ь) лар учун 
|/(х)|-СЛ1 тенгсизлик бажарилса, у цолда у =f(x) функция (а, Ь) 
интервалда чегараланган деб аталади.
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Агар бундай М сон мавжуд булмаса, у холда у =f(x) функ
ция бу интервалда чегараланмаган деб аталади.

4- ми со л.
ланган, чунки
М = 1.

5- м исо л.
1 I

у = sinx функция (—оо, + оо) интервалда чегара- 
бу интервалдаги барча х лар учун |sinx| < 1, яъни

У = — функция (0,1)X
чунки I —I < М буладиган М > 0 сон 

I х I
Функциянинг лимити билан унинг

интервалда чегараланмаган, 

булса, у >;олда 

чегаралангандир. 
е > 0 учун шун- 

ушбу тенгсизлик

мавжуд эмас.

чегараланганлиги орасидаги 
богланишни белгилайдиган ушбу теорема уринли.

1-теорема. Агар Нт/(х) = Л—чекли сон 
х->а

у —f(x) функция а нуктанинг бирор атрофида 
И с б о т и. lim f (х) = А тенгликдан исталган 

х-*а
дай 6>0 топиладики, а нуктанинг б-атрофида 
бажарилади:

|f(x) — Aj<e ёки |/(х)|—|Л | < |/(х)—Л |<е.
Бундан |/(х) | < | А | + е булиши келиб чикади. Агар /И=)Л|4-е 
деб олсак, у .уэлда а нуктанинг 6-атрофидаги барча х лар учун 
| / (х) | < М. тенгсизлик бажарилади. Шуни исботлаш талаб ^илинган 
эди.

Агар / (х) бирор интервалда чегараланган булса, у холда ——
Лх) 

чегараланган функция бйлишини айтиб утамиз (/fxj^O).
хам

4. Бир томонлама лимитлар.
8- таъриф. Агар у = /(х) функциянинг х — а нуктадаги ёки 

х-»-а даги лимити таърифида х узгарувчи а дан кичик (яъни х<а) 
булганича цолса, у .\олда функциянинг Лг лимити функциянинг 
х — а нуктадаги (ёки х а — 0 даги) чап томонлама лимити деб 
аталади.

Демак, хар бир е>0 сон учун шундай б>0 сон мавжуд бул- 
саки, 0 < а — х < б тенгсизликни каноатлантирувчи барча х лар 
учун |/(х)— Л, |<е тенгсизликбажарилса, Aj сон / (х) функциянипг 
х—а нуктадаги (ёки х-»-а— 0 даги) чап томонлама лимити деб ата- 
ладн.

f (х) функциянинг х = а нуктадаги чап томонлама лимити бун
дай белгиланади:

Лх = lim f (х), ёки A1 = lim/(x), ёки A1=f(a — 0).
х~->а х->а—0
х<а

Агар а = 0 булса, у ^олда бундай ёзилади:
А = lim /(%) =/(—0).

х-»—О
9- таъриф. Агар y = f{x) функциянингх = а нуктадаги ёки 

* а даги лимити таърифида х узгарувчи а дан катта (яъни х>а)
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булганича цолса, у цолда функция
нинг А2 лимити х — а нуцтадаги 
(ёки х - а + 0 даги) унг томонла
ма лимити деб аталади.

Демак, хар бир е>0 сон учун 
шундай 62>О сон мавжуд булса- 
ки, 0 < х — а < 6 тенгсизликни ца- 

'ноатлантирадиган барча х лар учун:
| / (х) — Л 21 < в

65- шакл. тенгсизлик бажарилга, А2 сон f (х)
функциянинг х = а нуцтадаги (ёки 

х->а + 0 даги) унг томонлама лимити деб аталди. /(х) функция
нинг х = а нуктадаги унг томонлама лимити бундай белгиланади:

Л2 = lim f (х), ёки А2 = lim f (х), ёки А2 = [(а + 0). 
х->а х ->а4-0
х>а

Агар а = 0 булса, у цолда бундай ёзилади:
А2 = lim /(х) = /(+0).

х-»+0

f (х) функциянинг х=а нуцтадаги чап ва унг томонлама лимитла- 
рн бир томонлама лимитлар деб аталади (65- шакл). Агар Д = Л2 
бмлса, у цолда /(х) функция х = а нуцтада лимитга эга. Бунга 
тескари даъво цам уринли. Демак, /(х) функциянинг а нуцтадаги 
бир томонлама лимитлари мавжуд ва улар узаро тенг, яъни f(a — 0) = 
= f (а 4- 0) булганда ва фацат шундагина бу функция а нуцтада 
лимитга эга булади.

5. Чексиз катта функциялар,
10-таъриф.  Агар /(х) функция а нуцтанинг бирор атрофида 

аницланган ва исталган Л1>0 сон учун шундай 6>0 сон мавжуд 
булсаки, |х — а| < 6 тенгсизликни цаноатлантирадиган барча х#=д 
лар учун |/(х)|>М тенгсизлик бажарилса, х-> а да /(х) функция 
чексизликка интилади деб айтилади ва бу цуйидагича ёзилади:

lim /(х) = оо (66- шакл).
х-*а

lim-------= оо экани-
х->1 х—1

6-мисол. 

ни исботланг.
1 функцияни царайлик.

Ихтиёрий М> 0 сонни оламиз/| (х) |> 
> М ни алмаштирамиз.!

х- 1

1

X— I

„ булсин, бу ндан | х — 11 <~— були- 

ши келиб чицади. Агар в = —- деб
Al

>М
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олинса, |х— 11 < 6 тенгсизликни каноатлантирадиган барча х лар 
учун ушбу тенгсизлик бажарилади:

I —!— | > — = М ёки I —-— I > М.

Бу эса х — 1 да f (х) = —1------ оо булишини билдиради, яъни
X — 1

lim—— = оо.
х-»1 X — 1

11- таъриф. Агар f (х) функция барча х лар учун аникланган 
булиб, исталган М > 0 учун шундай N > 0 топилсаки, | х | > N 
тенгсизликни каноатлантирадиган барча х лар учун | f (х) | > .И тенг
сизлик бажарилса, f (х) функция х оо да чексизликка интилади 
дейилади.

Агар х - оо да /(х) функция чексизликка интилса, бу куйида- 
гича ёзилади:

1 im f (х) — оо.
X—>ОО

7-мисол. limx2 = оо ни исботланг (67-шакл). /(х) = х2 функ- 
X—>оо

цияни цараймиз. Ихтиёрий Л1>0 сонни оламиз ва | f (х) | > М 
тенгсизликни тузамиз. х2>Л4, бундан |х|>г М келиб чикади. 
N = yM деб олинса, |х|>Л/ тенгсизликни каноатлантирадиган 
барча х лар учун х2>А2 = М ёки х2>М тенгсизлик бажарила
ди. Бу эса х оо да f (х) =х2 - оо ни, яъни lim х2 = оо экани- 

ни билдиради.
12- таъриф. Агар

lim /(х) = оо (lim /(х) = оо) 
х~+а х—»оо

булса, у ^олда /(х) функция х а да (ёки х ->оо да) чексиз кат- 
гпа функция деб аталади.

Бу таърифдап куринадики, агар f (х) чексиз катта функция бул- 
еа, у ^олда исталган .И>0 учун шундай 6>0 топиладики, 
|х — а | < 6 тенгсизликни каноатлантирадиган барча х лар учун 
|/(х)|>,И тенгсизлик бажарилади. Бундан чексиз катта функция 
чегараланмаган функция экани келиб чикади.

6. Чексиз кичик функциялар ва 
уларнинг чексиз катта функциялар 
билан боглицлиги.

I 13-таъриф. Агар lim/(x) = 0 

(ёки lim/(x) = 0) булса, /(х) 

Функция х а да (ёки х->- оо да) 
Че«сиз кичик функция дейилади.
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Бу таърифдан куринадики, f (х) функция масалан, х_+а да чек
сиз кичик функция булса, у колда исталган кичик е>0 сон учун 
шундай 6>»0 сон топиладики, |х—а | <z 6 тенгсизликни цаноатлан- 
тирадиган барча х лар учун \f(x)\<Ze тенгсизлик уринли булади.

Бундан чексиз кичик функция (каралаётган нуктада) доимо че
гараланган функция булиши келиб чикади.

Математик анализда чексиз катта ва чексиз кичик функциялар 
катта акамиятга эга. Улар орасида ушбу теорема билан ифодалана- 
диган богланиш бор.

2-теорема.  1) Агар f(x) функция х-+а да (х->- оо да) чек
сиз кичик функция булса, у холда —— функция х-+а да{х-+ оода) 

f(x)
чексиз катта функциядир.

2. Агар <р(х) функция х-> а да (х-+ оо да) чексиз катта функ
ция булса, у холда —— функция х—~а да(х-+ оо да) чексиз кичик 

ф(х)
функциядир.

Исботи. 1) f(x) функция х-^а да чексиз кичик функция 
булсин. х -> а да чексиз кичик функциянинг таърифига кура ис
талган кичик е>0 сон учун шундай 6>0 мавжудки, |х— а | < д 
шартни каноатлантирадиган барча х лар учун |/(х)|<е тенг
сизлик бажарилади. Бундан I—!—— булиши келиб чицади, 

1 I f(x) I е
— = М деб белгиласак, сунгги тенгсизлик бундай ёзиладш.

I f (х) I

Бу эса х-<- а да —-—->-оо булишини, яъни lim—— = оо ни /(X) J х~а f(x)
билдиради. х— оо булган кол кам шунта ухшаш исботланади.

2) <р(х) функция X-»- а да чексиз катта функция булсин. х а 
да чексиз катта функциянипг таърифига к ура исталган М > 0 учун 
шундай 6>0 мавжудки, |х — а|< 6 шартни каноатлантирадиган 
барча х лар учун j <р(х) | > М тенгсизлик бажарилади. Бундан 
I ——I < — келиб чикади. — = е деб белгиласак, у колда сунгги 
| <р (х) I М “
тенгсизлик бундай ёзилади:

1

1 1
М М • ■

—!— < е. Бу эса х - а да 
Ф(х)

ни, яъни lim —— = 0 ни билдиради.
х-*а ф (х)

х -'оо булган кол кам шунга ухшаш исботланади.

-*--- ► О
<Р(х)

У з - J з и н и текшириш учун саволлар

1. у = f (х) функциянинг х-э-а даги лимити нима? Таърифини тенгсизлик ёрда- 
мида беринг ва уни геометрик ну^таи назардан тушунтиринг.

2. х-»- а да лимитга эга функцияга мисол келтиринг.
3. у = f (х) функциянинг х-»-оо даги лимити таърифини айтиб беринг. Таъри

фини тенгсизлик ёрдамида келтиринг. Геомегрик маьносини тушунтириб бе
ринг.
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4. х->оо да лимитга эга булган функцияга мисол келтиринг.
5. Бир томонлама лимитлар нима? Функциянинг нуктадаги лимити ва бир то

монлама лимит тушунчалари цандай боглангап?
6. К,ачДай функция чегараланган функция деб аталади? Лимитга эга булган

функциянинг чегараланганлиги ^ацидаги теоремани исботланг.
7. Кандай y = f(x) функция х-ч-а да чексиз катта функция деб аталади? 

Геометрик маъносини тушунтириб беринг.
8 Канда*’1 У = КХ) функция х-*лода чексиз катта функция деб аталади? 

Таърифни тенгсизликлар ёрдамида айтиб беринг.
9. х-»-а да чексиз катта функцияга мисол келтиринг.
10. х-><х> да чексиз катта функцияга мисол келтиринг.
11. Чексиз катта функция чегараланган функция б?ладими? Агар б^лмаса, не- 

галигинн тушунтиринг.
12. Ка1,Дай у = f (х) функция х->а да ва х->со да чексиз кичик функция деб 

аталади? Тенгсизликлар ёрдамидаги таърифини айтиб беринг.
13. Чексиз катта ва чексиз кичик функциялар орасида ^андай богланиш бор? 

Шунга мос теоремани исботланг.
14. 190—195, 198—206-масалаларни ечинг.

6-§. Чексиз кичик функцияларнинг асосий хоссалари
1. Чекли сондаги чексиз кичик функцияларнинг алгебраик 

йигиндиси.
1-теорем а. Чекли сондаги чексиз кичик функцияларнинг ал

гебраик йигиндиси чексиз кичик функциядир.
Исботи. Иккита кушилувчи булган колни каРаймиз. а(х) ва 

Р(х) лар х—^а да чексиз кичик функциялар булсин, яъни 
lima(x)=0, limp(x) = 0.

x->a х-»с

и (х) = а (х) + Р (х) функцияни карайлик. lim и (х) = 0 булишини 
х~>а

исботлаймиз. х - а да а (х) чексиз кичик функция булганлиги учун 
исталган е >0 сон учун шундай бх > 0 сон топиладики, | х — а | < бх 
шартни каноатлантирадиган барча х лар учун ] а (х) | < -Д- тенгсиз- 

лик бажарилади.
р(х) чексиз кичик функция булгани сабабли яна уша е>0 сон 

учуй шундай б2>0 топиладики, |х — а|<б2 шартни каноатланти
радиган барча х лар учун |Р(х)|<— тенгсизлик бажарилади.

6Х ва б2 микдорларнинг кичигини олиб уни б билан белгилаймиз. 
У Колда |х —а|<б шартни каноатлантирадиган барча х лар учун 
Ушбу тенгсизликлар бажарилади:

I a WI < V в3 I ₽ WI < ~ ■
Демак, а нуктанинг б атрофида ушбу тенгсизлик тугри булади:

|u[ = Ja(x) + р(х)| С 1а(х)|4-|Р(х)|<-|- + -|- = е.

*ИуйДай килиб, | х — а | < б шартни каноатлантирадиган х лар учун
I ’Се; Бундан ы(х) чексиз кичик функция булиши келиб чикади,

ЯЪни
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lim и(x) = lim [ a(x) + P(x) 1 = 0. 
x-*a x-*a

Теорема исбот цилинди.
2. Чексиз кичик функциянинг чегараланган функцияга купайт

маси.
2- теорема. Чексиз кичик функциянинг чегараланган функция

га купайтмаси чексиз кичик функциядир.
Исботи. х-»а да а(х) чексиз кичик функция ва z(x) чегаралан- 

гаи функция булсин. и(х) — a(x) z (х) функцияни карай миз, 
limu(x) = 0 булишини исботлаймиз. х^ада г(х) чегараланган 
х-+а 
функция булганлиги сабабли бирор М > 0 сон учун шундай > 0 
сон топиладики, |х — а | <С 6± шартни каноатлантирадиган барча х 
лар учун |z(x)|<M тенгсизлик бажарилади. х-^a да а(х) чексиз 
кичик функция булганлиги сабабли, исталган е > 0 учун шундай 
6.,>0 топиладики, |х — а| <62 шартни каноатлантирадиган барча 
х лар учун | а (х) | < —- тенгсизлик бажарилади. 6Х ва 62 микдор-

Л1
ларнинг кичигини оламиз ва уни 6 билан белгилаймиз, у ^олда 
|х — а |<; 6 шартни каноатлантирадиган барча х лар учун ушбу 
тенгсизликлар бажарилади:

|z(x)|<M ва |а(х)|<у

Демак, а нуктанинг 6-атрофида ушбу тенгсизлик тутри булади:

|u| = |a(x)-z(x)| = |a(x)|-|z(x)|< - М = £.

Шундай килиб, |х — а ] < 6 шартни каноатлантирадиган барча х лар 
учун | и | < е. Бундан и (х) чексиз кичик функция экаилиги келиб 
чикади, яъни

lim u(x) = lim а (х) -z (х) = 0.
х-~*а х-+а

Теорема исбот килинди.

3. Чексиз кичик функцияларнинг купайтмаси.
3- теорема. Чексиз кичик функцияларнинг купайтмаси чексиз 

кичик функциядир.
Исботи. а(х) ва 0(х) лар х^а да чексиз кичик функциялар 

булсин. Лекин чексиз кичик функциялар чегараланган функциялар- 
дир, шу сабабли а (х) • 0 (х) купайтмада функциялардан бири чега
раланган функция, иккинчиси эса чексиз кичик функциядир. Шу 
параграфдаги иккинчи теоремани кулланиб, цуйидагини оламиз:

jlim a(x)-0(x) = 0
х-+а

Теорема исбот цилинди.
4. Чексиз кичик функциянинг нолдан фарцли лимитга эга бул

ган функцияга булинмаси.
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4- теорема. Чексиз кичик функциянинг поддан фаркли ли
митга эга булган функцияга булинмаси чексиз кичик функциядир.

И с бот и. х—а да а(х) чексиз кичик функция, г(х) эса х-*а 
да лимити мавжуд функция булсин, бу лимитни Л#=0 билан бел
гилаймиз. Бирок лимитга эга булган функция чегараланган функ
циядир (4- §, 3-банд), шу сабабли z(x) чегараланган функциядир. 
У цолда (4- §, 3- банд) —!— функция цам чегараланган функция-

z (х)

дир. UIv сабабли = а (х) • — булинмани а(х) чексиз кичик 
z(x) z(x)

функциянинг ----- чегараланган функцияга купайтмаси сифатида ка-
z(x)

раш мумкин. Шу параграфдаги 2-теоремани цулланиб, 

ни цосил циламиз. Теорема исбот килинди.
5. Лимитга эга булган функцияни узгармас ва 

функция йигиндисига ёйиш.
5- теорема. 1) Агар у = /(х) функция 'х—а да 

булса, у \олда уни бу лимитга тенг узгармас сон ва чексиз ки
чик функция йиеиндиси куринишда ифодалаил мумкин.

2) Агар y = f(x) функцияни узгармас сон билан ва х—а да 
чексиз кичик функциянинг йигиндиси куринишида ифодалаш мум
кин булса, у хрлда узгармас цуигилувчи бу функциянинг х—а да- 
ги лимити булади.

Исботи. 1) lim / (х) = А булсин, у цолда исталган е>0 учун
х-*а

lim^ = O
х-»а z(x)

чексиз кичик

лимитга эга

шундай 6 > 0 мавжудки, | х — а | < б шартни цаноатлантирадиган 
барча х лар учун |/(х)— А | < е тенгсизлик бажарилади. Бу тенг
сизлик эса (/(х)— А) функция х->а да чексиз кичик функция эка
нини билдиради. Уни а(х) оркали белгилаймиз, у хрлда / (х) — А = 
= а(х) ёки f(х) = А + а(х), бу ерда х—а да а(х) чексиз кичик 
функция, А эса f(x) функциянинг лимити.

Теореманинг биринчи кисми исботланди.
2) f (х) = А + а(х) булсин, бу ерда А—узгармас сон. а(х) эса 

х—а да чексиз кичик функция. У цолда исталган е>0 учун шун
дай 6 > 0 мавжудки, | х — а | < б шартни цаноатлантирадиган бар
ча х лар учун |а(х)|<е тенгсизлик бажарилади. Бу эса |х —а|< 
< б шартни каноатлантирадиган барча х лар учун |/(х)—Л| = 
= |а(х)|<Е ёки |/(х) — Л|<е б улишини билдиради. Булардан эса 
lim /(х) = А булиши келиб чикади. Теорема исботланди.

а

17-§. Лимитлар цацида асосий теоремалар

Лимитга утишнинг знг содда цоидаларини, яъни функциялар- 
нинг лимитларинитопишга ёрдам берадиган цоидаларни келтириб 
Чикарамиз. Бунда исботни факат х—а хол учун утказамиз (х->оо 
Да щунга Ухшаш булади). Баъзан эса цисцалик учун, х—а ни хам, 

оо ни цам ёзмаймиз.
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1. Йигиндининг лимити.
I-теорем  а. Чекли сондаги функциялар алгебраик йикиндиси- 

нинг лимити цушилувчи функциялар лимитларининг алгебраик 
йигиндисига тенг.

Исботни иккита цущилувчи булган хол учун утказамиз. и ва и 
иккита функция, а ва Ь лар эса узгармас сонлар булиб, бу функ
цияларнинг лимитлари булсин, яъни lim и = a, lim v = b.

5-§ даги 5-теоремага асосан и = а4-а, о = д + 0 деб ёзищ 
му.мкин, бу ерда а, р— чексиз кичик функциялар. Демак, « + » = 
= (а + а) 4- (Ь + р) = (а 4- Ь) + (а + 0). Бу тенгликда (а + Ь) уз- 
гармас сон, (а + ₽) — чексиз кичик функция. Бунга 5- § даги 5-теоре
манинг иккинчи кисмини кулласак, lim (и 4- и) = а 4- b — lim и 4-
4- lim v эканлиги келиб чикади.

Теорема исбот цилинди.
1- мисол.] lim х 4 ** = lim [1 4- —) = lim 14- lim — = 1.

2. Кулайтмзнинг лимити.
2- теорем а. Чекли сондаш функциялар купа йтмасининг ли

мита функциялар лимитларининг к^пайтмаоига тенг.
Исботни иккита функция булган \ол учун келгирамиз. lim и — 

= a, lim v~b булсин, бунда а ва b узгармас сонлар. У ^олда 
и = а+а, и=Ь + р, бунда а, ₽—чексиз кичик функциялар (5-§,
5- теоремага кура). Демак,

u-v = (а 4- ос)(& 4- ₽) — ab 4- (а₽ 4- ab 4- оф).
Сунгги тенгликда ab узгармас сон (ар 4- аЬ 4- оф) — чексиз кичик 
функция (5-§. 1, 2, 3-теорема тарга асосан). 5-§ даги 5-теорема
нинг иккинчи цисмини кулласак:

lim и-и = ab = lim и-lim v.

Теорема исбот килинди.
2- м и со л. lim (х4- 1)(* — 8) = lim (х 4- 1) • lim (х — 8) =

х->3 х-»3 х-*3

= (34-1) (3 — 8) =—20.
Натижа. Узгармас с купайтувчини лимит белгисидан ташца- 

рига чикариш мумкин, яъни (
lim с-и(х) — с lim и (х),

чунки

lim с = с — узгармас сон.

3- мисол. lim 5х2 = 5• lim х3 = 5 -22 = 20.
x-t2 х->2

3. Булинманинг лимити.
3-теорема.  Иккита функция булинмасининг лимити махраж

нинг лимити нолдан фар^ли булса, бу функциялар лимитларининг 
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б^линмасига тенг, яъни агар lim v ¥= 0 булса, lim — = була- 
v lim »

ДИ-
Исботи. lim и = a, lim v = булсин. Демак, и — а + а,

г = Ь + р. Ушбу айниятни ёзамиз:

и а+ а 
v Ь 4~ Р

а . /а 4~ « 
b + \& + Р

а \_  а | ab — ар
~b)~ ~Ь ' &(&+Р)‘

Бу тенгликда - — узгармас сон, ——— чексиз кичик функция 
Ь Ь (Ь + Р)

(5- §, 1,2, 3- теоремаларга асосан), чунки ab — ар чексиз кичик 
функция, b (Ь + Р) -> 62, шу билан бирга, 6#=0. Сунгги тенгликка 
5-§, 5-теореманннг иккинчи кисмини кулласак:

а   lim и
b lim v

Теорема исбот цилинди.
. ,. 4х —3
4-МИСОЛ. 11ТП --------  ни топинг.

х-*1 5x4*2
lim (5х + 2)’= 5-1 + 2 = 7 #= 0. Шунинг учун: 
Д-+1

lim 4-^-3
*-♦! 5х 4* 2

lim(4x-3)
х-И 4 • I — 3
lim(5x + 2) 5-1 4-2

х->1

2
7 ‘

г Х“ _  45- мисол. lim------- ни топинг.
Х--.2 х — 2

Бу ерда х-> 2 да сурат еэ махраж 0 га интилади. Теоремани 
Куллаб булмайди. 2 булганда уринли буладиган ушбу айний 
алмаштиришни бажарамиз:

х2 —4 = (х— 2)(x-f-2) = %
х—2 х—2

Шу сабабли бундай ёзиш мумкин:

lim - ---- 4 = lim
х-»2 X — 2 х-*2

(х-2) (х 4-2)
(х-2)

= lim (х 4- 2) = 4.
х-#2

6-мисол. lim - ----- ни топинг.
Е х-*2 х — 2

Бу ерда х->2 да махраж 0 га интилади. Теоремани цуллаб бул- 
к,айди. Бироц сурат 1 га интилади. Тескари микдорнинг лимитини 
т°памиз, яъни

lim irJ = 2 = 0.
х-»2 X — 1 1

-—i = оо, чунки чексиз кичик функцияга тескариБундан lim ............ ......... _ _____
а. х->2 X —2
Функция чексиз катта функциядир (4- § нинг 6- бандидаги теорема).
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4. Тенгсизликларда лимитга угиш.
4- теорем а. Агар а нуктанинг бирор атрофига тегишли бар

ча х лар учун у = Цх)> 0 ва lim f (х) = A fA — чекли сон) бул-
х-*а

са, у холда А > О булади.
Йсботи. Тескарисини фараз циламиз, А<0 булсин, у ^олда 

|/(х)— А | > | А |, яъни айирманинг модули | А | мусбат сондан кат
та ва демак, х—а да нолга интилмайди. Бирок; бу холда х — а да 
у = / (х) функция А га интилмайди, бу эса теорема шартига зид, 
бинобарин А<0 деган фараз зиддиятликка олиб келди. Демак, 
f (х) > 0 булса, lim f (х) = А > 0 булади. Теорема исбот килинди.

х-*а
/(х)<0 булган .уол хам шунга ухшаш исботланади.
5- теорема. Агар fi(x) ва f2(x) функциянинг мос цийматлари 

учун fi (x)>f2 (х) тенгсизлик бажарилса, у холда 1 im /Дх) > 1 im /2 (х)
х-*а х—>а

булади.
И с б о т и. Шартга кура /х (х) > f2 (х), бундан Д (х) — /2 (х) > 0. 

Олдинги теоремага кура liin (/Дх)— /2(х))>0 [ёки [lim /Дх) — 
х-*а х-*а

— lim /Дх)] >0, бундан

lim /Дх) > lim /Дх).
х-*а х-+а

Теорема исбот цилинди.

5. Оралик, функциянинг лимиту
6-теорема. Агар fi(x), f2(x) ва ц>(х) функцияларнинг мос 

цийматлари учун
fAx)^tp(x) < /Дх)

тенгсизлик бажарилса ва бунда lim/Дх) — A, lim /Дх) = А бул- 
х->а х->а

са, у .\олда lim <p fx) = А булади.
х-*а

Исбот и. Шартга кура lim/Дх) = А ва Ит/Дх)=А, демак, 
х-ю х->а

исталган е>0 сон учун а нуктанинг шундай атрофи мавжудки, 
унда |/Дх) —А|<е тенгсизлик бажарилади. Худди шу каби, уша 
е>0 учун а нуктанинг бирор бэшца шундай атрофи мавжудки, 
унда |/Дх) — А|<е тенгсизлик бажарилади. Бу агрофларнинг ки- 
чигида I /Дх) — А|<е ва |/Дх) —л|<е тенгсизликлар бажарила
ди. Булар эса ушбу тенгсизликларга тенг кучли:

— е</Дх) — А <8,
— е</Дх) — А<е.

Энди теорема шарти /Дх) s$<p(x) < /Дх) га кай гиб, 
тенг кучли тенгсизликлар билан алмаштирамиз;

/Дх)—А <<р(х)—А< /2(х) —А.

(6.1)

уларни ушбу
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Дгар бу тепгсизликларга (6.1) тенгсизликларни кулласак, куйидаги- 
ни оламиз:

— е < Д (х) — А < <р (х) — А < /2 (х) — А Се, 
бундан — е<ср(х) — А<е булиши келиб чикади, яъни 

lim <р(х) = А.

Теорема исбот килипди.
Бу теорема функция лимитининг мавжудлик аломатини ифода- 

лайди.

Уз-узини текшириш учун саволлар

1. Чексиз кичик функциялар йнгиндиси хакидаги теоремани исботланг.
2. Чексиз кичик функциянинг чегараланган функцияга купайтмаси ^а^идаги 

теоремани исботланг.
3. Чексиз кичик функциялар купайтмаси нимага иитилади? Исботланг.
4. Чексиз кичик функциянинг нолга тспгмас лимитга эга булган чегараланган 

функцияга булинмаси нимага иитилади? Исботланг.
5. Лимитга эга булган функция билан чексиз кичик функция орасида цандай 

богланиш бор? Тугри ва тескари теоремаларни исботланг.
6. Кунайтманинг лимити хацидаги теоремани исботланг.
7. Функциялар йигиидисининг лимити хакидаги теоремани исботланг.
8. Булинманинг лимити хакидаги теоремани исботланг.
9. Тенгсизликларда лимитга утиш ,\ацидаги теоремани исботланг.
10. Оралиц функциянинг лимити ^акидаги теоремани исботланг.
11. 211—215, 268 — 278, 281— 286, 293 — 301, 306— 312-мисолларни ечин-.

8-§. Биринчи ажойиб лимит

Оралик функциянинг лимити хакидаги теоремани ушбу му.у.м 
lim = 1 лимит муносабатни келтириб чикаришга цуллаймиз. Бу 

X
лимит купинча биринчи ажойиб лимит деб аталади.

Теорема. —функция х—0 да 1 га тенг лимитга эга.
X

Исботи. R радиусли айлана оламиз, радианларда ифодаланган 
х бурчак 0<х< ораликда ётади деб фараз цилайлик (68-шакл). 

Шаклдаи куринадики, Дв0А юз <
с

68- шакл.

==-^-tgx. Шу сабабли тенгеизликлар

Ущ5у куринишни олади:



^sin x<^x<^tgx

ёки

sin x<x< tg x.

Барча ^адларни sinx>0 га буламиз ^0<x<yj:

1 < —— < —— ёки cos x < —< 1 • 
sin x cos x x

функция бир хил лимит lim cos x = 1 ва 
X X—>0

булган функциялар билан чегараланган. Оралик 
мити ^акидаги теоремага асосан (6-§, 6-теорема):

lims— = 1.
х-»0 X

lim 1 = 1 га эга 
х-»0
функциянинг ли-

Энди х бурчак
Z (2^

Теорема x>0 булган хол учун исбот килинди. 
— 2L<x<0 чегараларда ётади деб фараз килайлик. х =

0, г>0) алмаштириш бажариб, шакл алмаштнрамиз: 

lim = Нт = Iim^± = 1.
х—>0 X z—*0 ( 2) z-*0 2
«<0 z>0 z>0

Шундай килиб, формула x<0 булган кол учун кам 
ди. Шундай килиб, биринчи ажойиб лимит формуласи 
ни исталган (манфий ва мусбат) х лар учун исбот килдик.

1-мисол. lim ----------- = lim ------------ = 31im——= 3.
х-»0 х х-»0 ЗХ

= 3 lim
х-»0 Зх

исбот КИЛИН- 
sin х .lim------— 1

x-»0 x

X
„ 1-1 —cos х v 2 sin2 22-мисол. lim----------- = lim-----------

х->0 х х-*о х

X 
sin —-

= lim-------
x-*»0 x

2

• lim sin — = 
х-+0 2

= 1-0 = 0.

- .. tg X sin X ,. sin X3- мисол. lim -5— =lim------- =lim-------
x-»0 x x_»0XCOSX x-»0 x

• lim
x-»OCOS X

= 1-1=1.

, sin2 x 2-sin 2x4-мисол. lim------- =lim----------
x-»o sin 5 x *->o 2x

£
5-sin 5х 5

5х

1

1
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9- §. Иккинчи ажойиб лимит, е сони

Монотон чегараланган кетма-кетликпинг лимити ^акидаги теоре- 
мани ушбу му^им

П->оо \ П /
димитни келтириб чикаришга татбиц этамиз. У иккинчи ажойиб 
лимит деб аталади.
|х„ } = 1 4- —} j сонли кетма-кетликни ^араймиз, бунда п £ N.

(1 \я
14—) бдлган кетма-кет-

лик п-^-оо да 2 ва 3 орасида ётадиган лимитга эга.
Исботи. Исботлашда бу кетма-кетлик усувчи ва чегараланган- 

лигини курсатамиз. Ньютон биноми формуласи
(а 4- ЬУ = ап 4- - а""1 b 4- я(я~') ап~-Ь*+

1 1-2
[ «(« — 1) (п — 2) а,.-зЬй п(п — 1) (п —2). . . (л —(л — 1))

1-2-3 ’ . • - - . j_2.з . .. п

буйича кетма-кетликнинг л-хади ва (п4-1)-хади учун ифодалар- 
ни ёзамиз:

= + 

п(п'~ 1) (л — 2) /_1\з

п —
12-3 ...п (8.1)

+
1-2-3
1

1 -2-3... (п + 1) \ п 4-1/ \ л 1/ \ « 4* I /
ва хп+1 ни таццосласак, хп+1 ^ад хп дан битта мусбат цуши-

' >1-1,1-
X п
лувчига орти^лигипи курамиз. Сунгра 1 — ——- > 1 — 1 , 

«4-1 п
2 2 3 3

~~—— >1 — — . 1------ — >1-------- ва хоказо, булганлиги учун
УЧинчисиДан бошлаб, хп+1 даги хар бир ^ушилувчи хп даги мос 
К^шилувчидан катта. Демак, хя+1 > хп, бу эса умумий ^ади хп = 
^(1 + бУлган кетма-кетлик усувчи эканини билдиради.



Энди бу кетма-кетлик чегараланганлигини курсатамиз. k = 1, 2, 
3, . . . учун р— — 1 эканини айтиб утамиз. У .\олда (8.1) фор.

мула бундай ёзилади:

Хп 1-2 1-2-3 .п

Сунгра
1 11<_L _J_____<± _!_____ <_1_

1-2-3  2»’ 1-2-3-4 2s’ 1-2... и 2я-»
эканлилигини хисобга олсак, (8.2) формулани бундай ёзиш мумкин: 
Xn = i1+^f<1 +1+T + F + --' + li=r=1+(I+T +

Кавсга олинган хадлар махражи q = ва биринчи хади 1 булган 

геометрик прогрессия хосил килади. Шу сабабли 
^-(1+7У<1+^1 = 1 + 2“3-

2

Демак, барча п лар учун куйидагини хосил киламиз:

У > 2 экани келиб чикади.

(8.3)

x„=(>+i)'<3.

/ 1 \л
(8.1) тенгликдан хп = ^1 +

Шундай цилиб, ушбу тенгсизликларни ^осил к;илдик:
2<(i + ^<3.

Демак, умумий ^ади хп =(1 + булган кетма-кетлик чегаралан

ганлигини курсатдик. Шундай цилиб, _) j кетма-кет

лик усувчи ва чегараланган, шу сабабли у лимитга эга (2- §, 3- 
банддаги теорема). Бу лимитни е харфи билан белгилаймиз, яъни 
умумий ^ади хп

лимити е сони деб аталади:

= ^1 -|- J- )я булган кетма-кетликнинг п->- оо даги

е = lim (1 + —)” (8.4)
Л-»со \ п/.

(8.3) тенгсизликлардан 2<е<3 булиши келиб чицади. Теорема 
исбот ^илииди.
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е — иррационал сон, унинг циймати вергулдан кейинги еттита ра
зами билан куйидагига тенг:

« = 2,7182818 ....

2-теорема. (14- — ^функция х-*оо да е сонга тенг ли- 

митга эга:
lim ( 1 + —У = *•

Х-»оо \ х /

И с бот и. Исботланган (8.4) формулада п бутун мусбат киймат- 
ни кабул цилиб чексизликка интилади. Энди х бутун хамда каср 
кийматларни кабул цилиб оо га интилсин.

1) х-> 4- оо булсин. Унинг хар бир киймати иккита бутун мус
бат сон орасида ётади.

п sg х< п + 1.

куйидаги тенгсизликларнинг бажарилиши ^равшан:

п "" х n-f-1

14- —> 14- -> 1 +-Т7’п х п + 1

Агар х-► 4-оо булса, у ^олда л-> оо. Энди^ 14-) функцияни уз 

ичига олган ифэдаларнинг лимитларини топамиз:
lim ( 14- — Г*1 = lim (1 4- — Y* • I1 4- — j = е-1 = е.

/1+_1_Г1=е.(1П = е.
«4-1/ \ «4-1/

Z1-+OO

lim | 1 4- \ — lim 11 4-
\ «4-1/ П—>ОО \

Лимитлар тенг. Демак, оралиц функциянинг лимита ^акидаги теоре- 
мага асосан (6- §, 6- теорема) куйидагига эгамиз:

(-+7Г-

/ t (/-4-1) =
V + J

lim
x—>4-oo

2) x->—оо булсин. Янги x — —(/+ 1) узгарувчи киритамиз. 
х->-— оо да t->- + оо. Бундай ёзиш мумкин:

-1-Г('+,>=Нт
4- 1 / /-,-f-oo
-Y+1= lim 
t / /-♦4-00

= e эканлигини исботладик. Бу тенг- 

==lim txip =J,
*-►4-00 \ t J t-

Шундай ^илиб, lim
*s»±00
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ликда-- =а деб олсак, у холда х-^оо да а->0 (а^=0) га эга-
* ‘

миз ва lim (1 +а)“ =е булиши келиб чицади.
<х-»0

3

l-мисол. lim
Л-*оо

Н+Ау = Нт 

\ П / л-><ю
= e3.

■чг
Р3. I

=е4.
е-».1

Натурал логарифмлар

е — 2,71 . .. булган натурал логарифмлар

Ю- §■

Математикада асоси
катта ахамиятга эга. Улар ln/V билан белгиланади. Шундай ^илиб, 

In yV = log^/V.
Бир асосли логарифмдан боннца асосли логарифмга ушбу форму

ла ёрдамида утилади:
logs Кleg. N =&b logab

Бу ерда t 1 купайтувчи а асосдан b асосга утиш (утказиш) мо

дули деб аталади. Натурал логарифмлардап унли логарифмларга ва 
аксинча угиш формулалари бундай булади:

1п/у =!«£.,
lg е In 10

бу ерда -1— = 2,30258 ............—-— = 0,43429 . . . утиш модули,
lg е In 10

Шундай цилиб, ln.V«2,30261g N, lg У a# 0,4343 InIV.
Сонли хисоблашларда унли логарифмлар хулай, харфий алмаш- 

тиришларда эса натурал логарифмлар цулланилганда купчилик фор
мулалар соддалашади.
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Мисол. In 32,94 ни хисобланг.
Формулага кура 1п32,94» lg 32,94-2,3026. Унли логарифмлар 

жадвалидан lg 32,94» 1,5177 ни топамиз. Демак, In 32,94» 
» 1,5177-2,3026» 3,4947.

Уз-узини т.екшириш учун саволлар

J. Орал и ц функциянинг лимити ^а^идаги теоремани айтиб беринг. 
sin х

2. lim ------- = 1 формулани исботланг.
х-о х

3. Кетма-кетлик лимитининг мавжудлиги _\акидаги теоремани айтиб беринг.

;
4. lim/14—— ) = е формулани исботланг.

П~>оо \ п }

5. liml I | = е формулани исботланг.
x-»w \ X /

6. Кандай логарифмлар системаси натурал логарифмлар деб аталади? Натурал 
системадан унли системага ва аксинча кандай утилади?

7. 314—324, 351—361-масалаларнн счинг.

11- §. Чексиз кичик функцияларни та^ослаш

Келгусида а ва р ни ^умумий аргументлари бир хил лимитга 
интиладиган чексиз кичик функциялар деб тушунамиз. Иккита чек
сиз кичик а ва р функцияни та^цослаш учун улар нисбатининг 
лимитини топиш лозим. Бунда бир неча кол булиши мумкин.

1. Чексиз кичик функциянинг тартиби. а) агар Нт у =0 бул

са, а функция Р функцияга нисбатан говори тартибли чексиз кичик 
функция дейилади. Бу ерда а нолга р га Караганда тезроц инти- 
лади деб айтилади.

1-мисол.  а = х3, р=х ва х->0 булсин. Топамиз:
limx3 = 0, limx = 0.
х-»0 х->0

У холда lim — =lim — — lim х2 = 0. Бу эса а = х3 функция р =х 
fl х-»0 X х-»0

функцияга Караганда юкори тартибли чексиз кичик функция эканини 
билдиради.

б) агар lim — = оо булса, а функция р га нисбатан куйи тар- 
fl

гибли чексиз кичик функция дейилади.
2-мисол. а = х, р = х3 ва х->0 булсин. У колда lim — = 

fl
X 1= lim — =lim — = oo. Бу a = x функция p = x3 функцияга ца- 

_л-»0 X3 x-»0 X2
раганда куйи тартибли чексиз кичик функция эканини билдиради.

Куриб чикилган а) ва б) коллардан келиб чицадики, агар а функ
ция р функцияга Караганда юкори тартибли чексиз кичик функция 
булса, у колда р функция а функцияга каРаганда куйи тартибли147



чексиз кичик функция булади, яъни arap lim — = 0 булса, у хол- 
р

,. Рда Inn — =оо.
а

в) Агар lim — = А ¥= 0 ва А чекли сон булса, у холда а ва р бир 
Р

хил тартибли чексиз кичик функциялар дейилади.
3-мисол. a = sin 5х, р = х ва х->0 булсин. Равшанки, 

limsin5x = 0, limx = 0, у холда 
л->0

fim sin 5х ,.5 sin 5х------- =Iim ----------
х х->-0 5х

5.

Дсмак, а ва Р бир хил тартибли чексиз кичик функциялардир.
2. «о» ва «О» белгилари. Чексиз кичик функцияларни тагцсослаш- 

да «о» ва «О» белгиларидап фойдаланилади. «о» белги юкори- 
poi^ тартибли чексиз кичик функцияни белгилаш учун хизмат цила- 
ди. Агар а чексиз кичик функция р чексиз кичик функцияга 
нисбатан юкорироц тартибли булса, у ^олда бу бундай сзилади: а = 
= о(Р).

Шу параграфдаги 1-мисолда х->0 да а = х3 функция р = хга 
Караганда юкорирок тартибли чексиз кичик функция, шу сабабли 
бундай ёзиш мумкин: х3 = о(х).

«О» белги бир хил тартибли чексиз кичик функцияларни бел
гилаш учун хизмат цнлади. а чексиз кичик функция р чексиз ки
чик функция билан бир хил тартибли булса, бундай ёзилади: а— 
= О(Р). Шу параграфдаги 3-мисолда х->0 да a — sin 5х функция 
р = х билан бир хил тартибли чексиз кичик функция, шу сабабли 
бундай ёзиш мумкин: sin 5х = О (х).

12-§. Эквивалент чексиз кичик функциялар

Агар а ва р бир хил тартибли чексиз кичик функциялар, шу 
билан бирга lim у- — 1 булса, у ^олда улар эквивалент деб атала

ди. Эквивалент а ва р чексиз кичик функциялар учун a — р белги
лаш цабул килинган.

1- мисол. х->0 да sinx-—х, чунки lim-^-^ = 1.
х-»0 X

2- мисол. х->-0 да tgx—х, чунки lim— 1.
х

3- мисол. х —0 да 1п(1 +х)~х, чунки
1

lim — |im ]n (j _|_ — |n e_ j
x-j-0 X x~*0

4- мисол. x-»-0 да I Xs
— COS X ~-----

2
, чунки
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1. Эквивалентлик шарти. Иккита чексиз кичик функция экви- 
валентлигипинг содда белгиси мавжуд.

1-теорема, а ва р чексиз кичик функциялар эквивалент бф 
лиши учун бу функциялар бир-биридан тартиби уларнинг хар 
биринине тартибидан юкорирок булган чексиз кичик функцияга 
фарц цилиши зарур ва етарлидир.

Исботи. а — р айирмани у оркали белгилаймиз. у = а — р 
чексиз кичик функциядир.

Зарур л иг и: а~р булсин, у ни а ва р билан тацкослаймиз: 
lim — =Iim =lim f 1 — -М= 1 — ЦтА = 1 — 1 = 0, 

а а \ а / а

lim -J- = lim - =lim (—----- 1 I =lim —-------1 = 1 — 1=0,
Р Р U / Р

чунки lim — =lim — = 1.
Р «

Шундай килиб, lim — = 0 ва lim — = 0, демак, у — а — р функция 
а Р

а ва р га Караганда юкорироц тартибли чексиз кичик функциядир. 
Етарлилиги: у функция а ва р га нисбатан юкорирок, тар

тибли чексиз кичик функция булсин, яъни

lim— = 0 ва lim — = 0. 
а Р

Алмаштириш бажарамиз:
lim — =lim а~^ =1 jm ( 1-----— )= 1 — lim — ,

а а \ а / а
бундан

1 — lim — = 0 ва lim — = 1
а а

ёки
lim — =lim = limI —----- 1 i =lim —------1,

P P \P / P ’
бундан

lim——1=0 ва lim—= 1.
P P

Шундай цилиб, a — p. Теорема исбот цилинди.
Амалистдаги купчилик масалаларда шу теорема муносабати билан 

I чексиз кичик функцияларни уларга эквивалент чексиз кичик функ
циялар билан алмаштириш мумкин, яъни a« р (та^рибан тенг) деб 

jj хисоблаш мумкин. Такрибий хисоблашларда бундан кенг фойдала- 
нилади. Масалан, кичик х ларда (х-> 0 да) ушбу такрибий тенглик- 
ларни тугри деб хисоблаш мумкин:
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sinx»x,rtgx«x,'ln(l -f-x)«x ва цоказо.
2. Лимитларни хисоблашда чексиз кичик функцияларни экви

валент чексиз кичик функциялар билан алмаштириш. Лимитларни 
хиссблашда ушбу тесремадаи фойдаланилади.

2-теорема. Иккита чексиз кичик функция нисбатининг ли
мити уларга эквивалент чексиз кичик функциялар нисбатининг 
лимитига тенг.

Исботи. а, р — чексиз кичик функциялар ва а —
булсин, — нисбатнинг лимитини топамиз:

Р

а
ai

ai

К — =lim — -lim— • lim —
Р «1 Pi Р

чунки lim — = 1, lim — — 1. 
а, Р

Шундай килиб, lim— =lim—. 
Р Pi

Теорема исбот килинди.

m i. in (1-ь 2 х) .. 2x ,. 110-мисол. lim—1—!-----— = lim --------= lim — = oo.
x-*0 sin2 2x x^o (2x)2 x->0 2x

13- §. Функциянинг узлуксизлиги

1. Аргумент ва функциянинг орттирмалари. y = f(x) функция 
(а, Ь) интервалда аницланган булсин. Ихтиёрий х0£(а, Ь) нуцтани 
оламиз, унга функпиянинг y0—f(x0) циймати мос келади (69-шакл). 
Бошк.а х£(а,Ь) нуцтани оламиз, унга функциянинг y — f(x) цийма
ти мос келади. х — х0 айирма х аргументнинг х0 нуцтадаги орт- 
т и р мае и дейилади ва Дх билан белгиланади. /(х) — f(x0) айирма 
/ функциянинг аргумент орттирмаси Дх га мос орттирмаси дейила

ди ва Д у билан белгиланади. Шун
дай цилиб, Д х = х— х0, Ду = f(x)— 
— f(x0). Бундан х = х04-Дх, у 

y.i(x) цолда
Ьу = ?(х0 + Ьх)-ф(х0).

\х ва Ду орттирмаларни эгри чи- 
-----—х зик буйлаб царакатланаётган нуцта 

координаталаринипг узгариши деб 
69- шакл.-------------------- аталади.
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>
2. Функциянинг ну^тадаги 
узлуксизлиги.

I 1-таъриф. Агару = /(х) 
функция х0 нуктада ва унинг 

«■. атрофида аникланган булиб,
limf (х) = / (х0), (12.1)
х->х„

яъни функциянинг ха нуктада- 
ги лимита унинг шу нукта- 
даги цийматига тенг булса, 
у — [ (х) функция х0 нуктада 
узлуксиз деб аталади. Бу таъриф

2- та ър иф. Агар у = /(х) функция х0 нуктада 
да аникланган булиб, исталган е > 0 учун шундай 
булсаки, |х — х0|<6 шартни каноатлантирадиган

70- шакл.

ушбу таърифга тенг кучли.
ва унинг атрофи- 

б > 0 мавжуд
исталган х учун

|f(x) —f(x0)|<e (12.2)

тенгсизлик тугри булса, у =f (х) функция х0 нуктада узлуксиз деб 
аталади.

Агар (12.2) тенгсизликни куйидаги
lim [/(х) — /(х0)] = 0
x-»xt

куринишда сзсак, ундан lim/(x) = / (х0) келиб чикади. Шундай ки- 
х-*х#

либ, 1-таъриф ушбу таърифга тенг кучли. Куйидаги таъриф хам 
юкоридагиларига тенг кучлидир.

3-таъриф. Агар у = /(х) функция х0 нуктада ва унинг атро
фида аникланган булиб, аргументнинг чексиз кичик орттирмасига 
функциянинг чексиз кичик орттирмаси мос келса,яъии

НтДу = 0 (12.3)
Дх—»0

булса, функция х0 нуктада узлуксиз дейилади. 70- шаклда функция 
х0 нуктада узлуксиз, чунки (12.3) шарт бажарилади, 71-шаклда эса 
функция х0 нуктада узлуксиз эмас, чунки бу шарт бажарилмаган.

1-мисол. у = х2 функция х0 = 1 нуктада узлуксизлигини кур- 
сатипг. Бу функция барча каткий сонлар учун аникланган. Ду ни 
тузамиз:

Ду = /(^о + Ах)—/(хи) = (1 +Дх)2—12 = 
= 1 +2Дх + (Дх)2 —1 =2 Дх + (Дх)2.

Демак, lim Ду = Iim(2 Дх + (Д х)2) = 0. Шундай килиб, limДу = 
Дх-,0 Дх-»0 Дх—>0

= 0, демак, у = х2 функция х0 = 1 нуктада узлуксиз, 1-таъриф ва 
(12.1) формулага кайтайлик. Функциянинг нуктадаги биртомонлама 
лимитлари узаро тенг булганда, яъни

lim/(x)=/(xo-O)=f(xo + O)
х—>хв
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да ва фацат шундагина функ- 
уж/(Х) циянинг лимити мавжудлиги

— « маълум. Шу сабабли 1-таъ-
Г(х.-ах)-Г(х.) риф цуйидаги таърифга тенг

кучли.
Г<х«-дЛ)

w X
4- т а ъ р и ф. Функциянинг 

чап ва унг лимитлари х0 да 
мавжуд га узаро тенг булса,

°| -•ДА

71- шакл. у = f (х) функция х0 нуктада 
узлуксиз деб аталади. Бу таъ-
рифдан куринадикп:

1) f(x) функция х0 нуктада ва унинг атрофида аникланган,
2) бир томонлама лимитлар мавжуд ва улар узаро тенг:

/(хо-О) = Дхо + 0);
3) бу умумий лимит функциянинг х0 нуктадаги лимитига тенг. 

Яна (12.1) таърифга цайтамиз ва уни бундай кайта ёзамиз:’ 
lim/(x) — Hlimx).
Х-»Х, \х-»х. )

Ушбу даъво бунинг патижасидир.
Агар функция х0 нуктада узлуксиз булса, у холда бу нуктада 

лимит ва функция белгиларин инг урипларини алмаштириш мумкин.
2-мисол. lim In (х21) = In Iim(x2+ 1) = In2.

X—>1 X—*1

3. Бир томонлама узлуксизлик.
5- таъриф. Агар у = f (х) функция (а, х0] ораликда аниклан

ган ва lim/(х) =/(х0) булса, бу функция х0 нуктада чапдан уз-
х-»х,—О 

луксиз деб аталади (71-шакл).
6- таъриф. Агар y = f(x) функция [х0, Ь) ораликда аникланган 

ва 1 im / (х) = f (хп) булса, у колда бу функция х0 нуктада унгдан
х-»х,-(-0

узлуксиз деб аталади.
У з-у з и н и текшириш учун саволлар

1. Иккита чексиз кичик функцияни такцослаш нимадан иборат?
2. Чексиз кичик функцияларни тацкослашда <о> ва «О» белгиларидан кандай 

фойдаланклади?
3. К,айси колда бир чексиз кичик функция иккинчи чексиз кичик функциядап юко- 

рироц тартибли чексиз кичик буладь. Куйирок тартибли чексиз кичик булади?
4. Кайе и к°лда иккита чексиз кичик функция эквивалент булади?
5. Иккита чексиз кичик функция эквивалентлигининг зарурий ва етарлн алома- 

тини келтиринг.
6. Эквивалент чексиз кичик микдорларга мисоллар келтиринг.
7. Лимитни хисоблашда эквивалент чексиз кичик функциялардан кандай фойда- 

ланилади? Тегишли теоремапи исботланг.
8. у = f (х) функциянинг х0 нуктада узлуксизлиги таърифини келтиринг ва гео

метрик талкин этинг.
9. Узлуксиз функция учун лимитга утиш коидаси нимадан иборат?
10. у = f (х) функциянинг х0 нуктада чапдан ва унгдан узлуксизлиги таърифла- 

рини айтиб беринг.
11. 325—335, 345—350, 363—378, 221, 323, 224- масалаларнн ечинг.
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14- §. Нуктада узлуксиз функцияларнинг хоссалари

1. Йигиндининг узлуксизлиги.
1- теорема. Агар f (х) ва ср(х) функциялар х0 нуцтада узлук

сиз булса, у цолда f (х) ± ср (х) функция цам х0 нуцтада узлуксиз 
функциядир.

Исботи. /(х) ва <р(х) функциялар х0 нуктада узлуксиз булган- 
лиги учун lim f(x) = f(x0) ва lim ср (х) = ср (х0) бу’лади. /(х)±<р(х) 

х-*х0 Х-^ХО
функция лимитини топамиз:

Ит [/'(х) ± ср (х)] = lim [(х) ± 1 im ср (х) = f (х0) ± ср (х0).

Шундай килиб, lim [/ (х) ± ср (х)| = f (х0) ± ср (х0). Демак, f (х) ± 
х-*х,

± Ф W функция х0 нуктада узлуксиздир.
2. Купайтманинг узлуксизлиги.
2- теорема. Агар f(x) ва ср(х) функциялар х0 нуцтада узлук

сиз булса, у холда /(х)-ср(х) купайтма хам х0 нуцтада узлуксиз 
функциядир.

Исботи. /(х) ва ср(х) функциялар х0 нуктада узлуксиз бул- 
ганлиги учун:

lim /(x) = f(x0) ва lim ср(х) = ср(х0).
х-»х0 х-,х„

Бу функциялар купайтмасининг лимитини топамиз:
lim / (х) -ср (х) == lim / (х) ■ lim ср (х) = f (х0) • <р (хп).
х—х0 х-»х0 х->хв

Демак, /'(х)-ср(х) функция х0 нуктада узлуксиз функциядир.

3. Булинманинг узлуксизлиги.
3-теорема. Агар / (х) ва ср(х) функциялар х0 нуцтада узлук- 

i (х) сиз булиб, ср (х„) =/= 0 булса, у цолда уларнинг булинмаси цам 
ф(х) 

хв нуцтада узлуксиз функциядир.
Исботи. /(х) ва ср(х) функциялар х0 нуктада узлуксиз булган- 

лиги учун lim/(x) = /(х„) ва limcp(x) = ср (х0) =/= 0. Бу функциялар 
х->х0 х->х0

б^лиямасининг лимитини топамиз:

/ Оо) 
Ф(*о)

Демак, функция х0 нуктада узлуксиздир.
<Р (х)

4. Мураккаб функциянинг лимити ва узлуксизлиги. Ушбу тео
рема уринли булиб, биз уни исботсиз келтирамиз.

4-теорема. Агар limcp(x) — у0 ва lim f(y) лимитлар мавжуд 
и->у. 
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булса, у .\олда х0 ну упада, Дф(х)] мураккаб функция мавжуд, ту 
билан бирга

li'm/[tp(x)| = lim /(у).
X-T>Xe у—*у9

Бу теорема лимитларни х узгарувчидан янги у узгарувчига утиб хи
соблаш имкониии беради.

5- теорема. Агар у = <р(х) функция х0 нуктада узлуксиз, ту 
билан бирга <р (х0) = yQ булиб, f (у) эса у0 нуупада узлуксиз функ
ция булса, у холда /[<р(х)] мураккаб функция х0 нуупада узлук
сиздир.

Исботи. /(у) функция у0 нуктада узлуксиз булганлиги учун 
функция узлуксизлигининг 2-таърифига кура исталган е>0 учун 
шундай т] > 0 мавжудки, \у — у0 j < г] шартни капоатлантирадиган 
барча у лар учун

|/G/)~/(Ю1 <е
тенгсизлик бажарилади. Бирок, у — <р (х) функция хам х0 нуктада 
узлуксиз, бинобарин, цандай г] > О сон берилган булмасип, шундай 
6>0 мавжудки, ’х— х0|< б шартни цаноатлантирадиган исталган 
х учун |<р(х) — <Р (х0) | <С т| тенгсизлик бажарилади. Булардан келиб 
чикадики, кандай е > 0 берилган булмасин, шундай б > 0 мавжуд
ки, | х — х01 < б шартни каноатлантирадиган исталган х учун | <р (х) — 
—(р(хо)1<11 ёки \у— У о | < Л тенгсизлик бажарилиши билан ушбу 
тенгсизлик хам бажарилади:

I/G/) —/({/о)1<8
ёки

/ I<pW1|<8-
Бу эса /’ [<р (х)] мураккаб функция х0 нуцтада узлуксиз эканини бил- 
диради. Теорема исбот килинди.

Эслатма. Мураккаб функция узлуксиз булган холда лимит ва 
функция белгиларининг уринларипи алмаштириш мумкин, яъни

lim / [<р(х)] = /[lim <р(х)].
X—>х0

5. Асосий глементар функцияларнинг узлуксизлиги.
6- теорем а. Асосий элементар функциялар узлари аницлан- 

ган барча нукталарда узлуксиздир.
Мисол сифатида у — sin х функция узи ани^ланган дар бир х 6 R 

нуктада узлуксизлигини курсатамиз.
х0 нуцтани белгилаймиз ва Ду орттир.мани тузамиз:

Ду = /(х0 + Дх) ~/ (хо) = sin(x0 -Ь Д х) — sinx0 = 2cos(x0 +

Хрсил килинган функциянинг орттирмасини бахолаймиз:
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| А у |< 21 sin — j < A x, чунки кичик бурчаклар учун sin a<Za 

■ тенгсизлик исботланган эди. Энди лимитга утамиз: lim А у = 0.
Дх->0

Демак (нуктада узлуксизликнинг учинчи таърифига кура), sin х 
функция х0 нуктада узлуксиз. Бирок ха сон тугри чизигининг 

/исталган нуктаси, демак, у = sinx функция сонлар укининг истал- 
| ан нуктасида узлуксиздир.

6. Элементар функцияларнинг узлуксизлиги. Бу параграфнинг 
| 1—5-бандларидаги барча теоремаларни хисобга олсак, ушбу тео-

ремани таърифлаш мумкин.
7- теорема. Барча элементар функциялар узларининг аниц- 

1 лани'.и сохаларида узлуксиздирлар.
7. Ишора тургунлиги.
8- теорема. Лгар y — f(x) функция х0 нуктада узлуксиз бул- 

I са, у холда бу нуктанинг шундай б>0 атрофи мавжудки, унда
бу функция х0 нуцтадаги ишорасиии саклайди.

Исботи. у = j(х) функция х0 нуктада узлуксиз шу билан бир- 
I га /4хо)>0 булсин. Функциянинг х0 нуктада узлуксизлигидан келиб 
I чикадики, исталган в > 0 учун шундай 6 > 0 мавжудки, х„ нукта

нинг 6 атрофига тегишли барча нукталар учуй |/(х)—/(х0) | < в 
! тенгсизлик бажарилади. Уни тенг кучли тенгсизликларга алмашти

рамиз: —в < / (х) —/ (х0) < +е ёки / (х0)—в < / (х) </ (хД 4-е. / (х0) > 
>0 булгани учун / (х0) 4-& 2> 0 булади. е>0 шундай кичик бул- 
синки, /(хп) — е>0 булсин. У холда f(х) иккита мусбат сон ора- 
сида булади, бу эса х0 нуктанинг 6 атрофига тегишли барча х 

| ларда /(х)>0 булишини билдиради.
/ (х) < 0 булган холни кам шунга ухшаш исботлаш мумкин. 

Теорема исбот килинди.

15-§.  Узилиш нукталари ва уларнинг турлари

1-таъриф. Агар х0 нуктада у = f (х) функция учун куйидаги 
шартлардан камида биттаси бажарилса, х0 нукта /(х) функциянинг 
узилиш нуктаси, функциянинг узи эса узлукли функция деб ата
лади:

1) функция х0 нуктада аникланмаган;
2) функция х0 нуктада аникланган, лекин /(х0— 0) ва 7(хо4-О) 

бир томонла.ма лимитлардап камида бири мавжуд эмас;
3) функция х0 [нуктада аникланган, бир томонлама лимитлар 

мавжуд, лекин узаро тенг эмас;
4) функция х0 нуктада аникланган, бир том зн лама лимитлар 

мавжуд ва узаро тенг, лекин улар функциянинг бу нуктадаги кий- 
Матига тенг эмас: / (х0 — 0) = / (х0 4- 0) =/= f (х0).

Уч турдаги узилиш нукталари фарк. килинади.

155



1. Йуцотиладиган (четлатиладиган) узилиш.
2-таъриф. х0 нуктада у — f (х) функция аникланмаган, бирок 

бир томонлама лимитлар мавжуд ва узаро тенг, яъни /(х0 —0)=? 
= /(хо + 0) булса, х0 нукта йуцотиладиган узилиш нуктаси 
аталади.

Бу нуцтанинг бундай аталишига сабаб шуки функпиянинг бу 
нуцтадаги циймати сифатида бир томонлама лимитларнинг циймат- 
ларини оладиган булсак, биз гуё функцияни шу нуцтада янгидац 
аницлаб, узилишпн йуцотамиз.

1-мисол. х0 = 0 нуцта/(х) =функциянинг узилиш нуц. 

тасидир.

Бироц, lim ------— 1 ва lim -— = 1, яъни [ (— 0) = / (+ 0)
х—4-0 х х-»-0 X

бир томонлама лимитлар мавжуд ва узаро тенг, аммо /(х) мав
жуд эмас, демак, х0 йуцотиладиган узилиш нуктаси,/(0) =/(—0)== 
= /(+0)= 1 Деб оламиз. Шу билан узилиш нуцтасипи йуцотамиз 
(72- шакл).

2. Биринчи тур узилиш нуцтаси.
3-таъриф. Агар функция х() нуктада аницланган ёки аницлан- 

маган, лекин бир томонлама лимитлар мавжуд ва у’заро тенг бул- 
маса, яъни f (х0 —- 0) =/= f (х0 + 0) булса, бу нуцта биринчи тур 
узилиш нуктаси деб аталади. h = /' (х0 4- 0) — /(х0 — 0) сони функ- 
цияиивг х0 нуцтадаги сакраши деб аталади (73- шакл).

2- м и с о л. I' (х) = — функция х = 0 нуцтада аницланмаган. X
| X I + X

/ (+ 0) = lim -— = lim — = 1, 
х—>4-0 X х->4-0 X

/ (-—0) = lim—- = lim ------ = — 1,
х-»—О X х->—0 X

яъни f (+ 0) Ф f (— 0) ва Л = 1 — (— 1) = 2.
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Демак х0 —биринчи тур узилиш нуктаси (74- шакл).

I <3. Иккинчи тур узилищ нуктаси.
I 4-таъриф. Агар х0 нукгада бир томонлама лнмитлардап ками- 

да бири мавжуд эмас ёки чексизликка тенг булса, х0 нукта иккин- 
чи тур узилиш нуктаси деб аталади.

1__
у _  1

3-мисол./(х) =2 функция х=1 нуктада мавжуд эмас (75- 
шакл):

_ i_
/(1—0)= lim 2* *=2—°° = 0,

х-Я —0

I_
/(H-0) = lim2X“‘ ==2°°=оо.

х-Л+0

Демак, х = 1 — иккинчи тур узилиш нуктаси.

76- шакл.
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4-мисол. /(х) = sin—функция х = 0 нуцтада аникланмаган 

(76-шакл). /(± 0) = lim sin — тайип лимитга эга эмас, демак 
х = 0 —иккинчи тур узилиш нуцтаси.

16-§.  Кесмада узлуксиз функцияларнинг хоссалари

1- таъриф. y = f(x) функция (а, Ь) ораликнинг ^ар бир нуц- 
тасида узлуксиз булса, у бу ораликда узлуксиз функция деб ата
лади.

2- таъриф. у = f (х) функция \а, 6] кесманинг барча ички нук- 
таларида узлуксиз ва унинг охирларида бир томонлама узлуксиз 
булса, бу функция шу кесмада узлуксиз деб аталади.

Кесмада узлуксиз функцияларнинг баъзи хоссаларипи исботсиз 
келтирамиз.

1. Функциянинг чегараланганлиги ^а^идаги теорема. Агар y=f(x) 
функция [а, 6] кесмада узлуксиз булса, у шу кесмада чегаралан
ган функциядир, яъни шундай узгармас чекли т, М сонлар 
мавжудки, барча х£[а, &] кийматлар учун т < / (х) < М тенг- 
сизликлар уринли.

Агар интервал ёки ярим интервал олипадигап булса хосса тугри 
булмаслиги мумкин. Масалан, / (х) = — функция (0,1) ёки (0,1] да 

X 
узлуксиз, бирок чегараланмаган, чунки ^ар кандай М > 0 сон ол- 

майлик, шундай кичик х топиш мумкинки, — >Л1 булади.
X

2. Функциянинг энг кичик ва энг катта ^ийматининг мавжуд- 
лиги ^акидаги теорема. Агар y — f(x) функция [а, 6] кесмада уз
луксиз булса, у холда у бу кесмада узининг энг кичик ва энг 
катта цийматига эришади, яъни шундай хх, х2 £ [а, Ь] мавжудки, 
барча х £ [а, Ь] учун / (хх) > / (х) ва f (х2) < f (х) тенгсизликлар 
уринли булади.

С

78- шакл
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79- шакл.

х■X

80- шакл.

77-шаклда х£[а, Ь] учун f(x2)^f(x) ва /(6) >/(*)■ /(<>)функ- 
циянинг кесмадаги энг катта, /(х2) эса энг кичик циймати.

Агар интервал ёки ярим интервал оаинса, хосса тугри булмас- 
лиги мумкин. Масалан, х£(0,1) учун f(x)=x узлуксиз, лекин энг 
кичик ва энг катта кийматларни курсатиш мумкин эмас (78-шакл).

3. Оралик анимат ^а^идаги теорема. Азар у — f (х) функция 
[й,Ь| кесмада узлуксиз бйлиб, шу билан бирса т ва М лар 
функциянинг [а, (>| доги энг кичик ва энг катта цийматлари

I булса, у %олда функция шу кесмада т ва М орасидаги барча ора
лик кийматларни цабул килади, яъчи т<и<Л4 шартни хано- 
атлантирадиган исталган р. сон учун камида битта х= с£[а,Ь] 
шундай нукта мавжудки, унинг учун f (с) = а тенглик ту ври бу- 

5 лади (79- шакл).
Бу хоссани, соддарэ:^ бундай ифодалаш мумкин: х аргумент их

тиёрий ораликда узгарганда, узлуксиз /(х) функциянинг цабул этган 
кийматлари бирорта оралицни туташ тулдиради. 79-шаклда /(с3)== 
= |i, /(с2) = [х булган иккига с2 ва с2 нущта мавжуд.

4. Функциянинг нолга айланиши ^а^идаги теорема. Агар у = 
— f (х) функция [а, 6| кесмада узлуксиз ва кесманинг охиоларида 
турли 11'морали хийматлапни хаб у л хилса, у холда [а, 6| кесмада 
камида битта шундай ну купа мазжудки, бу нухтада функция- 
нинг киймати нолга тенг булади.

80-шаклда /(6)>0, /(а)<0 вз xt, х2, х3 нуцталарда график 
Ох у^инн кесиб у гади, демак, /(хх) = 0, /(х2) = 0, /(х3) = 0.

Уз-узини текшириш учун саволлар

1. Узлуксиз функциялар устида арифметик амалзар ^ацндаги теоремаларни
таьрифланг ва исботланг.

2. Узлуксиз функциялардан тузилган мураккаб функциянинг узлуксизлиги \ai;n-
даги теоремани таьрифланг ва исботланг.I 159



3. Асосий элементар функцияларнинг узлуксизлиги хасида ниыа дейиш 
кин? Элементар функциялар ха^ида-чи?

4. Узлуксиз функция ишорасининг тургунлиги хакидаги теоремани таъви*»
ва исботланг. * “Ь'анг

5. Кесмада узлуксиз функцияларнинг хоссаларини таърифлаб беринг.
6. Функциянинг узилиш нуцтаси деб нимага айтилади?
7. Йуцотиладиган узилиш нуктаси деб нимага айтилади? Мисол келтиринг.
8. Биринчи тур узилиш нуцтаси деб нимага айтилади? Мисол келтиринг.
9. Иккинчи тур узилиш нуктаси деб нимага айтилади? Мисол келтиринг.
10. 225—239- масалаларни ечинг.



З-боб
БИР УЗГАРУВЧИ ФУНКЦИЯСИНИНГ ДИФФЕРЕНЦИАЛ

Х.ИСОБИ

1- §. Функциянинг хосиласи, унинг геометрик ва] механик маъноси

1. Функциянинг нуктадаги хосиласи. y = f(x) функция (а, Ь) 
интервалда аникланган булсин. (а, Ь) интервалга тегишли х0 ва 
хв4-Дх нуцталарни оламиз.

у = f (х) функциянинг бу нуцталардаги кийматлари f(x0) ва f(x0 + 
+ Дх) дан функциянинг Ду = f (х0 + Дх) — f (х0) ортгирмасини ту- 
замиз. У аргумент Дх га узгарганда функция канчага узгарганини 
курсатади. нисбатни цараймиз. Уни аргумент Дх га узгарганида 

функциянинг уртача узгариши деб аталади.
1-таъриф. Функция орттирмаси Ду нинг аргумент орттирмаси 

Дх га нисбатиникг Дх нолга интилгандаги лимити у — /(х) функ
циянинг х0 нуктадаги хосиласи деб аталади.

Бу лимит ушбу белгилардан бири билан белгиланади:

У', /'W,
dx dx

Шундай килиб,
f (х0) = lim = lim 7^о +Ax)-f (х0) .

Дх->0 Дх Дх—,0 Дх

Агар бу лимит мавжуд (яъни чекли сонга тенг) булса, росила "х0 
нуктада мавжуд деб аталади.

2-таъриф. Агар lim — = lim ' ~ ' (*о) —од булса, у—
Дх—>0 Дх Дх->0 Дх

==/(х) функция х0 нуктада чексиз хосилага эга деб айтилади.
Агар хосила таърифида Дх-*— 0 ёки Дх-* + 0 булса, бир то- 

монлама хосилаларга эга буламиз, улар /^(х0) ва /]_(х0) билан бел
гиланади хамда

Г, (х0) = lim — — х0 нуктадаги унг росила, 
дх->+о Дх

Г (х0) = lim — — х0 нуктадаги чап хосила.
“ Дх-»-0 Дх

. У = f(x) функциянинг х0 нуктада хосиласи мавжуд булиши учун 
Унг ва чап косилалар мавжуд ва тенг, яъни
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= ш 
булиши зарур ва етарли- 
дир.

Хосилани топиш жараё
ни функцияни дифферен
циаллаш деб аталади.

2. Хосиланинг геомет
рик маъноси. Бирор (а, Ь) 
интервалда аникланган у = 
= f (х) функция берилган 
булсин. Унга мос эгри чи
зик L да М(х0,у0) ва 
АГ(х0 + Дх; у0 + Д1/) нуц- 
таларини оламиз. Эгри чи- 

зикнинг иккита нуктасипи туташтирувчи тугри чизик кесувчи деб 
аталади (81- шакл). N нукта L эгри чизикда харакатланиб, М га 
якинлашса, A1.V кесувчи М нукта атрофида бурила бэшлайди.

3-таъриф. Эгри чизик L га унинг М нуктасида утказилган 
уринма деб, N нукта L эгри чизикда каракатлана бэриб, М нукта- 
га(интилганда MN кесувчи оладиган МТ лимит вазиятига айти
лади.

Шаклда уринма Ох ук билан а бурчак, кесувчи эса 0 бурчак 
Косил килади. Д М N К дан tg0 = — экани куриниб турибди. Эгри 

Дх
чизик L буйлаб N^~M да Дх-> О булади ва 0->-а. Бу эса бун
дай ёзилади:

liin tg0 = lim — ,
Дх-»0 Дл-»0 Дх

Бирок, lim tg 0 = tg а ва lim = f' (х0), демак, у' = /' (х0) = tga. 
Дх—0 [Дх—-о Дх

Шундай килиб, y — f(x) функциянинг х0 нуктадаги косиласи 
эгри чизикка абсциссали М нуктада утказилган уринманинг Ох 
укнинг мусбат йуналиши билан косил килган бурчагининг танген- 
сига тенг. Хогиланинг геометрик маъноси ана шундан иборат.

3. Хосиланинг механик маъноси. Бирор М нукта тугри чизикда 
Каракатланаётган булсин (82-шакл). Бирор Мо бошлангич вазиятдан 
М нуктагача кисобланадиган s масофа t вактга боглик, яъни s ма
софа t вактнинг функцияси булади:]

s = /(/).

Вактнинг бирор t моментида М нукта Ма бошлангич вазиятдан’ s 
ь масофада, навбатдаги бирор t + Д t мо-
I Is, д ментда эса бу нукта N вазиятда бош-

ин--------- — 5 лангич вазиятдан s + As масофада
булсин. Шундай килиб, Д/ вакт ора- 

82- шакл. лигида нукта Д s масофани утган,
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£ьни s катталик As га узгарган булади. Нуцтанинг А / вакт ичида 
уртача харакат тезлиги булиши равшан. Бирок, Jim ц?рт =

д <j
₽= и — берилган I моментдаги харакат тезлиги, lim—— s' эса хоси- 

д/—о Д t
да. Шундай килиб v = s', яъни тезлик йулдан вакт буйича олинган 
Косила. Хссилапинг механик маъноси ана шундан иборат.

2- §. Функциянинг дифференциалланувчанлиги

1- таъриф. Агар у — f(х) функция х0 нуктада чекли хосилага 
эга, яъни f (xn) = lim — чекли сон бхлса, бу функция шу нуцта-

дх-оА х
Sa цосилага эга дейилади.

2- таъриф. Агар у = /(х) функция (с, Ъ) интервалнинг хар бир 
[нуктасида хосилага эга булса, у шу интервалда дифференциалла
нувчи деб аталади.

3- таъриф. Агар tj = f (х) функция [а, Ь] кесманинг барча ички 
нуцталарида дифференциалланувчи хамда чекли бир томонлгма f'+(a) 

’ва х.оеилалар мавжуд булса, бу функция шу кесмада диф- 
ференциалланувчи деб аталади.

Функциянинг узлуксизлиги ва дифференциалланувчанлиги орасида- 
ги бокланишни белгилайдиган куйидаги теоремани исботлаймиз.

Теорема. Агар y = f(x) функция х0 нуктада дифференциал
ланувчи булса, у шу нуктада узлуксиздир.

Исботи. г/ = /(х) функция хп нуктада дифференциалланувчи 
булгани учун таърифга кура ушбу тенглик уринли:

[lim — = /' (х0) — чекли сон.
Дх-»оДх

Лекин 5-теоремани (1-боб, 5-§) цулланиб бундай ёзиш* мумкин: 

¥=Г (х№
А х

бу ерда Ах Ода а —чексиз кичик функпиядир. Бундан Ау = 
— f (х0) А х + а А х. Бу тенглик А х ->■ 0 да А г/ -> 0 булишини курса- 
тади, яъни НтДу = 0. Бу эса y = f{x) функция х0 нуцтада узлук- 

Дл-»0
сизлигини билдиради (1-боб, 12-§, 3-таъриф).

Тескари даъво, умуман айтганда, тугри эмас, чунончи бирор 
нуцтада узлуксиз, лекин бу нуцта дифференциалланувчи булмаган 
функциялар мавжуд.

Ушбу функцияни царайлик (83- шакл):

У = f(x) = |х| =
х, агар х>0,
О, агар х = О, 

—х, агар х<0.
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Бу функция х нинг барча цнймат- 
ларида аницланган ва барча нуцта- 
ларда, хусусан х = 0 нуцтада уз
луксиз. У шу нуцтада дифферен
циалланувчи эмаслигини курсата
миз. Хосиланинг геометрик маъно- 
сидан /_ (O)=tg 135’= — 1, f'+ (0) = 
= tg45° = l келиб чицади. Шун
дай килиб, /1(0) =#/1(0). Бу эса 
х = 0 нуцтада цосила мавжуд эмас
лигини, яъни функция дифферен
циалланувчи эмаслигини билдиради.

3- §. Дифференциаллашнинг асосий цоидалари

1. Узгармаснинг хосиласи.
1-теорема. Узгармаснинг хосиласи нолга тенг:

С' =0.
Исботи. х аргумент Дх орттирма олганида у функция ушбу 

орттирмани олади:
Д у= / (х Д х) — /(х) = С — С =0.

Демак, у' = lim — = 0. Шундай цилиб, у' = 0 ёки С == 0. 
дх-s-oА х

2. Йигинди, купайтма ва булинманинг хосиласи.
2-теорема. Агар и(х) ва и(х) функциялар х0 нуцтада диф

ференциалланувчи булса, у холда уларнинг алгебраик йигиндиси, 
купайтмаси ва булинмаси (махражи нолга тенг булмаса) хам шу 
нуктада дифференциалланувчидир.

Бунда цосилалар ушбу формулалар буйича толилади:

а) (u±v)' = и' ±v',
б) (u-v)' = u'v + v'-и,
Ju\' u'v — v'u

в> (-»-) ■——•
Исботи (б^лиима учун). = булсин, бу ерда

и(х)#0. х0 циймат Дх орттирма олганида и ва и функциялар Ди 
ва Ди орттирмалар, у функция эса Ду орттирма олади. Ду орттир
мани царайлик:

д у = f (х, + Д х) - f (х.) - „(,о+м- - -

и (х„ + А х) и (х„) — у (х„ + А х) и (хп)  
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r

_ |u (x0 + A x) — a (x0)] v (x0) — [v (x0 + A x) —1> (x0)] и (x„) 
v(x0) • v (XO +Ax)

_ V (x0) • a a - u (x0) A v .
f (x0) W (ХО + A x)

и (x) ва v (x) функцияларнинг дифференциалланувчанлигига асосан: 
lim-^- = u', lim — — v', lim v (x0 + Ax) = u(x0).

A v_»o A X Дх—>0 A X Ax-»0

Демак,

u'v — uv'
V2

шундай килиб,

У’ = ёки

а) ва б) формулалар хам шунга ухшаш исботланади.
Бу теорема кушилувчилар ёки купайтувчилар исталган чекли сон 

булганида ^ам тугри булади.
Натижа. Узгармас купайтувчини росила белгисидан ташкарига 

чицариш мумкин, яъни (Си)' = Си', бунда С — узгармас сон.

4- §. .Мураккаб функциянинг ^осиласи

Теорема, у = f (и) ва и = ср (х) дифференциалланувчи функ
циялар булсин. Мураккаб f (и) функциянинг эркли узгарувчи х 
буйича уосиласи бу функциянинг оралиц аргументи буйича хоси- 
ласининг оралик аргументининг эркли узгарувчи х буйича косила- 
сига купайтмасига тенг, яъни

&'х = • <(*)•
И с бот и. и — ср (х) функция х = х0 нуктада, у = f (и) функция 

эса и0 = ф (х„) нуктада дифференциалланувчи булсин. У хрлда 
lim = f (и0) мавжуд. Бундан цуйидаги келиб чикади:
Au-rt-O А и

— = /' (и0) 4- <х ёки \у = f' (и0) А и + а А и, 
А и

бунда Azz—>0 да а — 0. и=ф(х) функция х — х0 нуктада диф
ференциалланувчи булганлиги учун lim = ф' (х0) мавжуд, бун- 

дх->о А х
Дан куйидаги келиб чицади: —— = ф' (х0) + р ёки Аге = ф' (х0) Ах + 

Ах
+ РАх, бунда Ах-» 0 да 0-0. Дх— 0 да Ди- 0 булишини 
айтиб утамиз (чунки и = ф(х) функция узлуксиз булиб, бу унинг 
ДИфференциалланувчанлигидан келиб чикади). Энди А и нинг кий- 
матини А у га цуямиз:

165



&y = f'(u0) ■ q>'(x0)Ax + f (u0)P А x -f-a<p'(x0) Дх + офД X. 
Сунгра Д у пи Д х га буламиз ва Д х -> 0 да лимитга утамиз:

Ух = lim 4^- = lim [/' (u0)<р' (х0) + f (и0)₽ + аф' (x0) + =
Дх—,0 Дх Дх—>0

= Г (»о) • ф' W-
Демак, исталган х нуцтада: у'х= f’u(u) • q/_(x). Теорема исбот килин- 
ди.

У з- у з и н и текшириш учун саволлар

1. Функциянинг берилган ну^тадаги \осиласи таърифини беринг.
2. Чексиз росила таърифини беринг.
3. Бир томоилама ^осилалар деб нимага айтилади?
4. Чизикца берилган нуктада уринма тугри чизик деб нимага айтилади?
5. Функциянинг нуцтадаги хосиласининг геометрик маъноси нимадан иборат?
6. \осиланинг механик маъноси нимадан иборат?
7. Кандай функция нуктада дифференциалланувчи деб аталади?

Интервалда- чи? Кесмада- чи?
8. Функциянинг нуктада дифференциалланувчанлигининг зарурий шарти нимадан 

иборат?
9. Узгармас соннинг хосиласини келтириб чикаринг.
10. Йигинди, купайтма ва булинманинг хосиласини кисзблац фэрмулаларини 

келтириб чикаринг.
11. Мураккаб функцияни дифференциаллаш хоидаси нимадан иборат?

Уни келтириб чикаринг.
12. 440, 441, 454 — 457, 462, 463- мисолларни ечинг.

5- §. Тескари функция. Тескари функциянинг узлуксизлиги
ва дифференциалланувчанлиги

1. Тескари функция, [а, Ь] да аникланган усувчи ёки камаювчи 
у = f(x) функция берилган булсин, шу билан бирга / (a) = с, f (b) = 
= d булсин. Анихлик учун /(х) усувчи функция булган з^олни ца- 
раймиз. [а, Ь] кесмада xt, х2 иккита нухтани оламиз, бунда XjCx., 
булсин, у холда yt — f (xj ва у2 = / (х2) булади, шу билан бирга 

Тескари тасднх хам тугри: агар Ух<.уг булиб, z/1 = /,(x1) 
ва Уг—f (х2) булса, у холда xt < х3. Шундай хилиб, х нинг 
цийматлари билан у нинг уларга мое кийматларн орасида узаро 
бир хийматли моелик бор. у ни аргумент, х ни эса функция 
сифатида хараб х ни у нинг функцияси сифатида хосил цила- 
миз:

хНфХу).
Бу функция y = f(x) функцияга тескари функция дейилади. Кама
ювчи функция учун хам шундай мулохаза юритилади. Шуни хайд 
Хиламизки, у — f(x) функциянинг кийматлар сохаси x=q>(y) тескари 
функция учун аникланиш сохаси булади ва аксинча.

1-мисол.  у — х3 функция берилган булсин. Бу функция xfR 
лар учун усувчи, D(J) = R, E(j) = R. х= у у тескари функция 
мавжуд, шу билан бирга y£R.
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2-мисол. у = ех функция берилган булсин. У x£R лар учун 
аницланган ва усувчи. — £ (/) = (О, + со). Унинг учун х =
= In у тескари функция мавжуд, шу билан бирга у б (0, + оо).

2. Тескари функциянинг узлуксизлиги. Цуйидаги теоремани ис- 
ботсиз келтирамиз.

1- теорема. Агар Усувчи (камаювчи) y=f (х) функция [а, У] кесма- 
ёа узлуксиз, шу билан бирга f (а) — с, f (b) = d булса, у холда унга 
тескари x = q>(y) функция [с, d] кесмада аницланган еа узлуксиз 
булади.

3. Тескари функцияларнинг дифференциалланувчанлиги.
2- теорема. У = /(х) функция х0 нуцтанинг бирор атрофида

монотон ва узлуксиз булсин. Бундан ташцари y = f(x) функция 
х0 нуцтада дифференциалланувчи булиб, f (х0) 0 булса, у холда
х=ф(у) тескари функция y0 = f(x0) нуцтада дифференциалланувчи, 
яъни цосилага эга булиб,

булади.
Шундай килиб, тескари функциянинг хосиласи функция хосила- 

сига тескари микдорга тенгдир, яъни х' = -4— .
у Ух

Исботи. у = f(х) функция х0 нуктада узлуксиз булганлиги 
учун Д х — О да Д у —* 0. Аммо тескари функциянинг узлуксизлиги 
цацидаги теоремага кура х = ср (у) функция хам у0 нуктада узлук
сиз, демак, Ду 0 да Дх - 0. Бу хулосадан бундан кейинги ал- 
маштиришларда фойдаланамиз.

Хосиланинг таърифига кура:

Д х дл-~>о Д х
Демак, ф' (у0) = - ---- , шу билан теорема исботланди.

f (хо)

6- §. Асосий элементар функцияларни дифференциаллаш

1. Логарифмик функциянинг хосиласи. (In и)' = — • и' эканини
и

исботлаймиз, бунда и=ф(х). у=1пх функцияни караймиз. Агар х 
&х орттирма олса, у цолда функция Ду орттирма олади, бу орт- 
тирмани бундай ёзиш мумкин: Д у = In -х Л х . Ушбу =

X
замиз. Дх->-0 да лимитга утамиз ва а->0 да 1п(1 +а)~а эка
нини цисобга олиб цуйидагини хосил киламиз:

дл~». Д х Дл_>0 Д х х х
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Шундай килиб, (lnx)'= — эканини исбот килдик.X
Агар у = In и булиб, бунда и = q> (х) дифференциалланувчи функ

ция булса, у холда мураккаб функцияни дифференциаллаш ^оидаси- 
га биноан

(lnu)' = — • и'
и

тенгликка эга буламиз.
Хусусан, агар у — loga и = булса, бунда и = <р (х), у холда 

In а

(Ioga и)' 1
«•In a

(бунда a —const, a>0, a=/=l).
2. Логарифмик дифференциаллаш. Агар f(x) функция логарифм- 

ланадиган булса, у холда бу функциянинг хосиласини излаш учун 
олдин логарифмлаш амали, суигра эса дифференциаллаш амалини 
ц^ллаш мумкин.

Бу усулни логарифмик дифференциаллаш дейилади.
Логарифмик дифференциаллаш усулини курсаткичли ва даража

ли функцияларнинг хосилаларини топишга куллаймиз.
3. Даражали функциянинг хосиласи. (ua)' = а иа~1 • и' эканини 

исботлаймиз, бунда и = <р(х) дифференциалланувчи (а£/?).
у = и* функцияни хараймиз. Уни логарифмлаб, ушбуга эга бу

ламиз:
ln’y = a lnXl

у ни х нинг функцияси деб хисоблаб, тенгликнинг иккала хисмини 
х буйича дифференциаллаймиз — = a — Бундан:

У и
, и' a—1 ,у = а • у — = аи • и .

и

Шундай кнлиб, (“*)' = au“_I-и'. Шу билан формула исботланади, 
хусусан, a = — да ушбуга эгамиз: (/м )' = —• и'. a = — 1

2 2 уи
да ушбуга эгамиз: I — j =----- — •

\ и ) иг
4. Курсаткичли функциянинг х°силаси. (a")' = а“ \na-u' эканини 

исботлаймиз, бунда и = <р(х) дифференциалланувчи функция (а>0,
1). у = аи функцияни олдин логарифмлаймиз, суигра х буйича 

дифференциаллаб, ушбуга эга буламиз: 1пу = и Ina, У— = и' • Ina. 
у

Охирги тенгликдан у' ни топамиз:

у' — у\па • и' ёки у' =(а“)' = а“-1па-а'.

Формула исботланди.
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Хусусий хрлда, агар а = е булса, у хрлда 1пе= 1, шундай ки
либ, {е'У — еи-и' тенгликка эга буламиз.

1- мисол. у = ех* функция берилган. у' ни топинг
y' = Z-(x3)' = 3x2Z-

5. Курсаткичли-даражали функциянинг хосиласи. Асоси хам 
даража курсаткичи хам х нинг функцияси булган, яъни у = ii ку- 
ринишдаги (бунда и — ср (х) ва о = ф (х)) функция курсаткичли- да
ражали функция дейилади.

+иг’1пм-и' эканини исботлаймиз. у —и функ
цияни логарифмлаймиз:

In у = V In и.
Хосил булган тенгликни х буйича дифференциаллаймиз:

< = ц lnn + v^; 
у и

бундан ушбуга эга буламиз:
Г/ + in и) /

у урнига у — и1' ни куйиб, алмаштиришларни бажариб, ушбуга эга 
буламиз:

■н* («*)' =tZZ'_I ■ U + и In и • v'.

Формула исботланди.
Шундай цилиб, курсаткичли-даражали функциянинг хосиласи 

икки кушилувчидан иборат: if —даражали функция деб фараз ки* 
линса, биринчи ц^шилувчи, и —курсаткичли функция деб фараз 
килинса, иккинчи цушилувчи хосил булади.

2- мисо л. у = (х2 + I)*'-1 функция берилган. у' ни топинг.
У' = (х2 - 1) (х2 + 1 )х’-2 • 2 х + (х2 + 1)х’-1 • In (х2 + 1) ■ 2 х = 

= 2 X-(х2 + if-1 • (+ In(х2.+ 1)).
\Х2 -t-1 м3 /

6. Тригонометрии функцияларнинг хосилалари. a) (sin и)' =»
, = cos и • и' эканини исботлаймиз, бунда и — <р (х) дифференциалланув

чи функция.
у = sinх функцияни караймпз. х га Ах орттирма берамиз, у хол

да функция А у орттирма олади:

А у = sin (х + Д х) — sin х = 2 cos | х + j • sin .

Ушбу
Дх

2
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нпсбатни тузамиз. Д х -> 0 да лимитга утиб ва sin — ~
2 2 

нини хиссбга олиб,
эка-

у' = lim
Дх-,0

Д х
sin------

2
Дх
2

= COSX

га эга буламиз. Шундай ^илиб, (sinx)' = cosx.
Агар у = sin и (бунда и — ср (х)) булса, у холда мураккаб функ

цияни дифферечциаллаш коидасига кура:

(sin и)' = cos и-и'.

3- мисол. z/ = sinx® функциянинг хосиласини топинг.
у' = cosx2-2x.

4- мисол. z/ = sin2x функциянинг хосиласини топинг.
у' = 2sinx • cosx = sin2x.

б) (cos//)' = —sinм • и' эканини исботлаймиз.
cos и = sin (у— u j келтириш формуласидан фойдаланиб, хоси

лани топамиз:
у' = (cos< = (sin - cos (-у — и) • — «у =

= —sin и-и'.

Шундай цилиб, (cosh)' = —sin и-и'.
5-мисол. г/= cos — функциянинг хосиласини топинг. у'=

1

в) (tsuY =------- • и' эканини исботлаймиз.
cosau

у = tgu функцияни караймиз, бунда и = ср (х) дифференциалла
нувчи функция, igu — булгани сабабли касрни дифференциал- 

cos и
лаш коидасига биноан:

cos tc-cos и-и' — (— sin и) sin и-и' 
cos2 и

(cos2 и + sin2 и) и' _  1
cos2 и cos2 и

Шундай килиб, (tg и)' = ~~ ' и-
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г) (ctgu)' =------ -— и' эканини шунга ухшаш исботлаймиз.
' ' sin2M

. , /cosu\ (—sin u-sinu—cosu-C3su)a'(c,g“> - Ы----------------ss—=

_ (sin2 u + cos2 u)-a'________ 1 _
sin2 u sin2 u

Шундай килиб (ctgu)' =-----
J ‘ sin2u,___ 1
6-мисол. Arap (/=tg}z xбулса, у холда: у' = —•—=

cos у X X j- X
1

2 
sin2x

Л Л I и~Т’ ~1 булган у =

7-мисо л. у = lnctgx булса, у холда:
У ctgx ( sin2x)

д) К,уйидагиларни хам шуларга ухшаш исботлэш мумкин:

(secи)' = • и' ёки (sec и)' = tgu-secu-и'.
COS2 и

(cosec и)' = — и' ёки (cosecu)' = —ctgu-cosecu-и'. 
sin2 и

7. Тескари тригонометрик функцияларнинг хосилалари.
a) (arcsinu)' = -у..1 _ и' эканини исботлаймиз.

у 1 — и2

Узлуксиз, дифференциалланувчи, ус (------j-j лар учун

усувчи х = sin у функцияни цараймиз. Унинг кийматлар сохаси 
[—1,1 ]даниборат. Бу функция xg[—1; 1] ларучун аникланган, ций- 
матлари ус

Тескари функциянинг дифференциалланхвчанлиги хацидаги теорема-
1 га кура: и = -г-.

*0 ! [
Шундай килиб: у' = (arcsin х)' =-------= -- --------г--------------  —J k ’ (s\ny)' cosy ±/l-sin2l/

1
”/Г=^2’

-----у, —j лар учун cos у 0 булгани сабабли ишора «+> 

олинди. Демак, (arcsinx)' = 1 —-
1 1 — хг

Агар у = arc sin и булса, бунда и = ф (х) — дифференциалланувчи 
функция, у .^олда мураккаб функцияни дифференциаллаш коидаенга 
биноан:

arcsinx тескари функцияга эга.

I
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б) (arc cos//)' =------“ эканини хам шунга ухшаш исботлаш
у 1 — и2 

мумкин.

в) (arctg и)' = —------и' эканини исботлаймиз.
1 ф- и2

х = tg у узлуксиз, дифференциалланувчи, у 6 (-ff) лар 

учун усувчи функцияни караймиз,унинг^ийматлари сохаси(—оо; ф-оо) 
дан иборат. Бу функция х£(— оо; ф-оо) учун аницланган у = arctgx 
тескари функцияга эга, унинг цийматлари: у 6^-----Энди

у'х ни топамиз:

Ух = (arctgx)' =
1 1 1

х'у (tgy)' sec2y

1 1

Демак, (arctgх)'= ——. Агар // = arctgu булса (бунда и = <р(х) 
1 ф-Л2

дифференциалланувчи функция), у холда (arctg//)'=—— -и'.
1 ф-«2

г) (arcctg//)' =— j-”-> эканини хам шундай исботлаш мумкин.

8- м и с о л. Агар у= arcsin2 х булса, v холда: у' = 2arc sin х 1 . 
у 1 —X2

~Х
—е9-ми со л. Агар у = arctg булса, у холда: у'=

1 ф- е~2х
Уз-У зин и текшириш учун саволлар

1. Кандай функция тескари функция дейилади? Мисоллар келтиринг.
2. Тескари функцияни дифференциаллаш цоидаси нимадан иборат? Уни кел- 

тириб чикаринг.
3. ЛЬгарифмик функция хосиласи формуласини келтириб чикаринг.
4. Логарифмик дифференциаллаш ^оидаси нимадан иборат? Мисоллар келтиринг.
5. Даражали функциянинг, курсаткичли функциянинг ва курсаткичли- даражали 

функцияларнинг хосилалари учун формулалар чикаринг. Мисоллар келтиринг.
6. Тригонометрии функциялар хосилалари учун формулалар чикаринг.
7. Тескари тригон метрик функциялар хосилалари учун формулалар чикаринг.
8. 472 — 487, 499 — 513, 526 — 544, 561—569, 581 — 597,' 611 — 629, 650 — 
— 666-масалаларни ечинг.

7-§. Гиперболик функциялар, уларнинг хоссалари ва графиклари

1. Таърифлар. shx, chx, thx, cthx каби белгиланувчи ва ушбу 
тенгликлар билан ани^ланувчи функциялар гиперболик функциялар 
дейилади:

ev — е~хshx=------ х— ------гиперболик синус,

ch х ==-----—---------гиперболик косинус,
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th x = ---- гиперболик тангенс,
ch x

cth x = — гиперболик котангенс.
sh x

Функцияларнинг таърифларидан тегишли тригонометрик функция
лар орасидаги муносабатларга ухшаш муносабатлар келиб чикади: 

ch2x — sh2x = I, ch2x 4- sh2x = ch2x, 
sh2x = 2shx chx, ch2x =----- Ц— га к.

1 —th*x

Масалан, биринчи айниятни текшириб курамиз:

Крлган муносабатларнинг тугрилиги ^ам шунга ухшаш текширилади. 
Ушбу

f х = cos t,
[У = sin Z

т тригонометрик функциялар x2 + y2 = 1 айлананинг параметрик тенг- 
' ламалари булгани каби

Г х = ch /,
[ У = sh t

гиперболик функциялар гиперболапинг параметрик тенгламалари бу
лади. Бу функцияларнинг хам гиперболик деб аталишининг сабаби 
хам шу билан тушунтирилади.

2. Гиперболик функцияларнинг хоссалари ва графиклари. shx, 
chx, thx функциялар x£R лар учун аникланган, cthx функция эса 
х 0 лар учун аникланган.

а) shx — ток функция, х>0 да мусбат, х<0 да манфий, х=0 
да нолга тенг (84-шакл).

б) chx — жуфт функция, барча х лар учун мусбат (85-шакл).
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в) th.г — ток функция, х>0 да мусбат, х<0 да манфий, х=0 
да нолга тенг, |thx|<l.

Ушбу лимитни топамиз:
/lim 

lim thx-lim = Г^+“ г<1+е *>
*•=►±00 *-»±оое* е—х i е~х (е2* — 1)_____ j

I х -» —оо е—* (е2* -f-1)

Бу thx функция графиги у = ± 1 тугри чизикларга якинлашишини бил
диради (86-шакл).

г) cthx функция ток; функция, х>0 да мусбат, х<0 да 
манфий, х=0 да аницланмаган. lim cthx=±l, |cthx|>l, 
lim cthx = ± со эканини курсатиш мумкин (87-’шакл).

8-§. Гиперболик функцияларнинг ^осилаларини ^исоблаш 
shx, chx, thx, cthx функцияларнинг ^осилаларини .^исоблаймиз: 

(shх)' = I ~е ) = ~ (ех — е~х)' = -^-(ех + е~х) = chх, 

(ch х)' = (- е—j = -L (е* -j. g-ху = -!(<?* — g-x) =

— е~-

tth xY = fstl х Y — ch х'с^х — shxshx _ 1
ch х ) ch2x

, ,, у_ /ch х __ sh хsh х — ch x ch x
' ' kshx/ sh»x

Хамма ^исоблашларда (e* )' = e* , (e~x)' — 
фюйдаландик. Шундай цилиб:

(sh x)' = ch x, (ch x)' = sh x,
(thx)'= ‘ (cfhx)' = --±

ch2x sh2x

ch’x’
I

sh*x
х формулалардан
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9-§.  Хосилалар жадвали

и = и (х), v = v (х) — дифференциалланувчи функциялар деб хи
соблаймиз.

1.. Асосий элементар ва гиперболик функциялар хосилалари жад- 
валиии тузамиз:

1) С = 0; С —const.
2) х' = 1, х — эркли узгарувчи.
3) (ц®:)'= a —const.

4) Хусусий холда (у и

5) Хусусий холда | —'

6) (аиУ = аи]па-и', a —const, а>0, а#=1.
7) Хусусий холда (е“)'= -и'.
8) (м°)' = v uv~l-и' +uv \nu-v'.

9) (log,,и)' =------и', a —const, а>0, а^= 1.
а и 1п а

10) Хусусий холда (In и)' — и'.

11) (sin и)' = cos и-и'.
12) (cos «)' = —sin и-и'.

16) (arc cos и)' = — • и .

17) (arctgu)'=-j-^-«'.

18) (arcetgu)^-^-»'.

19) (sh и)' = ch и -и'.
20) (ch и)' = sh’u-u'.
21) (thи)' = —L-.U'.

’ 7 ch2и

22) (ctM'------
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2. Дифференциаллаш хоидаларини тузамиз:
1) («± У)' = и' ± V'.
2) (и • и)' = и’ -v + v' -и.
3) С-и\ — С-и', С —const.

5) Агар y-f{u), и = и (х), яъни у = f (и (х)) булса, у холда
у'х=у'и-<-

6) Агар у ~ f (х) ва х = ф(у) узаро тескари функциялар булса, 
У холда

1

1-мисол.  у — ln2arctg — нинг хосиласини топинг.

_i_

2- м и с о л. у — (arc sin е3*)3 нинг хосиласини топинг.
2

у' = — (arc sin е3л) • ------• е3х • 3.
3 'у 1—(ез^)2

10-§.  Ошкормас функция ва уни дифференциаллаш

х ва у узгарувчилар орасидаги ] функционал богланиш бирор
F(x,y) = 0 (10.1)

формула билан берилган булсин. Агар бирор (а, Ь) оралиеда аних- 
ланган бирор у =/(х) функция (10.1) тенгламани ханоатлантирса, 
яъни уни айниятга айлантирса, у холда у = f (х) функция (10.1) 
тенглик билан анихланган ошкормас функция дейилади.

Функциянинг ошкор берилишига утиш учун (10.1) тенгламани у 
га нисбатан ечиш керак. Бундай утиш хар доим хам осон булавер- 
майди, баъзан эса умуман мумкин булмайди.

1- мисол. Зх — 2у — 6 = 0 тенглама ошкормас функцияни аних-
лайди. Унинг ошкор берилишига утиш учун бу тенгламани у га 
нисбаган ечамиз ва у = 6 га эга буламиз.

2- мисол. х24-у2= 1 тенглама ошкормас функцияни аниклай- 
ди. Ошкор холда у иккита функцияни тасвирлайди.

у == ул1 —х2 ва у = 1 —х2.
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3-м  ис о л. у3 — Зху 4- х2 = 0 тенглама у ни х нинг функция
си сифатида аниклайди, аммо бу функцияни ошкор холда ифодалаш 
1 ва 2-мисоллардагига Караганда анча кийинрох, чунки бунинг учун 
учинчи даражали тенгламани ечиш керак.

4- мисол. у + х-2“ =1 тенгламани у га нисбатан умуман ал
гебраик ечиб булмайди, яъни у ни х орцали ошкор ифодалаб бул
майди.

Ошкормас функция хосиласини уни ошкор ^олга келтирмасдан 
туриб топиш мумкин. Ошкормас холда F (х, у) — 0 тенглама билан 
берилган функция хосиласини топиш учун бу тенгламани, у ни х нинг 
функцияси эканини хисобга олган холда х буйича дифференциал- 
лаш керак.

5- мисо л. Зх — 2у —6 = 0 тенглама билан берилган функция 
учун у' ни топинг. у узгарувчи х нинг функцияси эканини .уисобга 
олган холда х буйича дифференциаллаб, ушбуга эга буламиз: 3 — 
— 2у' = 0, бундан у'

6- мисол. х2 + у2 = 1 тенглама билан берилган функциянинг у' 
Хосиласини топинг.

Дифференциаллаймиз: 2х 4- 2у-у' = 0, бундан у' -- ------у.

7-мисол.  Ушбу
у3 — Зху 4- х3 = 0

тенглама билан берилган
Дифференциаллаймиз:

функциянинг у' хосиласини топинг. 
Зу2 у' — Зу — Зху' 4- Зх2 = 0, бундан

8-мп со л. Ушбу
у 4-х-2* = 1 

тенглама билан берилган функциянинг у' хосиласини топинг.
Дифференциаллаймиз: у' 4- х-2» 1п2 • у' 4-2у = 0, бундан 

2»
1 4-х-2» -1п2

х-2у ни 1—у, 2у ни -—- билан алмаштирамиз, натижада

х(14-1п2— yln2)

га эга буламиз.
Шундай килиб, ошкормас функцияни, уни ошкор куринишда ифо

далаш мумкин ёки мумкин эмаслигидан катти назар, дифференциал- 
лаш мумкин.
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11 -§. Параметрик куринишда берилган функцитлаэ ва уларни 
дифференциаллаш

х ва у узгарувчилар орасидаги функционал борланишип ^ар доим 
^ам у = / (х) ошкор куринишда ёки F (х, у) = 0 ошкормас куриниш
да ёзиш кулай булмайди. Баъзан ёрдамчи узгарувчи t ни киритиб, 
х ва у узгарувчини t нинг функцияси сифатида цуйидагича ифода- 
лащ кулай булади:

Гх = <р (/),
Ц/ = Ф(О- (11.1)

(11.1) тенглама функциянинг параметрик берилиши, t узгарув
чи эса параметр деб аталади. t нинг ихтиёрий цийматига х нинг 
аник циймати ва у нинг аниц циймати мос келади. х ва у нинг 
к;ийматлари жуфтига текисликда М (х, у) нуцта мог келади. t пара
метр апикланиш сохасидан ^амма кийматларни цабул к;илганда 
М (х, у) ну^та Оху текисликда бирор чизи^ни чизади. (11.1) тенглама
ни шу чизикнинг параметрик тенгламаси дейилади. у нинг х га ош
кор боглицлигини топиш учун (11.1) система тенгламаларидан t па- 
раметрчи чицариш керак. Бунинг учун бу системанипг биринчи тенг- 
ламасидан t ни х нинг функцияси сифатида ифодаланади:

t = u(x), буни иккинчи тенгламага ^уйиб, у = ф(ц(х)) га ёки 
У ~ f W га эга буламиз.

1- мисол. Тугри чизикнинг текисликдаги ушбу
(x = x0 + mt
\У = Уо+пГ

(бунда т, п~ йуналтирузчи вектор координаталари) параметрик 
тенгламаларини куйидагича ёзамиз:

х — х0 = { у — Уо _ { 
т ’ п

Бундан] -—— = — тугри чизикнинг каноник тенгламаси келиб
т п

чицади.
2- мисол. Айлаианинг параметрик тенгламаси

(х = R cos t,
(у = R sin t

берилган булсин. Ундан t пи чи^арамиз, бунинг учун тенгламанинг 
^ар бирини квадратга кутарамиз:

/х2 = R2 cos2/, 
(у2 — 7?2sin2/

ва уларни цушамиз, бундан х2 + у2 — R2 — айлана тенгламаси келиб 
чицади.

Параметрик берилган



функция хосиласини топиш учун формула чикарамиз; бунда х = <}■(/) 
функция тескари функцияга эга. Бу ерда у ни х нинг мураккаб 
функцияси деб хисоблаш мумкин, бунда t—оралик аргумент. Шу са
бабли мураккаб функцияни дифференциаллаш цоидасига кура:

аммо бунда х узгарувчининг t функцияси эмас, балки t узгарувчи
нинг х функцияси берилган, шу сабабли тескари функцияни диффе

ренциаллаш коидасига кура t' = (11.3)
xt

(11.3) ни (11.2) га цуйпб ушбуга эга буламиз:

Шундай цилиб:

(П-4)

1-мисол.
fx= Rcost, 
[y=R sin t.

2-м и co л.
(х = a(t — sin t), 
[у = a(l — cos/).

-^l = -ctg/.
— R sin t

asint . t----------- = ctg—.
a(l—cos/) 2

Уз-узнни текшириш учун саволлар

1. Гиперболик функцияларнинг таърифини айтинг.
2. Гиперболик функциялар тавсифини беринг.
3. Гиперболик функциялар хосилалари фюрмулаларини чихаринг.
4. Кандай функция ошкормас функция дейилади? Ошкормас функцияларга ми

соллар келтиринг.
5. Ошкормас холла берилган функциялар хандай дифференциалланади? Мисол

лар келтиринг.
6. Функциялар ва чизихлар тенгламаларннинг параметрик берилиши нимадан 

иборат? Мисоллар келтиринг.
7. Параметрик берилган функцияларни дифференциаллаш ха|'Дай бажарилади? 

Мисоллар келтиринг.
8. 634 649 792 — 8'2. 936 — 946-мисолларни ечинг.

12-§.  Функчиянинг дифференциали

y=*f(x) функция [а, 6] кесмада дифференциалланувчи булсин. Бу 
хар цаилай xf fa, b] учун

Г(г) = 11т-^- (12.1)
zu-»o Дх

чекли хосила мавжуд эканини билдиради.
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f(x)=AO деб фараз цилайлик, у ^олда (12.1) тенгликдан

Д х

экани келиб чикади, бунда Дх-*0 да а-»0.
Агар охирги тенгликнинг хамма хадини Ах га купайтирилса, 

ушбу
А у = /' (х) А * + а А *

ёки
Ау =/'(х)Ах + 3 (12.2)

мупосабатга эга буламиз, бунда Р = а-Ах. Ах->0 да (12.2) фор- 
муладаги иккала кушилувчи нолга интилади. Уларни А х билан так- 
цослаймиз:

lim --  f (х)—чекли сон,
Дл_»0 Д х

lim —— — lim —1 л = lim а = 0. 
дх-»о Д х дх->о Д х дх-,0

Шундай ^илиб, биринчи цушилувчи /' (х) • А х тартиби А х тар- 
тибга тенг булган чексиз кичик микдордир, у Ах га нисбатан чизик
ли; иккинчи кушилувчи р = а-Ах даражаси Ах даражасидан юкори 
булган чексиз кичик микдордир. Бундан (12.2) формулада биринчи 
цушилувчи /' (х) А х асосий эканлиги келиб чикади. Ава шу цуши- 
лувчи функциянинг дифференциали дейилади.

Функциянинг дифференциали dy ёки df(x) каби белгиланади. 
Шундай цилиб,

ау = Г (х)Ах. (12.3)

Демак, агар у = f (х) функция х нуктада хосилага эга булса, у >рл- 
да функциянинг дифференциали функциянинг хосиласи /' (х) ни 
эркли узгарувчининг Ах орттирмасига купайтирилганига тенг була
ди, шу билан бирга Ах х га боглик булмайди.

у = х функция дифференциалини топамиз. у' = I булгани учун 
dy = dx = 1 • А х ёки ах — Ах, яъни эркли узгарувчининг орттирма
си унинг дифференциалига тенг. У холда (12.3) формула бундай 
ёзилади:

dy=4/'[(x)dx|=/-dx. (12-4)

Бу формула хосила билан дифференциални боглайди, шу билан 
бирга хосила чекли сон, дифференциал эса чексиз кичик микдордир.

1- мисол. у = cosx функция дифференциалини топинг.
у' — — sinx булгани учун, dy ——sinxdx.
2- ми со л. у=1пх функция дифференциалини топинг.

у = — булгани учун dy = — .
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(12.4) тенгликдан

dx
a ЭГамиз, яъни хосилани функция дифференциалининг эркли узга

рувчи дифференциалига ннсбати деб караш мумкин.
Р' функциянинг дифференциалини топиш масаласи хосилани топиш- 
га тенг кучли, чунки хосилани эркли узгарувчи орттирмасига купай
тириб функция дифференциалига эга буламиз. Шундай цилиб, хоси- 
лаларга тегишли теоремалар ва формулаларнинг купчилиги дифферен- 
цналлар учун хам тугри булиб колаверади.

Агар и ва и — дифференциалланувчи функциялар булса, у хрлда 
куйидаги формулалар тутри булади:

d (и ± и) — du ± dv, d(C-u) = Cdu,

dtu-^ — vdu + udv, d (— j =

Шу формулалардан охиргисини исботлаймиз:
d pL) = dx = -^v~— dx = ™'dx~uv'dx

 v dii — udv
v2

С — const. 
vdu—udv

-О

13-§.  Мураккаб функциянинг дифференциали. Дифференциал 
шаклининг инвариантлиги

Мураккаб функция дифференциалини топамиз ва уни эркли 
аргументнинг функцияси дифференциали билан таккрслаймиз.

У = f («) функция и эркли аргументнинг дифференциалланувчи 
функцияси булсин, у хрлда

dy = f'(u)du (13.1)
га эга буламиз, бунда du = Au.

Эндиу = /(м) оралик аргумент и нинг дифференциалланувчи 
функцияси булсин, бунда u = q>(x). */ = /(q>(*)) [мураккаб функция 
хосиласини хисоблаймиз:

dy = y',xdx — f'u(u)-(f'(x)dx. (13.2)
Ammo <f'(x)ax = du, шу сабабли мураккаб функция [дифференциали 
ушбу куринишни олади:

dy = f'(u)du, (13.3)
бунда

du = (х) dx.
Дифференциалнинг иккала ифодасини такксслаш унинг шакли 

узгармаслигини (инвариантлигини) курсатади, яъни функциянинг ар
гумента бошка аргументнинг оралиц функцияси булиши ёки эркли 
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узгарувчи булншига боглиц булмаган холда бир хил шаклни кабул 
хилади.

Бу хосса (13.2) куринишидаги ёзув узундан-узоц ва шу сабабли 
Хар хил амалларни бажзриш учун ноцулай булганда дифференциал
нинг (13.3) куринишидаги ёзувига мурожаат цилнш имконини беради. 

dx1 - м и с о л. у = In2 х функция учун dy = 2 In х • — дифференци- 
X

ал булади, аммо
dy = 2 Inxd(lnx)

ёзувдан хам фойдаланиш мумкин.
2- мисол. у = (х2 4- л2)3 функция учун dy = 6 х (х- + a2)2dx диф

ференциал булади, аммо
dy = 3(x2 + a2)2d(x2 + a2)

ёзувдан хам фойдаланиш мумкин.

3-мисол. у = arc sin ух функция учун
дифференциал булади, аммо

dy = 
у'1-х

dy =

ёзувдан хам фойдаланиш мумкин.
Дифференциал куринишининг инвариантлигидан интеграллаш амал« 

ларида бевосита фойдаланилади.

14-§.  Такрибий ^исоЗлашларда дифференциалдан 
фойдаланиш

(12.2) тенгликка хайтамиз:]
Д У = f (х) Д х 4- р,

бунда р = а Д х (шу билан бирга Д х->- 0 да а, р-> 0). /' (х) Д х = 
= dy эканлигини .\исобга олсак, ушбу тенгликка эга буламиз:

Ду = </у4-р. (14.1)
Функциянинг Д у орттирмаси ва функциянинг dy дифференциали 

эквивалент чексиз кичик михдорлар эканини исботлаймиз. Бунинг 
учун f (х) ¥= 0 деб улар нисбатларннинг лимитини хисоблаймиз: 

lim —= lim уУ ~ =|lim (1 4-}—) = 
Дх-»о dy дх->о] dy Дх—о \ I dy /

Jim ! 1 4-
Дх—*0

4-li£jL_
/' (х) A х ) дх-»о f' (x)

f (x) =# 0 — чекли сон булгани учун Дх->0 да а‘]-»-0. [Шундай ки
либ, Ду~dy, демак, Ду ва dy такрибан тенг ифодалар деб хисоб- 
лаш мумкин, яъни

iXy^dy. (14.2)
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(14.1) тенгликдан улар бир-биридан Ду ва dy ларга’’’ нисбатан 
юцорироц даражали чексиз кичик мицдор 0 га цадар фарц килиши 
келиб чицади.

(14.2) такрибий тенглик Дх нинг циймати канча кичик булса, 
шунча кичик хато беради, чунки бу хато р нинг циймати билан 
аницланади. Шу билан бирга dy дифференциални цисоблаш амали 
Ду орттирмани хисоблашга цараганда анча осондир.

1-мисол.  Кубнинг узунлиги 30 см булган цирраси 0,1 см орт- 
тирилди. Шу куб цажмннинг цанчалик узгарганини топиш талаб 
цилинади.

Куб циррасини х билан белгилаймиз, у цолда куб цажми учун 
v = х3 формулага эгамиз.

Агар кирранинг узгариш мицдорини Д х билан белгиласак, у цол- 
да куб цажмининг узгариш микдори функция орттирмаси сифатида 
аницланади:

Д V — (х + Д х)3|—х3 — Зх2 Д х + Зх(Д х)2 + (Дх)3. (14.3)
Агар бу узгаришнинг мицдорини аницлаш учун берилган функ

ция дифференциали
dv = v'dx = Зх2 Дх (14.4)

олинадиган булса, у холда биз цажмнинг хациций цажми узгаришига 
нисбатан хатога йул куямиз. Берилган х = 30, с!х=Дх = 0,1 ций- 

-•» матларини дифференциалнинг (14.4) ифодасига цуйиб, куб хажми уз- 
гаришининг тацрибий цийматини аницлаймиз:

du = 3 900-0,1 = 270 (см3).
Хажм узгаришининг хациций циймати функция орттирмасининг

(13.3) ифодасидан аницланади:
Ди = 3-900-0,1 +3-30-0,01 +0,001 = 270,901 (см3).

Шундай цилиб, хажмининг узгаришини аницлаш учун дифференциал- 
дан фойдаланишда юз берадиган хато Ди — du = 0,901 (см3). Бу 
хато 1 см3 дан цам кичик. Бу хатони хисобга олмаса хам булади, 
чунки бу хато хажм хациций узгаришининг 0,4 фоизидан кам.

Дифференциал ёрдамида тацрибий хисоблашлар функция циймат- 
ларининг узгаришини (орттирмасипи) излаш билан чекланмайди. 
(14.2) тацрибий тенгликка цайтамиз:

by ?&dy.
уни ёйнб цуйидагича ёзиш мумкин:

f (х + Д х) — / (х)« /' (х) Д х
ёки

f (х + Д х) х f (х) + f (х) Д х.
Бу тацрибий тенглик амалда ушбу масалани ечгшда цулланилади: 

arap f(x), /'(х) ва х маълум булса, /(х + Дх) тацрибий цийматни 
цисоблаш, яъни функциянинг х нуцтадаги цийматини билган холда 
функциянинг х + Д х нуцтадаги цийматини тацрибий хисоблаш 
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мумкин. Бу киймат Дх канча кичик булса, шунча аниц булади, 
яъни х + Дх х га канча я^ин булса, шунча аниц булади.

Бир нечта мисол караймиз.
п /— dx / х

2-ми со л. у=у х булсин. dy —-----п — ёки dy =------- dx
п- V хп~1 пх

п---
п !------------ п ,--------- I X

га эгамиз. Демак, у х4-Дх « / х Н-------- ах. Бу формулада
пх

dx= Д х — сс деб оламиз, у .\олда

п---------
V х + а а. (14.5)

Хусусий холда, агар х= 1 булса, (14.5) формула ушбу куринишни 
олади:

/1+««1+ —. (14.6)
л

3.----
(14.5) формулан и у 24 нинг такрибий цийматини хисоблашга 

татбик киламиз. Бу формулада га = 3, х = 27, а = —3 деб, ушбу- 
га эга буламиз:

з — з __  , ]/ 27 1
/24«1 27 +—(—3) = 3-~ = 2,889.

(14.6) формулани 1 1,1 нинг такрибий кийматини топишга кул- 
лаймиз. Бу формулада п = 2, а = 0,1 деб олсак, ушбуга эга була
миз:

/1,1 а; 1 + AL= 1,05.

3- ми со л. у = sinx булсин. У хрлда dy = c.osxdx га эгамиз. 
Демак, sin (х + Д х) a sin х + cos х dx. Бу формулада dx = Д х = а 
деб оламиз, у хрлда:

sin (х + а)« sinx + a-cosx. (14.7)

Хусусий хрлда, агар х = 0 булса, (14.7) формула ушбу куриниш
ни олади:

sin а (14.8)

(14.8) формулани sin 31° ни хисоблашга цуллаймиз. х=— (30э
6

(1° ли бурчакка тугри келади)ли бурчакка тугри келади), а = 
деб олиб, ушбуга эга буламиз:

= 0,5 + 0,0174 •0,8652 = 0,5151.
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(14.8) форму лани кичик а ларда куллаш мумкин, масалан,

sin 0,001 «0,001.

4-мисол. у — 1пх булсин; dy = ~dx га эгамиз. Демак, 1п(х+ 
X

+ А х) « In х + — dx. Бу формулада А х = dx = а деб оламиз, у 
х

халда:
1п(х + а)«1пх + —. (14.9)

X
Хусусан, агар х = 1 булса, у холда (14.9) формула ушбу куриниш- 
ни о а ди:

In (1 + а) «а. (14.10)
(14.9) формулани In 782 ни хисоблашга куллаймиз. х=781,

а = 1 деб оламиз, у холда In 782 « In 781 + — 6,66058 +

+ — = 6,66186.
781
(14.10) формула кичик а ларда кулланилади, масалан,

In 1,02 « 0,02.

Такрибий формулалар £(14.5—14.10) нинг 'хаммасида а кичик 
микдордир.

15- §. Дифференциалнинг геометрик маъноси

у = /(х) функция ва унга мос эгри чизикни караймиз (88-шакл). 
Эгри чизикда М (х, у) пуктани оламиз, шу нуктада эгри чизикка 

уринма утказамиз, уринма Ох укнинг мусбат йуналиши билан хосил 
киладигаи бурчакни а билан белгилаймиз. Эркли узгарувчи х га А х 
орттирма берамиз, у ^олда функция А у =/(х +Ах) —/(х) орттир- 
мани олади. Чизмада Ду = АЛК N нукта эса А (х + Дх, /(х + Дх)) 
ёки jV(x + Ax, у + Ау). Д МТ К дай:

ТК — МК tga.
Аммо tga =/'(х), М/С = Ах,
шу сабабли

TK = f (х)Ах.
Дифференциалнинг таърифига 
биноан dy = f' (х) А х. Шундай 
цилиб, ТК= dy. Бу тенглик 
/(х) функциянинг х ва А х пинг 
берилган кийматларига мос ке- 
лувчи дифференциали у = / (х) 
эгри чизикка х нуктада утка
зилган уринманинг ординатаси 88-шакл.
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90- шакл.

89- шакл.

У,

м

Т

by
*Х

0 X Х+АХ

орттирмасига тенг эканлигини 
билдиради. Дифференциалнинг 
геометрии маъноси шундан 
иборат.

Чизмадан
NT = А у — dy

экани келиб чикади. Аммо 
А у ~ du, шу сабабли А х-»- 0 

NT"
да -7^ -*0. Чизмада A y>dy.

89- шаклдан А у dy дан кичик булиши мумкиилигини курамиз. Агар 
!/ = /(*)—турри чизик булса, у холда &y = dy (90-шакл).

16-§.  Функцияни чизиклаштириш

У — f (х) функция бирор х0 нуктада ва унинг атрофида дифферен
циалланувчи булсин. Шу нуктада

\y^dy
ёки

/(х0 +Дх) —/(х0)«/'(х0) • Дх (16.1)
такрибий тенгликни тузамиз. Унда х0+Дх=х алмаштиришни бажара
миз, у .уолда: А х = х — х0.

(16.1) тенгликни шу белгилашлардан фойдаланиб кучириб ёзамиз: 
! / W — / W ~ Г (*о) (* — *о)- (16.2)

у — f (х) булгани учун y0 = f(xQ) деб белгилаймиз ва уни (16.2) 
формулага куямиз:

У—Уо^Г (*о) (х — х0) ёки у ^y0 + f (х0) (х — х0).
Охирги тенглик х0 нукта атрофида у — f (х) функция у. ини тутри
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чизикдек тутишини билдиради. Геомет
рик жихатдан бу y=f(х) функция 
графиги булган чизикни х0 нуцта ат
рофида шу чизикца (х0, у0) нуктадаги 
уринма билан алмаштиришга тенг куч- 
лидир (91-шакл):

X.
У — Уо=/'М (х~ хо)-

Бундай алмаштиришни функцияни чи- 
зйклаштириш дейилади. 91-шакл.

Бу усулнинг механик мазмуни 
шундан иборатки, ногекис харакат бирор вакт оралигида текис ха- 
ракат билан алмаштирклади.

Уз-узини те к"ш и р и ш учун саволлар

1. Функциянинг дифференциали деб нимага айтилади?
2. Функциянинг дифференциали унинг хэсиласи орцали кандай ифодаланади?
3. Функция дифференциалининг геометрик маъноси нимадан иборат?
4. Функция графигининг кандай нукталари учун унинг дифференциали орттир- 

масидан катта булади? Т^андай нукталар учун кичик булади?
5. К,андай функциялар учун дифференциал айнан орттирмага тенг булади?
6. Функцияни чизиклашгириш нима?
7. Дйфференциалпинг асосий хоссаларини айтиб беринг.
8. Дифференциал шаклипинг инвариантлиги хоссаси нимадан иборат?
9. Такрибий кисоблашларда дифференциалдан фойдаланиш нимага асосланган?
10. Функция кийматларини дифференциал ёрдамида такрибий хисоблаш форму

ласини келтиринг. Мисол келтиринг.
11. 887—889, 891—893, 896, 900, 902, 906-масалаларни ечинг.

17- §. Юкори тартибли ^осилалар

I. Ошкор ^олда берилган функцияларнинг говори тартибли к0' 
силалари. у — f(x) функция барча хе [а, Ь] лар учун дифференциал
ланувчи булсин. f'(x) ^эсиланинг кийматлари, умуман айтганда, х 
га боглик, яъни /'(х) хосила f'(x) = <р(х) функциядир, шу сабабли 
ср(х) функциянинг хосигаси хасида гапириш мумкин.

1-таъриф. Берилган функция хосиласидан олинган хосила шу 
функциянинг иккинчи тартибли хосиласи ёки иккинчи росила 
дейилади ва у' ёки f (х) каби белгиланади:

2- таъриф. Иккинчи тартибли хосиладан олинган хосила учин
чи тартибли росила ёки учинчи хосила дейилади ва у"' ёки f" (х) 
каби белгиланади.

3- гаъриф. (п — 1)-тартибли ^осиладап олинган росила п- 
тартибли росила дегигади ва у(п} ёки (х) каби белгиланади:

Хосила тартибини даража курсаткичи билан аралаштириб юбэрмас- 
лик учун росила тартиби кавслар ичига олинади.
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п = 0 булган хусусий ^олда /(0,(х) = /(х) деб оламиз, яъни нолин- 
чи росила функциянинг узига тенг.

Туртинчи', бешинчи ва юкори тартибли ^осилалар рим ракамлари 
билан хам белгиланади: yIV, у\ у'1, ...

1-мисол.  у — хп функция берилган. у(п> ни топинг.

у' = пхп~1,
у" = п(п-1)х"“2,
у'" = п(п — 1)(п — 2)х'1_3, 

у’"> = п(п—1)(п —2) ... 3-2-1-хп_" = п!

(и! ёзув п факториал деб у^илади ва 1 дан п гача булган нату
рал сонлар купайтмасини билдиради).

Шундай килиб, (хп)('1) = п! У ^олда (х” )’"+1) = 0.
2-мисол.  у = а булсин. у<л) ни топинг.

у' — ах\па, 
у" =■■ ах In2 а, 
у'" -а-Чп+,

„ (П) X 1 пу = а In а.
Шундай цилиб, (а )(,!) — а 1п"а.
Хусусий холда: (ех ){п) =е*.
3- м нс о л. у — екх (fe — const) булсин. у(п) ни топинг.

У' = kekx,
У" = k-ekx, 
У'" = k^,

yw=knekx.

Шундай цилиб, (etvj<n) = kn екх.
4- мисол. у = sinx булсин. у’"* ни топинг.

у’ = cosх = sin (х + j,

у" = cos (х + -у) = sin (х+2- у),

у('° = cos! х + (п — 1) -J-) = sin I *+п у).

Шундай к.илиб, (sinx)<n> — sin |х + n-y j.
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5- мисол. у = cosx булсин. у*'” ни топинг. Юкоридагига ухшаш

(cos х),п) = cos (х + п —)

эканини курсатиш мумкин.
6- мисол. у = 1пх булсин. yw ни топинг.

у" = - 1 -х-2, 
/"=( —1)2-2-х”3,

yw = (- If-1 • 1 • 2 • 3 ... (п-1) х-п = ( ])П •

Шундай килиб, (1пх/ * = (— if •

2. Лейбниц формуласи. л-тартибли хосилаларни топлшда цуйи- 
даги коидалар тугрилигича цолади:

а) агар и = л(х), и = и(х) булса, у ^олда 
(M±v)<n> = Uw±oin);

б) агар w = u(x), С —const булса, у холда 
(C-u)w = С-и{п).

Икки и = л(х) ва о = у(х) функциялар купайтмасининг л-тар- 
тибли хосиласини топиш учун ушбу формула уринли:

(uv)(2 = «(П) • о + тг “(п~1> • + ^2^ и(п~2)(/' + ■■■ + uv™-
Бу формула Лейбниц формуласи дейилади. Уни тузиш коидаси 
бундай:

(и’+с)" ифодани Ньютон биноми буйича ёйиш керак:

(и + и)" — и v + -р- ип~1 р + - 2, и" “о" 4- ... 4-«°ип.

Бу ёйилмада и ва v даража курсаткичини хосиланинг мос тар
тиби билан алмаштириш керак.

7- мисол. (ли)" ни ёзинг. Ёйилмани тузамиз:
(и + и) 2= u2v° + 2uv + v2u°, 

бундан
(uv)" = u"v + 2u'v’ + uv".

8- мисол. (uv)'" ни ёзинг: (и + v)3 = u3v° + 3u2v + 3uv2 + u°ys. 
Бундан (uv)'" = u"'v + 3u"v' + 3u'v" + uv"'.

9- мисол y = ex-x2 берилган. y(n) пи топинг.
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Шундай килиб,

ёки
у(п) = ех(х2 + 2пх + п(п — 1)).

3. Ошкормас функциянинг говори тартибли хосилалари. F(x,y)= 
= 0 тенглама х га боглиц у функцияни анихласин. Бунинг юкори 
тартибли хосиласини излаш учун бу тенгламани, у ва унинг барча 
Хосилалари эркли узгарувчи х нинг функцияси эканини унутмаган 
Холга, тегишли сон марта дифференциаллаш керак.

х2 и210-мисол.----- 1-—= 1 тенглама билан ошкормас х°лда бе-
fl2 Ь2

рилган у нинг иккинчи хосиласини топинг.
Олдин у' ни топамиз. Тенгламани дифференциаллаймиз:

2х , Чу-у' = 0
а2 _Г Ь2

Бундан у' = -^~-—> У" =
а2 у

у" га топилган у' ни куямиз:

Ь^_, (у—ху') 
а2 у2а2 \ у J

__х_\
Ь2 У + Х\ а2’ у I = _ а2у2+Ь2х2'

а2 у21 а2 а2у3

Аммо — + — = 1 тенгламадан а2у2 + Ь2х2 = а2Ь2 экани келиб чи- 
а2 Ь2

кади. Шу сабабли у" ушбу куринишни [олади:

у"', yIV ва х- к- хосилалар™ х.ам шунга ухшаш топиш мумкин.
4. Парамётрик берилган функцияларнинг юцори тартибли хоси

лалари. х нинг у функцияси
(*=ф'(0
Ь = Ф(0

тенгламалар билан параметрик берилган булсин, бунда х= <р(/) 
функция тескари функцияга эга. у’х xoc™a (11.4) тенглик билан 
аницланиши исботлаиган эди:

(17.1)

Иккинчи хосила у"^ ни топиш учун (17.1) тенгликни х буйича диф
ференциаллаймиз, бунда t функция х нинг функцияси эканини на- 
зарда тутамиз:

yL = ( у'х ), =
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Шундай цилиб,
„ _ ytt xt~xtt'yt

хх (*i)3
t y^tx ва х.к. хосилаларни хам шунга^ухшаш топиш мумкин.
Функциянинг параметрик берилишидан механикада кенг фойда- 

данилади, унда t параметр взятии билдиради. Вакт буйича росила- 
лар шгрихлар билан эмас, балки нукталар билан белгиланади:

х* = х, л — х, Уt=:z У > Уtt ’ У *
у'х = у’’ УХХ = У’’ ■ ■ • 

деб белгилаймиз, у холда ^осилалар формуласини бундай ёзиш 
мумкин:

, У п ух — х у у =■--—, У ’ =  ----- :------•
х х3

11-мисол.  Ушбу
(х‘= a cos t
)y = asin/, а — cons/ 

тенгламалар билан параметрик берилган, х нинг функцияси булган 
у нинг у' ва у" хосилаларини топинг.

х —a sin Z

sin21 x a sin3/

18-§.  Ю^ори тартибли дифференциал лар. Инвариантлик шаклининг 
бузилиши

у = f(x) функцияни караймиз, бунда х — эркли узгарувчи. Бу 
функциянинг

dy'=f'(x)dx (18.1)
дифференциали яна х нинг функциясидир, бунда f (х) биринчи ку- 
пайтувчи х га боглик булиши мумкин, иккинчи купайтувчи эса ар- 
гументнинг Дх орттирмасига тенг булиб, х га богли^ эмас, шу са
бабли бу функциянинг дифференциали ^ацида гапириш мумкин.

1-таъриф.  Функциянинг дифференциалидан олинган дифферен
циал иккинчи тартибли дифференциал ёки иккинчи дифференциал 
дейилади ва Лгу деб белгиланади. Шундай цилиб,

d(dx) = d2x.
’2-таъриф. Иккинчи тартибли дифференциалдан олинган диф

ференциал учинчи тартибли дифференциал ёки учинчи дифферен
циал дейилади ва d3y деб белгиланади. Шундай цилиб,
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d(d2y) = d3y.
3-таъриф. (n—1)-тартибли дифференциалдан олинган диф

ференциал n-тартибли дифференциал дейилади ва dny деб белги
ланади. Шундай килиб,

4 dn~\y ) = dnу.
Юкори тартибли дифференциалларни хосилалар оркали ифодалай

миз. Иккинчи дифференциалнинг ифодасини топамиз:
[d2y = d(dy)=d(y'dx) — (y'ax)'dx = y"dxdx = y"dx2

(бу ифодани чикаришда dx ифода хга боглик; эмаслигидап фойдалан- 
дик). Шундай цилиб:

d^ = y"dx2. (18.2)
Бу ерда dx2 = (dx)2, чунки дифференциал даражасини ёзишда кавс- 
ларни тушириб ^олдириш кабул килинган. Бундан кейин (dx)3 Ор
инга dx3 деб ёзамиз ва бу dx ифоданинг куби деб тушунамиз.

Учинчи дифференциалнинг ифодасини хам шунга ухшаш топамиз: 
d3y = d(d2y) — a(y"dx2) — (y"dx2)'dx — y'"dx3.

Шундай килиб,
cpy = y’”dx\ (18.3)

Бу жараённи давом эттнриб, n-дифференциал] ифодасини топамиз: 
dny = d(dn~1 у) = d( у{п~}) dxn~') = (y(n~l) dxn~')’dx = У(л) dxn.

Шундай цилиб,
dn у — у(п} dxn. (18.4)

Юкори тартибли дифференциаллардан фойдаланиб, (18.1 — 18.4) 
формулалар ёрдамида х;ар цандай тартибли хосилани дифференциал- 
ларнинг нисбати сифатида тасвирлаш мумкин, чунончи:

= d?y 
dx?\ ' dxn’

Хозирга кадар х;амма 'формулаларда х узгарувчи эркли булиб 
келдн. Энди х орали^ аргумент булсин, яъни

У = f(x)
мураккаб функцияга эга булайлик, бунда х = <р(/). Бу з^олда хам 
дифференциал шакли сакланишини текшириб курамиз. Биз биламнз- 
ки, биринчи тартибли дифференциал, х эркли узгарувчи ёки оралиц 
функция булишига карамай, уз шаклини саклайди, яъни

dy = y'dx, бунда dx = q'(t)dt const.
Иккинчи дифференциал учун ифода топамиз:

d2y = d(dy) = d(y'dx) = d(y')dx + y'd(dx)'= y"dx2 + y’cPx. (18.5)
(18.5) ва (18.2) формулаларни та^кослаб, мураккаб функция ик

кинчи дифференциали (18.2) шаклга эга эмас дейиш мумкин.
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Шунга ухшаш, иккинчи дифференциалдан бошлаб, кейииги диф- 
фс-ренциалларнинг ^аммаси дифференциал шакли инвариантлиги хос- 
сасига эга булмайди, дейиш мумкин. Инвариантлик хоссаси фацат 
биринчи таргибли дифференциал учун уринли.

1- мисол. у = cosx функциянинг dy ва d2y ларини топинг, х— 
эркли узгарувчи.

Ечиш. dy — y'dx = —sin xdx,
d2y — y"dx2 — —cos xdx2.

2- мисол. у = cosx мураккаб функциянинг dy ва d2y ларини 
топинг, бунда х = In /.

_ , , , .Л . , dt ,Ечиш. dy = ydx——sinx-—=—sinxdx, чунки — —dx. 

d2y=d(dy) — y"dx2 + y'd2x = —cosx- (у-У + sinx~ =—cos xdx2— 

— sinxd2x, чунки [-j-d/) = dx2, ( — = d2x.

Шундай >\илиб,

d2y = — cos x dx2 — sin xdx
формула уринли.

У з-у з и н и текшириш учун саволлар

1. Берилган функциянинг n-тартибли хосиласи деб нимани айтилади?
2. Функциялар купайтмаси днфференциалинп топишнинг Лейбниц коидасини ту- 

шунтириб беринг.
3. Ошкормас функцияларнинг юцори тартибли хосилалари цандай топилади?
4. Параметрик 'берилган функцияларнинг юкори тартибли хосилалари кандай то

пилади?
5. Берилган функциянинг n-тартибли дифференциали деб нимани айтилади?
6. Исталган тартибли дифференциал функциянинг эркли уз1арувчи буйича те

гишли хосиласи орцали кандай ифодаланади?
7. Оралик узгарувчи функция булганда мураккаб функция учун биринчидаи юко

ри тартибли дифферснциалларнинг шакли сацланадими?
8. 1006—1018, 1030—1040, 1 Оэб—1064, 1069—1075, 1088, 1096-1105- маса- 
лаларни ечинг.

19-§.  Дифференциалланувчи функциялар хаКнДа баъзи теоремалар

1. Ролль теоремаси (хосиланинг ноллари ^а^идаги теорема). 
Агар у = /(х) функция [а,6| кесмада аникланган ва узлуксиз, 
[а, 6] интервалда дифференциалланувчи, кесманинг охирларида 
тенг f(a) — f(b) кийматларни цабул цилса, у цолда кесманинг 
ичида камида битта х — с р(а, Ь) нукта мавжудки унда хосила 
нолга тенг, яъни

0.
Исботи. [а, 6] кесмада узлуксиз функциянинг хоссаснга кура 

функция шу кесмада узининг энг катта М ва энг кичик т циймат- 
ларига эга булади, яъни чегаралангандир.

Мумкин булган икки ^олпи цараймиз.
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а) Энг катта ва энг кичик ^ийматлар бир хил, яъни tn = М 
булсин. У ^олда Дх) = const деган хулосага келамиз. Демак, кес- 
манинг каР кандай нуктасида f'(x) = 0. Теорема исботланди.

б) М^т булсин. Да) — ДЬ) булгани учун функция энг катта М 
ва энг кичик т цийматларидан бирини кесманинг охирларида эмас, 
унинг ичида кабул килади. М — f(c) булсин дейлик, бунда с€(а,6).

Д(с)=0 эканини исботлаймиз. Бунинг учун с иуктага Дх орттирма 
берамиз, (с 4- Дх) 6 (а,Ь) нуктага эга буламиз.

/(с) функциянинг энг катта циймати булгани учун
Дс-г Дх) < / (с) ёки Дс + Дх) — Дс)<0 булади. 

Ушбу муносабатларни караймиз:

Дх < 0 да /(с+Дх)- ДО) р
Дх

ва
Дх>0да/(с + Лх)- Z^<0.

Дх

Шартга кура функция (а, Ь) интервалнинг хамма ерида ва хусусан, 
х = с С (а,Ь) нуктада дифференциалланувчи эканини унутмаган к°лДа 
Дх->0 да бу мупосабатларда лимитга утиб, ушбуларга эга буламиз: 

lim ДС + Дх)-/(с) =/1{с_0)>0,
Дх--»—о Дх

Ит Д£±Дх)-М=/,(с_}_())<()
дх-,4-0 Дх

Функциянинг х — с нуктада дифференцналланувчанлиги сабабли уш
буга эгамиз:

L(c-0) = 4(c+0) = f(C).

f’Jc — 0) > 0 ва f'+(c + 0) < 0 муносабатлар /'(с) = 0 булгандагина 
биргаликда булади. Демак, [а, &] кесма ичида шундай х = с нукта 
мавжудки, унда косила нолга тенг, яъни /'(с) = 0 булади. Теорема 
исботланди.

Бу теореманинг геометрик маъноси 
tg а = 0 эканини билдиради, бунда

92- шакл.

бундай: /'(с) = 0 булиши 
а — Ох укнинг мусбат йунали- 

ши билан графикка абсциссаси х =с 
га тенг булган нуктада утказилган 
уринма орасидаги бурчак. Шу са
бабли теореманинг шарти бажарилса, 
у колда (а, Ь) кесма ичида кам де- 
ганда битта шундай х = с нукта 
топиладики, графикка абсциссаси 
х = с га тенг нуктада утказилган 
уринма Ох укка параллел булади 
(92-шакл). Теорема шартларидан 
акалли биттасининг бузилиши теоре
ма тасдигининг бузилишига олиб ке
лади.
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X

1- мисол. Ушбу
х, агар х€[0,1) булса,
О, агар х — 1 булса 

функция берилган. Бунда биринчи шарт бузилган: функция кесмада 
узлуксиз эмас, х=1 нуктада у узилишга эга, чунки

limf(x)^= 1, аммо /(1) = О
х-»1—О

ва f'(с) = О буладиган х = с гукда мавжуд эмас (93-ш?«л).
2- мисол. [—1, 1] кесмада /(х) = |х| функция берилган. Бу 

холда иккинчи шарт бузилган: функция х = О нуктада дифферен
циалланувчи эмас (94-шакл) ва демак, /'(с) = О буладиган с нуцта 
мавжуд эмас.

3- м ис о л. [0,1] кесмада /(х) = х функция берилган. Бунда учин
чи шарт бузилган: /(0) #= /(1), чунки /(0) = 0, /(1) = 1 (95-шакл) ва 
f (с) = 0 буладиган с нукта мавжуд эмас.

Ролль теоремасининг шартларцда f(a) = f(b) = 0 деб фараз цила- 
миз, х = а ва х — Ь нукталарни функциянинг ноллари (ёки /(х)= 
= 0 тенгламанинг илдизлари) деймиз, /'(с) — 0 буладиган х = с нук- 
тани эса хосизанинг ноли деймиз.

Ролль теоремаси функциянинг иккита ноли орасида хосиланинг 
камида битта ноли мавжуд эканлигини тасдиклайди. Шу сабабли 
Ролль теоремасини ^осиланинг ноллари хацидаги теорема ^ам дейи
лади.

а, Ь лар у — f(x) функциянинг ноллари, с эса у' = f (х) ^осила- 
нинг полидир (96- шакл).

2. Лагранж теоремаси (чекли орттирмалар хацидаги теорема). 
Агар у — [(х) функция [а, Z>] кесмада аницланган ва узлуксиз, (а,Ь) 
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интервалда дифференциалланувчи булса, у холса [о, Ь] кесма 
ичида камида битта х — с€(а,Ь) нукта топиладики, бу нуцтада 

f(b)-f(a) = f'(c)(b-a)
тенглик бажарилади.

Исботи. Ушбу

F(X) = /(х) - Да) - (х _ а)
Ь — а

ёрдямчи функцияни тузамиз, бунда Ь^=а.
F(x) функция Ролль теоремасининг барча шартларини цаноатлан- 

тиради. Хацицатан, биринчидан, F(x) узлуксиз функцияларнинг айир
маси булгани учун бу функция [а, Ь\ кесмада узлуксиз; иккинчидан, 
у дифференциалланувчи функцияларнинг айирмаси сифатида (а, Ь) да 
дифференциалланувчи; учинчидан, у ораликнипг охирларида бир хил 
тенг кийматларни цабул килади, чунончи:

Г(а) =/(«)-/(a)- ^~^Д) (a—a)=0,

F(b) = f(b)-f(a)- (6-а)=0.
Ь — а

Шу сабабли Ролль теоремасига кура [а, й] кесманинг ичида камида 
битта х — с нуцта мавжудки, унда F' (с) = 0 булади. F' (х) хосила-
ни топамиз:

F'(x) = f(x)-^=^-.

Демак, х = с да

F' (С) = /' (с)------ = о.
Ь — а

Бундан:
f(&)-f(o) = f(c)(6-a),

бунда
a<2c<b.

Теорема исботланди. Топилган формула Лагранж формуласи де
йилади.

Бу теореманинг
формуласини

геометрик маъносини аниклаш учун Лагранж

b — а
куринишда ёзамиз.

97-шаклдан = tga экани куриниб турибди, бунда a
Ь — а

бурчак АВ ватарнинг огиш бурчаги.
Иккинчи томондан,

f (c) = tgp,
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бунда 0 — абсциссаси с га тенг 
нуцтада эгри чизивда утказилган 
уринманинг ofhih бурчаги (97- 
шакл).

Лагранж теоремасига кура 
tga=tg0, 
экани келиб чикади. Демак, эгри 
чизикда камида битта нукта мав
жуд булиб, бу нуктада эгри чи- 
зикка утказилган уринма ватарга 
параллел булади.

Лагранж формуласига кайтамиз ва уни 
боища шаклда ёзамиз. Бунинг учун а =х, 
b = х 4- Д х деб оламиз, бунда Д х хар 
цандай ишорали булиши мумкин. У хол
да ушбу тенгликка эгамиз:

/(х + Дх) — / (х) = /' (с) Дх.

бундан эса а = 0

98- шакл.

с

х, х + Дх, с нукталарни сонлар укида тасвирлаймиз (98-шакл). 
Шаклдан с — х<Дх экани куринади. Шу сабабли с — х=0Дх деб 
ёзиш мумкин, бунда О<0<1. Бундан: с = х + 9Дх.

с нуктанинг бундай ёзилишида Лагранж формуласи ушбу кури- 
нишга эга булади:

/(х + Дх) — /(х) =/'(х + О Д х) Дх, бунда О<0< 1.
/(х + Д х) — /(х) = Ду булгани учун Лагранж формуласи узил- 

кесил ушбу куринишга эга булади:
Ду =/'(х + 0 Дх) Дх, 0 < 0 < 1.

Бундан Лагранж формуласининг нега чекли айирмалар формуласи 
деб аталиши маълум булади.

3. Коши теоремаси (икки функция орттирмасининг нисбати ^а- 
цидаги теорема). Агар иккита [(х) ва ф(х) функция [а,Ь]кесмада 
узлуксиз, (а, Ь) интервалда дифференциалланувчи, шу билан бир
са барча х£(а, Ь) лар учун ф' (х) =#= 0 булса, у %олда [а, 6] кесма 
ичида ацалли битта х = с£ (а, Ь) нукта мавжудки, унда

f(b)~f(a) Г (с)
<р (ft) — <р (а) ф' (с)

тенглик бажарилади, бунда <f(b)=^q>(a).
Исботи. Ушбу

F (х) = (/ (ft) — / (а)) ф (х) — (ф (ft) — ф (а)) / (х) 
ёрдамчи функцияни тузамиз. Бу функция [a, ft] кесмада Ролль тео- 
ремасининг э^амма шартларини цаноатлантиради. ^а^икатан хам, би- 
ринчидан, бу функция узлуксиз функцияларнинг айирмаси сифатида 
[a, ft] кесмада узлуксиз; иккинчидан, у дифференциалланувчи функ
циялар айирмаси сифатида (a, ft) интервалда дифференциалланувчи; 
учинчидан, бу функция [a, ft] кесманинг охирларида бир хил 1^ий- 
магларни цабул цилади. Чунончи:
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F(a)=f (b) ■ (p (a) — <p (b) f (a),
F(&)=/(6)-<p(a)-<p(6)f(a).

Шундай килиб, F (a) = F(b).
Шу сабабли Ролль теоремасига кура акалли битта х = с£(а,Ь) 

нуцта мавжудки, унда F' (с) = 0 булади. F' (х) ни топамиз:
F' (х) = (/ (b) - f (a)) ■ <р' (х) - (<р (6) - Ф (а)) • f (х)

х = с деб олсак,
F' (с) = (f(b)-f (а)) Ф' (с) - (<Р (Ь) - ф (a)) f (с) = 0.

Тенгликнинг иккала цисмини
ф' (с) (ф (6) — ф (а)) =/= 0 (шартга кура)

га буламиз. Натижада

Ф(6) —Ф(а) <р'(с)
(бунда a<Zc<zb)

тенгликка эга буламиз. Шу билан теорема исботланди.
Агар ф (х) = х деб олинса, Лагранж теоремаси Коши теоремаси- 

нинг хусусий цоли булишини таъкидлаймиз. Агар /(а) = /(&) деб 
хисобланса, Ролль теоремаси Лагранж теоремасининг хусусий холи 
булади.

У 3- У з и н и текшириш учун саволлар

1. Ролль теоремасини ифодаланг ва исботланг.
2. Ролль теоремасининг геометрик маъносини тушунтиринг.
3. Лагранж теоремасини ифодаланг ва исботланг.
4. Лагранж теоремасининг геометрик маъносини тушунтиринг.
5. f (х) = рхгqxг функция учун Лагранж теоре.масида цатнашаётган х = с 

нуцта каралаётган кесманинг уртасидан иборат булишини курсатинг.
6. Коши теоремасини ифодаланг ва исботланг.
". 1116—1121, 1127—1134-масалаларни ечинг.

20-§. Аницмасликларни ечиш. Лопиталь цоидаси

0 ОО
Агар лимитларни цисоблашда —, Ооо.оо— оо, 0®, 1°°, оо°

куринишидаги иатижалар хосил булса, бундай холда биз аницмас- 
ликлар билан иш курамиз дейилади. Бу холда лимитни цисоблаш 
аницмасликни ечиш дейилади. Аницмасликларни ечиш француз ма- 
тематиги Лопиталь курсатган коида буйича амалга оширилади. Бу 
цоида ушбу теорема куринишида ифодаланади.

1-теорема. Агар }(х) ва ф(х) функциялар х = а нуцтанинг 
бирор атрофида узлуксиз, а нуцтанинг узидан ташцари шу ат- 
рофда дифференциалланувчи булиб, шу атрофда f(a) = O, ф(а)= 

у /х)
= 0 ва ф' (х) ¥= 0 хамда lim = А лимит (чекли ёки чексиз) 

*-*а ф' (х)

мавжуд булса, у холда lim^-^ лимит мавжуд ва ушбу
х~*а ф (х)
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Пт Ш. = lim 4^ = А (<р' (х) ¥= 0) 
х—ьа ф(х) х->а ф (х)

тенглик уринли булади.
Исботи. Ушбу

f(x) _ f(x)-f(a) 
Ф W Ф (х) — ср (а)

нисбатни цараймиз. Бу тенглик тугри, чунки шартга кура 

f(a) = O, <р(а) = 0.

Агар х а нуктанинг атрофига тегишли булса, у холда тенглик
нинг унг цисмига Коши теоремасини 1$ллаб ушбуга эга буламиз: 

fW _ f (с)
Ф W ф'(«)

с нук,та а нуцта атрофига тегишли булгани учун х —да с—~а 
муносабат Vм Уринли булади.

Шу сабабли охирги тенгликда х -> а да лимитга утиб, топамиз: 

Um LW =lim т = пт LW =Л.
x-a ф(х)

Шундай цилиб,
x-ta ф' (c) x-ra Ц>' (x)

Х_а ф' (х) ф (а)x->.a ф(х)
Теорема исботланди.

1-эслатма. Агар /'(а) ■■=(), <р'(а) = 0 ва /'(х) хамда <р'(х) хо- 
силалар теорема шартларини каноатлантирса, у холда теоремани 

f (х)—нисбатга иккинчи марта кулланиш мумкин, чунончи:
ф' (*)

.. / (х) f (х) f" (х)lim — lim 4^- = lim -—— ва х.к. 
х-*а ф (х) х—*а ф (х) х-»а ф " (х)

1- М ИСОЛ.
sin 4 х lim--------

х—»о Зх
2- мисол.

Ijmx-sinx
х-*0

= Ш = lim= lim = ±
\0 } х-»о (Зх)' х-0 3 3

, =(т)= 
=(!)=“■”

lim (*~si7r = lim =
х-»0 (х3)' х-»0 Зх2

(1 —cosх)' _ |_т sinx_  1
х-»о (Зх2)' х-»о 6х 6

2-эслатма.  Теорема х-> оо да /(х)->0, <р(х)->0 булганда 
хам тугрилигича цолади, яъни

lim (W=iimr«
Х^оо Ф (х) х^оо ф' (х)
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Хакркатан хрм, х = -j- деб олиб, х-> оо да z -► О булишини ку- 

рамиз, шу сабабли

limff—) = О,
г->0 \ г )

ифодага нисбатан Лопиталь коидасини цуллаймиз:

ИтЦ^-. = Ит 
х-,ооФ« г^О

=lim —
г-0ф'

= lim
х—»оо

Шундай цилиб,

lim = lim
X—*00 ф (х) Х—ОО ф (х)

3- мисо л.
3 

sin —■
lim ——-

Х^оо А
X

=lim
Х-*ОО

3

4
7^

(sin±Y

,.3 3=lim—cos— =
x-*oo 4x4

Ушбу теоремани исботсиз келтирамиз.
2-теорема. Агар f(x) ва <р(х) функциялар 

бирор атрофида узлуксиз, шу оралицда (х = а
х =а нуцтанинг 
нуктанинг узидан 

ташкари) ди'фференциалланувчи булса цамда шу атрофда 
lim/(x) = oo, lim<p(x) = oo, <р'(х)=#=О 
х-*а х-*а

булса ва lim = А лимит (чекли ёки чексиз) мавжуд булса, у 
х-+а ф'(х)

холда lim мавжуд булади ва ушбу
Х->оо ф (х)

lim =lim = А
х-*а ф (х) х-а ф (х)

тенглик уринли булади.
Бу теорема х->оо да ^ам уз кучини саклайди.
4-мисол.

,. In хlim-----
х-*0 ctgx

= lim
х-»0

= (-\=ПтМ1=Пт2^==Ш =

\<х> ) X—о (ctg X)' х-»0 X \ о )

— (sin»x)_ _ — Пт 2 sin х cos х = 0.
(X)' x-0
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5- м и с о л.

lim = lim 
X^-f-oo (1 ПХ) х-*4~оо

X

= lim 2x2cx’=+oo. 
X-*-f-OO

1 ва 2-теоремаларни умумлаштириб ва эслатмаларни ^исобга 
олиб, Лопиталь цоидасини бундай ифодалаш мумкин:

Агар х->а ва х-<-оо да f(x) ва ср(х) функциялар бир вацтда 
О га ёки оо га интилса, у ^олда бу функциялар нисбатининг лими- 
тини улар хосилалари нисбатининг лимити (агар бундай лимит мав
жуд булса) билан алмаштириш мумкин, яъни

ёки^')-11тф=Л,
х-а <р (х) \ 0 оо / х-»а <Р (х)

(Х-^оо) (х-*оо)

бунда А — чекли ёки чексиз.
3-эслатма.  Агар охирги ифоданинг унг томонидаги (чекли ёки 

чексиз) лимити мавжуд булса, Лопиталь цсидаси уринли булади. 
Чап томондаги лимит мавжуд булган бир вактда унг томондаги 
лимит мавжуд булмаслиги мумкин.

6-м и со л. lim x~*~slf1 х лимитни топинг.
Х->оо X

Ечиш. Лопиталь коидасини цуллаймиз:

lim —------ = — = lim ——------- ---  lim (1 + cosx)
x~»oo X \ oo / x->oo 1 X—.00

x -> оо да (1 + cos x) ифода 0 билан | 2 орасида тебранади, яъни 
х-> оо да (1 + cosx) ифоданинг лимити мавжуд эмас, шу сабабли 
Лопиталь коидасини кулланиб булмайди.

Изланаётган лимитни бошка йул билан топамиз:
x-4-sinx / , . sin х\ ,lim —------ = lim 1 Н-------- ----- 1.

X—*оо X X—>оо \ X у

4-эслатма.  Шуни эслатиб утамизки, Лопиталь цоидаси хар 
доим хам жавобга олиб келавермайди.

7-мисол. lim . х — лимитни топинг.
Х-»оо У X2 + 1

Ечиш. Лопиталь коидасини куллаймиз:

lim —;===г
х-»оо -у хг 1

X= lim
Х-+ОО

Аницламаслнкни очмасдап дастлабки лимитга цайтиб келдик.
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Изланаётган лимитна бошца усул билан топамиз:

lim----------
Х-.0О у"х2 -f- 1

= lim —■ ■■' = 1.

1. О-оо куринишидаги аншумаслик. Бундай ани1умасликни очиш 
дейилганда lim/'(x) = 0, lim<p(x) = oo булганда limf (х)-ср(х) лимит- 

х-*а х-+а
ни топиш тушунилади.

Агар изланаётган ифодани 

lim/(x)-cp(x) = lim 
х-»а х->а 1

<Р(х) 
куринишда ёзилса, у холда х-* 

0 — ОО олар — еки — куринишидаги аншумасликларни очишга келтирилади. 
0 ОО

8-ми со л. limx2/nx ни топинг.
х-»0 

Ечиш. limx2 = 0, lim/nx =—оо 
Х-.0 х-»0

шидаги аникмасликка эгамиз. Берилган 
миз ва клуорцдагига кура топамиз:

х-+а

<Р(х)
1

/(*)

а да 0-оо куринишидаги аншумаслик-

ёки lim/(x)-cp(x) = lim
х~»а х-*а

булгани учун О-оо курини- 

ифодани шакл алмаштира-

1

= lim
х—>0

limx2/nx = lim — = (— 'j
xwO x-+0 1 \ оо /

V
2. oo — оо куринишидаги аншумаслик. Бундай аницмасликни 

очиш дейилганда lim/'(x) = oo, limq>(x) = oo бир хил ишорали чек- 
х-»а х-»а

сизлик булганда lim(/(x) — <р(х)) лимитни топиш тушунилади. Бун- 
х-»а

. 0дай аникмасликлар — куринишидаги аницмасликларга келтирилади.

9-мисо л. lim (sec х —tgx) ни топинг.
Л Ах -> •-------- 0
2

Ечиш. lim secх = +оо.'limtgx = +оо булгани учун оо—оо 
х~» —--- 0

2
эга буламиз. Энг содда алмаштиришлар

х^” -0
2

куринишидаги ани1\масликка
-2_ куринишга олиб келади:

lim (secх — tgx) = lim 
х~» — —о х—5-о

2 2

3. 1°°» 0°, оо° куринишидаги ани^масликлар.

1 — sinx _ 0 \ _
cosx \ 0 )

lim ~^2SX. =о. 
л —sinx 

-__0
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а) lim(/(x))*w лимитам топиш деб, агар /(х)->1, <р(х)->оо
х-*о

булса, I00 куринишидаги аницмасликни очишни;
б) агар /(х)->-оо, <р(х)->-0 булса, оо° куринишидаги аникмас- 

ликни очишни;
в) агар /(%)-* 0, <р(х)->0 булса, 0° куринишидаги ани^маслик- 

ни очишни тушунилади.
Хамма лолларда ^ам функция олдиндап логарифмланади, бундан 

0-оо куринишидаги аникмасликка эга булинади, бу эса уз навбати- 
да — ёки — куринишидаги аникмасликка келтирилади. Шундай 

0 оо
кейин логарифмнинг лимити буйича берилган функция лимити топила
ди. Натижа потенцирланади.

10-ми со л. lim (cosx)х* ни топинг.
х->0

Ечиш. limcosx=l, lim —— оо булгани учуй 1~ холга эга- 
х-»0 х-»0 X2

миз. А — lim (cosx)A* деб белгилаймиз. Бу ифодани е асос буйича 
х-»0

логарифмлаймиз:
_1_

1пЛ = lim In (cos*)*' = lim
x-»0 x->0

= ^ = iim(!^)' =
Х-»0 (х2)'

In (cos x)
-J-H *,

COS X \ / __ 1
T

бундан потенцирлаб,

2
2

.. sinx lim --------
Х~>0 XCOSX

,. COS X= lim----------------------
x-»0 2x

Шундай килиб, 1пД =-----

А = г 2 ни хосил циламиз.

2 1
Демак, lim (cosx)x“ = ■ .—=.

х-»о V е
11-мисол. lim (tgx)cosx ни топинг.

X-* —
2

Ечиш. lim tgx=oo, limcosx = 0 булгани учун оо° холга эгамиз. 
п яХ-»— х-> —
2 2

А — lim (tgx)cosx деб белгилаймиз. Бу ифодани логарифмлаймиз: 
Я х->---
2

InA = limln(tgx)cosx = limcosxln(tgx) = (О-оо) = 
я яХ-л---  Х-¥---
2 2

J_____I
tgx cos* х

sin х
cos2x

= lim^ 
л IХ-»---------------
2 COSX

= lim -г---------  =0.„ tgxsinx
X—>--

2
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Шундай цилиб, 1л А = 0, бундан потепцирлаб, А = 1 ни цосил ци
ламиз.

Демак, lim (tgx)cos* = 1.
Л

** 2

12-мисол.  lim (sinx)* ни топинг.
х->0

Ечиш. lim sinx=0, limx = 0 булгани учун 0°холга эгамиз. 
х ->0 х-ьО

А = lim (sinx)* деб белгилаймиз. Бу ифодани логарифмлаймиз: 
х-»0

In Д = lim In (sinx)* = limxlnsinx = — (0-oo) —
x->0 x-»0

= Hm = =Пт
x->0 1 \ oo / x-»0

X

x-,0 1

cos2x 
Шундай цилиб, In A — 0, бундан A = 1.

Демак, lim (sinx)' = 1.
x-»0

Уз-узин и текшириш учун саволлар

1. x-*a (чекли) ва х-> оо да " аницмасликни очиш учун Лопиталь цоида- 

сини чицаринг.

2. х-+а ва х-* оо да —- куринишидаги аницмасликпи очиш учун Лопиталь
ОО

щоидасини баён цплинг. Мисоллар келтиринг.
3. 1”, оо°, 0° куринишидаги аницмасликларии очиш учун Лопиталь цоидасинииг 

цуллапилишини баён килинг. Мисоллар келтиринг.
4. 1324—1364-масалаларни ечицг.

21-§.  Тейлор формуласи

1. Тейлор купцади. г/ = /(х) функция х = а нуцтанинг бирор 
атрофида (п + 1)-тартибгача цосилага эга (п + 1-цогила цам киради) 
булсин. Даражаси п дан катта булмаган, х = а нуцтадагн циймати 
Дх) функциянинг шу нуцгадаги цийматига тенг булган, п-таргибга- 
ча булган цосилаларининг х = а нуцтадаги цийматлари /(х) функция- 
дан шу нуцтада олинган мог цосилалари цийматларига тенг булган 
у = Рп (х) купцадни, яъни

Рп(а) = /(а), Р'„(а) = /'(а), Р'п (а) =!/"(«)•••• > П”’ («) = («)
(21-1) 

шартни цаноатлантирадиган купцадни топиш керак. Бундай купцад 
баъзи маънода /(х) функцияга яциц булишини кугиш .мумкин.
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Бу купхадни куйидаги куринишда излаймиз:
рп W = Со + Cj (х — о) + С2 (х — а)г + . . . + Сп (х — а)п, 

(21-2)
Со, С2, , Сп коэффициентларии (21.1) шартлар бажарила-

диган ^илиб аницлаймиз.
Рп (х) нинг хосилалари.чи топамиз:
Р„(х) = Ct + 2 С2 (х — а) + . . . -\-п-Сп (х — а)"-1,
Р" (Л) = 2 С2 + 3 • 2 С3 (х - а) + • ■ ■ + П (П - 1) с„ (V - а)"-2,

Р<пп)(х)=л(/г —1)(п —2) . .. 3-2-1 Сп . (21.3)

(21.2) ва (21.3) тенгликларга х = а ь;ийматни цуямиз, натижада 
ушбуга эга буламиз:

Рп (а) = Со, Р’п (а) = Сх, Р„' (а) = 2 • 1 • С2..........
Р™(а)=п(п — 1) (п — 2) .. .3-2-1 Сп. (21.4)

(21.4) тенгликларнинг чап томонларини (21.1) тепгликлар асоси- 
да алмаштирамиз, натижада ушбуга эга буламиз:

/(а) = С0> f (а) = Сь Г(а) = 2-1-С2..........
/(л)(а)=п(п — 1)(п — 2) .. . 3-2-1-Сл, 

бундан коэффициентларнинг цийматларипи топамиз:
С„ = Ца), С,=Г(а). С,= с,-±/-(о)...........

с.-тг/"”(«)•
Бу Со, Cj. С2, .... Сп цийматларни (21.2) формулага цуямиз ва и. - 
ланаётган купхадга эга буламиз:
Рл(х)=/(ц) + ф (х-п) + ^(х-п)2 + . .. + ^(х-п)\

(21.5)
Бу купхад /(х) функциянинг (х—о) нинг даражалари буйича 

Тейлор купкади дейилади.
2. Тейлор формуласи. Берилган /(х) функция билан тузилган 

Р„(х) купхад айир.масини Р„(х) билан белгилаймиз:

PnW=/W-P„W, (21.6)
бундан /(х) = Рп (х) + Rn (х) ёки ёйиб ёзилганда:

/(*)=/ («) + (х - а) + ™ (х -а)2 + . .. +

+ (х — а)п + Rn (х). (21.7)
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хар хил шакллари

(21.6) формула f(x) функция 
учун Тейлор формуласи номи би
лан юритилади.

Rn(x) ни Тейлор формуласининг 
^олдик ^ади дейилади. У f(x) ни 
Тейлор куп^ади билан алмаштир- 
гапимизда цандай хатога йул куй- 
ганимизни курсатади (99-шакл).

3. Лагранж шаклидаги ^олдик 
^адли Тейлор формуласи. Крлдиц

мавжуд. Виз Лагранж шаклини карай-хаднинг
миз.

Теорема. Агар / (х) функция х—a нуцтанинг атрофида (п + 1)- 
тартибгача цосилаларга эга булса, у хрлда бу атрофнинг \ар 
кандай х нуктаси учун колдик хад ушбу куринишга эга булади: 

бунда £ киймат а ва х орасида ётади.
Исботи. (21.7) ва (21.1) формулаларга кура:

.Ч(а) = 0-
I (а) = /'(а)-*>;(«)]= О,

| ........................................................ (21.8)

^,(а) = /(л)(а)-Я")(а)=(),
^(n+D (х) = ^+D (х)_р<"+*>(х) = Г+11 (х),

чунки Р^+1,(х) = 0.
ф(х) = (х — а)'*+1 деб белгилаймиз. У холда ф^(х) ни диффе- 

ренциаллаб ва хосилаларни х = а да х.исоэлаб, ушбуларга (эга бу
ламиз:

< Ф (х) = (х — а)п+1, ф (а) = 0, 
Ф' (х) = (п + 1) (х —а)'1, ф' (а) = 0, 
ф"(х) = (п+ 1)п(х —а)’-1, ф"(а) = 0,
I..................................................................... (21.9)
Iф(п)(х) = (п 4- 1)1 (х — а), ф(п>(а)=0,
I ф'^+б (х) = (п + 1)!

(21.8) ва(21.9) фэрмулалардан фойдаланиб, Ял(х)^ва ф(х)_функ- 
цияларга Коши теоргмасини цуллаймиз:

R„(x) _ Rn (X)-Rn(a) = R'nM = R'n(xi)-Rn(a) = =
ф(х) ~ Ф(х) — <р(а) Ф'(Х1) ф' (*х)-<₽'(а)

R^(xn ) _ R^jx^-R^ja) _ /#+1)(х„+1) = f^frn+l) .

= ф^(*„) Ф(,,,(х„)— <Р,П)(а) ~ ф"’+1,(хл+Р («+')!
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Бунда x^fax), х26(«, xj, х3е(а,х2), . . ., х £(а.хп).
Дсмак,

*л(х) _ /(',+1,(хп+1) 

<р(х) л-f-l)!

Бундан хп,, = с деб белгилаб, ушбуга эга буламиз:

п (х) = _Г+1) (&) (х _ )n+i (21.10)
п (п + 1)!

бунда ?6(а,х).
Теорема исботланди. (21.10) формула Лагранж шаклидаги кол- 

диц хад дейилади. (21.10) ни (21.7) га цуйиб топамиз:

/ (х) = f (а) + (х — а) + (х' — с)2 + • • • +

+ T-)(x-fl)': +,-£?$• (*-«)"+1. (21.11)

бунда а < ? < х.
(21.11) формула Лагранж шаклидаги 7?п(х) цолдиц хадли Тей

лор формуласи деб аталади.
(21.11) Тейлор формуласининг баъзи хусусий холларини эслатиб 

Утамиз. п — 0 да f (х) = f (а) + /' (?) (х — а) га эга булиб, Лагранж 
формуласини хосил киламиз. п = 1 да

/ (х) = / (а) + Г (а) (X - а) + ^- (х - о)2.

Бу’формулада колдиц хадни ташлаб юбориб, дифференциалии кул- 
лашга асосланган маълум

/(x)«f(a) + f (а) (х — а)
такрибий формулага эга буламиз.

22-§.  Элементар функцияларни Маклорен формуласи 
буйича ёйиш

(21.11) Тейлор формуласининг а = 0 даги хусусий куриниши 
Маклорен формуласи дейилади:

= + + + Ш (22.1)

бунда Rn(x) = *"+I . а < £<х. Бу формула функциянинг

эркли узгарувчи х нинг даражалари буйича ёйилмасини беради.
I. f (х) = е* функцияни Маклорен формуласи буйича ёйиш. ех 

функция барча х£(—оо, + оо) лар учун хаР ^андай тартибли хоси- 
лаларга эга. Шу хосилаларнинг х= 0 нуцтадаги кийматларини хи
соблаймиз.
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Хрсилаларнинг топилган цнйматлариии (22.1) Маклорен фзрмуласига 
цуйиб, е нинг ушбу ёйилмасини хосил циламиз:

/(х) = е' 
Г(х) = / 

/”(х) = /

/(0) = 1
/'(0)= 1

/"(0)=1

/w+l|(x) = Z

/(п)(0)= 1
/<П+Ь(£) = Д бунда 0<В<х.

е ./=1+х + £+ + (22.2)

2. /(x) = sinx функцияни Маклорен формуласи буйича ёйиш. 
Функция барча х£(—оо, + оо) лар учун хар ^андай тартибли хо- 
силаларга эга. Шу хосилаларнипг х — 0 нуктадаги цийматларичи хи
соблаймиз:

/(х)= sinx
/' (х) = cosх = sin [х + у)

Г (х) = cos (х + у) = sin (х + 2 у)

[ п> (х) = sin (х + п у
/(0) = 0
/'(0)= 1
Г (0) = о
Г'(0) = -1

/(n)(0) = sinn4, f+,)(E) = sin^ + (n + l)yj, 0<E<x. 

Тартиби жуфт булган хосилаларнипг хаммаси х = 0 да нолга тенг. 
Топилган цийматларни (22.1) Маклорен формуласига ^уйиб, sinx 
учун ушбу ёйилмани х°сил ^иламиз:

SinX = X-^+:4j-~ • • ■ +(~1)"+1 +

*^тЧ*Т**»)- ..
3) /(x)=cosx функцияни Маклорен формуласи буйича ёйиш. 

Функция барча х£(—оо, —f— оо) лар учуй хар кандай тартибли х°* 
силаларга эга. Шу росилалариинг х = 0 нухтадаги ^ийматларини 
хисоблаймиз:

f (х) = cos х f (0) = 1
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f' (x) = —sin x = cos fx + у )

/" (x) = — sin fx + y-j = cos (x + 2 'j

/'(0) = 0

/"(0) = -l

/<п>(х) = cosfx + /lyj fW (0) = cosfn y j

(H) = cos ^ + (n + l)fj

4W = (n^)-| cos (s + ^2 —) . 0 <' < x-

Бунда тоц тартибли хосилаларнинг 
/(x) = cosx функция учун Маклорен 
олади:

Хаммаси х = О да нолга тенг. 
формуласи ушбу куринишни

cosx =

(22.4)

4. f(x) = 1п(1 + х) функцияни Маклорен формуласи буйича 
ёйиш. Функция х> —1 лар учун хар цандай тартибли хосилаларга 
эга. /(х) функциянинг х=0 нуцтадаги хосилаларини хисоблаймиз:

f(x) = In (1 +х)

Г(х) = -1(1+хГ2 
f"(x) = 1-2(1+х)-3

/(0) = 0

Г(0) = 1

/"(0) = -1
f" (0) = 21

/”'(х) _(-!)"+' .(« — 1)1(1 +х)-” Г(0)-(-1)"+1(п-1)1
/в+1,(х) = (—1)"-л|(1 +х)-"-‘ ’ Г+'.

Хосилаларнинг топилган цийматларини (22.1) Маклорен формуласига 
цуямиз:

х2 х3-2! х’-З !
In (1 -J- х) = х 2" Н з~| 4 | Н- • • • Ч*

+ (-1)л+1-^-(п-1)!+/?„(х).

Хисцартиришлардан кейин:
^2 х^ х^

In (1 + х) = X---- 2'+'з-------4~ + +

+ (_l)"+’Z, + /?n(x). (22.5)
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5. / (х)=(1+л)а функцияни Маклорен формуласи буйича ёйиш. 
/ (х) ='(1 +х)“ функциянинг х = 0 нуктадаги ^осилаларини хисоб
лаймиз:

/(х)=(1+х)“
Г(х)=а(1 +*)“"*
/" (х) = а(а—1)(1 + х)““2

/(0)= 1
Г(0) = «
Г(0) = а(а-1)

/л) (х) = а (а — 1) (а — 2)... (а — п + 1) (1 + х)а-л /(л)(0) =
= а (а — I) . . . (а — 

— п + 1)
/(л+1) (х) = а (а — 1) ... (а — n) (1 + х)а~п~1
Rn(x)= (Д+!)- а(а —1) . . . (а—п)(1 + ?)а_1_''.

Хосилаларнинг топилган кийматларини (22.1) Маклорен формула- 
сига куямиз:

(1 + Х)“ = 1 + -уу X Н
«(«-!) а(а—1)(<х —2) ,

- 2! Х2+ 3! л-3-г...+

+ «(«-■) •••(«-п+1) хп + (х) (22 6)
п!

а курсаткич п дан капа булмаган бутун мусбат сон булган ху
сусий хрлда Rn(x) нолга айланади, (22.6) тенглик эса Ньютон би- 
номи формуласига айланади.

Уз-узини текшириш учун саволлар

!. Тейлор купхади нима?
2. КоллиК \ади Лагранж шаклида булган Тейлор формуласини ёзинг.
3. Кандай холда Тейлор формуласини Маклорен формуласи дейилади?
4. е*, sinx, cosx, 1п(1 +х) ва (1 4 х)а функциялар учун Маклорен формула- 

сини ёзинг.
5. 1498— 1509-масалаларни ечинг.

23-§.  Тейлор (Маклорен) формуласининг татбики

(21.11) Тейлор формуласи ихтиёрий f(x) функцияни такрибан 
/(х)«/(а) + ^-(х-а) + ^-(х-а)2 + ••• +-^(х-а)п 

Тейлор купхади деб аталувчи купхад куринишида тасвирлаш имко- 
пини беради, шу билан бирга бунда пайдо булган

хатони бахолаш имконини беради (бу хатони куп холларда етарлича ки-
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чик цилиш мумкин). Шу сабабли бу формула математик анализнинг му- 
хим формулаларидан бири х;исобланади ва бу формула назарий тад- 
кицотларда х;ам, купчилик амалий масалаларни ечиш воситаси сифа
тида (хусусий холда функциялар ^ийматларини такрибий хисоблаш- 
ларда) ^ам кенг ^улланилади.

(22.1) Маклорен формуласи хам [ (х) функцияни Маклорен куп- 
>^ади куринишида такрибан тасвирлаш имконини беради:

Г (0) /" (0) ./(х)«/(0) + -1\-х + тх2+ ... , /<п) (0) 
п!

бундаги хато

0<е<х

булади.
Бир нечта мисол караймиз.
I. f (х) = ех функциянинг купхад куринишидаги тасвири 

рибий тасвири) (22.2) формуладан келиб чикади:
X2 X3

ехт!+х + -^+-^ + ...

(так;-

(23.1)

Бу тацрибий тенгликнинг хатоси Маклорен формуласининг

Rn W = (п + 1)Т ’ei ’ бувда 0 < < Х (23-2) 

колдиц хади орцали аницланади, шу билан бирга барча х лар учун 
Е /1+|lim Rn(x) = 0, чунки г — чекли,.- эса п оо да чексиз ки-

п—>оо 1 '
чик. Бундан ^ар цандай х да ех функцияни исталган аникликдаги 
Маклорен купкади билан алмаштириш мумкинлиги келиб чикади. 
n = 1, 2, 3 деб олиб, ушбу тацрибий формулаларга эга буламиз:

ех т 1 + х, 

ех ml + х + —>
2

л , . I X2 . X3
в А* 1 + X +.

2 6

бу формулалар аникликнинг ортиб бориши тартибида жойлашган.
1-мисол.  е сонини 0,001 гача аникликда хисобланг.
Ечиш. х = 1 кийматни (23.1) ва (23.2) формулаларга ^уямиз:

ет 1 + 1 +— +— + . . 
2! 31

Хатолик: Rn = > ЧУНКИ 0<£<1 ДО е;<3.
з

Rn(x) с0,001 ёки <0.001 тенгсизликни ечиб, бу тенгсиз
лик п = 6 да бажарилишини курамиз. Демак,
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(0,001 гача аникликда).
2. /(.r) = sin.r функцияни Маклорен купцади куринишидаги 

такрибий тасвири ёйилмаси (22.3) формуладап келиб чицади:

sinx — + f- . J+(- • (23.3)

Бу тацрибий тенгликнинг хатоси Маклорен формуласининг цолдиц 
хади билан аницланади:

(х) = (2^. sin (& + (2 п + 1) 4). (23.4)

бунда 0<?<х,
шу билан бирга хар кандай х учун lim R2n = 0, чунки )sin (S + 

П—*оо
Я I дДл+1

+ (2п + 1)-к- < I чекланган, —г-г-; эса п оо да чексиз ки- 2 | (2 П -j- I) .
чик. Бундан хар цандай х да sinx функцияни исталганча кичик ха- 
толи Маклорен купцади билан алмаштириш мумкинлиги келиб чита
ли.

п= 1, 2, 3 деб олиб, sinx учун энг содда такрибий ифодаларга 
эга буламиз:

sinx«x, sin х«х — —, sinx«x——Н-------- .
6 6 120

Бу формулаларнинг иккинчиси биринчисидан, учинчиси эса иккин- 
чисидан аницрок^.

2- м ис о л. sin 10° такрибий ций.матни 0,00001 гача аникликда 
хисобланг.

Ечиш. Бурчакнинг радиан улчовига утамиз:

х= 10° = —.
18

ях =цийматии (23.3) ва (23.4) формулаларга цуямиз:
18

+ (-1)"+'

——(—?+••• +31 \ 18 /

(-\ 18

я
18

1
(2^-1)!

Хатолик:

^2п ~
1

(2n+ 1)1
1

(2 я+1)1

■ (ip'.sinfS + Pn + Oi

’ 118/ <0,00001.
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с
Такрибий тенгликдаги хадлар сонини аницлаш учун колдик хад- 

нинг мицдорини хар хил п ларда хисоблаймиз.
Агар п = 1 булса, у колда |/?2| Cyj • j* = 0,00089 > 0,00001; 

агар п — 2 булса, у колда |/?4| < — ( — f = 0,0000013 < 0,00001. 

Демак, такрибий формуланинг иккита олдинги каДи олинса, хи- 
соблашнинг берилган (талаб килинган) аииклигига эришилади:

sin 10° «0,17453 — 0,00089 =0,17364
(0,00001 гача аникликда).

3. /(х) = cosx функциянинг Маклорен купкади куринишидаги 
такрибий ёйилмаси (22.4) формуладан келиб чикади:

х2 fx4 it r-ncos х « 1 - - + - . . . + 1Г • (23.5)

Бу такрибий тенгликнинг хатоси Маклорен формуласининг к^Дик. 
х.ади билап аниклапади:

^+1 = (2n$27TCOS + (2 П + 2) ’ • <23 6>

Бунда |cos^ + (2n + 2)-y )|<1, п оо да эса (2^,~2)1 0, шу

сабабли каР КанДай х да
lim Я , = 0.П_krv-

ггг Бундан кар кандай х да cosx функнияни исталган аникликда 
Маклорен купкади билан алмаштириш мумкинлиги келиб чикади.

п— 1, 2, 3 деб олиб, cosx учун такрибий ифодаларга эга була
миз:

1 х2 . х4cosx« 1--------------- >
2 24

_х«_
720 ’

бу формулалар аникликнинг ортиб бориши тартибида жойлашган.
3-мисол. cos 5° ни 0,000001 гача аникликда хисобланг.
Ечиш. Бурчакнинг радиан улчовига утамиз: х = 5° = — ва х = 

36
= — кийматни (23.5) ва (23.6) формулаларга куямиз:

36
лcos— «
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Хатолик:

" (2 л+ 2)!
• (А')2л+2< 0,000001.

Такрибий тепгликда нечта хадни олишни аниклаш ёки берилган 
аникликдаги хисоблашларни олиш учун R2n+l цолди^ ^адларнинг 
кетма- кетлигини бахолаймиз:

агар п = 0 булса, у холда = 0,003808 > 0,000001,

= 0,000002 >0,000001,агар п = 1 булса, у ^олда |/?3|

у=0,00000003<0,000001.
\36/

агар п = 2 булса, у холда |/?5| < —
6!

Демак, берилган ани^ликка эришиш учун R-o дан олдин келади- 
ган учта биринчи хадни олиш керак:

cos — « 1 — — У = 1 — 0,003808 + 0,000002 =
36 2 \ 36 / 4! \ 36 /

= 0,996194.
(0,000001 гача аницликда).

4. ](х) = (1 + х)а функциянинг Маклорен куп^ади шаклидаги 
такрибий ёйилмаси (22.6) формуладан келиб чикади: 
(1+х)«^1+Д-х + Д1^х» + Ма-1)-..(а-п+1)у. (23?)

Бу такрибий тенгликнинг хатоси Маклорен формуласининг к°«1 
дик. хади билан ани^ланади:

(23.8)

Rn (х) хатони исталганча кичик микдор килиш мумкин, яъни |х| < 1 
тенгсизликни цаноатлантирувчи барча х лар учун п оо да Rn — 0. 
Бу цаторлар назариясида исботланади.

n = 1, 2, 3 деб олиб, куйидаги тацрибий формулаларга эга бу
ламиз:

(1 4- х)“ »1 4-ах,

(1 4-х)“« 1 +ах + -|-(а— 1) х2,

(1 4-x)e« 1 +«x + -j(a— 1)х2 +(а—1)(а —2)№.

Бу тенгликларнинг кейинги хар бири олдингисидан аникроцдир.
4-м  и сол. у' 83 нинг такрибий кийматини 0,000001 гача аник; 

ликда хисобланг.
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Ечиш. Берилган илдизии ал.маштирамиз: 

у' 83 = j/81 + 2 = 3( 1 + — j .
2

(23.7) ва (23.8) формулаларии ^уллаймиз, уларда х ■= ,о 1 
деб оламиз:

2 I

п! \81 ) )

7 )•
Баъзи алмаштиришлардан кейин:
/83«3(1+ — ]62 . 108 + 162 . 108 . 486 162-108-486-59

Хатолик:

Хисоблашларнинг хатоликлари 3|/?„| кетма- кетлигини бахолаймиз:

+

агар п — 1 булса, у холда 3|Ri|<-j-^-y^ < 0,0002 >

агар л = 2 булса, у холда 31/?2| < < 0,000003;

агар и = 3 булса, у холда

317?31 <---------—---------< 0,00000006 < 0,000001.

Демак, хисоблашларнинг берилган аникаигига эришмоц учун /?3 дан 
олдин келадиган туртта .^ад йигиндисини олиш етарли:

у<83'«3(1 +0,006-173 — 0,000057 + 0,000001) =3,018349. 
(0,000001 гача ани^ликда).

5) f(x) = In (1 +х) функциянинг ^Маклорен куп^ади куриниши
даги такрибий ёйилмаси (22.5) формуладан келиб чикади: 

1П(1+х)~х-4 + т“-- • +(~О"4’1—•
2 3 п

|х| < 1 тенгсизликларни каноатлантирув чи барча х лар учун п оо 
да хатолик: |/?„| = —Ц • |+т-гГ+1 -*0. п = 1, 2, 3 да цуйидаги 

п + 1 11 + si
та^рибий формулаларга эга буламиз:
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In (1 + x)« X,

In (1 + x) « X — у»

In (1 + x)«x —у + y.

бу формулалар аникликнинг ортиб бориши тартибида ёзилган.
К.араб чикилган мисоллар аргумент кичик булганда ^исоблашлар- 

да Маклорен формуласида унчалик куп булмаган сондаги ^адларни 
олиб, аницликка эришищ мумкинлигини курсатади.

Агар аргумент етарлича кичик булса, у холда купинча унинг би
ринчи ёки иккинчи даражаси билан чекланиш мумкин. Масалан, 
аргументнинг етарлича кичик цийматлари учун куйидаги та^ибий 
формулалар хосил булади:

1) sinx«x;

2) cos х « 1 — у ;

3) / а? 1 4- х;
4) In (1 +х) «х;
5) (1 + х)а « 1 + а х.

купинча фойдаланишга 

такрибий тенгликдан а

Бу формулалардан амалий хисоблашларда 
тугри келади.

К,уйидаги такрибий формулалар охирги 
нинг турли кийматларида келиб чикади:

6) —!— « 1 — х;
1+х

7) ]/Т+^ « 1 + у;

---------- , , х ■

с а в о л л ар

1. ех , sinx, cosx, In (I + x), (1 +x)“ функцияларнинг Маклорен кугцади кури- 
нишидаги такрибий ёйилмаларини ёзинг.

2. Функцияларнинг берилган аницликдаги такрибий щийматларини ^исоблаш учун 
Маклорен формуласидан кандай фойдаланилади?

3. 1524 — 1528-масалаларни ечинг.
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4- бо б

ФУНКЦИЯЛАРНИ ХОСИЛ АЛ АР ЕРДАМИДА ТЕКШИРИШ

1-§.  Функциянинг усиш ва камайиш шартлари

1-таъриф. Агар аргументнинг (а, Ь) оралицца тегишли катта 
цийматига функциянинг катта циймати мос келса, яъни х2>ХхТенг- 
сизлнкдан, бунда хп х2 лар (а, Ь) интервалга тегишли, Дх2)>Дхх) 
тепгсизлик келиб чицса, у холда y—f (х) функция шу (а, Ь) интервалда 
усувчи функция дейилади. Бу тенгсизликларни бундай ёзиш мумкин:

х2 —Xi>0 ва /(х2) —/(Хх) >0.

Агар х2 — xt = Ax, Дх,)—/(хЦ — Ду деб белгиласак, Дх>0 
ва Ду>0 эканини, яъни бир хил ишорали эканини курамиз. Шун
дай килиб, усувчи функция учун Ду функция орттирмасининг Дх 
аргумент орттирмасига иисбати хар доим мусбат, яъни >0.

2-таъриф. Агар бирор (а, Ь) интервалда аргументнинг катта 
цийматига функциянинг кичик циймати мос келса, яъни агар х, >х2 
тенгсизликдан, бунда Хх, х2е(а, 6), Дх2)<Дхх) тенгсизлик келиб 
чицса, у цолда у = Дх) функция (а, Ь) интервалда камаювчи функ
ция дейилади. Юцоридаги тенгсизликлардан х2 — хг>0 ва Дх2)— 
— Дхх)<0 экани келиб чицади. Бу цолда Дх = х2 — хг ва Ду = 
= Дх2)— Дх,) орттирмалар цар хил ишорали.

Шундай цилиб, камаювчи функция учун Д у орттирманинг Д х 
аргумент орттирмасига нисбати манфий, яъни -^-<0.

Дх
Функциянинг усиш ва камайншининг зарурий ва етарли шартла

рини хосилалар ёрдамида аницлаймиз.
1-теорема (функция усувчи булишининг зарурий шарти). Агар 

(а, Ь) интервалда дифференциалланувчи у== f(x) функция усувчи бул- 
са, у холда бу функциянинг \осиласи интервалнинг хамма нуцтаси- 
да манфий булмаслиги зарур, яъни барча х^(а,Ь) учун f'(x)^O.

Исботи. Теореманинг шартига кура функция усувчи, шу са
бабли исталган Х£ (а, Ь) учун — > 0. Мусбат функциянинг лимити 

манфий була олмаслиги сабабли lim-^->0. Аммо теорема шар- 
Лх-,0 Дх
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тига кура Дх) дифференциалланувчи, ту сабабли Ит —=/'(л)— 
дх->о Дх

чекли сон. Шундай дачиб, барча х£(а,Ь) учун f'(x)^O. Теорема 
исботланди.

2-теорема (функция камайишининг зарурий шарти). Агар (а,Ь) 
интервалда дифференциалланувчи у = f(x) функция камайса, у 
уолда унинг зрсиласи интервалнинг %амма нуцтасида мусбат бул- 
маслиги зарур, яъни барча х^{а,Ь) лар учун f'(x)^0.

И с бот и. Теорема шартига кура функция камаювчи, шу сабаб
ли барча Х{(а,Ь) лар учун-^<0. Манфий функциянинг лнмити 

Дх
мусбат була олмаслиги сабабли lim ^-<0. Аммо теорема шартига 

кура Дх) функция дифференциалланувчи, шу сабабли lim —=Д(х)— 
дх_»о Дх

чекли сон. Шундай килиб, барча х^(а,Ь) лар учун Д'х) <0. Теоре
ма исботланди.

Куриб утилган теоремаларни геометрик тасвирлаймиз.
Усувчи функциялар учун уринмалар Ох уц билан уткир бур

чаклар хосил ^илади ёки Ох уцка параллел булади (100-шакл). 
Уткир бурчаклар тангенслари мусбат. Уринма Ох уда параллел 
булган жойларда тангенс нолга тенг, яъни

/'(x1)=tga1>0, /'(x3) = tga3>0, f'(x2)>tg0 = 0.
Шундай килиб, усувчи функция учун Д(х) > 0.
Камаювчи функция учун .\ам шундай: /'(х4) = tg а4 < 0, Д(х6)= 

= tga6<0, чунки сс4, ав —утмас бурчаклар, /'(x5) = tg0 = 0. Де
мак, камаювчи функция учун Д(х) < 0 (101-шакл).

3-теорема (функция усувчи булишининг етарлилик шарти). 
Агар [а, 6] кесмада узлуксиз булган у = f(x) функция хар бир ич- 
ки нуктада мусбат хосилага эга булса, у холда бу функция [а, Ь\ 
кесмада усувчи булади.

Исботи. Иккита ихтиёрий х4 ва х2 кийматни караймиз, бунда 
х2>х4 ва xlt x2g(a, b). (х4, х2] кесмада Лагранжнинг чекли айир- 
малар формуласини тузамиз:

Дх.) — Дхх) = (х2 — xjf'fc), х4 < с < х2. (1.1)
Теорема шартига кура, барча 

хс (а, Ь) нуцталарда Д(х) > 0, шу 
сабабли /'(с) > 0. Бундан ташкари, 
х2— Xj > 0, шу сабабли (1.1) нинг 
унг дамп мусбат, яъни (х2 — х^х. 
х Г (с) > 0. Шундай дашб, (1.1) нинг 
чап кисми ^ам мусбат, яъни Дх2) — 
— f(xi)>0- Бундан, агар ха>х4 
булса, Дх2)>Дх!) экани, яъни Дх) 
функция [а, Ь] кесмада усувчи экан- 
лиги келиб чицади. Шу билан тео
рема исботланди.
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101- шакл.

к
4-теорема (функция кама

ювчи булишининг етарлилик шар
ти). Агар |«, 6] кесмада узлуксиз 
у — f(x) функция бу кесманинг 
\ар бир ички нуктасида ман
фий хосилага эга булса, у уолда 
бу функция [а, Ь\ кесмада кама
ювчи булади.

Исботи. (а, Ь) интервал™ те
гишли иккита ихтиёрий Xj ва х2 
ну^тзни цараймиз, бунда xi>xl. 
[хл,х2] кесмада Лагранж фэрму- 
ласини тузамиз:

Rxg) —/(Xj) = f(c)(x2 —xt), хх<с<х2. (1.2)

Теорема шартига кура барча х^(а,Ь) нукталарда f'(x)<Zd, шу са
бабли /'(с)<0, бундан ташцари х2— Х]>0, шунга мувофиц (1.2) 
нинг унг цисми манфий, яъни (х2 — х1)//(с)<0. Демак, (1.2) нинг 
чап кисми ^ам манфий, яъни /(х2) </(xj. Бундан, агар х2 >х1б)/л- 
са, /(x2)</(xj), яъни /(х) функция [а, д] да камаювчи.

Теорема исботланди.
[а, Ь] кесмада факат усувчи (факат камаювчи) функция шу кес

мада монотон усувчи (монотон камаювчи) функция дейилади (101- 
шакл).

Функция факат камаювчи ёки факат усувчи буладиган интервал- 
лар монотонлик интерваллари дейилади.

1- мисол. г/'= Зх* функциянинг монотонлик интервалларини 
аницланг.

Ечиш. у’ хосилани топамиз: у' = 18х*. 
х<0 да у' < 0— функция камаяди;
х > 0 да у' > 0 — функция усади.
2- мисол. у — 2х — cosx функциянинг монотонлик интервалла

рини топинг.
Ечиш. у' хосилани топамиз: у' = 2 -|- sin х. Барча х лар учун 

у' >0, у функция (—оо, + оо) да усади.

2- §. Функциянинг экстремум ну^талари

1 - т а ъ р и ф. Агар у — f(x) функ- у 
цияпинг х0 нуцтадаги циймати шу 
функциянинг бу нуктанинг етарлича 
кичик атрофидаги колган цийма- 
тидан катта булса, у — f(x) функ
ция х0 нуцтада максимум (maxi
mum) га эга дейилади.

Бошк;ача айтганда, агар ^ар цан-~о 
Дай етарлича кичик мусбат ёки ман
фий Дд,- да (102- шакл) /(х0 + Д х)<

f (х«) ((Х.-дХ)

X.-iX X. Х.-дХ
.х

f(x~4

102- шакл.
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<f(x0) булса, /(x) функция x0 нуцтада максимумга эга дейи
лади.

2-таъриф. Агар у =/(х) функциянинг х0 нуктадаги циймати шу 
нуцтанинг етарлича кичик атрсфидаги цийматидан кичик булса, у цол- 
да у = Дх) функция х0 нуцтада минимум (minimum) га эга дейилади.

Бошцача айтганда, хар кандай етарлича кичик мусбат ёки ман- 
фий Дх ларда /(х0 + Дх) >/(х0) булса, у холда у = Дх) функция 
х0 нуцтада минимумга эга дейилади (103-шакл).

1- эслатма. Агар функция [а,6] кесмада аницланган булса, у 
холда бу функция узининг максимум ва минимумларига х нинг шу 
кесма ичидаги цийматларидагина эришади.

2- эслатма. Функциянинг [а, 6] кесмадаги максимум ва мини- 
мумлари хар доим хам унинг шу кесмадаги энг катта ёки энг 
кичик циймати булавермайди: максимум нуцтасида функция энг кат

та кийматни максимум нуцта- 
сига етарлича яцин пуцталар- 
даги цийматларига нисбатан 
(максимум нуцтасининг кичик 
атрофида) гииа кабул килади; 
минимум нуцтасига нисбатан 
цам шуларни айтиш мумкин. 
Максимум минимумдан кичик

л булиб колиши мумкин.
104- шаклда у = Дх) функ

ция [а, б] кесмада аницланган.
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х =х1 ва х = х3 да функция максимумга эга.
х = х2 ва х = х4 да функция минимумга эга.
Аммо х = х4 даги минимум х = х3 даги максимумдан катта, х— 

= b да функциянинг циймати функциянинг [а, 6] кегмадаги хар 
кандай максимумидан катта. Функциянинг максимумлари ва мини- 
мумлари функциянинг экстремумлари ёки экстремал ций- 
матлари дейилади.

3- §. Экстремумнинг зарурий шартлари

1-теорема. Агар дифференциалланувчи у = f(x) фуикция х0 
нуктада экстремумга эга булса, у холда унинг шу нуцтадаги 
хосиласи нолга тенг булиши зарур, яъни f'(x0) = 0 булади.

Исботи. Аницлик учун функция х0 нуктада максимумга эга 
деб фараз киламиз (105- шакл).

1) У холда х<х0 лар учун функция усувчи ва —>0, демак, 
Дх 

lim -^->0.
Дх_,_о Дх

Д иАммо функция дифференциалланувчи, шу сабабли lim ——=f_(x0). 
дх-»—о Д х

Демак,
> о.

2) х>х0 лар учун функция камаювчи ва 

lim ~ = f'Ax0). Шундай килиб,
Дх—»-}-0 1

/+(х,) < 0.

~-<0, демак, Дх

(3.2)

(3.1) ва (3.2) тенгсизликлардлн 
/'(х0) = 0 экани келиб чикади, чун- у 
ки функция дифференциалланувчи, 
демак унинг чап хамда унг коси- 
лалари х0 нуктада узаро тенг були
ши керак. Бу /'(х0) = 0 булганда- 
гина мумкин булади.

Минимум коли УЧУН теорема 
шунга ухшаш исботланади.

Теореманинг геометрик мазмуни4 
шуни билдирадики, дифференциал
ланувчи функция учун экстремум

х»

105- шакл.
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X

108- шакл.

ч

7
-1 О 1

нукталарида уринма Ох укка параллел булади 
(106- шакл).

H*i) = tgO = O,
/'(x2) = tg0 = 0.

Дифференциалланмайдиган функция холида 
экстремум нуктасида росила чексиз булиши 

А еки мавжуд булмаслиги мумкин.
1-мисол. у = |х| функция укпинг хамма 

ерида услуксиз, х=0 нуктада унинг хосиласи 
мавжуд эмас (107-шакл), аммо бу нуктада у 
минимумга эга.

2-мисол. у = (1 — х’71)’7, функция х=0 нуктада аникланган, 

максимумга эга, аммо унинг у = - - - хосиласи бу нукш

тада чексизликка айланади: у — (108- шакл).
Ху л оса: агар функция нуктада экстремумга эга булса, у хол

да хосила бу нуктада нолга тенг, чексизликка тенг булади ёки мав- 
жмд' булмайди. Бундай нукталар критик нукталар дейилади. 

’ Демак, экстремумни критик (стационар) нукталарда излаш керак.
Тескари тасдик тугри эмас. Нукта критик нукта булиши мумкин, 

аммо унда экстремум булмаслиги мумкин.
f'(x0) = tgO = 0, аммо экстремум мавжуд эмас, функция моно

тон усувчи (109-шакл).
= tg90° = оо, аммо экст

ремум мавжуд эмас, функция мо
нотон усувчи (НО-шакл).

109- шакл. ПО- шакл.



4- §. Экстремумнинг етарлилик шартлари

Теорема. Агар х0 критик, нуктани уз ичига олувчи интер
валда узлуксиз y=f(x) функциянинг f'(x) \осиласи х0 нуктадан 
утишда ишорасини узгартирса, у холда ишора дан ,,—“ га
алмашганда х0 нуцта максимум нуктаги, ишора ,,— “ дан 
га алмашганда х0 нуцта минимум нуцтаси булади.

Ис бот и. х„ — критик нуцта булсин.
1) /'W—росила х0 нуцгадая утишда ишорасини дан ,,—“ га 

узгартирсин. Бу х<х0 лар учуй /'(■*)> 0 га- х>х0 лаР УЧУП 303 
/'(х)<0 га эга булишимизни билдиради. Монотонликнинг етарли
лик шартини цулланиб, х<х0 ларда функция усувчи экапини, х>х0 
лар учун эса камаювчи экапини курамиз, яъни х<х0 да /f(x0)>/(x) 
тенгсизликка, х>х0 лар учун эса f(x0)<f(x) тенгсизликка эга бу
ламиз. Шундай цичиб, х0 нукта максимум нуктаси, чунки х0 нинг 
атрофига тегишли барча х ларда /(х)С/(х0).

2) /'(х) росила х0 нуктадан утишда ишорасини ,, — “ дан га 
алмаштирсин. Бу барча х<х„лар учун /'(х)<^га> *>холар учун 
эса /'(х)>0 га эга булишимизни билдиради. Монотонликнинг етар
лилик шартини цулланиб, барча х<х0 ларда функция камаювчи бу- 
лишини, х>х0 ларда эса усувчи булишини курамиз, яъни х<х0 
лар учуй /(х)>/(х0) тенгсизликка, х>х0 лар учун эса /(х)>/(хи) 
тенгсизликка эга буламиз.

Демак, х0—минимум нуктаси, чунки х0 нинг атрофига тегишли 
барча х лар учун /(х)>/(х0). Теорема исбогланди.

Шундай цилиб, функция экстремумга эга булиши учун критик 
(стационар) нукта атрофида унинг ^осиласи турли ишорага эга бу
лиши етарли.

Мисол. у — х3 — 6x3-f-9x+ 3 функциянинг монотонлик иптер- 
валларнни ва экстремумини топинг .

Ечиш. 1) Берилган функция (—оо, + оо) да ани^лангап ва 
дифференциалланувчи.

2) Функциянинг хоеиласини топамиз:
у' = 3х2 — 12х + 9.

3) Критик ну^таларни топамиз:

Зх3 — 12x4-9 = 0, 

х3 — 4х 4- 3 = 0.

= 1; х2 — 3 — критик ну^та 
лар.

Бу нуцталар (—оо, 4-°°) аниц 
ланиш со\асини учта интервалга бу- 
лади: (-оо, 1), (1, 3), (3,4-00).

4) Хосиланинг ишорасини тек
ширамиз (111-шакл). Текшириш на- 
тижасини жадвалда келтирамиз: 111- шакл.
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Ут*~ = 7> !/min=f(3) = 3.

X (—□о. 1) 1 (1. 3) 3 (3. + ОО)

У’ 4- 0 — 0 4-

У max min /

Уз-уз и ни текшириш учун саволлар

1. Кесмада усувчи ва камаювчп функция таърифини ифодаланг.
2. Функция усувчи булишининг зарурий ва етарлилик шартларини исботланг. 

Бу теоремаларнииг геометрик мазмуни нимадан иборат?
3. Функция камаювчп булишининг зарурий ва етарлилик шартларини исботланг. 

Бу теоремаларнинг гсометрик мазмуни нимадан иборат?
4. Функциянинг экстремум ну^таларини, функпиянинг экстремал цийматларини 

таърифланг.
5. Эксгремумнинг зарурий шартини исботланг. Бу шартнинг етарлилик эмасли- 

гини курсатувчи мисоллар келтиринг.
6. Функция экстремуми етарлилик шартини биринчи росила ёрдамида исботланг.
7. 1152—1182-масалаларни ечинг.

5- §. Функцияларнинг кссмадаги энг катта ва энг кичик 
цийматлари

Маълумки, [а,&] кесмада узлуксиз булган у = Дх) функция шу 
кесмада узининг энг катта ва энг кичик кийматларига эришади. Шу 
кийматларни цандай топиш мумкин?

Агар у = Дх) функция монотон булса (унинг хосиласи уз ишо- 
расини сакласа, яъни у ё манфиймас, ёки мусбатмас булса), у хол
да функциянинг энг катта ва энг кичик цийматлари [a, А>] кесманинг 
охирларида — х — а ва х Ь пуцталарда булади.

Агар у — fix') функция монотон булмаса (яъни унинг ^осиласи 
ишорасини узгартирса), у холда функция экстрсмумларга эга була
ди. Бу холда энг катта ва энг кичик кийматлар экстремумлар би
лан бир хил булиши мумкин, маълумки, экстремумлар критик нуц- 
таларда булади.

Шундай килиб, у = f(x) функциянинг [а, £] кесмадаги ■ энг катта 
ва энг кичик цийматларини топиш учун:

1) функциянинг критик нуцталарини аяиклаш;
2) функциянинг критик нукталардаги ва кесманинг охирларидаги 

цийматларипи хисоблаш;
3) топилган кийматлардан энг катта ва энг кичик цийматларни 

танлаш керак, ана шу кийматлар функциянинг [а,6] кесмадаги энг 
катта ва энг кичик ^ийматларини ифодалайди.

1-мисол.  у = х34-3х2— 9х+1 функциянинг [—2, 5J кесмада
ги энг катта ва энг кичик кийматларини аникланг.

Ечиш. а) Критик ну^таларни топамиз: у' хосилани хисоблаймиз: 
у' = Зх2 + бх — 9. у' = О тенгламани ечамиз: Зх2 4* бх — 9 = 0, 
хх = 1, х2 = —3. Берилган кесмага фацат хг = 1 нукта киради.
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б) Функциянинг х= 1, х =—2, х=5 ну^та- 
лардаги цийматларини хисоблаймиз:

7(1) =-4, Д-2) = 23, f(5) =156.г ,
в) Топилган кийматлардан энг катта М ни ва 

энг кичик т ни танлаймиз: х а
112- шакл.М = /(5) = 156, т = /(1) = — 4.

Шундай килиб, функциянинг энг катта киймати кесманинг х=5 
унг охирида экан, энг кичик киймати эса х=1 нуцтадаги минимум 
билан бир хил экан.

2-мисол. Томони а га тенг булган квадрат шаклидаги картон- 
дан асоси тугри туртбурчак шаклида булган энг катта ^ажмли ус
та очик цути тайёрланг.

Ечиш. Одатда, квадрат шаклидаги картоннинг бурчакларидан 
тенг квадратларни киркиб ва унинг четларини буклаб, очик тугри 
туртбурчак шаклидаги 1\ути ясалади. Агар кесилган квадратларнинг 
томонини х десак, ^ути асосининг томони а — 2х, цутинннг баланд- 
лиги эса х га тенг (112-шакл). У холда цутининг хажми

У = х(а —2х)2

булади. Масаланинг шартидап хер), экани келиб чикади. Эн

ди V функцияни [о, -yj кесмада энг катта ва энг кичик циймат- 

га синаш цолади.
V" ни топамиз, уни нолга тенглаймиз ва критик нукталарни ,аниц- 

лаймиз:

V' = (а — 2х)2 — 4х(а — 2х) = (а — 2х)(а — 6х). 
У'=0, (а—2х)-(а— 6х) = 0.

а — 2х = 0,х1 = —, а — 6х — 0, х = —.
2 6

V функциянинг а
б-’ 0 нуцталардаги кийматларини ^исоблай-

миз:

V(0) = 0,

Шундай килиб, х = — да функция энг катта кийматга эга. Де- 6
мак, энг катта хажм асос томони — а, баландлиги — га тенг 

3 6
булганда ^осил булади.
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6- §. Экстремумларни юкори тартибли ^осилалар ёрдамида 
текшириш

1. Иккинчи тартибли косила ёрдамида текшириш
Теорема. Агар f'(x0) = 0 булиб, иккинчи хосила мавжуд ва 

/"(хо)*0 булса, у холда х = х0 нуктада экстремум мавжуд: агар 
/"(х0)<0 булса, максимум, агар /''(х0)>0 булса, минимум булади.

Исботи. a) f'(x0) = 0 ва/"(хо)<0 булсин. х = х0 нуктада 
максимумга эришилишини курсатамиз. Иккинчи тартибли досиланипг 
таърифига кура:

/"(хо)= ИтГ^о-|-Дх)--/'(ха) = Пт Г(х0 + М .
дх-*о Д х Дл- --»о Дх

/■"(х0)-<0 эканини хисобга олиб, ушбуга эга буламиз:

Пт 
д х->0

f'(xn+ Дх)

Дх
<0.

Лимит манфий, шу сабабли кичик А х лар учун узгарувчининг 
узи хам манфий булади, яъни

Г(х0 + Дх) <0

Дх

Бу тенгсизликдан
Д х < 0 да f'(x0 + Дх) > 0 экани, 
Д х > 0 да /'(х0 + Дх) < 0 экани

келиб чикади.
Бу х0 нуктадан утишда росила уз ишорасиии ,,+“ дан „—“ га 

узгартиришини курсатади. Демак, функция х = х0 нуктада макси
мумга эга.

б) f'(.xQ) = O ва /"'(х0)>0 булсин. х = х0 нуктада минимум мав- 
жудлигини курсатамиз. Иккинчи тартибли хосиланинг таърифига
кура:

Г(х0) = lim
Дх-*0

f(x0 4-Дх)

Г(х0) > 0 эканини >;исоб: а олиб, ушбуга эга буламиз: 
Нт_т+м >0

Дх->о Дх

Лимит мусбат, шу сабабли кичик Дх ларда узгарувчининг узи 
х.ам мусбат булади, яъни

Г(х0 + Дх) Q

А х
Бу тенгсизликдан Дх<0да f'(x0 + &x)<0 эканига, Дх>0 да 
/'(х0 4- Дх) > 0 эканига эга буламиз.

Бу х0 нуктадан утишда росила ишорасиии ,,—“ дан га уз
гартиришини курсатади. Демак, функция х — х0 нуктада минимумга 
эга булади. Теорема исботланди.
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I
Агар x = x0 критик нукдада f"(x0) = 0 булса, у холда шу нуц- 

тада ё минимум, ёки максимум булиши мумкин, ёки минимум хам, 
максимум хам булмаслиги мумкин. Бундай х;олда текширишни би
ринчи росила буйича олиб бориш керак.

1-мисол.  у = х— 2sinx функциянинг [0, 2л] кесмадаги экс
тремумини топинг.

Ечиш. а) Биринчи хосилани топамиз:
у' = 1 — 2 cos х.

б) [0, 2 л] кесмага тегишли критик нукталарни топамиз. у’ ни 
нолга тепглаймиз:

1—2cosx=0, cosx = —,
2

л 5л

в) Иккинчи ^осилани топамиз: 
у" = 2 sinx.

г) Иккинчи ^осиланинг хх ва х2 нукталардаги ишорасини аниц- 
лаймиз:

X /'(*) f(x) /<Х)

Л
V 0 + min

—0,58

5л
3

0 — max
6,96

экстремумга тскширинг.

2-мисол. у = хв функцияни экстремумга текширинг.
Ечиш. а) у' = 6хБ,
б) у' = 0, бх6 = О, х = 0 — критик нукда.
в) у" = ЗОх’, г) у"(0) = 0—критик нуктадаги киймат.

Демак, иккинчи росила жавобни бермайди. Биринчи ^осилага му- 
рожаат цилиб, топамиз: х<0 да у'СО ва х>0 да у’>0. Шундай 
цилиб, х=0 да функция минимумга эга.
L 3-мисол. у — (х— I)3 функцияни

?Ечиш. у' = 3(х— I)2 = 0, х= 1 — 
критик ну^та. у" = 6(х—1), у"(1) = 
= 0 — критик нуцтадаги циймат. Ик
кинчи хосила жавобни бермайди. х>1 
ва х с 1 лар учун биринчи хосила 
У' > 0. Шундай килиб, х == 1 да функ
ция максимумга ^ам, минимумга хам 
эга эмас. У сон уцининг хамма ерида 
^сувчи (ИЗ-шакл).

2. Экстремумларни Тейлор форму
ласи ёрдамида текшириш. Олдинги 
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бандда, агар х = х0 нуцтада f'(x0) = 0 ва/"(х) = О булса, бу нуцтада 
ё минимум, ёки максимум булиши мумкинлиги, ёки униси цам, 
буниси цам булмаслиги таъкидланган эди. Бундай цолда х0 нуцтада 
нимага эга булишимизни Тейлор формуласи ёрдамида аницлаймиз.

/(х) функция х = х0 нуцта атрофида узлуксиз п-тартибли хоси- 
лага эга ва х = х0 нуцтада (п — 1)-тартибгача булган цосилаларнинг 
хаммаси нолга тенг, деб фараз циламиз:

<W = /'W = ••• =f(n_1,W = o. Г(хо)^о. (6.1)
(6.1) ни хисобга олиб, /(х) функция учун Тейлор формуласини 

ёзамиз:

/(*) = /(-«о) + (х — х0)л , (6.2)

бунда Е сони х0 ва х лар орасидаги сон.
/(л) (х) функция х0 нуцтанинг атрофида узлуксиз ва /(л'(х0) =5^ О 

булгани учун, узлуксиз функциялар ишораларининг сацланиш хос- 
сасига кура, х0 нуцтанинг шундай кичик атрофи топиладики, бу ат- 
рофнинг цар цайси х нуцтасида /(л,(х) =£ о. Бунда, агар /л,(х0) > О 
булса, у холда х0 нуцта атрофининг барча нуцталарида /(л) (х) >• 0; 
агар Г(х0) < 0 булса, у хола х0 нуцта атрофининг цамма х нуцта
ларида /<л)(х)<0. Узлуксиз функция ишорасининг сацланишининг бу 
хоссаси бундан кейинги текширишларимизда ёрдам бериши мумкин.

[6.2) формулани бундай куринишда цайта ёзамиз:
/М-Лх0)=-^(х-х0)л. (6.3)

Хар хил хусусий цолларни цараймиз.
Биринчи цол. п — жуфг сон.
а) /(л,(х0)<0 булсин, у цолда х0 нуцтанинг кичик атрофига те

гишли барча х нуцталарда /<л> (х)<0, демак, /<л)(£)<0, чунки g 
циймат х0 ва х орасида ётади. Аммо п — жуфт сон, шу сабабли 
х=^х0 да (х — х0)л>0. Шунга кура

х х0 да 1 -,(s>-(х — х0)" < 0,

демак, (6.3) дач х0 нуцтанинг атрофига тегишли цамма х лар учун 
/(х) —/(х0)<0 ёки /(х0)>/(х)

экани келиб чицади. Бу эса х= х0 да функция максимумга эга эка
нини билдиради.

б) /<л)(х0)>0 булсин. У цолда х0 нуцтанинг кичик атрофида 
/(п)(х)>0 тенгсизлик уринли булади, демак, /(л)(Е)>0 тенгсиз- 

лик хам уринли булади, чунки £ сон х ва х0 лар орасида ётади. 
Демак,

х =7^ х0 да
f^L(x-x0r>0.
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Шу сабабли (6.3) дан х0 нукта атрофига тегишли ^амма х лар учун 
/W — /(*0) > 0 ёки Дх0) < f(x) 

экани келиб чикади.
Бу эса х = х0 да функция минимумга эга эканини билдиради. 
Иккинчи кол. п — ток сог.
Бу к°лда п — ток сон ва (х — х0)п микдор х<х0 ва х>х0 да 

Кар хилишорали булади.
а) / л' (хо)<О булсин, у колда х0 нуктанинг шундай атрофи то- 

пиладики, унда [(п) (х)<0, ва демак, Шу еабабли
х<х0 лар учун

га, х>х0 лар учун эса

(х — х0)л < О
га эга буламиз.

Демак, (6.3) дан
х < х0 лар учун f (х) — / (х0) > 0 ёки f (х) > / (х0),
х > х0 лар учун эса f (х) — f (х0) < 0 ёки f (х) < / (х0) экани келиб 
чикади.

Бу эса х = х0 да минимум кам, максимум кам мавжуд эмасли- 
гини, функция эса камаювчи эканини билдиради.

Олинган натижаларни ифодалаймиз:
Агар х = х0 да f'(x0) =f (х0)= . . . (х0) = 0 ва }(п'(хо)=£0

га эга булсак, у колда:
а) п жуфт булганда экстремум мавжуд: 

агар (х0) <0 булса, Дх) максимумга эга, 
агар /(,1>(х0)>0 булса, Дх) минимумга эга.

б) п ток булганда экстремум мавжуд эмас;
(х0) < 0 булса, Дх) камаювчи, /п) (х0)>0 булса, Дх) усувчи.
4-мисол. Ушбу функцияни экстремумга текширинг:

Дх) = х4 — 4х3 + бх2 — 4х + 1.
Ечиш. 1) Биринчи .хосилани топамиз:

f(x) = 4x3—12х2+ 12х —4.
2) Критик нукталарни аниклаймиз:

4х3— 12х2+ 12х —4 = О
ёки

х8 —Зх2 + 3х— 1 =0.
Бундан

(х— 1)3 = 0.
х = 1 критик нукта.
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3) Критик нуктада функциянинг говори тартибли хосилаларини 
текширамиз:

f'(x) = 12х2 — 24х + 12, И1) = О, 
Д"(х) = 24х — 24, /'"(!) = О,
/IV(x) = 24>0 (барча х лар учун).

Демак, х=1 да Дх) функция минимумга эга.

Уз-у зип и текшириш учун саволлар

1. Функциянинг кесмадаги энг катта ва энг кичик кийматларини кандай топиш 
мумкин? ХаР Доим хам улар мавжудми?

2. Иккинчи тартибли косила ёрдамида функция экстремумининг етарлилик шар
ти нимадан иборат?

3. Функция экстремумини тониш учун Тейлор формуласидан кандай фойдалани- 
лади? Мисоллар келтиринг.

4. 1185—1194, 1208—1218, 1228, 1238- масалаларни ечинг.

7-§.  Функциялар графигини цаварицлик ва ботикликка текшириш. 
Эгилиш ну^талари

1- таъриф. Агар дифференциалланувчи у = Дх) функциянинг гра
фиги узининг (а, Ь) интервалдаги хар кандай уринмасидаи пастда 
жойлашса, у ^олда бу функциянинг графиги кавариц дейилади 
(114- шакл).

2- таъриф. Агар дифференциалланувчи у^=Дх) функциянинг 
графиги узининг (а, Ь) интервалдаги хар цандай уринмасидаи говори
ла жойлашса, у хрлда бу функциянинг графиги ботиц дейилади 
(115- шакл).

3- таъриф. у = Дх) узлуксиз функция графигининг ботик кис- 
мини каварик кисмидан ажратувчи нуктаси графикнинг эгилиш нуц- 
таси дейилади. (116-шакл). Эгилиш нуктасида уринма, агар у мав
жуд булса, эгри чизи^ни кесиб утади.

1-теорема (график каварик булишиннпг етарлилик шарти). 
Агар (а, Ь) интервалнинг хамма нуктасида f"(x) < 0 булса, у 
цолда бу интервалда у — f (х) функциянинг графиги цавариц бу
лади.

Исботи. /Дх) <0 булсин. (а, Ь) интервалдан х = х0 нуцтани 
оламиз. Шу х0 абсциссали А10 нуктада графикка уринма утказамиз 
(117-шакл).

114- шакл.
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Уринма тенгламасини тузамиз:
WW-fW(x~4 (7.1)

бунда Y — уринманинг х абсциссага мос келувчи ординатаси.
(7.1) тенгламани бундай ёзамиз:

У = f(x0)+f'(x0) (х—х0).
х нуктада график ва уринма ординаталари айирмаси цуйидагига тенг: 

У~У = Дх) -Дх0) - Д(х0) (х -х0). (7.2)
Дх) — Дх0) айирмага нисбатан Лагранж фомуласини цуллаймиз 

ва (7.2) га цуямиз:
у — У = Д(с) (х — х0) — Д(х0) (х — х0)

ёки
У — У = (f'(c) — f W) (х — хп), х0 < с < х.

/'(с)—f'(x0) айирмани Лагранж формуласи буйича яна алмашти
рамиз:

У — У= /"(cj (с — х0) (х — х0), х0 < q < с,
бундан

у—У<0
экани келиб чикади, чунки f"(c1)<ZO (шартга кура),

с>х0 ва х>х0.
Шундай ^илиб, у < У, демак, у функция ординатаси бир хил х 

нинг узида уринма ординатаси У дан кичик. Бу графикнинг кава- 
ри^лигини билдиради.

Теорема исботланди. /"(х)>0 булган .\ол учун ^ам теорема 
шундай исботланади.

2-те о рем а (графикнинг ботик; булишининг етарлилик шарти). 
Агар (а,Ь) интервалнинг барча нуктасида f'(x)z>Q булса, у хол
да бу интервалда у = Дх) функция графиги ботик булади. Бу 
теоремаларни геометрик тасвирлаймиз (118-раем).

Агар /"(х) < 0 булса, у ^олда (/'(х))' < 0 булади. Ундан /'(х) — 
функция камаювчи функция экани келиб чикади.
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У1
У- (X)

У 1
а << Х2 Ь

118- шакл.

x2>xt да f'(x2) < /'(Xj) 
булади, яъни tg а2 < tg «i=>- 
=> а2 < «1. Демак, функ
циянинг графиги цавариц 
экан.

Агар f"(x)>0 булса, у 
цолда (/'(х))' > 0 булиб, 
/'(х) — усувчи функция эка- 

*ни келиб чикади. Xg^-XtHa 
/'(хг)>/'(*1) булиб, tga.,> 
>tgaj дан a2>cxi келиб 
чнцади. Демак, функция
нинг графиги ботиц экан 
(119- шакл).

Эгилиш нуцталарини ик
кинчи тартибли росила нол
га тенг булган ёки узилиш- 
га эга булган нуцта л ар ора- 
сидан излаш керак.

3-теорема (Эгилиш 
нуцталарининг мавжуд були- 
шйнинг етарлилик шарти). 
Агар f"(x0) = 0 булса ёки 

f"(x0) мавжуд бдлмаса ва х0 нуктадан утишда иккинчи цосила уз 
ишорасини узгартирса, у холда абсциссаси х0 га тенг булган нуц
та у = f (х) функция графигининг эгилиш нуктаси булади.

Исботи. Масалан, /"(х0) = 0 булсин, шу билан бирга х<х0 
лар учун /''(*)< 0 тенгсизликка, х>х0 лар учун эса f"(x)>0 
тенгсизликка эга булайлик. Бу х<х0 лар учун график цавариц, 
х>х0 лар учуй эса график ботиц эканлигиии билдиради. Демак 
х0 нуцта цаварицлик интервалларини ботицлик интервалларидан аж- 
ратади, яъни х0 эгилиш нуцтасипинг абсциссаси. Теорема исботланди.

Теоремани геометрик тасвирлай.миз (120 ва 121-шакллар). 
1-мисол. у = х3 + 3х2 — 9х -J- 1 функция графигининг цавариц- 

лик, ботицлик интервалларини, эгилиш нуцталарини топинг.

120- шакл,
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Ечиш. Иккинчи хосилани топамиз:

у' — Зх2 + бх — 9, у" — бх + 6.

х = —-1.
Иккинчи хосилани нолга тенглаймиз: 

у" = 0, 6x-f-6 = 0,
Ушбу жадвални тузамиз.

X (- оо, — 1) -I (-1. +«)

У" — 0 +

У гл 12 <7

А(—1, 12)—эгилиш нуктаси, 
(— оо, —1) — цавариклик 
интервали.
(— 1, + оо) — ботицлик 
интервали.

8- §. Эгри чизи^ларнинг' асимптоталари

Таъриф. Агар у — f (х) функция графигининг узгарувчи нукта
си чексиз узоцлашганда ундан бирор тугри чизицкача булган масо- 
фа нолга интилса, бу тугри чизик, у = f(x) функция графигининг 
асимптотаси деб аталади.

Бундан буен вертикал асимптоталарни (яъни Оу уеда параллел 
асимптоталарни) огма (яъни Оу укка параллел булмаган) асимпто- 
талардан фар^ циламиз.

1. Вертикал асимптоталар. Вертикал асимптота холида lim МУ = х-*а—О
= Нт6 = 0 булиши таърифдан келиб чикади (122-шакл). Бу эса 

х->а—О
агар х=а асимптота булса, у ^олда lim/(x)=oo булишини; ва 

X—>а
аксинча, arap lintf(x) = oo булса, у ^олда х = а асимптота булиши- 

х-*а
ни англатади.
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Хул ос а: Вертикал асимптотаин 
излаш учун f(x) функция чексизлик- 
ка айланадиган х = а цийматни топиш 
керак. Шунда х = а тугри чизиц вер
тикал асимптота булади.

1-эслатма. Умуман айтганда, 
у — f (х) функциянинг графиги бир неч- 
та вертикал асимптоталарга эга були
ши мумкин.

1-м и со л. Ушбу

функция графигининг вертикал асимптотасини топинг.
Ечиш. limIх Ч-----—

х-»2 \ X —
вертикал асимптота дир.

2-мисол. у —tgx функция графигининг вертикал асимтотасиии 
топинг.

Ечиш. lim tgx = оо булгани учун функциянинг графиги чексиз 
л .

*-» — +«л

вертикал асимптоталарга эга:

-j = oo, шу сабабли х = 2 тугри чизик

2. Огма асимптоталар. limAty = lim 6 = О эканлиги гаърифдан 
л:—-{-оо х->4~оо

келиб чицади. Асимптота тенгламаси у — kx + b куринишга эга 
(123-шакл). ДАТУ А дан Z_Ki\AN = а, uiv сабабли ,'И/(=аммо 

cos а
берилган асимптота учуй а — const (а =/= — ), шу сабабли

lim МА = lim—— = 0.
X—>-{-оо х-*4-°° COS Ct

шу сабабли
МК = Ya — Y3 = (kx +6)— 

-zw
lim ((kx + 6) —/(x)) = 0. 
x->-f-oo

(8.1)
Бундан:

lim x (k = 0.
x-^-j-oo \ X X )123- шакл.
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Ammo lim —= 0, шу сабабли limx|&——\ = О. Бу тенгликда 
Х->4'°° X X—>4-оо \ X /

х-* + <», шу сабабли иккинчи купайтувчи нолга интилиши керак. 
Бундан

ёки
6 = lim Ж (8.2)

х—*4-°° х

k нинг топилган кийматини (8.1) га куямиз:
£> = lim(/(x)—kx). (8.3)

х-*4-°°

Шундай килиб, OFMa асимптогани топиш учун (8.2) ва (8.3) ли- 
митларни хисоблаш керак.

2- эслатма. Агар (8.2) ёки (8.3) лимитлардап акалли биттаси 
мавжуд булмаса, у холда у — f(x) функциянинг графиги х -*■ + оо 
да ог.ма асимптотага эга булмайди.

3- э с л а т м а. х ->— оо да хам асимптота шунга ухшаш топилади.
4- эслатма. Умуман айтганда, х—<- + <» ва х—>—оо да функ

циянинг графиги иккигадан ортик; булмаган хар хил огма асимптота
га эга булиши мумкин.

3- ми со л. у=------- функция графигининг асимптотасини топинг.
х — 2 
х2Ечиш. lim—-----=00 булгани учун х = 2 тугри чизиц верти-

х->2 х — 2
кал асимптота. y = kx-rb OFMa асимптогани излаймиз.

k — lim —= lim —-— =lim---- —д— — 1;
X—»оо X х—>оо Х(Х—2) х—*00 |  

X

b — lim (Дх) — kx) — lim I — ------- x'l =lim —2x - = 2.
x—>00 X—tco \ X—2 / x~>oo X — 2

Демак, у = x + 2 — огма асимптотадир.
4- мисол. у = ё~х sinх + х функция графигининг асимптотасини 

топинг.
Ечиш. Вертикал асимптоталар мавжуд эмас, чунки функция 

хамма жойда аникланган. y = kx-\-b огма асимптотами излаймиз:
1) £ = lim — = Игл 4- 1) = 1,

b — lim (f(x) — kx) — Нт(^Д + х—х^ = 0. 
х->4-оо х->4~«Л ех )

У = х OFMa асимптога.
2) fe = lim i^111 л е------1_ мавжуд эмас, чунки биринчи цуши-

лувчи чексиз усади, х ->---- оо да график огма асимптотага эга эмас.
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9- §. Графиклар ясашнинг умумий схемаси

Функция графигини ясашда одатда цуйидаги схемага амал цили- 
пади:

1. Функциянинг аникланиш со\аси ва узилиш нукталарини топиш.
2. Функциянинг жуфглигини, токлигини, даврийлигини текшириб 

куриш.
3. Графикнинг координата уцлари билан кесишиш нукталарини 

аницлаш.
4. Функциянинг ишораси са клана диган интервалларни топиш.
5. Графикнинг асимптоталарини топиш.
6. Функциянинг мопотонлик интерваллари ва экстремумларини 

топиш.
7. К.авариклик, ботиклик интервалларини ва эгилиш нукталарини 

топиш.
Юкоридаги текширишлар асосида графикни чизамиз.
Мисол. у= —-----— функцияни текширинг ва унинг графиги- 

ни ясанг.
1. Функциянинг аникланиш со^аси:

(( —°о, 2) U (2, + оо)].

х — 2 — узилиш нуктаси.
2. Функция даврий эмас, жуфтлик ва токлик хоссаларига эга 

эмас, чунки:

я_х) _. (-Л3- =_____fM,
4(2+ х)2 4(2+х)« I—/(х).

3. Функциянинг координаталар уклари билан кесишиши:
Оу ук билан х — 0 да у — 0;
Ох ук билан у = 0 да х = 0.

Шундай килиб, битта 0(0, 0) нуктада кесишади.
4. Функциянинг ишораси сакланадиган интервалларни бундай 

аниклаймиз: аникланиш сокасини нукталар ёрдамида функция нол
га тенг буладиган интервалларга ажратамиз, бу интервалларнинг 
Кар бирида функциянинг ишорасини текширамиз. Жадвал тузамиз.

X (—оо, 0) 0 (0, 2) 2 (2. +оо)

У — 0 + оо +

Графикнинг 
жойлашиши Ох уки остида Ох уки устида Ох Уки устида

5. Графикнинг асимптоталарини топиш:
а) Оу укка параллел уклар — вертикал асимптоталар.
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lim--------- = + оо булгани учун х = 2 тутри чизик— вертикал
х_2 4(2—х)2

асимптота.
б) Оу уцка параллелмас уцлар — огма асимптоталар.
у = kx + b огма асимптотанинг формуласидан k ва b ларни хи

соблаймиз:
уЗ

k — lim--------- -
х-»» 4х(2—х)2

> = lim ( — ---------- —x'j = lim ——--——
X—>оо \ 4(2—х)2 4 ) X—»оо 4(2 — х)2

__1_
.. 4х2 — 4х .. х2 — х ,.= lim----------- = lim-------- =lim

х-оо 4(2 — х)2 х-оо (2—х)2 х->оо

Бундан: у = —х + 1 — огма асимптота.

6. Функцияни 
текширамиз:

монотонлик иптерваллари ва экстремумларини

, _ х2(х—6)
У 4(х — 2)3 ‘

а) xt = 0, х2 = 6, У — 0.
б) х= 2, у' = оо-

X (— 00, 0) 0 (0. 2) 2 (2. 6)
]

6 (6,4-00)

у’ + 0 + ОО — 0 .+

У / 0 / оо 27
8

7. Функцияни кава- 
рицлик, ботику!ик интер- 
валларини текширамиз 
^амда эгилиш нуцталари- 
ни топамиз (124-шакл).

у" = —• 
(х-2)‘

' а) хх = 0, у" = 0, 

б) ха = 2, у" = оо.

237



У з - J з и и н текшириш учун саволлар

X (—00, 0) 0 (0.2) 2 (2. +«.)

у" — 0 + оо +

У 0 О оо О

1. у = f(x) функция графигининг цаварикдик ва ботицлик таърифини .хамда эгилиш 
нукталари таърифини беринг.

2. у = f(x) функция ботшутиги характери билан функция иккинчи хосиласи ишо
раси орасидаги боглапиш хацидаги теоремани ифодаланг ва исботланг.

3. Эгилиш нуцталари учун етарлилик шарти нимадан иборат? Уни исботланг.
4. у — /(х) функция графигининг к.аварицлиги ва ботшутигн интерваллари ва 

эгилиш ну^талари цандай топилади? Мисоллар келтиринг.
5. Чизик асимптотасипипг таърифини ифодаланг. Кандай асимптоталар мавжуд?
6. Вертикал асимптотанинг мавжудлик шарти цандай? Вертикал асимптоталар 

кандай топилади?
7. Огма асимптотанинг мавжудлик шарти к.андай? OFMa асимптоталар кандай 

топилади?
8. Функцияни умумий текшириш ва графигини ясаш схемасини баён килинг. 

Мисоллар келтиринг.
9. 1287—1300, 1375—1390, 1398, 1400, 1408, 1409, 1416, 1419, 1431, 1432,

1435-масалаларни ечинг.



5-боб
ХАКИКИЙ УЗГАРУВЧИНИНГ ВЕКТОР ВА КОМПЛЕКС

ФУНКЦИЯМИ АРИ

1-§.  Ясен эгри чизикнинг эгрилиги

1. Ёй узунлиги дифференциали. Текисликда у — [(х) тенглама 
билан берилган . эгри чизицца эга булайлик. Мо (х0, у0) нуцта ту 
эгри чизикнинг бирор тайинланган нуцтаси, М (х, у) эса узгарувчи 
нуктаси булсин.

М0/И ёй узунлигини s билан белгилаймиз, яъни s=/Vl0M (125- шак.'Г). 
Л! нукта абсциссасининг узгариши билан ёйпинг s узунлиги хам уз- 
гаради, яъни s х нинг функцияси:

М0М = s(x).
s(х) функциянинг х буйича цосиласини топамиз. х га Ах орттирма 

берамиз, у цолда s ёй As орттирма олади: As = M/W1. У цолда:

(1 О

Куйидагини исботсиз кабул циламиз:

Дх-*0

яъни ММ] ~ МЛ/ (1.1) форму
ла эса ушбу куринишни олади:

s'(x) = lim^i- (1.2)
Дх-»о Л х

125-шаклдан

О] = /Дх2 + Д//2 (1.3)

экани келиб чицади. (1.3) ни (1.2) 
формулага цуйиб, топамиз: 125- шакл.
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s'(x) = lim
Ax-*O

ёки

= lim
Дл>-»0/ i+(£)’-/i-w

(1.4)

/д х* + Ьу* 
Д х

Бундан ёй дифференциалы учун цуйидагини топамиз:

ds=y 1+Й) dx 

ёки

ds = ■/ dx2 + dy'1.

(1.5)

(1-6)

Охирги ифодадан ёй дифференциалини чизир; уринмзсининг тегиш- 
ли кесмаси билан ифодалаш мумкинлиги келиб чикади (чизмада МТ 
кесма).

Агар эгри чизик
(х = ф (/), 
Ь = Ф(/)

параметрик тенгламалар билан берилган бу’лса, у .холда dx = х dt, dy = 
—ydt ва (1.6) ифода ушбу курияишни олади:

'Xs = х2 4- У2 dt. (1.7)

2. Эгрилик. Эгри чизи^ шаклики характерловчи элементлардан 
бири унинг эгилганлик даражасидир.

Уз-узини кесиб утмайдиган ва ^ар цайси нуктада маълум урин- 
мага эга булган текис эгри чизицни цараймиз. Эгри чизицда иккита 
А ва В нуцтани оламиз, танлаб олинган нуцталарда эгри чизикка 
утказилган уринмалар ^осил килган бурчакни а билан белгилаймиз, 
яъни уринманинг А нуктадан В ny^raia утишдаги бурилиш бурча- 
гини а билан белгилаймиз (126-шакл).

Бу а бурчак АВ ёйнинг цушнилик бурчаги дейилади. Бир хил 
узунликка эга булган иккита ёйдан (шакллардан куриниб тургани-

126- шакл.
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г

дек) цушнилик бурчаги катта булгани купроц эгилган булади (эгри
лиги катта булади).

Агар цар хил узунликдаги ёйлар цараладиган булса, цушнилик бур
чаги эгилганлик даражасини бахолай олмайди. Шу сабабли цушни- 
лик бурчагининг тортилаёгган ёй узунлигига писбати эгилганликнинг 
ту ла характеристикаси булади.

1-таъриф. АВ ёйнинг уртача эгрилиги k^p деб тегишли цуш- 
нилик бурчаги а нинг ёй узунлигига нисбатига айтилади:

Битта эгри чизицнинг узи учун хар хил цисмларида уртача эгри
лик цар хил булиши мумкин.

Эгри чизицнинг бевосита А нуцта яцинидаги эгилганлик даража
сини бацолаш учун эгри чизицнинг берилган нуцтадаги эгрилиги 
тушунчасини киритамиз.

2-таъриф. Эгри чизицнинг берилган А нуцтадаги эгрилиги kA 
деб ёй узунлиги нолга интилганда (яъни В -> А да) АВ ёй уртача 
эгрилиги лимитига айтилади:

а
k. — lim k. — lim —7 . 

yp AB

1-мисол. Радиуси г га тенг айлана учун а марказий бурчакка мос 
келувчи АВ ёй уртача эгрилигини ва А нуцтадаги эгриликни топинг.

Ечиш.
а а 1

УР АВ «г г ’

Шундай цилиб, айлананинг эгрилиги нуцзани танлашга боглиц эмас 
ва— га тенг (127- шакл).

г
3. Эгриликни цисоблаш. Узлуксиз иккинчи тартибли цоснлага 

эга булган у— fix') эгри чизицни цараймиз.
Абсциссалари х ва х + Д х булган иккита М ва Мг нуктада 

уринма утказамиз (128-шакл), уриималарнинг ofhui бурчакларини <р 
ва <р + Д <р билан белгилаймиз. ёйга мос келувчи цушнилик
бурчаги ушбуга тенг: а = |Д<р| (цавариц ёй учун Дф<0, ботиц ёй 
учун Д ср> 0).

MMi булакдаги уртача эгриликни
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127-шакл. 128-шакл.

формула буйича ани^лаймиз. М да As 0 ва /р га
эгамиз:

k = lim k. = lim
As-*0 ' As->0

Шундай килиб, M нуктадаги эгрилик k = 

собланади. Энди -^2.
ds

ларни бажарамиз:

I А Ф _ 1 d ф
1 A s 1 ds

I---1 формула буйича хи-
I I

хосилани топиш цолади. Ушбу алмаштириш-

d ф 
~dx 
ds 
dx

ни топиш учун tg(p = z/', ва демак, ф = arctg/ 
каймиз. Охирги теигликли х буйича диффереициаллаб, 
буламиз:

k = </ф I _ 
ds I (1.8)

эканини пай-

ушбуга эга

dtp и"
dx ~ 1-Н/)1 ’

— росила эса илгари чицарилгаи (1.5) фор му лага биноан /1 + (/)2 
d ф ds .,га тенг. —— ва — ни (1.8) га цуисак:
dx dx

У” I 
(1-Н/)’)3/2 Г

Шундай цилиб, (1.9) формула нуцтадаги эгриликни ^исоблашга 
хизмат килади. Бунда махраждаги илдизнинг арифметик цийматиниги- 
на олиш керак. Шу сабабли (1.9) формулами бундай ёзиш мумкин:

k~ о+(/)’)3/2' (1ло)

Агар чизи^нинг тенгламаси

(1.9)
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х = х(/),
У = 1/(0

параметрик тенгламалар билан берилган булса, у холда у' = ,
X

у" = -----LL вд (1.10) формула бундай ёзилади:

*- (1 11) 
(х2 + У2)

2- мисол. у = х2 параболанинг исталгап ну^тасидаги эгриликни 
топинг.

Ечиш. Биринчи ва иккинчи хосилаларни топамиз: у' = 2х, 
у" =2. Буларни (1.10) формулага цуйиб, ихтиёрий нуцтадаги эгри
ликни топамиз:

k —____ ?____ .
(1 -f-4x2)3/2

Хусусий ^олда параболанинг (0,0) учидаги эгрилик k = 2.
3- мисол. у — ах-\-Ь тугри чизицнинг эгрилигини топинг.
Ечиш. у' = а, у" = 0. Эгрилик k = 0.
Тугри чизик эгрилиги нолга тенг чизикдир.
4- мисол. Циклоида эгрилигини топинг:

(х — a (t — sin t),
[у — а (1 — cost).

Ечиш. Параметрик берилган эгри чизик. эгрилигини (1.11) фор
мула буйича топамиз, бунинг учун хосилаларни топамиз:

х = а(1—cos t), y=asint,
х = asint, у — a cost.

Уларни (1.11) формулага цуямиз:
|a2 cos t (1 — cos t) — a2 sin2 Z|_____a2 |cos t — 11_____

_ (a2 (1 — cos/)2 + Д2 sin2 t)3/2 ~ a3 (2 (1 — cos/))3/2 _

-2 sin2 |

/ t
4 sin2 — 
\ 2

4. Эгрилик радиуси, маркази ва доираси.
Таъриф. Чизикнинг берилган М нуцтадаги эгрилиги k га тес

кари микдор шу чизи^нинг царалаётган нуктадаги эгрилик радиу
си дейилади:

2 sin2 —
2 1

\3/2 1 ‘ 1 1 1 18 a sin3 — 4 a sin —/ 1 2 | 1 2 jа

ёки
*=т

(l-j-g'2)*7*
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М нуктада эгри чизицнинг ботицлигига йуналган нормал (уриниш 
нуцтасида уринмага перпендикуляр тугри чизиц) ясаймиз (129-шакл) 
ва бу нормалга М нуцтада!и радиус эгрилигига тенг (/? га тенг) 
МС кесмани цуямиз. С нуцта берилган эгри чизицнинг М нуцтада
ги эгрилик маркази дейилади.

Маркази С нуцтада булган R радиусли дойра (ва айлана) берил
ган эгри чизицнинг М нуцтадаги эгрилик доираси (ва айлапаси) 
дейилади.

Эгрилик доираси таърифидан эгри чизицнинг эгрилиги ва эгрилик 
доирасининг берилган нуцтадаги эгрилиги узаро тенг экани келиб 
чицади.

Эгрилик маркази координаталари учун формула чицарамиз.
Эгри чизиц у = f(x) тенглама билан берилган булсин (130-шакл). 

Эгри чизицда ихтиёрий М (х; у) нуцтани белгилаймиз. С эгрилик 
маркази координаталарини а ва Р билан белгилаймиз. Эгри чизицца 
Л1 нуцтада утказилган нормал тенгламаси ушбу куринишда булади:

Y-y =----- '-(Х-х), (1.12)
У

бунда X, Y — нормалнинг узгарувчи координаталари.
С(а; Р) нуцта нормалга тегишли булгани учун унинг координа

талари (1.12) тенгламани цаноатлантириши керак:
р_у=----- L(a-x). (1.13)

У
С (а, Р) нуцта М (х; у) нуцтадан эгрилик радиуси R га тенг 

масофада ётади, шу сабабли:
(а —х)2 + (р —у)2 = Я2. (l-Н)

(1.13) ва (1.14) тенгламаларни биргаликда ечиб, а ва р ларни 
топамиз:

а = х ± /1+/2
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Р = у Т -у-_____ /?. (1-15)

R = цийматни (1.15) га цуйсак:

............... !/'(1+</'2) а = х ±-----■— -----,

у" > 0 ва у" < О булган колларда охирги формулалар куйидагича 
соддалашишини курсатиш мумкин:

p = y + J_t£i. (* ,с)
у"

Эгри чизицнинг нукдадаги эгрилик маркази координаталари формула- 
ларининг узил-кесил куриниши шундан иборат.

Агар эгри чизик
(X = х (/),
\У = У(1)

параметрик тенгламалар билан берилган булса, у колда эгрилик 
маркази координаталарини (1.16) формуладан олиш мумкин, бунинг 
учун унга косилаларнинг

У' = — , У" = х у ~ х у
X Xs

Кийматларини куйиш керак. У колда
I/ ( Xs + у2)

а. = х------—------ - »

(1-17)

5- м ис о л. у = х2 параболанинг исталган нуктасидаги эгрилик 
маркази координаталарини аникланг.

Ечиш. у' ва у" ни топамиз:
у' = 2х. у" = 2.

Хосилаларпи (1.16) фэрмулага КУЯМИЗ:

₽ = х2 + 1 + 4 =
Н 2

6х2+ 1
2
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Эгрилик марказининг координаталари:

а = —4х3, р = у (6 х2 + 1).

Хусусий ^олда параболанинг учида х = 0, шу сабабли эгрилик 
марказининг координаталари бундай булади:

а = 0, р = — .
2

6- м и с о л. Циклоида эгрилик маркази координаталарики аник- 
ланг:

у — a sin t,

(Г

Ечиш. х=д(1—cost),
1,1 " ‘ 4 4х = о sin Л х = a cost.

Буларни (1.17) форму  лага цуйиб, топамиз:

fa = a(t + sin/), 
(Р = — а(1 — cos/).

5. Эволюта ва эвольвента. Берилган чизицдаги ^ар бир Л1 нук- 
тага тула аникланган эгрилик маркази С (а; Р) тугри келади. Берил
ган чизицнинг ^амма эгрилик марказлари туплами бирор чизикни 
хосил цилади, бу чизиц эволюта дейилади.

Берилган чизик уз эволютасига нисбатан эвольвента (ёки ёйилма) 
дейилади.

Агар берилган эгри чизик y—f(x) тенглама билан аницланса, 
у холда (1.16) тенгламани эволютанинг х параметрли параметрах, 
тенгламалари деб караш мумкин:

Бу тенгламалардан х параметр™ чицариб, эволютанинг а ва р уз
гарувчи координаталари орасидаги бевосита богланишни топиш мум
кин.

Агар берилган эгри чизиц 

параметрик тенгламалар билан ифодаланган булса, у ^олда (1.17) 
тенгламалар параметри

а = х



х у — х у
дан иборат булган эволютанинг параметрик тенгламасини беради. 

Эволютанинг хоссаларидан бирини исботсиз таъкидлаб утамиз: 
берилган эгри чизицца (эволвептага) утказилгап нормал эволютага 
уринма булади.

7-мисо л. у = х- парабола эволютаси тенгламасини топинг. 
Ечиш. 5-мисолда параболанинг ихтиёрий нуцтаси учун эгрилик 

маркази координаталари топилган эди:
а = — 4 хя, 
₽=4-<6х2+1)-

Бу тенгламаларни у = х2 парабола эволютасининг параметрик 
тенгламалари деб цараш мумкин. х параметрни чикариб, топамиз:

Бу ярим кубик параболанинг тенгламасидир (131-шакл).

2-§.  Фазовий эгри чизикнинг эгрилиги

Оху текисликда чизиц
fx = x(0,
Ь =«/(/)

Параметрик тенгламалар билан берилиши мумкин. Фазовий чизиклар 
^ам шунга ухшаш
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132- шакл.

х = х (/),

z = z(O

параметрик тенгламалар билан 
берилиши мумкин.

1- мисол. Ушбу
X - п 1 х0

У = И + Уо, . 
г = pl+ z0

тенгламалар тутри чизи^нинг фа- 
зодаги параметрик тенгламалари- 
дир.

2- мисол. Ушбу

х = a cos t, 
у = a sin t, 
z = bt

тенгламалар х2-\-у2 = а2 доиравий цилиндрга жойлашган (132-шакл) 
винт чизицнинг параметрик тенгламаларидир. h = 2nb— винт чизик- 
иинг радами.

Фазовий эгри чизиц эгрилиги дифференниалипи ва эгрилик мар- 
кази координаталарини хисоблаш формулаларини исботсиз келтира- 
миз:

(2.1)

Бунда киск.алик учун ушбу белгилашлар киритилган:

Л—уz — zу,

В = z х — хг,

С = ху —ух .
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(1.7), (1.1 1), (1.17) формулалар — эгри чизик эгрилиги дифферен
циали ва тек ис чизик эгрилик маркази координаталари формулалари 
булиб, z = z = z = 0 деб оливса, (2.1) формуланинг хусусий холла- 
ри сифатида хосил булади.

Уз-узини текшириш учун саволлар

1. Ей дифференциали формуласини чикаринг. Бу хулоса чизи^нинг г^андай гео
метрик хоссасига асосланади?

2. Кушнилик бурчаги нима? У эгри чизи^нинг эгилганлик даражасини цандай 
характерлайди?

3. Чизицнинг берилган нуктадаги эгрилиги деб нимани айтилади? Эгрилик учун 
формула чицаринг.

4. Эгрилик радиуси, маркази ва доирасини аншуланг.
5. Эгрилик маркази координаталари учун формула чикаринг.
6. Эволюта ва эвольвснталарнинг таърифини беринг.
7. Фазовий чизи^нинг берилиш усулини баён дилинг.
8. Фазовий чизикнинг эгрилиги нима?
9. 1529-1534, 1543-1546, 1554—1557, 1568—1573, 1581, 1582- масалаларни 

ечинг.

3-§.  Скаляр аргументнинг вектор функциялари

ОМ — г векторни цараймиз, унинг боши коэрдинаталар боши би
лан, оеири эса бирор М (х; у, г) нукта билап устма- уст тушади. 
Бундай вектор М нуктанинг радиус- вектор и дейилади. Бу векторни 
координата укларидагн проекциялар оркали ифэдалаймиз:

7 = x7+yj + zk. (3.1)

Агар г векторнинг проекциялари бирор параметрнинг функция
лари булса, яъни

х = х (/),
у = у(1), (3.2)
г = z (О

булса, (3.1) формулани бундай ёзиш мумкин:
7 = х(/)7 +у(/)7 + г(о7 (3.3)

ёки ^искана

(3.4)

t параметр узгарса, х, у, z координата- 

лар хам узгаради, у холда М нукта — ОМ 
векторнинг охири фазода бирор чизикни чи- 
зади, бу чизиц г = г (0 векторнинг годогра- 
фи дейилади (133-шакл).
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(3.3) ва (3.4) тенгламалар чизикнинг фазодаги вектор тенглама
си дейилади.

(3.2) тенгламалар чизикнинг фазодаги параметрик тенгламала- 
ри дейилади.

(3.3) ва (3.4) тенгламалардап t параметр узгарганда г вектор 
умумий холда микдорн буйича хам, йуналиши буйича хам узгариши 
келиб чицади.

г вектор t скаляр аргументнииг вектор функцияси дейилади: 
г = г (/). г (/) вектор функциянинг берилиши учта скаляр функция
нинг—унинг координаталар укларига проекциялари x(t), у (/), z(t) 
нинг берилишига тенг кучлидир.

Агар бирор r0 = х0 i + yoj +zok вектор I t0 да
limx(/) = x0,

lim y(t) = у0,

lim z(0 = z0t-л.
булса, шу вектор r = x{t)i +y(f) j + z(f)k вектор функциянинг 
лимити дейилади.

Агар г0 вектор г (t) вектор функциянинг t /0 даги лимити бул
са, у холда бундай ёзилади:

lim г (t) = r0.• t-л.
г (/) вектор функция / = /0 да ва t0 ни уз ичига олувчи бирор 

интервалда аникланган булсин, у холда агар
lim г (/) =7(/0)
•-♦/о

булса, г (i) функция /0 нуктада узлуксиз функция дейилади.

4-§.  Скаляр аргументли вектор функциянинг цосиласи

г (t) —x(t)i + у (t) j + z(f) k вектор функция M (х, у, г) нуцта- 
нинг радиус-вектори, яъни

7 = ом
булсин (134-шакл). t параметр узгарганда М нуцта L годографни 
чизади. I параметр кийматини танлаймиз ва тайинлаб цуямиз. Унга 
г (I) вектор Еа М нуцта мос келади.

Параметрнинг бошца t + А / цийматини оламиз. Унга г (/ + А /) 
вектор ва Мг нуцта мос келади.
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Д г векторни цараймиз:
>

\г — Л!Л4г ёки Дг = г (/ + Д/) — г (/).

Уни г (/) вектор функциянинг t нуцтадаги орттирмаси деймиз.
■\ г —I-— нисбат Дг векторга коллинеар вектор, чунки — скаляр 
д t

купайтувчи.
Таъриф. Дг вектор функция орттирмасининг аргументнинг мос 

Д t орттирмасига нисбаги. ииг Д t 0 даги лимити г (t) вектор функ
циянинг / нуцтадаги t скаляр аргумент буйича олинган цосиласи 
дейилади.

Вектор функциянинг цосиласи бундай белгиланади:

г' (I) ёки •
v ’ dt

Шундай цилиб,

Т /л dr .. Агг (t) =-----= lim —-
dl Д'-»о А I

Лимитнинг таърифига кура г'(t) вектордир.
г (I) функция цосиласипи унинг координаталар уцларидаги проек- 

циялари орцали ифодалаймиз:
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г (/) = х(О I +y(t)i +z(t)k
ва

7(/ +д/)=х(/ + ао7 +«/(/ + дп7+г(/+ д/)7 

булгани учун

Дг = r(t + Д/) — г (0 = (х(/ + Д/) —х(0) i + 
+ {У (I + Д О-y(t))7 + (z(t + &t)-z(t))k 

ёки

Дг — \xi + by j + &z- k .
Шундай килиб,

Дл

Д/
^-7. 
д /

Бундан ушбуга эга буламиз:

г (/)= lim -----= i lim------- 1- / lim — + k lim — =
az-,0 Д t д/_о Д t д/^о Д t a.'->o Д t

= x'(o7 + //-(o7 +*' (o7.

Шундай цилиб,
7(/) = x'(/)7 + i/'(/)7 + z'(0 7 (4.1)

Бундан дифференциаллашнинг барча цоидалари векторлар учун 
х.ам тугри булиши дар^ол келиб чикади:

1) (7 (0_± 7(0' ±72 (/),
2) (/(С - Г (О' = /'(0 г (/) + /(/) г' (t), бунда f{t)— скаляр функ

ция,

3) (с - г (О' = с ■ г' (I), бунда с — узгармас сон,

4) (<i (о • 7(О' =7(0-7 (о+7(о • 7(о.
5) (Г1 (0 X гг (О = 7 (0 X rs (/) + г, (0 X г' (0.

Мисол учун туртинчи формулаии исботлаймиз:

G (0 = Х1 (/) 7 + уг (/) / + Z1 (/) k .
r3 (0 = х2 (t) i + y2 (t) j + Z2 (/) 7

булсин. Ш у векторларнинг скаляр купайтмасини тузамиз:

7 (о • 7 (о=(о • (о+У1 о • у г (о+zi (о • z2 (/).
t буйича ^осилани топамиз:
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(rao-raW)'=(^ (/))'+({/! (0-^юг+(zi (/)-z3(o)' =
= (*1 (0 • *2 (0 + yi (0 • Уг (0 + z\ (t) • z2 (/)) + (xr (0 • x' (0 + 

+ У1 (0y'2(0 + (0Z;(0) = <(0• G(0 + r?(0 r7(0•

Формуланинг тугрилиги исботланди. Бу формуладан фойдаланиб,
de иагар е бирлик вектор булса, е_1_-----булишини исботлащ мумкин.dt

Скаляр аргумент вектор функциясининг говори тартибли з^осила- 
ларини кетма- кет дифференциаллаб топиш мумкин:

7' (0 = х" (0? + у" (t)T + г" (t)k,

r'"(t)=x"'(f)i +у"’ (0 / +

ва з^оказо.
Эслатма. Агар фазовий эгри чизик

7 = 7(0

тенглама билан берилган булса, у холда эгри чизицнинг эгрилиги 
Л ((1.18) формула) цисцача бундай ёзилиши мумкин:

д..„ |7х>|*

5-§.  Скаляр аргументли вектор функция з^осиласининг геометрик 
маъноси

Скаляр аргументли вектор функциянинг з^осиласи таърифига —►—► Д Д’ —
цайтамиз: r'(0 = lim— ва 2-§ даги чизмани цараймиз. г' (0 нинг 

дг—►о Д/
йуналиши ва узунлигини ани^лаймиз.

1. г'(0 векторнинг йуналиши. вектор Аг векторга колли- 

неар ва 51 кесувчи буйича йуналган. А/-*-О да /И! пункта М 
ну^тага чексиз яцинлащади. ММХ кесувчи эса М нуктада L эгри 
чизиеда утказилган Т уринмага чексиз якинлашади.

Шундай цилиб, г'(0 вектор ОМ = г (0 радиус- вектор годогра- 
фига уринма буйлаб параметр усадиган томонга йуналган.

г' (t) вектор функция узгармас мэдулга эга, аммэ йуналиши уз- 
гарувчан булган хусусий з^олни таъкидлаймиз. Бу з^олда годограф 
сферада ётади, шу сабабли f (<)_з^осила, вектор сифатида, годограф- 

га уринма, радиус- векторга перпендикуляр булади, яъни агар г (i) 
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вектор узгармас модулга эга булса, у холда г' (/) _L г (/). Шундай 
цилиб, модули узгармас векторнинг цосиласи векторнинг узига пер
пендикуляр.

2. г' (f) векторнинг модули.
7(0 = х' (t)T+у' (оГ+ z\tfk

экани исботланган. Бундан эса
|7 (/) | =/x'2(0+/2(O + z'2(/)

экани келиб чикади, бунда yrx"2 (t) + у"2 (0 + г'2 (0 dt = dl — эгри 
чизиц ёйи дифференциали, Бундан:

< = Р (01-

Шундай килиб, вектор функциянинг цосиласи модули годограф 
узунлигидан I аргумент буйича олинган цосилага тенг. Шуни таъ- 
кидлаш керакки, хосиланинг модули модулпинг цосиласига тенг 
эмас, яъни

6-§.  Скаляр аргументли вектор функция биринчи ва иккинчи 
тартибли цосиласининг механик маъноси

г = г (/) вектор функциянинг годографи харакагланузчи мод- 
дий нуцтанинг траекторияси булсин, бунда t параметр царакат вац- 
тини билдиради.

Маълумки, нуцта царакатининг t моментдаги v = v(t) тезлиги 
уринма буйлаб харакат йуналишига цараб йуналган вектордир. 
Бунда , 

бу ерда А/ — А/ оралицда нуцта томонидан босиб утилгап йул (яъни 
А/— А/ вацт ичида утилган годограф ёйи узунлиги).

v = г' (/) эканини курсатамиз.
—> —>• —♦“
г' (0 ва и векторлар бир хил йуналишга эга, чунки г' (0 хам

уринма буйлаб г вектор годографига цараб йуналган. Шу вектор- 
ларнинг модуллари хам бир хил эканини курсатамиз. А/ > 0 да цу- 
йидагини цараймиз:

д7 д7 А/ |д7| А/
а/ д/ А/ AZ М

254



бунда |Д г | микдор ММг ватарнинг узунлиги, AZ эса тегишли 
ЛЕИ, ёйнииг узунлиги.

Кейи нчалик

экани курсатилади, лекин

1 • |А г f .
lim !1 = 1

AZ-»O AZ

у вацтда

|а г | .. |а г | .
Ц—L = lim —— = 1,lim .......

дс->о AZ д/-.о AZ

ва демак,

А г
AZ

|д7| .. AZ
= lim------ - -lim —

Ai->o AZ д/_>о AZ

.. AZ 
= lim —,

Д<-»0 AZ

г' (/) (тезликнинг таърифидан), шу сабабли ушбу-бундан lim
дг>о

га эгамиз:
Шундай килиб, вектор функциянинг г' (/) ^осиласи ва^тнинг 

берилган моментидаги моддий нуцтанинг уаракат тезлиги и( /) га 
тенг экап.

V =
Вектор функциянинг биринчи таргибли ^осиласининг механик 

маъноси шундан иборат. Иккинчи тартибли ^осиласи

а(/)= г"(/)

I
135- шакл.

эканини, яъни вектор функциянинг иккинчи тартибли уоеиласи моддий 
нукта ва^тнинг t моментидаги ^аракати тезланишига тенг эка пи пи 
курсатиш мумкин.

Мисол. Ушбу х2 + у2 = /?2 а й- 
лана буйлаб узгармас бурчак тезл ик 
со билан харакатланаётган модд ий 
нукта М нинг тезлиги ва тезлани- 
шини топинг.

Ечиш. ср — М Hyiyra радиус- 
векторининг Ох УК билан хосил 
цилган бурчаги булсин. ф = со/ ни 
^осил киламиз, 135- шаклда н: 
(x = R cos q>, ёк (х = R cos со/, 
\у = R sin ф \у = R sin со/.
Демак, М нуцтанинг радиус-Еек- 
тори:
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r (t) = xi + у j + zk = R cos coZ • t +R sin co t j.

Энди M нуктанинг тезлигини топамиз:

v = —= — R co sin co t i + 7? co cos co Z / . 
dt

Тезликнипг модули |v| = co/?. г ва v векторнинг скаляр купайт- 

маси нолга тенг булгани учун г _L у.
——>• —>• —>• • —
а — г" (t) — v' — —R со2 cos coZ i —R co2 sin co tj. Бундан

a——(л2г экани куринади, яъни а || г ва царама-царши йунал-

ган. Демак, тезланиш айлана марказига йуналгандир.

У з-у з и н и текшириш учун саволлар

1. Скаляр аргумептиинг вектор функцияси ва унинг годографи таърифини бе
ринг.

2. Вектор функциянинг хосиласи ва унинг уз.туксизлиги таърифини беринг.
3. Скаляр аргумент вектор функциясининг хосиласи таърифини беринг.
4. Хосилани бирлик векторлар буйича ёйиш формуласини чикаринг.
5. Скаляр аргумент.™ вектор функция ^осиласииинг геометрик маъноси нима? 

\осиланинг йуналиши ва модули кандай?
6. Скаляр аргументли вектор функцияси косиласининг механик маъноси нима?
7. Узгармас модулли вектор косиласининг йуналиши кандай?
8. 3260 — 3374-масалаларии ечинг.

7-§.  Комплекс сонлар

1. Асосий таърифлар
1-таъриф.  г комплекс сон деб 

z=x+iу 

куринишидаги ифодага айтилади, бунда х ва у—угкикий сонлар’, i эса 

1=1  ̂— 1 ёки Z2 = — 1 

тенглик билан анш\ланувчи мазхум бирлик дэб аталузчи бирлик.
х ва у ни z комплекс соннинг хакисий^ва мазхум цисмлари де

йилади ва бундай белгилапади:
Re z = х, 1т г = у.

Хусусий ^олда, агар х — 0 булса, у холда z = 0 + iy = iy сон
ни соф мавхум сон, агар у = 0 булса, у холда z — х + t'O = х, 
яъни ^акиций сон ^осил булади. Шундай цилиб, ^иций ва мавхум 
сонлар z комплекс соннинг хусусий холларидир.

2-та  ър иф. Агар иккита zt — хх + iyx ва z2 = х2 + iy2 комплекс 
сонларнинг ^акикий сонлари алохвда, мавхум сонлари алохида тенг 
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булса, бу комплекс сонлар тенг, яъни
= z2 булади, бошцача айтганда 

Kez, — Rez2 ва Imz1=Imz2 булса, 
2i = z2 цисобланади.

3- таъриф. z — x + iy комплекс 
соннинг хациций ва мавхум цисми нол
га тенг булсагина, у нолга тенг була
ди, яъни агар х = 0 ва у = 0 булса
гина z = 0, ва аксинча.

4- т а ъ р и ф. Мавхум цисмлари билан 
фарц цилувчи иккита

г = х +i у ва z = х — i у 
комплекс сон кушма комплекс сонлар дейилади.

5- т а ъ р и ф. ^ациций ва мавцум цисмларининг ишоралари билан 
4арц цилувчи иккита

Zi — х + i у ва z2 = — х — i у 
комплекс сон кррама-кррши комплекс сонлар дейилади.

2. Комплекс соннинг геометрик тасвири. Хар кандай
г = х + i У

комплекс сонни Оху текисликда х ва у координатали /1 (х, у) нуц- 
та шаклида тасвирлаш мумкин ва, аксинча, текисликнинг хар бир 
нуцтасига комплекс сон мос келади.

Комплекс сонлар тасвирланадигаи текислик z комплекс узгарув
чининг текислиги дейилади.

Комплекс текисликда г сонли тасвирловчи нуцтани г нуцта деб 
атаймиз (136-шак.т). Ох укда ётувчи нуцталарга цациций сонлар 
мос келади (бунда у — 0), Оу укда ётувчи нуцталар соф мавхум 
сонларни тасвирлайди (бу цолда х = 0). Шу сабабли Ох уц хаци- 
ций уц. Оу уц мавхум уц дейилади. А(х, у) нуцтани координаталар 
боши билан бирлаштириб ОА векторни цосил киламиз, бу цам z = 
= х + i у комплекс соннинг геометрик тасвири дейиладиу

3. Комплекс соннинг тригонометрик шакли. Координаталар бо- 
шини цутб деб, Ох уцнинг мусбат йуналищини цутб уци деб ком
плекс текисликда координ.тталарнипг кутб системасини киритамиз. <р 
ва г ларни А(х,у) нуцтанинг кутб координаталари деймиз.

А нуцтанинг цутб радиуси г, яъни А нуцтадан цугбгача булган 
масофа z комплекс соннинг модули дейилади ва |z| каби белгилана
ди. г = \z\ = У" х2 + у2 экани равшан.

А нуцтанинг цутб бурчаги ф ни z комплекс соннинг аргументи 
дейилади ва Argz каби белгиланади. Аргумент бир цийматли аниц- 
ланмай, балки 2лА цушилувчи цадар аницликда аницланади, бунда 
k — бутун сон. Аргументнинг цамма цийматлари орасидан 0^<р< 
<. 2л тенгсизликларни цаноатлантирувчи биттасини танлаймиз. Бу 
циймат баи киймат дейилади ва бундай белгиланади:
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Ф = arg z.
Ушбу

(X = ГСОБф,
[У = г sin ср

тенгликларни хисобга олиб, z комплекс сонни бундай ифодалаш 
мумкин:

г = х +1 у = г (cos ф+ i sin ф),

бунда г = \г\ — х2 + у2 ва

Ф = argz =

arctg , агар х > 0, у 0 булса,

л + arctg агар х < 0 булса,
X

2л + arctg агар х > О, у < О 
булса.

Ёзувнинг бу шакли комплекс соннинг тригонометрик шакли дейи
лади. z = х + iy куринищдаги ёзув комплекс соннинг алгебраик 
шакли дейилади.

1-мисол. Чизмада

z = х + i у ва г — x — i у
кушма комплекс сонлар (137-шакл), шунингдек zt = хi у ва 
z2 = —х — iy ^арама-карши сонлар (138-шакл) тасвирланган.

Чизмадан |z| = г = х2 + у2 ва | z | = г = х2 + у2 экани, 
яъни

|z| = | г | ва argz = — arg z
экани келиб чикади.

К,ушма комплекс сонлар бир хил модулга эга ва абсолют кий- 
матлари буйича тенг аргументларга эга булиб, ^ациций уцца симмет
рии булган нуцталар билан тасвирланади (137-шакл). Чизмадан 
|Zj| — |z2|, argz2 — л + argZi экани келиб чикади.

К,арама- царщи комплекс сонлар координаталар бошига нисбатан 
симметрик нукталар билан тасвирланади (138-шакл).
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2- м и с о л. 1\уйида ги сонларни три
гонометрии шаклда ифодаланг (139- 
шакл):

Zj = I 3 I, 2"g == 3, Z«j 2/ .

Шундай ^илиб, ?! = 2

2) z2 = —3 — ^акикий сон.
х = — 3, у = 0, г = 3, tgср = 0, ср = л, z2 = — 3 = 
= 3 (cos л + i sin л).

3) z3 = — 2i, х = 0, у = — 2, г = 2, <р = -у,

z = — 2 i = 2 ( cos 4-1 sin-y j.

8-§.  Комплекс сонлар устида алгебраик амаллар

1. Комплекс сонларни ^ушиш. Иккита zx=xx-\-iyx ва z2 = 
= х2 + i У2 комплекс соннинг йигиндиси деб,

Zi + z2 = (*i + i «/О + (х2 + i у2) = (%1 + х2) + i (ух + у2) 
тенглик билан аникланувчи комплекс сонга айтилади. Бу формула- 
дан векторлар билан ифодаланган комплекс сонларни цушиш век- 
торларнн кушиш коидаси буйича бажарилиши келиб чикади (140- 
шакл).

2. Комплекс сонларни айириш. Иккита zx = хх + i ва z2 = 
= х2 +1 у2 комплекс соннинг айирмаси деб, шундай сонга айтила- 
дики, у z2 га цушилганда йигиндида zx комплекс сон хосил була
ди (141-шакл):

140-шакл. 141-шакл.
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?i — z2 = (*! 4- i yi) — (x2 4- i y2) = (x2 — x2) + i (yL — y2).
Шуни таъкидлаб утамизки, икки комплекс сон айирмасининг 

модули комплекс текисликда шу сонларни ифодаловчи нуцталар 
орасидаги масофага тенг: |zt —г2\ —уЛ(xt —х2)2 4- (f/i —У2)2-

1- мисол. Zi=2 + i ва z2 = 2— 3i комплекс сонларнинг йи- 
гиндиси ви айирмасини топинг.

Е ч и'ш. zx + z2 =» (2 4- t) 4- (2 — 31) = (24-2) 4- i (1 — 3)= 4—2i, 
Zi — ?2 = (24- 0 — (2 — 30 = (2 — 2) 4-1 (1 4- 3) = 4i.

3. Комплекс сонларни купайтириш zx = хг 4- i У\ ва z2 = х2 4- 
4- iy2 комплекс сонларнинг купайтмаси деб, бу сонларни иккихад 
сифатида алгебра ^оидалари буйича купайтириш ва i2 = — 1 экани- 
ни ^исобга олиш натижасида хосил буладигаи комплекс сонга ай
тилади.

zx ва г2 комплекс сонлар тригонометрик шаклда берилган бул
син:

Zi = (cos <pj 4- i sin (pj ва z2 = r2 (cos <p2 4- i sin <p2).
Шу сонларнинг купайтмасини хисоблаймиз:

Zj ■ z2 = Tj (cos <pi 4- i sin tpj • r2 (cos <p2 4- i sin tp2) =
— r1-r2 [(cos <px cos cp2 — sin <pr • sin <p2) 4- i (sin <pt cos <p2 4-

4-cos<pj sin cp2)] = rj r2 [cos (<pj 4- <p2) + * sin (<Pi 4- <p2)l•
Шундай цилиб,

Z1 • Z2 = Г1 • r2 [cos (<P1 4- <p2) 4- i Sin (<pr 4- <p2) ],
яъни иккита комплекс сон купайтирилганда уларнинг модуллари 
купайтирилади, аргументлари эса цушиладш_

2- м и с о л. Zi = }/~3 — г, z2 = 2 4- 2 3 i комплекс сонларни
алгебраик шаклда ва тригонометрик шаклларда купайтиринг.

Ечиш. 1) z1.z2=(/3 — i)(2 4-2/3’0 = (2/3 4-2/3’)4-

4- i (2 уПз / 3 — 2) = 4 <3 4- 4 i.

2) Zi = iz 3 — i = 2 | cos— л 4- isin — л\ 6 6

)’
z, • z, = 2 [ cos — л 4- г sin — л | • 41 cos — 4-1 si n —) = 2 \ 6 6 / V 3 3/

“8(cos(t" + T) + 'sin (тл + "О_ 
= 8 (cos (2л 4- -у | 4- i sin (2л 4- j j = 8 (cos -y 4- i sin -y'j = 

= 8(l^_4-i_L) = 4/3‘ 4-4i.
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3- м и с о л. z = х + i у ва г — х — iy цушма комплекс сонлар- 
ни купайтиринг.

Ечиш. Z’~z = х2 + у2 ёки 2-г — |z!2 = |z|2, чунки

И = I z] = / х2 + у2 ■

Шундай ^илиб, кушма комплекс сонларнинг купайтмаси улардан 
^ар бирининг модули квадратига тенг булган хакиций сон экан.

4. Комплекс сонларни булиш. Комплекс сонларни булиш амали 
купайтиришга тескари амал сифатида аникланади.

Агар 2-г2 = г1 булса, г сони z1=x1 + i«/1 нинг z2 = х2 4* iy2 
комплекс сонига булинмаси (яъни z == y-j дейилади.

Zj = z-z2 тенгликнинг иккала кисмини z2 = x2— iy2 га купай- 
тирамиз, ушбуга эга буламиз:

Zt • z2 = 2 (z2■ z2), бундан: z = = Л1Ц"~У-'2— +
z2 • z2 *2 + У2

+ t 4+^2 ’

Бундан ушбу к>оида чикади: zx ни z, га булиш учун булинувчи 
ва булувчини булувчигг кушма булган комплекс сонга купайтириш 
керак.

Агар комплекс сон лар zx = t\ (coscpj 4- i sin <рх) ва z2= r2(cos<p2+
4- i sin (pj тригонометрии шаклда берилган булса, у ^олда

г! _ г, (cos <рj 4~ i sin <рх)__ гх (cos <рх 4~ i sin q?x) (cos <p2 — i sin q?2)
z2 r2 (cos <p2 4- i sin tpj r2(cos2<p24-sin2<p2)

[(cos epi cos <p2 4- sin <Pj sin 4- < (sin <px cos <p2 — cos <px sin q2)] = 
Г2

= — [ cos ((Pi — q>2) 4- i sin (<P1 — cp2) ] - 
f2

Шундай цилиб,

— = Ll [ cos (qx — <p2) 4- i sin (<px — q2)], 
z2 r2

яъни комплекс сонларни булишда булинувчининг модули булувчи- 
нинг моду лига булинади, аргументлари эса айирилади.

4- м и с о л. zx = 1 — i ни z2 = — 2 — 2 i га алгебраик ва триго
нометрии шаклларда булинг.

(_2 4-2)4-Й2 4-2) = 4t = 1 .
44-4 8 2
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+1 sin

V 2 [ 7л
-- ------ COS —
V 8 \ 4

5. Даражага кутариш. Купайтириш цоидасидан даражага кута- 
рищ коидаси келиб чикади. z = г (cos ср 4- i sin ср) учун натурал п 
да

2П _ rn (cos Лф i sjn

экани келиб чикади. Бу формула Муавр формуласи дейилади. Бу 
формула комплекс сонни натурал даражага кутаришда модул шу 
даражага кутарилиши, аргумент эса даража курсаткичига купайти- 
рилиши кераклигини курсатади.

5-мисол. Мав^ум бирлик i нинг натурал даражаси учун фор
мула топинг.

Ечиш: I1 = t, i2 = — 1, i3 = i ■ i2 — — i, il = i2 i2 = 1, 
i5=i.t4 = i, ie = i.i5=i2= — 1, t7 = t ie=—t,i8=l.

io

■ж r -4 k i *4Й4~1 • -4Zf-f-2 i -4&4-3 »Умуман, i = 1, i = i, i =—1, i =—i.
6-мисол. (1 +1)10 ни хисобланг.
Ечиш. z = 1 + i = i 2 ^cos"^" +1 sin ~ )•

z10 = (1 -f-1)10 = ( /2)10 (cos у -

— + i sin 10- = 32 -(0 + i) = 32 i.
4 4 /

Муавр формуласида г = 1 деб олиб, топамиз:
(cos ср + i sin ср)n = cos п ср + i sin п ср.

= 25| cos 10-

Бу формула sin пер ва cos пер ларни sin ср ва cosep ларнинг да- 
ражалари ортали ифодалаш имконини беради.

Масалап, п — 3 да (cos ср 4- i sin <р)3 = cos Зср 4- i sin 3<p га эга бу
ламиз, бундан:

cos3cp 4- 3cos2 <p sin cp • i 4- 3 cos <p sinacp • i2 4- i3 sin <p =
= cos3<p 4-tsin3cp.

(cos3cp — 3 cos cp sin2cp) 4- i (3 cos2cp sin cp — sin3 cp) =
= cos3 cp 4- i sin 3 <p.

Икки комплекс соннинг тенг булиши шартидан фойдаланиб, топа 
миз:

cos 3 ср = cos3 ср — 3 cos ср sin2cp,
sin 3 ср = 3 sin ср cos2 ср — sin3 ср.
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6. Илдиз чи^ариш. Бу амал дара
жага кутариш амалига тескари амал- 
дир. Комплекс соннинг л-даражали 
илдизи V z деб шундай й7 сонга ай- 
тиладики, бу соннинг п- даражаси ил
диз остидаги сонга тенгдир, яъни агар 
W = У^ z булса, IV'71 = г.

Агар z = г (cos ср + i sin ф) ва It7 = 
= р (cos 0 + t sin 9) булса, у ^олда:

yr (cos ф 4- i sin ф) = р (cos 0 4-1 sin 9).
Муавр формуласига биноан:

r (cos ф 4- i sin ф) = р" (cos «9 4- i sin п 9).
Бундан рл =г, л9 = ф 4-2лА. р ва 9 ни топамиз:

ф + 2 nk
п

бунда k — исталган бутун сон, у г — арифметик илдиз. Демак, 
у--------------------пг / <р-|-2лй , <р4-2л£\
у r(cos ф4-« этф)= у1 г (cos------— 4-t sin------—I.

k га 0,1,2, . . . , n — 1 цийматлар бериб, илдизнинг п та хар 
хил цийматига эга буламиз, бу кийматларнинг модуллари бир хил.

k > п — 1 да илдизнинг топилган цийматлари билан бир хил 
булган цийматлар хосил булади. п та илдизнинг хаммаси маркази 
координаталар бошида булиб, радиуси У г га тенг айлана ичига 
чизилган мунтазам_л томонли купбурчак учларида ётади.

6-мисол. 1^1 нинг хамма цийматларини топинг. Уларни ком
плекс текисликда тасвирланг.

Ечиш. Сонни тригонометрик шаклда ёзамиз: агар z = 1 булса, 
у х;олда х = 1, у = 0, г = 1, ф = 0 ва ушбуга эга буламиз:

2 = 1 = cosO 4-1 sin 0.

— — _д »• ■ ■ 31 к Zak

У ^олда v 1 = v cos 0 4- i sinO = cos ---- 1- i sin —у , бунда
k = 0, 1, 2 (142- шакл).

k = 0, UZj = cos 0 4- i sin 0 = 1,

k = 1, 1Г2 = cos -у 4- i sin — =-----у 4-t л-!у-,

t. n iv/ 4л ... 4л 1 . V3
k = 2, UZ8 = cos -J- 4-1 sin -3-  ------2* — t -J—.

Бу нукталарни радиуси 1 га тенг айланада ясаймиз.
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9-§.  Курсаткичи комплекс булган курсаткичли функция. 
Эйлер формуласи, унинг цулланиши

Таъриф. Агар комплекс узгарувчи z нинг бирор комплекс 
цийматлар со.\асидаги ^ар бир цийматига бошка W комплекс мицдор- 
нинг ани^ циймати мос келса, у ^олда W комплекс узгарувчи z 
нинг функцияси дейилади ва W = / (г) ёки W — W (г) каби белги- 
ланади.

Биз комплекс узгарувчининг бигта функциясини — курсаткичли 
функцияни цараймиз:

Г = ег ёки W = ex+iy,
бу функция бундай ани^ланади:

е +'у = ех (cos у + i sin у).
Агар бу формулада х = 0 десак, у ^олда:

е‘у — cosy + i sin у.

Мана шунинг узи мав.\ум курсаткичли даражали функцияни три
гонометрии функциялар ортали ифодаловчи Эйлер формуласидир.

Комплекс сонни тригонометрик шаклда ифэдалаймиз:
г = г (cos ср -|- I sin ср).

Эйлер формуласи буйича:
cos ср + i sin ср = е'ф.

Шундай цилиб, хар цандай комплекс сонни курсаткичли шаклда 
ифодалащ мумкин:

Мисол. 1, /, 1 + i, —i сонларпи курсаткичли шаклда ифо
даланг.

Ечиш. 1) Агар zt = I булса, г = 1, ср — 2nk булади, шу са- 
бабли

1 = cos 2л& + / sin 2л k = е 2л/г‘.

2) z2 = г, г = 1, ср = -у, шу сабабли:

Л . . . Я 2I = cos----- Н I sin — — е
2 2

3) г3 = 1 + i, г = У 2, ср = ~р шу сабабли

_ —
14-/= /■ 2 (cos -у 4- i sin -р- j = 2 г.
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4) z4 = — /, г = 1, <р — , шу сабабли

зп .
Т ‘ 

= е

ва илдиз чи:\ариш амал-

Зя . . . Зя— i = cos------Иг sin —
2 2 

Купайтириш, булиш, даражага кутариш 
лари курсаткичли шаклда осон бажарилади.

z1 = r1e‘4>,> z2 = г2е‘ф’ булсин. У ^олда:
><Г1 Д(ф, + фг) -п -п J’f'1

^■^=г1е 'г2е =г1'гге ' 2 = г е .
<t+2nk (

li- = £i£L = -£l е'(ч>г-ф.>р/’z = У re^=yrr.e п . 
г2 г2 е‘ф* гг

Бу формулалар шу амалларнинг узи учун тригонометрик шаклда 
чицарилган формулалар билан бир хил.

Уз-у зин и текшириш учун саволлар

1. Комплекс сон деб нимага айтилади?
2. КанДай комплекс сонлар тенг, ^анданлари ^арама- карши, кандайлари кушма 

комплекс сонлар дейилади?
3. Комплекс сон кандай килиб геометрик тасвирланади?
4. Комплекс соннинг тригонометрик шакли хакида гапириб беринг. Комплекс 

соннинг модули деб, аргументи деб нимага айтилади? Уларнинг узгариш 
сохалари кандай?

5. Комплекс соннинг алгебраик шакли билан тригонометрик шакли орасидаги 
богланиш кандай?

6. Алгебраик шаклдаги комплекс сопларни к^1ииш- айириш, купайтириш ва 
булиш коидатари кандай?

7. Тригонометрик шаклдаги комплекс сонларни купайтириш ва булиш форму- 
лаларини чикаринг.

8. Тригонометрик шаклдаги комплекс сонларни даражага кутаришнинг Муавр 
формуласини ёзинг. Мисол келтиринг.

9. Комплекс узгарувчининг функцияси деб нимага айтилади?
!0. Эйлер формуласини ёзинг.
11. Комплекс соннинг курсаткичли шакли кандай?

10-§.  Комплекс сохада купхадлар

Таъриф. л-даражали купхад ёки полином деб

аох + агх +а.2х + . . . + ап_, х + ап

куринишдаги ифодага айтилади, бунда л > О — бутун сон, а =# О, 
Яр а2, . . . , ап лар эса купхаднинг коэффициентларидир.

Купхадлар ушбу белгилар билан белгиланади: Р(х), Q(x), R(x), 
q(x), r(x).

Купхад л-даражали купхад эканини таъкидлаш учун у

Рп^ 
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каби ёзилади. х узгарувчи ва коэффициентларнинг хаммаси сонлар, 
умуман айтганда комплекс сонлардир. ап ни озод хад, а0 ни юкори 
коэффициент, п ни эса купхаднинг даражаси дейилади.

Хусусан, п — 0 да Ро (х) = а0 (бунда а0 =¥= 0) нолинчи даражали 
купхадга эга буламиз.

Агар иккита Рп(х) ва Qn(x) купхадларнинг х узгарувчининг бир 
хил даражали олдидаги коэффициентлари тенг булса, бу купхадлар 
тенг дейилади:

^W = QnW-
Тенг купхадлар х нинг барча хийматларида бир хил цийматлар 

Хабул цилади.
Купхад лари и кушиш, айириш, купайтириш ва булиш мумкин.
Иккита Рп(х) ва Qm(x) купхаднинг йигиндиси (айирмаси) деб 

шундай купхадга айтиладики, бу купхаднинг хар бир х нинг дара
жаси олдидаги коэффициента Рп(х) Еа Qm(x) купхадлардаги х нинг 
шу даражалари олдидаги коэффициентлари йигиндиси (айирмаси) га 
тенг булади.

1- мисол. Ушбу

р3 (х) = 3 х3 — 5 х2 + х — 4,
Q4 (х) — х4 + 2 х3 — 3 х 4- 5

купхадлар берилган. Шу купхадларнинг йигиндиси ва айирмасини 
топинг.

Е чи’ш. Р3(х) + Q4(x) = (Зх3 — 5х2 + х — 4) + (х4 4-J2X3 —
— 3x4-5) = х4 + 5х3—5х2 —2x4- 1;
Р3 W — W = (3 х3 — 5 х2 4- х — 4) — (х4 4- 2 х3 —
— 3x4-5) = — х44-х3 — 5х24-4х — 9.

Иккита Рп(х) ва Qm(x) купхадни купайтириш учун Рп(х) куп
хаднинг хар бир хадини Qm(x) купхаднинг хар бир хадига купай
тириш ва натижаларни цушиш керак.

Купхадларни хушиш, айириш ва купайтириш амаллари арифметик 
амалларнинг асосий хоссаларига эга.

2- мисол. Биринчи мисолда берилган Р3(х) ва Q4(x) купхадлар
ни купайтиринг.

Ечиш: P3(x) Q4(x) = (3х3 — 5х24-х — 4)-(х44~2х3 — 3x4-5) = 
= Зх7 4-6хв — Эх4-!- 15Х3 — 5хв — Юх5 4- 15х3 — 25х24-х54-

4-2х4 — Зх2 4-5 х —4х4 — 8х3 4- 12х —20 = Зх7 4-xG —
— 9х5— 11х4 4-22х3 — 28х2 4- 17х —20.

Купхадларни булиш цолдиксиз (бутун) ва цолдикли булиши мум
кин.

Рп{х) ва Dm (х)—иккита купхад булсин, бунда п > т.
Рп (х) купхадни Dm (х) купхадга бутун сон марта булиш дегачи
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= Dm(x) (х) (10.1)

тенгликни каноатлаитирувчи Qn_m(x) ни юпиш демакдир. Бунда 
Рп(х) булинувчи, Dm(x) булувчи, Qn_m(x) булинма купхад дейилади.

Купхадларни хар доим хам бутун сои марта булиш мумкин була- 
вермайди, масалан, № 4- 1 купхад х 4- 1 купхадга бутун сон марта 
булинмайди. Аммо купхадларни цолди^ли булиш хаР доим \ам ба- 
жарилаверади.

Рп(х) купхадни Dm(x) купхадга колдикли булиш дегани шундай 
иккита Qn-m (х) ва R (х) купхадни топиш демакки, улар учун

Pn^-Dm(x).Qn^(x) + R(x)

тенглик бажарилсич. Бунда Рп(х) булинувчи, Dm(x) булувчи, R(x) — 
колдик куп^адлардир. R(x) нинг даражаси Dm (х) булувчи даражаси- 
дап кичик. Хусусий холда. агар R(x) = 0 булса, у хрлда (10.1) 
формулага эга буламиз, яъни Рп(х) купхад Dm(x) купхадга крлдик- 
сиз булинади.

Купхадларни булишдан чикадиган булинма ва цолдикни топиш
нинг хар хил усуллари мавжуд. Купинча «бурчакли булиш» цоида- 
сидан фойдаланилади.

3-мисол. Р4(х) = 2х4 — 5 х3 4- 2х купхадни D2(x)=x2—1 
купхадга булинг. Булинма ва цолдикни топинг.

Ечиш. 2 х4 — 5 х3 4- 2 х х2 — 1
~2х4 — 2х2 2х2 —5 х4-2

— 5 х3 4- 2 х2 4- 2 х
— 5х3______ 4-5 х

2 х2 — 3 х
— 2 х2 — 2

— 3 х 4* 2
Бундан:

2Х4 — 5 х3 4-2х =(х2 — 1)(2х2 — 5х 4*2) 4-(-3x4-2),
<?2(х) =2х2 — 5x4-2, /?(х) = —3x4-2.

11-§.  Куп^аднинг илдизи. Безу теоремаси

Рп (х) куп.\аднинг илдизи деб х узгарувчининг шу купхадни нол- 
га айлантирадиган цийматларига айтилади, яъни Рп (а) = 0 булса, 
у хрлда х = а купх.аднинг илдизидир.

/\(х) купхадни х — а га булишдан чикадиган цолдицни булиш 
жараёнини бажармай туриб топиш имконини берадиган мухим теоре- 
мани исботлаймиз.

Безу теоремаси. Рп(х) купхадни х — а икки^адга булиш
дан чикадиган крлдиц Рп (х) куп^аднинг х = а доги цийматига 
тенг.
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Исботи. Prt (х) купхадни х — а иккихадга булиб, ушбуни топамиз: 
Рп (х) = (х — a) Q„_, (х) + R,

бунда булинма Qn_x(x) даражаси Рп(х) нинг даражасидан битта кам 
булган купхад, холдих R эса бирор сон.

Бу тепгликда х узгарувчига а цийматни бериб, топамиз:
Рп («) = /?,

яъни /? = Рл(а). Шуни исботлаш талаб цилин гав эди.
1- мисол. Р3(х) = 8х3 + 4х2 + 1 купхадни: а) х—1, 6)x + i 

иккихадларга булишдан чикадиган ^олдицни топинг.
Ечиш. а) 7? = Р3(1) = 8 • I3 + 4 • I2 + 1 =13.

б) Я = Рз(-0 =8(-f)3 + 4(-i)2+ 1 =-8i3 + 
+ 4? + 1 =8i —4 + 1 =8/—3 = —3 + 8г.

Безу теоремаси натижа с и. Агар а Рп(х) купхаднинг ил
дизи булса, яъни Рп(а) = 0 булса, у холда Рл(х) купхад х— а га 
холдиксиз булинади, яъни

Рп (х) = (х — а)> (?п_! (х);

купайтма куринишида тасвирланади, бунда Qn_{ (х) булинма даража
си булинувчи купхад Рп (х) даражасидан битта кам булган купхад.

Бошкача айтганда, Рп(х) купхаднинг х — а иккихадга бутун 
булиниши учун а Рп(х) купхаднинг илдизи булиши талаб килинади.

2- м и с о л. Р3 (х) — х3 — 6 х2 + 11 х — 6 купхад х — 1 иккихадга 
бутун сон марта булинади, чунки Р3(1) = 0. Шу купхаднинг бош- 
Ха илдизларини топинг.

Ечиш. Р3(х) купхадни (х — 1) иккихадга булишдан чикадиган 
булинмани топамиз:

х3 — 6 х2 + 11 х — 6 х — 1
~ х3 —х2____________ х2 - 5 х + 6

— 5 х2 + 11 х — 6
—- 5х2 + 5х______

бх — 6
бх — 6 
~б

Шундай хилиб,
Р3(х) = (х-1).(х2-5х + 6)

тенгликка эга буламиз. Агар х2 — 5x-f-6 ни нолга тенгласак, Р3(х) 
нинг холган илдизларини топамиз: х2 — 5х-}-6 = 0, бундан xt =2, 
х2 = 3.

Демак, Р3 (х) = (х — 1) (х — 2) (х — 3).
Купхадни даражаси нолга тенг булмаган иккита ёки бир нечта 

купхаднинг купайтмаси шаклида тасвирлаш купхадни купайтувчи
ларга ажратиш дейилади.
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12-§.  Алгебранинг асосий теоремаси. Кугцадни чизикли 
купайтувчиларга ажратиш

Куйидаги теорема хар кандай купхад илдизга эга буладими, де- 
ган саволга жавоб беради.

Алгебранинг асосий теоремаси: хар кандай п-даража
ли Ktjnxad камида битта илдизга эга.

Теоремами исботсиз цабул киламиз. Бу теореманинг натижаси 
сифатида цуйидаги теоремани исботлаймиз.

Теорема, п-даражали хар цандай Рп (х) = айхп 4- а1х',_14-
4- ... 4- а.п купхад х — а куринищдаги п та чизикли купайтувчига 
ажралади, яъни:

Рп W = а0 (х — ах)(х — а2) . . . (х — а„).

Ис бот и. Алгебранинг асосий теоремасига биноан Р„(х) купхад 
камида битта илдизга эга. Уни аг билан белгилаймиз. У холда Безу 
теоремасииииг натижасига кура бундай ёзиш мумкин:

Л. (Х) = (* ~а1) <?«-!(*)’

бунда Qn_, (х) купхад (n — 1)-даражали купхад. Безу теоремасини 
цулланиш мумкин. Бунга нисбатан а2 Qn_j (х) куп^аднинг илдизи 
булсин, у ^олда

= —«2)<?Л_2(Д

бунда Qn_2 (х) (п — 2)- даражали кугцад.
Жараённи давом этгириб,

Qi(x) = (х —ап) • Qo

га эга буламиз, бунда Qo — даражаси полга тенг булган купхад, 
яъни бирор сон. Бу сон х олдидаги коэффициентга тенг, яъни

Qo == ао
экани равшан.

Топилган тенгликлар асосида бундай ёзиш мумкин:

=ао(х~ «1)(х— а2) . . . (х — ап).

Шуни исботлаш талаб цилинган эди.
Энг охирги ёйилмадан аг, а2, . . . , ап сонлар Рп(х) куп^аднинг 

илдизлари экани келиб чикади, чунки

х = а1( х = а2, . . . , х = ап

ларни куйилганда ёйилманинг унг цисми нолга тенг булиши келиб 
чицади.

X у л о с а: п- даражали купхад п тадан ортик илдизга эга бу ла 
Олмайди.
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13-§.  Ха^икий коэффициентли куп^адни чизицли ва 
квадрат учхдд куринишидаги купайтувчиларга ажратиш

1. Кугцаднинг квадрат уч^ад куринишидаги илдизлари ^а^ида. 
Агар л-даражали купхаднинг чизикли купайтувчиларга ёйилмаси

РЛХ)= ао(х — «1)(х — а2) . . . (х — «„) (13.1)
да баъзи чизикли купайтувчилар бир хил булса, уларни бирлашти- 
риш мумкин. У ^олда (13.1) ёйилма ушбу куринишни олади:

рп W = а0(х — «J*1 (х — . . . (х — ат)Ч

бунда ki + k2 + ... + km=n. Бу ^олда аг илдиз карралилиги Ау 
га тенг илдиз ёки kY каррали илдиз, а2 эса k2 каррали илдиз дейилади 
ва ^оказо. Карралилиги 1 га тенг булган илдиз оддий илдиз дейи
лади.

Масалан, Рй (х) = 3 (х — 2)2 (х + З)3 (х — 4) купхад ушбу илдиз- 
ларга эга: аг — 2 — карралилиги 2 га тенг.

а2 = — 3 карралилиги 3 га тенг.
а3 = 4 оддий илдиз.
Агар купхад карралилиги k га тенг булган илдизга эга булса, 

у холда купхад k та бир хил илдизга эга деб хисобланади.
Ху л осп: п- даражали хар цандай купхад роппа-расо п та ил

дизга (^ацшуий ёки комплекс) эга.
2. Купхаднинг комплекс илдизлари хасида. (13.1) формулада аъ 

аа, . . . , ап илдизлар хаки^ий илдизлар булиши хам, комплекс ил- 
дизлар булиши хам мумкин. Куйидаги теорема уринли.

Теорема. Агар ^акикий коэффициентли Рп (х) купхад а — 
= у + г б комплекс илдизга эга булса, у холда а == у — г б 
цуилма илдизга .\ам эга булади.

Бу теоремани исботсиз кабул киламиз.
Бу теоремага асосан (13.1) ёйилмада комплекс илдизлар уз хуш- 

ма жуфтлари билан катнашади.
(13.1) ёйилмада комплекс цушма илдизларга мос келадиган чи- 

зик,ли купайтувчиларни купайтирамиз:

(х —а)(х —а) = (х —(у 4- г б)) • (х —(у —гб)) =
= — — • ((х — у) + г б) = (х — у)2 — г б2 =

= х2 —2ху + у2 + 62. (13.2)
— 2 у = р, у2 4- б2 = q деб белгилаймиз, бунда р ва q — хакиций 
сонлар. У холда (13.2) тенглик бундай куринишни олади:

(х — а) (х — а) — х2 4- рх 4- q.
Шундай килиб, цушма илдизларга мос келадиган чизикли купай

тувчилар купайтмасини хакиций коэффициентли, дискриминанти ман- 
фий булган квадрат учхад билан алмаштириш мумкин.

Агар а = у 4- i 6 карралилиги k га тенг илдиз булса, у ?\олда 
а — у — i б кушма илдизнинг карралиги хам худди шу k га тенг 
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булади. Бу холда (х— а)* • (х — а )г купайтмани хакиций коэффи
циентли шу k даражали квадрат учхад билап алмаштириш мумкин, 
яъни:

(X — а)*(х — а )к = ((х — а)(х — а))* = (х2 + рх + q)k.

Шундай килиб, хацикий коэффициентли ^ар кандай купхад те- 
гишлича каррали биринчи ва иккинчи тартибли хациций коэффициент
ли купайтувчиларга ёйилади, яъни:
рп W = а0(х — atf' ■ (х — а„)ъ . . . (х — аг )*' • (х2 + рхх + </0 * х

X (х2 + р^ + q2)s‘ . . . (х2 4- ptx + 9/ь 

бунда ki 4- k2 + ... 4- kr -J- 2 Si 4- 2 s2 4- ... 4- 2 = и.
Бу ёйилмада (х — а)к куринишдаги чизицли купайтувчилар кар- 

ралилиги k га тенг булган хакикий илдизларга, (х2 4* рх 4- q)s кури
нишдаги квадрат учхадлар эса карралилиги з га тенг булган ком
плекс цушма илдизлар жуфтига мос келади.

Мисол. Ушбу Р7(х) = х7 4- хъ — х4 4-х3 — х2 — 1 купхадни ку
пайтувчиларга ажратинг.

Ечиш.
Р7 (х) = (х7 4- xs 4- х3) — (х4 4- х2 4-1) = х3 (х4 4- х2 4-1) —

— (х4 4- х2 4- I) = (х4 + х2 4- 1) (х3 — 1) = ((х2 4- I)2 —
— х2)(х — 1)(х2 4- х 4- 1) = (х — 1)(х2 — х+ 1)(х2 4-х 4- I)2.

Уз-узини текшириш учун саволлар

1. Купх.ад деб нимага айтилади?
2. Кандай купхадлар тенг купхадлар дейилади?
3. Купхадларни кушиш, айириш, купайтириш коиДалари кандай?
4. Купхадни купхадга бутун сон марта булиш амали нимадан иборат?
5. Купхадни купхадга к°лдикли булиш амали нимадан иборат?
6. «Бурчакли булиш» га мисол келтиринг.
7. Купхаднинг илдизи дейилганда нимапи тушунилади?
8. Безу теоремасини исботланг.
9. Безу теоремасидан келиб чикадиган натижани ифодаланг.

10. Алгебранинг асосий теоремасини ифодаланг.
И. Купхадни чизикли купайтувчиларга ажратиш хакидаги теоремани исботланг.
12. Купхаднинг кандай илдизлари каррали илдизлар дейилади? Мисол келти

ринг.
13. Комплекс кушма илдизлар ха|\ида гапириб беринг.
14. Купхадни чизикли ва квадрат учхад куринишдаги хакикий купайтувчиларга 

ажратиш (ёйиш) жараёнини тавсифлаб беринг. Мисол келтиринг.



2-§.  Аникмас интеграл ва унинг хоссалари

Таъриф. Агар F(x) функция бирор ораликда f(x) функциями/ 
бошлангич функцияси булса, у колда F(x) -{-С (бунда С — ихтиёр/’ 
доимий) функциялар туплами шу кесмада /(х) функциянинг ани<.н 
интеграли дейилади ва

J f(x)dx — Fix') + С

каби белгиланади. Бу ерда /(х)— интеграл остидаги функция 
f(x)dx — интеграл остидаги ифода; х — интеграллаш узгарувчиси, 
белги интеграл дейилади.

Аникмас интегрални топиш жараёни ёки берилган функциянинг 
бошлангич функциясини топиш жараёни интеграллаш дейилади. Кес
мада узлуксиз булган истаган функция шу ораликда бошлангич 
функцияга эга, демак, аникмас интегралга кам эга эканини исботсиз 
айтиб утамиз.

1- мисол. [cosxdx = sinx + С, чунки (sin х)'= cosx.
2- мисол. 3 x2dx = х3 + С, чунки (х3)' = 3х2.
Бошлангич функцияларнинг графиги интеграл эгри чизиги дейи

лади, шунинг учун аникмас интеграл геометрик жихатдан ихтиёрий 
С узгармасга боглик булган хамма эгри чизиклар тупламини ифода- 
лайди (143-шакл).

3- м и с о л. (2 xdx = х2 + С, чунки (х2)' = 2 х. Бошлангич фуни 
циялардан бири F(x) = x2 нинг графиги парабола булади. F(x) +
4- С = х2 + С аиикмас интеграл — параболалар туплами булиб, уня 
ихтиёрий С га турли кий мат лар бериб косил килиш мумкин.

Бу тупламни F (х) = х2 нинг графигиии Оу уки буйича парал.те.? 
суриш нули билан ясаш мумкин.

Аникмас интегралнинг хоссаларини кзраб чикишга утамиз:
I. Аникмас интегралнинг косиласи интеграл ости таги функциям 

тенг, яъни

(J7(x)dx)' =/(х).

~' II. Аникмас интегралнинг диф 
ференциали интеграл белгиси о. 
тидаги ифодага тенг, яъни

d(J/(x)dx) = f(x)dx

III. Бирор функциянинг хос 
ласидан олинган аникмас инте, 
рал шу функция билан ихтиёрЬ’ 
узгармаснинг йигиндисига теН 1 
яъни

143- шакл.
JF'(x)dx = F(x)4-C.
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IV. Бирор функциянинг дифференциалидан олинган аникмас ин
теграл шу функция билан ихтиёрий узгармаснинг йигиндисига тенг, 
яъни

j dF(x) = F(x)+C.

Келтирилган хоссалардан келиб чикадики, бири иккинчисндан ке- 
Ё.1Н бажариладиган дифференциаллаш га интеграллаш а.маллари бир- 
бирининг натижаларини йуцотади (бу хол уларнинг узаро тескари 
амаллар эканини тасдиклайди).

Келтирилган хоссаларДан бирини, масалан, I хоссани исботлай- 
миз. Хакикатан хам,

(Jf/ (х) dx)’ = (F (х) + С)' = F' (х) = / (х).

II, III, IV хоссалар хам шунга ухшаш исботланади.
V. Узгармас купайтувчини интеграл белгиси ташкарисига чика- 

риш мумкин, яъни агар k — const =£ 0 булса, у холда

i
VI. Чекли сондаги функцияларнинг алгебраик йигиндисидан олин
ган аницмас интеграл шу функцияларнинг хар биридан олинган аник
мас интегралларнннг алгебраик йигиндисига тенг, яъни

J (fi W + /2 W — /з (*)) dx = J Л (х) dx 4- J /г (x) dx — J /3 (x) dx.

Энди, V хоссани исботлаймиз.
Каинатан ^ам, агар F (х) функция /(х) нинг бошлангич функ-

■ нияси булса, яъни F'(x) = /(x) булса. у холда kF(х) функция k-f(x) 
бошлангич функцияси булади, чунки

(^(х))' = ЛГ(х) = ^(х),
бунда k = const =# 0. Бундан

I f kf(x)dx = kF(x) + C = k[F(x) + ~l = k(F(x) + C) = k f f(x)dx

келиб чикади, бу ерда С = у

°ъни/

VI хоссани хам шунга ухшаш исботлаш мумкин. 
VII. Агар F(x) функция f (х) учун бошлангич функция булса,

б^лса, у .^олда

J f (x)dx = F (х) + С,

J/(«)da = f(u) + C

Менглик тутри булади, бу ерда и = и (х) х нинг дифференциалланувчи^ 
Функцияси. Бу хосса интеграллаш формулаларининг инвариантлиги 

|Д^илади.
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6- боб
БИР УЗГАРУВЧИ ФУНКЦИЯЛАРИНИНГ ИНТЕГРАЛ ХИСОБИ

1-§.  Бошлангич функция

Дифференциал хисобнинг асосий вазифаси берилган F (х) функ
цияга кура унинг хосиласи F' (х) = f (х) ни ёки дифференциали 
F' (x)dx = f(x)dx ни топишдир.

Интеграл хисобнинг асосий вазифаси бунинг тескариси булиб, F(x) 
функцияни унинг маълум /(х) ^осиласига ёки f(x)dx дифференциалига 
кура топишдан иборат. Бу икки амал узаро тескари амаллардир.

Таъриф. Бирор ораликда аникланган / (х) функция учун бу 
оралицнинг хамма кийматларида

F' (*) = f W ёки dF(x) = f (х) dx
шарт бажарилса, у холда F(x) функция /(х) нинг бошлангич функ
цияси дейилади.

1-мисол.  7?(x)=sinx функция бутун сонлар тугри чизигида 
/(х) = cosx функциянинг бошлангич функцияси булади, чунки х 
нинг истаган кийматида

F' W — (sin х)' = cos х— f (х)
ёки

dF (х) — d (sin х) = cos х dx = f (х) dx 
тенглик тугри булади.

2-ми со л. F (х) = х3 функция сонлар тутри чизигининг ^амма 
нуцталарида /(х) = 3ха функциянинг бошлангич функцияси булади, 
чунки х нинг истаган цийматида унинг ^осиласига нисбатан

Г(х) = 3х= = /(х),

дифференциалига нисбатан
dF (х) = 3 x2dx = / (х) dx

тенглик тутри булади.
Берилган функциянинг бошлангич функциясини топиш масаласи 

бир цийматли хал килинмайди. Хакикдтан хам, агар F (х) функции 
Дх) нинг бошлангич функцияси булса, у холда F(x) + C функция 
хам (бунда С — ихтиёрий узгармас сон) /(х) нинг бошлангич функ-
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)ЯСи булади, чунки С нинг истаган киймати учун (F(х) + С)' = f (л) 
булади- Масалан, 1- мисолда /’ (x) = cos х функциянинг бошлангич функ
цией факат sinx эмас, балки sinx + С функция хам булади, чунки 

Minx + С)'= cosx. Худди шундай, 2-мисолда /(х) = 3х2 функция- 
ялнг бошлангич функцияси факат х3 эмас, балки х3 + С функция 
хаМ бу-лади, чунки

(х3 + С)' - Зх2.
Энди, агар / (х) функциянинг бошлангич функцияси F (х) булса, 

v .холда F (х) + С функциялар туплами f (х) нинг хамма бошлангич 
функнияларини уз ичига олади, бунда С — ихтиёрий узгармас сон.

7 Бу куйидаги леммадан келиб чикади.
Лемма. Агар F (х) еа Ф(х) функция f (х) нинг икки боиман- 

-ич функциялари булса, у \олда Ф (х) = F (х) + С булади, бунда 
С —ихтиёрий узгармас сон.

Исботи. F(х) ва Ф(х) функция f(х) нинг бошлангич функция
лари булгани учун

F'(x) = /(x) ва Ф'(х)=/(х)

тенгликлар тугри булади. Ёрдамчи R(x) функцияни киритамиз:
/?(х) = Ф(х)-Ё(х).

Унинг хосиласи х нинг хамма кийматларида нолга тенг, хакикатан 
хам,

R' (х) = [Ф (х) - F (х)]' = Ф' (х) - F' (х) = / (х) - / (х) = 0.

Ленин /?' (х) = 0 тенгликдан R (х) нинг узгармас сон экани келиб 
чикади. Фараз килайлик, х0 — аргументнинг тайинланган киймати, х 
эса унинг истаган киймати булсин. [х0, х] ораликда Лагранж фор- 
муласини тузамиз:

R(x)-R(x0) = R'(?)(x-x0), (1.1)
бунда 5— х0 ва х орасидаги бирор киймат (х0<|<х).

Виз R'(x) = 0 тенглик х нинг хамма кийматида, шу жумладан» 
?,Да ^ам, R'(?) = 0 булгани учун

R{x) — R (х0) = 0, яъни R (х) = R (х0)

Ии хосил циламиз. Бу .\олда R(x) функциянинг циймати х нинг хамма 
кийматида бир хил булишини билдиради, яъни R(x) функция С = 
= R(x0) доимий кийматини саклайди. Шундай килиб, R(x) = C ёки 
b(x) —Ё(х) = С.

Бундан Ф (х) — F (х) 4- С экани келиб чикади, шуни исботлаш 
1?лаб цилинган эди.
К. Исботланган леммадан, берилган функциянинг иккита бошлангич 
^'Нкцияси бир-биридан факат узгармас сопга фарг^ цилиши мумкин, 
’’Ъни агар бирор F(x) бошлангич функция маълум булса, у холда 
лЗДган ^амма бошлангич функциялар F (х) + С формула билан ифо- 
■'ЗДанади.
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| cos xdx = sin x 4- C

булса, у хрлда
f cos x2 ■ dx2 = sin x2 + C

булади. Натижанинг тугрилиги га ишэнч ^осил цилиш учун тенгла
манинг чап цисмининг ва унг ^исмининг дифференциалини хисоблаш 
етарли (II хосса). Х^ицатан .\ам,

d (sin х2) = cos х2 dx2
на

d I f cosx2dx2] = cosx2dx2.

3- §. Асосий формулалар жадвали

Интеграллаш диффсргнциаллашга тескари амал булгани учун 
асосий интеграллаш формулаларини бевосита топиш мумкин, бунда 
VII инвариантлик хоссасини \исобга олиш керак.

}(амма формулаларда и ^арфи билан ёки эркли узгарувчи, ёки 
эркли узгарувчининг бирор кесмада диф {зеренциалланувчи ихтиёрий 
и — и(х) функцияси белгиланади. К,уйида келтирилган интеграллар 
интеграллар жадвали дейилади.

I. J du = и 4- С.

J ^Л-^+С, 

(ос =# — 1).

3- Г? = -7 + с'
4 J^?=2/“+c

5. J^- = in|;«i + с.
6- f о“ du = 4- С.

7. j e“du = еи + С.

8. f sin udu = — cos и 4- С.

9. cos udu — sin и 4- C.

10. f-^_ = tgu4-C.
J cos2 и

II. C-^- = -ctgu4-C.
J sin2a

16.

4-C.

17.

+ C.
18.

+ C.

19.

du 
sin «

1 ctgudu — In | sina| 4- C. 
du 1 , u .= — arctg — 4- 

a a
J «*4-a8

(* du
J a2 — a2

f du
J /a2 — u2

u — a I

«4-oi

= arcsin — 
a

4-

lnltgil4
+

+
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4- §. Интеграллашнинг энг оддий усуллари

Интеграллашнинг иккита энг сддий усулини караб чикамиз: бево
сита интеграллаш ва дифференциал белгиси остига киритиш.

I. Бевосита интеграллаш усули интеграл белгиси ости- 
даги функцияни алмаштириш, V ва VI хоссаларни цулланиш, шунинг- 
дек, интеграллашнинг асссий формулалари жадвалидан фойдаланиш- 
дан иборат.

1- мисол. Интегрални топинг:
х« 4- 5х — 1 , -------—dx.

Г X

Ечиш. Суратни махражга булиб, кейин sea V ta VI хоссаларни 
кулланиб, интеграл белгиси остидаги функцияни алмаштирамиз га ин
теграллар жадвалидан фойдаланиб цуйидагини хосил киламиз:

Эслатма. ХаР бир интегрални хиссблагандан сунг ихтис-рий уз- 
гармасларни куйиш (мисолда килинганидек) шарт эмас: одатда ^змма 
ихтиёрий доимийлар жамланади ва битта С харфи билан белгиланган 
жамлаш натижаси, дархол охирги натижага ёзилади.

II. Дифференциал белгиси остига киритиш усули 
интеграл остидаги ифодани алмаштиришдан иборат. Масалан:

dx = d (х 4- a), dx = —d (kx) = — d(kx + a),
k k

xdx =dx2, cosxdx = d(sinx), — = d(Inx) ва x. к.
2 x

2- мисол. (* (x + 2)100 dx интегрални топинг.
Ечиш. dx = d(x + 2) булгани учун цуйидагики э^осил киламиз: 

f (х + 2)100 dx = f (х + 2)100 d (х + 2) = 1£±?)101 + с

3- мисол. j cos5xdx интегрални топинг.
Ечиш. Интеграл белгиси остидаги ифодани 5 га купайтирамиз 

ва буламиз. 5 купайтувчини дифференциал белгиси остига кирита- 
миз:

dx= — -d (5х).
5
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Куйидагини ^осил ^иламиз:
cos 5 xdx = -у j cos5xd(5x) = —^5х + С.

4- мисол. i .xdx интегрални топинг.
J K**+i

Ечиш. Касрнинг сурат ва махражини 2 га купайтирамиз. 2х ку- 
пайтувчини дифференциал белгиси остига киритамиз:

xdx = — • 2xdx = —d (х2) = — d (х2 + 1).ч 2 2 2 v

Бундан куйидагини хосил киламиз:

к „ С dx5- мисол. j ------ - интегрални топинг.

Ечиш. Касрнинг сурат ва махражини 3 га купайтирамиз. Зх ни 
дифференциал белгиси остига киритамиз:

С = J. f Л2£) _ ± С j<3»-2> _ ± in I Зх - 21 + С.
J Зх —2 3 J Зх —2 3 J Зх —2 3 1

Эслатма. Интеграл остидаги функциянинг сурати махражининг 
хосиласига тенг булса, у холда интеграл махражнинг абсолют кий
мати логарифмига тенг булади.

Масалан,
f dgxd, _ tedx _ =
J J sin x J sin x

= fdJ5i!LA = in|sinx| + C.
J sin x

5- §. Ани^мас интегралда узгарувчини алмаштириш

Интеграллашнинг яна бир усули билан танишамиз. Жадвалга 
кирмаган i f(x)dx интегрални ^исоблаш керак булсин. х ни t эрк
ли узгарувчининг бирор ди^ференциалланувчи функцияси орцали ифо- 
далаб, интеграллашнинг янги t узгарувчисини киритамиз: х = <р (/), 
бунга тескари t = ф(х) функция мавжуд булсин, у ^олда

dx — ср' (/) dt
булиб,

f f(x)dx= J/(ф(/))ф'(П^ (51)

эканини исботлаймиз. Бу тенгликни цуйидагича тушунамиз: тенглик
нинг унг цисмида интеграллашдан сунг эски х узгарувчига ^айтиш 
керак.
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Исботлаш учун (5.1) тенгликнинг чап ва унг кисмидан олинган 
дифференциални топамиз, бунда 2- § даги II хоссадан фойдаланамиз. 
Натижада куйидагини хосил циламиз:

d(\f(x)dx) = f(x)dx, (5.2}

d ( J f (Ф (0) • Ф' (0 dt) f (ср (/)) cp' (I) dt = j (x) dx. (5.3)

(5.2) ва (5.3) формулаларни такксслаб (5.1) тенгликнинг чап ва унг 
кисмларининг дифференциаллари тенг эканини курамиз. Бу эса бош
лангич функциялар факат узгармас кушилувчига фарк цилиши мум- 
кинлигини англатади. (5.1) формуланинг тугрилиги исботланди.

.. Г dxМисол. ------=- интегрални топинг.
J х / х-Ь 1

Ечиш. х + 1 = Z2 деб белгилаймиз, бунда х = Z2 — 1 ва dx = 
= 2t dt б^лакл. Интегралда узгарувчини алмаштирамиз. Бундан

dx
X /Т+Т

= 2 = In t— 1
f-H

— In х Ч- 1 — 1 I

F х Н- 1 + 1 j

6- Булаклаб интеграллаш

Интеграллашнинг яна бир усулини караб чикамиз, у икки функ
циянинг купайтмасини дифференциаллаш формуласидан келиб чи- 
кади.

Фараз ^илайлик, и (х) ва v (х) — х нинг дифференциалланувчи 
функциялари булсин. Бу функциялар купайтмасипинг дифференциа- 
лини топамиз:

d(u-v) = vdu + udv,
бундан

udv = d (uv) — vdu.

Охирги тенгликнинг иккала ^исмини интеграллаб, куйидагини топа
миз:

\ udv = ) d (uv) — ' vdu

ёки
I udv = uv— \ vdu. (6.1)

(6.1) формула булаклаб интеграллаш формуласи дейилади.
Одатда, (6.1) формула остидаги функция турли синфдаги даражали 

ва курсаткичли, даражали ва тригонометрии, тригонометрии ва иур- 
сатиичли ва хоиазо функцияларнинг иупайтмаси сифатида ифодалан- 
гандагина цулланилади. Бунда интегралларнинг иини турини ажратиб 
курсатиш мумиин, улар учун нимани и деб ва нимани dv деб кабул 
килиш кераклигини курсатиш мумкин.
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Бири н чи тур га Р п(х) куп.\аднинг курсаткичли ёки тригоно 
метрик функцияга купайгмасини уз ичига олган интеграллар киради 
Бу ерда и ортали Рп(х) купхад белгиланади, долган ^амма ифода 
эса dv ортали белгиланади.

Иккинчи тур га Рп(х) куп\аднинг логарифмик ёки тескари 
тригонометрии функцияга купайтмаси цатнашган интеграллар киради 
Бу холда dv билан Pn(x)dx ифода белгиланади, цолган .\амма ифэда 
эса и билан белгиланади.

1-мисол. хе~х dx интегрални топинг.
Ечиш. Интеграл биринчи турга тегишли. К,уйидагича белгилащ 

киритамиз:

и — х, dv = е~х dx.

Бундан du ва о ни топамиз:

du = dx, v — f ё~х dx = — f e x d(— x) = — e~x

(у ни топишда узгармас С ни ёзиш керак эмас, уни биз охирги на
тижада ёзамиз).

(6.1) формулани тузамиз:

j xe~xdx =—хе~х + i e“"xdx — C— хё~х — е~х.

Келтирилган турлар булаклаб ^интеграллаш цоидасини цуллаш 
мумкин булган ^амма ^олларни уз ичига олмайди, албатта.

Бу формула такроран бир неча марта ^улланилиши мумкинлигини 
айтиб утамиз.

2- мисо л. j ln2xdx интегрални топинг.
Ечиш.

и = 1п2х, 

dv = dx,

du = 2 In х —
x

v =x

= x In2 x — 2 J In x dx = и ~ In x, 

dv = dx,

= xln2x —2 (xlnx — j dx) — xln2x - 2xln x 4- 2v 4- C — 

— x (In2 x — 2 In x 4* 2) 4- C.

Купинча шундай интеграллар хам учрайдики, бунда (6.1) форму
лани такроран цуллаш натижасида дастлабки интеграл ^осил булади. 
Бу холда ^осил килинган тенгламани дастлабки интегралга нисбатан 
ечиш керак.

3-мисо л. / = J er cos xdx интегрални топинг.
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Хосил цилинган / = е*(sinx + cosx) — I муносабатдан

2/ = е* (sin х + cos х).

эканини топамиз, бундан цуйидагига эга буламиз:

/ = ~ (sinx + cosx) 4- С.

Уз-узини текшириш учун саволлар

1. Берилган функциянинг бошлангич функцияси деб нимага айтилади? Мисоллар 
келтиринг.

2. Бошлангич функциялар о;а^идаги леммаларни исботланг.
3. Берилган функциянинг аницмас интеграли деб нимага айтилади?
4. Ани^мас интегралнинг энг оддий хоссаларини ифодаланг ва исботланг.
5. Аницмас шгтегралда булаклаб интеграллаш формуласини чи^чринг. Мисоллар 

келтиринг.
6. Булаклаб интеграллаш усули ёрдамида амалга ошириш макеа.иа мувофиц 

булган интегралларнинг турларини айтинг.
7. Аницмас интегралда узгарувчини алмаштириш усули нимадан иборат? Мисол

лар келтиринг.
8. 1685—1700, 1709—1720, 1832—1850, 1860—1885- масалаларни ечинг.

7- §. Каср-рационал функцияни оддий касрларга ажратиш

Бу параграфда келтирилган маълумоглар бизга асосан каср-рацио
нал функцияларни интеграллащда керак булади.

Маълумки,
рп (*) = а/ + а1хП~' + а2х"~2 + ■■■ + х + ап

функция даражали купцад дейилади, бунда а0, аи аг, ... , ап—куп- 
цаднинг коэффициентлари, п — даража курсаткичи.

Таъриф. Икки купцаднинг нисбати каср-рационал функция ёки 
рационал каср дейилади:

р(х) = ^71 — &<>хСТ + М"1-1 + • ■ • + dm-i x + bm
Р„ (х) аохп + а,*'1-1 + . . . + ал_1 х-j- ап

Агар т < п булса, у цолда рационал каср тугри, агар т> п бул
са, у холда рационал каср нотутр i каср булади.

7?(х) рационал каср нотугри булган цолларда касрнинг Qm(x)cy- 
ратини Рп(х) махражига одатдагидек булиш йули билан унинг бутун 
цисмин и ажратиш керак:



Qm W I Pn (x( •
’■J. ' Я(х)
r(x)

q{x) булинма ва r(x) колдик; купхад булади, бунда г(х) колди^- 
нинг даражаси Рп(х) булувчининг даражасидан кичикдир.

Qm(x) булинувчи Рп(х) булувчи хамда q(x) булинманинг купайт- 
маси билан г(х) колдикнинг йигиндисига тенг булгани учун

Qm(x)= pn(x)-q(x) + r(x)
ёки

=<z(x)+
Pn(x) PnW

айниятни хосил киламиз, бу ерда q(x)— бутун цисм деб аталувчи 
л (х)купхад, р . тугри каср, чунки г (х) крлди^нинг даражаси Рп (х) нинг 

даражасидан кичик.
Шундай килиб, нотугри рационал каср булган >;олда ундан q(x) 

бутун ^исмни ва /тугри касрни ажратиш мумкин. Бинобарин, 
нотугри рационал касрни интеграллаш купхадни ва тугри рационал 
касрни интеграллашга келгирилади.

1- мисол. Ушбу

нотутри рационал касрдан бутун кисмини ажратинг.
Ечиш. /?(х) рационал каср нотугри каср, чунки суратнинг да

ражаси махражнинг даражасидан катта (4 >2). Купхадларни булиш 
цоидаси буйича суратни махражга буламиз:

2х< — Зх3 + 1 I х2 4- х — 2
2х4 4-2х3 — 4х2 | 2х2—5x4-9

__ — 5х3 4- 4х2 4- 1
— 5х3 — 5х2 4- 10х 

_9х2— 10x4- 1 
9х24-Эх- 18

— 19x4- 19

Шундай килиб,
R (х) = 2х2 — 5х 4- 9 + 19*+ ‘9-

х2 4- х — 2

ни 40СИЛ киламиз. Масала ечилди.
Таъриф. Цуйидагича касрлар энг содда рационал касрлар де

йилади:
1. -±-.

х— а
II. —-(ft >2 ва бутун).

(х — а)«
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III.

IV.

/ix I 5
----- —----- (махражнинг дискриминанта D<0). 
хг+рх +<?

-----Ах~ s _ (s > 2 ва бутун, D <? 0),
(x«+px + <?)s 1 '
А, В — бирор ^ацикий коэффициентлар а, р, q лар хам ^а-бу ерда 

кикий сонлар.
Ушбу

R (х) =
PnW

Tj’Fpn рационал касрни цараб чи^амиз, бу касрнинг Рл(х) махражн 
(х —a)*, (x2 + px + <?)s

куринишдаги чизикли ва квадрат купайтувчиларга ёйилади, бунда 
(х — а)* куринишдаги купайтувчи k карраликдаги хациций илдизга 
мос келади, (x2+px + qY куринишдаги купайтувчи s карраликдаги 
комплекс-цушма илдизларга мос келади (дискриминант D <. 0):

рп (х) = а0 (х — aj*1 • (х — а2)к' . . . (х — аг)кг ■ (х2 + ptx + qtf' X
X (х2 + р2х + q2)s‘ ... (х2 +/?zx + <?Z)S/. (7.1)

Г^уйидаги теорема уринли:
Теорема. ХаР цандай

R(x) = ^^-
PnW

рационал касрни, бунда Рп(х) махражи (7.1) формула буйича 
купайтувчиларга ажратилган, I, II, III, IV турдаги оддий каср- 
ларнинг йисиндиси куринишида ифодалаш мумкин. Бунда".

а) (7.1) ёйилманинг (х — а) куринишдаги купайтувчисига I тур
даги битта

А
х~ а

каср мос келади",
б) (7.1) ёйилманинг (х — а)* куринишдаги купайтувчисига I ва

II турдаги k та каср мос келади".
__ dl____ (______ d2______ I-------- _______ , , Ak ,
(x —a)ft (x — a)*-i (x — a)*-2 ' 1

в) (7.1) ёйилманинг (x2 px + q) куринишдаги купайтувчисига
III турдаги каср мос келади".

АхЦ-В
х2 + рх + $ ’

г) (7.1) ёйилманинг (xt + px + qY куринишдаги купайтувчисига 
III ва IV турдаги s та каср мос келади".



Тугри рационал касрнинг оддий касрлар йигиндисига ёйилмасида 
А, В коэффициентларни аницлаш учун турли хил усуллар мавжуд, 
улардан биттасини мисолларда тушунтирамиз: сон цийматларни урни* 
га цуйиш усули ва номаълум коэффициентлар усули.

2- мисол. Ушбу

рационал касрни оддий касрлар йигиндисига ажратинг.
Ечиш. 7?(х) рационал каср тугри каср, чунки суратнинг дара- 

жаси махражнинг даражасидан кичик (1<3). Касрнинг махражини 
купайтувчиларга ажратамиз:

х3 — х = х (х2— 1) = х (х— 1) (х + 1).
Келтирилган теоремага асосан R(x) касрни оддий касрларга аж- 

ратиш бундай куринишда булиши керак:

7?(х) = х+2
х(х-1)(х4-1)

- + — + —.
X X — 1 х + 1

(7.2)

А, В, D коэффициентларни топишга киришамиз. (7.2) тенглик
нинг унг кисмини умумий махражга келтирамиз ва хосил цилипган 
тенгликнинг иккала кисмида махражни ташлаб юборамиз. Бу амал
лар натижаси куйидаги тенгликдан иборат булади:

х 2 -- А (х— 1) (х —f- 1) —|— Вх (х + 1) 4" Dx (х— 1). (7.3)

х узгарувчига исталган учта цакикий сонли киймат бериб, А, В, D 
ларга нисбатан учта номаълумли \чта тенглама системасини хосил 
циламиз. Бу системани ечиб, номаълум А, В, D коэффициентларни 
топамиз. Сонли кийматларни урнига куйиш усули ана шундан ибо
рат. Агар х узгарувчига махражнинг илдизлари киймати кетма-кет 
берилса, янада содда тенгламаларни хосил киламиз, чунки уларда 
цар га л фацат битта номаълум А, В ёки D кола ди.

^ацицатан хам, х узгарувчига дастлабки (7.2) каср махражининг 
илдизлари—0, 1 — 1 кийматларни берамиз. Агар х=0 булса, (7.3) дан 
2 = А (—1)'НИ топамиз, бундан А ——2. Агар х=1 булса, 3 — з
= В-1 (1 + 1) ни топамиз, бундан В —

Агар х — — 1 булса, 1 — D (— 1) (— 1 — 1) булади, бундан 
D = —.

2
Энди (7.2) тенгликни цуйидаги куринишда ёзиш мумкин: 

R (х) = х+2 ■■ = — 4------- 3------ р ------ 1----- _
х(х2 — 1) х 2 (а — 1) 2 (х4- 1)

3- мисол. Ушбу
х2 —3

х (х — 2)2 
рационал касрни оддий касрлар йигиндисига ажратинг.
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Ечиш. Бу тугри каср, унинг махражи купайтувчиларга ажратил- 
ган, шунинг учун келтирилган теоремага асосан

х2 —3 _ А_ , В . D
х(х — 2)2 х (х — 2)2 х — 2

булади. Бу ерда 0 — махражнинг оддий илдизи, 2 сони эса икки 
каррали илдиздир (k =2). Ейилманинг А, В ва D коэффициентла- 
рини топиш учун тенгликнинг унг кисмини умумий махражга кел- 
тирамиз ва тенгликнинг иккала кисмидан бир хил махражларни таш- 
лаб юборамиз.

х2-3=А(х —2)2+Bx + Dx (х —2). (7.4)

х узгарувчига махражнинг илдизларига тенг цийматларни бериб, 
куйидагини х.осил киламиз:

Агар х = 0 булса, (7.4) дан — 3 = А (0—2)2 ни ^осил к>иламиз, 
з

бундан А = ——;

агар х = 2 булса, у ^олда (7.4) дан 1 = 2В га эга буламиз, бун- 
дан В =

D коэффициентли топиш колади, бирок; махражнинг илдизлари 
^иймати етишмайди. Шу сабабли уни топиш учун бошка усулдан: 
номаълум коэффициентлар усулидан фойдаланамиз; бу усулга кура
(7.4) айииятнипг чап ва унг кисмларида х узгарувчининг тенг дара- 
жалари олдида турган коэффициентлар узаро тенглаштирилади.

Мазкур ^олда х2 олдидаги коэффициентларии та^кослаймиз:
1 = А + D, бундан D = 1 — А = 1 + —= —.

4 4
Энди берилган касриинг оддий касрлар йигиндисига ёйилмасини 

ёзиш мумкин:
*2-з = +____ 1 7

х(х —2)» 4х 2(х —2)2 4(х— 2)

4- мисол. Ушбу
х+1

(х+2) (х2-х+ 1)

рационал касрни оддий касрлар йигиндисига ажратипг.
Ечиш. Бу тугри каср, унинг махражи купайтувчиларга ажра- 

тилган: чизикли (х + 2) ва манфий дискриминантли (D = — 3 < 0) 
квадрат уч^ад (х2 — х + 1) купайтувчиларга ажратилган. Берилган 
касрни оддий касрлар йигиндисига ажратамиз:

______ х — 1______ __  А . Вх-\-С 
(х+2) (х2 —х+1) х + 2 х2 —х+1

(7.5) тенгликдан куйидагини ^осил ^иламиз:

х — 1 = А (х2 — х + 1) + (Вх + С) (х + 2).
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(7.5) касрнинг махражи факат битта х =—2 хацикий илдизга эга. 
Шунинг учун сонли кийматларни ва номаълум коэффициентларни 
урнига цуйиш усулларидан фойдаланиб, цуйидаги тенгламалар систе
масини хосил киламиз ва ундак эса А, В, С коэффициентларни то- 
памиз:

х = — 2 да
з

— 3 = 74, бундан 4 = —р

X2 О = 4 4- В, бундан В = — 4 — -у,

х 1= — 4 4-2В + С, бундан С = I + 4— 2В=—у.

Шундай килиб, (7.5) бундай ёзилади:
х— 1_______ __ 3 Зх —2

(х+2) (х2 — х+ 1) ~ 7(х+2) 7(х2 —х-Н) '

Уз-узини текшириш учунсаволлар

1. Кандай рационал каср тутри каср дейилади? К,андай рационал каср нотугри 
каср дейилади?

2. Нотутри рационал касрдан бутун цис ми кандай ажратилади?
3. Кандай рационал касрлар энг содда каср дейилади?
4. Тугри рационал каср оддий касрлар йигиндисига кандай ажратилади?
5. Номаълум коэффициентлар усулини мисолда тавсифланг.
6. Сонли цийматларни урнига куйиш усулини мисолда тавсифланг.

8- §. Энг содда рационал каерларни интеграллаш 

I ва II турдаги оддий каерларни интеграллаш жадвал интеграл- 
ларига осон келтирилади:

f Adx л С d(x-a± =y41n|x —а| + С.= 4 f 
J х — а

= А |(х - а)*" kd(x — а) = А

_ ______ _________ [_ Q
(1_й)(х-а)*-‘

III турдаги интегралларни куриб чи^амиз:
С—Д— dx, бунда D = —----- q < 0.

J х2 + рх + <? 4

Суратда касрнинг махражидан олинган хосилани ажратамиз:
(х2 + рх + <?)' = 2х + р.

1 А Ар
т(2х + р)-т + В

| x2+px+9 dx~

II.

х —а
‘ Adx

I (х — а)к

III. ..Ах + В .х =
] X- + рх + q

= — f- 2х + р dx + (' В 
2 J х2+рх4-(? \

dx

-*+>
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Интеграллардан биринчиси In j х2 + рх + q | га тенг. Иккинчи интег
рални хисоблаш учун махражда тулик квадратни ажратамиз:

х2 + рх + 7 = |^х + -уУ+ Я — Y’

бу ерда q— ^->0, ЧУНКИ шартга кура дискриминант 0 = -^—р<0. 

Демак, иккинчи интеграл жадвал интегралига келади. Юкорида ай- 
тилганларни инобатга олиб, куйидагини хосил киламиз:

I dx = Vlnl*2 + P* + ?I +
I x2 + px + q 2

= ln|x2 + px + <7| +

Шуни айтиб утиш керакки, агар III турдаги касрни интеграллаш- 
да А = 0 булса, суратда махражнинг хосиласини ажратиш шарт эмас, 
махражда дархол тулик квадрат ажратиш керак.

1-мисол.  Интегрални хисобланг:
/ = Зх + 8 _dx

J х2 + 4 г + 8

Ечиш. Суратда махражнинг хосиласини ажратамиз: (х2 + 4х + 
+ 8)' = 2х + 4.

= А|'..2/+.4 ,dx + 2 С------- -----------
2 J х2 + 4х + 8 J х2 + 4x4-8

Биринчи интеграл In |х2 4- 4х 4- 8| га тенг. Иккинчи интегралнинг 
махражида тулик квадрат ажратамиз:

(х2 4- 4х 4- 8) = (х 4- 2)2 — 4 4- 8 = (х 4- 2)2 4- 22.
Натижада куйидагини х°сил киламиз:
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1 = — In |х2 + 4х + 8| +2 f =
2 1 1 J (х + 2)« + 22

= -~-ln|x2 + 4x + 8| + arctg^y^-4- С.

2- м и с о л. Интегрални хисобланг:
/ = [------—-------

J х2 — 6x4- 14

Ечиш. 4=0 булгани учун махражда тулиц квадратни ажра- 
тишдан бошлаймиз:

х2 —6x4- 14 = (х —З)2 —9 4-14 =(х —З)2 4-(/5“)2.
Бундан

. (* d(x — 3) 1 , x—3 . „
/ — ---------- 1—. ;—.j; = — • arc tg - 4- C.J (x-3)»4-(/5)2 у 5 5 /5

Энди IV турдаги интегрални хисоблаймиз:
С И*.+ д)^ бунда £>= — — <?< 0.
J(x2 + px4-<?)n ’ 4 7

Яна суратда х2 4- рх 4* q учхаднинг хосиласини ажратишдан бош
лаймиз:

э

(Ах + B)dx 
| <х2 4-рх 4-<?)п

(х2 + рх + q\ = 2х + р.

Биринчи интеграл дархол ^исобланади:
J= f(*2 +Р* +<П? рх д') —

1
(1_П)(х2 + рх4-?)л“1

Иккинчи интегралга келсак
р2

ритиб, 0 < q —— — а2 деб уни цулидаги куринишга келтирамиз: 4
Р dt________ £_ ?(/2 + fl2)_Z2^/ = 1 » dt ___ _

J (t2 4- a2)” ~ a2 J (/2 + a»)« — Q2 J /2 _|_ a2)"-l

If r- dt

, I х + j = t, dx = dt белгилаш ки-

(/2 + а2)"
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Охирги интегралга булаклаб интеграллаш формуласини куллаймиз: 
, , /Л _ . ,и = I, dv —--------- - деб оламиз, шундай с\нг куиидагини хосил

(/2 4- 02)П

циламиз:

du = dt, 1 Г d(t2 4- а2)___________ 1________
2 J (/2-|-а2)п — 2(1 — п)(/2 4- а2)"-1 ’

Шундай цилпб, (8.1) формуладаги [охирги интеграл^бундай ёзи- 
лади:

1 г dt
2(п—\) J (<24-а2)'’-1 ‘

Агар энди
Л rdt

(l» + at)n

деб белгиласак, оддий алмаштиришлардан сунг (8.1) формула ушбу 
куринишни олади:

7 —--------------------------  ■ . 2?~3 /
п 2(n — l)a2(Z24-о2)”-1 ~ 2(п — 1)а2 Я“1

ёки
1п= 2(п—1)а* ((/»4-а2)я-1 + <2/г — 3)/я-1 )* (8’2)

Бу формула буйича ни 7Л__2 оркали ифодалаймиз, сунгра /л_2 
ни 1п_3 ортали ифодалаймиз на ^оказо. Бу [жараён куйидаги интег
рални хосил цилгунимизча давом этади:

1
а

arc tg—+ с.а

(8.2) формула келтириш ёки рекуррент (кайтувчан) формула дейи
лади. Бундай номланишига сабаб 1п дан /п__, га, кейин эса /л_2 га 
кайтишга тугри келади ва хоказо.

Шуни айтиб утиш керакки, агар IV турдаги каерларни интеграл- 
лашда А = 0 булса, у холда суратда (х2 4- рх -}- q) учхаддан хосила 
ажратиш керак эмас, балки дар^ол махражда тулш$ квадрат ажра
тиш керак.

3-м  и со л. Интегрални хисобланг:

dx
(Х- — Х+ 1)2‘

Ечиш. Учхаддан тули^ квадрат ажратамиз:
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/ =

Натижада куйидагини хосил киламиз: 
' Г *Н-) 

J (НМ)’

(х | = Лалмаштиришни бажариб ва аа деб белгилаб,

/ = f dt = I
J(/2 + a2)2 2

ни косил киламиз. (8.2) формула буйича куйндагиларни топамиз:

(<1>+«>)’*'

£
3 )

/ = /2= ——
2 2(2—1)а2

х узгарувчига цайтиб,

'=U^-4-
J (х2 —х+1)2 3 \ х2-

ни косил киламиз.
4-мисол. Интегрални хисобланг:

/=[------ .
J (1+х2)»

Ечиш. (8.2) формула буйича топамиз:

4М4

+ с.

(8.3)

+ с

бунда
/  ___ !___ ( ——

2 2(2 — 1) \1+х2

= J.p^ + f_^=J
2 (1 +*2 J 1 + х2 У ‘

/2 нинг кийматини (8.4) формуладан (8.3) формулага цуйиб, косил 
Киламиз:

/ = С—•
J (1 + х2)3 4 U1+*2)2 2 1+Х2 2

9- §. Рационал каср функцияларини интеграллаш
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7- § ва 8- § да айтилганлардан

нотугри рационал касрни интеграллаш масаласи q(x) кулхадни ин-

рационал касрни интеграллашга келтирилади, бу эса аслида I, II, III 
ва IV турдаги касрларнинг интегралларини топишга келтирилади.

Шундай килиб, рационал касрни интеграллаш учун куйидагилар 
керак:

1) унинг тугри ёки нотугри каср эканини текшириш; акс холда
(яъни нотугри каср булганда) олдин бутун кисми ажратилади, шун- 
дан кейин купхад (бутун кием) ва тугри рационал каср хосил ки- 
линади; $

2) тугри рационал касрни I, II, III ва IV турдаги энг оддий 
касрлар йигиндисига 7- § да ифодаланган теоремага мувофиц ажра- 
тиш;

3) ёйилманинг коэффициентларини£топиш;
4) интеграллашга киришиш.
1-м  ис о л. Интегрални хисобланг:

(хг + 3) dx
J х(х-1)(х+2)

Ечиш. Интеграл остидаги функция — тугри рационал каср, уни 
I турдаги содда касрлар йигиндисига ажратамиз. Натижада

ни ^осил киламиз, бундан
х2 + 3 = А (х — 1) (х + 2) + Вх(х + 2) + Dx(x — 1).

А, В, D коэффициента рни топиш учун кийматларни урнига куйиш 
усулидан фойдаланамиз:

з
х = 0 булганда 3 = — 2 А, бундан А = — —;

х = I булганда 4 = ЗВ, бундан В = —;
3

х = — 2 булганда 7 = 6D, бундан D = —.
6

Шундай цилиб, куйидагини хосил киламиз:
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2- мисо л. Интегрални хисобланг:
Г (х3 —Зх2) dx 
J :(х+1)з(х-2) ■

Ечиш. Интеграл остидаги функция тугри рационал каср, уни 
I ва II турдаги содда касрлар йигиндисига ажратамиз:

Xs —Зх2 _ А , В ; D Е
(х+1)3(х-2) “(х+1)3 ' (х+1)2 ' (х+1) ' х-2’ 

бундан

х3 —Зх2 = Д(х-2) + В(х —2)(х+1) + О(х —2)(х+1)2 + 
4-£(х +1)3.

Кийматларни урнига цуйиш ва номаълум коэффициентлар усуллари
ни аралаш ^улланиб, А, В, D за Ё коэффициентларии топамиз:

х = — 1 да — 4 = —:ЗД, бундан А = —;
3

х = 2 да — 4 — 27 Е, бундан £=—•—;

х3 лар олдидаги коэффициента:! 1 = D 4- Е, бундан 0-1 —

27

х2 лар олдидаги коэффициентдан —’3 = В + 3 Е, бундан

В = —3 —ЗЕ = ——.
9

Шундай ф!либ, куйидагини хосил циламиз:

Г (х3 -Зх2) dx = _4_ С d(x+ 1) _ 23 Г d(x + 1) , 31 Г* d(x + 1) __
J (х+1)3 (х-2) 3 J (х+1)3 9 J (х+1)2 Ф 27 J х+1

____1 Cd(X-2) = _ 2_____ 23 Д 1П 1^+1)31| , с
27 J х —2 3(х+1)2 ' 9(х+1) ' 27 |(х — 2)4 I

3- мисол. Интегрални хисобланг:
С xdx 
J (х+ 1)(х2 + 4) ■

Ечиш. Интеграл остидаги каср — тугри каср, уни I ва III турда
ги содда рационал касрлар йигиндисига ажратамиз:

______ х______ __ А Вх + Р
(х+1)(х2 + 4) х+1 х2+4 ’

бундан

х = Д (х2 + 4) + (Вх +JD) (Х+1).
Коэффициентларии топишнинг юДорида курсатилган усулларини ара
лаш цулланиб, А, В ва D ни топамиз:
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Шундай килиб, куйидагига эга буламиз:

Х = — 1 — 1 = 5Л, бундан А =-----
5

X2 0 = А 4- В, бундан В = —;
5

X 1 = B + D, бундан D = 1 — В = -i-
5

xdx
1 4

С* ---  Х-т- ----
I 5 5

----------------- t?x =
J ^ + 4

4 Г dx
5 J х*4*4 “ 

yarctg-f 4-С.

4-мисо л. Интегрални хисобланг:

‘ x3 + 3x-2 dx
(х — 2) (х2 4- 4x4- 8)2

Ечиш. Интеграл остидаги каср —тугри каср, уни I, III ва IV 
турдаги оддий касрларнинг йигиндисига ажратамиз:

х3 4- Зх — 2 _ А . Вх A- D | £х + f
(х — 2) (х24-4х4-8)2 _ х —2 Ф (х24- 4х+ 8)2 ' х2 4-4x4-8/ 

бундан:
х3 + Зх — 2 = А (х2 4- 4х 4- 8)2 4- (Вх 4- D) (х — 2) 4-

+ (Ех 4- F) (х — 2)(х2 4- 4х 4- 8).

Коэффициентларни аниклашдаги юкоридаги усуллардан фойдаланиб 
ва уларни аралаш кулланиб, А, В, D, Е ва F ни топамиз:

xi

х3

х3
X

12 = 20 Я,

0 = А 4- Е,

1 =8Л4-К4-2Е,
0 = 32Л 4- В 4- 2F,
3 = 64.-1 — 2B + D — 16£,

бундан Л = —;
53 

бундан £ =-------- ;
5

бундан F —----- —;
5

бундан В = — 14; 
бундан D = — 73.

Шундай цилиб, куйидагини хосил киламиз:

Г (х84-3х—2)dx _ 3 Cd (х-2) Р (—14х —73)dx 
J (х — 2) (х2 4* 4х 4-8)2 5 J х-2 (х24-4х4-8)2
_J_f(3x4-13)rfx =Aln[x_2|_(‘Z(2x4:4)4-45

5 J х24-4х4-8 5 1 1 J (х2 4” 4х 4~ 8)2
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-|-(2х+4)4-7

х2 -f- 4х 4- 8 

dx
5 J х2 4-4x4-8 
d(x4-2)

I ((х4- 2)24- 22)2

x-f- 2 |

Колган
f d(x4-2)
J ((х + 2)24-22)2

интегрални х 4- 2 = t, а2 = 22, п—2 деб фараз цилиб, (8.2) рекур- 
рент формула буйича хисоблаймиз:

/,= f-^-=-L_(-L.4-^arctg-^Y
J(Z24-a2)2 2-22 V2-|-22 2 2 /

Шундай цилиб, охирида куйидагига эга буламиз:

f- (ха 4~ Зх — 2) dx = ln(x_2|+ _____
J (х — 2)(х24-4х4-8)2 5 1 х24-4х-)-8

_ 11 I----£212-------J_ arct х + 2\ _ _3_ 1п |Х2 4_ 4х 4_ 8| _
8 ( х24~4х-}-8 2 6 2 10 1

7 , х4-2 , „ 3,1 (х —2)2
10 2 10 |х24-4х4-8

281 , х4-2 .------- arctg —------КС.
80 2

— 45 х — 34
+ 8 (х2 4- 4x4-8)

Шундай хилиб, биз исталган рационал касрни интеграллаш маса
ласи оддий касрларни интеграллашга келтирилишини курдик. Нати- 
жа рационал касрлар, логарифмлар ва арктангенслар билан ифода- 
ланишини аницладик.

Уз-узини текшириш

1. I ва II турдаги содда рационал касрлар 
келтиринг.

2. III турдаги оддий рационал каср кандай
3. IV турдаги оддий рационал каср ка|<Дай 

С dt

учун саволлар

кандай интегралланади? 

интегралланади? Мисол 
интегралланади? Мисол

Мисоллар

келти ринг, 
келтиринг.

4. —— куринишдагн интегралларни топиш учун рекуррент формула кел- 

тириб чикаринг. Мисол келтиринг.
5. Рационал касрни энг содда каерларга ажратиб, интеграллаш усулини тав- 

сифланг. Мисол келтиринг.
6. 2012 — 2016, 2022 — 2523, 2033 — 2040, 2048 — 2052-маеалаларни ечинг.
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10- §. Тригонометрик функциялар ^атнашган ифодаларни 
интеграллаш

Фараз цилайлик, факат тригонометрик функцияларга рационал 
равишда богли^ булган ифода берилган булсин. Уни доим sinx ва 
cosx нинг рационал функцияси деб хисоблаш мумкин, чунки хам- 
ма тригонометрик функцияларни sinx ва cosx оркали рационал ра
вишда ифодалаш мумкин. Бу ифодани 7? (sinx, cosx) ортали бел
гилаймиз.

Ушбу
j'7? (sinx, cosx)dx

турдаги интегрални
х

^т=2

урнига цуйиш билан доим z узгарувчили рационал функциянинг ин- 
тегралига алмаштириш мумкин. Интегрални бундай алмаштириш 
рационаллаштириш дейилади.

Хацшутган,

2г 1—г2 ^7.
бунда Rilz) — z узгарувчили рационал функция.

XtsT.-2
урнига цуйиш R(sinx, cosx) куринишдаги хар кандай функцияни 
интеграллашга имкон беради, шунинг учун у универсал тригоно
метрик алмаштириш дейилади. «Пекин амалиётда бу алмаштириш 
купинча анча мураккаб рационал функцияга олиб келади. Шунинг 
учун баъзан ундан фойдаланмасдан анча содда урнига цуйишлардан 
фойдаланилади.

1) Агар 7? (sinx, cosx) функция sinx га нисбатан ток булса, 
яъни

7?(—sinx, cosx) = —7?(sinx, cosx)
булса, у ^олда

z — cosx, dz = — sinxdx 
урнига цуйиш бу функцияни рационаллаштиради.
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2) Arap 7? (sinx, cosx) функция cosx га нисбатан ток булса, 
яъни

ft \sin х, — cos х) = — ft (sin х, cos х)
булса, у холда 

г = sin х, dz = cos xdx
урнига цуйиш бу функцияни рационаллаштиради.

3) Агар /?(sinx, cosх) функция sinx ва cosx га нисбатан жуфт 
булса, яъни

булса, у холда
ft(—sinx, —cos х) = ft (sin x, cosx)

z = tgx, dx =s i +

урнига к.уйиш бу функцияни рационаллашгиради. Бу колда

l-f-tg2x 1+г2’

1-мисол. Ушбу

COS2 X = -------------- = ---------,
1 + tg2x 1-f-г2

интегрални хисобланг.
Ечиш. Универсал ^g~ — z урнига куйишдан фойдаланиб, 

цуйидагиии хосил киламиз:

4-—+3- г—г + 5

2- мисол. Ушбу

I =

интегрални хисобланг.
Ечиш. Интеграл белгиси остидаги функция sinx ва cosx га 

нисбатан жуфт функциядир, шунинг учун tgx — z Урнига куйишни 
бажарамиз. Натижада куйидагини косил киламиз:

arctg (j/"2tgx) +С.
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3-мисол. Интегрални хисобланг:

dx

Ечиш. Интеграл остидаги функция sinx га нисбатан тоц 
функция, чунки sin х ни — sin х га алмаштирганда функция ишораси> 
ни узгартиради. Шунинг учун бу ерда

cos/= г, sin’xdx = —[dz
урнига куйиш уринлидир. Натижада куйидагини хосил киламиз:

— 2 cos х + 3 In 12 4- cos x | + C.
4) Arap 7?’(sinx, cosx) функция sinx ва cosx даражаларининр 

купайтмаси булса, яъни агар |
j" sin"x-cosmxdx

интегралга эга булсак, у .^олда т ва п (бутун сонлар) даражаларга 
боглиц холда турли урнига куйишлар уринли булади.

а) Агар п>0 ва ток булса, у ^олда
cosx = г, sinxJx = —dz

урнига цуйиш интегрални рационаллаштиради.
б) Агар т > 0 ва ток булса, у холда 

sin х’= z, cos xdx = dz 
урнига цуйиш хам интегрални рационаллаштиради.

4-мисо л. Ушбу
rsin3x ,------- dx

COS4X

интегрални хисобланг.
Ечиш. cosx = z, sinxdz = —dz урнига куйиш ёрдамида цуйи-

Дагини ^осил киламиз:
у _ sin2 x-sin xdx —УЖ- 

{—— + с.
3cos3x

_ р —(1 — z2)tfe 
cos4x J г4

=  ---------£+ С?= —
Зг3 г " 3cos3x' cos х

в) Агар иккала п ва т курсаткичлар жуфт ва номанфий булса, 
у холда тригонометриядан маълум булган

. ,, I—cos2x о l+cos2x sin2tx =----------- , COS2 X = —- -------1 2 2

даражани пасайтириш формулаларидан фойдаланиб, а), б) ёки яна в) 
з^олни хосил киламиз.



5-мисо л. Ушбу
1 = f sin4 xdx

интегрални хисобланг.
Ечиш. Даражани пасайтириш формуласини кулланамиз:

I = ^(sin2x)2dx= (1 — cos2x)2dx= -j- j (1—2cos2x4-cos22x)dx = 

= -у f (1 — 2 cos 2x + -—j dx = ——x---- — sin 2x 4-
4 J \ 2/84

+ — sin 4x 4- C.
32

r) Arap m + n— — 2k < 0 (жуфт, номусбат) булса, у з^олда 
tgx = г ёки z = ctgx урнига куйиш интегрални даражали функция
ларнинг интеграллари йигиндисига олиб келади.

Агар бунда т < 0 ва п < 0 булса, у холда куйидаги сунъий 
усулни цулланиш мумкин: суратда турган бирни 1 = (sin2x 4- cos2x)5 
билан ифодалаб, рационал функцияларни интеграллашга келамиз, 
бунда

; _ I + n J j
2

, C dx . C cosxdx 
dx = 1 —------------- 1" . =

J sinx cosx J sin3x

J sinsx 2sin2*

sin3*
1 -

6- м и с о л. Интегрални хисобланг:

J sin3*-cos*

Ечиш. Бу ерда п — — 3, т = — 1, т + п — — 4<0, 5=1.
I _  Г sin2*cos2*

J sin3* cosx

= 2 f — ■ |
J sin2* J sin3x

7- мисол. Интегрални хисобланг:
/ = Г JllZf dx.

J cos’ X
Ечиш. Бу ерда n = 2, m = — 6,

алмаштиришни кулланамиз:

tgx — z, x = arctga,

п +т = — 4 < 0. Куйидаги

. dzdx =-------
14-г2

— = tg2* (——) = tg2*-0 + tg2*)2 = z2 (1 4- z2)2. 
cos6* \ cos4* /

Натижада

= z'dz + \ z*dz = + C = ± tg3x 4- j tg6x + C.
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8-мисол. Интегрални хисобланг:

/ = f ctg4xdx.

Ечиш. Бу ерда ctg4x = .E2L5, шунинг учун т = 4, п = — 4, 
sin4*

т 4- п — 0. Ушбу

ctgx = z, х = arcctgz, [dx = —

алмаштиришни кулланиб, куйидагини хосил киламиз:

J 1+*
dz

1 + г2

— — + z + arcctgz + C —— 4 ctg3x + ctgx 4- x 4- C.
3 3

— f (z2 — 1) dz —'=-?■

-Jttx
9-мисол. Интегрални хисобланг:

/ -f
J cosex

Ечиш. Бу ерда п = 0, m = — 6, т + п— — 6 < 0. Урнига куйиш- 
ни цулланамиз:

tgx = z, cos2x = —= dz.
le+ 22 COS2X

Бундан
/ = f_!--------

J COS4 X COS2X

= z 4- 4 Z3 + 4 za + C = tgx +
3 5

= f( 1 + z2)2dz|= f (1 + 2z2 -I- zl) dz =

4 tgsx+4 [tg5-v+c.
3 5

д) Агар даражалардан бири [нолга тенг, иккинчиси манфий ток 
сон булса, у хрлда 

X

универсал урнига куйишни бажарсак, у даражали функцияларни ин- 
теграллашга олиб келади.

10-мисол. Интегрални хисобланг:

/ = С .
J sin3 х

Ечиш. куйидаги урнига цуйишдан фойдаланамиз:

tg — = z, dx —-----—, sinx =------- .
2 1 -f- г2 1 + z2
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Бундан куйидагини хосил циламиз:
/-[ 2<1 + г2)3 .dz- ’

J (1 +г2).(2г)з 4

__'si' + 7ln|’,+T + G__icts‘’2 +7taltef| + 
+>f+c-

5) Ни^оят, куйидаги куринишдаги интегралларни караб чи^амиз:
cos/ix ■ cosmxdx, 

\ sinnx-cosmxdx, 
[ sinnx-sinmxdx.

Улар тригонометрии функцияларнинг купайтмасини йигиндига алмаш- 
тирувчи маълум формулалар ёрдамида олинади:

sin a sin ₽ = [cos (а — 0) — cos (а + 0)].

11 - м и с о л. Интегрални хисоблан г:
[ sin3x-cos2xdx.

Ечиш. Интеграл белгиси остидаги функцияни йигиндига алмаш
тирамиз:

If 11— (sin5x + sinx) dx = С------- cos5x------- cosx.2 J io 2

ll-§. Баъзи иррационал ифодаларни интеграллаш
I Алгебраик иррационалликни уз ичига олган баъзи интегралларни 

узгарувчини тегишлича алмаштиргандан сунг рационал фупкциялар- 
нинг интегралларига келтириш мумкин.

/ У
С П1 п2 "к1) J W’ х > х ) dx

турдаги интеграл (бунда R — эркли х узгарувчининг каср даражала- 
рининг рационал функцияси)

х = zs, dx = sz:"“‘dz
урнига цуйиш ёрдамида рационаллаштирилади, бу ерда s пх, п2, . . 
nk сонларнинг энг кичик умумий карралиси.
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турдаги интеграл

циянинг каср даражаларининг рационал функцияси)

урнига цуйиш ёрдамида рационаллаштирилади, бу ерда з лъ пг, . . 
nk сонларнинг энг кичик умумий карралиси.

1-мисол.  Интегрални хисобланг:

J х (1+1X7)

Ечиш. 3 ва 6 сонларнинг |энг кичик умумий карралиси 6 |га 
тенг, шунинг учун

х = z8, dx = 6z5dz, г = у х

урнига ^уйишни бажарамиз. Натижада:

Г __  £ I

= 6 г— + 6arctgz + С = — yGc® + 6arctg yGc + С. 
4 2

2-мисо л. Интегрални хисобланг:

I У 2х —3 
J 1X27=3+1

Ечиш. 2 ва 3 сонларнинг [энг кичик умумий 'карралиси 6 га 
тенг, шунинг учун

2х — 3 = 2е, dx — 3z5dz, z — у 2х -— 3

алмаштиришни бажарамиз. Натижада:

= 3(y-y + y- z4- arctg?) + С = | ^'(2х-3)’ -

— — (2х — З)5 + 1/2х^З — 3 ^'2x^3 + 3arctg ^2х=3 + С.
5



3-м  ис о л. Интегрални хисобланг:

Демак,

X

Г* — 2 (1 4-г3)2-г- 12z2Jz = _ 3_ Г dz
J 16г« (1 + г3)2 ~ 2 J г3

3) / ах'2 + Ьх+с иррационал ифодага бог лиц булган бир нечта 
оддий интегралларни караб чикамиз:

а) Ушбу
dxdx

/ ах2 + с

турдаги интегрални квадрат учхадда ту лиц квадрат ажратгандан сунг 
18 ёки 19-тартибли (3-§) жадвал интегралга келтириш мумкин.

4-мисол. Интегрални хисобланг:

J /х2 —4х + 8

Ечиш. х2 — 4х + 8 = (х — 2)2 + 22 учхадда иккихад квадратини 
ажратамиз. Жадвал интегрални цосил циламиз:

7 = f fdx---------=1п|(х —2) + К(х-2)24-4| + С.
J У(х— 2)2 + 4

5-мисол. Интегрални хисобланг:
, р dx

Ечиш. Квадрат учцаддан иккихад квадратини ажратамиз: 
6 — х1 — 4х = 10 —(х2 + 4х + 4)= 10 —(х + 2)2.

Сунгра цуйидаги жадвал интегрални цосил циламиз:
. х4- 2 | гarcsin —— + С.Кю

Ах +В
б) Ушбу

/ах2 -[-Ьх -f- с 
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куринишдаги интегрални суратда квадрат уч.^аднинг хосиласини аж- 
ратгандан кейин

(ах2 + Ьх 4- с)' = 2ах 4- b
иккита интегралга ажратиш мумкин:

бири — даражали функциядан олинган интеграл; 
иккинчиси — аввалги а) бандда караб чицилган интеграл.
6-мисо л. Ушбу

(4х—3) dx 

Ух2 — 6x4- Ю

интегрални хисобланг.
Ечиш. Суратда илдиз остидаги ифоданинг хосиласини ажрата- 

миз:
(х2 —бх 4- 10)' = 2х — 6.

Бундан цуйидагини хосил киламиз:
l = f 2(2х-6)-34- 12 = 2 С (2x—6)dx ф

J Ух2 —6x4- Ю J Ух2-6x4-10 

4-9 f 3) - = 4 Ух2-6х4- 10 4- 91п | х — 3 -4-
J К(х-3)24-1

4-Ух2—6x4-101 4-С.
в) Ушбу

Г________ dx_________
J (х — а) Уах2 4- Ьх 4- с

1 „
турдаги интегрални, агар г =---- — урнига цуииш амалга оширилса,
а)_бандда караб чихилган интегралга келтириш мумкин.

7-мисо л. Ушбу интегрални хисобланг: 
f— dx
J х У 5х2 — 2х 4* 1

Ечиш. Урнига куйишни бажарамиз:

Су игра ушбу ни хосил хиламиз:



4) Нихоят, Уах2 + Ьх + с иррационал ифодага рационал бог- 
лиц булган янада умумий куринишдаги интегрални цараб чи^амиз:

J R (х, Уах2 + Ьх + с ) dx.

Квадрат учхаддап тули^ квадрат ажратгандан сунг
Ь2 — 4ас

4а ’
ax2 + bx + c = a[x +

ушбу x z, dx = dz белгилашни киритиб, дастлабки интег

рални а ва (Ь3 — 4ас) нинг пшораларига боглиц ^олда цуйидаги ку
ринишдаги интеграллардан бирини топишга келтириш мумкин:

а) агар а > 0 ва Ь2 — 4ас < 0 булса, у холда

f Rj (г, Ут2 + п2г2 ) dz,

бу ерда п- = а, т2 —-------—-----> О,
б) агар а>0, Ь2~ 4ас>0 булса, у ^олда

JjT?2 (2> У^г'1 — т2) dz

булади, бу ерда

в) агар а<0

, 2 b2 — 4ас пп2 — а, т2 -- ------------ >• 0;
4а

ва Ь2 — 4ас>0 булса, у ^олда
$R3 (2> Ут2 — п2г2) dz

булади, бу ерда
О п Ь“ --- Асю л

/г = — а, т- =--------- --------> 0.
4а

Бу интеграллар
f R (sin/; cos/) dt

куринищдаги интегралларга цуйидаги урнига т$йишлар ёрдамида кел- 
тирилиши мумкин, бу урнига цуйишлар тригонометрии, урнига куйиш 
дейилади:

а)
т dt
п cos2/ ’

dz = — ■ sect • tgtdt, 
n

dz= — cosldt.
n

8-м'исол. Интегрални хисобланг:

Jdx

У (5 + 2x+ x2)3

б)

в)

т , . , lit2 = — tg/, dz= — 
п

tn ,z — — sect,
n
m . , 

z = — Sin/,
n
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Ечиш. Квадрат учхаддап тули^ квадрат а кратамиз:
5 4- 2v + х2 = (х + I)2 -4- 4.

Фараз ^илайлик,
х + 1 = 2, dx = dz

булсин, у холда
/ = f------- --- •

J К(4 + г2)з

а) куринишдаги интегрални ^осил киламиз. Урнига цуйишни бажа
рамиз:

z = 2tg/, dz = , 4 + z- = 4 + 4Zg2/ =
COS2/ cos2/

Шундай килиб,

costdt = — sin/ + С =

4/(х+1)24-4 4 У х2 + 2х + 5

9-ми с о л. Интегрални хисобланг:
i[=^VT^dx.

Ечиш. в) куринишдаги интегралга эга буламиз. Ушбу
х = sin/, dx = costdt, 1 — х2 = cos2/

урнига куйишни бажарамиз. Натижада куйидагини хосил киламиз:]

У з- у з и н и текшириш учун саволлар

1. \ R (sinx, cosx) dx куринишдаги интегра.тларни топиш усулларини к креатин г, 
бунда R — рационал функция. Мисоллар келтиринг.

2- J sinnx-cos'" xdx куринишдаги интегралларни топиш усулларини баён 'дилинг, 
бу ерда т,п — бутун сонлар. Мисоллар келтиринг.

3. Куйидаги куринишдаги интегралларни топиш усулларини баён дилинг:

dx,
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бунда R— рационал функция, т, п—бутун сонлар. Мисоллар калтиринг.
,П1 mk

С / [ах + Ь\ (ах + Ь\"к\ J
4. | R I х, | j------- ) , . . ( ——7 I ) куринищдаги интегрални топиш

усулларипи баён килинг. Мисоллар келтиринг. '
5. куйидаги куринищдаги интегралларни топиш усулларини баён цилинг:

J R (х, у ахг 4- Ьх + с) dx, J R (х, -/"а2 — х2) dx, 
f R (х, -/"х2 — а2) dx, f R (х, / а2 4- х2) dx.J

Мисоллар келтиринг.
6. 2090 — 2119, 2068 — 2075, 1890 — 1901-масалаларни ечинг.

12-§.  Ани^ интеграл

Аниц интеграл — математик анализнинг энг му.\им тущунчалари- 
дан бирцдир. Юзларни, ёйларпинг узунликларини, хажмларни, ишни, 
инерция моментларини ва ^оказоларни кисоблаш масаласи у билан 
боглик.

[а, Ь\ кесмада у — f (х) узлуксиз функция берилган булсин. К,уйи- 
даги амалларни бажарамиз:

1) [а, Ь] кесмани куйидаги нуцталар билан п та цисмга буламиз, 
уларни кисмий интерваллар деб атаймиз:

а = х0<х1<х2< . . .<х/_1<х|< . . . <хп = 6.
2) К,исмий интервалларнипг узунликларини бундай белгилаймиз:

Ах, = х,-а, Ах2 = х2-х,, . . ., Ьх^х.-х^.........Sxn=b-xn^.

3) ^ар бир цисмий интервалнинг ичида биттадан ихтиёрий нукта 
танлаб оламиз:

£1, ?»> • • ■> ?/, • • • > •

4) Танланган ну^таларда берилган функциянинг цийматини ] ^и- 
соблаймиз:

f &), f (U.........f (U. ■ • •. / (U-
5) Функциянинг ^исоЗланган цийматларининг тегишли кисмий ин

тервалнинг узунлигига купайтмасини тузамиз:

f (?i) Ах,, f (У Ах2.......... / (?f) Ьх{...........f(U Ахл.

6) Тузилган купайтмаларни ^ушамиз ва йигиндини ст билан бел
гилаймиз:
о = f (U А хг -Н (;2) А х2 + . . . +f (Вг) Axz + . . . 4- f (U A x„.

ст йети щи f (х) функция учун [а, Ь] кесмада тузилган интеграл йи- 
гинди деб аталади. ст интеграл йигинди циа\ача бундай ёзилади:

<7 = y,f (U Axz.
<=1
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Интеграл йириндининг геометрик маъноси равшан: агар f (х) > О 
булса, у ^олда ст— асослари Дхр Дх2, . . Дхр . . ., Дхл ва ба- 
ландликлари мос равишда

/(!,), /(Е2),

булган турри туртбурчак юзларининг йигиндисидан иборат (144- 
шакл).

Энди булишлар сони п ни орттира борамиз (п -> оо) ва бунда 
энг катта интервалнинг узунлиги нолга иитилади, яъни max Дх;->-0 
деб фараз киламиз.

Ушбу таърифни беришимиз мумкин:
Таъриф. Агар ст интеграл йигинди [а, Ь] кесмани кисмий [хг], 

xj кесмаларга ажратиш усулига ва уларнинг хар биридан Е, нук- 
тани танлаш усулига борлиц булмайдиган чекли сонга интилса, у 
холда шу сон [а, Ь] кесмада f (х) функциядан олинган ;аниг$ ин
теграл дейилади_ва бундай белгиланади:

[Ь

JV W dx-
а

(</*(х)'дан х’буйича'а дан b гача олинган ани^ интеграл» *деб уци- 
лади.) Бу ерда f (х) — интеграл остидаги функция, [а; Ь] кесма — ин
теграллаш оралири, а ва b сонлар интеграллашнинг цуйи ва юцори 
чегараси дейилади.

Шундай цилиб, ани^ интегралнинг таърифидан ва белгиланишидан 
цуйидагича эканини ёзиш мумкин:

f/(x)dx =Iim £f(£z)Axt-.
а max А -+0 I “
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Аник интегралнинг таърифидан куринадики, аник интеграл хамма 
вацт мавжуд булавермас экан. Биз куйида аник интегралнинг мав
жудлик теоремасини исботсиз келтирамиз.

Теорема. Агар f(x) функция (а, Ь] кесмада узлуксиз булса, у 
интегралланувчидир, яъни бундай функциянинг аник интеграли 
мавжуддир.

Агар юкоридан г/ = / (х) > О функциянинг графиги билан, цуйи- 
дан Ох уки билан, ён томонлардан эса х = а ва х = b тугри чизик- 
лар билан чегараланган сохани эгри чизикли трапеция деб атасак, 

у холда / (х) dx аник интегралнинг геометрик маъноси аник булиб 
а

цолади: f (х) > 0 булганда у шу эгри чизикли трапециянинг юзига 
сон жихатдан тенг булади.

. 1-изох.. Аник интегралнинг киймати функциянинг куринишига 
ва интеграллаш чегараларига боглик, аммо интеграл остидаги ифода 
Карфга боглик эмас. Масалан:

Jf(x)dx=|7 (0 dt=$ f(z)dz.
а' а а

2- из ох. Аник интегралнинг чегаралари алмаштирилса, инте
гралнинг ишораси узгаради:

f/(x) dx = — f / (х) dx.
а b

3- ’изок. Агар аник интегралнинг чегаралари тенг булса, каР 
кандай функция учун ушбу тенглик уринли булади:

f/(x)dx = 0
а

Хакикзтан хам, геометрик пуктаи назардан эгри чизикли трапе
ция асосининг узунлиги нолга тенг булса, унинг юзи кам нолга тенг 
булиши уз-узидан равшан.

13-§.  Аник интегралнинг асэси’1 хоссалари

Аник интегралнинг хоссаларини исботлащда аник интегралнинг 
таърифи ва лимитларпинг хоссаларидан фойдаланамиз.

1-хосса. Бир нечта функциянинг алгебраик йигиндисининг аник 
интеграли кушилувчилар интегралларининг йигиндисига тенг.

Икки кушилувчи булган хол билан чекланамиз:
ь ь ь
f [f (х) ± <р (х)] dx = f f (х) dx ± f ф (х) dx.
а а а

Исботи.

f [/ (х)±ф(х)] dx = lim 5 и (^)±<P(Bf)l =
а max А*.
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I = lim 
max Ax.I

У / (Е(.) Дх,-± lim <>(Н.)дА..=
1 max Д x. ->0 j_ j

b b
= I* / (x) dx ± \ Ф (x) dx.

a a
2-xocca.  Узгармас купайтувчини аник интеграл белгисидав 

ташкарига чикариш мул кин: агар k = const булса, у ^олда
ь ь

х $ k-f (х) dn — k \ [ (х) dx.
а а

Исботи.

f k-f (х) dx — lim
0 г"- ■' -

' 1 V k f (Ez) ixi = k lim 
max Д x. r°’ *max Д x. £_,]

i f а.-) д*,- =

холда

холда

= k jf (х) dx.
а

3-хосса. Агар [а, Ь] кесмада функция уз ишорасини узгартир- 
маса, у холда бу функция аник интегралининг ишораси функция 
ишораси билан бир хил булади, яъни:

а) агар [я, 6] кесмада / (х) > 0 булса, у

С / (х) dx 0;
а

б) агар [я, Ь] кесмада / (х) «с 0 булса, у

J f (х) dx < 0.
а

Исбо'ти. а) Д х(- > 0, / (х) > 0 булгани

f (£,)>0(г = й).

Шунинг учун f (Е() Д xf >0, ва демак, а > 0. Бунд ан

lim о = lim у f (Е.) Д х£ > 0 (?. = max Д х.)
х-»о х^о

эканини хосил киламиз, чунки номанфий узгарувчининг лимита хам 
номанфийдир.

Шундай цилиб,

учун

j' dx > о 
a

ни хосил киламиз. б) хол худди тунга ухшаш исботланади.
4-х  осса. Агар [я, Ь] кесмада икки / (х) ва <р (х) функция

f (х) > <Р (х)
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шартни каноатлантирса, у ^олда

f / (х) dx > J ф (х) dx.
а а

Исботи. Шартга кура f (х) > ф(х) булгани учун Дх) — ф(х) > О 
булади ва 3-хоссага кура

j’ [f (х) —ф(х)] dx > О
а

ни ёзиш мумкин, бундан

f f (х) dx — [ ф (х) dx >0
а а

экани келиб чикади ва нихоят:
ь ь
f f (х) dx > [ ф (х) dx.
а а

5- хосса. Агар [а; 6] кесма бир неча кисмга булинса, у х;олда 
[а, Ь] кесма буйича аник интеграл кар бир кием буйича олинган 
аник интеграллар йигиндисига тенг.

[а, Ь] кесма икки кием га булинган кол билангина чекланамиз, 
яъни агар а < с < b булса, у .\олда

b с Ь
/ (х) dx = |' f (х) dx + [ f (х) dx.

а а с

Исботи. Интеграл йириндининг лимити [а; Ь\ кесмани булак- 
ларга булиш усулига боглик булмагани учун х = с нуцтани булиниш 
нукталари каторига киритамиз. [а; Ь] кесмадаги камма интеграл 
йдаиндини иккита йигиндига: [а, с] ва [с, 6] кесмага мос йигиндига 
буламиз. У холда

V / (L) А х£ = V f (|.) ^xt+^f (=.) А х,..
<=1 а с

Бу теигликда Х = тахДх.-*-0 лимитга утио, куйидагини хосил 
киламиз:

Ь с Ь

\ f(x)dx— f /(x)dx+ ( f(x)dx.
а ас

с нуцта [а; 6] кесма таш^арисида ётганда кам формула тугри булиб 
Колади-

6- хосса. Агар т ва М. сонлар f(x) функциянинг [я, Ь] кесмада 
энг кичик ва энг катга киймати булса, у колда

ь
т (Ь — а) < 1 /(х) dx < М (Ь — а).
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b b n

| mdx = m |'dx - m lim Д x. = m(b — o),

b b n

I Mdx = M ( dx — M lim V A x. = M(b — a) 
a a X—>0 Й

булгани учун (13.1) тенгсизлик
ь

m(b — a) < ( f(x) dx с M (b — a)
a

куринишни олади (145-шакл). Бу хосса аниц интегрални бахолаш 
ха^идаги теорема дейилади.

14-§.  Уртача ^иймат ^акидаги теорема

п та 01, «2, . . . , ап сонлар берилган булса, бу соиларнинг урта 
арифметик хиймати деб

°1 + «г + • • • +

п
сснга айтилади.

Энди [а, 6] кесмада узлуксиз у~f(x) функцияни карайлик. Унинг 
шу кесмадаги уртача кийматини топамиз. Бунинг учун кесмани

х0 = а, хг, х2, ... , x._v х., ..., xn = b

нукталар билан и та тенг к,исмга буламиз. Хар бир булакнинг узун
лиги

ь-^ ^-а^хг-х^ ... = х/-х/_, = ... = &-х„_, 

ёки

= А хт = Д х2 = ... = Д х. = . . . = Д хп ‘ п
га тенг. Хар бир булакнинг ичида биттадан нукта оламиз:

?1 ?2 Д-^2’ • • • > € Д х^ ,. . , Д хп.
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Бу ну^таларда берилган f(x) функциянинг кийматларини ^исоб- 
лаб куйидаги п та цийматни хосил циламиз:

/(11). /(U. .... /(?,).........../(U-S

Бу к;ийматларнинг урта арифметик цийматини хисоблаймиз ва уни 
[а, Ь] кесмада /(х) функциянинг уртача киймати деб атаймиз:

f 7(51)+/^+ ... +f(s/) + ...+/(s„)
'?рт. п

Бу формуланинг унг кисмини (ф— а) катталикка купайтирамиз 
ва буламиз, бундан:

ёки

/ урт. = ^ZZZ U xi + / (5г) Д ха + ... +

+ /(с.)Дх£+...4-/(^)Ахл).

Буни кискача бундай ёзиш мумкин:

1=1

Демак [а, &] кесмада /(х) функция учун интеграл йигиндисини 
хосил киламиз. Энди п *оо £да Х=тахДх1. ->0 булгандаги ли- 
митга утамиз, бундан

limfy = lim V /'(pAxi • ——
х-о у₽ х-*о b — а

<=1

ёки

а

Бинобарин, [а; Ь] кесмада функциянинг уртача киймати шу кес
мада бу функциянинг аник шггегралини кесма узунлигига булинга- 
нига тенг. Куйидаги теоремани исбог цилайлик.

Уртача циймат ха^идаги теорема. Агар f(x) функция 
[а; Ь] кесмада узлуксиз булса, бу кесманинг ичида шундай х — с 
нукта топиладики, бу нуктада функциянинг киймати унинг шу 
кесмадаги уртача кийматига тенг булади, яъни f {с) = f.pT .

И с бот и. Фараз цилайлик т ва М сонлар /(х) узлуксиз функ
циянинг [а, Ь] кесмадаги энг кичик ва энг катта киймати булсин. 
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Аник интегрални бахолаш ха^идаги хоссага кура куйидаги куш 
тенгсизлик тугри:

т(Ь—а) < | / (х) dx Л1 (6— а).
а

Тенгсизликнинг ^амма кисмларнни b — а > 0 га буламиз, иати- 
жада

(14.1)

ни хосил киламиз. Ушбу
b

Р = j f(x)dx

а

белгилашни киритиб, (14.1) цуш тенгсизликни цайта ёзамиз:
/п <1*

f(x) функция [т, й] кесмада узлуксиз булгани учун у т ва М ора- 
сидаги хамма оралик кийматларнн кабул цилади. Демак, бирор 
х = с кийматда

бирор

н = f(0
булади, яъни

ёки

b

Цс) = -^— I f(x)dx 
b — aj

а

(14.2)

l(.c) —f ург.
Теорема исбот булди.

(14.2) формулани бундай узгартириб ёзиш мумкин: 
ь
\ f(x)dx = f(c)(b~a)

а
ёки

J7(x)dx = fypT 
а

Уртача ^иймат хакндаги теоре- 
манинг геометрик маъноси куйи- 
дагича: юкоридан f (х) интеграл- 
ости функциянинг графиги билан 
чегараланган (Ь — а) асосли эгри 
чизицли трапециянинг юзи ушан- 
дай асосли ва баландлиги функ
циянинг уртача цийматига 
тугри туртбурчакнинг юзига 
дош (146- шакл).

• (Ь — а).

тенг 
тенг-

146- шакл.

У1

313



У з- у з и и и текшириш учун саволлар

1. Берилган кесмада берилган функциянинг аник интегралп деб нимага айтила- 
дн?

2. Аник, интегралнинг мавжудлик теоремаси нимадан иборат?
3. Аннк интегралнинг геометрик маъноси кандай?
4. Аниц интегралнинг энг содда хоссаларини ифодаланг ва исботланг.
5. Аник интеграл ишорасининг сакланиши хоссаси нимадан иборат?
6. Аник интегрални бахолаш хакидаги теоремапи ифодаланг ва исботланг. Унинг 

геометрик маъноси нимадан иборат?
7. Функциянинг кесмадаги уртача киймати нима?
8. Уртача циймат хакидаги теоремапи ифюдаланг ва исботланг. Унинг геометрик 

маъноси нимадан иборат?
9. 2296—2300, 2322, 2323, 2326, 2327-масалаларни ечипг.

15-§.  Интегралнинг киуори чегараси буйича росила

Агар апш\ интегралда интеграллашнипг куйи чегараси а ни 
танин килиб белгиланса са юцори чегараси х эса узгарувчи булса, 
у холда интегралнинг киймати хам х узгарувчининг функцияси бу
лади. Бу функцияни Ф(х) билан белгилаймиз:

Ф(а)=(7.(0^. х£[а, &].
а

Теорема. Агар f(/) функция t = x нуктада узлуксиз булса, 
у хрлда Ф(х) функциянинг хссиласи интегралссти функцияси- 
нинг юцори чегарадаги цийматига тенг, яъни

(j / (/) dt) = f (х) ёки Ф' (х) = / (х).

Исботи. х аргументга Дх орттирма берамиз ва куйидагини хс-
сил циламиз:

x-j-Ax х х-|-Дх

Ф(х + Дх)=) f(t)dt = \ f(t)dt + \ f(t)dt. 
а ах

Ф (х) функциянинг орттирмаси куйидагига тенг булади (147-шакл);

= Ф (х + Д х) — Ф (х)
х-|-Дх

= У ffldt. (15.1)
X

ДФ

147- шакл.

Уртача климат ^а^идаги теоре- 
мани (14-§) (15.1) интегралга кул- 
лаймиз,

ДФ=/(с)Дх, (15.2) 
бунда с нуцта х ва х + Дх лар 
орасида жойлашган.

(15.2) тенгликнинг унг ва чап 
’ кисмларини А х га буламиз: 
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кейин Ах-* 0 булганда лимит га утиб, ушбу

lim = lim /(с)
Лх_>0 Л X Дх-,0

ни ^осил циламиз, бироц

lim =ф'(х), lim f(c)=/(x),
Дл_>0 Д X Дл-»о

чунки Дх-*0 булганда с->х ва /(/) функция t = х да узлуксиз.
Шундай килиб,

х
Ф'(х)=/(х) ёки ((7(0^) = /(х).

а

Теорема дан Ф (х) функция f (х) нинг бошлангич функцияси экани 
келиб чикади, чунки Ф' (х) = /(х).

16-§.  Ани!\ интеграл хисобнинг асосий формуласи

(Ньютон — Лейбниц формуласи)

Ани1\ интегралларни интеграл йигиндининг лимита сифатида бево- 
сита хисоблаш куп лолларда жуда кийин, узок хисоблашларни та- 
лаб килади ва амалда жуда кам кулланилади. Интегралларни то
пиш формуласи Ныотон — Лейбниц теоремаси билан берилади.

Теорема. Агар F(х) функция f(x) функциянинг [«;£>] кесма- 
ь

даги бошлангич функцияси булса, у холда i f(x)dx сник инте- 
а

грал бошлангич функциянинг интеграллаш ^рралигидаги орттир- 
масига тенг, яъни

ь
\ f(x)dx = F{b)-F(a). (16.1)

а

(16.1) тенглик аниц интегрални хисоблашнинг асосий формуласи 
{Ньютон — Лейбниц формуласи) дейилади.

Ис б от и. Теорема шартига кура F {х) функция /(х) нинг бирор
X 

бошлангич функциясидир. Лекин 15-§ га кура <!>{x)=\f{t)dt 

функция хам f \х) функция учун бошлангич функциядир, чунки

Ф'(х)=/(х).

1-§  дан маълумки, берилган функциянинг иккита исталган бош
лангич функциялари бир-биридан узгармас С кушилувчига фарц ци- 
лади, яъни

Ф(х) = Г(х) + С.

й 1 О



Шунинг учун, бундай ёзиш мумкин:

J /(/)<// = F(x) +С.
а

С ни тегишлича танлаганда х нинг хамма кнйматларида тугри 
булган айниятни хосил килдик. С узгармас микдорни аниклаш учун 
бу тенгликда х — а деб оламиз:

\f(t)dt=F(a) + C.
а

а

Бирок j' / (/) dt = 0, шунинг учун F (а) + С = 0 тенгламага эга була- 
а

миз, бундан С=—F (а) эканини топамиз. Демак, 

$f(t)dt=F(x)-F(a).
а

Энди х = b десак, Ньютон — Лейбниц формуласини хосил цила- 
миз:

ь
\ f (f)dt = F (b) — F (а)

а

ёки интеграл узгарувчисннинг белгиланишини х га алмаштириб, 

p(x)dx=F(&)-F(a)
а

ни ^осил киламиз. Агар]

F(b) — F (а) = F(x)
а

белгилаш киритилса, охирги формулани бундай кайта ёзиш мумкин»
ь ь
f (x)dx — F (х) \ = F(b) — F (а).

а а
b

F(x)\ белги куш урнига куйиш белгиси дейилади.
а

Шундай килиб, аник интегрални бевосита интеграл йигинди ли
мити сифатида эмас, балки Ньютон — Лейбниц формуласи буйича 
хисоблаш мумкин. Бунинг учун аввал интеграл остидаги функцияьинг 
бошлангич функциясини топиш керак, кейин эса интеграллаш интер- 
валида унинг орттирмасини хисоблаш керак.

1-мисол. Интегрални хисоблаш:
Л 
j cosxdx. 
о
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я я
Ечиш. С cos xdx = sinх I = sinn— sin 0 = 0.

о о
2-мисол. Интегрални хисобланг:

f
J l+*a 
о

1 t
Ечиш. —— =arctgx = апJ 1 + X2 Io

о
3-мисо  л. Интегрални хисобланг:

Ув"
Г xdx
ДПТ* 
/3

/8
xdx 1

Г 8

Ечиш. 1 ____
У1 + х2 

КЗ

= К9 —/4" = 1-
17-§.  Аник интегралда узгарувчини алмаштириш

f/(x)dx
а

Уз

интеграл берилган булсин, бунда Дх) [а, &] кесмада узлуксиз функ
ция. х = ф (/) деб олиб, узгарувчини алмаштирамиз, бунда ср(/) 
функция [а, р] кесмада узлуксиз, <р' (/) хосила хам бу кесмада уз
луксиз булсин. Фараз килайлик, х=<р(/) функция а за р пи мосра- 
вишда а ва b га утказади, яъни

ф (а) = а, ф (Р) = Ь.

Бу шартлар бажарилганда

J/(x)dx = 7(ф (О)ф'(0 dt (17.1)
а а

формула уринли булади.
^ацицатан ^ам, агар F(х) функция f (х) нинг бошлангич функ- 

чияси булса, у ^олда Г(ф(0) функция / (<р (/)) ф' (/) функция учун 
бошлангич функция булади (бу 5-§ да исботланган эди). (17.1) фор- 
муланинг унг ва чап кисмларига Ныотон — Лейбниц формуласини 
ЧУлланмиз:

Jf(x)dx = F(x)|=F(fr)-F(a);
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J f (<P (0) ф' V) dt = F (Ф (/)) | = f (Ф (P)) - F (Ф (a)) = F(b)-F (a), 
a a

Хосил булган ифодаларнинг унг кисмлари узаро тенг, демак, 
чап томонлари хам тенг.

Аник интегрални (17.1) формула буйича хисоблашда янги узга- 
рувчидан эски узгарувчига кайтиш керак эмас, балки янги узгарув
чининг чегараларини кейинги бошлангич функцияга куйиш керак.

1-мисол. Интегрални хисобланг:
8 
С х dx

з Г*+1

Ечиш. х + 1 = I2 формула буйича узгарувчини алмаштирамиз, 
бундай:

x — t2 — 1 ва dx = 21 dt.

Интеграллашнинг янги чегараларини аниклаймиз:
х = 3 булганда t — 2,
х = 8 булганда / = 3.

xdx

2- м и с о л. Интегрални хисобланг:
1 
fKl — х2 dx.

Ечиш. х = sin t деб алмаштирсак,

dx = cos t di, 1 — x2 — cos21

булади. Янги интеграллаш чегараларини аниклаймиз:

х = 0 булганда t = 0,
я
7х — 1 булганда t =
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18-§.  Аниц интегрални булаклаб интеграллаш

Фараз цилайлик, и(х) ва и(х) функциялар [а; Ь] кесмада диф- 
ференциалланувчи функциялар булсин. Уларнинг купайтмасини туза- 
миз ва хосиласини хисоблаймиз.

(uv)' = u’v 4- v’u,

тенгликнинг иккала ^исмини а дан b гача интеграллаймиз:

(18.1)*

udx = du, v'dx = dv

булгани учун (18.1) тенгликни бундай ёзиш мумкин:
,ь Ь ь

uv jo = [ vdu + J udv.
а а

Бундан
ь ь ь
j udv = ио| — \vd и. 

а а а
(18.2)

Бу формула аниц интегрални булаклаб интеграллаш формуласи 
дейилади.

1-мисол. Интегрални ^исобланг:
1 
j хё~х dx.

о

Ечиш. и—х, dv=e~x—dx деб олайлик. Бундан du=dx, v — 
— f e~xdx = — f e~xd(—x) == — e~x-
(18.2) формула буйича куйидагига эга буламиз:

е

2-мисол. Интегрални ^исобланг:
1
С arctgxdx.

о
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Ечиш.

и = arc tg х, 
dv = dx.

v = x

= arctgl------  In |1 + x2| I' — —-----— In 2.
2 Io 4 2

Уз-узини текшириш учун саволлар

1. Аниц интегралнинг юкори узгарувчи чегараси буйича хссиласи нимага тенг? 
Тегишли теоремани исботланг.

2. Ньютон — Лейбниц формуласини ёзинг ва исботланг. Мисоллар келтиринг.
3. Аниц интегралда булаклаб иитеграллаш усули нимадан иборат? Мисоллар 

келтиринг.
4. Ани?; интегралда узгарувчипи алмаштириш усули нимадан иборат? Мисоллар 

келтиринг.
5. 2231 —2268, 2275 — 2295-масалаларни ечинг.

1^ §. Аник интегралларни такрибий ^исоблаш]

Хар кандай узлуксиз функция учун хам унинг бошлангич функ
цияси чекли элементар функциядан иборат булавермайди. Бу каби 
аниц интегралларни Ньютон — Лейбниц формуласидан фойдаланиб 
хисоблаб булмайди. Бундай холларда такрибий кисоблаш усуллари- 
дан фойдаланилади. Аник интегралнинг интеграл йигиндининг лими
та сифатидаги таърифидан ва аник интегралнинг геометрик маъноси- 
дан келиб чикиб бир нечта усулни баён киламиз.

1. TyFpH туртбурчаклар формуласи. Фараз килайлик, у = f (х) 
функция [а; кесмада узлуксиз булсин. Ушбу

ь

аник интегрални кисоблаш талаб цилинади. [а; Ь] кесмани

Ц == Xq, Х2, Х2, . . . , X-t . . . , хп — b 

нукталар билан п та тенг кисмга буламиз.
Хар бир булакнинг узунлиги

ДЪ — аX =-----п
булиши аник.

/(х) функциянинг х0, xlt х2, х., хп нукталардаги
Кийматини

Уо’ У1> Vi' • • • » Ур • • • > Уп
билан белгилаймиз ва куйидагини косил киламиз:
Уо = f yi=fM’ У2=Кх^)........... У{ = f(xj), ... , yn=f(xn).
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^уйидаги йиншдини тузамиз:
л—1

//оДх+у1Лх + г/2Дх+ ... + %Ax-J- • • • +yn_l^x='^yi-Sx,
i=Q

п

yi А X + у2 л X + ... + z/t- А X + ... + z/„ Л х = V i/t- А х. 
i=i

5у йигиндилардан хар бири [а; Ь] кесмада /(х) функциянинг инте
грал йигиндиси булиши равшан ва шунинг учун та^рибан интеграл
ни ифодалайди:

| f(x)dxx^^-(y0 + y1 + ...+//(+... +</„_!) =

а

09.1)
1=0

&

i / (х) dx яг -—— (У1 + y2-i- ... + У[ + + У,) =
п

а

= — ' <19-2)П
1=1

Биз аниц интегрални такрибий хисоблашнинг тугри туртбурчак 
формуласини ^осил ^илдик.

Агар /(х)>0 ва f (х) усувчи булса, у холда (19.1) формула 
«ички» тугри туртбурчаклардан тузилган погонали фигуранинг юзи
ни ифодалайди, (19.2) формула эса «таш^и» тугри туртбурчаклардан 
тузилган погонали фигуранинг юзини ифодалайди (148-шакл).

Тутри туртбурчаклар формуласи буйича интегрални такрибий хи- 
соблашда йул цуйиладиган хато булишлар сони п канча катта бул- 

А Ь --  Л -Мса, шунча кам булади, яъни А х = ------— булиниш кадами канча ки

чик булса, шунча кам бу- 
Ллади. Тугри туртбурчаклар 

формуласининг абсолют ха- 
тоси (исботлаш мумкин)

М, • 1*=^ (19.3)
4 п

дан катта эмас, бу ерда Мг 
7 (х)! нинг [а, 6] кесмадаги 
энг катта циймати.

2. Трапециялар форму
йся. [а> ft] кесмани булиш- 
ни аввалгидек цолдира-

о й=Хо X’ Хг Х;ч Xi Хп-«

148- шакл.
21—2478

•- 3?!



У А

миз, лекин Дх хусусий интервал™ мос келувчи y = f(x) чизицнинг 
хар бир ёйини бу ёйнинг четки нукталарини туташтирувчи ватар би
лан алмаштирамиз. Бу берилган эгри чизикли трапециянинг п та 
тугри чизикли трапециялар юзларининг йигиндиси билан алмашти- 
рилганини билдиради (149-шакл).

Бундай фигуранинг юзи эгри чизикли трапециянинг юзини тутри 
туртбурчаклардап тузилган погонали фигуранинг юзига Караганда 
анча аник ифодалаши геометрик жихатдап равшандир.

Хусусий интервалда ясалган хар бир трапециянинг юзи шу ин- 
тервалда ясалган тегишли тугри туртбурчакларнинг юзлари йигинди- 
сининг ярмига тенг булгани учун бу юзларни кушиб,

ь
f f(x)dx «iZi+ У1 + Уг 4- . . . + yi +. • -+

+ (19.4)
ни хосил киламиз. Бу трапециялар формуласидир.

п сони капча катта булса ва Д х = -Ь ~ - булиниш цадами цан- 
п

чалик кичик булса, (19.4) формуланинг унг кисмида ёзилган йигинди 
интегралнинг кийматини шунча катта аниклик билан беради.

Тугри туртбурчаклар формуласи ^олидаги каби трапециялар фор- 
муласининг абсолют хатоси

М2 (Ь~а)- (19.5)

дан катта эмаслигини исботлаш мумкин, бунда М2 \f (х)| нинг [а, Ь] 
кесмадаги энг катта циймати.

3. Симпсон формуласи. Бу формула 1 ва 2-бандда курилган, 
формулаларга Караганда янада аниц натижаларга олиб келади. [а, Ь]
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кесмани п = 2 т та жуфт 
микдордаги тенг т^исмларга 
буламиз. Учта нуцта ола
миз: (х0; f/0), (xjj ух), (х2; у2) 
ва бу ну^талар ортали па
рабола утказамиз:

у — Лх2 + Вх + С, 
бу парабола билан у = f (х) 
функциянинг [х0, х2] кесма- 
даги графигини алмаштира
миз. Худди шунга ухшаш 
y — f(x) функциянинг гра- 
фиги |х2, х4], (х4, х6] ва 
бошка кесмаларда узгарти- 
рилади. Шундай цилиб бе
рилган у = f(x) эгри чизиц 
билан чегараланган эгри чи- 
зикли трапециянинг юзини 
бу кесмаларда параболалар 
билан чегараланган эгри чи
зикли трапециялар юзлари- 
нинг йигиндиси билан ал
маштирамиз (150-шакл). '

Бундай эгри чизицли 
трапециялар параболик тра
пециялар дейилади.

1

Парабола тенгламасининг А, В, С коэффициентлари параболанинг 
берилган учтя нуктадан утиши шартидан аншутанади. Х,исоблашлар- 
пинг кулай булиши учун координаталар бошини укларнинг йунали- 
шини узгартирмасдан [х0, х2] кесманинг уртасига жойлаштирамиз 
(151- шакл).

А, В, С коэффициентларни параболанинг
( Уо)' (®> У1)> (^> У 2) 

нукталаридап утиши шартидан топамиз, бу ерда
, . Ь— а b — а
П = Д X =--------  =-------- ,

п 2 т

у0 = Ah2 — Bh + С,
У1 = с,

Уг = Ah2 + Bh +С.

Бу тенгламалар системасини ечиб, аниклаймиз:

Л = i ~ 2//1 + С==У1’ В = ^2~у^'

Энди параболик трапециянинг S юзини аниц интеграл ёрдамида 
аниклаймиз:
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^- + Cx)| =|(2Aft24-6C).

А ва С нинг топилган кийматларини урнига куйиб, куйидагини 
хосил киламиз:

~ J (Уо + 4У1 + У^

Худди щунга ухшаш цуйидагиларпи топиш мумкин:

52 = -^ (Уг + 4*/3 + Уа\

■$з = ~ + 4ys + Уб)>

$2т — (Узт—2 4“ ^У‘‘т—1 4“ У 2т)-

Параболик трапецияларнинг юзларини цушиб, изланаётган инте
гралнинг тацрибий ^ийматини берувчи ифодани хосил циламиз:

,, А
I f (х) dx « - (у0 + */2яг + 4 (*/! + Уз + • • • + Угт-1) + 

+2 (У2 + У4 + ■ • • + У 2т—2))*

бунда
/г = Ах

Шундай килиб, интегрални такрибий хисоблашнинг Симпсон фор- 
муласи (параболик трапециялар формуласи) бундай куринишни олади

ь

а

(Уо + У 2т + 4 (.Ух + у3 + . . . + У2/п-1) +

+ 2 (у2 + У4 + • • • + У2т—2))- (19.6)
Агар / (х) функция [а; 6] кесмада туртинчи тартибли узлуксиз хо- 

силага эга булса, у холда Симпсон формуласипинг абсолют хатоси
(Ь — ау

2880л*
(19.7)

дан катта булмайди, бу ерда М4 |/ (х) | нинг [а, fe] кесмадаги
энг катта циймати.

и* катталик п2 га цара ганда тезроц ^сгани учун (19.6) Симпсон 
формуласининг хатолиги п ортиши билан (19.5) трапециялар фор
муласи хатоликларига Караганда анча тез камаяди. Симпсон фор
муласининг трапециялар формуласига цараганда каттароц аниклик 
билан олишга имкон бериши шу билан тушунтирилади.
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Мисол. Ушбу

'=.[ dx
1 + х

интегралнинг тацрибий кийматини тугри туртбурчаклар, трапециялар 
ва Симпсон формулалари буйича топинг.

Ечиш. Аввал берилган интегралнинг аник кийматини Ньютон— 
Лейбниц формуласи буйича хисоблаймиз:

1 , 
C_J^=In|l+x| = 1п2«0,69315.
J 1 + х ■ О
0 Z

[0,1] кесмани
х0 = 0, Xi = 0,1, х2 = 0,2, . . ., х10 = 1

нукталар билан унта тенг кисмга буламиз. Бу нукталарда /(х) = -—
1 + X 

функциянинг цийматини хисоблаймиз. 1\уйидаги жадвални тузамиз:

а) Тугри туртбурчаклар формуласи буйича.

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Xi 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

У1 1,0000 0,9091 0,8333 0,7692 0,7143 0,6667 0,6250 0,5882 0,5556 0,5263[0,5000

т? = 10, Ах = ~ " =0,1.
10

(19.1) формула буйича ортиги билан хосил киламиз:
I «0,1 (1,0000 + 0,9091 + . . . + 0,5263) = 0,71877.

(19.2) формула буйича ками билан хосил циламиз:
/ «0,1 (0,9091 + 0,8333 + . . . + 0,5000) = 0,66877.

Хосил килинган натижанинг хатосини (19.3) формула буйича бахо- 
лаймиз: 

булгани учун

Г W =

Mi (Ь — а)1 2

1
(«+*)*

булади. [0, 1] кесмада | /' (х) | < 1 га эга буламиз, шунинг учун 
Afi = 1. Демак, ^осил килинган натижанинг хатоси

4п
1

4-10
= 0,025

катталикдан ортмайди. Абсолют хато, яъни 0,69315 аник; натижа 
билан 0,66877 такрибий натижа орасидаги айирманинг абсолют кат- 
талиги 0,02435 га тенг. У 0,025 дан кичик. Бу олинган хатолик 
ба.\осига мос келади.
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б) Трапециялар формуласи буйича. п = 10 булганда
(19.4) формула буйича

01 /1,0000 + 0,5000 + 0 9091 + о.бгбз') = 0,69377 

ни хосил киламиз. Хосил килинган натижанинг хатосини (19.5) фор
мула буйича бахолаймиз. f' (х) =------—- булгани учун f" (х) —

(1 4-х)2
=------- булади. [0; 1] кесмада | [" (х) | <2 га эга буламиз, демак

0+х)3
М2 = 2. Шунинг учун олинган натижанинг хатоси

М2 (Ь—а)3
12л2

2
12-ЮО

-1— < 0,002
600

катталикдан ортик булмайди.
Интегралнинг 0,69315 аник циймати билан 0,69377 такрибий кий

мати орасидаги абсолют хато 0,00062 га тенг. Бу хатоликнинг олин
ган ба.хосига мос келади.

в) Симпсон формуласи буйича. п — 2т = 10 булганда
Дх = Ь— а- = —, (19.6) формула га кура куйидагини ^осил ци-

3-л  30
ламиз:

/ « “ (1,0000 + 0,5000 + 4 (0,9091 + 0,7692+0,6667+0,5882+ 
+ 0,5263) + 2 (0,8333 + 0,7143 + 0,6250 + 0,5556)) = 0,693146.

Хосил килинган натижанинг хатосини (19.7) формула буйича ба- 
холаймиз. f" (х) = —булгани учун (х) = — —ва/iv(x) = 

(Н-х)3 (14-х)4
= -JkL булади. [0; 1] кесмада |/iv(x)|^24 га эга буламиз, демак 

(14-х)5
Л14 = 24.

Шунинг учун хосил килинган натижанинг хатоси 
Л14 (Ь — а)3

2880-1О4
----- —------ « 0,000008
2880-10000

катталикдан ортмайди. Аник 0,69315 ва такрибий 0,693146 натижа- 
лар орасидаги абсолют хато 0,000004 га тенг. Бу олинган хатолик 
бахосидан кичикдир.

Учала натижани аник; циймат билан таккослаб, Симпсон форму
ласи трапециялар формуласидан ва айницса, тугри туртбурчаклар 
формуласидан анча аник экан деган хулосага келамиз.

Уз-у зини текшириш учун саволлар
1. Аник интегрални такрибий хисоблаш учун тугри туртбурчаклар формуласини 

ёзинг. Мисол келтиринг.
2. Аниц интегрални такрибий хисоблаш учун трапециялар формуласини ёзинг. 

Мисол келтиринг.
3. Аник интегрални такрибий хисоблаш учун Симпсон формуласини ёзинг. Ми

сол келтиринг. •
4. 2347, 2348, 2350, 2351-масалаларни ечинг.
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20-§. Аник интегралнинг геометрияга татбици

1. Ясси фигуралар юзларини ^исоблаш.
а)Фигуралар юзларини Декарт координат а л ар 

системасида ^исоблаш. 12-§ дан маълумки, агар [а; &] кес
мада функция f (х) > 0 булса, у холда у = f (х) эгри чизиц, Ох уки 
ва х = а ^амда х — Ь тугри чизиклар билан чегараланган эгри чи
зикли трапециянинг юзи

S = \[ (х) dx
а

га тенг булади. Агар [о; 6] кесмада / (х) < 0 булса, у холда аник 
ь ■

интеграл f / (х) dx с О булади (12-§, 3-хосса). tS 
а

Абсолют катталигига кура у тегишли трапециянинг юзига тенг:
1 6

3 = |' f (х) dx .
I а

Агар / (х) функция [а, &] кесмада уз шпорасипи чекли сои мар
та алмаштирса, у холда бутун кесма буйича олинган интегрални ху
сусий кесмалар буйича олинган интеграллар йигиндисига буламиз. 
/ (х)>0 булган кесмаларда интеграл мусбат »булади (152-шакл). 
f (х) < 0 булган кесмаларда интеграл манфий булади (153-шакл). 
Бутун кесма буйича олинган интеграл Ох укидан юкорида ва куйи- 
да ётувчи юзларнинг тегишли алгебраик йигиндисини беради (154- 
шакл). Юзларнинг йигиндисини хосил к»лиш учун курсатилган кес
малар буйича олинган интегралларнииг абсолют катталиклари йигин
дисини топиш ёки

S = f|/(x)| dx
а

интегрални кисоблашни курайлик.
Агар уt = Д (х) за у2 = /2 (•*) эгри чизиклар зуамда х = а ва х=Ь 

тутри чизиклар билан чегараланган фигуранинг юзини хнеоблаш ке
рак булса (155-шакл), у холда
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/1 W > f2 W
шарт бажарилган фигуранинг юзи куйидагига тенг:

S = f А (X) dx - / А (X) dx ~ | (f , (X) - f2 (X)) dx.
а а а

Х“ у%
1-мисол. — + -77 = 1 эллипс билан чегараланган фигуранинг 

юзини \исобланг.
Ечиш. Эллипснинг координата 

укларига нисбатан симметриясидан 
фойдаланиб изланаётган фигуранинг 
юзи

156- шакл.

-а\. 0
ГТ

/а S =4SX
эканини топамиз (156- шакл), шунинг 
учун

S = 4 f ydx,
b

бунда «/ = — V аг—х- эллипснинг I чоракдаги тенгламаси. Шундай 
а _

цилиб,

S = ~ j' к а
о

x = asint деб олиб, dx = acos tdt ни \осил киламиз. хузгарувчи 
х — 0 ва х = а кийматлар орасида узгаргани учун t узгарувчи О 

л ва -
2

i2 — х2 dx.

кийматлар орасида узгаради. Демак,
п л

2 2

S = — f Уа* —a*sin2/• acos/d/ = 4ab costtdi = 
а о о

Л
— я
2 • т2ab J (1 + cos2/) dt = 2ab 2 = 2ab- ^ = лаЬ.

n о
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157- шакл.

Шундай цилиб, эллипс билан чегараланган фигуранинг юзи
S = nab (кв. бирл.)

га тенг. Хусусан, агар а = Ь булса, доиранинг юзини хосил кила
миз:

S = ла2 (кв.бирл.).

2-ми со л. у = cosx, у = 0 чизиклар билан чегараланган фигу-
ранинг юзини хисобланг, бунда х£[0, 2 л]. 

Ечиш. л;С|о,

да cosx <О булгани учун (157-шакл)

ва 2л| да cosx > О хамда

_л

2 я 2

5 = j 1 cos х | dx = f cosxdx + 
о d

3 л

2

j cc&xdx
л

2 л

+cosxdx =
v Зл

2 2

л
I 2— sinx 4-1 sinx|
'o

3 л

2

+ sinx
П
2

= sin — — sinO 4-
2

2 Л

3 л

2

4-1 sin — sin — | 4- sin 2 л — sin — = 1-04-1—1 — 11 4-
2 2 I 2 1

4-0 —(—1) = 4 
булади. Демак, S = 4 (кв. бирл.).

3-м и co л. у = хг 4- 1 ва у — 3 — х чизиклар билан чегаралан
ган фигуранинг юзини хисобланг.

Ечиш. Фигурани ясаш учун аввал ушбу

У =х2 4- 1,
У = 3—х
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158- шакл. 159- шакл.

системани ечиб, чизи^ларнинг кесишиш пуцталарини топамиз (158- 
шакл). Бундан х2Н~х— 2=0 ни хосил киламиз. Тенгламани ечиб, 
хг = —2, х2 = 1 илдизларни топамиз. Мос холда ух =5, у2 = 2. 
Демак, берилган чизиклар: А (—2; 5), В П; 2) нукталарда кесиша- 
ди. Демак,

1 1 1
S = f (3 — х) dx — f (х2 + 1) dx = j* (2 — х — х2) dx =

_ 2 —2 —2

Iх~

—2

(_4~|+‘з)=1 <квбиРл-)-

Агар эгри чизикли трапециянинг юзи 

параметрик шаклда берилган чизик билан чегараланган булса (бун
да Zg[a, р] ва ф (а) = а, ф (Р) =6), у холда бу тенгламалар [а, Ь] 
кесмадаги бирор у = f (х) функцияни апиклайди (159-шакл). Бино- 
барип, эгри чизикли трапециянинг юзи

S = f ydx
а

формула буйича ^исобланиши мумкин. Бу интегралда узгарувчини 
алмаштирамиз:

х = ф (0, dx — ср' (t) dt,
г/ = / (х) = / (ф W) = Ф(0.
а = Ф (а), Ь = ф (Р).

Шундай килиб куйидагини косил киламиз:



У

160- шакл.

Бу формула чизиц параметрик 
тенгламалар билан берилганда 
эгри чизицли трапециянинг 
юзини хисоблаш формуласи- 
дир- -4-мисол. Ох уц ва
х — a (t — sint), 
у = а (1 — cos/), /€(0,2л] 

циклоиданинг бир аркаси би
лан чегараланган фигуранинг 
юзини хисобланг.

Ечиш. Шу фигурани ясаймиз (160-шакл). Изланаётган фигура- 
2 ла

нинг S юзи f ydx га тенг. Бу интегралда узгарувчини алмаштира- 
о

миз, бунда

х = a(t — sin /), dx = а (1 — cos/) dt,
у — a (1 — cos/)

деб оламиз. Циклоиданинг тенгламаларидан, х узгарувчининг 0 дан 
2 ла гача узгариши / параметрнинг 0 дан 2 л гача узгаришига мос 
келиши келиб чикади. Шундай килиб, цуйидагиларни топамиз:

2 па [2 л 2[Л
S = f ydx = [ а2 (1 —cos/)2 d/ = а2 j’ (1 — 2 cos/ + cos2/) dt = 

b L oi b

= a2 j (1 —2cos/+ -1 +^cos2f^ — a2 ^2 — 2 cos/ + у cos2tj dt —

о о
! О ’ ] \ ] 2 Я О

= a2 — t — 2sin/H— sin2/| = a2-— -2 л = 3 л a2.] \2 4 Ло 2

Демак, изланаётган фигуранинг юзи S = 3ла2 (кв.бирл.).
б) Фигуралар юзларини цутб координаталарда 

хисоблаш. АВ эгри чизиц цутб координата ларида (.г = р cos ср, 
У = р sin <р)

Р = Р (ф)

формула билан берилган булсин, бунда р (ф) функция [а, р] кес
ма да узлуксиз.

Р =Р (ф) тенглама билан берилган эгри чизиц ва цутб уцлари 
била н а хамда р бурчак хосил цилувчи икки ф = а, ф = р нур би- 
лаи чегараланган фигурани эгри чизикли сектор деб атаймиз. Бу 
секторнинг юзини аниклаймиз. Бунинг учун фигурани ф = а, ф=ф1, 
Ф = ф2, . . ., ф = ф(-, . . ф>== р нурлар билан п та ихтиёрий цисм-
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161- шакл.

ларга буламиз (161-шакл). Утка
зилган нурлар орасидаги бурчак- 
ларни Дфр Д<р2, , . Дфп лар би
лан белгилаймиз.

Фараз килайлик, S — бутун эгри 
чизикли секторнипг юзи, AS, эса 
Ф = Ф/_1, <р = ф/ нурлар билан че
гараланган кичик эгри чизикли сек- 
торнинг юзи булсин. У холда

S = 2 Д S/- 
1=1

Д S, юзни хисоблаймиз. Бунинг учун хар бир кичик секторнинг 
ичида ф = ф; нур (ф(-_( < ф4- с ф£) утказамиз. Нурнинг эгри чизик 
билан кесишгап нуктасини М£ билан белгилаймиз. У колда О.И. — 
= р (4>i)=Pi- ХаР бир кичик А£-1ОА£ эгри чизикли секторни р£ = 
= Р (ф£) радиус билан чизилган ташки доиравий секгорга алмаш
тирамиз.

Хар бир шундай доиравий секторнинг юзи

-1р?Дф(.=1р2 (ф(.) Дф;

га тенг ва кичик эгри чизикли сектор юзининг такрибий ки^матини 
беради:

Д S£« j р2 (ф£) Д ф,-_

У колда хамма эгри чизикли секторнинг S юзи такрибан

^\^Р2(<Р() Д<Р<

i=i

га тенг булади. 5 'юзнинг аник киймати бу йигиндининг Дф-—>-0 
булгандаги лимитига тенг булади. Аммо бу йигинди [а, р] кесмада 
р2 (ф) функция учун интеграл йигинди булади, шунинг учун унинг 
тахДф,->0 булгандаги лимити аник интегралдир:

Демак, эгри чизикли секторнинг S юзи хам шу аник шпегралга 
тенг:

₽
s = у | PW

а
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5-мисо  л. р = а (1 + cos ф), 
а >. О кардиоида билан чегаралан- 
ган фигуранинг юзини хисобланг:

Ечиш. Шу чизиц билан чега- 
раланган фигурани ясаймиз (162- 
шакл). Чизмадаги эгри чизик;нинг 
симметриклигидан изланаётган фигу
ранинг S юзи 

а

га тенглиги келиб чикади, бунда <р узгарувчи а = 0 кийматдан 0 —л 
кнйматгача узгаради.

Юзни хисоблаймиз:

S = С а2 (1 + cos<р)2 dtp — a2 f (1 + 2cos<p + cos2<p) dtp = 
b b

= а2 I ( 1 + 2cos Ф + — + cos 2 <p j d <p =
6

a2 + 2cos q> + 
b

Демак, изланаётган фигуранинг юзи куйидагига тенг:

S = у л а2 (кв.бирл.).

2. Аня^ интегралнинг жисмлар ^ажмини хисоблашга татбики.
а) Жисмиинг ^ажмини кундаланг кесимнинггози 

б у й ича хисобла ш.
V хажми хисоблаб топилиши керак булган бирор жисмни караб 

чикамиз. Бу жисмиинг Ох укига перпендикуляр текислик билан ке- 
симининг юзи маълум булсин. Бу юз кесувчи текисликнинг вазия- 
тига боглик булади, албатта, яъни х нинг функнияси булади: 
5 = S (х). Фараз килайлик, S (х) узлуксиз функция булсин. Берил
ган жисмнипг ^ажмини хисоблаш учун бундай иш киламиз. [о, Ь] 
кесмани 

нукталар билан ихтиёрий булакка буламиз ва бу нукталар оркали 
Ох уцига перпендикуляр текисликлар утказамиз (163-шакл). Бу те- 
кисликлар жисмни п та патлам га ажратади, уларнинг хажмларини

дур ду2,..„ ДУ,-, .... дул

билан белгилаймиз. У холда V =^Д]Л булиши равшан, х(-_, ва xt- абс- 
i=i
ззз



163- шакл.

циссали кесимлар ^осил цилган катламлардан бирини цараб чикамиз. 
Унинг Д1А ^ажми балапдлиги bxi = xi—х(_р асоси бирор Е(- абс- 
циссали жисмнинг кесими билан мос тушадиган тугри цилиндрнинг 
хажмига такрибан тенг, бунда x(._j < < xt- ва шунинг учун хам
S (?,) юзга эга булади.

Бундай цилиндрнинг хажми S (t;)-Axt- га тенг. Шундай килиб, 
AVt «S(^) ДхР Шунинг учун бутун жисмнинг хажми учун цуйи- 
даги тацрибий тенгликни ^осил ^иламиз:

V5(y Axt-.
1=1

Жнем ^ажмининг аник, киймати Ах^О булганда шу (йигиндининг 
лимитига тенг булади. Лекин бу йигинди [а, Ь] кесмада S (х) функ
ция учун интеграл йигинди булади, шунинг учун тахАх^О бул
ганда унинг лимити

f S (х) dx
а

аниц интеграл булади. Бинобарин, жисмнинг V ^ажми хам сон жи- 
^атдан шу ани^ ингегралга тенг булади:

V = f S (х) dx.
а

6-ми СОЛ. Ушбу

—+— = 1
а2 о2 с2

эллипсоид билан чегараланган жисмнинг ^ажмини хисобланг.
Ечиш. Эллипсоиднинг Ох у^ига перпендикуляр ва Оуг коорди- 

наталар текислигидан х бирлик масофада ётувчи текислик билан ,ке- 
симида
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ярим УЦЛИ
______ у2 __ , _______2» ___

ь

эллипс хосил булади. Лекип Гбундай эллипснинг юзи S = nft1c1 
булади, бу 20-§ даги 1-мисолдан келиб чицади. Шунинг учун

S(x) = л6-с( 1 —

Эллипснинг хажми цуйидагига тенг булади:

= л 6с- (а---- 1 + а — = л 6с •а

4
Шундай к.илиб, V = — л abc (куб. бирл.). Хусусан, агар а = 6 = с 

булса, шарнинг х;ажмини хосил киламиз: И= у ла® (куб. бирл.).

б) Айланиш жисмларининг хажмини хисоблаш. 
Агар каралаётгап жисм у = f (х) чизик билан чегараланган эгри чи
зикли трапециянинг Ох уц атрофида айланишидан хосил булса, Ох 
укига перпендикуляр х абсциссали кесим донрадан иборат булиб, 
унинг радиуси у=/(х) ординатага мос келади (164-шакл).

Бу холда S (х) = л у2 еки S (х) = л (/ (х))2 ва Ох уки атрофида 
айланаётган жисмнипг хажми формуласига келамиз:

V = л ( y2dx ёки V = л [ (/ (х))3 dx.
а а

Оу уки атрофида айланаётган жисмвинг хажми формуласи хам 
худди шунга ухшаш хосил килиниши мумкин (165-шакл):

165- шакл.
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d
V = л j' x2dy еки 

с

v =пЦ (ч> (У)У dy, 
С

бунда x — q> (у) айланитн жисмини 
хосил цилувчи чизицнинг тенгла
маси, с < у d.

*2 и2
1-м  ИС о л.---- И—= 1 ЭЛЛИПС-

а2 ft2
ни Ох уки ва Оу уци атрофида ай- 
лантириш билан хосил ^илин- 
ган жисмларнинг ^ажмларини хи- 
собланг.

Ечиш. Эллипснинг тенгламасидан цуйидагилар келиб чикади 
(166- шакл):

У2 = £ (а2 - х2) ва х2 = ~(Ь^- у*).

Ь2
а2

Жисмиинг симметриясига кура цуйидагини ёзиш мумкин: 

I/ = 2Vt = 2 л f y2dx = 2л-^ f (а1

2 Я Ь' (а3 — -у) = л аЬг (куббирл.).
а2

Эллипсни Оу уци атрофида айлантириш билан ^осил цилинган 
жисмиинг хажмини шунга ухшаш хисоблаш мумкин:

V = 2V\ = 2 л [x2dy = 2 л £ J (й® —у®) dy =

о о

= 2 « - 7) 1а = “ т) = Т1 а2Ь (КУб бИРЛ )>

21-§. Ясси эгри чизи^ кесмаси узунлигини аниц хисоблаш

АВ ясси эгри чизи^ берилган булсин. Уни
А = No, /V,, N2, . . ., N^, Л;.......... Nn = B

нукталар билан ихтиёрий п булакка буламиз. К$шни булиниш нуц- 
талариии кесмалар билан туташтириб АВ ёйга ички чизилган синик 
чизи^ни ^осил киламиз. Бу синиц чизиц ЛУ,, NXN2, . . .,
. . ., ^n-i^ бугинлардан иборат булади, биз бу бугинларни Д/,, 
Д/2, .. ., Д/р . ., Д/л билан белгилаймиз.

У цолда синик чизицпинг периметри цуйидагига тенг булади:
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4
1=1

Эгри чизиц бутинлари 
I сони п нинг ортиши ва бу 

бугинлари узунлиги A lt нинг 
камайиши билан бу пери- 
метрнииг лимита АВ эгри 
чизицнинг узунлйгига яцин- 
лашиши равшан. Шунинг 
учун цуйидагича таъриф бе-
рамиз.

Таъриф. АВ эгри чизицнинг I узунлиги деб АВ эгри чизикка 
ички чизилган синиц чизиц периметрининг синиц чизиц бугинлари 
сони чексиз ортганда ва энг катта бугиннинг узунлиги нолга ин- 
тилгандаги лимитига айтилади:

I = lim V Д/р (21.1)
max Д ->О j-—о

Бунда (21.1) лимит мавжуд ва у ички чизилган синик чизицнинг 
танланишига боглиц эмас деб, фараз килинади.

(21.1) лимитга эга булган эгри чизицлар тугриланувчи эгри чи- 
т зиклар дейилади.

АВ эгри чизиц у = f (х) тенглама билан берилган булсин, бу 
ерда х£[а, Ь\. Агар [ (х) функция /' (х) функция билан бирга [а, Ь] 
кесмада узлуксиз булса, у холда АВ эгри чизикнинг / узунлиги 
куйидаги формула билан ифодаланишини исботлаймиз:

(21.2)

АВ эгри чизикнинг
А = Ао, A,, N2, . . ., А,-_р Ар . . Ап = В

булиниш нуцталари мос равищда

а = х0, хр х2, . . ., х£_р Хр . . хл — 6

абсциссаларга эга булсин (167-шакл), бунда
х0 < х, < х2 < . . . < xz_! < х,- < . . . < х„.

Текисликдаги А(-_, (х(-_(; £/,_,) ва А,- (х{-; у,-) нукталар орасидаги 
масофа формуласига кура синиц чизицнинг /-бутини узунлиги цуйи- 
дагига тенг:

Д /г =
бу ерда

У1 = / (*£)> «/,•_! = / (*t_l)-
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Ушбу
\ - *i_i = А У; - = A yt

белгилашни киритамиз ва шулар асосида цайта ёзамиз:
Д/г= Г(Дх^ + (Д^.)’-

ёки

4,<= |/,+ВР*.-

Лагранжнинг [х(._р х;] кесмага цулланган чекли орттирмалар ха- 
кидаги теоремасига кура цуйидагига эга буламиз:

4^=г бУнда х<-1 < it < х«-

Шунинг учун А/, бугиннинг узунлигини куйидагича ёзиш мум
кин:

д/(.=/1 +о№-Дх(..
Шундай килиб, синн^ чизшушнг периметри куйидагича булади:

Z„ = SA/(=iVl+(/'(MPAx(.. (21.3)
Г=1 «=1

Бу йигинди [а, Ь] кесмада ]/1 + (f'(x))“ функция учун тузилган ин
теграл йигинди булади. /'(х) функциянинг узлуксизлигидан бу функ
ция шу кесмада узлуксиз булади, шунинг учун гпахДх(->0 да аник; 
интегралнинг мавжудлиги ^а^идаги теоремага кура (21.3) интеграл 
йигинди ушбу

J /1 +(/'«)-а'х
а

аник, интегралга тенг лимитга эга булади. Иккинчи томондан I эгри 
чизик,нинг узунлиги (21.3) сини^ чизик; 1п периметрининг max Д//-►О 
даги лимитига тенг. Бироц

д /г= /(д^лнд^р
булгани учун Д/,-^0 да Дх(—>-0

168- шакл.

булади. Шунинг учун цуйидагига 
эга буламиз:

1 = //1 + (f'W)2-^ =
а

= jVl -и/)2 dx. (21-4) 
а

1-мисол. Занжир чизик; ёйи 
узунлигини ^исобланг:

338



у — chx = - , х 6(0,1] (168-расм).

Е ч иш. Топамиз: у' = shx = f-r — е х

2

Демак, 1 + (у')2 = 1 + sh2x — 1 + —■——| —

= 1 + - {е-х—2+е“2х) = — (ех + е~х)2 = ch2x.
4 4

(21-4) формулага кура цуйидагига эга буламиз:
1 _________ 11 ____ 1

I = ( /1 + (у')2 dx= f Vch2x dx = f chxz/x = 
о bo

1
= shx | — sh 1 — shO = sh 1 « 1,17.

о
Шундай ^илиб, Z«l,17 (узунлик бирл.). AB эгри чизих ушбу 

параметрик тенглама билаи берилган булсин:
x = x(Z), y = j(Z), Z 6 [а. Pl-

Бунда x(Z) ва y(t) функциялар хамда уларнинг хосилалари узлук
сиз деб фараз хиламиз. (21.4) и-ггегралда х = х(/) деб узгарувчини 

* алмаштирамиз. Бунда у = у(/) булгапи учун параметрик куринишда 
берилган функцияни дифференциаллаш хоидзсига кура ушэуни то
памиз:

dx = x'(f)dt эканини эътибэрга олиб, (21.4) формулада узгарувчини 
алмаштирамиз:

b Р_____________
1 = f dx = J [ 1 +(т^У(0 dt =

a

= f K(x'(0)2 + (y'W)2 dt = f /x- + y2 -dt,
a a

бунда

a = x (a), b = x (p).
Шундай цилиб, параметрик формула билан берилган эгри чизих 

узунлигини хисоблаш формуласига эга буламиз:
Р _________

/= f}^x2 + r/2 dt. (21.5)
a

2-мисо л. Циклоида битта арки узунлигини хисобланг:
х = a (t — sinZ),
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У =а (1 — cos/),
бу ерда 0 < / < 2 л.

Ечиш. х = а (1 — cos/),
у = a sin / 

булгани учун

I хг + У2 — а2 (1 —cos/)2 + a2sin2/ =

= а — 2cos/ + cos2/ + sin2/ = aV 2 (1—cos/) = 2a sin |.

x узгарувчи 0 дан 2ла гача узгарганда / параметр 0 дан 2 л 
гача узгаради. Демак, эгри чизикнинг узунлиги цуйидагича булади:

2 я z____________ 2я 2 Я

I — \ %2 + У2 dt = 2asin ~ dt = — 4acos | =
оо о

= 4а + 4а — 8а (узунлик бирл.)
(20-§ даги 3-мисолга дойр чизма).

Энди цутб координатада р = р (ср), бунда <р£[а, 0] тенглама би
лан берилган эгри чизиц узунлиги учун ифода тузамиз. Бунда р (ср) 
ва р' (ср) [а, р] кесмада узлуксиз деб фараз циламиз. 1\утб коорди- 
натадан тугри бурчакли коордииатага утамиз. Параметр сифатида 
цутб бурчаги <р ни олиб, бу эгри чизикни параметрик куринишда бе
риш мумкин. Хаки^атаи хам, ^утб ва декарт координаталари ора- 
сида

x = pcos<p, у = р sin (р 
богланиш мавжуд булгани учун р = р (ср) эканини эътиборга олиб, 
куйидагини ^осил киламиз:

х = р ((f) cos ср, у = р (<р) sin ср.
хф = pz coscp— р sin ср, — р' sin <р + р cos <р

булгани учун (21.5) формуладан фойдаланиб, цуйидагини топамиз:

1 = j’V^)2 + (уф)2 dcp =
а

р______________________________________
= ( j/(p'coscp— р sin ср)2 -|-(p'sin ср + р cos ср)2 dip.

а

Соддалаштиргандан сунг

( = I т/ р24~ р'2 d ср. (21.6)
а

3-мисо л. р = а (1 -|- cos ср) кардиоиданинг узунлигини :\исоб- 
ланг:

Ечиш. Кардиоиданинг цутб координатасига нисбатан симметрии 
эканлиги 20- § нинг 4- мисолидаги чизмадан куриниб турибди. К,утб 
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бурчаги <р ни 0 дан л гача узгартириш билан биз (21.6) формула 
буйича цуйидагини хосил киламиз:

Л___________________________________________ ______

I = 2 [ |/а2 (1 -|- соэф)2 4-а2(1 + соэф)'2 dip = 
б

л л ____________
= 2а | j (1 4- сойф)2 + 51п2ф^ф — 2а I j 2 (14-созф)г/ф = 

о б
Л

= 4а i cos - d ф = 8а sin — 
J 2 2
о

я
= 8а (узунлик бирл.).

о

22-§. Эгри чизи^ ёйи узунлигининг дифференциали

Ей узунлиги учун (21.4) формуладз интеграллашпинг цуйи чега- 
раси а узгармасдап, интеграллаш юцори чегараси узгарсип. Уни х 
харфи билан, интеграллаш узгарувчисини t харфи билан белгилай- 
миз. Равшапки, I ёйнинг узунлиги интеграллаш ю^ори чегарасининг 
функцияси булади, шунинг учун (21.4) формулани цуйидагича ёза-

Интеграллаш чегарасининг ани^ интегралнинг говори узгарувчи 
буйича ,\осиласи хакидаги теоремаси (15- §) ни куллаб, куйидагига

миз:
X

1(х) = J/ \+P(t)dt. ~
а

Бундан эгри чизиц ёйи узунлигининг дифференциалини топамиз:

эга буламиз:
Г (х) = 1 +Г(х).

dl = /' (x)dx = | 1 + f 2(х) dx.

(х) = — булгани учун dl 
dx

dl = I r(dx)2+(^)2.
Бу формуладап фойдаланиб ва 

dy дифференциал функция уринма 
ординатасининг орттирмасига тенг- 
лигини ^исобга олиб, эгри чизиц 
ёйи узунлиги дифференциалининг 
цуйидаги геометрик маъносига кела- 
миз:

dl эгри чизик; ёйи узунлигининг 
дифференциали уринманинг х абсцис- 
сали М уриниш нуцтасидан х 4-
4- А х = х 4- dx абсциссали W нуц- 
тагача булган кесмаси узунлигига 
тенг (169-шакл). 169- шакл.
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У з- у з и и и т е к ш и р и ш учун саволлар
1. Чизиклар параметрик тенгламалар билан берилган ^олда ясси фигураларнинг 

юзи Декарт координаталарда кандай хисобланади?
2. К,утб координаталар системасида берилган эгри чизик билан чегараланган 

эгри чизикли секторнинг юзини х.исоблаш формуласини ёзинг.
3. Жисмнинг маълум кундаланг кесими юзи буйича хажмини ^исоблаш учун 

формула келтириб чикаринг. Мисол келтиринг.
4. Айланиш жисмлари хажмини хисоблаш учун формула келтириб чикаринг.
5. Декарт коор дина талари да эгри чизиц ёйи узунлигини хисоблаш учун формула 

келтириб чикаринг. Мисол келтиринг.
С. Кутб координаталарида эгри чизик ёйи узунлигини хисоблаш учуй формула 

келтириб чикаринг. Мисол келтиринг,
7. Параметрик тенгламалар билан берилган эгри чизиц ёйи узунлигини хисоб

лаш учуй формула келтириб чикаринг. Мисол келтиринг.
8. Ёйнинг дшЭДеренциали учун формула келтир иб чикаринг. Унинг геометрик 

маъноси пимадан иборат?
9. 2455 — 2460, 2490 — 2500, 2507 —2510, 2519 — 2525, 2531 — 2535, 2545— 
— 2547, 2555 — 2560- масадаларпи ечинг.

23- §. Аниц интегралнинг механика ва физика 
масалаларини е* ишга татбики

Механика ва физиканинг купгина масалаларини ани^ интегрални 
хисоблашга келтириш мумкин.

Мисоллар куришдан аввал аддитив ва чизикли микдор гушунчаси 
билан танишайлик.

Агар [л, Ь] кесмаии ихтиёрий равишда п та кисмга булганимнзда

Q = VAQ(. =AQ1+AQ2+... + AQ„
P=i

муносабат уринли булса, у ,\олда Q микдор аддитив микдор дейи
лади.

Агар [xz_p х(] кесмага мос AQ(- микдор кесманипг узунлиги 
А х(- = х(- — х(-_, га такрибан пропорционал булса, яъни 

\Qi^k\xi (23.1)

булса, у ^олда A микдор чизикли микдор дейилади, бунда k мик- 
дор х узгарувчининг k = <р (х) узлуксиз функцияси, шунинг учун 
(23.1) тенгликни куйидагича ёзиш мумкин:

A Qz« Ф (xz) A xz.
Шундай килиб, аддитив ва чизикли булган Q мицдор учун цуйи- 

даги такрибий тенгликни хосил циламиз:
Q = S ~'^(Р(^)Ах(-. 

i=i i=i
Охирги тенгликнинг унг томонида ф (х) функция учуй интеграл 

йигинди турибди. X = max Axt->-0 да лимитга утиб микдорнинг ани^ 
интеграл оркали ифодаланган аник цийматини з^осил киламиз:

п Ь
Q = lim V ф (х;) А х(- = С ф (х) dx.

(=1 а
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Интеграл остидаги <р (х) dx 
м)цдор Q мицдориинг элемента 
дейилади ва у dQ = <p (х) dx би
лан белгиланади. Агар элемент 
ифодаси топилган булса, интег
рал йигинди тузмасдан ва ли
митна хисобламай туриб Q мих- 
дорни хисоблаш мумкин. Бунда 
dQ элементдан олинган аниц ин- 
тегрални хисоблаш етарли:

b ь
Q = ( dQ = {(р (х) dx.

а а
170- шакл.

Энди аник масалаларни куришга утайлик.
1. Эгри чизиц ва текис шаклнинг статик моментлари. Бирор I 

ухдан г масофада булган иг массали моддий иуцтанинг 1 укига нис
батан статик момента деб, М, — тг микдорга айтилади.

Текисликдаги I ухдан г2, . . ., гп ,масофада булган мос равиш- 
да mi, т2, . . тп массали п та моддий нуцталариинг I ухка нис- 

п
батан статик момента деб Mt = мицдорга айтилади.

\=»1
Охирги тенглик статик моментнинг аддитивлик хоссасига эга 

эканлигини курсатади, ва демак, уни хисоблаш учун апих интеграл- 
дан фойдалапиш мумкин.

а) Эгри чизицнинг статик моменти. Фараз цилайлик 
Оху текислигида моддий АВ эгри чизих берилган б^либ, унинг тенг
ламаси у — f (х) (а< х^Ь) булсин. Эгри чизикнииг хар бир нухта- 
сидаги чизицли зичлик у = у(х)х узгарувчининг узлуксиз функция
си булсин (170-шакл).

Берилган эгри чизикнииг Ох ухига нисбатан статик момента .Их 
пи .\исоблаш учун уни п та кичик булакчаларга буламиз: А/,, 
Д/2, . . ., A/n. ХаР бир кичик A Q (i = 1 ,п) булакчада ихтиёрий 
Р((х{, У[) пухта танлаймиз. Зичликни хар бир кичик А /(- булакчада 
узгармас ва унинг Pt нуцтадаги цийматига тенг деб, А /( булакчанинг 
массаси A mi учун куйидаги такрибий ифодани .хосил хиламиз:

A mi « у (xt) А (23.2)

У -Холда АВ эгри чизицнинг массаси т учун хуйидзгини хосил хи
ламиз:

п п /------------ —Г------ —
m « 2 V(x4) А/, = 2S Y(x()’ I 1 + I

1=1 (=1 '

Бу тенгликнинг у иг томонида у (х) V1 -гу'2(х) функция учун ин
теграл йигинди турибди. Шунинг учун X — max Дх(- -> 0 да лимитга 
утиб моддий АВ эгри чизик массасининг аниц хийматини хосил хи
ламиз:
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Энди эгри чизицнинг статик моментами топишга утайлик. \ар бир 
Д/, булакчани массаси Д/и, булган моддий Р,- нукта билан алмашти- 
рамиз. Бу Pf- нуктанинг Ох уцига нисбатан статик моменти Д/. бу- 
лакчанинг статик моментининг тацрибий кийматини беради:

(Мх )f.да у,- да у{у (х£) Д/р

АВ эгри чизикнинг Л4г статик моменти Д/(- булакчаларнинг статик 
моментларипинг йигиндисига тенг булгани сабабли (аддитивлик хос- 
сасига кура) Л4д. учун цуйидаги такрибий тенгликни косил киламиз:

Л Л /----------------
да2y(*»)У1 4 = 2?(х^yt ] 1 +1 гМ •• 

f=l /=1 'axi ’
Хосил килинган тенгликнинг унг томонида

У W/Л V 1 + у'2 (х)
функция учун интеграл йигинди турибди. X = max Дх(- -> 0 да ли 
митга утсак, эгри чизицнинг Ох укига нисбатан статик моментини 
Косил киламиз:

Мх = lim 2 Y (*,) Ус V1 + (7^-) л-»о(-^о 'Дх, /
ёки

ь
Мх = f Y(x)-y- V1 + у'2 dx-

а

Бу формулани кискача цуйидагича ёзиш мумкин:
ь

Mx=\y(x)ydl. (23.4)
а

бу ерда у = / (х) АВ чизикнинг тенгламаси,
dl = У(dx)2 + (dy)2 = У1 + у'2 dx, а < х <

Юкоридаги каби мулохазалар асосида АВ эгри чизикнинг Оу 
У^ига нисбатан статик моменти

ь
My=^y(x)xdl (23.5)

булишини куриш кийин эмас.



Агар моддий эгри чизик бир 
жинсли булса, унинг зичлиги 
у(х) = Т узгармас сон булади. 
Ц1у сабабли статик моментлар 
учун (23.4) ва (23.5) формулалар 
куйидаги куринишни олади:

ь ь
Мх = у\ ydl, Му = у | xdl, 

а а
бунда 

y—f(x), dl=V 1 + у"2 dx,
а < х s^b.

171- шакл.

б) Текис шаклнинг статик момент и. Оху текисликда 
у — [ (х) эгри чизик, Ох уци ва х — а, х — b тугри чизиклар билан 
чегараланган эгри чизикли трапеция берилган булсин. Бу шаклнинг 
зичлиги хар бир нуктада х координатанинг берилган у(х) узлуксиз 
функцияси булсин (171-шакл).

Берилган шаклнинг Ох уцига нисбатан Мх статик моментини то
пиш учун уни Оу уцига параллел чизиклар билан п та кичик Asp 

, Asn юзчаларга буламиз (юзчаларнинг кенглиги мос равиш- 
;2, . . . , Ахл). ^ар бир As(- юзчанинг зичлиги узгармас 

I yi ')I Хр -- ) нуктадаги ^ииматига тенг

As2

-» да Ахр Ах,

ва у берилган зичликнинг Pi

деб хисобласак, As(- юзчанинг массаси учун куйидаги тацрибий тенг- 
ликни косил киламиз:

AmJ«y(x,)-Asp
бунда

As(-« у(Ахр (23.6)

У х.олда эгри чизикли трапециянинг массаси т цуйидагича булади:
п п

m « 2 V (х{) As, w 2 Y (xi) Hi ^xi 
i=i i=i

Бу тенгликнинг унг томонида у(х)-у функция учун интеграл hhfhh- 
Ди турибди. Шунинг учун X = max Дх,- -*0 да лимитга утиб эгри 
чизикли трапециянинг аник кийматини косил киламиз:

п п

т = lim 2 YЦ) = lim 2У (*/) У, Axt-
*-*°(=1 Х-Э/=1

ёки

(23.7)
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бунда
у = / (х), а < х < Ь.

Энди эгри чизикли трапециянинг статик моментини ?;исоблатга 
утамиз.

Х.ар бир Ast- юзчапи массаси A/nf- ((23.6) га царанг) булган моддий 

Р- I х(-; —нукта билан алмаштирамиз. Dy пуцтаиииг Ох уцига 

нисбатан статик момент» As(- юзчанинг статик моментининг такрибий 
кийматини беради:

(мх )i « у’~ У (<•) у Д\ « YЦ-) у Ч-

Эгри чизикли трапециянинг Мх статик момента Ast- юзчаларпинг 
статик моментларипинг йигиндисига тенг булгани учун цуйидаги 
такрибий тенгликни хосил киламиз:

п ,

i=i 2

Бу ифоданипг унг томонида у(х)у- функция учун интеграл hhfuii-

ди турибди. Шунинг учуй Z = max Ах(. ->0 да лимитга утиб эгри * 
чизикли трапециянинг Ох уцига нисбатан статик моментининг аник 
кийматини хосил киламиз:

ёки
ь

= 4 J у Му2 dx>“ а
(23.8)

У = f W, а < х < Ь.
бунда

I
НИН

Оьоридаги каби мулохазалар асосида эгри чизикли трапепия- 
' Оу укига нисбатан статик моментини хисоблаш учун куйидаги 

ь
му— y(x)x-ydx (23-9)

а
формулами хосил килиш мумкин.

Агар эгри чизикли трапеция бир жинсли булса, зичлик у (х) = у 
узгармас сон булади, ва демак, (23.8), (23.9) формулалар цуйидаги 
куринишда булади:

ь ь
Мх= — у \ у2 dx, Л1у = у J ху dx, 

а а
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бунда
1/=/(*)•

2. Эгри чизик ва текис шаклнинг огирлик маркази. Механика- 
дан маълумки, агар шаклнинг (эгри чизик ски текис шаклнинг) мас- 
сасини бирор Р0(х1?, г/0) нуктага жамласак, бу шаклнинг укка нис
батан статик момента Ро(х0, уи) нуктачинг уша укка нисбатан ста- 
тик моментига тенг булади, яъни куйидаги тенгликлар уринли:

(=
|Л1у=хот, (23.10)

бунда т—Р0(х„, уо) нуктадаги масса. Бундай нукта текис шакл
нинг огирлик маркази дейилади. (23.10) формуладан огирлик марка
зи Ро(хо> У<) нуктанинг координаталаричи топамиз:

М„ М.ха=-±, у0 = ^-. (23.11)т т
(23-Н) формулаларни эгри чизикка ва эгри чизикли трапенияга 
куллаймиз.

а) Эгри чизикнинг огирлик маркази. а < х < b даги 
ц y = f(x) эгри чизик. учун т, Мх га М лар учун ифодаларни (23.3), 

(23.4) ва (23.5) формулалардап оламиз ва уларпи (23.11) га куйиб, 
эгри чизикнинг огирлик маркази координаталарини хосил киламиз:

ь ь
f ху (х) dl f у у(х) dl

х0=^--------- , //0 = ^--------- , (23.12)
Ут(х)Л /у(х)Л

Н I а а

бунда у=/(х)—эгри чизик тенгламаси, d/=|zl + у'2 dx — ёй эле
мента, у(х)—эгри чизикнинг зичлиги.

Агар зичлик функцияси у (х) = у узгармас сон булса, (23.12) 
ифодалар куйидагича булади:

ь ь
| х dl J у dl

а
~ь ' (22.13)
Hdl
а а

б) Эгри чизикли трапеция ни и г огирлик маркази. 
У ~ f (х) чизик Ох уки ва х = а, х = b тугри чизиклар билан чега
раланган эгри чизикли трапеция учун т, Л4Х, М ларнинг ифодала- 
рини (23.7), (23.8) ва (23.9) формулалардан олиб, уларни (23.11) га 
Цуииб, эгри чизикли трапециянинг огирлик марказининг коэрдината- 
ларини .\осил киламиз:
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Ь | b
| у (x) xydx T J V to У2 dx
o Z a

%o — . 9 Уо — . 9
b b
$y(x)-ydx $y(x)ydx
a a

(23.14)

бунда y(x) текис шакл зичлиги.
Агар зичлик узгармас микдор булса, текис шакл бир жинсли ва 

(23.14) формулалар куйидаги куринишда булади:
ь
f xydx

f ydx
а

(23.15)

3. Ишни ^исоблаш. Моддий нукта узгарувчан F куч таъсирида 
тугри чизиц буйлаб харакат килаётган булсин. Ох укини нукта ,\а- 
ракатланаётган тугри чизик буйлаб жойлаштирамиз. Нуктанинг 
бошлангич газиятига х = а, охирги вазиятига эса х = b координата 
мос келсин. F куч ну^тадан нуктага узлуксиз узгара борсин, яъни 
х координатанинг узлуксиз функцияси булсин: F = F (х). [а, &] кес- 
мани узунликлари мос равишда Ах,, Ах2, .... Ахп булган п та 
интервал га булайлик. Хар бир цисмий интервалда ихтиёрий Р,-(х,-) 
нукталарни танлаймиз. Хар бир кисмий интервалда кучни узгармас 
ва у F пинг танлапгаи Pi нуцтадаги кийматига тенг деб, кучнинг
I- интервалда бажарган иши АА,- учун тацрибий цийматни хосил ки
ламиз:

А А, яз F (х,) Ах,-.

Демак, F кучнинг [а, Ь] кесмада бажарган иши

А = АА ~ (х;) Ах,-.
г=1 1=1

Ифоданинг унг томонида F(x) функция учун интеграл йигинди ту- 
рибди. 1 = max Ах,->0 да лкмитга утиб F (х) кучнинг [а, Ь] кес
мада бажарган ишининг ани^ кийматини ^осил киламиз:

А = 1 im Л. F (х) Ах,- 
^“*0 (2=1

ёки

(23.16)
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1-мисол. Координата укларига нисбатан у = VR2— х2, |х| < 
с R, ярим айлананинг статик моментларини топинг.

• Ечиш. 7 = 1 деб хисоблаб, статик моментларни (23.4), (23.5) 
формулалар ёрдамида хисоблаймиз:

’V R R R R
М = \ydl = \ y-V\+у'г dx, Му= \ xdl = \xVl+y'2dx.

х -R -R -R —R

у' = — - бУлганлиги УЧУН dl 1 + Х

Шундай килиб куйидагини хосил киламиз:

М, - f ) - R \dx - Rx
—R I К —X _R

, Rdxdx=
R2 — X» V R2—x2

R
= 27?2, 

—R
R

му=
_I X2

2-мисо л. — + — = 1, х = 0, у = 0 тугриа b
гараланган учбурчакнинг координата уцларига 
ментларини ^исобланг.

Ечиш. у=1 деб статик моментларни (23.8) ва (23.9) формула- 
лар ёрдамида ^исоблаймиз:

о 

= | x-b\ J —7) dx = ± ((ах — х2)с

о о

= 0.
—R

чизиклар билан че- 

писбатан статик мо-

a
ab23

~ 6 ’
6

а 
Му = j xydx 

О

0

аb [ax2 x3\I b la9 a3\ a2b
a \ 2 3/|

0 a \ 2 3 J 6 ’

3- м и с о л. у = У R2 — x2, |x| < R ярим айлананинг огирлик
марказини топинг.

Ечиш. 7=1 деб огирлик марказининг координаталарини (23.12) 
формула ёрдамида хисоблаймиз:

R
_.fxdl 

х°=—^—> У>

-У

бунда dl = КГ+T^dx = —I
Vr2—х2
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Куйидагиларни цисоблаймиз:

( d/—/? f —■с,х ■■■ - =/?arcsin — 
J J VR^-x* R

-R -R -R
R

Му= ( xdl = 0 (1- мисолдан), 
-«

R
Мх — I ydl = 2R2 (1- мисолдан).

-«
Шундай цилиб, ярим айлана огирлик марказининг координаталари:

л 2/?
%О   У О 

Л

4-мисол. 2-мисолдаги учбурчакнинг огирлик марказини топинг.
Ечиш. у = 1 деб учбурчакнинг огирлик марказини (23.14) фор

мула ёрдамида х.исоблаымиз:
а 
f xydx

х =_Ь_____

I ydx
0

уо =

ab
2

Хисоблаймиз:

0 0 о

( j ydx = булгани учуй учбурчакнинг юзини аник 
' о
фойдаланмай туриб цам хисоблаш мумкин эди).

а
Му— Jxydx = у (2- мисолдан),

о

Мя= — у-dx — у- (2-мисолдан).
о (

Шундай цилиб, 2- мисолдаги учбурчакнинг огирлик марказининг 
координаталари

интегралдан

а Ь
Хо = —, Уо = —• о 3» 3

5-мисол. Агар пружина 1 Н куч остида 1 см чузилиши маъ
лум булса, уни 4 см чузиш учун цанча иш бажариш керак?
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Ечиш. Гук цонунига кура пружинами х м га чузувчи куч F = 
-s kx. Пропорционаллик коэффициенти k ни берилган шарглардан 
топамиз: агар х = 0,01 м булса F = 1 Н, демак, k — — 1 00 ва

рж 100 х. У -\олда иш (23.16) фэрмуладан топилади:
0.01 0,04

А = f 100 xdx = 50-х2 | = 0,08 (Ж).
о о

24-§. Хосмас интеграллар

Аник интеграл тушунчасини келтириб чикаришда биз интеграл 
остидаги функциянинг берилган кесмада узлуксизлиги шартидан ке
либ чикцан эдик. Шу билан бирга бу шартни каноатлантирмайдиган 
интегралларни аниклашнинг зарурлиги билан боглик масалалар уч- 
райди. Бундай интеграллар хосмас интеграллар деб аталади. Хосмас 
интегралларнинг иккита турини куриб чикамиз.

1. Чегарасн чексиз хосмас интеграллар.
Таъриф. Ярим [а, + °о) интервалда узлуксиз булган функция

нинг хосмас интеграли куйидагича бзлгиланади:
+» 
f f(x)dX

V 0
ва ушбу тенглик билан апикланади:

4 оо b

( /(x)dx = lim \f(x)dx. (24.1)
а b-►+оо д

Агар (24.1) формулада унгда турган лимит мавжуд булса, у 
холда хосмас интеграл якинлашувчи дейилади. Бу лимит интеграл
нинг киймати сифатида кабул килинади.

Агарда курсатилган лимит мавжуд булмаса, хосмас интеграл 
узохлашувчи деб аталади.

Агар интеграл остидаги / (х) функция учун F (х) бошлангич функ
ция маълум булса, у .холда хосмас интегралнинг як.инлашувчимн ёки 
йукми экапини аниклаш мумкин. Ньютон — Лейбниц фэрмулалари 
ёрдамида куйидагига эга буламиз:

Ч-оо b Ь

j /(х) dx = lim ' /(х) dx = lim F (x) | =lim [F(b) — F(a)] — 
a b->4-oo д Ь-ч-4-оо a b->-|-oo

= F(+oo)-F(fl).
Шундай килиб, агар х^-4-оо да F (х) бошлангич функциянинг 

лимити мавжуд булса (биз уни Е(4-оо) билан белгиладик), у колда 
хосмас интеграл якинлашувчи, агар бу лимит мавжуд булмаса, у 
холда хосмас интеграл узоклашувчи булади.

1-мисо л. f(x) = e~kx функция учун
F(x)=—±e-kx
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функция бошлангич функция булади.
Ньютон — Лейбниц формуласини цуллаймиз:

-4-00 Ь
/ = f e-fexdx=limf---- -  е~kt j I =---- J- lim (e~kb — 1).

J b—>4*00 \ k . I & b—>-|-oo
О о

Arap k>0 булса, 1= у- интеграл якинлашувчи.
Arap k < 0 булса, I = оо интеграл узоклашувчи.
2-мисол. Ушбу

4-00

/ = | т = const
I

интегралнинг яцинлашувчаплигини текширинг.
Ечиш. Агар т — 1 булса, у холда узоклашувчи интегралга зга 

буламиз, чунки
4-00 +»=

= ln(+oo) — In 1=00.dx ,— = lnxх
I

булса,
dx . 1 -гоо г~т-Н

1

ция нолга иитилади, i

га зга буламиз.
т>1 да 1—т < 0 булади ва х-> + оо да бошлангич функ-

4-00 dx 1 *---  -- ------7 интеграл якинлашувчи.
1

tn <Z 1 да курсаткич 1 —z?z>0 ва х-> + оо да бошлангич функ-
dx— =оо интеграл узоклашувчи.
X

I

4-оо

яъниция чексизликка иитилади,

Шундай цилиб, ушбу
dx
7"V1

якинлашувчи, tn < I да узоклашувчи бу-хосмас интеграл т > 1 да
лад и.

Хосмас интеграл (— оо, &] ярим чексиз интервалда хам шунга 
ухшаш аникланади:

ь ь
i /(x)dx=lim \ J(x)dx = F(b) — F(—oo),

—оо Q—>—оо 'а

бу ерда F(— оо) F(x) бошлангич функциянинг х-»---- оо даги лимити.
Агар /(х) функция бутун сонлар уцида узлуксиз булса, у холда 

умумлашган хосмас интеграл куйидаги формула билан аникланади:
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(24.2)
—оо

4*<» с 4*оо

J f (х) dx = J f (x) dx + J f (x) dx, 
—oo —оо С л

бу ерда с — ихтиёрий тайинланган нуцта.
Агар (24.2) формулада унг томонда турган иккала интеграл 

яцинлашувчи булса, у цолда чап томондаги хосмас интеграл хам 
яцинлашувчи булади.

3- мисо л. Ушбу
J-OO 
f dx

J 1 + х2
—оо

интегралнипг яцинлашувчанлигини текширинг.
Ечиш. (24.2) форму лада с = 0 деб фараз цилиб, цуйидагини 

хосил циламиз:
4-оо

—оо

О +оо
"Г + 1 

—оо О

цисмидаги хосмас интеграллар яцинлашувчи

dx
1 +х2

dx
1 +х2

Тенгликнинг унг 
булади, чунки

I ТТ~2=аг^х 
J 1 -И х2
—00

4-со

I ■ dx— = arctg х
1 + х2

о

о
= arctg 0 — arctg (— оо ) = —,

—оо

+ ОО

= arctg (+ оо) — arctg 0 = у 
о 2

Шунинг учун ушбуга эга буламиз:
4-00

Jdx л , л------  =---- ----= л.
1 + х2 2 2—оо

Интеграл яцинлашувчи
4-мисо л. Ушбу

ва унинг циймати л га тенг.

Ечиш.
интегралнинг яцинлашувчанлигини текширинг.

Ечиш. с = 0 да (24.2) формулани цуллай.миз:
4-оо о 4*00
f ех dx = \ ех dx+ I er dx.

—оо —оо О

Бирок,
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4- о°

интеграл якинлашувчи,

интеграл эса узо^лашувчи, шу- 
4-00

нинг учун 1 ех dx узокрашувчи.

Ани^ интегралнинг энг содда 
хоссалари хеч кандай узгаришсиз 
якинлашувчи хосмас интегралга 
утишини эслатиб утамиз. Улар- 
га маълум геометрик маъно бе- 
риш мумкин. Масалан, у — f (х)> 
>0 булсин ва унинг графиги 
чексиз [а, + °°) асосли эгри 
чизицли трапеция билан чегара- 
ланган булсин (172-шакл).

+<»
Агар 1 f (х) dx хосмас инте-

173- шакл.
трал якинлашувчи булса, у хрлда , 

интегралнинг киймати чексиз эгри чизицли трапециянииг юзига тенг 
булади.

2. Чексиз функцияларнинг хосмас интеграллари.
Таъриф. (а,*й] интервалда узлуксиз ва х=а да ани^ланмаган 

ёки узилишга эга булган /(х) функциянинг (173-шакл) хосмас 
интеграли цуйидагича белгиланади:

ва ушбу тлтглик билан ани^ланади:
ь ь
\ f (x)dx= lim [ /(х) dx. (24.3)

а в~*° а+е

Агар (24.3) формулада унгда турган лимит мавжуд булса, у 
?рлда хосмас интеграл якинлашувчи дейилади.

Агар курсатилган лимит мавжуд булмаса, у хрлда хосмас инте
грал узоцлашувчи дейилади.

Агар интеграл остидаги /(х) функция учун F(x) бошлангич функ
ция маълум булса, у хрлда Ньютон — Лейбниц формуласини к,ул- 
лаш мумкин:

ъ
f f(x)dx = lim F (х) 

а е-+0

ь
= lim [F(b) — F(а 4-е)] 

a-j-e е-»0
= f(&)-F(a).
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Шундай килиб), агар х->а да F(x) бошлангич функциянинг ли
мити мавжуд булса (биз уни F (а) билан белгиладик), у ^олда хос
мас интеграл якинлашувчи, агарда бу лимит мавжуд булмаса, у 
^олда хосмас интеграл узоклашувчи булади.

[а, Ь) интервалда узлуксиз ва х = b да аницланмаган ёки II тур 
узилишга эга булган f(x) функциянинг хосмас интеграли хам шун
га ухшаш аникланади:

ь ь—е

1 f(x)dx — lim 1 [(x)dx = lim F(x) =
a e->0 e—0 a

= \\m(F(b — z) — F(a))=F(b) — F (a), 
e-»0

бу ерда F (Ь)— F (x) бошлангич функциянинг x->6 даги лимити.
Агарда /(х) функция [а, 6] кесманинг бирор-бир х = с орали^ 

нуктасида чексиз узилишга эга ёки ани^ланмаган булса, у холда 
хосмас интеграл куйидаги формула билан аникланади:

ь с ь
У [ (х) dx = J f (х) dx + У / (x)dx. (24.4)
а а с

Агар (24.4) формулапинг унг томонида турган интеграллардан 
акалли биттаси узоклашувчи булса, у ^олда хосмас интеграл узоц- 
лашувчи булади.

Агар (24.4) нинг унг томонидаги иккала интеграл яцинлашувчи 
булса, у холда тенгликниьг чап томонидаги хосмас интеграл хам 
якинлашувчи булади.

5-мисо л. Ушбу
4
P dx

интегралнинг я^инлашувчанлигини текширинг.
Ечиш. х->0 да /(х) оо. х = 0 нуцта [0, 4] кесма-

Т’’ х
нинг чап охирида ётадн. Шунинг учун цуйидагига эга буламиз:

Интеграл якинлашувчи.
6-ми со л. Ушбу

(* dx
J 1-х 
о

интегралнинг я^инлашувчанлигини текширинг.
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Ечиш. х 1 да[(х)= —----- >-оо. х=1 нуцта [0,1) кес-
манинг унг охирнда ётади. Куйидагига эга буламиз:

1 1—в

1 — X е-И) J
О

Г)- 
о '

У 
о

= lim 
g-»0

lim In — = оо.
e~>0 £

Бирок

Шунинг учун курсатилган интеграл узоцлашувчи.
7-ми со л. Ушбу

интегралнинг яцинлашувчанлигини текширинг.
Ечиш. х-»-0 да f (х) = ——>- оо. х = 0 нукта [—1, 1] кесма- 

X2
нинг ичида^ётади. (24.4) формулани куллаймиз:

1 о I
f dx — Г dx I Г dxJ X* “ J X» + J X» ’ 

-I -.1 0

Унг томондаги иккала хосмас интеграл цам узоцлашувчи, чунки
о

= — оо — 1 = — оо,

-1

1
= —14-°° =4-оо.

о
Демак, курсатилган хосмас интеграл узоцлашувчи булади.

8-ми со л. Ушбу

Д У х2
интегралнинг яцинлашувчанлигини текширинг.

Ечиш. х-»-0 да f(x) = у оо. х = 0 нуцта [—1, 8] кес- 
V X2

манинг ичида жойлашган. (24.4) формулани цуллаймиз:
8 0 8 
fy^~ = С

f dx =____1_
J x2 x
-1

Г dx  ____ 1_
J x» x

0
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Унг томондаги иккала интеграл кам якинлашувчи, чунки 
о

= 0 + 3 = 3,
-1

8
Г dxШунинг учун I з------=3 + 6 = 9 га эга буламиз, яъни хосмас ин-

21

теграл якинлашувчи.
Якинлашувчи хосмас интеграл маълум геометрик маънога эга. 

Масалан, у = /(%)> 0 функция [а, 6] ярим интервалда узлуксиз ва 
х->а да чексиз функция булсин, яъни х — а нуктада вертикал 
асимптотага эга булсин. У колда бу функциянинг графиги, [а, 6] 
кесма ва х—а асимптота билан чегараланган эгри чизикли трапе- 
циянинг юзи чексиз булади (173-шакл).

ь
Агар (f(x)dx хосмас интеграл якинлашувчи булса, унинг к.ийма- 

а
ти эгри чизикли трапециянинг юзига тенг булади.

3. Такк°слаш теоремалари. Агар функцияларнинг бошлангичлари 
номаълум булса, у хрлда хссмас интегралларнинг якинлашувчанли- 
ги хакидаги масалани кал килиш кийин булади. Бундай холларда 
баъзида бошлангич ни билишни талаб этмайдиган махсус аломатлар- 
дан фойдаланиб, интегралнинг якинлашувчи ёки узоклашувчи экани
ни аниклашга муваффак булинади.

Ушбу

а

куринишдагн хосмас интегралларнинг я^инлашувчанлик аломатини 
куриб чикамиз.

Таккослаш теоремаси. Агар f(x) ва <р(х) функциялар 
[а, +<ю) интервалда узлуксиз булса ва унда ушбу

O^f(x)^<p(x)
шартни цаноатлантирса, у %олда

а) агар
+<*>
J Ф (х) dx 
а

хосмас интеграл якинлашувчи булса, у \олда

f(x)dx
а

хосмас интеграл \ам якинлашувчи булади;
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б) агар
"j f(x)dx
а

интеграл узоклашувчи булса, у уолда
+•» 

f ф(х)Лс
а

' интеграл хам узоклашувчи булади.
+»

Исботи. а) С ср(х)dx интеграл яцинлашувчи ва М га тенг 
а

булсин, яъни таърифга кура
-f-OO Ь

f Ф (х) dx = lim f ф (х) dx = М.
а Ь-+-}-<х> а

Шартга кура ф (х) > О булгани учун геометрик нуцгаи назардан 
Ь нинг усиши билан 

ь 
f Ф (х) dx
а

интегралнинг усиши равшан. Лекин лимитга эга булган усувчи 
функция шу лимит билан чегараланади, яъни

|'ф(х)с1х< М.
а

13-§ даги тенгсизликларнинг интегралланувчанлиги цацидаги 4- 
хоссага кура

^(х)<ф(х).
Шартдан

j f (х) dx < [ ф (х) dx < Л4
а а

келиб чикишини ёзиш мумкин. Бу интеграл

j f (х) dx < М,
а

яъни чегараланганлигини билдиради. Бироц, агар усувчи функция 
чегараланган булса, у цолда у лимитга эга булади. \f(x)dx функ- 

а
ция усувчи, чунки f(x)>0 да чегараланган, демак, у лимитга эга. 

4-00
Демак, f f(x)dx интеграл яцинлашувчи.

а
-j-oo Ь

б) f f(x)dx функция узоцлашувчи булсин. У холда [/(x)dx 
а а

усувчи функция чексизликка интилади. Бироц
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b b
J <p (x) dx > I’ f (x) dx 
a ab

булгани учун f <p (x) dx функция ^ам чексизликка интилади, яъни
а

+»
j <p(x)dx
а

интеграл узоклашувчи булади. Теорема тула исботланди. Ушбу
4-00
J f(x)dx

—со

куринишдаги интеграл учун ^ам теорема шунга ухшаш ифодаланади 
Такцослаш функциялари сифатида купинча курсаткичли е~кх 

функция (1-мисол) ва даражали функциялар (2-мисол) цулланила- 
ди.

9-мисо л. Ушбу
4-00

J е~х' dx

функциянинг якинлашувчанлигини текширинг. 
Ечиш. х> 1 да

0<е_х,<е“*
+°° _Х1

демак, ]’ е dx интеграл яцинлашувчи, чунки
4-00

—х*тенгсизлик урин ли,
4“^° “puw *

f е dx интеграл яцинлашувчидир (1-мисол). J е~х dx интеграл-
1 о

нинг ^ам яцинлашувчи эканипи исботлаш мумкин. е-*’функциянинг 
жуфтлигидан

—X

5
J е dx

— 00
функция ^ам якинлашувчи булади. Шундай цилиб, 

4-00
J е~х dx

—оо 
интеграл якинлашувчи булади.

10-мисо л. Ушбу
4-00

Y >/1 -Ьх -ТУТ+Т» 
интегралнинг яцинлашувчанлигини текширинг.

Ечиш. Барча х > 1 ларда ушбу тенгсизлик Гринли:

dx

1
7 

хб
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+? dx 
j x'>

интеграллар якинлашувчи эди. (Бизнинг ^олда т =

мак, таэдослаш теоремасига кура
4-00

dx

интеграл якинлашувчи, чунки 2- мисолда т > 1 да

т> 1.) Де

J/г

интеграл якинлашувчи булади.
11-мисол. Ушбу

4-00
г 

I
интегралнинг якиилашувчанлигини текширинг.

Ечиш. х > 1 булганда ушбу тенгсизлнк уринли:
> ГТ _ ___ !_.

1 + х X + х 2 /х”
4-00

——■ интеграл узоцлашувчи (2-мисолда 
К х

'-^—dx 
J+x

Лекин j
I

Таедослаш теоремасига кура
4-00 
f/z 

•j 1 + X
- dx 

1+х

- = T<D-

интеграл ^ам узоклашувчи булади.
4. Абсолют ва шартли я1\инлашузчанлик. Та^цослаш теоремаси 

фа^ат номанфий функцияларга тегишли. Ишорасини сацламайдиган 
функцияларнинг хосмас интегралларини излашни баъзида номанфий 
функция булган ^олга олиб келишга имкон берадиган аломатни кел- 
тирамиз.

Агар +”
J lf(*)ldx

интеграл якинлашувчи булса, у ,\олда
+оо 
j f(x)dx 
а

интеграл ^ам якинлашувчи булади.
Бунда охирги интеграл абсолют якинлашувчи интеграл деб 

аталади.
Агарда

+f f(x)dx
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интеграл якинлашувчи,
+С lf(x)\dx
а

интеграл эса узоклашувчи булса, у ^олда
+j f(x)dx 
а

интеграл шартли якинлашувчи интеграл деб аталади.
11-мисол.  Ушбу

+ оо
COS X

1 + х2
dx, dx

интегралларнинг якиилашувчанлигини текширинг.
Ечиш. Интеграл остидаги функциялар ушбу шартларни цаноат-

4-00

лантиради:
| cos х | 1 | sin х | 1
| 1 -|- х2 | 1 х2 ’ 1 1 -j- х2 j 1 + х2

I ------- интеграл якинлашувчи (3-мисол), шунинг учун
J 1 J- х о

4-00
COS X
1 +х*

dx

интеграллар якинлашувчи булади.
Демак, берилган хосмас интеграллар абсолют якинлашувчи бу

лади.
12-ми со л. Ушбу

Ч-оо
С JHLLdx
J х
о

интегралнинг шартли якинлашувчи эканини исботлаш мумкин.

Уз- узини текшириш учун саволлар

'• Берилган функцияларнинг чегаралари чексиз хосмас интеграллари деб нимага 
айтилади? Унинг геометрик маьносини айтинг. Якинлашувчи ва узо^лашув- 
чи интегралга мисоллар келтиринг.

2. Чегараланмаган функцияларнинг хосмас интеграллари деб нимага айтилади? 
Унинг геометрик маьносини айтинг. Якинлашувчи ва узоклашувчи интеграл- 
га мисоллар келтиринг.

"• ,?смас интегРаллар учун таццослаш теоремасини айтинг за уни исботланг. 
Мисоллар келтиринг.

4. К,андай хосмас интеграл абсолют якинлашувчи интеграл деб аталади? К,андай 
» *1“1егРал шартли якинлашувчи интеграл деб аталади?
о. L366 — 2117- масалаларни ечинг.
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7-боб

БИР НЕЧА УЗГАРУВЧИНИНГ ФУНКЦИЯСИ

1-§.  Бир неча узгарувчининг функцияси ва унинг ани^ланиш 
со^аси

Купгина ходисаларни урганишда икки, уч ва ундан куп узга
рувчининг функцияси билан иш куришга тугри келади.

Таъриф. Агар бирор D тупламнинг хар бир (х, у) ха^и^ий 
сонлар жуфтлиги бирор коида билан Е тупламдаги ягона z ^акикий 
сонга мос ^уйилган булса, у холда тупламда икки узгарувчининг 
функцияси аницланган деб аталади.

Бу ерда х ва у эркли узгарувчилар ёки аргументлар, z эса эрк- 
сиз узгарувчи ёки функция деб аталади.

Икки узгарувчининг функцияси куйидаги куринишларда белгила
нади:

2 — f (х, у), z = z(x, у) ва X. к.
D туплам бу функциянинг аницланши сохаси дейилади. z узга

рувчининг цийматлари туплами Е функциянинг узгариш. соуаси (ций- 
матлар шкалами) дейилади.

z = f (х, у) функциянинг аргументларнинг тайинланган х = х0 
ва у = у0 сонли ^ийматларида кабул киладиган г0 хусусий кийма
тини топиш учун у цуйидагича ёзилади:

20 = 21 х==х, ёки z0 = f(x0, у0).

Масалан, х = —1 ва у = 2 да z — ха 4- у2 функциянинг киймати 
куйидагига тенг:

z]x = -i = f(-l, 2) = (—I)2 + (2)а = 5.

Геометрик нуцтаи назардан тугри бурчакли коордипаталар систе* 
масида ^аки^ий сонларнинг хар бир (х, у) жуфтига х ва у коорди- 
натали текисликнинг ягона Р нуктаси мос келади; аксинча, текис
ликнинг хар бир Р (х, у) ну^тасига ^аци^ий сонларнинг ягона (х, у) 
жуфти мос келади. Бу муносабат билан икки узгарувчининг функ- 
циясини Р(х, у) нуктанинг функцияси сифатида цараш мумкин. 
Шундай цилиб, z = f(x, у) урнига z = f(P) ёзиш мумкин. У .\олда 
икки узгарувчи функциясининг аникланиш сохаси D текисликнинг 
бирор нукталари туплами ёки бутун текислик булади.
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I
Уч узгарувчининг функциясига хам шунга ухшаш таъриф бериш 

мумкин:
Таъриф. Агар бирор D тупламнинг цар бир (х, у, г) цациций 

сонлар учлиги бирор коида билан Е тупламдаги ягона и хациций 
сонга мос куйилган булса, у цолда D тупламда уч узгарувчининг 
функцияси аникланган деб айтилади.

Бу ерда х, у, г эркли узгарувчилар ёки аргументлар, и эса 
эрксиз узгарувчи ёки функция деб аталади. Уч узгарувчининг функ
цияси бундай белгиланади:

и = f (х, у, г), и = и (х, у, г) ва ц. к.
D туплам бу функциянинг аникланиш сохаси дейилади. и узга

рувчининг цийматлари туплами Е эса функциянинг узгариш сохаси 
(кийматлар туплами) дейилади.

Геометрик нуктаи назардан тугри бурчакли координаталар систе- 
масида хациций сонларнинг хар бир (х, у, г) учлигига х, у ва г 
координатали фазонинг ягона Р нуцтаси мос келади ва аксинча. 
Шунинг учун уч узгарувчининг функциясини Р(х, у, г) нуцтанинг 
функцияси сифатида караш мумкин. Шундай цилиб, u — f(x, у, г) 
урнига z=f(P) ёзиш мумкин. У холда уч узгарувчи функцияси
нинг аницланиш соцаси фазонинг бирор нуцталари туплами ёки бу
тун фазо булади.

/ Турт узгарувчининг ва умуман п узгарувчининг функциясига хам 
шунга ухшаш таъриф бериш мумкин.

п узгарувчи функциясининг аницлани i сохаси п та хациций сон- 
нивг (Xj, х2............х\ системасидан тузилган D туплам булади.
п та узгарувчининг функцияси цуйидагича белгиланади:

У = f(xlt х2, . . . , х„ ), у = y(xlt х2, .... х„ ) ва ц. к.

Туртта ва ундан ортиц узгарувчига бог лик функцияларнинг аниц
ланиш сохасини чнзмаларда кургазмали намойиш этиш мумкин эмас.

Бироц геометрия атамаларини давом эттира бориб, п > 4 да п 
узгарувчининг функциясини бирор п улчовли фазо Р \х2, х2, ... , хл) 
нуцтасининг функцияси сифатида караш мумкин. У цолда у = f fxlt 
х2...........хл) урнига y — f(P) ёзиш мумкин.

Бир неча узгарувчининг функцияси турлича усуллар билан бери- 
лиши мумкин. Биз мисолларда унинг аналитик усулда берилишидан 
фойдаланамиз. Бунда функция формула ёрдамида берилади. Бу хол
ла функцияларнинг аникланиш сохаси бу формула маънога эга бу- 
ладиган барча нукталар туплами хисоблаиади.

1-мисол. Ушбу
1г -- ----------------

/?* — х2 — уг 
функциянинг аникланиш соцасини топинг.

Ечиш. Функциянинг аникланиш сохаси —---- ------ — ифода

аницланган нуцталар туплами, яъни R2— х2— у2=#0 еки x2 + z/2^=
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У

174- шакл.

#= R2 бажариладиган нуцталар 
туплами булади. Бу тупламга 
текисликнинг х2 + У2 — R2 айла- 
на нукталаридан таш^ари ^амма 
ну^талари тегишли булади (174- 
шакл).

2-ми со л. Ушбу
z = In (у2 — 4х + 8) 

функциянинг аницланиш сохасини 
топинг.

Ечиш. Функциянинг аниц- 
ланиш сохаси In (у2 — 4х + 8) 
ифода ани^ланган нуцталар туп
лами, яъни у2 — 4х + 8 > 0 ёки 
у2 > 4 (х — 2) тенгсизлик бажа

риладиган нуцталар туплами булади. Бу тупламга текисликнинг 
у2 = 4 (х — 2) параболада ва унинг ички кисмида ётмаган барча ну^- 
талари тегишли булади (175-шакл).

3- м и с о л. Ушбу

функциянинг ани^ланиш сохасини топинг.
Ечиш. Функция

R2 — х2 — у2 — z2 > 0 ёки х2 4- у2 + z2 < R2

шартларда аникланган. Функциянинг аникланиш сохаси фазонинг 
х2 + у2 + z2 = R2 сфера ичида (сфера нуцталари хам киради) ётган 
нуцталари туплами булади (176-шакл).

Икки узгарувчининг z = f(x, у) функциясининг геометрик тасви- 
ри, умуман айтганда, уч улчовли фазодаги сирт булади. Бу сирт 
z = f(x,y) функциянинг графиги дейилади. I бобда биз баъзи сирт-

У,>

175-шакл. 176- шакл.



ларни куриб утдик. Масалан, z = ах + Ьу + с функциянинг графиги 
текислик булади; г = -----F — функциянинг графиги эллиптик
параболоид булади. х2 + у2 + z2 = R2 сферанинг юкори kjhcmh z = 
= | R2— x2 — у2 функциянинг графиги булади ва

Уч ва ундан ортиц узгарувчининг функциясини 
вирлаш мумкин эмас.

к.
геометрик тас-

2- §. Бир неча узгарувчи функциясининг лимити, узлуксизлиги

Функциянинг лимити ва узлуксизлиги тушунчаларини куришдан 
олдин, берилган нуктанинг б-атрофи тушунчасини киритамиз.

Таъриф. Р0(х0, у0) нуктанинг Ь-атрофи деб координаталари 
куйидаги шартни каноатлантирувчи Р(х, у) нукталар тупламига ай
тилади:_________________

]' (х — х0)2 4- (у — у0)2 < б ёки цис^ача р (Р; Ро) < б, бу ерда 
р(Р- Ро) белги билан Р ва Ро нукталар орасидаги масофа белги- 
ланган.

Шундай цилиб, Ро нуктанинг б- атрофи бу Ра марказли б радиус- 
ли доиранинг ичида ётувчи барча Р нуцталардир (177-шакл).

Фазодаги Р0(х0, у0, z0) нуктанинг б-атрофи хам шунга ухшаш 
таърифланади. Равшанки, бу радиуси б га тенг ва маркази Ро ну^- 
тада булган ушбу

(х — х0)2 + (у — y)2 + (z — z0)2 <б ёки р(Р; Р0)<б 
шартни каноатлантирувчи шарнинг ички нукталари булади.

п улчовли (п > 3 да) фазода Ро (х10, х20, .... хп0) нуцтанинг 
б-атрофи шунга ухшаш таърифланади.

Таъриф. Агар икки узгарувчининг z = f(х, у) = f(Р) функ
цияси Ро нуктанинг бирор атрофида аникланган булса (Ро нуцта- 
нинг узида аницланмагаи булиши мумкин) ва агар ихтиёрий г > О 
учун шундай б>0 топилсаки,

р(Р; Л,) <6
тенгсизликни каноатлантирувчи 
барча Р(х, у) нукталар учун 

1/(х, у)~ Л | <е (ёки 
|/(Р)-Л|<8) 

тенгсизлик бажарилса, у ^олда 
А: узгармас сон z = f(x, у) функ
циянинг Р0(х0, нуктада г и ли
мити дейилади.

Агар А сони z = f(x, у) = 
= /(Р) функциянинг Р(х, у)-> 
“*■ Ро (х0> У о) Даги лимити булса, 
У холда бундай ёзилади:
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lim f (P) = А ёки lim /(x, y) = A, 
P-*P0 x->x0

чунки P (x, у) P fx0, уй) булганда x x0, у y0 булади.
Уч ва ундан ортиц узгарувчининг функцияси лимитининг таъри- 

фи шунга ухшаш киритилади.
Агар бир неча узгарувчи функциясининг лимити нолга тенг бул

са, у холда у чексиз кичик деб айтилади.
Бир узгарувчининг функцияси учун лимитлар хацидаги барча 

асосий теоремалар (2-боб, 4-§) бир неча узгарувчининг функцияси 
учун хам уринлилигича цолишини айтиб утамиз.

Таъриф. Агар г = f(x, у) = f(P) функция Ро (х0, у0) нуктада 
цамда унинг атрофида аницланган ва

lim/(P)=f(P0) (lim/(x, у) =/(х0, г/0)) (2.1)
Р—Р„ Х-ЬХ<,

У-^Ус

булса, яъни функциянинг Р0(х0, Уо) нуцтадаги лимити функциянинг 
шу нуцтадаги цийматига тенг булса, у холда бу функция Р0(х0, у0) 
нуктада узлуксиз дейилади.

Бу таърифга «е — 6» тилидаги цуйидаги таъриф тенг кучли.
Таъриф. Агар г = /(х, у) функция Р0(х0, у0) нуцтада аниц- 

ланган булса ва агар ихтиёрий в > 0 учун шундай 6 > 0 мавжуд 
булсаки,

р(Р; Р0)<6
шартни цаноатлантирувчи барча Р(х,у) нуцталар учун 

|/(х){/)-/(х0, Уд)| <s (|/(Р)-/(Ро)КО 

тенгсизлик бажарилса, г = / (х, у) =f (Р) функция Р0(х0, Уо) «У'г 
тада узлуксиз дейилади.

Функциянинг нуцтадаги узлуксизлигининг биринчи [таърифига 
тенг кучли яна бир таърифини келтирамиз. Бунинг учун (2.1) тенг- 
ликни унга тенг кучли

lim (f(P) —/(/%)) =0(ёки lim(/(x, у) — f(x0, у0)) = 0) (2.2)
Р-*Р0 x—+Xq

У-*Уь

тенглик билан алмаштирамиз. Белгилаш киритамиз:

х —х0 = Ах, у — у0 — Ау 
f(P)—f(P0)=f(x, y)—f(x0, у0) = Аг .

А г ни г = /(х, у) функциянинг Р0(х0, у0) нуктадаги тулик орт
тирмаси деб атаймиз, у функциянинг Р(х, у) ва Р0(х0, Уо) нуцта- 
лардаги цийматлари айирмасига тенг. Киритилган белгилашлардан 
фойдаланиб, цуйидагиларни цосил циламиз:

х = х0 + Ах, у=у0 + /\у,
Z = f(x,y)t ?04-Az = f(x04-Ax, у04-Ау).

Az = f(x0+Ax, у04-Ду) — f{x0, у0).
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Равшанки, Ро булганда Дх-+-0 ва Л у -> 0 булади, яъни 
х->х0, у—* у0. (2.2) шартдан Az->0 булиши келиб чицади. Энди 
узлуксизликнинг юкорида айтиб утилган биринчи таърифига тенг 
кучли яна бир таърифипи ифодалаш мумкин.

Таъриф. Агар z = f(x, у) = f (Р) функция Ро (х0, у0) нуктада 
ва унинг атрофида аницланган булса, хамда агар аргументларнинг 
Дх ва Ду чексиз кичик орттирмаларига функциянинг Дz чексиз 
кичик тулик орттирмаси мос келса, яъни

lim Д г = О
Дх->0
Ду-*0

булса, у хрлда бу функция шу нуктада узлуксиз дейилади.
Узлуксизлик шартлари бажарилмаган нуцталар узилиш нукупа- 

лари деб аталади. Икки узгарувчининг функциялари узилиш нуцта- 
лари бутун чизикни ^осил килиши мумкин.

1- мисо л. Ушбу
1z —---------

х2 + у2

функциянинг узилиш нуцталарини топинг.
Ечиш. Функция х = 0 ва у = 0 координатали нуцталардан 

ташкари хамма нуцталарда аникланган ва узлуксиздир. О (0, 0) 
координата боши узилиш нуктаси булади.

2- м и с о л. Ушбу
!

функциянинг узилиш ну^таларини топинг.
Ечиш. Функция координаталари х2 — у- = 0 тенгламани кано- 

атлантирувчи нукталардап ташцари ^амма нуцталарда аникланган 
ва узлуксиздир. Бу — координат а бурчакларинипг иккита у = х ва 
у — —х биссектрисалари тенгламасидир. У ёки бу биссектрисага те- 
гишли хар бир нуцта функциянинг узилиш нуктаси булади. Шун
дай килиб, узилиш нуцталари иккита узилиш чизигини ^осил ки
ла ди.

Икки узгарувчининг узлуксиз функцияси бир узгарувчининг уз
луксиз функцияси эга булган асосий хоссаларга эга булади.

Бирор тупламнинг х;ар бир нуктасида узлуксиз булган z = 
= f(x,y) = f(P) функция шу тупламда узлуксиз дейилади. Баъзи 
таърифларни келтирамиз.

Таъриф. Агар текислик нуцгаларининг D тупламидаги ихтиё
рий икки нуцтани шу туплам нукталаридан ташкил топган, узлук
сиз чизиц билан туташтириш мумкин булса, у хрлда бу D туплам 
богламли туплам деб аталади.

Масалан, дойра — богламли туплам, умумий нуктага эга булма
ган иккита дойра эса богламли туплам эмас.

Таъриф. Агар Р нуктанинг берилган тупламнинг нуцталари- 
дан ташкил топган 6-атрофи мавжуд булса, у хрлда Р нуцта шу

367



178- шакл.

тупламнинг ички нуктаси дейи
лади (178-шакл).

Таъриф. Агар N нуцтанинг 
ихтиёрий 6-атрофида берилган 
тупламга тегишли булган нукта
лар хам, бу тупламга тегишли 
булмаган нукталар хам мавжуд 
булса, у холда N нукта берилган 
тупламнинг чегаравий нуктаси 

барча чегаравий нуцталари туплами унингдеб аталади. Тупламнинг
Ь чегараси дейилади (178-шаклдаги L чизиц).

Таъриф. Факат ички ну^талардан ташкил топган D туплам 
очиц туплам деб аталади.

Таъриф. Богламли очиц D туплам очиц соха ёки соха деб 
аталади.

Масалан, учбурчак, дойра ва хоказоларнинг ички нукталари со- 
^а булади.

Таъриф. Соха ва унинг чегарасидап ташкил топган нукталар 
туплами ёпик соха деб аталади.

Таъриф. D тупламни уз ичига олувчи дойра мавжуд булса, 
у ^олда бу туплам чегараланган туплам деб аталади.

Энди ёпиц чегараланган сохада узлуксиз булган икки узгарувчи
нинг функцияси асосий хоссаларини келтирамиз.

Бирор D ёпик сохада узлуксиз булган f(P) функция берилган 
булсин. У холда: ; <

1. f(P) функция бу сохада чегараланган, яъни шундай &>0 
сони мавжудки, D со.\анинг барча Р нуцталари учун ушбу тенгсиз- 
лик уринли:

!/(/>)
2. D сохада /(Р) функция узининг энг катта киймати М га ва 

энг кичик циймати т га эришади;
3. D сохада /(Р) функция энг катта М ва энг кичик т кий- 

матлари орасидаги барча оралиц цийматларни цабул килади.
Ихтиёрий сондаги эркли узгарувчи функциясининг узлуксизлиги 

ва хоссалари шунга ухшаш таърифланади.

3-§.  Функциянинг хусусий ^осилалари

Графиги бирор сирт булган икки узгарувчининг z = f (х, у) — f(P) 
функциясини цараймиз (179-шакл).

х узгарувчига Р(х, у) нуктада Ах орттирма берамиз, у узгарув- 
чини эса узгаришсиз цолдирамиз. Pj(x + Ax, у) нуцтани ^осил ки
ламиз. Р ва Д нукталарга сиртда М (х, у, z) ва (х + Дх, у, гх) 
нуцталар мос келади, бу ерда z± = f(Pj) = f (х + А х, у), (шаклда 
бу PiAlj = Zj кесма). У холда

Axz = f(Pi) —/(Р) ёки Ахг = /(х + Ах, у) —/(х, у) (3.1) 

айирма г = /(х, у) = f(P) функциянинг Р(х, у) ну^тадаги х узга-
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рувчи буйича хусусий 
орттирмаси деб аталади 
(шаклда бу = kxz
кесма).

Шунга ухшаш агар 
факат у узгарувчига А у 
орттирма берилиб, х уз- 
гаришсиз цолдирилса, у 
цолдаР2(х, у + Ьу) нуц- 
та хосил булади, бу нуц- 
тага сиртда М2 (х, у +
4- А у, z2) мос келади, бу 
ерда z2 = /(P2)=/(x,t/-r 
-j-Ay) (шаклда бу Р2М2= 
= z2 кесма). У холда

179- шакл.

Ayz = /(P2) —/(Р) ёки &yz=f(x, у + Ду)— f(x, у) (3.2) 
айирма г = f (х, у) = f(P) функциянинг Р (х, у) нуцтадаги у узга
рувчи буйича хусусий орттирмаси деб аталади (шаклда бу N2M2 — 
= Ауг кесма).

Нихоят, иккала х ва у узгарувчи мос равишда Ах ва Ау орт
тирма олеин. У цолда Р(х, у) нуцта Р3 (х + Ах, у + А у) нуктага 
утади, бу нуцтага сиртда М3 (х + А х, у + А у, z3) нукта мос кела
ди, бу ерда z3 = f (Р3) = /(х + Дх, у + А у).

Ушбу

А г = f (Р3)~f (Pi) ёки Az = /(x + Ax, у + Ay) — / (х, у) (3.3) 
айирмани биз 2- § да учратган эдик, у z = f (х, у) функциянинг 
Р(х,у) нуцтадаги тулиц орттирмаси деб аталади (шаклда бу 
N3M3 — Az кесма).

(3.1), (3.2) ва (3.3) формулалардан функциянинг тулиц орттир
маси, умуман айтганда, бу функциянинг хусусий орттирмалари йи- 
гиндисига тенг эмаслиги келиб чикади, яъни

AJz#=Axz + Apz.

z = f(x, у) функциянинг х узгарувчи буйича Axz орттирмасининг 
шу узгарувчининг Ах орттирмасига нисбатини цараймиз:

Ахг ((х4-Дх, у) — f(x, у)
&х ~ Д х

Таъриф. Агар нисбатнинг Дх—0 даги лимити мавжуд бул
са. у цолда бу лимит z~f(x,y) функциянинг Р(х,у) нуцтадаги х 
Узгарувчи буйича хусусий хосиласи деб аталади ва бундай белги- 
ланади:

дг 
дх

df_
дх

г'х , f'x (х, у).
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Демак, таърифга кура куйидагига эга буламиз:
= lim ^- = lim f<x+*x,y)-f(x,y) 

дх дх-»о Дх Дх—»о Дх

z = К*> у) функциянинг Р(х, у) нуцтадаги у узгарувчи буйича 
хусусий уосиласи ^ам тунга ухшаш таърифланади:

Л = lim Л^_ = lim

ду ду->о Ду ду-»о Ду

Таърифдан — ни топишда у нинг узгаришсиз ^олиши, — ни 
дх ду

топишда эса х нинг узгаришсиз цолиши келиб чикади. Бунинг учун 
хусусий ^осилани топиш бир узгарувчили функция хосиласини то
пиш цоидаси ва формуласи асосида утказилади, фацат бунда росила 
айнан кайси узгарувчи буйича топилаётганини ёдда саклаш керак,

Уч ва ундан орти^ узгарувчи функциясининг хусусий хосиласи 
шунга ухшаш таърифланади ва ^исоблапади.

1-мисол. Ушбу
z = К^+72

функциянинг хусусий хосилаларини топинг.
Ечиш. у ни узгармас деб хисоблаб, — хусусий .уосилани то- 

дх
памиз:

дг  ______1_____  9 у— х
дх 2Д/ x2-f-z/a V*2 + Уг

х ни узгармас деб >;исоблаб, — хусусий ^осилани топамиз: 
fy

дг __ 1
ду 2Д/ х2+у2 •2{/= У

Ух’+У4 ‘

2-мисо л. Ушбу
и = х5 — у1 + 5z3

функциянинг хусусий ^осилаларини топинг.
Ечиш. у ва г ларни узгармас деб зугсоблаб, — хусусий ^оси-

лани топамиз:

jc ва z ларни узгармас деб ^исоблаб, —- хусусий ^осилани топамиз: 
fy 

ди . ч— = —4у3.
У ди

х ва у ларни узгармас деб хисоблаб, — хусусий хосилани то- 
аг

памиз:
— = 15г2. 
дг
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180- шакл.

Икки узгарувчининг z = /(х, у) функцияси учун унинг хусусиц 
^осиласининг геометрик маъносипи аниклаш кийип эмас. Бу функ
циянинг геометрик тасвири сиртдан иборат эди.

у ни узгармас деб хисоблаб, Охг координата текислигига парал- 
лел мос текислик билан сирт кесишмасида ясси эгри чизик Lx ни 
хосил киламиз. Бу эгри чизикца М нуктада ТХМ уринма Ох уки 
билан а бурчак зуосил килади. Бир узгарувчининг функцияси ^оси- 
ласининг геометрик маъносига асосан (у—узгармас)

A=tga = £x (3.4)

га эга буламиз, бу ерда kx МТХ уринманинг Ох укига нисбатан 
бурчак коэффициента (180-шакл).

Шунга ухшаш х ни узгармас деб хисоблаб Oyz координата те
кислигига параллел мос текислик билан сирт кесишмасида ясси эгри 
чизиц Ly ни х;осил циламиз. Бу эгри чизикка М. иуцтада 
уринма Оу уци билан р бурчак хосил килади. Шундай цилиб,

га эга буламиз, бу ерда ky МуТ уринманинг Оу у^ига нисбатан бур
чак коэффициента.

Уз-узин и текшириш учун саволлар
1. Икки узгарувчининг функцияси, унинг апикланиш с ох ас и деб нимага айтила

ди? Бу тушунчаларнинг геометрик талцинини беринг.
2. Уч узгарувчининг функцияси, унинг аншуланнш сохаси деб нимага айтилади? 

Бу функциянинг аницланиш сохасини геометрик нуктаи назардан кандай тал- 
Кин килиш мумкин?

3. Икки узгарувчи функциясининг нуктадаги лимити деб нимага айтилади?
4. Качон икки J/згарувчининг функцияси нуктада, сохада узлуксиз дейилади?
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5. Икки Узгарувчи функциясининг узилиш нуктаси деб нимага айтилади? Мисол 
келтиринг.

■6. Бир неча узгарувчи функциясининг хусусий хосиласига таъриф беринг.
7. Икки узгарувчи функцияси хусусий \осиласининг геометрик маъноси нимадан 

иборат?
8. 2983 — 3002, 3037 — 3084- масалаларни ечинг.

4-§.  Бир неча узгарувчи функциясининг тулик; орттирмаси ва ту- 
лиц дифференциали

Соддалик учун икки узгарувчининг г = f(x, у) = f(P) функцияси- 
ни ^араймиз. Ихтиёрий Р(х, у) нуктани оламиз, х ва у узгарувчи
ларга мос равишда Дх ва Ду орттирмалар берамиз. Р^х 4- Дх, 
у + Ду) нуцтага эга буламиз. Нуцталар орасидаги масофани р ^арфи 
билан белгилаймиз (181-шакл). р = У(Дх)2 + (Ду)2 булиши равшан. 
z = /(х, у) функция

Да = /(х 4- Дх, у + Д у) — f(x, у)
формула билан аницланадиган Да тули^ орттирмага эга булади.

Таъриф. Агар z=f(x,y) функциянинг Р(х, у) нуцтадаги ту лиц 
•орттирмасини

Да = АДх + ВДу + а(Дх, Ду) (4.1)

куринишда ифодалаш мумкин булса, бу функция Р(х, у) нуктада 
дифференциалланувчи дейилади, бу ерда А, В Дх ва Ду га боглик; 
•булмаган сонлар, а(Дх, Ду) эса Дх->0, Ду->0 да чексиз кичик 
функция, аникроги, а(Дх, \у)Р{х, у) ва Л(х,4- Дх, у 4- Ду) нукта- 
лар орасидаги р масофага цараганда юк;ори тартибли чексиз кичик 
миддордир (182-шакл), яъни

Пгп?^^)=0. 
р-»0 р

Дх->0\
Ду->0;

(4.2)

Бу таърифдан агар функция нудтада дифференциалланувчи булса, 
унинг тула дифференциалини иккита цушилувчининг йигиндиси ку- 
ринишида тасвирлаш мумкин экани келиб чидади: улардан бири — 
А Дх 4- В Ду Дх, Ду га нисбатан чизикли ифоданинг бош булаги, 
■иккинчиси Дх ва Ду га нисбатан чизикли булмаган ифода, у нолга 

181- шакл. 182-шакл.
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Sx ва Ду га нисбатан тезрок интилади, яъни юкори тартибли чек
сиз кичик микдордир.

Таъриф. Дифферепциалланувчан z — f(x, у) функциянинг аргу- 
ментларнинг Дх, Ду орттирмаларига нисбатан чизикли ифодаси бул
ган Дг ту лиц орттирмасининг бош бу лаги бу функциянинг тулиц 
дифференциали деб аталади.

Шундай килиб, z = Дх, у) функция Дх, у) нуктада дифферен
циалланувчи булса, у холда унинг dz тулик дифференциали ушбу

dz = X Д х + В Ду (4.3)
формула билан аникланади.

1-мисол. Ушбу
z = х2 + у2

функциянинг дифференциалланувчи эканига ишонч хосил килинг. 
Унинг тулиц дифференциалини хисобланг.

Ечиш. Функциянинг Дх, у) нуцтадаги тулиц орттирмасини то
памиз:

Д z = f(x + Д х, у + Д у) — Дх, у) = (х + Д х)2 + (у + Ду)2 —
— х2 — у2 = х2 + 2х Д х + (Дх)2 + у2 + 2у Д у + (Д У)2 — х2 — у2 = 

= (2хДх + 2уДу) + ((Дх)2 + (Ду)2).

zj=x2 + y2 функциянинг Дг тулик орттирмаси икки цисмдав 
иборатлигини курамиз: Дх ва Ду нинг чизикли ифодаси (2хДх + 
+ 2у Д у) бош кием, Д х ва Д у нинг чизикли булмаган ифодаси 
(Дх)2 + (Ду)2. а(Дх, Ду) = (Дх)2 + (Д у)2 ни р га буламиз ва бу 
нисбатнинг лимитини р = ]/(Д х)2 + (Д у)2 -> 0 да, ва демак, Дх->-0 
ва Ду->-0 да цисоблаймиз:

lim«(ДаД^ = lim = ]im _р2 = limр = 0
р-*0 р р-»о р р—>о р р->о

Бу натижа а(Дх, Ду) = (Дх)2 + (Ду)2 катталик р га нисбатан анча 
юцори тартибли чексиз кичик катталик эканини билдиради.

Демак, z = х2 + у2 функциянинг Дг тулиц орттирмаси (4.1) 
формулага буйсунади, шунинг учун бу функция дифференциалла
нувчи ва унинг dz ту лиц дифференциали 2хДх + 2уДу га тенг.

Теорема (дифференциалланувчанликнинг зарурий шарти). Агар 
г = Дх, у) функция Р(х, у) нуктада дифференциалланувчи булса, 
У \олда у шу нуктада f'x(x, у) ва f'(x, у) хусусий \осилаларга эга 
булади, бунда

A=f\{x,y), B = f’y(x,y).

Исботи. z = Дх, у) функция Р(х,у) нуцтада дифференциалла
нувчи булгани учун (4.1) муносабат уринли булади, яъни ихтиёрий 
етарлича кичик Дх ва Ду ларда

Дг = ЯДх + ВДу + а(Дх, Ду).
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Хусусан, у Ду = 0 ва Дх=£0 да хам уринли булади. Бу холда 
Дг тулик орттирма Длг хусусий орттирма булиб цолади ва (4.1) 
муносабат

ДдЛ = А Д х + а(Д х, 0)
курипишни олади. Охирги тенгликнинг иккала кисмини Дх га була
миз ва Дх ->• 0 да лимитга утамиз:

lim Ы. _ ,im 1А + ?<£*-»>.'| = А + Нт5(^0) 
Дх—о Дх Ах—о \ Дх / дх—о Дх

,. а(Дх, 0) лlim-------- = 0 эканини кхрсатиш колади.
Ах-, о Дх

Хакикатан хам, Ду = 0 булгани учун р =У (Дх)2 = | Дх| 
ди, демак,

(4.4)

була-

lim ^01 = Нт ^0) = Нт <» = р, 
Дх—о Дх дх—о | Д х | дх—о ±р

чунки z = /(х, у) дифференциалланувчи функция, шунинг учун (4.2) 
шарт бажарилади. Бу натижани (4.4) га цуйиб

lim = А
дх—о Дх

га эга буламиз.
Бирок, иккинчи томондаи, lim^- = Г (х, у), шунинг учун Р(х,у) 

Дх->0 Дх
нуктада

/х (*• У} = А
хусусий росила мавжуд. Р(х, у) нуцтада 

f'y (х, у) = В
хусусий хосиланинг мавжуд булишини хам шунга ухшаш исботлаш 
мумкин.

(4.1) ва (4.3) формулаларда А ва В катталикларни хусусий хо* 
силаларга алмаштириб, цуйидагиларга эга буламиз:

Дг = f’x(х, у)Ьх + f'y (х, у)Ьу + а(Д х, Д у), (4.5)
dz = fx(x, y)bx + fu(x, у) by. (4.6)

Охирги формула функциянинг тулиц дифференциали билан унинг 
хусусий хосилалари уртасида богланиш урнатади: функциянинг ту- 
лих дифференциали хусусий хосилаларнинг мос аргументлар орттир- 
масига купайтмасининг йигиндисига тенг.

Лекин эркли узгарувчиларнинг дифференциаллари уларнинг диф- 
ференциалларига бевосита тенг, яъни

Дх = dx, by = dy,

шунинг учун (4.6) формула ушбу куринишда ёзилади: 
dz = fx (х, у) dx + f’y (х, у) dy. 
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f (x, y)dx ва f'y(x,y)dy кушилувчилар хусусий дифференциаллар 
деб аталади, улар мос равишда dxz ва dyz билан белгиланади.

Шундай килиб, ушбуга эга буламиз:
dz = dxz + dyz,

яъни функциянинг дифференциали унинг хусусий дифференциаллари 
йигиндисига тенг.

(4.5) ва (4.6) муносабатлардан
Sz = dz + а(А х, А у)

экани келиб чикади. Бу ерда а(Дх, Ду) р га нисбатан анча юцори 
тартибли чексиз кичик микдордир. Шунинг учун кичик р ларда 
(яъни Дх ва Аг/ ларда) бу ^ушилувчини .хисобга олмаслигимиз мум
кин, у холда ушбу такрибий формулага эга буламиз:

Аг « dz
ёки

А г « (х, г/)Дх + ^(х, у) А у. (4.8)

Бу формула дифференциалланувчи функциянинг тулик орттирма- 
сини унинг тулик дифференциали билан тахминан алмаштиришга им- 
кон беради. Шунинг учун бу формуладан такрибий хисоблашларда 
фойдаланилади, чунки дифференциални хисоблаш тулик орттирмани 
хисоблашга нисбатан осонрок.

Бирок
Az = Дх + Ах, у + Ay) — f (х, у),

шунинг учун (4.8) такрибий кис°блаш формуласи тугал маънода 
Куйидаги куринишни олади:

Дх + Ах, у + Sy) — Дх, у) ж f'x (х, у)Дх + fy (х, y)Sy (4.9) 
ёки

Дх + Дх, у + Sy)« Дх, у) + Д(х, у) Дх + /'(х, у) А у.

5-§,  Дифференциалланувчанликнинг етарли шарти

(4.9) формула z == Дх, у) функция Р(х, у) нуктада дифференциал
ланувчи, демак, у бу нуктада хусусий хосилаларга (яъни тулик 
дифференциалга) эга булиши керак, деб фараз килиниб олинтан 
эди. Лекин тескари даъво, умуман айтганда, нотутри, яъни нук
тада хусусий хосилаларнинг мавжуд булишидан функциянинг диф- 
ференциалланувчанлиги келиб чикмайди. К,уйидаги теоремада биз 
Дифференциалланувчанликнинг етарли шартини ифодалаймиз ва исбот- 
лаймиз.

Теорема (дифференциалланувчанликнинг етарли шарти). Агар 
г — f(x, у) функция Р(х, у) нуктанинг бирор б атрофида хусусий 
Хосилаларга эга булса еа бу хосилалар нуктанинг узида узлуксиз 
оулса, у ,\олда функция шу нуктада дифференциалланусчи булади.
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Исботи. х ва у узгарувчиларга мос равишда шундай кичик 
Дх ва Ду орттирмалар берайликки РДх 4- Д х, у + А у) нуцта Р(х, у) 
нуцтанинг курсатилган 6-атрофидан чикиб кетмасин. Функциянинг

Д г = f(x + А х, у + Д у) — Дх, у)
тулиц орттирмасини

Дг = [f (х + Дх, у 4- Ду) — Дх, у 4- Ду)] 4-
4- [Дх, у 4- Д«/) — Дх, у)] (5.1)

куринишга алмаштирамиз.
Биринчи квадрат цавсдаги айирмани х узгарувчили Дх, у 4- А у) 

функциянинг орттирмаси сифатида караш мумкин, чунки иккинчи 
аргумент узининг у 4- Д У га тенг цийматини са^лайди. Худди шу- 
нингдек, иккинчи квадрат цавсдаги айирмани у узгарувчили Дх, у) 
функциянинг орттирмаси сифатида караш мумкин, чунки иккинчи 
аргумент узининг х га тенг цийматини са^лайди. Теорема шартига 
кура функция Д (х, у 4- А У) на f'(x, у) хусусий хосилаларга эга 
булгани учун Лагранж теоремасини цулланиб цуйидагини ^осил ки
ламиз:

Дх4-Дх, у 4- Ау) — Дх, у 4- Ду) = f'x (1, у 4- Ду) А х, (5.2) 
бунда

х < В < х 4- Дх,
Дх, у 4- Ду) — Дх, у) = f'y (х, п) Д у, (5.3)

бунда
у<П<у 4-Ау.

Теорема шартига кура хусусий \Осилалар Р(х, у) нуктада узлук
сиз булгани учун цуйидагига эга буламиз:

Пт£(В, у 4-Ду) = f'x(x, у), (5.4)
д»~+о 
Ду-»0 
(s-X)

lim^(x, т]) =/;(х, у). (5.5)
Дх->0 
Ду~»0 
(W

Лимитнинг маълум хоссасидан фойдалансак, (5.4) ва (5.5) тенг- 
■ ликлар цуйидагиларга тенг булади:

(В, у 4- Ay) = fx (х, у) 4- а/Ах, Ау),

f'Jx, П) = f'y (х, у) 4- а2(Дх, Ду),
бу ерда аДАх, Ау) ва а2(Дх, Ау) Дх->0 ва Ду->0 да чексиз ки
чик функциялар.

f'x (?> У 4- Ау) ва fy(x, т]) ифодаларнинг цийматларини (5.2) ва 
(5.3) муносабатларга, кейин (5.1) муносабатга к,уйиб цуйидагини ^о- 
сил киламиз:

Дг = Д(х, у)Ах 4- f’y(x, у)\у 4- а(Дх, Ду), (5.6) 
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бу ерда а(Дх, Ду) = aj(Ax, Дг/)Лх4-а2(Дх, Ду)Д г/. |Дх|сР ва 
|Дг/| булгани учун (буни шаклдан куриш мумкин)

| а( Д х, Д у) | = I а/Д х, Д г/)Д х + а2 (Д х, Д у) Д у | < 
< | а/Дх, Ау) 11 Дх | + | а2(Дх, Ау) [ | Д у | < р( | а^Дх, Ау) | + 

4-1 а2(Дх, Ау) |).

Демак,
I а<Ах!_А^.!_ I а/Дх, Ay) I + | а2(Дх, Ау) 

Р
п_+0 да (ёки Дх-*О, Ду->0 да) a/Дх, Ау) 0, а2(Дх, Ау) О 
булгани учун

lim«(Ax^ = 0

Р-*О р

булади, яъни а(Дх, Ау) р га нисбатан анча юцори тартибли чексиз 
кичик микдордир. Шунинг учун (5.6) тенгликнинг унг кисмидаги 
дастлабки икки цушилувчининг йигиндиси Дх ва Ау га нисбатан чи- 
чикли ифода булади ва таърифга кура функциянинг Р(х, у) нуцтадаги 
дифференциалини ифодалайди. Шундай килиб, функциянинг диф- 
ференциалланувчанлиги исботланди.

1- м и со л. Ушбу
Z = X2 + I/2

функциянинг дифференциалланувчанлигини текшириб куринг. Унинг 
тулик; дифференциалини дисобланг.

Ечиш. Мисолни ечиш учун дифференциалланувчанликнинг етар
ли шартининг бажарилиш-бажарилмаслигини текшириш керак. Хусу
сий ^осилаларни ^исоблаймиз:

/,(х, У) = 2х, Цх, у) = 2у.

Улар бутун Оху текисликда узлуксиз функциялар булади. Шу
нинг учун z=x24-y2 функция бу текисликнинг кар бир ну^тасида 
дифференциалланувчи ва dz тулик дифференциал мавжуд, бунда

dz = 2х Дх + 2у Ау
ёки

dz — 2xdx + 2ydy.
Биз бу мисолда функциянинг дифференциалланувчанлигини аник- 

лаш учун исботланган теореманинг мухимлигига ишонч хосил кил- 
Дик, чунки хусусий хосилаларнинг узлуксизлигини текшириш содда 
булгани колда, таъриф ёрдамида функциянинг дифференциалланув
чанлигини бевосита текшириш (4-§, 1-мисол) анча мураккабдир.

2- мисо л. 1,О33’001 катталикни тулик; дифференциал ёрдамида 
такрибан кисобланг.

Ечиш. Ушбу
/(х, У) = х>

Функцияни цараймиз.
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х = 1, у = 3 десак, у холда Дх = 0,03; Ау — 0,001 булади. 
Р(1, 3) нуцтада дифференциалланувчанликнинг етарли шарти бажари- 
лиш-бажарилмаслигини текширамиз. Бунинг учун хусусий хосила- 
ларни хисоблаймиз:

f'x (х, у) = уху~\ fy (х, у) = х*1п х.

Р(1,3) нуктада иккала росила хам узлуксиз, демак, f(x, у) — ху 
функция бу нуктада дифференциалланувчи. Бу функция учун (4.9) 
такрибий формулани цуллай.миз:

(х + Ax)y+Sy ж ху + уху~1Ах + х* In х А у.

Энди
х = 1, у = 3, Дх = 0,03, Ау — 0,001

деймиз. Демак, куйидагига эга буламиз:
(1,ОЗ)3’°01« I3+3-13-1-0,03+I3 In 1-0,001 = 1,09.

Хотима килиб шуни таъкидлаймизки, уч га упдан ортиц узга
рувчи функциясининг дифференциалланувчанлиги хам икки узгарув
чи функциясининг дифференциалланувчанлиги каби киритилади. Уч 
ва ундан ортик, узгарувчининг функцияси учун хам шунга ухшаш 
теоремалар уринли.

'Уз- у з и н и текшириш учун саволлар

1. Кушдай икки узгарувчининг функцияси нуцтада дифференциалланувчи функ
ция деб аталади?

2. Икки узгарувчи функциясининг дифференциалланувчанлигининг зарурий шар- 
тини айтинг ва исботланг.

3. Икки узгарувчи функциясининг нуктадаги тулик дифференциалига таъриф бе
ринг.

4. Функииянинг тулиц дифференциали унинг хусусий хосилалари оркали канлай 
ифодаланади?

5. Икки узгарувчи функциясининг дифференциалланувчанлигининг етарли шарти- 
ни айтинг ва исботланг.

6. Функциянинг тулиц дифференциали хусусий диффсренциаллар орцали цандай 
ифодаланади?

7. Функциянинг тулиц дифференциали унинг цийматини тахрибий хисоблаш учун 
Хандай кулланилади?

8. 3101—3109, 3112 — 3115-масалаларни ечинг.

6-§,  Мураккаб функциянинг хосиласи

Икки узгарувчининг z — f(u, у) дифференциалланувчи функцияси 
берилган булсин. и, v аргументлар хам х эркли узгарувчининг диф
ференциалланувчи функциялари булсин, яъни

и = и (х) ва у = v (х).
У холда

z=/(u(x), y(x)) = F(x)
функция х эркли узгарувчининг мураккаб функцияси, и ва v 
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аргументлар — о р а л и к узгарувчилар булади. х узгарувчига 
ихтиёрий Ах орттирма берамиз, у холда и ва v узгарувчилар мос 
равишда Au ва Au орттирма олади, z функция уз навбатида

Аг = f(u 4- Ди, и + Аи)— /(и, и)
тулик орттирма олади.

z = f(u, v) функция дифференциаллапувчи булгаии учун Аг ту
лик орттирмани х ва у харфларни мос равишда и ча v билан алмаш- 
тириб (4.5) шаклида ёзиш мумкин:

Аг = — Ди -г- — Аи + а (Аи, Аи), (6.1)
ди dv

бу ерда а(Аи, Аи) р ='К(Ди)2 + (Аи)2 га нисбатан юцори тартибли 
чексиз кичик мицдордир, яъни

lim ^^ = 0.
р-»0 р

(6.2) тенгликнинг иккала цисмини Ах га буламиз:

ва Ах—► О да лимитга утамиз:

(6-2)

Az дг .. Ли . дг dv . a (Au, Ди) 
lim — = — lim 1— lim 1- lim -------------,
At—о Лх du At—о Ах dv Дх—о дх дх—о Ах

(6.3)

бу ерда -- ва — хусусий хосилалар лимит белгисидан таш^арига 

чикарилган, чунки улар Ах га боглиц эмас. u = u(x) ва u = u(x) 
функциялар дифференциалланувчи, шунинг учун

(6-4)

(Au, Ди) j / (Аи)2 + (Аи)2 _
р ' Лх

(6-5)

Ди du .. Аи dv 
Ах—о Ах dx Дх—о Ах dx

g (Au,. Аи) MyHOcagaTHHHr ЛИМИТИНИ ТОПИШ цолди. Бунинг учун уни 

куйидаги куринишда тасвирлаймиз:
«(Ди, Ди)_ а (Ди, Ди) р _ а

Дх р Лх
_ а (Ли, Ли) -.S'/Ли \2 . /Ди.2
~ ' р ' ’ '.Д?1 + '.Дх/ •

и = и(х) ва и = и(х) функциялар дифференциалланувчи булгани 
учун улар узлуксиздир, шунинг учун Ах-»-0да Аи->0 ва Ди-*О, 
Демак, Ах->-0 да р->0. Бундан Дх-> О да (6.5) даги биринчи ку- 
пайтувчи — _>о. Ах-> 0 да иккинчи

Р__________

маълум сонга интилади.

« , Г/Ди\2 . /Ди\2купантувчпу у+(-)
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Шундай килиб, (6.5) муносабатда Ах-> О да лимитга утиб, цуйи- 
дагини хосил киламиз:

1.та(ДигД1) = ].та1Л£Му) lim /Mu 2 : =
Лх^О Ax Ax—>0 p Ax—0 ’ \Дх/ \Дх/

p—о p ' \dx) \dx)

Бундан (6.3) нинг унг кисмининг Ах -0 даги лимити мавжуд. Де
мак, чап цис.мининг лимити ^ам мавжуд

,. Дг dz1 im------- —-----
Ах—о Л * dx

(6.4), (6.6), (6.7) формулаларни хисобга олиб, (6.3) ни куйидаги 
куринишда ёзиш мумкин:

dz _  дг du , дг dv
dx duj dx ' dv dx

Бу формулани ихтиёрий сондаги аргументларнинг мураккаб функ
цияси холи учун хам умумлаштириш мумкин.

1-мисол. Агар и = lnx, v — sinx булса, z = и2 4- v мураккаб 
функциянинг хосиласини топинг.

dx

Ечиш. ни топиш учун (6.8) формуладан фойдаланамиз:
dx
dz _ 1 , , 2 In х ,----- = 2u -------- Ь 1 • COS X =----------- h COS X.
dx x x

2
I =0. (6.6)

(6.7)

(6.8)

-I

2- м и с о л. Агар и — х3, v = sin Зх, w — arctg — булса z = 
X

_ gu-2v+3u> Мураккаб функциянинг хосиласини топинг. 
dx

Ечиш. г функция учта узгарувчига боглиц, (6.8) формула^бу 
^олда цуйидагича булади:

dz _  dz du , дг dv dz dw
dx du dx dv dx ' dw dx

Бу формуладан — ни топишда фойдаланамиз:
dx

— = eu-2V+3w . 3x2 + g«-2V+3u, . (_2) . cos3x . 3 4. 
dx

+ e«-2V+3« . 3__L_
1+ 1

• ^Зх2 — 6 cos Зх —___ 1_) = e“-2V+3w

х2

х5—2 sin 3x4-3arctg — 
в X
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(6.9)

(6.8) формуланинг икки узгарувчининг функцияси ушбу z = 
= /(х, у), бу ерда y = z/(x), куринишга эга булгандаги хусусий до
чини, яъни

z = /(x,f/(x))=F(x)
битта х эркли узгарувчининг мураккаб функцияси булган ^олни ка
раймиз.

(6.8) формулага асосан ушбуга эга буламиз:
dz   dz dx | dz dy
dx dx dx dy dx

лекин = 1 б?лгани УЧУ»
dx

dz   dz , dz dy 
dx dx dy dx

Бу функция икки узгарувчи функциясининг -у- хусусий хосила- 

сини ва бир узгарувчи мураккаб функциясининг хосиласини уз 
dx 

dzичига олади. Бу охирги ----- росила тулик росила деб аталади. (6.9)
dx

формулани ихтиёрий сондаги аргумент функцияси булган хол учун 
^умумлаштириш мумкин.

"З-мисо л. Агар у = х3 булса, 
z — In ( ех + е1) 

. dz „ dz „функциянинг -у- хусусии ва -у- тулиц хосилаларини топинг.

Ечиш. Аввал -4— хусусий хосилани топамиз:

dz _  1 х_ е*
dx ~ ех+е« 'С ~ ех + ед”

(6.9) формуладан фойдаланиб тулиц ^осилани ^ам топамиз:

----- е— + —-------е9 • Зх2 =
dx

+ 
еж+е" 

е*Ч-ЗхМ
ех

ех+^
er+3x?Z

e’+e'* ’

Энди z иккита эркли х ва у узгарувчининг мураккаб функцияси 
булган анча умумий холни караймиз, яъни z=f(u, v), бу ерда 
“ = “(*. у) ва\и = v(x, у).

шундай килиб,
z=f(u(х, у), v(х, у)) = F(x, у).

Хамма функциялар дифференциалланувчи деб фараз'киламиз. Ху- 
~ ий ..................... дг .... _____ ‘.............  .......____________ _сусий хосилани, масалан, ни топиш учун у аргументни узгармас 
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деб хисоблаш керак, у ^олда и ва v факат биргина х узгарувчининг 
функциялари булиб ^олади. Биз юкорида к ара га и холимизга келдик. 
Бунда фарк факат шундаки (6.8) формуладаги , —— ва

dx dx dx
dz du dv „ ,хосилалар -----, -----  ва ----- хусусии хосилалар билан алмашган
дх дх дх

Шундай килиб, умумий формула га эга буламиз:
dz   dz ди . ,^2 dv
дх ди дх dv дх (6.10)

-----хусусий росила учун кам шунга ухшаш формулани косил ки- 
dy

лиш мумкин:
_dz_ _ _дг_ . Ди , _5z_ _dv_ 
ду ди ду dv ду

Шундай цилиб, мураккаб функциянинг хусусий хосиласи берил
ган функциянинг оралик аргументлар буйича хусусий хосилалари 
билан бу аргументларнинг мос номдаги эркли узгарувчилар буйича 
хусусий хосилалари купайтмаси йигиндисига тенг.

Ифодаланган цоида ихтиёрий сондаги эркли узгарувчилар функ
цияси учун ва ихтиёрий сондаги оралик; узгарувчиларда кам т\"гри 
булади.

4- м и с о л. Агар и = — , о = Зх — 2у булса,
У

Z = и2 In V
, dz dzмураккаб функциянинг —ва —— хусусии хосилаларини топинг. 

Ечиш. (6.9) ва (6.10) формулалардан фойдаланиб топамиз: 
ck n , 1 . и2 о 2х , /о п , Зх2-----= 2и In v--------- 1 3 = — In (Зх — 2у) +   , 

уч-----------У2-----------------------у2(3х—2у)
_|_ ±1 (_2) = — In (Зх — 2у)-------- ——

\ У2) v ' </3 у2(3х—2у)

дх

— = 2« In v 
ду

7-§.  Тулик, дифференциал шаклининг инвариантлиги

Эркли узгарувчилар тулик дифференциалларини аргументлари ора
лик функциялар булган мураккаб функциялар билан таккослаймиз.

Агар z = f(u, v) булса, бу ерда и ва v эркли узгарувчилар, у 
х.олда унинг тулик дифференциали (4.6) формула буйича кисоблана- 
ди:

dz =-^-du +dv. (7.1)
du dv

Энди z = f (u, v), бирок и = u(x, у) ва и = u(x, у) оралик аргу
ментлар булсин. Бундан, гх ва у эркли узгарувчиларнинг функ
цияси булади. (4.6) формула буйича куйидагига эга буламиз:
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дг— ни 
ду

dz
Бу ерда — ва
маштирамиз:

/ дг ди , дг
2 \ ди дх ' dv

формулалар буйича ал-

^!L+JL ._*L\dy. 
ду dv ду )

Кавсларни очамиз ва ^ушилувчиларни цайтадан гуру^лаймиз:

* = -J- l^-dx + £ </»,) + (JL dx + .
ди \ дх ду ) dv \ дх ду )

Кавслардаги ифодалар мос равишда du ва dv тулик дифференци- 
алларга тенг. Демак, ушбуга эга буламиз:

, дг , . дг ,dz -- ----- du +-— • dv,
ди dv

дх } к ди

(7.2)

du = _*Ldx + -^dy, dv = -^dx + -^dy. 
дх ду дх ду

(7.1) ва (7.2) формулаларни таццослаш билап цуйидаги мухим 
хулосани чикарамиз: dz т\лик; дифференциал аргументлар эркли уз- 

✓ гарувчи булиши ёки эркли узгарувчиларнинг функциялари булиши- 
дан катъи назар айни бир шаклни сак; лай ди. Тулик; дифференциал 
шаклйнинг бу хоссаси унинг шаклининг инвариантлиги деб аталади. 
Уни ихтиёрий сондаги узгарувчилар холи учун умумлаштириш мум
кин.

8-§.  Ошкормас функциялар

Икки х ва у узгарувчини богловчи ушбу
F(x, у)=0 (8.1)

тенгламани цараймиз. Агар х нинг бирор тупламдаги хар бир кий- 
матига х билан бирга (8.1) тенгламани цаноатлантирувчи ягона у 
циймат мос келса, (8.1) тенглама бу тупламда у = <р(х) ошкормас 
функцияни аницлайди.

Шундай к;илиб, х нинг у ошкормас функцияси х га нисбатан 
ечилмаган тенглама билан ани^ланади. Ошкормас функциядан фар^- 
ли уларок х гг нисбатан ечилган y=f(x) тенглама билан берилган 
функция ошкор функция деб аталади.

Масалан,
е2у —х3 —1 =0

тенглама барча х>—1 лар учун х га нисбатан у функцияни ош
кормас ани^лайди. Уни у га нисбатан ечиб, куйидагини ^осил ки
ламиз:

!/=-у 1п(х® + 1).
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4 Бу формула бизга у ни х га нисбатан ош
кор функция сифатида беради.

-
/Я' v

Ушбу
х2 + у2 — R2 = 0

тенглама эса иккита функцияни ошкормас 
аниклайди (183-шакл):

183- шакл. У = + V R2 — x2 ва у = — V R3 — х2

Бирок ошкормас куринишда берилган хар кандай функцияни хам 
ошкор куринишда тасвирлаб булавермайди. Масалан, ушбу

у — х-----— smy = О,

х — xzy — In у — О

тенгламалар билан берилган функцияларни у га нисбатан ечиб бул- 
майди, тутри, улардан биринчисини х га нисбатан ечиш мумкин. 
Шунинг учун

У — х-----— sin z/ = О

тенглама у га нисбатан х функцияни ошкормас аниклайди.
Баъзи лолларда /•' (х, у) — 0 куринишдагн тенглама ошкормас 

функцияни умуман аникламаслиги мумкин. Масалан, ушбу
х2 + у2 + R2 = О

тенглама хеч кандай х ва у хакикий сонларда бажарилмайди, демак, 
у ^еч кандай функцияни аникламайди.

1. Мавжудлик теоремаси. Кандай шартларда F (х, у) = 0 тенгла
ма ^а^икатан у нн х га нисбатан ошкормас функция сифатида ани^- 
лайди дейиш мумкинлигини курсатамиз. Бу саволга куйидаги теоре
ма жавоб беради, биз уни исботсиз келтирамиз.

Ошкормас функциянинг мавжудлиги ^а^идаги 
теорема. Агар F(х, у) функция хамда унинг Fx(x, у) ва Fy (х,у) 
хусусий ^осилалари Ро (х0, yj нуктанинг бирор атрофида аник- 
ланган ва узлуксиз булиб, F(x0, yQ) = Q, Fg(x0, у0) 0 булса, у
холда ушбу

F(x, у) = 0
тенглама бу атрофда х0 нуцтани уз ичига олувчи бирор интер- 
валда узлуксиз ва дифференциалланувчи ягона

У = 4>(х)
ошкормас функцияни аниклайди, бунда ср (хп) = у0.

График нуцтаи назаридан бу Р0(х0, у0) нуктанинг атрофида 
F(x, у) = 0 тенглама билан берилган эгри чизик; узлуксиз ва диф- 
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ференциаллапувчи у = ср (х) функциянинг графигиии ифодалашини 
англатади. Масалан, ушбу

F (х, у) — х2 + у2 — R2 = О
тенглама айланани аницлайди.

Айлананинг ихтиёрий Р0(Хд, у0) нуктасида (г/0#= 0) теореманинг 
шарти бажарилади:

F (хо> Уо) ~ хо + Уо R2 — О, Fy (х0, у0) = 2у0 =/= 0.
Шунинг учун ушбу

У > 0 да у = + |//?2 — х2 ,

у < 0 да у = — )/ R2 — х2

функция берилган тенгламани каноатлантирувчи ягона узлуксиз функ
ция булади. A(R\ 0) ва В(— R; 0) нукталарда (у0 = 0) тенглама
нинг шарти бузилади: F (± R, 0) — 0 хамда х = R ва х — —R да

иккала узлуксиз у = + | R2 — х2 ва у — — | R2 — х2 ечимлар 
нолга айланади. Агар бу нукталарда

Fx (±R,0)=* ±2R^0

булишини эътиборга олсак, у холда, аксинча, х ни у га нисбатан 
ягона узлуксиз функция куринишида лфодалаш мумкин:

х>0 да x = +l^R- — У2 , 

х < 0 да x~ — ]/r2 — у2 .

Икки узгарувчининг ошкормас функцияси хам шунга ухшаш уч
та узгарувчи ми^дорларни богловчи

F(x, у, г) = 0

- тенглама куринишида ани^ланади. Юкорида келтирилгап мавжудлик 
теоремасига ухшаш теорема уринли булади.

Теорема. Агар F (х, у, г) функция, ва унинг Fx (х, у, г), 
Гу (х, У, z), Рг (х, у, г) хусусий хосилалари Р„ (х0, у0, z0) нуцта- 
нинг бирор атрофида аникланган ва узлуксиз булиб, F (х0, у0, 
го) = 0, Fz (х0, у0, Zg)=A=O булса, у холда F (х, у, г) =0 тенглама 
?о(хп, уд, z0) нуцтанинг (х0, у0) нуктани уз ичига олувчи бирор 
атрофда узлуксиз ва дифференциалланувчи булган ягона z = 
~ Ф (х> У) ошкормас функцияни аницлайди, бунда

2О=Ф(ХО, Уд).
Энди ошкормас функциянинг дифферепциалланувчанлик масала- 

сини Цараймиз.
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2. Ошкормас функциянинг хосиласи. Ошкормас функция
F (х, у) = О

берилган булсин ва бу тенглама у ни бирор у = ср (х) функция си- 
фатида аникласин. F(x, у) функция ошкормас функциянинг мавжуд
лик теоремаси шартларини каноатлантирсин. Агар тенгламада у ур
нига ф(х) функцияни цуйсак, у ^олда ушбу

А(х, <р(х))^0
айниятни хосил киламиз.

Демак, х буйича F(x, у) функциядан росила хам (бу ерда у = 
= ср (х)) нолга тенг булиши керак. Мураккаб функцияни дифферен- 
циаллаш коидаси ((6.9) формула) буйича дифференциаллаб, ^уйида-

Ечиш. Мавжудлик теоремасининг шарти

гини топамиз:
дГ | dF dy _ Q
дх ' ду dx

ёки
Fx (х, у) + Fy (х, у) • у'х = 0,

бундан
- F'x (X, у)

Ух ~
Fy (х, у)

(8.2)

1-мисол. Ушбу
х3 4- у3 — Заху — 0

тенглама билан берилган ошкормас функциянинг хосиласини топинг.

F (х, у) = х3 + у3 — Заху

функция учун бажарилишини текширамиз.
Функция бутун текисликда аникланган ва узлуксиздир. Унинг 

хусусий хосилалари

F* (х, у) — Зх2 — Зау = 3 (х2 — ау),

Fy (х, у) = Зуг — 3ах = 3 (у2 — ах)

хам бутун текисликда узлуксиз. Шунинг учун F (х, у) = 3 (у2 — 
— ах)У=0 буладиган нуцталарда х га нисбатан у функция (8.2) 
формула билан ^исобланиладиган ух хосилага эга:

• хг — ау
Ух =------- \----- —у2 — ах

Энди учта узгарувчини боглайдиган
F (х, у, г) = О 
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тенгламани караймиз. Унинг учун ошкормас функциянинг мавжуд- 
лик теоремаси шартлари бажарилади ва у z ни бирор z = ф (х, у) 
функция сифагида аниклайди деб фараз килайлик.

Биринчи ^олда (8.2) формулани келтириб чикаришда кандай йул 
тутган булсак, шундай йул тутамиз. Тенгламада z нинг урнига 
ф(х, У) функцияни куямиз ва куйидаги айниятни хосил киламиз:

Е(х, у, <р(х, у)) = 0.
Демак, Г(х, у, г) функциядан х ва у буйича хусусий хосилалар 

хам (бунда z — ф (х, у)) нолга тенг булиши керак. Дифференциал- 
лаб топамиз:

dF OF dz _ Q dF dF _дг_ _ Q 
дх dz дх ’ ду dz ду

ёки
F'x (х, у, г) 4- F' (х, у, г) • гх = О,

Fy (х, у, г) + / (х, у, г) - zy= О,

бундан
2. _ _ К (ж. _ f, <*, у. А _

(X, у, г) у Fz (х, у, г)

2-мне о л. Ушбу
е — хуг = О

тенглама билан берилган ошкормас функциянинг хусусий косилала* 
рини топинг.

Ечиш. F (х, у, z) = ег — xyz функция хамма ерда аникланган ва 
узлуксиздир. Унинг хусусий косилалари

Fx (х, у, z) = — yz, 

F’y (х, у, г) = — хг, 

F'z (х, у, г) =ег — ху

Камма ерда узлуксиз функциялар булади. Шунинг учун Fz (х, у, г) = 
— е*— ху * 0 буладиган нуцталарда г функция (8.3) формула би
лан хисобланиладиган zx ва г хусусий хосилаларга эга булади:

—
ег — ху

Z = 
У

— хг хг
ег — ху ег — ху

Ихтиёрий сондаги узгарувчиларнинг ошкормас функцияси шунга 
ухшаш аницланади ва уларнинг хусусий ^осилалари топилади.
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Уз-узиии текшириш учуй саволлар

1. z = f(u, v) мураккаб функциянинг, бу ерда и=и(х) ва v = v(x), ------■ хоси-
dx 

ласини топиш учун формула келтириб чицаринг.

2. z = f(x, у) мураккаб функциянинг, бу ерда у — у (х), —— тула хосила-
dx

ни хисоблаш учун формула ёзинг.

3. г — [(и, v) мураккаб функциянинг, бу ерда и = и(х) ва о = о(х), 

хусусий зосилаларни топиш учун формула келтириб чикаринг. 
Икки узгарувчининг функцияси тулиц днфференциали шаклининг 
лик хоссаси нимадан иборат? Бу хоссани бир неча узгарувчининг 
булган зрл учун умумлаштиринг.
Ошкормас функциянинг мавжудлик теоремасини айтинг.
F (х, у) = 0 тенглама билан берилган у = <р (х) ошкормас функцияни лиффе- 
ренциаллаш формуласини келтириб чикаринг.
F(х, у. z) = 0 тепглама билан берилган г = <р(х, у) ошкормас функциянинг 
хусусий зосилалари формулаларипи келтириб чикаринг.
3124 — 3136, 3145 — 3155, 3161 — 3164-масала ла рни ечинг.

дг дг 
дх ' ду

■1. инвариаит- 
функцияси

5.
6.

7.

8.

9-§. Сиртга уринма текислик

Фазода бирор-бир сиртни ифодалаш» мумкин булган икки узга
рувчининг

z = /(х, у)
функциясини карайлик.

Таъриф. Сиртга М0(х0', t/0; г0) нуцтада уринма текислик деб 
сиртда ётган чизикларга уринма булган барча тугри чизиклар жой
лашган текисликка айтилади. Л1о(х0; у0; г0) нукта уриниш нуктаси 
дейилади.

Таъриф. Уриниш нуктасида уринма текисликка перпендикуляр 
булган тугри чизи^ шу нуктада сиртга утказилган нормал деб ата
лади.

Уринма текислик ва нормалнинг тенгламасини тузиш.
1. Уринма текисликнинг тенглама.ини келтириб чи^ариш учун 

бундай иш тутамиз.
z — f (х, у) функцияни ифодаловчи сиртнинг у — у0 ва х = х„ те- 

кисликлар билан кесимиии цараймиз. Берилган сиртда зосил булган 
Lx ва Ly ясен чизикларга М0(х0; у0; 2о) нуктада МОТХ ва М^Гу урин- 
малар утказамиз. Бу икки тугри чизиз Л40(х0; у0; з0) нуцтадап утув
чи бирор текисликни аниклайди. Бу текисликнинг тенгламасини цуйи- 
даги шаклда ёзамиз:,

z — г0 = Д(х — х0) + В(у — у0). (9.1)

А ва В коэффициентларни текислик уз ичига М^х ва М0Ту 
уринмаларни олиши шартидан топамиз (184-шакл).

Хацицатан зам, МОТХ уринма Oxz координата текислигига па- 
раллел У — Уо гекисликда ётгани учун (бунда Ох уеда нисбатан
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-iJPMj.tL.

184- шакл.

унинг kx бурчак коэффициенти kx = fx (x0, z/0) га тенг ((3.4) форму-
* лага царанг) бу уринманинг тенгламаси

(z — z0 = £ (х0, Уо) (х — х0), (9 2)
\у = Уо

булади. М0Ту уринманинг тенгламасини тунга ухшаш топамиз:

| z — z0 = /' (х0, z/0) (у — у0), (9 3)
I х = х0,

чунки унинг Оу у^ка нисбатан ky коэффициенти ky = fy (х0, z/0) га 
тенг ((3.5) формулага царапг).

Иккала Af0Tx ва М^1'у тугри чизиц (9.1) текисликда ётади, шу
нинг учун бу тутри чизи1\ нукталаринипг координаталари текислик 
тенгламасини цаноатлантириши керак. (9.1) тенгламага z — z0 ва

* У ~ Уо нинг (9.2) тенгламадаги кийматларини ^уйиб, кейин г — г0 
ва..<==хо нинг (9-3) тенгламадаги кийматларини к;уйиб А ва В учун 
кийматлар ^осил киламиз:

А ~ fx (*о« Уо)> В — fy (х'о> Уо).

(9.1) тенгламада А ва В коэффициентларни топилган кийматла- 
рига алмаштирамиз:

z — 20 = fx (х0, у0) (х — х0) + f’y (А-о, Уо) (у — z/0) (9.4)
еки

fх (хо> Уо) <х — х0) + fy (х0, Уо) (У — Уо) — (г — z0) = 0.
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Шундай килиб, Af0(x0; У о- го) нуцтадан утувчи ва иккита МОТГ 
ва МОТУ уринмани уз ичига олувчи текисликнинг тенгламасини хо
сил 1^ИЛДИК.

Энди Л/0(х0; Уо'- го) нуктадан утувчи ва
Z = f (х, у)

сиртга тегишли булган ихтиёрий L чизикка шу нуктада уринма ^ам
(9.4) текисликка тегишли булишини курсатамиз.

L чизик
х = х(/), у — y(t), г = z(t) 

параметрик тенгламалар билан берилган булсин.
Чизик бутуплай сиртда ётгани учун куйидагига эга буламиз: 

z(t) = f(x(t), y(t)).
Бу тснгликпи мураккаб функцияни диффсренциаллаш ксидаси 

(6- §) буйича дифференциаллаб, куйидагига эга буламиз:
2 (О = fx {х, у) ■ X (t) ч- /' (х, у) • у'(/)

ёки
f'x (х, у) X (/) + f'y (х, у) • y\t^~ z (0=0.

Л/0(х0,у0, го) нукта /0 параметриинг кийматига мос келсин.
У колда охирги тенгликни бундай ёзиш мумкин:

f'x (х0, у0) х (/0) + f'y (х0, у0) у (/0) — z (/0) = 0. (9.5)

Бу ерда fx (х0, уй), f'y (х0, у0), (—1) (9.4) текисликнинг нормал век
тор проекцияси булади:

11 = I /* (хо. У о) (х0, у о), — 1 J .

х (/0), У 0о)> г (U лаР эса нуктада L чизикка уринманинг йунал- 
тирувчи вектори проекцияси булади (5-боб, 5-§ га царанг):

Т = {х' (/„), у (/0), г (/„)}.

(9.5) тенглик бу векторнинг скаляр купайтмаси нолга тенг булиши- 
пи курсатади

п • s =0.

Демак, бу векторлар перпендикуляр экан. Бу, ЛТ0 нуктадан утув
чи ва берилган сиртда ётувчи чизикларга барча уринма т$три чизик
лар (9.4) текисликка тегишли эканипи англзтади. Бу эса (9.4) тенг
лама сиртга А10(х0; у0; z0) нуктада утказилган уринма текисликнинг 
тенгламаси эканини англатади.

Агар сирт тенгламаси z га нисбатан ечилмаган умумий куриниш- 
даги

Д(х, у, г) =0
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тенглама билан берилган булса, у холда F (х, у, г) функция Л40 (х0; 
г0) нуктанинг атрофида ошкормас функциянинг мавжудлик теоре- 

маси шартларини каноатлантиради ва F(x, у, г) —0 тенглама z ни 
х ва у нинг функцияси снфатида аниклайди, яъни z — f(x, у), бунда 
z = /(х0, у0) деб фараз килиб, (8.3) формула буйича (х0; у0) нукта
даги хусусий хосилаларни топамиз:

f'x (х0, у о) = — Fx (*о ■ flo ■ ?о)

F?(x0< Уо • 20 )
Fу (хо’ Уо- ге) 

f’z(x0, у0.г0)

Хусусий хосилаларнинг бу кийматларини уринма текисликнинг
(9.4) тенгламасига куйиб, куйидагини хосил хиламиз:

•(* —х0) -г~ (У —Уо) —(z —z0) =0. 
FZ(MO)

Ошкормас функциянинг мавжудлик теоремаси шартига кура5^(/И0) = 
= /?г(х0, Уо> го) * 0 булгани учун охирги тенгламани куйидагича 
цаита ёзиш мумкин:]

F'x (Мо) (х - х0) + F' (;И0) (у - у0) + F’z (Мо) (z - z0) = 0. (9.6) 
V.

Сирт умумий куринишда ги тенгламалар билан берилган холда 
уринма текисликнинг тенгламаси шундай куринишни олади. (9.6) 

. уринма текисликнинг тенгламаси факат F’z (.Йо) ¥= 0 булганда маъ- 
нога эга булади. Бу, уринма текислик Ох укига параллел эканини 
англатади.

2. Сиргга утказилган нормал чизикнинг тенгламасини келтириб 
чихариш учун аналитик геометриядан текислик (уринма текислик) ва 
тугри чизик (нормал) нинг перпендикулярлиги шартини эслаш етар- 
ли: текисликнинг нормал вектори ва тугри чизикнинг йуналтирувчи 
вектори мос проекцияларининг пропорционаллиги (яъни бу вектор- 
ларнинг коллинеарлиги).

* Агар сирт
z = f(x, у)

тенглама билан берилган булса, у холда п = ffx (х0, у0), f’y(x0, у0),
I! — уринма текисликнинг А40 (х0; у0; z0) нуктадаги нормал векто

ри (9.4) дан келиб чикади. Л40 (х0; уи; z0) уриниш нуктасидаги пор- 
малнинг s йуналтирувчи вектори снфатида п векторни олиш мумкин, 
чунки улар коллинеардир. s =п.

.. Шундай цилиб, сиртга .Ио (х0; у0; z0) нуктада нормалнинг тенгла
маси ушбу куринишга эга булади:

х — х0 = у —у о _ z— zn 

fx(xo<yo) f'y(x0,y0) —1
(9.7)
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А гарда сирт
F (х, у, z) — О

тенглама билан берилган булса, у холда (9.6) дан уринма текислик- 
нинг нормал вектори

п = (м0),

булиши келиб чикади. Лекип сиртга Л40 (х0; w0; z0) нуцтада нормал- 
нинг йуналтирувчи вектори хам худди шундай булади:

7= (<• (Ч)> F'y (Ч). F'zW\.

Демак, шу нормалнинг бу холдаги тенгламаси куйидаги кури
нишга эга булади:

Х~ХО = у~уп = г — г0 g)
Fy(M0) F'Z(MO)

1- мисо л. Ушбу
z = exy

сиртга Мо (0; 1; 1) нухтада уринма текислик ва нормалнинг тепгла- 
масини тузинг.

Ечиш. Бупдай белгилаймиз: f (х, у) =е°'. Хусусий ^осилаларни 
Хисоблаймиз:

/,(*> У) = еХУ'У> 4 = evy-x.
х0 = 0, у0 = 1, z0 — 1 булгани учун хусусий хосилаларнинг берилган 
нуктадаги цийматларини хосил хиламиз:

/;(o,i)=i, r,(o,i)=o.
Уларни (9.4) га хуйиб уринма текисликнинг тенгламасини хрсил 

киламиз:
1 (х —0) + 0 (у—1) —(г — 1) = 0

ёки
х — г + 1 =0.

Уринма текислик Оу укига параллел.
Хусусий х°силаларнинг кийматларини (9.7) га хУйиб, нормалнинг 

тенгламасини хосил хиламиз:
X _ у — 1 _ г— 1
1 ~ 0 1 ’

Бу тенгламадан курипадики, нормал Оу ухига перпендикуляр 
экан.

2- мисо л. Ушбу
х2 + У2 + Z2 = R2

сферага Мо (х0; у0; г0), (х2 + у2 + z2 = R3) пуктада уринма текислик 
ва нормалнинг тенгламасини тузинг.
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Е ч и ш. Бундай белгилаймиз: F (х, у, г) = х2 + у2 + г- — R2.
Мо (хо; Уо- 2о) нуктадаги хусусий хосилаларни топамиз:

F'x W = Ч- F'y (мо) = 2^0’ F2 W = 2г0-
Бу кийматларнн (9.6) ва (9.8) га куямиз. Сферага Мо нуцтада 

уринма текисликнинг
2х0 (х — х0) + 2г/0 (у — у0) + 2z0 (z — z0) = О,

ёки
Чо + УУо + 22о = А0 + У О + 20-

ёки
хох + уоу + zoz = R2 

тенгламасини ва сферага шу нуцтада нормалнинг
х~х0 = у —у0 _ z —г0

2х0 2у0 2г0

ёки
х — ха _ у — у0 _ г —zn 

ха Уп ?о
ёки

х _ _у _г_
ХО Уо г0

тенгламасини хосил киламиз. Бундай шунингдек, берилган сферага 
нормал координата бошидан утиши, яъни нормал сферанинг радиуси 
булиши келиб чикади.

10-§.  Икки узгарувчи функцияси тулик дифференциалининг 
геометрик маъноси

Фазода бирор-бир сиртни ифодаловчи

z=f (х, у)
функцияни карайлик. Бу сиртда /Ио (х0; у0; z0) нуцтани оламиз. Ту
лик дифференниалнинг Ро (х0; г/0) нуктадаги

dz = f'x Cro> %) д * + fy (хо< У о) д У
ифодасини уринма текисликнинг Л40 (х0; у0; z0) нуктадаги

Z~ZO=f'x Ч’ Уо) (Х — Ло) + Гу (*0> У0) (У — Уо) 
тенгламаси билан та^кослаймиз.

х — х0 = Д х, у — у0 = А у булгани учун уринманинг тенгламаси

2 — 2о = /; (х0> у0) Дх + f’y (х0, у0) Ду 
куринишни олади.
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Бу тенгламанинг 
унг кисми dz тулик 
дифферепциалнинг унг 
кисмига тенг. Демак, 
бу ифодаларнинг чап 
кисмлари цам тенг, 
яъни

dz = z — z0.
Бу ерда z„ А40 (х0; 

у Уь> zo) уриниш нуктаси 
аппликатаси, z— урин- 
ма текислик ихтиёрий 
нуцтасининг апплика
таси, z — г0 — уринма 
текислик уриниш нуц- 
таси аппликаталари- 
нинг оргтирмалари.

Шупдай килиб, z =/ (х, у) функциянинг Ри (х0, у0) нуктадаги dz 
тулиц дифференциали z = f (х, у) сиртга унинг Л1о (х0; у0; z0) пукта- 
сида утказилган уринма текисликнинг уриниш нуктаси аппликаталари- 
нинг орттирмаларини тасвирлайди. Тулик дифферепциалнинг геомет
рик маъноси мана шундай иборат (185-шакл).

х0Дх орттирма, y0Ny орттирма олганда z0=f (х0, уп) функция ММ 
кесма билап ифодаланувчи А z орттирма олиши, dz дифференциал — 
NT кесма билан — уринма текисликнинг уриниш нуктасидаги аппли- 
каталар орттирмаси билап ифодаланиши шаклдан куриниб турибди. 
'Гу лиц дифференциал билан функциянинг орттирмаси орасидаги фарк, 
яъни Az— dz айирма сирт ва уринма текислик орасида жойлашган 
МТ кесма билан тасвирланган.

S' з- J з и и и текшириш учун саволлар
1. Сиртга унинг берилган нуктасида уринма текислик деб нимага алгила ди?
2. Сиртга унинг берилган ну ц гаси да утказилган нормал чизиц деб нимага алгп- 

лади?
3. z — f (х, у) сиртга (х0; (/0; z0) нуцтала уринма текислик тенгламасини кел - 

тириб чицаринг.
4. г = / (х, у) сиртга Ма (хп: у0; г„) нуцтада утказилган нормал чизикнипг тенг

ламасини келтириб чикаринг.
5. F (х, у, г) = 0 сиртга /Ио (х0; у0\ г0) нуцтада уринма текисликнинг тенглама

сини ёзинг.
6. F (х, у, 2) — О сиртга ,И0 (х0; </0; г0) нуктада утказилган нормал чизицнинг 

тенгламасини ёзинг.
7. z = / (х, у) функция тулик дифференциал ининг геометрик .маъноси к.андай?
8. 3410 — 3420-масалаларни ечинг.

11-§.  Юкори тартибли хусусий ^осилалар

Бирор Р (х, у) нуцтада ва унинг атрофида аникланган z = / (х, у) 
функцияни цараймиз. Бу атрофнинг \ар бир нуцтасида х ва у узга- 
рувчилар буйича
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=f'x (х» у)’ p-=f'y <х> У)
дх д у у

хусусий хосилалар мавжуд деб фараз килайлик. Уларни биринчи 
тартибли хусусий хосилалар (ёки биринчи хусусий хосилалар) деб 
атаймиз. Бу хосилалар х ва у эркли узгарувчиларнинг фупкциялари- 
ни ифодалайди.

Таъриф. Биринчи тартибли хусусий хосилалардап х ва у узга- 
рувчилар буйича олинган хусусий хссилалар, агар улар мавжуд 
булса, иккинчи тартибли хусусий хосилалар (ёки иккинчи хусусий 
хосилалар) деб аталади ва куйидагича белгиланади:

Туртта иккинчи тартибли хусусий хосилаларга эга булдик.
(х> У) ра fyx (х’ !>) хусусий хосилалар аралаш хусусий хоси

лалар деб аталади. fx (х, у) хосила дастлаб х буйича, кейин у буйи
ча дифференциаллаш билан, f" (х, у) эса, аксинча, дастлаб у буйи
ча, кейин х буйича дгс^еренпиаллаш билан хосил килипади.

1 - м и с о л. Ушбу
Z = X3 4- ху2 — 5ху3 + уь

функциянинг иккинчи тартибли хусусий ^осилаларини топинг. 
Ечиш. Бундай белгилаймиз: / (х, у) = х3, + ху2 — 5ху9 -}- у5. 
Aiвал биринчи тартибли хусусий хосилаларпи топамиз:

Л- (х. {/) = Зх2 + г/2 — 5{/3, [у (х, у) = 2ху—\5ху2 ±5у*.

fx (х. У) хосилани х буйича ва у буйича дифференциаллаймиз: 
(х, У) = 6х, f"xy (х, у) = 2у — 15у2.

fy (х. у) ^ссилани х буйича ва у буйича дифференциаллаймиз:

fyx (*• У) = 2У — 15г/2, (х, у) — 2х — ЗОху + 20г/3.
Аралаш хосилалар тент булиб чикишини таъкидлаймиз. Бу ^ар 

Доим хам мумкинми?
Бу саволга дифференциаллаш натижасининг унинг тартибига 6of- 

ликмаслиги хакидаги цуйидаги теорема жавоб беради.
Теорема. Агар fxy (х, у) ва fyx (х, у) аралаш хосилалар Р (х; у) 

нусупанинг бирор 6- атрофида мавжуд ва шу ну кт ада узлуксиз 
булса, у холда улар шу нуктада узаро тепе булади, яъни

fxy (Х’ У) = fyx (Х< У)-

395



Исбоги. Ушбу
А = [/ (х 4- А х, у + А у) — f (х + Д х, у)] — [/ (х, у + ку)~ 

—f(x,y)] U11)
ифодани цараймиз, бу ерда Ах ва Ау лар шундай кичикки,

Л (х + А х, у + А у)
нукта Р (х, у) нуктанинг 6- атрофида ёгади. Ёрдамчи биргина х уз
гарувчининг дифференциалланувчи функциясини цараймиз:

<р (х) = / (х, у + Ау) — / (х, у).
У холда (11.1) ифодани [х, х + Ах] кесмада ф (х) функциянинг 

орттирмаси сифатида караш мумкин:
А — А<р = <р (х + Дх) — (р (х).

Бу айирмага Лагранж теоремасини цуллаймиз:

А = А<р = ср' (х) Ах = [fx(x, у + А у) — fx(x, у)] А х,

бу ерда
х < х < х + А х.

Квадрат каве ичида 1урган ифодани биргина у узгарувчининг 
[у, у + А у] кесмада дифференциалланувчи (х, у) фуикциясининг 
орттирмаси сифатида караш мумкин. Бу айирмага яна бир марта Лаг
ранж теоремасини ^уллаймиз:

A=fxy (х> у) АхАу, (11.2)
бу ерда

у<у<у + Ду.
Агар энди биргина у узгарувчининг ердамчи

Ф (У) = / (х + А х, у) — f (х, у)
функцияси киритилса, у холда (11.1) ифодани бу функциянинг [у, у+ 
+ А у] кесмадаги орттирмаси сифатида papain мумкин:

А = А Ф3= ф (у]+!а У) — ф (у).
Бу айирмага [у, у + Ду] кесмада ’Лагранж теоремасини цуллаб, 

куйидагини хосил киламиз:

/1 = Дф = ф' (у) Ду = [/^ (х + Дх,у)—(х, у)] \у,

бу ерда

У<У<У +Ау.
Квадрат каве ичида турган айирмага яна Лагранж теоремасини 

куллаб, куйидагини ^осил ^иламиз:

А =Гух & у) \х\у, (И
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бу ерда

х < х < х + Д х.

(11.2) са (11.3) формула ларни тарное лаб,

fxy (х, ~у) = f"yx (х, у) (11.4)

тенгликка эга буламиз. (11.4) тенгликда лимитга утамиз.
Агар Дх->0, А у—>-0 булса, у долда_х->х, х-*х, чунки х ва х 

[х, х4-Дх] кссмага тегишли; у-+у ва у-+у, чунки у ва у [z/.t/4-Ду] 
кесмага тегишли. Бунда f'x (х, у) ва (х, у) хусусий хосилаларнинг 
Р (х, у) нуктада узлуксизлигини хисобга олиб, куйидагига эга буламиз: 

lim/xj, (х, у) = Ilin/",/ (х, у) =f"xy (х, у),
А х-»0 х->х
Л У-0 у-*у

1 im l"yx (х, ~у) =Jim f'yx (х, ~у) = fyx (х, у)
А у-kO х-»х
А х-»0 у-ьу

ёки
/ху (*> У) = fyx (Х> УУ

Теорема исботланди. Куриб турибмизки, хусусий хосилаларнинг 
узлуксизлик шарти мухим шарт экан.

Агар бу шарт бажарилмаса, у холда теорема уринли булмай ко- 
лиши мумкин.

Шундай килиб, икки узгарувчининг функцияси курсатилган шарт- 
ларда аслида, туртта эмас, учта хусусий хосилага эга булади:

/х« <Х’ У)> Су (*• У)> /у <х< У)-

Учинчи тартибли хусусий ^осилалар хам шунга ухшаш кирити- 
лади.

Таъриф. Иккинчи тартибли хусусий ^осилалардаи олингап ху
сусий ^осилалар учинчи тартибли хусусий уосилалар (ёки учинчи 
хусусий хосилалар) деб аталади.

Аралаш хосилаларнинг тенглиги ^ацидаги теорема хам уриили- 
лигича г^олади. Демак, агар бу теоремапинг шарти бажарилса, икки 
узгарувчининг функцияси олтита эмас, туртта аралаш хусусий хоси
лага эга булади

/х» (*»!/)» /Д, (*• V) fxy» (*> У^ f"y (*• У)-

Икки узгарувчи функциясининг п- тартибли хосилалари (ёки п- 
хусусий ^осилалар) шунга ухшаш таърифланади. Улар учун аралаш 
хосилаларнинг тенглиги хакндаги исботланган теорема уринлилигича 
Х°лади. Бунда п- тартибли хусусий хосилаларнинг сони (и + 1) га 
тенг булишини текшириб куриш мумкин.
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2-мисо л. Ушбу
z = х3 + ху2 — 5ху3 + у6

функциянинг учинчи тартибли хусусий ^осилаларини топинг.
Ечиш. Бундай белгилаймиз: [ (х, у) = х3 + ху2— Зху3 + уъ. 1- 

мисолда иккинчи тартибли хусусий ^осилалар тэпилган эди:

(х> У) = 6х; fxy (х> У)=2У~ Гу (х, У) = 2х—30xz/+20y3.

Учинчи тартибли хусусий хосилаларни хисоблаймиз:
(х, У) = 6, f'x,u (х, у) = 0, , (х, у) = 2 — ЗОу,

[у (х, у) = 60у2-30х:

Ихтиёрий сондаги эркли узгарувчиларга боглиц функциялар учун 
говори тартибли хусусий хосилалар шунга ухшаш таърифланади. Бу 
ерда хам дифференциаллаш патижаси дифференциаллаш кетма-кетли- 
гига (тартибига) боглик эмаслиги хацидаги теорема уринли булади. 
Масалан, агар и = f (х, у, г) булса, у ^олда

Гхуг (х. У, 2) = Гхгу (*• У- Z) = f’zxy (*’ 2) = fyxz (*• У' $ =

= 1 yzx (Х> У' ~ /гух (Х’ У' 2)‘

3-мисол. Ушбу
и = ехуг

функциянинг f’, (х, у, г) хусусий хосиласини топинг.
Ечиш. Бундай белгилаймиз: f (х, у, z) = Курсатилган учин

чи тартибли ^осилани топиш учун туртта биринчи, иккинчи, учинчи 
тартибли хусусий ^осилаларнинг ^аммасини топиш умуман шарт эмас.

Куйвдагича иш тутиш етарли:]

fx (X, у, г) = ехуг-уг,

fx. (X, у, г) = егуг-у2г2,

f"ty (х, У, г) = exyz-xy2z3 + 2yz2exyz — exyz-yz2 (хуг + 2).

Шундай цилиб, курсатилган хусусий ^осилага эга булдик.

12-§.  Юкори тартибли тулик; дифференциаллар

Биз энди функциянинг Р (х, у) ну^тадаги тулгц дифференциали 
(4-§) куйидаги куринишга эга булишини биламиз:

dz=f’x (х, у) dx + f'y (х, у) dy.

Уни биринчи тартибли тулик дифференциал (ёки биринчи диф
ференциал) деб атаймиз. У х ва у эркли узгарувчиларга .хамда х ва 
у ларга боглик; булмаган dx ва dy узгармас катталикларга боглиц.

Таъриф. Иккинчи тартибли тцлиц дифференциал (ёки иккин
чи дифференциал) деб биринчи тартибли тулиц дифференциалдан 
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олингап дифференциалга айтилади. Иккинчи тартибли тулик диффе
ренциал d2z каби белгиланади.

Шундай килиб, таърифга кура цуйидагига эга буламиз:
d (dz) =cPz = d [fx (x, у) dx + f'y (x, y) dy] = [fx (x, y) dx 4-

+ f'y (x, y) dy]x dx + [/; (x, y) dx+f'y (x, y) dy]ydy =

= (x- У) (dx)2 +/’.v (*, y) dydx + f'xy (x, y) dxdy+ f'y, (x, y) (d y)2.

Arap fyx (x, у) ва fxy (x, у) узлуксиз булса, у холда иккинчи тар
тибли тулик дифференциал d2z нинг ифодаси куйидаги куринишга 
эга булади:

d2z = (х, у) dx2 + 2fxy (х, у) dxdy + f'y, (х, у) dy2. (12.1)

Бу^ерда dx2 — (dx)2, dy2 = (dy)2.
Таъриф. Учинчи тартибли тулиц дифференциал (ёки учинчи 

дифференциал) деб иккинчи тартибли тулик дифференциалдаи олин- 
ган дифферепциалга айтилади. Учинчи тартибли тулик дифференциал 
d3z каби белгиланади.

Ушбу
rf3z = fx, (х, у) dx3 + 3f”ty (х, у) dx2dy + 3fxyl (х, у) dxdy2 -|-

+ /; (х, У) dy3 (12.2)
формуланинг тугри эканини курсатиш мумкин.

Иккинчи га учинчи тартибли дифференциалларнипг формулалаэи 
иккинчи ва учинчи даражали икки^адларнинг ёйилмасини эслатишини 
таъкидлаймиз:

(а + b)2 = а2 + 2аЬ + Ь2,
(а + Ь)3 = а3 + За2Ь + ЗйЬ2 + Ь3.

п-тартибли тулик дифференциал (скн п-дифференциал) шунги ух
шаш таърифланади ва dnz каби белгиланади. dnz нинг ифодаси п- 
даражали иккихаднинг Ныотон формуласи буйича ёйилмасини эсла- 
тади:

d”z = f(n\ (х, у) dxn + (х, у) dx'- 1 dy +
Л X у

+ ■ • . + ’■<—'>■■ ■<"-* + '> /И t (Х. у) +
X у

+ • • • + /(п{, {х, у) dyn.
У

Шунипг учун d"z нинг ифодасини ёдда са^лаш цулай булиши учуй 
уни куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

d’z = dx+ dyj-f (x, у).

f (x, у) мураккаб функция булганда юцоридаги белгилаш форму
ласи уринли эмас.
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1-ми с о л. Ушбу
г = arctg —

X

функция учун d2z ни топинг.
Ечиш. f (х, у) = arctg — каби белгилаймиз ва (12.1) формула- 

X
дан фойдаланамиз. Бунинг учун дастлаб барча иккинчи тартибли ху
сусий ^осилаларни хисоблаймиз. куйидагига эга буламиз:

х2+у*’
X2 —у2

Демак,

d2z 2ху—— dx2 — 2 —---- -— dxdy--------—— dy2 =
(х2 + у2)2 (х2 + у2)2 * (х2 + у2)2

= , i 1 ал ^Xljdx' ~ ~ У^ dxdy ~ xyd^-(х2 + у2)2
2-мисо л. Ушбу

z = sin (2х + у)
учун d3z пи топинг.

Ечиш. Бундай белгилаймиз:/(х, у) = sin (2х4-у)- (12.2) фор- 
муладан фойдаланамиз. Бунинг учун дасглаб барча учинчи тартибли 
хусусий хосилаларни топамиз. Ушбуга эга буламиз:

Гх (х, у) = 2cos (2/4- у), 
/х« (*> У) = — 4sin (2х + У\ 
f* (х, у) = — 8соз (2х 4- У), 
Гх.и(х, У) =‘— 4cos (2х +

Демак,

Гу (х, у) = cos (2х 4- У),
Гху (х, у) = — 2sin (2х 4- у), 
fy. (х, у) = — sin (2х 4- у), 
Гу. (х, у) = —сэз (2х 4- У), 
Гху. (.х, у) = — 2cos (2х 4* у).

d3z = — 8 cos (2х 4- У) dx3 —'3 • 4 cos (2х 4- У) dx2dy — 
— 3 • 2cos (2х 4- У) dxdy2 — cos (2х 4- у) dy3 =

— — cos (2х 4- у) I8d.x* 4- 12dx2dy 4- 6dxdy2 4- dy3].

13-§.  Бир неча узгарувчининг функцияси учун
Тейлор формуласи

Бир узгарувчининг функциясини куп^ад ва бирор колди^ хад- 
нинг йигиндиси куринишида ифодалаш мумкин экани маълум. Икки 
узгарувчининг функцияси булган ^олда шунга ухшаш муносабат 
уринли булади.
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Ушбу теоремани исботлаймиз.
Теорема. Агар г =f (х, у) функция узининг (п + 1) -тартиб- 

гача ((п + 1)- тартиблиси хам) хусусий хосилалари Ро (х, у) нуц- 
танинг бирор атрофида узлуксиз булса ва агар Р (х + Дх, уЧ-Ау) 
нукта илу атрофга тегишли булса, бу функциянинг Ро (х, у) нук
тадаги Аг = f (х Ч- Ах, у + А у) —f (х, у) орттирмасини цуйидаги 
куринишда тасвирлаш мумкин:

А г = / (х + А х, у + А у) — / (х, у) =
- dj (х, ,/) + Л- (х. Й + ~ d’! (х, у) +

бу ерда

х<х<х + Ах, у<у<у + Ду.

Исботи. I эркли узгарувчининг мураккаб функцияси булган

F (I) = / (х +t А х, y + tAy)

ёрдамчи функцияни киритамиз, бунда t нинг циймати [0, 1] кесмага 
тегишли, функция эса бу кесмада (п Ч~ 1)-.хосилага эга. Бу функция
ни t узгарувчи буйича (п + 1) марта дифференциаллаймиз. Ушбуга 
эга буламиз:
F' (0 = £ (x + tAx, у + tAy)-Ax + f'v (х-ЬМх, уЧ-Му) Ay = 

==(’£Лх+ + У + ZAy),

F" (x + tAx, у+ /Ау)-Ахг4-2/;у (хфЩ
y + tAy) Ax-Ay + f"y, (x + tAx, y + tAy) Ay2 = 

= ("£■Д x + Д / (x + Mx, y + tAy).

Шунга ухшаш цуйидагини топамиз:

F(n)(О = (-£ Д х + Аур (х +/Д х, у +Му), 

F(n+I,(0 = (-£Ax + -^ Ду)Л+1/(х+/Ах,у + /Лу).

Маклорен формуласи (З-боб (22.1) формула) нинг биргина t уз
гарувчининг функцияси сифатидаги F (!) функцияга келамиз:

F И = F (0) + 2^, + Г® + ... + 

бу ерда 0<“</.
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By ёйилмада I = 1 деб фараз килиб, утбуга эга буламиз:
F (1) = F (0) + . + 2(П'(0) + Р-П ' 1>(/)

1! 2! л! (п+1)! ’ (13.1)

бу ерда 0 < / < 1. 
F (1), F (0), F (0), F (0), . . . F("’(0), /?," + 1’(7) ларни ^исоблаймиз.

F (1)=/ (х + Дх, у + ку), F (O)=f (х, у),
г (0) = (77Лх + Z (Х’ У) = df (Х’ у)' 

F" (0) = (Д х + ± Д^2 / (х, у) = d*f (х, г/), 

£(л) (0) = Д х + ~ Д у)" f (х, у) = dnf (х, */),

/К',+1,(0 = АX + дyjn+1 f (х + /Дх, y + tky) =

= d!’+1 f (x + t Д x, у +i Д */),
бу ерда 0 < ? < L

х = х + /Д х, у = у + i Д у белгилаш киритиб, бу цийматларни 
(13.1) формулага цуйиб, ушбуга эга буламиз:

F (l) — F (0)=f (х + Дх, у + ку) — f (х, у) =
= df (х. </> + Л- d’f (х, И> + ~ iff (х, у) + . . . + dn f (х, у) +

бу ерда
х<х<хфДх, уСуСу + ку.

Формула исботланди, у икки узгарувчининг функцияси учуп Тей
лор формуласи дейилади. Уни бошцача куринишга келтирамиз. Бу- 
нинг учун Ро нуктанинг х ва у координаталарини 0 индекслар би
лан белгилаймиз, яъни Ро (х0, уп), у холда Р нукланинг х + Дх ва 
у + к у координаталари х0 + к х ва у0 + к у булади, яъни Р (х0 +
4-Дх,  у0 + Ду). Уларни бундай белгилаймиз: х = х0 + Дх, у = 
= у0 + ку. Янги белгилашларда Тейлор формуласи бундай ёзилади: 

f (х, у) = f (х0, у0) + df (х0, у0) + ~^ f (х0, у0) + . . . +

+ 4 dnf (х0, у0) + -J- d”+' f (х, ~у), (13.2)
п! («+*)'

бу ерда
х0<х<х, у0<.у<у.
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Ушбу
d‘+'1 й

ифода колдик хад деб аталади.
Икки узгарувчипинг функцияси учун Тейлор формуласи (13.2) 

бир узгарувчининг функцияси учун Тейлор формуласи (3-бобдаги 
(21.13) формула) ни эслатади. Тугри, агар (13.2) формуладаги f (х, у) 
функция дифференциали учун ифодани ёзсак, у цолда бир узгарув
чининг функцияси учун хосил цилинган формулага писбатан анча 
узундан-узок формулапи хосил киламиз.

п = 0 да (13.2) дан Лагранж (чекли орттирмалар) формуласини 
цосил киламиз:

f (х, y) — f (х0, у0) = df (х, ~у)
ёки

f (х, у) —f (х0, у0) =f'x (х, у) A X +fy (х, у) А у,

бу ерда х0<х<х, у0<у<у.
М и с о л. Ушбу

z = /(x, У) = х>

₽-■ функцияни учинчи тартибли цадларнгача (учинчи тартибли цадларини 
хам) топиб, Тейлор формуласига кура (х— 1) ва (у— 1) даражалар 
буйича ёзинг.

Ечиш. Масаланинг шартига кура х0 = I ва у0 = 1. Функция
нинг учинчи тартибгача хусусий хосилаларини, дифференциалларини 
топамиз:

f (х, у) = ху , f'* (х, у) = уху~', f'y(x, y) = xylu х;
/(1,1)= 1, /;(1,1) = 1, 4(1,1) = 0;

d/(l,l) =х—1.
f’.(x, У) = у(у— 1)ху~2, fxy(x, у) = ху~'(1 +1/1ПХ), 

f'y, (X, у) = ху In2 х;

> /1.(1. 1) = 0, /;у(1, 1) = I, /;(1, 1) = 0;
d2/(l, 1) = 2(х—1)(у — 1),

f'x. (х, у) =у (у—\) (у—2) х41-3, (х, у) =ху~2 {2у—\-\-у (у— 1) In х),

fy. (х, У) =х? 1П3Х, (х, у) =ху~х In X (2 + у In х);

/''.'(1.1)=о z;"(i,i)=o, /;;(1,1) = 1, d=o; 
d3/(l, 1) = 3(х—1)2(//—1).

n = 3 да Тейлор формуласи цуйидаги куринишга эга:
/(х,!/) = /(!, !) + #(!, l)+^d2/(l, l)+±d3f(\, \)+R3.
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Дифференциалларнинг топилган кийматларини формулага куйган- 
дап кейип куйидаги тугал куринишга эга буламиз:

ХУ = 1 + (х _ 1) + (X- _ 1) (у _ I) + 1(х - 1)2Cv - 1) + R;i,

бу ерда

R3 = ~ d4[(x, у), х<х<1, у<у<1.
4!

S' з- уз ини текшириш учуй саволлар
1. Икки узгарувчининг функцияси учун я-тартибли хусусий хосиланинг таъри- 

фипи беринг.
2. Икки узгарувчи фупкциясииинг иккинчи тартибли аралаш хусусий ?;осилала- 

рипинг тенглиги хакидаги теоремани айтинг ва исботланг.
3. Куп узгарувчининг функцияси учун п- тартибли хусусий хосиланинг таърифи- 

пи беринг.
4. Куп узгарувчининг функцияси учун аралаш хусусий ^осилалаонинг тенглиги 

хакидаги теоремани айтинг.
5. Икки узгарувчи функциясининг иккинчи тартибли тулиц дифференциалы таъри- 

фиии беринг ва уни топиш учун формула келтириб чикаринг.
6. Икки узгарувчи фупкциясииинг учинчи тартибли тулиц дпфферепциали таърифи- 

ни беринг ва унн топиш учун формула келтириб чикаринг.
7. Икки узгарувчи функциясининг п- тартибли тулик дифференцнали таърифини 

беринг ва уни топиш учун формула келтириб чикаринг.
8. Икки узгарувчининг функцияси учун Тейлор формуласини келтириб чикаринг.
9. 3118 — 3198, 3219 — 3229, 3249 — 3251-масалаларпи ечинг.

14- §. Бир неча узгарувчи функциясининг экстремумлари

Дастлаб икки узгарувчининг функциясини цараймаз. Бундай 
функциялар учун экстремум пукталарининг таърифи бир узгарувчи 
функциясининг экстремум ну^талари таърифига ухшаш булади.

Таъриф. Агар z=f(x, у) функциянинг Ра{х0, у0) нуктадаги 
киймати унинг шу нукданинг бирор атрофига тегишли ихтиёрий 
Р(х, у) нуктадаги цийматидан катта (кичик) булса, Р0(х0, У о) нукта 
максимум (минимум) нукта дейилади (186-шакл).

р.
I 

. р.
р

186- шакл.
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Максимум ва минимум нуцталар экстремум нукталар дейилади. 
Бундай холда z = f (х, у) функция Р0(х0, у0) нуктада экстремум 
(максимум ёки минимум) га эришади, дейилади.

Функциянинг экстремум нуцтадаги циймати, яъни z0 = / (х0, у0) 
функциянинг экстремал киймати дейилади.

Максимум булган холда Минимум булган ^олда

ёки ёки
7(*о. Уо) > /(*■ У} f X Уо) < f (х, у).

Агар тенгсизликнинг чап кисмидаги ифодани унг цисмига утказ- 
сак, у ^олда максимум булган холда

bz=f(P) — f (Ро) = / (х, у) — f (х0, z/0) < О

га, минимум булган ^олда

Дг = / (Р) — / (Ро) = / (х, y) — f (х0, у0) > О
га эга буламиз.

Шундай килиб, максимум булган холда функциянинг тулиц орт- 
тирмаси манфий (Az<0), минимум булган холда эса функциянинг 

4 тулик орттирмаси мусбат (Дг>0) булади. Тескари даъво .\ам урин- 
ли.

Ихтиёрий сондаги эркли узгарувчининг функцияси учун хам 
экстремум тушупчаси шунга ухшаш киритилади.

15-§.  Экстремумнинг зарурий шарти

z — f(x, у) функциянинг Р0(х0, у0) яуктадаги экстремумга эриши- 
шидаги зарурий шартни урганишга утамиз.

Теорема. (Экстремумнинг зарурий шарти.) Агар дифферен- 
циалланувчи функция z=f(x, у) Р0(х0, уф нуцтада экстремумга 
эга булса, у холда унинг uiy нуктадаги хусусий хосилалари нолга 
тенг булшии зарур:

fx (л'о. Уо) = 1'у X у0) = 0.

И с бот и. г = /(х, у) функция Р0(х0, уф пуцтада экстремумга 
эришсии. У .\олда узгармас у =у0 да z = /'(.г, у0) функция биргина 
х узгарувчининг функцияси сифатида х = х0 да экстремумга эга бу
лади. Маълумки, бир узгарувчи функцияси экстремуминипг зарурий 
шарти /(х, у0) функциянинг х = х0 даги хосиласи нолга тенг були- 
шидан иборат (4- боб, 3- §), яъни

f'x (*о. У о) =•■ о.

Шунга ухшаш х = х0 да биргина у узгарувчига богли^ [(х0, у) 
^.функция шартга кура у = у0 да экстремумга эга булади. Шунинг 

учун бир узгарувчи функцияси эксгремумининг зарурий шартидап 
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келиб чиккан холда z = /(x0, у) функциянинг у = у0 даги ^осиласи 
нолга тенг булиши керак, яъни

fv (*о> у0) = 0.

Шуни исботлаш талаб этилган эди.
2 = /(х< У) сиртга уринма текисликнинг тенгламаси (9.4) кури

нишга эга:
z~zo=fx (хо> у0) (х — х0) + f'y (х0, у0) (у — у„).

Aiap Ро (х0, у0) нукта экстремум нуктаси булса, у холда 
fx (*о- Уо) = 0 ва f'y (х0, у0) = О

булади, шунинг учун экстремум нуктаси учун уринма текислик 
тенгламаси ушбу куринишга эга:

z — z0 = 0 ва z - z0.

Шундай цилиб, биз цуйидаги натижага эга булдик: экстре
мум нуцталарида уринма текислик Оху координата текислиги- 
га параллел булади. Икки узгарувчининг дифференциалланув- 
чи функцияси экстремуми зарурий шартининг геометрик маъ
носи мана шундай иборат.

Функция дифферснциалланувчи булмаган нуцталар ^ам уз
луксиз функциянинг экстремум нуцталари булиши мумкин 
(яъни хусусий хосилалардан ацалли биттаси мавжуд булмас- 
лиги ёки чексизликка тенг булиши мумкин) эканини исботсиз 
таъкидлаймиз. Масалан, ушбу

Z = Ка-2 + У2

функция координата бошида минимумга эга булиши

187- шакл.

функция координата бошида минимумга эга булиши равшан, 
лекин у бу нуктада дифференциалланувчи эмас. Бу функция
нинг графиги — учи координата бошида булган ва уци Oz у^и 
билан устма-уст тушувчи доиравий конус (187-шакл).

Т а ъ р и ф. Хусусий ^осилалар нолга тенг б^ладиган, мав
жуд булмайдиган ёки чексизликка тенг буладиган ну^талар 

критик ну^талар деб аталади.
Функциянинг критик нуцталарини 

топиш учун унинг иккала хусусий хо- 
силасини нолга тенглаш ва хосил бул
ган икки узгарувчили иккита тенгла
ма системасини ечиш керак. Бундан 
ташкари, хусусий х.осилалари мавжуд 
булмайдиган ну^таларни топиш хам 
керак.

1-мисол. Ушбу
z = х3 + у3 — 3 ху 

функциянинг критик пуцталарини топинг-
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Ечиш. Бундай белгилаймиз: f (х, у) = х3 + у3 — 3ху. Функция 
хамма ерда аннцлангап. Хусусий хосилаларпи топамиз:

f'x (х, у) = Зх2 — Зу, f'y (х, у) = Зу2 — Зх.

Улар Оху текисликнинг хамма срида аницланган. Шунинг 
учун критик ну^таларни топишда хусусий хосилаларни нолга 
тенглаш етарли. Ушбу тенгламалар системасига эга була
миз:

ГЗх2 —Зу = О, fy = x2,
[ Зу2 — Зх = 0 ёки [ х = у2.

Иккинчи тенгламадан у номаълумни йук;отиш билан систсмани 
ечамиз-

Г х = х4 (х(х3 — I) = 0, f Xj = 0, х2 — I,
{у = х8 ёки [ и = х- ёки I у = х2.

у пинг мос цийматла» i 71 = 0, уг=1 булади.
Иккита критик ну га эга буламиз:

Ро(О;0) ва Р,(1; 1).
2-м и с о л. Ушбу

2

г^4-(х2+(/2)3
функциянипг критик нукталарини топинг.

Ечиш. Функция хамма ерда аницланган. Бундай белги
лаймиз:

2

/ (х, у) = 4 — (х2 + у2)3 . Хусусий хосилаларпи топамиз:
_ 1 _j_

А.(х,у)=-у(х2 + у2) 3, /;(х,у)=-^(х2 + у2) 3.

х=0 ва у = 0 да иккала хосила хам мавжуд эмас. Бу критик 
нукта. Бу Р(0, 0) - ну^тада функция дифференциалланувчи 
эмас.

Ихтиёрий сондаги узгарувчи функцняси экстремумининг за- 
рурий шарти ва шундай функциялар учун критик нукталар 
шунга ухшаш ифодаланади.

16- §. Бир неча узгарувчи функцияси максимум 
ва минимумининг етарли шарти

Бир узгарувчининг функцияси учун булгаии каби куп узга- 
Рувчининг функцияси булган ^олда хам экстремумнинг зарурий 
Шарти етарли шарт б^лмайди. Бу, критик нуцталар экстремум 
нУЦталар булиши шарт эмаслигини англатади. Шунинг учун 
кРатик нуцталарни экстремум булиши мумкин булган нуцталар 
Деб атаймиз.
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Етарли шартни урнатишга ^тамиз. Бу шарт бажарилганда 
функция экстремумга эришади.

Теорема. (Экстремумининг етарли шарти.) Агар z=f(x, у) 
функция Ро (х0, у0) критик нуцтада ва унинг бирор атрофи'да 
иккинчи тартибли хусусий ^осилаларга эга булиб, бундан таш- 
цари, бу нуцтадаги хусусий хосилалар нолга тенг булса:

fx (х0, у0) = 0, /' (х0, у0) = О,

у холда Р0(хв, у„) нуктада
1) агар А > О булса, экстремум мавжуд, бунда
а) агар А > О булса, минимум-,
б) агар Л<0 булса, максимум-,
2) агар А<0 булса, экстремум йук\
3) агар А = О булса, экстремум булиши \ам ва булмаслиги хам 

мумкин. Бу ерда А = АС — В- булиб, А = fxt, В = fxy, С = fy,.
Исботи. п = 1 да Тейлор формуласи (13.2) ни ёзамиз. Ушбу

/(х, У) = /(х0, y0) + d[(x0, У0) + у/7(х. у) (16.1)

га эга буламиз, бунда х0<х<х, у0<-У<У- Бу формулада
df (х0, у0) = f’x (х0, Уо) Ах + f’y (х0, у0) Ау = О

(чунки шартга кура f'x (х0, у„) = 0, [у (х0, у„) = 0),

d2f (х, у) = fx,( х, у) Ах2 + 2f"y( х, у) АхАу + /",( х, у) Ау2.

Буни хисобга олиб ва

Ai = fx,( X, у), Bl = fxy{ X, у), Ci = fy,( х, у)

деб фараз килиб, (16.1) формулани бундай ёзиш мумкин:

Az = /(х, У) —/(х0, у0) = [Лх Ах2 + 2ВХ АхАу 4- С^Ау2]. (16,2)

Р0(х0, у0) нуцтада иккинчи тартибли хусусий росилаларнинг 
узлуксизлигидан ушбуга эга буламиз:

lim Aj = lim /’,( х, у) = (х0, у0) = А,
Дх->0 х->х0
Д»->Э у-+у,

lim Вх = Hm fxy( x, у) = f'xy (x0, y0) = B,
Дх-*0 x-*x0
Ar/-*O У~>Уо

lim Ci = lim (x, y) = (x0, y0) = C.
Дх-»0
&y->0 У—У“
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Демак,

lim^Ci —В?) = ЛС —В* = А.
Аг-+О
Ду-*О

Курсатилган хусусий цосилаларнинг узлуксизлигидан Ра (х0, у0) 
нуктанинг (яъни кичик Ах ва Ду ларда) At нинг ишораси А нинг 
ишораси билан, BY нинг ишораси В нинг ишораси билан, CL пинг 
ишораси С пинг ишораси билан, ва нихоят, At Сх—В, нинг ишораси 
АС — В’ нинг ишораси билан мос келадиган етарлича кичик атро- 
фи мавжуд эка ни келиб чикади.

(16.2) ифодага кайтамиз. Л1=Н=0 деб фараз цилиб, ушбуга эга 
б^лимиз:

Az = [ А, Ах2 + 2 ^tBt АхАу + Л^Ду2].

Тенглик унг кисмпда тулик квадрат ажратамиз:
Az = -Ц- Ах + Л^2 + (^ - 3, ) Ду2]. (16.3)

Функция Аг орттирмасипинг Л ва А = АС — В2 ларнинг ишо- 
раларига бог лиц ишорасини излаймиз.

1) А=ЛС — В2 >0 булсин. У хрлда, юкорида айтилгапидек, 
иккинчи тартибли хусусий цосилаларпинг узлуксизлигидан Во(х,оуо) 
нуктапипг етарлича кичик атрофида AjC,—В^?>0 булади. Демак, 
(1G.3) ифодада квадрат каве мусбат ва унинг ишораси А1 нинг ишо- 
расига боглиц.

а) Л > 0 булса, у холда етарлича кичик Ах ва Ау лар учун 
(яъни В0(х0, у0) иуцтанинг етарлича кичик атрофида)

Л'>0.
У хрлда (16.3) ифода цам мусбат, яъни

Az > 0, яъни / (х, у) — / (х0, у0) > О,
бундам

f(X, y)>f(x0,y0)
эканп келиб чикади. Демак, В0(х0, у0) нуцтада минимумга эга бу
ламиз.

б) Агар Л < 0 булса, Ро (х0, у0) нуктапипг етарлича кичик атро
фида Л1<() булади. У хрлда (16.3) ифода цам манфий, яъни

Аг<0 ёки /(х, y)—f (х0, у0)< 0.
Бундан

/ (х, у) < / (х0, у0) 
булиши келиб чикади.

Демак, Рп (у0, у0) нуцтада максимумга эга буламиз.
2) А = АС — В- < 0 булсин, у холда, юцорида айтилганидек, 

ри(х0, Уо) нуктанинг етарлича кичик атрофида —Bj <0 булади.
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Дг орттирмаги куйидагича алмаштириб, (16.2) куринишда ёгамиз:

Аг = ^г|А +2fil Х7+С1(а?)Т (16?1)
— = / деб белгилаб. (16.4) ни цайта ёзамиз:
Дх

Дг= ^.[^ + 25,/+ 6?^].

Шартга кура >11G1 — В2<0 булгани учун квадрат кавсда тур- 
ган ифоданинг дискриминанта мусбат, яъни

В\ — ЛгСг>0,

бу, А + 2ВХ tx + Cxt2x > 0 ва Ах А~ 2ВХ?.2 + СХС2 < 0 шартни ка- 
ноатлантирувчи хеч булмаганда иккита /х га t.2 сон ни курсатиш 
мумкинлигини англатади. Бу эса &y=txAx булганда бир йуналиш- 
да Р„(хп, уп) нуктадан Р(хп4-Дх, 1/,,+^Дх) пуцтага харакатланган
да функциянинг орттирмаси Дг>0 булишини, Р„(х„, уп) нуктадан 
Ду = Л Дх булганда бошка йуналишда Р(х0 + Дх, уп + /2 Дх) нукта- 
га харакатланганда функциянинг орттирмаси Дг<0 булишини англа
тади. Демак, г =/(х, i/) функциянинг орттирмаси Рп(х0 у0) нукта- 
нипг етарлича кичик атрофида ишорасини сакламайди, шунинг учун 
бу нуктада экстремум йук.

3) Д = АС — В2 = 0 булсин. Бу холда АХСХ —В2 пинг ишора- 
Си хакида, демак, функциянинг Дг тули^ орттирмасининг ишораси 
Ха к и да хам хулоса чикариш мумкин эмас. Л, (х0, уа) нуктада экстре
мум булиш- булмаслигини аниклаш учун цушимча текшириш талаб 
этилади.

Теорема исботланди.
1-мисол. Ушбу

г = х3 + у3 — 3 ху = / (х, у)

функцияни максимум ва минимумга текширинг.
Ечиш. Биз Р„(0;0) ва Р(1; 1) критик нуцталарни топтан эдик 

(15-§ даги 1-мисол). Энди иккинчи хусусий хосилаларпи топамиз:, 
/х (х- У) = 3x2 — 3У< f’y (х> У) = 3 у2 — Зх

булгани учун

/х« (х> У) = 6х> (х> ^) = — 3> (х> У) = 6У
га эга буламиз.

Биринчи критик нуцта Ро(О; 0) пинг характерини текширамиз: 
л=^(о, о)=о, в=/"(0, 0) ==—3,

С = /"(0, 0) = 0, Д = ЛС —В2 =—9<0.

Демак, Рь (0, 0) нуцтада экстремум йук.
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Иккинчи критик нукта Р(1; 1) нинг характерини текширамиз: 
л = г;,(1,1) = 6, в = /"(1,1)=-з, с=/"(1,1) = б,

А = АС — В'1 = 27 > О, А > О.
I Демак, Р(1, 1) нуктада берилган функция минимумга эга, бунда 

zmin =/(!,!)= 1 + 1-3 = -1.

У з-у з и н и текшириш учун саволлар

1. Функция экстремум нуцталари '(максимум ва минимум) нинг таърифини 
беринг.

2. Функция экстремуми зарурий шартини айтинг ва исботланг.
к 3. Икки Узгарувчи функцняси учун экстремум зарурий шартипинг геомет

рик маъноси кандай?
4. Икки узгарувчи функцняси учун экстремумнинг етарли шартини айтинг 

ва исботланг.
5. 3259—3262, 3271—3278-масалаларпи ечипг.

17-§.  Шартли экстремум

Бир неча узгарувчи функциясининг экстремумларини то- 
пишда кунинча шартли экстремумлар деб аталувчи экстремум- 
лар билан боглиц топшири1(лар юзага келади.

Таъриф. z=f(x,y') функциянинг шартли экстремуми деб 
бу функциянинг х ва у узгарувчиларни боглаш тенгламаси деб 
аталувчи

<Р (х, у) = О
тенглама билап боглангаплик шартида эришадиган экстремум- 
га айтилади.

Агар z=f(x, у) функция ва хОу текисликда <р(х, у) =0 тенг
лама билан L чизиц берилган булса, у \олда z=f(x,y) фупк- 
циянинг циймати бу функциянинг L чизицнинг Po(xq, у0) нуцта- 
га яцин ну^таларидаги кийматларига иисбатан энг катта ёки 
энг кичик буладигап L чизикца тегишли Ро(х0, у0) нуцта шарт
ли экстремум нуктаси дейилади.

Одатдаги экстремум (яна, шунингдек, шартсиз экстремум 
хам дейилади) нуктаси шу нуцтадан утувчи ихтиёрий чизиц 

■ учун шартли экстремум нуктаси >(ам булиши равшан. Тескари 
даъво, равшанки, потугри: шартли экстремум нуктаси шартсиз 
экстремум нуктаси булмаслиги мумкин.

г = ]<1 -х'-у'-
функциянинг графиги юкори ярим сфера булади. Равшанки, бу 

. Функция координата бошида максимумга эга ва унга ярим сфе- 
рада М (0; 0; 1) ну!(та мос келади. L чизик А (0, 1) ва О (0, 1) 

I нуцталардан утувчи тугри чизи1( булсин (188-шакл), унинг 
I тенгламаси:

х Аг У — 1 = 0.

411



188- шакл.

Геометрии пуктаи назардан бу чн- 
зицнинг нукталари учун энг катта 
кийматга Л ва В нукталар орасида 

у ётган Po пу^тада эришиш рав-

шан. Бу z — ]/ I —х2— у~ функция
нинг берилган х + У — 1 = 0 чизиц- 
даги шартли экстремум пукдаси була
ди. Бу Ро nyiyrara сиртда /Ио нукта 
мос келади. Р„ нукгадаги шартли экс
тремум шартсиз экстремум билан устма- 
уст тушмаслиги шаклдан куриниб ту- 
рибди.

Амалда шартли экстремум нукталарини топиш учун олдин 
боглаш тенгламасида у ни х оркали ошкор ифодалаш керак:

У = У(х).
Кейин г = / (х, у) функциянинг ифодасида у урнига у(х) функцияни 
цуйиб, бир узгарувчининг функциясини \осил киламиз:

z = f(x,y(x)) = F(x).
х нинг бу функция экстремумга эришадиган цийматларини 

аниклаймиз, кейин боглаш тенгламасидан у нинг мос киймати
ни топамиз.

Куриб чикилган ярим сферага дойр мисолда х+у—1=0 бог
лаш тенгламасидан у=\—х ни хосил циламиз. у нинг циймати- 
ни ярим сферанинг тенгламасига цуямиз. Ушбуга эга була
миз:

Z = ]/1 —Xs —(1 — х)2 = К2х —2х2.

Бу функция х — да максимумга эришишини осон аницлаш 

мумкин. Боглаш тенгламасидан У — ~ ни топамиз. Шартли экстре

мум нуцтаси Ри\ — ' ни топдик.
Боглаш тенгламасини

х =х(/), !/ = ?/(/)
параметрик тенгламалар билан ифодалаш мумкин булган ^ол- 
да хам шартли экстремумга дойр масала осон ечилади.

Бунинг учун х ва у ифодаларни берилган z=f(x,y) функ
цияга куйиш етарли. Ва яна бир узгарувчи функциясининг 
экстремумини излашга дойр масалага ксламиз.

18- §. Лагранж купайтувчилари усули

Агар боглаш тенгламаси алча мураккаб куринишга эга буот- 
са ва бир узгарувчини иккинчиси орцали ошкор ифодалаш 
мумкин булмаса, у ^олда шартли экстремумни топиш масаласи
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аича цийип булади. Шартли экстремумларни топишдаги Лаг
ранж купайтувчилари усулини курсатамиз.

.г ва у
<р(х, у) =0 (18.1)

тенглама (боглаш тенгламаси) билан богланганлик шартида
z =f(x, у)

функциянинг экстремумипи топиш талаб этилаётган булсин.
Шартли экстремум ну^таларида экстремумнинг зарурий 

шарти бажарилиши керак; яъни г функциянинг тулик ^осила- 
сн нолга тенг булиши керак:

(18.2)

(18.1) тенгликдан — ни топамиз:

(х’ у} 
dx <₽у (х, у)

j

Хосиланипг топилган ^ийматини (18.2) тенгламага цуямиз. 
Ушбуга эга буламиз:

Бу тенгламани янги ^ушимча номаълум X ни киритиб ва про
порция курипишида ёзиб, цулай шаклга келтирамиз:

f'x(x,y} _ fy(x,y)

Фх (х, у} <Ру (х, у)

бу ерда «—» ишора цулайлик учун цуйилган. Бу генглама- 
лардан ^уйидаги системага келиш осон:

f'x(x, г/) + Аф' (х,у) = 0, 

['у (х, у) + (х, у) = 0. (18.3)

х ва у координаталар богланиш тенгламасинп ^ам каноатлан- 
тириши керак булгани учун (18.3) тенгламалар системаси 
(18.1) богланиш тенгламаси билан биргаликда учта: х, у, X 
номаълумли учта тенглама системасини хосил ^илади.

^Бу системани куйидаги цоида ёрдамида эслаб цолиш i^y- 
лай: z=f(x,y) функциянинг <р(х, у)—0 богланиш тенгламаси 
Уринли булганда шартли экстремуми булиши мумкин булган 
нуцталарини топиш учун цуйидаги ёрдамчи функцияни кири- 
тнш керак:

Ф(х, у, X) =f(x, у) + Х<р (х, у)
(бу ерда % бирорта узгармас) ва унинг х, у, X буйича хусусий 
^осилаларини нолга тенглаб, ^осил булган учта (18.3) ва (18.1)
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тенгламалардан х, у ва ёрдамчи купайтувчи Хни топиш ке
рак. ,

Шартли эктремумни топишнинг баён этилган усули Лаг
ранж купайтувчилари усули, Ф(х, у, X) функция эса Лагранж 
функцияси дейилади.

Шундай цилиб, шартли экстремумни топишни Ф(х, у, X) 
Лагранж функциясининг оддий экстремумга текшпришга кел- 
тириш мумкин. (18.3) ва (18.1) тенгламалар эса бу функция 
экстремуми мавжуд булишининг зарурий шарти булиб хизмат 
килади. Шартли экстемум ну^талари учун етарли шартларни 
келтирмаймиз. Масаланинг тайин шартларидан топилган нуцта 
нима булишнни билиб олиш мумкин.

1- м и с о л. Ушбу
z = xy

функциянинг х ва у лар 2х + 3//—5 = 0 тенглама билан боглан- 
ганлик шарти остидаги экстремумини топинг.

Ечиш. Ушбу Лагранж фупкциясини 1\араймиз:
Ф (х, у, X) = ху + X (2х + Зу — 5).

х, у, X лар буйича хусусий хосилаларни топамиз:

Фх (*> УЛ) = У + 2Х,
Ф^ (х, у, X) = х + ЗХ,
Фх (х, у, X) = 2х + Зу — 5. 

Ушбу
[у + 2Х = 0,
I х -|- ЗХ = О,
’ 2х -J- Зу — 5 = 0

5 5 5тенгламалар системасидан X =— —, х =—, у — ~ ларни топамиз.
25 нуктада z = ху функция энг катта климат zmax= — га эри-

— 5 = 0 тугри чизикнинг

1) 

шишини курит мумкин, чунки 2х +- Зу
5 5(бу ерда^х = 0, у = у ва х = у — 0) пуцталарида z = 0.

Лагранж купайтувчилар усулини исталган сопдаги узга- 
рувчили функцияларнинг шартли 
биц этиш мумкин.

Масалан, п узгарувчили и = /(хр 
гарувчилари ушбу m та (m <Z п)

экстремумини топишга тат-

х2, . . . , х„) функциянинг уз-

<Р, (Хр х2............х„) = О,
ср2 (Xj, х2, . . . , х„) = 0, 

<pm(x,, х2, . . . , хп) = 0
тенгламалар билан богланган деган шарт остидаги экстрему 
мини топиш талаб этилган булса,
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Ф(л'|, х2, . . , хп, Хт) — [ (хр х2, ..., хп) +
+ XjQ'j (Хр ...............Хп)+ х2<р2 (Хр х2, . . . , Хп) +

+ • • • + \Л(Х1' Ху , Хп).
Лагранж функциясини тузиш ва унинг хр х2, . . . , х„, Хр Х2,.. ., Хт бу
йича хусусий хосилаларини нолга тенглаш керак. Косил булган т+п 
та тенгламадан ёрдамчи узгарувчи Хр Х2, . . . , 1т лар ва х{, х2, ..., х 
лар аницланади.

19-§.  Икки узгарувчи функциясининг ёпи^ со^адаги 
энг катта ва энг кичик кийматлари

Маълумки, (7- боб, 2- §) ёпи^, чегараланган D сохада уз
луксиз z=f(x, у) функция бу сохада ^еч булмаганда бир мар- 
тадан узининг энг катта циймати М ва энг кичик ^иймати т ни 
кабул цилади. Агар бу ^ийматларнинг бирортасига функция D 
со\анинг ичида эришса, равшанки, улар экстремал цийматлар 
билан бир хил булади. Агар функция бу ^ийматларни со:\а че- 
гараси L га тегишли баъзи нуцталарда кабул цилса, равшанки, 
улар экстремал нукталар билан бир хил булмайди.

Шундай цилиб, ёп1щ сохада узлуксиз функциянинг энг катта 
ва энг кичик ^ийматларини топиш учун:

1) соха ичида жойлашган критик нуцталарни топиш ва 
функциянинг бу ну^талардаги кийматларини х.исоблаш;

2) соха чегарасида жойлашган критик нуцталарни топиш ва 
функциянинг бу нуцталардаги цийматларини ^исоблаш;

3) функциянинг со^а чегарасинипг турли ^исмлари туташ- 
ган нукталардаги ^ийматларини ^исоблаш;

4) топилган барча кийматлар ичидан энг каттаси М ва энг 
кичиги т ни танлаш керак.

1- м и с о л. Ушбу
г = х3 + 2ху — 4х + 8у = [ (х, у)

189- шакл.

функциянинг х = 0, у = 0, х = 1 ва у — 2 ту Fpn чизиклар билан 
чегараланган ёпик сохадаги энг кичик 
ва энг катта цийматларипи топинг.

Е ч и ш. Берилган тугри чизиклар 
билан чегараланган сохани ясаймиз. 
Бу ерда D соха тугри туртбурчакдан 
иборат (189-шакл).

1. Со^анииг ичидаги критик нуц- 
таларни топамиз. Куйидагига эга бу
ламиз:

/х (*. У) — 2х + 2у — 4, 
fy (х, у) = 2х 8.
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Экстремум мавжуд булишининг зарурий шартига кура бу 
хусусий ^осилалар нолга тенг булиши керак. Нуйидаги тенгла
малар системасини ;\осил циламиз:

( 2х + 2у — 4 = 0, 
( 2х -J- 8 = 0,

бу системани ечиб, х = —4 ва у = 6 ни топамиз.
Pi (—4;6) нукта функциянинг критик нуктаси, биро^ D со- 

хага тегишли эмас. Шундай цилиб, D соха ичида критик ну^- 
талар мавжуд эмас, бипобарин, функция соха ичида узининг 
энг катта цийматига ^ам, энг кичик ^ийматига хам эриш- 
майди.

2. Соханинг туртта кесмадан иборат чсгарасида стган кри
тик нукталарни топамиз. Лагранж усулини татбнк килншга 
^ожат булмаган экстремумини текширишга дойр содда маса- 
лапи ечишга т^/три келади.

а) ОА чегара // = 0 тенглама (богланиш тенгламаси) билан 
ани^ланади, у нинг бу цийматини берилган функцияга куйиб, 
бир узгарувчи х нинг функциясини ^осил циламиз:

z = х2 — 4х.

Бу функциянинг критик пукталарипи топамиз. Куйидагига эга була- 
миз: г'х = 2х — 4. Бу хосилани нолга тенглаб, х = 2 ни топамиз. 
Богланиш тенгламаси у = 0 дан фойдаланиб, Р2 (2; 0) нукта хам со- 
хага тегишли эмаслигини курамиз. Демак, О А чизицда функция экс- 
тремумга эга эмас.

б) АВ чегара х = 1 тенглама (богланиш тенгламаси) билан апид- 
ланади. х пинг бу цийматини берилган функцияга цуйиб, бир узга- 
рувчн у нинг функциясини хосил киламиз:

z — 10//— 3.
Унинг критик ну^таларини топамиз. Куйидагига эга буламиз: г'= 10. 
росила нолга тенг булмагани учун функция АВ чизи^да критик 

нуцталарга эга булмайди.
в) ВС чегара у = 2 тенглама (богланиш тенгламаси) билан aiiiiiv 

ланади. у пинг бу кийматини берилган функцияга цуйиб, бир узга
рувчи х нинг функциясини ^осил киламиз:

z = x2 + 16.
Унинг критик нуцталари.чи топамиз. Куйидагига эга буламиз: 

z'=2x. Бу хосилани нолга тенглаб, х = 0 ни .\осил ^иламиз. Бог
ланиш тенгламаси // = 2 дан фойдаланиб, ВС чегаранинг чап учига 
тегишли булган Р3 (0; 2) ну^тани топамиз. Демак, соха ичида кри
тик нукталар мавжуд эмас.

г) ОС чегара х = 0 тенглама (богланиш тенгламаси) билан аник- 
ланади. х нинг бу ^ийматини берилган функцияга куйиб, бир узга
рувчи у нинг нуйидаги функциясини ^осил циламиз:

z = 8у.
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Унинг критик ну^таларини топамиз. Куйидагига эга буламиз: 
z =. 8. Хосила нолга тенг булмагани учун функция ОС чизикда кри
тик нукдаларга эга булмайди.

Шундай килиб, соха ичида хам, соха чегарасида хам бирорта кри
тик нуцта топмадик.

3. Функциянинг соха чегарасининг турли кисмлари туташадиган 
нукталаридаги цийматларини топамиз. Бундай нутуталар туртта.

А (1; 0); В (1; 2); С (0; 2); О (0; 0). 
7(1,0) = —3, /(1,2)= 17, /(0,2) = 16, /1(0, 0) = 0.

Функциянинг энг катта ва энг кичик кийматлари чегаралар ту- 
ташган нукталардан топилади.

Шундай ^илиб, куйидагига эга буламиз:
А1 = гэнг катта = / (1» 2) = 17, /77 = 2ЗИТ кичик = / (1 > 0) = 3.

У з-у з и н и текшириш учун саволлар

1. z—f(x. у) функциянинг L чизикдаги шартли экстремум нукталарига таъ
риф беринг.

2. Шартли экстремум нукталарини топиш усулларини курсатинг.
3 Икки Узгаруичн функциясининг шартли экстремум нуцталарпни топишнинг 

Лагранж купайтувчилари усулини баён цилинг.
; 4. Исталган сондаги узгарувчи функциясининг шартли экстремум нуцтала- 

рини топишнинг Лагранж купайтувчилари усулини баси килинг.
5. Икки Узгарувчи функциясининг энг катта ва энг кичик цийматларини то

пиш усулини тавсифланг.
6. 3279—3285, 3291—3295-масалаларни ечинг.
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8-боб

ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1- §. Дифференциал тенгламаларга келтириладиган 
физик масалалар

Табиатшунослик ва техниканинг купгина масалалари i^a- 
ралаётган ходиса ёки жараённи тавсифлайдиган номаълум 
функцияни топишга келтирилади. Бир нечта мисол курамиз.

1-мисо л. Массаси т булган моддий нучуга огирлик кучи 
таъсирида эркин тушмокда. Хавонинг царшилигини хисобга 
олмай, бу моддий нуктанинг харакат конунипи топинг.

Ечиш. Моддий нуктанинг вазияти OM=s координата би
лан аниг;ланиб, у I вацтга 6of.thi^ равишда узгаради (190- 
шакл). Ньютоннинг иккинчи конунига кура:

та = F,
бу ерда т — моддий нуктанинг массаси, а — моддий нуктанинг 
тезланиши, F — таъсир этувчи куч. Шартга кура моддий нук- 
тага фа1\ат огирлик кучи таъсир этади, дсмак, F = mg, бу ерда 
g— огирлик кучи тезланиши, а тезланиш эса йулдан вак;т 
буйича олииган иккинчи тартибли ^осиладан иборат, натижа- 
да куйидагига эга буламиз:

cPs .. cPs ,, i,
еки (!•’)

(1.1) тенглик номаълум функция s=s(Z) нинг иккинчи тар
тибли ^осиласини уз ичига олган тенгламадан иборатдир. Маз- 
кур холда изланаётган функцияни икки марта t буйича инте- 

граллаб топиш осон:

I i

5*

l.-M

190- шакл.

(1.2)

s=^+CJ + C2. (1.3)

(1.3) тенглик биз излаётган х.аракатнинг умумий 
цонунини беради, унда иккита интеграллаш доимий- 
си: Ci ва С2 1\атнашади. Уларни нуцтанинг бошлаН' 
гич холати ва бошлангич тезлигини билган холД3 

аницлаш мумкин.
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Бошлангич t = 0 моментда моддий нуктанинг тезлиги v0 га, 
унинг саноц боши 0 дан узо^лиги эса s0 га тенг булсин дейлик. 
— тезликни ифодалагапи учун (1.2) дан Сг = и0 ни, (1.3) дан эса 
dt
С2 = s0 ни топамиз. (1.3) харакат цонунининг хусусий куриниши 
цуйидагича булади:

s = + s0.

2-мисо л. Радийнинг емирилиши шундай борадики, еми- 
рилиш тезлиги радийнинг бошлангич микдорига пропорционал 
булади. Агар 1600 йилдан кейин мавжуд радий микдорининг 
ярми цолиши маълум б^лса, радий микдорининг вакт утиши 
билан узгаришини ифодаловчи цонунни топинг.

Ечиш. Айтайлик, х — радий мицдорн ва t ва^т (йиллар- 
да) булсин. х нинг /га богланиши x=x(t) ни топиш керак. 
Тенгламани дархол масала шартига асосан тузамиз, унга асо- 
сан ^згариш тезлиги вацт буйича ^осиладан иборатдир:

dt
Бу ерда k — пропорционаллик коэффициента. Уни нуйидаги кури
нишда тбайта ёзамиз: — = kdt ва d (In х) = d {kt) дифференциаллар 
тенглигидан функцияларнинг узлари узгармасга фарк килади деган 
хулосага келамиз:

In x — kt + C. (1.4)
(1.4) тенгликда бнтта ихтиёрий Узгармас бор. Уни топиш учун 
бошлангич моментда (/ = 0да) радий микдори х=х0 деб фараз 
циламиз. Бу цийматни (1.4) га цуйиб, цуйидагига эга буламиз:

In х0 — С.

Шундай цилиб, In — = kt; бундан радий микдорининг вацт угиши 
*0

План узгаришини ифодаловчи конунни ^осил киламиз:
х = хое« (1.5)

k коэффициентни t = 1600 да х = — булиши шартидан топамиз. Бу 
цийматларни (1.5) га куйиб,

1 _ e1600 k

2
ни хосил циламиз, бу ердан 1600& =— In 2 ёки 

k = =—0,00043.
1600

Демак, изланаётган (1.5) функция цуйидаги к^ринишни олади: 
X = хйе~0-00043 t
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2- §. Дифференциал тенгламалар назариясининг 
асосий тушунчалари

Таъриф. Эркли узгарувчи ва номаълум функция хамда 
унинг хосилалари ёки дифференциалларини богловчи муноса- 
бат дифференциал тенглама дейилади.

Агар номаълум функция факат битта узгарувчига боглик 
булса, бундай дифференциал тенглама оддий дифференциал 
тенглама дейилади.

Агар номаълум функция икки ёки ундан ортиц узгарувчи- 
ларга боглик булса, бундай дифференциал тенглама хусусий 
хосилали дифференциал тенглама дейилади.

Таъриф. Дифференциал тенгламага киргап х.осилалар- 
нинг энг юкори тартиби тенгламанинг тартиби дейилади.

1-м  ис о л. Ушбу у"— у' cos х — х-у = 0 дифференциал тенгла
ма иккинчи тар гибли оддий дифференциал тенглама.

■2- м и с о л. Ушбу х (1 — у'2) dx + у(\ + х2) dy = 0 дифференциал 
тенглама биринчи тартибли оддий дифференциал тенглама.

3- м и со л. Ушбу х— =у— дифференциал тенглама биринчи
дх ду

тартибли хусусий росилали дифференциал тенглама.
Юкоридаги дастлабки иккита мисолда у — номаълум функ

ция, х эса эркин узгарувчи, учинчи мисолда эса номаълум 
функция z иккита х ва у узгарувчига боглицдир,

п- тартибли оддий дифференциал тенглама умумий куриниш
да куйидагича ёзилади:

F(x,y,y', у", . . . , у^) = 0. (2.1)

Бу ерда х — эркли узгарувчи, у — номаълум функция вау', ..., у(г,) 
лар номаълум функциянинг хосилаларидир. Хусусий холларда п- 
тартибли тенгламада п дан паст тартибли ^оеилалар иштирок этмас- 
лиги мумкин, шунипгдек, номаълум функциянинг узи ёки эркли 
Узгарувчи хам булмаслиги мумкин.

Таъриф. Дифференциал тенгламанинг ечими ёки инте- 
грали деб тенгламага цуйганда уни айпиятга айлантирадиган 
х.ар кандай дифференциалланувчи у=<р(х) функцияга айти
лади.

4- мисо л. Ушбу у — 3ех ва у = 4е-' функциялар у" — у = 0 
дифференциал тенгламанинг ечими булишини текширинг.

Ечиш. 1) у = 3е' функцияни текширамиз. у' ва у" ларни то
памиз: у' = 3 ех , у" = 3 е' .

Буларни берилган тенгламага куямиз:

2>ех — Зе' =0, 0 = 0.

Демак, у — Зе' функция у''—у = 0 тенгламанинг ечими экан.
2) Худди шундай ишларни иккинчи функция учун .уам ба- 

жарамиз:
У = 4е~х, у' =—4е~х, у" = 4е~х,
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4е~х — 4е~х = 0, 0 = 0.
Демак, у — 4е~х функция ^ам у" — у = 0 тенгламанинг ечими 

булар экан.
Таъриф. Дифференциал тенглама ечимининг графиги 

интеграл эгри чизиц дейилади.
Дифференциал тенгламанинг ечимини топиш жараёни ку’- 

пинча интеграллаш билан боглик; булгани учун бу жараён 
дифференциал тенгламани интеграллаш деб юритилади.

3- §. Биринчи тартибли дифференциал тенглама

Ушбу F(х, у, тенглама умумий куриншидаги бирин
чи тартибли дифференциал тенглама деб аталади.

Агар уни у’ га нисбатан ечиш мумкин булса бу цуйидагича 
ёзилади:

У'=!^у).
Хосилага нисбатан ёзилган бу шаклдаи дифференциаллар иш- 
тирок этган шаклга утиш осон;

М (х, у) dx + N (х, у) dy = 0,
бу ёзув симметрии ёзув деб аталади, чунки бу ерда х ва у уз- 
гарувчилар тенг _\укуцлидир. Келгусида кайси шакл кулай 
булса, ушандан фойдаланамиз.

Дифференциал тенгламани, умуман айтганда, битта функ
ция эмас, балки функцияларнинг бутун бир туплами ^аноат- 
лантириши мумкин. Улардан бирини ажратиб курсатиш учун 
унинг аргументнинг бирорта кийматига мос кийматини кур
сатиш керак, яъни х = х0 булганда у=у^ куринишдаги шарт бе- 
рилиши керак. Бу шарт бошлангич шарт дейилади, у купинча 
^уйидагича ёзилади:

У U = У о

Таъриф. Биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими деб цуйидаги шартларни каноатлантирувчи 
у = ф(х, С), бунда С—ихтиёрий узгармас сон, функцияга ай- 
тилади:

а) у ихтиёрий узгармас С нинг хар кандай кийматида диф
ференциал тенгламани ^аноатлантиради;

б) бошлангич у |х==х> = у0 шарт хар кандай булганда хам, ихтиё
рий узгармас С нинг шундай Со кийматини топиш мумкинки, у = 
— Ф (х, Со) функция берилган бошлангич шартни каноатлантиради, 
яъни

Уо = Ф (*<р Q)-
Таъриф. Дифференциал тенгламанинг умумий ечимидан 

ихтиёрий узгармаснинг мумкин булган к^ийматларида ^осил 
цилипадиган ечимлар хусусий ечимлар дейилади.
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Умумий ечимни ошкормас ^олда аниклайдиган <р (х, у, С) = 0 му- 
носабат умумий интеграл деб аталади.

Хусусий интеграл деб, умумий интегралдан ихтиёрий уз- 
гармаснинг мумкин булган кийматида ^осил буладиган ечимга 
айтилади.

Умумий ечим (умумий интеграл) геометрик жихатдан бит- 
та С параметрга боглиц интеграл эгри чизицлар оиласи кури- 
нишида тасвирланади. Хусусий ечим (хусусий интеграл) бу 
оиланинг интеграл чизикларидан биридир.

Дифференциал тенгламаларнинг ечимларини топишнинг 
ягона усули мавжуд эмас, шунинг учун дифференциал тенгла
маларнинг айрим турларини караб чицишга утамиз, уларнинг 
умумий ечимларини топиш интегралларни х.исоблашнинг одат- 
даги, оддий амалларига келтирилади.

1. Узгарувчилари ажраладиган дифференциал тенгламалар. 
Дифференциал тенгламанинг энг содда тури узгарувчилари 
ажралган тенгламадир:

A1(x)dx-r N(y)dy = 0. (3.1)
Унинг узига хос томони шундаки, dx пинг олдидаги купайтувчи 
факат х га богли.^ булиши мумкин булган функция, dy нинг 
олдидаги купайтувчи эса факат у га богли^ булиши мумкин 
булган функциядир. Бу тепгламанинг умумий интегралини уни 
хадлаб интеграллаш ортали хосил килишимиз мумкиплигини 
исботлаш мумкин:

\ M(x)dx+\N(y)dy = С.

Ихтиёрий узгармасни берилган тенглама учун цулай бул
ган исталган куринишда олиш мумкин.

1-м и со л. Узгарувчилари ажралган цуйидаги тенглама 
берилган:

xdx + ydy = 0.

Уни интеграллаб, умумий интегрални топамиз:

2С — С'2 деб белгилаб, х- + у2 = С2 га эга буламиз.
Бу — маркази координата бошида, радиуси С булган кон- 

центрик айлапалар оиласидан иборатдир.
.411W (.У) dx + Мг (х) У2 (у) dy = 0 (3.2)

куринишдаги дифференциал тенглама узгарувчилари ажрала
диган тенглама дейилади.

(3.2) тенгламани JVi (у) -А^х) У=0 ифодага булиб, уни уз
гарувчилари ажралган (3.1) тенгламага келтириш мумкин;

Л12 (х) (у)
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Буни интеграллаб, умумий интегрални .\осил циламиз. 
Эслатма. Ушбу

у'

куринишдагн тенглама хам узгарувчилари ажраладиган тенг- 
ламадир. Унинг узига хос томони шундаки, унинг унг томони 
хар бири битта х ёки у узгарувчига богли^ булган купайтув- 
чиларга ажралган.

у' = — деб узгартириб ва тенгламанинг чап хамда унг томонла- 
dx

рини dx га купайтириб (3.2) куринишдагн куйидаги тенгламани х.о- 
сил киламиз:

dy = ft (x)f2(y)dx,
бундан

77-, = /i(x)dx.
/2 (У)

Интегралласак i —- = f (х) dx + С булади.
J /2<У) J

2- м и с о л. Куйидаги дифференциал тенгламанинг умумий 
ечимини топинг:

х (1 + у3) dx — у2 (1 + х2) dy = 0.

3- м и с о л. Ушбу у'у= —— дифференциал тенгламанинг у i , =
1 4- LX и

— V~2 бошлангич шартни цаноатлантирувчи хусусий ечимини топинг. 
Ечиш у' = ~ деймиз ва dx га купайтириб, узгарувчиларни ажра

тамиз:

Ечиш. Тенгламани (1-гх2) (1+у3) =#0 га булнб, узгарув- 
чиларни ажратамиз:

xdx______ysdy _ q
1 -|- х® I J- у3

Интеграллаб, цуйидагига эга буламиз:

- 1п | 1 + х21—- In | 1 + у31 = - In С.2 1 3 6

Келгуси узгаргиришларни осонлаштириш учун ихтиёрий узгармас 
сифатида — In С олинди. Юкоридаги ифодани потенцирлаб, умумий 6

ех

ечимни хосил ^иламиз:
(1-гх®)® с

(1+у3)2
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Интеграллаб, умумий интегрални хосил ^иламиз:

= In 11 + е*1 + In С.

Энди умумий ечимни топиш мумкин:
у = К21п С-(1 +е‘). (3.3)

Хусусий ечимни топиш учун бошлангич шартдан фойдаланиб, 
ихтиёрий узгармаснинг кийматини аниклаймиз. (3.3) умумий ечимга 
х — 0, у = 1^2 ни куйиб, г' 2 = У2 In (2 С) ни хосил киламиз, бу 
ердан С = у. Демак, изланаётган хусусий ечим куйидаги куриниш
да булади:

У = ]А 1п|(1 + и.

2. Бир жинсли дифференциал тенгламалар. Энг аввал бир 
жинсли функцияга таъриф берамиз.

Таъриф. Агар /(х, у) функцияда х ва у узгарувчиларии мос 
равилда tx ва ty га алмаштирганда (бу ерда t — ихтиёрий пара
метр) tn га купайтирилган яна уш1 функция хосил булса, яъни

/(/х, ty) =tn f(x, у)

шарт бажарилса, / (х, у) функция п улчовли бир жинсли функ
ция деб аталади. ______

4- мисо л. / (х, у) = ] лх2 + у2 функция бир улчовли бир жинс
ли функциядир, чунки

f(tx, ty) = yt2x2 + t2y2 = t Ух2 4- y\=7/;(x,».
X ~ ti5- MHCO.T. Ушбу /(x, y) = ------ функция пол улчовли бир жинс-
х + у

ли функция, чунки
f (tx, ty) - ~ty- = —яъни /(/X, /у) =/(х, у)

tx + ty х + у

ёки
/(/х, ty) = t°f (х, у).

/(/х, ty)=f(x, у) шартга буйсунадиган пол улчовли бир жинс
ли функция / (х, у) == <р — j куринишда ёзилиши мумкин. Хакица- 

тан хам, t параметрни ихтиёрий танлаб олиш мумкин булгани учун 
t = — деб оламиз. У холда

X

f (х, у) = /(/х, /у) = 1, = <р

Биз куйида нол улчовли бир жинсли функция билап иш курамиз.
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Таъриф. Агар биринчи тартибли y'=f(x, у) дифферен
циал тенгламанинг унг томони х ва у га нисбатан нол улчовли 
бир жинсли функция булса, бундай тенглама бир жинсли тенг
лама дейилади.

Шундай ^илиб, бир жинсли тенгламани

У'=ф(^) (3-4)

куринишда ёзиш мумкин.
Бир жинсли (3.4) тенгламани — = и (х) урнига цуйиш ёрдамида 

X
узгарувчилари ажраладиган тенгламага келтириш мумкин, у холда 
у — и-х, бу ерда и — янги изланаётган функция. Кейинги тенгликни 
дифференциаллаб, у'=и’х+и ни ^осил киламиз. у ва у' нинг киймат- 
ларини (3.4) тенгламага куйиб, куйидагини хосил циламиз. Ушбу 
узгарувчилари ажраладиган тенгламани олдик: их — (р(и) — и ёки 
дифференциалларда: xdu=(<p(w)— u)dx. Узгарувчиларни ажратамиз:

du _ dx
<р (u) — и х

Интеграллаб топамиз:
(’ du — _ц г
J Ф(и) — и J х 1

Интеграллашдан кейин и урнига — нисбатни куйиб, (3.4) тенг

ламанинг умумий иитегралиии хосил киламиз.
И з о х. Ушбу

М (х, у) dx -г .V (х, у) dy = О (3.5)

тенгламада Л1(х, у), А(х, у) лар бир хил улчовли бир жинсли 
функциялар булгандагина (3.5) тенглама бир жинсли тенглама 
булади. Бу — иккита бир хил улчовли бир жинсли функциялар
нинг нисбати нол улчовли бир жинсли функция булишидан 
келиб чи^ади.

(3.5) куринишдаги тенгламани ечиш учун уни дастлаб (3.4) 
куринишга келтириш керак:

, _ —М (х, у)
N(x,y)

Масалан, (у2— 3x2)dy + 2yxdx = 0 тенглама бир жинслидир, чун
ки у2 — Зх2 ва 2ху функциялар икки улчовли бир жинслидир. Тенг
ламани ечишга киришишдан аввал уни хосилага нисбатан ечилган 
шаклга келтириш керак:



6- М II с о л. Ушбу
= у-Гл-2-,-; ёки z/ = х + 1/1 _ш2

X X ' \ X )
бир жинсли тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Ечиш. Унг томони нол улчогли бир жинсли функциядан ибо- 
рат. — = и алмаштириш бажарамиз, у холда у = их, у' = их 4- и.

X
у ва у' пинг кийматини тенгламага куямиз:

их 4- и = и + 1 1 — и-, и'х = | 1 — и2.

Куйидаги узгарувчилари ажраладиган тенгламани хосил 1^и-
ламиз:

ёки

Интеграллаб, топамиз: arc sin и = In х + In С. Бу ердаи и =
— sin (in Сх). Энди — = и деб урнига куйсак, — = sin (In С х) ни 

X X
хосил киламиз, бу ердан у пи х оркали ифодалаш осоп: у=х sin (In С х). 
Умумий ечимни топдик.

3. Бир жинсли тенгламаларга келтириладиган тенгламалар. 
Бир жинсли тенгламаларга куйидаги куринишдагн тенгла.ма- 
лар келтпрнлади:

dj/ _ ах + by -b с g)
dx ajx -j-bty-t-Cx

Агар с = с-, = 0 булса, (3.6) тенглама бир жинсли булади. 
Айтайлик, с #= О, б ёки улардан бири поддан фаркли булсин. 
Узгарувчиларни алмаштирамиз:

,Г X = Xj + а, 
I У = У1 + р,

У холда dx = dx,, dy = dyL, — = d-^l. 
dx dx, 

куйиб, ^уйидагини хосил киламиз:

(3.7)

Буларни (3.6) тенгламага

dyi _ ах, + аа -J- br/i + + с
dxt fljXi + аха — b^i + ijP —

ёки
dyi _ (алд 4- fej/i) (orx 4- bp 4- c) 
dx! (a^+b^jd 4- (01a 4- *1P4-C1)' (3.8)

Куйидаги тенгликлар бажарилса, юкоридаги (3.8) тенглама 
бир жинсли булади:

аа 4- 4- с = О,
4“ 4“ — 0. (3.9)
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Бу системани а ва р га нисбатан ечиб, а ва р нинг (3.7) урни
га ц^’йиш (3.6) тенгламани бир жинсли циладиган ^ийматла- 
рини апиклаймиз.

Агар 1 ^ | = О булса, (3.9) система ечимга эга булмайди. Бун-

дай холда (3.6) тенглама узгарувчилари ажраладиган тенгламага 
z = ах + by

урнига куйиш ортали келтнрилади.
(3.6) тенгламани интеграллашда кулланилган

—/I-----—| (бу ерда /—ихтиёрий функция) тенгламани ин-

теграллашда хам цуллапилади.
х j у_ з

7-мисол. Ушбу у' = —--------тенгламанинг умумий интеграли-
х —у — 1

ни топинг.
Ечиш. Детерминант: J _ ||=—2=^0-

Дуйидаги алмаштиришни бажарамиз:
х = хг + а, 
У = У1 + р.

У холда куйидагига эга буламиз:
dyi — х1 + У1 + « — Р — 3 
dxt. хг — j/t + а — 0 — 1

Энди j _ 3 _ 0, системани ечиб, а = 2, Р = 1 эканинн то

памиз. Натижада бир жинсли —' = — тенгламага эга буламиз,
rfX! XL — f/j

у, „ „ „уни — = и урнига куииш ердамида ечамиз; демак,
■*1

У! = ахи 
у{ = и'х1 4- и,

и'хх + и = 1 + и
1—и

Соддалаштиришлардан сунг
тенгламани .\осил киламиз:

узгарувчилари ажраладиган

1 - и
1 4-U*

ёки du dxt

Xl

Тенгламани интеграллаб, топамиз: 

arctg « — у In 11 + и-1 = InXj | + In | С | ёки Cxj/' 1 -j-и2 =earcts “.

и = — ни урнига цуйсак, куйидагига эга буламиз: 
-ч
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arctg —
C Vx] + yj — e

Нихоят, xj=x—2, У\ — у—1 алмаштиришларни бажариб, x ва 
у 5'згарувчиларга утамиз:

_________________ arctg ~~— 
C/(x-2)3 + (z/-l)2 = e х-2-

8- мисо л. Ушбу
, 2х -J- у — 1

У = ------ —-------4х + 2у + 5

тенгламанинг умумий интегралини топинг.
Ечиш. Детерминант: “7 1 i = О, демак, тенгламани (x=xi +

4 2,1 [ у=уг + р
Урнига куйиш ёрдамида ечиш мумкин эмас. Бу тенгламани 2х + 
+ г/ = z урнига ^уйиш ёрдамида узгарувчилари ажраладиган тенг
ламага келтирамиз, у ^олда у' — z — 2 десак, тенглама г' — 2 =
— ------- еки z =----------- куринишга келади. Уни ечио топамиз:

2г-Ь5 2?+5
2 7
— z + — In 15z + 91 = х 4- С. Энди z = 2х + У алмаштириш бажа-
5 25

риб, х ва г/ узгарувчиларга утамиз:

Юу — 5х = С — 7 In 110x + 5jr + 9|.
4. Чизикли тенгламалар
Т а ъ р и ф. Номаълум функция ва унинг ^осиласига нисба

тан чизицли (биринчи даражали) булган тенгламалар биринчи 
тартибли чизикрги тенгламалар деб аталади. Чизикли тенглама
нинг умумий куриниши куйидагича:

у' + P(x)y=Q(x), (3.10)

бу ерда Р(х), Q(x) лар х пинг маълум узлуксиз функциялари (ёки 
узгармасдир).

Агар тенгламанинг унг томони Q(x) = 0 булса, (3.10) тенглама 
узгарувчилари ажраладиган тенглама булади. Q (х) тт 0 деб фараз 
киламиз. (3.10) тенгламанинг ечимини х пинг иккита функцияси ку
пайтмаси курннишида излаймиз:

z/= п(х)ц(х). (3.11)
Бу функцияларнинг бирини ихтиёрий ^илиб олиш мумкин, 
иккинчиси эса (3.10) тенглама асосида ани^ланади. (3.11) дап 
у' пи хисоблаймиз:

у' = u’v + v'u.

у ва у' ни (3.10) тенгламага цуямиз, натижада у куйидаги 
куринишга эга булади:

u'v + u(p' + Pv)u = Q. (3.12* 
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Функциялардан бирини ихтиёрий танлаб олиш мумкин булгани 
учун v функцияни цавс ичида турган ифода иолга тенг бу- 
ладиган ^илиб оламиз, яъни

У + = 0 (3.13)

булишини талаб циламиз. У ^олда и функцияни топиш учун 
(3.12) дан куйидаги тенгламани хосил ^иламиз:

w'y = Q. (3.14)

Дастлаб (3.13) тенгламадап v ни топамиз. Узгарувчиларни аж- 
р атам из:

dv •• dv т-, г <— =— Pv еки — = — Р dx, бу ердан 
dx v

In v =— f Р dx + In С, бу ердан v — С е_ ■' pdx .

Визга (3.13) тенгламанинг нолдап фарцли бирорта ечими зарур, шу
нинг учун С = 1 деб оламиз. У холда и функция учуй

v = e-jpdx (3J5)

ни оламиз. Бу ерда (Pdx — бирорта бошлангич функция и нинг 
(3.15) дан топилган ^ийматини (3.14) тенгламага ^уйиб, и 
функция учуй узгарувчилари ажраладиган тенгламани хосил 
киламиз:

и'е~ ■ р dx = Q.
Бу тенгламани ечамиз:

du = Q • е •’ Pdx dx,
и=$ Q-eipdx-dx + C. (3.16)

(3.15) ва (3.16) формулалар и ва v нинг х орцали ифодаларипи 
беради. и ва у ни (3.11) формулага ^уйиб, узнл-кесил умумий 
ечимни хосил киламиз:

у = е- J р dx (С j Qe f р ах . dx) _

9- м и с о л. Ушбу чизицли тенгламани ечинг:

X X

Ечиш. y=u-v деймиз, у холда y' = u'v + v'u булиб, цуйи- 
дагига эгамиз: 

ёки

(3.17)
X
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V Ч—- = 0 булсин, у ^олда и'и — х. Булардан биринчисини 
dv dx . , Iечамиз: — =----- , демак, In v =— In x, яъни v = —
V X X

v = ~ ни (3.17) тенгламага г^уямиз: u’v = --п х. Бу ердан и' = 
х X

— sin X, du = sin X dx, демак, u = — cosx + С. Шундай цилиб,
v = u =—cos x + С. Узил-кесил куйидагини хосил киламиз:

у = u-v = —(С — cos х).
X

5. Бернулли тенгламаси. Ушбу.
у' + Ру = Qy"

куринишдаги тенгламани карай.миз, бунда Р ва Q лар х нинг узлук- 
сизлик фупкциялари хамда п =/= 0 ва пФ 1. Бу тенглама Бернулли 
тенгламаси деб аталади ва у куйидагича алмаштириш ёрдамида чи
зикли тенгламага келтирилади.

Тенгламанинг барча .^адларини уп га буламиз:

г/-" / + ^z/-"+I = Q. (3.18)

Энди z = г/-"4’1 алмаштириш бажарамиз. У холда

г' =(—л + 1)г/~" -у'.

Бу цийматларни (3.18) тенгламага цуйсак,
г' +(— п + l)Pz = (—п-г 1)Q

чизицли тенглама ^осил булади. Бунинг умумий интегралини топиб 
^амда z урнига z/-" *’1 ифодани куйиб, Бернулли тенгламасининг 
умумий интегралини топамиз.

Эслатма. Бернулли тенгламасидан п = 0 булганда чизи^- 
ли тенглама, п=1 булганда эса узгарувчилари ажраладиган 
тенглама ^осил булади.

Бернулли тенгламасини бевосита y=u-v урнига г^уйиш ор
тали ечиш .\ам мумкин.

6. Тулии, дифференциалли тенглама

Таъриф. Агар
М(х, у) dx + А(х, у) dy = 0 (3.19)

тенгламанинг чап цисми бирорта и(х, у) функциянинг тулиг^ диф- 
ференциали булса, яъни

du — М(х, у) dx + N(x, у) dy (3.20)
булса, (3.19) тенглама тулик дифференциалли тенглама дейилади. 
Бироц, функциянинг тулиту дифференциали

430



, ди , .ди ,du = —dx H------dy
дх ду

(3.21)

формула буйича ^исобланиши маълум. У холда (3.20) ва (3.21) лар
ни та1\крслаб,

^=Л1(х,у),-^=У(х, у) (3.22)
дх ду

эканини топамиз. Биринчи муносабатни у буйича, иккинчисини эса 
х буйича диффсренциаллаб, цуйидагини хосил киламиз:

дМ _ дги dN _ дЬ
ду дх ду ’ дх ду дх '

Бу ердан иккинчи тартибли хосилалар узлуксиз булгани учун:
дЛ1 дХ_ 
ду дх

(3.23)

Демак (3.19) тенглама ту лик дифференциалли тенглама булиши учун 
(3.23) шарт бажарилиши керак.

10-мне о л. Ушбу
(2х3 — ху2) dx + (2у3 — х2у) dy = О 

тенглама тулик дифференциалли 'тенглама булиш-булмаслигинп тек- 
ширинг.

Ечиш. (3.23) шартни текширамиз. М(х, у) N(x,y) ларни ёзамиз]

— = — 2ху. дх

чикади; шарг бажариляпти, демак,

М(х, у) = 2х3 — ху-, N(x, у) = 2у3 — х-у.
Хусусий хосилаларни топамиз:

дМ с,— =• — 2ху,

„ дМ дМ лБу ердан — = — экани келиб
2 дЫ дх

берилган тенглама тулик дифференциалли тенглама экан.
(3.19) тенглама ва (3.20) шартга кайтайлик. Уларни бирлашти- 

риб, du = M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 ёки du = 0 ни хосил киламиз, 
бу ердан берилган тенгламанинг умумий интеграли и(х, у) — С эка- 
пи келиб чикрди, бу ерда С — ихтиёрий узгармас. и(х, у) ни топит 
учун у ни узгармас деб хисоблаймиз, у холда dy = 0, натижада 
(3.20) куйидагича ёзилади:

du — М (х, у) dx.
х буйича интеграллаб.

и = pW(x,y)dx4-cp(y) (3.24)

ни топамиз. Бу ерда <р(у) номаълум функция. Интеграллаш доимий- 
си у га боглик булиши мумкин, чунки х буйича интеграллашда у 
ни узгармас деб хисобладик. Энди ч(у) ни (3.24) нинг иккинчи му- 
носабати бажариладиган килиб таилаймиз. Бунинг учун (3.24) ни у 
буйича дифференциаллаймиз ва натижани N(x, у) га теиглаймиз:
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I dx 4- <p'(y) = N(x,y). 
J ay

Бу ердан <p'(v) = N(x,y)— I — dx. Энди г/буйича интеграллаб то- 
J Ну

памиз: ф(у) = (/V(x, у) — dx j dy 4- С. Шундай килиб, и (х, у) 

функция куйидаги куринишга эга булади:
и= (х, у)= \ ,W(x,y)dx + (N (X, у) — |f ^dx)dy+C.

Бу ифодани ихтиёрий узгармасга тенглаб, берилган тенгламанинг 
умумий интегралипи хосил киламиз.

11 - м и с о л. Биз юкорида

(2х3 — ху2) dx'+ (2у3 — x2y)dy = О

тенглама тулик дифференциалли тенглама эканини курдик, чунки
— — — эди, шунинг учун du = (2х3 — xy2)dx -j- (2у3 — x2y)dtj — 0. 
ду дх
и(х,у) фупкцияни топамиз. у ни узгармас деб оламиз, у холда dz/=O. 
Демак, du = (2х3 — ху2) dx. Бупдан -----~—Н Ф (У)- Энди ср (у)

ни — = N(x, у) деган шартда аниклаймиз:-----—^ + ф’(£/)= 2у3—
ду • 2

— х2у, бу ердан <р'(у) = 2у3 ёки ф(у) = 4- С, 

и(х, у) = С булгани учун берилган тенгламанинг умумий интеграли 
Куйидагича булади:

У з-уТз’и ни те к'ш'и р и ш у[ч у и саволлар

1. Дифференциал тенглама деб нимага айтилади?
2. Дифференциал тенгламанинг тартиби деб нимага айтилади?
3. Дифференциал тенгламани ечиш нима?
4. Интеграл эгри чизик нима?
5. Биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг ечими деб нимага айтилади?
6. Хусусий ечим нима? Биринчи тартибли тенглама учун бошлангич шарт нима- 

дан иборат?
7. Биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг хусусий ва умумий ечимининг 

геометрик маъноси (талкини) цандай?
8. Узгарувчилари ажраладиган дифференциал тенгламага таъриф беринг ва уни 

интеграллаш усулларини курсатинг.
9. Кандай функция бир жинсли функция дейилади?

10. Кандай биринчи тартибли дифференциал тенглама бир жинсли тенглама де
йилади? У цандай ечилади?

11. Кандай тенгламаларни бир жинсли тенгламаларга келтириш мумкин? Улар 
кандай ечилади?
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12. Биринчи тартибли кандай тенглама чизикли дифференциал тенглама дейилади? 
Уни ечиш усулини баён килинг.

13. Бернулли тенгламаси деб кандай тенгламага айтилади?
14. Биринчи тартибли кандай тенглама тулиц дифференциал тенглама дейилади? 

Уни ечиш усулини баён килинг.
15. 3901—3918, 3934—3948, 4025—4027- масалаларни ечинг.

4- Коши масаласи

Дифференциал тенгламанинг берилган = Уп бошлангич шарт
буйича хусусий ечимини топиш масаласи Коши масаласи дейи
лади. z/jx=ro= у0 бошлангич шартнипг берилиши изланаётган хусу
сий ечимга мос интеграл эгри чизик утиши керак булган Р0(х0,у0) 
нукгаиинг берилишини билдиради. Шундай килиб, Коши масаласини 
ечиш — интеграл эгри чизиклар оиласи орасидан берилган нуктадан 
утадиганини танлаб олиш демакдир. Коши масаласининг геометрик 
маъноси ана шундай. Бу масала хар доим хам ечимга эгами? Бу 
саволга куйидаги теорема жавоб беради (исботни келтирмай, теоре
ма баёни билан чекланамиз).

Теорема. (Коши масаласи ечимининг мавжудлиги ва ягоналиги 
теоремаси.) Агар j(x,y) функция ва унинг хусусий хосиласи 

Рй(х0, Уп) нуктани уз ичига о.гган бирор D со.\ада узлуксиз булса, 
у холда у' = f(x, у) дифференциал тенгламанинг х — х0 да у =у0, 
яъни <р(х0) — у0 шартни каноатлантирувчи у = <pfx) ечими мае- 
жуддир ва бу ечим ягонадир.

Бу геометрик жихатдан куйидагини билдиради: теоремапинг шарт
лари бажариладиган хар бир нукта оркали ягона интеграл эгри чи
зик утади.

Теореманинг "шартлари бузиладиган нукталар махсус нукта
лар дейилади. Махсус нукталар оркали ё бирорта хам интеграл эг
ри чизик утмайди, ё бир печта чизиц утади. Масалан, у' == — тенг

лама у = Сх умумий ечимга эга, бу 
интеграл эгри чизик оиласи — коорди- 
наталар бошидан утувчи тутри чизиц- 
лар дастасидир.

х = 0 да (ординаталар укида) ва 
0(0,0) нукдада теорема шарти бузила- 
ди- Текисликнинг, курсатилган нук- 
талардан ташкари, исталган нуцтаси 
оркали у = Сх оиланинг бир тутри чи- 
3hfh утади. Теорема шарти бузилган 
0(0,6) нукта ортали чексиз куп туг
ри чизик утади. Оу у^ининг бошца 
нукталари оркали битта хам тугри чи
зик утмайди (191-шакл).
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5- §. Дифференциал тенгламанинг махсус ечими тушунчаси

Таъриф. Дифференциал тенгламада унинг умумий ечимидан их
тиёрий узгармаснинг хеч бир кийматида хосил цилиниши мумкин 
булмаган ечими махсус ечим дейилади.

Махсус ечимнинг графиги умумий ечимга кирган интеграл эгри 
чизицларнинг урамаси деб аталувчи чизи^дан иборатдир. Бу чизи^ 
узинизг хар бир нуктасида оиланинг у ёки бу интеграл эгри чизи- 
гига уринади, шу билан бирга ураманинг турли нуцталарида оила
нинг турли интеграл эгри чизицлари уринади.

Демак, ураманинг (махсус ечимнинг) хар бир ну^таси орка ли 
энг камида иккитадан интеграл эгри чизиги утади, яъни унинг хар 
бир нуктасида ечимнинг ягопалиги бузилади. Бундай ну^таларни биз 
махсус нуцталар деб атадик. Шундай килиб, махсус ечим махсус 
нуцталардан иборатдир.

Агар F(x, у, у') = 0 дифференциал тенгламанинг умумий интег- 
рали Ф (х, //, С) = 0 булса, урамани топиш учун цуйидаги тенглама
лар системаси хизмат килади:

(Ф(х,у,С) =0, 
|Фс(х, у, С) = 0. (5.1)

Бу ерда С ни йукотиб, (/ = ср(х) тенгламани \осил киламиз. Агар 
бу функция дифференциал тенгламани каноатлантирса ва Ф(х,у,С)=0 
оилага тегишли булмаса, у холда у тенгламанинг махсус ечими бу
либ, унинг графиги Ф (х, у. С) — 0 оиланинг урамасидан иборат бу
лади.

1-мисол. Ушбу у2(1 + у'2) = R'1 тенгламанинг махсус ечимини 
топинг.

Ечиш. Тепгламанинг умумий интегралини топамиз. Бунинг учун 
уии у' га нисбатан ечами? ва узгарувчиларни ажратамиз:

ydy 
±у'/?*=р = dx.

Интеграллаб, топамиз:
т//?2 —у2_ = х — С.

192- шакл.

Квадратга кутаргандан кейин уму
мий ннтегрални хосил киламиз:

(х-С)2 + у2 = R2.

Интеграл эгри чизиклар оиласи— 
радиуси /?, маркази абсциссалар 
у^ида булган айланалар оиласи- 
дап иборат (192-шакл). Урамани 
топамиз. Бунинг учун (5.1) систе- 
мани тузамиз: 
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f(x-C)2 + y2 = R2, 
(—2(x —С) =0.

Бу ердан С ни йуцотиб, у2 = R2 ёки у = ±R ни топамиз. Ай- 
лаиалар оиласининг урамаси у = +R тугри чизиклар жуфти була
ди. у — ±R функция берилган тенгламани ^аноатлантиради. Демак, 
у — ± R — махсус ечим.

6- §. Клеро тенгламаси

Куйидаги
у=ху'+^(у') (6.1)

тенглама Клеро тенгламаси дейилади, бунда ф((/') у' нинг функ- 
цияси. Тенгламани ечиш учун у' = р (х) белгилаш киритамиз. У хол
да (6.1) тенглама

у = хр + $(р) (6.2)

куринишга келади. Бу тенгламани, р' эканини ^исобга олиб, 
dx

Д11фференциаллай миз:
р =р + х-^ +ф'(р)- -у- 

ах ах
Бундан

х^+ф'(р) у^ = 0 
dx dx

ёки
^-(х + ф'(р)) = 0.
dx (6.3)

Бу тенглама

dx (6.4)

ёки
х + ф'(р) = 0 (6.5)

булган ^олда айниятга айланади. ХаР икки холни караймиз.
а) (6.4) тенгламани интеграллаймиз; р = С, С — ихтиёрий узгар

мас. Энди куйидаги
(у = хр + ф (р),
\Р = С

тенгламалар системасидан р параметрни йукотсак, берилган (6.2) 
тенгламанинг умумий ечимини хосил киламиз:

1/ = Сх + ф(С). (6.6) 
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Геометрик нуцтаи назардан бу ечим тугри чизицлар оиласини таш- 
кил этади.

Хосил килинган ечимни (6.2) тенглама билан солиштириб, Кле- 
ро тенгламасининг умумий ечими ундаги у' хосилани ихтиёрий уз
гармас С га алмаиггириш ортали хосил цилинишини курамиз.

б) (6.5) тенгламадан р ни х нинг функцняси (яъни р = р(х)) си- 
фатида топамиз. куйидаги

(г/=хр +ф(р),
[Р =Р(х)

тенгламалар системасидан р параметрни йу^отиб
1/=хр(х)+ф(р(х)) (6.7)

функцияни хосил киламиз. Бу функция (6.1) тенгламанинг ечими- 
дир. Хакицатдан х.ам, бунга ишэнч хосил цилиш учун (6.7) дан у' 
ни топамиз:

У' = Р(х) + х + ф'(р(х)).
dx dx

ёки

/ = р + (х + ф'(р))
dx

(6.5) га кура охирги ифода цуйидаги куринишга келади:
У' = Р- (6.8)

Энди у ва у' нинг (6.7) ва (6.8) формуладаги цийматларинт (6.1) 
тенгламага куйсак,

хр+ф(р) =хр+ф(р)

айният хосил булади. Демак (6.7) хакикагдан хам берилган тенгла- 
манинг ечими экан. Бу ечимни (6.6) умумий ечимдан С пинг бирор- 
та хам кийматида ^осил цилиэ булмайди. Маълумки, бундай ечим
лар махсус ечимлар дейилади. Куряпмизки бундай ечимни

(р =хр + ф(р),
[х + ф'(р) = О

системадан ёки куйидаги
(у = хС + ф (С),
|х+ ф'(С) = О

тенгламалар системасидан С ни йук.отиб хосил цилиш мумкин. 
Маълумки, бу ечим у = Сх+ф(С) умумий ечимнинг урамасини ани^- 
лайди. Демак, Клеро тенгламасининг махсус ечими у = Сх + ф (С) 
тугри чизиклар оиласининг урамасини аниклайди.

Шундай килиб Клеро тенгламасини ечиш учун аввало берилган 
тепгламада у' ни С га алмаштириб унинг умумий ечимини топиш 
керак:
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у

193- шакл.

у = Сх + ф(С).
Шундан сунг цуйидаги

(у = Сх + ф(С), 
[х + ф'(С) = О

системадан С пи йук.отиб, махсус ечимни (унинг графпги интеграл 
эгри чизиклар оиласининг урамаси булади) топиш керак.

Мисо л. Ушбу
У = ху’ + (у’~у'я-)

Клеро тенгламасининг умумий ва махсус ечимларини топинг. 
Ечиш. Тенгламанинг умумий ечимини у' ни С билан алмашти- 

риб топамиз:
у = Сх-\-С — С2.

Бу тенгламани С буйича дифференииаллаймиз:
0 = х+ 1— 2С.

Куйидаги
(у - Сх -г С — С~, 
{о = х + 1 — 2С

системадан С ни йукотиб 
(/1=4-(х+1)2

4

махсус ечимни хосил киламиз. У парабола булиб, у = Сх С— С2 
умумий ечимлар оиласининг урамасини ташкил килади (193-шакл).

7- §. Лагранж тенгламаси
Ушбу

г/= хф(/) + ф(/) (7.1)
тенглама Лагранж тенгламаси дейилади, бунда <f(z/'), ф(//') лар у* 
нинг маълум функциялари.
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Бундай тенглама хам р параметр киритиш усули билан ечилади, 
у' = р(х) деб белгилаймиз. У холда (6.7) тенглама ушбу куринишга 
келади:

*/ = Хф(р) + ф(р). (7.2)
Охирги тенгламани х буйича дифференциаллаб

Р = ф(р) -г (^ф'(р) + ф'(р)) -у-d.r
ёки

Р — <Г(Р) = (*ф'(Р) + Ч’'(Р)) ~ (7.3)
ах

тенгламани ^осил циламиз. р — ф(р)#=0 ва р — <р(р)=О булган 
^олларни караймиз.

а) р — ф (р) =/= О булсин. (7.3) тенгламани — ia нисбатан очиб куйи-
dp

даги куринишда ёзамиз:
dx___ <р'(р)_______________Ф'(р)
dp ' р — ч(р) ~ р —ф(р) '

\осил килинган тенглама х ва — га нисбатан чизшушдпр ва де- 
dp

мак
х = Ф (р, С) (7.4)

умумий ечимга эга. (7.4) ни (7.2) га куйиб, у ни р ва С оркали 
ифодалаймиз:

г/ = Ф(р,С)ф(р) + ф(р)=/(р,С). (7.5)

(7.4) ва (7.5) бизга Лагранж тенгламасининг умумий ечимини пара
метрик куринишда беради:

Гх = Ф(р,С),
|«/ =/(р. С).

Бу системада р параметрни йукотиб Лагранж тенгламасининг 
умумий ечимини куйидаги куринишда хосил циламиз:

F(x, у, С) =0.

Тенгламанинг умумий ечимидан ^осил булмайдиган махсус ечими 
булиши мумкин.

б) р —ф(р) = 0 булсин, яъни бирор р =р0 да ф(р0) =р0 бул- 
сип. Ушбу

(р = хф(р) + ф(р),
\Р = Ро

системада р ни йуцотиб
г/ = хф(р0) + ф(рп) 
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ечимни ^осил циламиз. Бу эса Лагранж тенгламасининг махсус 
ечимидир.

Мисо л. Ушбу
у = х + у'3

Лагранж тенгламасининг умумий ва махсус ечимларйни топинг.
Ечиш. Бу тенгламада у’ ни р(х) га алмаштириб

у = х: + р3 (7.6)
тенгламани хосил киламиз. Уни х буйича дифференциаллаймиз:

р = 1+3р2 —. Бундан р—1 =3р2—.
dx dx

а) Агар р — 1 #= 0 булса, ушбу 

тенгламани интеграллаб, куйидагини хосил киламиз:

х = 3(1п|р-1|+р ++ (7.7)

х нинг хосил килинган ифодасини (5.13) га куямиз:

у = 3(1п/р — 1 | -гр4- у) -Г С + /Г1.

(7.6) ва (7.7) лар Лагранж тенгламасининг умумий ечимини пара
метр куринишда беради.

б) Агар р — 1=0 булса, р = 1 кийматпи (7.6) тенгламага 
цуййб

У = х + 1
махсус ечимни хосил г^иламиз.

8- §. Изоклинлар усули

Агар биринчи тартибли дифференциал тенгламани интеграллаш- 
нинг юцорида тахлил килинган усулларидан .уеч бирн максадга 
эриштирмаса ёки мураккаб хисоблашлар талаб килинса, такрибий 
ечишга мурожаат цилиш мумкин. График усул — изоклинлар усули
ни баён киламиз.

Ушбу у' — f(x, у) дифференциал тенглама Коши масаласи ечими- 
нииг мавжудлиги ва ягоналиги теоремаси уринли булган D соха- 
нинг .yap бир Р (х, у) нуктасида у' хосиланинг кийматини, яъни бу 
нуцта оркали утувчи интеграл эгри чизикка уринманинг бурчак ко
эффициенти & = tga = // ни аниклайди. Бу микдорни график тарзда 
бурчак коэффициенти у'=/(х, ;/) = А га тенг тугри чизик кесмаси 
орцали тасвирлаш мумкин.

Хар бир нуктасида бирорта скаляр мицдорнинг циймати берилган 
соха бу микдорнинг скаляр майдони дейилади. Бизнинг холда у'= 
= Кх, У) дифференциал тенглама Оху текисликда йуналишлар май-
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донини аницлайди. Гео
метрик нуктаи назардан 
дифференциал тенглама
ни интеграллаш шундай 
эгри чизи^ларни топищ- 
дан иборатки, уларга ут- 
казилган уринмаларнинг 
йуналишлари тегишли 
нукталардаги майдон йу- 
налишн билан бир хил- 
дир.

Майдон йуналишлари 
бир хил булган (у' = k — 
const) нукталар тупла- 
ми тенгламанинг изокли
на дейилади. Равшанки, 
у' = f(x, у) дифференциал 
тенглама учун изоклин 
тенгламаси f(x, у) = k бу

лади. k нинг турли кийматларида турли изоклинларни хосил кила
миз. Изоклинлар оиласини ясаб, интеграл эгри чизицлар оиласини 
такрибий ясаш мумкин.

Мне о л. Ушбу и'—-----—дифференциал тенглама учун изок-
х

линлар, йуналишлар майдопини ясапг. Тенгламани ечмасдан интег
рал эгри чизикларни ясанг.

Ечнш. Изоклинлар тенгламалари:----- — = & ёки у = —kx—бу-X
лар 194-шаклда курсатилган тутри чизик чар оиласидир.

У з-у з и и и текшириш учун саволлар
1. Биринчи тартибли дифференциал тенглама учун Котик масаласини ифэдалаиг 

ва унинг геометрик талцинини беринг.
2. Биринчи тартибли дифференциал тенглама учун Коши .масаласи ечимининг мав- 

жуддиги ва ягона.лиги теоремасини ифодаланг. Бу теоремаиинг геометрик тал- 
кини кандай?

3. Биринчи тартибли дифференциал тенглада учуй кандай нукталар махус нукта
лар булади?

4. Биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг махсус ечими деб нимага айти- 
лади?

5. Клеро тенгламасининг умумий ва махсус ечимлари кандай топилади?
6. Лагранж тенгламасининг умумий ва махсус ечимлари цандай топилади?
7. Биринчи тартибли тенглама интеграл эгри чизигини ясашнинг изоклинлар усу- 

лини баён дилинг.
8. 3954—3968, 4038—4044, 4050—4057- масалаларни ечинг.

9- §. КЦори тартибли дифференциал тенгламалар

Биринчи тартибдан юкори булган барча дифференциал тенгла
малар юцори тартибли дифференциал тенгламалар дейилади. п- тар
тибли тенглама z/('” хосиладан таш^ари эркли узгарувчини хайда куйи 
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тартибли хосилаларни хам уз ичига олиши мумкин, бииобарин, бун
дай тенгламанинг умумий куриниши

F(x,y,y',y", . . ., у('!’) = 0 (9.1)
ёки, агар мумкин булса, юкори хосилага нисбатан ечилган

у"’-”) (9.2)

шаклда булиши мумкин.
1. Коши масаласи. Умуман олганда, дифференциал тенгламани 

функцияларнинг бутуй бир системаси каноатлантириши мумкин. Та- 
ййн ечимни ажратиб курсатиш учун кушимча шартлар хам керак 
булади. Масалан, л-тартибли тенглама учун бирср х = х0 нуктада 
изланаётган у функциянинг киймати ва унинг п—1-тартибгача 
барча хрсилаларининг кийматлари берилади, яъни

f/L=.t0 = 'о.

= Уо> /п ох

(м—1)1 __ ,,1п—1)у У О

(9.3) сонлар системаси п- тартибли дифференциал тенглама учун 
рОшлапгич шартлар дейилади.

(9.1) ёки (9.2) тенгламанинг (9.3) бошлангич шартлар система
сини капоатлаптпрувчи хусусий ечимини топиш масаласи Коши ма
саласи дейилади.

Агар иккинчи тартибли
Г(х, у, у',у") = 0 ски y"i = f(x, у, у') S (9.4)

тенглама фраладиган булса. у холда х — х0 да ечим учун бошлан
гич шартлар цуйидагича булади:

|У ix=x0 = У О' 
Ux. = Уо'

бу ерда Хо, уо, у'о — берилган сонлар. Бу шартларпинг геомет
рик маъноси куйидагича: Текисликнинг берилган Ро(хо, уо) 
нуцтасида бу ну^тадан утадиган интеграл эгри чизицца утка- 
зилган уринма бурчак коэффициента у'о хам берилган. Шундай 
килиб (9.4) дифференциал тенглама учун Коши масаласини 
ечиш — бу шундай у = ср(х) интеграл эгри чизикни топиш де- 
макки, у Р0(х0, уа) нуктадан утади ва бу нуктада уринманинг 
бурчак коэффициент берилган у'о га тенг булади. Иккинчи 
тартибли дифференциал тенглама учун Коши масаласининг 
геометрик маъноси ана шундай.
, 2. Дифференциал тенгламалар учун чегаравий масалалар 

тугрисида тушунча. (9.1) ёки (9.2) тенгламалар учун ургани- 
гина^Н-МЭСалалаР К°ши масаласи билан чекланмайди. Куп- 

физика ва техника масалалари купннча бошлангич шарт-



195- шакл.

ларга эмас, балки бошка 
турдаги цушимча шартлэр
га олиб келади. Бундай 
шартларни чегаравий шарг- 
лар деб аташ кабул килин- 
ган. Масзлан, изланаётган 
функциянинг бир нечта нук- 
тадаги циймати маълум 
булганда дифференциал 
тенгламанинг ечимини то
пиш талаб этилади. Бу 
шартларни цаноатлантира- 
диган бундай ечимни то- 

дейилади. Бундай масалалар,пнш масаласи чегаравий масала
умуман айтганда, бошлангич шартли масала, яъни Коши ма- 
саласига нисбатан мураккаброкдир. Шу масалаларга кайтамиз. 
Коши масаласи кандай шартларда ечимга эга булади, дегап 
саволга цуйидаги теоремадан жавоб топамиз.

3. Коши масаласи ечимининг мавжудлиги ва ягоналиги TyF- 
рисидаги теорема. Агар (х0, у^, у'о, у'о, . . 
ичига олган бирор D сохада f (х, у, у, v”,- - _Jf

Ф/п~'
df df df луксиз ва узлуксиз —, —, .
ду ду' ду"

эга булса, у \олда

А-11)
....

хусусий

ну купана уз 
функция уз- 

хосилаларга• »

Uw = [ (х, у, у, у", . . .,

тенгламанинг

У 1х=ж. = Уо’ У' = Ко-------= Я""

шартларни цаноатлантирадиган г/ = ф(х) ечими мавжуд булиб, 
бу ечим ягона булади.

Бу теорема Коши масаласи ечимга эга булишининг етарли 
шартларини тайинлайди. Агар каралаётган тенглама иккинчи 
тартибли, яъни y"—f(x, у, у') куринишда булса, у холда маъ- 
лумки, !/|х=Хд = у„ ва //'|х=Хо = у0 шартлар (х0, ^'нуктани аник- 
лаб, унинг бу пу^тадан утадиган интеграл эгри чизигига утказилган 
уринманинг бурчак коэффициенти у0 берилган булади. Бу ^олда те
орема шартлари бажарилгаида уринманинг у'о бурчак коэффициенти 
маълум булган берилган Ро (х0, у0) нуктадап битта интеграл эгри 
чизин! утади. Теореманинг геометрик маъноси ана шундадир (195- 
шакл).

4. Умумий ва хусусий ечим туррисида тушунча
Таъриф. (9.2) дифференциал тенгламанинг умумий ечими 

деб, тенгламанинг тартиби цанча булса, шунча ихтиёрий узгар- 
масларга боглиц булган шундай у = ф (х, Ср С„ . . ., Сп) функция- 
га айтиладики, бу функция учун куйидаги шартлар бажарилади:
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а) у Ср С9> . . Сп ихтиёрий узгармасларнинг исталган циймат. 
ларида (9.2) тенгламани каноатлантиради;

б) бошлангич (9.3) шартлар хар капдай булганда ,\ам, ихтиёрий
узгармасларнинг шундай , С,..........Сп кийматларини топиш мум-
кинки, бу цийматларда у = <[(х, Ср С2, . . С„) ечим (9.3) бош
лангич шартларни каноатлантиради.

Умумий ечимдан ихтиёрий узгармасларнинг маълум ^ий- 
матларида хосил буладиган ечимлар хусусий ечимлар дейи
лади.

10-§•  Тартибини пасайтириш мумкин булган тенгламалар

л-тартибли дифференциал тенгламаларни интеграллаш усул- 
ларини баён цилишга утамиз. Интеграллашнинг асосий усули 
тартибини пасайтириш, яъни берилган тенгламанинг узгарув- 
чиларини тартиби уларникидан пастрок булган узгарувчилар 
билан алмаштириш ортали берилган тенгламани бошка тенг
ламага келтириш усулидир. Бироц тартибни пасайриришга хар 
доим хам эришилавермайди. Тартибини пасайтириш мумкин 
булган тенгламаларнинг баъзи турларини куриб чикамиз.

1. Ушбу
=/(х) (10.1)

куринишдаги тенглама. Бундай тенгламаларнинг узига хос то
мони шундаки, унинг унг томони фацат хга богли^. Бундай 
тенгламанинг тартиби бевосита кетма-кет интеграллаш йули 
билан пасайтирилади. (10.1)дан бевосита куйидагини хосил 
^иламиз:

| f (д.) dx + С^

Шу тарзда талаб килинган марта интеграллаб, (10.1) тенгла
манинг умумий ечимини ^осил ^иламиз.

1-ми с о л. Ушбу г/" = sinx— cosx тенгламанинг у | = 1,
У' 1г=0 = — 1, у" |х=0 = 0 бошлангич шартларни цаноатлангирувчи ечи
мини топинг.

Ечиш. Дастлаб у"' = sinx — cosx тенгламанинг умумий ечими
ни топамиз. Кетма-кет уч марта интеграллаб, цуйидагига эга була- 
миз:

I
у" = — cosx — sinx + Cn 

у' = — sinx + cosx + Схх + Ся, 

у = cosx + sinx + Cj -i- 4- C2x + C3.

C>, Сь C3 ларни бошлангич шартлардан топамиз:
0 = — 1 — O-f-Cj,

— 1 = —0 + 1 +C!-0 + C2,
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1 = 1 + 0 + С1'0 + С2’0 + с3.
К,уйидагиларга эга буламиз: Cj = l, С2 = —2, С3 = 0. Шун

дай цилиб изланаётган хусусий ечим цуйидагича булади:
^2

у — cosx + sinx + —-----2х.

2. Ушбу
У(Л) = /(Х, ......... (Ю.2)

куринишидаги тенглама. Унинг узига хос томони — тенглама
нинг унг томонида ошкор изланаётган у функция ва унинг 
(k—1)-тартибгача ^осилаларининг иштирок эт.маслигидир. 
Бупдай тенгламанинг тартиби куйидаги алмаштириш ортали 
k бирликка пасайтирилади: у{к) = р (х), бу ерда р = р (х) — янги из
ланаётган функция. (10.2) тенглама бупдай алмаштиришдан сунг 
куйидаги куринишга келади:

p = I (x, p, p , p , . . ., ').

(n—k)- тартибли тенгламани хосил ^илдик. Бу тенгламани 
интеграллаб, янги изланаётган функцияни аницлаймиз:

Р = ф (•£, Ci, С2, * • •’
сунгра у{к} = ф (х, СР С2, . . ., С.,_А) тенгламани k марта интеграл
лаб. умумий ечимни топамиз.

2-м и с о л. Ушбу 

тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Ечиш. у"' — р(х) деймиз, у холда у' =р', берилган тенглама 

р' — Ур куринишга келади. Узгарувчилари ажраладигян функцияга 
нисбатан биринчи тартибли тенгламани хосил килдик: = Ур ёки

dx
= dx. Интеграллаб, топамиз:

Vp

2 г' р = х + Ci ёки р = — (х -г CJ2.
4

Дсмак, у"' = — (х + С,)2, бу ердан
4

у" = 17 (х + С1)3 + Са>

У' = тт (х -г С,)4 + С2х + С3,
4о

(* + С1)5 + С2 ^4-СзХ + С.р
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Э с л а т м а. Бундай куринишдаги тенгламаларнинг хусу
сий холи изланаётган функция ошкор ^атнашмаган иккинчи 
^ртибли y"=f(x, У') тенгламадир. Бу ерда у'=р(х) урнига 
-уйиш ёрдамида тартиб бир, бирликка пасайтирилади.

3-м не о л. Ушбу у" = тенгламанинг y|vas0 = 1, у' |х=0!1--х2 
бошлангич шартларни каноатлантирувчи хусусий ечимини топинг.

Е ч и ш. Умумий ечимни топамиз: у' = р (х) алмаштириш бажа- 
памиз. бу ердан у" — р' (х). Натижада узгарувчилари ажраладигап 

, 2хр - dp 2xdx куйидаги тенгламани ^осил ^иламиз: р = - еки —- = -у .
бу ердан lnp = 1п| 1 + х2| 4-lnCt ёки р = СХ(1 4-х2). Уз навбати- 
да бу ердан: у' = Сх(1 + х2) ва у = Сг I х + -др| +С2.

Ci ва С2 ларни топиш учун бошлангич шартлардан фойда- 
ланамиз:

=3

(3 = С1-1, 
11 =С1-0 + С2.

Бу ердан С1 = 3, С2=1. Демак,

у = 31 х +

хусусий ечим булади.
3) Ушбу

УМ=/[У, У', у", . . . ,/‘-1’) (10.3)
курииишидаги тепглама. Унинг узига хос томони — тенглама- 
нниг унг томопида эркли Узгарувчи х ошкор катиашмайди. 
У'=Р(У) Оринга .^уйиш (10.3) тенгламанинг тартибини бир 
бирликка пасайтиришга имкон беради. Бунда янги эркли уз
гарувчи сифатпда у ни ^абул киламиз, янги изланаётган р 
функция у га боглиц булади, яъни р=р(у). Мураккаб функ
цияни дифференциаллаш коидасига кура топамиз:

;/" = dp — 
dx dy

= р.

•р =

= (р’р+р'-р')р =р"р2 + (р')2р ва к.
„ ’ ’ ^< !> ларни (10.3) тенгламага куйиб, п— 1-тартибли тенг
ламага эга буламиз.
топинг ИСол’ ушбу У'" + У'1 ~ ^е~У тенгламанинг умумий ечимини 

^осил^иламиз-3^^’ ^=р/'р деб’ БеРнУлли тенгламасини
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рр' + р~ = 2е у ёки р' + р = Р
р — u-v урнига цуйишдан фойдаланамиз, бу ердан р'= 

+ uv'. Кейинги тенглама куйидагича ёзилади:

u'v + uv' + ии — —— ёки u'v -r(v' + v) и = —— . 
u-v uv

танлаймизки, цавс ичида турганv функцияни шундай 
нолга тенг булсин:

У холда
v' + v = 0. (Ю.4)

(Ю.4) тенгламани
dv

(Ю.5)

(10.6) ни

ии' =

(10.5) га
2е~у - ------ еки 
е~2у

, 2е~у и V =-----  .
UV

интеграллаймиз:

= — dy ёки In v = —у, бу ердан

v = е~у.
цуйиб, ^уйидагини ,\осил ^иламнз:

udu = 2^ dy, бундан интеграллаб, топамиз:

2^ = 2^+^

(10.6)

ёки
и « ± К 4/ + 2G . (10.7)

Топилган и ва v функциялар буйича ((10.6) ва (10.7) форму- 
лалар) излаиаётган р орали^ функцияни тузамиз:

р = u-v -- ±е~у]/ 4еу + 2С1

ёки
р = ± ]/r4e_i'+ 2 Схе~'у .

р = алмаштириш бажариб, узгарувчилари ажраладиган тенг- 
dx

лама хосил ^иламиз:
= ± J/V'+ 2С,е-='.

Буни интеграллаб, умумий интегрални топамиз:
±-^У 4еу+2С1 = х + С2

ёки
(х + С2)2 = е" + Сх, бу ерда Сх = .
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У з-Уз и ни текшириш учун саволлар

1 «-тартибли дифференциал тенглама деб нимага айтилади?
2 «-тартибли тенгламанинг бошлангич шартлари нимадан иборат?
3 Иккинчи тартибли тенглама бошлангич шартларининг геометрик маъпоси 
' кандай?

4 «- тартибли тенгламалар учун Коши масаласини таърифланг.
В Иккинчи тартибли тенглама учун Коши масаласининг геометрик маъноси 

кандай?
6 «-тартибли тенглама учун Кошн масалаеи ечимининг мавжудлиги ва 

ягоналиги теоремасини ифодаланг. Иккинчи тартибли тенглама учун бу 
теореманинг геометрик маъноси кандай?

у y(ni = f(x) курииишиги тенгламани ечиш усулини баён килинг.
8 у<п> = [ (х, у(к} , . ■ ■ , ) куринишдагн тенгламани ечиш усулини баён

^илипг.
g у'_ у"............ куринишдагн тенгламани ечиш усулини баён

килинг.
10. 4155 — 4180, 4189 — 4195, 4208 — 4217-масалаларни ечинг.

11-§.  Юцори тартибли чизикли дифференциал 
тенгламалар

Таъриф. Агар п- тартибли дифференциал тенгламада из- 
ланаётган функция ва унинг хосилалари биринчи даражада 
катнашеа, бундай тенглама чизикли дейилади. п- тартибли 
чизикли дифференциал тенглама куйидаги куринишга эга:

а0 W yw + °i W у<л_1) + • • • + ап W У = f W >

бу ерда а0 (х), аЛ (х), ... , ап (х) лар х пинг маълум узлуксиз 
функциялари (хусусий холда улар узгармас сонлар булиши мумкин). 
Бу функциялар тенгламанинг коэффициентлари дейилади, шу би
лан бирга а0 (х) = 1 (агар у 1 га тенг булмаса, тенгламанинг хам- 
ма ^адларипи унга булишимиз мумкин).

f(x) функция озод .\ад ёки тенгламанинг унг томони дейи
лади.

Агар /(х) ."А0 булса, у холда

/', + ai(x)f/(n-l) + ... + ап(х) у = f (х) (11.1)

тенглама чизикли бир жинсли булмаган (ёки унг то.монли, ёки 
озод .уадли) тенглама дейилади.

Arap f(x)=o булса, (11.1) тенглама

!/<п’ + «1(л-) У("_1)+ • ■ •+а„(х) //=0 (11.2)

куринишга эга булиб, чизикли бир жинсли тенглама (ёки унг то- 
монсиз, ёки озод ^ади булмаган тенглама) дейилади. (11.2) тенгла
манинг чап томони у, у', у", . . . , у{п} га нисбатан бир жинслидир.
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12-§.  Чизикли дифференциал операторнинг хоссалари

(11.2) тенгламанинг чап томонини
= y('') + ai(-r)l/"~l,+ •■•+«„ (х)у (12.1)

ортали белгилаймиз. Шу билан бирга а£ (х) функцияларда х аргу- 
ментни кисцалик учун ёзмаймиз. Бу ифодани у функциянинг чизик
ли дифференциал сператори деб атаймиз.

L[у] чизикли дифференциал операторни /(х) функциянинг ухша- 
ши деб караш мумкин. Хакицатан хам, /(х) функция х сонга янги 
f(x) сонни мос ^уяди, L [у] оператор эса у функцияга янги Л [у] 
функцияни мос цуяди.

1 - м и с о л. Агар L [у] = у" — ху' + 2у булса, у = х3 учун цуйи- 
дагини хосил циламиз:

L [х3] = (х3)" — х (х3)' -г 2х3 = бх — Зх2-х 4- 2х3 = бх — х3, 
яъни у — х3 функцияга L [у] = бх — х3 функция мос куйилади. у =* 
= sinx функция учуй эса куйидагига эгамиз:

L [sin х] = (sin х)" — х (sin х)' + 2 sin х = 
= — sin х — х cos х 4- 2 sin x = sin x — x cos x.

2-ми co л. L{y]--y" + xy булсин. У ^олда y = x3 учун цуйи- 
дагига эгамиз:

L [х3] = (х3)" + х (х3) = бх + х*.
у = sin х функция учун эса:

L [sin х] = — sin х + х sin х.

L[y] чизикли дифференциал оператор цуйидаги иккита асо
сий хоссага эга.

1) Узгармас купайтувчипи оператор белгиси таш^арисига 
чи^ариш мумкин, яъни

£[Су] = СС[у],

бу ерда у — исталган, п марта дифференциалланувчи функция; 
С — узгармас.

}уаци1\атан х.ам, (12.1) оператор белгисининг мазмунини 
очсак:

L [Су] = (Cy)w + 01 (Су) + а2 (Су) (п-2) + . . . + Су =

== Су(л) + а^Су^ !) + а2-Су{п + . . . + ап Су = 

= С(у(п) + а^у’” ” + (ЪУ^ . • • + апУ I = CL[y].

Бу хосса операторнинг бир жинслилик хоссаси дейилади.
2) Иккита функция йигиндисининг оператори ^ар цайси 

кушилувчининг операторлари йигиндисига тенг, яъни
L [У1 +у21 = С [yj + L [у2], 
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g\ ерда /л, z/2— исталган, п марта дифференциалланувчи функция
лар- Хакицатан хам,

^\У1 -г У 2I = (</i + #2)(1> + + *k)<,,_l) + • • . +

+ «„-1 («/1 + //2)' + «„ (</1 + У2) •

0ириндининг хосиласи ^осилалар йигиндисига тенг булгани учун, 
бу ердан топамиз:
L [У1 + Уг1 — (У1< г>+ у2(п>) + «1 [У1'' ’’+ f/2(,! !)) + • • . + ап(у\+у2)= 

— (у\П)+ Й1 У1" '*+ • • • + апУ\ )+(f/(2)_^ а1 ^*2 ■ ■ 1 +

+ Й^2)=Л[^] + Л[^]-

Бу хосса операторпинг аддитивлик хоссаси дейилади. Равшан- 
ки, у фацат иккита эмас, балки исталган чекли сондаги КУШИ’ 
лувчилар учун х;ам уринлидир.

13-§.  Чизикли бир жинсли дифференциал тенгламалар, 
уларнинг ечимлари хоссалари

(12.1) чизикли дифференциал оператордан фойдалаииб, 
(11.2) чизикли тенгламани

А[у] = 0 (13.1)
куринишда ёзиш мумкин.

Шундай цилиб, бу тепгламанинг ечими шундай у функ- 
пиядан иборатки, унга L [у] оператор нол сонини мос кУяДИ. 
Энди чизикли бир жинсли (11.2) дифференциал тенгламанинг 
хусусий ечимлари хакиДаги теоремаларни каРаямиз- Бунда 
операторнинг олдинги параграфда куриб чикилган хоссалари- 
дан фойдалапамиз.

1- теорема. Агар у\ функция (11.2) тенгламанинг ечими 
булса, у %олда Су\ функция хам бу тенгламанинг ечими бЦлади.

Исботи. Агар у\ (11.2) тенгламанинг ечими булса, (13.1) 
тенгликка кура: £[z/i] =0. Бирок, чизикли операторнинг бир 
жинслилигига кура: L [Cz/J =CL [z/J, яъни L[Cz/i]=0. Кейинги 
тенглик Су\ функция хам (11.2) тенгламани капоатлантиРи- 
шини, яъни унинг ечими булишини билдиради

2- теорем а. Агар у\ ва у2 (11.2) тенгламанинг ечимлари 
булса, у холда у\+у2 функция хам бу тенгламанинг ечими бу
лади.

Исботи. Агар у\ ва у2 (11.2) тепгламанинг ечимлари бул- 
а’ У ’флда (13.1) тенгликка кура куйидагига эгамиз.

LfyJ = 0 ва L [z/2] = 0.

Бирок, операторнинг аддитивлик хоссасига кура: L [z/x + z/2] = 
— l«/il + L [р2], яънн l у2у = о. Бу z/i + у2 (11.2) тенглама- 
и Каноатлантиришини, яъни унинг ечими булишини билдиради.
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Натижа. Агар z/lt у2, .... уп — (11.2) чизицли бир жинсли 
дифференциал тенгламанинг хусусий ечимлари булса, у цолда улар, 
нинг чизикли комбинацияси

У = С\У1 + С2г/2 + • • • + Сп уп
цам берилган тенгламанинг ечими булади.

У = с\Уг + С2у2 + . . . + Спуп ифода п та ихтиёрий узгармасни 
уз ичига олади ва п-тартибли дифференциал тенгламани каноатлан- 
тиради. Ихтиёрий узгармаслар катнашган бу ечим умумий ечим бу- 
лиши учун ихтиёрий узгармасларни улар бошлангич шартларнинг 
исталган берилган системасини каноатлантирадиган ягона усул би
лан танлаш имконияти мавжуд булиши керак. Бундай имконият мав- 
жудми ёки йуцми эканини аницлаш учун функцияларнинг чизикли 
боилиц ва чизикли эркли (боглик эмаслик) тушунчаларини киритищ 
керак булади.

(14.1)

14-§.  Чизицли боглик ва чизицли эркли функциялар 
системалари

1- та ъриф. Агар бир вактда нолга тенг булмаган п та а1; а2, . . ., 
ап сонлар мавжуд булиб, барча х £ [а, Ь] лар учун

ai(/i + аа(/2 + • • • + апУп = 0

айний муносабат бажарилса, [а, Ь] кесмада аникланган ва узлуксиз 
Уъ Уг> ■ • ■ Уп функциялар системаси [а, 6] кесмада чизикли борлщ 
дейилади.

Агар, масалан, ссп#=О деб фараз килсак, (14.1) муносабатни 
цуйидагича ёзиш мумкин:

Уп = 01V1 + 02^2 + • • • + 0„_1 !/п_1 .

бу ерда
о “1 Q _ а2 Q а"-|
Pi =--------- > Ра--------„ ............ Рл-1 — „

ап ап ап

Шунинг учун функциялар системасининг чизицли боилицлиги 
снстеманинг функцияларидан цеч булмаганда биттаси цолган- 
ларининг чизикли комбинациясидап иборат б^лишини билди- 
ради. Хусусан, иккита: yt ва у2 функция */2=0*/i ёки —— =0, яъни 
уларнинг нисбати узгармас сон булганда чизицли боглиц булади.

2-таъриф. Агар c^t/j + а2у2апУп = 0 муносабат фа- 
цат

«1 = «2 = • • • = «„ = 0

шартда бажарилса, [а, 6] кесмада аникланган ва узлуксиз yv Уг> 
. . ., уп функциялар системаси чизикли эркли дейилади.
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Хусу сан, иккита: уг ва уг функция — =# а, яъни уларнинг нис- 
У1

бати узгармас сонга тенг булмаганда чизикли эркли булади.
1- м ис о л. Ушбу i/1 = cos2x, ^2 = sinsx, у3 = а функциялар 

системаси барча х£(—оо, + 00) лар учун чизикуш 6орли^. Хаци- 
катан хам> <*1 = 1, а2 = 1, а3 = да исталган учун цуйида- 

гига эгамиз:
®1У1 + «2У2 + «з!/з = cos2x 4- sin2x — 1=0.

2- м и с о л. Ушбу
уг = cos2x, у2 = sin2x, Уз = ех, yt = sin 2х, у& = cos 2х, ув = In х 

функциялар системаси чизикли борлиц. ^ацщатан ^ам, а2 = 1, 
а2 = —1, а3 = а4 = а6 = 0, а5 = — 1 да исталган х учун цуйида- 
гига эгамиз:

ед + «2I/2 + а3Уз + «41/4 + а-ъУь + «в!/в = cos2x — sin2x — cos 2х=0.

3- м и с о л. Ушбу
1/1 = 1, Уз = х, у3 = х2........... 1/„+1 = х"

функциялар системаси чизикли эркли.
Ха^и^атап ^ам,

«11/1 + «?1/2 + • • • + «п+1 l/„+i = «1 + «2х + • • . + «л+1 хп = 0 

тенглик х нинг п дан катта булмаган ^ийматлари (п- даражали тенг
лама илдизлари) учун уринли. Долган холларда тенглик а4 = а2 = 
= . . . = ап+1 = 0 булганда уринли.

4- мисо л. Ушбу t/j=sinx, y2 = cosx функциялар системаси 
чизикли эркли. Хакикатан хам, oqz/j 4-ом/2 = sin х + а2 cos х = О 
тенглик а4 = а2 = О булганда уринли. Функциялар сони иккита 
булганда уларнинг чизшуш эрклилигини бу функцняларнинг нисба- 
тидан фойдалавиб аниклаш мумкин. = tg х булиб, барча х лар

Уг
учун узгармас сон булмагани сабабли ух = sin х, у2 = cos х лар чи- 
зи^ли эркли.

15-§.  Вронский детерминанти. Функциялар системасининг 
чизикли боглиц ва чизикли эркли булиш шартлари

Бирор функциялар системасининг чизицли богли^ ёки чи- 
(б*''ЛИ чЭ1)кли эканлигини ани^лашга имкон берадиган аломат 
' е~ги) -тарни цараш зарурати тугилади.

аъРиф. п—1 марта дифференциалланувчи уг,у2..........уп функ-
kvBhT системасининг Вронский детерминанти ёки вронскиани деб 
.У даги детерминантга айтилади:
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У1 у2 ... Упf
W = Ух у2 ... Уп

Ап- 1) „(«-!) „(л—1)У 1 %.. . Уп
Бу детерминант х нинг функцияси булиб, W = W(x)=W[ylt 

yit ... , Уп] каби белгиланади. У функцияларнинг чизикли боглик; 
ёки эркли эканини урганиш воситаси булиб хизмат ^илади.

Теорема. Агар ylf уг, . . . , уп функциялар системаси чизик
ли боелик булса, бу системанинг Вронский, детерминанти W (х) 
функция аницланган барча нуцталарда айнан нолга тенг булади.

Исботи. У1, У2, , уп функциялар системаси чизикли бор-
лик булгани учун

«1У1 + а2у2 + . . . + ап уп=0

тенглик уринли, бунда хамма коэффициентлар бараварига нолга тенг 
эмас, alt a2, . . . , ап лар ичида нолдан фарклилари мавжуд. Тенг
лик функция аницланган ^амма ну^таларда уринли. Бу тенгликни 
п—1 марта дифференциаллаб, alt a2, . . . , ап ларга нисбатан п та 
алгебраик тенгламаларнинг чизицли бир жинсли системасини ^осил 
циламиз. У цуйидагидан иборат:

+ а2у2 + ... + а„ Уп = О,
<М1 +«2^2 + • • • + =0,

„ „(л—О I „ I I „ I) _ a
+a2#2 ‘•■■A-a.nyn —u-

Бу системанинг коэффициентлари бараварига нолга тенг бул- 
магани учун (шартга кура) бу системанинг детерминанти нол
га тенг булиши керак, яъни

Ух у2 ... Уп
Ух У2 ■ ■ Уп

У{п; ■ ■ уГ1)
Бу—У1, у2, . . . , уп функциялар системасининг Вронский детерми- 

нантидан иборатдир. Демак, функция аницланган исталган ну^та 
учун W [ух, у2, . . . , уп] =0. Теорема исботланди.

Изо^. Теоремадан функция аницланган ну^таларнинг ^еч бул- 
маганда биттасида W =£= 0 булса, ylt у2, . . . , уп функциялар систе
маси бу со.\ада чизикли эркли булиши келиб чицади.

1-м и сол. ек‘х, екгХ, ек'х функциялар системаси klt k2, k3 лар 
турлича булганда барча х лар учун чизикли эркли эканини курса- 
тинг.
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Ечиш. Вронский детерминантини тузамиз ва уни хисоблаймиз:
gt.X ек,х ek,X 1 1 1
kxek'x k2ek,x k3ek'x ~ ek,x ■ ek,x ■ ek,x Ai A2 A3
k2t eklX k2 ek,x A3 ek,x A’ k2 k23

^з) Х k2 --  kl ky k1

(A2 — Al) (A2 + Al) (A3 — Al) (A3 + kJ)

| ^+ki -
= e^+k^k>} x . (A2 — kJ ■ (k3 — AJ • (A3 — kJ Ф 0 (барча x лар учун). 
Демак, Ap k2, А3 лар турлича булганда ек'х , ек,х, ek,x функциялар 
системаси барча х лар учун чизикли эрклидир.

И з о v Агар А1? А2, . . . , Ал лар турлича сонлар булса,

ек'х, ек,х, ... екп х

функциялар системаси х,ам чизикли эркли эканини худди юцо- 
ридагига ухшаш исботлаш мумкин.

Уз-узин и текшириш учун саволлар

5.

1. л-тартибли чизикли дифференциал тенгламага таъриф беринг.
2. К,ачои л-тартибли чизикли тенглама бир жинсли, бир жинсли булмаган 

тенглама дейнлади?
3. Чизикли дифференциал опсраторга таъриф беринг.
4. Чизикли дифференциал операторнинг хоссаларини айтинг ва уларни ис

ботланг. <
Чизикли бир жинсли тенглама хусусий ечимларининг хоссалари нимадан 
иборат?
Кандай функциялар системаси чизикли эркли, кандай системаси чизикли 
боглик дейилади?
Вронский детерминанти деб нимага айтилади?
Функциялар системасининг чизикли 6of.uik булиш шартларини ифода
ланг ва исботланг.

9 Функциялар
. ланг.
Ю. Ушбу

6.

7.
8.

системасининг чизикли эркли б?лиш шартларини ифода-

Функциялар
И. Ушбу к

COS Рх, X COS Рх, X2 COS Рх, . . . , Xm COS Рх 
системаси чизикли эркли эканини исботланг.

sin рх, х sin Рх, х2 sin Рх, . . ., хт sin Рх
Фу”кциялар системаси чизикли эркли эканини исботланг (учта функция 
оилан чекланинг).
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12. Ушбу
ekx , xekx , ........... х" екх

функниялар системаси чизикли эркли эканнни исботланг (учта функция билан 
чеклапинг).

16-§.  Чизикли бир жинсли дифференциал тенгламалар, 
улар ечимларининг чизикли эркли булиш шартлари

п- тартибли чизицли бир жинсли ушбу дифференциал тенг
ламага яна мурожаат циламиз:

у(п)+а1(х)/1-1) + ... + ап(х)у = 0. (16.1)

1,(х0)4-а2»/(2 '’(^Ч-• • •+а„У(п 1)(^о) = °-

Бу тенгламани чизикли дифференциал оператор ёрдамида L [у] — 0 
куринищда ёзиш мумкин. Айгайлик, у{ (х), у2 (х), . . . , уп (х) лар бу 
тенгламанинг ечимлари булиб, бу функциялар бирор сохада диффе- 
ренциалланувчи булсин. Бу ечимларнинг чизикли эркли булиш шар- 
тини топамиз.

Теорема. Агар у{(х), у2(х), . . . , уп(х) функциялар чизикли 
эркли ва (16.1) чизикли бир жинсли тенгламанинг ечимлари бул
са, у цолда бу функцияларнинг Вронский детерминанти тенглама
нинг коэффициентлари аницланган соханинг хеч бир нуцтасида 
нолга тенг булмайди.

Исботи. Дастлаб, у=0 функция (16.1) тенгламанинг ечи
ми булишини ва ^уйидаги бошлангич шартларни каноатлан- 
тиришини цайд ^илиб утамиз:

х=.
у = 0, у' = 0, ..

(П-1)

• . У
х=х0 х=х0

(16.2)= 0,

бу ерда х0 — тенгламанинг коэффициентлари аницланган со^а- 
нинг ну^таси.

Исботлашга ^тамиз. Тескарисини фараз ^иламиз. Бирорта 
Хо ну^тада Вронский детерминанти нолга тенг булсин дейлик.

= 0.

М*о) У2 (^о) • • • уМ
W(x0) =

у\ (х0) у? W ■ ■ ■ у'М

/?_1,(^о) f/'Г1’ W •

Детерминанти W (х0) булган алгебраик бир жинсли тенгламалар 
системасини ёзамиз:

«1!/1 (Хо) + «21/2 (Хо) + . . . + ап Уп (х0) = 0,

«1 1/1 (Х() “1“ а2 ^2 (’’“о) “Ь ’ ’ • Ч~ azi Уп (Хо) ~ 6> (16.3)
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Бу снстеманинг детерминанта W(х0) = 0 булгани учун у нол 
бхлмаган ечимга эга, яъни az (Z = 1 ,п) ларнинг хаммаси хам нолга 
тенг эмас. а, , а2, . . . , ап лар ёрдамида ечимларнинг чизицли ком- 
бинациясини тузамиз. Ушбу функцияни хосил циламиз:

TW = aif/i W + a2y2 (x) + . . . + an yn (x),
бу ерДа ai • a2 > • • • > an ларнинг хаммаси цам нолга тенг эмас.
(16.1) тенглама ечимларнинг чизикли комбннацияси бу'лган у(х) 
функциянинг узи хам унинг ечими булади (мазкур бобнинг 13-§ 
идаги натижага кура). Бундан ташцари а{, а2, . . . , ап (16.3) сис- 
теманинг ечими булгани учун у(х) (16.2) бошлангич шартларни ка- 
ноатлантиради.

у (х0) = 0, у' (х0) = 0........... у1п~1) (х0) = 0.

Бироц бу бошлангич шартларни (16.1) тенгламанинг ечими 
булган у=0 (айнан нолга тенг) функция цам цаноатлантиради. 
У цолда берилган бошлангич шартларни цаноатлантирадиган 
ечимнинг ягоналигига к^ра:

у(х)^0 
ёки

а1у1(х) + а2у2(х)+ . . . + апуп(х) = 0.

Биз г/] (х), у2 (х), . . . , уп (х) функциялар чизикли эркли деган 
хулосага келдик, бу эса шартга зиддир. Бу зиддият теоремапи ис- 
ботлайди.

Н ат и ж а. Чизикли бир жинсли дифференциал тенгламанинг 
ечимлари булган у{ (х), у2 (х), . . . , уп (х) функциялар системаси- 
нинг Вронский детерминанта ё айнан нолга тенг, ё хеч бир нуцта- 
да нолга тенг булмайди. Бу ух(х), у2(х), . . . , уп(х) ечимлар сис
темаси ё чизикли бог лиц, ё чизицли эркли булишидан келиб чицади.

17- §. Ечимларнинг фундаментал системаси, чизицли бир 
жинсли тенглама умумий ечимининг структураси

Т а ъ р и ф. п- тартибли чизицли бир жинсли дифференциал 
тенгламанинг п та чизицли эркли ечимлари системаси унинг 
Фундаментал системаси дейилади.

Теорема, п- тартибли чизикли бир жинсли дифферен
циал тенгламанинг п та ечими унинг фундаментал ечимлар 
системасини ташкил этими учун уларнинг Вронский детерми- 
нанти нолдан фар^ли булими зарур ва етарлидир.

^ар цандай чизикли бир жинсли дифференциал тенглама 
чексиз куп фундаментал ечимлар системасига эга булишини 
курсатиш мумкин.

^Ечимларнинг фундаментал системаси тушунчаси ва Вронс
кий детерминанти тугрисидаги цараб чицилган теоремалардан 
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фойдаланиб, хандай ^олда чизицли бир жинсли дифференциал 
тенгламанинг умумий ечимини хусусий ечимлардан тузиш мум
кин деган саволга жавоб бериш мумкин.

Бу саволга чизикли бир жинсли дифференциал тенглама 
умумий ечимининг структураси тугрисидаги хуйида- 
ги теорема жавоб беради.

Теорема. Агар у{, у2, . . . , уп—чизикли бир жинсли диффе
ренциал тенглама ечимларининг фундаментал системаси булса, 
у холда бу тенгламанинг умумий ечими бу ечимларнинг чизикли 
комбинациясидан иборат булади, яъни

У:=С1у1+С2у2 + . . . + Спуп, (17.1)

бу ерда С], С2, . . . , Сп--ихтиёрий узгармаслар.
Исботи. 13-§ даги 1 ва 2-теоремалардан келиб чикадиган на- 

тижаларга асосан (17.1) функция чизицли бир жинсли тенгламанинг 
ечими булади. У ечим умумий булишини исботлаш учун ушбу

У(х^ = у0, у'(х0) = у0, .... t/”-I)(x0) = г/'о_1) (17.2)

бошлангич шартлар хаР цандай булганда хам> С{, С2, . . . , Сп 
ихтиёрий узгармасларнинг шундай кийматларини топиш мумкинки, 
уларга мос хусусий ечим берилган бошлангич шартларни цаноат- 
лантиришини курсатиш егарлидир. (17.1) функция (17.2) бошлангич 
шартларни каноатлантиришини талаб циламиз. Куйидагига эга 6wra- 
миз:

| С1Ую + C2V20 + • • • + Сп уп0 = у0,
J у10 А-С2у20 А-. . .-I-Спуп0 = у 0, (17 3)

( с,С|’+4ЙГ’+-'.+с,йг"
Бу ерда

У10 ’ Ую.............

ортали у! функция ва унинг хосилаларининг х = х0 нуктадаги хий- 
мати;

г/20, У20 > ■ • • > ^20_1) °Рк.али У2 функция ва унинг хосилалари
нинг х = х0 нуцтадаги хиймати ва к.

Уп0, Уп0........... ортали уп функция ва унинг хосилалари
нинг х — х0 нуцтадаги хиймати белгиланган.

Cj, С2, . . . , Сп номаълумларга нисбатан алгебраик чизикли тенг
ламаларнинг (17.3) системасини хосил килдик. Бу системанинг де
терминанта у{, у2, ... , уп фундаментал ечимлар системасининг 
х0 нуктадаги Вронский детерминантидан, яъни 117 (х0) дан иборат 
булади. 16-§ даги теоремага кура бу детерминант нолга теиг эмас. 
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деМак, (17.3) система ягона ечимга эга, яъни шундай Ср С2, . . . , 
g сонлар тупламига эгаки, буларда !/= С, + С2у2 + . . . + 

ечим (17-2) бошлангич шартларни цаноатлантиради. Шуи* 
дай цилиб, агар ух, у2, .... у,,—чизикли бир жинсли дифференци
ал тенгламанинг фундаментал ечимлар сисгемаси булса, у = С^у^ + 

уп _р. ... Сп уп функция бу тенгламанинг умумий ечими бу- 
лиши исбот килинди.

18-§.  Остроградский — Лиувилл формуласи

Остроградский — Лиувилл формуласи чизикли бир жинс
ли тенглама ечимлари системасининг Вронский детерминанта 
билан бу тенгламанинг коэффициептларини боглайди. Бу фор- 
мулани келтириб чикаришпи иккинчи тартибли чизикли бир 
жинсли тенглама булган хусусий хол учун курсатамиз. Тенгла
манинг куриниши:

у" + «j (х) у' + аг (х) у = 0.

Агар ух ва у2 — фундаментал система булса, у холда 

у'х + а{(х)у\ + а2(х)у1 =0,

//'' + ах(х)у2 + a2(x)z/2 = 0.

Биринчи тенгликнинг ^адларини у2 га, иккинчи тенгликнинг 
^адларини ух га купайтириб ва иккинчисидан биринчисини айи- 
риб, топамиз:

(У\У2 —y'i «/2) +a! W (У\У2 ~У\ У2) = 0- (18-1>

Бу ерда у' у2 = У1 У2
У\ У2

= W(x)—y1, у2 фундаментал

ечимлар системасининг Вронский детерминанти. у} у2 — у" у2 —
— (х)— бу детерминантнинг ^осиласи. Демак, (18.1) тенглик цу-
йидаги куринишга эга булади:

W"(x) + a1(x)U7(x) = 0. (18.2)

(18.2) тенгламанинг умумий ечимини узгарувчиларни аж-
Ратиб топамиз:
■ = - ai W dx, Г (X) 0,

чУнки г/ь у2 ечимлар системаси фундаменталдир. Интеграллай- 
Миз:

Г(х) = Ce-ffl,(x’</x. (18.3)
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Энди (18.2) тенгламанинг
W(x0)=^W0

бошлангич шартни цаноатлантирувчи хусусий ечимини топа
миз. Уларни (18.3) умумий ечимга цуйиб, топамиз:

Го = Се(~ -1'01 (х) Л) |х=Хо . (18.4)

(18.3) ифодани (18.4) га б^ламиз:
W (х) «Г J w dx

w0 ~

Бу ердан

—J 01 (*) dx

W(x) = Woe *' (18.5)
экани равшан.

(18.5) формула Остроградский — Лиувилл формуласидир,
у иккинчи тартибли тенглама учун келтириб чицарилди, биро^ 
у исталган тартибли тенгламалар учун хам уринлидир. Бу фор- 
муладан, масалан, W (х) ё айнан нолга тенг экани, ё ^еч бир 
ну^тада нолга тенг б^лмаслиги келиб чи^ади.

(18.5) формула иккинчи тартибли чизикли бир жинсли тенг- 
ламанипг битта хусусий ечими маълум булганда унинг умумий 
ечимини топишга имкон беради.

Мисол. Ушбу ху"— (1 + х)у' + у — 0 тенгламанинг = ev 
ечими маълум булса, унинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш. Тенгламани хга булиб, кайта ёзамиз:

»"—!+£/+•*-о.X X

(18.3) формулада Вронский детерминантини унинг ^иймати 
билан алмаштирамиз, натижада ^уйидагига эга буламиз:

Бу ердан

у2 ех — уоех = Се J х

(чунки у{ = ех, у\ = ех, а,(х) =— ёки

ех(у2 — у2) = Се'пх+х .

einx = x булгани учун ех га ^ис^артирсак, охирги тенгламадан:
у2 — у2 = Сх.

Бу тенгламанинг бирорта хусусий ечимини топамиз. У бирин- 
чи тартибли, чизи^лидир. ^уйидагича алмаштирамиз:
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I
' ut — u-v, y'2 = u'v + v'u, натижада u'v + uv'— uv = Cx, бу ердан 

«'и + и (v' — v) — Cx. Энди v' — v = 0 деймиз, у холда u'v = Cx.
Биринчи тенгламани ечиб, v = ех ни, иккинчи тенгламани ечиб, 

и~Сг— Се-*(х+. 1) ни топамиз. и, v функцияларни у2 га цуямиз: 
у2 — uv = ех (Ci — Се~х (х + 1))-

Хусусуй ечимни излаётганимиз учун Cj = О, С =— 1 деб, у2 = 
= х + 1 ни хосил киламиз. Иккита: yr = ех, у2 = х + 1 хусусий 
ечимлар = ——У= const булгани учун чизикли эркли. Улар фун-

у2 х + 1
даментал система ташкил этади, шунинг учун берилган тенглама- 
пинг умумий ечими

у — Ct e-v + С2(х + 1) 
фупкциядан иборат булади.

У з-у з и п и текшириш учун саволлар

1. п- тартибли чизикли бир жинсли тенглама ечимлари системасининг чизик
ли эркли булиш шартини ифодаланг ва исботланг.

2. Чизикли бир жинсли тенглама ечимларининг фундаментал системаси деб 
нимага айтилади?

3. Чизикли бир жинсли тенглама умумий ечимининг структураси тугрисида- 
ги теоремани ифодаланг ва исботланг.

4. Иккинчи тартибли чизикли бир жинсли тенглама булган хол учун Остро
градский — Лиувилл формуласини келтириб чикаринг.

5. 4238—4241-масалаларни ечинг.

19-§.  Узгармас коэффициентли чизикли бир жинсли 
дифференциал тенгламалар

Чизикли бир жинсли тенгламаларнинг коэффициентлари 
узгармас булган хусусий холни ^араймиз. Бундай тенглама- 
лардап куп фойдаланилади. Соддалик учун аввал иккинчи 
тартибли чизикли бир жинсли тенгламани муфассал куриб 
чи^амиз, унинг натижаларини и- тартибли тенгламалар учун 
умумлаштирамиз.

1. Узгармас коэффициентли иккинчи тартибли чизикли бир 
жинсли тенгламалар. Ушбу узгармас коэффициентли чизикли 
бир жинсли тенгламани ^араймиз:

y"+w' + <7f/ = 0, (19.1)
бу ерда р, q — узгармас хаци^ий сонлар. Чизикли бир жинсли 
тенгламаларнинг умумий назариясидан (16—18-§ лар) бундай 
тенгламанинг умумий ечимини топиш учун унинг хусусий ечим
лари фундаментал системасини топиш етарли экани келиб чи- 
Цади. Иккинчи тартибли тенглама булган холда фундаментал 
система иккита чизикли эркли хусусий ечимдан иборат була
ди. (19.1) тенгламанинг фундаментал ечимлар системасини 
Чандай топиш мумкинлигини курсатамиз. Бу тенгламанинг 
Хусусий ечимини
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(19.2)у — екх 
куринишда излаймиз, бу ерда к— узгармас.

Бу функцияни икки марта дифференциаллаймиз:
у' = кекх, у" — k2ekx.

У, у', у" ларни (19.1) тенгламага цуйиб, топамиз:
e*'(fe2 + pZ: + <7) = 0. (19.3)

Бу ерда екх— купайтувчи х пинг хеч цандай цийматида нолга тенг 
булмайди. Шунинг учун екх га кис^артириб, куйидаги тенгламани 
хосил циламиз:

k2 +pk + q = 0. (19.4)
Шундай цилиб, k сони (19.4) тенгламанинг илдизи булганда 
ва фацат шундагипа у функция узгармас коэффициентли чи
зикли бир жинсли (19.1) дифференциал тенгламани к;аноат- 
лантиради.

(19.4) алгебраик тенглама берилган дифференциал тенгла
манинг характеристик тенгламаси дейилади. У (19.1) диффе
ренциал тенгламадан унда изланаётган функциянинг >;осила- 
ларини номаълум k нинг тегишли даражалари билан алмаш- 
тиришдан ^осил ^илипади, бунда функциянинг узи (нолинчи 
тартИбли росила каби) k номаълумнинг нолинчи даражаси, 
яъни бир билан алмаштирилади. Характеристик тенгламанинг 
илдизлари k\ ва k2 сонлари булади:

Бунда цуйидаги уч ^ол булиши мумкин:
а) ва k2 — ^акикий ва хар хил сонлар, яъни kx k2;
б) kt ва k2— ^акикий ва тенг сонлар, яъни kv = k2 =—-j-;

в) kr ва k2— комплекс сонлар, яъни Л12 = а±ф, бу ерда

Х,ар цайси ^олни алохида-ало^ида цараймиз.
а) Характеристик тенгламанинг илдизлари ^ак и- 

ций в а ^ар хил: kx=/=k2. Бу холда хусусий ечимлар (19.2) фор
мулам кура У1 = е!

Бу иккита у\ 
шириш ^олади. 1 
функцияларнинг i 
Агар бу нисбат 
булса, у\ ва у2 

чизикли эркли булади. Демак, —
Уг

кг ва k2 лар шартга кура .\ар хил. Шундай цилиб, yt = е''х ва у2 = 

,к'х ва у2 = е‘"‘х функциялар булади.
ва у2 ечимнинг чизикли эрклилигини тек- 
14-§даги таърифдан бунинг учун у{ ва у2 
нисбатини тузит кераклиги келиб чи^ади. 
хнинг барча цийматлари учун узгармас сон 
функциялар чизицли боглик, акс холда улар

= е const, чунки
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s= e*'* ечимлар чизикли эркли, демак, улар (19.1) тенглама ечимла- 
ининг фундаментал системасини ташкил этади. Демак, бу функ
цияларнинг чизикли комбинацияси

у = + С2екгХ
берилган тенгламанинг умумий ечимини беради.

1- м и с о л. Ушбу у" — Зу' + 2у = 0 дифференциал тенглама 
учун характеристик тенглама k- — 3 k + 2 = 0 куринишга эга була
ди. Унинг илдизлари: = 1, = 2. Фундаментал ечимлар систе
маси: уг = ех, у2 = егх. Дифференциал тенгламанинг умумий ечими 
куйидагича булади:

у = С\ех + С2егг.

б) Характеристик тенгламанинг илдизлари к а К и’ 
Кийватенг. kx = k2=—Битта хусусий ечим: yi — ек^х юцо- 

ридаги муло^азалар асосида косил килинади. е^х функция иккинчи 
хусусий ечим сифатида царалиши мумкин эмас, чунки е*2* = ек^х. 
Шундай хусусий ечим топиш керакки, у биринчи ечим yt = ekix би
лан чизикли эркли булсин. Иккинчи ечим у2 = хек^х функция були- 
ши мумкинлигини курсатайлик. У уг билан чизикли эркли, чунки

— = —— = х=/= const.
г/1 ек‘х

Бу у2 = хек1Г функция (19.1) тенгламани каноатлантиришини текши
риш цолди. У ни икки марта дифференциаллаймиз:

у' = ек'х (1 + кгх), 
У2 = ек'х (k2lx + 2k1).

у2, У2, У2 ларни берилган (19.1) тенгламага куямиз:

[(^ х + 2&i) + р (1 + k^x) + qx\ = 0.

Кушилувчиларни кайта гуруклаймиз ва ек'х =Н= 0 га цисцартира- 
миз:

x^ + pki +9) + (2*j + р) = 0. (19.5)

kx— (19.4) характеристик тенгламанинг илдизи булгани учун (19.5) 
даги биринчи каве айнан нолга тенг, яъни k2{+pkx+q = G. kx — 

каррали илдиз, яъни kx = k2 =—~ ёки 2kv =— р булгани учун

(19.5) даги иккинчи каве ^ам айнан нолга теш, яъни 2&1 + р = 0. 
Демак, t/2 = хе*'*функция (19.1) тенгламанинг ечими булади ва 
У1 = ек'х билан чизикли эркли. Шундай цилиб, ух = ек'х ва у2 = 
== хе*1* ечимлар (19.1) тенглама ечимларининг фундаментал систе
масини ташкил этади. Демак, бу функцияларнинг чизикли комби
нацияси
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'Г р2

У = С1У1 + С2у2 = 4- С2х)
бу тенгламанинг умумий ечимини беради

2- м и с о л. У шбу и" -и л,/ i л„ _ п ,
учун характеристик тенглама 1 + 4 -5^?пеНиИаЛ ™ГЛаМа
Унинг илдизлари: k, — k — o' ■ 4 — 0 куринишда булади 

У1 = е~~х га и = ФунДаментал ечимлар системасц
Куйидаги куринишда булад*^"1™'1 Тенгламанинг умумий ечими 

У = ^(С14-С2х).
леке Хка/аКТе^ИСТИК тенгламанинг илдизлари комп- 

hi м а. t — а 4- ф, л2 = а —ф. Бу ерда а =— А Р = 

~ У Хусусий ечимларни куйидаги шаклда ёзиш мумкин:

У1 = ек,х =* е(а + /₽) х = еах ■ 
У2 - eklX = е<“ ~ х ^еах. е-

(19.6) ифодага ушбу

е Ф ~ cos <р i sin <р
Эйлер формула™,™ ™бв1( ЧМИб, увв чуйвдаги,а ёза„из;

У1 = еах cos рх 4- Zeajtsin р.г> 
У2 = еах cos рх — ieax sin fix.

бинацияси’хамРте1гла‘"шнХГе?имиеб?ЧИЗИ^ЛИ ком" 
даги ечими оулади. Шунинг учун цуйи-

(19.6)

У 11 уz функциялар

й “ V" " e“cos fx. J, - to _ sin 

Функциялар хам уд.!) тевгла„аввнг е 
ЛИ9РКЛИ,ЧуВК„..|=с(в₽^солз( Дивк₽

(19.1) тенглама ечимларининг фундаментат 
Ди. Шундай килиб, бу Фун«рнинг^ -

^ = e“Z(C1 cos px4-C2sin рх) 
берилган тенгламанинг умумий ечимиии л

3- м и с о л. Ушбм у" 14у' + 1 з?/ - О н ДИ' 
учун характеристик тенглама Л + ИФ4ТНлЦ-Иал 1енглама 
илдизлари: ^=2 + 3/, k2 = 2-Зг « - 2 я ° ^инг
фундаментал системаси: \ = е*< соs Зх~ и Р Z 3- оЕчимларнинг 
дифференциал тенгламанинг умумий ечимй: 2 8'П Зл’ Прилган

У = ^^2 cos3x4-C2 sin Зх).
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I
2. Узгармас коэффициентли п- тартибли чизикли бир жинс

ли дифференциал тенгламалар. Ушбу узгармас коэффициентли 
п-тартибли чизикли бир жинсли дифференциал тенгламани 
цараймиз:

. _+й^ = 0, (19.7)

бу ерда а{, а2, ... , а,; —узгармас сонлар. Бу тенгламанинг уму
мий ечимини топиш учун унинг фундаментал ечимлар системасини 
топиш етарлидир. п-тартибли дифференциал тенглама булган холда 
фундаментал система п та чизикли эркли ечимлардан иборат була
ди. Хусусий ечимни у = екх куринишда излаймиз. Бу функцияни п 
марта диффереициаллаб, у ва унинг у', у", .... i/,i) хосилаларини
(19.7) тенгламага куйиб, ^уйидаги алгебраик тенгламани ^осил ^и- 
ламиз:

kn + aikn~l + . . . +ап =0.

Бу тенглама (19.7) дифференциал тенгламанинг характерис
тик тенгламаси дейилади. Характеристик тенглама п та илдиз- 
га эга: kv k2, . . ., kn. Иккинчи тартибли чизикли бир жинсли тенг
ламага ухшаш бу ^олда ^ам характеристик тенглама илдизларининг 
характерига кура уларга мос хусусий ечимлар цандай богланишга 
эга эканини курсатамиз.

а) Характеристик тенгламанинг хар бир ха^икий содда k илди- 
зига ekt хусусий ечим мос келади;

б) ^ар бир s каррали хакикий k илдизга s та чизицли эркли 
екх, хе**, . . ., Xs-1 екх ечимлар мос келади;

в) комплекс цушма содда илдизларнинг ^ар бир = а + ф ва 
k2 = а — ф жуфтига иккита чизицли эркли е“* cos рх ва е“* sin рх 
хусусий ечим мос келади;

г) карралиги г булган комплекс кушма илдизларнинг х;ар бир 
k± — а -Ь ф ва k2 = a — ф жуфтига 2г та чизикли эркли хусусий 
ечимлар мос келади:

еах cos Рх, хеах cos Рх, . . ., хг_1 еах cos рх, 
е“* sin рх, хе** sin рх, . . ., xr_1 еах sin Рх.

Характеристик тенгламанинг даражаси ёки чизикли бир 
жинсли дифференциал тенгламанинг тартиби ^андай булса, 
хусусий ечимлар шунча булади. Ечимларнинг чизикли эркли- 
лигини Вронский детерминанти ёрдамида исботлаш мумкин. 
Фундаментал ечимлар системасини куриб, уларнинг чизикли 
комбинациясини тузамиз:

У = Ci уг + Сг уг + . . . + Сп уп, 
бу (19.7) чизицли бир жинсли дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими булади. Бу ерда Cit С2, ... , Сп — ихтиёрий узгармаслар.

4-ми со л. Ушбу у”— у =0 дифференциал тенглама учун ха
рактеристик тенглама й4— 1 =0 куринишга эгадир. Унинг илдиз-
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лари ^i=l, k2 =— 1, k3 — i, kt =—i. Фундаментал ечимлар сис
темаси t/i = i/2 = e-', z/3=cosx, t/4 = sinx. Берилган тенгла
манинг умумий ечими:

у = CLex + С2е~х + С3 cos х 4- С4 sin х.
5- м и со л. Ушбу у' —2yiv + 2 у"1 =0 тенглама учун характе

ристик тенглама k5— 2 k* 4- 2 k3 = 0 куринишга эга. Унинг илдиз
лари: A’j = k2 = k3 — 0, kt = 1 + i, = 1 — i. Демак, тенгламанинг 
умумий ечими куйидагича булади:

У =С1 + С2х + С3х2 4- C4er cos х 4- C5er sin х.
6- мисол. Ушбу у' 4-8:/111 4-16у’= 0 тенгламанинг характе

ристик тепгламаси k5 4- 8Z4 4- 16 k = 0 куринишда булиб, унинг 
илдизлари k{ = 0, A_, 3=2t, Z?4 - =—2i булади. Демак, берилган 
тенгламанинг умумий ечими куйидагича булади:

у = CY 4~ С2 cos 2х 4- С3 sin 2х 4- С4х cos 2х 4- С5х sin 2х.

У з-У з и н и текшириш учун саволлар

1. Иккинчи тартибли узгармас коэффициснтли чизикли бир жинсли диффе
ренциал тенгламани ечиш усулини баён дилинг. Характеристик тенглама 
деб нимага айтилади ва у кандай тузилади?

2. Иккинчи тартибли Узгармас коэффициснтли чизикли бир жинсли тенгла
манинг характеристик тенглама илдизлари хаКиКий булганда умумий ечи
мини топиш формуласини келтириб чикаринг. Мисол келтиринг.

3. 2- топширицни характеристик тенглама илдизлари тенг булган хол учун 
бажаринг.

4. Худди шунинг узини комплекс илдизлар булган хол УЧУН бажаринг.
5. Узгармас коэффициснтли чизикли бир жинсли л-тартибли дифференциал 

тенгламанинг умумий ечими характеристик тенглама илдизларига боглиц 
Холда кандай тузилади?

6. 4251—4264. 4301—4310-масалаларни ечинг.

20- §. Чизикли бир жинсли булмаган дифференциал 
тенгламалар

Бир жинсли булмаган ёки ^нг томони берилган дифферен
циал тенглама деб

У(',>+ (х) у(п_1) 4- а2 (х) «/(п_2) 4- . . . 4- ап (х) у = f (х) (20.1) 

куринишдаги дифференциал тенгламага айтилади. Чизикли диф
ференциал операторнинг ифодасидан фойдаланиб, (20.1) тенг
ламани

L[y]=f(x) (20.2)
куринишда сзиш мумкин. Бу — бир жинсли булмаган тенгла
манинг ечими шундай функция эканини билдирадики, унга 
L[y] чизикли оператор берилган f(x) функцияни мос куяди.

(20.2) тенглама билан бир ^аторда
L [у] = 0 (20.3)
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тенгламани ^ам ^араймиз. Бу тенглама берилган бир жинсли 
булмаган тенгламага мос бир жинсли тенглама дейилади.

1. Умумий ечимнинг структураси. куйидаги теорема чизикли 
бир жинсли булмаган тенглама умумий ечимининг структура- 
снни аник;лашга ёрдам беради.

1-теорема. Чизикли бир жинсли булмаган дифференциал 
тенгламанинг умумий ечими бу тенгламанинг хусусий ечими ва 
мос бир жинсли тенламанинг умумий ечими йисиндисидан ибо- 
рат.

И с бот и. Бу (20.2) тенгламанинг бирорта хусусий ечнми- 
ни у ортали, бу тенгламага мос бир жинсли (20.3) тенглама
нинг умумий ечимини Y ортали белгилаймиз. Бу белгилаш- 
ларга кура ^уйидагини ёзиш мумкин:

=/(Д Ь[У] =0.

Энди бу ечимларпинг йигиндисипи тузамиз:
У = У + у. (20.4)

Бу функцияни (20.1) тенгламага к;уйиб, операторнипг аддитив- 
лик хоссасини эътиборга олсак, ^уйидагига эга буламиз:

L[y] = L [Y +у] — L[Y] + L [у] = f (х) + 0 = f (х).

Шундай килиб, у = Y + у функция берилган (20.2) тенгламани 
каноатлангиради, яъни унинг ечими булади. Энди (20.4) ифода уму
мий ечим экапини исботлаш колди.

Агар ух, у2,. . . , у„ функциялар бир жинсли (20.3) тенглама
нинг фупдаментал ечимлар системасини ташкил этса, у холда унинг 
умумий ечими бу функцияларнинг чизикли комбинациясидан иборат 
булади:

Y = СхУх + С2у2 + • • . +Спуп,
бу ерда С2, С2, ... , Сп — ихтиёрий узгармаслар.

У холда (20.4) ифодапи цуйидагича ёзиш мумкин:

у = г/ + + С2у2 + ... + Спуп. (20.5)

(20.5) ифода (20.2) тенгламанинг умумий ечими экапини кур- 
сатиш учун ушбу

У(х0)=у0, у'(хо) — у'о , ... , У(п~1>(х0) = у^” (20.6)

бошлангич шартлар цандай булишидан катъи назар Сг, С2, . . . , С„ 
ихтиёрий узгармасларпинг шундай кийматларини топиш мумкинки, 
узгармасларнинг бу ^ийматларида (20.5) ечим берилган (20.6) бош
лангич шартларни ^аноатлантиришини курсатнш керак, яъни уму
мий ечимдап берилган бошлангич шартларда уларга мос хусусий 
ечимни ажратиб олиы мумкин эканлигини курсатиш керак.

(20.5) функция (20.6) бошлангич шартларни ^аноатлан- 
тирсин:
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Ур + Cii/jQ + С2У20 + • • • + СпУпо = Уо> 
У'о +С1«/'1О4-С2«/'О + . . . 4-С„«/;0 — у0 ,

Я”"+с|!,"-"+с,9Г'>++сЛ-Су<;-‘> 

ёки

С1У10 + С2У20 4~ • • • 4* С„ уп0 — уа Ур, 
У\о 4“ С.2 у.м 4- • • • 4- Сп у„0 = у0 у0 ,

С, ^о"” 4- С2 + . . . 4- Сп -= у*~1> - уГ1)- (20.7) 

Бу ерда
Уо, у0 , . ., у*п-1) орцали у функция ва унинг ^осилаларининг 

х = х0 ну^тадаги циймати;
yw, yi0, . . ., у\п-}' орцали Ух функция ва унинг ^осилалари- 

нинг х — х0 пуктадаги киймати;
У20, У‘2О’ • • • > #20_1> 0РКалп Уг функция ва унинг ^осилалари- 

нинг х = х0 ну^тадаги киймати ва к.;
УпО' Упо’ • ■ • > У(п~[) ортали у функциянинг ва унинг хосилала- 

рининг х = х0 нуцтадаги циймаги белгилангап.
Натижада Ср С2, . . . , Сп номаълумларга нисбатан п та алгсб- 

раик тенгламалар системаси (20.7) ни ^осил киламиз. Агар бу сис- 
теманипг бош детерминанта нолга тенг булмаса, система ягона ечим- 
га эга булади. Бирок, снстеманинг бош детерминанта уъ у2, . . . , у„ 
фундаментал ечимлар системасининг Вронский детерминантидан ибо- 
ратдир:

А = V7 У20' • • • » Уио! Й' (х0)-
Бу детерминант нолдан фарцли, чунки t/t, z/2, . . . , уп функциялар 
чизикли эркли. Шундай цилиб, (20.7) система ечимга эга, у ягона 
ечимга эга булиб, бу ечим Крамер формуласи ёки Гаусс усули 
ёрдамида аникуганади.

Бу ердан (20.5) функция ёки (20.4) ^аралаётган (20.1) ёки
(20.2) дифференциал тенгламанинг умумий ечими экани келиб 
чикади.

Шундай цилиб, бир жинсли булмаган чизикли тенгламани 
ечишда бир жинсли тенгламани ечишга нисбатан фар^ бир 
жинсли булмаган тенгламанинг бирорта хусусий ечимини то- 
пишдан иборат экан.

Хусусий ечимларни топишда цуйидаги теоремадан фойдала- 
ниш ма^садга мувофи^.

2-теорема. Агар бир жинсли булмаган (20.1) ва (20.2) 
тенгламанинг унг томони иккита функциянинг йигиндисидан 
иборат булса, яъни

А[«/1 =/1(х)4-/г(х)
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♦
I бЦлса, у холда бундай тенгламанинг хусусий ечимини унг то- 
: монлари fi(x) ва f2(x) булган мос тенгламаларнинг хусусий 

ечимлари йисиндиси сифатида уосил цилиш. мумкин.
И с б о т и. Ушбу

['/11 = Л W ва L [z/2] = /2 (х)
тенгламаларни караймиз. Айтайлик, уг ва у2 функциялар 
мос равишда бу тенгламаларни ^апоатлантирсин, яъни

Ml/i] = fl W ва L [у2] = /2 (х).
Чизицли дифференциал операторнинг аддитивлик хоссасига 
кура:

L [(/1+ */21 = L [t/i] + L [г/2] = Л (х) + /2 (х),

яъни L {у] = Д (х) + /2(х) булгани учун у— yY + У2 функция (20.2) 
тенгламани ^аноатлаптиради. Теорема исботланди.

Бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини то- 
пишнинг умумий усулини курсатамиз.

2. Лагранжнинг ихтиёрий узгармасларни вариациялаш усу
ли. (20.3) бир жинсли тенгламанинг умумий ечимини тузамиз:

Y = Сху! + С2у2 + • • . +С„уп .
Бир жинсли булмаган (20.2) тенгламанинг хусусий ечимини Сп 

С2............Сп ларни х нинг функцияси деб, юцоридаги шаклда, яъни

У =С1(х)у1+С2(х)у2+. . .+Сп(х)уп (20.8)
куринишда излаймиз. Бу функцияларни шундай топиш талаб 
цилипадики, (20.8) ечим (20.2) тенгламани цаноатлантирсин.

К,уйидаги тенгламалар системасини тузамиз:

С| у, + С2 у2 + . . . + Сп уп = 0,

С1 У\ + С2 У-2 + • • • + Сп Уп = °>
I С\^+С[^+.с;'0,' (20.9)

< <4"_"+с; Уг”+.. .+с; ■£-"=/<*)■
Нома7>лум С, , С2 , . . ., Сп лардан иборат бу тенгламалар система
си ечимга эга, чунки системанинг С, , С'2 , . . Сп ларнинг олди- 
ларидаги коэффициентлардан тузилган бош детерминанти чизикли 
эркли ylt у2, . . . , уп хусусий ечимларнипг Вронский детерминан- 
тидан иборатдир. Маълумки, бундай детерминант чизикли эркли 
функциялар учун нолдан фарклидир.

Шундай цилиб, (20.9) система С, , С2 , . . ., Сп функцияларга 
нисбатан ечилиши мумкин. Уларни топиб, интеграллаймиз:

Ct = С, dx + Ci,
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С2 — f С2 dx 4- С2,

c„=jc;dx+c„,
бу ерда Сх, С2, . . ., Сп — иптеграллаш узгармаслари.

Энди

У = С1//1 + С2у2 + . . . + Сп уп (20.10)
бир жинсли булмаган (18.2) тенгламанинг умумий ечими эка- 
нини исботлаймиз.

(20.10) ифодани п марта дифференциаллаймиз, бунда хар 
гал (20.9) тенгликни эътиборга оламиз. К,уйидагига эга була
миз:

у = + С2г/2 + • ■ • 4- С„ ,
/ = С, yj 4- С2 У2 + • . • + Сп у'п,

_ С, </[’-” + С, 11 + / .'+с,•

- С. »;■> + С,!/"+... + С„ < + / М-

Биринчи, иккинчи, . . . , , нихоят, сунгги тенгламанинг ^адларини 
мос равишда ап, ап_{, . . . , а, ларга купайтирамиз ва цушиб, 
L[y] = f (х) ни хосил циламиз, чунки у2, . . . , уп бир жинсли
(20.3) тенгламанинг хусусий ечими ва шунинг учун

L [(/J = 0, L [у2] = 0...........L [уп ] = 0.
Демак,

У = С1У1 + С2у2 + • • • +С„ уп
функция бир жинсли булмаган (20.2) тенгламанинг ечими булади, 
бу ерда Clt С2, . . ., Сп лар (20.9) дан аникланган функциялар. 
Бу ечим п та Си С2, . . . , Сп ихтиёрий узгармасларга боглиц. Де
мак, бу ечим умумий ечимдан иборат булади.

1-мисо л. Ушбу дифференциал тенгламани ечинг:
у"' +у' = tgx.

Бу тенгламанинг характеристик тенгламаси k3 4- k = 0, kx = 0, 
k,,3 = ±i илдизларга эга. Мос бир жинсли тенгламанинг ечими:

у = Сх + С2 cos х + С3 sin х,

яъни
Ух = 1, У2 = С05Х, у3 = sinх.

Хусусий ечимни ^ам шу куринишда излаймиз. Бундай тенг- 
лама учун (20.9) система куйидаги куринишда булади:

С, 4- С2 cos х 4- С3 sin х = 0,
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— C2 sin х 4- С3 cos х = О,
— С‘ cos х — С’3 sin х — tg х.

Иккинчи тенгламанинг иккала цисмини sinx га, учинчи тенгла
манинг иккала цисмини эса cos х га купайтириб, кушсак С'2 = 
=—sin х ни ^осил циламиз. У ?^олда иккинчи тенгламадан С3 =
— _ Келиб чикади. Биринчи ва учинчи тенгламаларнинг иккала

COS X
кисмларини цушиб, С\ = tg х ни топамиз. Ингеграллаш куйидагини 
беради:

Ci =— In | cos х | Ci, С2 = cos х + С2,
С3 = sin х —In | tg(j + y)| + C3.

Бу ердан берилган бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий 
ечимини цуйидаги куринишда ^осил ^иламиз:

у =— In | cos х | + Ci + cos2 x + C2 cos x + sin2 x —
— sin x-!n | tg(y + -^'j| 4-C3 sin x

ёки
у — Ct + C2 cos x + C3 sin x — In | cos x | — sin x In I tg | у + j j , 

бу ерда sin2 x 4- cos2 x = 1 булгани учун Сг = Ci 4* 1.
2-ми co л. Ушбу дифференциал тенгламани ечинг: у"----- у’ =х.X

Бу тенгламанинг коэффициентлари доимий эмас.
а) Мос бир жинсли дифференциал тенглама у"---- -  у' — 0 ёких

У— = — нинг умумий ечимини излаймиз. Aloe бир жинсли дифферен-
У X
циал тенгламадан:

In у' = in х 4- In Ci ёки «/' = Ci х. Интеграллаб, топамиз: // = 
_  - (7

— С1х2 + С2, бу ерда Ci = —. Шундай ^илиб, фундаменгал систе
ма: 1/1 = х2, у2 — 1 дан иборат.

б) Хусусий ечимни уша куринишда излаймиз. (20.9) сис
темани тузамиз:

1С; х24-С2==0,
I С, 2х 4- 0 = х.

Бу ердан С, = —, С2 =— —. Интеграллаймиз:
2 2

С1=ух4-С1, С2 =—^-4-Са.
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Демак, берилган тенгламанинг умумий ечим и

У — | — х + C-l ) х2 + С2------ = С, х2 + С2 + — •

У з-у з и н и текшириш учун саволлар

1. Чизик-ти бир жинсли булмаган дифференциал тенгламанинг умумий ечиыи 
тугрисидаги тсоремапи ифодаланг ва исботланг.

2. Ьир жинсли булмаган тенгламанинг унг томони маълум функцияларнннг 
йигиндиси курнпишида тасвирлангаида унинг хусусий ечими цандай ту- 
зилади?

3. Ихтиёрий Узгармасларни вариациилаш усули нимадан иборат?
4. 4280—4282, 4314—4316- масалаларни ечинг.

21-§. Узгармас коэффициентли чизицли бир жинсли 
булмаган дифференциал тенгламалар

Чизи^ли бир жинсли булмаган тенгламаларнинг коэффи- 
циентлари узгармаслар булган хусусий ^олни ^араймиз.

Чизицли бир жинсли булмаган тенгламани ечиш бир жинс
ли тенгламани ечишдан бир жинсли булмаган тенгламанинг 
бирорта хусусий ечимини топиш билан фар^ цилади. Чизицли 
бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини топиш- 
нинг аницмас коэффициентлар усулини к.арашга утамиз. Бу, 
усул унг томони махсус куринишда булган тенгламалар учун 
татби^ ^илинади. Агар тенгламанинг унг томонида к^рсаткич- 
ли функциялар, сипуслар, косинуслар, купхадлар ёки уларнинг 
бутун рационал комбинациялари иштирок этаётган булса, бу 
усул бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини 
топишга имкон беради. Бунда, табиийки, хусусий ечимни унг 
томоннинг шаклига ухшаш шаклда излаш керак булади. Бун- 
дан таш^ари, хусусий ечимнинг шакли тенгламанинг чап томо- 
нига хам богли^дир.

Аввал иккинчи тартибли дифференциал тенгламани муфас- 
сал ^араб чи^амиз, сунгра унинг натижаларипи п- тартибли 
дифференциал тенгламалар учун умумлаштирамиз.

1. Иккинчи тартибли узгармас коэффициентли чизи^ли бир 
жинсли булмаган дифференциал тенгламалар. Ушбу иккинчи 
тартибли узгармас коэффициентли чизи^ли бир жинсли бул
маган дифференциал тенгламани ^араймиз:

У" + РУ'+ qy = f(x), (21.1)
бу ерда р, q — узгармас сонлар.

Ушбу
й2+р/> + <7 = 0 (21.2)

берилган бир жинсли булмаган (21.1) дифференциал тенгла
мага мос чизи^ли бир жинсли

У' + РУ' + qy = 0 
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дифференциал тенгламанинг характеристик тенгламаси була
ди. /(х) функцияни ^уйидагича ёзиш мумкин булсин:

/ (х) = е?х [Рп (х) cos бх + Qm (х) sin бх], (21.3)

бу ерда у, б — маълум сонлар, Рп(х), Qm(x)— маълум купхадлар. 
Бу функциянинг хусусий ^олларини куриб чикамиз.

1. у = 0,6=0 булсин, у холда /(х) = Р„(х), бу ерда Рп(х) 
n-даражали купхад. у хусусий ечимни л-даражали ушбу купхад 
куринишида излаймиз:

у = Rn (х) = Ао х" + А, х” ' + ••• + Ап^х + Лп, (21.4) 

бу ерда Ло, Л,, Л2, . . ., Лп —топилиши керак булган номаълум 
коэффициентлар. Уларпи у = Rn (х) функция (21.1) тенгламани айнан 
^аноатлантириши шартидан аницлаймиз. (21.4) ифодани икки марта 
дифференциаллаймиз:

У' = R„ W = п Ло х”-1 +(«—!) + ... + Лл_р

у" = /?” (х) = л (л — 1) Ао хп~- + 
+ (л-1)(л-2)Л1х""3 + .. .+2Л„_2.

у, У'> У" ларни (21.1) дифференциал тенгламага куйиб, цуйида- 
гини х,осил циламиз:

= <215) 

бу ерда Rn— n-даражали купхад; Rn — (п— 1)-даражали купхад; 
Rn — (п — 2) - даражали купхад.

Мумкин булган ^олларни цараб чикамиз.
а) </=#0 булсин (яъпи характеристик тенгламанинг илдизлари 

кг^=0, kt=/=0), у ^олда (21.5) тенгликнинг чап ва унг томонлари- 
да л-даражали купхадлар туради. х нинг бир хил даражалари 
олдидаги коэффициентларни тенглаб, (л + 1) та Ао, Лр Л2, . . ., Ап 
номаълум коэффициентларни аншугаш учун п + 1 та тенгламадан 
иборат системани ^осил киламиз. Шундай килиб, бу ^олда хусусий 
ечим у = /?я(х) куринишда булади.

б) <?=0, р=#0 ((21.2) характеристик тенгламанинг илдизлари: 
^1 — 0, ^#=0) булсин. Агар хусусий ечим яна у = Rn(x) шаклда 
излапса, (21.5) тенглик куйидаги куринишга келади:

+ pR'n = РпМ- (21.6)

Чап томонда (л — 1)-даражали купхад, унг томонда эса л-дара
жали купхад турибди. Демак, >;еч цандай Ао, А}, . . ., Ап ларда 
(21.6) айният була олмайди. Шунинг учун хусусий ечимни номаълум 
коэффициентлар сонини оширмай (л + 1)- даражали купхад кури
нишида олиш керак. Бунинг учун Rn(x) ни х га купайтириш етар- 
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ли. Шундай килиб, бу холда хусусий ечим у = xR„ (х) куринишга 
эга булади.

в) q = 0, р = 0 ((21.2) характеристик тенгламанинг илдизлари: 
Al = k., = 0) булсин. Агар хусусий ечимни у = Rn (х) шаклда излай- 
диган булсак, (21.5) тенглик куйидаги куринишда булади:

(21.7)
Чап томонда (п — 2)-даражали кущад, унг томонда эса л-даража- 
ли купхад турибди. Демак, хеч бир Ао, А{, . . ., Ап ларда (21.7) 
айният була олмайди. Шунинг учун хусусий ечимни номаълум 
коэффициентлар сонинн оширмай (л — 2) - даражали купхад шакли- 
да олиш керак. Бунинг учун Rn(x) ни х2 га купайтириш етарли. 
Шундай цилиб, бу ^олда хусусий ечим у = х2 Rn (х) куринишда бу
лади.

Хулоса. а) Агар 0 сони характеристик тенгламанинг илдизла
ри билан устма- уст тушмаса, у = Rn (х) булади.

б) Агар 0 сони характеристик тенгламанинг битта илдизи билан 
устма-уст тушса, y = xRn(x) булади.

в) Агар 0 сони характеристик тенгламанинг иккала илдизи би
лап устма- уст тушса, у = x2Rn (х) булади.

1-м  и со л. Ушбу у"+4у'+3у=х дифференциал тенглама
нинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш. а) &2 + 4&4-3 = 0 характеристик тенглама kt =— 1, 
&2 = —3 илдизларга эга. Бир жинсли дифференциал тенглама
нинг умумий ечими

Y = Cie_x + С2е~3х

куринишда булади.
б) Чизицли бир жинсли булмаган дифференциал тенглама

нинг унг томони f (х) =x = Pt(x) куринишга эга, шу билан бир- 
га 0 сони характеристик тенгламанинг \еч ^айси илдизи билан 
устма-уст тушмайди, шунинг учун хусусий ечимни у=Ах+В 
куринишда излаймиз. Номаълум А ва В ларни топиш учун у 
функциянинг ва унинг ^осилаларинипг ифодаларини берилган 
тенгламага ^уямиз ва чап хамда унг томондаги коэффициент- 
ларни та^ослаймиз. Бунинг учун у, у', у"ларнинг ифодала
рини ва уларнинг тенгламага кирган коэффициентларини ёзиб 
чин;амиз. Натижада ^уйидагини ^осил циламиз:

у = Ах + В,3 у = А*
4 у' = А,

Хисоблашларни бажариб, 3(Ах + В) + 4А = х га эга буламиз. Бу 
ердан коэффициентларни тенглаб,
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f ЗЛ = 1,
(,ЗВ + 4Д=0

системани хосил киламиз. Бу системани ечиб,

ларни топамиз. Шундай цилиб, хусусий ечим у = —х-----— бу

лади. Умумий ечим эса у = У + У = Cre~x + С2е~3х + — х— — 

дан иборат булади.
II. о = 0 булсин, у холда f(x) = eyxPn(x), бу ерда у — маълум 

сон, Рп (х) эса п- даражали маълум купхад. Дифференциал тенгла
манинг хусусий ечимини

у = eyxRn(x) (21-8)

куринишда излаймиз, бу ерда Rn(x)— юкоридагига ухшаш и-дара
жали купхад, унипг коэффициентлари Ао, At, . .., Ап — номаъ- 
лумлар. Уларни у = eyxRn(x) функция (21.8) тенгламани айнан ка- 
ноатлантириши керак деган шартдан аниклаймиз. (21.8) ифодани ик- 
кн марта дифференциаллаймиз:

7=<^(к;+тЯ,),
/' = ev! [/?'' +2r R'„ + Г Rn j.

у, у', у" ларни (21.1) тенгламага куйиб,

R’n +(2y + p)/?; + (y2+pt + 7)^=P„W (21.9) 
ни ^осил киламиз. Мумкин булган холларни караб читуамиз.

а) у (21.2) характеристик тенгламанинг илдизи булмасин (яъни 
У =/=£•>). У холда (21.9) тенгликнинг чап ва унг томонида 

п- даражали купхадлар туради. х нинг бир хил даражалари олди- 
даги коэффициентларни тенглаб, (п + 1) та Ао, At, . . . , Ап но- 
маълумларни аниклгш учун п + 1 та тенгламадан иборат система
ни хосил киламиз. Шундай килиб, бу холда дифференциал тенгла
манинг хусусий ечими 

куринишда булади.
б) у (21.2) характеристик тенгламанинг бир каррали илдизи бул

син (яъни у = klt у ёки У=/=къ У~к^.
Агар хусусий ечим у = еух Rn (х) куринишда изланадиган булса, 

У холда (21.9) тенглик тууйидаги куринишга эга булади:
< + (2у + р)<=Р„(х). (21.10)

Бу ерда чап томонда (п— 1)-даражали купхад, унг томонда эса 
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л-даражали купхад турибди. Дсмак, ^еч кандай Ао, А,, . . . , А„ 
ларда (21.10) айният булиши мумкин эмас. Шунинг учун хусусий 
ечимда номаълум коэффициентлар сонини оширмасдан Rn (х) урнига 
х Rrl(x) купхадни олиш керак. Шундай килиб, бу холда дифферен
циал тенгламанинг хусусий ечими

у = xeyx-Rn(x)

куринишда булади.
в) у (21.2) характеристик тенгламанинг икки каррали илдизи 

булсин (яъни y = kt — k2). Агар хусусий ечим у = ev' Rn (х) шакл- 
да изланса, у ^олда (21.9) тенглик куйидаги куринишга эга булади:

R'=Pn(x). (21.11)

Бу ерда чап томонда (п—2)- даражали купхад, унг томонда эса п- 
даражали купхад турибди. Демак, .\еч цандай Ао, А, , . . . , Ап 
ларда (21.11) айният була олмайди. Шунинг учун хусусий ечимда 
номаълум коэффициентлар сонини олирмасдан Rn(x) урнига x2-Rn(x) 
купхадни олиш керак. Шундай цилиб, бу холда дифференциал 
тенгламанинг хусусий ечими

~у = х2 eyxRn(x)

куринишда булади.
Ху л оса. а) Агар у =Л=/?1( k2 булса, у — еух Rn(x).
б) Агар у — kr #= k2 булса, у = хеух Rn (х).
в) Агар у = ki=k2 булса, у = х2 еух Rn (х).

2- мисо л. Ушбу
/'-5/ + 6z/ = e2x(3x-2)

дифференциал тенгламани ечинг.
Е ч и ш. a) k2—5& + 6 = 0 характеристик тенглама Zjj=2, 

k2 = 3 илдизларга эга. Мос бир жинсли дифференциал тенгла
манинг умумий ечими

Y = + С2е3х
булади.

б) Дифференциал тенгламанинг унг томони /(х) = е2л(3х— 2) = 
= е7ХА\(х) куринишга эга. Бунда у = 2 = klt шунинг учун хусу
сий ечим: у = х(Ах + В) е2х куринишда булади. Бундан у’, у" 
ларни топамиз:

/ = е2х ( 2Ах2 + 2Вх + 2Ах + В ), ~у" = ех ( 4Ах2 + 4Вх +
+ 8Ах + 4В + 2А).
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Берилган дифференциал тенгламага у, у', у" ларни цуйиб, куйи- 
дагига эга буламиз:

х2(64 — 104 + 44) + х(6В — 10В — 104 + 4В + 84) +
+ (—5В + 4В + 24) = Зх — 2.

хнинг бир хил даражалари олдидаги коэффициентларини тенг- 
лаймиз, натижада:

х —24 = 3, 
х° 24 —В = —2

з
Системани ечиб, 4 =-----— , В = —1 ларни топамиз. Демак, ху

сусий ечим у = е‘л I —х2 — х | куринишда, умумий ечим эса

У — У + У =■ Схе’л С2е3л + ех I---- — х2 — xj

куринишда булади.
III. у, б=#0 булсин, у холда

/ (х) = е?х [Pn (х) cos б х + (х) sin 6 х] .

Хусусан, агар Рп(х) = 0 булса, / (х) = eyxQm (х) sin 6 х; агар Qm(x)= 
= 0 булса, у холда f (х) = ev* Рп (х) cos б х. Юцоридаги (I, II доллар) 
га ухшаш мулохазалардан куйидаги хулосаларга келамиз:

а) Агар у + i 6 ¥= klt k2 булса k2 — характеристик тенглама 
илдизлари), у холда хусусий ечимни унг томон шаклида излаш 

керак:
у = е>х [ и (х) cos б х + и (х) sin б х],

бу ерда и (х), о(х) — номаълум коэ4фициентли купхадлар булиб, бу 
коэффициентлар у берилган (21.1) дифференциал тенгламани кано- 
атлантириши керак деган шартдан топилади. «(х) га и(х) куп^ад- 
ларнинг даражаси берилган Рп (х) ва Qm (х) купхадларнинг энг юцо- 
ри даражасига ченг эканини цайд хиламиз.

б) Агар у-Н'б = &1 булса, хусусий ечимни
у = хе7* [ и (х) cos б х + и(х) sin б х] 

кУринишда излаш керак.
/ (х) функцияда синус ёки косинус иштирок этмаганда ^ам 

хусусий ечимнинг шакли сацланишини ч^айд ч^илиб утамиз. К,а- 
Ралаётгачч ^ол учун хусусий ^олни, яъни

f (х) = М cos б х + АГ sin 6 х
бУлган холни ч^арайлик, бу ерда М, N — узгармас сонлар.
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а) агар 6/#=^, k2 булса, хусусий ечимни
у = A cos 6 х + В sin б х

куринишда излаш керак, бу ерда А, В — номаълум коэффициент- 
лар;

б) агар б i = fei ¥= k2 булса, хусусий ечимни
у = х (Л cos б х + В sin б х)

куринишда излаш керак.
3-м  ис о л. Ушбу у"—2y'-|-f/=sinx дифференциал тепглама- 

пинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш. a) fe2—2й+1=0 характеристик тенглама fej=/e2=l 

илдизларга эга. Мос бир жинсли дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими

Y = ех (С\ + С2х) 
булади.

б) Дифференциал тенгламанинг унг томони f (х) = sin х = 
= М cos6 х + N sin бх куринишга эга. Бунда di = i=/=klt /г2. Шу- 
нинг учун хусусий ечимни куйидаги куринишда излаймиз:

у = A sin х + В cos х,

у', у" ларни топамиз.
у’ = Л cos х — В sin х, у" = — Л sin х — В cos х.

у, у', у" ларни берилган дифференциал тенгламага цуйнб, топа
миз:

(Л + 2В — Л) sin х + {В — 2Л — В) cos х = sin х.
sinx ва cosx лар олдидаги коэффициентларни таццослаб, топа

миз:
sin х 2В = 1, 
cosx —2Л = 0.

Бу ердан Л = 0, В = Демак, тенгламанинг хусусий ечими: у=

— — cos х. Умумий ечими: у = ¥ + у . Шунинг учун:

У =ех (Сх + С2х) + -у cos х.

4-ми со л. у" + 4y = cos 2х дифференциал тенгламанинг уму
мий ечимини топинг.

Ечиш. a) k2 4- 4 = 0 характеристик тенглама 2 = ± 2/ ил
дизларга эга, бу ердан а = 0, 0 = 2. Мос бир жинсли дифферен
циал тенгламанинг умумий ечими

Y = Сг cos 2х + С2 sin 2х
булади.
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б) Дифференциал тепгламанинг унг томони /(x) = cos2x = 
= М cos бх + N sin бх курипишга эга. Бунда: 6t = 2Z = &2.
Шунинг учун хусусий ечимни ^уйндаги куринишда излаш керак:

у = х (Л cos 2х + В sin 2х).

у', у" ларни топамиз:

у' = (Л -г 2Вх) cos 2х + (В — 2Ах) sin 2х,
у" = (2В + 2В — 4Лх) cos 2х + (—2Л —2Л — 4Вх) sin 2х.

У, у', У" ларии дифференциал тенгламага куйиб, куйидагига 
эга буламиз:

(4 Ах + 2В + 2В — 4Лх) cos 2х + (4Вх —
— 2Л — 2Л — 4Вх) sin 2х= cos 2х.

sin2x, cos2x ларнинг олдидаги коэффициентларни тенглаб: 
cos2x I 4 В = 1,
sin 2х I —4Л = О

А = О, В —- — эканини топамиз. Хусусий ечим:
4

у = — х sin 2х.

У холда дифференциал тепгламанинг умумий ечими

у = Y + у = С, cos 2х + С2 sin 2х + -у- х sin 2х 

булади.
2. Узгармас коэффициентли чизикли бир жинсли булмаган 

л-тартибли дифференциал тенгламалар. Ушбу узгармас коэф
фициентли чизицли бир жинсли булмаган п- тартибли диффе
ренциал тенгламани цараймиз:

{/(л)+а1У<"~1, + в2у(л-2) + . • • +а„//=/(х), (21.12)

бу ер да а, , а2, . ... ап — узгармас сонлар. Мос бир жинсли
г/(л’+«If/(n_1> + a2i/(n~2) + . . . +апу=0 (21.13)

дифференциал тенгламанинг характеристик тенгламаси 

kn -г a{kn 1 + а21г~~ + . . . + ап = О 

булсин. (21.12) тенгламанинг умумий ечими У=¥-\~~У каСи ту- 
зилиши маълум, бу ерда Y — мос бир жинсли (21.13) диффе
ренциал тенгламанинг умумий ечими, у эса берилган бир жинс
ли булмаган дифференциал тенгламанинг хусусий ечими. f(x) 
функция махсус (21.3) куринишга эга булган ^олда хусусий 
ечимни ^ам уша (21.3) шаклда излаш керак. (21.3) к^риниш- 
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пинг хусусий ^олларини куриб чи^амиз ва хусусий ечим шак- 
лини тузиш коиДалаРини келтирамиз.

I. f(x)=Pn(x) булсин, бу ерда Рп(х) маълум купчая. Агар О 
сони характеристик тенгламанинг карралиги г булган ечими булса, 
хусусий ечимни у = х Рп (х) шаклда излаш керак, бу ерда Rn (х) — 
куп^ад булиб, унинг даражаси Рп (х) нинг даражаси билан бир хил, 
лекин коэффициентлари номаълум.

II. f(х)е/х = Рп(х) булсин, бу ерда у — узгармас сон. Агар у сон 
характеристик тенгламанинг карралиги г булган илдизи булса, ху
сусий ечимни

~у = xr eyxRn(x)

шаклда излаш керак, бу ерда Rn (х) хам Р„ (х) билан даражаси бир 
хил булган кугцад.

III. /(х) = Л1 cos 6х + sin 6х булсин, бу еряа ЛГ, N, 6 — уз
гармас сонлар. Агар бт сон характеристик тенгламанинг карралиги 
г булган илдизи булса, хусусий ечимни

у = xr (A cos б х + В sin 6 х)
шаклда излаш керак, бу ерда А, В — номаълум узгармас коэффи- 
циентлар, /(х) функцияда факат синус ёки факат косинус катнаш- 
ган, яъни /(x) = Mcos6x ёки f(x) = .V sin бх ^олда ^ам хусусий 
ечимнинг бу шакли сацланиб цолади.

IV. f (х) = еух I' Pn(x)cos бх 4- Qm(x)sin бх [ булсин, бу ерда у, 
б — узгармас сонлар, Рп(х), Q„,(x) — маълум куп^адлар. Агар у + 
4- i б сон характеристик тенгламанинг карралиги г булган илдизи 
булса, хусусий ечимни

у = х е>х [u (х) cos б х 4- v (х) sin б х] 
куринишда излаш керак, бу ерда u(x), v (х) — коэффициентлари но
маълум куп^адлар булиб, уларнинг даражаси Рп(х), Qm(x) кугцад- 
ларнинг энг юкори даражасига тенг. Хусусий ечимнинг бу шакли 
/(х) функцияда фа^ат синус ёки фа^ат косинус катнашган, яъни

f (х) = е,хР i (х) cos бх ёки f (х) = eyxQm(х) sin б х 

булганда хам са^ланади.
IV ^ол аввалги I, II, III ^олларни умумлаштиришини ку- 

риш осон.
5- м и с о л. Ушбу у™ — у = х3 4- 1 дифференциал тенгламани 

ечинг.
Ечиш. а) /г4—1 = 0 характеристик тенглама &i = l, k2=—1, 

k3 = i, k4 = — I илдизларга эга. Бир жинсли дифференциал тенг
ламанинг умумий ечими

У = 4- С2е 4- Сз cos х 4~ Ct sin х
куринишда булади.
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б) Дифференциал тенгламанинг унг томони j (х) = х3-j-1 = 
= Р3(х) куринишга эга. О сони характеристик тенгламанинг 
хеч кайси илдизига тенг эмас, шунинг учун г = 0. Хусусий ечим- 
ни цуйидаги куринишда излаймиз. ХосилалаРнн топамиз:

~у = Ахя + Вх2 + Сх +D, 7j'u = 6 А, 
~й' = ЗЛх2 + 2Вх + С, yv = о.

у"= бЛх + 2В,
Ушбу тенгликка эга буламиз:
— Ах3 — Вх2 — Сх — D = x3 + 1. Бу ердан Д = —1, В = С = О, 
D = — 1. Хусусий ечим: у — —Xя — 1. Демак, умумий ечим: 

у = У + у = Схе + С2е~х 4- С3 cos х + С4 sin х — х3 — 1.

Уз-узини текшириш учун саволлар

1. Узгармас коэффициентли чизицли бир жинсли булмаган иккинчи тартибли диф
ференциал тенглама (х) = Рп (х) купчая булгапда) хусусий ечимиии топиш 
цоидасини баён килипг. Мисоллар келтиринг.

2. Юцоридагини f (х) = еухРп (х) булган хол учун бажаринг.
3. Узгармас коэффициентли чизицли бир жинсли булмаган дифференциал тенгла- 

манипг хусусий ечимиии тенгламанинг унг томони
f (х) = еух [ Рп (х) cos 6 х+ Qm (х) sin бх]

куринишда булган ^ол учун топиш цоидасини ифодаланг. Мисоллар келтч- 
ринг.

4 . Юкорида! ини / (х) — М cos 6 х + N sin б х булган хрл учун бажаринг.
5. Чизикли бир жинсли булмаган п- тартибли дифференциал тенгламанинг хусу

сий ечимини f (х) — Рп(х) булган хрл учун топиш цоидасини ифодаланг. Ми
соллар келтиринг.

6. Худди шунинг узини [ (х) — еух Рп (х) булган хол учун ифодаланг.
7. Худди шунинг узини f (х) = М cos6x + Msin бх булган \ол учун ифодаланг.
8. Худди шунинг узини f (х) = еух (х) cos б х -|- Qm (х) sin б х ] булган хол 

учун ифодаланг.
9. 4268—4279, 4314—4320-масалаларни ечинг.

22- §. Дифференциал тенгламалар системалари

Баъзи жараён ёки х°дисаларни тавсифлаш учун купинча 
бир нечта функция талаб ^илинади. Бу функцияларни излаш 
бир нечта дифференциал тенгламаларга олиб келиши мумкин 
ва бу тенгламалар система ташкил этади.

Бир аргументга боглик; булган та номаълум функциядан 
иборат дифференциал тенгламалар системаси умумий ходдэ 
цуйидаги куринишга эга:

^1 (*’ У\ ’ У2 ’ ■ ■ ' ’ Уп ’ У\ > У2 > • • • ’ Уп ' ~ 0’ 

F 2 4'"’ У\ ’ У 2 ’ ■ ' ’ Уп ’ У{' У2 ' ‘ ’ Уп^ ~
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п (•*> У\ ’ У2 * • • •' Уп ’ У\ ’ У2 ’ • • • > Уп ) —

Бу ерда у,, у2, . . . , уп, у\ , у2..........уп лар х га боглик
булган номаълум функциялар ва уларнинг хосилалари .

Биз 1- тартибли, .^осилага нисбатан ечилган оддий диффе
ренциал тенгламаларнинг энг содда системасини урганамиз.

1. Нормал системалар. Х,осилага нисбатан ечилган диффе
ренциал тенгламалар системаси нормал система дейилади. Бун- 
дай система куйидаги куринишга эга булади:

! y'i=fi(*> У1> У2...........Уп}>
I У•> ~ f2 ( Х’ У\ ’ У2 ’ • • • ’ Уп ) ’

I Уп=1п(Х’ У2’‘ ■ Уп}-
(22.1)

Нормал системанинг хусусиятлари:
а) системага кирувчи барча тенгламалар биринчи тартиб

ли тенгламалардир;
б) тенгламаларнинг унг томонлари хосилаларга боглиц эмас.
(22.1) тенгламалар системасини каноатлантирадиган z/t(x), у2(х), 

. . уп(х) функциялар системаси бу системанинг ечими дейилади.
(22.1) тенгламалар системаси учун Коши масаласи шундай 

ечимни топишдан иборатки, х=хода берилган куйидаги ций- 
матларпи цабул ^илсин:

Бу ^ийматлар (22.1) тенгламалар системасининг бошлангич 
шартлари дейилади. Уларнинг сони номаълум функциялар 
сопи билан бир хил.

(22.1) нормал система учун Коши масаласи ечимининг 
мавжудлиги ва ягоналиги тугрисидаги теорема уринлидир.

Теорема. Агар (22.1) нормал система тенгламаларининг 
унг томонлари узларининг хусусий хреилалари билан биргаликда 
х0, у10, у20, ..., уп0 цийматларнинг атрофида узлуксиз булса, 
у холда]

У\ (^о) = У\о ’ У2 W = У20 • • • • • Уп (-^о) = Уп<ь 

шартларни каноатлантирувчи ягона у^х), у2(х), . . уп(х) ечим 
мавжуддир.

(22.1) нормал системанинг умумий ечими деб, п та ихтиёрий 
С], С2, . . ., Сп узгармасларга ботлиц булган ушбу функциялар 
системасига айтилади:
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Г У\ — Ф| ' С2 , . . . , ,
У2 ~ Фг (Хг 1 > ^2 ’ • • • * ^н) ’

(22.3)

Уп — Фп (х> ct ’ с2,..., C.J.

су система цуйидаги шартларни цаноатлантириши керак:
а) С], С,...........Сп ларнинг хар кайдаft мумкин булган киймат-

дари а (22.3) функциялар системаси (22.1) тенгламалар системасини 
каноатлантириши керак;

б) Коши теоремаси шартлари бажариладиган сохада (22.3) 
функциялар системаси Коши масаласипи ечади, яъни (22.3) 
бошлангич шартлар ^\ар цандай булганда хам ихтиёрий уз- 
гармасларнинг шундай С1, С,, . . ., Сп кийматларини топиш мум- 
кинки,

У\ ~ Ф| (х' С\, С2,.. ., Сп),

У2 ~ Ф2 (Х’ , С2,..., ,

Ул — Фя ( *’ ’ С2, ... , CJ

функциялар системаси берилган (22.2) бошланрич шартларни 
^аноатлантиради.

Умумий ечимдан ихтиёрий узгармасларнинг мумкин булган 
баъзи цийматларида хосил буладиган ечимлар хусусий ечим- 
лар дейилади.

2. Нормал системани чикариш усули билан ечиш. и та диф
ференциал тенгламадан иборат нормал системани ^ушимча 
функция киритиш ортали битта п-тартибли дифференциал 
тенгламадан х;осил ^илиш мумкин. ^а^и^атан хам,

У(Я) = /(*. у. У . У . • • • ,у(я_|))
тенглама ю^ори ^осиласига нисбатан ечилган п- тартибли диф
ференциал тенглама булсип. Куйидагича фараз циламиз:

У =У1
У =У\=У2

У ~ У2 =У3 

у(п 1) = Уп-1=Уп

У(п} =Уп =f (х> У1> У2> • • •> Уп)-

Шундай цилиб, битта п- тартибли тенгламадан бирипчи тар
тибли п та дифференциал тенгламаларнинг нормал системаси 
^осил булади:
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У\ = У2

У2 = У3

Уз = У< 

yn=f(x< У^У2>---< Уп)-
Умуман айтганда, тескариси хам тугри. Биринчи тартибли п 
та дифференциал тенгламанинг нормал системаси битта п- 
тартибли дифференциал тенгламага эквивалентдир. Диффе
ренциал тенгламаларнинг нормал системасини иптеграллаш 
усулларидан бири — чикариш усули апа шунга асосланган. 
^акицатан хам, (22.1) системанинг генгламаларидан бирин- 
чисини х буйича дифференциаллаймиз:

” ^/1 | df1 ' . . Of,у. = -f- + ~-У! + • • • + ■ Уп ■*1 дх ОУ! дуп "
у{, Уг > ■ ■ ■ * Уп ХосилалаРни уларнинг (22.1) даги , f2,. .

fn-\ > /„ лар ордали ифодалари билап алмаштириб, хуйидаги тенг
ламани хосил хиламиз:

У\ ~ ^2. (х< УI * У2' • ■ ■ ’ Уп) •

Хилипган тенгламани дифференциаллаб, яна юхорида- 
йул тутиб, хуйидагини хосил хиламиз:

У\ = ( х> У\ ’ У2' • • ■ ’ Уп) ■

шундай давом эттириб, охирида

• >

Хосил 
гидек

куйидаги тенгламаниХудди
хосил хиламиз:

у\п> = Fn(x’ У1’ У2’ • • •

Шундай хилиб, цуйидаги системага эга

•»Z/| — ^1 ( X, у{, у2, . .

У\ ~ ^2 [ Х’ У \ ’

> Уп) ■ 

буламиз:

Уп) '

Уп) • (22.4)

I У\ — Fп (х> У1 > У2 > • • • > Уп) •
Бу системами» г дастлабки п — 1 та тенгламасидан, умуман айтган- 
да, п — 1 та у2, у3, ... , уп номаълум функцияларни у функция 
ва унинг хосилалари ((zi — 1) тартибгача, у хам киради) орхали нфо- 
далаш мумкин. Бу ифодаларни (22.4) тенгламаларнинг энг охирги- 
сига цуйиб, номаълум функция уг га нисбатан п- тартибли битта 
дифференциал тенгламага келамиз:

4” =ф(х, у^у), ..•
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Бу тенгламани ечиб, у\ ни топамиз:

/ = Ф| (х> > б?2, . . ., Сп).

Колган функцияларни топиш учун топилган у1 фуцкиияни ва унинг 
хосилаларини у2, у3, ..., уп ларнинг ифодаларига куямиз. Натижа- 
да цуйидаги функциялар системасини ^осил циламиз:

У\ = Ф1 (зс, С|, С2, . . . , С„),

?/2 = Фг (х> ’ С2, . . ., Сп),

( Уп — 4>п (х' , С2, . . ., Сп).
Бу система (22.1)нормал системанинг изланзётган ечимини 
ани^лайди.

1- м и с о л. Ушбу

( дифференциал тенгламалар системасини ечинг, бу ерда эркли 
узгарувчи х.

Е ч и ш. Системанинг иккинчи тенгламасинп х буйича диф- 
ферепциаллаб, z"=y’ ни ^осил циламиз. /ни унинг биринчи 
тенгламадаги ифодаси билан алмаштириб, г" = ни оламиз. Ик- 

Z
кинчи тенгламага кура у пи г' билап алмаштириб, бир номаълум- 
ли, иккинчи тартибли цуйидаги тенгламага келамиз:

2" = <г')2
г

Бу тенгламада эркли Узгарувчи ошкор холда иштирок этмай- 
ди, шунинг учун унинг тартибини пасайтириШ мумкин. Биро^, 
уни

zz"—(z')2 = 0
■ куринишда ёзиб ва иккала ^исмини z1 га бУлиб, чап томони 

аниц хосиладан иборат эканини курамиз. \акиКатан >1ам, 
к р' у~ гг"-(г<)21

натижада тенгламамиз j = 0 куринишга эга булади, бу ердан 

= Сг ёки z' = CjZ. Узгарувчиларни ажратиб ва интеграллаб, 
бу ердан г ни оламиз:

г =С2ес,х.
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у — z' булгани сабабли z учун топилган ифодани диффереици- 
аллаб, у = СхС2ес'х ни хосил киламиз. Шундай килиб, снстеманинг 
ечичи куйидагича булади:

г/ = , z = С.,ес‘х.

2- мисо л.
ечинг:

Ушбу дифференциал тенгламалар системасини

J / = У + г, 
[ z' =2y — z.

Снстеманинг 

У = 2Г 3, г
х=0

бошланрич шартларни каноатлантирувчи хусусий ечимини то- 
пинг.

Е ч и ш. Иккинчи тенгламани х буйича дифференциаллай- 
миз: z"—2y'—z'. у' ни бирипчи тенгламага кура y+z билан ал- 
маштирамиз:

z" = 2(у + г) — г’ ёки г" = 2у + 2z — г'.

Иккинчи тенгламага кура 2у ни z'+zra алмаштирамиз: z"=3z. 
Чизикли бир жинсли дифференциал тенгламани хосил ^илдик: 
z"—3z = 0. Унинг характеристик тенгламаси №—3 = 0 булиб, 
у kx = ]'3 , Л2 = — К 3 илдизларга эга. Умумий ечим цуйида- 
ги куринишда булади:

г = С1/3’х + С2е-’/?х.

Уни х буйича диффгренциаллаб, г' = Сх] 3 е1 Зх — С2]л 3 е~ 13 * 
ни хосил киламиз. Иккинчи тенгламага кура у = ~(z + z) булгани 

учун

у = (1 + КЗ-) еУзх + (1 - КЗ')

ни хосил циламиз. Шундай килиб, снстеманинг умумий ечими то- 
пилди:

у = С, е’Т« + С.-!-=Х£ е- *»« ,

z-cZ1' .
Хусусий ечимни топиш учун Ci ва С2 ларнинг уларга мос ^иймат- 
ларини бошлангич шартлардан фойдаланиб топамиз:
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+ c2 1-> 3- = 2/ 3 .

ст + C2 = 0.
Бу ердан C\ = 2, C2 = —2. Демак, берилган системанинг хусусий 
ечими куйидаги функциялар системасидан иборат булади:

У = ( 1 + /Т ) еУЗх - ( 1 -/3 ) е~ Узх =2sh/3x +

+ 2/3 ch/3x,

z = 2еу 3 х — 2е~Узх = 4 sh / 3" х.

Уз-узини текшириш учун саволлар

1. Дифференциал тенгламалар системаси деб нимага айтилади?
2. Дифференциал тенгламалар систсмасининг ечими деб нимага айтилади?
3. Кандай дифференциал тенгламалар системаси нормал система дейилади?
4. Дифференциал тенгламалар системаси учун Коши масаласи кандай ифо- 

даланади?
5. Дифференциал тенгламалар нормал системасинннг умумий ечими цандай 

куринишга эга?
6. Нормал система ечимининг мавжудлик теоремасини ифодаланг.
7. п- тартибли дифференциал тенгламани п та дифференциал тенгламанинг 

нормал системасига келтириш усулини тавсифланг.
8. Нормал систсмани ю^ори тартибли битта тенгламага келтириш усулини 

тавсифланг.
9. 4324—4339- масалаларни ечинг.
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