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S O Z B O S H l

O'zbekiston oliy o'quv yurtlarida ko'p bosqichli ra’hm tizimi 
joriy etilib, bakalavriat va magistraturada rnutaxassislar tayyoriash 
yo'lga qo'yilgan. Bu esa oliy o'quv yurti o'qituvchiiandan jahon 
andozalariga to ‘la javob beradigan. mustaqillik talab va ehtiyojlariga 
javob beradigan bakalavr va magistrlar o'quv rejasi, o'quv rejaga 
to'la mos keluvchi o'quv dasturlari, oliy kasbiy ta'iimning davlat 
standartlari asosida darslik, uslubiy qo'llanrna. o'quv qo llanm a 
kabi adabiyotlarning yaratilishini taqozo etadi. Ushbu darslikda 
matematik programmalashtirish faniga tegishii masalalarni yechish 
metodikasi nazariy va amaliy jihatdan keng ko 'lam da berilgan. 
Darslikda matematik modellarning optimal yechimlarini EHM  ni 
qo llab  yechish uchun matematik modellar original usullarda yoritib 
berilgan.

Ushbu darslik lotin alifbosida birinchi marta chop etiigan!igi 
bois ayrim kamchiliklari bo lish i mumkin. Shuning uchun bu 
darslik bo'yicha bildirilgan barcha takJif va fikrlar muallif tomonidan 
manmuniyat bilan qabul qilinadi.

Muallif



K l'R ISH

Matematika tanining fundamental rivojlanishi boshqa fanlaniiug 
ham rivojlanishiga olib keldi. Hozirgi vaqtda matematika usullari 
qo‘llanilmagan fan va texnikaning biror sohasi yo‘q. Xalq xo'jaligini 
rejalashtirish va boshqarish masalalari juda inurakkab bo'lib. bu 
masalalarni yechish uchun matematik modeUami qo'llashga to'g'ri. 
keladi.

Ayniqsa bozor iqtisodiyotiga o 'tish  davrida va undan keyin 
barcha iqtisodiy m asala larn i yechganda m a tem a tik  m odel- 
lashtirishuing tatbiqi juda katta ahamiyatga ega bo'ladi. Shuning 
uchun darslikda liar bir masala iqtisodiy masala ekanligiga asosiy 
e ’tibor beriladi. M isol va masalalar shunday tanlab olinganki, 
talabalar uni yechganda ortiqcha tashvishga lushmasin. Har bir 
mavzuni bosltlaganda bu mavzuda qo'llaniladigan nazariy qismlar 
sodda holatda beriidi. Shu bilan bir qatorda har bir mavzuga doir 
m asalalar yechjld i. U m um an . darslikda ham m a muvzularga 
atroflicha tushunish uchun kerak bo 'lgan barcha nazariy va amaliy 
usullar ham beriidi. Masalalar tuzilganda, ulami soddalashtirishga 
harakat qilindi. Masalalar shunday tanlab olindiki, kelgusida bu 
masalalarni EH M  da hisoblash m um kin bo'Lsin. Masalalarni 
taniashda juda ko 'p  adabivotlardan foydalanildi.

«M atematik programmalashtirish* fani quyidagi boiimlarni o 'z 
ichiga oladi: optimizatsiva usullari, o 'yinlar nazariyasi, stoxastik 
usullar, iqtisodiy usullar, chiziqli programmalashtirish, modellarning 
sezgirlik darajasining tahlili, ikki taraflam a baholash, chiziqsiz 
program m alashtirish, Lagraujning ko‘paytm alar usuli, qavariq 
programmalashtIrish masalalari, Kun-Taker nazariyasi, kvadratik 
programmalashtirish masalalari va boshqa asosiy tushunchalar

X alq x o 'ja lig in ing  iq tisod iy  m asa la la rin i yech ish  uchun 
yuqoridagi usullar keyingi vaqtda ko‘p qo'ilanilmoqda. Lekin shtmi 
ham  ta ’kidlash lozimki, barcha ishlab chiqarish korxonahmning



mahlag va xomashyo bilan ta ’minlanishi chegaralangan. Slnmi 
hisobga olib, iqtisodiy masalalar yechilganda bu yechimlar ichida 
kerakii yechimlarni tanlashga to'g'ri keladi. Demak, har bir aniq 
iqtisodiy masalani yechish uchun harakat programmasini nazariy 
va amaliy asoslab berish kerak.

Yuqoridagi usullarni tasaw ur qiiish uchun bir neehfa masalalar 
ycchib koTsatiladi.

I. M aterfaliarm  optimal bichish masalasi

1-masala. Yarimtayyor mahsulotlar korxonaga to'qiigan male- 
riallar, tem ir, taxta va oyna varaqlari sifatida keitiriladi. Bu 
yarimtayyor mahsulotlardan iloji boricha ko'proq deUtllar to'plam i 
layyorlash talab etiladi. Shu bilan birga quyidagi shartlar bajarilishi 
iozim. Jami n partiya material bo lib ,  i partiya t/, birlikka ega. 
To'plam esa m xil turli detaldan iborat. H ar bir to 'pbm ga esa к  xil 
detaldan p ta kiradi. Yarimtayyor m ahsulotlar birligi s ta turli 
usul bilan bichilishi mumkin.

/ partiya yarimtayyor mahsulot j  usul bilan bichilganda к  xil 
detaldan a,n ta hosil bo'ladi deb faraz qilaylik.

л\ bilan V-partiyaningj usul bilan bichilgandagi. soni (miqdori)ni 
belgiiaylik. Bu usuida bichilgandagi к xil detal m iqdori ая х  bo'ladi. 
Bicliishning barcha iisu llaridan hosil b o ia d ig a n  к  xil detal

v
soni X aikrxn ga teng. H ar bir oartiva material helgilangan к  xil

i----1
detaining к  xil umumiy soni quyidagicha ilodadan aniqlanadi.

i S $ ft sX a ik ix \.i + X a i k i x l  i + "- + X a nkjX ni -  X X a ik iX 4 ,
j - I ;-i jr.-.i /=1 ,=:!

Har bir to'plam  к  xil detaldan p k taga ega. Shuning uchun к
xil detal bilan ta ’minlangan to'plam soni quyidagiga teng:

Z k = XX l l ik jx ij .
./=1

To'plam  barcha xil detal lar bilan ta ’minlangan bolishi shart, 
ya’ni materiallarni optimal bichish masalasida shundav x . sonlarni
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topish kerakki, ular 7^ nisbtitinmg minimal qiymat iga m axim um  
qiymat bet ' smbr,  yo'ni

Z k > Z  ( / .= ! , /? )  с о

shart bajarilgaixia Z  ga maksimum qiymat berish talab qllinadi. 
Shu bilan bii qaiorda

.v _ _
' x y = q ;< (/ = U«) i 2)

a:,, > 0. (/' = !,/?, j  -  U ; j .

Yuqorida.giiaidau ko’rinib turibdiki, (2) iom udadagi shartlai.. 
j-partiya q. birlik materia Iga ega boigan  (3) formula e>a
mahsujot sojiining manfiy bo'hrsasligim к» ii.

2. Transport masalasi

2 -raa.sa!». S a m arqa nd  viloyatiniiig ikkita bazas idan  uchta  
tumanga bir j in sit. tovarlami tashish kerak bolsin . Tovadar  zaxirasi 
birinchi bazada 400 tomia.  ikkinchi bazada 600 tomia, Birinchi 
tumanriiiig iovarga ehtivoji 350 tonna. ikkinchisiniki 450 tonna va
uchmchismild 200 tonna. Birinchi bazadan uchta tumangaeha 
b o i g a n  .masoiaiar mos holda 10 km, 20 km va 30 km. Ikkinchi 
bazadan uchta tumangacha b o ig a n  uiasofaku: mos ravishda 40 
km. 50 km va 60 km ga teng, TumanJarga rovar tashish xarajatla- 
vining optima! vanantlarini topish talab ctiladi.

Bu masalani yechish ucluin quyidagi jadval tuziladi.

janvoi

Bazalar Т«таг Таншйаг
.zirarafari i Л

-----  —
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Tumaniarning bazalardan olgan yuklari x f; (/' = 1,3, j  -  I, з) j^ r

xil taqsim lanishi m um kin. Misol uchun 1 -bazadagi yuklarni 
quyidagicha taqsimiash mumkin:

Xj j = 150, л',3 = 1.50, лу, = 100 t.
2-bazadagi yuklarni esa mos ravishda iste’molchiiarga quyidagicha 
taqsimlanadi: x-,, = 200, x 22 = 300, лч3 = 100 t.

Bu taqsimot bo'yicha transport xarajatlari quyidagicha bo'ladi:

F, - 1 5 0 1 0  + 1 5 0 - 2 0 +  100- 30  +

+200 • 40 + 300 50 + 100 • 60 = 36500 rn.km.
Agar ,v._ lar ikkinchi m arta boshqacha tanlab taqsim langan,

y a ’ni

x ,  = 50 m, x r. = 200 m,
x n = 150 m ,x 2[ = 300 m,x?, = 250 m , .v2( = 100 m. bolsa, 

u vaqtda transport xarajatlari quyidagicha bo'ladi:
F-, --- 50 • 10 + 200 ■ 20 -+•! .50 • 30 + 300 ■ 40 + 250 • 50 + 100 ■ 60 -  39000 tn.km.

I- va 2- variant lardagi xarajatfaming taiqi quyidagicha bolad i: 
/■’, -  F, = 39000 rn.km -36500  m.km ~ 2500 tn.km ■

Demak, transport xarajatlari oshadi. Y a'ni F. F-, dan ko 'ra 
yaxshiroq. Shunday qilib. F. ko‘p variantiari ichidan optimalini, 
ya’ni eng kam transport xarajatlarini talab qiladigan variantni topish 
kerak.

Birinchi jadvalga asoslanib, quyidagi matematik model ni tuzish
mumkin:

,xn + X|2 + xl3 = 400,
X-y. + X: ■ .Л’ ; ' О 00,
х и + л:,, = 350,

Xf2 + x 22 = 450,  {4)

лу, + x23 = 200,

Bu s hart larga asoslanib, transport xarajatlarini quyidagicha 
yozish mumkin;



/-' -  10х., + 20л\2 + 30xi; + 40.r2, + 5()x:? + 60a\.; . (5) 
Shunday qiiib, (4) sistemaning sirunday t yechimkirini

topish kerakki. (5) chizk |ii  fo rm a (m aqsad  1 asi) m in im u m  
qiym at go ega bo 'is in .

3. Ratsion hmjklagi masata

Faraz qilavlik. mahaliiv sayyobning bir oyiik ratsionini 12 kg 
birlik, ya’ni wfkibi mdikii topgan m ahsubtdan  iborat. Sayyohmng 
rat:>ioni go .s[;i, makai'on mahsuiotlari va sabzavotiardan iborat.

Mahsuloiiar larkibi bo'yicha rnalunioilar quyidagi jadvalda 
beriigan..

2- jad'-wi

k o ’rsatkirbtar Birlik Safrza- 
voltar, x,

Malisron 
auilisuloUart., л,

Go"- 
■sht, x.,

Jami keraki 
malssuiotlar

Oqsilnir-i1. k w i- к- O.LS 0.24 i a 1
iiSsscnr
Оцч1:«п^ ; :ia 8 200 WOO

m i X 1 1.5 450
! kg mng a.it.s' I 1.2 7 ".

MasaSaning matematik modetmi iuzing. 

jadvalga asosan quyidagi model tuziladi:

0,18л'! -  0 , 24.x, + 1,2 л- >122  

I Oxj -f 8 x 2 + 200л - > 1 000, f%'
15л'; + Ix2 1, :u ' ; > 450. j

х,У), x,>0. x>0.
( i in /km  iuiiksiy;. esa quyidagi ko‘rinisbga ega In/iadi:

F (л\. д а ,л \)—i.v ^ ’d 2 x  + U 5x ,, i l]
Shunday qiiib, (6) .sistemaning shunday >к>Н1 va vmisbai yeehim- 

iarini topiah kerakki, (7) maqsadli. funksiya qiymati minimum
bo'isin.

Bunday  ;v,;:>'>ida!rmi yechish п о П а п т  keyingi. m.aviulaada 
ko'ramiz.



I BOB
C H I Z I Q L I  F R O G R A M M A I A S H T I R I S H

!-§, Chiziqli programmaiashtirislrasng asosiy masalasi va citiziqli 
progranimaiashtirish masalalarini asosiy masalaga keltirisli

Chiziqli progrnmmaiasht irishni ng asosiy masalasi ta ’rifml 
quyidagicha berish mumkin.

Bizga chiziqli funksiya {maqsadli funksiya)

F  = qx ,  + c2x 2 + ... + c-,rv,. ( L I )

va /?-n o m a ’!urn!i m~ta chiziqli tengiamaiar  sistemasi

а д  + a\2-xi + -  + щ„х„ = h ,
a2ix, + a22x 2 + ... + ab,xr = b2.

Д', > 0, x 2 > 0, ... , x,, > 0.

berilgan bo'lsin.
Bu yerda (1.2) sistemaning shunday yechimianoi  topish kerakki. 

( 1.1) chiziqli Hmksiva (maqsad funksiyasi) eng katta (maksimum) 
yoki eng kichik (minimum) qiymat qabul qilsin.

Maqsad funksiyasining eng katta yoki eng kichik qiymatlarini 
topish masalaning qo'yilishiga bog'liq. Ishiab chiqarishda daroma<i 
oiish talab efilsa, chiziqli funksiyaning eng katta (max) qiymatlari 
topiladi.

.Agar ishiab chiqarishda xarajatlarni rcjalashtirish kerak bo ‘Isa, 
u holda chiziqli funksiyaning eng kiciilk (min) qiymatlarini topish 
talab etiiadi.

K o 'p  m asalalarni yechganda x., x, .... x,; o 'zgaruvchilarga 
qo'yilga.11 cheklovlar chiziqii tengsizliklar sistemasi ko'rinishida 
benladi. ya’m



М  - ап*2 + ... + й|;Л  </),, ] 
а2[Х] + а22х} + . . .  + а-,„хп < Ы, \
.......... ........... .................. . j П..З)

ат[х, + ат2х 1 +... + атпхг, < Ьт .\

Наг qanday (1.3) ko 'iinishdagi shartlarni chiziqli program- 
malashtirishriing asosiy masalasidagi ko'rinishiga keltirish mumkin.

Haqiqatan ham, (1.3) sistemasining birinchi fengsizligiga y,. 
ikkinchisiga y, va h.k. w-tengsizligiga y ir qo‘shsak, (! .3) sistermga
ekvivalem bolgan quyidagi sistema hosil boladi.

+ at2x 2 + ... + a]ix ll + y t = 6,,
(7мЛ'| 4- a n X 2 4- . . .  4- a 2 , . X n -4 y 2 -  b 2 ,

£*„„*, + amlx 2 4-... + amilx h + -  bm. ( l -y )

x. > ( ) , / “  I , /? , .... > 0. j  -• \ j n

Shuni qayd qiiish kerakki., (S.3') chiziqli tengsizliklar siste
masining yechimi (i.3 ) tengiiklar sisteniasini Siam qanoatlaniiradi 
yoki aksineha.

Tengsizliklar sistemasi quyidagi ko'rinishda

:?l. .V| 4- Cl, -,.Л\ 4- ... 4- (I г  Bt. 

a:nx, 4- a22x2 + ... + щ,х„ > Is,

a m)X \ + ( lm1X 2 + + a ,n,:X n 'г  Пгг . * ̂
x, > 0 , i ~  l, л . .... у ; > 0, / -  1 j n

boMganda ham masala yuqoridagi kabi yechiiadi. ya’ni bu yerda 
musbat y, y ri lar mos ravishda ayriladi. Demak, chiziqli 
p rogram m alash tirish  m asalalarin i asosiy masalaga keltirish 
mumkin. Shunday qilib, (1.2) sistemani 0 ga teng yoki noldan 
katta yechimiarmi topish kerakki, (1.1) chiziqli forma (maqsadli

10



funksiya) eng katta (max.) yoki bolniasa eng kichik mini)  qiym.a 
qabul qilsin.

T a ’rif. (1,2) s is tem aning  manfiy b o lm a g a n  ha i  qanday 
yu:h im br to'plamiga mumkin b o ig an  yechimlari yold masalaning 
tayanch rejasi deyiladi:

x2, ... , x„)
Bundan keyin chiziqli funksiya maqsad funksiyasi deb yufuiiadi. 

Maqsad funkslyasiui maksimumlashtiruvehi (miiiimuinlushtiruvchi) 
mumkin bo igan  barcha yeehimiariga optimal  yechimiar deyiladi 
yoki optimal reja. Siam deb ymitiiadi.

Chiziqli programnialashurishning asosiy masalasini yechganda, 
odatda. simpleks usulidan foydalamladi.

2 -§ . Simpleks usuli

C hm qli progranmialashtmshning asosiy masalasini geometrik 
usul yordamida yee.hiiganda tenglamalar sistemasiga va maqsad 
iunksiyasiga kiruvchi o 'zgaruvchilar soni qancha karn bo'lsa. 
masalani yechish shuncha osonlashadi. Agar o'zgaruvehiiar soni 
juda ko'p bolsa, masalan, qavariq shakl uchlarinmg soni bir necha 
million bo ’lsa, u holda maqsad ftra.ksiya.sin.ing eng katta (eng kichik) 
qiyiital'laiini topish hozirgi zarnon. hisoblash mashinalariga ham 
og‘irlik qiladi.

'v". . - 4

A -
. ’ ! !

\:\

j

/, i-chiima.



Haqiqatan ham, n! ta uchga ega boigan qavariq ko'pyoqlik 
beriigan bolsin  ( i . 1-chizma). Masalani yechish uchun ko'pyoq- 
likning ni ta uehlariniog koordinatalarim topib maqsad funksiyaning 
bu nuqtalardagi qiymatlarini taqqoslash kerak. Agar operatsiyalar
soni «>15 bo lsa ,  u holda masalaning zarur bo igan  yechim ini. 
topish hozirgi zamon hisobiash mashinalariga ham  oglrlik  qiladi. 
Biini ko lsa tkh  uchun Stirling fotm ulasidan foydalaniiadi:

Agar qavariq ko'pyoqlik uchlarining soni «=20 b o lsa , masa

laning shartlari 2 1 0 '* dan ham oshib ketadi. Bu yerda qavaiiq 
ko‘pyoqlikni.ng lozim boigan  uchi koordinatalari ni taniab olish 
uchun sekimdiga 10 million operatsiyani bajaradigan hozirgi zamon 
hisobiash mashinalariga 5000 yil ham  kamliJc qiladi.

Yuqoridagi misoldan ko*rinib turibdiki. bunday masalalarni 
yech ish  u c h u n  m axsus u su lla r  ish lab  c h iq a r is h  lo z im k i, 
ko‘pyoqlikning uchlarini tanlash ta rti’osiz emas, balki maqsadli 
ravishda amaiga oshirilsin. Masalan, ko‘pyoq!ikning qirralari bo'ylab 
shunday harakat qilish lozimki, har bir qadamda maqsad funksiyasi 
F ning qiymati maksimum {minimum) qiymatga tom on tartibli 
ravishda intiisin ( 1.2-chizma).



Simpleks usul birinchi b o lib  ainerikalik olitn 13. Dansig tom o- 
nidan 1949- yili taklif etilib, keyinchalik 1956- yilda Dansig, Ford, 
Fulkeron va boshqalar tomonidan to ‘la rivojlantirildi. Lekiii, 1939- 
yilda rus matematigi L.V, Kantorovich va uning sbogirdlari asos 
solgan yechuvchi ko‘paytuvcliilar usuli simpleks usulidan ko'p farq 
qiimaydi. «Simpleks* so‘zi n -o'lchovli fazodagi n+ i ta uchga ega

)l
bo'tean oddiv qavariq ko'p voqlikni ifodalavdi. Simpleks bu X  x f< -  *

ko'rinishdagi tengsizlikiaming yechimlari sohasidir.
Simpleks usuli yordamida chiziqli program m alashtirishning 

ko'pgina masalalar! yechiladi.
Bu usul yordamida chekli qadainlarda optimal yechimlarni 

topish mumkin. H ar bir qadam da shunday m um kin b o ‘lgan 
yechimlarni topish kerakki, maqsad funksiyasi ning qiymati oldingi 
qadamdagi qiymati (miqdori)dan katta (kichik) bo'lsin. Bu jarayon 
maqsad funksiyasi optimal (maksimum. yoki minimum ) yechimga 
ega bo'iguncha davom ettiriladi.

Simpleks usulini tushuntirish uchun quyidagi masalani ko 'nb 
chiqaylik.

Masala. Quyidagi tengsizliklar sistemasining

av x, + an x 2 + ... + аь,хп < b{, 
a - n X j  + . . .  +  a , „ x „  <  b , .ih ,X1-Ч

manfiy bolm agan shnnday yechimlari -Y,—u,, x, =  a,, 
topilsinki, maqsad funksiya

f i x , : . . x n) = clx l +c2x 2 +... + cirx„

(1.5)

a

( 1 .6 )

maksimum yoki minimum qiymatga ega bo‘lsin.
Bu masalani yechish uchun (1.5) chiziqli tengsizliklar siste- 

masiga shunday y., y } v„ manfiy bo'lm agan o'zgaruvchilarni 
mos ravishda qo‘shib, quyidagi ekvivalent sistemani hosil qilamiz:

13



аиХ\ + а)2х 2 + ... + aUlx K + v* 1>. 
a2lx, + a22x 2 + ... + a2lix., + y ,  = l \ .

a m ix ! +  a „ ! l X i  +  ••• +  a nm X n +  У т  =  £\ r !

bunda X; >0 . y. > 0 . i -  !,/?, У = ! ,w .

Ij holda maqsad fnnksiyasi quyidagi ko'rinishda yoziiads:

f{ -0 - .V,„ }), y , , . . . , y m) =

~ C1X1 + + •■• + C,:X„ + ( I >|)
+0-.F, -t- 0 • js  + . , .44) j ’,,,.

Agar (i,7) d a n „t, -  лч = ... = x„ = 0 deb olsak. birinchi mumkin

boigan  yechimiar ro'plami у,- = h-.J = \,>n, = 0, / ~ I, it hosil 

boiadi, Du holda maqsad funksiyasi 0 ga teng, y a lii

F (0 ,0__ , 0, о , , = 0 .

Simpieks lisusini qollaganda ketma-kc.1 jadvallarni a!maxfnirkh 
ancha quinv boiadi. Jadval ni luzishga olamfz:

!) v t •> y uqoridag i m+ ! sa trig a  m aqsad funksiyasan ing  
fcoeffi M'f ri joylashtiriladi;

2) jadvalning yuqoridagi 2-.sai.Tiga o 'z g a r tc /c h i  x... v , ..... у , г., 
у, j-,„ lar yoziladi;

3} x r л , ........xn laming kool'llfsienrlari jadvalning asosiv qi^r.iiid
tashkil qiladi (asosiy marrusa},, u у  t y„ o'zgaruvdidasu-a^ 
koefiiLsiendari esa bosh diagonal bo'yicha yozihb, birlik matritsani 
tashkil etadi;

4} ja d v a ln in g  oxirgi sa t r ig a  indeksSar satri d e y i ia d i  о.* o v .  -..a i
maqsad tunksiyasiga qamashuvchi o '^gaiuvchdanung kooi'l*jt:.icnt- 
larini leskari isbora bilan olingan koCi’FiisjenUar с а р и  и; Jduii,;di. 

Natijada quyidagi jadval hosil boiadi.
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Dastlabki beriiganlarnfng asosiy jadvali

ra+1 I 11 h i c, c2 . . . 0 0 0
Maqsad
funksiya

satri

X , \ n y, y. ym
O'zga-

nivchilar
satii

I 0 у  > b. nii ii j 3 . . i ro
|

0 Birlik
matritsa

■-) 0 V, b ; Cl-, , 0
! l

0
к

I -
in 0 V• in h •Cr k i a „ V о Ю I

Indeks
satri 0 -S ] -s.

\

\
0 0

Maqsadli ustim \  O'zganiiat.lai: usnmi Aso.siv matntsn
\

О ‘ zga ru vdi ila r ust u ni

Bu jadvalga asoslanib, birinchi simpleks jadval tuziladi.
Dastlabki berilgan laming asosiy jadvalini tahlil qilamiz. Indekslar 

satrini tahlil qilganda satr elementlarining musbat va manfiy qiymat- 
lariga e ’tibor beriladi. Agar indeks satri elementlarining ham im si 
musbat bo'Isa. u holda mumkin bolgan yechimini o'zgartirib bo‘l- 
mavdi va bu yechim optimal yechim bo‘ladi. Faraz qilaylik, indeks 
satri elementlarining ichida bir nechta manfiy sonlar mavjud va 
bu manfiy son (-s^ ga teng bo'lsin. (-$,) ni qora chiziqli to 'rt-  
burchak ichiga olamiz. Bn ustunga yechuvchi ustun deyiladi. (-Sj) 
joylashgan ustun elementlarini ham qora chiziq bilan chizilgan 
io ‘rtburchak ichiga olinadi. Bu yerda sliuni ham aytish kerakki, 
agar bordi-yu indeks satrida bir-biriga teng bir necha kichik manfiy 
sonlar bo'Lsa, u holda chap tom ondan boshlab birinchi katakdagi 
manfiy son tanlanadi. Yechuvchi satrni topisli uchun o'zgaruvchiiar 
ustunidagi sonlarni kalitli ustimdagi mos musbat soularga bolib , 
ular ichidan eng kichik musbat son tanlab olinadi. Faraz qilaylik,

Abu son r, bo'lsin, у a m 
■'12
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К = eng kichik [• = - i -
(/?!2 Cln  am2 J a\\

Birinchi simpleks jadvalda S v 5‘,. ..., 5'i/+, ning qiym athri quyi
dagicha topiladi:

S, -  ! +/>, + V t/j/. 5 , = |  + 6, f f  a2i, 
ы ы

s»< =1 + к +2Х,-
» !

= о

/•;+ i /77 //; m m a

S  ”  I  s - = -  1 * I ' i  + I X  -  I " : .  -  -  + 1 " , , - l o
/=! ‘--I /--! ; -! /=! Ы

Ikkinchi simpleks jacJvahsi luzishga o'uuniz. Ikkinchi simpleks 
jadvalda ckzgaruviehihr шшгп o'zgaradi. Bn ustunda yangi o ‘z- 
ga rave hi x  yechuvchi sairdagi u ning o 'm ini egadaydi. Ya'ni 
yechuvchi unandagi o'zgaruvcfii yechuvchi salrdagi o ’zgaruvchi-
’■■•g; -..'g'inoi .gaHaydi

v ■-yangi jadvaiHanu tuzganda ham bu qoida saqlanadt. 
d r ia c  hi м т  ricks jadvaldagi yechuvchi satrga ikkinchi simpleks 
jadvalda bosh sair deb ataiadi va bu sat rdagi har bir katak quyidagi 
lormuia yordamida to'idirikidi:

A
bunda:
К  -- yechuvchi son:
O. — oklingi son:
B. hosh satr ek-mcnilari,
Ikkinchi s im p le k s  .jadvaisda bosh s a h ia rd a g i  kaiaklar QMyidagi 

tornui!n yordamida lo'kliriladk Y eehuvd 'H  usli in  b i h u  >cdn;vc{:s

s ft



',avr kesishgan katakiarda turgan son К  = A
ga yechuvchi son

deyiladi. Yechuvchi sair ham qora chiziq bilan roatbavchak ichiga 
olinadi. Dastlabki berilganlar jadvalining oxirgi ustu-.aga «ekshimh 
usuu'ii joyiashtiriladi. Tekshinsh ustun idagi har  fcb- son o'zgar- 
mayla>' us tunkian  boshlab sairdagi sonlar у а е ' п н Ь ^ а  lengdir.  
TckshUish ustun idagi sonlar yechuvchi ustimni tnpbada qoMlanii- 
maydi. 'Natijacia birinchi simpleks jadva! hosii. bo’faun

BirincSti sim pleks jadval

I Vi

I * II

Hi!- I M..U!- 
Kiek', • sadii
| П | iXiiin

III

. ! ’’

a ,

у ,

A..

o

... i..

.. Tek-
sliirinh

ycebuv- 
chi satr

Y с сi m y \is.tuni \
Ycciimchi ч'гг,

Boshqa satrdagi kaiaklar quyidagi formula yordamida iultimladi:

A- = О- - I К
N a; da •
O.  okangi sou,
A ... yeeimvehi ■-■ом:
К ..  О ga iv.oi-j b o ’igan yechuvchi sairdaa: son;
АУ .. 0_ gy mos bo ig an  yechuvchi ustundagi so a.
Y uqonday j  formulaiar asoslda yangi 1,!стеа*гч-м 

:Mmnieks iadvai ekaaeatka i orqali hisoblab e h i q s a i • •



simpleks jadval hosil bo 'lad i.  Bun dan  keyin maqsad!; satrni 
yozmasak ham bo lad i, chunki bu satr element lari keyingi jadval- 
larda qo'llamimaydi.

Ikkinchi simpleks jadval

M + l I
Г  f 

11 5 III
!

*i x2 ... xn S1 S2 ... \
Tekshirish

ustuni

1 0 x J F i j j
i

s„ = J S12 S, I/a,, 0 0 S', -b o sh
satr

2 0 V., i F, сл =0 C;, c,n d •,, d,2 d,M S ',

.VI 0 .F!u = o
Cm..- сin̂ i d ml

——  
D _ ,-j S 'iii

s ',,-

in
deks
satri

I

1

F ' <1 0'-, cx
P.

1

P, "• 
j

Bu jadval katakiaridagi sonlar quyidagilarga teng;

+ 1 & J -
Ы /=1

П Я;
$т = + X CW +

/=1 j-l

^ = ^ + i « / + i P y
/■=; .m

Bosh satr elementlari:



/ ! / 0 n / 0 ог/,, = — , </, := —  = 0, ..., с!и, = —  = 0.
u i I L,\ \ l!i i

Ikkinchi satr katakiaridagi sonlar:

F, = b2 -  , < • , , = « „ -  -  0.........  cs„ = a , ,  -
Щ | t/| | ,

m -safr e iem enU an:

1 m ~ "ы --------- » c -  am\------ ; ----~ ” , <-nm ~ U<un------------
Q\ I <71 ! a \!

t?l I a \ 1

Indeks sa.tr elemenfiari:

к „ о - ! Ь Ж ,  л . < г П ! « „ о .
«I !

.......
Cl11 t,?l.

........ p^ o - ^ L o
Cti ! 1̂ 1

Agar ikkinchi sini|>Ieks jadvalning indeks satridagi kaSaklardagi 
s o n lam in g  ham m asi m usbat boMsa. is holda. bu jadvaidagi 
yechimkirga optima! yechimlar deyiladi va maqsad ftmksiyasining
optimal qiymati

F,(Fi- 0, 0........  0, 0. F2, F3, ..., Fm) = с*.F\ + c2 • 0 +... + cn ■
. о + 0 ■ 0 + F> ■ 0 -r F} ■ 0 + ... + Fm ■ 0 = e, Fx 

bo lad i,  bun da:

*1 = }], x 2 =(). X-, = 0, ..., A‘/; = 0,
j ' i = 0 ; y, = F2, .in = />  ..., y m = -F /
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Agar indeks satrida manfiy sonlar mavjud b o lsa . yuqoridagi 
yechimiar optimal yechim boim aydi. Shuning uchun yuqoridagi 
qoidalam i ikkinchi simpleks jadvalga qo'ilab, uchinchi simpleks 
jadval tuziladi, Jadvallarni almashtirish (yaxshilash) indeks satrida 
hanim a kataklardagi sonlar musbat bo iguncha davom ettinJadi.

Simpieks jadvallarni tuzganda quyidagi qoidalaiga asosiy 
e ’tibomi berish kerak:

1) ague yeclfflvehi ustunda noi bo'lsa, kelgusi jadvaida shu nol 
turgan satr о 'zgarmaydi;

2) yechuvclii satrda nol bo'lsa, bu no! turgan ustun kelgusi 
jadvalda o'zgarmaydi;

3) har bir o'zgaruvchi ustun va mos o ‘zgaruvclii safr kesishgan 
katakdagi son  I ga teng bo'lsa, bu ustundagi boshqa katakdagi 
sonlar nojga teng.

Shu vaqtgacha maqsad fimksiyasiiiiiig maksimum qiymatini 
izlagan edsk. Lekin avrim  masalalarda maqsad funksiya.sining 
m inim um  qiymatiarini topish talab etiiadi, ya’ni

ГШ1!1 -  - F av,K = -Cjx, -  c2x -  ... -  c,x„ yoki,

' У. ' — 1 'mir, 4 "̂"l 1 1 ’’'' 1 r '"  ' '"■< ,!"j; '
Bunda n ko'nrtadiki, masalaning maksimuniini topish yetai.1i. 

Shunday qilib. har qanday maksim um  qiym at ta sab qUingars 
masalaiami naga ekvivaient boigan minimum qiymatni talab qilgasi 
masalalar bilan almashtirish mumkin,

Yuqondagi qoicia va forniulaiardan foydalanib. quyidagi masalani 
yechamiz.

I-raasaia. Korxona da ikki tur buyum ishlab chiqarish uchun 
uch xil xomashyo ishlatiladi. Birinchi tur buyum ishlab chiqarish 
uchun birinchi xil xoraashyodan 6 kg. ikkinchi xil xomashyodan 
3 kg, uchinchi xil xomashyodan 4 kg ishlatiladi. Agar korxona 
birinchi xomashyodan 600 kg. ikkinchi xil xomashyodan >20 kg, 
uchunchi xil xomashyodan 600 kg la ’min etiigan va bn inchi xil 
buyumni soiganda har bir donasidan 6 so'm , ikkinchi xii miynnmi 
sotganda esa 3 so 'm  foyda olganda, korxona ishlab chiqarishini 
shunday rejahshtiringki, olingan dam mad maksima! ix-'isin.

Yechish, Faraz qilayiik, birinchi tur buyumuan v, d-»na. ikkinchi 
tur buyumdan x, dona ishlab chiqarilsin

20



Masalaning shartini x, va ..v, o'zgaruvchilarni o ‘z iohiga oi^m  
quyidagi tengsizliklar sisternasi Jco'rinishida yozisSi mumkin:

6x, + 2x-i < 600,!I ,

4x, + 3x> < 520, *
(1.9)

3x. + 4an < 600.

,v, > 0„ x, > 0. 
U  holda maqsad funksiyasi

F ( x , , x , ) = 6x, + За',
bo ladi .

(1.10)

Demak,, (1,9) chiziqli tengsizliklar sohasida shunday maniiy 
h o ‘lm agan y ech im la rin i topish kerakk i, m aqsad  fu n k siy a

si F (a .,  as ) maksimal qiymatga ega bo'lsin.
Masalani simpleks usuli bilan yechish itdum ( 1.9} tengsizliklar 

sisiemasi tenglarnalar sisiemasiga keltiritadi:

Maqsad funksiyasi esa quyidagicha boladi:

F (x ,. x2, 1’, , y , . >*3 ) = 6x, + 3x2 + 0 • + 0 • y 2 + 0 - y - , (1.12) 

Agar i j .10) dan x,—0, x,=0 deb olsak, u holda >’,-600 , y 2~S20. 
y,=600 ga teng boladi. Demak, birinchi bazisli yechimlar x (=0, 
x ,= 0 , у, =600, v =520, >’,“ 600 bo'ladi. Endi maqsad fiinksiyasining 
bu yechimlarga mos qiymati topiladi:

6л s + 2x, -f j'j =■ 600,

(1.11)

3X| + 4.x\ + v, = 600.

X| > 0. x2 > 0, y } > 0, у 2 > 0, y } > 0 .
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F£0, О, ООО, 520, 600)^6-0j--3'0r&00'0+520-0--r&()0-0^\i.

Bundan kCriaib turibdiki, ishlab chiqarish hali boshlanmayan.  
Simpleks иш! qoidaiaridan foydalanib. dastlabki benlganlam iug 
asosiy jadvali tuziladi.

Piistlahki beriigaisSarnsng asosiy js*<lva.li

I II I II 6 3 0 0 0 Maqsad satri

X1 Л, ' , за
07gni'uv- 
ehiiar >,;mi

i 0 У, 600 6 2 1 0 0 Asosiv 
ini,'antsst

7 0 y, 520 4 3 a ! 0
-

I 1
' 1 Si

3 a 3 4 0 0 1

in 
deks
satn

M;sq-
s;ul

UStUl'ii

O 'z- 
g;.:i'trv -
vail,»!' 
i: .tuni

p=,-(i -3 0 a 0

Dastlabki beriigan lam ing asosiy jadvaliga asoslanib, Ы l ine hi 
simpleks jadval tuziladi,

IfiriRcbc simpleks jadvai

IV 1 !i 11! 6 3 t) 0 « TekslsLrisfe

*, X , 1 V; У,
astern 

(ini> ! i niii (J X ____ J 600 6 0
^<vi 1 i) 0

\

.C 0 J , 520 4 3
\  ° 1 0 528

3 0 V, 600 3 4 \ o 0 i 60S

indeks
satri

Maqsad
u s iin u

F - 0 -6 -3 
~t----- \

a 0

Yechuvchi u^!on Yechuvchi >.on



Bu jadvaldan ko'rinib turibdiki, indeks satrida manliy чип!,и 
bor. Bu sonlar ic-hidan eng kichigi topiladi. Eng kichigi {-б, -3)
-6 bo‘lgani uchun bu ustun yechuvchi ustundir. O'zgarmashn 
ustunidagi sonlarni mos ravishda yechuvchi ustundagi soularga 
bolib , uiai ichidan eng kichigi topiladi.

[600 520 600] 600
m in  i ------ , -------. -------Y ~  — — =  I Oil.
m,n 1 6 4 3 j 6

Bu satrga yechuvchi satr deyiladi. Yechuvchi ustun va yechuvchi 
satr kesishgan katakda joylashgan K~  6 songa yechuvchi son
deyiladi.

Simpleks jadval tuzish qoida va torm ulalaridan foydalanib, 
ikkiiichi simpleks jadval tuziladi.

Ikkinchi simpleks jadval

I V

Ш

I

6

О Ш  | x ,

J  .
У .

у ,
1 Tekshirish 
| ustuni

X  | ! 0 0 I 1 / 3 1 / 6 0

' i

, ,  П О !  — b o s h  
0  | 1

i  , 
i s a i l

4

H 0  v , I j t t 0 5 / 3 , - 2 / 3 1

|| 1 2 2  

0  y e c h u v c h i

\ 1 s a t r

1 0 у . 300
0

3 У1/2
v

0

t ~  i

i 303
1 ■ 2

I n d e k s

s a t r i
F , = 6 t H ) 0

-

- 1

а л

Л

> \
— V - 1

0

i

0  | 6 0 ( 1

Vechuvchi listun 4
Yechuvchi son

Indeks satrida manfiy son mavjud bo lgan i rich on ikkinchi 
simpleks jadval tuzilgani kabi uchinchi simpleks jadvalni In/,ami/..
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U ch in ch i s im p le k s  .pd* as

IV I
r*....

IS
---

I I I V X., >1 s , V Tekshiinsli usIbhI

1 0> i 0 3/10 -1/5 0 ...........; t x — "
H)

!.I -/ 72 l -2/5 3/5 U 1 ~ ~z bosh
5.01 г

0 о 272 0 7/5 -<)/■'. ! 272 -

lildi 2".-. 
Slltri FvOO.2 0 3/5 3/5 0 673 —

Sbtmdrty Cjilib, H cliiiichi. s im p leks j;id v a ln in g  indeks satrido 
m anfiy sonlns yo'q. Shu n in g uchun ba jadval optim a] program - 
madir. O ptim al yechim  esa a',~:76, x y :-72, ,ry :::0, /ty--0, jy -2 7 2  ya 
teng, Bu уссьш ш * ( ‘ -i s.) ibrm ubg-i с’оЧз-ок qisykkigi hosil bo'ladi:

F(?6, 72. Oo-. ?72) = ft-7(i+3-72+0-0+0-0-r() 2 7 2 ^ 6-76+ 3-72^672 ,

F  "=672 so ’m.
Demak, maksimum daromad oj.is.li uchun birinchi iur buvurn- 

dan .>• ~7b dona, ikkinchi tur buyunidim esa .v ,=72 dona ishiab 
cliiqansh ken;к ekun. Endi yuqoridagi simpleks usul bil.sn sechHgnn 
masakiiuiiy s.vomemk taiqmini benuniz. Oldin (i.H) tenys.i.zliki.ai 
sistemasim qinioatlantiruvchi soba emziiadi. Buning uchun (L8t 
tengsizliklar м е с т а м  teugiamafar sistemasi ko4inLshida yoziladi

( x} 1 0, / - U K

6л"[ +- 2xi — 600. ' (./)

4.v, + 3.x2 -  520. > (If)

3x; -t- 4.y, = 6 0 0 . ! ( / / / )

:v, > 0, x , > 0.
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Bu sisteinaga kiruveiu to ‘g’.o e3ii.zi.qian.ii cbizih, yanm u i • ЛИ 
tashkil qilgun soha topiladi.

I-

OABC!)  k o ‘'pbiirc.hcik uc h la rm in g  koord in a ta la r i  t c rp ia im  
opt imal  yechimiar  lo'plamiga kiradi ( i ,3-chizma):  0(0;  0), B(J4: 
i 19.5), (,'{7b. 72).. A .S 00; 0). Ж 0: 150).

Endi maqsad flmksiyasming 0.4 BSD  fco‘pburchaknsn.g uch la- 
ridagi qiymatiaii h.bobS;madi:

/ ' , (0;  0 ) 0  sokm,
/ ’,(0; L50)~ 6-0+3-150=450 so ‘m .

Fa 1.4: 119,5)=  &■ 14+3-119.5 - 8 4 + 3 5 8 . 5 - 4 4 2 , 5  so 'm ,
F j ’lb: :r2 ) -  (>■ 76-f3• 7 2 5 6 4-216 =6 7 2  so'm...

/*;s( !00; 0 )=  ft 1.00-3-0 = 6 0 0  so ьш .
Demak.

Agar :.-atb. chizig'i 6.yH\1y2---K bo'lsa, К ga 0.1.2. ... qi\ ivuilar 

bcrib. С (6,3) vektori yoOuHishini o ’zgartirmasihm siljilib ooisak.

\

\
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tayanch ch izlg i С nuqtada urinib o 'tadi. M aqsadli funksiya shu 
nuqtada optima! yechimga ega b o ia d i.  Tayanch ch iz ig in in g  
tenglarnasi: x ,-7 2 ——2 (х -7 6 ); Д 76; 72)=672 s o i n  maksimum 
daromad bo'lib, simpleks usul yordamida topilgan optimal yechimga
mos keladi .

2-m asala. Quyidagi masalani chiziqli programmalashtirishnmg
asosiy masalasi ko'rmishida yozmg:

2X| -r x 3 -  ,v4 +  x ,  < 2,

X l ~  -x  3  +  ~ J i 4  +  X S  ~  3 -  

2 x 2 + л;-; -  x 4 +  2 x 5 <  6 ,

x } + x4 -  5x.- > 8.

л , ,  x> , x 3, x 4, x s > 0.

F  (x , , x , , x 3. x 4. x 5) = 3-Yj -- 2 л 2 -  5.v4 + x s max.
Yechish. Bu masalani chiziqli programmalashtirishning asosiy 

masalasi ko'rmishida vozish uchun musbat bazisli o'zgaruvchilar 
xL, i s„ x9 ni <•<>> beigi bo igan  tengsizlikiarning chap tarafiga 
qo'-shilads yo :i «>» ishor.-.:.i boigan tengsizlikiarning chap tarafidan 
ayriladi. U ho Ida quyidagi hosil bo'ladi:

2 x : + x- -  ,v4 +  x 5 + x fc =  2,

Xj -- X; 4- 2x4 + X̂  + X-J -  3.
к

2 x ;> -i- Xi -  x 4 + 2 x5 4- x f; -  6, 

x, 4- x 4 ~ 5 x5 — л;, = 8.
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х , , л'2, х г. х4, х5, Х(,, Х-), хк, х , > 0.

Shunday qilib, bu masnJani chiziqli programlrnkisltiiri^hs 
astwiv masakisi ko’rinishida yozish mumkin. Quyidagi sharia

2x, + x, -  x4 + x5 + xf, = 2 ,

x, -  x ,  -f 2 x 4 +  x 5 +  x 7 -  3,

l x 2 +  X3 -  x 4 + 2 x s +  x s. ~  6,

X; +  x 4 -  5 x 5 -  X,, =  8 .

Xj, x : , x 3 , x.}, X ,, x (i, x 7 , x s , x 4 > 0

b a ja rilg a sK lu ,

F (Xf, x2___ x .}) =  3x, -  2x2 -- 5 x 4 f  x5 +• 0 ■ x 6 +  0  • x7 +  0  • x s +  0 ■ x ()
f u n k s iy a n in g  m a k s im u m  q iy r n a i in i  to p in g .

3-1Ш »а1а. 
asosiy masalasi koTinishidn yoziiig:

2x; -  X-! -  x, + x, < 6,

x, -r 2x, +  x %-  x 4 > 8 ,

3x , -  x2 + 2x-< + 2x4 < 10,

-x , + 3x, + 5x, -  3x, = 15.

X;, x2, X,, X. > 0.

F (x ;, x2, x-,, x4) = -Xj + 2x3 -  5 x 3 + x 4 -■> min.



Yechish. Bu masala shartida maqsad funksiyaning minimum 
qiymatini topish talab etiiadi. Shuning uchun maqsadli funksiyaning 
m inim um  qiym atini top ish  o 'rn iga  F =  - F  ning m aksim um  
qiymatini yuqoridagi shartlar bo'yicha topiladi.

Demak. masala quyidagicha qo'yiladi:

2.v, -  x 2 -  x 3 + x4 + x 5 = 6,

a , + 2x2 + x 3 -  x 4 -  x6 = 8,

Зл, -  x2 + 2x3 + 2x4 4- x7 = 10,

—A"1 + 3x2 + 5 .Y3 -  3a4 + 0  = 15.

a,,x>,a:,,a-4,a-5<-V*7  ̂0
shartlar bajarilganda

F ( x , ,x 2, . . . , a 7) = - a ,  4-2 a2 - 5 x 3 + x4 4 -0 ■ x5 + 0 - x 6 4 -0 -x 7 n in g  
maksimum qiymatini toping.

Topshiriqlar
Quyidagi masalalarni chiziqli programmalashtirishning asosiy 

masalasiga keltiring.

1 . 1 .  5a, -  2 x 2 <  3,

a, 4- 2x2 > I,

- 3 x ,  4- 8a2 < 3 . 

a ( > 0, a 2 > 0.

F = a, 4- 4 a 2 max

1.2. 4a, 4- 3a2 -  a 3 < 24,

3a, 4- 8a, > 14,

A, > 2.

A, > 0, A, > 0.

F  -  3a, -  2a t 4- Ai —> min
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3-§. Sun’iy bazis usuli

Chiziqli programmalashtirishning asosiy masalasini ko'rganda. 
uni tayanch rejasini ko'rsatish m um kin edi. Agarda P. vektorlar 
kom ponentlari berilgan chiziqli tenglam alar sistemasida qatna- 
shuvchi x v x2 xn nom a’lum lar koeffitsientlaridan iborat bo‘lib, 
unda n ta birlik vektor qatnashsa. Lekin shuni ham  aytish kerakki 
chiziqli programmalashtirishning ko'pgina masalalarini yechganda 
Pj vektorlar ichida ham m asi ham  birlik  vektorlar bo lm aslig i 
mumkin. Faraz qilaylik, quyidagi chegaraviy shartlarda

к  1*1 +dV2x2 +,... + alnxn = by,
j a2\x\ + a22x2 +■■■ + a2„Xn =b2 (1.13)
[^ml*l ®m2x2 + •■■ + &innxn =

X j> 0  (./ = i,/i) (1.14)

F(xr  X2, ... X ) =  5 гт 1+ 5 2х 2+ . . . + 5 )х л. (1.15)

funksiyaning maksimum qiymatini topish kerak bo isin , bu yerda 

bj > 0. (/' = 1,/n), m<n va quyidagi vektorlar ichida

4 i  ' ' a\2 < n \ \n
°21 > Рг = a22 i i i 1! M2n

. ^m{ y ®m2 \ 7 ®mn j
P. — vektorlar ichida birlik vektorlar yo'q. 

T a’rif. Quyidagi chegaraviy shartlarda

"11*1 + аП Х2 + + a\nXn + xn+l = 
a2[xl + a22x2 + -  + a2nxn + xn+2 = 2̂>

am]xi + am2x2 +... + amnx„ + xn+m -  bnr 

Xj S 0 ( j  = 1, П + /«)

F(X)= C’x, +  C,x,+... +  С x - M x  -M xv ' 11 2 2 n n я+З
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Х —(х..х„....х  , X X ).v Р 2’ 5 /г И+Р 5 «+л'
Bunda М  istalgancha katta musbat son bo'lib, qiymati, odatda, 

berilm aydi, F(X) funksiyaning m aksim um  qiym atini topishga 
chiziqli program m alashtirishning (1.16) =  (1.14) m asaialarga 
nisbatan kengaytirilgan masala deyiladi.

Kengaytirilgan masalaning tayanch rejasi

X = (0; 0; ...; 0 , v,; v2; ...; v j  
n ta nol.

Pn+I, P . , Pn+m birlik vektorlar sistemasi orqali aniqlanib, n 
ta vektorlar fazosida bazisni tashkil qiladi, qaysikim sun’iy bazis 
deyiladi. Shu bilan bir qatorda, Pn+V Pn̂ v ..., Pn+m vektorlarga

vajc^+|;x%+2 >—*x%+m o ‘zgaruvchilarga sun’iy o ‘zgaruvchilar deyiladi.
K engaytirilgan m asala tayanch rejaga ega b o ig an i uchun, uning 
y ech im larin i sim pleks usul bilan top ish  m um kin. Bu yerda 
quyidagi teorem a o 'rinlidir.

l.l- te o rem a . Agar kengaytirilgan masalani

( 2  4 ) —( 2 .6 ) n i x *  = ( x ? - , x ! ; . . . X ;  *«+i o p t i m a l

rejaga ega bo'lib, sun’iy o ‘zgaruvchilaming qiymatlari x*+l -  0 ,

( i= l,m ) bo lsa , u vaqtdaX*(x*,x2 ,...,x%) (1.13)—(1.1.4) masalaning 
optimal rejasi bo iad i.

Shunday qilib, kengaytirilgan masalaning topilgan optimal rejada 
su n ’iy o 'zg a ru v ch ila r nolga teng  b o is a ,  u vaq tda  dastlabki 
masalaning optim al rejasi topilgan bo iad i.

Shuning uchun kengaytirilgan masalani optimal rejasini topishga 
alohida to 'xtab o ‘tamiz.

Demak, X— (0;0;0;...;0; b{, b j  kengaytirilgan masalaning
rn

tayanch rejasi b o isa , u vaqtda chiziqli f o r m a = - M £ Ы ga tenc
/=!

m
bo‘lib,Ay = Zj - C t ning qiymati A/ = -A /X  Ot/y-Q. Shunday qilib,

/=I
F() va Z  -C .  ayirma bir-birtga bogliq  boim agan ikkita qismdan
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iborat, bittasi M  ga bog liq , ikkinchisi esa bog liq  emas. Bundan 
keyin F0 va Д. qiym atlarni hisoblaganda kengaytirilgan masalaning 
beriigan qiym atlari jadvalga kiritiladi, bu jadvalda bitta qator 
oldingi simpleks jadvaldan k o ‘p b o ia d i. Shundan keyin (m+2) 
qatorga M  ning koeffitsentlari joylashtiriladi, keyin esa (m + 1) 
qatorga M  ga b o g liq  b o lm ag an  koeffitsentlarni joylashtiriladi.

Bir tayanch rejadan ikkinchi tayanch rejaga o ‘tganda bazisga 
(m+2) qatordagi absolut qiymat jihatdan eng katta bo igan  manfiy 
songa mos b o ig an  vektor kiritiladi. Bazisdan chiqarilgan vektorni 
bir necha almashtirishlardan keyin jadvalga yozmasa ham  boiadi, 
Lekin ikkinchi masala yechilganda bunday almashtirishlar kerak 
boiad i.

Shuni ham  aytish kerakki bir necha almashtirishlardan keyin 
s u n iy  vektor bazisdan chiqm asligi m um kin. Shuning uchun 
sim pleks jadvalla rn i h isob laganda b irinch i tayanch  rejadan , 
ikkinchisiga o lg a n d a  sim pleks usuln ing  um um iy qoidalariga 
asoslanish kerak. Simpleks jadvalning (m+2) satrini almashtirish 
quyidagi holatgacha davom ettiriladi:

1) ham m a sun’iy vektorlar sun’iy bazisdan chiqarilguncha;
2) ham m a sun’iy vektorlar (m+2) qatordan bazisdan chiqaril- 

m agan, ya’n i m anfiy elem entlar R l Rr ..., Rn+m vektorlarning 
ustunida yo'q. Birinchi holatda bazis bir nechta tayanch rejaga 
javob beradi. Shuning uchun  (m +1) satrni to ld irib , tayanch reja 
topiladi.

Ikkinchi ho la tda, agar (m+2) satrning Ro vektor ustunida 
manfiy son b o lsa , dastlabki masala yechimga ega emas; agar u 0 
ga teng b o lsa , u vaqtda topilgan tayanch reja va bu rejaga tu g ln a  
reja deyiladi va bazis kam ida bitta sun ’iy bazis vektoriga ega 
deyiladi.

Agar dastlabki masala bir necha birlik vektorlariga ega b o lsa , u 
vaqtda ularni sun’iy bazisga kiritish kerak. Shunday qilib, chiziqli 
programmalashtirish masalalarini sun’iy bazis usuli bilan yechish 
uchun quyidagi qoidalarga rioya qilinadi:

1) kengaytirilgan masalani tuzish;
2) kengaytirilgan masalaning tayanch rejasini topish;
3) oddiy hisoblash natijasida simpleks usuldan foydalanib, sun’iy 

vektorlarni bazisdan chiqarish.
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Natijada:
a) tayanch reja topiladi;
b) tayanch rejaga ega emasligi ko'rsatiladi.
4) topilgan tayanch rejaga asoslanib simpleks usuldan foydalanib, 

masala yechiladi yoki b o lm asa  masala yechim ga ega emasligi 
ko'rsatiladi.

4-m asala. Quyidagi chegaraviy shartlarda

2Xj + x2 -  2x3 + x4 = 24;
• Xj + 2x2 + 4л'ч < 22; 
х, -  x2 + 2x3 > 10.

X, > 0, x2 > 0

F = -2x, + 3x2 -  6x3 -  x4 funksiyaning minimum qiymatini toping.
Yechish. M asala chiziq li p rogram m alash tirishn ing  asosiy 

m asalasi k o ‘rinishiga keltirilad i:
Q uyidagi chegaraviy shartla rda

2X| + x2 -  2.V3 + x4 = 24,
• xt + 2x: + 4.X3 + x5 = 22, 
x, - x 2 + 2x3 - x 6 = 10,

Xj 'г 0,(7 = 1,6)

F(x) = 2xt -  3x2 + 6X3X4 funksiyaning maksimum qiymatini toping.
M asalaning oxirgi sistemasidagi nom a’lum lam i koeffitsent- 

laridan tuzilgan vektorlarni k o rib  chiqaylik:

' 1 ' - 2 ' l  '

Pl = 1 ; A  = 2 ; P- = ; P4 = 0

1v / - 1V / 2 0V. /
'O' ' 0 ^ '2 4 '

II 1

0V

11 0

- 1V >

li 22

10V /

R., R2, R v  Rv  R-, va Rf[ vektorlar ichida. faqat ikkita birlik 
vektor mavjud (R4 va /?.). Shuning uchun sistemadagi 3-tengla-
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m aning chap qismiga m usbat qo 'sh im cha o 'zgaruvchi x7 in 
kiritamiz va kengaytirilgan masalani yechamiz:

Y a’ni quyidagi chegaraviy shartiarda

2xt + x2 -  2x3 + x4 = 24, 
х, + 2 x 2 + 4x3 + x5 =22, 

jf| -  x2 + 2x3 -  x6 + x7 = J 0.

X, > 0 (1 ,7 )

F(X) = 2x, -3 x 2 + 6x3 + x4 -  Л/х7 funksiyaning maksimum qiym ati

P —topiladi. Bundla 7 0

Kengaytirilgan masalani /?4, /?s, va /?6 birlik vektorlari orqali 
aniqlangan tayanch yechimi X  = (0; 0; 0; 24; 22; 0; 10) ga teng. 

Dastlabki berilganlarga qarab quyidagi jadval tuziladi.

/- jadval

Bazis S 0 p  * 0 2 “ 3 6 1 0 0 - M

P« p, P3 P̂ p5 p (, P7

I P4 1 24 2 1 - 2 1 0 0 0

2 P5 0 22 1 2 4 0 1 0 0

3 P 7 - M 10 1 - 1 2 0 0 - 1 1

4 24 0 4 - 8 0 0 0 0

5 -JO -1 I - 2 0 0 i 0

Bu jadvalni 4. va 5 (m + 1, m+2) satrlarini to ld irish  uchun
m

F(xq) = -M ^ b j  Va  Д J =cnxi{j+chxh J+... + cimximj - C j . B u n d a / , ,  1 ,

..., im bazisli vektorlarning tartib raqamlari, x/r, x .,., . . . ,  x .H!, esa P.j 
— vektor yoyilmasining koeffitsientlari.
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Bazis vektorlarga m os b o ‘!gan X ^ i  = l , 7)yozib  olinadi. U 
quyidagicha bo'ladi:

Xx =(0;0;0;2;10;7);

X2 =(0;0;0;1;2;0;-1);

X 3 = (0;0;0;-2;40;2);

X4 = (0; 0; 0; 1; 0; 0; 0);

X 5 =(0;0;0;0;1;0;0);

= (0;0;0;0;0;0; - 1);
X7 = (0; 0; 0; 0; 0; 0; 1).

Yuqoridagi tayanch yechim larga mos bo‘lgan F0(x) va Z (x )  
( /= 1 ,7 ) laming qiymatlari hisoblab chiqiladi:

F0(x) = 2 4 - M ;

Z l(Xl) = 2 - M  ;

Z2(X2) = l + M  ;

Z 3(X3) = -  2 - 2 M \

Z 4(X4) = 1 + 0 M ;

Zb(Xs) = 0 + 0 Л/ ;
Zc,(Xb) = Q + M ;

Z-j {X-j) = 0 — M .

Endi Д, = Zi - q  ayirmalar hisoblab chiqiladi: 

A i = « i - q = 0 - A f ;

^2 ~ 2̂ ~ *-2 ~ 4 + M 
A3 = Zt, — c3 = —8 — 2M  ;

A4 = Z4 -  cA = 1 - 1  = 0;

A5 = * 5 - c 5 = 0 - 0  = 0 ;

A6 = ^  -  c6 = 0 + M  ;



А7 = г7 -  oj = - М  + М  = 0.

BuTda F(t va A, laming tarkibiy qismlari ikkita yig'indidan iborat. 
Shuning uchun bu yig'indiiarni M  ga bog'liq bolm aganlarini 4- 
satrga, bog'liq bo 'lganlarining koeffitsientlari 5-satrga yoziladi. 
Bunday yozish jadvallarni almashtirishni osonlashtiradi (1-jadvalga 
qarang).

1-jadvalning 5-satrida ikkita manfiy son mavjud (1—; —2). Bu 
shuni ko'rsatadiki, kengaytirilgan masalaning rejasi optim al emas. 
Simpleks usulni qoMlab, bu rejani ketm a-ket yaxshilab boramiz. 
Natijada quyidagi jadval hosil bo iad i.

2- jadval

i Bazis
P,

2 - 3 6 1 0 0

P, P, P, P, p5 p.
I P4 1 35 0 1 0 -1
2 P5 0 2 3-1 4 0 1 2
3 P7 0 5 -1 /2 - 1 / 2 0 0 - 1 / 2

4 Indeks
satTi

64 4 0 0 0 0 - 4

Bu jadvalda 4 ta satr mavjud, chunki sun’iy bazis P7 vektor 
bazisdan chiqarildi. 2- javdaldan ko 'rin ib  turibdiki, ^ = ^ = 0 , 
x = 5 ,  x4=  34, jc.=2 dastlabki m asalaning tayanch yechim laridir. 
X — (0; 0; 5; 34; 2) esa tayanch rejadir. F — (0; 0 ; 5; 34; 2)— 64 
maqsad funksiyaning bu rejaga mos bo'lgan qiymatidir.

2- jadvalning indeks satrida /?bvektor ustunida (—•4)manfiy son 
mavjud. Shuning uchun /^vektorni bazisga kiritilib, R. vektor bazis
dan ehiqariladi va simpleks jadval tuziladi.

3 - jadva l

i Bazis
S0 Po

2 -3 6 1 0 0

Po P, P3 p, p5 P,
1 P4 1 35 5/2 2 0 1 1/2 0
2 P5 0 1 - 1/2 2 0 0 1/2 I
3 P7 6 11/2 1/4 1/2 1 0 1/4 0
4 Indeks satri F=68 2 8 0 0 2 0
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Jadvalda Д =  z -  ct lar ichida manfiy sonlar yo'q. Shuning uchun 
bu jadvalga asosan topilgan yangi tayanch reja optimaldir. Demak, 
dastlabki masalaning tayanch rejasi X*=(0; 0; 11/2; 0; 1) optimal 
rejadir.

Bu rejaga asosan maqsad funksiyaning qiymati

/^ -4 — 2Л; — 3x2 ~ 6x3 + x4 = 2 0 - 3  0 + 6 —-4 1 ■ 35 = 68 teng.

5- inasa la .  Quyidagi shartlar

funksiyaning maksimum qiymatini toping.
Yechish. M a'lum ki, sistemada birlik matritsa mavjud emas. H ar 

bir tenglam aga b ittadan  m anfiy b o ‘lm agan, mos ravishda x5 > 0 , 
x6 > 0, sun’iy bazisli o ’zgaruvchilar kiritiladi. N atijada beriigan 
masalaga nisbatan kengaytirilgan masala deb ataluvchi masalaga 
0 ‘tiladi.

Quyidagi shartlar

xj > 0, j  = 1 -  6

bajarilganda
F  — 5x( +  3x2 + 4 x - x 4- M x - M x b 

m aqsad funksiyaning m aksim um  qiym atini toping (bunda M  
yetarlicha kichik manfiy son, masala minimumga vechilayotgan 
b o ‘lsa yetarlicha katta musbat son deb ataladi) shartlar vektor 
shaklida yoziladi:

[xj + 3x2 + 2x3 + 2x4 = 3, 
|2xi + 2x2 +x3 + x4 = 3. 
Xj>  0, j  = 1,2,3,4

bajarilganda,
F =  5x1+3x7+ 4x ,-x4

x, + 3x2 + 2x3 + 2x4 + x̂ ; — 3, 
2x j + 2x2 + x3 + x4 + Xj, = 3.
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л\, хь o 'zgaruvchilar bazis o'zgaruvchilar bo'lsin. U holda bi
rinchi tayanch yechim  ^ = (0 ,0 ,0 ,0 ,3 ,3 ) hosil bo'ladi. Simpleks 
usul qo'ilanib. optimal yechim topiladi. 

l-sim pleks jadvalni tuzamiz:
Jadvalning 3- va 4- satrlarini to'ldirishda

F(X0) = СЬХ0 = - M  3 = ¥  3 + 0 = 0 - 6M.

Bazisli vektorlarga m os bo 'lgan  X,{i - 1,6) lar va Zt(X )  lar 
hisoblanadi:

Xi = (0; 0; 0; 0:1:2) Z, (X, ) = -3 M  

X2 = (0; 0; 0; 0; 3; 2) Z> (X2) = -5M  

X3 = (0; 0; 0; 0; 2; 1) Z3 (X3) = -3 M  

X4 = (0;0;0;0;2;1) Z4(X4) = -3M  

X5 = (0; 0; 0; 0; I; 0) Z5 (X5) = 0 • M  

Xb =(0;0:0;0;0;1) Z l(Xl) = 0 M 

Endi A, = Z, -  c, ayirma hisoblanadi:

Aj = - 5  -  ЗА/ ; д 2 = - 3  -  5M ; A3 = - 4  -  3M  ; 

A4 = J - 3 M  ; Д5 =0 + 0 M  Ab =0 + 0 ■ M

hisoblashlarni bajarib, Z  — с qiymatlari topiladi va M ning chiziqli 
funksiyasi ekanligi aniqlanadi.

Bu verda Fu va A( lam ing tarkibiy qismlari ikkita yig 'indidan 
iborat. Shuning uchun bu yig'indilarni M ga bog'liq bo'lganlarini
1 - jadvalning 3-satriga (w -flsatriga), M  ga bogMiq bo'lganlarini
4-satriga yoziladi. N atijada 1 - jadval to 'la  to 'ldhadi.

Jadvalning (m+2) satrida manfiy sonlarning mavjudligi tayanch 
yechimning optimal emasligini bildiradi va uni yaxshilash. mum kin 
bo'ladi. Jadvalning (m+2) satrida eng kichik son (-5) R, vektor 
bahosi bo 'lganligi uch u n  yechuvchi ustun /?, ustuni bo 'lad i.

з з
m in (- ,- )  = l ,  ularning kesishishmasidagi 3 elem ent bo'lganligi



1- simpleks ja d va l

i Bazis-
lar Bazis

koeffitsientlar К
5 3 4 J -M - M

R, R, Rj К R, Rb
1 R, —M 3 1 3 2 2 i 0
2 - M 3 2 2 1 1 0 1

m+1 Z, -  С 0 - 5 - 3 - 4 1 0 0
m+2 z, — ci - 6 - 3 - 5 - 3 - 3 0 0

uchun vektor satri yechuvchi satr bilan yechuvchi ustun kesish- 
gan katakdagi yechuvchi elem ent bo ‘ladi. Demak, R, ni bazisdan 
chiqarib, o ’rniga R, vektor bazisga kiritiladi. 2-simpleks jadval 
tuziladi.

2- simpleks jadva!

i Bazis-
lar Bazis

koeffitsientlar К
5 3 4 1 —M - M

R, R- R. R, R, R,
1 R3 3 l 1/3 l 2/3 2/3 1/3 о
2 R6 -M l 1/3 0 -1 /3 - 1 /3 -2 /3 l

m+1 Z, -  c. 3 - 4 0 - 2 3 1 0

m+2 Z, -  Cj - 1 -4 /3 0 1/3 i/3 5/3 0

2-sirnpleks jadvalning (m+2) satri asosiy qismida (—4/3) manfiv 
son boiganligi uchun R, vektor ustuni yechuvchi ustun, Re vektor 
satri yechuvchi satr, 4 /3  yechuvchi elem ent bo‘ladi. Bazisdan R6 
sun’iy vektorni chiqarib, R. vektom i bazisga kiritib, 2-simpleks 
jadvaldagidek, 3-simpleks jadvalni hosil qilamiz.

3-simpleks jadval

i Bazis-
lar Bazis

koeffitsientlar R,
5 3 4 1 -M - M

R. R, R, r 4 r 5 R,
1 R 3 3/4 0 i 3/4 3/4 1/2 -1 /4
2 R6 5 3/4 l 0 -1 /4 -1 /4 - 1 /2 3/4
m +I Z. — c.

J J
6 0 0 - 3 2 -1 3

m+2 Zj — Cj 0 0 0 0 0 1 1



Z-jadvalda (m+2) satrda sun’iy bazis qiym atlaridan tashqari 
ham m a qiymatlar 0 ga teng bo'ladi:

M  sonning tanlanishiga asosan R.  va R(i vektorlar endi bazisga 
tushmaydi.

x l  — (3/4, 3/4, 0, 0, 0, 0) yechim beriigan masalaning yechimi
bo'ladi, lekin u optimal emas, chunki (m + 1) satrda manfiy qiymat 
mavjud. Endi yechimni yaxshilash (m+1) satr bo'yicha olib boriladi. 
Z — C, = —3< 0, bo'lgan I igi uchun  R, vektor ustuni yechuvchi 
ustun, R? vektor satri yechuvchi satr, 3/4 yechuvchi element bo'lib, 
m+2 -satr endi hisobga olinmaydi. Yuqorida ko'rsatilgan usul bilan
4-simpleks jadval tuziladi:

4-simpleks jadval

i Bazis- Bazis
К

5 3 4 1 - M -M
ШГ koeffitsientlar R, R, R, R4 R R,

1 R 4 1 0 4/3 1 1 2/3 -1 /3

2 R* 5 1 i 1/3 0 0 -3 /3 2/3

m+1 Zj — cj 9 0 4 0 5 1+M 2+M

3-simpleks jadvaldan qo'yilgan masalaning optim al yechimi 

X = (1,0,1,0,0) bo 'lib , Z max(X) = 9 bo 'ladi. B irinchi va ikkinchi 
satrlarni o 'zaro  almashtirib, R- va Rb vektorlar ustunida teskari 
matritsani hosil qilamiz.

Tayanch iboralar
Programma, matematik programmalashtirish, chiziqli programmalashtirish, 

chiziqli forma, maqsad funksiya, asosiy masala, tayanch chizig‘i, tayanch 
yechim, mumkin bo'lgan yechimiar sohasi, bazisli o'zgaruvchilar, qo’shimc-ha 
o'zgaruvchilar, standart sistema, simpleks, yechuvchi ustun, yechuvchi satr. 
yechuvchi son, indeks satri, optimal reja, optimal yechim.. muvozanat chizig'i, 
yo'iialtimvchi vektor (nuqtasi, tekisligi).

Takrorlash uchun savollar
1. Matematik model nima?
2. Matematik programmalashtirish nima?
3. Chiziqli programmalashtirishda qanday masalalar o'rganiladi?
4. Chiziqli programmalashtirishning asosiy masalasi nima?
5. Chiziqli programmalashtirish masalasi nima?
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6. Chiziqli programmalashtirishning tayanch yechimi deb nimaga aytiladi
7. Maqsadli funksiya deb nimaga aytiladi?
8. Simpleks deb nimaga aytiladi?
9. Dastlabki berilganlar jadvali qanday tuziladi?
10. Birinchi simpleks jadval qanday tuziladi?
11. Ikkinchi simpleks jadval qanday tuziladi?
12. Simpleks jadvallar tuzish qachon to ‘xtatiladi ?
13. Optimal yechimlar jadvalning qaysi ustunidan olinadi?
14. Muvozanat chizig‘i deb nimaga aytiladi?
15. Yechimlar sohasi deb nimaga aytiladi?
16. Yo'naltiruvchi vektor deb nimaga aytiladi?
17. Tayanch chizig'i deb nimaga aytiladi?
18. Tayanch yechim deb nimaga aytiladi?
19. Tayanch reja deb nimaga aytiladi?



II BOB
CHIZIQLI PROGRAMMALASHTIRISHNING  

IKKILANISH MASALALARI

l-§ . Ikkilangan masalalar haqida asosiy tushunchalar

Bizga chiziqli programmalashtirish masalasi berilgan bo‘lsin.

an x i + al2x2 +... + alnxn < t\,
02 1 -\'i + OjiXj + ... + &2пхп — h '

am\x{ + am2x2 +... + amnx„ < bm. (2 . 1)

хи х2,...,х^ > 0
maqsad funksiyasi

F  = qjq + c2Xi +... + cHx„ (2 .2 )

ning maksimum qiymatini topish kerak bo'lsin.
H ar qanday chiziqli programmalashtirish masalasini ikkilangan 

masala deb ataluvchi masala bilan uzviy bog‘liq ekanligini ko‘rsatish 
mum kin.

Ta’rif. Quyidagi shartlar

апУ\+апУг +-> + аыУт * сь  
ап У\ + «22^2 + ■•■ + атгУт -  c2 >

®\тУ'1 "*■ ^2тУ2 + ••• + &тпУт — •
(2.3)

У ъ У ъ - ’Ут *  0

qanoatlantirilganda

F = b]y l +b2y2 +... + bmy„ (2.4)
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funksiyaning m inim um  qiym atini topishga (2. 1), (2.2) chiziqli 
programmalashtirish masalasining ikkilangan masalasi deyiladi.

Bu masalalarning optimal yechimlari o 'zaro quyidagi teorema 
asosida bog‘langan.

Teorema. Agar beriigan masala yoki unga ikkilangan masa- 
lalardan birortasi optimal yechimga ega b o lsa , u holda ikkinchisi 
ham optimal yechimga ega bo iad i ham da bu masalalardagi chiziqli 
funksiyaning optimal qiymatlari o ‘zaro teng bo iad i, ya’ni

Agar F(xu x2,...,x„) yokiF'(yb y 2,...,yn) — chiziqli funksiyalardan 
birontasi chegaralanmagan b o lsa , u holda masala hech qanday 
yechimga ega bolm aydi.

Ikkilanganlik m asalalari sim m etrik va sim m etrik bo lm ag an  
inasalalarga bolinadi. Yuqoridagi teorema simmetrik bolm agan 
masalalarni yechishda qolianiladi. Shuni ham  aytish kerakki, teng- 
sizliklar sistemasini qo 'shim cha o'zgaruvchilar yordamida tengla
malar sistemasi ko'rinishiga keltiriladi. Demak, simmetrik ikki- 
lanmalik masalalarini simmetrik bolm agan ikkilanmalik masalaga 
keltirish mumkin. Shuning uchun simmetrik bolm agan ikkilanish 
m asalalarining optimal yechim lari haqidagi teorem a simm etrik 
ikkilangan masalalar uchun ham o iin lid ir.

2.1-masaia. Quyidagi shartlar bilan beriigan masalani ikkilangan 
masalaga keltiring:

jc, -  l x 2 -  4x3 < -3,
Xj + x2 -  2x3 > 8, 
x, + 2x2 -  x3 > 2. •
2xj + x2 -  2x3 > 3 

xi, x2, x3 >0
F = X| + 2x2 + 4x3 —> niin

M asalani ikkilangan masalaga keltirish uchun  oldin chega- 
ralovchi shartlar bir xil ko‘rinishdagi tengsizliklarga keltiriladi. 
Buning uchun birinchi tengsizlik teskari koim ishga keltirladi:
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“ Xj "1" 7x2 4^3 ^ 3, 
x( + x2 -  2x3 > 8,
Xj + 2x2 -  x3 > 2, •

2xj + x2 -  2x3 > 3.

, x2, x3 > 0 
F = A-, + 2x2 + 4x? -> m in .

Hosil b o lg an  masalaga ikkilangan masala quyidagi ko'rinishda 
bo'ladi:

-У\ + У2 + Уз + 2v4 < 1, '

7.V] + y2 + 2j’3 + y4 < 2,

4.Vi -  2.v2 -  y3 -  2y4 < 4.

.V] • У2' Уз, V4s 0
Z7’ = 3>’! + 8.v2 + 2y3 + 3y4 m ax.

Ikkilangan masalani chiziqli program m alashtirishning asosiy 
masalasiga keltirib, simpleks usul bilan yechish mumkin.

2-§. Ikkilangan simpleks usul

Bu usul oldin akademik L.V. Kantorovich tom onidan ko'rsa- 
tilgan edi. Lekin bu usulni boshqa ko'rinishda Lemks degan olim 
ko 'rsa tgan . Shuni ham  aytish kerakki, agar b iron ta  ch iziq li 
programmalashtirish masalasini yechish kerak bo‘Isa, uning o 'm iga 
ikkilangan m asalani yechish m um kin. Agar ikkilangan masala 
optimal yechimga ega bo‘Isa, u holda dastlabki berilgan masala 
ham  optimal yechimga ega bo'ladi.

Dastlab A matritsaga A 1 — transponirlangan m atritsa yozib 
olinadi. Matritsaga transponirlangan matritsani yozganda ustunlar 
va satriarning roli o'zgaradi, ya’ni berilgan masalaning satri to'g'risida 
so‘z ketsa u ustunga o'tadi.
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Xususiy holda simpleks jadvallarning indeks satri to 'g 'risida 
gap ketsa, ikkilangan masalalarda ozod hadlar ustuni to 'g 'risida 
gap ketadi. Buni quyidagi ikkita masalada ko'ramiz.

2.2- masala. Quyidagi shartiarda

4x, + 9x2 < 56.

■ 5xj + 3x2 < 37,

-X) + 2x2 < 2.

Xj, x2 > 0

/7 = 3x[ +4x2 — funksiyaning maksimum qiymatini toping.
Simpleks usul qoidalaridan foydalanib, dastlabki berilganlarning 

asosiy jadvalini tuzamiz.
/-  jadval

I -x , - x 2 Тек, ustuni

У, 56 4 9 69

У, 37 5 3 45

У-, -1 2 3

F 0 - 3 - 4 -7

Indeks satndan F d an  absolut qiymat bo'yicha eng katta manfiy 
son olinadi. Bu son yechuvchi ustunni ko isatad i.

1. Ozod hadlarni mos ravishda yechuvchi ustundagi musbat 
sonlarga bo'lib, ularning eng kichigi tanlanadi. Bu satrga yechuvchi

156 37 21 2 , 
satr deyiladi i 9 < -j • 2 | = 2 =

2. Yechuvchi ustun va yechuvchi satr kesishgan katakdagi songa 
yechuvchi son deyiladi.

3. Simpleks jaldvallarni to'ldirish formuJalaridan foydalanib, 
qolgan kataklar to'ldiriladi. Natijada 2- jadval hosil bo'ladi. Bu 
jadvalda x, asosiy o'zgaruvchilar safiga o'tkaziladi. y } qo'shim cha 
o'zgaruvchilar safiga o'tkaziladi.
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2- jadval

1 -x , “ Уз
Тек.

ustuni

y, 47 7/: 9
2

51

y. 34 13/ 2 -3 /2 39

X, 1
1

1
2

F 4 -5 2 1

F  indeks satrida manfiy son (—5) bo'lgani uchun 3- simpleks 
jadval tuziladi. Natijada quyidagi jadval hosil bo'ladi.

3- jadval

1 ~y2 - y ,

У. % - % - %

xi % Хз - X 3

% V\3 Хз
F 3% % %

F  indeks satri hadlarining ham masi musbat bo 'lgani uchun 
quyidagi yechim:

33 68 47 _ „
У1 = Уз ; x, = — ; X2 = — ; , 2 = 0 :  y 3 = 0

optimal yechim bo'ladi. Unga maqsad funksiyasining quyidagi Fn 
mos keladi.

10/ ч 11, ч 392 _ 392
^ m a x  j  ^  ( У 2 ) + |  ^  ( > '3  ) + j  з  j  -} •

2.3.-masala. Quyidagi shartlarda
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4и{ + 5u2 -  «з >3,

9«j + 3м2 + 2и3 > 4,

М|,«2,М3 > 0.

=56г/, + 3 1 и 2 + 2 и 2 funksiyaning minim um  qiymatini toping.
Simpleks usul qoidalaridan foydalanib, berilganlarning asosiy 

jadvalini tuzamiz.
I -  jadva l

I ui U2 u>

V> -3 4 5 - J

V2 - 4 9 3 2
F 0 56 37 2

1. Ozod hadlar ustunidan manfiy sonlar ichidan eng kichik 
manfiy son olinadi. Bu son turgan satr yechuvchi satrni ko'rsatadi.

2. F satr hadlarini mos ravishda yechuvchi satrdagi sonlarga 
bo‘lib, eng kichigi olinadi:

(56 37 21 2 
min | T ; y ;  2 j 2 ■

Bu ustunga yechuvchi ustun deyiladi.
3. Yechuvchi satr va yechuvchi ustun kesishgan katakdagi son 

yechuvchi son deyiladi.
4. Q o‘shimcha o ‘zgaruvchi и, ni, v2 asosiy o ‘zgaruvchi sifatida 

bazisga kiritamiz. Simpleks jadvallarni tuzish formulalaridan foyda
lanib, 2- simpleks jadval tuziladi:

2- jadval

I u . u. v, TekshirisJi ustuni

vi - 5 % l)/
2 ~ У г %

U 3 2 - 9 /
/ 2 1/

2 Y i - Д2

p* 4 47 44 i 83
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0 ‘zgarm aslar ustunida manfiy son (—5) bo‘lgani uchun bu 
jadval ham  yuqoridagi kabi ahnashtiriladi. Natijada quyidagi jadval 
hosil bo'ladi.

3- jadval

I ui V1 V2
10 17 2 1

u2 13 13 13 13

U3
11 33 3 5
13 13 13 13
392 33 68 47

r 13 13 13 13

Ozod hadlar ustunida ham m a hadlar musbat bo'lgani uchun 
quyidagi yechim optimal bo ‘ladi:

10 11 щ = 0; V] = 0; v2 = 0,

33 68 47 392 392
* min — ----Щ  "I------- Vi H------- V j  H--------- — --------.
inm 13 1 13 1 13 2 13 13 

Shunday qilib, ikkilangan simpleks usul orqali masala yechildi.

Topshiriqlar
Q uyidag i m a sa la la rn i ch iz iq li p ro g ram m ala sh tir ish n in g  

ikkilangan masalasiga keltiring va ikkilangan simpleks usul bilan 
yeching

2.4. + 3x2 < 52, 
x2 -  2,

К Ц  + 4x2 <70,

9xi +1 lx2 < 46, 
5xj + x2 < 42,

x, + 13x2 < 4,

Xj , x2 > 0.
/  8xj “Ь 6x-) —̂ max

xlf x2 > 0.
F  = 5xy + x2 -> max



3-§. Ikkilangan masalalarning geometrik talqini

Agar beriigan va unga ikkilangan masalalarda o ‘zgaruvchilar 
soni ikkiga teng bo'lsa, chiziqli programmalashtirish masalalarining 
geometrik tahlilini berish osonlashadi.

Bu holda bir-birini istsino qiluvchi quyidagi uchta hoi bo lish i 
mumkin:

1) ikkala masala ham optimal yechimga ega;
2) faqat bitta masala optimal yechimga ega;
3) ikkala masalaning optimal rejalari bo‘sh to 'plam ni tashkil 

qiladi.
2.6-masala. Quyidagi shartlar bo'yicha

m asalani ikkilangan m asalaga keltiring va ikkala m asalaning 
yechimlarini toping.

Yechish. Bu masalaga ikkilangan masala: F* = I4yt + 8j ’2 funk
siyaning quyidagi shartiarda

minimum qiymatini topishdan iborat bo'ladi.
Beriigan va unga ikkilangan masalada ham nom a’lum lar soni 

ikkita (x, va x2), (y t va y 2) uning uchun geom etrik usul bilan 
yechish mumkin. Dastlabki masalada maqsad funksiyasi В nuqtada 
maksimum qiymatga ega. Shuning uchun В (2; 6) nuqtada F (2:
6)=2-2+7-6=46 maqsad funksiyasi optimal rejaga (planga) ega (2.1- 
chizma).

-2x, + 3x2 < 14,

X| + x2 < 8. 
x ,, x2 > 0

F = 2x'| + 7x2 max

-2.V, + y2 > 2 

3>'| + y2 > 7,

>'h >'2^°
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2.1-chizjna.
*11

Ikkilangan masala esa £41; 4) nuqtada m inim um  qiymatga 
(2.2-chizma) ega. Shuning uchun F * (i; 4) =  14 1 -1-8 4=46 maqsad 
funksiyasining minimal qiymatidir.



У2|\
7

2.3-chizma.

2v1+>I= - 3  J

/
/  "Л„<

4! i * '
,-rk'' \ ■ /

3f- /

2! /

1 i - f  /  ,I. \ i i |i
i ] j  Д ' ]' i  i ; i ; i • „

- 3  - 2  -1  o f  Д  2 3 4 5 6 7 У,
\ - l  h /
\  : L,
\ 2 f '^

i \  2.4-chizmu,

2 .7 -m asala . Ikkilangan m asalalar juftligining yechim larin i 
toping.



Dastlabki masala

-4.X) + 2 x 2 S 4,

JCj + x2 > 6.
JC|, x2 > 0.
F = -2x l -  3x2 min

Ikkilangan masala

~4>’] + >'2 < - 2, _

2>’i + J>2 * -3.

й , Л  s  °-
F' = 4j'| + 6>’2 -4 max

Yechish. Dastlabki masala va unga ikkilangan masala bain  
ikkitadan o'zgaruvchiga ega. Shuning uchun ular geometrik usul 
bilan yechiladi. Ikkala masala uchun ham  shakllar chiziladi (2.3, 
2.4-chizm alar).

2.3-chizmadan ko'rinib turibdiki, dastlabki masala yechimga 
ega em as. C hunk i m aqsad funksiyasi F  = -2 x ] - 3x2 m um kin  
b o lg a n  yechim lar to ‘plam ida quyidan chegaralanm agan. 2.4- 
chizmadan ko'rinib turibdiki, ikkilangan masalaning ham optimal 
rejalari yo‘q, chunki yechimlar ko'pburchagi b o ‘sh to 'plam ni tashkil 
qiladi. Shunday qilib, dastlabki masala optimal rejaga ega bo lm asa 
(m aqsad  funksiyasi m um kin  b o lg a n  y ech im la r to 'p la m id a  
chegaralanm agan b o lg an i uchun) unga ikkilangan masala ham 
optimal rejaga ega bolm aydi.

Tayanch iboralar
Asosiy m asala, ikkilanm a m asala, yechuvchi son, yechuvchi ustun,
yechuvchi satr, optimal reja.

Takrorlash uchun savollar
1. Ikkilanma masala deb qanday masalalarga aytiladi?
2. Ikkilanma simpleks usuli qanday qo'llaniladi?
3. Ikkilangan simpleks jadvalda yechuvchi satr, yechuvchi ustun, yechuvchi 

son qanday topiladi?



I l l  BOB 

TRANSPORT MASALASI

l-§. Taqsimot usuli

Faraz qilaylik, m ta ishiab chiqarish korxonasi berilgan bo'lsin. 

Bu korxonalarda mos ravishda av a,. am tonnadan bir jinsli 

mahsulotlar ishiab chiqarilgan bo’lib, Br Bv .... Bt — iste’molchilarga 

mos ravishda bv bv ..., bn tonnadan tarqatish kerak. Aj — ishiab 

chiqarish korxonasidan B. iste’molchilargacha mahsulotlarni tashish 

bahosi quyidagi tarif matritsasi ko'rinishida berilgan bo'lsin:

4 i C12 cl n

T =
C21 С21

v cmi с'~mn ,

Yuqoridagilarga asosan quyidagi jadvalni tuzish mumkin.

1- jadval

Ishiab
chiqarish

korxonalari

Korxenadsi 
bo‘Igan 
ishiab 

chiqarilgan 

mahsulot

lar (tonna 

hisobida)

Iste'molchilar va u laming talabi

B, B 2 B, Вn

b,t b2t b,t b tn

A a.t c n C 12 cn cl„
хи xi: xn X ln

A, a,t C 2, c,. C 23 C 2„

X 2, x;; X 23 X 2n

A a  t C m l C m2 Cm3 Спш
m

X  - X Xm2 in. mn



Agar ishlab chiqarish korxonasidagi jami bir jinsli mahsulotlar 

miqdori iste’molchilarning talabini to‘!a qondirsa, ya’ni

Cl — Clj ■+- (I2 + * * • -b Clffj ,

b=/){ -b/b H—

a-b

bolsa, yuqoridagi jadvalga asoslanib tuzilgan tnodelga yopiq 

matematik model deyiladi.

Agar masalan, a>b bo'lsa, tuzilgan matematik modelga ochiq 

model deyiladi.

Iste’molchilar safiga soxta iste’molchi ni kiritamiz.

Soxta iste’molchi mahsulot joylashgan korxona bolgani uchun 

mahsulotlami tashish bahosi 0 ga teng.

Shunday qilib, ochiq matematik modelni yopiq matematik 

modelga keltirsa bo'ladi.

Jadvalni quyidagicha tushuntirish mumkin: xu, x12, ..., xlH lar 

At ishlab chiqarish korxonasidagi mahsulotni mos ravishda 

Br Bv ..., Bn iste’molchilarga tarqatiladigan miqdori xn,xn, ..., xln 
lar A2 ishlab chiqarish korxonasidagi mahsulotni mos ravishda 

Br B„ ..., Bn iste'molchilarga tarqatiladigan miqdori va hokazo. C. 

lar esa I tonna mahsulotni /-ishlab chiqarish korxonasidan j- 
iste’molchigacha tashish bahosi, ya’ni tarif.

Shunday qilib, transport masalasining shartini beriigan jadvalga 

asoslanib, x(.. larni o‘z ichiga olgan quyidagi n+m ta tenglamalar 

sistemasi ko'rmishida yozish mumkin:

+ x12 X\n = «! •

x21 x22 + ‘ ‘ ‘ + x2n ~ ‘■h » 

xm\ + xm2 + ••• + Xmn = a„

X,i +X21 + • • ■ + xml =

X ]2 +  X22 H----- +  X„,2 = !h  >

X\t l+ X2„+--- + Xnn = b n . 

Xjj > 0, / = !,», j  = 1,ni

(a)

(b) (3.1)
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Transport xarajallari (maqsadli funksiya) esa quyidagiga teng:

./ =cnxli+ cV2xn + ' +clnxbt+c2lx2l+"' + c2nx2n 

+ • "  +  c iA x m\ + Cm 2 X m2  +  ' '  ’ +  c m nx mn  ' '  “

Demak, (3.1) chiziqli tenglamalar sistemasida shunday 0 li va 

musbat yechimlarini topish kerakki, (3.2) maqsad funksiyasi 

minimum qiymat qabul qilsin.

(3.1) tenglamalar sistemasini va (3.2) tenglikni quyidagi 

ko'rinishda ixcham yozish mumkin:

n ___

X  XH = ai' (i = h m)
J=1

™ —  (З.Г)
X xa = bi- u  = in )

va

m m

f  = ' Z Z ciJxr ^ min (3.3)
i=l ./=1

Shuni ham aytish kerakki (3.1) tenglamalar sistemasining 

hamma tenglamalari bir-biri bilan chiziqli bog'liq yoki chiziqli bog'liq 

emas bo'lishi mumkin. Chiziqli bog'liq bo'lmaganlar soni m + n — 1 

dan kichik yoki teng bo'ladi.

Taqsimot usulini umumiy holda algoritmini tushuntirish ancha 

og'ir.

1. Shimoli-g‘arb burchak usuli. «Shimoli-g'arb burchak» 

usulining umumiy qoidasi quyidagilardan iborat. Eng awal dastlabki 

berilganlarning jadvalidan «Shimoli-g'arbida joylashgan xu 

noma’lumning qiymatini aniqlaymiz».

X, ,=111111(0,6)

Bunda ikki hoi bo'lishi mumkin:

1)«i < l\ bo'Isa, x,, = a, va x XJ = 0 {j = JTn) ; b\ = bl -al ;

2)a} > by bo'Isa, xn = ahl va a( = a, - by; A.
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Agar birinchi hoi bajarilsa, birinchi qadamdan so'ng 

masalaning yechimlaridan tashkil topgan matritsa quyidagi 

ko‘rinishda bo'ladi:

f x\ J -  l l \ 0 0 ■ 0 0 '

X-,\ *^22 * 2 3  ‘ ■ * 2  n Ch

xm\ xm2 xmn

lh - a, b2 Ь  ■■ bn n

Endi ikkinchi qatordagi birinchi element topiladi.

Bu yerda ham ikki hoi bo'lishi mumkin:

1) Agar a2>b]~al bo'lsa, x2l=bi-a.l va 

x2J = 0 j  = 2, m ; a\ = a2 - (/>, - a{) ■

2) Agar a2<b, - a{ bo'lsa, x;i = a2va bj = by-a{- a2.

Agar bu yerda ham birinchi hoi bajarilsa, u holda ikkinchi 

qadamdan so'ng yangi matritsa quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

*11=Я|1 0 0 0 0

x2l = b}- щ *22 *23 x2n

Q"11<̂1

II
™ 

ГЦ

*31 *32 *33 «3;» a$

xml xml *m3 xmn

bj = />| - a, - a2 h b} ■■ bn f

Bu jarayon qadam-baqadam barcha a. va b. lar nolga aylanguncha 

davom ettiriladi. Ma’Iumki, har bir x ning qiymati va 6. laming 

turli kombinatsiyalarini ayirish yoki qo'shish yordamida topiladi. 

Shundan keyin (3.2) formula orqali transport xarajatlari hisoblaniladi.

2. Minima! xarajatlar usuli. Minimal xarajatlar usulining qoidasi 

quyidagicha:

1. Transport masalasi xarajatlaridan tashkil topgan ta'rif matrit

sasi belgilab olinadi:
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qj c12 ■■■ cln

J- __ c2l C22 c2n

k ‘-mi Cm2 "' С mu

2. T matritsaning minimal elementini topamiz:

min{e,y} = k.

Faraz qilaylik, bu element

U holda

% 2 = k-

xh xn = т1пЦ  bjz ')-

Berilganlarga asosan quyidagi ikki hoi bo‘lishi mumkin:

\ )ah <bA,

2) ah <bh.

Birinchi holda satrning barcha elementlari = 0, (j ф j\ ) 

bo'ladi, bunday holda il satr elementlari o'chiriladi.

Ilddnchi holda j\ ustunning barcha elementlari = 0. (i * /,)

va bu holda barcha j\ ustun elementlari o'chiriladi.

Ustun va satr elementlarini o'chirish natijasida hosil bo'lgan 

yangi matritsaning ustun va satrlar soni T matritsaga nisbatan 

bittaga kamayadi. Ikkinchi qadamda yuqoridagi jarayon yangi 

matritsa uchun yana bajariladi. Shunday qilib, qo'yilgan masalaning 

boshlang'ich optimal planini topish uchun minimal xarajatlar 

usulida n+m — 1 ta qadamni bajarish kerak.

Endi quyidagi masalani ko'rib chiqaylik.

Masala. Samarqand viloyatining Jomboy va Jurna bazasidan 

Kattaqo'rg'on, Ishtixon va Naipay tumanlariga bir jinsh tovarlarni 

tashish kerak, tovarlar zaxirasi Jomboy bazasida 400 tonna, Juma 

bazasida esa 600 tonna. Kattaqo'rg'on tumanining tovarga talabi 

350 tonna, Ishtixon tumaniniki 450 tonna va Narpay tumaniniki
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esa 200 tonna. Jomboy bazasidan uchta tumangacha bo'lgan maso- 

falar mos ravishda 100 km, 60 km va 110 km. Juma bazasidan 

uchta tumangacha bolgan masofalar mos ravishda 40 km, 70 km 

va 50 km ga teng. Tumanlarga tovar tashishning optimal variantini 

toping.

Yechish. Masalaning shartiga asosan quyidagi jadvalni tuzamiz.

1- jadval

Bazalar
Bazalardagi Tumanlar

tovar zaxiralari Kattaqo'rg'on Ishtixon Narpay

Jomboy

1
400t О о J* 60 x12 110 x13

Juma

11
600t 40 x,, 70 x,2 50 x,,

Tovarlarga 

bo'lgan talab
lOOOt 350t 450t 200t

Bu masalada bazalar soni m=2, iste'molchilar soni esa n= 3 ta. 

Shuning uchun mahsulotlarni taqsimlagandan keyin to'ldirigan 

kataklar soni m+n—1=2+3—1=4 ta bo‘lishi kerak.

1- jadvalga asoslanib, 2- jadvalni tuzamiz.

2- jadval

Bazalar
Bazalardagi

tovar
zaxiralari

Tumanlar va ularning tovar mahsulotlariga talabi

Kattaqo'rg'on 

350 1

Ishtixon 
450 2

Narpay 
200 3

jomboy

I
400t

100

350

60

50

110

0

Juma

11
600t

40

0

70

400

50

200

Transport xarajatlarini 2- jadvalga asoslanib hisoblasak, 

/ i  = 350 • 100 + 50 • 60 + 400 ■ 70 + 200 ■ 50 =

= 35000 + 3000 + 28000 +10000 = 76000 t-km ni 

tashkil etadi. 2- jadvalning optimalligini tekshiramiz.
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Buning uchun bo‘sh kataklarga nisbatan zanjirlar tuzamiz. 

Bunday zanjirlar An va Д2| lardan iborat.

Д,_, — zanjir quyidagi kokrinishga ega. Bo'sh katak indeksining 

ishorasi musbat ishora bilan olinadi. Qolgan indekslar ishorasi 
almashib turadi.

60 110

— ~T

A13 = 110-60+70-50—70
+

70 50

Bu zanjir musbat, shuning uchun boshqa bo'sh zanjir, ya’ni 

tekshiriladi.

A21 zanjirning koVrinishi quyidagicha boiadi:

350 60
— И-

Д21 =40-100+60-70— 70 
+

400

Demak, A21 zanjir manfiy ishoraga ega, shuning uchun bu 

zanjirni yaxshUaymiz. Manfiy uchlarda joylashgan yuklaming eng 

kichigi olinadi, ya’ni min {350,400}=350.

Bundan keyin 350 manfiy uchlardagi yuklardan ayiriladi va 

musbat uchlarda turgan yuklarga qo'shiladi.

350-350=0 50+350=400

0+350=350 400-350=50

A,, zanjirdagi o‘zgarishlarni hisobga olib 3-jadval tuziladi.
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J- jadval

Bazalar
Bazalardagi

tovar
zaxiralari

Tumanlar va ularning tovar mahsnlotlariga talabi

Kattaqo'rg'on 

350 t 1

Ishtixon 

450 t 2

Narpay 

200 3

Jomboy

I
400t 1

100

0+

60

0+
110

Juma

11
600t 2

40

350

70

50

50

200

3- jadvaldagi programma bo'yicha transport xarajatlari

f2 =100-0 + 400 - 60 +110 0 + 350 - 40 + 50 • 70 + 200 50 =

= 0 + 24000 + 0 +14000 + 3500 +10000 = 515001 km ni tashkil
etadi.

2- va 3-jadvalga joylashtirilgan programmalarning far- 

qi/j - f2 = 76000 - 51500 = 24500 t km ni tashkil etadi. Demak, iqti

sodiy tejash 24500 tonna km ni tashkil etadi.

Endi 3-jadvaldagi bo'sh kataklarga nisbatan tuzilgan zanjir- 

larning ishorasini yuqoridagi kabi tekshirib chiqsak Ди , Д|3 laming 

ishoralari musbat ekaligi ko'rinadi.

Shuning uchun 3-jadvalga joylashtirilgan programma optimal 

programma bolib, bu programma bo'yicha: Kattaqo'rg'on tumani 

Juma bazasidan 350 tonna yuk olinishi kerak bo'lib, transport 

xarajatlari

Fx = 0 100 + 350 -40 = 14000 t km ni tashkil etadi.

Ishtixon tumani 400 tonna yukni Jomboy bazasidan, 50 tonna 

yukni esa Juma bazasidan olganda transport xarajatlari

F2 = 400 60 + 50 70 = 24000 + 3500 = 27500 t km lii tashkil etadi.

Narpay tumani 200 tonna yukni Juma bazasidan oladi va 

transport xarajatlari

/ ’з =0-110 + 200 50 = 10000 t km ni taslikil etadi.

Jami transport xarajatlari

f2 = Fx + F2 + F3 = 14000 + 27500 +10000 = 5150 t km ni tashkil 

etadi.
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2- jadvalga joylashtirilgan programme bo'yicha transport 
xarajatlari tumanlar bo'yicha:

Kattaqo'rg'on/, = 100 3500 = 35000 t km;

Ishtixon f2 = 50 60 + 400 • 70 = 3000 + 28000 = 31000 t km; 

Narpay/ 3 = 200 • 50 = 10000 t km;

Jami /, + f 2+ fi = 76000 t km.

Tumanlar bo'yicha tejalgan transport xarajatlari:

Kattaqo'rg'on f 2-F2 =35000-14000 = 21000 t km;

Ishtixon f 2 - F2 = 3100 - 27500 = 4500 t km;

Narpay / 3 - F3 = 10000 -10000 = 0 t km.

Shunday qilib, 1 tonna yukni I km ga tashish uchun 100 so'm 

mablag' sarflanganda, tumanlar bo'yicha iqtisodiy tejash:

Kattaqo'rg'on 21000 100 = 2100000 = 2 min 100 ming so'm;

Ishtixon 4500 100 = 450000 = 450 ming so'mni tashkil etadi. 
Jami viloyat bo'yicha iqtisodiy tejash 3- jadvaldagi programme 

bo'yicha 2 million 550 ming so'mni tashkil etadi.

1- jadvalga asoslanib quyidagi modelni tuzish mumkin:

X| i + JC|2 + Х|з = 400,

X2i + X'y'y "I" x23 = 600,

Xy, + л'->| =350,

*12 *22 = 450,

*13 + *23 = 200.

Xy > 0.

J = 100xj, + 60x, 2 4“ 11 Ox, 3 + 40x> j + 70 ■ x22 + 50 • x23 • 

Yuqoridagi sistemani yechsak, quyidagi hosil bo'ladi:

xu =0, x2i = 350,

*12 = 400. X22 = 50,

X|3 = 0, x23 = 200.
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/  = 100-0 + 60 -400+ 110-0 + 40 -50 + 70 50 + 50 200 = 51500 

tonna km.

Yuqoridagi optimal programma matematik model yechimlari 

bilan mos keldi.

Shuni ham aytish kerakki, masalalar yechganda A;. laming bir 

neclitasi manfiy bo'ladi. U vaqtda manfiy A lar iciiidan eng kichik 

zanjir tanlanadi va u yaxshilanadi.

Agar zanjirlarda bir nechta o‘zaro teng manfiy sonlar pavdo 

bo‘Isa, u vaqtda birinchi (istalgan) manfiy zanjir yaxshilanadi. Ayrim 

vaqtda to‘ldirilgan kataklar soni n+m-1 dan kam boladi. Shuning 

uchun bironta katakka 0 qo'yib, u katak yuk bilan ta’minlanadi va 

toldirilgan kataklar soni n+m-1 ga teng boladi. Bo‘sh katakka 0 

qo'yishda katakni shunday tanlash kerakki. u katak bilan tuzilgan 

barcha zanjirlarda A. lar musbat bolsin.

Minhnal xarajatlar usuli bilan masalalar yechislmi talabalarning 

o‘zlariga tavsiya qilamiz.

2-§. Potensialiar usuli

Faraz qilaylik, transport masalasi quyidagi jadval ko‘rinishida 

berilgan bolsin.

Ishiab
chiqarish

korxonalari

Korxona-
larda 
ishiab 

chiqarilgan 
mahsulot

lar (tonna 

hisobida)

iste'molchilar va ularnmg talabi

®i в, ...

bit b2t b , t b t
n

A, a , t
cn

xn
C 12

X,2
cn

X 13

cu
xi„

a,t C 2i

X 21

C 23

X-, a h)
C2„

X 2n

Am V
Cml

Xml
Cm2

Xm>
Cni3

X m3 Х„ш
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Bu jadval «shimoli-g‘arb burchak» usulidan foydalangandan 

keyin boshlanglch tayanch reja bolsin, x  — taqsimlangan yiik 

(zaxira)lar с yuklar bolmagan, ya’ni toldirilmagan kataklar, c. 
lar esa toldirilgan kataklar bolsin.

Boshlanglch tayanch rejaga asosan transport xarajatlari

/  = Cll*11 + CJ2*12 + c2}x23 +••• + c2nx2n + " ' + cm3xm3 + " + cmnxmn 8a
teng boiadi.

1- jadvalga ArA2,...,Am korxonalarga mos ravishda uvuv ...,um 
shartli variantlar (potensiallar) kiritamiz Z?p&,...,fiJste’molchilarga 

mos ravishda v],v2,...,v<( shartli variantlar (potensiallar) kiritamiz. 

Demak, A — korxonaning potensiali (shartli varianti) u. — miqdor.

B. — iste’molchining potensiali (shartli varianti) v. — miqdor 

Natijada quyidagi jadval hosil boiadi.

i = l,m

J -Гп,

1-jadval

Ishlab
chiqa
rish

korxona-
lari

Korxona- 
larda 
ishlab 

chiqarilgan 
mahsulotlar 

(tonna)

Iste’molchilar va ularning talabi

B, B2 B, ... B„

b,t b,t b,t
b nt

Ц -
variant

sharti

A, a,t C M

x.l
C I2-

X 12

C I3

X ,3

c l„

x,„
u

1

A 2
a 2l

C 2I

X 2l

C 22

X22

C 23

X 23

C 2n

X 2ti
U 2

A3 a3t C 3i

X 3,

C 32

X 32

C 33

X 33

C 3n

X 3ii
U 3

Am a J C m.

X ml

C „,2

X m2

C„-.3

X n>3

с
mn

X mn
4»

V.-
j

Shartli

varianti V J V 2 Vj V
)i

ui va v sonlarini shunday tanlab olish kerakki, ularning yigindisi 

toldirilgan katakdagi tarif c.. ga teng bolsin. U  vaqtda yuqoridagi
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jadvalga asosan quyidagi n+m- 1 ta, hozircha noma’lum bolgan it 
va v. larga nisbatan chiziqli tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi:

u\ +  — Сц, U3 +  V2 -  C’32,

U\ + V2 =  C\ 2, Щ + V3 =  C33.

+  v3 =  Cl3 ,

u2 + v3 -  C23, ...........................

и2 + V3 =  C23, um + V„ =  Cmn

Bu sistemada noma’lumlar soni n+m ta. Shuning uchun ulardan 

ixtiyoriy birontasini ixtiyoriy qiymatga tenglashtirib (masalan 0 

ga) olib, qolgan u, va v, larni birin-ketin topamiz.

Endi bo‘sh kataklar uchun jadvalga asoslanib yuqoridagi kabi 

chiziqli tenglamalar sistemasini tuzib olamiz:

U\ + V3 =  с  13,

«1 + V„ = С 

lh  + Vj =  С 2 i , 

U2 + V2 =  С ’22 ■

larga bilvosita ta’riflar deviladi.

uj va v. laming qiymatlarini qo‘yib, bilvosita ta’riilarni — c)j 

hisoblab chiqamiz.

Agar birinchi programmada quyidagi hamma ayirmalar

ij a 0 bo'lsa, u vaqtda bu reja optimal reja boladi.

Agar ayirmaning birontasi c'g-cg >0 bo Isa, u vaqtda optimal 

yechim hali topilmagan boladi.

Demak, 1- programmani yaxshilash kerak.

Bulling uchun max{(c’y—c;>) > 0} ni topamiz va shu zanjirni 

taqsimot usuli bilan o zgartiramiz.



Natijada yangi reja hosil bo'ladi.

Hosil bo'lgan reja uchun transport xarajatlari hisoblab 
ehiqariladi.

2- rejaga ham potensiallar usuli qo'llaniladi. Potensiallar usulini 

qo'llash jarayoni barcha с 'y-Cy > 0 bo'lguncha davom ettiriladi.

Shunday qilib, potensiallar usuli yordamida boshlang'ich 

tayanch rejadan boshlab, optimal yechimga vaqinroq bo'lgan yangi 

tayanch rejaga o'tamiz va chekli sondagi almashtirishlardan 

(iteratsiyalardan) so'ng masalaning optimal yechimini topamiz.

Potensiallar usulining algoritmi quyidagilardan iborat:

1. Shimoli-g'arb burchak yoki minimal xarajatlar usulini qo'llab, 

boshlang'ich tayanch reja (birinchi bazisli yechim) topiladi.

2. Ishlab chiqaruvchilar va iste’molchilarning potensiallari 

hisoblanadi ( и va v. lar).

3.c'y bilvosita ta’riflar topiladi.

4. Hammac'jy-Cj, ayirmalar hisoblaniladi. I) agarc^-c^ < 0 

bo'lsa, tuzilgan reja optimal reja bo'ladi va bu rejaga asosan transport 

xarajatlari hisoblanadi; 2)c’y-су >0 bo'lsa, u vaqtda bularning

ichidanmaxKc'y-fy) > 0} ni topib olib bu zanjirni yaxshiiaymiz. 

Ya’ni yangi bazisli o'zgaruvchi xkl kiritiladi va yangi tayanch reja 

tuziladi.

Masala. Taqsimot usulidagi masalaning birinchi tayanch rejasi 

beriigan bolsin. Bu jadvalga shartli variantlarni kiritib, quyidagi 

ko'rinishda yozamiz.

2- jadval.

Bazaiar
Bazalardagi

tovar zaxiralari 
(tonna)

Tnmanlar va ularning tovarlarga talabi
1- tayanch reja ( I t .  hisobi).

Kattaqo'rg'on

350

Ishtixon

450

Narpay

200

A, 400
100

350

60

50

110
ll,

A, 600
40 70

400

50

200

V.
j v. V2 V 3
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/i = 76000 t km transport xarajati.

To‘ldirilgan kataklar uchun quyidagi sistema tuziladi:

U\ + V! = 100,

W| + v2 = 60,

u2 + v2 = 70, bu sistemada 5 ta noma’lum bor. Shuning uchun 

«2 + v3 = 50,

noma’lumlardan birontasi 0 ga tenglashtiriladi, faraz qilaylik //,=0 

bo'lsin. U  vaqtda sistema quyidagi yechimlarga ega:

«I = o, 

v, = 100, 

v2 = 60,

«2 = 1 0, 

v, = 40.

(A)

Bo‘sh kataklar uchun « va v. potensiallarga asoslanib, quyidagi 

sistema tuziladi:

u{ + v3 = c' |3,

M2 + V| =  C 21 .J

Bu sistemaga (A) yechimlar qo‘yilsa, bilvosita ta’riflar kelib chiqadi.

c'j3 = 110, c-’21 = 40. 

ayi rmalar hisoblanadi.

c'i,-c13 =40-110 = -70 <0, 

c\,-c2, = 110-40 = 70 >0.

c’21 — c21 = 70 >0 boMgani uchun bu zanjirni yaxshilaymiz. Oldin 

zanjirning ko‘rinishi chizib olinadi.

350 50

Endi с 'у - С у

— +оTII<T

+ -

400
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Bu zanjirdagi yuklarni qaytadan l-§ da taqsimlagan edik. Uning 

ko‘rinishi quyidagicha:

400

Yuqoridagi o‘zgarishlarga asoslanib, tayanch rejaning jadvali 

tuziladi.

3- jadval

Baza-
lar

Bazalardagi
yuk zaxirasi

Iste’moichilar va ularning talabi

Kattaqo'rg’on

350

Ishtixon

450

Narpay

2 0 0
u,

A, 400
1 0 0 60

400

1 1 0

ui

A j 600
40

350

70

50

50

2 0 0
u,

V v, V,
V3

f2 = 51500 t km transport xarajatlari.

To‘ldirilgan kataklar uchun quyidagi sistemani « va v poten- 

siallami qo llab tuzamiz.

Yuqoridagi kabi u. — 0 deb olsak.

щ + = 60, 

u2 + Vj = 40, 

u2 + v2 = 70.

Ut +v3 = 50.

Mj = 0,

u2 = 60. 

и, = 10, 

щ = 30, 

v, = 40.

(B)

Bo‘sh kataklar uchun и, + у, =cv/ larni hisoblaymiz:

lt\ +yi =c'n , 1

«1 +  V j =  C j3 ,
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w va v. larni (B) dan bu sistemaga qo'yilsae',, = 30, c’u =40 

kelib chiqadi.

Endi с 'у - ctj avirmalar hisoblanadi:

c'n-cn = 30- 100 = -70 <0,

c'l3— c,3 = 40 — 110 = —70 < 0.

Bu reja optimal reja hisoblanadi, chunki cy-cg <0.

Optimal yechimlar (tonna hisobida):

л"ц=0, x2l = 350

Xj2 = 400, л*-)-? 50

X, з = 0, л'23 = 200

Bu yechim uchun 

/  tayanch reja =100x11+60x13+l 10х,3+40 х2|+70 л:22+50 х23=51500 

t km,

f  \ — f  tayanch reja =76000-51500=24500 t km.

Topshiriqlar

Quyidagi transport masalalarini yeching (3.1 — 3.6).
Masala. Viloyatning uchta AVA, va A. korxonalarida bir jinsli 

mahsulotlar ishiab chiqarilib, ishiab chiqarilgan mahsulotlarni beshta 

BVB2 ,BVB4,BS iste’molchilarga jo'natish kerak.

Ar A2va A} korxonalarda mos ravishda ava2, a} tonna bir 

jinsli ishiab chiqarilgan mahsulotni BI,B1,BVB4 va B. iste’niol- 

chilarga mos ravishda br b2,br b4va b. tonna yuklarni jo'natish 

kerak.

Ishiab chiqarish korxonalaridan iste’molehilargacha bo'lgan 

masofalar quyidagi matritsada berilgan:

' C\ I c\2 c\i c\4 CI5

T =  CS| ^22  ^23 ^24  *"2:5

/ '3 1  f 32 c 33 c 34 ^'35 __

Ishiab chiqarish korxonalaridan mahsulotlarni iste’molchilar- 

gacha tashish xarajatlarining minimal variantini toping:
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3.1.

3.2.

их - 330,

а2

а-.

270,

350

щ = 260, 

a2 = 150. 

a, = 200,

/5, ---- 100.

bi = 220,

Ы = 170,

/>; =-*150. ^

Л4 = 150,

A, = 200,

/ь = 70.

A, - 130,

/V-110, J 

& = 200 .

17 3 6 12 32

10 2 10 36

11 5 8 34

10 12 24 50 42

12 22 49 06 32

26 27 3 5 68 62

3.3. «. = 200, 

о , = 350. 

a i = 300, 

b, -■= 27!».

As = 130, 

/>, - 100. 

/>4 = 190, 

b = 110.

I  =

/27 19 20 10 22

20 10 13 13 IS 

26 17 19 21 23

3.4. = 135, 

= 120.
(35 59 55 27 41

li О

II 50 47 23 17 21

= 210.
35

V
59 55 27 41

3.5. "i = 300. b2 = 150,

Ch li ls
i

О 6 3  = 190,

U\ = 200, b4 = ! 50,

b\= 110, b, = 250.

3.6. «i = 170, !h  =  110,

(li: -  250. b = 160,

(li; = 230, b4 = 90,

b, = 150. II О

T =

26 17 19 21 23

27 19 20 16 22 

20 10 13 19 18

T --

46 27 3b 40 45 

49 20 27 16 38 

40 19 25 25 35
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Tayanch iboralar
Taqsimot, ta’rif, ta’rif indeksi, shimoli-g'arb burchak usuli, optimal reja, 

yopiq model, ochiq model, shartli varianta, potensial, indeks, ta’rif, optimal 

reja. optimal yechish.

Takrorlash uchun savollar
1. Transport masalasi deb qanday masalaga aytiladi?
2. Birinchi programma qanday tuziladi ?
3. Taqsimot uslubi deb nimaga aytiladi?
4. Transport masalasida jadvallaming optimalligi qanday tekshriladi?
5. Transport masalasida programmalarni qanday yaxshilash mumkin?
6. Potensiallar uslubi yordamida birinchi programma qanday tuziladi?
7. Ochiq model deb nimaga aytiladi?
8. Yopiq model deb nimaga aytiladi?
9. Transport masalasini yechganda ochiq modelni qanday qilib yopiq modelga 

keltirish mumkin.
10. Programmada to ‘Idirilgan kataklar soni qanday topiladi?

11. Optimal yechish qanday aniqlanadi?



IV BOB

BUTUN SONLI PROGRAM M ALASHTIRISH

Bizga quyidagi n noma'lumli m ta chiziqli tenglamalar sistemasi 

berilgan bo'lsin

«11*1 + (l^X2 "b * ’• + <hn*n =

#21-̂1 ' + a2nXn =■h,

am\x\+ am2x2 + ■■ + amnxn = Kr

л', > 0, x2 > 0, ■ • •, xn > 0

va maqsadli funksiya

F = clx[ + c2x2 +■■■ + cnxn.

Bunda x, — ishiab chiqarilgan mahsulotlar birligi; o'zgaruvchilar 

har qanday musbat son bo'lishi mumkin.

Chiziq li programmalashtirishning ko'pgina masalalarini 

yecliganda x  - o'zgaruvchilarga butun sonli bo'lish sharti qo'yiladi. 

Bunday masalalarga butun sonli programmalashtirish masalalari 

deb ataladi. Butun sonli programmalashtirish, materiallarni optimal 

bichish, transport masalalarini marshrutlarga optimal taqsimlash, 

bo'linmaydigan mahsulot ishiab chiqaruvchi korxonalaming ishini 

optimal planlashtirish kabi masalalarni yechishda qo'llaniladi. 

Yuqoridagilarni yaxslii anglab olish uchun quyidagi masalani ko'rib 

chiqamiz.

l-§. Marketolog haqidagi masala

Faraz qilaylik, Ai shaharda yashovchi marketolog n ta

AvA2.....Ar shaharlarda bir martadan bo'lib, minimal vaqt ichida

At. shaharga qaytib kelishi kerak bo'lsin. Bu masalaning matematik 

modelini tuzish uchun marketologning A shahardan A shaharga
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borishi uchun sarf qilgan vaqtini ty(i,j = 1,л) bilan hamda uning

har bir A. shahardan A. shaharga borishi ko‘rsatkichini x  bilan 

belgilab olsak, u vaqtda marketolog Ai shahardan A shaharga 

borsa x — 1, bormasa x =0  ga teng.

Yuqoridagi masalaning matematik modelini quyidagi ko'rinishda 

yozish mumkin:

П __
X ^ = l ,  0  = (4.1)
/=i

n __

£  x ‘j  = 1’ ( ' = !.«)• (4.2)
н

xtj =  0, yoki x  = I . (4.3)

n n

F\mn (4.4)
м M

Butun sonli programmalashtirish masalalaridagi x. laming 

hammasi uchun butun boiishlik sharti qo'yilsa, bunday masalalar 

to'liq butun sonli programmalashtirish masalalari, agar ularning 

ma’lum bir qismi uchun bu shart qo'yilsa. qisman butun sonli 

programmalashtirish masalalari deyiladi.

Agar (4.3) ko‘ rinishdagi shartlar butun sonli program

malashtirish masalalaridagi o'zgaruvchilarga qo‘yilgan bo'lsa, 

u vaqtda bunday masala Bui programmalashtirish masalasi deyi

ladi.

Butun sonli programmalashtirish masalalarini yechish uchun 

uning xususiyatlarini e’tiborga oluvchi usullar yaratilgan. Ulardan 

biri Amerika olimi R. Gomori tomonidan yaratilgan bo'lib, optimal 

yechimni bemvchi eng aniq usul hisoblanadi.

R. Gomori usuli quyidagidan iborat.

Oldin chiziqli programmalashtirish masalasi simpleks usul bilan 

yechiladi.

Agarд-Д/ = \,n) yechim butun sonli bo'lsa, u butun sonli 

programmalashtirish masalasining ham yechimi bo'ladi.
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Faraz qilaylik, pjA -masala simpleks usul bilan yechilgan va 

uning yechimi x , butun bo'lish shartini qanoatlantirmaydi. 

Yuqoridagilarni hisobga olib, quyidagilarni belgilab olayhk:

{a} - Xj = a yechimning kasr qismi;

к — oxirgi simpleks jadvaldagi erkli o'zgaruvchilarning indeksi;

5 - {я.0} laming jadvaldagi eng kattasi joylashgan satr.

U vaqtda R. Gomori x  noma’lumlarning butun bo‘lishlik 

shartini e’tiborga oluvchi va c<kesuvchi tenglama» deb ataluvchi 

qo‘shimcha tenglama tuzadi.

Bu holda to'liq butun sonli masalani yechish uchun Gomorining

I kesimini quyidagi koiinishda yozish mumkin.

К о) - !> , / ,К  so. (45)

Qisman butun sonli masalani yechish uchun Gomorining II 

kesimini (bu kesimni to iiq  butun sonli masalani yechish uchun 

ham qo'llasa bo'ladi) quyidagicha yozish mumkin:

K oI - X K a- ^  s o , (4,6)

bunda ask — koeffitsientlar quyidagi nisbatlardan topiladi.

1) xk lar butun son bo'lmasligi talab qilimnagan holda

a*

ask, agar ask > 0.

..Ы  .{ask\. agar ask < 0 .

2) xk larga butun son bolishi talab qilhigan holda 

ask, agar {аА)й{а„ ),

■ (!-{«,*.}, agar {ask> {a j.
®sk

To'liq yoki qisman butun sonli masalalarni yechish uchun 

ketma-ket jadvallarni almashtirish jarayonlarini bajarish quyidagi 

tartibda amalga oshiriladi:

1) pi l masala yechilib, xiA optimal yechimiar topiladi;

2) agar x , yechimiar butun sonli bo'lsa, simpleks jadvallar 
tuzish to'xtatiladi;

72



3) agar piA masalada x_j yechimlar butun sonli bo‘lmasa. u 

vaqtda Gomorining 1 yoki I I  kesimlari tuziladi;

4) pj X masalaga 3) holdagi shartlar toldirilib, p. masala tuziladi 

va yana 1) holni bajarishga to‘g‘ri keladi.

2-§. Tola but tin sonli programmalashtirish

1. Quyidagi shartlarda butun sonli masalani yeching:

-Xj + 2x2 + = 2,1 

3x̂  + 2 x 2 h~ y2 = 6. J 

Xj > 0, x2 > 0, yj > 0, y2 > 0

hammaxk(k = 1,2) butun son yx > 0, y2 > 0 , F = x} + 4x2 -> max.

Yechish. Masalaning dastlab butun sonli yechimlari bolishini 

talab qilmasdan simpleks usul bilan chiqamiz.

/- simpleks jadval

№

C5

Bazisli
o‘zgaruv-

chilar

0 ‘zgar-
maslar
ustuni

ai0

1 4 0 0
«/o

M\p
xi X2 У| y2

1. 0 x2 2 -1 2 1 0 1

2. 0 y2 6 3 2 3

3. F F=0 -1 -4 0 0

2- simpleks jadval

№

C8

Bazisli
o‘zgaruv-

chilar

0 ‘zgar-
maslar
ustuni

aio

1 4 0 0
°i0

aipX, X2 y. y2

1. 4 xi 1 -1/2 1 1/2 0

2. 0 y2 4 2 0 -1 l

3. F F=4 -3 0 2 0
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3- simpleks jadval

№ Bazisli
0 ‘zgar-
maslar
ustuni

ai0

1 4 0 0
ai0

M/pC8
o‘zga-

ruvchilar xi x2 y. y2

1. 4 xj 3/2 0 1 3/8 1/8

2. 1 xi 2 1 0 -1/2 1/2

3. F F=7 0 0 5/4 3/4

3- simpleks jadvaldan ko'rinib turibdiki, p masalaning optimal

yechimlari X j=l, x,=3/2, y,=0, j>2=0 ga teng. Bu yechimlar ichida 

x,=3/2 — kasr son. Shuning uchun yuqoridagi 3- va 4- hollarni

qo‘llab, ~j> masalani tuzamiz. 3- simpleks jadvalda yagona 1 satrda

kasr yechimlar bor (I — аю, 5=1).

U vaqtda Gomorining birinchi kesimi quvdagicha yoziladi.

/

yoki 2
3 1 isn  -J'| +->>2 pO .

Bu tengsizlikka bazisli o'zgaruvchi уъ ni kiritib, quyidagi teng- 

lama ko'rinishida yozamiz:

3 1 1

8 3'1 + 8 Л " Л " Г

Bu tenglamani oldingi 2- tenglamalar safiga birlashtirib yozsak, 

u vaqtda ~P{ — masala hosil bo'ladi.

Oxirgi simpleks jadval Ц masalasi uchun quyidagi ko'rinishda 

bo'ladi.

- +  -y2 - уз = - — tenglamada j>3 o'zgaruvchi bazisli o'zgaruv-
3 1 1

2
chi bolishi mumkin, lekin uning oldidagi koeffitsienti manfiy son. 

Shuning uchun p[ -masala uchun tuzilgan 4-jadvaldagi yechim

lar optimal yechimlar bo'la olniaydi. („v3 =-1/2). Demak, 4- 

simpleks jadvalni yana almashtirish kerak.
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4- simpleks jadval

№
Bazisli
o'zga

ruvchil
ar

0 ‘zgar-
maslar
ustuni

ai0

1 4 0 0 0
^0 

a, 4
xi XZ * >2 Уз

aH)

1. 4 x, 3/2 0 1 3/8 1/8 0 4 12

2. 1 x2 2 1 0 -1/2 1/2 0 0 0

3. y3 1/2 0 0 3/8 1/8 -1 4/3 4

4. F F=7 0 0 5/4 3/4 0 0 0

4- jadvalning 3- satrini yechuvchi satr deb tanlab (3- va 4 - 

shartlarni qo‘llab), m in i— j topiladi. U  vaqtda min 1—1 jovlash-
K j  K J

gan uchinchi ustun yechuvchi ustun bo'ladi.

Agar bunday ustun topilmasa, u vaqtda yechuvchi ustun deb 

tanlangan satrdagi eng kichik elementga ega bo'lgan ustun tanlab

olinadi (ya’ni m in i—
[am

Bundan keyin y3 ni bazisga kiritib 5-simpleks jadvalni tuzish 

mumkin. Bu yerda tanlangan satr va ustun yuqoridagi talabga 

javob beradi.

5- simpleks jadval

№
O'zgar-
maslar
ustuni

*»

1 4 0 0 0

c 0
Bazisli
o‘zga-

ruvchilar X! X2 y. y2 Уз 0/3

aid

a i4

i. 4 x2 1 0 1 0 0 1

2. 1 xi 4/3 1 0 0 1/3 -2/3

3. У1 4/3 0 0 1 1/3 -8/3

4. F 16/3 0 0 0 1/3 10/3



Bu jadvaldagi yechimlar ham optimal yechimlar bo lib , 

quyidagilarga teng:

jc,=4/3, x = l, y{ =4/3, >’2 =0, =0.

Lekin bu yechim ham butun sonli emas. Shuning uchun P2- 
masalani tuzishga kirishamiz.

Mos kesimlar quyidagicha boladi:

У2 +1у ^ З < 0.

Bunda

11=1 I ' L l
3J 3 ’ 13 J 3

va
-2 ] -2  
Tf = T

- 2  . 1
= 3 bo'lganligi

uchun kesuvchi tenglamaning ko'rinishi quyidagicha boladi:

1 1 1
3 *  + 3 * - *  = 3*

u vaqtda 5- jadvaldagi 4-satrni bu tenglamaga asosan yozsak, 

quyidagi jadval hosil bo'ladi.
6- simpleks. jadval

№
Bazisli
o‘zga-

ruvchilar

0 ‘zgar- 
m as lar 
ustuni

1 4 0 0 0 0

я,0

c„

a,o x, X2 У. y3 Уз У4

ai 4 a,5

1. 4 1 0 1 0 0 1 0

2. 1 x. 1 1 0 0 0 -1 1

3. 0 У, I 0 0 1 0 -3 1

4. y2 I 0 0 0 I 1 -3

5.
Indeks

satri
F F=5 0 0 0 0 3 1

Indeks satrida hamma sonlar butun sonlar bo'lganligi uchun 

bu jadval optimal yechimni beradi:

x, = 1, x2 = 1, yl = 1, y2 = 1, y} = 0 , yA =0  va
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/m a x  = ]xl + 4 ^ 2 + 0 ^  + 0 -y2 + 0 y 3+ 0 y 4 =

=1 1 + 4 l + 0 1 + 0 1 + 0 0 + 0 0 = 5. 

f  = 5Ушах

Agar indeks satrida manfiy sonlar boiganda simpleks jadvallar 

tuzish davom ettirilardi.

Masalaning geometrik izohi quyidagi ko'rinishda boiadi. Oldin 

P0 masalaning optimal yechimi shaklini chizainiz.

у

\ i xo

к  >A\
■N

f

I kesim
\

............................... ;\ ..... ь

I I  kesim x 4.1-chizma.
! P \

p{- masalani yechganda 1 kesim quyidagi tengsizlik orqali 

3 1 1
kiritiigan edi: - л + - y2 ^ ^ ■ Bu tengsizlikka dastlabki tengsizliklami

qollab V[ va y2 lar qisqartirilsa, x  < 1 kehb chiqadi. Shuning 

uchun bu tengsizlikka x = i  to‘g‘ri chiziq mos keladi. x=\ chiziq

3
butun sonli bolmagan optimal yechimlarnix0(l; -) ajratadi, lekin

hamma butun sonli yechimiar sohasini (0; 1), (1; 1), (1; 0), (2;

0 ) saqlab qoladi. p y masalada yangi optim al yechim 

iar: 3cj(4/3, 1, 0, 4/3) sohasi hosil boiadi. Endi j  v3 + ̂  y4 > ^  - //

kesimni kiritib p2 masalani tuziladi. Bu masaladan yuqoridagi kabi 

bazisli o‘zgaruvchilami qisqartirsak, x=x2< 2 hosil boiadi. Yangi 

soha butun sonli optimal soha boiadi (4.1- chizma ga qarang).
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Topshiriqlar
Quyidagi masalalarning to'liq butun sonli yechimlarini to

ping va geometrik izohini (mumkin bo‘lgan joyda) bering 

(bunda xk > 0).

4.1. xt +3x2 S6,
3xt + 2x2 £ 36, 

x2 < 13.

F = 3.V[ + 3x2 max.

4.2.
Зх, + 2 x 2 < 8 ,] 

x, + 4x2 < 10. j 

F = 3x, + 4x2 -> max.

3-§. Qisman butun sonli programmalashtirish

Quyidagi shartlarda qisman butun sonli masalani yeching:

/  = xj  + 8x2 max.

3a'; + x2 <9,

0,16xi + x2 < 1,9. 

x, > 0. x2 > 0

va xk — butun sonli (к =  1,2...).
Yechish. Bu masala to‘liq butun sonii masala emas, chunki 

sistemadagi ikkinchi tengsizlikni kanonik ko‘rinishga keltirsak, 

quyidagi tenglama hosil bo'ladi: 0 ,16.v,+x, +y2=l,9 . Bu tenglamada 

y2 ning butun qiymatlarida x, va x2 butun sonli qiymatlarni qabul 

qilmaydi. Shuning uchun bu masalaga qisman butun sonli masala 

deyiladi. Masalani yechish uchun oldin P() masalani simpleks usulni 

qo'llab yechamiz.

/- simpleks jadval

№
Bazisli

yechimlar

O'zgar-
niaslar
ustuni

îO

1 8 0 0
£to 

alpx« X2 У. y2

1. 0 Vi 9 1 1 1 0 9

1 0 y2 1,9 0,16 1 () 1 1,9

3.
Indeks

satri
F=0 -1 -8 0 0
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Bu jadvalning indeks satrida manfiy sonlar bo‘lgani uchun 

simpleks uslubni qollab ikkinchi simpleks jadval tuziladi.

2- simpleks jadval

№ Bazisli
O'zgar-
maslar
ustuni

3 i0

1 3 0 0
a i<)

MipCc
yechim-

lar x, *2 У. y2

1. 0 7,1 2,84 0 1 -1
2. 8 *2 1,9 0,16 1 0 1

3.
Indeks

satri
F F=15,2 0,28 0 0 8

Ikkinchi satrda manfiy sonlar yo‘q. Demak, 1- ahnashtirishdan 

keyin optimal yechimlar quyidagidan iborat:

x, =  0, x2 =1,9; yl =  7,1, y2 =  0.

Optimal yechim ichida >',=7,1 butun sonli yechim emas. Shu

ning uchun pl -masalani tuzish kerak. (6.6) formuladan foydalanib,

2-satrga asoslanib (s= 2) P{ -masala uchun Gomorining kesimi 

tuziladi. U vaqtda jadvaldan quyidagi hosil bo'ladi:

{a2(>}-(a2lxl +aMy2)> 0 .

Yuqorida ko'rdikki, Xj — butun sonli o'zgaruvchi va {«,,}<{д2(|} 

bo‘lgani uchun.

{я21} =  {a2l} - 0,16. (4.7)

(4.7) tenglikdan foydalanib, a24 ni topamiz (1 kesimdan foyda

lanib).

v, ga butun sonli bo‘lish talab qilinmagani va a24>0 bo‘lgani 

uchun yuqoridagi kesimdan foydalansak, bu kesim quyidagicha 

bo‘ladi: a2 =  1, ОЛбх^у^-^ =  0,9.

Bu tenglamani yuqoridagi jadvalga kiritsak, p, -masala chiqadi.

P, -masalada simpleks jadvallami ikki marta almashtirgandan 

keyin optimal vechim quyidagicha bo'ladi:

’ x, =8/3, x2 =1; yl =0, =71/150.

Optimal yechim ichida 1- satrdagi x, =8/3 butun son emas. 

Shuning uchun yuqoridagi qoidalardan foydalanib, yangi kesimni 

tuzib butun optimal yechim topiladi.
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P, -masala uchun tuzilgan simpleks jadvallar quyidagicha:

l-sirnpleks jadval

№ Bazisli

0‘zga-
ruvchi-

iar

O'zgar-
masla-
rustuni

аш

1 8 0 9 0
am

%Cc
xi x2 У1 y2 y3

1. 0 x. 7,1 2,84 0 l -1 0 0

2. 8 X2 1.9 0,16 1 0 1 0 1,9

3. 0 Уз 0,9 0,16 0 0 1 - I 0,16

4.
Indeks

satri
F=15,2 0,28 0 0 8 0

2- simpleks jadval

№ Bazisli
o‘zga-
ruvchi-

lar

O'zgar-
maslar
ustuni

aio

1 8 0 0 0

£i0

%a
X1 X2 У , y2 Уз

1. 0 У1 8 3 0 1 0 —1 OO

2 8 X, 1 0 1 0 0 1 0

3. 0 0,9 0,28 0,16 0 0 1 90/16

4. Indeks

satri

*П II CC -1 0 0 0 8

3- simpleks jadval

№ Bazisli
o'zga
ruvchi

lar

0 ‘zgar-
maslar
ustuni

ai0

\ 8 0 0 0
ai0

aipQ
x. x2 У1 y2 Уз

1. I x, 8/3 1 0 1/3 0 -1/3

2. 8 X-A 1 0 1 0 0 1

3. 0 y2 71 /150 0 0 --4/75 11 7.1/75

4.
Indeks

satri
F F=32/3 0 0 1/3 0 23/3
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3-jadvalning I -satridan ko‘rinadiki, xl =8/3 optimal yechim 

butun sonli emas.

Shuning uchun 1-satrga asoslanib, Gomorining kesimini 

tuzamiz:

{1} " (a'3Vl + "!5Л) ” °'
bunda

Yuqoridagilardan quyidagi tenglama kelib chiqacli:

Уi + 2>’3 - у4 = 2 .

Bu tenglamani 3- jadvalga kiritsak, P2 masala hosil bo‘ladi. 

f\ masalani simpleks usul bilan yechamiz.

I-simpleks jadval

Ms Bazisli
o‘zga-

ruvchi-

lar

O lzgar-
maslar

ustuni

aie

1 g 0 0 0 0

5̂' 
jO

x i У1 y2 Уз У4

I. 1 X, 8/3 1 0 1/3 0 0 0 8

2. 8 *2 i 0 1 0 0 0 0 0

3. Уз 71/150 0 0 -4/75 1 71/75 0 0

4. 2 0 0 1 0 2 -1 2

5.
Indeks

satri
F=32/3 0 0 1/3 0 23/3 0 0
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2-simpleks jadval

№ Bsiidst? 0 ‘zgar-

aiaslar

ustuni

аи,

1 8 » 0 0 0
ai0

ЯipСo

о zga-

niYChl-
iar xi x2 У. y2 Уз У4

1. J X, 2 1 0 0 0 -1 1/3 0

2. 8 X, 1 0 1 0 0 I 0 0

3. Уз 0,58 0 0 0 1 0,84 -4/75 0

4. У4 2 0 0 1 0 2 0 0

5.
Ind.

satri
F=10 0 0 0 0 7 1/3 0

2-simpleks jadvaldan ko'rinadiki, qisman optimal yechimlar 

quyidagiga teng:

x, = 2 , =1 >-,=0,58, y =  2 , j>,=0 , y =  0 .

Bu yechim ichida y3=0,58, lekin bu yechimni ham to liq  butun 

songa keltirish mumkin.

Xususan, sistemadagi 2- tengsizlikni 100 ga ko‘paytirib, bazisli 

o'zgaruvchi kiritsak, quyidagi tenglama hosil boladi.

16^ + 100x2 + Уз =190.

Bu tengiamadan ko‘rinib turibdiki, y3 butun bo‘lganida x. va 

x2 lar butun qiymatlarida butun qiymat qabul qilishi mumkin.

Topshiriqlar

Quyidagi shartlarda qisman butun sonli masalani yeching 

(xk > 0 shart bajarilganda).

4.3. -2,9xj + 6x2 <17,4,]

3x, - x2 < 1. 

x, va x2 butun son, 

F - 6x'[ + x2 -> m a x .

4 .4 . x\ + 3x2 < 12, 

3x, -  8 x2 < 24. 

x1 butun son, 

F  = X, -> m a x .
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4.5. 0,5х( + х2 < .1,75,] 

л', + 0,3х2 ^ 1,5. J

4.6. 2л"] + х2 ^  4,1

Xj + 2х2 5̂ 4. j 

х2 butun son,х, va x2 butun son, 

F = 0,25x, + x2 m ax. F = x( + X; —> max .

4,7 X) ■+■ Xt 4- 7x3 + 2x4  — 3,5. 

-2xj — x2 + 3x3 + 3x4 =1,5, 

2X| -+• 2x2  4- 8 x3 + X4  = 4. 

x2 butun son,

F = 8x| + 6x2 -» max .

Tayanch iboralar
Birinchi kesirn, ikkinchi kesim, butun sonli programmalashtirish, to‘liq 

butun sonli programmalashtirish, qisman butun sonli programmalashtirish.

Takrorlash uchun savollar
1. Butun sonli programmalashtirish deb nimaga aytiladi?
2. To‘liq butun sonli programmalashtirish deb nimaga aytiladi?
3. Qisman butun sonli programmalashtirish deb nimaga aytiladi?
4. R. Gamorining birinchi kesimi qanday aniqlanadi ?

5. R. Gamorining ikkinchi kesimi qanday aniqlanadi?



У BOB

PARAMETRIK PROGRAM M ALASHTIRISH

Xalq xo‘jaligini boshqarish va rejalashtirish jarayonida iqtisodda 

quyidagi xususiyatlarga ega bo‘lgan masalalarga dueh kelinadi:

1) izlanayotgan miqdorlarning juda ko‘p parametrlarga bog‘-

liqligi;
2) yechilayotgan masala cheksiz yechimga ega bo‘lib, ulardan 

optimal yechimini tanlab olish.

Optimallashtirish masalalarini chiziqli programmalashtirish 

usullari bilan to‘liq yechish uchun bu masalalarda qatnashayotgan 

koeffitsientlar aniq qiymatlarni qabul qiladi, deb faraz qilinadi. 

Lekin amalda ko'pchilik masalalarda bu koeffitsientlarning taqribiy 

qiymatlari yoki ularning mavjud bo‘hsh oralig'i ma’lum bo‘ladi. 

Shuning uchun chiziqli programmalashtirish masalasining optimal 

yechimi har bir qatnashayotgan koeffitsientning mavjud bo‘lish 

oralig'ida o‘zgarishiga qanchahk bog‘liqligiga, ya’ni masaladagi 

koeffitsientlarning Czgarishi uning yechimiar to'plamiga qanday 

ta’sir qilishmi aniqlash rnasalasi talab etiladi.

Ana shunday qo'yilgan masalalarni hal qilish parametrik 

programmalashtirishning predmetini taslikil etadi.

l-§. Parametrik programmalashtirish inasalalarining iqtisodiy va

geometrik talqini

Chiziqli programmalashtirishning asosiy masalasini ko‘rib 

chiqaylik.



Х > 0 , F(X) = СХ -» max.

Keltirilgan masalada A matritsaning a., element lari, В va С 
vektorlarning tarkibiy qismlari qandaydir /parametrga bog'liq ovzga~ 

rishi mumkin. Bunday masalalarga parametrik programmalashtirish 

masalalari deyiladi.

Agar faqat С vektorning tarkibiy qismlari t parametrga bog'liq 

bolsa, ya’n iC' = C'+C"t, t e [a, PJ berilgan masala maqsad funk

siyasi parametrga bog'liq masala deyiladi.

Agar В vektorning tarkibiy qismlari t parametrga bogliq bolsa, 

ya’ni В = B'+tB", te[a.\ P'] u vaqtda bu masalaga ozod hadi

parametrga bog'liq bolgan masala deyiladi. Bundaa, p, a', p' 

ixtiyoriy liaqiqiy sonlar.

Demak, t parametrning o'zgarish sohasida F  maqsad funk

siyaning maksimum (minimum) qiymatini topish kerak.

Agar bordi-yu maqsadli funksiyaning koeffitsientlari va ozod 

hadning tarkibiy qismlari t parametrga chiziqli bog'liq bolsa, u 

vaqtda quyidagi shartlarda

ning maksimum (minimum) qiymatini/<= [a, b] oraliqda topish 

kerak.

Yuqorida ko'rilgan masalalarni umiimlashtiruvchi masalaga 

parametrik programmalashtirishning unmmiy masalasi deyiladi. 

Boshqacha aytganda, quyidagi shartlarda

n
Ŷ OijXi =b'i+b"it (i = 1,m) (5.1)

Xi > 0, (/ = 1,«). (5.2)

Maqsad funksiyasi

n
F = ̂ (c,+ c"i nxj (5.3)

/=i
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£ (а 'у+ а "ц t)Xj = b ’j + b " j t  ( j  = 1, m)
ы

Xj  > 0 , ( /  =  Ijl)

П
t ning [a, [}\ oraliqda o‘zgarish s o h a s i d a c"i ning

/=1

maksimum (minimum) qiymatini topishga parametrik programma

lashtirishning umumiy masalasi deyiladi.

Yuqoridagi kabi masalalarni chiziqli programmalashtirish usullari 

bilan yechish mumkin.
Kelgusida bunday masalalar to'liq o‘rganib chiqiladi.

Endi (5.1) — (5.3) masalaning geometrik talqinini ko‘ramiz.

Faraz qilavlik, (5.1) sistemaning musbat yechimiar to‘plami 

(qavariq yechimiar to‘plami: ko‘pburchak, ko‘pyoqlik uchlarining 

koordinatalari to'plami) bo‘sh to‘plam boMmasin va bu nuqtalar 

soni birdan ortiq bo‘lsin. U vaqtda beriigan t parametrning [a, /3] 

da joylashgan qavariq to‘plamdagi ko'pyoqlikning uchlarini koordi- 

natalarida (5.3) maqsadli funksiyani maksimum qiymatga 

erishtiradigan nuqtaning koordinatalarini topishga to‘g‘ri keladi.

Bu nuqtani topish uchun t ga t = tu qiymat berib, masalani 

chiziqli programmalashtirishning geometrik uslubi bilan yechamiz. 

Bu yerda ikki xil hoi bo‘lishi mumkin:

1. Ko‘pyoqlik uchlari koordinatalari ning birontasida optimal 

qiymat qabul qiladi.

2. t ~ tf] da yechish mumkin bo'lmasligi aniqlanadi.

Agar birinchi shart bajarilsa, u vaqtda F  maqsadli funksiya 

maksimum qiymatga ega bo'ladigan nuqtani topamiz.

Endi t ning yangi t = t, qiymatini olamiz va yana yuqoridagi 

kabi yechishni davom ettiramiz. Chekli qadamlardan keyin para- 

metrning [«, /ij qiymatlarida F maqsadli funksiyaning optimal rejasi 

topiladi.

Yuqoridagi qoida va formulalardan foydalanib, quyidagi 

masalalar yechiladi.

5.1-masala. Korxonada ikki tur mahsulot ishlab chiqarish 

uchun uch xil xomashyo ishlatiladi. Har bir ishlab chiqarilgan
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mahsulotga ketadigan xomashyo me’yori va zaxirasi quyidagi 

jadvalda berilgan.

Xomashyo
xillari

Har bir ishiab chiqarilgan buynmga
ketadigan xomashyo me’yori Xosrsashyo

zaxirasi
I-tur 2-tur

! 4 1 16

2 2 2 22

3 6 3 36

Shu bilan birga birinchi tur mahsulotlarni realizatsiya qiJganda, 

narxi 2 soVmdan 12 so‘mgacha, ikkinchi xil mahsulotlarni 

realizatsiya qilganda, narxi L3 so‘mdan to 3 so‘mgacha o‘zgarib, 

bu o'zgarishlar quyidagi tengliklar bilan aniqlatiadi:

C\ = 2 + t, c2 = 13 — /, 0< / <  JO.

Ishiab chiqarilgan mahsulotlarning narxi yuqoridagi ko'rsatilgan 

oraliqlarda o‘zgarganda ishiab chiqarishdan maksimum daromad 

olish rejasini toping.
Yechish. Faraz qilaylik, birinchi tur mahsulot x} birlik, ikkinchi 

tur mahsulot x2 birlik ishiab chiqarish kerak bo'lsin. U vaqt

da r e [0, 10] oraliqda o‘zgarganda quyidagi shartlarda

4л'| + x2 < J 6,

• 2Xj + 2x2 < 22, ^

6xj + 3*2 ^ 3b.

^  > 0, x2 > 0 (5.5)

f(x 1,x2) = (2 + t)xY + (13 - t)x2 (5.6)

(5.6) ning maksimum qiymatini topish talab etiladi. Endi (5.4) 

— (5.6) masalaning yechiniini topish uchun (5.4) sistemaga 

asoslanib, yechimlar to‘plamini izohlovchi ko'pburchak shaklini 

chizamiz (5.1-chizma).
Agar [0, 10] oraliqda t ning qiymatini / = 0  deb olib,

2X| + 13x2 = k, (bunda, к = 0,1,2,...,26) shaklini chizsak va uni
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С'(2;13) vektor bo'yicha OABC'D ko'pburchak tomon harakat-

lantirsak, bu to'g'ri chiziq /1(0 ; 11) nuqtada ko'pburchakka urinadi.

Shunday qilib, t —0 bo'lganda birinchi qadamda x1 = 0, x2 = 11 

optimal yechim bo'ladi.

Bu yechimga asosan birinchi tur mahsulot narxi 2+0 =  2 so'mni, 

ikkinchi tur mahsulot narxi esa 13-0=13 so'mni tashkil etadi 

Optima] rejada maqsad funksiyasining qiymati quyidagicha topiladi: 

FUmx = (2 + 0) ■ 0 + (13 - 0) • 11 = 13 11 = 146 so'm.

Agar t — 2 deb olinsa, sath chizig'i quyidagi ko'rinishda bo'ladi: 

(2 + 2)x,+(13-2)a-2 = 4xj+11.Tz = k ,k  ga qiymatlar berib,

С(4; 11) vektor bo'yicha siljitilsa, /<=44 bo'lganda OABCD

ko'pburchakka 4(0; 11) nuqtada urinadi. Demak, A nuqtada F 

maqsadli funksiya maksimum qiymatga ega boiadi va x = 0 , x2 =  11 

lar optimal yechimiar bo'ladi. Bu yechimga asosan birinchi tur 

mahsulot narxi 2 + 2=4 so'mni, ikkinchi tur mahsulot narxi

13-2=11 so'mni tashldl etadi.

xi\ 
17 -

16
15

2—10 
-1 
- 9 5.1-chizma.



Demak, Fm.a = (2 + 2) • 0 + (13 - 2) • 11 = 121 so‘m.

5.1-chizmadan ko‘rinib turibdiki, mahsulotlami ishlab chiqarish 

filing har qanday qiymatida optimal bo'ladi, toki to'g'ri chiziq

2xj + 2x2 = 22 , = ~ 2 ~ t0 ‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘lsa. Bu shart

bajariladi, agarda /=5.5 bolsa, t ningbu qiymatida A В kesmaning 

istalgan nuqtasi optimal rejani beradi.

Shunday qilib, t ning quyidagi oraliqdagi /e [0:5,5] barcha 

qiymatlarida ^ = 0 , x =  11 optimal yechim bo‘ladi va maqsadli 

funksiyaning maksimum qiymati Fx max =143-111 ga teng.

Endi t ning qiymatini 5,5 dan katta qilib olsak, masalan r=6 

b o ig anda  beriigan masalaning yechim ini topish uchun 

(2 + 6).tj + (13-6)x2 = к to'g'ri chiziqnituzamiz (bunda A-0,1,2,...).

Misol uchun k— 56 boiganda bu to ‘g‘ri chiziq quyidagi 

ko‘rinishda bo‘ladi. 8.x;, + 7x2 = 56. Bu to'g'ri chiziqni C(8; 7) vektor 

bo'yicha siljitsak, OABCD ko'pburchak bilan eng chetki 5(1; 10) 

nuqtada urinadi. Shunday qilib, t = 6  bo iganda uchinchi 

qadamda Xj =2 + 6 = 8 so'm, x2 =13-6 = 7 so‘m optimal yechim 

boiadi va ishlab chiqarish natijasida maqsad funksiyasi

FnvAX = 81 + 710 = 78 so'mga teng.

5.1-chizmadan ko‘rinib turibdiki, 5(1,10) nuqtaning koordina

talari t >5,5 qiymatida optim al yechim b o ia d i ,  toki 

2xj + 13x2 + (xj - x2)t = к to'g'ri chiziq6X| + 3x2 = 36 to'g'ri chiziqqa 

parallel bolguncha.

Bu shart bajariladi, agar11̂  = ~~o~ bo'lsa, ya’ni t =5,5 ga

teng bo'lganda / ning bu qiymatida A В kesmaning istalgan nuqtasi 

optimal rejani beradi.

Shunday qilib, /e[5,5;8] oraliqda t ning barcha qiymatlarida 

x ,= 1; x =  10 yechim optimal reja boiadi. Shu bilan birga f e [5,5;8] 

oralig'ida A В kesmaning barcha koordinatalari optimal yechim 

bo'ladi, ya'ni F2max = (2 + /)1 + (13 - f)10 = 132 — 91 ga teng.
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Yuqoridagi kabi /е[8;10] oralig‘idax ==2; x2=8 optimal yechim 

topiladi (5.1 -chizmaga qarang). Demak, birinchi tur mahsulotning 

bahosi 10 so'mdan 12 so‘mgacha, ikkinchi tur mahsulotning bahosi

3 so‘mdan 5 so‘mgacha o'zgaradi, birinchi tur mahsulotlar 2 birlik, 

ikkinchi tur mahsulotlar 12 birlik ishiab chiqariladi.

Shu bilan birga re [8 ; 10] oraliqdagi qiymatlarida ishiab 

chiqaiilgan mahsulotlaming narxi

Shunday qilib. masalaning geometrik talqinidan quyidagi optimal 

yechimlarni topdik:

2-§. Maqsad funksiyasi parametriga bog‘Iiq 

bolgan masalalar

l-§ da ко‘rib chiqilgan (5.1) — (5.3) masalalar berilgan bo'lsin. 

[a; /3] oraliqda t parametrning bironta t = t0 qiymatini olib, bu 

masalani simpleks usul bilan yechamiz. Bu yerda ikki hoi bo'lishi 

mumkin:

1) t = t0 nuqtada masala optimal rejaga ega boladi;

2) t — tn masalani yechish mumkin emasligi aniqlanadi.

Faraz qilaylik, birinchi hoi bajarilgan bo'lsin. U  vaqtda oxirgi

simpleks jadvaln ing (N  + 1) (indeks satridan) satridan 

/,(?„) = J 't+t0 / " , ni yozib olamiz. Bundan quyidagilar topiladi:

^3 max = 1 0 8 - 6 /  ga teng.

1) fe[0;5,5] oraliqda x = 0 ; x2= I l ,  F iaa= 143-11/;

2) /e[5,5;8] oraliqda x ,= l;  x2=10, Г 2пш= 132-9 /;

3) / e [8; 10] oraliqda x,=2; Xj—8, F 3max=108-16 t.

agar /  < 0

T = {
imn r н > —D- - I

‘ ./
agar jami J ", > 0

I a8ar / " / < 0

mavjud bo "Isa.
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U vaqtda Т0 < t< T da beriigan masala (barcha t lar uchun) 

t = t0 qiymatda bir xil optimal rejaga ega bo‘ladi.

Agar t = t{) qiymatda masalani yechish mumkin bo‘lmasa va 

oxirgi simpleks jadva ln ing  N+1 satrida uning yechim i

j k = j  'k + t0J "k, (xik <0, i = hm) songa teng bo'lsa:

1) J "k = 0 bo'lganda beriigan masalani istalgan t uchun yechish 

mumkin emas;

2) agar /  ”k < 0 bo‘lsa, beriigan masalanif < h laming
J к

barchasi uchun yechish mumkin emas;

3) agar /  > 0 bolsa, beriigan masalani barcha t >/, lar uchun 

yechish mumkin emas;

4) birinchi qadamda t ning o ‘zgarish sohasi aniqlaniladi, 

yuqoridagi qadanmi / e | a, (5] oraliqda t ning boshqa qiymatini olib, 

ya’na simpleks usuli qollanadi;

5) chekli almashtirishlar natijasida masalaning optimal rejasi 

topiladi yoki masalani yechish mumkin emasligi aniqlanadi.

5.2-masala. Quyidagi shartiarda

Xj +x2 +x3 = 12, 

xl - x2 + x4 = 10,

—X| + X-2 + X5 ~ 6.

Xj > 0, x2 > 0, x3 > 0, x4 > 0, x5 > 0.

(5.7)

F—(x,, x2)=2x1+(3+4/)x2 maqsadli funksiyani (5.8). / e (^>, +«.) 

oraliqda tning barcha qiymatlari uchun maksimum qiymatini 

toping.

Yechish. Beriigan oraliqda parametrning istalgan qiymatini ohsh 

mumkin.

Oldin dastlabki berilganlarga asoslanib, birinchi simpleks jadvalni 

tuzamiz.
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/ -  simpleks jadval

№
Bazisli

0 ‘zgarraas

koeffitsient-
iar

ustuni

2 3+41 0 0 0

c ,
o ‘zga-

ruvchilar x i x2 *3 *4 X5

1. 0 x; 12 1 1 1 0 0

2. 0 x4 10 3 -1 0 1 0

3. 0
X 5

6 -1 1 0 0 ]

4.
Indeks

satri
F=0 "2 —3—4t 0 0 0

Bu jadvalga asoslanib ikkinchi simpleks jadvalni tuzamiz.

2- simpleks jadval

№

c„

Bazis5s

o‘zga-

ruvchil-

ar

C(t) 

0 ‘zgarmas 
koeffilsient- 

lar ustuni

2 3 +4t 0 0 0

x, X 2 X 3 X 4 X 5

1. 0
X 3

6 2 0 1 0 -1

2. 0
X 4

16 0 0 0 1 1

3. 3+4t Xj 6 -1 1 0 0 1

4.
Indeks

satri
F= 18+241: —5—4t 0 0 0 3+4t

2- jadvalning indeks satrida manfiy miqdorlar boMgani uchun 

3-simpleks jadvalni tuzamiz.

3- simpleks jadval

№
Bazisli

C(t)
0 ‘zgarmas 

koeffitsient- 

lar ustuni

2 3+4t 0 0 0

c
o‘zga-

ruvchilar X, x2 X4 xi

1. 0 x, 3 1 0 1/2 0 -1/2

2. 0
X 4

16 0 0 0 1 1

3. 3+4t
X 2

9 0 i 1/2 0 1/2

4.
Indeks

satri
F=33+36t 0 0 2,5 +2t 0 0,5+2 t
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Bu jadvalga t = 0 qiymatning indeks satridagi t ning o'rnign 

qo'ysak ^= 3 , x2=9, x3=0, x4=0, x5=0 optimal yechim va maqsadli 

funksiyaF[max = 2 3-(3 + 4 0) 9 = 6 +27 = 33 qiymatga ega boiadi 

Endi F} ning qiymatiga asoslanib / ning qiymatini topamiz.

3-simpleks jadvalning indeks satri elementlari musbat bolishi 

uchun 2,5+2/ > 0 va 0,5+2t > 0 bolishi kerak. Bu tengsizliklardan 

/ > -  0,25 kelib chiqadi. Demak, r e [-0,25; +°o) oraliqda / ning 

barcha qiymatlarida x=3, x=9, x =0, x=0, x=0  yechim optimal 

yechim boiadi va / ’max~33+36/ ga teng.

Ikkinchi qadamda t ning 0,25 dan kichik qiymatini olib 3- 

simpleks jadvalning indeks satridan x5 ni bazisli yechimiar safiga 

o‘tkazamiz u vaqtda x4 qo'shimcha o'zgaruvchilar safiga oladi. 

Natijada 4-simpleks jadval hosil bo iad i (3-simpleks jadvalni 

almashtirgandan key in).

4-simpleks jadval

№
Bazisli

C(t)

0 ‘zgar- 2 3+4t 0 0 0

c„
o‘zga-

ruvchilar
koeffitsi-

entlar
ustuni

X , x2
X 3 X ,

1. 2
x, 11 1 0 0,5 0,5 0

2. 0 x5 16 16 0 0 1 1

3. 3+4t x : 1 0 1 0.5 -0,5 0

4.
Indeks

satri
F=25+4t 0 0 2,5+2t -0,5- 0

Bu jadvalga asosan =11, x2 =1, =0, x4=0, x5=16 

yechim2,5 + 2/ > 0 va —0,5 — 2/ > 0 boiganda, beriigan masala 

uchun optimal yechim boiadi.

Demak, /€[-1,25; -0,25] -  da Fmax =25 + 4/ boiadi. Uchinchi 

qadamda / < —1,25 boiganda x3 indeks satridagi qiymati manfiy 

boiadi. Shuning uchun simpleks usulni qollab, 4- jadvaldan 5- 

jadvalga olamiz.
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5-simpleks jadval

№ Bazisli
o‘/ga-

ruvchilar

C(t)
Ozgarmas

koeflitsientlar

ustuni

2 3+4t 0 0 0

X ! x2 X 3 X 4 X 5

1 .
x ,

10 1 -1 0 1 0

2. 0
X 5 ■ 16 0 0 0 1 I

3. 0
X 3

2 0 2 1 -1 0

4. Indeks

satri
F=20 0 - 5 - 4 1 0 2 0

Bu jadvalda bazis yechim: x,= 10, x2=0, x,=4, x4=0, x5= l6 

optimal yechimlar boladi va t e (-« , — 1,25] — da F3max=20.

Shunday qilib, yuqoridagi jadvallardan quyidagi optimal rejani 

yozish mumkin:

1) r e [-°°, -1,25] oraliqda Xj=10, x2=0, x3=2, x4=0, x5=16.

m̂ax = 20;

2) / e [-1,25, -0,25] oraliclda xt= U , x = l, x = 0 , x=0, x5= l6. 

m̂ax = 2 5 + 4f,

3) / e [-0,25, +oo] oraliqda x(=3, x2=9, x=0, x4=16, x5=0. 

= 33 + 36/.

5.3-masa!a. Korxonada uch tur mahsulot ishiab chiqarish uchun 

uch xi! xomashyo ishlatiladi. Har bir ishiab chiqarilgan mahsulot 

birligiga ketadigan xomashyo me’yori va narxi, xomashyo zaxirasi 

quyidagi jadvalda berilgan.

Xomashyo xiliari
Har bir ishiab chiqarilgan buyumga ketadigan 

xomashyo me'yori

1-tur buyum 2-tur buyum 3-tur buyum

1 18 15 12

2 6 4 8

3 5 3 3

Har bir ishiab chiqarilgan 

mahsulot narxi (so'in)
9 10 16

Xomashyo zaxirasi 360 kg 192 kg 180 kg

94



Shu bilan birga ishlab chiqarilgan mahsulotlami to la  sotish 

ta’min etilgan. Ishlab chiqarishning shunday rejasini tuzingki, ishlab 

chiqarilgan mahsulotlami sotishga tarqatganda qiymat jihatidan 

maksimum daromad olinsin. Shu bilan birga narx-navoning 

o‘zgarishim hisobga olib, optimal reja turg‘unligining tahlili berilsin.

Yechish. Faraz qilaylik, birinchi tur mahsulot x{ birlik, ikkinchi 

tur mahsulot x2 birlik, uchunchi tur mahsulot x3 birlik ishlab 

chiqarilishi kerak bolsin.

U vaqtda masalaning matematik modelini ushbu kolinishda 

yozish mumkin:

Quyidagi shartiarda

18л'| + 15x2 + 12x3 < 360,

6xj + 4x̂  + 8x3 ^ 192, • ^

5xj + 3x2 + 3x3 < 180.

xj > 0,x2 >0 (5.10)

F = 9xy +10x2 +16x3 funksiya maksimum qiymatni toping. 

(5.9) tengsiziiklar sistemasigaуьу2,Уз bazis o ‘zgaruvchilar 

kiritib, tenglamalar sistemasini quyidagi ko‘rinishga keltiriladi:

18xj + 15x2 + 12x3 + y{ < 360,

6 x| + 4x 2 + 8 x3 + y2 ^  192. ■ ^

5xj + 3x2  + 3x3 + ,y3 < 180.

Xj > 0, x2 > 0, x3 > 0,

V] > 0. y2 > 0, Уз > 0.

U  vaqtda (5.10) maqsadli funksiya quyidagi ko‘rinishni oladi: 

F = 9X] + 10x2 + I6x3 + 0 • У1 + 0 ■ y2 + 0 y3. (5.12) 

Bunda X! = 0, x2 — 0, x3 = 0 deb olsak, F = 0 boiadi (simpleks 

usulga qarang).

(5.11) - (5.12) larga asoslanib, birinchi simpleks jadval tuziladi 

va simpleks jadvallarni ketma-ket ahnashtirib, masalaning optimal 

yechimlari topiladi.
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I- simpleks jadval

№

c„

Bazisli
o‘zga-

ruvchilar

0 ‘zgarmas 
koeffitsient- 
lar ustuni

9 10 16 0 0 0

X1 X2 x 3 У, Уг Уз

1. 2 У, 360 18 16 12 1 0 0

2. 0 y 2 196 6 4 8 0 ] 0

3. 0 y3 180 5 3 3 0 0 1

4.
Indeks

satri
F=0 -9 -10 -16 0 0 0

2- simpleks jadval

№

с .

Bazisli
o'zgaruvchi-

tar

0 ‘zgar
mas

koeffitsi-
entiar
ustuni

9 10 16 0 0 0

x. X2 X3 y. У2 Уз

1. 0 У, 72 9 9 0 1 -3/2 0

2. 16 x3 24 3/4 1/2 1 0 1/8 0

3. 0 Уз 180 11/4 3/2 0 0 -3/8 1

4.
Indeks

satri
F=384 3 -2 0 0 2 0

3- simpleks jadval

№
Bazisli
o‘zga-

ruvchilar

0 ‘zgar
mas

koeffitsi-
entlar
ustuni

9 10 16 0 0 0

x. X2 X 3 y. y2 Уз

1. 10 *2 8 1 1 0 1/9 -1/6 0

2. 16
X 3

20 1/4 0 1 -1/18 5/24 0

3. 0 y3 96 5/4 0 0 -1/6 -1/8 1

4.
Indeks

satri
F=400 5 0 0 2/9 5/3 0
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Bu jadvaldan ko'rinib turibdiki, birinchi tur mahsulotlar .^=0 

dona, ikkinchi tur mahsulotlar x2= 8 dona, uchinchi tur mahsulotlar 

xs=20 dona ishlab ehiqariladi.

Bu reja optimal reja bo'lib, daromad 

max = 9 0  + 10 ■ 8 +16 20 + 0 y\ + 0 • y2 + 0 ■ 96 = 80 + 320 = 400. 

so'mni tashkil etadi.

Endi yuqoridagi optimal rejaga asoslanib, ishlab chiqarilgan 

mahsulot turlari bahosining o'zgarish chegaralari aniqlanadi.

Oldin birinchi tur mahsulotdan boshlaymiz. Faraz qilaylik, 

birinchi tur mahsulotning qiymati c =  9 so'm emas, ya’ni 

<^=(90+/,) so'm bo'lsin.

Bu yerda tx para me tr /, e (9; « ) oraliqda o'zgarishi mumkin. 

U  vaqtda yuqoridagi optimal rejaga asoslanib, masalaning shartiga 

ko'ra F = (9 + f| )xl + I ().x:2 + 16x3 maqsad funksiyasining maksimum 

qiymatini topish talab etiladi. Maqsad funksiyaning bu qiymatini 

hisobga olib, 4-simpleks jadvalni shunday yozish mumkin.

4- simpleks jadval

№ Bazisli
o ‘zga-

ruvchiiar

0*zgarraas
koeffitsient-

lar
ustuni

9+t, 10 16 0 0 0

x . X2 X3 y, y2 Уз

1. 10 X, 8 1 1 0 1/2 -1/6 0

2. 16 X, 20 1/4 0 1 -1/18 5/24 0

3. 0 Уз 96 5/4 0 0 -1/6 — 1/8 1

4.
Indeks

satri
F=400 5—ij 0 0 2/9 5/3 0

Bu jadvaldan ko'rinib turibdiki, Xj=0, x2=8, x3=20 yechimiar 

parametrik programmalashtirishning optimal rejasi bo'ladi, agarda

5— tv > 0 bo'lsa, (t< 5).

Demak birinchi tur mahsulotning qiymati c, <14 so'm bo'lsa, 

x ^ O , x ,=8 , x3=20 optimal yechim bo'ladi. Ishlab chiqarish 

korxonasi birinchi tur mahsulotning qiymati 14 so'rndan 

oshmasligidan manfaatdor emas. Shu bilan b irinch i tur
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mahsulotning qiymati o'zgarganda, ikkinchi va uchunchi tur 

mahsulotning qiymati berilgan masalaning shartlarida o'zgarmaydi 

deb hisoblaymiz. Xuddi shunday ikkinchi tur mahsulotlarning 

qiymati 8 < c2 < 20 oraliqda o ‘zgarganda masalaning dastlabki 

shartlarida ikkinchi tur mahsulotning qiymati x, =8  so‘m, uchinchi 

tur mahsulotning qiymati 20 so‘mni taslikil etadi va bu reja optimal 

reja boladi. Lekin shuni ham aytish kerakki, ko‘rsatilgan reja 

optimal bo‘lishiga qaramasdan с t ning har xil qiymatlarida maqsadli 

funksiya har xil qiymatlar qabul qiladi. Agar uchinchi tur 

mahsulotning narxi 8 < c2 < 20 oraliqda o‘zgarganda ham ikkinchi 

tur mahsulotning narxi 8" so‘m, uchunchi tur mahsulotning narxi 

20 so‘mni taslikil etadi va bu reja optimal reja boladi, Shunday 

qilib, berilgan masala maqsad funksiyasining bitta koeffitsientiga 

parametr kiritib optimal rejaning sezgirlik darajasini tahlil qildik.

Xuddi shunday optimal rejaning sezgirlik darajasini hamma 

tur mahsulotlarning qiymatlari o'zgarganda ham tahlil qilish 

mumkin.

3-§. Ozod hadlari parametriga bogiiq bolgan masalalar

(5.1) — (5.3) masalalar berilgan bolsin. Bu masalani yechish 

uchun yuqoridagi kabi t parametrning qiymatini t e [a. [3] oraliqda 

t=t0 songa tenglashtirib chiziqli programmalashtirish usulini qollab, 

masalaning yechilishini ko'rsatamiz. Bu yerda ham ikki hoi boladi:

1) i=t% qiymatda masala optimal rejaga ega;

2) t=tn qiymatda masalani yechish mumkin emasligi aniqlanadi.

Birinchi holda Tl} < t <T oraliqda r ning barcha qiymatlarida

topilgan reja optimal reja boladi, bunda

j  max (-j )/ j  ”,), agar j  ", > 0,

“ = i  agar Г , < 0. mavJ,,d bo'lsa-

J min {-j 'J  j  ",). agar j ", < 0,

1 agar j 0. ma4 “d bo'lsa.

J', v a / ”, lar quyidagi J, — J ', +/0 ,/"■ optimal rejaning tarkibiy 

qismlari bolib. tn ga bogliqdir.
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Agar t=  t0 qiymatda beriigan masalani yechish mumkin 

bolmasa, u vaqtda bu yerda ikki hoi bolishi mumkin:

J) maqsad funksiya optimal rejalar to‘plamida chegaralanmagan;

2) beriigan sistema musbat yechimlarga ega emas.

Birinchi holda masala / [a, (J] oraliqda / ning istalgan qiymatida 

yechimga ega emas.

Ikkinchi holda sistemaning / [a, (3] oraliqda t ning qaysi 

qiymatlarida birgalikda mavjud bolmagan qiymatlari aniqlaniladi 

va uni masalaning aniqlanish sohasidan ehiqariladi. Shundan keyin

1 ning boshqa qiymatini te  [a, j3] oraliqda olib, yana simpleks usul 

qolianiladi va chekli almashtirishJar natijasida masalaning optimal 

rejasi topiladi yoki masalani yechish mumkin emasligini aniqlaymiz.

Shunday qilib, (5.1) — (5.3) masalani yechish uchun quyidagi 

jaryonlar amalga oshiriladi:

1. t parametrning bironta aniq /0 qiymatini [a, [5\ oraliqda olib, 

chiziqli programmalashtirish uslubini qollab, masalaning optimal 

rejasi topiladi yoki masalani yechish mumkin emasligini kolsatamiz.

2. Parametr/e [a, p| ning qaysi qiymatlarida bir xil optimal 

rejaga ega bolishi yoki yechish mumkin emasligi aniqlaniladi va t 
ning bu qiymatlarini [a, /3] oraliqdan ehiqariladi.

3. [a, p] oraliqning qolgan qismidan / ning bironta qiymatini 

olib, masalaning optimal rejasi topiladi. Buni yechish uchun 

ikkilamchi simpleks usuli qolianiladi.

4. Chekli almashtirishlar natijasida t parametrni qaysi to'plamlar 

qiymatida bir xil optimal rejaga ega bolishini yoki boimasligini 

[a, ,6’| oraliqda aniqlanadi.

5.4-masala. Quyidagi shartiarda

Xj + x2 + л'з =12 +1,

2x| ~ x2 + .v4 = 8 + 41,

- 2 x { + 2x 2 + x$ = 1 0 -  6/.

Xj >0, x2 > 0, x3 > 0, jc4 > 0, л'3 > 0.

(5.13)

F = (X|. x2> x3, x4, x5) = Эх, - 2x2 + 5x? - 4x4 (5.14) 

funk s iy an ing /e (-00 +«) oraliqqa maksimum qiymatini toping.
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Yechish. ( —о о  -f-оо ) oraliqda t parametrning istalgan qiymatini olib, 

chiziqli programmalashtirish usullarini qo'llab masala yechiladi. 

Faraz qilaylik, t= 0 bo'lsin, u vaqtda quyidagi simpleks jadvalni 

tuzish mumkin.

1-jadvaiga asoslanib, masalaning optimal yechimi topiladi. 

Birinchi jadvaldan ko'rinib turibdiki xx=0, x2-5-3t, x3=7--41, 
x4— 13+r, x5= 0 bo'lganda berilgan masalaning optimal rejasi 

boladi.

1- jadval

№

s

Bazisli
o ‘zga-

ruvchilar

3 -2 5 0 -4

X! X , X4 x,

1. 5 *3 12+t 1 1 1 0 0

2. 0 K4 S+41 2 -1 0 1 0

3. -4 10—t -2 2 0 0 1

4. F=20+29 t 10 -1 0 0 0

1. 5 h 7+41 2 0 1 0 -1/2

2. 0 X4 13+t 1 0 0 1 1/2

3. —2 *2 5—3t -1 1 0 0 1/2

4.
Indeks

satri F=25+26t 9 0 0 0 1/2

Yuqoridagi yechimlar to'plam i optimal yechim bo'ladi, 

agarda7 + At > 0, 13 +1 > 0. 5 - 3r > 0 bo'lsa, ya’ni

2) t > -13;

3) t< - bo'lsa.
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Shunday  q i l i b , te
7 5

' 4 ’  3
oraliqda xt = 0, x2 =5-3/,

x3=7 + 4/, x4 = 13 + /, x5 = 0 bolsa, optimal reja Fx max = 25 + 26/ 

boiadi.

E nd i/> -  bo igan qiymatlarida beriigan masala optimal

yechimga egami yoki yo‘qligi tekshiriladi. t > ~ boiganda 5 - 3/ < 0 

bolgani uchun x,=0, лу=5-3/, х3=7+4/, x4=13+r, x5=0 optimal

reja bola olmaydi. Shuning uchunt > | boiganda yangi rejaga

o lish  kerak. Lekin yangi rejaga o lish  uchun oldin x2 bazis 

o ‘zgaruvchi joylashgan satr elementlari tekshiriladi.

Bu satr elementlari ichida manfiy sonx’2i =-1 bolgani uchun 

yangi tayanch rejaga oiiladi (agar bu satrda manfiy son bol- 

maganda, yangi tayanch rejaga o lib  bolmas edi). Bu yerda x2 

o‘zgaruvchini bazis o‘zgamvchilar safidan chiqarib, uning 0 ‘rniga 

x, o'zgaruvchi kiritiladi va yangi tayanch rejaga oiiladi.

Natijada quyidagi jadval hosil boiadi.
2- jadval

№ Bazis X0
3 -2 5 0 -4

c„
o‘zgaruvchilar

xi X3 X 4 X 5

I. s
X 3

17—2t 0 2 1 0 1/2

2. 0
X 4

18—2t 0 I 0 J 1

3. 3 —5+3t J -1 0 0 -1/2

4.
Indeks

satri
70—t 0 9 0 0 5

Demak, 2- jadvalga asosan dastlabki masalaning kerakli rejasi 

*=-5+3/, x,=0, x3=17-2/, x4= 18-2/, xs=0 boiadi, agarda barcha / 

lar uchun -5 + 3/ > 0, 17 - It > 0, 18 — 2/ > 0 bolsa. Bu tengsizliklar-
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ni yechsak t >-, t < — , t< 9 hosil bo 'lad i. Shunday qilib ,
.) 2

5 17

t e
5 17

3’ 2
r . . , , . . _o______UimiiiL..__L

oraliqda maqsad funksiyasi ^/3 17/? 9

FnvM -IQ-t  dastlabki masalaning optimal rejasi bo'ladi.

Agar t > —- bo'lsa, Xj— 5+З/, x3=17-2(, x2=0, x3=lS-2t, x5=0

optimal reja bo'lmaydi, chunki optimal reja tarkibida x,= 17-21 
manfiy songa teng. Birinchi jadvalning xt/ satrida manfiy elementlar

17
bo'lmagani uchun t > — bo'lganda masalani yechish mumkin emas.

7
Endi 1-jadvaldan/ <-- bo'lganda masalaning yechimi 

tekshiriladi.

Bu holda x,=0, x2=5-31, x=7+4t, x4=13+/, x5=0 optimal reja 

bo‘la olmaydi, chunki x3=7+4V manfiy qiymatga ega.

Shuning uchun t parametrning bu qiymatlarida optimal reja 

mavjudligini tekshirish uchun birinchi jadvaldan x3 ni bazis 

o'zgaruvchilar safidan chiqarib, uning o'rniga x5 kiritiladi. (x3 turgan

satrda x ’15- i  manfiy son bo'lgani uchun bu jarayonni bajarish

mumkin).

Natijada quyidagi jadval hosil bo'ladi.

3- jadval

№

ct

Bazisli
o‘zgaruvchilar

X0
3 -2 5 0 -4

x . X2 X 3 X4 X 5

1. -4 -14-8 t -4 0 -2 0 1
2. 0

*4 20+51 3 0 1 1 0
3. 2

X , 12+t 1 1 1 0 0

4.
Indeks
satri

F=32+30 t 11 0 1 0 0
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Uchinchi jadvalga asosan x=\2+t, x7—0, x3=0, x=20+5t, x=~
14—8/va / parametrning quyidagi shartlarni -14-8/>0, 20+5/>0,

12+ /> 0  qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida, ya'ni h <

■2 — —4>
t > _]2 bo'lganda

-4 [\\\\\\] -7\4 t  

optimal reja bo'ladi.

7
Shunday q ilib /e  [-4; --] oraliqda beriigan masalaning

yechimlari * ,=0 , jc2=1 2+/, x3=Q, jc4=20+5/, jc5= —14—8/ bo'ladi va 

F  =32+30/.max
Uchinchi jadvaldan ko'rinib turibdiki, />-4 bo'lganda beriigan 

masala yechimga ega emas, chunki x4 element joylashgan satrda 

manfiy elementlar yo'q.

Demak,

1) agarte (-«>; -4] bo'lsa, masala optimal yechimga ega emas;

7
2) agar te [-4; --] bo'lsa, masalaning optimal yechimlari *,=0, 

x=12 + /, x =0, x,=20 + 5/, л: = -14-8/ bo'lib, Fn =32 + 30/ ga2. J  J  Н и х

teng;

3) agar te [-7; -] bo'lsa, masalaning optimal yechimlari *,=0, 

x=5  - 3/, x3=7+ 4/, x4=13 + /, x =  0 bo'lib, F0max=25+26t ga teng;

5 17
4) agar y l  bo'lsa, masalaning optimal yechimlari

х ,=  -5 + 3/, x2=0 , x3=17-2/ ,  jc4= 18 — 2 /, xs=  0 bo ' l ib ,  

F̂ =70~r ёа teng;

5) agar/e [y ,  oo) bo'lsa, masalani yechish mumkin emas.

5.5-masaIa. Korxonada uch tur mahsulot ishlab chiqarish uchun 

uch xil xomashyo ishlatiladi. Korxona birinchi xil xomashyodan
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180 t, ikkinchi xil xomashyodan 210 t va uchunchi xil xomashyo- 
dan 244 t ta’min etilgan.

Har bir ishiab chiqarilgan mahsulot birligiga ketadigan xomashyo 
me’yori va narxi 4- jadvalda berilgan.

4- ja d v a l

Xomashyo xillari

Har bir ishiab chiqarilgan buyumga 
ketadigan xomashyo me’yori

1-tur buyum 2-rur buyum 3-tur
buyum

1 4 2 1

2 3 1 3

3 1 2 5

Har bir ishiab chiqarilgan 
mahsulotning narxi (so‘m) 10 14 12 

— ................

Ishiab chiqarishning shunday rejasini tuzingki, ishiab chiqarilgan 
mahsulotlarni sotishga tarqatganda qiymat jihatidan maksimum 
daromad olinsin.

Shu bilan birga xomashyo miqdorini liisobga olib, optimal reja 
turg‘unligining tahlili berilsin.

Yechish. Faraz qilaylik, birinchi tur mahsulot xx birlik, ikkinchi 
tur mahsulot x2 birlik, uchinchi tur mahsulot x3 birlik ishiab 
chiqarilsin, u vaqtda masalaning matematik modelini ushbu 
ko‘rinishda yozish mumkin.

Quyidagi shartlarda

4xj + 2x2 + л'з < 180,
3xj + Xj + 3x, < 210, • (“S 1 “Si
xt + 2X2 + 5x3 < 244.J

xL > 0, x2 > 0 , x} > 0. (5.16)
F = 10xj + 14x2 + 12x3 (5.17)

funksiyaning maksimum qiymatini toping.
Yechish. Masalani simpleks usulni qollab yechamiz.
Yechish jarayonining hatnmasini bitta jadval ko‘rinishida yozamiz.
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5- jadval

№

4

Bazis
o‘zganjvchi-

lar
xo

10 14 12 0 0 0

x . X 2 X 3 X 4 X5 x*

1. 0 X4 180 4 2 1 1 0 0
2, 0 X 5 210 3 1 3 0 1 0

3. 0 \ 244 1 2 5 0 0 1

4. Indeks
satri F = 0 - 1 0 - 1 4 - 1 2 0 0 0

1. 14 X2 90 2 1 1/2 v 2 0 0
2_ 0 X 5 120 1 0 5/2 - 1 /2 1 0

3. 0 X6 64 - 3 0 4 - 1 0 1

4. Indeks
satri F2=1260 18 0 - 5 7 0 0

i . 14 X 2 82 19/8 1 0 5/8 0 -1 /8

2. 0 X5 80 23/8 0 0 1/8 1 -5 /8

3. 12 X 3 16 -3 /4 0 1 -1 /4 0 1/4

4. Indeks
satri 1340 57/4 0 0 23/4 0 5/4

Bu jadvalga asosan optimal yechim x = 0 ,  x,=82, x3=16, x4=0, 
x5= 0 , x6= 0  ga teng.

Bu yechimni (5.7) ga qo'ysak, quyidagi hosil boladi:

F = 10 0 + 14 82 +12 16 = 1340 so‘m.

Demak, bu rejaga asosan daromad Fmax =1340 so‘mni tashkil 
etadi.

Endi bu rejaning turg‘unligi tahUlini ko'rsatamiz. Buning uchun 
xomashyo xillari (hajmlari)ning miqdorlarini o'zgartirib uni maqsad 
funksiyaga ta’siri ko'rib chiqiladi.

Oldin birinchi xil xomashyo hajmi /, tonnaga o‘zgartiriladi, 
ya’ni birinchi xil xomashyo ISO + tl tonna bolsin. Bunda t —



parametr, /, parametr umum holda (-00, +00) oraliqdagi qiymatlarni 
qabul qilishi mumkin, u vaqtda masalaning sharti quyidagicha 
boiadi. Quyidagi shartiarda

4x, + 2^2 + x3 ^ 180 + /j,
3j\Tj + X'j + 3x3 < 2 1 0 , • j

Xj + 2л-2 + 5x3 ^ 244.

x, > 0, x2 > 0, jc3 > 0. (5.19)
F = (x(,x2,x3) = 10xx + 14x2 + I2x3 (5.20)

(5.20) funksiyaning maksimum qiymatini shunday topingki, 
Xj =0, л:2 =82, x3 = 16 optimal yechim bo'lsin, Buning uchun
(5.18) — (5.20) parametrik programmalashtirish masalasini 
yechamiz.

Beshinchi jadvalning oxirgi qismi quyidagicha yozib olinadi.

6- simpleks jadval

№

c T
Bazis

o ‘zgaruvchilar X 0

10 14 12 0 © 0

X! x i X 3 X 4 X 5 x«

1. 14 x, b'« 19/8 1 0 5/8 0 -1 /8

2. 0 X5 b's 23/8 0 0 1/8 1 -5 /8

3. 12 X, b '3 -3 /4 0 1 1/4 0 1/4

4. Indeks satri F'o 57/4 0 0 23/4 0 5/4

Oltinchi jadval 5- jadvaldan xfl vektor joylashgan ustun 
elementlari bilan farq qiladi. x0 vektorning tarkibiy qismlarini b’v  
b'5, b 'j oxirgi jadvaldagi bazisli vektorlar x2, x5, x, bo‘yicha yoyib 
quyidagicha yozish mumkin:

0 / 2

b '  5 

*3
(5.21)

bunda B 1 matritsa В matritsaga teskari matritsa bo’lib, x,, x5, x, 
vektorlarning dastlabki tarkibiy qismlaridan iborat.

106



Matritsa В 1 5- simpleks jadvalning vektorlar joylashgan ustun 
elementlaridan iborat, x0 vektor esa 5- jadvalning dastlabki x0 
jadvalida joylashgan ustun elementlaridan iborat:

' 5/8 0 - 1 /8 '180 + V
B-'- = 1/8 1 -5 /8 j ^0  - 210

1- 1/4 0 1/4 J 244

B l va X0 matritsalarni (5.21) formulaga qo‘ysak, quyidagi hosil 
bo‘ladi:

(b \ ' 00 0 1 ОС л180 + / j ' '82 + 5 / 8 / ^

x \ , = b' 5 = 1 /8  1 - 5 / 8 210 = 80 + 1/ 8/!
b 3v 7

1 -P* О 244V 1 6 - 1 /4 / !

Yuqorida topilgan X 0 vektor (5.15) -  (5.17) masalaning optimal 
yechimi bo'ladi:
x1 = 0, x2 = 82 + 5 /  8/j, X3 =16 — 1/ 4r,, x4 =0, x5 = 80 +1 /  8/,, x6 = 0

va Fmax = 10 ■ 0 + (82 + 5/8/i) ■ 14 + (16-1 /4 /,) 12 = 1340 + 5-|/г.

Demak, yuqoridagi yechim bo‘lsa, musbat / parametrning 
barcha qiymatlarida 7 optimal reja bo'ladi.

/,=0 bo‘lsa, F vix=1340 so‘m bo'lib, 5- simpleks jadvalning 
maqsad funksiyaning miqdori qiymatiga to‘g‘ri keladi,

Bu shuni ko'rsatadiki, /. parametrning o‘zgarishi л-, optimal 
yechimga ta’sir qiladi.

Misol uchun /j—16 ga teng deb olsak, ishiab chiqarishning 
optimal rejasi ^ = 0 , x2=92, x3=12 ga teng bo‘ladi va ikkinchi 
tur buyum 92 birlik, uchinchi tur buyum 12 birlikka teng 
bo‘ladi.

Bu holdaFmAX = 92•14 +12■12 = 1432 so‘mni tashkil qiladi.
Agar ikkinchi xil xomashyo miqdorini eng ko‘pi bilan 80 tonnaga 

kamaytirsak u vaqtda reja optimal reja boladi va ikkinchi tur 
mahsulotdan 82 birlik, uchinchi tur mahsulotdan 16 birlik ishiab 
chiqariladi.

Bu holda Fmax = 14 ■ 82 +12 • 16 = 1148 so‘mni tashkil etadi. Ko‘r- 
satish mumkinki uchunchi xil xomashyo miqdorini o‘zgartirsak,
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х,=0, л:2=82, х = \ в  tayanch yechim o‘zgaradi. Ya’ni bu yechim 
turglin yechim emas.

Shunday qilib, (5.15) — (5.17) masalaning optimal rejasi hamda 
xomashyolaming hajmini o‘zgartirganda sezgirlik tahlilini ko'rsatdik. 
Xuddi shunday optimal reja sezgirlik tahlilini uch xil xomashyo 
miqdorini bir vaqtning o‘zida o‘zgartirganda ham ko'rsatish mumkin.

4- §. Ozod hadlar va maqsad funksiya parametriga bog‘Iiq 
boigan masalalar

l~§ da ko‘rib chiqilgan (5.1) — (5.3) masalalar beriigan bolsin. 
1—3-§ larda yechgan parametrik programmalashtirish masalalarini 
yechish usulidan foydalanib, quyidagi masalani yechamiz.

5.6-masala. Quyidagi shartiarda

x, -  x2 + x3 = 24 -  121, I 
-x , + 2x2 + x4 = -18 + 10. j

> 0, x2 > 0, t e (—°°, +°°).

F = (x'i, x2, x3, x4) =
= (8 -  5/)X| + (9 -  3t)x2 + (-3 + 5/)x3 -  (2 + 4/)x4 —> max

qiymatini toping.
Ycchish, t parametrning qiymatini ixtiyoriy tanlab olamiz. Faraz 

qilaylik, t — 2 bolsin. Dastlabki berilganlarga asoslanib, masalani 
simpleks usul bilan yechamiz.

I- simpleks jadval

№

Gs
Bazis

o ‘zgaruvchilar xa

OO 1 C/I 9—3t - 3 - 5 t —2—4t

x , x* X 3 X4

1. —3+5t X 3 24+2t 1 - 1 1 0

2. —2—4t X4 -18+101 -1 2 0 1

4. Indeks satri F=0 —8+5t —9+3t 3—5t 2+4t

Uchinchi simpleks jadvaldan ko‘rinib turibdiki, t — 2 boiganda 
x =  0, x = —9+  5/, x3=15—7r, x4=0 beriigan masalaning optima! 
yechimi bo'ladi.
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2- simpleks jadval

№ Bazis 8 ~ 5 t 9—3t —3—5t —2 —4t

G6 o ‘zgarirvchi-
iar

x 0
Xj x 2 X4

1 . —3+5t X3 24+2t 1 - - 1 1 0

2. —2 —4t Л ........ 18+lOt - 1 2 0 I

4. Indeks
satri

F ^ —36+  
208t-100t2 —1 1 + 1  Ot —6 t ~ 2 t 0 2+4i

3- simpleks jadva l

№ Bads 8—5t 9 - 3 t —3—5t —2—4t

g 5
o ‘zgaruvchi-

lar
x o

x i x : x 3 X4

1. —3+5t 15—7t 1/2 0 1 1/2

2. 9—3t Xj —9+5t - 1 /2 1 0 1/2

4 .
Indeks
satri

F  = -1 2 6 +max
168t—50t2 91-14 0 0 5+5t

Bu yechim 9t — 14 > 0 bolganda, ya’ni t > — qiymatlardaУ
ham musbat yechim boladi. Shunday qilib, t e [9 /  5, 15/7] oraliqda 
/ning barcha qiymatlarida masalaning optimal yechimlari x =  0 ,
x==l5~71, x = - 9 + 5 1 ,  x4=0 bolganda Fimvi = -126 + 168/-50/2 ga 
teng.

9
Agar t < -  bolsa, ya’ni -9+5K0 bolsa, yuqorida ko‘rsatilgan 

yechim optimal reja bolmaydi.
9

Shuning uchun t < -  bolganda yangi simpleks jadval tuzish

mumkin, chunki x2 element joylashgan satrda (3- simpleks jadval) 
—1/2 manfiy son mavjud. x'2l = - 1 /2  sonni kalitli son deb tanlab 
olib, yangi simpleks jadval tuziladi. Natijada quyidagi jadval hosil 
boladi.
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4- simpleks jadval

№ Bazis 8—5t 9—3t - 3 - 5 t - 2 - 4 t

g 5 0‘zgaruvchi”
lar

x o
x i x 2 X 3 X4

1. —3+5t X3 6—2t 0 ! 1 1

2. 8—5t x> 18-10 t 1 - 2 0 -J

3. Indeks
satri

F = 1 2 6 -max
134t+40t2 0 - 2 8  + 1 0 14t—9

T o ‘rtinch i jadvaldan  ko‘rin ib  tu rib d ik i, 6 -2 r> 0  va

18-I0r>0 bo'lganda (y u q o rid a r> y  qimatini ko'rgan edik)

oraliqdagire [14/ 97 9/5] oraliqdagi qiymatlaridax =  18-1 Or, x2=0, 
x3= 6 -2 r, x4=0 m asa lan ing  o p tim al yechim i b o 'lib ,
Fmax = 126-134/ + 40Г2 ga teng.

Endi ; > y  bo'lganda masalaning yechimlarini tekshiraylik.

t > у  b o ' Isa, x{ = 0, x2 = -9 + 5r, x3 = 15- It., x4 =0 yechi m

optimal reja bo‘la olmaydi, chunki 15 _ 7/ < o. Shu bilan birga x3 
turgan satrda manfiy son yo'q bo'lgani uchun masalani yechish 
mumkin emas. Shunday qilib, biz masalani re [14/9, +<*0 oraliqda 
yechdik. Masalani to'la yechish navbatire [-»=, 14/9) keldi. Agar 

14
r < — bo'lsa, -28 + 18r < 0 bo'ladi. Shuning uchun yangi simpleks

jadvalga o'tamiz.
Beshinchi simpleks jadvaldan ko'rinib turibdiki, t e  [-<*>, 14/9) 

oraliqdagi t ning barcha qiymatlarida x,=30-14r, x,“ 6-2r, x3=0, 
x4=0 optimal yechim bo'lib, Fmax. = 294-298r + 76r2 ga teng. 
Demak:

1. Agar re [-«, 14/9] bo'lsa, masala optimal rejaga ega bo'lib,
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5 -  simpleks jadval

№ Bazis
o‘zgaruvcliilar x»

8—5t 9—3t - 3 - 5 t - 2 - 4 t

x i X2 X 3 X 4

1. 9—3t X2 6—2t 0 I 1 1

2. 8—5t X. 30+14t 1 0 2 - 1

3. Indeks
satri F = 294+298t+76t2 0 0 28—181 19—4t

л"! = 30 -14/, x2 = 6 -  2/, x3 = 0, x4 = 0 va 

F2 max = 294 -  298/ + 7612 ga teng.
2. A gar/e [14/9, 9/5] masala bo'lsa, optimal rejaga ega 

bo'libxx =18 —10/, x2 = 0, x3 = 6 -9 /, x4 = 0 va

Fq шах = —134/ + 40/2 ga teng.
3. A gar/e [9/5, 15/7] masala optim al rejaga ega bo 'lib  

JC] =0, x2 = -9 + 5/, x3 = 15 -  It, x4 = 0
f miv = 126 + 168/ -  50/2 ga teng.

Topshiriqlar
Quyidagi 5.7 param etrik program m alashtirish masalani 

/ e (-со, +oo) oraliqda optimal rejasini toping.

5 .7 . X\ + x2 + x3 + x4 = 2 , 1 
- 2 xj + x2 -  x3 + x5 = 1.(
Xj > 0, i = 1,5.

/ ’ = ( / -  l)xj + (4 -  t)x2 + (/ -  2)x3 + (2 -  /)x4 + (2/ -  3)x5 —> max. 
Tayanch iburalar
Parametr, parametrga bog‘Iiq b o ig a n  maqsadli funksiya, parametrik 
programmalashtirish.

Takrorlash uchun savollar
1. Parametrik programmalashtirishning iqtisodiy talqini nima ?
2. Parametrik programmalashtirishning geometrik talqini nima ?
3. Parametming m a ’nosi nima?
4. Parametrik programmalashtirish masalalari ko'rinishlarini bilasizmi?



VI BOB
DINAMIK PROGRAMMALASHTIRISH

l-§ . Dinamik programmalashtirish masalalarining 
umumiy xususiyatlari

Chiziqli programmalashtirish masalalarini yechganda vaqtga 
bog'liq bo‘lmagan statik va iqtisodiy jarayonlar ko'rilgan edi. 
Masalalarning optimal yechimlarini topganda bn yechimlar vaqtga 
bog'liq bo'lmagan bir bosqichli optimal yechimlardan iborat deb 
hisobladik. Shuning uchun vaqtga bog'liq bo'lmagan bunday 
masalalarni bir bosqichli masalalar deb ataladi. Lekin ko'p iqtisodiy 
masalalarni yechish jarayonida bu masalalar o'z-o'zidan bir nechta 
bosqichlarga bo'lingan bo'ladi. Shu bilan birga iqtisodiyotning 
rivojlanish jarayoni ayniqsa bozor iqtisodiyotiga o'tish davrida ko'p 
omillarga bog'liqdir. Shuning uchun bunday masalalarning yechimi 
yagona bo'lmaydi. Balki har bir bosqichga mos keluvchi yechimlar 
to'plamidan iborat bo'ladi. Bu yechimlar to'plamidan eng maqbulini 
tanlab olishga optimal strategiya deyiladi.

Dinamik programmalashtirish iqtisodiyotda uchraydigan ko'p 
masalalarni bosqichma-bosqich yechish uchun ishlatiladi.

Bunga misol sifatida quyidagi masalalar kiradi: >aiklarni optimal 
joylashtirish; eng qisqa yo'lni aniqlash, tezlikka bog'liq bolgan 
masalalarda optimal tezlikni topish; sarmoyalarni optimal 
joylashtirish; optimal rejalashtirish masalalari.

Demak dinamik programmalashtirish quyidagi xususiyatga ega 
bo'lgan masalalarni yechadi;

1) ko'p bosqichli iqtisodiy jarayonning birdan bir yagona 
yechimini emas, balki har bir qadamga mos keluvchi va asosiy 
manfaatni ko'zlovchi yechimlar to'plamini topishga yordam beradi;

2) dinamik programmalashtirish uslub va usullari yordamida 
yechilayotgan ko'p bosqichli masalaning malum bir bosqichi uchun 
topilgan yechimi undan oldingi bosqichlarda topilgan yechimga 
bog'liq bo'lmaydi. Unda faqat shu bosqichni ifodaiovchi omillar 
nazarga olinadi;



3) dinamik programmalashtirish yordamida ko'p bosqichli 
masalani yechish jarayonida har bir bosqichida asosiy maqsadni 
ko'zlovchi yechurnni aniqlash kerak, yana yechimlar to‘plami orasida 
asosiy maqsadga erishishga maksimal ulush qo'shuvchi yechimni 
tanlab olishga to'g'ri keladi.

Dinamik programmalashtirishning asosiy usul va uslublari 
amerikalik matematik R. Bellman va uning shogirdlari tomonidan 
asoslangan bo'lib. optimallik prinsipiga amal qiladi. Endi dinamik 
programmalashtirish uslub va usullari bilan yechiiadigan ba’zi 
iqtisodiy masalalarni ко‘rib chiqamiz.

2-§. Yuklami optimal joylashtirish 
haqida masalalar

6 Л -masala, Muzxonaga har xil xomashyolarni joylashtirish 
kerak. Muzxonaga jami Wtonna  xomashyoni joylashtirish mumkin. 
Xomashyolar to'g'risida quyidagi ma’lumotlar mavjud:

P. — i xil xomashyoning og'irligi;
Vi — i xil xomashyoning bahosi (narxi);
X. — muzxonaga joylashtiriladigan i xil xomashyoning soni.
Muzxonaga xomashyolarni shunday joylashtiringki, maksimum 

qiymatga ega bo'lgan xomashyolar joylashsin.
Demak, bu masalani umumiy holda quyidagi ko'rinishda yozish 

mumkin.
Quyidagi shartlarda

1. t  x ,  Pi < W;
i=1

2. Xt = 0,1,2.3.....(konteynerlarga joylashgan xomashyolar soni
yoki yashiklar soni);

N
3. f<W) = У , Vj -  ning maksimum qiymatini toping.

/=1
Masalada X. -  xomashyolar butun qismlardan iborat.
Agar 2-shart bo'lmaganda edi, u vaqtda masalani chiziqli 

programmalashtirish masalasi ko'rinishida yechish mumkin edi. 
Shuning uchun masalani quyidagi ko'rinishda yechamiz.



I. Oldin muzxonaga birinchi xil xomashyolar joylashtiriladi. 
Joylashtirilgan yuklaming qiymatini f f  W) deb belgilasak: 

f (  W)—rm\{Xi W}, (6.1) agarda quyidagi shartlar bajarilsa.

(6 .2 ) tengsizlikdan x \ -  bo‘lgani uchun v\

Bu funksiyaning grafigi 6.1-chizmada ko'rsatilgan. Shunday 
qilib, muzxona birinchi xil xomashyo bilan to'ldirilganda f (  W) 
ning qiymati topildi. Endi muzxonaga x, va x2 xil xomashyolar 
joylashtirilganda f 2( W) ning maksimum qiymatini topaylik.

Agar ikkinchi xil xomashyodan x2 dona joylashtirilgan bo'lsa, 
u vaqtda muzxonaning hajmini hisobga olsak, birinchi xil 
xomashyodan W  — X2 P2 tonna olish mumkin va uning qiymati 
f x{ W  — X2 P2) so'm ga teng bo 'lad i. Umumiy qiymat esa 
X2V2+fi(W —X2 P2) ga teng bo’ladi. Bularga asoslanib, faqat x2 ning 
qiymatini topsak bas. Shunday qilib, muzxonaga joylashtirilgan 
birinchi va ikkinchi xil xomashyolarning maksimum qiymati 
quyidagicha bo'ladi:

teng bo'ladi.
Bunda f  j  W) muzxonaga joylashtirilgan N  xil yuklaming 

maksimum narxi;
XN Vn —N  — xil joylashtirilgan mahsulotning qiymati; 
f N.,{ W  -  XNPN) ~~ umumiy og'irligi W — XN Pv tonnadan ko'p 

bo'lmaydigan (N  - 1) xil yuklaming maksimum qiymati.

1. XxP<W-
2. X=0,l,2,3,...

bo'ladi.

f i  W)=max Ц  V2 + /’ ( W  -  X2 P2)}.
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Yuqorida topilgan rekkurrent formulalardan ketma-ket ,/'(И/), 
funksiyalarning qiymatlarini topish mumkin.

6.2-masala. Muzxonasining umumiy hajmi v = 83m3 bolgan 
firmaga hajmlari = 24m3, p? = 22m \  ръ = 16m3, p4 =  10m3 
bo'lgan konteynerlar bilan yuk olib kelindi.

Bu yuklarning har binning narxi mos ravishda v, = 96 ming 
so'm, v2 — 85 so'm, v3 =  50 so'm va v4 — 20 so‘mni tashkil etadi. 
Konteynerlar ochilmasdan saqlanishi kerak. Muzxonaga konteyner- 
larni shunday joylashtirish kerakki, joylashgan yuklar maksimum 
qiymatga ega bo'lsin.

Yechish. Masalani yechish uchun f N( W) ni N  ning har xil 
qiymatida hisoblash kerak:

/j(83) ni hisoblash uchun ,/4<83 — x j iA) ni topish kerak. Shuning 
uchun pog'onama-pog'ona W  ning har qanday qiymatlarida har 
xil yuklar muzxonaga bittama-bitta hisoblab joylashtiriladi. 

Natijada 6.1-jadval hosil bo'ladi.



6.1- jadval

w f,(W) — funksiya x i
0 -2 3 0 0
2 4 -4 7 96 1
4 8 -7 1 192 2
7 2 -8 7 288 3

Birinchi xil yukni joylashtirish uchun (x,) 0—23 tonnaga x, 
yo‘q. 24—47 tonnagacha yuklar joylashtirilsa x, =1 dona boiadi 
va uning qiymati 96 ming so'mni tashkil etadi, 48—71 tonnagacha 
yuklar joylashtirilsa, x1=2 dona boiadi va unhig qiymati 192 ming 
so‘mni taslildl etadi. 72—87 tonnagacha yuldar joylashtirilsa, xt=3 
dona boiadi va uning qiymati / =  288 miiig so'mni tashkil etadi.

Endi f (  IV), f 3( IV) va/j( W) funksiyalar uchun jadvallar tuzamiz:

6.2-jadval 6.3-jadval

w f2(W) -  fanksiya *2
0 -2 1 0 0
2 2 -2 3 85 1
2 4 -2 5 96 0
4 6 -4 7 181 I
4 8 -4 9 192 0
70 -7 1 277 1
7 2 -8 7 288 0

w f3(W) — fiaaksiya X3
0 -1 5 0 0
16—21 50 1
2 2 -2 3 85 0
2 4 -3 7 96 0
3 8 -3 9 135 1
4 0 -4 5 146 1
4 6 -4 7 181 0
4 8 -6 3 192 0
64—69 242 1
70-71 277 0
7 2 -7 8 288 1

6.4- jadval

w f4(W) —funksiya

0 - 9 0 0
1 0 -1 5 20 1
16—21 50 0
22—23 85 0
2 4 -3 3 96 0
3 4 -3 7 116 1
3 8 -3 9 135 0

4 0 -4 5 146 0
4 6 -4 7 181 0
4 8 -5 7 192 0
5 8 -6 3 212 1
6 4 -6 9 242 0
7 0-71 277 0
7 2 -8 1 288 0
8 1 -8 7 308 1

116



Quyidagi
f 2{W )=max {Xt V2 +f2 ( l V ~  X2 P2)} 

0 < Xx <

tenglikdan foydalanib. f 2(W )  funksiyani hisoblanish yo‘lini 
ko‘rsatamiz. x2 miqdor 0,1,2,3 qiymatlar qabul qilishi mumkin 
bo'lgani uchun 6.1- jadvaldan foydalanib, [X2 ■ 85+/J(70-x2-22)} = 
—f 2{W) funksiya hisoblanadi:

Hisoblash shuni ko‘rsatdiki, x2 =1 bolganda f 2(70)—277 eng 
katta qiymatga ega. Xuddi yuqoridagi kabi f . (  W) va f 4(W)  
funksiyalarning qiymatini hisoblab, 6.3, 6.4- jadvallami tuzish 
mumkin.

6.4- jadvalga asosan ^(83)=308 ming so‘mga teng. Demak, 4 
xil konteynerdan x4= l donasini muzxonaga joylashtirish mumkin. 
P  = 10 tonna boMgani uchun muzxonaga yana 83—10=7.3 tonna 
yuk joylashtirish talab etiladi. 6.3- va 6.2- jadvalJardan ko'rinib 
turibdiki, W= 73 bo'lganda yukning soni x = 0 )  x,=0 donaga teng.
6.1- jadvaldan ko‘rinadiki, x3=3 dona konteyner joylashtirish 
mumkin. Demak,

/ 4max=96 • x,+20 • x4=96 ■ 3+20 ■ 1=288+20=308 ming so‘m.

3-§. Dinamik programmalashtirish usuilarining iqtisodiy 
masalalarni yechishdagi tahliii. Optima! rejalashtirish masalasi

Faraz qilaylik, viloyatda n ta korxonani o'z ichiga oigan sanoat 
birlashmasining T yillik rejasini tuzish masalasi o'rtaga qo‘yilgan 
bo‘lsin. Rejalashtirilayotgan T  davrning boshida birlashmaga K} 
miqdorda mablag‘ ajratilgan. Bu mablag- n ta korxonaga taqsim- 
lanadi. Taqsimlanayotgan mablag£ korxonalarda to la  yoki qisman 
ishlatilishi va shunga qarab ma'lum miqdorda foyda (daromad)

*2 =0; ,/i(70)--=192. f 2QV) = 192;
x2 =1; / 2 (70) = 85+ /,(48) = 277; 
*2 =2; / 2(70) = 2-85 + /j(26) = 266; 
x3 =3; /2 (70) = 3 • 85 + /j(4) = 255.
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olish mumkin. Keyingi qadamlarda mablaglar korxonalararo qayta 
taqsimlanishi mumkin.

Natijada quyidagi masala hosil boiadi. Korxonalararo К  mab- 
lag‘ni qadam-baqadam shunday taqsimlash va qayta taqsimlash 
kerakki, birlashmaning ГуИ davomida olgan daromadlar yiglndisi 
maksimum qiymatga ega bolsin.

Har bir ishlab chiqarish boshqariluvchi jarayon hisoblanadi va 
bu jarayon ajratilayotgan xomashyo, mablag4, uskunalami yangilash 
kabi muammolarga bogliqdir. Bu muammolami hal qilishni qadam- 
baqadam tashkil qilishga boshqarish deyiladi.

Demak, bosqichdagi boshqarish
U ' = (U{,U2,...,U*„)

vektor funksiya kabi ifodalanadi. Bunda C/j j ( j  = l,n) korxona
uchun qadamning boshida ajratilgan xomashyo, mablag* va 
hokazolarning miqdorini ko‘rsatuvchi vektor.

Jami korxonalar birlashmasining T  davr ichida boshqarishini
U = (u\u2 ,...,ur ) vektor funksiya orqali ifodalash mumkin.

Birlashmadagi korxonalarning taraqqiyot dinamikasini ifodalash
uchun ularning holat darajasini kolsatuvchiX,■. = (xj ,xf, .. . ,xf)

vektorni kiritiladi, bunda Xj t( t = 1, T) qadam boshida korxonalar
ning moddiy va moliyaviy ahvol darajasini ko‘rsatuvchi ko'rsatkich 
bolib, uning tarkibiy qismlari korxonadagi mehnat resurslari, asosiy 
fondlar moliyaviy ahvol darajasini kolsatadi, va'ni

Xi -  (Xf{, xf2 Х/х ).
Shunday qilib. yuqoridagidan xulosa qilib aytish mumkinki, 

boshqarish vektori U' korxonalarning / qadamning boshidagi holatini 
ko‘rsatuvchi vektordir, ya’ni

U' = U ' ( X t~1).
Demak, sistemaning boshlanglch holati X0 beriigan boiadi. 

Maqsadli funksiya sifatida korxonalar birlashmasining Г davr ichida 
oladigan daromadlar yiglndisini ifodalovchi

т
Z = 2  Z' -* max funksiya kiritiladi.

;=1
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Har bir t qadamning boshida sistemaning X' holat darajasiga 
va U' boshqarish vektoriga ma’lum bir chegaralovchi shartlar 
qo'yiJadi. Bu shartlar birlashmasi G bilan beigilanadi vaimi mumkin 
bo‘lgan boshqarishlar to'plain i deb ataladi. Natijada quyidagi 
dinamik programmalashtirish masalasiga ega bolamiz:

U* e G  (6-1)
т

Z  = Yj z ' -» max . (6 .2)/=l
Hosil bo'lgan (6.1), (6.2) modelga ishiab chiqarishning dinamik 

modeli deyiladi.
6.3-masala. Katta talabga ega boigan mahsulotni ishiab chiqarish 

maqsadida korxonalarga kapital qurilish uchun S  ming so'mlik 
mablage ajratildi. Bu mablag'dan i korxona X. ming so‘.m isblatganda 
УДх) (egri chiziqli funksiya) ko'rinishdagi o'sishga ega bo'ladi. 
Kapital qurilishga ajratilgan mablag'ni korxonalar o‘rtasida shun
day taqsimlangki. korxonalar ishga tushganda maksimal daromad 
beruvchi mahsulotlar ishiab chiqarish qobiliyatiga ega boMsin.

Yechish. Masalaning matematik modelini tuzamiz. Demak, 
quyidagi shartlarda

i  x , = s .
i= 1

Xj >0, (i = 1, n)
П

^ = X  f(Xi)  funksiyaning eng katta qiymatini topish kerak. 
/=i

П
Agar ̂  = X  f(%i) funksiva qavariq yoki botiq funksiya boisa, u

/=i
vaqtda bu masalani egri chiziqli programmalashtirishdagi Lag- 
ranjning ko‘paytmalar usulini qollab yechish mumkin. Agar F  
funksiya qavariq yoki botiq boMmasa, u vaqtda bu masala dinamik 
programmalashtirish usulidan foydalanib yechiladi.

Har bir korxonaga ajratilgan mablag1 qadam-baqadam qanday 
samara berishini hisoblab chiqiladi va bularning ichidan optimal 
strategiya tanlab olinadi.
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6,4-masaia. Ishlab chiqarish jarayonini tashkil qilish uchun 
korxonani yangi uskunalar bilan jihozlash kerak. Uskunalaming 
ish unumdorligi vaqt olishiga bogliq  bo'lib, unga ketadigan 
xarajatlar 6.5- jadval ko'rinishida beriigan.

6.5- jadval

Uskunalarni ishlash vaqti 
(yil hisobida)

0 1 2 3 4 5

Bir yilda ishlab chiqarilgan mahsulotlaming narxi 
(qiymati) R(v) (ming so‘m hisobida) 80 75 65 60 60 55
Uskunalarni tainirlash va saqlash uchun 
ketadigan xarajatlar Z(ii) (ming so'm hisobida) 20 25 30 35 45 55

Korxonani yangi uskunalar bilan jihozlash uchun 40 ming so in  
ketganini hisobga olib, uskunalaming xizmatini oiaganlarini 
hisobdan chiqarishning, besh yillik rejasini shunday tuzingki, 
korxona maksimum umumiy daromad olsin.

Yechish. Bu masalani yechish uchun boshqaruv jarayonini ikkiga 
bolib kolamiz:

a) Ul — uskunalaming ishlab cliiqarish qobiliyatini saqlovchi 
yechimiar to‘plami bolsin;

b) U2 — ishlash qobiliyati tarnoni b o ig an  uskunalarni 
almashtiruvchi yechimiar to'piami boisin.

Birinchi bosqichda beshinchi besh villi kning boshidan, birinchi 
yilning boshiga qadar uskunalaming holatini shartli optimal 
boshqaruvchi yechimiar to'plami topiladi. Ikkinchi bosqichda ishlab 
chiqarish harakatini birinchi yilning boshlanish qismidan, beshinchi 
yilning boshlanish qismigacha, har yil uchun tuzilgan shartli optimal 
yechimlarga asosan uskunalarni almashtirish besh yillik optimal 
rejasini tuzamiz.

Shartli optimal yechimiar to'plamini tuzish uchun oldin bu 
masalaga moslashtirib, Bellmanning funksional tenglamasi tuziladi.

Har bir yil boshida (K- yil, К  = l3  ) ikkita holatdan bittasi 
boiadi: uskunalar kerakmi yoki yo‘qmi?

U vaqtda k- (k= \ ,  2. 3, 4, 5) yilda korxonaning daromadi 
quyidagicha boiadi:



R ( y W ) - z ( r (A)), u\

R ( 7 (i) = 0)  -  Z  (Yik) = o)  -  C„, U boiganda,

bunda Y (k) — uskunalaming к yil boshidagi ishlagan yillar soni 
(yoshi), Uk — k- yil boshidagi boshqaruv vektori; Sn — yangi 
uskunalaming qiymati, k=  1,2,..., 5.

Shunday qilib, bu holda Bellmanning funksional tenglamasi 
quyidagi ko'rinishda boiadi:

maxr

R (Y,k))~ z ( Y [k]) + Fk+V ( l ^ ) ,

R ( r (fc) = o) -  Z  ( r w  = o) -  Cn + Fk+l (Y(k) = l) (6 .1')

Endi (6.10 tenglamani qollab, dastlabki masalaning yechimi 
topiladi. Besh yillikning boshida hamma uskunalar yangi bolgani 
uchun F lli=0 bo iad i. Beshinchi yilning boshlanishida esa 
uskunalardan foydalanish muddati 1, 2, 3, 4 bolishi mumkin. 
Shuning uchun beriigan sistemaning mumkin boigan holati 
quyidagicha boiadi:

i f ] = 1, Г2(5)= 2, Y3{5) = 3, Y4(5) « 4 .
Bu holatlarning har biriga mos ravishda shartli optimal

yechimlari va ularga mos boigan F5 (y(5i j funksiyaning qiymatlari 

aniqlanadi.

Endi (6.1) tenglamadan foydalanib, F ^ Y<i+l )̂ = 0 ni hisobga 

olgan holda quyidagi topiladi:

max
R •(5)

я ( г (5) = o ) - z ( r (5} = o ) - c . ( 6 . 2 ' )

(6 .2/') formulaga У(5>=1  va 6.5-jadvaldagi berilganlar qo‘yilsa 
quyidagi hosil boiadi:



птах
= l) - z (} f 5) =l) 

i?(jf5) = o ) - z ( ^ 5) =o)-C„
= max

|  75-25 
[80-20-40

= 50.

Demak, bu holda shartli optimal yechim U']= U { ga teng. 
Xuddi shunday hisoblarni 5- yil boshida boshqa holatlar uchun 

ham yuqoridagi kabi bajariladi:

F5(Y3(5)) = max 

F5(V4(5>) = max

[80 -  20 -  40 
66-35 
80-20-40  
60-45 
80 -  20 -  40

= 35, i/ 0 = Uy,

= 25, £7° - U 2,

= 20, £7° = Uy

Hosil bo‘Igan bu qiymatlarni quyidagi jadval ko'rinishida yozish 
mumkin.

6.6- jadval

Uskunalardan foyda
lanish muddati (yil)

F S(U<5)) funksiyaning qiymatlari 
(ming so‘m hisobida)

Shartli optimal 
yechimlar U”

1 50 U “

2 35 U,
3 25 U 5

4 20 U ,

To'rtinchi yilning boshlanishida uskunalardan foydalanish 
m uddati 1,2,3 b o lish i mumkin. Shuning uchun berilgan 
sistemaning mumkin bolgan holati quyidagicha boladi:

У/4) = 1,Г2И) =2,73(4) =3.
Bu holatlaming har biriga mos ravishda shartli optimal yechimlar 

to‘plamini va ulargo mos bolgan Fn(Y{4>) uskunaning qiymatlarini 
yuqoridagi kabi 6.5- va 6 .6- jadvaldan foydalanib hisoblaymiz:
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| i? (F <4) = 1 ) - Z ( Y (4) = 1) + ./г5(У<5) = 2 )  
/*<1, ) = m a x {__ ,,, ___ /И1 _

' \ r (Y{4) = 0 ) -  Z ( Y (4> = 0 ) - С „  + F5 (У15) =1)1
75-25 + 35 . ос 1Г{1 тт = гаах  ̂ У = 85,1Г =U X.

180 -  20 -  40 + 50 Г 1

Hosil bolgan natijalarga asoslanib, quyidagi jadvalni tuzamiz.

6.7- jadval

Uskunalardan F4(Ymi) funksiyaning Shartli optimal
foydaianish muddati qiymati(ming so‘m yechimiari

(yil)—Yl4) hisobida) U°

1 85 U,
2 70 U 2

3 70 U 3

Uchinchi yilning boshida uskunalardan foydaianish muddati 
1,2 bolishi mumkin. Shuning uchun berilgan sistemaning mumkin
bolgan holatiU{3) = l , U j } =2 boladi. Bu holatlarning har biriga
mos ravishda shartli optimal yechimlar to‘plamini va ularga mos 
bolgan Fy( У3)) funksiyaning qiymatlari yuqoridagi kabi (6.1/) 
formuladan foydalanib hisoblanadi:

\R(Y0) = l ) - Z ( Y (3> = D + F4(Y(4) =2), 1 
\R(Yi3) = 0 ) - Z ( y (3) = 0 ) - C „ + F 4(Y(4) =1.J

F} (Y{3>) = max ■

r , ,к  [Д(У(3) = 2) - Z ( Y (3> = 2) + F4(Y(4) = 3, j 
F3( l J f) = max<

j R(Yh) = 0) -  Z ( Y ,J) = 0) -  C„ + F4(Y<4) = 1)J
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6.5- va 6 .6- jadvaldagi beriiganlardan foydalanib, quyidagilar 
topiladi:

г / v O ) \  [65 — 30 +  70 1 qF,(Y; ') = max-f J- = 105,0 = U7.
3V 2 ' 180 -2 0 -4 0  +85J 2

Oxirgi tenglikdan ko'rinib turibdiki, F3(U<23>) = 105 da boshqaruv
shartli optimal yechimlardan Yt yoki Y2 qaysisini olmaylik 
uskunalarni ishlash muddati besh yillikning uchinchi yili boshida 
ishlash muddati 2 yilni tashkil qilgani uchun mehnat unumdorligi 
bir xil bo‘ladi. Hosil bo'lgan natijalar 6 .8- jadvalga yoziladi.

6 .8 - ja d v a l

Uskanaiarning !shfa«sh 
muddati (yil hisobida)

F,(Y(3))fimksiyaning qiymati 
(ming so'm hisobida)

Shartli optimal
yechimiar

1I 1 2 0 u ,
2 1 0 U2

Besh yillikning ikkinchi yilining boshida uskunalardan 
foydalanish muddati 1 yil boiadi, Y 2)= 1. Bu yerda uskunani 
almashtirish kerakmi degan savol tuglladi. Bu savolga javob berish 
uchun quyidagilar hisoblaniladi:

FyfUP1) = max
|/?(7(2) = 1) -  Z(Ya) = 1) + F3 (7(3) = 2) j 
\ r ( Y <2) = 0) -  Z (3)(Y(2) = 0) -C„ + F3(Y0) = 1)|

[75-25 + 105 1 [155]= max{„„ „ _   ̂= max<  ̂J- = 155,СЛ.[80 -20 -40 +120] [144J 1

Bu natijaga asoslanib 6.9- jadval tuziladi.
6.9- jadval

Uskuiialarnisig ishlash 
muddati (yil hisobida) 

Y(2) yil

F3(Y<J))fiinksiyaHing qiymati 
(ming so ‘m hisobida)

Shartli optimal 
yechimiar

1 155 u ,
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Masalaning shartiga ko‘ra besh yillikning boshida uskunalarni 
yangi uskunalar bilan almashtirish shart emas, Demak, boshqaruv 
vektori yoki shartli optimal yechim Ul bo'ladi. Korxonaning 
daromadi esa

b\(Y^)  = R{Y2(l) = 0) = 0) - Z{Y;y) -  1) -  80-20 +155 -  215 so'm.
Demak, korxonaning maksimum daromadi / ’( F !))=215 so'mni 

taslikil qiladi. Shunday qilib, korxona uskunalarini almashtirishning 
optimal rejasini 6 .10- jadval orqali ifodalash mumkin.

6.10-jadval

Uskaaalarning ishlash yillari

1 yilda 2 yilda 3 yilda 4 yilda 5 yilda

Masala
ning
optimal
yechim-
lari

Uskunalarni 
almashti
rish kerak 
emas

Uskunalarni 
almashti
rish kerak 
emas

Uskunalarni 
almashti
rish kerak

Uskunalarni 
almashti
rish kerak 
emas

Uskunalarni 
almashti
rish kerak 
emas

6.5-masaia. Katta ehtiyojga ega bo'lgan mahsulotni ishiab 
chiqarish uchun uchta korxona kapital qurilishiga 5=700 ming 
so'm mablag' ajratilgan. Bu mablag'dan uchta korxonaga mos x  
ravishda x,, xv  xi ming so'mdan ishlatganda kapital qurilish 
hajmining o'sisliiga mos ravishda ishiab chiqarilgan mahsulotlarning 
hajmi o'sishi -F(x,) so'mni tashkil qiladi. Kapital qurilishga ajratilgan 
mablag'ni korxonalar o'rtasida shunday taqsimlangki, korxonalar 
ishga tushganda maksimum daromad beruvehi mahsulotlar islilab 
chiqarish qobiliyatiga ega bo'lsin. x, va F.(xj) miqdorlar 6.11- 
jadvalda berilgan.

6.11- jadval

Kapital qurilishga 
ajratilgan mablag'ning 
hajmi x., (ming so ‘m)

Kapital qurilishga ajratilgan mablag* hajmiga
mahsulotlar ishiab chiqarislming o ‘sish 

ko'rsatkichi F.(x,) (ming hisobida)

1-korxona 2-korxona 3-korxona

0 0 0 0

10 30 50 40
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6.11- jadvalning davomi

200 50 80 50

300 90 90 110

400 110 150 120

500 170 190 ISO

600 180 210 220

700 210 220 240

Yechish. M asalani yechish uchun Bellmanning o ‘zaro 
bogianish rekkurent formulalari tuziladi. Bu masala uchun o‘zaro 
bog'lanishni quyidagi funksional tenglamalar ko'rinishida yozish 
mumkin:

Ф,(х) = max Г Z7, ( Aj, 1;
(K v, <x L J

Ф2(.v) = (m ax  [F2 (x 2) +  Ф1( x - x2 )]; ( 6 . 3 )

q V , ( x ) =  m a x  \F n_, и „ _ , )  +  ф„_2( х - x j ] ,0<.v.,_i <д-

(6.3) formulada9 ,(.<)(/ = 1,n - 1) uchta korxona 0 taqsimlangan
x ming so'm kapital mablag‘ natijasida o'sish sur’ati(ko‘rsatkichi). 
Shuning uchun f n(x) ning qiymatini x=*S'=700 ming so‘tn deb 
olamiz. Chunki uchta korxona kapital qurilishiga 5=700 ming 
so‘in ajratilgan. (6.3) formulani 6.11 - jadval yordamida hisoblab 
chiqilsa, u vaqtda birinchi korxona uchun ajratilgan shartluoptimal 
kapital mablag‘ni aniqlash uchun <pt(x) ni л—0, 100, 200, 300, 
400, 500, 600 va 700 qiymatlarida 6.11- jadvalni qollab hisoblab 
chiqiladi:

1. x=0, (p{(0)=0. 0 ‘sish yo'q, ya’ni X ,0 =0.

2. .<=100, Ф2а00) = 1т а х о{0,30} = 30,Х2“ =100.

4. ^300 ,Ч >1 «  = от и о{0.30,50,90} = 90,Л'4° »300.
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5. л-400, 9.(400) = ^max^{0,30,50,90,1Ю}= 110,Z5° = 400.

6 . x=500, Ф1 (500) = ^max ̂ {0,30,50,90,110,170} = 170, Xg = 500.

7. х=600, ф,(600)= max {0,30.50,90,110,170,180} =
0<xj <600 

= 180,4' = 600.

8 . x=700, 9 i (700) = 0<max^{0,30,50,90,110,170,180,210} =

= 210, Xi0 =700.
Hisoblash natijalari va shartli optimal yechimlar 6.12- jadvalga 

yoziladi.

6.12- jadval

Birinchi korxonaga
ajratilgan x kapital 
mablag‘ning hajmi 

(ming so‘m)

<p,(x) maksimum 
o‘sish 

ko‘rsatkichi 
(ming so‘m)

Birinchi korxonaga 
ajratilgan shartli 
optimal maMag1 

(ming so‘m)

0 0 0

100 30 100

200 50 200

300 90 300

400 110 400

500 170 500

600 180 600

700 210 700

6 . 11- va 6 .12- jadvaldagi natijalarga asoslanib, ikkinchi 
korxonaga ajratilgan kapital mablag‘ning shartli optimal hajmini

hisoblash uchun [^2(^2) + Ф1О* *2)] ni x—0 , 100, 200 ,

300, 400, 500, 600 va 700 qiymatlarida hisoblanadi:
l . x = 0 , ф2 == 0,Xl1 = 0;
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2. jc= 100, Ф2 (* 00) = max P  + = 50, X>° = 100:
o<x2<ioo [ 5 0 +  0 )

3. л = 200 , Фз(200) = max
0<л'2 <200

0 + 50 
50 + 30 
80 + 0

: 80, Z3° 100;

4. x=300, Ф2 (300) = max
0£jc2<300

0 + 90 
50 + 50 
80 + 30 
90 + 0

10, Я? 200;

5. jc= 400, Фг(400)= max
0<jc2 <400

'0 + 110 
50 + 90 
80 + 50 
90 + 30 
150 + 0

150.X50 =400;

6. jc= 500, Фг(500) = max
0<xi <500

0 + 170 
50+110 
80 + 90 
90 + 50 
150 + 30 
190 + 0

= 190, X% = 500;

7. x = 6 0 0 , Ф2(600)=  max
0<x? <600

0 + 180 
50 + 170 
80+110 
90 + 90 
150 + 50 
190 + 30 
210 + 0

= 220, X® = 100;
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8 . л—700, Ф?(700) = max
’ »<700

0 + 210 
50 + 80' 
80 + 170 
90 + 110 
150 + 90 
210 + 30 
22 + 0

= 250, J 8° = 200.

Olingan natijalarni. va korxonaga ajratiladigan kapital mablag* 
ning shartli optimal hajmlari 6.13- jadvalga yoziladi.

6.13- jadva l

IkkHa korxonaga 
ajratiladigan kapital 

mablag4 hajmi, x,(m ing 
so'm)

Ф2(х) maksimum 
o'sish  ko‘rsatkichi 

(ming so ‘m)

Ikkinchi korxonaga 
ajratiladigan shartli 

optimal nsab!ag‘, x Д  
(ming so ‘m)

0 0 0

100 50 100

200 80 100

300 110 300

400 150 400

500 190 500

600 220 100

700 250 200

6 .1 1 - va 6.13- jadvalga asoslanib,
Ф з(х ) = max̂  [ / 3 CT3 ) +  ф ,(x -  л%)] funksiyaning qiymatlari hisob

lanadi. Bu yerda korxonalar soni n= 3 bo'lgani uchun hisoblash 
faqat x=700 ming so'm uchun bajariladi:
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X  = 700, (700) = max
OS.XqSTOO

0 + 250 

40 + 220 

50 + 190 

100 + 150 
120 + 110 
180 + 80 

220 + 50 

240 + 0

= 210, X?  = 6 0 0

Demak, maksimum o'sish ko‘rsatkichi <p (700)—270 ming 
so'mni tashkil qiladi. Bu ko‘rsatkichga erishish mumkin, faqatgina 
uchinchi korxona 600 ming so‘m, birinchi va ikkinchi korxonalarga 
esa 100 ming soin kapital mablag1 ajratilsa. 6.13-jadvaldan ko'rinib 
turibdiki, ikkinchi korxonaga 100 ming so'm ajratish kerak.

Topshiriqlar
Dinamik programmalashtirish usuilarini qo'llab, quyidagi 6 .6- 

masalani yeching.
6.6-masaIa. To'rtta korxona qurish uchun 200 ming soin 

sarmoya ajratilgan. Har bir korxona o‘ziga ajratilgan sarmoyaning 
miqdoriga bogliq ravishda turli miqdordagi daromadga erishadi. 
Bu daromadlar 6.14- jadvalda kol’satilgan.

6.14- jadval

Korxonalarga ajratiladigan 
sarmoya miqdori (ining so‘m)

Korxonalarning daromadi

Z,(x) Z,(x) Z3(x) Z4(x)

0 0 0 0 0

40 15 14 17 13

80 28 30 33 35

120 60 55 58 57

160 75 73 73 76

20 90 85 92 68
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Mavjud sarmoyalarni korxonalararo shunday taqsimlash 
kerakki, natijada hamraa korxona!arning olgan daromadi arining 
yig'indisi maksimal bo'lsin.

Tayanch iboralar
Dinamik programmalashtirish, optimal prinsip, shartli optim al, shartli 
optimal hajm.

Takrorlush uchun savollar
1. Dinamik progni rn m a lash tirish deb nimaga aytiladi?
2. R.Bellmanning optimallik prinsipi deb nimaga aytiladi?
3. Bosqichtna-bosqich rejalashrtirish qanday ahamiyatga ega?



>11 BOB
CHIZIQSIZ PROGRAMMALASHTIRISH

l-§ . Chiziqsiz programmalashtirish masalalarining iqtisodiy va
geometrik talqini

Faraz qilaylik, bizga yuklarni optimal joylashtirish masalalari 
beriigan bolsin. Bu vaqtgacha bunday masalalarni yechganda har 
bir ishlab chiqarilgan mahsulot maksimal bolishi uchun ishlab 
chiqarish xarajatlarini o‘zgarmas deb hisoblagan edik. Bundan keyin 
bu xarajatlarni o‘zgaruvchi (o‘zgamias emas) deb qaraymiz. Ishlab 
chiqarish xarajatlari ishlab chiqarilgan mahsulotlar hajmiga 
proporsional emas. Ishlab chiqarilgan mahsulotlar hajmi x. -korxona 
uchun x.f korxona xarajatlari esa f t(x) funksiyaga teng boiadi. 
Ishlab chiqarish quvvati esa har xil bolishi mumkin (butun sonli, 
kasr sonli va h.k).

Natijada ushbu iqtisodiy masala kehb chiqadi.
Quyidagi shartlar bajarilganda:
i. X, >0 (musbat miqdorda mahsulotlar tashilgan);

IV

2 *i = (ishlab chiqarilgan mahsulotlar to la  iste’mol- 

chilarga yetkazilgan);

П
3. 'Z.Xjj ■= B,}=\ m (har bir iste’molchi eng kamida ozining

/=i
talabini qondiruvclii mahsulotlar hajmini oladi);

r. n
F(x) = 2 _iMxi)  + YJCij{Xjj ) f ( x )  funksiyaning minim uniini

i=l i=l

toping.
F(x) maqsad funksiya va yuqoridagi shartlardan birortasi 

chiziqsiz bolsa, bunday masalalar chiziqsiz programmalashtirish 
masalalariga kiradi.



Shunday qilib, chiziqsiz programmalashtirishning masalasi 
la’rifini quyidagicha yozish mumkin:

Quyidagi shartlar bajarilganda

q^xvx2,"',x t)  <= bj’(* ~ к) 

q j ( x v x i ’-  ’xn) r'= b p U  = k + l»m)

F(X) = f \ x ]bx2 ,...,xn) (7.2)

F(X) funksiyaning maksimum (minimum) qiymatini toping. 
Bunda f  \a q. n — o‘zgaruvchili funksiyalar, bi — berilgan sonlar, 
{>, <,=} belgilardan masalaning shartiga ko‘ra faqat bittasi boladi 
va shu bilan bir qatoi'da, turli munosabatlarga turli belgilar mos 
bolishi mumkin.

(7 .1) va (7 .2) shartlarda chegaraviy shartlar qatnashmasa, u 
vaqtda bu masalaga shartsiz optimallashtirish masalasi deyiladi. 
Chegaraviy shartlar (7.1) shartga kiritilgan bolishi mumkin yoki 
bolmasa (7 .1), (7 .2) masala quyidagicha berilgan bolishi mumkin:

qi(xi,x v ' , x j  -  b? = к w). (7.3)

x i -  0- 0  = U ) ;  (7 .4 )

/iv)=/(.vP x2,..., x j  -> max(min) (7.5)

Nomalumlaming manfiy emasitk sharti (7.4) qatnashmagan 
masalalarga, bu shartlarni osonlik bilan kiritish mumkin.

E Evklid fazosida (7.1) sistema masalaning mumkin bolgan 
yechimlari sohasini ifodalaydi.

Agar (7.1). (7.2) masalaning mumkin bolgan yechimlari sohasi 
aniqlangan bolsa, u vaqtda bu sohaning eng yuqori (eng chetki) 
yoki bolm asa eng quyi nuqtalari f ix , , x,,..., x„)=R giperbolik 
sirtning (sath tekishgining) olgan nuqtalariga mos keiadi.

Bu nuqtalar yechimlar sohasini chegara nuqtalarida yoki 
bolm asa sohaning ichki nuqtalarida ham joylashgan bolishi 
mumkin.

Chiziqsiz programmalashtirish masalalarining geometrik talqini 
quyidagi bosqichlardan iborat:



1. (7.1) masalaning mumkin bo'lgan yechimiar sohasi aniqlanadi 
(agar bu yechimiar sohasi bo'sh to'plamni tashkil qilsa, u vaqtda 
masala yechimga ega emas).

2. J[xv x2.....x ) - R  giperbolik sirt chiziladi.
3. Eng yuqori va eng quyi giperbolik sath sirti aniqlanadi yoki 

bo'lmasa J[xr  x2,..., x j  yuqoridan (quyidan) chegaralanmagani 
aniqlanadi (bu holda masala yechimga ega emas).

4. Giperbolik sath tekisligi o'tgan eng chetki, eng quyi urinib 
o'tgan nuqta aniqlanadi va bu nuqtada F(x)—f lx v x2,..., x)  qiymati 
aniqlanadi.

7.1-masala. Quyidagi shartlar

2xj + 3x2 < 24 
xx + 2x2 < 15 
3xj + 2*2 ^ 24 
x2 — 4

(7.6)

xx,x2 > 0 (7.7)
bajarilganda

F(x)=x~x t2 + 6xl (7.8)

funksiyaning maksimum qiymatini toping.
Yechish. Oldin (7.6) sistemaning aniqlanish sohasi topiladi (7.1- 

chizma). Bu sistemaning mumkin bo'lgan yechimlari sohasi OABC 
ko'pburchak bo'ladi. OABC ko'pburchakning qaysi nuqtasida (7.8) 
funksiya maksimum qiymat qabul qilishini izlaymiz. Buning uchun 
F=k= x2- x  2 + 6.Tj sath egri chizig'idagi к ga qiymatlar berib 
chizamiz va (7.8) egri chiziq paraboladan iborat bo'lib, к ga o'sib 
borish tartibida qiymatlarni: 9,10,11,13 bersak. bu parabola OX 
o'qidan borgan sayin yuqoriga ko'tariladi. Natijada OABC  
ko'pburchagining D  nuqtasida urinadi. Demak, D  nuqtada Fix) 
funksiya maksimum qiymatga ega bo'ladi:

X  , +  6 x , “  ^

x,  = 4

Bu sistemani yechib, D nuqta topiladi Д3,4):
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Fi ■-FTflm ax  '  D i r a x  

*2 Д
■3f- 
12 
II

=x - y* + fjy = 4 -9  + 6 - 3-13
X 2 X i ° * i

10
91, \

X 2.v1+3x,=24
F =  13 

\  / F = U  
7 lS J  \  I/  F= 10

■ « s f c f -‘ 95 A
# W T V  *,+lv,= I5

• I J 12 »< v ■ .
f . 1 %, ' , \ tyd ,ys ,y . , s^ykC  1 ■

—2 — 1 0 i 3 2 3 4 5 6 7 8Л 9 10 11 12 /43 14 iT^JC,X \-1 r
-2 b.

7.2-masala. Quyidagi shartlar 

3x, + 2a-2- 7

lO x i  “  X 2  ~  ^

-18x1 + 4x 2 -  ^

7. l-chiztna.

X . ’ X , > 0

(7.9)

(7.10)
bajarilganda

л -л М х .-З )-’ +(хГ 4У 
funksiyaning maksimum va minimum qiymatlarini toping.

Yechish: (7.9) — (7.10) masalaning mumkin bo‘lgan yechimlari 
sohasi A EC uchburchakdan iborat. Maqsad funksiyani /'’(x1,x2)=& 
deb olsak,

(х,—3)2 +(x2—■4)2—/с aylana hosil bo‘ladi.
Bu aylananing markazi £(3,4) nuqtada bo'lib, radiusi R— Jк 

teng.
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Agar к ga qiymatlar bersak, F(xvx2) funksiyaning qiymatiari к 
o‘sganda o‘sadi (k kamaysa Д х,,х2) kamayadi) va D nuqtada 
maqsad funksiya yechimlari sohasi ABC uchburchakka urinib, 
urinish nuqtasida minimal qiymatga ega bo lad i. D  nuqta 
koordinatalarmi topish uchun quyidagi to‘g‘ri chiziqlarniug burchak 
koeffitsentlarining tengligidan foydalaniladi:

IOXj—x2= 8  va aylanaga D  nuqtada o‘tkazilgan urinma to‘g\ri 
chiziq

2(Xj—3)+2(x2~ 4) x '2 - 0 .
Bundan

x2 = —(x - 2 ) / ( x 2- 4 )  

x2=10x,+8 , A.-10, x '2 —A—10 bolgani uchun quyidagi sistemani 
yechib,

| l 0 x , - x 2 ~ 8 -

E( x \’x \ ) nuqtaning koordinatalari topiladi:

=123/101, = 422/101 .
Shunday qilib, / min= (1 2 3 /1 0 1 -3 )2+ (4 2 2 /1 0 1 -4 )2=324/

7.2-chizmadan ko'rinib turibdiki, agar (7.10) aylana radiusi A 
ning qiymatlarini oshirib borilsa, u С nuqtada maksimum qiymatga 
ega boladi.

С  nuqtaning koordinatalarmi topish uchun quyidagi sistemani 
yechamiz:

jlOx, "  x 2 ~ 

j —18.x, + 4x 2 = l2 -

Natijada x = 2  ; Xj=12 optimal yechim boladi, va 
/ тах=Д 2,12)=(2-1Р+(12-4)2=б5.

Demak, F =65  maqsad funksiyaning maksimal qiymatidir.
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x , x ^ 3 ,  j (7 |1)

x f +  x j  < 36. |

Хг X2 -   ̂ (7.12)
bajarilganda

Д х1,х2)= 12 х1+4.х2 (7.13)
Лл'рХ,) funksiyaning maksimum qiymatini toping.

Yechish. Bu masalaning aniqlanish sohasi 7.3- chizmada 
ko'rsatilgan. Chizmadan ko'rinib turibdiki, maqsad funksiya raaksi- 
mum qiymatga, to'g'ri chiziq aylanaga uringan E nuqtada erishadi. 
E  nuqtaning koordinatalarm i topish uchun 12x,+4x2= k  va
xj + xt = 36 aylanaga o‘tkazilgan urinma to'g'ri chiziqlarning bur-
chak koeffitsientlari tengligidan foydalaniladi. Aylananing tengla- 
masidan x, ni x( ga nisbatan oshkormas funksiya deb olib 
differensiallansa, quyidagi hosil bo‘ladi:

2x,+2x.-x '2 =0, bundan x2 — ~r =- 3 .1 /  ■

7 .3-m asala . Quyidagi shartlar



7.3-chiztna.

Demak, urinma to‘g‘ri chiziqning tenglamasi 2x,-6x2=0 yoki 
x,-3x2=0 bo'ladi. Shunday qilib, £  nuqtaning koordinatalarmi topish 
uchun quyidagi sistemani vechamiz:

| 2Л1 6X2 ~ Ui 3x2'
U 2 +x22 = 36. ^[g.vf + xf = 36.

X  I 3 x 2 ’

x , = ± *  
VI0

Demak,
* 18 * 6 

X i -  , Хг ~ . optimal yechim bo‘lib,

18’ 62 
f  = —  + — = 36 teng./•max ]0 I0

Topshiriqlar
Chiziqsiz programmalashtirish masalalarini yeehing (7.4—7.5).
7.4-masala. Quyidagi shartlarda

I
л-f + Xj < 25.J 

> 0.X)’X2
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F(xv x,)—3xl+4x2 funksiyaning maksimum qiymatini toping.
7.5-masala. Quyidagi shartiarda

6xi + 4 x 2 -  12»
2X1 + 3X2 - 24’

-3xi + 4x 2 -

X V X 2  -

Дх,,х2)=х1х2 funksiyaning maksimum qiymatini toping.

2-§. Lagranjning ko‘paytmalar usuli

Faraz qilaylik, bizga (7.1), (7.2) masalalar beriigan bo‘lsin va 
sistema (7.1)da faqat tenglamalar qatnashsin (nomanfiylik sharti 
qatnashsin). Shu bilan bir qatorda f(xv x2,...xn) fimksiya va ulardan 
olingan xususiy hosilalari bilan birga uzluksiz boclsin, ya’ni

g, (Xj,x2,...xn)= i = 17n (7.14)
tenglamalar sistemasini qanoatlantiruvchi va

Дх)=Лх1?х2,...хв) (7.15)

funksiyaga maksimum (minimum) qiymat topilsin (x,,x2,...xn). 
Bunda yechimlaming to‘plamini topamiz. Matematik analizda 
(7.14), (7.15) masalaga shartli ekstremum yoki optimaUashtirishning 
klassik masalasi deyiladi. Bu masalani yechish uchun F(X) 
funksiyaga A,,!,,...,A, o‘zgaruvchilar kiritiladi. Bu o'zgaruvchilarga 
Lagranj ko‘paytuvchilari deb aytiladi. Shunday qilib, yuqoridagilarga 
asosan Lagranj funksiyasini tuzamiz.

F(xl ,x2 ,...,xn,X,l ,'k2, . . l m) = f ( x l ,x2 ,...,x„) +
m

+][Л  [ei ~ 9i(xi ,x2 ,...,xn)] (7.16)
/=1

Lagranj funksiyasidan quyidagi xususiy hosilalar olinadi.
ЭF dF dF dF dF dF 
Щ  ’dX2 ’ dXm Va ’d\ 2 ’ dXm (7A7)

va quyidagi n+m noma’lumli n+tn tenglamalar sistemasini
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ЧГ- = ei - g i(xl ,x2,...,xll) = 0(/ = 1 ,т), аК:
(7.18)

va х,,х2,...,хя, Я| ,Я2,...Яя yechimlar topiladi.
(7.18) sistemaning har qanday yechimlari shunday A(xv xv ...jc^ 

nuqtani aniqlaydiki, bu nuqtada f [xv xv ...,xt)  maqsad funksiya 
ekstremumga ega b o lish i mumkin. Shunday qilib, (7.18) 
sistemaning yechimlarida (7.15) funksiya ekstremal qiymatlarga 
ega bolishi mumkin. Keyingi tekshirishlar shartsiz ekstremumlami 
tekshirish kabi olib boriladi.

Demak, (7.14), (7.15) masalalarni Lagranjning ko'paytmalar 
usuli bilan ekstremal nuqtalarni topish quyidagi hollarni o'z ichiga 
oladi:

1. Lagranj funksiyasi tuziladi.
2. Lagranj funksiyasidan л. va A; bo‘yicha xususiy hosilalar 

olinib, nolga tenglashtiriladi.
3. (7.18) sistemani yechib f (xv x2, . . . ,xn) maqsad funksiya 

ekstremumga ega bolishi mumkin bolgan nuqtalari topiladi.
4. Ekstremumga bolishi mumkin bolgan nuqtalar ichidan 

ekstremumga ega bolgan nuqtalarni topib, maqsadli funksiyaning 
bu nuqtalardagi qiymati hisoblanadi.

7.6-masaSa. Ishiab chiqarish korxonasining rejasi bo'yicha 18f) 
ta buyum chiqarilishi moljallangan. Bu buyumlami ishiab chiqarish 
uchun ikki xil texnologik jarayon ishlatiladi. Birinchi texnologik 
usulni qollab x t dona buyumlarni tayyorlaganda, xarajatlar 4.x|+x]- 
so'nmi, ikkinchi xil jarayon a_2 dona buyumlami tayyorlaganda esa 
xarajatlar 8x,+x ,2 so'mni tashkil etadi. Korxona rejasini shunday 
tuzingki, ikki xil usul bilan ishiab chiqarish buyumlariga ketgan 
xarajatlar minimal bo'lsin.

Yechish. Masalaning sharti bo'yicha F(x)=4л', +х,г+ 8*\ +х,г 
funksiyaning minimal qiymatini a (+x2=180, a .>0 , a 2>0 shartlar 
bajarilganda topish kerak, ya’ni

x,+.x?= 180, (7.19)
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shartlar bajarilganda
/(x)=4x1+xl2+8x2+x22=(x1+2)2+(x2+4)2-20-^min. (7.21)

Funksyaning minimum qiymatini topish kerak,
Oldin masalani geometrik usulni qo‘ilab yechamiz. (7.21) 

funksiya, markazi (-2;-4) nuqtada bo'lgan aylanadan iborat. Bu 
masalaning mumkin boigan yechimiar sohasi Xj+X2=180 to'g'ri 
chiziq tashkil qilgan AB kesma ustida joylashgan bo'lib, (7.4 chizma) 
sath chizig'ining markazi E(—2;—4) nuqtada joylashgan aylanadan 
iborat.

Ushbu
(x1+2)2+(x2+4)2=5r (7.22)

aylananing x, +x,= 180 to'g'ri chiziqqa uringan D nuqtada maqsad 
funksiya Fix) minimum qiymatga ega bo'ladi,

(7.22) tenglamadagi S  ga qiymatlar berib borilsa, aylana 
Xj+X.— IBO to'g'ri chiziqqa I) nuqtada urinadi.

х,>0, х2>0 (7.20)

7.4 chizma

Aylanaga D nuqtada o'tkazilgan urinma chiziqning burchak 
koeffitsienti AB to'g'ri chiziqning burchak koeffitsientiga teng bo'lib, 
k—~ 1 teng.
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Agar aylananing tenglamasidagi x2 ni oshkormas funksiya deb, 
xl argument bo'yicha hosila olsak, quyidagi hosil bo'ladi.

2 + X
4+2л:1+8.г2|+2х2л:21=0 yoki .y2'~ --^ + y -  ■

Yuqoridagilarga asosan k=x2l = - l .
2 + XY

Demak, ~ ̂  + ^  =-1 yoki x - x = 2 .

D nuqtaning koordina talar ini topish uchun quyidagi sistemani 
yechamiz:

Xy -  X2 =2, fXy = 91,
Xy + X2 -1 8 0 ^ 1 ^ 2  = 89.

Bu yerdan optimal yechim x * —91, x2*=89 ga teng. Shunday 
qilib birinchi xil texnologik jarayon bilan x,*=91, ikkinchi 
texnologik jarayon bilan x2*=89 dona buyum ishiab chiqarilganda 
maqsad funksiya eng kam qiymat qabul qiladi va xarajatlar 
i 7 .=4-91+912+8 89+892—17278 so'mni tashkil etadi.min

Endi (7.19)—(7.21) masala Lagranjning ko'paytmalar usulini 
qo'llab yechiladi.

Buning uchun oldin Lagranj funksiyasini tuzamiz:

F(xl,x2,'k)—4xl+x,2+ 8x2+x22+X( 1 80-x,-x2) .

Endi x r  x2, X bo'yicha xususiy hosilalar topiladi va xususiy 
hosilalar nolga tenglashtiriladi:

d F . л . л—— — 4 + 2х. — X — 0,
oXj

—- = 8 + 2x, -  a  = 0. 
dx2

<)F—  = 180 -  x, - x 2 = 0 . 
ЭХ 1 2

(7.23)

Sisteinadagi birinchi va ikkinchi tenglamalardan X ni topib 
tenglashtirilsa quyidagi sistema hosil bo'ladi:
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X, - Х 2  =2 ,

Xj +  x2 = 180. J

Bu sistemani yechib Дх,*,х2*) nuqtaning koordinatalari topiladi: 
x,*=91, x2*=89.

Bu nuqta ekstremumga shubhali nuqta hisoblanadi.
Ikkinchi tartibli xususiy hosilalar (7.23) dan topiiadi.

A = = (4 + 2 x l - X)'x = 2,
rJXf

B = d F
Эа'}Эх2

d2F

= (4 + 2xx -  A,)' = 0,

С = - ~ y  = (8 + 2x2 -  X)'X2 = 2 .
Эх

Ikki o‘zgaruvchi funksiya ekstremumi haqidagi teoremaga 
asosan

. Э 2f

Эх,
2 > 0 va A = A В 2 0

В С 0 2
= 4 > 0

bo'lgani uchun Д91;89) nuqtada Дх,,х2) minimumga ega.
7.7-masaIa. Quyidagi shartlar

Xj + x2 = 2, | 
x2 + x3 = 2.J

bajarilganda, f = x lx2+x2xi funksiyaning shartli ekstremumga ega 
bo‘lgan nuqtasini toping.

Yechish. Masalaning shartiga asosan Lagranj funksiyasi quyidagi 
ko‘rinishga ega:

/ ( х 1,х 2,Х зЛ !,л 2) = х 1х 2+ х 2х , + Х 1(х !+ х 2- 2 ) + Х 2(х 2+ х 3- 2 ) .

Bu funksiyadan 1-hosilalar xususiy hosilaiarni olib, nolga 
tenglashtirilsa, quyidagi sistema hosil boiadi:
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dF _ . _т— — Л*2 + A.j — 0. Эл'|
dF
Эх2

OL
Эх3
dF
ЗА.]
dF
?)Xi

— .V| -f x-j + A.] ■+■ A,2 — 0, 

= x2 •+• A,-. = 0.

= X) + x2 -  2 = 0,

= x2 + x3 —2 = 0 .

Bu sistemadagi birinchi va uchinchi tenglamadan X, -X ,,
'k = -x Y Shuning uchun

x( -  2 x 2  + x3 = 0, 
x, + x2 = 2, 
x2 + x3 = 2.

Bu sistema yechilsa, x =x,:=x = boladi. U vaqtda/=1 • 1 +1 • I:
7.8-masala. Quyidagi shartda x + x 2=7,  у(х1,х2)=(х|-2)2+(хя-3 )2 

funksyani 0<x,<5, 0<x2<10 sohada shartli ekstremumini tekshiring. 
Yechish. Lagranj funksiyasini tuzamiz:

Д х 1,х2Я ) = ( х 1- 2 ) 2+ ( х2- 3 ) 2-Х (3 -х |- х2).

F(X],X2,K) funksiyadan x,,x2,X bo'yicha xususiy hosilalami oSib, 
nolga tenglashtirilsa quyidagi sistema hosi! bo'ladi:

dF
Эх,
dF
dx2

dF
ЭА.|

= 2(xj -  2) -  X = 0, 

=  2 ( x 2 -  3) -  X = 0, 

= Z  -  X] -  x2 = 0.
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Sistemaning birinchi va ikkinchi tenglamalaridan X ni topib 
tenglashtirib olsak, quyidagi tenglama hosil boladi;

2(xr 2)=2(x2-3).
Bu ienglamani sistemaning uchinchi tenglamasi bilan birgalikda 

yechilsa,

\ 2 л"[ -  2 x 2 + 2  = 0 ,

{*, + .y2-7  = 0.
jCj=3 va x = 2  yechimlar topiladi.

U vaqtda masalaning geometrik shakii chizilsa, 7.5- chizma 
hosil boladi.

Sistemaning aniqlanish sohasi 0 4  BC yopiq soha. Shuning 
uchun global va lokai ekstremumiar mavjud. Bog'lanish tenglamasi 
DE  kesma to'rtburchak О ABC ichiga joylashgan. Demak. F(xr x2) 
funksiyaning qiyinatlarini DE kesmada yotgan nuqtalarda taqqoslab 
tekshiriladi. (л -2 )2+(х,-3)2=Аг sath chizig‘i tenglamasi bo'lib, 
markazi 0,(2;3) nuqtada joylashgan. 7.5-chizmadan ko'rinib turib- 
diki shartsiz ekstremumga 0,(2;3) va B(5;2) nuqtalarda erishiiadi:

Eh mm = (2 -  2)2+(3 -  3)2 = 0, f B ̂  = (5 -  2)2 + ( 10 -  3): = 9 + 49 = 58.

A (-— 
10

x,
- 4  В

\

\
(x,-2)-~(x-W=5b

С V

7.5-chizrna.

Shu bilan birga iolmin — 0 ham lokal. ham global minimum
boladi. Fg— 58 esa global maksimumga ega boladi.

Agar faqat DE to‘g‘ri chiziq ustida yotgan nuqtalar ko‘rib 
chiqilsa, shanli global maksimum £(0.7) nuqtada erishiiadi va
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i rEmax= (0-2)2+(7--3)2=20. D nuqtaning koordinatalarini topish 
uchun aylanaga uriiima cliiziq tenglamasini tuzamiz:

Fx2 (x ,,x 2)= 2 (x 1- 2 )+2(x2-3)x2 -0, 2(x-2)+2(x2-3 )(-l)= 0 , 

хг = кшг - 1  bolgani uchun 2x1- 2- 2x2+ 6= 0 ,
2x ,-2x„+2= 0

va quyidagi sistemani yechamiz:

+
xy-x^+l—O

x1+ x2- 7 = 0

2x - 6= 0
x = 3 ,  x0=4.

Demak, G nuqtaning koordinatalari х}=3, x2~4 bo‘lib. FCm.a(3-
2)2+(4-3)2= 1+1=2. Shunday qilib. G statsionar nuqtaning koordi
natalari topiiadi.

Topshiriqlar

Quyidagi masalaiarda (7.9)—(7.10) Lagranj usulini qoilab 
statsionar nuqtalarni toping va shartli ekstremumlami aniqlang.

7.9 . F=xl2+x22, Xj+X2= l bo‘lganda.

7.10. F=3xl2+ 2 x f -3 x ,+ 1 , Xj2+X,2= 4  bo‘lganda.

3-§. Qavariq programmalashtirish masalalari

Quyidagi shartlami

q)(xv xv ...xn)<bi ( i =1, m) (7.24)

x>0 (f- U j ) (7.25)

Дх)=Дх, ,x2,.. ,хл)->тах (7.26)

qanoatlantiruvchi chiziqsiz programmalashtirish masalasi berilgan 
bo'lsin. Bunda / v a  qt — x r xv ...xn o'zgaruvcliilarga bog‘liq 
funksiyalar. Yuqorida ko‘rsatilgan masalani yechish uchun bironta 
umumiy usul yo‘q. Shuning uchun /  va q. funksiyalarga har xil 
shartlar qo'yib, chiziqsiz programmalashtirish masalalarini kerakli
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bsullar yordamida yechish mumkin. Xususiy holda (7.26) 
I'unksiyaga qavariq (botiq) funksiya, (7.25) va (7.24) qavariq so ha 
hhArtlari bajarilganda masala'lami yechish mumkin. Shuning uchun 
quyidagi ayrim zarur ta’rif va teoremalarni isbotsiz keltiramiz.

7.1-ta’rif. Agar J{xvx2,...xti) funksiya GcEn qavariq to‘plamda 
aniqlangan bo‘lib, ixtiyoriy x,e G, x2e G nuqtalar va 0<л<! son uchun

.ДЛх.+( i )<kf{x.)-i-(! -X)Jix{) (7.27)
tengsizlik o‘rinli bo Isa, f ix)  funksiya pastga qavariq deyiladi.

7.2-ta’rif. Agar/jr) funksiya Gc.En qavariq to'plamda aniqlangan 
bo‘lib, ixtivoriy x,s (r. x,,eG nuqtalar va 0<X< i son uchun

У(лл%+<1-л»х:)>Х/(л-:) ^ ( 1--л)./(л':» (7,28)
tengsizlik o‘rin!i bo‘Isa, fix) funksiya yuqoriga qavariq deyiladi.

7 .3-ta’rif. Agar f ixv x2,...xn) qavariq (botiq) funksiya bo‘lib, 
<y,(x), x~(xv x2,...xn) ( / - l ,  m) qavariq bo‘lsa, u vaqtda (7.24)—(7.26) 
masalaga qavariq programmalashtirish masalasi deyiladi.

7.1-teorema. Qavariq programmalashtirish masalasining istalgan 
lokal maksimumi (minimum!) global maksimum (minimum) 
bo‘ladi.

7.4-ta’rif. L(x) funksiyaga (7.24)—(7.26) qavariq program- 
malashtirish masalasining Lagranj funksiyasi deyiladi, bunda

L(x)=L(xl,xv ...,хя Д ,,Xr  ..., XJ=fix {,xv . ..x) +

+ [b-g(x . ,x , , . . . ,x)], (7.29)
i=i

XVX2, ..., Xm ~~ Lagranj ko‘paytuvchilari.
7.5-ta’rif. (x0, \ ) =  (хДх2г’;...,х;\ Х°,Х2°, ..., Xm°) nuqta Lagranj 

funksiyasining egar nuqtasi deyiladi, agar barcha x>Q (/— 1, m) va
X>0 (/= 1 , m) lar uchun  L (x v x v . . . ,x  , ........  Xm°) к
Ц х }\ х 2°,...,хп0, ...,Xm°)< L(x?jc*,...,xn\  л„Х2; ..., XJ  bo‘lsa.

Qavariq funksiyalaming ay rim xossalari va teo re malar isbotsiz 
keltiriladi:

1. G qavariq topiam da /(хг х2,...хй) funksiya pastga qavariq 
boMsa, ixtiyoriy haqiqiy b son uchun f (x )<b , x=(x,,x2,...x(i) 
tengsizlikni qanoatlantimvchi nuqtalar to‘plami qavariq boladi.

2. G qavariq to'plamda f tx r xv . ..x)  funksiya yuqoriga qavariq 
bo‘lsa, b ixtiyoriy son bo‘Iganda f ix ttx„...xj<J> tengsizlikni qanoat- 
lantiruvchi nuqtalar to*'plami qavariq boiadi,
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3. Ikkita G’j va G2 qavariq to'plamning kesishmasi ham qavariq 
to'plam bo'lganligi sababli: G qavariq to'plam da aniqlangan 

(/—1, m) funksiyalar past (yuqori)ga qavariq b e  lib, 
b. (i— 1, m) ixtiyoriy soniar bo’lganda

tengsizliklar sistemasini qanoatlantiruvchi nuqtalar to‘piami past 
(yuqori)ga qavariq to'plam boiadi (1- va 2- xossalarga asosan).

4, G qavariq to'plamda aniqlangan f i(xl.xv __ зси) (/— 1, m)
funksiya past (yuqori)ga qavariq bo'lsa, ularning nomanfiy chiziqli 
kombinatsiyasidan iborat bo'lgan

funksiya ham past (yuqori)ga qavariq boiadi.
5. G qavariq to‘plamda aniqlangan f tx i,x2,...,xi)  funksiya past 

(yuqori)ga qavariq bolishi uchun u o‘z ichiga olgan noma’lum- 
larning ixtiyoriy bhi bo'yicha, qolganlarining belgilab olgan (misol
uchun x l ,x 2 ,x-i ,.. . ,x„  ) qiymatlarida, past (yuqori)ga qavariq bolishi 
zamr va yetarhdir.

6 . Agar fi(xv x2,...,xn), (i= l, n) funksiyalar G qavariq to'plamda 
aniqlangan qavariq funksiyalar boMsa, f i x  t,x2,... .хп)= т ах  
f{;xv xv , . . ,xj  (1 <i<m) funksiya ham qavariq boiadi. Agar kamida 
bitta x  e G nuqtada qi(x)>bi (/= 1, m) tengsizlik, ya’ni Sleyter sharti 
bajarilsa, u vaqtda quyidagi teorema o'rinli boiadi. (Kun -  Takker 
teoremasi).

7.2-teorem a. x = ( x ]°,x2<>, . . . , x j>)>0 nuqta (7.23) — (7.25) 
masalaning optimal yechimi bolishi uchun bu nuqtada

qii x v x2, . . . ,xj<b.  (qj(xl,x2,...,xm)<b),  (i= l, m),

m

(7.31)

(7.33)

(7.32)
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shartlarning bajarilishi zarur va yetarlidir.

7.11-masala. Quydagi shartlarda

x , +  2x 2 <  8 , | 

2 x] - x 2  ̂ 12.} 
x >0 , x2>0

(7.35)

(7.36)
(7.37)f (x t ,x2)= 2x l + 4 x2- x i2- 2 x ,2

f  funksiyaning maksimum qiymatini toping.
Yechish. f ( x r x 7) funksiya botiq funksiya, chunki f\ 

(xt,x2)=2x1+4x2 chiziqli funksiyalar yiglndisidan iborat (shuning 
uchun uni botiq funksiya sifatida ko‘rish mumkin) va f^=~x2- 2x 2 
funksiya esa manfiy aniqlangan funksiya bo'lib. botiq qavariq 
hisoblanadi. (7 .35) sistema esa chiziqli tengsizliklar sistemasidan 
iborat.

Demak, Kun-Takker teoremasidan foydalansa boiadi.
Boshlab Lagranj funksiyasi tuziladi.

Lagranj funksiyasi L(xr x2,XPX,2) ga (7.31) — (7.34) shartlarni 
qollansa, quyidagilar hosil boiadi.

L=2xl + 4 x2- x 12- 2 x ,2+ \  ( 8 - x -2 x ,) + / l , ( 1 2 - 2 x ,+ x 2).



va

-i

x2 ”— — x2 (4 — 4.\‘2 — 2л\ ■+* Х2 — О,

—— =  At ( 8  -  х х -  2 х 2 ) =  О, 
aA,j (7.39)

Х2 ~—  “ Х-> (12~ 2xj + х->) — О.

х>{), х2>0 , /Ц>0 . А.2>0 . (7.40)

(7.38) sistemani quyidagi ko‘rinishda vozib olamiz:

2Al + ?v| + 2X-, > 2, 
4X2 + 2Xx -  X2 >4, 

Xx + 2X2 < 8, (7.41)
2X, -  X2 < 12.

(7.42) sistemaga qo'shimcha musbat bazisli o'zgaruvchilar kiritib, 
quyidagi sistemani hosil qilamiz (i3p d 2,W r Wj:

(7,42) tenglikni hisobga olib, quyidagini yozib olish mumkin:

Agar (7.42) sistemaning bazisli yechimlarini (7.44) shartlarini 
hisobga olib yechsak, Lagranj funksiyasining egarli nuqtasi topiladi 
va shu bilan masalaning optimal yechimi aniqlanadi. (7.42) 
sistemaning bazisli yechimlarini topish uchun chiziqli program- 
malashtirishmng sun’iy bazis usulidan foydalaniladi.

2Xx + + 2X2 -  dj = 2, 
4A2 + 2Xi — X-) — 1% = 4. 

V; + 2X2 +Wl = 8, 
2Xl - X 2 +W1 =12.

(7.42)

(7.44)
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li va  ik k in c h i
tcn g la m a la rg a  q o ‘s h im c h a  г, v a  г 2 m u sb a t o 'z g a r u v c h ila r  k iritib ,

2jf| + A,; + 2^2  —  $1 + Ci = 2> 

4a'} 2k, ~ £2 = 4,
Aj + 2.x:-, -h № j — 8.

2.V) -  x2 + IV, =12.

f  =~Mz -M z,  - » m a x (7 .4 6 )

x ,> 0 , л ;> 0 , A > 0 ,  ?ч>0, I V > 0 , Ж2> 0 , z > 0 ,  7o>0 (7 .4 7 )  

( 7 .4 5 )  - 7 .4 4 )

7.1- jadval

№ B a a s s . к
0 0 0 0 0 0 0 0 - M

x , х2 x2 V , V, w i W 2 Z, z.

1 z . - M 2 2 0 1 2 - I 0 0 0 I 0
7 z2 - M 4 0 4 2 - 1 0 - 1 0 0 0 1

3 w . 0 8 1 2 0 0 0 0 1 0 0 (J

4 w, 0 12 2 - 1 0 0 0 0 0 1 0 0

5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

6 - 6 —2 “ 4 - 3 - 1 1 I 0 0 0 0

1.2- jadval

№ Bazis R
0 0 0 0 0 0 0 0 - M - M

s„
x , x2 k, V! V, W1 w. ZI Z2

! z, _ 2 2 0 1 - 1 1 0 0 1 0
2 Z, - M I 0 I 7 , - 1 /4 0 0 0 0 0 7 4
3 w, 0 6 1 0 0- V2 0 -- 1 0 - 1 /2
4 w, 0 13 2 0 1 - 1 /4 0 1/4 0 0 0 : / 

/4
0 0 0 0

0'
0 0 I /' 2 0 I 0 0

0 —2 - 2 - 0 - 1 —2 1 1/4
0

0 0 0 1
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7.3- jadval

№ Baras с к
0 0 0 0 0 0 0 0 - M - M

X1 x2 \ \ V1 V2 w, Wj 2, z3
1 z, 0 1 1 0 1/2 1 — 0 0 0 1/2 0
2 г, 0 1 0 1 0 0 1/2 0 0 0 0 0
3 w,

w2
0 5 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

4 0 11 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
5 0 0 0 0 0 0

0
0 о 0 0 0

bu jadvalga asosan yechim quyidagilarga teng 1, x,°=l, №,=5; 
w2= l l ,  A.,0=X2° = v,— v2~ 0 .

Yuqoridagilarga asosan
x/Vj-O, a'2°v,—0 , X.,°Wj=0 , X2fV2~ 0 , (x0, A,0)=( 1,1,0 0) nuqta 

(7.24) — (7.26) masalaga tuzilgan Lagranj funksiyasi uchun nuqtasi 
boladi.

Demak, л =1, x2=2 (7.24) — (7.26) masalaning optimal qiymati 
Fnu= 2 -1+4-1-1 -2=3 ga teng.

7.12-masala. Kun-Takker shartlaridan foydalanib, jc° - ( 1;0) 
nuqta quyidagi chiziqsiz programmalashtirish masalasining yechimi 
ekanligini ko‘rsating.

4Ay + 5X2 < 8,j  
2 X 1 + X 2 < 4 .  j  
X\ > 0 . X 2 >0.

^ Г Л х ) - х ^ 2Х1+ 3x>.

Yechish. ^= (1 .0 ) nuqtada Sleyter shartlari bajariladi (shartlar 
qat’iy tengsizlikka aylanadi). Demak, bu holda 1 deb qabul 
qilish mumkin.

Yuqoridagi asosiy masala shartlariga asoslanib, Lagranj 
funksiyasi tuziladi:

L(xv .x2, X,1,X2)=x12-2x1+3x22-X1(8-4x1-5x2)-X2(4-2jc.-x2),
X, > 0, i = О , X/ > 0, i = 12-

Kun-Takker shartlarining bajarilishi teksliirib chiqilsa:
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ЭХ, ‘ 1 2 /

ЭДДГ°Д°) v „  , ч О= (ЬХ2 + 5/Ц + Х2)х > О,
дХ2

0̂ глО 1
Г>ЦХ[ -Л I = (АХ, + 5Х2 -  8 )Х(> = -4 < О, 

ЭА. j

э ц х Г Х ) = (2х, + х2 - 4 ) х° = - 2 < 0 ,
ЭА,,

д К Х \ к }) 
Эх,

ЭЦХ°Л°) v0■Xt0 =(K Эх,
X Ki  = О, Х) ,Х2 > 0,

гЩЛ°Д(|) хо = о ^  (_4) . о -> Я? = О,
ЭХ П

^AjLAII . ^  = о => (-2)^2 =* о => Х§ = 0 .
Э /. 2

Shunday qilib, (х°, Л.°)=(1,0;0;0) nuqta Kun-Takker teorema- 
sining hamma sharilarini qanoatlantiradi. Demak, (jc°, X°)=(1,0;0;0) 
nuqta Lagranj funksiyasining egar nuqtasi bo'ladi. Shuning uchun 
X ) (1;0) nuqta dastlabki berilgan chiziqsiz programmalashtirish 
masalasining yechimi topiladi va./nin= l2-2-i+3-0=-l ga teng.

Topshiriqlar
7.13-masala. Kun-Takker teoremasining shartlaridan foy-

dalanib, x°(0,8; 0,4) nuqtaning quyidagi qavariq usullari masalaning 
yechimi ekanligini ko rsating:

2x, + x2 > 2,
2 .Vi + A ' S 8,
Xj +x2 < 6 .
A'i > 0, x2 > 0.

■ L r f S XVX2̂ - Xi2- X2
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Quyidagi qavariq programmalashtirish masalaini veching.
7.14-masala.

x, + 2x 2 < 12,1 
3x, + x2 < 15, j 
Xj > 0, x2 s  0.
f(xvx2)~ Xj+4.X ,+x,x2-2x,2-2x,2-*max

4-§. Kvadratik programmalashtirish masalalari

Kvadratik programmalashtirish masalasi qavariq program
malashtirish masalasining xususiy bir holidir. Faqat lining mate- 
matik modelidagi chegaraviy shartlar chiziqli tenglama va tengsizlik- 
lardan, maqsad funksiyasi esa umurniy holda chiziqli kvadratik 
formalarning yig'indisidan iborat boladi: 

tl _____

X auxJ ' = I m (7.48)(=i
Xj > 0, j  = 1,n (7.49)

П
A x ) = ^ CJXj + d nx * + d lTx{x2+...dnn.х^-мпах (min). (7.50)

(7.48) — (7.50) kvadratik programmalashtirish masalalarini 
yechish uchun ayrim zarur bo‘lgan ta’rif va teoremalar isbotsiz 
keltiriladi.

7.6-ta'rif. Quyidagi ko‘rinishdagi
n tl

&x)=  §  §  ^ Л =йГ1Л 2+ ^ Л 2+ - ^ п Л 2+ 2^ Л +
+ 2d lsxiJ+. . .+2dn_]xn_i (7.51)

x lfxv ...,xn o‘zgaruvchilarga nisbatan o‘zgaruvchi sonli funksiyaga 
kvadratik forma deyiladi.

(7.51) formani vektor ko‘rinishda yozish mumkin

f{x)=XlDX. (7.52)
Bun da

X = ( x r .v2,...,x), ( d=d. ) ,
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(7.50) kvadratik fcmksiyaning past (yuqori)ga qavariq bolishi (7.51) 
kvadratik form a mug past (yuqori)ga qavariq bo'lishiga bog‘liqdir.

7.7-ta’rif. X=() dan boshqa barcha X=(xv xv ...,xn) lar uchun 
f iXXO  o‘rinli bo'lsa, fiX) ga manfiy aniqlangan kvadratik forma 
deyiladi,

7.8-ta’rif. A—0 dan boshqa barcha X=(x,, x2,...,xn) lar uchun 
f(X)>0 o‘rinli bo‘Isa, j{X) ga musbat aniqlangan kvadratik forma 
deyiladi.

7.9-ta’rif. Agar X D X  kvadratik forma nomusbat aniqlangan 
boMsa. X D X  kvadratik formaga nomanfiy aniqlangan deyiladi.

7.10-ta’rif. Agar X D X  <0 tengsizlik barcha ХфО lar uchun 
to‘g‘ri chiziqli, bunda X=0  uchun X D X — 0 bajarilsa, X D X  ga 
nomusbat aniqlangan kvadratik forma deyiladi.

7.3-teorema. Agar f(xv xv ...,xt) =  X X ^nxv kvadratik formada 

barcha tartibdagi

D = d v , D =
dudn
^21^22

, . , D n = d2id22...d2l1 
d/ii d„ 2 ■ ■ -dnn

D, = 1,«

aniqlovchilar noldan farqli bo‘Isa, J{xv x2,...,xn)) kvadratik formani 
quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

bunda

A x v x2,...,xn)=  ЩУ[ + а 2У2 +■■■ + a ny 2„ ,

D, . ос,- = —'-,1 = 1,»
' A

Dernak, a  koeffitsientlarning ishorasi Di aniqlovchilarning 
ishoralariga bog‘liq bo‘lib, kvadratik formaning ko‘rinishini aniqlaydi 
va quyidagi hollar bo‘lishi mumkin:



1. Agar Dl,Dv...,Dn aniqlovchilaming har biri musbat bolsa, 
f(X) kvadratik forma musbat aniqlangan bo‘ladi.

2. Agar, Dpi = j~ji sonlar ketma-ketligida ishoralar navbat bilan 

almashib kelsa, a,, koeffitsientlar manfiy bolsa, J(X) forma manfiy 
aniqlangan boladi.

3. Agar D matritsaning rangi K n  bolsa, hamda Dp / = ]. n 

aniqlovchilar musbat ishorali bolib, qolganlari nolga teng bolsa, 
f{X) kvadratik forma nomanfiy aniqlangan boladi.

4. Agar D matritsaning rangi Kn  bolib, I , D, / = Гн qatorda

ishoralar almashib kelsa hamda Drt. =0 / = 17n bolsa, kvadratik 

forma nomusbat aniqlangan boladi.

5. Agar, 1, D., i = in  sonlar ketma-ketligida ishoralar almash- 

masa hamda manfiy ishorali aniqlovchilar mavjud bolsa, j{X) 
kvadratik formaning ishorasi aniqlanmagan boladi.

7.15-masala. Quyidagi formulaning kovrinishi aniqlansin: 
Дхрх2,х3)=-2х12+2х|х2-Зх1х}-х22+2х2х3-4х32.

Yechish.

D

< 3
-2 1 -§

1 -1 1

- 3 I -4

A

D,

- 2  1 

1 -1
= +2 -1 = 1, A  =

- 2  1  -

1 -1 1

3 I _4

Demak, 1, Dv Dv D3 ya’ni 1, -2, 1,-2- sonlar ketma-ketligida

ishoralar navbat bilan almashgani uchun F(xv xv x3) kvadratik 

forma manfiy aniqlangandir.



7.4-teorema. Nomanfiy F(X) —XDX kvadratik forma En Evklid 
fazosida qavariq fimksiyasidir. Agar kvadratik forma musbat 
aniqlangan bolsa, u qat’iy qavariq funksiya boladi.

7.5-teorema. Nomusbat F(X) -XDX kvadratik forma En Evldid 
fazosida yuqoriga qavariq funksiyadir. Agar kvadratik forma manfiy 
aniqlangan bolsa, u vaqtda qat’iy yuqoriga qavariq funksiya boladi.

Shunday qilib, kvadratik programmalashtirish masalasining 
ta’rifini quyidagicha berish mumkin.

7.11-ta’rif. Quyidagi shartlami

X  auxj - h (/ = 1, m) (7.53)

qanoatlantiravchi

/=1

Xj> 0, 0=1, я) (7.54)

X  djxj + X  X  C xx  (7.55)
j=i k=l j=l 7

funksiyaning maksimum (minimum) qiymatini topishga kvadratik

n n
programmalashtirish masalasi deyiladi. Bunda X X С\х/ — manfiy

(musbat) yarim aniqlangan kvadratik forma.

(7,53) — (7.55) kvadratik programmalashtirish masalasini 
yechish uchun funksiyasini quyidagicha tuzib olamiz:

n n n f n
ijx x )  = X  dJx.i + X  X  <V**y+h  ь, - X  °-ijxj

./=1 *= 1  y -1  M
(i = 1, m)

Agar L(XX) funksiya (X̂  ,\)= X2,..,, XJ
egar nuqtaga ega bolsa, ya’ni quyidagi shartlar qanoatlantirilsa:

Щ<0, y-Cik (7.56)

W-К »; (7.57)

Xj > 0. (j = U ): (7.58)
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э ио
ЭХ,J

О, (/ = 1, ли); (7.59)

Х'Ж 7 = °' 0 = 1,W): (7.60)

Х?>0, (/ = l,m); (7.61)

bunda 0̂ ~va ^ 7  Lagranj funksiyasidan olingan xususiy hosila- 

larning egar nuqtadagi qiymatlari. Endi (7.55) va (7.58) 

tengsizliklarga^y (/ = 1,и) va Wt (i = Tjri) qo‘shimcha o‘zga-

ruvchilar kiritib (7.56) — (7.61) tengsizliklar tenglamalar sistemasi 
ко‘rinishiga keltiriladi:

f “  + ̂ ' = 0 = ̂  (7.62)

^ - W j  = 0 (| = Гm)- (763)

Xfbj = 0 (i = Пи); (7.64)

XflF,- = 0 (/ = 1, от); (7.65)

A? > 0 , >  0 . >  0(j = U  /' = U ;) (7.66)

Dernak. (7.53) — (7.55) kvadratik programmalashtirish 
masalasini hai qilish uchun (7.62 va (7.66) sistemalaming shunday 
manfiy bo'lmagan yechimlarini topish kerakki, bu yechimiar (7.63) 
va (7.65) shartlami albatta qanoatlantirsin.

Bu yechimiar to‘plamim sun’iy bazislar usuiidan foydalanib,

m

f(X, X)~- X  MXi funksiyaning (7.62) — (7.65) shartlarini
i-i

qanoatlantiruvchi maksimum (minimum) qiymatlari topiladi.
Shunday qilib, (7.53) — (7.55) kvadratik programmalashtirish 

masalasini yechish uchun quyidagi bosqichlarni bajarish kerak;
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1. Lagranj funksiyasini tuzamiz.
2. Egar nuqtasi mavjudligining zarur va yetarli shartlari Lagranj 

funksiyasi uchun (7.62) — (7.66) ko‘rinishda yoziladi.
3. Sun:iy bazis usulini qoliab, Lagranj funksiyasi uchun egar 

nuqtasining mavjudligini yoki mavjud emasligini ko‘rsatamiz va 
bu nuqtaning koordinatalari topiladi.

4. Optimal yechimlari yoziladi va optimal reja tuziladi. 
Yuqoridagi formulalar va qoidalarning qo'llanishini (7.26)

yechilgan masalada ko'rish mumkin.

Topshiriqlar

Quyidagi kvadratik programmalashtirish masalalarini (7.16— 
7.18) yeching:

7.16. Quyidagi kvadratik masalasining yechimlarini Kun-Taker 

teoremasi shartlaridan foydalanib loping.

+ 2x 2 <13,

|2x1 + x2 < 9.

X j>0, x ,>0

f[X)=-4x]2-6x22+8x1+44x,+2x1x2-»max.

7.17. 7.18.

Xj + 4x2 < 4,|
jc, + 3x2 ^ 5,

•-1 ■ - -M ,
xx+x2 < 2. j  2xj +-x2 > 2.

.x,>0, x>0. Xj>0, X2>0
f  —2X.+3x,-2X,2. f.=4X}+ 3X?.•'m ax 1 2 2 • 'n u n  1 2

5-§. Gradiyent usuli

Shu vaqtgacha chiziqsiz programmalashtirish masalalarini 
simpleks usulini qo'llab yechgan edik. Lekin simpleks usuli chekli 
imkoniyatga ega bolganligi uchun chegaraviy shartlari va maqsad 
fuknsiyasining tarkibiy qismi murakkab boMgan masalalarga qo‘llab 
bo‘lmaydi. Shuning uchun bunday hollarda kvadratik va qavariq

159



programmalashtirish masalalarini yechish uchun gradiyent usullarini 
qo'llash ancha qulaylik yaratadi. Chiziqsiz programmalashtirish 
masalalarini gradiyent usullarini qo‘llab yeciiish uchun ay rim zarur 
bo‘lgan ta'rif va qoidalarni keltiramiz.

Bizga n oMchovli En Evklid fazosi berilgan bo'lsin. En fazosining 
biror sohas id a f{x) =j{x ,,x2,... ,xM) funksiya o‘zi.ning xususiy hosilalari 
bilan birgalikda uzluksiz funksiyalar to‘plamini tashkil etsin. Bu 
funksiyalar to'plami OS' bilan belgilansa, E da /e C  funksiyaning 
gradiyenti proyeksiyalarini quyidagicha yozish mumkin:

Эх, ’ <)x2 ’ ’ c)X„ ’

Demak, En da fe C, funksiyaning gradiyenti proyeksiyalari 
vektor ustun bo‘lib, u simvolik ravish da quyidagicha yoziladi.

gradf= А/ - V_y
Эх, 1 ’ Эх,

3L
’ dx„

bunda/’],^2,...,^/I ortlar.

Gradiyentni En da koordinata 0 ‘qlaridagi proyeksiyalari 
quyidagicha yoziladi:

(
V/(J) = M-h + y-f2 +- + Y~tHЭх, c)Xn dx„1 ил2

f(X) funksiyaning berilgan ^  nuqtadagi gradiyentini quyidagi

d /(J°) Э/(Х°) Э/(Х°)

Эл | 0X2

ko'rinishida yozish mumkin.
Q'yinlarni x4>=(x|0,x2°,...,xf!0) nuqtada ДА) funksiyadan gradiyent 

yo'nalishi bo‘yicha olingan hosila eng katta qiymatga erishadi, 
ya’ni

\ Эх,
+

o/(X")

ЭХт
ш _ ")

Эх„

ga teng boladi va gradiyent yo'nalishi eng tez o‘sish yo'nalishi 
bo'ladi.
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ДХ) funksiyaning Еп ichki x“ nuqtasidagi gradiyenti УДА11) 
nuqtadan o'tuvchi yuksaklik sirti (/(A)=const) ga perpehdikular 

boiadi:

df(X°) c)f(X") df(X°)

Эх, clx2 ' fix,,
v у

Vektor /(AQ funksiyaning x° nuqtadagi eng tez kamayish 
yo'nalishini ko'rsatadi va lining nuqtadagi antigradiyenti deyiladi.

Agar X nuqtada f(X) funksiya uchun УДА)—0 bo'isa, u vaqtda 
X=(x],xv...,xt) nuqtaga statsionar nuqta deyiladi.

Endi J{X)e О ftinksiyadan ixtiyoriy yo‘nalish bo‘yicha xususiy 
hosila olish tushunchasini kiritamiz.

7„ 12-ta’rif. Berilgan nuqtada

f[X)—f{xvx2,...,xr)& С  funksiyadan S(svs2,...,sl)  (fl.Sf = l )  yo nalish 

bo‘yicha otingan hosila deb quyidagi limitga aytiladi:

......
dS я,-»о X

Agar ДА) funksiya А^=(л^\*20,...,д;л0) nuqtada differensialla-

Э/ ( )
nuvchi funksiya bo‘lsa, ixtiyoriy.S'(||>S’|| = I) uchun —— — mavjud

(Ю

boiadi, hamda — --̂r- — (VДА0),S) (7.67) o'rinli boiadi.
Од

Haqiqatan ham ixtiyoriy cheksiz kichik XX) uchun quyidagi tenglik 

ДЛТ,+Я5)-ДЛ")=(У /(A,!).(^+A.S-r))+0( |jc° + AS - x°|)

bajariladi.
Bunda



(УДА0),5)= |jv/U°)||Sj| cos(VfiXT.S).

Demak,

Bizga m a ’lum ki,

V(X°)
= |v /(zn)||5|cos(y/(A,;r ,s ).

dS

Shunday qilib, bundan ko‘rinadiki, fiX) fuiiksiyadan X" nuqtada
S yo‘nalish bo'yicha olingan hosila

со8(ДУ^')л.5)—1

bo‘Iganda maksimal qiymatga ega bo'ladi.
Demak, S yo‘nalish x° nuqtadagi funksiya gradiyentining

yO \
(VAX’)) yo'nalish bilan bir xil boiganda —~ — maksimal qiymatga

' OO

erishadi.
7.19-masala. Дх,,х2)=Зл:!2+12х22 funksiyadan x°=(3;4) tekshirib 

*£=(1,1), tS’CjĵS'd = 1) yo‘nalish bo‘yicha olingan hosila topilsin. 

Yechish.

V(A°)=
¥(X°) Эf(X°) 

()X} ' dx2

djq

ЩХ*)

dx2

Demak. y/W°)=(18;96) 
(7.67) ga asosan

df(X°)

dS

W ) =6  3/ f f l = 2 4

Эх, 1 dx2 2

df(X°) ,
= 6-3=18

- 24-4 =96.
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уа ш

Bunda

Щ Х°) ,

д S 

*/(*°) 
dS

(18,96), (1,1). 

18+96=114.

7.20-masala. f(A)=4x|2+7x22 funksiyaning x°=(J;2) nuqtadagi 
eng tez o‘sish yo'nalishi aniqlansin.

Yechish.y(A) funksiyaning x° nuqtadagi eng tez o'sish yo'nalishi:

ЩХТ-
of(Xu) df(X°) 

dx, ' dXi

s = m  a*).

, 8 3 A i!)  = ,4i, .
Эх, Эх2

Demak, 5М7/Ц°)=(8,1; I4;2)
<S'=(8;2)

yo'nalish berilgan /(Л)=4л'(2+7х2 funksiyaning x°=(l;2) nuqtadagi 

eng tez o‘sish yo'nalishi bo‘ladi.
7.21-rnasala. f(X )=5xl2+10x22 funksiyaning x°=(2,3)

nuqtadagi- -----<0 shartlarni qanoatlantiruvchi barcha S yo'na-
do

lishlari topilsin.
Yechish. S=(X-X')=(xr 2\ x-3).

Э S

Vf(X')=

V(x°)

m x>),s)<  о 

'af(x°) df(x°)

dx, ' dx->

dxi = 10x ,U =20 

df(X°)
— —  =20x2|x2=3~60 

V/(A°)=(20;60).
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D e m a k , ( ( 2 0 ; 6 0 ) ,  (x-2; x2-3))<0 

20(x-2)+60(xr 3)<0,
yoki

20x, +60x,-220<0, 
xj+3x2-ll<0

tengsizlikni qanoatiantiruvchi har qanday nuqtalar to‘plami

noldan katta bolmagan qiymat beruvchi yo‘nalishlarni aniqlaydi.
Shuni ham aytish kerakki, ayrim vaqtlarda bu yo‘nalish ichida 

mumkin boigau yoki mumkin bolmagan yo'nalishlar ham bolishi 
mumkin.

7.13-taYif, Shundayx son mavjud bolib. har qanday X<= [0 , 

j j  uchun x'+XSe M o‘rinii bolsa, X’e M  boshlanadigan yo‘nalish 

mumkin bo‘lgan yo'nalish deyiladi.
7.6-teorema. Agar M  to'plam

g)(x)<0 (/ = 1 ,m) tengsizliklar sistemasi orqali aniqlangan to‘plam

bolib, x°e M va g(.(x)=0 shartni bajaruvchi / indekslar to‘plami 
](x) bolsa, u holda

(V^),5)+e<0, (/£ i(xjy) ) (7.67)

tengsizliklar sistemasini ba'zi e>0 da qanoatiantiruvchi S yo'nalish 
mumkin bolgan yo'nalish boladi.

7.7-teoreraa. Agar xneM  nuqtadagi S yo'nalish mumkin 
bolgan yo'nalish bolsa, u holda har qanday /e/(x°) uchun

(Vgl(JP),S)<Q (7.68)
tengsizlik o'rinlidir.

Yuqoridagi gradiyent usullaridan foydalanib har qanday chiziqsiz 
programmalashtirish masalalari yechiladi va umumiy holda lokal 
ekstremumlami topish mumkin boladi.

Shuning uchun gradiyent usullarini qollab, qavariq program
malashtirish masalalarining lokal ekstremumlarini topish mumkin. 
Har qandav lokal ekstremum, bir vaqtnhig o'zida global ekstremum 
ham boladi.
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Gradiyent usuli arini qollab masalalarni yechish jarayoni bironta 

X1® nuqtada n bosh lab, ketma-ket izlash natijasida dastlabki 
masalaning yechimi topiladi.

Gradiyent usullatini ikkita guruhga ajratish mumkin:
1. Izlanadigan X kl nuqtalar mumkin bo'igan yechimiar soha- 

sidan chetga chiqmaydigan masalalarning yechish usuli;
2. Izlanadigan X k) nuqtalar mumkin bo‘lqan yechimiar sohasida 

va izlanadigan yechim mumkin boMgan sohadan tashqarida bo'lgan 
masalalarni yechish usullari.

Birinchi guruhga qarashli masalalarni Frank-Vulf usuli bilan, 
Ikkinchi guruhga qarashli masalalarni esa jarima funksiyasi usuli 
bilan yoki Errou — Gurvis usuli bilan yechish mumkin.

1. Frank —Vulf usuli. Faraz qilaylik, quyidagi shartlarda

botiq funksiyaning maksimum qiymathii topish kerak bo'Is in.
Bu masalaning xususiyatlaridan biri tengsizliklar sistemasi 

chiziqli tengsizliklardan iborat bolganidadir. Shunday xususiyat- 
lardan foydalanib, chiziqsiz programmalashtirish masalalari ko‘ri- 
nishiga keltirish va masalani ketma-ketligini almashtirishlar 
yordamida yechish mumkin.

(7.69) — (7.81) masalani yechish jarayoni masalaning mumkin 
bo‘igan yechimiar sohasidan bironta x(k) nuqtasini topishdan 
boshlanadi va x!k) nuqtada f(X) funksiyaning gradiyenti topiladi.

Endi xf-k) nuqtada/(A) funksiyaning gradiyentini topamiz:

П
£oty*/ < b, (i = I  m) (7.69)

x>0, (/ = 1, ri) 

J{X)^j(xrxr ...,x),

(7.70)

(7.71)

'd/(x(k>) э/(х(к)) э/(х(к))'

\

va bunga asosan chiziqli funksiyani

r, (7.72)
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Bundan keyin (7.69) — (7.70) shartlarga asosan fix, ,xv ... ,xn), 
funksiyaning maksimum qiymatini topamiz. Faraz qilaylik Z k) 
nuqtada F(X) funksiya maksimum qiymat qabul qilsin. U vaqtda 
dastlabki masalaning mumkin bolgan yechimining koordinati лх*+|) 
nuqtada boladi:

*№), (7.73)
Bunda Ik — ixtiyoriy son bolib, hisobiash qadami deb aytiladi

va
0 < Xk < 1 ga teng.

Xj ~ ixtiyoriy son bolib, uni shunday tanlash kerakki, fiX) 
funksiyaning X=Xk+1) nuqtadagi Xk bogliq bolgan qiymati 
maksimum qiymat ya’ni / тах=Д^*+1)) bolsin. Shuning uchun

df
- u tenglamani yechib, Xk ildizlari ichidan eng kichigi tanlab 

olinadi.
Agar bu izlanadigan ildizlar birdan katta bolsa, u vaqtda k,~I 

deb olamiz va shundan keyin nuqtadagi Xk+l) nuqtaning koor- 
dinatlarini hisoblab, maqsad funksiyaning bu nuqtadagi qiymati 
topiladi. Shundan keyin yangi X k+2) nuqtaga olish zarurmi yoki 
yo'qJigi aniqlanadi. Agar zarur bolsa, teoremaga u vaqtda XMl) 
nuqtada maqsad funksiyasining gradiyentini hisoblab va chiziqli 
programmalashtirish masalasini yechib, Xм2' yechimlari topiladi. 
X ^ 1' nuqta ham yuqoridagi kabi tekshiriladi.

Demak, chekli qadamlar natijasida, ma’lum aniqlikda dastlabki 
masalaning yechimlarini topish mumkin Shunday qilib, (7.69)— 
(7.71) masalani Frank-Vulf usuii bilan yechish jarayoni quyidagi 
bosqichlarni o‘z ichiga oladi:

1) dastlabki mumkin bolgan yechimi topiladi;
2) (7.71) funksiyaning mumkin bolgan yechimini aniqlovchi 

nuqtada gradiyenti hisoblaniladi;

3) (7.72) funksiyani tuzib (7.69) va (7.70) shartlarda minimal 
qiymati hisoblaniladi;

4) hisobash qadami Xk topiladi;

5) (7.73) formula yordamida mumkin bolgan yechimining 
tarkibiy qismlari yangidan topiladi;
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6) keyingi mumkin bo‘lgan yechimga o'tish zamrljgi ko‘rib 
chiqiladi. Agar zarur bo"Isa, ikkinchi bosqichga o‘tiladi. Agar zarur 
bo'lmasa dastlabki xususiyatlaridan kerakli yechimi topib hisob- 

laniladi.
7.22-masala. Frank-Vulf usulini qollab, quyidagi shartiarda

(7.74)

/
V/ = = [2(1—x ); 4(1-x2>]

X| + 2x| < :

2x, - x2 < 12.J

Xj>0, x2>0. (7.75)

Дх,,х2) =  2.x, + 4x, - x,2 -  2x,2. (7.76)
/(x,,x2) funksiyaning maksimum qiymatini toping.
Yechish. f(XvX?) funksiyaning gradiyentini topamiz:

M-'MS
Эхj ’ Эх,к 1 1 /

va masalaning mumkin bo‘lgan dastlabki yechimi deb x<0)=(0;0) 
topiladi, yechimining aniqlik sifatini esa |ДДт̂ 1))~ДЛ?*+|))|<£, 
bunda £=0,01 deb olinadi. Endi bu yechimni qadam-baqadam 

yaxshilaymiz.
I. Almashtirish (yaxshilash, o'zgartirish, yangilash).
Xе0' nuqtada Дх,,х2) funksiyaning gradiyenti ^=0; x;=0 nuqtada 

topiladi.
V/(A*)=(2;4).

Demak, birinchi bosqichda masalani quyidagi shartiarda

x, + 2xj £ 8,

2xj - x2 < 12.J 

x, > 0, x2 > 0. (7.78)

Дх,,х2) = 2x, + 4x2 (7.79)

(7.77)

Дх,,х2) funksiyaning maksimum qiymatini topish talab etiladi.
(7.77)—(7.79) masalani simpleks usul bilan yechib, dastlabki 

optimal reja 2°=(0,4) topiladi.
Masalaning mumkin bo'lgan yechimi (7.73) formula yordamida 

topiladi.
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X>=X'>+),i(Z'y>-AVh), bunda 0</. < 1. 

A50’ va Z 0) lar qiymatlarini (7.79) ga qo'ysak,

x(1) = 0 + A;0, i ’ ■

x{2) = 0  + A;4.
(7.81)

(7.80)

kelib chiqadi. Bundan A,ni topish uchun x1 va x2 larning 
qiymatlarini (7.81)dan topib, (7.79) ga qo'yilsa, quyidagi kelib 
chiqadi:

ДА,) funksiyadan hosila olib 0 ga tenglashtirib yechilsa, quyidagi 
hosil boladi:

0 < A.j < 1 bo‘lgani uchun, Xl ning xuddi qiymatini qadam deb 
qabul qilamiz. U vaqtda л̂ 1>=(0; 1 >

II. Almashtirish. Dastlabki masalaning ^ ‘'nuqtadagi gradiyenti 
УДЛ11))=(2;0) bolgani uchun ,/2(x1,0)=2x1 maqsadli funksiyani
(7.77) va (7.78) shartlarga asosan maksimum qiymatini topish 
talab etiladi, Bu masalani simpleks usulni qollab yechsak Z l) — 
(6,4;0,8) yechim kelib chiqadi.

Endi X 2)= X l)+X2(Z(l)~Xl>) aniqlanadi. Oxirgi tenglikni 
quyidagicha yozish mumkin.

(7.82) ni (7.76) ga qo'ysak, X2 ga nisbatan quyidagi tenglik 
hosil bo‘ladi.

ДА1)=16А1—32А.Л

Fl(A,j)=16—64Л.1=0, X ~ ^  -0,2.5.

Дх(,))-Дх<0))=2 > e=0,01.

(7.82)

ДА,2)=2+12,8А,2-41,76А.22, bundan /,(А2)=12,8-83,52Х2. 
.F^XJ ni 0 ga tenglashtirilsa A2=0,15 hosil boladi:
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х(2) =0,96, i ’ ’

x f[1 =0,97.

Х<2) - (0,96:0,97), / ( ^ 2))—2,996 bolgahi uchun f(X(2))~ 
A X U)=2,9966-2=0,9966>e=0,01 kelib chiqadi.

Ill, Almashtirish, AX2) nuqtada fiX) funksiyaning gradiyentini 
hisoblaymiz:

V/ (AT2>)= (0,08:0,12).

Dernak F\{X) funksiyaning nuqtadagi ko'rinishi quyidagicha 
boiadi:

JF3(x1,xJ=0,08x1+0, 12xr (7.83)

Endi (7.83) funksiyaning (7.74) va (7.75) shartlarga asosan 
qiymati topiladi. Bu qiymat quyidagi ko'rinishga ega boiadi: 
Z 2>=(6 ;0).

Yuqoridagilarga asosan x<3) ni aniqlavmiz: 

x<3>=x<2)+X3(Z 2>-^2>).
Natijada quyidagilar topiladi:

|x[3) = 0,96 + A-3 (6 - 0,96) = 0.96 + 5,04X3,

[xf1 = 0,97 + ?,3 (0 - 0,97) = 0.97 - 0,97A.3.

Щ 3)=2,9384+0,4032Я2-27,3416ЯД

Щ 3)=0,4032-54,6832^3,

0,4032-54,6832Я3=0,

0,4032 

V- Й6832 ^°-007- 

Demak, №=(0,99528; 0,96321)

Д Х 3>)=2,99957 

ДХ'3>)-Д^2>)=2,99957-2,9966=0,00297<e=0,01.

Shunday qilib, .¥’-(0,99528; 0,96321) (7.84)—(7.86) masala
ning izlanayotgan yechimi hisoblanadi va bu yechim qavariq 
programmalashtirish masalalarini yechganda ko‘rgan 7.27-
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masalaning A*=(J; I) ga ancha yaqindir. Agar £ miqdorga yana 
kaniroq qiymat berilsa, Д?*>=(1,1) yechimga yanada yaqinroq 
maksimal yec-himini topish mumkin,

Jarima funksiya usuli. Quyidagi shartlarda

gt(xvx2,...,xn)<V: (i = l,m) 

x > 0, (/ = !,«)

F(X) =flxl,x2,x3,...,xB) botiq funksiyaning maksimum qiymatini 
topish shunday bolsin.

Bunda ^(х,,х2,...,хп) (/= 1,m)funksiyalar qavariq funksiyalar

to‘plamini tashkil qiladi.
Bundan keyin maqsad funksiyaning maksimum qiymatini izlash 

0 ‘rniga F(xl,x2,...,xf)=f((xi,x2,...,xn))+H(xl,x2,...,x/)  funksiyaning 
maksimum qiymatini izlaymiz, ya’ni

F(X) —j{X)+H(X)->max, X= (xvxv...,x).

Demak, F(T) funksiya maqsad funksiya va H(X) ma’lum 
chegaralar sistemasi bilan aniqlangan Jarima funksiyasi yig‘indisidan 
iborat.

ЩХ) jarima funksiyasini har xil usullar bilan tuzish mumkin.
Ko'pincha jarima funksiyasi quyidagi ko'rinishda izlanadi:

m

(x)Si (x),x= (xvxr ...,xi).
m

fO, agarda bl -gi (x)> 0,

Bu shunday « ,W  = \ah„garda k _ g.{x)s0. <7-84>

a, (x) > 0 — o'zgarmas sonlar bolib, og'irlik koeffitsientlari 

deb ataladi.
Jarima funksiyasidan foydalanib, ketma-ket bir nuqtadan 

ikkinchi va hokazo nuqtalarda qadam-baqadam davom etib, bu 
jarayon kerakli yechimlar topilguncha davom ettiriladi.

Shu bilan birga har bir kelgusi nuqtaning koordinatasi quyidagi 
formula yordamida topiladi:
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r (t+1>=max 0; Xj + v ( x l ) +£ a M xik))
c)Xj i= 1

(7.85)

(7.85) dan ko‘rinib turibdiki, agar kelgusi nuqta dastlabki 
masalaning mumkin boigan yechimiar sohasida bolsa, kvadrat 
qavs qo‘shiluvchi nolga teng va kelgusi nuqtaning koordinatasida 
maqsad funksiyasining gradiyenti topiladi. Agar nuqta mumkin 
bo‘lgan yechimiar sohasidan tashqarida bolsa, u vaqtda yana 
qaytadan yechimiar sohasiga olishga to‘g‘ri keladi va qaytadan 
o‘zgartiriladi.

Shunday qilib, jarima funksiyasi usuli qavariq programmalash
tirish masalalarini yechish jarayonida quyidagi bosqichlami o‘z 
ichiga oladi:

1) dastlabki masalaning mumkin bo‘lgan yechimlari aniqlanadi;
2) nisoblash qadami aniqlaniladi;
3) maqsadli funksiyadan hamma o‘zgaruvchilar bo‘yicha 

xususiy hosilalar va mumkin bo‘lgan sohasini aniqlovchi funksiya 
topiladi;

4) (7.85) formula yordamida mumkin boigan yangi yechim 
nuqtalari aniqlanadi;

5) topilgan nuqtalarning koordinatalari berilgan chegara 
shartlarini qanoatlantirishi tekshiriladi. Qanoatlantirmasa kelgusi 
bosqichga oiiladi. Agar topilgan nuqtaning koordinatalari mumkin 
boigan yechimiar sohasida aniqlansa, u vaqtda kelgusi mumkin 
boigan yechimlariga o'tish zarurligi olganiladi. Agar zarur bo Isa, 
masalani yechishning ikkinchi bosqichiga o'tiladi. Agar zarur 
bolmasa, topilgan yechimiar dastlabki masalaning kerakli yechimlari 
hisoblanadi;

6) koeffltsientlarining qiymatlari aniqlanadi va 4-bosqichga 
oiiladi.

7.23-masala. Quyidagi chegaraviy shartlarida

(x,- I)2 + (X2-  7)2< 18,

Xj > 0, x2 > 0 .

/  (х1,х2)=—X,2—x22-^max

(7.86)

(7.87)

(7.88)
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Yechish. Maqsadli funksiya manfiy aniqlangan kvadratik forma 
bolgani uchun, u botiq funksiyadir. Mumkin boigan yechimiar 
sohasi (7.86), (7.87) esa qavariq sohadir. Demak, (7.85)—(7.87) 
masala qavariq programmalashtirish sohasining masalasidir. Masalani 
yechish uchun jarima funksiyalar usuli qollaniladi. Oldin 
mumkin boigan yechimiar sohasi aniqlaniladi (7.6-chizma). 
Keyin sath chizig'ini f(xrx2)—h chizib olamiz. Sath chizig‘i 
markazi 0(0;0) nuqtada bo‘lgan aylanadan iboratdir. Shu 
aniqlanganlar to'plamidan birontasi mumkin boigan yechimiar 
sohasiga urinadi. Bu nuqtada maqsad funksiyasi izlanayotgan 
maksimum qiymatga ega boiadi. nuqtani aniqlanish sohasidan 
olsak, X ,:=(6,7) ga teng boiadi. Я ning qiymatini Я—0 , 1 deb olib 

va ^(x,,x2)=18—(jc,—'I)1— (jc2— 7)2 deb belgilab, undan x{ va x2 
0 ‘zgaruvchilar bo‘vie ha birinchi tartibli xususiy hosilalar olinsa, 
quyidagilar hosil boiadi:

Endi (7.85) formulani qollab, nuqtalar kctma-ketligini tuzib 
chiqiiadi. Natijada nuqtalarning ichidan kerak boigan yechim 
topiladi.

(Щ

--J_ -*—I—--f--f--г
1 2 3 4 5 6

7.6-chizina.
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I. Almashtirish. X!(1)=(6,7) nuqta mumkin bo‘lgan yechimiar 
sohasida bolgani uchun (7.85) formuladagi kvadrat qavs ichidagi 
ifoda nolga teng. Dernak, jadvalda nuqtaning koordinatlari quyidagi 
formula yordamida hisoblaniladi:

Endi A'!1)=(4,8; 5,6) nuqtani masalaning yechimiar to'plami 
sohasiga kiradimi yoki yo‘qmi tekshiriladi. g(̂ Yll))=:: 18—4,84— 
1,96=11.2 bolgani uchun g(Ati))=-54,4.

II. Almashtirish. Yuqoridagilarga asosan quyidagilami topamiz:

x (2)=max{0; 0,48+0,l-(-2)-4,8}=3,48; 

x2'2,=max{0; 0,56+0,1 •(-2)-5,6}=4,48; 

g(X2>)=18-9,9856-6,3504=1,664>0, ДУ2>)=-34,816.

III. Almashtirish. Endi masala quyidagicha hisoblanadi:

x/3)=max{0; 0,384+0,l (-2)-3,84}=3,072;

x2(3)=max{0; 4,48+0,1 (-2) 4,48}=3,584:

g(xl3))= 18-15.429184-11,669056«-9,0981.

IV. Almashtirish. A13' nuqta masalaning mumkin boigan 

yechimiar sohasiga kirmaydi.

Shuning uchun,

x.!1)=max

э / ( х (0))
■ 0; A '0) + Я — i ---- = max {0:6 + 0,1 • (-2) • 6} =

fJ.Yi

=max{0; 4.8}=4,8,

x ’"=max

df ( j f (0))

0; A j + Я— \ U  = max {0; 7 + 0,1 ■ (-2) • 7} = 5,4.
uXn2

+ a
dx. dx.
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=max{0;3,072+0,1 [((-2)*3,072)+

+а«-2)-3,072+14)]}=max{0;2,4576+a-0,7856}

x (4>=max{0 ;x5(3)+A
?)x7 Эх,

=max{0;3,584+0,1 [(—2)*3,584)+
+а((-2)-3,584+14)]}=max{0;2,8672+a-0,6832}.

Bunda а  sonni tanlash muammosi kelib chiqadi. a sonni shunday 
tanlash kerakki XA) nuqta mumkin bo'lgan yechimlar sohasining 
chegarasiga yaqin va shu sohada joylashgan bo‘lsin.

Bu talabni а  —1,9 qiymat qoniqtiradi.

a =1,9 qiymatda x,(4), x,(4) lar hisoblanadi: 
x, (4)=max{0;2,4576+1,9-0,7856}=3,950; 
x2(4)=max{0;2,8672+1,9 0.6832}~4,165;
£(A” >)=9,3025+8,037225=0,660;
ЛА'4))— 32,950.

V. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi:
x, (5>=max.{0;3,950+0, l(-2)-3,950}=

=max{0;3,950-0,790}=max{0;3,18}=3,18; 
x2<5)=max{0;4,165+0, l-(-2)-4,165}=3,332; 
g(JF5>)= 18— 14,7456—13,454224--—10,2.

VI. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi:

x1(6)=max{0;3,18+0,l-[(-2)-3,18+l,9- 
•((—2)-3,18+14)}=3,987; 
x,(6)=max{0;3,332+0,1-[(—2)-3,332+1,9- 
‘((—2)-3,332+14)]}~4,059; 
g (^ 6>)=18-9,078169-8,649481=0,272;
ДЛ™)*-32,372.

VII. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi:

x/7>=max{0;3,987+0,l-(-2)*3,987H3,189; 
x/7>=max{0;4,059+0, l(-2) 4,059}-3,247; 
g(X7))= 18-10,169721-10,543009— 2,713;
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VIII. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi:
x/*)=max{0;3,189+0, l[(-2)-3,189+1,9

((—2)-3,189+14)>~3,999;

x2(f!)=max{0;3,247+0, l[(-2)-3,247+1,9
•((-2)-3,247+14)]}«4.027;

g(Aw)= ! 8—9.006001—8,856576—0,137;
Д>>)~-32,185.

IX. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi:

Xj(9)=max{0;3,999+0,l-[(-2)-3,99]}=3,199; 
x/)=max{0;4,024+0,1 [(-2)-4,024j}«3,219; 
^ 9»)=18-14,447601-14,29596— 10,744;

3,1992-3,219--10,22.

X. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi:

x,(10)=max{0;3,199+0, l[ (-2 )3 ,199+1,9 
((—2)-319+14)]}—4,004; 
x2(10)=max{0;3,219+0, l-[(-2)-3,219+1,9 
({—2)-3,219+14]}—4,012; 
g{^10>)=18-8,976016-8,928144«0,096; 
ДА^0))«-32,128;

XI. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi:
xI(»)=max{0;4,004+0,l[(-2)-4,004]H3,203 

x2(n)=rmax{0;4,012+0,l[(-2)-4,012]}«3,210 
g(X(ll>)=18-I4,417209-14,3641— 10,781; 
ДХ<П))=-3,2032-3,2 1 02=-10,18.

XII. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi:

x,(12)=max{0;3,203+0,1-[(-2)-3,203+1,9 
((—2)*3,203 +14)] }~4,005; 
x2(12,=max{0;3,210+0,1 • [(-2)- 3,210+1,9 
((—2)3,210+14] }~4,008;
£(An2>)=-32,J04;
Д Х !2|)«-4.0052-4,0082=-32,104.

Д ^ 7>)=~3,1892-3,2472«-10,24.
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Agar X va XII almashtirishlar o‘zaro taqqoslansa, 10~‘ aniqlikda 
bir-biriga teng bo‘ladi. Demak, bu yechim oxirgi almashtirish 
natijasida maksimal yechim bo'ladi. Xuddi yechimlaridagi kabi 
maqsad funksiya qiymatlarini ДА) va g(X) funksiyalar gradiyentini 
A l2)=(4,005; 4,008) nuqtada tekshirib ko'rish mumkin; ya’ni 

УДА,20=(-8,01; -8,016); ¥/(A^2>)=(5;99; 5,984).
Mos ravishda koordinatlarining nisbatini hisoblasak;

~8,01 -1,337, ~8,016 ~-1,339.
5,99 5,984

Bu koordinatlardan kolinib turibdiki, ular deyarli bir-biriga 
teng. Demak, УДА*12*) va Vg(A?12)) vektorlar deyarli parallel vektor- 
lardir. Shu bilan birga A112)=(4,005; 4,008) nuqta mumkin bolgan 
yechimlar sohasi chegarasiga nihoyat yaqin joylashgan, chunki 
V£(Af(12))~0,078 bolgani uchun л:1(12)=4,005 va x,ll2)—-4,008 
masalaning kerakli yechimlari desa boladi. Yuqoridagi ko'rsatilgan 
almashtirishlarni davom ettirib, yechimlarni kattaroq aniqlikda 
topish mumkin.

Koordinatlardan masalaning geometrik talqini 7.6-chizmada 
ham kolinib turibdi.

3. Errou — Gurvis usuli. Yuqorida jarima funksiyasi usulini 
qollab, egri chiziqli programmalashtirish masalasini yechdik. Lekin 
bu usulni qollaganda a  larning qiymatlarini ixtiyoriy tanlab olgan

edik va har bir aniqlangan A™ f/ = 1,я) nuqta dastlab mumkin

bolgan yechimlar sohasidan ancha uzoqlashib siljigan edi. Bu 
kamchilikka Errou — Gurvis usulini qollaganda o‘rin qohnaydi. 
Bu usulga, asosan, har bir kelgusi qadam a.(k) quyidagi formula 
уorda m i da hisoblaniladi:

a (k)=max{0; a/^-Ag/AW)}; (/ = £л). (7.89)

a>k) ning dastlabki a/0) qiymati deb ixtiyoriy musbat son olinadi.
7.51-masaIa. Errou — Gurvits usulini qollab, (7.50) masalani 

yeching: ya’ni quyidagi chegara shartlarida

(x-7)2+(x-7) 2< 18, (7.90)

jc,>0 , x2> 0 . (7.91)
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F(x,, х,)-~~х12-х22 -> max.

Yechish. Errou — Gurvis usulini qollab, (7.50) masala yechii- 
ganda birinchi uchta almashtirishda X=0,i bolganda yechimlar 
bir-biriga to‘g'ri keladi. Bu shuni ko'rsatadiki, har bir topilgan 
nuqta mumkin bo‘lgan yechimlar sohasida joylashgan bolib. A’|K> 
qiymatlarini ixtiyoriy (7.84) va (7.89) formulalar bilan hisoblaganda

bir-biridan farq qilmaydi, ya’ni Xj(K)=0(A: = 1,3), boladi.

IV. Almashtirish. g(An))<0 bolgani uchun kelgusi Xй' nuqtani 
(7.84) formula yordamida hisoblaymiz:

max
0, jc/ 3) + A ■ + a

gx, dxI

max{0,3,072+0,1 [(- 3,072+a(4)(( - 2)3,072+14)]}.

x2<4)=max
0,jc2(3) + Я

dx-, dx2

max{0;3,584+0.1 [(- 2) 3,584+a(4)((- 2) 3,584+14)]}.

a<4) — ni (7.89) formula yordamida hisoblanadi: 
dM =max{0; ô 3,-0, l-g(A'r5')}=max{0;0-0,1 -(-9,0981 )}«0.91. 

Demak, x/4> *3,172; x,,4'-3,489; 8,981.

V, Almashtirish. Topilgan AT4)=(3,172; 3,489) dastlabki berilgan 
masalaning mumkin bolgan yechimlar sohasiga kirmaydi. Shuning 
uchun (7.85) formula yordamida topiladi. Lekin oldin (7.89) 
formula yordamida quyidagi hisoblanadi:

a<5)=max{ 0 ; 0,91 -0 ,1 (-8 ,9 81)} = 1,81 
x1(5)=max{0;3,172+0, l-[(-2) 3,172+1,81 
((-2)-3,172+14] }~3,923.

(51 = :max{();3,489+0,1 • [(-2)-3,489+1.8!
((-2)-3.489+14]M,062. 

g(A^h-0 , 1.
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VI. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi: 
a (6)=max{0;l,81-0,l -(-0,1)}~1,82 
х,<й>=тах{0;3,923+0, l-[(—2)-3,923+1,82 
((—2)*3,923+14]}=4,258. 

x2<6>=max{0;4,062+0, l-[(-2)-4,062+1.82 
((~2)-4,062+14]}~4,319.

1,294;

ЛЛ1®)— 36,784.
VTI. Almashtirish, Quyidagilar hisoblanadi:

xj(7,=max{0;4,258+0, l-[(-2)-4,258]}«3,406. 
x2(7)=max{0;4,319+0, l-[(~2)-4,319]}«3,455.

7,484.
VIII. Almashtirish. Quyidagilar hisoblanadi:

(^S)=max{0; 1,82-0,1 (~7.484)}«2,57; 
x, (8>=max{0;3,406+0, l[(-2)-3,406+2,57 
((—2)3,406+14j}~4,572; 
x,w=max{0;3,455+0,1 [(-2)-3,455+2,57 
((—2)3,455+14]}~4,586; 

g(**>)«6,278;
41,935.

IX. Almashtirish. x,(9), X^\ va giXP^ lar topiladi:

x/9>=max{0;4,572+0, l[(-2)-4,572]}«3,658; 
x2(9)=max{0;4,586+0,1 [(-2)-4,586]}«3,669; 
g(AX9))-4,265.

X. Almashtirish. a!10), Xj(10), x2(,0) va g(Xw) lar topiladi:
a<l0,=max{0;2,57-0,l(-4,265)}~3,0 
х,<10>=тах{0;3,658+0, l[(-2)*3,658+3,0- 
•((-2)-3,658+14]}=4,931; 

x,(10)=max{0;3,669+0, l-[(-2)-3,669+3,0 
((-2)-3,669+14]}«4,934; 
g(A'Ttm)~9,45l.

XI. Almashtirish. x2(U>, va g(X1 °)1аг hisoblanadi:

x /u>=max{0;4,931+0,1 • [(-2)-4,931 ] }=3.945; 

x2ul)=max{0;4,934+0, l[(-2)-4,934]}«3,947; 
g(A"<u))=-0,654.

X II. Almashtirish. o°2), x,(12), x2(12), va g(Xri2)), f(A',12l> lar 
topiladi:
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.V| (12)=max{0; 3,945+0,1 • [(-2)-3,945+3,06 
((—2) • 3,945 +14]} ~5,02 6 ; 
x2(12,=max{0;3,947+0,1 ■ [(—2)* 3,947+3,06- 
((—2)-3,947+14]}«5,026; 
g ( ^ t2))=10,207;

50,521.
X III. Almashtirish. x,(l3), x203), g(Xn)) va f{Xv,i)) lar hisob

lanadi:
x/^=max{0; 5,026+0,1*[(—2)-5,026]}~4,02L; 
*2<13>=max{0; 5,026+0,1 •[(-2V5,026]H4,021; 
g(X/l3>)~0,251;

/(A*n0=-32,337.
Bu almashtirishda topilgan X— (4,021; 4,021) yechimlarni kerakli 

yechimlar deb hisoblasa boladi. Shuni aytish kerakki, yuqoridagi 
almashtirishlar jarayonini davom ettirsa, dastlabki masalaning 

yechimlarini istalgan aniqlikda topsa boladi.

Topshiriqlar

Quyidagi chiziqsiz programmalashtirish masalalarini (7.52—7.54) 
gradiyent usullarini qollab yeching.

7.52. Quyidagi funksiyalarning berilgan nuqtalarda gradiyent- 
larini toping.

1) Z=x2y - 2xy + j ,  F=(l.;2);

2) Z=x3- 2x1x2, A™=(0;1);
3) Z=x,2 + xJ ' A°>=(2;0)

4) Z= —  т т .  A°>=(1;0).Xj + Xj

7.53. Quyidagi funksiya gradiyentining sath chizig'ini va 
gradiyentlarini berilgan nuqtalarda hisoblab tuzing:

\) Z =  (х-2У+(x2-l)2, A?n'=(4;5);
2) Z  = (x-2Y~ (x2-T)\ JP°>=(6;4);
3) Z  = 2(xr I)2 + 3(x-2)2, jF°>=(3;3);
4) Z =  2xr x2l -xv ‘ tf°>=(l:2).
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7.54. Gradiyentlar usulini qo'ilab, Z-4xl+2x2-x2-x2+5 
funksiyani almashtirish jarayonini AT(1)“ (4; 5) nuqtadan boshlab 
maksimum qiymatini toping va yecliimni topishning geometrik 
talqinini ko'rsatmg.

Frank—Vulf usulini qo'llab 7.55—7.56 masalalarni yeching.
7.55. Boshlang'ieh nuqtasi Aw =(2;2) bo'lganda quyidagi 

shartiarda

xx + 2 x 7 < 8, 1 

2x 2 - x 2 <  12. |

x, > 0 . x? > 0.
F(xl,x2)-2xI+4x2-xl2-2x2 funksiyaning maksimum qiymatini 

toping.
7.56. Boshlang'ieh nuqtasi x<0)=(0;0;0) nuqta va almashtirish 

jarayonining ko‘ rsatkichi -ДАтк+1))-/(Ат1с,)<0,01 bo'lganda. quyidagi 
shartiarda

x , + 2 x 2 + x 3 <  6,

2 x 2 + x2 + x3 < 6. ■ 

x3 > 3,

X j > 0 , x2 > 0, x 3> 0.

Дх,,х2,х3) = 6xjH-6x3— Xj2 — x 2 — x 2 funksiyaning maksimum 
qiymatini toping.

Jarima funksiyasi va Errou—Gurvis usulini qollab, (7.57—7.59) 
masalalarni yeching.

7.57. Quyidagi shartiarda

Xj + x2 < 4,1 

x2 < 2. j 

Xj > 0 , x2 > 0 .

Дх,,х2)=4х1+10х2-х12—x 2 funksiyaning maksimum qiymatini 
toping.

7.58. Quyidagi shartiarda

(х,—5)2+(x2—5)2<8, ^  > 0, x2 > 0 .

F{xvx2)=—x 2—x 2 funksiyaning maksimum qiymatini toping.
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7.59. Quyidagi j lift shartlarda

2xj + x2 — 2,

2xl + x2 < 4 >

Xj + x2 < 6,

Xj > О, X, S 0.

F(xi,x2)=-x12-x22 funksiyaning maksimum qiymatini toping. 

Tayanch iboralar

Chiziqsiz programmalashtirish, shartsiz optimallash, eng chetki nuqta, 

maksimum, minimum, optimal yechim, daroxnad, ekstremum, funksiya, 

klassik nazariya, aniqmas ko'paytuvchi, Langranj usuli, xususiy hosila, 

shubhali ekstremum, maqsadli funksiya, qavariq va botiq funksiyalar, 

kvadratik va qavariq masalalar, usullar, chiziqsiz programmalashtirish, 

gradiyenti, funksiyaning yo'nalishi, funksiyaning teziigi, mumkin bo'lgan 

berilganlar sohasi, Jarima funksiyasi.

Takrortash uchun savollar
1. Chiziqsiz masalalar deganda nimani tushunasiz?
2. Chiziqsiz programmalarning iqtisodiy ialqini deganda nimani tushunasiz?
3. Shartsiz optimal nima ?
4. Eng chetki nuqta nima ?
5. Optimal yechim nima ?
6. Lagranj funksiyasi qanday tuziladi?
7. Funksiyaga matematik analiz/iing qaysi nazariyasi qo'llaniladi ?
8. Aniqmas ko'paytuvchi deganda nimani tushunasiz?
9. Xususiy hosila deb nimaga aytiladi?
10. Shubhali ekstremum nima?
11. Maqsadli funksiya nima?
12. Qanday funksiya qavariq funksiya deyiladi?
13. Global maksimum nima?
14. Kvadratik funksiya nima?
15. Kvadratik va qavariq funksiya deb nimaga aytiladi?
16. Funksiyaning gradiyenti qanday topiladi?
17. Frank—Vulf usuli orqali qanday masalalar yechiladi?
18. Yo'nalishi qanday topiladi?
19. Jarima funksiyasi usulini ayiing.



V III BOB
MATRITSALI O'VINLAR NAZARIYASI VA CHIZIQLI 

PROG RAMMALASHTIRISH

I-§. Matritsali о ‘yinlar nazarivasming iqtisodiy va 
geometrik taiqini

Bir-biriga zid manfaatlaming to‘qnash kelishida eng optimal 
(foydali) yo‘l tanlash nazariyasi о yinlar nazariyasi deyiladi. 
0 ‘yinning matematik tushunchasi har xil о 'yinlar to‘plamini qarab 
cliiqishdan hosil boigan. Lekin uning tatbiq etilish sohasi anc-ha 
keng bolib, bir-biriga zid manfaatlar to‘qnashadigan xilma-xil 
holatlar to‘plamini o‘z ichiga oiadi. Bu o‘yinlar to‘plamiga 
quyidagilar misol bola oladi: shaxmat, shashka, karta o‘yinlari va 
boshqalar. 0 ‘yinlar nazariyasiga asos solgan d im  Fon Neymandir. 
Fon Neyman quyidagi masalani o‘rtaga qo‘yadi: agar n ta R,.Rr ...,R_ 
o‘ynovchilar biror G o'yinni o'ynayotgan bolsa, 1 — o‘ynovchi bu 
o'yinda yutib chiqishi uchun qanday strategiyani tanlashi kerak?

Masalan, ikkita raqib (birinchi Rt va ikkinchi R: o‘ynovchi) 
bolib, ulardan liar biri ish tutishining yolini ikkinchisidan mustaqil 
ravishda strategiyani tanlab oladi.

Misol uchun oq donalar bilan R] shaxmatchining strategiyasini 
tanlash birinchi yurishni kolsatish va У?, qora donalarning mumkin 
boigan birinchi, ikkinchi, uchinchi yurishlariga oq donalarning 
qanday javob berishini ko‘satish demakdir; qora donalar bilan 
o‘ynovchming strategiyasini tanlash oq donalarning mumkin boigan 
har bir yurishiga qora donalarning qanday javob berishini ko‘rsatish 
demakdir. Shunday qilib, o‘yin natijalari faqat tanlab olingan 
strategiyalargagina (va ehtimol, natijasi o'yinchilarga bogliq 
bolmagan tasodifiy smovlarga) bogliq boigan to‘plamga ega 
boiadi. Demak, agar o‘yinchi V yutuq natijasini olgan bolsa, 
ikkinchi o‘yinchi birinchiga ftv) soln tolaydi yoki teskarisi.

R.t o'yinchi yutug‘ining M(X,Y) matematik kutilmasi 
koordinatalarining mos ravishda i?, va R, o‘yinchi tanlab olgan X 
va Y strategiyalargagina bogliq boiadi.
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Yuqoridagilarga asosan ko‘rinadiki, o'yiniar nazariyasi quyidagi 

masalalarni o‘rganadi:
1. R{ о ‘yinchi ft, o'yinchining qanday yol tutishiga bogliq 

bolmagan holda imkon boricha ko‘proq yutuq oiishi uchun, ya'ni 
min M  (J^, l^m ax jm in^ M (x,y)} bolishi uchun u qanday x0 

strategiya tanlab olish kerak;
2. R, o'yinchi Rl o'yinchining qanday yo l tutishidan qat’i 

nazar imkon kamroq yutqizishi uchun, ya’ni maxx M 
(X, >')=minu{maxx M (л',у)} bolishi uchun u qanday Un strategiya 

tanlab oiishi kerak.
Har bir o‘yinchining strategiyalar soni chekli bolgan holdagina 

bu masalalar prinsipial jihatdan yechiladi. Bu yerda umuman har 
bir o'yinchi qandaydir aniq bir strategiyani emas balki, har bir 
o‘yinni takrorlaganda R, o'yinchi uchun ehtimollari p., p2,...., pn 
bolgan xv xr ...., xn strategiyalardan birini, R, o‘yinchi uchun esa 
ehtimollari qv qv... ,qn bolgan yv y2,—,ym strategiyalardan birini 
tanlash foydali bo'ladi.

(pi pn) va (qrq2....qm) to‘plamlarga o'yinehiJarning aralash
strategiyalari deyiladi. {PJ va {q j to‘plamlarni va Rt o'yinchi 
yutuglning matematik kutulmasini topishga o'yinning yechimi 
deyiladi. Endi o'yiniar nazariyasiga о id ayrim ta’rif va teoremalarni 
isbotsiz keltiramiz.

1-ta’rif. Har qanday G o'yinni o'yin matritsasi deb ataluvchi

(aua\2-au, ) 

а2\агг--а2 n

matritsa orqali aniqlash mumkin. Bu matritsa Rl o'yinchi uchun 
yutuqlar matritsasi deb ataladi.

2-ta’rif. 0 ‘yinning natijasiga yutuq deyiladi.
3-ta’rif. Agar o‘yinga faqat ikkita taraf (shaxs shaxs) qatnashsa, 

u hollarda o'yinga juft о 'yin deyiladi.
4-ta’rif. Agar juft o‘yinda yutuqlar tiolga teng bolsa, ya’ni 

birinchi 0 ‘yinchining yutugl, ikkinchi o'yinchining boy berishiga 

teng bolsa, bunday o'yin yiglndisi nolga teng yechim deyiladi.
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5-ta’rif. Agar A yutuq matritsasi n ta ustun va m ta satrga ega 
bolsa, bundav o‘yinga nxm olchovli chekli o‘yin deyiladi.

6-ta’rif. Yutuq matritsasi topilgan a = max(min a,j) songa
1 j

o'yinning quyi yutug'i deyiladi (yoki maksimin strategiyasi deyiladi).

7-ta’rif. Yutuq matritsasidan topilgan (3 = min(maxa„) songa
i j

o‘yinning yuqori yutug‘i qiymati deyiladi (yoki minmaks 
strategiyasi deyiladi).

8-ta’rif. Agar« = max(mina, ) = a = min(maxa«) = V bolsa, u
j ‘ j 

vaqtda V — ga o'yinning yutuq qiymati deyiladi.
9-ta’rif. a=[i o'yinga egar nuqtali o'yin deyiladi.
10-ta’rif. Egar nuqtali o'yinda maksimum va minumumni 

topishga optimal strategiya deyiladi.
11-ta’rif. Agar a ĵ3 bo'lsa, (egar nuqtaga ega bolmasa), u 

vaqtda sof strategiyani ko‘rsatuvchi vektoming tarkibiy qismlariga 
siljigan strategiya deyiladi.

8.1-teorema. O'yinning quyi yutugl yuqori yutug‘idan katta 
bo‘la olmaydi.

11 ta’rifdan ko'rinib turibdiki, sof strategiyani izohlovchi vektor- 
ning tarkibiy qismlari bar bir o'yinchining nisbiy takrorlanish da- 
rajasini bildiradi va lining yiglndtlari nol (bir)ga teng.

Agar birinchi o'yinchining siljigan strategiyasini X=(xv x2,...,x ) 
va ikkinchi o'yinchining siljigan strategiyasini

m m

( v , ) deb belgilasak, u vaqtda = = 1
;=1 (=1

boiadi. bunda x, > 0, (/ = 1,/w) y} > 0, (j = lm ), Yuqoridagilarga

asoslanib, birinchi o'yinchining optimal strategiyasini x*, ikkinchi 
birinchilaming optimal strategiyasini y* bilan belgilasak, u vaqtda 

ikkala o'yinchining o'yini quyidagicha boiadi. Yuqoridagilardan

184



Optimal strategiya va o'yin yutug'ini aniqlash jarayoniga 
o'yinning yechimi deyiladi.

8.2-teorenia. Har qanday yiglndisi nolga teng matritsa o'yini 

siljigan strategiyasi yechimga ega.
8.3-teoreraa. A matritsaning V o'yin yutug'i 'Y* va Z* optimal 

strategiya bo'lishi uchun quyidagi tengsizliklarning

m m #

^ (' = l;m) va ^ [i = 1,m)bajarilishi zarur va
1=1 v 1 ,/=i '

yetarlidir.
8.4-teorcma. Agar o'yinchilardan birontasi siljigan optimal 

strategiyani qo'llasa, u vaqtda optimal strategiyaga (sof strategiya) 
qo'shilgan ikkinchi o'yinchining qanday chastotalar bilan o'yinga 
kirishidan qat’i nazar yutuq qiymati V ga teng bo'ladi.

8.1-masala. Quyidagi matritsa
(2 5 

6 4 bilan masalaning o'yin

yechimini toping va geometrik talqinini bering.
Yechish. Oldin masalaning egar nuqtaga ega yoki yo'qligini 

tekshiramiz.
Bulling uchun quyidagilar topiladi. 
mint 2; 5 }=2, max{ 2; 6}-6,
min{6;4}=4, max{5;4}=5.
Demak, o'yinning quyi yutug'i о =max{2;4}=4, yuqori yutug'i 

ehtimollari {3= min{6;5}=5, a=4/p=5 bo'lgani uchun

2 5)
6 4 matritsa bilan berilgan o'yin yechimi siljigan optimal

strategiyaga ega bolib, uning yutug'i ^quyidagi oraliqda joylashgan

4 < v < 5.
Agar A o'yinchining strategiyasi U(uv u2) vektor bilan berilgan 

bolsa, u vaqtda 8.4 teoremaga asosan В o‘yinchi Bt yoki B2 
strategiyani qollaganda A o'yinchining o'rtacha yutug'ining qiymati 

quyidagi tengliklar bilan belgilanadi:

j 2Wj + 6Wi = strategiyani qollaganda),

\2u{ + 4«2 = $  (B2 strategiyani q&llaganda).
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Bu o‘ymlarning chastotalarining yiglndisi. esa
u*+u*=l.

Yuqoridagilarga asosan quyidagi sistema hosil boiadi:

2 u{ + 6 щ = (?, 

5щ + 4u2 = г?,

ui + u2 ~ I •

Bu sistemani yechsak, г/1*=0,4; u*=0,6; v=4,4 yechim hosil 
boiadi.

Agar j8t 0 ‘yinchining strategiyasi Z—(z*,z*) vektor bilan 
beriigan bo'lsa, u vaqtda 8.4-teoremaga asoslanib, quyidagi sistemani 
keltirib chiqarish mumkin:

2zl + 5zl = 4,4,

6zi +4 z*2 = 4,4,
* *

zl +z2 = I.

sistemani yechsak quyidagi yechim hosil boiadi;

-o,2; =0 , 8 .

Shunday qilib,
( 2

 ̂ 4j  matritsa bilan beriigan o'yin siljigan

optimal strategiyasi ^ —(0,4; 0,6), 2*=(0,4; 0,8) bolib, yutuq 
qiymati esa v=4,4 ga teng.

Endi masalaning geometrik taiqinini beramiz. Buning uchun 
yOz teksligida A o‘yinchining siljigan strategiyasini U=(uvu2) bilan 
belgilasak, U vaqtda xususiy holda /1(0; i ) nuqta A, strategiyani, 
A2(0]\ ) nuqta esa A2 strategiyani belgilaydi va h.k.

Agar Al va A2 nuqtalarga perpendikular chiziqlar olkazib, bu 
chiziqlarga o‘yinchilarning yutuqlarini jovlashtirib chiqilsa quyidagi
8.1-chizma hosil boiadi.

Agar A o'yinchi A2 strategiyani tanlaganda В o‘yinchining 
strategiyasi Bt bolsa, u vaqtda A o'yinchining yutugl 6 ga teng, 
B2 bolganda esa 4 ga teng. Bu ikkala son A, nuqtaga perpendikular 
ustida yotgan 1 va B2' larni birlashtirsa, aniqlaydi. Bt va 5,‘, B,
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8. 1-chizjna.

va B2l nuqtalarni birlashtirsa ikkita to'g'ri chiziq hosil boladi. Bn 
to‘g‘ri chiziqlardan ou o‘qigacha bolgan masofalar har qanday 
strategiyani tanlagandagi o'rtacha yutuqni ko'rsatadi. Masalan, //, 
J?,1 kesmadan ou o'qigacha bo lgan masofalar At va A} 
strategiyalarning tanlagandagi o'rtacha yutug'i v,(/4, va A, 
strategiyalarning chastotalari mos ravishda ui va u, ga long). В 
o'yinchining strategiyasi esa B. ga teng bolib, masofa 2m, i bu, r, 
ga teng. Xuddi shuningdek, B, strategiyani qollaganda o'rtacha 
yutuq Bv B2l kesmadan ou o'qigacha bolgan masofalargn long 
bolib, bu masofa 5w1+4«2=v2 ga teng. Shunday qilib strategiyani 
B] MB, 1 chiziqning ordinatalari A o'yinchining har qanday siljigan 
strategiyasi minimal yutug'i ho'ladi. Bu minimal yutuqlar ichida 
M nuqtaning ordinatasida maksimum qiymatga ega bo ladi. Demak, 
M  nuqtaning ordinatalari optimal yechimlar boladi. Optimal 

strategiyasi u*=(u*; u2*) o'yin yutug'ining qiymati esa v ga teng. 
M={u*: и2*) nuqtaning koordinatalarini topish uchun В В,1 va 
В, B7' to'g'ri chiziq kesishish nuqtalarini quyidagi uchta tenglamalar 
sistemasini yechib topamiz:

2W| + 6h2 = 

5 ul + 4i<2 = 

u{ + «2 = 1.

187



Bundan Щ - 7 = 0,4, щ = 7 = 0,6 • г? = ~  = 4,4.5 Э Э
Xuddi yuqoridagi kabi £  o'yinchining optimal strategiyasini

topamiz. Buning uchun quyidagi

~ c * 22 
2zi + = -- 

э ,
* *

Zi + г2 = 1 

1 * 4
sistemani yechib, ^  = - = 0,2; z2 = - = 0,8 siljigan optimal yechim

lari topiladi. Natijada o'yinning siljigan optimal strategiyalarining 
yechimlari £/*=(0,4; 0,6) va Z*=(0,2; 0,8) bo'ladi. O'yin 
yutug'ining qiymati esa v=4,4 ga teng.

8.2-masala. Quyidagi matritsa bilan beriigan o'yinning 
yechimini toping:

1 9 8 

10 6 9A=

Yechish. Oldin masalaning egar nuqtaga ega yoki yo'qlig'i 
tekshiriladi.

Buning uchun quyidagilar topiladi: 
min {7 9 8 }=7, max {7 10}= 10,

min {10 6 9 }=6, max|g|=9,

max {8 9}=9.
Demak, o'yinning quyi yutug’i a  =max {7 6} =7, yuqori yutug'i 

esa fi = min {10 9 9}=9, a=7#/J=9 bo'lgani uchun A matritsa 
bilan beriigan o'yin yechimi siljigan optimal strategiyaga ega bo'lib, 

yutug'i Vquyidagi oraliqda joylashgan:
7<v<9.

Agar A o'yinchining strategiyasi U(uv u2) vektor bilan beriigan 
bo'lsa, u vaqtda 8.4-teoremaga asosan В o'yinchi yoki B, yoki 
strategiyani qo'llaganda A o'yinchining o'rtacha yutug'ining qiymati 
quyidagi tenglikiar bilan belgilanadi:
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lu[ + 10г/2 = г?,

9щ + Ьи2 = г?,

8«[' + 9 и2 = (?, 

их + и2 = О.

Bu sistemani yechsak quyidagi yechim hosil bo'ladi:

Mj*=2/3; «2*= 1/3. «*=(2/3, 1/3), v=8 . # o'yinchining 
strategiyasi Z^U ,*,^*,^*) vektor bilan berilgan bo‘lsa, u vaqtda
8.4-teoremaga asoslanib, quyidagi sistemani keltirib chiqarish 

mumkin:

1 Z\ + 9^2 + * N.

10«; + 6«2+9^-8,.
* * *
1̂ ^2 ■*" Zj ~ 1 •

Bu sistemani yechsak, quyidagi yechimlar hosil boladi:
7^*=l/2=0,5. z,*=l/2=0,5, z3*=0 , Z*=(0,5; 0,5; 0) optimal 

yechim.
Yuqoridagi o‘yin yechimining geometrik talqinini 8.2~chizmadan 

ko'rsatish mumkin: В B\ B2 V va B3 Д to‘g‘ri chiziqlar siljigan

189



optimal strategiya bolib, B,K B ,1 siniq eliiziq В o'yinchining 
yutuglni quyi chegarasini ko'rsatadi.

Shunday qilib 2x2 ko‘rinishdagi o'yin yechimlarini topish 
usuli dan foydalanib, 2 xn va nx 2 k.o‘rinishdagi o‘yinlarning 
yechimlarini topishni umumiy holda quyidagicha yozish mumkin:

1) ikkinchi (birinchi) o'yinchining strategiyalariga mos bo'lgan 
to'g'ri chiziqlar chiziiadi;

2) o‘iyn yutug'ining quyi (yuqori) chegaralari aniqlanadi;
3) ikkinchi (birinchi) o'yinchining ikkita strategiyasi topiladi 

va ularga mos masofalarga to'g'ri siljigani aniqlanadi. Shu to'g'ri 
chiziqlarning kesishish nuqtasini maksimal (minimal) ordinataga 
ega bo'lgan qiymati topiladi;

4) o'yin yutug'ining qiymati va optimal strategiyasi aniqlanadi.

2-§. Matritsali o‘yinlar nazariyasi masalalarini chiziqli 

programmalashtirish masalalariga keltirish

Faraz qilaylik m x n ko'rinishdagi matritsa bilan aniqlangan 
o'yin beriigan bo'lsin

i-§ dagi 8 . l-teoremaga asosan p{ o'yinchining optimal 
strategiyasi U*=(u*,u*,...,um*) ga teng bo'lib, o'yin yutug'i v uchun 
quyidagi tengsizlik bajariladi:

Masalaning yechimini aniqlash uchun yutuq v>0 deb hisob- 
laymiz.

U vaqtda quyidagi ifoda hosil bo'ladi:

/
a \ I a l2 ••• a\n

a21 « 2 2  a2n
A =

« ш !  « я 2 ••• ®mn

m

)•
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и s.
Bu tengsizlikka = X, almashtirish kiritsak,2^ацУ> - 1

V" i-1

(./ = 1 ,n ), y* >0  (» = 1-m) kelib chiqadi.

m

AgarX = 1 shartdan foydalansak, tengliklar hosil boiadi:
(=1

m j

X  >’/ T- Shart bo‘yicha p. o'yinchi maksimum yutuqqa erishish
1=1

uchun harakat qiladi, ya’ni i/v miqdoming minimum qiymatini 
topisliga intiladi.

Demak, p, o'yinchining optimal strategiyasini topish uchun

m # ___ ____

quyidagi shartiarda E 0̂ /  - 1 (j = 1>л) , 7* > 0 (/ = 1,/я).
7=1

m
F* = E^< funksiyaning minimal qivmatini topish kerak.

/=1

Xuddi shunday p2 o'ynovchi optimal strategiyasini topish uchun 
quyidagi shartiarda

m __  _

E aijXJ ~ 1 0  = m S 0 (•/ = !> ”)•
1=1

F = X х' funksiyaning qivmatini topish kerak (bunda = -f). 
»=i ^

Shunday qilib, A o'yin matritsasi bilan beriigan mxn ko'rinishdagi
bir juft o'yinni chiziqli programmalashtirish masalasi bilan
almashtirib, quyidagi simmetrik, ikkilangan masalalar ko'rinishida

yozish mumkin:
Biriamchi rnasala. Quyidagi chegaraviy shartlarni

П __  __

E a'jxj - 1 (/ = 1, ж), X j  > 0 (j = 1, n)
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п

qanoatiantiruvchi F(xl,x2>...,xl)~ ^ lxj funksiyaning maksimum

qiymatini toping.

Ikkilamchi masala. Quyidagi chegaraviy shartlarni

m

-  0 (i = 1,и), Uj > 0  (i = Imj

П
qanoatiantiruvchi F(uviiv...,un) = X  У j funksiyaning minimum

7—1

qiymatini toping.

Ko'rsatilgan ikkilangan masalalarning yechimiaridan foydalanib, 
o‘yin strategiyasini va yutuglni quyidagi formulalar biian topamiz:

Demak, p. o‘yin yechimini chiziqli programmalashtirish 
usullarini qollab, topish jarayoni quyidagi ketma-ketlikda amalga 
oshiriiadi:

1) o‘yin matritsasiga ekvivalent bo'lgan bir juft ikkilangan 
chiziqli programmalashtirish masalasi tuziladi;

2) bir juft ikkilangan masalaning optimal rejasi topiladi;
3) ikkilangan bir juft masalaning optimal rejasi bilan optimal 

strategiya va o'yin yutugldan foydalanib, o'yinning yechimi 
topiladi.

8.3-masala. Quyidagi matritsa bilan berilgan o'yinning yechimi 
topilsin.

(b 2 5 Л|

A= 4 3 7 

5 5 6V. 7
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Yechish. Bu matritsa egar nuqtaga on=5 ega. Shuning uchun

uning siljigan sof strategiyasi A3 va B2 boiadi, ya’ni X =(0,0,1) va

Y — (0,1; 0) v=5 bo* Uganda.
Bu matritsaga mos to'g'ri bir juft chiziqli programma- 

lashtirishning ikkilangan masalasi quyidagi ko'rinishda boiadi:

Datslabki masala: 
Quyidagi shartiarda

6X| + 4x2 + 5x3 > 1,

2x! + 3a‘2 + 5x3 > 1,

5*! + 7x2 + 6a;-. > !.

x>0, x  >0, x >0.
f ix , ,x2,x3)=x  ,+ x ,+ x , 

fu n ksivan i ng m ini mum 
qiymatini toping

Ikkilangan masala. 
Quyidagi shartiarda

6 V| + 2js + 5>>з < I,

2)\ +3̂ 2 +5>>3 < I, •

5v’i + 5v2 + 6y3 < 1.

м,>0 , «2>0, h.>0

/(и r u„u3)=u]+u2+u3 
funksiyaning maksimum 
qiymatini toping

Ikkilangan masala simpleks usul bilan yechilsa, quyidagi jadvallar 

hosil boiadi.

/- simpleks jadval

4 I II II I I i i 0 0 0 V

c 6 А» u.1 u2
U 3 U 4 l l 5 u 6

3 0 bT, I -6~j 2 5 1 0 0

2 0 us 1 4 лJ) 7 0 1 0

I 5 ]0 u6 1 5 6 0 0

Z-0 - i -1 - i 0 0 0
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2- simpleks jadval

4 i 2 3 1 1 I 0 0 0

TeJi-

sliirish

ustuni

c 6 «1 u2 u,
U 4 U 5 u<, it

5

3 0
U 4

3/5 4 0 13/5 0 0 -2/5 4 1
5

2 0
U 5

2/5 1 0 17/5 0 0 -3/5
5

I 1 U2 1/5 1 1 6/5 0 0 1/5 3/5

Indeks satri Z = l/5 0 0 1/5 0 0 1/5 3/5

Demak, indeks satridagi hamma kataklardagi sonlar musbat

bo‘lgani uchun optimal yechim quyidagicha boladi u=  0 , u2— -,

3 2 1
и3=0, u =  -; w5=- va Znlax=/niin=- boladi. О ‘yin yutug'i

Ztnax I  bolgani uchun optimal yechimlar y*=0 , у2*=1,
5

j 3*=0 ga teng. Chiziqlarda qanday qilib V o'yinchining optimal

strategiyasi Y * (0; 1;0) ga teng.
A o'yinchining yutuglni optimal yechimlarini, ya’ni dastlabki 

masalani optimal yechimlarini o‘zgarmaslar ustunidan y4. ys, yb 
sonlarni tanlab olamiz:

x *=0, x2=0, x3= 7 optimal strategiyasi esa X * (0; 0;1) ga teng 

boladi.

Topshiriqlar

8.4—8.17-masalalar. Quyidagi matritsalar bilan berilgan 
o'yinlarning yechitnlari topilsin.
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8.4.

8.6.
А =

"3 4 5 ' 8.5.
'8 5 3 6 71

7 6 4
V /

А ,= 4 7 9 5 8 J

(2 4 0 3 5^ 8 -7- '5 3 6 4 5 Л

6 3 8 4
V

К
> II

4 1 8 4 2 J

8.8.
4 7 1 " 2

А5~ О -3  4 2

8.9. (2 5 
7 1
3 7
4 6

8. 10.

а 7=

'7 - р 8.11. '2 8'
5 4 4 3
1 5 0 6
3 -2 3 4
2V 1 / 5V 2 /

8.12.
40

8.13. "1 -1 '
5 3 0 1
3 6 -1 0

V " 1 8 Аю"- 2 -3
2 5 1 2V /

8.14. '4 7' 8.15.
9 3 ОС

а 12= 5 9 А,з=
6 5 9

6 9V у

ОО

8. 16.

а 14=

(1 6 7 5Л 
6 7 9 8 
5 8 4 6

8. 17. 5 6 7 

3 4 2 

2 - 3  8
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Tayanch iboralar

Matritsa, o'yin matritsasi, o‘yin yutug'i, egar nuqta, yechim, juft, juft o'yin, 
o'yinning quyi yutug'i, o'yinning yutug'i.

Takrorlash uchun savollar
1. О yinlar nazariyasining iqtisodiy talqini deb nimaga aytiladi?
2. O'yinning geometrik talqini deganda nimani tushunasiz?
3. O'yin matritsasi nima?
4. О ‘yin yutug'i deganda nimani tushunasiz?
5. Egar nuqtali о yin deb nimaga aytiladi?

6. O'yinning quyi va yuqori yutug'i deb nimaga aytiladi?



TEST SAVOLLARI

1. Maqsadli funksiya qanday tuziladi?

1) maqsadli funksiyaxl ,x2,...,x„ vaal ,a2,...,an o'zgaruvchilardan 

tuziladi;

2) maqsadli funksiya bu tayanch chiziq;

3) maqsadli funksiya bu optimal reja;

4) maqsadli funksiya deb muvozanat chizig'iga aytiladi;

5) maqsadli funksiya deb matematik modelga aytiladi.

2. Transport masalasida yopiq matematik model deb nimaga aytiladi?

m m

3. Yechuvchi satr deb o‘zgarmas ustundagi sonlarni mos ravishda yechuvchi 

ustundagi sonlarga bo‘lganda...?
1) eng katta son turgan satrga aytiladi;

2) eng kichik son turgan satrga aytiladi;

3) musbat son bo‘lgan satrga aytiladi;

4) manfiy satr boigan satrga aytiladi;

5) manfiy bo'lgan satrga aytiladi.

4. Yechuvchi ustun qanday olinadi?
1) o'zgarmaslar ustunidagi eng kichik son turgan ustun olinadi;

2) indeks satridagi eng katta musbat son turgan ustun olinadi;

1. — —  = 1 ga aytiladi;
X ‘ /
i=1__ 2. — —  -< 1 ga aytiladi;П

X *
1=1

m m

3. >- 1 ga aytiladi; 4. —  = — ga aytiladi.
x« ,1=1 1
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3) indeks satrida turgan eng kichik son turgan ustun olinadi;

4) indeks satridagi eng kichik manfiy son turgan ustun olinadi;

5) endeks satridagi turgan eng katta manfiy son olinadi.

5. Yechuvchi son qanday olinadi?

1) yechuvchi satr bilan o‘zgarmaslar ustuni kesishgan katakdagi songa aytiladi:

2) yechuvchi satr bilan jc, o'zgaruvchi joylashgan ustun kesishgan katakdagi 
songa aytiladi;

3) yechuvchi ustun bilan yechuvchi satr kesishgan katakdagi songa aytiladi;

4) yechuvchi satr bilan x2 o'zgaruvchi turgan ustun kesishgan katakdagi 
songa aytiladi;

5) indeks satrida joylashgan birinchi katakdagi songa aytiladi.

6. Quyidagi masalaning

3*! + 2x 2 < 2,
+ 9x2 < 4.

Xi >0,x2 > 0.

F(xl ,x2) = + x2 —> max muvozanat chizig'i tenglamasini toping.

1) 5*j + x2 = 1;

2) 5x, +x2 у 1;

3) 5jc, + x2 = K\

4) 5^! + x2 = 0;

5) 5jCj + x2 ч  0.

7. Bosh satr elementlari qanday formula yordamida to'ldiriladi?

О + A„ К у

2) t 2 ;

3) ~к'’ 4) T,' 5) кх+ k2

8. Bosh satrdan boshqa satrlardagi kataklar qanday formula yordamida 
toldiririladi?

 ̂ ^  ™ X,K2
1) Ajj ' + ~ ^  V — i ’

л  К, - K2 . _  К, + К 2 А -п К ,
3) А,- ~Ох---- —— , 4) А, - О ,----—— ; 5) Aj Oj ^  •
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9. Transport masalasining birinchi programme xarajatlari qaysi formula 

yordamida hisoblanadi?

n m n m

t) I  = X X Ci/Xu-1 max’ 2) L = X X CvX ii’L min;
/=1 7=1 <’=1 jf=l

H W7 «  W

3) ^ = X / / +X ^ » i_>min; 4 ) L = X a< + Х й/:
;=1 /=1 1=1 7=1

5. L = ЯДГ -> m a x .

10. Potensiailar uslubi bilan transport masalasini yecliganda jadvallarning 

optimal bo‘lishi uchun qanday shart bajarilishi kerak?

1) q - Q  - 0 ; 2)C i t =ab;

3) Cy - q  >- 0; 4) Щ + bj = Q ;

5) q  - «, >- 0.

15. Yechuvchi satr kelgusi jadvalda qanday satr deyiladi?
1) yechuvchi ko'paytuvchi; 2) yechuvchi ayirma;

3) bosh sai.r; 4) yechuvchi satr;

5) bosh bo'imagan satr.

12. Transport masalasiga qanday vaqtda yangl iste’molchilar kiritinasdan 

optimallashtirish mumkin?

i) ai = ь}\ 2) o , = x ^ ;

n

3 ) X ^ = V  4 ) X ^ = X * > !
i=i

5) д,- - bj = f .

13. Simpleks uslubida tekshirish ustuni qanday toklidiriladi?

1) satr elementlarini bir-biriga ko'paytirib qo‘shish bilan;

2) indeks satr elementlarini qo'shish bilan;

3) hamma satrlarni mos ravishda satr bo‘yicha qo'shish bilan;

4) faqat bitta satr elementlarini qo'shLsh bilan;

5) ustun elementlarini qo'shish bilan.

14. Transport masalasining modeli qachon ochiq matematik model deyiladi?

I) a = b boiganda; 2) at = b,: boiganda;

II
3) o, > b, bo'lganda; 4) X a> = X ̂  boiganda;

i=i
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5) X й' ~ Z A  bolganda.
;=i 7=1

15. Matematik programmalashtirish masalalari qaysi «limning islilarida birinchi 

marta ko‘rila boshlatigan?

1) R. Bellman; 2) D. Dansig;

3) S. X. Sirojiddinov; 4) L. V. Kantorovich;

5) A. S. Gershgorn.

16. Chiziqli prognimmalashtirishiiing umiimiy masalasida qanday yechimlar 

o‘rganiladi.

1) musbat va nolli yechimlar; 2) manfiy sohasida;

3) nolli yechimlar; 4) musbat yechimlar;

5) nolli, manfiy, musbat yechimlar.

17. Chiziqli programinalashtirishning asosiy masalasida qanday yechimlarni 

topish taiab etiladi.

1) nolli yechimlar; 2) musbat yechimlar;

3) manfiy yechimlar; 4) musbat va nolli yechimlar;

5) musbat. manfiy va nolli yechimlar.

18. Quyidagilar berilganda transport masalasining birinchi programmasining 

xarajati nimaga teng?

Bazalardagi nollar al =400 t, a2 =500 t va iste’molchilar talabi bt =300 t, 

b̂  =400 t, b. =200.

Ta’rif matritsasi T =
3 5 4

4 8 2

1.3200; 2.3100; 3,3400; 4.5400; 5.1260.

19. Quyidagi shartlarda

15xj -г 6x2 < 30, 

x < 2
' 1 ~ F  = 7xj + 4x2 ning maksimum qiymatini toping.

X] > 0, x2 > 0.

1.70; 2. 18; 3. 24; 4. 14; 5.72;

20. Quyidagi funksiyaning

| .Vj + 4x? 2 8,

[4X[ +x2 2 1.

X] > 0, x2 > 0.

F  = 10x, +20x2ning maksimum qiymatini toping.

1.18; 2.32; 3.20; 4.5; 5.28.
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21. Quyidagi shartlarda

xx + л'2 < 18,

■■.Vj + 2x2 — 24,

Xi < 12.

Xj > 0,x2 й 0.

Fmax = 10xj + 20x2 -> max. maksimum qiymatini toping.

1.42 x°=(12;6); 2.35; 3.32 хл=(10;8);

4.11; 5.13.

22. Quyidagi shartlarda

j 2X] + 2 x 2 + 2x3 2  

[5X] + 2x2 + 5x3 2 8.

X|, x2, x3 > 0.

F  = 9xj +7x2 +12x3 —> m ax. maksimum qiymatini toping?

1. Frm=53/3 x" =(0, 7/3, 2/3);

2. F =12 x®=(l, 5, 3);max '  '  -
3. p M=3 tf=(2, 3/2, 2/3);

4. Fm =5 л°=(0, 7/3,2/3);

5. Fmax=4 x°=(0, 7/3, 2/3).

23. Quyidagi shartlarda butun sonli yechimlarni toping.

4xj + x2 - 4x3 > 2,

- - X j + x3 > 1,

-Зл, + 3x2 - 3x3 > 1.

Xj > 0, x2 >0.

F (X ) = 2x, +x2 +2x3 —> m in .m in im um  qiymatini toping.

1 F = 8 ; 2. F  = 4; 3. F . =  5; 4. F . =  6; 5. F , =  3.mm " * "  mm ’ mm ’ mm mm

24. Quyidagi yutuqni toping:

(2 3 l 4")

A ~ 4 2 3 l\ /
1.x =2/3, a : =1/3;

2. x =3/2, x,=4/3;

3. a- =7/3, x =3/4;
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4. jc =4/3, x =5/3;

5. jc,=1/3, x2=4/3.

25. Quyidagi shartiarda

4xj + x2 - 4x3 > 2,

■ -Xi + x3 > 1,

-Эх, + x2 + 3x3 > 1.

Xj > 0, x2 > 0.

F = 2x| + x2 + 2x3 —» min butun sonli yechimlarini toping.

1. Fmiir8, x* =(0; 6; 1; 0; 0; 8);

2- ^ = 4 ,  x°=(l; 2; 3; 4);
3. Fnu =  5, У=(0; 0; 3; I; 0; 7);

x?=(2; 3; 0; 0; 2);

5. / ^ = 3 ,  aj'=(0; 3; 7; 0; 0; 2).

26. Quyidagi shartiarda butun sonii programmalashtirish masalasini yeching

3X| + 2x2 < 10,

■ X\ + 4x2 ^  11,

3xj + 3x2 + x3 < 13.

A, > 0,x2 > 0,x3 > 0.

F = 4X) + 5x2 + x3 —> m i n . minumim qiymatini toping.

1. x°=(0; 3; -1; 3/2);

2. x°=(0; 2; -4; 6);

3. ^'=(2; 2; 1; 0; 0; 1);

4. x°=(0; 0; -2; 3; i);

5 .x°=(3/4; 1/2; 3/2; I; 2).

27. Quyidagi shartiarda Lagranj funksiyasini fuzing.

2X| + 2x2 =6 ,

F(X) = x?+xl

1. L(x 1, x2, Я) = A(x,2 + x2) + Я(6 - 2x| - 3x2);

2. L(x 1, x2, A) = Ях/ + xj + Я(6 - 2xj - 3x2);

3. 1(х1,х 2,Я) = Я(6 + 2xj +3x2) -X|2 - x 2;
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4. L(xx,x2 ,A) = x2 + xf + A (6-2x j -3x2);

5. £ (x t , x2, А) = X]2 + A(6 - 2X[ - 3x2).

28. F(xb x2,..., x„) funksiya X  qavariq to‘p!amda berilgan deyiladi, har qanday 

x, va x, lar uchun quyidagi shartlar bajarilsin.

1. F  [x2 - (1 - A)xj ] < XF(x2) + (1 - X)F(Xi);

2. F  [Ax2 - (1 - A)x, ] < A / ( x2 ) + (1 - A )/’(x1);

3. F [(i-  A)x2 + (1 - A)x, ] < A /(x 2) + (1 + F(xx));

4. F [ ( l + A)x2 + (1 + A)xj] < / ( x 2) + (1 + i 7(x1));

5. F (l + Axj) < F (l + Ax2).

29. Quyidagi shartlarda

J4xj + 6x2 < 4000,

[Xj + 2x2 < 12. 

xx > 0, x2 > 0.

F (X ) = 5x! + 8x2 m in  . minumim qiymatini toping.

1.5200; 2.3200: 3.2000; 4.2200; 5.1700.

30. i 7(0c1x2)=3x12+12x22 funksiyadan ^ = (3 ;4 )  nuqtada 5( 1; 1)||5| = 1 

yo‘nalish bo‘yicha hosila topilsin.

3 ^ )  = ,00; 4 ^ И ! ) = 120;
dS dS

Э Щ !)  4 

dS



FOYDALANILGAN ADABIYOTLAR

1. M.Raisov «Matematik programmalashtirish«. —Т.: «Voris», 2009.

2. X.N. Xujamaksimumyozov, B.Otaniyozov, L.P. Yuguy, A.Xalimov. «Matematik 
programmalashtirish». Subschot jamg'armasi. —Т.: 2008.

3. О. Abdullayev, T. Ahmedov, I.Ziyoxojayeva. Hisoblash texnikasining 

injenerlikva iqtisodiy hisoblashlarda ishlatilishi. —Т.: 1976.

4. Абрамов JI.M., Капустин В.Ф. Математическое программирование. 

—Ленинград: ЛГУ, 1976.

5. Акулич H.J1. Математическое программирование в примерах и задачах.

— М: Высшая школа, 1986.

6. Баумол У. Эконимеская исследований оператций. М., «Прогресс», 

1985.

7. Венцы ЕС. Элементы теории игр. —М: Физмат, из. 1969.

8. Голштейн В.Г., Юдин Д.В. Новые направления в линейном програм

мировании. — М.: 1966.

9. Гурьевич Т.Ф., Лушук В.О. Сборник задач по математическому 

программированию. — М.: Колос, 1977.

10. Давидов Е.Г. Ислледование операций. — М.: «Высшая школа». 1990.

11. Данциг Д. Линейное программирование, его применение и обошение.

— М.: Прогресс. 1975.

12. Доморяд А.П. Математические игры и развлечения. —М.: Физмат, из. 

1961.

13. Заславский К).Л. Сборник задач по линейному программированию.

— М.: Наука, 1969.

14. Кси̂ ихман И.Л. Сборник задач по программированию. — М.: Высшая 

школа, 1975.

15. Канторович Л. В.. Горстко А.Б. Математическое оптимальное програм

мирование в экономике. — М.: Знание. 1968.

16. Кокова О.Б., Браянский Г.А., Разу М.Л. Хозяйственные ситуации. — 

М.: Экономика. 1976.

17. Кузнецов Ю.Н., Кузубов В.И., Волошенко А.Б. Математическое 

программирование. — М.: Высшая школа, 1976.

18. Кринский Х.З. Математика для экономистов. — М.: Изд. «Статистика», 

1970.

19. Михалевич B.C., Кукса А.И. Методы последователной оптимизации.

— М:. Наука, 1983.

20. Мулин Е. Теория игр с примерами из математической экономике. - 

М:.Мир, 1985.

204



21. Nasriddinov G.N. Matematikekonomikaelementlari. —Т.: «O'qituvchi». 

1984.

22. Нестеров Е.П. Транспортные задачи программирование. — М.:Изд. 

иностранной литературы, 1960.
23. Рейнфелъд Н., Фогель У. Математическое программирование. — М.: 

Изд. Иностранной литературы, 1960.

24. Safayeva К., Beknazarova N.R. Operatsiyalarni tekshirishning matematik 

usullari. 1-qism,— T.:, « 0 ‘qituvchi»,1984.

25. Safayeva Q., Beknazarova N.R. Operatsiyalarni tekshirishning matematik 

usullari. 2-qism . — Т.: «O'qituvchi», 1990.

26. Sicheva N.I Baltayeva L.R., Ishnazarov A.I., Saidov Z.X., Saidov M.M. 
Transportni boshqarishda kompyuter texnologiyalari. 0 ‘quv qo'llanma. — Т.: 

TAYI, 2003.

27. Sicheva N.I, Baltayeva L.R., Ishnazarov A.I. Kompyuter texnologiyalari 

asosida firma va tarmoqlarda yuklami tashishni modellashtirish va boshqarish. 0 ‘quv 

qo'lanma. T..TDIU,TAYI, 2003.

28. Тарасевич., Галперин В.М., Гребинников П.И., Леунсский А.И. Марко 

экономика. Издательство Петербургский государственного университета 

экономики и финансов, 1999.

29. Хедли Дж. Нелинейное и динамическое программирование. - М.: 

Мир. 1967.

30. Эрроу К. Дж., Гурвист Л., Удзава X. Исследования по линейному 

и программираванию. —М.: Изд. иност. л-ры, 1962.

31. Юдин Д.Б. Математические методы управления условиях неполной 
информации. — М.: Изд. «Сов Радио». 1974.

32. Юдин Д.Б., Юдин А. Д. Экстремальные модели в экономике. - М.: 

«Экономика» 1979.

Internet saytlari

1. http://www.uzsci.net—O'/bekiston Respublikasi Fanlar akademiyasi 

qoshidagi 0 ‘zbek milliy va maorif tarmog'ining serveri.

2. www.search.re.uz—Uzbekiston axborotlarini izlab topish tizimi.

3. www.msu.ru.—M DU serveri. Fanlar bo'yicha namunaviy, ishchi dasturlari. 

elektron adabiyotlami olishni ta’minlaydi.

4. www .mesi.ru,—Moskva iqtisod-statistika instituti serveri. Fanlar bo'yicha 

namunaviy dasturlari elektron adabiyotlarni olishni ta’minlaydi.

5. www.atv-emmm.narod.ru—Rossiya Federatsiyasining matematik usullari 

modellashtirish bo'yicha turli mavzulardagi ma’lumotlarni olishni ta’minlovchi 

sayti.

6. ww'w.oup.com.uk— Buyuk Britaniyadagi OKSFORD universiteti sayti. 

Matematik modellashtirish ekonomertika sohalari bo'yicha ma’lumotlarni olishni 

ta’minlaydi.

http://www.uzsci.net%e2%80%94O'/bekiston


MUNDARIJA

So‘zboshi..........................................................................................................3

Kirish................................................................................................................ 4

I bob. Chiziqli programmalashtirish

1-§. Chiziqli programmalashtirishning asosiy masalasi va

chiziqli programmalashtirish masalalarini asosiy masalaga keltirish__9

2-§. Simpleks usuli......................................................................................... 11

3. Sun’iy bazis usuli......................................................................................... 29

II bob. Chiziqli programmalashtirishning 

ikkilanish masalalari

1 -§. Ikilangan masalalar haqida asosiy tushunchalar................................... 41

2-§. Ikkilangan simpleks usul.........................................................................43

3-§. Ikkilangan masalalarning geometrik talqini.......................................... 48

I I I  bob. Transport masalasi

1-§. Taqsimot usuli..........................................................................................52

2-§. Potensiallar usuli.....................................................................................61

IV bob. Butun sonli programmalashtirish

1-§. Marketolog haqidagi masala................................................................... 70

2-§. To'la butun sonli programmalashtirish................................................... 73

3-§. Qisman butun sonli programmalashtirish............................................78

V bob. Parametrik programmalashtirish

1-§. Parametrik programmalashtirish masalalarining iqtisodiy va 

geometrik talqini.....................................................................................84

2-§. Maqsad funksiyasi parametriga bog‘liq bo'lgan masalalar................... 90

3-§. Ozod hadlari parametriga bog'liq bolgan masalalar...........................98

206



MANSUR MAI SO V

MATEMATIK
PROGRAMMALASHTIRISH

Oliy о ‘quv yurtlari talabalari 
uchun darslik

Muharrir Xudoyberdi Po ‘latxo 'jayev 

Badiiy muharrir Yasharbek Rahimov 

Texnik muharrir Yelena Tolochko 

Kichik muharrir Gulbayra Yeraliyeva 

Musahhih Zulfiya G‘ulomova 

Kompyuterda sahifalovchi Gulchehra Azizova

Litsenziya raqami AI Ne 163. 09.11.2009. Bosishga 2013-yii 31-oktabrda 
ruxsat etiJdi. Bichimi 60x84‘/ lt. Ofset qog'ozi. Tayms garniturasi. Shartli 
bosma tabog'i 12,09. Nashr tabog'i 10,97. Adadi 500 nusxa. Sharfnoma № 
73—2013. Buyurtma Ш 68—5. Bahosi keMtilgan narxda.

0 ‘zbekiston Matbuot va axborot agentligining Cho'lpoti nomidagi 
nashrivot-matbaa ijodiy uyi. 100129. Toshkent, Navoiy ko'cbasi. 30. 
Tetefon: (371) 244-10-45. Faks (371) 244-58-55.

«TAFAKKUR-BO‘STONI» MCHJ bosmaxonasida chop etildi. Toshkcnt 
shahar, Chilonzor ko‘chasi, l-uy.




