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So‘zboshi
Nazariy fizika bo'limlarini bir butun holda qamrab olgan fan va 

texnikaning zamonaviy yutuqlarini aks ettiruvchi o ‘zbek tilida yozilgan 
darslik mavjud emas. Bundan tashqari, oxirgi o ‘n yillarda fizika va u 
bilan bog'liq sohalarning intensiv rivojlanishi mavjud bo'lgan (asosan 
ms tilida) va eskirgan o ‘quv qo ‘llanmalarda o ‘z aksini topmagan.

Fizikaning zamonaviy yutuqlariningtexnika va texnologiyaga, ham- 
da fizika bilan bog ‘langan fanlarga (ekologiya, geofizika, astrofizika, 
biologiya, tibbiyot va boshqalar) kirib borishi soha mutaxassislaridan 
keng spektrdagi elektrodinamika masalalarini yechish metodlarini egal- 
lagan b o ‘lishini talab qiladi. Shu vaqtda elektrodinamikaning o ‘zi va 
tatbiqiy masalalari juda kcngayib ketganligi sababli bitta darslikda un
ing hamma jabhalarini qamrab olish mumkin emas. Bundan tashqari 
oliy ta‘lim tizimida mustaqil ravishda ulmiy izlanishlar olib bora oladi- 
gan va muhim masalalarni yecha oladigan mutaxassislarni tayyorlashga 
katta e ’tibor qaratilganligi bois, talabalarning mustaqil saboq olishining 
ulishi kundan kunga oshub bormoqda.

Yuzaga kelgan bu sharoit nazariy fizika b o ‘yicha yangi tipdagi dars- 
liklar majmuasini yarat.ishiii ta‘qazo qiladi. O'quvchilarga havola qili- 
nayotgan ushbu kitob nazariy fizika kursi b o ‘yicha 4 jildli “Nazariy fizika 
kursi” darsligining ikkinchi jildi hisoblanadi. Klassik o ‘quv qo'llanma- 
larda va darsliklarda elektrodinamikaning asosiy tenglamalari fenome- 
nologik, ya’ni tajriba natijalarini umumlashtirish yo ‘li bilan yoziladi. 
Elektrodinamika qonunlarini o ‘rganishda bunday yondoshish ushbu fan
ning rivojlanish tarixi bilan ham ohang b o ‘lib. umumiy fizika kursidan 
deyarli farq qilmaydi, faqat biroz murakkab matematik apparatdan 
foydalaniladi.

Darslikda mavzularni bayon qilish tartibi muallifning Mirzo Ulug‘- 
bek nomidagi 0 ‘zbekiston Milliy universitetida, Buxoro davlat univer- 
sitetida va Nizomiy nomidagi pedagogika universitetida leksiyalar o ‘qish 
jarayonida to ‘plagan ko‘p yillik tajribasiga asoslangan b o ‘lib, prinsipial 
ravishda odatdagi yondashishdan farq qiladi.

Asosiy urg‘u tabiat qonunlarini aks ettiruvchi fundamental prin- 
siplar -  fazo va vaqtning bir jinsliligi va izotroplik xossalariga tayangan 
holda, nazariy fizikaning zamonaviy metodlari orqali uzluksiz ravishda 
maxsus nisbiylik nazariyasi va elektrodinamika qonunlarini va muhim 
effektlarning fizik mohiyatini ochishga cjaratilgan. Bunda tajribalarning 
roli inkor etilmaydi.



Tajribalarga ikki holda tayaniladi: Birinchidan. Galiley zamonidan 
Eynshteyn davrigacha olib borilgan izlanishlar natijasida vaqt va fazon
ing xossalari to :g ‘risidagi fundamental prinsiplarning qaror topishida 
tajribalar muhim rol o'vnagan. Ikkinchidan, nazariy yo :l bilan aniqlan
gan qonunlarning to'g 'ri ekanligini tasdiqlashda tajribalar muhim aha- 
miyat kasb etadi. Ushbu darslikda tanlagan yo'l tajribalarda kashf qilin- 
gan Tabiat qonunlarining fizik mohiyatini ochib berish va tushunturish 
bilan bir qatorda yangi qonunlarni kashf etishga zamin yaratadi.

Darsliklar majmuasining ushbu jildi uch qismdan iborat. Birinchi 
qism maxsus nisbiylik nazariysiga bag'ishlangan. Unda maxsus nis
biylik nazariyasining yaratilishi bilan bog'liq bo'lgan tarixiy m a’lumot- 
lar va asosiy tajribalarning mohiyati qisqacha bayon qilingan. Naza- 
riyaning yaratilishida tajribalarning roli va o'rni aniq ko'rsatilgan. Aso
siy prinsiplarga tayangan holda yangi nazariyaning yaratilish bosqich- 
lari yoritilgan. Interval, xususiy vaqt, voqea, to'rt o'lchovli fazo kabi 
yangi fizik atamalarning m a’nosi ochib berilgan. Ushbu qism relyati
vistik nazariyaning birinchi tatbig'i sifatida - relyativistik mexanikan- 
ing asosiy masalalarini qisqacha yoritish bilan yakunlanadi. Bu yerda 
relyativistik nazariyaning 4-o'lchovli ta ’rifini tasavvur qilish va unga 
ko'nikma hosil qilish uchun parallel ravishda uch o'lchovli ta ’rifdan ham 
foydalanilgan.

Ikkinchi qismda relyativistik nazariyaning mantiqiy davomi sifatida 
mikroskopik elektrodinamika bayon qilingan. Real sharoitda turli tu- 
man xossalari bilan bir-biridan keckin farq qiladigan muhitlardagi elek
trodinamika bilan ish ko'rishga to 'g 'ri keladi. Bu holda nazariya juda 
murakkablashib ketadi.

Muhitsiz fazodagi elektrodinamika bunday muammolardan holi. 
Bunda faqat zaryadlar va ularning harakati tufayli yuzaga keladigan 
toklardan iborat bo'lgan fazoda elektrodinamika qonunlari ko'rib chiqil- 
gan. Shu bilan birga elektrodinamikaning asosiy matematik apparati 
ishlab chiqilgan. Mikroskopik elektrodinamikaning asosiy tenglamalari
-  Maksvell-Lorentz tengalamalari eng qisqa ta ’sir prinsipiga asoslangan 
Lagranj formalizmi orqali keltirib chiqariladi. Bu tenglamalar yor
damida elektrodinamikaning xususiy masalalari ko'rib chiqilgan.

Uchinchi qismda elektrodinamikaning eng murakkab qismi shu bi
lan birga amaliy ahamiyatga ega bo'lgan, muhitdagi elektrodinamika
- makroskopik elektrodinamika bayon qilingan. Bunda xossalari bilan 
farq qiluvchi turli tuman muhitlar o'rniga izotrop va bir jinsli, fer-
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romagnit va ferroelekt.rik xossalarga ega b o ‘lmagan ideal muhit uchun 
elektrodinamika qonunlarini aks ettiruvchi -  Maksvell tenglamalari kel- 
tirib chiqarilgan.

Muhitning real xossalarini hisobga olgan elektrodinamikaning max
sus masalalari fan sohalarining mustaqil yo ‘nalishlari b o ‘lib alohida 
o'rganiladi. Shu bilan birga imkoniyat darajasida masalani murakkab- 
lashtirmaydigan hollarda muhitning ayrim xossalarini inobatga olish 
nazariyada qanday o ‘zgarishlarga olib kelishi ko'rib chiqilgan.

Darslikda asosiy e'tibor maydon tabiatiga qaratilgan b o ‘lib, elek- 
trostatika, magnitostatika, kvazistatsionar va yuqori chastotali may
donlar nazariyasi inukammal ko‘rib chiqilgan.

Nihoyat, yangi tipdagi aloqa va axborot uzatish tizimlarini, hamda 
kelajakda elektronikaning o ‘rnini bosa oladigan mantiqiy elementlarni 
yaratish prinsiplarini beruvchi elektrodinamikaning zamonaviy masala- 
laridan biri b o ‘lgan -  nochiziqli optikaning asosiy prinsiplari bayon 
qilingan.1

Kitobning oxirida foydalanilgan asosiy matcmatik formulalar ilova 
sifatida keltirilgan.

Darslikda bayon qilingan mavzularni o :zlashtirish darajasini ko‘ta- 
rish va mustaqil saboq olishning samaradorligini oshirish maqsadida 
liar bir bobning oxirida masalalar va tekshirish savollari keltirilgan. 
Tipik va ayrim murakkab masalalarning yechimlari berilgan. Bundan 
tashqari, ko‘p hollarda mavzularni yoritishda rasm va chizmalardan 
foydalanilgan.

Darslik universitetlarning fizika fakultetlari talabalari hamda bosh- 
qa oliy ta ’lim muassasalarining fizika bilan bog ‘liq bo'lgan y o ‘nalishlar- 
dagi talabalarga mo'ljallangan. Shu bilan birga nazariy fizika mutaxas- 
sisligida tahsil oluvchi magistr va aspirantlar uchun ham foydali bodadi.

Ushbu darslik O'zbekisto Respublikasi Vazirlar Mahkamasi qoshi- 
dagi Fan va texnologiyalarni rivojlantirishni mufofiqlashtirish qo ‘mitasi- 
ning “ОИД-3-9” - sonli innovatsion loihasi doirasida yozilgan.

'Urihlm bob prof. F.Kh.Abdullaev islitirokida yozildi.
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1-bob

Maxsus nisbiylik nazariyasi asoslari

1.1 Nisbiylik prinsiplari

Klassik mexanika kursidan m a’lumki, Nyutonning birinchi qonuni
ga asosan jismga kuch ta ’sir qilmasa, yoki ta ’sir qilayotgan kuchlar- 
ning yig ‘indisi nolga teng bo'lsa, inersial sanoq sistemalarda u o'zining 
tinch holatini yoki to ‘g ‘ri chiziqli tekis harakatini saqlaydi. Ikkinchi 
tomondan bu qonun bajariladigan sanoq sistemalar inersial deyiladi. 
Bu qonunning to ‘g ‘riligiga hech qanday shubha y o ‘q.

Tabiiyki savol tug'iladi, inersial sanoq sistemalarida faqat to !g ‘ri 
chiziqli tekis harakat bir xil ifodalanadimi? Bunga Galileyning nisbiylik 
prinsipi aniq javob beradi. Barcha inersial sanoq sistemalarda 
mexanika qonunlari birclay o ‘rinli bo ‘ladi.

Galiley nisbiylik prinsipiga ko‘ra birorta inersial sanoq sistemada 
qandaydir mexanika qonuni aniqlangan bo'lsa, bu qonun barcha inersial 
sanoq sistemalarda o ‘rinli b o ‘lib, bir xil ifodalanadi. Bu prinsipning 
matematik ifodasini Galiley almashtirishlari aniqlaydi:

r' +  V t t  =  t', (1.1)

bu yerda V  o ‘zgarmas bo'lib, K '  sanoq sistemaning К  sanoq sistemaga 
nisbatan harakat tezligi. Ifoda (1.1) bir inersial sanoq sistemasidan 
ikkinchisiga o ‘tishda koordinata va vaqtni almashtirish formulalarini 
beradi (1.1-rasm ).

Klassik mexanikada (1.1) 
almashtirish formulalarida t =  t' 
yozilmaydi, klassik fizika nuq- 
tai nazaridan barcha inersial 
sanoq sistemalarda vaqt birday 
oqishini ta ’kidlash uchun uni 
keltirildi. Vaqtning bunday xos- 
sasi klassik mexanikada signal 
yoki o ‘zaro ta ’sir cheksiz tezlik 
bilan uzatiladi degan g ‘oyaga

1.1-r asm:
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asoslangan. Birorta К  inersial sanoq sistemada qandaydir qurilma 
har tomonga izotrop holda cheksiz tezlik bilan tarqaluvchi signal 
chiqarayotgan bo'lsin. Bu sanoq sistemadagi ixtiyoriy boshqa 
nuqtalardagi signalni qabul qiluvchi qurilmalar bu sugnalni oniy vaqtda 
qayd qiladi. Bundan tashqari К  sanoq sistemaga nisbatan chekli tezlik 
bilan harakatlanayotgan sanoq sistemadagi signalni qabul qiluvchi 
qirilmalar ham bu signalni shu vaqtda qayd qiladi. Bunday signallar 
barcha soatlarni sinxronlash imkonini beradi. Boshqacha qilib gapirsak, 
bu holat barcha sistemalarda birday o'tadigan (t' =  t" — . . .  =  t), 
absolyut vaqtni kiritish mumkinligini ko'rsatadi.

Galiley almashtirishi (1.1) dan vaqt bo'yicha birinchi tartibli hosila 
olsak, klassik mexanikadagi tezliklarni qo'shish formulasini olamiz:

v =  v' +  V , (1.2)

Bu tenglamadan yana bir marta hosila olib moddiy nuqtaning tezlanishi 
har ikkala sanoq sistemada teng ekanligini aniqlaymiz:

a — a , yoki F  — т а  =  m a' — F ' . (1.3)

Bundan ko'rilayotgan moddiy nuqtaga ta’sir etuvchi kuch barcha iner
sial sanoq sistemalarda birday ekanligi kelib chiqadi (Nyuton ikkinchi 
qonuni). Shunga o'xshash mexanikaning boshqa qonunlarini tekshirib 
ko'rish mumkin. Demak. umumiy holda klassik mexanika qonunlari Ga
liley almashtirishlari (1.1) ga nisbatan ko'rinisini o'zgartirmaydi, ya ’ni 
invariantdir.

X IX  asr oxiriga kelib elektr va magnetizm qonunlari to'liq shakl- 
lanib, Maksvell tenglamalarida bir butun holda o 'z  aksini topdi. Maks
vell tenglamalariga asoslangan klassik elektrodinamika, maydonlar ha- 
qidagi birinchi jiddiy nazariya bo'lib, kuzatilgan barcha elektromagnit 
hodisalarini tushuntiribgina qolmay, keyinchalik tajribalarda kuzatil
gan va keng tatbig'ni topgan elektromagnit to'lqinlarining mavjudligini 
bashorat qildi. Bu qonunlarda doimiy bo'lgan yorug'lik tezligining 
(c =  2, 997925 • 108,m /s ) ishtirok etishi bilan Nyuton mexanikasi qo- 
nunlaridan tubdan farq qiladi.

Maksvell nazariyasining rivojlanishi bilan ba ’zi qiyinchiliklar paydo 
bo 'la  boshladi. Bu nazariya birinchi qarashda Galiley nisbiylik prinsipi 
bilan jiddiy ziddiyatda edi. К  sanoq sistemada tinch turgan zaryadni 
ko'ramiz. Bu sanoq sistemada zaryad tinch turganligi uchun faqat
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elektrostatik maydon hosil qiladi. K ' sanoq sistemadagi kuzatuvchiga 
nisbatan zaryad V  tezlik bilan harakat qiladi. Shuning uchun bu sanoq 
sistemada zaryad elektr maydon bilan bir qatorda magnit maydonni 
ham hosil qiladi. Shunga o'xshash К  sanoq sistemada tinch turgan 
o ‘zgarmas magnit o ‘z atrofida faqat magnit maydon hosil qiladi. Uni K ' 
sanoq sistemada turib kuzatsak berk konturda hosil boiadigan elektr 
yurutuvchi kuch magnit inaydondan tasliqari elektr maydon mavjud 
ekanligidan dalolat beradi. Ko'rilgan har ikkala misol elektr va magnit 
maydon kuchlanganliklari Galiley almashtirishlariga nisbatan invari
ant emasligini ko'rsatadi. Boshqa tomondan elektrodinamika qonunlari 
laboratoriya va harakatdagi inersial sanoq sistemalarda birday o'rinli 
bo'lishi tajribalarda aniqlangan.

Bu yerda bir-biri bilan uzviv bog ‘langan ikkita muammo paydo 
b o :ladi. Birinchisi, yorugiik tezligi bilan b o g iiq  b o iib , uning tarqalish 
tezligi izotropmi, bir inersial sanoq sistemadan ikkinchisiga o igan d a  
qanday o'zgaradi? Ikkinchisi, Maksvell tenglamalari Galiley almashti
rishlariga nisbatan invariant mi? Ikkila muammoni birlashtirib, mex- 
anika qonunlari uchun o'rinli boigan  Galiley nisbiylik prinsipini elektro
magnit qonunlariga tatbiq qilish mumkinmi degan savol paydo bo iad i?

Aniqlangan holat o ‘ta jiddiy b o iib , X IX  asr oxirlarida fiziklar ol- 
diga muhim savol qo'ydi. Bu savolga javob ko‘p jihatdan X X  asr- 
da fizikaning rivojlanish yoiialishini aniqlab berdi. Ilaqiqatan ham 
quyidagilardan birini tanlash kerak edi:

1. Maksvell tenglamalari Galiley almashtirishlariga nisbatan invari
ant, emas deb tan olish kerak. U holda barcha inersial sanoq siste- 
malardan farq qiladigan sanoq sistema mavjud b o iib , faqat unga 
nisbatan Maksvell tenglamalari standart ko‘rinishga ega boiad i.

2. Maksvell tenglamalari barcha inersial sanoq sistemalarda birday 
o ‘ rinli bo ia d i (koiinishga ega) deb qabul qilish kerak. Bu holda 
Galiley almashtirishlari noto;g i i  b o iib  chiqadi va barcha inersial 
sanoq sistemalarning ekvivalentligini boshqacha tushinish kerak.

Birinchi y o i  efir nazariyasini paydo boiishiga olib keldi. Bu nazari- 
yaga ko!ra tanlangan inersial sanoq sistema gipotetik materiya - efir 
bilan bogiangan. Bu materiyaning na rangi, na hidi va na massasi bor. 
U butun fazoni toidirgan b o iib , o ‘zini hech qanday holatda namoyon 
qilmaydi. Uning birdan bir qismati elektromagnit ta’sirni uzatishdir. 
Efirning bunday g !ayrioddiy xossasi efir nazariyasini o ‘ta sun'iy qilib 
qo ‘ydi. Shuning uchun bu nazariya uzoq yashamadi.
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Ikkinchi y o ‘l keskin bo'lib, Galiley almashtirishidan voz kechishni 
taqozo qilardi. Bu o'z navbatida Nyuton ta ’riflagan klassik mexanika- 
dan voz kechishga olib kelardi. Bunga qaramasdan fanning rivojlanishi 
aynan shu yo'ldan bordi.

Efir nazariyasiga - yorug'likning tarqalish tezligi bilan bog'liq bo 'l
gan masalaga M aykelson  va M orli tajribalari oydinlik kiritdi, aniq- 
rog'i efir nazariyasi asossiz ekanligini ko'rsatdi. M a’lumki, havo tinch 
turganda tovush tezligi hamma yo'nalishlarda bir xil bo'ladi. Agar 
shamol esayotgan bo'lsa, shamol yo'nalishida tovush tezligi unga qarshi 
yo'nalishdagidan katta bo'ladi, shu bilan birga har ikkala yo'nalishdagi 
tezliklar ko'ndalang yo'nalishdagidan farq qiladi. Bunday hulosa har 
qanday to'lqin uchun o'rinlidir, faqat yorug‘lik uchun emas. Bizn- 
ing dadilligimiz juda katta aniqlikda bajarilgan Maykelson va Mor- 
lining o 'ta  nozik tajribalariga (1880 yilda boshlangan va 1887 yilda 
e'lon qilingan1) asoslangan. Tajribalarda harakatdagi sanoq sistema 
sifatida Yer olingan. (Lokal tajribalar uchun Yer arnalda juda yuqori 
aniqlikda inersial sanoq sistema bo'la oladi.) Yer o'z orbitasi bo'ylab 
Quyosh atrofida 30 krri/s tezlik bilan harakat qiladi. Maykelson va 
Morli Yerning harakat yo'nalishida hainda unga ko'ndalang yo'nalish
larda yorug'lik tezligini uning berk traektoriyada bosib o'tgan yo'li 
orqali taqqoslashgan. Bu tajribalar yilning turli davrlarida qayta -  
qayta o'tkazilgan. Tajribalarda yorug'lik tezligining o'zaro perpendikul
yar yo'nalishlardagi nisbatiga Yerning harakati ta ’sir qilmasligi aniqlan
gan. Tajribalar yorug'lik tezligini o'zaro perpendikular yo'nalishlardagi 
farqi 5 km/s aniqlikda o'lchash imkonini bergan. Bu tajriba yanada 
takomillashtirilganda, aniqlik Yer tezligining 3% ni tashkil qilgan, bu
0,9  km/s ga to'g 'ri keladi. Bu tajribalaridan kelib chiqadigan asosiy 
hulosa:

Yorug‘lik tezligi inersial sanoq sistemalarining harakat y o '
nalishiga va tezligiga bog‘liq emas.

A.Eynshteyn “Harakatdagi jismlar elektrodinamikasiga doir” 2 ma- 
qolasida Maksvell elektrodinamikasini harakatdagi jismlarga tatbiq qi
lish bu hodisalarga xos bo'lmagan asimmetriyaga olib kelishi va "yorug'
lik tashuvchi” muhitga nisbatan Yerning harakatini aniqlash yo'lidagi 
urinishlarning zoye ketishi kabi holatlarni tahlil qilib, maxsus nisbiy
lik nazariyasini yaratilishiga olib kelgan muhim fikrlarni ilgari surgan.

1 A . A . Michelson, E. W . Morley, American Journal of Science, 34 , 333 (1887).
2А.  Эйнштейн. Собрание научных трудов, том I, 7-33 с., (1905)
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Nafaqat mexanikada. balki elektrodinamikada ham hodisalarning hech 
qanday xossasi absolyut tinchlik tushinchasiga to ‘g ‘ri kelmaydi. Bun
dan tashqari, inersial sanoq sistemalarda mexanika qonunlari invariant 
boigani kabi elektrodinamika va optika qonunlari ham invariant b o ‘lishi 
kerak degan g'oyani ilgari suradi. Y orugiik  tarqaluvchi gipotetik muhit
- tushunchasiz harakatdagi jismlar elektrodinamikasini yaratdi.

A. Eynshteyn bu g ‘oyani asos qilib Galiley nisbiylik prinsipiga yangi 
m a’no beradi.

Barcha inersial sanoq sistemalarda tabiat qonunlari bir
day o ‘rinli bo‘ladi va. yoru g ‘lik bo‘shliqda manbaning harakat 
tezligiga bog‘liq bo‘lmagan aniq “c ” tezlik bilan tarqaladi.

Ushbu ikkita fundamental g !oya ichki qarama-qarshilikdan holi b o i 
gan harakatdagi jismlar elektrodinamikasini yaratish iinkoniyatini be
radi. Bunda "efir” tushunchasini kiritishga hojat qolmaydi, chunki 
yangi nazariyada mutloq tinch turgan alohida xossalarga ega boigan  
fazo tushunehasi kiritilmaydi hamda b o ‘sh fazoning hech qavsi nuqtasi 
qandaydir tezlik vektori bilan bogianm aydi. Shu bilan fazoning bir 
jinslli va izotroplik xossalari saqlanislii ta ’kidlanadi.

Maykelson va Morli tajribalaridan qariyib 50 yildan keyin Kennedi 
va Tom dayk  3 yorugiik tezligini oichash b o ‘yicha o ‘z tajribalarini 
oikazishdi. Bu tajribalarda ham harakatdagi sanoq sistema sifatida 
Yer tanlab olingan. Tajribadan maqsad, yilning turli davrlarida Yer 
Quyoshga nisbatan turli yoiialishda harakat qilishidan foydalanib, yo
rugiik tezligiga uning ta’sirini aniqlash boigan . Bu holda sanoq siste
malarning nisbiy tezligi 60 km/s ga teng boiad i. Maykelson va Morli 
tajriba natijalarini bir-biri bilan taqqoslash uchun bir kun yetarli b o i 
gan boisa , Kennedi va Torndayk tajribalari uchun bir necha ovlab bir 
xil sharoitni ushlab turish kerak boigan . Shu bilan bu tajribalar bir- 
biridan farq qilgan. Kennedi va Tom dayk tajribalarida yilning turli 
davrlarida oichanganda yorugiik  tezligining farqi taxminan 2 m/s ni 
tashkil qilgan. Bu tajribalardan kelib chiqadigan asosiy xulosa:

Yorug‘lik tezligi barcha. inersial sanoq sistemalarda bir xil 
son qiymatni qabxd qiladi.

Bu natija A. Eynshteyn nisbiylik prinsipidagi birinchi va asosiy 
aksioma - yorugiik tarqalish tezligi mutloq ekanligini va manbaning 
xossalariga b og iiq  emasligini juda yuqori aniqlikda isbotladi.

3R. Л. Kennedy, E. M . Thorndike, Phys.Rev., 4 2 , 400 (1932).
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1.2 Nisbiylik nazariyasida interval

Ba’zan klassik fizikada interval tushunchasi ikki m a’noda qo'llanila- 
di. Birinchisi, uch o'lchovli fazoda ikki nuqta orasidagi metrlarda o'lcha- 
nadigan interval - masofa bo'lsa. ikkinchisi, fazoda ketma-ket sodir 
bo'lgan ikki voqea orasidagi sekundlarda o'lchanadigan vaqt interva- 
lidir. Uch o'lchovli fazoda ikki nuqta orasidagi masofa shu nuqtalarning 
koordinatalari orqali aniqlanadi:

A l  =  \ J {x 2 ~  x i ) 2 +  [ y 2 -  2/i  ) 2 +  { z 2 -  ^ i ) 2 , ( 1 .4 )

bu yerda x*, гг (i =  1, 2) birinchi va ikkinchi nuqtalarning bir vaqt
da o'lchangan dekart koordinatalari. Klassik fizika nuqtai nazaridan 
bunday ta ’riflangan interval koordinatalarni ixtiyoriy chiziqli almashtirish- 
lariga nisbatan invariant kattaliklardir4. Vaqt intervali, voqealar sodir 
bo'lgan vaqt momentlari orqali aniqlanadi:

A t  =  t 2 — t i ,  ( 1 .5 )

bu yerda. t\, t% birinchi va ikkinchi voqealar sodir bo'lgan vaqt moment
lari.

Klassik fizika nuqtai nazaridan yuqorida ta ’riflangan fazoviy va 
vaqt intervallari fazoda berilgan ikki nuqta hamda voqea uchun sonoq 
sistemaga bog'liq bo'lmagan, invariant kattaliklardir. Ya’ni kuzatuvchi 
turgan sanoq sistemaga bog'liq emas.

Nisbiylik nazariyasida interval yangi m a’no ka.cb etadi. " Voqea” 
tushunchasini kiritamiz. Voqea - m oddiy nuqta bilan sodir bo'ladigan 
ixtiyoriy hodisa bo'lib, sodir bo'lish joyi (uch o'lchovli fazoviy koor
dinatalar) va vaqti bilan aniqlanadi. Tasavvur etish qulay bo'lishi 
uchun o'qlariga fazoviy koordinatalar va vaqt qo'yilgan faraziy to'rt 
o'lchovli fazo tushunchasini kiritamiz. Bu fazoda har qanday voqea - 
dunyo nuqtasi bilan tasvirlanadi. M oddiy nuqtaga bu fazoda qandaydir 
chiziqni - dunyo chizig‘ini mos keltiramiz. Masalan, tinch holatdagi 
m oddiy nuqtaga to'rt o'lchovli fazoda to'g 'ri chiziq mos keladi. To'g'ri 
chiziqli tekis harakat va tinch holat xossalari jihatdan bir-biridan farq 
qilmaganligi uchun bu fazoda unga ham to'g 'ri chiziq mos keladi.

Laboratoriya bilan bog'liq bo'lgan К  va unga nisbatan o'zgarmas 
tezlik bilan harakatlanayotgan K ' inersial sanoq sistemalarda turib vo- 
qealarni kuzatamiz. Laboratoriya sanoq sistemada t\ vaqtda x\, y j, z\

4M asshtabni o 'zgartiradigan  alm ashtirishlar bundan  istesno.



nuqtada lampaning yonishi (yoki chaqmoq chaqishi) birinchi voqea. 
larnpadan chiqqan yorugiik  signalini t2 vaqtda x 2, y2, z2 nuqtada qabul 
qilish ikkinchi voqea b o ‘isin. Shu ikki voqea sodir bo iga n  nuqtalar 
orasidagi masofa (fazoviy interval)

ll2 =  \J{X2 -  V l)2 +  (У2 -  У\)2 +  (Z2 -  Zi)2

ifoda bilan aniqlanadi. Ikkinchi tomonda с tezlik bilan tarqalayotgan 
yorugiik signali ikki voqea orasida o :tgan vaqt ichida

1̂2 =  c (̂ 2 — ^l)

masofani bosib o ‘tadi. Ravshanki, har ikkala masofalar bir-biriga teng. 
Shu sababli ko'rilayotgan ikki voqeaning to ‘rt oichovli fazodagi koor- 
dinatalaridan quyidagi tenglikni hosil qilish mumkin:

c2{t2 -  * i)2 -  (x2 -  x i )2 -  (y2 -  y\)2 -  (z2 -  z i j 2 =  0 . (1.6)

Shu ikki voqeani laboratoriya sanoq sistemaga nisbatan o ‘zgarmas te- 
zlik bilan harakatlanayotgan (.К ') sanoq sistemada turib kuzatamiz. 
Yorugiik barcha inersial sanoq sistemalarda bir xil tezlik bilan tarqali- 
shini hisobga olib yuqorida koiilgan  ikki voqea uchun (1.6) ko'rinishda- 
gi ifodani hosil qilsak, u nolga teng boiad i. Bu ikki voqeani (K )  va 
(K 1) sanoq sistemaga nisbatan o !zgarmas tezliklar bilan harakatlana- 
votga K "  sanoq sistemada turib kuzatsak, (1.6) ko‘rinishdagi ifoda yana 
nolga teng ekanligini ko‘ramiz. Bu faraziy tajribani istagancha davom 
ettirish mumkin. Y orugiik  signali bilan bogiangan ikki voqea uchun 
(1.6) sanoq sistemaga b o g iiq  boim agan kattalik b o iib , doimo nolga 
teng, ya’ni u invariant kattalik ekan. U holda (1.6) ifodani yorugiik 
I ezligining invariantligining matematik ifodasi deb qabul qilish mumkin.

Endi yuqorida ko!rib chiqilgan masalani yorugiik  signali bilan bog !- 
lanmagan ikki Aroqeaga tatbiq qilamiz. Bu holda (1.6) ko‘rinishdagi 
ifoda endi nolga teng boim aydi:

S 12  =  \Jc2(t2 -  t i ) 2 -  (x 2 -  x i ) 2 -  {y2 -  y\)2 -  (z2 -  zx)2. (1.7)

Hu yerda S\2 ikki voqea orasidagi interval deyiladi. Interval berilgan 
ikki voqea uchun invariant kattalik boiadi.

Bu tasdiq yorugiik  signali bilan bogiangan voqealar uchun o ‘z is- 
botini topdi. Umimiy holda intervalning invariantligini avval geometrik
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y o ‘l bilan isbotlaymiz. Laboratoriya sanoq sistemasiga nisbatan 0 ‘zgar
mas tezlik bilan harakatlanayotgan raketada sodir bo'layotgan ikki vo- 
qeani ko‘rib chiqamiz. Bu voqealardan birinchisi, raketadagi lampaning 
chaqnashi (A  nuqtada) bo'lsa. ikkinchisi, lampadan chiqqan yorug'lik 
nurining raketa harakatiga perpendikular yo'nalishda I masofadagi ko‘z- 
gu (C ) dan qaytib lampa bilan bir nuqtada (В ) joylashgan foto ele- 
mentda qayd qilish bo'lsin. Raketadagi kuzatuvchi uchun bu ikki voqea 
orasidagi interval (1.2b-rasm)

Sab =  \Jc2(tB -  tA)2 -  (xB -  x A ) 2 ,

laboratoriyadagi kuzatuvchi uchun(1.2a-rasm)

S'л в =  sJr2(t'B -  t'A)2 -  (x'B -  x'A)2,

birinchi raketadan tezroq harakatlanayotgan ikkinchi raketadagi kuza
tuvchi uchun ( 1.2c-rasm)

Sab  =  - f i m  Z  W  Z (* b  -  O 2-

Bu yerda { t A, x A -, t'A ,x'A\ t!'A, x"A}\ { tB ,x B\ t'B,x'B; mos ra
vishda birinchi va ikkinchi voqealarning birinchi raketa, laboratoriya va 
ikkinchi raketa bilan bog'langan sanoq sistemalarga nisbatan koordina
talari. Birinchi va ikkinchi voqealar orasida o ‘tgan vaqt ichida birinchi 
raketadagi kuzatuvchi uchun foto elementning kcVchishi x B — x A =  0 . 
laboratoriya sistemasida x'B — x'A <  0 , va ikkinchi raketada esa x B — 
x"A >  0. Bunday b o ‘lishiga qaramasdan uchchala holda ko'rilayotgan 
ikki voqea uchun interval 21 ga teng ekanligi 1.2-rasmdagi A A 'C 'B 1 va 
A A " C " B "  teng yonli uchburchaklardan ko‘rish mumkin.

Shunday qilib, nisbiylik prinsipiga asosan yorug'lik tezligi labora
toriya va raketa sanoq sistemalarda bir xil bo'lishi quyidagi muhim 
hulosalarga olib keldi:

1. Sanoq sistemaning harakatiga perpendikulyar yo'nalishda masofa 
o'zgarmas ekan. Aks holda birorta sanoq sistemada turib uning to ‘g ‘ri 
chiziqli tekis harakat tezligini aniqlash mumkin bo‘lardi. Boshqacha qilib 
gapirsak, sanoq sistemalarni bir-biridan farqlash rnumkun bo'lardi.

2. Ikki voqea orasidagi vaqt turli (raketa va laboratoriya) sanoq 
sistemalarda turlicha bo‘lib, nisbiy tezlik kattalashgan sari ularning nis- 
bati ham ortib boradi (At'AB >  A tAB). Demak, turli inersial sanoq 
sistemalarda va,<it turlicha о ‘tar ekan.
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3. Raketa va laboratoriya sanoq sistemalarda ikki voqea orasidagi 
vaqt hamda fazoviy masofa turlicha bo‘lishiga qaramasdan ikkala sanoq 
sistemada bir xil bo‘ladigan kattalik mavjud ekan. Bu kattalik nisbiylik 
nazariyasida i n t e r v a l  deyiladi.

Endi intervalning invariant ekanligini fazo va vaqtning bir jinslli 
hamda fazoning izotroplik xossalaridan foydalanib isbotlavmiz. Birorta 
sanoq sistemada bir-biriga cheksiz yaqin bo iga n  ikki voqea uchun in- 
tervalni yozamiz:

dS =  у  с? dt2 — dx2 — dy2 — dz2 (1-8)

Shu ikki voqea uchun interval boshqa sanoq sistemada dS' ga teng 
boisin . Matematik nuqtai nazardan dS va dS' lar bir xil tartibdagi 
cheksiz kichik miqdorlar boiganligi uchun ular bir-biriga proporsional 
boiadi:

dS — a dS1. (1.9)

Bu yerda proporsionallik koeffitsienti a fazo va vaqtning bir jinslilik xos- 
sasiga asosan koordinata va vaqtga b o g iiq  boim aydi, bundan tashqari 
fazo izotrop boiganligi uchun sanoq sistemalarning nisbiy harakat tez- 
ligining yo ‘nalishiga ham b og iiq  boim asligi kerak. U faqat tezlikning 
inoduliga b o g iiq  boiish i mumkin. Endi bu ikki voqeani К , K ’ va K "  
sanoq sistemalaridan kuzatamiz. V  va V  mos ravishda K ’ va K "  
sanoq sistemalarning К  ga nisbatan harakat tezligi boisin . U holda

dS =  a(| V'|) dS’ dS =  a(| V"\) d S ". (1.10)

Shunga o ‘xshash
dS' =  a (\ V " ~  V'\) dS“ _ (1.11)

[ m a^ a n g a T d a v l  *,t )
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tenglikni yozish mumkin. Bu ifodaga ko'ra a tezliklarning yo'nalishga 
bog'liq bo'lib qoldi. Bunday natija fazoning izotropligiga zid bo'lganligi 
uchun a tezlikning inoduliga ham bog'liq bo'masligi kelib chiqadi. De
mak. a o'zgarmas ekan. (1.9)—(1.11) tengliklardan

a = — (1.12)
a

tenglama hosil bo'ladi. Bu tenglamadan a =  1 ekanligi ko'rinib turib- 
di. Ko'rilayotgan cheksiz yaqin ikki voqea orasidagi interval barcha 
inersial sanoq sistemalarda teng, ya’ni invariant ekan. Cheksiz kichik 
intervalning invariantligidan chekli intervalning ham invariantligi kelib 
chiqadi.

Shunday qilib, ikki yo'l bilan intervalning invariant ekanligi isbot- 
landi. Intervalning invariantligi nisbiylik prinsipinidan kelib chiqadi- 
gan yorug'lik tezligining invariantligini. ya’ni barcha inersial sanoq sis
temalarda o'zgarmasligining matematik ifodasidir.

Ifoda (1.7) dan ko'rinib turibdiki, interval ikkita ixtiyoriy voqealar 
uchun haqiqiy yoki mavhum, ya’ni unung kvadrati musbat yoki manfiy 
bo'lishi mumkin. Intervalning bu holat bilan bog'liq xossalarini ko'rib 
chiqamiz. Birorta (К ) sanoq sistemada ikki voqeaning koordinatalari 
hamda sodir bo'lish vaqtlari (x i, y\, z i, t\) va (x 2, xy2, to) bo'lsin. 
Belgilashlar kiritamiz:

1̂2 =  ix 2 — ^ l ) ” +  (У2 — У\У +  {~2 — Z\)2, t\2 — <2 — t\

Bu belgilashlarda ikki voqea orasidagi intervalning kvadratini quyidagi 
ko'rinishda yozish mumkin:

q2 _  2/2 _  /2 
12 — c e12 H2-

Ikki voqea orasidagi interval haqiqiy bo'lsin (S22 >  0). Bu holda 
112  vaqt. ichida yorug'likning bosib o'tgan yo'li ikki voqea orasidagi fa
zoviy masofadan katta bo'ladi. ya'ni ikki voqeani yorug'lik signali bilan 
bog'lash mumkin. Bu holda shunday (К ') sanoq sistemani5 ko'rsatish 
mumkinki, unda har ikkala voqea bir nuqtada sodir bo'ladi, ya ’ni ikki 
voqea orasidagi fazoviy interval nolga teng:

l' 12 =  0, Si 2 =  C.t! 12-

JBundan keyin alohida ta ’kidlanmasa sanoq sistema deganda inersial sanoq 
sistemani tushunamiz
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Masalan, laboratoriyadagi bitta lampaning yonib o ‘chishi yoki ikki rinu- 
ta ketma-ket, yonishi bunga rnisol b o iad i. Bu misolda fazoviy шя- 
sofa nolga teng va interval faqat ikki voqea orasida o ‘tgan vaqt bilan 
aniqlanadi. Shu sababli haqiqiy intervallar “ vaqtsimon” deyiladi. Bir 
jism ustida ketma-ket ikki voqea sodir bo isa , ular orasidagi interval 
doimo vaqtsimon boiadi.

Ikki voqea orasidagi interval mavhum boisin  (5 22 <  0). Bu holda 
t \2  vaqt ichida yorugiikning bosib o ‘ tgan y o ii  ikki voqea orasidagi 
fazoviy masofadan kichik boiad i. Ikki voqeani yorugiik signali bilan 
bogiash  mumkin boim aydi. Bu holda shunday (К ') sanoq sistemani 
ko‘rsatish mumkinki unda har ikkala voqea bir vaqtda sodir bo iad i, 
ya’ni ikki voqea orasida o ig a n  vaqt nolga teng:

t' 12 =  0, S\2 =  i ■ I'12,

bu yerda i ” mavhum birlik. Masalan, laboratoriyada turli nuqtalarda 
turgan ikki lampaning bir vaqtda yonishi. Bu holda interval voqealar 
sodir boiayotgan ikki nuqta orasidagi fazoviy masofa bilan aniqlanadi. 
Bunday intervallar ufazosim ori: deyiladi.

Interval nolga teng boisa , “ yorug‘liksimon" deyiladi. Bunday ikki 
voqea yorugiik signali bilan aniq bogiangan boiadi.

Interval invariant boiganligi uchun uni vaqtsimon, fazosimon va 
yorugiiksimonligi sanoq sistemaga b og iiq  boim aydi.

Yuqoridagi fikrlarni grafik ko‘rinishda tasvirlash intervalni ajratish- 
ning mohiyatini yanada ochib beradi. Buning uchun barcha voqealar 
uchun .s =  0 boisin , ya ’ni voqealar uch oichovli { r .  y, t }  fazoda sodir 
bo ia d i deb olamiz. Birinchi (Л) voqea koordinata boshida, x\ =  0, 
yx =  0 nuqtada va t\ =  0 momentda, ikkinchi voqea esa ko‘rilayotgan 
fazoning ixtiyoriy nuqtasida sodir boisin . Bunday ikki voqea uchun 
quyidagi hollarni bir-biridan farqlash kerak:

1. Interval yorugiiksimon boisin . Bunda ikkinchi voqealar

ct — ± \ ]х 2 +  у2 (1-13)

tenglama bilan aniqlanuvchi konus sirtida yotadi (1.2-rasm). (1.13) 
tenglamada “ + ” ishoraga to ‘g ‘ri kelgan В  voqealar A  voqeadan keyin 
sodir bo iad i (t >  0). ” ga to ‘g ‘ri kelgan F  voqealar esa A  voqeadan 
avval sodir bo iad i (t <  0).
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2. Interval vaqtsimon b o ‘lganda ik- 
kinchi voqea konnsining ichida sodir 
b o ‘ladi. Agar t >  0 bo'lsa. konusning 
yuqori kovagidagi (C ) nuqtalar to'plami 
(A ) voqeaga nisbatan mutloq kelajakm 
beradi. t <  0 bo'lsa. pastki kovakdagi 

y nuqtalar (E ) to'plami mutloq o'trnishga 
to'g'ri keladi.

mbox3. Nihoyat konusdan tash- 
qaridagi (D ) nuqtalar uchun interval 
fazosimon bo'ladi va ular A  voqeaga 
nisbatan mutloq uzoqlashgan deyiladi.

1.3-rasm: Yorug'lik konusi Chunki, A  va D  voqealarni yorug'lik
signali bilan bog'lash mumkin emas.

Yuqoridagilarni z Ф 0 hoi uchun ko'rib chiqsak. uch o'lchovli fa- 
zodagi konus to'rt o'lchovli fazodagi konusga aylanadi. Bunday konus 
Yevklid gcometriyasida yo'q. Lckin, Lorentz geometriyasida, bunday 
sirt mavjud bo'lib, “ yorug‘lik konusi''' deb ataladi. Bunday konusni 
tasavvur qilish uchun oddiy konus turli vaqtlarda chizilgan aylanalar 
to'plamidan iborat desak, yorug'lik konusini sferalar to'plamidan iborat 
deb qarash mumkin.

1.3 Nisbiylik nazariyasida vaqt

Sanoq sistemalarning inersiallik chegarasini aniqlash tajriba na- 
tijalarini talqin qilishda juda muhimdir. Har bir sanoq sistemasining 
inersiallik chegarasi mavjud. Buni ko'z oldimizga keltirish uchun erkin 
tushayotgan raketa bilan bog'liq bo'lgan sanoq sistemasini ko'rib chiqa
miz. Odatda, bunday raketadagi ixtiyoriy jism bilan bog'langan sanoq 
sistema ideal inersial sanoq sistema hisoblanadi.

Raketaning uch qismida turgan jism uning orqa qismidagi jisrnga 
nisbatan Yerga kattaroq kuch bilan tortiladi. Raketaning uzunligi qan- 
cha katta boisa , kuchlar farqi shuncha katta bo'ladi. Shuning uchun 
raketaning harakati davomida jismlar orasidagi masofa ortib boradi va 
kuzatish vaqti qancha katta bo'lsa, ular orasidagi farq shuncha katta 
bo'ladi. Demak, birinchi jism bilan bog'langan sanoq sistemani in
ersial desak, ikkinchisi bilan bog'langan sanoq sistemani inersial deb 
bo'lmaydi. Qachon har ikkalasini inersial deyish mumkin? Bu savolga



javob raketada o'tkaziladigan tajriba aniqligi bilan b og iiq . Bunday 
noinersiallik natijasida y o i  qo ‘yiladigan xatolik tajriba aniqligidan ki
chik boiish i kerak. Demak. har qanday jism bilan bogiangan sanoq 
sistemani m a’lum aniqlikda inersial deyish mumkin ekan.

Intervalning vaqtsimon, yorugiiksimon va fazosimonlarga boiinishi 
bir qator muhim natijalarga olib keladi.

Vaqtsimon intervalni “xususiy vaqt” deb atash mumkin. Bunday 
deb atashning m a’nosini ochish uchun birorta inersial (К ) sanoq sis
temasida turib ixtiyoriy harakatlanayotgan soatni kuzatamiz. Soat 
bilan bogiangan sanoq sistema (K 1) umuman olganda inersial emas, 
lekin yuqoridagi m a’noda har bir oniy vaqt momentida uni inersial 
deb qarash mumkin Harakatdagi soatning dt' farq bilan ketma-ket 
ikkita ko'rsatishi ikkita voqea boisin . Bu voqealar K ' sanoq sistemada 
bir nuqtada sodir b o ia d i va ular orasidagi interval vaqtsimon b o iib , 
quyidagiga teng boiad i:

dS =  с dt'. (1.14)

Bundan
dt' =  — . (1-15)

с
К  sistemada tinch turgan soat b o :yieha bu ikki voqea orasidagi 

vaqt dt ga teng. Harakatdagi soat dt vaqt ichida tinch turgan ku
zatuvchiga nisbatan y 7 dx2 +  dy2 +  dz2 masofaga ko‘chadi. Bularga 
asosan intervalni К  sanoq sistemasida yozamiz:

dS =  \Jc2 dt2 — dx2 — dy2 — dz2. (1-16)

Endi (1.14) -  (1.16) ifodalardan foydalanib, К  va K '  sistemalardagi 
soatlarning ko‘rsatishlarini bogiovchi tenglamani hosil qilamiz:

, , dS . [  dx2 +  dy2 +  dz2 Г  v2
т  =  V ------------ s v — =  V ~  ? ’ (L17)

bu yerda v2 =  v2 +  v2 +  v 2, v - harakatdagi soatning tezligi.
Ifoda (1.17) ni integrallash natijasida tinch turgan soat b o ‘yicha 

t-2 — ti vaqt o ‘tganda, harakatdagi soat bo'yicha o ‘tgan vaqtni topamiz:

f 2 - f i  =  j d t J l - ^ .  (1.18)
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Shunday qilib, tinch turgan soat bo'yicha t-2 ~t\ vaqt o'tganda, harakat
dagi soat bo'yicha t'2 — t\ vaqt o'tadi.

Harakatdagi jisrn bilan ЬодЧа.пдап soat bo‘yicha hisoblan- 
gan vaqt “xususiy vaqt” deyiladi.

Endi xususiy vaqt masalasini har ikkala sanoq sistema inersial bo 'l
gan holda ko'rib chiqamiz. К  inersial sanoq sistemadagi soatga nis
batan boshqa soat to'g'ri chiziqli tekis harakat qilayotgan bo'lsin. Bu 
holda (1.17) ga asosan К  sistemadagi kuzatuvchi uchun K ' sistemadagi 
soat orqada qoladi. Harakat nisbiy bo'lganligi sababli K ' sistemadagi 
kuzatuvchi uchun К  dagi soat harakatda bo'ladi va u orqada qoladi. 
Yuzaki qarashda ichki qarama--qarshilik bordek ko'rinadi.

Qarama -  qarshilikning paydo bo'lishiga К  va, K ' sanoq sistemala- 
rining bir-biridan farqlash mumkin einasligidadir. Masalan, harakatda
gi K ' sistemadagi soatning orqada qolishini ko'rsatish uchun К  sis
temada K ' ning harakat yo'nalishida bir-biridan biror masofada turgan 
ikkita soat olamiz. K ' dagi soat birinchi soatning yonidau o'tish vaqtida 
har ikkala soatning ko'rsatishi bir xil bo'lsin. K ' dagi soat m a’lum 
vacitdau keyin К  dagi ikkinchi soatning yonidan o't.adi. Bu paytda soat
larning ko'rsatishi turlicha bo'lib, K ' dagi orqada qolganini ko'rarniz. 
Endi holatni o'zgartiramiz, ya ’ni К  ga bitta, K ' ga esa ikkita soat 
joy lash tiramiz va yuqoridagi faraziy tajribani qaytaramiz. Bu holda К  
dagi soat orqada qolganini aniqlaymiz.

Shunday qilib, soatlarning yurisliini solishtirish uchun birinchi 
sanoq sistemada bir nechta, boshqasida esa bitta soat kerak bo'lar ekan. 
Shuning uchun bu jarayon ikkala sanoq sistema uchun simmetrik emas. 
Xulosa: doimo turli soatlar bilan taqqoslanayotgan soat orqada qoladi.

inersial sanoq sistemadagi ikkita soatdan biri tinch tursin, ikkin- 
chisi berk travektoriya bo'yicha harakat qilib boshlang'ich holatga qay- 
tib kelgauda tinch turgan soatga nisbatan harakatdagi soat orcjada. 
qolgan bo'ladi. Berk travektoriya bo'ylab harakat qilayotgan soat bilan 
bog'langan sanoq sistema inersial bo'laolmaydi. Shu sababli teskari 
fikr to'g'ri bo'lmaydi. Chunki tabiat qonunlari faqat inersial sanoq 
sistemalarida bir xil bo'ladi. Bunga “ vaqt” yoki “ agizaklar" paradoksi 
deyiladi.



1.4 Lorentz almashtirishlari

Yer sirtidan 10 - 30 kin balandlikda kosmik nurlar atmosferadagi 
kislorod, azot va boshqa elementlarning atomlarini tinimsiz bombardi- 
mon qilish natijasida zaryadlangan zarrachalar va neytral тг - mezonlar 
hosil bo iad i. Bunday 7r-mezonlardan bittasinig Yer tomon harakatini 
kuzataylik. U bilan bogiangan sanoq sistemada (raketa sistemasi yoki 
r-sistema deb ataymiz) mezonning o ‘rtacha yashash vaqti 2.55 ■ 10~8.ь\ 
Shu vaqtda u /i-mezon va neytrinoga p^rchalanadi. r-sistemada mezon
ning tugilish (birinchi voqea) vaqtini va koordinatasini mos ravishda 
t' =  0, r' =  0 deb qabul qilamiz. Uning parchalanish (ikkinchi voqea) 
vaqti va koordinatasi t' =  x' =  0 ga teng boisin . Yerdagi kuza- 
tuvchi (laboratoriya sistemasi yoki /-sistema) uchun тг-mezon qancha 
vaqt yashaydi va qanday masofani bosib o ‘tadi? Bunday savollarni 
istalgan boshqa bir juft voqea uchun berish mumkin. Bu savolga javob 
oddiy b o iib  - masofa va vaqt intervali bilan aniqlanadi. Lekin, bun
day javob real masofalar va real vaqtlarda berilmaganligi uchun bizni 
qanoatlantirmaydi, tajriba natijalari bilan solishtirishning imkoni yo ‘q. 
Shuning uchun javob sharoitni hisobga olgan holda berilishi kerak.

Birorta voqeaning r-sistemadagi (x7, ]/, z ' , t') koordinatasi va 
vaqti bilan shu voqeaning /-sistemadagi (x, y. z , t) koordinata va vaqti 
orasida bogianishni topish, ya’ni almashtirish formulalarini aniqlash 
kerak. Bunday almashtirishlarni aniqlash juda sodda b o iib , quyidagi 
to'rtta shartga. asoslanadi:

1. Fazo va vaqtning xossalari saqlanishi uchun almashtirish formu
lalari chiziqli boiish i kerak.

2. Almashtirish koeffitsiyentlari qanday voqea koiilayotganligiga 
b og iiq  boim asligi kerak.

3. Almashtirish koeffitsiyentlari r-sistemaga nisbatan tinch turgan 
nuqtaning /-sistemada x o'qining musbat yo ‘nalishida :;raketa” 
tezligiga teng bo iga n  tezlik bilan harakatlanishini ta ’minlashi ke
rak.

4. Almashtirish intervalning invariantligini saqlashi kerak.

Soddalik uchun har ikkala sanoq sistemaning koordinata o ‘qlari 
mos ravishda bir-biriga parallel va r-sistema /-sistemaga nisbatan Ox 
o'qining musbat yo'nalishida V  tezlik bilan harakatlanayotgan holni
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ko'rib chiqamiz. Yuqoridagi prinsiplarni avval 7r-mezonning parcha
lanish jarayoniga tatbiq qilamiz. Bu holda 7r-mezon bilan bog'langan 
sistema r-sistema vazifasini o'taydi. Ikki voqea orasidagi intervalning 
kvadrati

c2t2 -  x 2 =  c2t'2 -  x'2 =  c2t'2 =  <?t\. (1.19)

Bu ifodani sanoq sistemalarning nisbiy tezligi

x  =  V t  ( 1.20)

orqali qayta yozamiz:

c2t2 - V 2t2 =  c2t'2 =  c2t\. ( 1 .2 1 )

Bu tengliklardan I - sistemada n - mezonning yashash vaqtini topamiz:

t' U

bu yerda (3 — V/c. (1.20) dan foydalanib

Vt'
x =  —= =

x / W 1

(1.22)

(1.23)

ni hosil qilamiz. (1.22) -  (1.23) ifodalar biz qidirayotgan almashtirish- 
larning xususiy holini beradi.

Endi 7r-mezonning tug1 ilishi r-sistemaning koordinata boshi va t' —
0 momentda emas, balki ixtiyoriy (x ', t') da sodir bo'lsin. Bu hoi 
uchun (1-22) -  (1-23) almashtirish formuialarini yuqoridagi shartlarning 
birinchisiga asosan quyidagi ko'rinishda yozish kerak:

t' V t'
t =  — — +  A x ' , x  — —r  .... +  B x '. (1.24)

^/T^r W  -  p 2

Bu almashtirishlar orqali intervalning invariantligining matematik ifo- 
dasi quyidagi ko'rinishni oladi:

/  t' . Л 2 (  V t'
c2 f +  A x' -  +  B x' =  c2t'2
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Yuqoridagi tenglik barcha (x t ’ ) uchun o ‘rinii b o ‘lish shartidan, bu 
tenglikning o ;ng va chap tomonlarida x '2, t'2 va x 't1 ishtirok etgan 
hadlar mos ravishda bir-biriga teng boiish i kerak. Bu shartlardan 
nom aium  koeffitsientlar A  va В  ni topamiz:

A — P E . 1

Bu ifodalarni (1.24) qo'yish natijasida qidirilayotgan almashtirishlarni 
aniqlaymiz:

/  =  1 +  ? Д/ .  -  X/ +  V t' _  , /  f1 ОГЛ
v / W 5 ’ У ~ У  ’ ( }

Ushbu ifodalar voqealarning /-sistemadagi koordinatalarini r- sistema
dagi koordinatalari orqali aniqlab beradi va Lorenz almashtirishlari deb 
ataladi. Bu yerda harakat x o :qiga parallel boiganligi uchun у =  y' va 
z =  z' boiishini inobatga oldik.

Teskari almashtirish formulalarini olish uchun (1.25) da (t, x )  —> 
(t\ x ') va (V  —» —V )  almashtirishlarni bajarish kifoya qiladi:

t' =  —= = =  x' =  —..... , у' =  у , z' =  z. (1-26)
V/ T - - л5 V ^ W 2

Sanoq sistemalarning nisbiy harakat tezligi boiganda  Lorentz
almashtirishlari Galiley almashtirishlariga o ‘tishini (1.25) va (1.26) for- 
mulalardan k o iish  qiyin emas.

/- va r- sistemalarning nisbiy harakati ixtiyoriy y o ‘nalishda boigan  
hoi uchun Lorentz almashtirishlarini umumlashtiramiz. Buning uchun 
radius-vektorning harakat va unga perpendikular bo igan  y o ‘nalishlarga 
proeksiyalarini (гц, rj_) kiritamiz. Radius vektorning harakat yo ‘nali- 
shiga perpendikular bo iga n  tashkil etuvchisi bir sanoq sistemadan ik- 
kinchisiga o iga n d a  o ‘zgarmaydi. Uning harakat yoiialishiga proek- 
siyasi esa x  kabi almashadi:

t ' + V r 'J c 2 r' +  V t'

Г|1 ~~~ 7 ^ W ’ г ± ~ г ± ' L̂27^

Lorentz almashtirishlarini keltirib chiqarishning yuqoridagidan farq 
qiladigan boshqa yoilari ham mavjud. Masalan, xO y  tekisligida o ‘q- 
larni birorta в burchakga burib yangi koordinatalarga o ‘tish mumkun.
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Eski koordinatalardan yangisiga o ‘tish formulalari matematika kurs- 
laridan m a’lum. Bir inersial sanoq sistemasidan ikkinchisiga o ‘tish 
formulalarini aniqlash uchun, tO x  tckisligida o ‘qlarni burish yangi ko- 
ordinata sistemasiga o'tishga ekvivalent ekanligidan foydalaniladi. Bu 
holda burish burchagi o ‘qlarni oddiy burishdan farqli ravishda, mavhum 
b o ia d i va sanoq sistemalarining nisbiy tezligiga b og iiq  boiad i. Bunday 
y o i  bilan almashtirish formulalarini topsak yana (1.25) natijani olamiz.

Galiley almashtirishlaridan farqli ravishda Loretnz almashtirish- 
lari nokommutativlik xossasiga ega, ya’ni ikkita ketma-ket Lorentz al- 
mashtirishlarining natijasi ular qanday ketma -  ketlikda bajarilishiga 
bog iiq . Sanoq sistemalarining harakat tezliklari parallel boigan  hoi 
bundan istisnodir.

1.5 Lorentz almashtirishlaridan kelib 
chiqadigan xulosalar

Nisbiylik nazariyasi fazo va vaqt xossalari to ‘g ‘risidagi odatdagi 
tasavvurlardan tubdan farq qiluvchi xulosalarga olib keladi. Buni “Nis
biylik nazariyasida vaqt” mavzusida vaqt misolida k o iib  chiqdik. Vaqt 
va fazo nisbiy ekanligini Lorentz almashtirishlaridan ham ko'rish mum
kin. Jismning oicham i va ikki fizik hodisa orasidagi vaqt turli sanoq 
sistemalarda mutloq xarakterga ega emas.

Birinchi navbatda fazoviy uzunlikni k o iib  chiqamiz. Jism K ' sanoq 
sistemasida tinch turgan boisin  va К  sanoq sistemadagi kuzatuvchiga 
nisbatan x  o !qi bo'ylab K ' bilan birga V  tezlik bilan harakatlanayotgan 
boisin . Bu jismni bandan buyon masshtab deb ataymiz. Masshtabni 
deformatsiyalovchi hech qanday kuch y o !q deb qaraymiz.

K ' sistemada masshtabninig koordinatalari x\ va x'2 boisin . x' o ‘qi 
bo'ylab uning uzunligini 1q — x'2 — x\ bilan belgilaymiz va masshtabning 
x u s u s i y  uzunligi deb ataymiz. Uning uzunligini К  sanoq sistemaga 
nisbatan hisoblashda uchlarining koordinatalarini bir vaqtda oichash 
kerak. Turli vaqtlarda aniqlangan koordinatalar farqi masshtab uzun
ligini bermaydi. Aniq t vaqtda masshtabning К  sistemaga nisbatan 
koordinatalari x\ va x 2 boisin . Ikkala sanoq sistemasida koordinatalar 
orasidagi bogianishni (1.26) almashtirishning ikkinchisidan foydalanib 
topamiz:

~ V t  / X2 ~ V t  Mx i =  .... x =  —. (1.28)
X/1 -  /i2 / Г 1 №
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Bu ifodalarning ikkinchisidan birinchisini ayirib quyidagini hosil qila
miz:

x'2 - x \  =  ^ . ~ XL  (1.29)
1 s/ Г -  ft2 ’

Bu yerda I =  xo — x\ masshtabning К  sistemadagi uzunligi. Natijada 
masshtabning К  va K '  sistemalardagi uzunliklari orasidagi bog ‘ lanishni 
quyidagi korinishda yozish mumkin:

Z =  Zov/ l  -  /32. (1.30)

Bungan V  tezlik bilan harakatlanayotgan masshtabning uzunligi uning 
xususiy uzunligiga nisbatan I/ \Jl — P2 marta qisqarishini ko‘ramiz. 
Shunday qilib, ikki nuqta orasidagi masofa sanoq sistemasining tez- 
ligiga b og iiq  ekan. Masshtabning bunday qisqarishi Lorentz qisqari
shi deyiladi. Jism faqat x  o ;qi b o ‘ylab harakatlanayotganligi uchun 
U va г o'qlari bo'yicha uning uzunligi o ‘zgarmaydi. Shuning uchun 
harakatdagi jismning hajmi uning tinch turgan holdagi hajmi bilan
(1.30) ko'rinishda b o ‘langan b o ‘ladi, ya’ni

Shunday qilib, jismning uzunligi va hajmi nisbiy b o ‘lib, qanday 
sanoq sistemaga nisbatan olinayotganligi ko'rsatilishi kerak. Biz yuqori
da K ' sanoq sistema x  o ‘qi bo'ylab harakat qiladi deb oldik. Harakat 
istalgan yo ‘nalishda boiganda ham yuqoridagi natijalarni olamiz. К  va 
K ' sanoq sistemalari teng huquqli boiganligi uchun jism К  sistemaga 
nisbatan tinch turgan bo isa , masshtabning bu sistemadagi uzunligi 
xususiy boiadi.

Harakat v o ’nalishida uzunlikning qisqarishi yoki jismning siqilishi 
kineinatik xarakterga ega b o iib , jismning deformatsiyalanishiga olib ke- 
ladigan hech qanday ichki kuchlanishlar paydo boim aydi. Bu m a’noda 
nisbiylik nazariyasida deformatsiyalanmaydigan qattiq jismlar to ‘g ‘risi- 
da gap yuritish mumkin.

Ikki voqea orasidagi vaqt intervali to ‘g ‘risidagi tasavvur uzunlik sin- 
gari fundamental ravishda o ‘zgarganligini §1.3 da k o iib  chiqqan edik.

(1.30) va (1.16) formulalarga asosan uzunlikning va vaqt inter- 
valining qisqarishi jismning tezligi с ga yaqin boiganda seziladi. Shu 
sababli nisbiylik nazariyasi yaratilishidan avval kundalik hayotda va
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fizik tajribalarda kichik tezliklar bilan bog'liq bo'lgan hodisalar kuzatil- 
ganligi uchun Nyuton mexanikasi qonunlari katta aniqlikda o'rinli bo'lib 
kelgan. Zaryadlangan zarrachalarni yorug'lik tezligiga yaqin tezlik- 
largacha tezlatuvchi qurilmalar paydo boigandan keyin katta tezliklar 
bilan ish ko'rishga to'g'ri kelgan. Bunday tezliklarda Nyuton qonunlari 
bajarilmay qoladi.

Tinch turgan kuzatuvchiga nisbatan harakatdagi jismlar uzunligi 
va vaqtning qisqarishi realmi yoki bizning nazarimizda shundaymi? Bu 
savolga javob berishdan oldin fazo va vaqt to'g'risidagi eski tasavvurlar- 
dan holi bo'lish kerak. Sanoq sistemalar teng huquqli bo'lganligi uchun 
harakat va tinch holat qanday nisbiy bo'lsa, jism uzunligi qisqargan 
deyish shunday nisbiydir.

1.6 Nisbiylik nazariyasida tezliklarni va 
burchaklarni almashtirish

Lorentz almashtirishlaridan foydalanib, moddiy nuqtaning birorta 
sanoq sistemasidagi tezligi bilan uning ikkinchi sanoq sistemasidagi 
tezligi orasidagi bog'lanishni topamiz. Ilgaridek K ' sistema К  sis
temaga nisbatan x  o 'qi bo'ylab V  tezlik bilan harakatlanayotgan bo'lsin. 
Moddiy nuqtaning K ' va К  sistemalarga nisbatan tezligini mos ravishda 
v ' , v bilan belgilaymiz. Ularning koordinata o'qlariga proeksiyalari 
quyidagicha aniqlanadi:

i dx' . dy1 , dz'
Vx~ ~ d F ' Vy =  ~ M ' Vz =  ~m ' ( 1-3 )

dx dy dz
Vx =  ~ d i ’ Vy==~di' Vz =  l f t • (L33)

Tezliklar orasidagi bog'lanishni topish uchun (1.25) almashtirish 
formulalarini diffensiallaymiz:

dt' +  К  dx' dx' +  V  dt' , 
dt = ...... ........ o - dx =  ----- . dy =  dy , dz =  dz . (1.34)

Bu ifodalarning oxirgi uchtasining birinchisiga nisbatini olamiz va (1-32) 
-(1 .34) ni hisobga olib, quyidagini hosil qilamiz:

^  v 
1 +  i ^ ’ 1 +  ± v  ■ 1 +  ЙК •
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Bu formulalar nisbiylik nazariyasida tezliklarning almashtirish qo- 
nunini aniqlaydi. Ular kichik tezliklarda klassik mexanikadagi tezlik- 
larni qo'shish formulalasi (1.2) ga o ‘tadi. Haqiqatan ham V, v'x «  г 
bo'lganda

v' V  Г— —
l +  ^ - » l ,  / 1 ^ , 1

munosabatlar o'rinli bo'ladi. Bundan (1.35) ifoda (1.2) ga o'tishi ko'rish 
qiyin emas.

Tezliklarni almashtirish formulalarini V/c ning darajalari bo'yicha 
qatorga yoyib, uning birinchi tartibli hadlari bilan chegaralansak. al
mashtirish formulalari quyidagi ko'rinishni oladi:

vx = v ' + v ( l - VX \ ,  vu = v' (1  -  , vz = v ' ( l  V*V
у с2 J ’ y y V C 2  )  ’ ‘  ‘  V C 2 

Bularni birlshtirib vektor ko'rinishda yozish mumkin:

v =  v ' +  V  -  \ ( V v ' ) v ' .  (1.36)
С

Bu ifodada tezliklar V  va v' nosimmetrik qatnashishi Lorentz almashti- 
rishlari nokommutativligining natijasidir.

K ' sanoq sistemada m oddiv nuqtaning tezligi x' o'qiga parallel 
bo'lsa. ya'ni u'x =  v' , v' =  v'z =  0 . U holda:

v' +  V  n ( Лvx =  v =  ■ v,y  , vy =  vz =  0. (1-37)
 ̂ c2""

Bu ifoda nisbiylik nazariyasida parallel tezliklarni qo'shish formulasini 
beradi. Eynshteyn nisbiylik prinsipidan kelib chiquvchu yorug'lik tez- 
ligining maksimal ekanligi (1.35) va (1.37) ifodalardan yaqqol ko'rinib 
turibdi. Birorta sanoq sistemada v' =  с bo'lsin deb faraz qilamiz. Bu 
tezlik ixtiyoriy boshqa sanoq sistemada с ga teng bo'ladi:

c + V
v =  — - ^ = c. (1.38)

Agar biror sanoq sistemada v' <  с bo'lsa, uning tezligi ixtiyoriy boshqa 
sanoq sistemada yorug'lik tezligidan kichikligicha qoladi. Haqiqatan
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ham К ' sistemada m oddiy nuqtaning tezligi v1 =  c. — 6 va sanoq sis- 
temaning tezligi V  =  с -  e (5 >  0. e > 0) b o ‘lsa, (1.37) dan v <  с 
ekanligini ko'rish mumkin. Shunday qilib, har biri yorug‘lik tezligidan 
kichik b o ‘lgan ikkita tezlikning yig'indisi har doim yorug'lik tezligidan 
kichik bo'ladi.

Tezlikni almashtirish formulalari (1.35) yordamida burchaklarni al- 
mashtirish formulasini topish mumkin. К  va K ' sistemalarning koorcli- 
nata o'qlari mos ravishda parallel b o ‘lsin. K ' sanoq sistemada moddiy 
nuqta xO y  tekisligida x' o ;qi bilan O' burchak hosil qilib v' tezlik bilan 
harakatlanayotgan bo'lsin, u holda К  sistemada ham harakat xO y  
tekisligida sodir b o ‘ladi. Tezliklarning poeksiyalarini burchaklar orqali 
yozamiz: v'x =  v' cos O', v'y =  v 'sin  в vx =  vcosO , vy =  v sin в.

tg в = ^
vx

va tezliklarni almashtirish formulalaridan quyidagilarni hosil qilamiz:

1 — sin в 1
tsO =  ~ -------д ; , ■ (1-39)с cos 0 +  V

Bu formula nisbiylik nazariyasida burchaklarni almashtirish qonunini 
beradi.

Burchaklarni almashtirish formulasini yorug'lik uchun tatbiq qila
miz. Bu holda v =  v' =  с ekanligini hisobga olib, (1.35) almashtirish- 
larning ikkinchisidan quyidagini hosil qilamiz:

1 +  — cos O’
s in ^ . (1-40)

Agar К  va K ’ sanoq sistemalarining nisbiy tezligi V <C с b o ‘lsa, 
ikkala sanoq sistemadagi kuzatuvchi uchun yorug;lik manbayining ko:ri- 
nish burchaklari orasidagi farq A0 =  в ' -  в «  1 bo ‘ladi. Bu shartga 
ko‘ra (1.40) dan quyidagini topamiz:

А в =  — s in 0 '. (1.41)
с

Bu ifoda yorug'lik aberratsiyasi burchagini aniqlovchi fornmladir.6

°Yoruf’lik aberratsiyasi - yorug'lik tezligining chekliligi va kuzatuvchining 
yoritgichga nisbatan Yer bilan birga harakatlanishi tufayli undan kelayotgan yorig‘lik 
nuri yoLnalishining o‘zgarishi.
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1.7 To‘rt o ‘lchovli vektor va tenzorlar

Ushbu paragrafda vektor va tenzorlar haqida qisqacha m a’lumot- 
larni aksariyat hollarda isbotsiz keltiramiz. Quyida keltirilgan umumiy 
xarakterga ega bo'lgan ba ’zi ta ’rif. formula va qoidalarni R.X.Mallin 
“Maydon nazariyasi” 7 kitobidan olindi. Kengroq m a’lumotlarni shu ki- 
tobdan yoki vektor va tenzor analizga bag'ishlangan boshqa kitoblardan 
topish mumkin.

N  o'lchamli fazoda ikki koordinatalar sistemasi orasidagi to'g'ri va 
teskari almashtirish berilgan bo'lsin:

хн =  x ' i {x 1, x 2, - - - , x N), (1.42)
x l =  x l { x ' \ x ' 2, - - - . x ' N ). (1.43)

Bu verda x' ' ( x 1. x 2. ■ ■ •, x N) va x l ( x ' 1, x ' 2, ■ ■ ■, x ' N) funksiyalar bir 
qiymatli, uzluksiz. va kerakli marta differensiallanuvchi funksiyalardir. 
To'g'ri va teskari almashtirish yakobianlari nolga teng bo'lmagan funk
siyalardir.

To'g'ri va teskari almashtirish formulalari (1.42) va (1.43) ning 
differensiallarini yozamiz:8

(144 )
j

dxi =  V  —  d r 'j =  —  dx'i (1 45)
^  dx'i ~  dx'3 • 1 0J

J

To'g'ri almashtirishning dx'J/Эх1 koeffitsientlari bilan teskari almashti- 
rishning dx] / d x '1 koeffitsientlari orasida quyidagicha bog'lanish mav- 
jud:

d x1 d x/J ; d x '1 dxJ _  { 
dx'i d xk k ’ dx'J d x 'k k 

Agar { x 1, x 2, - - - , x N}  sistemasida N  ta {a i, a2, - - , a ^ }  kattaliklar 
berilgan bo'lib, koordinatalar (1.42) formula bo'yicha almashtirganda 
bu kattaliklar {a [, a'2, ■ ■ ■, a’N}  kattaliklarga

, d xi
a, =  ———a =  A /o j  (1.46)

7Р.Х.Маллин Майдон назариясн, Т .:-У 1р1тувчи, 19G3.
8Yozishni soddalashtirish maqsadida takrorlanuvchi - s о q о v indekslar ishtirok 

rlgamla yig‘indi belgisini yozinaymiz, lekin ular bo'yicha yig‘ indi olinadi.
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formula bo'yicha almashtirilsa, shu N  ta kattaliklar to ‘plami kovari
ant vektor deyiladi, kattaliklarning o ‘zi esa uning komponentalari deb 
ataladi. N  oichovli fazoda aniqlangan skalyar funksiyaning xususiy 
hosilalarining to ‘plami а,- =  d<p/dxl (skalyar funksiyaning gradienti) ko- 
variant vektorga misol bo'ladi. Tegishli almashtirishni bajarib, bunga 
ishonch hosil qilamiz:

' _  ®x% _  Ox’ dp _  dtp j dtp 
1 dx'i J dx'i dxi d x ,J J dx'i

Agar { z 1, x 2, • • •. x N} sistemasida N  ta {a 1, a2, • • •, aN}  kattalik
lar berilgan b o ‘lsin, koordinatalarni (1-43) formula b o ‘yieha almashti- 
rilganda bu kattaliklar {a n , a'2, • • •, a'N}  kattaliklarga

dxf *
a 'l =  — ^a> =  \ 1̂  (1.47)

dxJ 3 v ’

formula b o ‘yicha almashtirilsa, shu N  ta kattaliklar to ‘plami kontravari- 
ant vektor deyiladi, kattaliklarning o ‘zi esa uning komponentalari deb 
ataladi. (1.44) va (1.47) dan ko‘ramizki, koordinatalarning differensial- 
lari qanday almashtirish qonuniga b o ‘ysunsa, kontravariant vektorning 
komponentalari ham o ‘sha almashtirish qonuniga bo'ysunadi. Demak, 
koordinatalarning differensiallari kontravariant vektor b o ia r  ekan. Xu
susiy holda sistema koordinatalarini almashtirish formulalari chiziqli 
b o ‘lganda koordinatalar to ‘plami ularning differensiallarining to ;plami 
kabi kontravariant vektorni tashkil qiladi.

Kovariant va kontravariant vektorlarni bir -  biridan indekslarni 
yozish usuli bilan farqlaymiz. Kovariant vektor indekslari o ‘ng yonining 
pastiga yoziladi (masalan au bi va hokazo), kontravariant vektor indek
slari esa o ‘ng yonining tepasiga yoziladi (masalan a?, bl va hokazo). Uch 
o ichovli (Evklid) fazoda dekart koordinatalari sistemasida kontravari
ant va kovariant vektorlar orasida farq yo ;q.

Agar { c t , x , y. z } kattaliklarni to ‘rt oichovli sistemada nuqtaning 
(dunyo nuqtasi) koordinatalari deb qarasak, ularning to'plami yuqorida 
vektorlarga berilgan ta'riflarga asosan (Lorentz almashtirishlari chiziqli 
boiganligi uchun) kontravariant vektor boiadi. Uning komponentala- 
rini

G 1 2 Я
X  =  ct, X  =  X ,  X  =  у. X  — 2

koi'inishda belgilanadi. Bu kattaliklar to :plami 4-radius-vektor deb 
ataladi. Koordinata boshida va (x°, x 1, x 2, x 3) dunyo nuqtasida sodir
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boigan ikki voqea orasidagi interval

(x 1)2 =  (x0)2 -  (x 1)2 -  (x 2)2 -  (x 3)2 (1.48)

invariant b o iib , to ;rt oichovli koordinatalar sistemasining ixtiyoriy chi- 
/.i(|li burishlarida, xususan Lorentz almashtirishlarida, o'zgarmaydi.

Berilgan to ‘rtta kattalik (Л0, A 1, A 2. A 3) koordinatalar sistemasi 
almashtirilganda 4-radius-vektor kabi almashtirilsa, bu kattaliklar to ‘p- 
lami to ‘rt o ichovli kontravariant vektor yoki qisqacha kontravariant 4- 
vektor deyiladi. Kattaliklar esa uning komponentalarini tashkil qiladi 
va ular uchun Lorentz almashtirishlari quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

Bu qoida b o ‘yicha almashinadigan vektor - Lorentz almashtirishlariga 
nisbatan vektordir. 4-vektorning kvadrati (1-48) singari quyidagicha 
aniqlanadi:

{A 1. A 2, A 3}  4-vektorning fazoviy (ucli o ichovli) komponentalari deyi
ladi va uch oichovli fazoda koordinata o ‘qlarini burishga. nisbatan 3- 
vektordir. A 0 esa vaqt komponentasi b o iib , yuqoridagi burishlarga nis
batan 3-skalyardir. Shu m a’noda 4-vektorni (Л0, A )  ko:rinishda yozish 
mumkin.

Kontravariant vektor bilan bir qatorda komponentalari 4-skalyar
(1.50) ning hosilalari (A j — d (A l)2/dA>) bilan aniqlangan kovariant 
vektor kiritamiz. Bu vektorning komponentalari kontravariant vektor- 
niug komponentalari bilan quyidagicha bogiangan:

llu kattalik interval singari musbat (vaqtsimon), manfiy (fazosimon) va 
nolga teng (yorugiiksimon) boiish i mumkin.

Shuning uchun (1.48) ni 4-radius-vektor kvadratining ta ’rifi deb qabil 
<|ilingan.

A 2 =  A'2. A 3 =  A 13.

(1.49)

(A 1)2 =  (Л0)2 -  (A 1)2 -  (A 2)2 -  (A 3)2. (1.50)

A 0 =  A ° , A i =  - A 1, A 2 =  - A 2, A :i =  - A 3. (1.51)

I iu belgilashlarda 4-vektorning kvadrati

A iA i =  A °A q +  A 1 Ay +  A 2A2 +  A 3A 3. (1.52)
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4-vektorning kvadrati singari ikkita 4-vektorning sakalar ko'pa}'t- 
masini aniqlaymiz:

A iBi =  A 0 B () +  A l B i +  A 2B 2 +  A 3B3. (1.53)

Ikki vektorning skalyar ko'paytmasi 4-skalyar bo'lib. Lorentz almashti- 
rishlariga nisbatan invariantdir. (1.51) ifodadan kontravariant va ko- 
variant 4-vektorlar orasida sodda bog'lanish borligini ko'ramiz. Bu 
bog'lanishni qoida sifatida ta’riflanadi: Fazoviy indekslarni (1, 2, 3) 
yuqoriga ko'tarishda yoki pastga tushirishda 4-vektor komponentalari- 
ning ishorasi o'zgaradi. Bunday amal 0 indeks bilan bog'liq bo'lganda 
vektor komponentasining ishorasi o'zgarmaydi.

Kovariant vektorlar uchun Lorentz almashtirishlarini quyida kelti
ramiz:

Д1 __ V  л1 л / V  л /

= •4з= - 1-  (1-541

Tenzor tushunchasini kiritishda kovariant va kontravariant vektor 
komponentalarini almashtirish qonunlari asos qilib olinadi. To'rt o i -  
chovli fazoda T 1J ko'rinishda berilgan 16 ta kattaliklar koordinatalar 
sistemasi almashtirilganda ikkita kontravariant 4-vektor komponenta- 
larining ko'paytmasi singari almashtirilsa, bu kattaliklar to'plam i 2- 
rangli kontravariant 4-tenzor deyiladi, kattaliklarning o'zi esa uning 
koinponentalari deb ataladi. Kovariant Tl3 va aralash T lj  4-tenzorlarga 
kontravariant 4-tenzor kabi ta ’rif beriladi. Aralash tenzorlarda T lj  va 
TiJ larni bir-biridan farqlash lozim. Indekslarni yuqoriga ko'tarishda 
yoki pastga tushirishda vektorlar uchun ta ’riflangan qoida bu yerda 
ham o'rinlidir. Masalan:

Л 00 =  Л о о ,  Л 01 = - , 4oi ,  Л 12 =  Л 1 2 , . . . ,

Л °о =  Aqo, A 0 i =  - Л 01, А2з =  - A23, • • •,
Tenzor ta’rifiga ko'ra 1-rangli tenzor - vektor, 0-rangli tenzor esa 

skalyar kattalikdir. Yuqori rangli tenzorlarning ta’rifi 2-rangli tenzor
ning ta’rifiga o'xshaydi.

Tenzor indekslarining o'rinlarini almashtirish natijasida vana ten
zor hosil bo'ladi. Indekslaridan ixtiyoriy ikkitasining o'rnini almashti
rish natijasida mos komponentalarining son qiymati va ishoralari o'zgar- 
maydigan tenzor shu ikki indeksga nisbatan simmetrik deyiladi. Masa
lan 3-rangrli tenzor uchun T ljk =  T lkj bo'lsa. u (j, k) indekslarga
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nisbatan simmetrikdir. 2-rangli tenzor simmetrik b o ‘lsa, T lJ =  TJ1 
shart o ‘rinli b o ‘ladi. Ikkinchi rangli simmetrik 4-tenzorning mustaqil 
komponentalarining soni o !nta b o ‘ladi.

Indekslaridan ixtiyoriy ikkitasining o :rnini almashtirish natijasida 
mos komponentalarining son qiymati o ‘zgarmasdan, faqat ishoralari 
teskariga o ;zgarsa, tenzor shu ikki indeksga nisbatan antisimmetrik 
deyiladi. Masalan 3-ranrli tenzor uchun T li k =  — Т 'кз b o ‘lsa. u (j. k) 
iudekslarga nisbatan antisimmetrikdir. 2-rangli tenzor antisimmetrik 
b o ‘lsa, Т гз — — T 3% shart o !rinli b o ‘ladi. Bunday tenzorning diagonal 
elementlari nolga teng b o ‘ladi. Shuning uchun mustaqil komponent ala
rming soni oltitadir.

Simmetrik yoki antisimmetrik b o ‘lmagan tenzor asimmetrik deyi
ladi. Lekin ikkinchi rangli har qanday tenzordan simmetrik va antisim
metrik tenzor hosil qilish mumkin. Haqiqatan ham berilgan ixtiyoriy 
Tzj  tenzordan yangi terr/or tuzamiz:

Bu tenzor indekslarining о :mini almashtirishga nisbatan simmetrikdir. 
Endi o ‘sha Tij tenzordan yana boshqa tenzor tuzaylik:

Bu tenzor esa indekslarining o ‘rnini almashtirishga nisbatan antisim- 
tnetrikdir. (1.55) va (1.56) ifodalardan quyidagini hosil qilamiz:

Demak, ikkinchi rangli har qanday tenzorni simmetrik va antisimmetrik 
qismlarga ajratish mumkin ekan.

Tenzorlarning simmetriya xossasi invariantlik xususiyatiga ega: bi
ror koordinatalar sistemasida tenzor simmetrik yoki antisimmetrik b o :l- 
sa, u bunday xossasini har qanday sistemada saqlab qoladi.

1.8 To‘rt oichovli tezlik va tezlanish

Oldingi paragraf natijalariga asoslanib ikkita muhim to rt o !lchovli 
vektorlarni - 4-tezlik va 4-tezlanishni aniqlaymiz. Klassik fizikada bar
cha sanoq sistemalar uchun tezlikning ta’rifi bir xil bo'lib, radius-vektor- 
dan vaqt bo'yicha olingan hosila kouinishida yoziladi. Barcha inersial

(1.55)

(1.56)

Tij — Sij +  Aj(. (1.57)
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sanoq sistemalarda vaqt- birday o ‘tganligi sababli hech qanday muammo 
paydo bo'lmagan. Nisbiylik nazariyasida vaqt klassik fizikadagidek 
invariant emas. Turli sanoq sistemalarda vaqt turlicha o ‘tadi. Shuning 
uchun bu qoidani to'g'ridan to'g'ri tatbiq qilib bo'lmaydi. Klassikadagi 
tezlik ta’rifini to'rt o ‘lchovli tezlik ta ’rifi sifatida qabul qilish uchun 
4-radius-vektordan hosilani invariant “\raqt” bo'yicha olish kerak. Bu 
invariantni shunday tanlashimiz kerakki, v с b o !lganda 4-tezlikning 
fazoviy komponentalari oddiy tezlikka o'tishi kerak. Bunday skalyar 
sifatida intervalning yorug'lik tezligiga nisbatini olamiz.

Yuqoridagi fikrlarga asosan kontravariant 4-tezlikni quyidagicha 
aniqlaymiz:

dx '
dr

bu yerda

Гds i (d x )2 +  (dy)2 +  (dz)2 j „ .
T  V 1 -----------------Щ г ------------- *  =  V 1 -  ?  dt =  mv ■

(1.58)
Natijada kontravariant 4-tezlik komponentalari uchun quyidagilarni ho
sil qilamiz:

n r dt с 
un =  - r = f —  =  ..r -  . (1.59)

y / l - £ d t  L "2
i dx и-г'

7—  -■  - ; ■ (1.60)
V 1 -  b  dt

u2 =  , ( i .6i :
- K  dt

dy

У1” f 2

c *

V r

\A - V 2

c *

v v

\A- V 2

V zо az
vT =  --p... (1.62

\Jl ~ b dt
Bu yerda v -  m oddiy nuqtaning oddiy uch o'lchovli tezligi. M od
diy nuqta tezligi v с boiganda u 1 к. vx , u2 ss vy , и3 «  v, bo'ladi, 
ya ’ni yuqoridagi talab bajariladi. Kovariant 4-tezlik vektori indekslarni 
pastga tushurish qoidasiga asosan topiladi.

4-tezlik kvadrati, ya ’ni o 'z o'ziga skalyar ko'paytmasi (1.59)—(1.62) 
ifodalarga asosan

ulu, =  c2. (1.63)
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Bu kattalik musbat b o ‘lganligi uchun 4-tezlik vaqtsimon vektor bo'ladi. 
Bu xossa m oddiy nuqtalar tezligi yorug‘lik tezligidan katta bodaolmasli- 
gini ko'rsatadi.

T o ‘rt odchovli tezlik singari 4-tezlanishni aniqlaymiz:

г dV  dul
w = ^  =  ~ i F  ( 1 M)

voki komponentalarda

с i - f )

1 vx vx (v v )  
w 1 =  ----- 2" + ------—-----— o , (1.6G)1 v t  o Л1 ? 'Ч1-? )

, (1 .67 )
1 - $  C2 '

c2 ( l - g ) '

+ . * < £ * )  (1 

1 -  ?  c* ( l  -  f )

Xususan. v <C с bodganda u’1 =  vx , w2 =  vy va u>3 =  vz. Bu yerda f; 
va i> =  с/и/ dt mos ravishda uch o !lchovli tezlik va tezlanish.

T o:rt odcholi fazoda 4-tezlik va 4-tezlanish bir-biriga ortogonal, 
ya’ni шгщ  =  0. Buni (1.63) ifodadan r  b o ‘vicha hosila olib isbotlash 
mumkin.

1.9 1-bobga oid masala va savollar

1. Laboratoriya sanoq sistemasida bir joyda sodir b o ;lgan ikki voqea orasi
dagi vaqt 3 ,s ga teng:

(a) Raketa sanoq sistemasida bu ikki voqea orasidagi vaqt 5 sek  b o 'l- 
sa. bu sanoq sistemada voqealar orasidagi fazoviy masofa. nimaga 
teng?

(b) Laboratoriya sanoq sitemasiga nisbatan raketaning tezligi niinaga 
teng?

2. 4 -o ‘lchovli hajm  elementi сЮ bir inersial sanoq sistemasidan ikkinchisiga
o'tganda qanday almashadi?
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3. Bir inersial sanoq sisteinasidan ikkincliisiga o 'tganda 4 -o ‘lchovli sim- 
rnetrik tenzor S lk qanday qonuniyat bilan almashadi?

4. Bir inersial sanoq sistemasidan ikkincliisiga o ‘tganda 4 -o ‘lciiovli anti
simmetrik tenzor A lk qanday qonuniyat bilan almashadi?

5. Ixtiyoriy 2-rangli tenzor T lk ni simmetrik (S lk =  S kl) va antisimmetrik 
(A lk =  — A kl) tenzorlar yig ‘indisi ko‘rinishida tasvirlang. Bunday tasvir 
yagona ekanligiga ishonch hosil qiling.

6. Simmetrik tenzorning antisimmetrik tenzorga ko'paytm asi doim o nolga 
teng b o !lishini isbotlang.

7. K '  sanoq sistema К  sanoq sistemasiga nisbatan O x  o ‘qi b o ‘ylab V  
tezlik bilan harakatlanayotgan b o ‘lsin. K '  da (x'0,y'0. z'0) nuqtada tinch 
turgan soat t'0 vaqtni ko'rsatavotganda К  dagi ( .T o ,  yo, Zo) nuqtada 
turgan soatning oldidan o'tadi. Bunda К  dagi soat to ni ko‘rsatayotgan 
bo isin . Shu hoi uchun Lorentz almashtirishlarini yozing.

8. Inersial sanoq sistema К  ga nisbatan K '  sistema V  tezlik bilan harakat- 
lanmoqda. Har bir sistemaning koordinata boshida turgan soatlar ust- 
m a ust. tushganda bir xil t = t ’ -  0 vaqtni ko'rsatgan. Keyingi vaqt- 
larda har bir sistemada huddu shunday xossali dunyo nuqtalari qanday 
koordinatalarga ega b o ;ladi, ya ’ni har bir sistemaning qavsi nuqtasida 
turgan soatlar t =  t! vaqtni ko‘rsatadi? Shu miqtaning harakat qonuni 
aniqlang.

9. K ‘ sanoq sistemaning К  ga nismatan tezligi V  ning y o ‘nalishini ix
tiyoriy deb 4-radius-vektor uchun Lorentz almashtirishlarini yozing. 
(1.27) formulani umumlashtiring.)

10. K ’ sanoq sistemasining К  ga nisbatan tezligi V  ning y o ‘nalishini ix
tiyoriy deb 4-vektor А г =  (.4°, A 1, A 2, A 3) =  { -f. A )  uchun Lorentz al
mashtirishlarini yozing.

11. Inertsial sanoq sistema К  ga nisbatan xuddi shunday K '  sistema ix
tiyoriy yo ‘nalishda V  tt;zlik bilan harakat,lanmocjda. Shu hoi uclimi 
tezliklarni qo !shish formulasini keltirib chiqaring.

12. Vaqtni o ‘ lchash uchun xususiy uzunligi l0 b o ig a n  sterjen uchlariga 
o'rnatilgan ikkita ko'zgulardan foydalaniladi (yoru giik  soati). Bunda 
bir davr deb birinchi ko'zgularclan chiqqan yoru g iik  ikkinchi ko‘zgudan 
qaytib vana birinchi ko‘zguga yetib kelishi uchun ketgan vacjtga avti- 
ladi. Y orugiik  tezligi to ‘g ‘risidagi postulatdan foqdalanib, tinch turgan 
va liarakatdagi yorugiik  soatlari b o :yicha oichangan  davrlar bir-biri 
bilan qanday bogianganligini aniqlang. Soddalik uchun sterjen harakat, 
y o ‘nalishi b o ‘ylab joylashgan deb oling.

13. Tinch turgan sanoq sistemada "P oe /d ” (A 'B' )  ning uzunligi I.о ~ 8 ,64 ■ 
108/cm b o is in . U shunday uzunlikka ega b o ig a n  ‘ :pl at, form a’ (.4 В ) 
oldidan V =  240000 /ст /я  tezlik bilan o ‘tm oqda. “Poezd”ning boshi 
(В ') da va oxiri (A 7) da o 'zaro sinxroiilashgan ikkita bir xil soat bor. 
“Platforma"ning boshi (В ) da va oxiri (A ) da ham xuddi shunday soatlar
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bo'lsin. "Poezd”ning boshi “platforma”ning oxiri bilan tenglashganda 
ustma ust tusligan soatlar 12 soat 00 m in  ko'rsatsa, quyidagi savol- 
larga javob bering:

(a) bu vaqtda qandaydir sanoq sistemadagi barclia soatlar 12 : 00 ni 
ko'rsatadi deb ta ’kidlash mumkinmi;

(b) “poezd”ning oxiri “platforma”ning boslii bilan tenglashganda soat- 
lardan har birining ko'rsatishi nimaga teng?

(c) poezdning boshi platformaning oxiri bilan tenglashganda soatlar
ning ko'rsatishi nimaga teng?

U . Tinch holatdagi uzunliklari l0 bo 'lgan  ikkita, chizg'ich b itta  umumiy 
to 'g 'ri chiziqga parallel holda bir-biriga qarab o'zgarm as tezlik bilan 
harakatlanmoqda. Ulardan biridagi kuzatuvchi chizg'ichlarning o 'ng  
va chap uchlarining bir-biriga to 'g 'r i kelishi orasida o'tgan vaqt, A t  
ga teng ekanligini aniqladi. Bu holda ularning nisbiy tezligi nimaga 
teng? Har bir chizg'ichdagi kuzatuvchiga nisbatan ularning uchlari 
qanday tartibda bir-biriga to 'g 'r i keladi? Laboratoriya sistemasidagi 
kuzatuvchi uchun qanday bo 'lad i?

1Г). 14-inasalada chizg'ichlarning har biri boshqa sanoq sistemaga nisbatan 
bir-biriga qarama-qarshi yo'nalishda o'zgarmas Vr tezlik bilan harakat
lanmoqda. Bu holda ulardan biridagi kuzatuvchiga nisbatan ikkin- 
chisining uzunligi nimaga teng?

IG. Ikkita elektronlar dastasi laboratoriya sisternasiga nisbatan v =  0. 9 • с 
tezliklar bilan bir-biriga qarab harakatlanmoqda. a) laboratoriya, b) 
elektron dastalaridan biri bilan bog'langan sanoq sitemaga nisbatan 
ularning nisbiy tezligi V  nimaga teng? Natijani tahlil qiling.

17. Quyidagi tenglikni isbotlang:

bu yerda v va г/ m oddiy nuqtaning mos ravishda К  va K '  sistemalar- 
dagi tezliklar!. V  - K '  sistemaning К  sistemaga nisbatan tezligi.

IS. Quyidagi tenglikni isbotlang:

bu yerda v  va v' -  m oddiy nuqtaning mos ravishda К  va K ‘ sistema- 
lardagi tezliklari. V  - K ' sistemaning К  sistemaga nisbatan tezligi.

I!). 4-tezlanish vektori “fa zo '’ simon ekanligini ko'rsating.
20. Yorug'lik dastasi birorta inersial sanoq sistemada dfl fazoviy burchak 

hosil qiladi. Bu burchak boshqa sistemada nimaga teng?
21. Maxsus nisbiylik nazariyasiga qachon va kim tom onidan asos solingan?

v =
1 +  v ' V/c2



22. Eynshteyn nisbiylik prinsipini ta’riflang.
23. Yorugiik tezligi qanday xossalarga ega?
24. Maykelson-Morli va Kennedi-Torndayk tajribalari nima bilan farq qi

ladi? Bu tajribalardan kelib chiqadigan asosiy xulosalar nimalardan 
iborat?

25. Nisbiylik nazariyasida intervalga ta'rif bering. Uni klassifikatsiyalang.
26. Birorta sanoq sistemada ikki voqea bir vaqtda sodir bo'lsa. interval 

qanday bo'ladi.
27. Xususiy vaqtga ta’rif bering. U qanday xossalarga ega?
28. Lorentz almashtirishlari (x, ic t ) tekisligida o ‘qlarni гф burchakka bu- 

rishga ekvivalent ekanligini ko'rsating.
29. Lorentz almashtirishlaridan qanday xulosalar kelib chiqadi?
30. 4-tezlikning kvadrati c2 teng bo'lishi, u qanday vektor ekanligini bildi

radi?



2-bob

Relyativistik mexanika
Oldingi bobda ko‘rib chiqilgan nisbiylik nazariyasining umumiy 

prinsiplari m oddiy nuqta mexanikasiga tatbiq qilindi. M oddiy nuqta 
yoki zarracha tushunchalaridan birday foydalanamiz. Y orugiik  tezli- 
giga yaqin tezliklar bilan harakatlanuvchi zarrachalar mexanikasi rel
yativistik mexanika deyiladi. Ushbu kitob doirasida nisbiylik nazariyasi 
nuqtai nazaridan mexanika qonunlarining barchasini qayta ko:rib chi- 
([ishning imkoniyati y o ‘q. Shuning uchun relyativistik zarrachalarga 
nisbiylik nazariyasini tatbiq qilish qanday prunsipial o ‘zgarishlarga olib 
kelishini o'rganish bilan chegaralanamiz. Masalan, Nyuton inersiya 
qonuni nisbiylik nazariyasida ham o ‘rinli b o iib . barcha inersial sanoq 
sistemalarda bajariladi. Galiley almashtirishlariga nisbatan invariant 
boigan  Nyuton ikkinchi qonuni Lorentz almashtirishlariga nisbatan 
invariant emas. Mexanikaning bizga m aium  boigan  boshqa qonunlari 
ham Lorentz almashtirishlariga nisbatan invariant emas. Shu sababli 
bizning asosiy maqsadimiz mexanika qonunlarini relyativistik invariant 
ko'rinishda yozish va ba ’zi muhim deb hisoblangan masalalarni relyati
vistik niqtayi nazaridan ko!rib chiqishdir.

2.1 Erkin moddiy nuqtaning 
Lagranj funksiyasi

Relyativistik mexanikani o ‘rganishda har qanday ko‘rinishdagi ha- 
rakat qonunlarini o ‘rganishda universal boigan  variatsion prinsip - eng 
qisqa ta ’sir prinsipini asos qilib olinadi. Bu prinsipga asosan:

H ar qanday sistem a uchun A va В  dunyo nuqtalari orasida 
olingan shunday integral mavjudki, haqiqiy harakat uchun и 
minimurnga ega, variatsiyasi esa nolga teng. Bu integral ta ’sir 
integrali deb ataladi.

Tashqi kuchlar ta ’sirida boim agan erkin moddiy nuqta uchun ta'sir 
integralini aniqlaymiz. Bunda nisbiylik prinsipidan kelib chiqadigan 
quyidagi umumiy qoidalarni asos qilib olamiz:
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1. Ta’sir integrali sanoq sistemalarga bog'liq bo'lmagan invariant -
skalyar kattalik bo'lishi kerak;

2. Birinchi qoidaga asosan integral ostidagi funksiya ham invariant 
bo'lishi kerak;

3. Integral bir kaiTali bo'lganligi uchun, uning ostida birinchi tar
tibli differensial turishi kerak.
Bu talablarga javob beruvchi vaqt va fazoning birjinsliligini va fazoning 
izotropligi aks ettiruvchi bitta kattalik bizga ma lum, u ham boisa , 
intervalning diffensialidir. Shunday qilib, yuqoridagi fikrlarni hisobga 
olib erkin moddiy nuqta uchun ta ’sir integralini quyidagi ko'rinishda 
yozish mumkin

Bu yerda a  proporsionallik koeffitsiyenti bo'lib, uning ma’nosi keyin 
ochiladi. Integral moddiy nuqtaning t\ va tj vaqt momentidagi ikkita 
holatini aniqlovchi a va b voqealar orasidagi haqiqiy harakatga mos 
keluvchi dunyo chizig'i bo'yicha olinadi. Birinchidan, har ikkala voqea 
bir moddiy nuqta bilan bog'langanligi uchun ular orasidagi interval 
vaqtsimon, ya’ni musbat bo'ladi. Ikkinchidan, integral 4-fazodagi to'g'ri 
chiziq bo'yicha olinganligi uchun u minimumga ega bo'lm aydi aksincha 
maksimal qiymatga ega bo'ladi. Shuning uchun integral oldidagi minus 
ishorasi ta ’sir integralining minimumga ega bo'lishini ta ’minlab beradi.

Ta’sir integrali (2.1) ni quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:

11

ko'rinishda yozamiz. v moddiy nuqtaning tezligi. (2.2) va (2.3) ifo- 
dalarni taqqoslab Lagranj funksivasi uchun quyidagi ifodani olamiz:

ь
(2 .1)

a

S  =  —a С dt. (2.2)
fi

Bu yerda С lagranj funksiyasi deyiladi. Interval uchun (1.16) ifodadan 
foydalanib ta ’sir integralini

(2.3)

(2.4)
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p]ndi proporsionallik koeffitsiyenti o: ning m a:nosini ochamiz. M od
diy nuqtaning tezliginni v с deb faraz qilamiz. Bu holda (2.4) bilan 
;uii(ilangan Lagranj funksiyasi klassik mexanikadagi Lagranj funksiyasi- 
ga o ‘ tishi kerak. (2.4) ifodani v'2/c2 ning darajalari b o ‘yicha qatorga 
yoyib V 2 ga proporsional had bilan chegaralanamiz:

£ « - a c + ^ .  (2.5)
2c

Hu yerda birinchi had o ‘zgarmas boiganligi uchun uni mexanika kur- 
sidan bizga ma’lum bo'lgan Lagranj funksiyasining xossasiga binoan 
tushirib qoldiramiz. Ikkinchi hadni klassik mexanikadagi erkin moddiy 
nuqtaning Lagranj funksiyasi

m v2 ____.
C-ki =  (2-6)

bilan taqqoslab o; =  m e  ekanligini aniqlaymiz.
Shunday qilib. relyativistik erkin zarrachaning ta ’sir integrali

S  =  —m e j  ds =  —m e /  1 ----- j  dt, (2-7)
a

agraiij funksiyasi

ifodalar bilan aniqlanishini topdik.

2.2 Erkin moddiy nuqtaning 
energiya va impulsi

Ma’lumki, Lagranj funksiyasidan tezlik komponentalari b o ‘yicha 
olingan hosila impulsning mos komponentalariga teng bodadi. Shu 
qoidaga ko‘ra (2 .8) dan tegishli hosilalarni olib, relyativistik zarracha- 
ning impulsini topamiz:

m vx m vv mvy . x
V , =  <-----—, P» =  - 7= = .  № =  - 7= = -  (2 9)

A 7 ?  nA3?
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yoki vektor ko'rinishida
m v

(2.10)

№
Lagranj funksiyasi (2.8) va impuls ifodasidan foydalanib erkin m od

diy nuqtaning energiyasini aniqlaymiz:

„  _ rnv2 n v2 m e2 
£  =  p v  -  С — —j= ........+  т с \ 1 ------- -  =  —= = = .  (2.11)

v c2

Bu munosabat juda muhim bo'lib, relyativistik zarrachaning tezligi 
nolga teng bo'lganda ham uning energiyasi noldan farqli va musbat 
bo'lishini ko'rsatadi, ya’ni

£0 =  rnc2. (2.12)

Bu kattalik zarrachaning tinch holatdagi energiyasi deyiladi va fun
damental m a’noga ega. Demak, (2.11) zarrachaning tinch holatdagi 
va harakat bilan bog'liq bo'lgan kinetik energiyalaridan tashkil topgan 
ekan.

Sistemaning harakat qonunlarini o'rganishda Lagranj funksiyasi bi
lan bir qatorda Gamilton funksiyasidan ham foydalaniladi. Konservativ 
sistemalar uchun Gamilton funksiyasi energiyaga teng. Odatda, Gamil
ton funksiyasi impuls orqali yoziladi. Shuning uchun (2.9) yoki (2.10) 
ifodalardan tezlikni impuls orqali ifodalaymiz:

i’2 = — r.  (2.13)
m 2c 2 +  p 2

Bu ifodani (2.11) ga qo'yib Gamilton funksiyasi uchun quyidagi ifodani 
topamiz:

'H =  \Jp2c2 +  m 2c4. (2.14)

Zarrachaning tezligi yorug'lik tezligidan juda kichik bo'lganda (2.10) va 
(2.11) klassik mexanikadagi impuls va energiya ifodasiga o'tishi kerak. 
Haqiqatan ham с —> oc da bu ifodalar quyidagi ko'rinishni qabul qiladi:

p  =  m v , ( 2 . 1 5 )

9 m v2
£ =  rnc -I-----— . (2.16)
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Bu yerda (2.15) klassik zarrachaning impulsiga teng, (2.16) esa klassik 
zarrachaning kinetik energiyasidan m e2 bilan farq qiladi. Bu yana bir 
marta relyativistik zarrachaning energiyasi ikki qismdan iborat ekanli
gini ko‘rsatadi.

Shu vaqtgacha bitta zarrachani ko:rish bilan chegaralanib keldik. 
Ammo uning elementarligi (ichki tuzilishi) to ‘g'risida gapirganirniz yo ‘q. 
Sim sababli yuqoridagi barcha gaplar zarrachalar sistemasi uchun ham 
o ‘rinli boiad i. Faqat bu holda tezlik zarrachalar sistemasining bir butun 
harakat tezligi va massasi esa to iiq  massaga teng deb olishiiniz kerak. 
Nisbiylik nazariyasida erkin jism energiyasi, klassik fizikadagidan farqli 
ravishda aniq qiymatga ega va musbat boiad i. Klassik fizikada energiya 
uchun hisob boshi ixtiyoriy boiganligi sababli u musbat yoki manfiy 
boiishi mumkin edi.

Relyativistik erkin zarracha impulsi va energiyasi orasidagi b og ia 
nishni (2.10)--(2.11) ifodalarga asosan quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

£v  
P =  - j - .  (2.17)

Zarrachaning tezligi v —> a da (2.10)-(2.11) ga asosan uning impulsi va 
energiyasi cheksizga intiladi. Am m o (2.17) bogianish bu holda ham 
ma’noga ega boiad i. Masalan, yorugiik  tezligi bilan harakatlanuvchi 
massasi nolga teng boigan  zarrachalar (foton) uchun (2.17) quyidagi 
koi'inishga o ‘ tadi:

p = ~ .  (2.18) 
С

Massasi noldan farqli boigan  jism yorugiik  tezligiga juda yaqin tez
lik bilan harakatlanayotgan (ultrarelyativistik) zarrachalar uchun ham 
(2.18) taqriban to ‘g ‘ri boiad i. Chunki, bu holda uning tinch holatdagi 
energiyasi harakat bilan b og iiq  boigan  energiyadan juda kichik boiadi.

Variatsion prinsip orqali zarrachaning energiya va impulsini to ‘rt 
oichovli koi'inishda aniqlaymiz. Buning uchun ta’sir integrali (2.7) ni

variatsiyalashda ds — \/~dxi dxj. S(ds) =  — 8(dx') hisobga olamiz:
as

b b b 
SS =  - m e  J -~^-8(dxl) — —7ue J  —~~d(Sxl) =  ~m j  uLS(dxl).

a a a
(2.19)
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Bu yerda щ 4-tezlik. (2.19) ni b o ‘laklab integrallaymiz:

b
6S — —гпщбх1 +  rn

b

J dui
5x' ds =  0. (2.20)

a ds
a

Eng qisqa ta’sir prinsipiga asosan zarraning boshlang'ich va oxirgi nuq- 
talardagi holati o'zgarmas bo'lgan (fix1 (a) — 5x*(b) — 0) trayektoriyalar 
solishtiriladi. Bunga asosan (2.20) dagi birinchi had nolga teng. Demak, 
variatsiya nolga teng bo'lishi uchun

Bundan erkin zarrachaning tezligi to'rt o'lchovli ko'rinishda ham o'zgar
mas ekanligi kelib chiqdi. (2.21) erkin zarrachaning harakat tenglama- 
sining to'rt o'lchovli ko'rinishini beradi.

da masalan, yuqori chegarada 6xl nolga teng emas deb olamiz. Bu holda 
ta’sir integralining variatsiyasi nolga teng bo'lmasdan koordinataning 
funksiyasi bo'lib qoladi:

Bu yerda yuqori chegara o'zgaruvchi bo'lganligi uchun, natija b nuqtaga 
tegishli ekanligini yozish shart emas.

Ta’sir integrali singari uning variatsiyasi ham invariant - skalyar 
kattalik bo'lganligi uchun (2.22) ifodaning o'ng tomoni ham skalyar 
bo'lishi kerak, ya’ni ikki 4-vektorning skalyar ko'paytmasiga teng bo 'li
shi kerak. dx1 4-vektor bo'lganligi uchun

ham to'rt o'lchovli vektor bo'ladi. (1 .5 9 )-(l.62) va (2.11) ifodalarni 
inobatga olsak, bu vektorning vaqt komponentasi energiyani yorug'lik 
tezligiga nisbatiga. qolgan uchtasi esa uch o'lchovli impulsga teng ekan
ligini aniqlaymiz. pl kontravariant 4-impuls deyiladi:

(2 .21)

Energiya va impulsni to'rt o'lchovli ko'rinishda yozish uchun (2.20)

\b
6S =  — т щ 5х* =  —т щ 6хг. (2.22)

pl =  m u1 (2.23)

(2.24)
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Shunday qilib, relyativistik mexanikada zarrachaning energiyasi va 
impulsi bitta 4-vektorning komponentalari ekan. T o ‘rt o'lchovli ta- 
zoda aniqlangan har qanday 4-vektor uchun yozilgan (1.49) Lorentz 
almashtirishlariga asosan energiya va impuls uchun almashtirish for- 
mulalarini yozamiz:

£' +  Vp'x _ Р 'х  +  \ _  / _  /
- J i - t P '  p’ ~  PU~ P 'J’ p

£
Erkin zarracha 4-iinpulsining kvadrati p'pi =  -5  — p2 =  m 2c2 invariant

с
kattalikdir.

Kuchning oddiy ta ’rifiga o ‘xshash 4-kuch vektorini kiritamiz:

Г  =  M -  =  m —  =  mw\ (2.26)
dr dr

Bu yerda w l 4-tezlanish vektori. (1.65) - (1.68) formulalardan foy
dalanib 4-kuch vektorining komponentalarini yozamiz:

=  — 7 = - f  =  ” 7 = = f  - (2-27)

F l =  = - j £ i =  , (2.28)

T *  =  =  -7 = 5 =  . (2-29)

F 3 =  - 1-------- j g i  =  . (2.30)

Bu vektorning vaqt komponentasi (2.27) kuchning bajargan ishi bilan 
bog'liq. F  =  dp/dt oddiy uch o'lchovli kuch. 4-kuchning komponen
talarini birlashtirib yozish mimkin:

Я =  f  (2.31)

Kuch masalasi ustida yana to'xtalib o'tamiz. Relyativistik impuls 
ifodasi (2.10) tezlikning moduliga va yo'nalishiga bog'liq  bo'lganligi
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uchun kuch ham ikki qismdan iborat boiadi. Tezlik faqat yocnalishi 
b o ‘yicha o :zgaradi deb faraz qilamiz. Bu holda kuch

dp m dv
(2.32)

Tezlikning faqat kattaligi o'zgarayotgan boisa . kuch

d/n m dvm dv
(2.33)

dt з dtз d t '

Agar tezlikning ham yo ‘nalishi, ham kattaligi vaqtga b og iiq  boisa . 
kuch quyidagicha aniqlanadi:

Bu yerda (2.11) va (2.27) ifodalarni inobatga oldik. (2.34) ifodadan 
foydalanib klassik ma'nodagi tczlanish a = d v / d t  ni kuch orqali ifo- 
dalasli mumkin:

Shu vaqtga qadar bitta zarracha masalasini ko;rib chiqish bilan 
cheklandik. 0 ‘zaro ta ’sirlashuvchi elementar zarrachalardan tashkil 
topgan relyativistik sistema uchun mexanika qonunlarini oiganish  juda 
murakkabdir. Ammo, ba ’zi sodda hollarda zarrachalar sistemasi uchun 
bir qator umumiy qonunlarni aniqlash mumkin.

/
d inv m dv v d m e2

+

771 dv v d£

a =
dv 1
dt rri

(2.35)

Agar v <C с. bo isa , / ,  =  f 2 — F  =  dp/dt. a =  F/m.

2.3 Zarrachalar sistemasining 
mexanikasi
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Masalan, zarrachalar sistemasida sodir boiadigan  ichki jarayon- 
larni va uning fazoviy oichamlarini e ’tiborga olmasdan bir butun holda- 
gi harakatini o'rganish mumkin. Bunda sistemani bitta zarracha bilan 
almashtirish kerak boiadi. Bu holda (2.17) va (2.12) kabi sistemaning 
energiyasi £, impulsi P  va M  massasi orasidagi bogianishlarni yozish 
mumkin:

P  =  £  =  M e 2. (2.36)
с

Bu yerda V  sistemaning bir butun holdagi harakat tezligi.
Umumiy holda zarrachalar sistemasining energiya va impulsini alo- 

hida olingan zarrachalarning mos kattaliklari orqali yoki energiya va 
impuls orasidagi umumiy munosabatni aniqlab boim aydi. Bu yerda 
asosiy rnuammo zarrachalarning o :zaro ta ’sir energiyasini hisobga olish 
bilan bogiiqdir. Shu sababli ushbu kitobda zarrachalar sistemasining 
harakatini:

1. 0 ‘zaro ta ’sirlashmaydigan relyativistik zarrachalar sistemasi;
2. Bir biridan yetarlicha katta masofalardagi relyativistik zarracha

lar sistemasi;
3. Kuchsiz elektromagnit maydon ta ’sirida bo iga n  zarrachalar sis

temasi kabi sodda modellar misolida o'rganamiz.
0 ‘zaro ta ’sirlashmaydigan zarrachalar sistemasi uchun energiya va 

impuls additivlik xossasiga ega:

f  =  =  ( 2 - 3 7 )  
a=\ a - 1 \Jl -

r  = £  p. = E  P-38>
a—1 a=l у  1 —

Bu yerda a-zarrachalarga tegishli indeks, N  zarrachalar soni. Zarracha
lar o :zaro va tashqi maydon bilan ta ’sirlashmaganligi uchun har bir 
zarrachaning tezligi o ‘zgannas boiadi. Bundan har bir zarracha va 
sistemaning energiya va impulsi o ‘zgarmas bogiishi kelib chiqadi

Sistema energiyasi va impulsi ifodalaridagi har bir had alohida 
olingan zarrachaning energiya va impulsi 4-vcktorni tashkil qiladi. 4- 
vektorlarning yigindisi yana 4-vektorni hosil qilishini hisobga olsak,
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sistemaning to'liq 4-impulsini quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

(2.39)

Bu yerda p'a va P 1 mos ravishda alohida olingan zarracha va zarrachalar 
sistemasining 4-impulsi.

Sistema 4-impulsining o'z -  o'ziga skalyar ko'paytiramiz:

Bu kattalik birinchidan, invariant, ikkinchidan sistema berk bo'lganligi 
uchun uning ichki tarkibiga bog'liq bo'linaydi. Shuning uchun berk 
sistemadagi zarrachalarning o'zaro ta ’sirlashishlari bu kattalikka ta ’sir 
qilmaydi. Ya’ni

Bu yerda £, P  va Г ,  P  * mos ravishda sistemada zarrachalarning 
to'qnashishiga qadar va to'qnashgandan keyingi energiya hamda im- 
pulsi.

Relyativistik zarrachalar inexanikasiga xos bo'lgan yana bir masala
ni ko'rib chiqamiz. Zarrachalar sistemasining qandaydir К  sanoq sis- 
temasida impulsi P  va energiyasi £  bo'lsin. Shunday sanoq sistemasini 
ko'rsatish mumkinki, unda zarrachalar sistemasining impulsi nolga teng 
bo'lsin. Buni shartli ravishda “ inersiya markazi' yoki qisqacha im -  
sanoq sistema deb ataladi. К  sanoq sistemaga nisbatan uning tezligi

X  o'qiga parallel deb olinadi. Bu holda 4-iinpuls komponentalari uchun 
Lorentz almashtirishlari quyidagicha yoziladi:

(2.40)

(2.41)

у(г.т) b 0;]sin Soddalik uchun bu tezlikning yo'nalishi К  sistemaning

£{im) =  £ - V ^ P x (2.42)

(2.43)

p(i.m) =  Py== 0) =  p z =  o. (2.44)
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Bu yerda в  = V^i m /̂с . Yuqoridagi almashtirish formulalarining ikkin- 
chisidan

y ( i . m )  =  p x C 2 / £  ( 2  4 5 )

kelib chqadi. Agar г т -sanoq sistemaning tezligining voiralishi К  sis
temaga nisbatan ixtiyoriy bo'isa, (2.45) quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

yii.m) =  p c21 £  (2.46)

Nisbiylik nazariyasida klassik mexanikadan farqli o iaroq  inersiya mar- 
kazi tezligini inersiya markazi radius-vektoridan vaqt b o ‘yicha hosila 
ko'rinishida yozish mumkin emas. Haqiqatan ham (2.46) ni hech qan
day kattalikning vaqt b o ‘yicha hosilasi ko‘rinishida yozib boim aydi.

(2.41) ifodani г т -sanoq sistemasida yozib, yana bir muhim xulosaga 
kelamiz:

(  c ( i . r n )  \  2
I ----— ) -  (p(im>) 2 = M 2C2 (2.47)

Inersiya markazi sanoq sistemasida to iiq  impuls nolga teng boiganligi 

uchun =  M

dalarni taqqoslab

m nc?
uchun £(i m) =  Л /с2, ikkinchi tomondan £ (г т) =  — Q. -  . Bu ifo-

^  Я

M  =  У  - - - - - - -  (2.48)

hosil qilamiz. Bundan M  ф E  m-a, ya’ni sistemaning to iiq  massasi alo- 
hida olingan zarrachalar massalarining yigindisiga teng emasligi kelib 
chiqadi. Shunday qilib, massa saqlamnaydigan kattalik ekan. Zarracha
lar sistemasi to ‘g ‘risida jiddiy farazlar qilmasdan boshqa maiumotlarni 
olib boim aydi.

Klassik mexanikada yopiq sistemalarda vaqt va fazoning bir jins- 
liligini aks ettiruvchi energiya va impulsning saqlanish qonuni bilan 
bir qatorda fazoning izotropligini aks ettiruvchi impuls momentining 
ham saqlanish qonuni mavjud. Impuls momenti vektor kattalik b o iib , 
quyidagicha aniqlanadi:

M = ] T [ r uPa ]. (2.49)
a

Bu yerda ra va p a zarrachaning radius-vektori va impulsi. Y ig indi 
sistemani tashkil qiluvchi barcha zarrachalar b o ‘yicha hisoblanadi.

51



Nisbiylik nazariyasida impuls momenti tushunchasini kiritamiz. 
Buning uchun 4-fazoda koordinata o'qlarini cheksiz kichik burchakka 
buramiz. Zarrachalarning 4-fazodagi koordinatasining 0 ‘zgarishi1

x '1 — x x =  Sxl =  Хк6Я/кг. (2.50)

Bu yerda (5ФА:г -  г va к o'qlarning burilish “burchagini” aniqlovchi chek
siz kichik kattaliklar b o ‘lib. antisimmetrik tenzorni tashkil qiladi. Oxirgi 
tasdiqni isbotlash uchun 4-radius-vektorning kvadrati o ‘qlarni burishga 
nisbatan invariant ekanligidan foydalanamiz:

x ’ x i  =  x hx\ =  ( x 1 +  х^дЯ? kl) ( x i  +  х к5 & ы )  =

х гх г +  2 XiXkSV* +  х кх к6Фкг6Ън . (2.51)

Bu yerda oxirgi had ikkinchi tartibli cheksiz kichik miqdor bo'lganligi 
uchun hisobga olmaymiz. Shunday qilib, (2.51) tenlik o'rinli bo'lishi 
uchun

XiXk6 V ki =  0 (2.52)
nolga teng bo'lishi kerak. Simrnetrik tenzorning antisimmetrik ten- 
zorga ko'paytmasi doimo nolga tengligidan (1.6-masalaga qarang) va 
XiXk simmetrik tenzor bo'lganlidan S^ki — —№ ik  antisimmetrik ten
zor ekanligi kelib chiqadi. Bu xossasi indekslardan birini ko'tarishda 
ham saqlanadi: S^k г =  -6Ч/г к. Shunday qilib, bu tenzorning 6 o'zaro 
bog'liq bo'lmagan elementlari bo'lganligi uchun 4-fazoda o'qlarning olti- 
ta kombinatsiyasi bilan bog'langan burishlar bo'ladi: { 0 ,1; 0 ,2; 0 ,3} - 
psevdo burilishlar va {1,2; 1,3; 2,3} - haqiqiy burilishlar2.

O'qlarni burishda ta’sir integralining o'zgarishi (2.22) ga asosan 
quyidagicha yoziladi:

SS =  =  Y ^Pix ^ kl =  =  ^ k i Y L p l'xk - (2-53)
Bu yerda sistemadagi barcha zarrachalar uchun bir xil bo'lganligi 
sababli yig'indidan tashqariga chiqardik. Bu tenzorning antisimmetrik- 
ligidan foydalansak, (2.53) ni ikkita antisimmetrik tenzorlarning ko'
paytmasi ko'rinishda yozish mumkin:

^ Jfci5 3 (p ix fc- p fcx*). (2.54)

l To‘rt o ‘lchovli kattaliklarda zarrachalarga tegishli indekslarni yozmaymiz. Bu 
indekslarni zarur bo‘lganda uch o'lchovli kattaliklar uchun tiklaymiz.

2Maydonlarning kvant nazariyasida psevdo burilishlar ichki moment (spin) 
momenti, haqiqiy burulishlar esa orbital moment bilan bog‘langanligini ko‘rish 
mumkin.
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Sistema zarrachalarining 4-radius-vektori va 4-impulsi orqali aniqlanuv- 
chi antisimmetrik tenzor kiritamiz:

M lk =  Y ,(p 'x k -  phx L). (2.55)

Bu 4-impuls momenti tenzori deb ataladi. Bu tenzorni komponenta- 
larda yozib chiqamiz:

M ij =

/ 0 M x M y M z \
-m x 0 M z -  My
- M y - M z 0 M x

V - M z My —M x 0 /

(2.56)

yoki shartli ravishda ikki vektorning to !plami sifatida yozish mumkin:

M ik =  (M , —M ) . (2.57)

Bu yerda M  -  (2.49) formula bilan aniqlanadi va uch oichovli fazoda 
zarrachalar sistemasining impuls momentini beradi. M  esa (2.55) ga 
asosan quyidagi ko‘rinishni oladi:

M  =  [ t Va -  . (2.58)

Bu ifodadan bevosita vaqt b o ‘yicha hosila olib, saqlanuvchi kattalik 
ekanligini k oiish  mumkin.

Berk sistemalarda to iiq  energiya saqlanishidan foydalanib (2.58) 
ifodanini quyidagi ko‘rmishda yozamiz:

i -  c2( S - f i  =  co n st . (2.59)
2-j^a

Bu yerga birinchi had

R  =  . (2.60)
/  . * a

Birorta fizik kattalikning markazini aniqlash ta ’rifiga asosan (2.60) siste- 
nianing “energiya” markazini aniqlashi kerak, lekin bunday tushuncha- 
uing ma’nosi yo ‘q. Boshqa tomondan zarrachalarning tezliklari yorug1- 
lik tezligidan juda kichik boiganda £a ~  m ac2 boiganligi uchun bu 
ifoda klassik m a’noda inersiya markazi radius-vektoriga teng bo iad i.
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Umuman olganda (2.60) ifoda bilan aniqlangan kattalik inersiya mar
kazi radius-vektorining relyativistik ta rifi bo'ladi. Bu radius-vektor 
bilan aniqlangan nuqta

V = c 2^  (2.61)

o'zgarmas tezlik bilan harakat qiladi.
Yuqorida (51- betgn qarang) ta ’kidlaganirnizdek (2.60) dan vaqt 

bo'yicha olingan hosila sistemaning inersiya markazining tczligiga teng 
bo'lmaydi. Bundan tashqari, R  hech qanday 4-vektorning komponen
talari bo'la olmaydi. Shu sababli bir sanoq sistemasidan ikkinchisiga 
o'tganda uning o'zgarishi Lorentz almashtirishlari bilan aniqlanmaydi.

2.4 Relyativistik zarrachalarning 
parchalanishi

Zarrachalarning to ‘qnashish, sochilish va yernirilish masalalari ele
mental zarrachalar fizikasida, qattiq jism fizikasida, plazmada va boshqa 
bir qator masalalarda muhim ahamiyatga ega. Bu yerda yuqoridagi 
masalalarni klassik nuqtai nazardan o'rganamiz.

Birinchi navbatda zarrachalarning tashqi ta ’sirsiz o 'z -o‘zidan (spon- 
tan) parchalanish masalasini ko'rib chiqamiz. Zarrachalarning o'z -  
o'zidan parchalanishi mikro dunyoga xos bo'lib  klassik fizikada kuza
tilmaydi. Bu hodisa kvant mexanika qonunlari o'rinli bo'lgan mikro 
dunyoda. ya’ni elemental’ zarrachalar yadro fizikasida muhim ahamiyat 
kasb etadi. Bu masala va keyingi mavzuda ko'rib chiqiladigan relyativis
tik zarrachalarning elastik to'qnashishi masalasi mikro dunyo qonunlari 
asosida kvant fizikada to ’la o'rganiladi. Bu yerda relyativistik zarracha 
qandaydir sabab bilan o'z -  o'zidan parchalanadi deb faraz qilamiz va bu 
masalani klassik mexanika doirasida ko'rib chiqamiz. Bu o'z navbatida 
ushbu masalani kvant mexanikada o'rganishga zamin yaratadi.

Boshlang'ich vaqtda tinch turgan massasi M  bo'lgan zarracha o'z- 
o'zidan massalari rri\ va m 2 bo'lgan ikkita zarrachaga parchalansin. Bu 
jarayon uchun energiya va impulsning saqlanish qonunlarini yozamiz:

Mc2 =  £ w +  £  20,  P i o  +  P'2o =  ° -  (2 -6 2 )

Bu yerda £ю , Рю va £ 2 0 - P20 parchalanish natijasida hosil bo'lgan 
zarrachalarning energiya va impulslari. £i0 zarrachaning tinch holatdagi



va kinetik energiyalardan tashkil topganligini va kinetik energiya noldan 
katta ekanligini hisobga olsak.

£10 >  rnic2, £20 > m 2c2. (2.63)

I $11 ifoda va energiyaning saqlanish qonunidan

M  >  m\ +  m 2 (2-64)

ekanligi kelib chiqadi. Shunday qilib, zarracha o ‘z-o ‘zidan parchalanishi 
uchun (2.64) shart bajarilishi kerak ekan. Aks holda ushbu parcha- 
lanishga nisbatan boshlang'ich zarracha barqaror bo iad i. Bu holda 
zarracha parchalanishi uchun tashqaridan unga ta ’sir qilish kerak. Bu 
misolda massa saqlanmavdigan kattalik ekanligiga yana bir marta 
ishonch yosil qildik. Bu holat ikki zarrachaning birlashish (sintez reak
siyasi) jarayonlarida ham o'rinli boiad i.

Hosilaviy zarrachalarning impuls va energiyalari uchun quyidagi 
tengliklarni yozamiz:

Pw =  P20  ̂ =  Pioc2 +  rn{cA, £%0 =  p f0c2 +  m%c4. (2.65)

Ushbu ifodalardan va (2.62) dan hosilaviy zarrachalarning energiyalar- 
irh massalar orqali aniqlaymiz:

M 2 +  m { -  m l 2 M 2 +  m 22 -  m\ 2 
---------2M ---------C ' --------- 2M ---------C ' <266)

Yuqorida ta ’kidlaganimizdek, zarrachaning parchalanishi yadro fizi- 
kasida muhim ahamiyat kasb etadi. Shuning uchun olingan umumiy 
natijalarni yadrolarning barqarorlik shartini klassik nuqtai nazardan 
topishga tatbiq qilamiz. Protonlar soni Z : neytronlar soni A — Z  (Z
- atom nomeri, A - rriassa yoki nuklonlar soni) boigan  yadroni ko‘rib 
chiqamiz. Yadroda proton va neytronlar katta kinetik energiyaga ega. 
ammo ular orasidagi kuchli tortishish (yadro) kuchlari yadroning bar- 
qarorligini ta ’minlaydi. Shunday yadrolar mavjudki, ular o ‘z-o ‘zidan 
parchalanadi. Bunday yadrolar radioaktiv deyiladi. Yadroning tinch 
holatdagi energiyasi (Me2) uni tashkil qilgan zarchalarning tinch ho- 
latdagi energiyasi m a('2 va ichki harakat energiyalarining yigindisi- 
dan iborat boiadi. Yadro barqaror boiishi uchun

M e2 <  E m a c2 (2.67)
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shart bajarilishi kerak.

A m c 2 =  ^  mac2 — M c 2 (2.68)

bog'lanish energiyasi deyiladi. Agar bog'lanish energiyasi musbat bo'lsa, 
yadro barqaror bo'ladi. Aks holda yadro barqaror bo'lmaydi va u o'z- 
o'zidan bo'laklarga parchalanib ketadi.

Bog'lanish energiyasi bilan bir qatorda yadroning barqarorlik shar- 
tini defekt massa

orqali ham aniqlash mumkin. Defekt massa musbat bo'lganda yadro 
barqaror bo'ladi. manfiy bo'lsa, yadro barqaror bo'lmaydi.

Biz yadrolarning barqarorligini klassik fizika nuqtai nazardan ko'rib 
chiqdik. Umuman olganda, yadroning barqarorligini aniqlash uchun 
yuqorida olingan shartlar yetarli emas. Bu masala ancha murakkab 
bo'lib, kvant fizikada u o'zining yechimini topadi.

Zarrachalarning o'z -  oz'idan parchalanishidan tashqari boshqa ja- 
rayonlar ham mavjud. Bunday jarayonlarga zarrachalarning ichki hola- 
tini o'zgarishiga olib keluvchi noelastik to'qnashishlar misol bo'la  oladi. 
Bunday jarayonlarda yangi zarrachalar tug'ilishi (parchalanish reak- 
siyasi) yoki bir nechta boshlang'ich zarrachalar qo'shilishi (sintez reak- 
siyasi) mumkin.

Laboratoriya sistemasida massasi m i va energiyasi £\ bo'lgan bi
rinchi zarracha tinch turgan m 2 massali zarracha bilan to'qnashish 
masalasini ko'rib chiqamiz. Zarrachalarning boshlang'ich momentdagi 
to'liq energiyasi £  =  £ 1  +  £ 2  — £\ +  m.2 C2. to'liq impulsi esa P  =  
Pi +  V-2 — Pi ifodalar bilan aniqlanadi. Ikkala zarrachani bir butun 
murakkab sistema deb qaraymiz. M a’lumki, bundaj7 sistemaning tezligi 
(2.61) ifoda bilan aniqlanadi:

Bu kattalik to ’qnashuvchi ikkita zarracha inersiya markazining I- sis
temaga nisbatan tezligiga teng.

Sistemaning umumiy massasini (2.47) ifoda yordamida topamiz:

(2.69)



Bu yerda massani qaysi sanoq sistemada turib hisoblashning farcji yo'q- 
ligidan foydalandik. Sistemaning massasi alohida olingan zarrachalar 
massalarining yig ;indisidan katta ekan. Demak. bunday sistema bar
qaror bo'lmaydi. Haqiqatan ham bu ikkita zarrachani bir butun sis
tema deb qaraganimiz bilan to ‘qnashuvdan yetarlicha oldingi va keyingi 
vaqtlarda ular bir-biri bilan ta ’sirlashmaydigan erkin zarrachalardir.

2.5 Relyativistik zarrachalarning elastik 
to ‘qnashishi

Klassik fizika doirasida ikki zarrachaning elastik to'qnashish ma- 
salasini ko:rib chiqamiz. Zarrachalarning massalari m i va m 2 bo'lsin. 
Ularning energiya va impulsini to'qnashishgacha p , , £\, p2, £ 2  va to'q- 
nashishdan keyin p [, £ [, p'2, £2 bilan belgilaymiz.

Bu jarayon uchun energiya va impulsning saqlanish qonunlari to'rt 
o'lchovli ko'rinishda quyidagicha yoziladi:

P i + P 2  =  Pi  + P 2 -  (2.72)

yoki uch o'lchovli ko'rinishda quyidagicha yozish mumkin:

P i  +  P 2  =  P i  +  P 2 :  ( 2 -7 3 )
£ , + £ 2  =  £[ +  £ 2 - (2-74)

Energiya va impulsning saqlanish qonunlari to'qnashish jarayonini ifo- 
dalovchi barcha kattaliklarni topish uchun yetarli.

/-sistemada uchib kelayotgan 
birinchi zarracha tinch turgan ik- * p'\jn\
kinchi zarracha (p 2 =  0, £ 2  — m 2 с 2)
bilan to'qnashish masalasini ko'rib P\,w-i ^
chiqamiz (2.1-rasrn). п ъ ^ < ?< р

Ikkinchi zarrachaning to'qna- m2
shishdan keyingi energiyasini ikkala
zarrachaning to'qnashishgacha bo 'l- 2.1-rasm: Ikki zarrachaning elastik 
gan energiyalari va uning to'qnash- to'qnashish diagramrnasi. 
gandan keyingi uchish burchagi ip
orqali topamiz. Buning uchun avval yordamchi ifodalarni hosil qilamiz. 
Saqlanish qonuni (2.72) ni quyidagi ko'rinishlarda yozib olamiz:

P I = P \ + P 2  +  P'1 (2-75)
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Bu 4-vektorni o'z -  o :ziga skalyar ko‘paytiramiz. Bunda

p\pu  =  p 'ip 'u  =  mi c2- P2P2; =  P2P21 =  m2 c2,

ekanligini inobatga olib quyidagini hosil qilamiz:

- (£ 1  +  m 2c2)(£,2 -  m2c2) +  c ^ p ^ c o s ip  =  0 . (2.76)

Bu yerda impuls modullarini energiya va massalar orqali yozamiz:

Bu ifodalarni (2.76) ga qo ‘yamiz va hosil b o ‘lgan tenglamani £'2 ga 
nisbatan yeehib quyidagini olamiz:

olgan energiyasi. Zarrachalarning pesh to !qnashishida. ya’ni Lp =  0 yoki 
7Г b o ’lganda &.£2 maksirnuinga erishadi. Bu hoi uchun (2.77) ifodani 
birinchi zarrachaning impulsi orqali yozamiz:

katta b o ‘lganligi uchun bu yerda keltirmaymiz.
Endi olingan natijalarni xususiy hollarda ko‘rib chiqamiz:
1. Uchib kelayotgan birinchi zarracha og ‘ir, tinch turgan ikkinchi 

zarracha esa yengil b o ‘lsin. Bundan tashqari, tushayotgan zarrachaning 
tezligi g ‘ovatda katta bo'lsin. Ya’ni m.\ >> rn2 va p\с »  ni\c2. Bu holda 
(2.78) dan quyidagini hosil qilamiz:

( A ^ )/ \rnax
777-2 C ‘

,2 (2.78)

Shunga o ‘xshash £[ uchun ifodani topish mumkin. Bu ifoda juda

(A  £l2)/ \ m ax (2.79)2?Г(2СР1 +  rriyC2
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Tushayotgan zarrachaning im pulsi g 'oyatd a  katta  ekanligini (2 .7!)) da
. , , . , . m r c 2 mi .inobatga olsak, ya m p, --------  =  —  m\c  shart bajarilsa, ikkinchi

Ш2 С m  2
zarrachaga berilgan m aksim al energiya birinchi zarrachaning energiyasi- 
ga taxm inan  teng bo 'ladi:

(A£'2)max к  Plc. (2 .80)

2. U chib kelayotgan birinchi zarracha yengil, tinch turgan ikkinchi 
zarracha esa og'ir bo 'lsin . Bundan tashqari, tushayotgan zarrachaning  
tezligi g 'oyatd a  katta bo'lsin . Y a ’ni m 2 ni\ va P\c 2> г /ц с 2 . Bu  
holda (2 .78 ) clan quyidagini olam iz:

(.A £ ' ) max =  ----------- ^ ^  m 2c2 . (2 .81)
1 27 2m 2cpj +  m 2 с

A gar p ic  ?7i2c2 o'rinli ekanligini hisobga olsak:

( A £ 2)max «  P lc. (2 .82)

Yuqoridagi natijalardan, relyativistik m exanikada katta im pulsga ('ga 
bo'lgan  zarrachalarning elastik sochilish qonunlari norelyativistik m e- 
xanikadagidan jid d iy  farq qilishini ko'rish m um kin. Tushayotgan zarra
chaning im pulsi ju d a  katta bo 'lgan d a m assalar nisbati qanday b o 'li- 
shidan q a t’ iy nazar tushayotgan zarrachaning energiyasi boshlang'ich  
vaqtda tinch turgan zarrachaga butunlay uzatiladi. N orelyativistik  
m exanikada esa bunday jarayonda energiyaning kichik qism i uzatilishini 
eslatib o 'tam iz.

Yuqoridagi kabi boshqa xususiy hollarni ham  ko'rib chiqish m um 
kin. X ususan , p ic  <C m ic 2 va p2c -C  m 2c2 bo'lgan  hoi uchun (2 .78)  
form uladan ikkinchi zarrachaga uzatilgan energiya norelyativistik m e
xanikada») bilan bir xil ekanligini aniqlaym iz:

(A£'2)max « 4 / x £ x. (2 .83)

Bu yerda ji — m\rri2/(гтц +  in2) keltirilgan m assa.
3. Olingan natijalarni foton uchun tatb iq  etam iz. B u  holda uchib  

kelayotgan zarrachaning m assasi nolga teng va uning boshlang'ich ener
giyasi £  =  pic. Ikkinchi zarracha olgan energiyani topish uchun (2 .78)
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ifodada m\ =  0 deb olish kifoyadir. Birinchi zarrachaning t,o‘qnashgan- 
dan keyingi energiyasi bu holda sodda ko;rinish oladi:

^  =  — 77-------- --------------------- 2 (2-84)P lC (l — COSWiJ +  TTl2C

Sochilishning um um iy nazariyasini гто-sanoq sistem asida ko'rib chi
qam iz. Bu holda har ikkala zarrachaning impulslari kattalik jihatidan  
teng va qaram a-qarshi y o ‘nalgan b o ‘ladi, y a ’ni p 10 =  — p 20 =  p0. Bu  
yerda indekc “0” kattaliklar г т -sonoq sistem asiga tegishli ekanligini 
ko'rsatadi. Energiya va im pulsning saqlanish qormnlariga ko ‘ra zar
rachalar to'qnashgandan keyin im pulslarning m odullari o ‘zgarm aydi, 
faqat yo'nalishlari o ‘zgaradi. T o ‘qnashgaudan keyin im pulslarning bu- 
rilish burchagi x  sochilish burchagi deyiladi. Bu burchak sochilish  
nazariyasida m uhim  rol o ‘ynaydi va sochilishni to ;liq aniqlab beradi.

Inersiya markazi sanoq sistem asida zarrachalarning sochilgandan  
keyingi energiyalarini sochilish -burchagi orqali topainiz.Bulling uchun  
saqlanish qonuni (2 .72) ni quyidagi ko^inishda yozib olamiz:

P2 =  P2 + p \  ~  p'l- (2 .8 5 )

U shbu 4-vektorning kvadratga oshiram iz. Bunda har bir had ikki 4 - 
vektorlarning skalyar ko'paytm asi b o ‘lganligi uchun invariant b o ‘ladi. 
Shu sababli uni qaysi sanoq sistem ada ochining farqi y ’oq. p\p'Xi ni im- 
sistem ada, qolganlarini Z-sitemada ocham iz. Bir qator sodda am allarni 
bajarib, sochilgandan keyin zarrachalar energiyasining o'zgarishi uchun 
quyidagi ifodani olamiz:

д г -  =  - д г ;  =  .. (i _  , x x l  ( 2 .8 6 )
2 1 m 2c2 +  m 22c2 +  2 m 2£ i

B undan ko ‘rinib turibdiki, shochilishda zarrachalar energiya alm ashishi 
X =  7Г da m aksim um  bo'ladi:

A S '  =  - A £ '  -  - m i 2c4 ) ( 2 H 7 )
2 m a x  m m  т 2 ( Л +  т 2 c 2 +  2 m 2 S l  ^  '

Birinchi zarrachaning to'qnashishgacha va undan keyingi kinetik ener- 
giyalarining nisbati

£,1 mm -  =  (mi  -  m 2)2c2
£\ — m\c2 m 2c2 +  m 2c2 +  2m-2£\
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Kinetik energiyalarning nisbati boshlang'ich energiyaga bog'liq ekan. 
Zarrachaning tezligi kichik bo'lsa, (£\ «  myc2 +  m\v2/2), (2.88) faqat

massalarga bog'liq bo'lgan o'zgarmasga intiladi: ( -—-------- - ) . Bu kat-
\m  i +  m 2/

tulik klassik natija bilan mos tushadi.
Zarrachaning energiyasi katta bo'lganda (£\ m\c2) (2.88) nisbat 

nolga intiladi. Bu holda energiya o'zgarmasga intilishini ko'rsatish 
munkin:

=  (m l  +  m j y
2 rn2

Natijalarni xususiy hollarda ko'rilsa, yuqoridagi natijalar tasdiqla- 
uadi.

2.6 2-bobga oid masala va savollar
1. Relyativistik zarrachaning impulsini energiyasi orqali ifodalang.
2. Relyativistik zarrachaning tezligini impulsi orqali ifodalang.
3. Massasi m  bo'lgan zarrachaning energiyasi £  ga teng. Shu zarrachaning 

tezligini toping. Norelyativistik va ultrarelyativistik hollarni alohida 
ko'rib chiqing.

4. Zarrachaning kinetik energiyasini tezlik va impuls orqali mos ravishda 
v4/c 4 va p4/m 4c4 aniqlikda taqribiy ifodalang.

5. Elektronning energiyasi a) elektron lampada 300 e V , b) sinxrotronda 
300 MeV, c) protonniki sinxrosiklotronda 680 MeV, d) sinxrofazo- 
tronda 1 G e V  bo'lsa, bu zarrachalarning tezliklari nimaga teng?

6. K '  sanoq sistema К  sanoq sistemaga nisbatan V  tezlik bilan harakat
lanmoqda. m massali zarracha K '  sistemada £'  energiyaga ega, uning 
tezligi v' esa У  bilan O' burchak hosil qiladi. К  sistemada zarrachaning 
impulsi va V  orasidagi burchak в ni toping. К  sistemada zarrachaning 
energiyasini £', 9'  yoki v', 9'  orqali ifodalang. Xususan, ultrarel
yativistik (S' тс2, V  «  c) holni ko'ring. Burchaklar qanday shartni 
qanoatlantirganda tgtf' ~  [tg(0/ 2)]/7  taqribiy formuladan foydalanish 
mumkin?

7. T a ’sir integrali (2.7) ni variatsiyalab erkin zarrachaning harakat teng
lamasini keltirib chiqaring va natijani (2.20) bilan taqqoslang. Ta’sir 
integralida Lagranj funksiyasi (2.8) bilan aniqlangan.

8. Uch o'lchovli impulslar fazosida hajm elementi d^p bir inersial sanoq 
sistemasidan ikkincliisiga o'tganda d?pS' =  tPp 'S . ko'iinishdagi qo- 
nuniyat bilan almashishini ko'rsating.

!). Laboratoriya sistemasida V ( У||ж) tezlik bilan harkatlanayotgan zarra
cha ikkita zarrachaga parchalanadi. Hosilaviy zarrachalarning harakat 
yo'nalishlari bilan V  orasidagi burchaklarni ularning energiyalari orqali 
ifodalang.
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10. 9-masalani ikkita 7 kvantga parchalanuvchi ж0 mezonga tatbiq qiling.
11. Qandaydirdir zarracha m 1, m 2 massali zarrachalarga parchalanadi. Taj- 

ribadan hosil boigan zarrachalar impulslarining kattaligi pi, p> va ular
ning harakat yo‘nalishlari orasidagi burchak в ma lum bolsin . Bosh- 
lang'ich zarrachaning massasini aniqlang. Natijani ir —> / /  +  v  sxema 
boyicha parclialaugan zaryadlangan 7r-mezon uchun tatbiq qiling. тг- 
mezon parchalanishga qadar tinch turgan va parchalanishdan so‘ng \i- 
mezonning impulsi =  29 .8  M cV .  =  105, 7 M e V ,  m „ =  0.

12. Masasi m va impulsi p boigan zarrachaning parchalanishi natijasida 
hosil boigan ikki zarraehalardan birining massasi m \, impulsi pi va 
uchib chiqish burchagi в 1 ma'lum bo‘lsa, ikkinchi zarrachaning massasi 
nimaga teng boiadi?

13. Massasi m 1 va tezligi v boigan zarracha tinch turgan massasi m> 
boigan ikkinchi zarracha bilan to'qnashish natijasida vutiladi. Hosil 
boigan zarrachaning massasini va tezligini toping.

14. Tinch turgan mo massali zarracha гщ va m 2 massali zarrachalarga par
chalanadi. Hosil boigan zarrachalarning kinetik energiyasini hisoblang.

15. Laboratoriya sanoq sistemasida tinch turgan M  massali zarrachaga 
energiyasi £  va massasi rn boigan zarracha elastik uriladi. Laboratoriya 
sanoq sistemaga nisbatan zarrachalar sistemasining inersiya markazi- 
ning tezligini toping.

1G. Massasi m va kinetik energiyasi To boigan zarracha tinch turgan xuddi 
shunday massali ikkinchi zarrachada sochiladi. Sochilgan zarrachaning 
kinetik energiyasi To ni va sochilish burchagi 0\ orcjali ifodalang.

17. Laboratoriya sanoq sistemasida m 1 massali va £\ energiyali zarracha 
tinch turgan m2 massali zarrachada elastik sochiladi. в va tp sochilish 
burchaklarini zarrachalarning energiyalari orqali yozing.

18. Laboratoriya sanoq sistemasida m 1 massali va £\ energiyali zarracha 
tinch turgan m2 massali zarrachada elastik sochiladi. Birinchi zarra
chaning sochilgan keyingi energiyasini toping. (§2.5 qarang.)

19. Fazo va vaqt qanday xossalarga ega.
20. Erkin moddiy nuqta uchun ta ’sir integrali qanday prinsiplarga asosianib 

yoziladi?
21. Nisbiylik nazariyasida erkin inoddiy nuqtaning ta ’sir integralini yozing.
22. Nisbiylik nazariyasida erkin moddiy nuqtaning Lagranj funksiyasini 

yozing.
23. Qanday shart bajarilganda nisbiylik nazariyasidagi erkin moddiy nuq- 

tailing Lagranj funksiyasi klassik mexanikadagi ko'rinishni oladi.
24. Nisbiylik nazariyasida erkin moddiy nuqtaning energiyasi va impulsi 

ifodalarini yozing. v <SC с boigan holni analiz qiliing.
25. 4-impuls vektori bir inersial sanoq sistemasidan ikkincliisiga o ‘tganda 

qanday formula bilan almasadi?



3-bob 

Elektromagnit maydondagi zaryad

3.1 Nisbiylik nazariyasida zaryad va 
zarrachalar

Zamonaviy tasavvurlarga ko'ra kichik energiyalarda zarrachalar 
ikki turga bo'linadi. Birinchi turdagilar ichki tarkibi namoyon boim ay- 
digan elektron, proton - elemental’ zarrachalar bo'lsa, ikkinchi turdagi- 
lari shu elementar zarrachalardan tashkil topgan murakkab sistemalar 

atomlar, ionlar, molekulalar bo'lib, mikroskopik zarrachalar deyiladi.
I lar ikkala turdagi zarrachalarni bundan keyin zarrachalar deb ataymiz. 
•Iucla katta sondagi zarrachalar to'plami makroskopik sistema deyiladi.

Zarrachalarning muhim xarakteristikalaridan biri ular orasidagi o'z
aro ta’sirdir. Ular masofada turib bir birlari bilan ta’sirlashadi. Hozirgi 
vaqtda zarrachalar orasidagi o'zaro ta’sirning bir necha ko'rinishlari 
inavjud bo'lib, ular zarrachalarning ma’lum bir xarakteristikasi bilan 
bog'langan. Ushbu kitobda biz faqat elektromagnit ta’sir bilan bog'liq 
bo'lgan masalalarni o'rganainiz. Bu ta’sir zarrachalarning zaryad deb 
ataluvchi xarakteristikasi bilan bog'liq.

Zaryadning ikkita muhim xususiyati bor. Birinchisi, zaryadlan
gan barcha elementar zarrachalarning zaryadi absolyut qiymati birday 
bo'lib, ishorasi bilan farq qiladi. CGSE birliklar sistemasida e =  4.77 x 
\0~10g 1̂ 2sm3̂ 2s~1. Ikkincliisi, fundamental ahamiyatga ega bo'lgan 
zaryadning barcha hollarda saqlanish qonunidir. Bu qonun saqlanish 
qonunlari ichida eng fundamentali hisoblanadi. Mikroskopik elektro- 
(linamikada zaryadlangan zarrachalar soni uncha katta bo'lmagan sis- 
temalarning xossalari o'rganiladi.

Klassik mexanikadan ma’lumki, zarrachalarning ta’sirlashishi oniy 
vaqtdagi ular orasidagi masofaga bog'liq bo'lgan o'zaro ta’sir potensiali 
l ‘ {\Vz — n|) bilan aniqlanadi. Maydon fizik hodisa - o'zaro ta’sirni
o rganishning bir vositasi hisoblangan. O'zaro ta’sirning uzatilish tezligi 
c hekli bo'lganligi sababli nisbiylik nazariyasida holat tubdan o'zga- 
radi. Zarrachaga ta’sir etayotgan kuch uning shu vaqtdagi fazodagi
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o'rni bilan aniqlanmaydi, chunki hir zarrachaning fazodagi holatining 
o'zgarishi ikkinchi zarrachada qandaydir chekli vaqtdan so'ng ma’lum 
bo'ladi. Bunga ko'ra bir-biridan ma’lum masofada turgan zarrachalar 
bevosita ta’sirlashmasdan fizik real maydon orqali ta’sirlashadi deb 
hisoblashimiz kerak. Maydon fizik reallikka aylanadi. Shunday qilib, 
zarrachalarning ta’sirlashishi quyidagicha amalga oshadi: Bir zaryad
langan zarracha o ‘z atrofida maydon hosil qiladi va maydon o ‘z nav- 
batida ikkinchi zaryadlangan zarracha bilan ta’sirlashadi.

Klassik mexanika har qanday sharoitda deformatsiyalanmaydigan 
mutloq qattiq jism tushunchasini kiritish mumkin edi. Nisbiylik nazari
yasida bunday tushunchani kiritib bo'lmaydi. Chunki turli sanoq sis- 
temadagi kuzatuvchilar uchun jismning o'lchamlari turlicha bo'ladi. 
Shuning uchun nisbiylik nazariyasida mutloq qattiq jism tushunchasi 
faqat ko'rilayotgan sanoq sistema uchun o'rinli bo'ladi. Boshqa sanoq 
sistemadagi kuzatuvchi uchun bu jism endi boshqa qattiq jismga o'tadi. 
Buni quyidagi misolda ko'rish mumkin.

Doiraviy diskning o'z o'qi atrofida aylanishini ko'rib chiqamiz. Uni 
mutloq qattiq jism deb faraz qilamiz. Disk bilan bog'langan sanoq 
sistema albatta inersial bo'lmaydi. Diskni faraziy kichik bo'laklarga 
ajratamiz. Har bir bo'lak uchun u bilan bog'langan sanoq sistemani 
kiritish mumkin. Bu sanoq sistemaga nisbatan diskning bo'lagi berilgan 
vaqt momentida tinch turgan bo'ladi. Bunga ko'ra diskning har bir 
bo'lagi bilan bog'langan sanoq sistema inersial bo'la oladi. Ammo ular 
bir-biridan farq qiladi. Diskning ma’lum bir radiusi bo'ylab joylashgan 
bo'laklarni kuzataylik. Bu bo'laklarning radial uzunliklari aylanayot- 
gan va tinch turgan disk uchun bir xil bo'ladi. Chunki, bo'laklarning 
tezligi radiusga perpendikulyar bo'lganligi uchun radial yo'nalishida 
Lorentz qisqarishi bo'lmaydi. Shu vaqtda disk aylanasi bo'ylab joy
lashgan bo'laklarning aylana bo'ylab uzunliklari Lorentz qisqarishiga 
duchor bo'ladi. Disk markazidan turli masofalardagi aylanalar uzunlik- 
larining mos radiuslarga nisbatlari turlicha bo'lib, 2-/r ga teng bo'lmay 
qoladi. Boshqacha aytganda disk aylanish natijasida deformatsiyalan- 
moqda. Klassik mexanika nuqtai nazaridan u deformatsiyanlanmasligi 
kerak edi. Yuqoridagi kabi bir qator misollarni keltirish mumkin. Bu 
misoldan ko'rinib turibdiki, maxsus nisbiylik nazariyasida mutloq qat
tiq jism tushunchasini kiritib bo'lmaydi. Shu sababli klassik nisbiylik 
nazariyasida real o'lchamga ega bo'lgan jism o'lchamsiz nuqta bilan 
almashtiriladi.
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3.2 Elektromagnit maydondagi zaryad 
uchun ta ’sir integrali

Tashqi elektromagnit maydonga kiritilgan zaryad uchun ta’sir in
tegrali ikki qismdan iborat bo ‘ladi. Birinchisi, faqat zaryadga tegishli 
bo'lib (2.7) ifoda bilan aniqlanadi. Ikkinchisi esa maydonning zaryadga 
Id'sirini ifodalab, ularning xarakteristikalari bilan aniqlanadi. Bu yerda, 
/uryad va maydon bir sistemaning ikki tashkil etuvchilari b o ‘lib, zaryad 
hosil qiladigan maydon va tashqi maydonni hosil qilgan qandaydir zar- 
ymllarning mavjudligi e’tiborga olinmaydi. Aks holda masala ancha 
nmnikkablashib ketadi. Biz qabul qilayotgan holat kuchsiz maydonlar 
vii kichik zaryadlar uchun juda yaxshi yaqinlashish hisoblanadi. Buning 
to‘g‘riligini nazariy va tajriba natijalarini umumlashtirish yo‘li bilan 
olingan tenglamalar bir xil bo ‘lishini tasdiqlaydi.

Tajribalardan ma’lumki, elektromagnit maydonga kiritilgan zana- 
clm elektr zaryad deb ataladigan bitta kattalik e bilan tafsiflanadi. Bu 
kattalik musbat, manfiy va hatto nolga teng boiishi mumkin. May- 
don vektor xususiyatga ega boiganligi uchun koordinata va vaqtning 
funksiyasi bo‘lgan 4-vektor bilan tafsiflanishi kerak. Bu vektor Ai bi- 
lun belgilanadi va 4-potensial deb ataladi. Ta’sir integrali skalyar, 
demak, integral ostida skalyar kattalik turishi kerak. 4-potensial Ai 
va bizga shu vaqtga qadar ma’lurn boigan yagona -  4-radius-vektor 
yordamida А г<1хг ko‘rinishdagi yagona skalyar kattalikni hosil qilish 
mumkin.1 Yuqoridagi fikrlarni e’tiborga olib ta’sir integralini quyidagi
cha yozamiz:

potensialning olchov birligi boshqa kattaliklar bilan mutanosib boiishi 
uchun kiritilgan deb tushinish mumkin. Bu maqsadda boshqa tezlikni 
ham yozish mumkin edi. Bu koeffitsient fundamental ma’noga ega ekan-

b o lib , harakat tenglamalarining chiziqli boiish in i ta ’minlab beradi. Kuchli 
maydonlar elektrodinamikasi zamonaviy fizikada mustaqil yo ‘nalish b o iib , alohida 
o'rganishni talab qiladi. Bu mulohazani maydon uchun ta ’sir integralini aniqlashda 
ham e ’tiborga olamiz. K itobning makroskopik elektrodinamika qismida kuchli 
maydonlar bilan b o g iiq  masala ustida qisqacha to 'xtalib o la m iz .

b b

(3.1)
a a

Bu yerda ikkinchi hadda 1 /c  ko‘paytmaning yozilishi yuzaki qaraganda

'T a ’sir integrali bunday ko‘rinishda tanlash kuchsiz maydonlar uchun o'rinli
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ligini - elektromagnit ta’sirning uzatilish tezligiga teng ekanligi keyinroq 
ochiladi. (3.1) ifodada integral a va b dunyo nuqtalaridan o ‘tuvchi va 
haqiqiy harakatga mos keluvchi dunyo chizig‘i bo'ylab olinadi.

4-potensial A 1 aniqlanishiga ko'ra 4-vektordir. Uning fazoviy tash
kil etuvchilari A  — Ax, A y, Az maydonning vektor potensiali deyiladi 
va oddiy vcktorni tashkil qiladi. Vaqt tashkil etuvchisi A0 = ip skalyar 
potensial deyiladi. Shunday qilib, 4-potensialni

Ai =  (ip, A ) (3.2)

ko'rinishda yozish mumkin. Bunga asosan (3.1) uch o'lchovli ko'rinish
da yozamiz:

b
— J  rnc ds 4-----A dr — e<p dt

Bu yerda (2.7) ni hisobga olsak, integral chegaralari a va b dunyo 
nuqtalariga mos keluvchi vaqtlar bilan almashadi:

op dt. (3.3)

^  +  — A v  -  eip (3.4)
cz с

eletromagnit maydonda zaryadning harakatini aniqlovchi Lagranj funk- 
siyasini beradi. (3.4) dagi birinchi had (2.8) bilan mos tushadi. Qolgan 
ikkita had esa zaryadning maydon bilan ta’sirlashishini aniqlavdi. 

Lagranj funksiyasidan tezlik bo'yicha hosila olamiz:

dC mv e . e „ „  .
- r -  =  — ; = =  H------ A =  p -1-------A  =  P. (3.5)
dv Гл ^  с с

Bu yerda P  -  zarrachaning umumlashgan impulsi, p -  zarrachaning 
oddiy impulsi. eA/c to'g'risida keyinroq fikr yuritiladi.

Maydonga kiritilgan zaryadning energiyasini yozamiz:

8C r  — mv 2



Maydonga kiritilgan zaryadning Gamilton funksiyasi

7i =  \Jni2c4 +  p2^  +  e<p =  m2c4 +  ( P ------+  etp. (3.7)

Yuqorida aniqlangan kattaliklarni kichik tezliklar uchun ko‘rib chi
qamiz. Bu holda Langranj funksiyasi quyidagi ko‘rinishga o ‘tadi:

m v 2 e A
С =  — ------!------A v  -  e i~p. (3.8)

2 с

Bu yerda m e 2 hadni Langranj funksiyaning xossasiga binoan tushirib 
qoldirdik.
Impuls

p  =  m v  =  P ----- -A , (3-9)
с

Gamilton funksiyasi

Bu ifodalar elektromagnit maydonda harakatlanayotgan klassik zarra
chaning Lagranj funksiyasi, impulsi va Gamilton funksiyasi ifodalari 
bilan mos tushadi.

3.3 Elektromagnit maydondagi zaryad 
harakat tenglamasi. Lorentz kuchi

Lagranj funksiyasi ma’lum bo ‘lgandan keyin elektromagnit may
donga kiritilgan zaryadning harakat tenglamasini olishga kirishamiz. 
Bulling uchun birinchi navbatda Lagranj tenglamasini yozamiz:

i ? £  =  « £ , (3.11)
dt dv dr

bu yerda Lagranj funksiyasi (3.4) ifoda bilan aniqlanadi. 
Lagranj tenglamasidagi hosilalarni hisoblaymiz:



Birinchi hadni ilovada keltirilgan (A .101) formula yordamida hisoblab 
(3.12) ni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

дП, 6 с
тг- =  — (v V )A  H-----[i;rot A] — egrad tp . (3.13)
or с с

Lagranj tenglamasining chap tomoni umumlashgan impulsdan olingan 
vaqt bo'yicha to'liq hosila ekanligini hisobga olsak, (3.11) quyidagi 
ko'rinishni qabul qiladi:

—  ^ p  H-----A^j =  — (u V )A  H----- -[vrot A] — e grad ip . (3.14)

Bu yerda A  koordinata va vaqtning funksiyasi bo'lganligi uchun undan 
vaqt bo'yicha olingan to'liq hosila ikki qisindan iborat bo'ladi (ilovada 
keltirilgan (A .73) formulaga qarang), ya’ni

dA DA
—  =  1 -  +  { „ -V )A . (3.15)

Bu ifodani (3.14) ga qo'yish natijasida quyidagini hosil qilamiz:

dp e dA  , e r ,, „
—г- = ------- ——  e grad :p H-----v r o tA ] . (3.16)
dt с dt с

Bu aniqlanishi lozim bo'lgan tenglama bo'lib, elektromagnit maydonda 
zaryadning harakat tenglamasini beradi. Tenglamaning chap tomonida 
impulsdan vaqt bo'yicha hosila turibdi demak, o ‘ng tomonidagi ifoda 
maydon tomonidan zaryadga ta’sir etuvchi kuchni beradi. Tenglama 
(3.16) dan ko'rinib turibdiki, maydonga kiritilgan zaryadga ta’sir etuv
chi kuch tabiati jihatidan ikki xil ekan, birinchisi

e c) A.
F e = -------—  -  e grad ip (3.17)

с dt
faqat qutb vektorlardan tashkil topgan. Ikkinchisi esa

F h =  — [vrotA l (3.18)с
bir tomondan zaryadning tezligiga bog'liq va unga perpendikulyar bo'l
sa, ikkinchi tomondan bu kuch ifodasiga psevdo (aksial) vektor rot A 
kiradi. Bunday ajralishda chuqur ma’no bo'lib, maydon ikki xil tabi
atga ega ekanligi ko'rsatadi.
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Haqiqatan ham, (3.17) ni elektr maydon tomonidan zaryadga ta’sir 
etuvehi kuch deb qarash mumkin. U holda

1 BA
E = ------- ——  grad ip (3.19)

с at

birlik zaryadga ta’sir etuvehi kuch bo ‘lib, elektr maydon kuchlanganligi 
deb ataladi.

Bu fikrni davom ettirsak (3.18) magnit maydon tomonidan zaryad
ga ta’sir etayotgan kuch bo‘ladi

Я  =  rot A (3.20)

esa magnit maydon kuchlanganligi deyiladi.
Endi elektromagnit maydonda zaryadning harakat tenglamasini qu

yidagi ko'rinishda yozish mumkin:

^  =  cE + -\ v H \  . (3.21)
dt с

Bu tenglamaning o ‘ng tomonidagi ifoda Lorens kuchi deyiladi. Zaryad
ga elektr maydon tomonidan ta’sir etuvehi kuch maydon kuchlanganligi 
bo'ylab yo‘nalgan. Magnit maydon tomonidan ta’sir etuvehi kuch esa 
magnit maydon kuchlanganligi va zaryadning tezligiga perpendikulyar 
yo‘nalgan.

Magnit maydonda zaryadga ta’sir etuvehi kuch uning harakat yo‘na- 
lishiga perpendikulyar bo!lganligi uchun bu maydonda zaryadni ko'chi- 
rishda bajargan ish nolga teng. Demak, zaryadni ko‘chirishda bajaril
gan ish faqat elektr maydon bilan aniqlanadi. Vaqt birligida bajaril
gan ish (kinetik energiyaning vaqt birligida o ‘zgarishi) tezlikni Lorentz 
kuchiga skalyar ko'paytmasi bilan aniqlanishidan foydalanamiz va 
(v[vll\) =  0 ekanligini hisobga olib, (3.21) dan quyidagini hosil qilamiz:

=  evE  . (3.22)
dt

Klassik rnexanikada harakat tenglamalari vaqt inversiyasiga (t —► 
- t )  nisbatan invariantdir. Ya’ni, kelajak bilan o ‘tmish farqlanmaydi. 
Mexanika qonunlarini klassik nuqtai nazaridan o ‘rganamizmi yoki nis
biylik nazariyasi yordamida o ‘rganamizmi farqi yo:q. Eng muhirni u 
tabiat qonunlarini aks ettirishi kerak. Shu sababli nisbiylik nazariyasida



ham zaryadning harakat tenglamasi vaqt inversiyasiga nisbatan invari
ant bo'lishi kerak. Bu holat qanday xulosalarga olib kelishini ko'rib 
chiqamiz. Haqiqatan ham, t —> —t almashtirish natijasida elektromag
nit maydonda zaryadning harakat tenglamasi (3.21) o'zgarmay qolishi 
uchun

t —> —t , ip —» ip , E —> E , A — A , H  —> —H  (3.23)

almashtirishlar o'rinli bo'lishi kerakligi kelib chiqadi. Shunday qilib 
elektr maydonda qandaydir harakat o'rinli bo'lsa, unga teskari harakat 
ham o'rinli bo'ladi. Magnit maydonda esa teskari harakat mumkin 
emas. Teskari harakat bo'lishi uchun magnit maydonning yo'nalishini 
teskariga almashtirish lozim bo'ladi.

Zaryadning harakat tenglamasini norelyativistik hoi uchun yoza
miz. Buning uchun (3.21) da p  ni mv bilan almashtirish yetarlidir.

d v p
m —  =  e E +  — [vH\ . (3.24)

dt с

Bu tenglama norelyativistik nazariyadan ma’lum bo'lgan elektromagnit 
maydonda zaryadning harakat tenglamasidir.

Endi zaryadning harakat tenglamasining to'rt o'lchovli ko'rinishini 
hosil qilamiz. Buning uchun ta’sir integralining to'rt o'lchovli ko'rinishi
(3.1) ni variatsiyalaymiz:

6S =  6 J  me ds — -  A i d x =  0 . (3.25)

Bu yerda ds — \Jdxrdxl ni hisobga olib, uning variatsiyasini

8ds =  5\/dxidxl — ------(Sdxi dx1 +  dxt SdxЛ =  — —
v ' 2ds ' 1 ds

ko'rinishda yozamiz. Skalyar ko'paytmada soqov indekslarni bir vaqtda 
ko'tarib-tushirishda natija o'zgarmasligidan foydalandik. (3.25) dagi ik
kinchi hadining variatsiyasi ko'paytmaning variatsiyasiga teng. Bularni 
inobatga olib (3.25) ifodani quyidagi ko'rinishda yozamiz:



I hi yerda dxt/ds  =  щ /с , щ - 4-tezlik. Yuqoridagi ifodaning birinchi 
va ikkinchi hadlarini bo'laklab integrallaymiz va 6xl(a) =  6xl(b) =  0, 
t)Al(a) =  8Al(h) =  0 ekanligin hisobga olib quyidagini hosil qilamiz:

— J  (m  dui 6xl +  - dAiSx1 — -  6 A i d x =  0 . (3.27)

Ai ning variatsiyasini va differensialini

. . dAi k dAi k

SAi =  -— rSx , dAi =  — t-dx . 
dxk dxk

ko'rinishda yozib olamiz. Bunga asosan (3.27) ni qayta yozamiz:

— J  (m  dui 6хг H— | dxk5xl -------^-^5xkdx1̂  =  0 . (3.28)

Birinchi hadda dui =  (dui/dr)dT , ukkinchi va uchinchi dxk^  =  uk( ̂ dr 
deb yozamiz, bundan tashqari uchinchi hadda i va к larning o‘rnini 
almashtiramiz:

1 rb dui e /  dAk dAi \ /.

С Ja m с V d x1 —i
s

H1 ds5xl =  0 , (3.29)

bu yerda ds =  cdr. Integral chegaralari “a” va “ 6” ixtiyoriy va bu dunyo 
nuqtalarida Sxk =  0 b o ‘lganligi uchun (3.29) da integral ostidagi ifoda 
nolga teng bo'lishi kerak, ya’ni

dui e f  d A k dAi ^

Iielgilash kiritamiz:
_ c)Ak 8Aj 

lk d x1 dxk ' ' ^

Ikkinchi rangli antisimmetrik 4-tenzor F{k elektromagnit maydon 4- 
tenzori deyiladi. Bu tenzor orqali zaryadning harakat tenglamasi quyi
dagi ko'rinishda yoziladi:

m  ”  =  Fikuk . (3.32)
dr

Bu zaryadning harakat tenglamasining to ‘rt o ‘lchovli ko‘rinishidir.



Tenzor Fik ning alohida elementlarining qanday fizik kattaliklarga 
to ‘g‘ri kelishini aniqlash uchun A 1 =  (ip, AX) Ay, Az) dan va elektr va 
magnit maydon kuchlanganliklarining ta’riflari (3.19)-(3.20) dan foy
dalanamiz. Misol uchun Fik ning bir necha elementlarini hisoblaymiz:

Foi =

F21 —

8A\ DAq 
dx° dx1

_____ d M
dx2 d xx

1 d A .
dt

dip
dx

dA, dAx dA
dy

+
dx

— Ex, Fq2 -  Ey ,  F 0 3  =  Ez\

Hz, F13 =  И,,. FS2 =  Hx .

Elektromagnit maydon tenzorining antisimmetrikligidan foydalanib 
uning qolgan elementlarini aniqlash mumkin. Endi tenzorni г-indeks 
qatorning, /с-indeks esa ustunning tartib raqamini ko‘rsatuvchi matritsa 
ko‘rinishida yozamiz:

Fik

/ 0 Ex Ey Ez \
—Ex 0 - H z Hy
- Ey Hz 0 - H x

V - E z - H y Hx 0 /

(3.33)

F 'k ni yozishda indekslarni ko;tarish va tushirish qoidasidan foyda- 
landik. Bu tenzorni shartli ravishda ikki vektorning to ‘plami sifatida 
yozish mumkin:

(3.34)

Shunday qilib, elektr va magnit maydon kuchlanganliklari bitta 4- 
tenzorning komponentalari ekan. Bu tenzorga elektr va magnit maydon 
kuchlanganliklari teng huquqli asosda kiradi.

Uch o'lchovli belgilashlarda (3.32) ning uchta fazoviy (i =  1,2,3) 
tashkil etuvchilari (3.21) tenglamaga aynan o ‘tishiga oson ishonch hosil 
qilish mumkin. Uning г =  0 tashkil etuvchisi bajarilgan ish tenglamasi
(3.22) bilan aynandir. Bu tenglama zaryadning harakat tenglamasidan 
keltirib chiqarish mumkin. (3.32) tenglamaning har ikkala tomonini ul 
ko'paytirib to'rtta tenglamadan uchtasi o'zaro bog'liq emasligini ko'rish 
mumkin. Bu masala 69 - betda ko'rilgan. Haqiqatan ham,



Imglamaning har ikkala tomoni nolga teng. Chap tomonining nolga 
lengligi 4-tezlikni 4-tezlanishga ko‘paytmasi nolga tengligidan, o ‘ng to- 
inoui esa Fjk antisimmetrik tenzorni игик simmetrik tenzorga ko'payt- 
miLsi nolga tengligidan kelib chiqadi.

3.4 Maydon kattaliklari uchun 
Lorentz almashtirishlari

Bir inersial sanoq sistemasidan ikkinchisiga o ‘tganda maydon kat- 
inliklari - elektromagnit maydon potensiallari va kuchlanganliklari qan- 
ilay almashishini ko‘rib chiqamiz.

Avvalgidek, К  va K ' sanoq sistemalardagi dekart koordinata o ‘qlari 
mos ravishda bir-biriga parallel va K ' sistema К  ga nisbatan x  o ;qi 
bo'ylab V tezlik bilan harakatlanayotgan bo ‘lsin. Bu holda elektro
magnit maydon potensiallari Аг =  (tp, A ) 4-vektorni tashkil qilganligi 
snbali ular uchun Lorentz almashtirishlari (1.49) ga asosan quyidagicha 
yoziladi:

=  Ау =  А 'г  А * =  л ‘ - (з : ,6 >

Elektromagnit maydon kuchlanganliklari uchun almashtirish for- 
mulalarini 4-masala natijasidan foydalanib yozamiz. Elektr maydon
urhun:

p l  ] V  nr/ CV _ V_ T i l

EX =  E 'X, Ey =  Ez =  * z .__c_n y (3.37)
1 y x/ i - P '2 ' ~

va magnit maydon uchun:

Iit/ _I v
И -  И' Ч -  y c z N -  z c УНх _  я ж> н у -  , Я ,  -  .

Shunday qilib, maydon “toza elektr” (H  =  0) yoki “toza magnit” 
( /•/' — 0 ) xarakteriga ega deyish nisbiy bo'lib, qaysi sanoq sistemaga 
nisbatan ekanligini albatta gapirish kerak. Masalan, biror sanoq sis- 
ii'inaga nisbatan maydon toza elektr bo ‘lsa, (3.38) ga ko'ra bu sistemaga 
nisbatan x  o'qi bo'ylab V  tezlik bilan harakatlanayotgan sanoq sis- 
trmada elektr maydon bilan bir qatorda magnit maydon ham namoyon
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bo ‘ladi. Shunga o ‘xshash biror sanoq sistemada maydon toza magnit 
bo ‘lsa, sistemalarda magnit maydon bilan bir qatorda elektr maydon 
ham namoyon bo ‘ladi. Shuning uchun fizik reallikni elektr yoki mag- 
nit maydonga tegishli deyishning ma’nosi yo;q. Fizik reallik 4-tenzor 
F lA' bilan aniqlanadi. (3.37) va (3.38) formulalarda с —> oo maydon 
birorta sistemaga nisbatan toza elektr (magnit) bo ‘lsa, boshqa barcha 
sistemalarda ham u elektr (magnit) bo ‘ladi. Bu fizik reallikka zid. 
Demak, elektrodinamikada faqat V <C r deb ko‘rish mumkin, ammo 
с —> oo mumkin emas.

Bir sonoq sistemaning ikkinchisiga nisbatan tezligi yorug‘lik tezligi
dan juda kichik deb, almashtirish formulalari (3.37)-(3.38) ni qatorga 
yoyamiz. Qatorda V/c birinchi darajalari bilan chegaralanib quyidagini 
hosil qilamiz:

EX =  E'X, Ey =  E'y +  ~H'z, Ez =  E'z -  ~H'y, E = E '  +  ± [ H , V\,

(3.39)

HX =  H'X, Hy =  H ' - - E ,„  HZ =  H'Z +  - E '  H = H ' - - [ E ' V \ .
y с с J с

(3.40)
Bu almashtirish formulalaridah hatto juda kichik tezliklarda ham may- 
donni toza elektr (magnit) xususiyatga ('ga deb bo ‘lmasligi ko‘rinib 
turibdi.

(3.37)-(3.38) ga teskari almashtirish formulalarini olish uchun V —> 
- V  ga va shtrixning o ‘rni almashtiriladi. Maydon kuchlanganliklari 
uchun Lorentz almashtirishlarini sanoq sistemalarning nisbiy harakati 
ixtiyoriy yo;nalishda bo'lgan hoi uchun (3.37)-(3.38) ni umumlshtirib 
vektor ko;rinishda yozish mumkin:

p _  rp i F E 'i + \{H'V\£||-£||, E x - ------ J = =  , (3.41)

Щ - я , ,  H± - (3-42>
Bu yerda E ,̂ Щ  maydon kuchlanganliklarining sanoci sistemalarning 
nisbiy harakat tezligi yo'nalishiga parallel va Ej_, H±  esa perpendikul
yar tashkil enuvchilari.

Almashtirish formulalari (3.37)~(3.38) dan ya‘na bir muhim xu- 
losa kelib chiqadi. Agar birorta sanoq sistemada maydon toza elektr
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(magnit) bo'lsa, boshqa barcha sanoq sistemalarda elektr vu innginl 
maydon o'zaro perpendikulyar bo'ladi. Masalan, E ' — 0 bo'lsin, bu 
holda almashtirish formulalari quyidagi ko'rinishga o'tadi:

Y_h > -У -Н '
Ex =  0. Ev =  ,c - 1 - . Ez =  . c y ; (3.43)

y V i - / 3 2 ' >/i

HX =  H'X. Hy =  —j = = i .  H Z =  - ?= = L = . (3.44)Hv К  
/ Г ^ з 2' г

Hu ifodalarning ikkinchisidan H' va H'z topib birinchisiga qo'yamiz:

Ex =  0 , Ey =  ~ H z, Ez =  ~~Hy, E = - - c [VH\. (3.45)

lluddi shunga o'xshash H ' =  0 bo'lgan hoi uchun quyidagini yozish 
mumkin:

Hx =  0, Hy =  У-Ег. Hz =  ~ \ е у, H =  -  [VE\. (3.46)

Shunday qilib, har ikkala holda К ' sistemada elektr va magnit maydon 
kuchlanganliklari bir-biriga perpendikulyar ekan.

Bu masalani boshqa tomondan ko'rib chiqamiz. Elektr va magnit 
maydon kuchlanganliklari antisimmetrik 4-tenzor F lk bilan aniqlangan- 
ligi uchun ulardan bir inersial sanoq sistemadan ikkinchisiga o'tganda 
Lorentz almashtirishlariga nisbatan invariant bo'lgan kattaliklarni hosil 
qilish mumkin. Bu invariantlar quyidagicha aniqlanadi:2

h  =  F lkFik =  inv, h  =  eiklmFlkFlm =  inv . (3.47)

Hu yerda elklm barcha indekslari bo'yicha to'la antisimmetrik birlik 
tenzor. Bevosita hisoblashlarga ko'ra

h  =  2(Я 2 -  E 2) =  inv, I2 =  - 8 (EH ) =  inv . (3.48)

Hu yerda. I\ haqiqiy skalyar, I-j psevdo skalyardir. Chunki uch o'lchovli 
fazodagi inversiya operatsiyasiga nisbatan I\ invarant qoladi, /2 ning 
ishorasini o'zgaradi.

Ikkinchi invariantni / 2  =  V F ikF lmF,kFim ko'rinishda ham yozish mumkin.
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Bu invariantlar maydonning mutloq xarakteristikalari boiib , quyi
dagi xulosalarga olib keladi:

1. “Eiektromagnit maydon nolga teng” (I\ = / 2  =  0 ) yoki elektr 
va magnit maydon kattalik jihatdan bir-biriga teng va o ‘zaro perpen
dikulyar (/] =  / 2 =  0) degan tasdiqlar invariantlar maydonning mutloq 
xarakteristikasi ekanligiga misol boiadi. Haqiqatan ham bu holda bar
cha inersial sanoq sistemalarda bu tasdiq o'rinli boiadi.

2. Agar birorta inersial sanoq sistemada elektr va magnit maydon 
o ‘zaro perpendikulyar, ya'ni (EH) =  0 (/2 =  0) boisa, ular barcha iner
sial sanoq sistemalarda perpendikulyar boiadi. Bu holat hatto (3.39)-
(3.40) ga ko‘ra F < C c d a  ham o ‘rinli boiadi.

3. Agar birorta sanoq sistemada elektr va magnit maydon bir- 
biriga teng boisa, ya’ni H  =  E  (/1 =  0) boisa, ular barcha inersial 
sanoq sistemalarda bir-biriga teng boiadi.

4. Agar birorta inersial sanoq sitemada /2 =  0 va I\ >  0 (\H\ >  
|i?j) boisa, barcha sistemalarda bu tengsizlik oiin li boiadi. Bu holda 
shunday sanoq sistemani ko'rsatish mumkinki, unga nisbatan maydon 
toza magnit boiadi. Shunga o ‘xshash /2 =  0 va I\ <  0 (|H] <  \E\) 
boisa, shunday sanoq sistemani ko‘rsatish mumkinki, unga nisbatan 
maydon toza elektr boiadi.

5. Invariantlarning berilgan qiymatlarini qanoatlantiruvchi elektr 
va magnit maydonning ixtiyoriy boshqa qiymatiga Lorentz almashti- 
rishlari orqali erishish mumkin. Xususan, shunday sanoq sistemani 
topish mumkinki unga nisbatan elektr va magnit maydonlar shu nuq
tada bir-biriga parallel boiadi. Bu sistemada E H  =  E H . Quyidagi 
tenglamalardan

H 2 -  E 2 =  H 2 -  E l  E H  =  E0H 0

aniqlanishi lozim boigan maydonni topish mumkin. Bu yerda Eq va 
H q boshlangich sistemada maydon kuchlanganliklari.

3.5 Maydonning kalibrovka invariantligi

Zaryadning harakat tenglamasi (3.21) da ishtirok etayotgan may
don kuchlanganliklari zaryadga ta:sir etayotgan kuchlar orqali aniqlana
di. Elektomagnit maydon potensiallari (3.19) va (3.20) harakat tengla
malarda bcvosita ishtirok etmaganligi uchun ularni tajribalardan tiklab
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boimaydi. Demak, ular tajribalarda o ‘lchamnaydigan yordamchi katt a  
liklar ekan. Shu sababli maydon kuchlanganliklarining (3.19) va (3.20) 
koiinishidagi ta’rifida potensiallar uchun ixtiyoriylik mavjud boiishi 
kerak.

Ixtiyoriylik darajasi qanday ekanligini ko;rib chiqamiz. Silliq ix
tiyoriy funksiya V’ ( r ) 0  yordamida vektor potensialni quyidagicha al- 
mashtiramiz:

Hu almashtirishni magnit maydon ta’rifi bo ‘lgan (3.20) tenglamaga 
tatbiq qilamiz:

H  =  rot A — rot A' — rot grad ф(г, t) =  rot A' =  H 1. (3.50)

Hu yerda rot grad tpr, t) =  0 ekanligini hisobga olidi. (3.50) ga ko‘ra
(3.49) almashtirishga nisbatan magnit maydon kuchlanganligi invariant 
ekan.

Endi (3.49) almashtirishni (3.19) ga tatbiq qilamiz:

Agar skalyar potensial

ko‘rinishda almashtirilsa, elektr maydon kuchlanganligi ham o'zgarmas- 
ligi koi'inadi:

Shunday qilib, vektor va skalyar potensiallarning ixtiyoriylik koia- 
ini mos ip(r,t) funksiyaning gradiyenti va vaqt bo'yicha olingan hosi- 
!;i.si belgilanar ekan. 0 ‘zgarmas elektr maydon uchun rp(r,t) funksiya 
o ‘zgarmasga teng bo ‘ladi. 0 ‘zgarmas magnit maydon uchun esa vektor 
potensialga koordinataga bogiiq  boimagan o'zgarmas vektorni qo'shish 
mumkin.

A' =  A  +  grad ф(г, t) . (3.49)

1 ЗА  , 1 0 A' , ,
E = ------- —  -  grad ̂  = ------- —  -  grad кр =  E

с dt с dt
(3.52)
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Urnumiy holda (3.49) va (3.51) almashtirish formulalari bilan bog'
langan (A , ) va (A\ ip') potensiallar bilan aniqlangan maydon kuch
langanliklari bir-biriga aynan tengdir.

Almashtirishlar (3.49) va (3.51) ga nisbatan elektr va magnit may
don kuchlanganliklarining o'zgarmasligi kalibrovka yoki gradient in- 
variantlik deyiladi. Yordamchi funksiya ф(г,1) kalibrovkalovchi funk
siya deb ataladi. Bu funksiyani tanlash orqali turli kalibrovkalarga 
erishiladi. Amalda qanday kalibrovkalardan foydalaniladi degan savolga 
keyinroq qaytiladi.

Mavzuning oxirida potensiallarni almashtirish formulalari (3.49) va 
(3.51) ni to'rt o'lchovli ko'rinishini keltiramiz:

A'k =  Ab -  ^  . (3.53)

3.6 Tekis harakatlanayotgan 
zaryad maydoni

Maydon uchun almashtirish formulalarining tatbiqi sifatida rel
yativistik tezlik bilan tekis harakatlanayotgan zaryad maydonini aniq
laymiz. Zaryad bilan harakatlanayotgan K ' sanoq sistemada magnit 
maydon nolga teng (A ' — 0). Bu sistemada tinch turgan nuqtaviy 
zaryadning maydon potensiali

=  (3-54)
r

formula bilan aniqlanadi. Almashtirish formulalari (3.36) ga asosan 
laboratoriya sanoq sisteinasida

=  №55! 

Endi radius-vektor r 1 ni Lorentz almashtirishlari yordamida x, y. z orqa
li ifodalaymiz:

r =  J  (x ')2 +  (? /)2 +  (z')2 = й = = = р )  + W 2 +  W 2 - (3.56)
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Ни ifodadagi asirnmetriya harakat x  o ‘qi b o ‘ylab  b o ‘ layotgani bilan 
b(i|',‘ li(|. 15uuga asosan

^ \/{x -  v t)2 +  (I -  /32) (у2 +  z2)

Afar r  =  vt, у =  0 , z =  0 nuqta £ momentda zaryadning koordi- 
imlalarini aniqlasa, zaryaddan kuzatish nuqtasi (x ,y , z ) ga o ‘tkazilgan 
i adius-vektorni quyidagi koiinishda. yozish mumkin:

r  =  i(x — vt) +  jy  +  kz (3.58)

r =  ^ {x  -  vt)2 +  y2 +  z2 . (3.59)

auli masalani qutb koordinatalarida koiamiz:

x — vt =  r cos Ф, \Jy2 +  z2 =  r sin ф 

I м it < nsial ifodasi (3.57) ni bu koordinatalarda yozamiz:

v> =  , e ----------- --  (3 -60)
r 1 — /32 sin2 ф

I aidi almashtirish formulalari (3.36) ga asosan laboratoriya sanoq 
a .1 с-inasida vektor potensialni topamiz:

Л' = - Ы - Ъ -  e" Л  =  0, A . - 0 .
VI  P cr у  1 — /32 sin ф

(3.61)
Hu natijani ixtiyoriy yo‘nalish uchun umumlashtirib, (3.61) ni vektor 
lui'rinishda yozish mumkin:

A  =  —  . (3.62)
с

Potentsiallar uchun olingan (3.57) va (3.62) ifodalarga asosan elektr 
va magnit maydon kuchlanganliklarini (3.19) va (3.20) formulalar yor- 
ilainida hisoblaymiz. Bunda vaqt bo'yicha hosilani x  bo ‘yicha hosila 
1111 a11 almashtirish mumkin, ya’ni

0 _  0 
dt Ox
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e ( x - v t ) { l  -  p2)
E * ~  7,:-----------t t - t : — ^ 7— й— ■ ( 3 -6 3 )

Hisoblash ishlarini amalga oshirib, quyidagilarni hosil qilamiz:

[(x --  vt)2 +  (1 - P2) (y2 +  z2)}3/2
ey( 1 - P 2)

[(x --  vt)2 +  (1 - /32) (?/2 4- z2) f 2
ez( 1 - P 2)

Ev =  . Г: f :  - (3-64)

Ez = -------------------- i------tLl-------------  . (3.65)
[(x -  vt)2 +  (1 -  /32) (у2 +  z2)} I

Yoki vektor ko'rinishda

er( 1 -  p2) er(l -  /32)
E

[(x -  vt)2 +  (1 -  f32) (у2 +  г2)]3/ 2 r3(l -  (32 sin2 гp)3 2̂
(3.66)

Bu ifoda va (3.57) dan ko'rinb turibdiki, tinch turgan zaryad may- 
donidan farqli ravishda tekis harakatdagi zaryadning elektr maydoni 
sferik simmetriyaga ega emas. Zaryaddan kuzatish nuqtasigacha bo'l
gan masofa r o'zgarmas boiganda, ip burchak — n dan tt gacha o'zgar- 
ganda elektr maydon kuchlanganligi eng kichik qiymati { vj =  0 ; — тг; тс)

- I n  _  ft2( 1 - n  (3.67)

dan eng katta qiymati (</’ =  — 7Г/ 2 ; тт/2)

^  =  T s r b *  l3M)

gacha ortadi. Tezlik ortganda E\\ kamavadi. E± esa ortadi.
Olingan natijalarni boshqacha talqin qilish mumkin. Skalyar po

tensial x o'qi bo'ylab v tezlik bilan harakatlanuvchi ellipsoid

(x -  vt,)2 + ( l  ~ P2)  ( У2 + const

sirtida o'zgarmas qiymatga ega. Bu sirt zaryad harakati yo'nalishida 
sferani 1 : \Д~~ ft2 marta siqish natijasida hosil bo'ladi. Zaryadning 
tezligi yorug'lik tezligiga yaqinlashganda (3.66) ifodaning maxraji -ф — 
7t/2  atrofida burchakning tor intervalida nolga yaqin bo'ladi. Shu in- 
tervalni baholaymiz:

,2 • 2 ( к  ,
1 - 0  sin I 2 ± —  ) « 0 .
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Bundan v —» с da elektr maydon noldan farqli soha kengligi

ifoda bilan aniqlanishini topamiz.
Magnit maydon uchun quyidagi ifodani olamiz:

и  --------------------гИ ----------- = . (3.69)
c[(x — Vt)2 + (1 - ft2 ) (y2 + Z 2 )\ I c

Xnsusan v <C с b o ‘lsa,

£ = e_r H = £ H  (370)
г6 с r6

3.7 Elektr maydonda zaryadning harakati

Zaryadlangan zarrachaning o ‘zgarmas bir jinsli elektr maydondagi 
harakatini o ‘rganishdan boshlaymiz. Bu holda uning harakat tengla- 
masi quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

% = * .  (3.71,

Maydon yo'nalishini Ox  o ‘qi bilan mos tushadi deb olamiz. Harakat 
albatta tekLslikda sodir boiadi. Bu tekislik sifatida xO y  tekisligini tan- 
laymiz. Bu holda (3.71) tenglamaning o'qlarga proeksiyalarini quyidagi 
ko'rinishda yozish mumkin:

^  =  %  - °  • (3 72) 

Bu tenglamalarni bir marta integrallaymiz:

px =  eE t +  p 0 x , Py =  Poy • (3.73)

Bu yerda pox va p oy zarrachaning boshlangich impulsining mos o'qlar- 
ga proeksiyalari. Boshlangich vaqtda p oz =  0 va poy =  po deb olamiz. 
Bu bilan masalaning umumiyligiga putur yctmaydi, ammo masala an- 
cha soddalashadi.
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Harakat tenglamalari (3.73) ni ikkinchi marta integrallash uchun 
tezlik, kinetik energiya va impuls orasidagi bog'lanish (2.17) dan foy
dalanamiz. Bu bog'lanishga asosan

pxc2 dx c2eEt 
vx =  ——  yoki =  —= ---------------- (3.14)

\j£о +  (ceE ty

Bu yerda

£ =  \Jm2c4 +  c2p2 — у /m2(4 +  c2pl +  (ceE t)2 =  \J £% +  (ccE t)2 

Huddi shunga o'xshash (3.731 dagi ikkinchi tenglamani qayta yozamiz: 

РУ(’2 T  ^  P°C'2 /0-7^vy =  —— yoki —  =  ■■ .......  . (3.75)
* +  (ceEt,)2

(3.74) va (3.75) tenglamalarni integrallaymiz:

x =  ~ J s 2 +  (ceE t)2 +  Cy , (3.7G)
e tj v

y =  §  A r s h ~  +  C2 . (3.77)

Integrallash doirniylari Ci va С 2 lar boshlang'ich shartlardan topiladi. 
Masalan, boshlang'ich vaqtda zaryad koordinata boshida turibdi deb 
olsak, Ci =  —£o/eE  va C2 =  0 . Sq zaryadning boshlang'ich ener
giyasi. Bularni hisobga olamiz va (3.76) - (3.77) tenglamalardan vaqtni 
yo'qotib, zaryadning harakat traycktoriyasi uchun quyidagini hosil qi
lamiz:

■ <3-78> 

Bu ifoda ko'ndalang elektr maydonda (E L  p0) zaryad zanjir chizig'i 
bo'ylab harakat qilishini 'ko'rsatadi. Agar zaryadning tezligi v <C с 
bo'lsa, (3.78) norelyativistik holga o'tadi:

So Л  ̂ ( eE y \ 2 . \ m eE  2 eE  0
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vn in zaryad parabola bo'ylab harakat qiladi. Bu bizga nazariy mcx 
aiului kursidan yaxshi tanish boigan natijadir.

M asala. B o ‘ylarria bir jinsli elektr maydonda zaryadning haraka- 
hm o ‘rganing.

Yechish. Elektr maydonni x  o ‘qi bo:vlab yo‘naltiramiz. Bosh- 
laiigich shartlar quyidagi ko‘rinishda boisin:

POx =  0, poy =  o, Poz =  0, So =  me2.

Harakat tenglamasini bir marta integrallaymiz:

px =  eEt, py =  0, pz =  0 .

Kclyativistik zarrachaning tezligi va impulsi orasidagi bogianish (2 .10) 
dan foydalanib yuqoridagi tenglamani

«■-■=(— ) A M — УV me /  /  V V rnc /

ko'rinishda yozib olamiz. Bu tenglama relyativistik zarrachaning tekis 
tezlanuvchan harakat qonunini beradi. Nisbiylik nazariyasida tekis 
tezlanuvchan harakatni tushinish uchun turli vaqtlarda zarracha bi- 
Ian bogiangan К ', К ", K " , . . .  sanoq sistemalarini kiritamiz. Har 
bir vaqt mornentida zarracha bilan bogiangan bu sanoq sistemalarda 
uning tezligi nolga teng. Shuning uchun 4-tezlanish uchun w[ =  0 
va masalaning shartiga ko‘ra w' =  u/x =  f'x/m =  eE/m , w'y =  w'z =  0 
((2.25) formulaga qarang). 4-tezlanish uchun Lorentz almashtirishlari- 
dan foydalansak, tinch turgan sanoq sistemaga nisbatan tezlanishning 
,i; o ‘qiga proeksiyasi

w' eE  
W — -- ;--- --------  =  -----  ----.

\Jl — 112/ с 2 m sj 1 — v2/c2

Ikkinchi tomondan (1.66) formulaga asosan

v v2i>
1 - V 2/c2 + c2 (! _ v 2 / c2 f  ■

Yuqoridagi ikki ifodani solishtirib quyidagi tenglamani topamiz:



Bu tenglamani ikki marta integrallab, bo ‘ylama elektr maydonda zar
yadning tekis tezlanuvchan harakat qonunini aniqlaymiz:

me2 (  eE  \ 2

Bu giperbola tenglamasidir. Shuning uchun ko‘pincha relyativistik mex- 
anikada o ‘zgarmas elektr maydonda zaryadning harakati klassikadagi 
parabolikdan farqli ravishda giperbolik deyiladi.

3.8 Magnit maydonda zaryadning harakati

0 ‘zgarmas va bir jinsli magnit maydonda zaryadning harakatini 
ko'rib chiqamiz. Bu holda zaryadning harakat tenglamasi (3.21) quyida
gi ko‘rinishni oladi:

f  = <380> 
Magnit maydonda zaryadni ko‘chirishda bajarilgan ish nolga teng b o i- 
ganligi uchun energiya saqlanadi, ya’ni £ =  £q =  const. Bu holda rel
yativistik zarrachaning tezligi, impulsi va energiyasi orasidagi

v£q 
P =  —o-

bogianishni inobatga olsak (3.80) tenglamada impulsni tezlik orqali 
ifodalash mumkin:

So dv _  e. 
c2 dt с

Magnit maydonni 2 o‘qi bo'ylab yoiialtirsak. (3.81) tenglama kompo- 
nentalarda quyidagi koiinishda yoziladi:

dvx ecH dvv ecH dv-
-5T =  — S t — — *- d f = a  (382)

Birinchi ikki tenglama vx va vy ga nisbatan birinchi tartibli, chiziqli 
va bir jinsli differensial tenglamalar sistemasi boiib, uning yechimi 
quyidagi koiinishda yoziladi:

dx(t)
vx (t) — t>0_L cos(ujt +  a),

dt 
dy(t) =  vy(t) =  — vox sin(u;i +  a). (3.83)dt
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Ни yerda vo± =  ^Jv2 +  v2 tezlikning magnit maydonga perpendiknlyui 
tashkil etuvchisi bo'lib, xy  tekisligida kattalik jihatdan o'zgarmaydi. <v 
boshlang'ich faza.

Harakat trayektoriyasini topish uchun (3.83) tenglamalarni integ- 
lallaymiz:

x(t) — x  о — R sin(co>£ +  a).
y{t) ~  Уо =  Rcos(uit +  a), (3.84)
(x -  x 0)2 +  (y -  y0)2 =  R2.

Hu yerda
едх =  щ±£о =  ф  (385)
u> ecH eH 

Ii impulsning xy  tekisligiga proeksiyasi.
Shunday qilib, zaryad magnit maydonda unga perpendikulyar te- 

ki.slikda moduli jihatda o'zgarmas bo'lgan vox tezlik bilan R radiusli 
uylana bo'ylab harakat qilishini aniqladik. Aylanish chastotasi

w =  ^  (3.86)
<bo

ill к la bilan aniqlanadi va s i k l o t r o n  chastota deyiladi. Agar v с 
bo'lsa, £  и  me? va (3.86) quyidagi ko'rinishga o'tadi:

eH
t o . (3.87)

me

Siklotronda zaryadlangan zarrachalarni tezlatish uchun magnit va 
elektr maydondan foydalaniladi. Tczlatgich ikki qismdan iborat bo'ladi. 
Hit inchi qismida tezlatgich kamerasiga kirgan zaryadlar elektr may- 
donda tezlatiladi. Bundan keyin ular siklotronning yarim aylanadan 
iborat bo'lgan qismida magnit maydon ta’sirida tezligini o'zgartirmas- 
<Ian burib beriladi. Burilgan zarracha ikkinchi elektr maydonda tezlati- 
liuli. Yana magnit maydonga kiradi va h.k.z. Boshlangich vaqtlarda 
/,ai rachalarning tezligi kichik bo'lganda elektr maydonning chastotasi 
(3 87) bilan aniqlanadi. Bunda maydon chastotasi ешп-giyaga bog'liq 
bo'lmaydi. Uning tezligi relyativistikka yaqinlashganda chastota (3.86) 
bilan aniqlanadi.3

'Siklotronning ishlash prinsiplari bilan to ‘ la tanishish ushbu darslik doirasiga 
kimiaydi. U bilan kengroq tanishish uclmn maxsus adabiyotlarga m urojaat qiling.
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Endi (3.82) tenglamalarning uchinchisini integrallaymiz:

~ — — v0|| t, (3.88)

bu yerda u0|| boshlangich tezlikning magnit maydonga parallel tashkil 
etuvchisi.

Olingan natijalarni umumlashtirib (3.84) va (3.88) ga ko!ra quyi
dagi xulosaga kelamiz:

Bir jinsli o'zgarmas magnit maydonda zaryad o ‘qi magnit maydon 
yo'nalishi bilan mos keluvchi vint chizig‘i bo'ylab harakatlanadi. Husu- 
san (г’оц =  0) bo‘lsa, harakat trayektoriyasi aylanadan iborat bo'ladi.

3.9 3-bobga C3id masala va savollar
1. Zaryadlangan zarrachaning tezlanishini uning tezligi, elektr va magnit 

maydon kuchlanganligi orqali ifodalang.
2. Bir jinsli elektr maydon uchun tp = —Er tcnglik o ‘rinli boiishini ko‘rsa- 

ting.
3. Bir jinsli magnit maydon uchun A = [Hr}/2 tenglik olinli boiishini 

ko‘rsating.
4. Berilgan К  sanoq sistemada bir jinsli elektromagnit maydon kuch

langanliklari uchun |EH] Ф 0 shart o‘rinli bolsin. Ular o'zaro parallel 
(E 1 || H') boiadigan barcha inersial (K') sanoq sistemalarni toping.

5. Berilgan К  sanoq sistemada bir jinsli elektromagnit maydon quyidagi 
xossalardan biriga ega boiadigan barcha inersial sanoq sistemalarni 
toping:
a) Maydon kuchlanganliklaridan biri nolga teng (E ' = 0 yoki H' = 0);
b) Maydon kuchlanganliklari o‘zaro perpendikulyar (E ' _L H')\
c) Maydon kuchlanganliklarining absolyut qiymatlari teng (E' = H')\
d) Maydon kuchlanganliklarining ikkalasi nolga teng (E' = H' = 0).

6. Ta’sir integrali (3.3) ni variatsiyalashda integralning yuqori chegarasi 
erkin o‘zgaradi deb, umumlashgan 4-impuls

ifoda bilan aniqlanishini ko‘rsating.
7. Zaryadlangan zarracha yassi magnit maydonda (Ax = Ay =  0 va Az = 

Az(x,y)) harakatlanganda

boiishini ko‘rsating. Ko‘rsatma: Bu kattalik umumlashgan impulsning 
г o‘qiga proeksiyasi ekanligidan foydalaning.
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8. Zaryadlangan zarracha o‘q simmetriyasiga ega bo'lgan 11■ a 1111 mu 
donda (Ar — Az = 0 va /Ц  = A^{r,z)) harakatlanganda

тг2ф e —,_____ H— rAjj, = const
\/Г“  c

bo'lishini ko'rsating. Ko'rsatma: Bu kattalik silindrik koordinata sis- 
tcmasida umumlashgan impulsning ф o'qiga proeksiyasi ekanligidan 
foydalaning.

9. O'zgarmas bir jinsli ko'ndalang magnit maydonda (H) harakatlanayot
gan zaryadlangan relyativistik zarrachaga (m, e) qo'shimcha qarshilik 
kuchi (F  = —ijv) ta’sir qilmoqda. Zaryadning harakat tryektoriyasini 
aniqlang.

10. Zaryadlari e.\ va e2 bo'lgan zarrachalar x o'qiga parallel holda o'zgar
mas v tezlik bilan harakatlanmoqda. Laboratoriya sanoq sistemasida 
zarrachalarning o'zaro ta’sirlashish kuchini toping. Xususan, ultrarel- 
yativistik holni ko'rib chiqing. Topilgan kuch F = — C2grad0 formula 
bilan aniqlanishi mumkinligini ko'rsating. ф = ei/%2r, r — \r2 — r\\, 
r\, Г'2 zaryadlangan zarrachalarga o'tkazilgan radius-vektorlar.

11. Zaryadi e va massasi rn bo'lgan zarracha ixtiyoriy tezlik bilan o'zgarmas 
bir jinsli elektr maydonda harakatlanadi. Boshlangich momentda zarra
chaning impulsi p0 va u koordinata boshida bo'lsin. Zarrachaning ko- 
ordinatalarini, vaqt t ni va energiyasini laboratoriya sistemasida uning 
xususiy vaqti r ning funksiyasi sifatida aniqlang. r ni yo'qotib, uch 
o'lchovli koordinatalarni vaqt t orqali yozing.

12. Massasi m. zaryadi e va boshlang'ich energiyasi £ bo'lgan relyativistik 
zarracha harakatiga qarshilik ko'rsatuvchi bir jinsli elektr maydonga 
kiritilganda qanday masofada to'xtaydi?

13. Zaryadlangan relyativistik zarracha o'zaro parallel bo'lgan bir jinsli 
elektr (E = (0,0, E)) va magnit (H  =  (0, 0, H)) maydonda harakatlana
di. Boshlang'ich vaqtda uning impulsi p0 — (poX: 0,poz). Zarracha 
impulsining tashkil etuvchilarini va energiyasini uning xususiy vaqti r 
ga bogianishini toping. Zarracha traektoriyasining koordinata o'qlariga 
proeksiyalarini kompyuter yordamida chizing.

14. Zaryadi e bo'lgan m massali norelyativistik zarracha skalyar potensiali 
ip = k(x2 — у2) bo'lgan ikki o'lchamli elektrostatik maydondan o'tadi. 
к — const > 0 (zaryadlangan zarrachalarni fokuslovchi linza). Zarracha 
boshlang'ich vaqtdagi koordinatasi (.го, j/o: г о ): tezligi v о =  v q z . Zarra
chaning harakat qonunini aniqlang.

15. Elektromagnit maydondagi zaryadlangan relyativistik zarrachaning ha
rakat tenglamasini silindrik koordinatalarda yozing.
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16. Radiuslari Ri, R2. (R.\ < R2) bo‘lgan silindrik kondensator qoplama
lari orasidagi potensiallar farqi V. Qoplamalar orasida kuchlanganligi 
silindr o'qiga parallel bo‘lgan aksial magnit maydon (H ) bor. Katod 
vazifasini bajaruvchi ichki qoplamadan boshlang‘ich tezligi nolga teng 
bo‘lgan elektronlar chiqadi. Magnit maydon ta’sirida elektronlarning 
traektoriyasi buriladi. Qoplamalar orasida magnit maydon oqimi Фс 
qanday bo‘lganda, elektronlar anod vazifasini bajaruvchi ikkinchi qo- 
plamaga yetib borolmaydi.

17. Bir jinsli magnit maydonda harakatlanayotgan zaryadlangan zarracha- 
ga magnit maydonga perpendikulyar yo'nalishda nomagnit xususiyatga 
ega bo‘lgan qo‘shimcha F  kuch ta’sir qiladi. Qo‘shimcha kuch ta’sirida 
yuzaga kelgan ko‘ndalang dreyf tezligini aniqlang.

18. Chiziqli zichlik \ bilan tekis zaryadlangan ip laboratoriya sanoq sis
temasida o‘zining uzunligi bo'ylab v tezlik bilan ko‘chmoqda. Ipdan 
r masofada joylashgan nuqtaviy zaryad aynan shunday tezlik bilan 
ipga parallel yo‘nalishda harakatlanadi. Zaryadga ip tomonidan ta’sir 
etuvehi kuclmi toping.

19. Zaryad qanday xususiyatlarga ega?
20. Nisbiylik nazariyasida absolyut qattiq jism tushunchasini kiritib bo‘l- 

masligini tushuntiring.
21. Elektromagnit maydondagi zaryad uchun ta’sir integrali nimalarga aso

san yozildi?
22. Elektromagnit maydondagi zaryad uchun ta’sir integralini 3- va 4 - o‘l- 

chovli ko‘rinishda yozing.
23. Elektromagnit maydondagi zaryad uchun Lagranj funksiyasini yozing. 

v -С с holni ko‘rib chiqing.
24. Elektromagnit maydondagi zaryad uchun Gamilton funksiyasini yozing. 

p <§; me holni ko‘rib chiqing.
25. Maydonda harakatlanayotgan zaryad harakat tenglamasini yozing.
26. Zaryadga ta’sir etuvehi Lorentz kuchi qanday qismlardan iborat?
27. Elektr va magnit maydon nazariyaga qanday yo‘sinda kiritiladi?
28. Zaryadni ko'chirishda faqat elektr maydon ish bajaradi. Sababini tu

shuntiring.
29. Elektromagnit maydon tenzorini yozing. U qanday xossalarga ega?
30. Zaryadning harakat tenglamasini 4-o‘lchovli ko‘rinishda yozing. Elek

tromagnit maydon tenzorining ko‘rinishidan foydalanib, uni 3-o‘lchovli 
ko‘rinishga o‘tkazing.

31. Maydon potensiallari uchun to‘g‘ri va teskari Lorentz almashtirish for
mulalarini yozing.

32. Maydon kuchlanganliklari uchun Lorentz almashtirishlarini yozing.



4-bob

Elektrodinamikaning asosiy tenglamalari

4.1 Maksvell-Lorentz tenglamalarining 
birinchi jufti

Elektromagnit maydon qonunlarini aniqlovchi asosiy tenglamalarni 
aniqlashga kirishamiz. Vektor analiz kursidan ma’limki, birorta vektor- 
ning divergensiyasi va rotori ma’lum bo'lsa, u aniqlangan hisoblanadi. 
.4.3 paragrafda biz elektr va magnit maydonga matematik ta'rif bergan 
edik, ya’ni

_  , 1 dA
E =  — grad(/j-------— , H  =  rot A .

с at
Bu ifodalarning birinchisidan rotor olamiz:

_  , 1 d rot A
rot E =  — rot grad 9 --------------- .

с at

0 ‘ng tomondagi birinchi had aynan nolga tengligini hisobga olib elektr 
maydonni aniqlovchi quyidagi tenglamani olamiz:

_  1 dH  ,
v o t E = ------ — . (4.1)

с at

Bu yerda H  — rot A  ni hisobga oldik. Bu tenglamadan quyidagi xulosa 
kelib chiqadi:

Vaqt bo'yicha 0 ‘zgaruvchi m agnit m aydon uyurm ali elek tr  
m aydonni yuzaga keltirib chiqaradi.

Endi magnit maydonni aniqlovchi birinchi tenglamani hosil qilamiz. 
Buning uchun magnit maydon kuchlanganligidan divergensiya olamiz 
va div rot A  =  0 ekanligini hisobga olib quyidagini hosil qilamiz:

div H  =  0. (4.2)

Bu tenglama m agnit m aydonni hosil qiluvchi manba - m agnit 
zaryadlari y o ‘qligini k o ‘rsatadi. (4.1) va (4.2) - Maksvell-Lorentz 
tenglamalarining birinchi jufti deyiladi.
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Bu tenglamalar hali elektr va magnit maydonni to'liq aniqlamaydi. 
Birinchidan. yuqorida ta’kidlaganimizdek div E  va rot H  larni aniq
lovchi tenglamalar yo‘q, ikkinchidan, (4.1) tenglamada magnit may
donning vaqt bo'yicha o ‘zgarishi ishtirok etmoqda. Shu vaqtda elektr 
maydonning vaqt bo'yicha o ‘zgarishi vuqoridagi tenglamalarda yo‘q. 
Bu masalaga keyinroq qaytamiz.

Endi Maksvell Lorentz tenglamalarining birinchi juftining integral 
ko'rinishi hosil qilamiz. Buning uchun (4.2) tenglamaning har ikkala 
tomonini ixtiyoriy V  hajm bo'yicha integrallaymiz:

J  div H  dV =  0 . (4.3)
v

Bu tenglamaga Ostrogradskiy-Gauss forinulasi (A.88) ni tatbiq qilamiz:

j H d S =  0 . (4.4)
s

Vektordan birorta sirt bo'yicha integral (J  AdS ) shu sirt bo'yicha vek
torning oqimi deyiladi. (4.4) tenglamaga asosan istalgan berk sirt 
bo'yicha magnit maydon oqimi nolga tengligi kelib chiqadi. Bunday 
xossaga ega bo'lgan maydon toza uyurmali deyiladi. Shunday qilib. 
magnit maydon uyurmali bo‘lib kuch chiziqlari berk chiziq- 
lardan iborat va yopiq sirt bo‘yicha uning oqimi nolga teng.

(4.1) tenglamaning har ikkala tomonini ixtiyoriy S sirt bo'yicha 
integrallaymiz:

j  rot E  dS =  -  J   ̂̂  dS. (4.5)
5 S

Bu tenglamaning chap tomoniga Stoks formulasi (A.88) ni tatbiq qila
miz:

f E d ‘ = ~ - J t I H d S - < « >
i s

Bu yerda integrallash sirti vaqt o'tishi bilan o'zgarmaydi deb, vaqt 
bo'yicha hosila bilan integralning o'rni almashtirildi. Chap tomondagi 
integral S sirtni tortib turuvchi berk kontur bo'yicha olinadi. Berk 
kontur bo'yicha integral shu vektorning sirkulyatsiyasi deyiladi. Elektr
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maydon sirkulyatsiyasi shu konturdagi elektr yurutuvchi kucli (EYuK) 
deyiladi. Shunday qilib: Konturdagi elektr yurutuvchi kuch shu 
kontur tortib turgan sirtdan o ‘tayotgan magnit oqimining vaqt 
l)o‘yicha o ‘zgarishiga teskari ishora bilan proporsional ekan.

Bu qonun elektromagnit induksiya yoki Faradey induksiya qonuni 
deyiladi. (4.4) va (4.5) Maksvell-Lorentz birinchi juft tenglamalarining 
integral ko'rinishini beradi.

Maksvell-Lorentz tenglamalarining birinchi jufti (4.1) ni va (4.2) 
ni elektromagnit maydon tenzori (3.33) dan foydalanib to ‘rt odchovli 
ko'rinishda ham yozish mumkin. Misol sifatida (4.1) tenglamaning x 
o'qiga proeksiyasini t,o‘rt odchovli belgilashlarda yozamiz:

r, , 1 dHx . dEz dEy 1 dHx
Totx E-i-------—  =  0 yoki —---------------1-------—  =  0 .

с at ay oz с at

I iu tenglamani Ey =  - F 2o, E z =  F03, Hx =  F32 va у =  x 2, z -  x3, 
ct — x° ekanligini hisobga olib qayta yozamiz:

dFm dFw 0Fs2 =  Q (4J)
dx2 dx3 dx°

Shunga 0 ‘xshash (4.1) tenglamaning у va 2 o ‘qiga proeksiyalarini va
(4.2) tenglamani to'rt odchovli belgilashlarda yozamiz:

(4.8)

(4.9) 

(4.10)

<9F0i dFw S F13
dx'3

+
d x 1

+
dx° = 0,

dFm dFio dF2\
d x ]

+
dx2 +

dx°
= 0,

dF^2 d F v, dF21

d x1
+

dx2
+

dx3
= 0.

(4 .7 )-(4 .10 ) tenglamalarni umumlashtirib Maksvell-Lorentz teng
lamalarining birinchi juftini to'rt o ‘lchovli ko‘rinishda yozish mumkin:

dFik dFn dFi-i .
й l +  ~zr~£ +  ■ 7 ■ =  0. (4.11)
dx1 dxK axг

Bunda har bir had uchinchi rangli antisimmetrik tenzor bo'lganligi 
uchun (4.11) ga bitta to'rt o'lchovli vektorni mos keltirish mumkin

jk lm ^ ik  =  Q 4̂Л2ч
OX1
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4.2 Zaryadning saqlanish qonuni

Yuqorida ta’kidlaganimizdek (§3.1) nisbiylik nazariyasida real o ‘l- 
chamlarga ega boigan jism olchamsiz nuqta bilan almashtiriladi. Shu 
sababli zaryadni ham olchamsiz deb ko‘risimiz kerak. Zaryad fazoda 
tabiatan diskret taqsimlangan boiadi. Ammo, matematik qulaylik 
uchun biz zaryadning fazodagi real uzlukli taqsimlanishini uzluksiz taq- 
simot bilan almashtiramiz. Zaryadlar egallagan sohaning cheksiz kichik 
dV hajmida cheksiz kichik de zaryad joylashgan deb, quyidagi ifodani 
yozamiz:

de(r, t) =  p(r, t)dV.

Bu yerda
p(r. t) =  de(r, t)/dV

uzluksiz taqsimlangan zaryadlar zichligi. Agar zaryadlar harakatsiz 
boisa, uning zichligi (p =  p(r)) faqat koordinataning funksiyasi boiadi. 
Zaryadlar harakatda boisa, u yana vaqtga ham bogiiq boiadi (p =  
p(r,t)).

Zaryad uzlukli taqsimlanganda, u turgan nuqtada zichligi chek
sizga, boshqa nuqtalarda esa nolga teng. Berilgan sohadagi toliq  zaryad

e =  J  de =  J  pdV =  Y /ea- (4.13)

tenglik bilan ifodalanishini e’tiborga olib uzlukli taqsimlangan zaryad 
zichligini quyidagi ko:rinishda ta’riflaymiz:

p (r) =  Y l e“ s (r ~  r«)- (4-14)

Bu yerda S(r — ra) uch olchovli delta funksiya ( ilova qarang), ra 
a - zaryad turgan nuqtaga o'tkazilgan radius-vektor, yig'indi ko‘rila- 
yotgan sohadagi barcha nuqtaviy zaryadlar bo ‘yicha olinadi. Zaryadlar 
uzlukli taqsimlangan hoi uchun zaryad zichligi kabi tok zichligini ham 
d'-funksiya orqali kiritamiz:

3 (r) =  Y l e“ v“ 5(r - r“ )> I =  j j ( r ) d S ,  I  =  (4.15)

Bu yerda I  elektr toki, yoki qisqacha tok deyiladi. Shunday qilib, 
zaryadlar fazoda qanday (uzluksiz yoki uzlukli) taqsiinlanishidan qat’iy 
nazar zaryad va tok zichligi tushunchasini kiritish mumkin ekan.
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Harakatdagi zaryadlar jovlashgan sohada ixtiyoriy S sirt1 bilun 
(p'ralgan V  hajmdagi e(t) =  J  p(r,t)dV  zaryadning vaqt bo'yicha o ‘zga

j  p(rA)dV. (4.16)

Mu kattalik manfiy boisa, S soha ichida zaryadlar kamayashini ko‘rsata- 
di, musbat bo‘lsa, ortishini bildiradi. Elektr zaryadlar yo‘q bo ‘lib ket- 
muydi yoki yangidan paydo bo ‘lmasligini hisobga olsak, ko'rilayotgan 
f.iiliada zaryad miqdorining o ‘zgarishi S sirtni zaryadlar kesib o ‘tishini, 
yn’ni zaryadlar oqimi - elektr toki mavjudligini ko‘rsatadi. Agarda 
l(o‘ i ilayotgan sohada zaryadlar kamayayotgan bo‘lsa, (zaryadlar 5  sirt- 
<Iilii lashqariga cliiqib ketmoqda), tok

j> j  (r,t) dS (4.17)

musbat boiadi. Teskari holda tok manfiy boiadi. Bu kattalik sirtdan 
vaqt birligida o ‘tayotgan zaryad miqdoriga teng boiganligi uchun (4.16) 
va (4.17) ifodalarni ishoralarini inobatga olib tenglashtiramiz:

J  P(r,t)dV  =  -  У j  ( r ,0  d,S. (4.18)

Mu tenglama zaryadning saqlanish qonunini ifodalaydi: Zaryad bor- 
Uan y o ‘q bo‘lmaydi va y o ‘qdan paydo bo‘lmaydi, faqat bir so
li adan boshqa sohaga ko‘chib o ‘tishi mumkin.

Ostrogradskiy-Gauss teoremasiga (ilova A.88) asosan (4.18) tengla
maning o ‘ng tomonidagi berk sirt bo ‘yicha integraldan hajm bo ‘yicha 
11it ogralga o:tamiz:

/ ~ ^ d t^ dV = ~ J  diV J (Г’ dV' (4-19)
Mu yerda hajm bo ‘yicha integral bilan vaqt bo'yicha hosilaning o ‘rnini 
almashtirdik. Integrallash hajmi ixtiyoriy boiganligi uchun (4.19) t eng
lamaning o :ng va chap tomonlaridagi integral ostidagi ifodalar bir-biriga 
teng boiishi kerak:

- +  d iv j (r ,t) =  0. (4.20)

1 Ituzircha S sirt harakatlanmaydi va vaqt o ‘tishi bilan uning shakli o'zgarrnaydi 
drb hisoblaymiz. Bu masalaga makroskopik elektrodinamikada qaytamiz.
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Bu tenglama zaryadning saqlanish qonuni (4.18) ning differensial ko'ri
nishi bo'lib, uzluksizlik tenglamasi deyiladi.2

Zarrachaning zaryadi o'zining tabiatiga ko'ra invariant kattalik bo'
lib, sanoq sistemaga bog'liq emas. Uning zichligi esa invariant emas, 
ammo de =  pdV hajm elementi dV dagi zaryad bo'lganligi uchun 
invariant bo'ladi. Bu tenglikning har ikkala tomonini dx1 4-radius- 
vektorga ko'paytiramiz:

Их*
dedxг =  pdVdx1 =  pdV dt—— . (4.21)

Bu tenglikning chap tomoni 4-vektor, o'ng tomonidagi dVdt invariant
dx^

bo'lganligi uchun kattalik p—— 4-vektorni tashkil qiladi. Uni j 1 bilan
dt

belgilab 4-tok zichligi deb ataymiz: 

dx^
f  =  Р- j r ,  f  =  {cp, pvx , pvy,pvz) =  (cp, pv) =  (cp, j). (4.22)

4-tok zichligining uchta fazoviy tashkil etuvchisi bizga ma’lum bo'lgan 
uch o'lchovli tok zichligi j  =  vp ni beradi, vaqt tashkil etuvchi esa cp 
ga teng.

Uzluksizlik tenglamasini 4-tok zichligidan olingan 4-divergensiya 
ko'rinishida yozish mumkin:

d jl
a ?  =  °- <4-23>

4.3 Elektromagnit maydon uchun 
ta ’sir integrali

Nisbiylik nazariyasida erkin zarracha uchun ta’sir integrali Se (2.7) 
ifoda bilan aniqlanadi. Zarrachalar sistemasi uchun uni quyidagi ko'ri
nishda yozamiz:

Se =  — У " me f  ds. (4.24)

2Zaryadning saqlanish qonunini saqlanuvchi dinamik kattaliklar uchun tatbiq
qilish mumkin. Bunda quyidagi “lug‘ at”dan foydalanish kerak b o ‘ ladi: p (r, /,)
zaryad zichligi - saqlanuvchi kattalik zichligi; j  (r ,t)  tok (zaryadlar oqim i) zichligi - 
saqlanuvchi kattalik oqimining zichligi.
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Bitta zaryadlangan zarrachaning elektromagnit maydon bilan t.n 111 
imiqlovchi ta’sir integrali Sef (3.3) bilan aniqlanadi. Bu ifodani zjiryml 
lar sistemasi uchun yozamiz:

Sef  =  -  ~ J Aidx1. (4.25)

Bu ikkala ifodada yig'indi ko'rilayotgan sohadagi barcha zaryadlar bo'
yicha olinadi. Qulaylik uchun zaryadlarning tartib raqamini ko'rsatuv- 
chi indekslar yozilmadi. (4.25) ifodani uzluksiz taqsimlangan zaryadlar 
uchun yozamiz. Bunda oldingi mavzu natijalaridan foydalanamiz:

Sef =  —  J  pdV J  Aidx1 =  - \ J  P ^ A id V d t  (4.26)

yoki 4-tok zichligi orqali quyidagi ko'rinishda yozish mumkin

Sef  =  — J  fA id V d (ct) — j  j lAidSl. (4.27)

Bu yerda dfl — dVcdt 4-o‘lchovli hajm elementi.
Zaryad va maydondan tashkil topgari sistemani to'liq aniqlash uch

un yuqoridagi ikki ta ’sir integraliga maydonni aniqlovchi ta’sir integrali 
S f  ni qo'shish kerak. Ya’ni

S =  Se +  Sef  +  Sf. (4.28)

Maydon uchun ta’sir integralini umumiy prinsiplar asosida yozamiz. 
Birinchidan, ta’sir integrali ostidagi kattalik faqat elektromagnit may
donga tegishli bo'lib, maydonni yagona tarzda aniqlanishi, ikkinchidan, 
inaydon uchun yoziladigan tenglamalarning chiziqliligini ta’minlashi va 
nihoyat u invariant bo'lishi kerak. Bularning har birini alohida va shu 
bilan biga bir-biriga bog'liq holda ko'rib chiqamiz.

Agar ta’sir integralini yozishda maydon potensiallari bevosita ish
tirok etsa, turli kolibrovka bilan aniqlangan potensiallar orqali yozil- 
gan ta’sir integrali turlicha bo'lib, maydonni yagona tarzda aniqla- 
tnaydi. Bunga asosan ta’sir integrali ifodasida faqat elektomagnit may
don kuchlaganliklari ishtirok etadi.

Elektromagnit maydonni aniqlovchi tenglamalarning chiziqli bo'li- 
shi, elektromagnit maydon superpozitsiya prinsipiga bo'ysunishini ta’- 
ininlab beradi. Bu prinsipga ko'ra, zaryadlar sistemasi hosil qilayotgan
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maydon, alohida olingan zaryadlar hosil qilayotgan maydonlar yiglndi- 
siga teng boiishi kerak:

Agar zaryadlar uzluksiz taqsimlangan bo‘lsa, yig'indi integral bilan al- 
mashtiriladi. Bu prinsip o'rinli bo ‘lishi, maydonni aniqlvchi tenglamalar 
c h i z i q l i  bo ‘lishini ta’minlab beradi. Haqiqatan ham matematikadan 
ma’lumki, chiziqli differensial tenglamalarning o'zaro bog‘li(| boim a
gan yechimlarining yiglndisi yana shu tenglamaning yechimi boiadi. 
Bu qoida fizikadagi superpozitsiya prinsipining aynan o ‘zidir. Maydon 
uchun tenglamalar ta’sir integralini variatsiyalash yoli bilan olinadi. 
Bunda variatsiyalanayotgan o'zgaruvchining darajasi bittaga kamayadi. 
Demak, ta’sir integralida maydon kuchlanganliklarining ikkinchi dara
jalari ishtirok etishi lozim.

Ta’sir integrali barcha inersial sanoq sistemalarda elektromagnit 
qonunlarini birday ifodalanishini ta’minlash uchun integral ostida elek
tromagnit maydon kuchlanganliklaridan tuzilgan invariant kattalik yo- 
tishi kerak.

Yuqoridagi talablarni qanoatlantiruvchi invariant kattalik - haqiqiy 
skalyar yagona tarzda F lkFik korinishda boiishi kelib chiqadi. Yuqo
ridagi mulohazalarni birlashtirsak elektromagnit maydonni aniqlovchi 
ta’sir integrali

ko'rinishga ega boiishi aniq boiib  qoladi. Bu yerda hajm bo'yicha 
integral butun fazo bo‘yicha, vaqt boyicha integral esa berilgan ikki 
vaqt momentlari oraliglda olinadi. A qandaydir o ‘zgarmas kattalik. 
Integral ostida =  2(H 2 — E 2) turibdi. Elektromagnit maydon
tenzorining ta’rifi (3.31) ga ko‘ra E 2 ning tarkibida (dA/dt)2 ifoda 
ishtirok etadi. Bu kattalik, shu bilan birga, ta’sir interaliga E 2 musbat 
ishora bilan kirishi kerak. Aks holda S f  minimumga ega bolmaydi. 
Chunki, A  ning vaqt bo'yicha o'zgarishini istagancha katta qilib olish 
mumkin. Demak, A < 0 boiishi kerak. A ning son qiymati birliklar 
sistemasi tanlashga bogiiq  boiib , xususan Gauss birliklar sistemasida 
A =  - 1/ 167Г. Nihoyat, maydonni aniqlovchi ta’sir integrali quyidagi

E — E\ +  E2 +  ■ ■ ■ +  E n =  ^  Ea, 

H =  Hi +  H2 +  . . .  +  Щ ' =  J2  Ha-

(4.29)
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ko'rinishda yozamiz:

Sf = ~ih~cJ FlkF'kdn- (4-30)

Endi zaryadlar va maydonni bir butun holda aniqlaydigan ta’sir 
integralini yozishimiz mumkin

S . - Y . m c j d . - ^ f f A M - r ± - j p * F « m .  (4.31)

Elektromagnit maydonga kiritilgan zaryadning harakat tenglama
sini olishda zaryad tashqi maydonga ta’sir qilmaydigan darajada kichik 
bo'lishi l.alab <iilingan edi. Endi ta’sir integrali (4.31) da zaryad bu 
ina’noda kichik bo'lishi shart emas. Shu sababli (4.31) ga kirgan Л, va 
/■',*. haqiqiy maydonni aks ettiradi.

4 .4  Maksvell-Lorentz tenglamalarining 
ikkinchi jufti

Elektr va magnit maydon kuchlanganligi uchun yana ikkita tengla- 
tnani odatdagidek variatsion prinsip asosida olamiz. Bunda variat- 
siyalanuvchi umumlashgan koordinata sifatida ta’sir integrali (4.31) da 
maydon potensiallarini olamiz. Ularni zaryadlar zichligi />(r,t) va tok 
zichligi j ( r , t ) bilan to'liq aniqlangan deb hisoblaymiz. Ta’sir integrali 
(1.31) iling birinchi hadida maydon kattaliklari ishtirok etrnaydi, shu- 
ning uchun uning variatsiyasi nolga teng. Ikkinchi hadda vari-
atsiyalaimiaydi. Bularni hisobga olib, ta’sir integralining variatsiyasini 
yozamiz:

-\ j -  jiSAi +  ^ -F ^ S F ,,
С 07Г

cin =  0 . (4.32)

Bu yerda F lk6Fik =  F^SFlk ekanligi hisobga olindi. Elektromagnit 
maydon tenzori potensiallar orqali (3.31) ifoda bilan aniqlanishini hi
nt ib^a olib ciuyidagini yozamiz:

fiS =? =  - !  J  [ I  pS A i +  ± - F ik 8
87Г dx

rSAk -  ~ ~ F lk-r^-rSA,
1

87Г d xk
dl}. (4.33)
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Ikkinchi hadda { i . k j  —> {А.', г} almashtiramiz va F kl =  — F ,k hisobga 
olib (4.33) ni qayta yozamiz:

SS -  j  l6Ai -  -l~F ik^  
с 4тг ox

dSl. (4.34)

Ikkinchi integralni x  koordinata bo'yicha bolaklab integrallaymiz:

SS = -  

Bu yerda

I I
1 mi 1 dF lk
C ]  47Г dxk

SAidU —  f
4 txc J

F ikSAid.Sk (4.35)

—  [
47ГС J

F ikSAidSk

to;rt o ;lchovli fazoda S\ giper sirt bo‘yicha integral boiib , uning qiy
matlari x k bo‘yicha chegarada olinadi. Agar x k =>■ x. y, z bo ‘lsa, 
chegara cheksizda yotadi. Maydon cheksizda nolga intiladi. Agar x  =  
ct bo ‘lsa, chegara boshlang‘ich va oxirgi vaqt momentlari boiib , unda 
variatsiya 5A, nolga teng. Demak, (4.35) dagi oxirgi had nolga teng 
ekan. Natijada quyidagini olamiz:

I I
1 1 d F lk 
с 3 4тг д х к

SAidfl =  0 . (4.36)

Bu yerda SAi variatsion prinsipga koi'a aynan nolga teng emas, integral 
nolga teng boiishi uchun faqat qavs ichidagi ifoda nolga teng boiishi 
mumkin, ya’ni

8 F ik 4гг
д х к с 3

Bu tenglamani komponcntalarda yozamiz. i — 1:

OF 10
+

OF12 dF 13
+<9xn dx2 dx3 

Yoki uch olchovli belgilashlarda

С

(4.37)

(4.38)



(julgan ikkita (г =  2, 3) tenglama bilan bu tenglamani birlashtirib bitla 
% « U(or tenglama ko'rinishda yozamiz:

r (4.40)
с с at

i II liol uchun quyidagi tenglamani olamiz:

div E  =  4np . (4.41)

Tenglamalar (4.40)-(4.41) Maksvell-Lorentz tenglamalarining ik- 
l« и i < -11 i juftini tashkil qiladi, (4.37) esa bu tenglamalarning to‘rt oichovli 
ku i inishini beradi.

Bu tenglamalarni integral ko‘rinishda yozamiz. Buning uchun av- 
\.11 ( I. IJ )-tcnglarnani ixtiyoriy hajm bo ‘yicha integrallaymiz va chap 
limioniga Ostrogradskiy-Gauss teoremasini qoilaymiz:

E dS =  4тте , e =  j" p d,V , (4.42)

<■ sirt o ‘rab turgan sohadagi to ‘liq elektr zaryadi. Bu tenglama eletrodi- 
namikada Gauss teoremasi deb yurit.iladi: Yopiq sirt b o ‘yich a  elek tr  
m aydon oqimi, shu sirt bilan chegaralangan sohadagi t o ‘liq
■ aryad m iqdoriga proporsional bo ‘lib, ularriing joylash ish iga  
hi)(/‘liq em as. Proporsionallik koeffitsienti gauss birliklar sistemasida 
l/r ga teng.

Maksvell tajriba natijalarini tartibga solib ularni inatematik tengla
malar ko‘rinishida yozganda (4.40)tenglamada oxirgi had boimagan. 
Sim hoi uchun uni ixtiyoriy sirt bo'yiclm integrallaymiz va chap tomoni- 
I’.a Stoks formulasini qoilaymiz:

4тг
H d l =  — 7, 

с
J j  dS . (4.43)

I'.u tenglamaga ko‘ra uyurmali magnit maydonni elektr toki hosil qilishi 
va unuig sirkulyatsiyasi kontur tortib turgan sirtclan oqayotgan tok 
kuchi /  ga proporsionalligi kelib chiqadi. Ushbu ta’rif Ersted qonuni 
deyiladi. Proporsionallik koeffitsienti gauss birliklar sistemasida 4i\jc 
ga teng.

Maksvellning fikricha tabiat qonunlari. xususan elektr va magni- 
l.izm qonunlari simmetriyaga ega boiishi va tugallangan shaklda yozili- 
s 11i kerak. Ya’ni, tenglamalarda elektr va magnit maydon teng huquqli
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asosda ishtirok etishi kerak. Tajriba natijalarini umumlashtirib yozilgan 
tenglamalarda magnit maydon kuchlanganligining vaqt bo ‘yicha hosi
lasi ishtirok etadi (4.1), elektr maydon kuchlanganligining vaqt bo'yicha 
hosilasi esa ishtirok etmaydi. Bu holat o ‘sha davrda (4.40) tenglamaga 
oxirgi hadni “qoTda qo'shib qo'yish bilan hal qilindi. Bu tenglamaning 
integral ko'rinishini yozamiz:

Bu yerda Is siljish toki deyiladi. Uning zichligi

Siljish toki bevosita zaryadlarning harakati bilan bog'liq emas. Bunday 
hadning tenglamalarda bo'lishini XIX asrning o'rtalarida tajribalarda 
kuzatish mumkin emas edi. Chunki o ‘sha davrda elektr maydonning 
o'zgarish chastotasi kichik bo'lib. uning o'zgarishi bilan bog'liq bo'lgan 
siljish tokini payqash imkonini bermas edi. Faqat 1888 yilda Gers elek- 
tomagnit to'lqinlarning mavjudligini tajribada ko'rsatish bilan siljish 
tokining realligini isbotladi.

Bu yerda shuni ta’kidlash lozimki, nisbiylik nazariyasiga va umu- 
miy prinsiplarga asoslangan nazariyada siljish toki tenglamalarda o'z- 
o'zidan paydo bo'ldi.

Shunday qilib, berk kontur bo'yicha magnit maydon sirkulyatsiyasi 
shu kontur tortib turgan sirtdan oqayotgan haqiqiy (zaryadlarning ha
rakati bilan bog'liq bo'lgan tok) va siljish toklarining yig'indisini 47t/c 
ga ko’paytmasiga teng. Bu qonun boshqacha qilib ta:riflanadi: Uyur
mali m agnit m aydonni haqiqiy tok bilan bir vaqtda o ‘zgaruvchi 
elektr m aydon vujudga keltiradi.

4.5 Elektromagnit maydon energiyasining 
saqlanish qonuni

Maksvell-Lorentz tenglamalaridan kelib chiqadigan birinchi mu
him xulosa - elektromagnit maydon energiyaga ega ekanligidir. Elektro
magnit maydon energiyasini topish uchun zaryadlar va maydondan ibo- 
rat bo'lgan yopiq sistemani ko'rainiz. Zaryadlarga ta’sir etuvchi kuch- 
larning V  hajmda va vaqt birligida bajargan ishini topamiz. Zaryadlar

(4.44)

1 0 0



uzluksiz taqsimlangan deb bu ishni yozamiz:

J (Fv)dV =  J  p ( e +  v  dV . (4.46)
d\V
dt

Ilia yerda
F = p ^ E + ^ [ v H ] ^  (4.47)

bnlik liajmdagi zaryadga ta’sir etuvchi Lorentz kuchi. Magnit maydon 
l>n|urgan ish nolga teng boiganligi uchun

dW
dt

= J  p vE d V  =  J  jE  dV . (4.48)

Maksvell-Lorentz tenglamalaridan foydalanib bajarilgan ish ifodasining 
ko'nuishini o ‘zgartiramiz. (4.40) tenglamadan tok zichligini maydon 
Ionhlanganliklari orqali ifodalab (4.48) ni quyidagi koi'inishda yozamiz:

f ) “ V .  (4.49)

llu tenglamani elektr va magnit maydon bo‘yicha simmetrik ko‘rinishga 
kdtiramiz. Bining uchun (4.1) tenglamadan foydalanamiz:

I jEdV = -£ -  [  E  (ro t H -  - ^ )  dV -  —  /  Я  (rot E +  - ^ ]  dV. 
/ 4тг У V с. dt J 4тr ./ V с dt J

(4.50)
llu yerda o'xshash hadlarni guruhlarga birlashtiramiz:

‘ j ( E r n t H -  H m tE )d V  =  -  I div[EH\dV =  -  j -  j[E H \d S  ,

_L ( ( e b *  +
At: J \ dt dt J dt J 8тг

Ни ifodalarni hisobga olib (4.50) tenglamani qayta yozamiz:

I  J  4 r - dV "  -  / jE  dV ~ r J  • <4 51)
Olingan tenglamani tahlil qilamiz. Integrallash hajmini cheksizga 

nitiltiramiz. Bunda o ‘ng tomondagi ikkinchi hadda integrallash sirti



cheksizda yofadi. Agar eletr va magnit, maydon kudilanganliklari chek- 
sizda 1 /r dan tezroq nolga intilsa integral nolga teng bo'ladi. Shu 
integralni baholaymiz:

Natijada quyidagini hosil qilamiz:

д r E 2 +  H 2 
dt J SirI

dV =  -  jE dV (4.52)

Bu tenglamaning o'ng tomonida zaryadlar ustida vaqt, birligida 
bajargan ish turibdi. Ish energiyaning o'zgarishi hisobiga bajarilishini 
inobatga olsak, chap tomonida vaqt birligida energiyaning o'zgarishi 
turishi kerak. (4.52) ning chap tomoni faqat maydon kuchlanganliklar- 
iga bog'liq bo'lganligi uchun zaryadlarning o'zaro joylashishiga bog'liq 
emas. Shuning uchun u zaryadlarning o'zaro ta’sir potensial energiyasi 
bo'la olmaydi. Fazoning zaryadlardan holi bo'lgan .sohasida ham noldan 
faqrlidir. Bu fikrlargan

elektromagnit maydon energiyasi,

esa uning zichligi ekanligi kelib chiqadi.
Ikkinchi tomondan ma’lumki, zaryadlar ustida bajarilgan ish ular- 

ning kinetik energiyasining o'zgarishiga teng. Bitta zaryad uchun yozil- 
gan (3.22) tenglamani zaryadlar sistemasi uchun yozamiz:

Bu natijani (4.52) tenglamaga qo'yib, quyidagi ajoyib natijani olamiz:

(4.53)

(4.55)

(4.5G)
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y o k i
' E 2 +  H 2J 87r

+  £km dV =  const. (4.57)

Shunday qilib, m aydon  va zaryadlardan tashkil topgan yopiq  
sistem aning t o ‘liq energiyasi saqlanar ekan.

Yana (4.51) tenglamaga qaytamiz. Ko;rilayotgan sohada bajarilgan 
ish nolga teng bo ‘lsin deb faraz qilamiz. Bu holda (4.51) tenglama 
quyidagi ko'rinishga keladi:

j t !  -  ~ r J ^ dS ■ (4-58)
I in tenglamaning o ‘ng tomoniga Ostrogradskiy-Gauss teoremasini qo:l- 
Inymiz va integrallash hajmi ixtiyoriy ekanligini hisobga olib

r) 4- M  ̂  r

+ ^ * UvtJSH>= ° (4-59)
tenglamani hosil qilamiz. Belgilash kiritamiz:

S =  ~ [ E H \ .  (4.60)
47Г

Bu belgilashda (4.59) uzluksizlik tenglamasi ekanligi yaqqol ko'rinadi:

^ - -  +  divS =  0 .  (4.61)
dt, ’

Zaryadning saqlanish qonuni mavzusida ta’kidlaganimizdek uzluk- 
м/lik tenglamasi saqlanish qonunini ifodalaydi. Bu yerda Uo - saqla- 
nuvchi kattalikning zichligi - elektromagnit maydon energiyasining zich- 
Iij'.i, S - saqlanuvchi kattalik oqimining zichligi - elektromagnit maydon 
energiyasi oqimining zichligi bo!lib Poynting vektori deyiladi. Shunday 
qilib, umumiy holda

dU
=  (4.62)

elektromagnit maydon energiyasining saqlanish qonuni bo'lib quyidagi- 
rhn l.a’riflanadi: E lektrom agnit m aydon energiyasin ing o ‘zgari- 
hIii. zaryadlar ustida bajarilgan ish bilan k o ‘ri,layotga,n hajm ni 
<>'rub turgan sirtdan o 'tayotgan  energiya oqim ining y ig ‘indi- 
m</a tcskari, ishora bilan teng.
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Q — I  №  dV sisteina zaryadlari ustida vaqt birligida bajarilgan

ish, E =  j  S dS sistemani o ‘rab turuvchi yopiq sirtdan vaqt birligida
oqib chiqadigan energiya miqdori. Bu qoidani umumiy ko‘rinislida 
ta’riflangan energiyaning saqlanish qonuni bilan taqqoslasak, energiya 
oqimi yangi koiinishdagi energiyani nurlanish energiyasi ekanligini ko‘- 
ramiz. Bu masalani ushbu kitobning 8- bobida batafsil muhokama 
qilamiz.

Nihoyat elektromagnit maydon energiyasining saqlanish qonunini 
differensial ko'rinishini keltiramiz:

dU0 -т-i n=  - j E  -  div S . (4.63)

Shunday qilib, elektromagnit maydon energivaga ega ekanligini isbot- 
ladik.

4.6 Maydon potensiallari uchun 
tenglamalar

Elektromagnit maydon potensiallari uchun tenglamalarni keltirib 
chiqaramiz. Bulling uchun elektr va magnit maydon kuchlanganliklari- 
ning potensiallar orqali ifodalarini

1 ЭА
H  =  rot A, E = — grad;/?----------

с at

Maksvell-Lorentz tenglamalaridan (4.40) ga qo'yamiz:

, 4tt . 1 d (  , 1 0A\
rot rot A  — * -j "t~ —- I grad tp-------—  .

c. c o t  \ с at J

Bu yerda rot rot A  =  grad div A — ДЛ ni hisobga olib, yuqoridagi 
tenglamani qayta yozamiz:

. 1 d2A An . (  1 <%Л . .
A A - ^ - W ^ - T 1 +  gI^ ( d" ' A  +  - c m )  ■ (4-64)

Shunday hisoblarni (4.41) tenglama ustida bajaramiz:

1 0
H— — div A  =  —Anp . (4.65)

С Cst
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I I (> 1) va (4.65) elektromagnit maydon potensiallari A, p  uclmii iiniq 
liiiiislii lozirn bo'lgan tenglamalar sistemasini beradi.

Bu tenglamalar o'zaro bo'lganligi uchun ulardan foydalanish 110- 
Hiilnyliklar tug'diradi. Ma’lumki. potensiallarni tanlashda ma’lum da- 
ia|H(la ixtiyoriylik mavjud (maydonning kalibrovka invariantligi). Ixti- 
viniylik ko'lami (3.49) va (3.51) almashtirishlar bilan aniqlanishi bizga 
iim'lum. U yerdagi potensiallarni kalibrovkalovchi 'ф(гЛ) funksiyani
■ Imnday tanlayinizki, natijada qiyidagi shart bajarilsin:

div A  +  =  0 . (4.66)
с at

Maydon potensiallari uchun yozilgan bu differensial munosabat Lorens 
ilinrti, unga mos kelgan kalibrovka esa - Lorens kalibrovkasi deyiladi. 
SIiu shartga asosan (4.64) va (4.65) tenglamalar

. . 1 д 2А  47Г .
l ? ~ d V = ~ ~ J 1 (4,16)

1 d2ip
=  ~ ^ p  . (4-68)

kn'rinishga o ‘tadi. Bu tenglamalarning har biri Dalamber tenglamasidir.
Elektromagnit maydon potensiallari uchun topilgan tenglamalar 

Maksvell-Lorentz tenglamalariga butunlay ekvivalent. Uzluksizlik teng- 
lanuisini qanoatlantiruvchi zaryad zichligi p {r ,t ) va tok zichligi j ( r , t )
I>«-t Uganda (4.67) va (4.68) tenglamalarni integrallab vektor va skalyar 
piitcnsiallanii aniqlash mumkin. Maydon kuchlanganliklari esa (3.19) 
vu (3.20) ifodalar bilan aniqlanadi.

Ba’zi masalalarni o'rganishda Lorens kalibrovkasidan boshqa kali- 
hmvkadan foydalanish qulay bo'ladi. Masalan, Lorens shartining o'r- 
i\\ytn

d ivA  =  0 (4.69'<

■•linrtni olish mumkin. Vektor potensial bo'ysunuvchi bu differensial 
munosabat Kulon sharti va bu bilan bog'langan kalibrovka Kulon kali- 
Imivkasi deyiladi. Bu holda (4.64) va (4.65) tenglamalar quyidagicha 
v< i/iladi:

1 d2A . 1 Op .

A A ~ ^ ~ a W  =  ~ T 3 + -c SIRda i  ' { 4 Щ
A p  =  —Aixp . (4.71)
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Koiamizki, bu kalibrovkada skalyar potensial elektrostatik maydon po
tensiali kabi aniqlanadi. Lorenz yoki Kulon kalibrovkasiga bo ;ysungan 
potensiallar yordamida topilgan maydon kuchlanganliklari E  va H  bir 
xil bo ‘ladi.

Maydon potensiallarini aniqlovchi Dalamber tenglamalarining to ‘rt 
oichovli ko‘rinishda yozish uchun Maksvell-Lorentz tenglamalarining 
ikkinchi juftining 4-o‘lchovli ko‘rinishi (4.37) ni potensiallar orqali yoza- 
miz:

Bu yerda birunchi hadni Lorenz shart,ining to it  oichovli shakli

bilan taqqoslab, u nolga teng ekanligini ko‘ramiz. Natijada quyidagi 
tenglama hosil boiadi:

Bu potensiallar uchun (4.67) va (4.68) tenglamalarning to'rt oichovli 
koiinishini beradi.

4.7 4-bobga oid masala va savollar

1. Maksvell-Lorentz tenglamalari (4.1) va (4.40) uchun (4.2) hamda (4.41) 
tenglamalar universal boshlangich shart deb qarash mumkinligini ko;r- 
sating.

2. Maksvell-Lorentz tenglamalarining ikkinchi juftidan zaryadning saqla- 
nisli qonunini ifodalovchi uzluksizlik tenglaniasini hosil qiling.

3. Faqat Maksvell-Lorentz tenglamalaridan foydalanib elektromagnit may- 
don energiyasining saqlanish qonunini toping.

4. Elektr va magnit maydon kuchlanganliklarining uchta fazoviy Furye 
aniplitudalari

(4.72)

д 2Аг
(4 .74)

д х кд хк

uchun Maksvell-Lorentz tenglamalarini yozing.
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Eu(r) =  J  E ^ t y - ^ d t ,  Н ш(г) =  J  H (r ,t ) e - iutdt

iicluin Maksvell-Lorentz tenglamalarini yozing.
11 liirlik yuzadan chekli vaqt ichida elektromagnit mavdon g‘alayoni oqih 

o'tgan bo‘lsin. Shu maydon energiyasi oqimi S ning spektral zicnligi 
Sw ni elektr E^ va magnit Нш maydon Furye garmonikalari orqali 
ifodalang. quyidagi normirovka sharti bilan aniqlangan:

OO OO
S = I  Ŝ duJ = I  [E(t)H(t)]dt.

0 —oo

7 Saqlanish qonunlari (4.62), (4.63) o ‘rinli bo ‘lishini ta ’minlovchi, ammo 
(4.60) dan farq qiluvchi elektromagnit maydon energiyasi oqimining 
zichligi S ni vana qanday aniqlash mumkin?

S. Dalamber tenglamalarini va Lorenz shartini potensiallarning Furye kom- 
ponentalari uchun yozing.

'I I ,oronz shartining bajaxilisliini ta ’minlovchi kalibrlovchi funksiya ip(r, t) 
bir jinsli Dalamber tenglamasini qanoatlantirishini ko‘rsating.

1(1 Maksvell-Lorentz tenglamalarining birinchi juftining differensial va in
tegral ko‘rinishlarini yozing.

I I Maksvell-Lorentz tenglamalarining birinchi juftiga ta ’rif bering.
12. Maksvell-Lorentz tenglamalarining birinchi juftining 4-o ‘lchovli ko‘ri- 

ilisliini yozing.
I.'t. Maksvell-Lorentz tenglamalarining birinchi juftining 4-o ‘lchovli ko'ri- 

nishidan 3-olchovli ko'rinishga o ;ting.
I I. Nuqtaviy zaryadlar sistemasining zichligi qanday yoziladi?
IT.. Nuqtaviy zaryadlarning tok zichligi qanday yoziladi?
Ili. Uzluksizlik tenglamasini yozing va ta ’riflang.
17. Uzluksizlik tenglamasining 4-o :lchovli ko‘rinisliini yozing.
IS. 1-tok zichligi qanday tashkil etuvchilarga ega?
I!). Maydon bilan zaryadlarning o'zaro ta ’sirini aniqlovchi ta ’sir integrali 

l-tok zichligi orqali qanday yoziladi?
20. Elektromagnit maydon uchun ta ’sir integralini yozing va bunday yozil- 

ishining sababini tushuntiring.
21. Maksvell-Lorentz tenglamalarining ikkinchi juftining 4-o ‘lchovli ko:ri~ 

nishini yozing.
22. Maksvell Lorentz tenglamalarining ikkinchi juftining 4-o ‘lchovli ko‘ri- 

nishidan 3-o ‘lchovli ko‘rinishdagi tenglamalarni hosil qiling.

11 I'llcktr va magnit maydon kuchlanganliklarining Furye amplitudiilnn
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23. Gauss teoremasini ta’riflang.
24. Maksvell elektrodinamikaning asosiy tenglamalarida tajribalarda kuza- 

tilmagan qanday liad bo'lishini bashorat qilgan?
25. Elektromagnit maydon energiyasining saqlanish qonunini ta’riflang.
26. Elektromagnit maydon energiyasi oqimini qanday tushunasiz?
27. Elektromagnit maydon impulsining saqlanish qonunini ta'riflang.
28. Elektromagnit maydon impulsining zichligi Poynting vektori bilan qan

day bog'langan
29. Lorenz shartini (kalibrovkasi) yozing.
30. Elektromagnit maydon potensiallari uchun Dalamber tenglamalarini 

yozing.



5-bob

Elektrostatika

5.1 Elektrostatik maydon

llarakatsiz zaryadlar hosil qilayotgan maydonga elektrostatik rnay- 
doii deyiladi. Zaryadlar harakatsiz bo'lganligi uchun ko‘rilayotgan sis- 
i( m.iila tok nolga teng va maydon kuchlanganliklarining vaqt bo'yicha
< « /j'.arishlari ham nolga teng bo'ladi. Bu holda Maksvell-Lorentz teng- 
laiiihlari quyidagi ko‘rinishni oladi:

rot E — 0. (5.1)
div H = o. (5.2)
rot H  = 0. (5.3)
div E — Anp. (5.4)

Ikkinchi va uchinchi tenglamalardan

H =  0. (5.5)

yii'ni harakatsiz zaryadlar hech qanday magnit maydon hosil qilmasligi 
kelib chiqadi. Bu holda elektr maydon

E — — grad f  ('r>-G)

ill ula bilan aniqlanadi. Bu ifodani (5.1) tenglamaga qo'ysak u avnan 
qnnoatlanadi. (5.4) tenglamaga qo'yish natijasida quyidagi tenglamani 
i ilamiz:

Д if =  —At: p. (5.7)

Bu tenglamaga P u ns  s o n  tenglamasi deyiladi. Zaryadlar yo'q bo'lgan 
la/.oda p — 0. ya’ni bo'shliqda (5.7) tenglama Laplas tenglamasiga
( I adi:

A f  =  0. (5.8)
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Bu tenglamaga asosan elektr maydon na maksimumga, na minimumga 
ega. Haqiqatan ham, ip ekstremumga ega bo'lishi uchun uning koordi- 
11atalar bo'yicha birinchi ta.rt.ibli hosilalari nolga teng bo'lishi. ikkinchi 
tartibli hosilalari d2ip/dx2, d2ip/dy2 va d2ip/dz2 ishoralari bir xil bo'li
shi kerak. Bunday bo'lishi mumkin emas, ales holda (5.8) tenglama 
qanoatlanm aydi.

Tinch turgan zaryadlar hosil qilgan elektr maydon uyurmasiz bo'
lib, uning kuch chiziqlari zaryadlarda boshlanib zaryadlarda tugaydi. 
Ma’lumki, elektr maydon kuch chiziqlari musbat zaryadlarda bosh- 
lanadi va manfiy zaryadlarda tugaydi deb shartli ravishda qabul qilin- 
gan.

Elektrostatikaning asosiy masalasi zaryadlar taqsimoti p(r) beril- 
ganda maydon potensiali <p(r) va kuchlanganligi E(r)  larni topishdan 
iboratdir. Buning uchun Puasson tenglamasini berilgan chegaraviy 
shasrtlar bilan yechish kerak. Xususan, cheksiz fazodagi masala uchun 
potensial kamida 1 j r 2 kabi nolga intilishi kerak. Demak. Puassan 
tenglamasining yechimi

shartni qanoatlantirishi kerak. Bu shartni qanoatlantiruvchi Puasson 
tenglasining yechimini umumiy holda yozish mumkin. Quyida bu yechi
mini isbot.siz keltiramiz:

Bu yerda r  va r  mos ravishda koordinata boshidan kuzatish nuq- 
tasiga va dV' hajm elementidagi zaryadga o'tkazilgan radius-vektorlar, 
\ r-r '\  zaryaddan kuzatish nuqtasigaclia bo'lgan masofa. Umuinan 
olganda Puasson tenglamasining (5.10) korinishdagi yechimi uch karrali 
integralni hisoblashni talab qiladi. Bunday integralni hisoblash ko'p 
hollarda qiyinchliklar tug'diradi. Ba'zan uni to'g'ridan-to'g'ri hisoblab 
bo'lmaydi. Bunday hollarda masalani yechishning taqribiy yo'llari qi- 
diriladi, yoki maxsus metodlar ishlab chiqiladi.

Zaryadlar hajm, sirt va chiziq bo'yicha taqsimlangan hoi uchun 
Puasson tenlamasining yechimini quyida ko'rinishda yoziladi:

da (5.9)

(5.10)

(5.11)
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Mu yerda p(r'),  cr(r') va x ( r / ) mos ravishda zaryadlarning liajiins 
nii i iv va chiziqli zichligi. Zaryadlar qanday taqsimlanganligiga < j a i; 11 > 
(fi II) ifodada mos had elektr maydonga hissa qo‘shadi.

5.2 Kulon qonuni

Oldingi mavzuda olingan natijalarni nuqtaviy zaryadlar sistemasi 
ue Inin tatbiq qilamiz. Shu bilan birga Kulon qonunini aniqlaymiz. 
,V la nuqtaviy zaryayadlardan tashkil topgan sistemaning maydonini 
iiiiiqlaymiz. Uning zichligi

N

p (r ')  =  eab{r' -  ra) (5.12)
a =  1

lui'iinishda yozamiz. Bu yerda ra zaryad ea turgan nuqtaga o ‘tkazilgan 
i ж lius-vektor. Bu ifodani (5.10) ga qo‘yib, nuqtaviy zaryadlarning 
iimydon potensialini topamiz:

/ \ f  ~ rn) dV ea ( \vir) = J  | r - / |  =T.Ta
Mu yerda R a =  \r — ra\ zaryad ea dan kuzatish nuqtasigacha boigan 
iniLsofa. Endi potensialni bitta zaryad uchun yozamiz:

A r )  =  (5.14)

It r - r o .  Maydon kuchlanganligini aniqlaymiz:

Щг)  =  — grad ip(r) =  JpR - (5-15)

Nuqtaviy zaryad hosil qilayotgan maydonga kiritilgan sinov zaryadi
< n ga ta’sir etuvchi kuch

F(r)  =  e0E (r) =  Pj^ R . (5.16)

Mu bizga ma'lim bo ‘lgan Kulon qonunini beradi.
Zaryadlar sistemasining elektrostatik maydonini aniqlash uchun 

(5.1.4) dan gradient olamiz:

=  (5.17)
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5.3 Multipol momentlar

Zaryadlar soni katta bo ‘lganda (5.13) va (5.17) ifodalar katta son- 
dagi hadlar yig'indisidan iborat bo'ladi va amalda ulardan foydalanib 
bo'lmay qoladi. Bunday hollarda masalani taqribiy yechish lozirnligini
5.1 - mavzuda ta’kidlagan edik. Zaryadlar soni katta bo'lgan sistemalar 
maydonini o'rganishda kuzatish nuqtasi yetarlicha uzoq masofada deb 
qarasak, (5.13) va (5.17) ifodalarni soddalashtirish mumkin bo'ladi.

Kuzatish nuqtasi yetarlicha uzoqda joylashgan bo'lsin (|r| L ). 
Bu yerda L zaryadlar egallagan sohaning chiziqli o'lchami. Koordi
nata boshini zaryadlar egallagan sohaga joylashtirsak. maxlr^ < L va 
yuqoridagi shartga asosasan

|r|»|r'|. (5.18)

Demak. elektrostatik maydon kuchlanganligi va potensialini aniqlov
chi (5.13). (5.17) ifodalarda kichik parametr |ra|/|r| 1 (zaryadlar 
uzluksiz taqsimlangan holda |r'|/|r| <C 1) istirok etmoqda. Bunday 
hollarda masalani taqribiy yechish uchun kichik parametrning dara
jalari bo'yicha ifodalar qatorga yoyiladi. Qatorda talab qilinayotgan 
aniqlikni ta’minlab beruvchi hadlar saqlab qolinadi. Aniqlik darajasi 
berilmagan bo'lgan hollarda qatordagi hadlar masala ma’nosidan kelib 
chiqib o'rganiladi.

Avval nuqtaviy zaryadlar mydonini yetarlicha uzoq masofalarda 
o'rganamiz.1 (5.13) ifodadagi bitta hadni qator ko'rinishda yozamiz:

1 1 ^  д  1 1 ^  О2 1
Ir - r a\ ~ r  ^ Хаад х а г + 2 ^ ХааХ° ^ д ^ Ж 0 т+ --- ■ (5Л9)

Bu yerda a, /3 =  1, 2, 3, x\ =  x, x 2 =  у, хз =  г. (5.19) qatorni (5.13) 
ifodaga qo'yib, quyidagini topamiz:

+  9 f e dxad x p Г

Zaryadlar uzluksiz taqsimlanganda, ularga tegishli koordinatalarni r '  — 
{a;', y\ z } nuqtaviy birlganda ra =  ya, z a }  bilan belgilaymiz.
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=  (po +  <Pl +  <Р2 +  • • • ■ (Г).20)

Hosil bo ‘lgan hadlarni har birini ko'rib chiqamiz. Birinchi had 
kichik parametr bo ‘yicha nolinchi yaqinlashishda maydon potensiahni 
beradi:

<̂ o =  -  J 2 ea =  ~ • (5-21)r r
Bundan ko‘rinib turibdiki, zaryadi sistcmaning to ‘liq zaryadiga teng 
boigan va koordinata boshiga joylashtirilgan bitta nuqtaviy zaryadning 
maydon potensialiga teng ekan. Maydon zaryadlar taqsimotiga bog;liq 
cmas ekan. Shunday qilib. zaryadlar sistemasining elektr maydon kuch
langanligi bu yaqinlashishda bitta nuqtaviy zaryadning maydon kuch- 
langanligiga teng boiadi:

E  =  -  grad ^  (5.22)

Bu yaqinlashishishda maydon potensiali va kuchlanganligi sferik sim- 
metriyaga ega.

Sistema elektroneytral boisa, {52 ea =  0), nolinchi yaqinlashishda 
maydon potensiali va kuchlanganligi nolga teng boiadi va qator (5.20) 
ikkinchi haddan boshlanadi.

5.3.1 Dipol momenti

Ifoda (5.20) dagi ikkinchi hadni quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

=  -  E  ( z  e*x °ĉ J =  e*r<  ̂ Sracl ;  =  • (5.23)

I iu yerda
d = £ e ara (5-24)

a

zaryadlar sistemasining elektr momenti yoki elektr dipol momenti, qis- 
qacha dipol momenti deb ataladi. Zaryadlarning taqsimoti uzluksiz 
boiganda

d =  J  r 'p (r ')d V ' (5.25)

H I 'lek trod in am ik a  1 1 3



Yetarlicha uzoq masofalarda birinchi yaqinlashishda maydon potensiali
(5.23) zaryadlar sistemasining dipol momenti bilan to'liq aniqlangan- 
ligi uchun uni “ d i p o l ” yaqinlashishi deb ataymiz. Bu yaqinlashishda 
maydon kuchlanganligi

Bu yerda n kuzatish nuqtasiga o'tkazilgan radius-vektor yo'nalishidagi 
birlik vektor. (5.26) dan ko'rinib turibdiki, dipol yaqinlashishda may- 
don asimmetriyaga ega. Agar z o'qining yo'nalishini dipol momentining 
yo'nalishi bilan mos tushadigan qilib olsak, qutb koordinatalarida

Dipol momentining xossasini ko'rib chiqamiz. Koordinata boshini
О nuqtadan O'  (OO'  =  I) nuqtaga ko'chirishda dipol momenti qanday 
o'zgarishini ko'rib chiqamiz:

Bu yerda ru = r'a + I, d' - zaryadlar sistemasining O ' nuqtaga nis
batan dipol momenti. Shunday qilib, zaryadlar sistemasining dipol 
momenti koordinata boshini qayerda olishga bog'liq ekan. Xususan. 
zaryadlar sistemasi elektroneytral bo'lganda uning dipol momenti ko
ordinata boshini ko'chirishga bog'liq bo'lmaydi. Bu xossa dipol mo- 
mentini hisoblashlarda qulayliklar tug'diradi.

Miqdorlari teng ishoralari qarama-qarshi bo'lgan ikkita nuqtaviy 
zaryaddan tashkil topgan sistema elementar dipol yoki qisqaclia dipol 
deyiladi. Uning momenti

(5.26)

-2 cos 0, (5.27)

Ee tangensial tashkil etuvchi (5.29)

radial tashkil etuvchi (5.28)

a a a

d =  e\r\ +  e2r2 =  e i(r i -  r2). (5.31)
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Kh'ktroneytral zaryadlar sistemasiga “ k a tta dipol deb qarash mum 
Km Buning uchun zaryalarni musbar (+ ) va manfiy (—) ga ajrat.il) dipol 
iiiuiiK'iitini hisoblaymiz:

( i= J 2 ea ra + J 2 ea ra =  R + J 2 ei  +  R ~ J 2 ea- (5‘32)
a a a a

Mil yerda R f musbat va R  manfiy zaryadlarning "zaryadlar markaz- 
Inn boiib  quyidagicha aniqlanadi:

Е е+ Г +  E  ea ra 
a_________ d -  _  Л _______

E  ea ' E «u
R+ =  + , R - = « — —— . (5.33)

a

Ai’ur sistema elektroneytral boisa, (E  =  — E  ea — e)>
a a

d =  e { R + -  R~)  . (5.34)

Mu ifodani (5.31) bilan taqqoslab, haqiqatan ham elektroneytral siste- 
iiiani “katta elementar” dipol deb qarash mumkinligiga ishonch hosil 
qilamiz.

5.3.2 Kvadrupol momenti

Shunday elektroneytral sistamalar borki, ularning dipol momenti 
imlga teng boiadi. Masalan, dipol momentlari qiymat jihatdan bir- 
biriga teng va qarama-qarshi yo‘nalgan ikki sistemani bir-biriga chek
siz yaqin joylashtirsak, ularning umumiy dipol momenti nolga teng 
boiadi. Bu holda zaryadlar sistemasining maydoni (5.20) qatorda ^2 
bad bilan aniqlanadi. Umuman olganda bu had zaryadlar sistemasining 
Minmetriya xossalarini o'rganishda muhim ahamiyat kasb etadi. Shu 
had bilan boglangan maydonni ко!rib chiqamiz:

■ «  =  5  E  < 5 - 3 5 >

Mu yerda {eax aax ap) lar ikkinchi rangli tenzor elementlarini beradi. 
Ularning to‘plami zaryadlar sistemasining kvadrupol momenti tenzori
1 leviladi:

D ap =  Y l eaXar*x “V ■ (5.36)

1 1 СГ



Bunda potensial
1 ^  „  O2 1 .

^  « E  —  5-372 t p  д х а д х р r

ko'rinishga o'tadi. Bu ifodadan foydalanib kvadrupol tenzorming ko'ri- 
nishini o'zgartiramiz. Kvadrupol momenti tenzori ifodasidan Y,r25ap/3 
kattalikni ayiramiz. Buning natijasida potensial ip2 o ‘garmaydi. Haqi- 
qatan ham. а ф (3 bo'lsa, qo'shimcha had nolga teng bo'ladi. a =  f3 
bo'lganda esa

d y -  32 1 =  : 2 a ( T | = o
3 д х ад х в г 3 \ r j

chunki 1 /?• Laplas tenglamasining fundamental yechimidir. Bu qo'shim
cha bilan (5.36) ni quyidagi ko'rinishda yozish mumkin ekan:

Dctfj  ̂ ^ u (^Xaa-Eaf) • (5.38)
(1

Bu kattalikni yana kvadrupol momenti tenzori deb atayrniz. Agar 
zaryadlar uzluksiz taqsimlangan bo'lsa, (5.38) da yig'indidan integralga 
o'tish kerak, ya’ni

Da0 =   ̂j  P {^х ах 'з -  r> 2(W )  dV' • (5.39)

Kvadrupol momenti tenzorining ta’rifilari (5.36)-(5.39) dan ko'ramizki, 
u simmetrik ekan:

Dap — Dpa , (5.40)

Shu tenzorning elementlarini (5.38) ga muvofiq yozamiz:

£  |  (з*2 -Га) 'У  ̂еахауа  ̂ ' taXaZa ^
Q̂/3 = 5 ! п̂ХаУа Е  |  Н  -  -1) 'У &аУа%а

у У ' ?axaZ(i 'У а̂Уа̂ а 3 [6za 'a) J
(5.41)

Bu tenzorning to'qqizta elementidan faqat oltitasi oz’aro bo'g'lanma- 
gan. Shu bilan birga dioganal elementlarining yig'indisi nolga teng

Daoc — D xx +  D yy +  D zz — 0 . (5.42)

116



boiganligi uchun uning o‘zaro bogianmagan elementlarining soni yium 

Ini l uga kamayadi.

Ma’lumki, har qanday simmetrik tenzorni koordinata o‘qlariiii bu 

iihli bilan dioganal ko'rinishga (asosiy o‘qlarga) keltirish mumkin. Ya ’ni,

Dxx =  D i =  E j ( 3 4 - r l ) ,  (5.43)

Dyy =  D 2 =  J  (ЗУа - ra) , (5.44)

D „  =  D 3 =  E j ( 3 z2a - r l ) .  (5.45) 

Agar zaryadlar taqsimoti sferik simrnetriyaga ega bolsin. U vaqtda

D x = D2 = D3 . (5.46)

ilrmak, (5.42) ga asosan

Dx = D2 =  D3 =  0 . (5.47)

Sferik siinmetriyaga ega bo‘lgan zaryadlar sistemasining kvadrupol mo- 

mcnti nolga teng ekan.

Zaryadlar sistemasi silindrik simrnetriyaga ega bolsin. Ya ’ni, biror- 

Iji i)4|qa (masalan, z o‘qiga) nisbatan zaryadlar sirnmetrik taqsimlangan 

bolsin. U vaqtda

Di  =  D2 Ф D3 . (5.48)

I'lndi D 3 =  D  deb belgilasak, (5.48) ga asosan

Di =  D2 = —D / 2  . (5.49)

.Shunday qilib, silindrik simrnetriyaga ega boigan zaryadlar sistemasi- 

uing kvadrupol momenti tenzori bitta kattalik D  bilan xarakterlanadi.

I in kattalikning ishorasi kvadrupol momentining ishorasi deb yuritiladi.

Masalan, kvadrupol momentining ishorasi musbat (D > 0) boisin,

II holda (5.48) ga asosan

2D  >  Di  +  D2.

Ilunda zaryadlar г o:qi bo‘ylab cho;zilib taqsimlangan bo iad i (rotor). 

Agar D < 0 boisa, zaryadlar 2 o‘qi bo‘ylab siqilib taqsimlangan bo iad i 

(disk).
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Bir komponentali rnomentga ega bo'lgan kvadrupolning potensiali

ni (5.37) va (5.49) ga muvofiq aniqlaymiz:

D
(5.50)

Simmetriya o'qi (z o'qi) bilan kuzatish nuqtasining radius-vektori r 
orasidagi burchak 0 bilan belgilansa: cos 0 — z/r,

Bu formula tatbiqiy ahamiyatga ega. masalan, atom yadrosining shakli 

o'rganilganda uning kvadrupol momentini bilish g'oyat muhimdir. Atom 

yadrosining kvadrupol momentga ega bo'lishi, uning shakli sferadan 

farq qilishini bildiradi.

Yuqoridagilarga o'xshash (5.20) ifodadagi keyingi hadlarni ko'rishni 

davom ettirsak, yanada yuqori tartib momcntlarni hosil qilamiz. Shun

day qilib ko'rdikki, bir-biriga nisbatan biror masofaga siljitilgan ikkita 

qarama-qarshi ishorali zaryadlar sistemasi dipolni hosil qiladi. Bir- 

biriga nisbatan biror masofaga siljitilgan qarama-qarshi yo'nalishga 

ega bo'lgan ikkita dipol kvadrupolni hosil qiladi. Bir-biriga nisbatan 

biror masofaga siljitilgan va mos ravishda qarama-qarshi bo'lgan ikkita 

kvadrupol sistema oktupol ni hosil qiladi. Bu yerda keltirilgan ayrim 

sistemalar n-tartibli multipol deb ataluvchi sistemaning xususiy hol- 

laridir. Zaryad - nolinchi tartibli multipol, dipol - birinchi tartinli 

multipol, kvadrupol - ikkinchi tartibli multipol va hokazo. Bu fikrlarni 

umumlashtirib quyidagi xulosaga kelamiz. Bir-biriga nisbatan biror 

masofaga siljitilgan va mos zaryadlari qarama-qarshi bo'lgan ikkita n- 

tartibli multipol sistema (n + l)-tartibli multipolni hosil qiladi. Bularga 

asosan п-tartibli multipolni zaryadlar soni 2" bo'ladi.

Nolinchi, dipol va kvadrupol yaqinlashishlarda olingan natijalarga 

ko'ra kuzatish nuqtasi cheksizga intilganda elektrostatik maydon poten- 

siali va kuchlanganligi mos ravishda

(5.51)

■Po ~ Г-1

- 3

- 2
(5.52)

(5.53)

(5.54)
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V n ~ r~ n . = E n ~ r~ (n+1\ (Г, Г,.',)

5.4 Elektrostatik maydon energiyasi

Madomiki, tinch turgan zaryadlar atrofida magnit maydon hosil 

bolnias ekan, bunday zaryadlar hosil qiladigan maydon energiyasi fa.ci.tt 

rlckir maydon energiyasiga teng bodadi. Elektrostatik maydon ener- 

Kiyasi (4.53) ga muvofiq quyidagicha yoziladi:

I nr/,<la nolga intiladi.

I tu cnergiyani uch xil talqin qilish mumkin.

Zaryadlar sistemasi bir necha bodaklardan iborat bo isin  deb faraz 

qilamiz. Har bir qisrn hosil qilgan maydonlar yigindisi superpozitsiya 

I>i i■ isipiga asosan umumiy maydonga teng bodadi. Y a ’ni,

(5.57)

II vaqtda (5.56) ga muvofiq

(5.58)

yoki

(5.59)

Mu yerda

Лцнг i =  j  bo ‘lsa,
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Bu energiya i- maydonning xususiy energiyasi deyiladi. i ф j  bo'lganda

UE ] =  dV- (5-62)

Bu i- va j- maydonlarning o'zaro ta ’sir energiyasini aniqlaydi. (5.62) 

ifodani yozishda E{Ej =  E jE i ekanligini hisobga oldik.

Yuqoridagilardan ayonki xususiy energiya doimo musbat bo'ladi. 

O'zaro ta ’sir energiyaning ishorasi esa E, va E 1 maydonlar orasidagi 

burchakka bog‘liq bo'lib. musbat yoki manfiy bo'lishi mumkin.

Shunday qilib, (5.56) bilan aniqlangan elektrostatik maydon ener

giyasi, (5.59) ga muvofiq, xususiy va o'zaro ta ’sir energiyalarning yig'in- 

disidan iboratdir.

Endi elektrostatik maydon energiyasining boshqacha talqinini ko'

rib chiqamiz. Elektrostatik maydon uchun

.E=-grad</?. (5.63)

Bunga asosan (5.56) ni quyidagicha yozamiz:

UE = ~  [ E E  dV = - j-  f  Я  grad <p dV . (5.64)
07Г J 67Г J

Ma'lumki,

:p> div E  =  — div(<p.E) + Fgrad ip. 

bunga muvofiq (5.64) ni qayta yozamiz:

UE = ~  [ ip div E  dV - -J- I  dW(pE) dV  . (5.65)
07Г J 67Г J

Ikkinchi integralga Ostrogradskiy-Gauss teorernasini qo'llaymiz va hajm 

bo'yicha integraldan yopiq sirt bo'yicha integralga o'taxniz:

j  div(<pE) dV =  j  ipE dS.

Bu yerda yopiq sirt bo'yicha integral nolga teng bo'lishini ko'rsatish 

mumkin. Hajm  bo'yicha integral butun fazo bo'yicha olingardigi uchun 

integrallash sirti cheksizda yotadi. Bunda sirt bo'yicha integral os- 

tidagi funksiyalarning cheksizdagi qiymatlari olinishi kerak. M a’lumki,
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i > <\j (In elektrostatik maydon potensiali va kuchlanganligi quyidagi 

I in/dii nolga intiladi:

1 r  1 с  ^
Г ' V

lliilarni e’tiborga olsak, yopiq sirt boyicha olingan integral haqiqatan 

hitin nolga tenligiga ishonch hosil qilish mumkin.

Maksvell-Lorentz tenglamalariga (div E  = Аттр) muvofiq (5.65) ni 

qnvidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

UE = \ j  A r)p (r) dV . (5.66)

Hu yerda potensial ip ning o‘rniga (5.10) ifodani qo‘yib, uni qayta

ynznmiz:

I (567)
Mu nntijani nuqtaviy zaryadlar sistemasi uchun tatbiq qilamiz. Nuq- 

laviy zaryadlar uchun p(r) =  E ea<5(^~ ra) ekanligini inobatga olsak, 

(!> Mi) dagi hajm bo‘yicha integrallar oson hisoblanadi. Natijada

UE = ^ T , eM r a )  • (5.68)
a

Hu yerda ^(r„) barcha nuqtaviy zaryadlarning ‘'a” zaryad turgan nuq- 

I in la hosil qilayotgan maydon potensiali ekanligini inobatga olib, en- 

ri giya uchun quyidagini hosil qilamiz:

Ue =  \ J2 —  ■ ^5-69)
2 л  r“b

Mu ifoda bilan birga (5.67) zaryadlarning ta ’sir energiyasini beradi.

(Mingan natijani bitta zaryadlangan zarracha va u hosil qilayot- 

gan maydon uchun tatbicj qilsak, zaryadlangan zarracha e<p/2  ga teng 

ho'lgan "xususiy” potensial energiyaga ega boiishi kclib chiqadi. <p 

/aryad turgan nuqtadagi maydon potensiali. Ikkinchi tomondan max- 

•ni.-i nisbiy nazariyasida zarrachani niqtaviy deb olish kerakligini bilamiz. 

Shu bilan birga nuqtaviy zaryad o‘zi turgan nuqtada hosil qilayotgan
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maydon potensiali cheksizga intiladi. Shunday qilib, biz o'rganayotgan 

klassik elekt rodinamikaga asosan nuqtaviy zaryad cheksiz xususiy en- 

ergiyaga va shu bilan birga cheksiz massaga (me2) ega bo'lishi kelib 

chiqadi. Bunday fizikaga zid bo'lgan natija klassik elektrodinamikaning 

asosiy prinsiplarining tatbiq qilish sohasi ehegaralanganligini ko'rsatadi.

Elementar zarrachalarning bunday fizik m a’nosi bo'lmagan chek- 

siz xususiy energiyaga ega bo'lishi, zarrachaning nuqtaviy deb ko'rish 

bilan bog'liq. Bunga asosan mantiqiy va tugallangan nazariya sifatida 

elektrodinamika juda kichik masofalarda ichki qrama-qarshilikka ega 

ekan. Bunday kichik masofalarning tartibi nimaga teng? Bu savolga 

javob berishda ikkita narsaga e’tiborni qaratish kerak. Birinchisi, elek

tronning xususiy elektromagnit energiyasi uning tinch holatdagi ener

giyasi me2 ga teng bo'lishi kerak. Ikkinchisi. elektron qandaydir chekli 

ro radiusga ega deb qarasak (haqiqatda ham shunday), uning xusisiy 

potensial energiyasi eipo =  e2/?’o ga teng bo'lisi kelib chiqadi. Ikkala en

ergiya bitta zarrachaga tegishli ekanini inobatga olib, ro uchun quyidagi 

ifodani olamiz:
e2

ro ~ — о -  2.8 • 10-l3cm. (5.70)
mcz

Bu kattalik uzunlik o'lchov birligiga ega bo'lib, elektronning “klassik 

radiusi” deb ataladi va klassik elektrodinamikaning elektronga tatbiq 

qilish chegarasini aniqlaydi. Amalda klassik nazariya ro dan ancha katta 

masofalarda o'rinli bo'lmay qoladi. Masalan, kvant effektlar

rkv ~ —  ~ 3.9 • 10-11cm. (5.71)
me

masofalarda namoyon bo'la boshlaydi.

Elektrostatik maydon energiyasini yana bir talqinini ko'rib chiqa

miz. Fazoning r\ nuqtasida e\ zaryad joylashtirilgan bo'lsin. Chek- 

sizdagi e2 zaryadni fazoning r2 nuqtasiga ko'chiramiz. Bunda birinchi 

zaryad hosil qilgan maydon tashqi kuchni hosil qiladi deb qarasak, 

ikkinchi zaryadni ko'chirishda shu kuchga qarshi bajarilgan ish

A n  =  e2[^i(r2) - ^i(oo)] =  e2<pi{r2). (5.72)

Birinchi zaryadning cheksizdagi potensiali nolga teng. Ikkinchi tomon

dan birinchi zaryadning r2 nuqtadagi potensiali

<Pi(ru) =  — • (5.73)
П  2
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Natijada bajarilgan ish
e-ie-2

l\ndi e\ va cj zaryadlar hosil qilayotgan maydonning Г3 nuqtasiga click 

sizdan ез zaryadni ko‘chiramiz. Bunda bajarilgan ish

eie3 е2ез ,r - n  
^123 =  --- H----- • (5.75)

П З  ^23

Bu jarayonni davom ettirib, N  zaryaddan iborat bo igan sistcmani 

hosil qilish uchun bajarilgan to liq  ish

Bu ifodaning o;ng tomoni (5.69) bilan bir xil. Shunday qilib, elektro

statik maydon energiyasi bir vaqtning o'zida zaryadlarning o‘zaro ta ’sir 

energiyasi harnda zaryadlarni cheksizdan ko‘chirib kelishda bajarilgan 

ish deb qarash mumkin ekan.

5.5 Tashqi maydonning zaryadlar 

sistemasiga ta ’siri

Tashqi elektrostatik maydondagi zaryadlar sistemasining energiya- 

sini va unga ta ’sir qilayotgan kuchlarni aniqlaymiz. Tashqi maydon 

potensiali <p va maydon kuchlanganligi E  boisin. Bular bir-biri bilan 

bizga m a ium  bo igan E  = — grad <p ifoda bilan boglangan. Tashqi 

maydonga kiritilgan zaryadlarning maydon kuchlanganligi E ' va poten

siali ip' boisin. Tashqi maydon bilan unga kiritilgan zaryadlarning 

o‘zaro ta ’sir energiyasi, (5.62) ga muvofiq ikki maydonning o‘zaro ta ’sir 

energiyasi sifatida yoziladi:

A (5.76)

(5.77)

Bu energiyani yana quyidagicha yozish mumkin

U =  J  E ' grad ip dV =  J  p 'p  сIV =  У ^ е ц<p(ra). (5.78)
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Bu ifodani hosil qilishda (5.66) va (5.68) larni olishdagi amallarni ba- 

jardik. Bu yerda <^(ra) tashqi maydonning ea zaryad turgan nuqtadagi 

potensiali. Tashqi maydonga kiritilgan bitta nuqtaviy zaryadning ener

giyasini (5.78) ga muvofiq

U =  eolp(Tb). (5.79)

Koordinata boshini zaryadlar egallagan sohaga joylashtirib (5.78) 

ifodani ko'rib chiqamiz. Zaryadlar egallagan soha yetarlicha kichik 

bolsin. Bu holda |r„| <C |r| shart o'rinli bo'ladi. Bu shart o'rinli bo'l- 

ganda tashqi maydonni zaryadlar egallagan sohada sekin o'zgaradi deb 

olish mumkin. Boshqa tomondan bu shart multipol momentlarni ko'r- 

ganimizdagi shartning o'zidir. Demak, zaryadlar sistemasining tashqi 

maydondagi energiyasini aniqlovchi (5.78) ifodani ra ning darajalari 

bo'yicha qatorga yoyish mumkin. Ya’ni

U =  Uq + U\ + U2 + • • • • (5.80)

Bu yerda birinchi had

Uq =  <p0 £  ea =  eip0. (5.81)

<po — <p(0) tashqi maydonning koordinata boshidagi potensiali. Bu 

ifodani (5.79) bilan solishtirib quyidagi xulosaga kelamiz. Zaryadlar sis

temasining tashqi maydondagi energiyasi nolinchi yaqinlashishda, koor

dinata boshiga joylashtirilgan zaryadi sistemaning to'liq zaryadiga teng 

bo'lgan bitta nuqtaviy zaryadning energiyasiga tengligi kelib chiqadi. 

Endi (5.80) qatordagi ikkinchi hadni ko'ramiz:

U\ =  ( eara =  grad У] eara =  dgrad ip0. (5.82) 
V ora j  Га=0

Eo =  — grad <po tashqi maydonning koordinata boshidagi kuchlangan

ligi ekanligini e’tiborga olsak, (5.82) quyidagi ko'rinishni oladi:

U\ =  - E 0d. (5.83)

Bunga ko'ra (5.80) qatordagi ikkinchi had maydon bilan zaryadlar sis

temasining dipol yaqinlashishidagi o'zaro ta ’sir energiyasini, ya’ni may

don bilan dipolning o'zaro ta ’sir energiyasini beradi.
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(5.80) qatordagi hadlarni tahlil qilishni davom ettirsak, keyingi 

tartibdagi multipol yaqinlashishlardagi o‘zaro ta ’sir energiyalarni ola 

miz. Biz faqat ikkita had bilan kifoyalanib, maydon tomonidan zaryad 

l;u sistemasiga ta ’sir etavotgan kuchni yozamiz:

F =  —(grad U)o =  EnY ^ ea + grad(E0d). (5.84)

Agar sistamaning to‘liq zaryadi nolga teng boisa, qator ikkinchi haddan 

lioshlanadi:

F  — (g rad (^d ))0. (5.85)

Elektroneytral sistemalar uchun dipol monenti koordinataga bog‘liq 

l>o‘lmagan o‘zgarmas vektor ekanligini nazarda olsak, (5.85) ning o‘ng 

lumonini soddalashtirish mumkin. Haqiqatan,

г _  9 _  , dEx , j  dEy dEz
-  0x (E d ) ~ d* dx + dv dx + d* dx ■

Lckin E =  — grad ip ekanligini inobatga olib, quyidagi tengliklarni hosil
. dEy c)ET 8EZ dEx 

qilamiz: — - =  — — , ——  =  — — . U vaqtda 
ox ay ox oz

, 8EX , dEx , dEx . , ,, _
Fx =  dx-g-- + dy~Q^ + =  (d Sri{d)Ex.

Slmnga o‘xshash

Fy =  (dgrad)Ey, F- =  (dg rad )£2.

Yuqorida olingan natijalarni umumlashtirsak,

F = { d  grad)Eq =  (dS7)E0 (5.86)

Im.sil boiadi. Shunday qilib, bu yaqinlashishishda kuch maydon kucli- 

Imiganligidan olingan hosilalarning koordinata boshidagi qiymati bilan 

llndalanishini topdik.

Agar tashqi maydon, uni hosil qilayotgan zaryadlar sistemasining 

< Ik I x >1 momenti d\ bilan aniqlansa ( ^ e i a =  0), ta ’sir energiyasi uchun 

qnvidagini hosil qilamiz:

Uq =  e2 -^2~- e 2 =  £ e 2a. (5.87)

125



Bu yerda R  dipoldan zaryadga o'tkazilgan radius-vektor, e2 ikkinchi 

sistemaning to'liq zaryadi.

Birinchi sistema dipoldan (ei =  0) tashkil topgan bo'lsa. va ikkin

chi sistemaning maydonini ham dipol yaqinlashishida olsak (e2 =  0). 

ularning ta ’sirlashish energiyasi

TT (d1d2)R2 - 3 (d l R )(d2R) , со£Л 
U 1 -  ---------------------------- -jp -------------------------- . (5 .8 8 )

Bu yerda d2 ikkinchi sistemaning dipol momenti, R  birinchi dipoldan 

ikkinchi dipolga o'tkazilgan radius-vektor.

Bu qatorni urnuman olganda davom ettirish mumkin, ammo ifo

dalar juda kattalasib ketishini inobatga olib yuqoridagi natijalar bilan 

chegaralanamiz.

5.6 5-bobga oid masala va savollar

1. Hajmiy zichlik p bilan bir tekis zaryadlangan shar hosil qilayotgan 

maydon potensiali va kuchlangaligini shar ichidagi va tashqarisidagi 

ixtiyoriy nuqtalarda aniqlang. Shar radiusi R.

2. Hajmiy zichlik p bilan bir tekis zaryadlangan chesiz doiraviy silindr 

hosil qilayotgan maydon potensiali va kuchlangaligini silindr ichidagi 

va tashqarisidagi ixtiyoriy nuqtalarda aniqlang. Silindr radiusi R.

3. Chiziqli zichlik \ bilan bir tekis zaydlangan cheksiz uzun ip hosil qi

layotgan rnavdon potensiali va kuchlanganligini ipdan r masofadagi 

nuqtalarda aniqlang.

4. г o'qidagi —a < z < a kecmada e zaryad tekis taqsimlangan. Shu zar

yad hosil qilayotgan maydon potensiali va kuchlanganligini aniqlang.

5. Oldingi masalada ko'rilgan bir tekis zaryadlangan kesma uchun ekvipo

tensial sirtning ko'rinishini toping.

6. Sirtiy zichlik a bilan bir tekis zaryadlangan chesiz tekislik hosil qila

yotgan maydon potensiali va kuchlanganligi shi sirtdan x masofadagi 

nuqtalarda aniqlang.

7. Ikkita parallel cheksiz tekisliklar orasidagi soha p hajmiy zichlik bilan 

bir tekis zaryadlangan. Tekisliklar orasidagi masofa 2d. Tekisliklar 

o'rtasidan o'tuvchi tekislikka nisbatan x masofadagi nuqtalarda maydon 

kuchlanganligini aniqlang.

8. Cheksiz uzun silindrning sirti x zichlik bilan zaryadlangan. U hosil 

qilayotgan maydon potensiali va kuchlanganligini silindr o'qidan r ma

sofadagi nuqtalarda aniqlang. Silindr radiusi R.
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9. Radiuslari R i va R2 (R1 < R2) boigan konsentrik sfcralai bilan clicgai 

alangan soha p = a /r2 hajmiy zichlik bilan zaryadlangan. Mavdnn 

potensialini va kuchlanganligini toping, q = const.

10. Sirtiy zichlik a bilan bir tekis zaryadlangan sferik sirt hosil qilayotgan 

maydon potensiali va kuchlanganligini sfera markazidan r masofadagi 

nuqtalarda aniqlang. Shar radiusi R.
11. Radiuslari R i va R2 (R i < R2) boigan konsentrik sferalar bilan chegar- 

alangan soha p = a /r2 hajmiy zichlik bilan zaryadlangan. Toiiq zar

yadni. maydon potensialini va kuchlanganligini toping, a = const.
g

12. Vodorod atomining asosiy holatida elektron p = — -— ~ exp (—2r/a) ha-
тгал

jmiy zichlik bilan taqsimlangan deb qarash mumkin. a - Bor radiusi, 

r - yadrogacha boigan masofa. Atom ichidagi maydon kuchlanganlig

ini hisoblang. Atom yadrosining maydonini hisobga oling. Elektron 

zaryadi ( — e), yadro zaryadi (e).

13. R radiusli doira bo‘vicha e zaryad a sirtiy zichlik bilan tekis taqsimlan

gan. Doira o;qi г ning ixtiyoriy miqtasidagi maydonni aniqlang.

14. Radiusi R boigan halqada e zaryad x chiziqli zichlik bilan tekis taqsim

langan. Halqa o:qi с ning ixtiyoriy nuqtasidagi maydon kuchlanganlig

ini aniqlang.

15. Biri ikkinchisining ichida joylashgan va markazlari orasidagi masofa a 

boigan ikki sferik sirtlar bilan chegaralangan soha p hajmiy zichlik bilan 

bir tekis zaryadlangan. Kichik sfera bilan chegaralangan bo‘shliqdagi 

maydonni aniqlang. Shar radiuslari R, R\ va R > Ri + a.
16. Zaryad p(x,y,z) — po cos ax cos j3y cos 72 qonuniyat bilan fazoda chek

siz davriy panjara hosil qilib taqsimlangan. Maydon potensialini hisob

lang.

17. Yarim o‘qlari a, b, с boigan va p hajmiy zichlik bilan bir tekis zaryad

langan ellipsoidning kvadrupol momentini uning markaziga nisbatan 

aniqlang.

18. Quyidagi zaryadlar sistemasining potensialini yetarlicha uzoq maso- 

falarda aniqlang: a) c, —2c:, с zaryadlar bir-biridan a masofada joylash

gan (chiqli kvadrupol); b) ±e zaryadlar tomoni a boigan kvadratning 

uchlarida joylashgan, qo‘shni zaryadlar qarama-qarshi ishoraga ega, 

bundan tashqari kvadrat markazida +e zaryad jolashgan (yassi kvad

rupol). Ko'rsatma: Kvadratning tomonlari Ox, Oy o'qlariga parallel 

deb oling.

19. Elektrostatik maydon potensiali

r >  R\

r < R.

j -  r > R;

b ) <P =  S 1 e 2 3 e
-------- 7 r H--------r < R.

2i? 3 2 a
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Shu maydonni hosil qilayotgan zaryadlar t.aqsimotini toping. R va a • 
0‘zgarmas kattaliklar.

20. Radiusi R bo'lgan sfera sirti bo'yicha tekis taqsimlangan e zaryad hosil 

qilayotgan maydon energiyasini aniqlang.

21. Radiusi R bo'lgan shar hajmi bo'yicha tekis taqsimlangan e zaryad hosil 

qilayotgan maydon energiyasini aniqlang.

22. Vodorod atomi elektron bulutining atom yadrosi bilan ta’sirlashish ener

giyasini hisoblang. Elektron bulutda zaryadning taqsimoti 12- masalada 

keltirilgan.

23. Bir biridan a (a > Ri + R2) masofada joylashgan Ri va R2 radiusli 

sharlar mos ravishda e\ va ег zaryadga ega. Sharlarning ta’sirlashish 

energiyasini va kuchini toping.

24. Dipol momenti d bo'lgan dipoldan r masofada e zaryad joylashgan. 

Dipol va zaryadning o'zaro ta’sir energiyasini va kuchini aniqlang.

25. Momenti d\ bo'lgan birinchi dipol koordinata boshida joylashgan, mo

menti d2 bo'lgan ikkinchi dipol esa radius-vektori r bo'lgan nuqtada 

joylashgan. Ikki dipolning ta’sir energiyasini va kuchini aniqlang. Qu

yidagi xususiy hollarni ko'ring:
a) dipol momentlari parallel va ularni birlashtiruvchi chiziqda yotadi;
b) dipol momentlari parallel va ularni birlashtiruvchi chiziqqa perpen

dikulyar;
c) dipol momentlari antiparallel va dipollarni birlashtiruvchi chiziqda 

yotadi:
d) dipol momentlari antiparallel va dipollarni birlashtiruvchi chiziqqa 

perpendikulyar;

26. Qo'zg‘almas nuqtaviy zaryad maydon kuchlanganligi va potensialini 

yassi to'lqinlar bo'yicha yoying va Furye tasvirlarni aniqlang.

27. Elektrostatik maydonga ta’rif bering.

28. Nuqtaviy zaryadlar sistemasining elektr maydon kuchlanganligi va po

tensialini yozing.

29. Multipol momentlarini qanday tushunasiz?



6-bob

0 ‘zgarmas magnit maydon 

(». I Statsionar tokning magnit maydoni

I 'u/oiiing berilgan nuqtasida vaqt o'tishi bilan o'zgarmaydigan tok- 

Ini Hlntxumur toklar deyiladi. Bu holda zaryad va tok zichligi vaqtga 

Iиi><, In| bo linaydi. ya’ni

§H- ™
Hiiiuluv /aryad va toklar hosil qilgan maydon vaqtga bog'liq bo'lmaydi:

Mu holda cli'ktromagnit maydon statsionar bo'ladi.

Shunday qilib, statsionar elektromagnit maydon uchun Maksvell - 

b u rn t/  tenglamalari quyidagi ko'rinishni oladi:

rot E  =  0, (6-3)

div H  =  0, (6-4)

rot H  = — j, (6.5)

div E  — 4irp. (6-6)

Bn tenglamalar o'zaro bog'lanmagan ikkita mustaqil tenglamalar 

wlrdrma.sidan iborat:

I (ti 3) bilan (6.6) tenglamalar zaryadlar hosil qilgan elektr iriay- 

ilntini ilbdalaydi. Bu hoi 5-bobda batafsil ko'rilgan elektrostatik may-

• Inniii aniqlaydi.

"2 (ti I) bilan (6.5) tenglamalar statsionar toklar magnit maydonini 

mill|laviIi Elektrodinamikaning statsionar toklar magnit maydonini 

ii’i^nnnvchi ([i.srni magnitostatika deyiladi.
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M a’limki, vektor potensial A orqali magnit maydon quyidagicha 

aniqlanadi:

H  = rot A. (6.7)

Buni (6.4) tenglamaga qo‘ysak, u aynan bajariladi. (6.5) tenglamaga 

qo'yish, quyidagi natijani beradi:

47Г
rot H  =  rot rot A =  grad div A — A A = —  j. (6-8)

с

Maydonning kalibrovka invariantligidan foydalanib, vektor potensial 

uchun

div A =  0 (6.9)

kalibrovkani tanlaymiz. Bu holda (6.8) tenglama

AA  =  - — j. (6.10)
с

ko‘rinishni oladi. Bu tenglama vektor shaklda yozilgan Puasson teng

lamasi bo‘lib, uning yechimi:

A(r) =  - /  ^ V'\ dV'. (6.11)
с J \r — r  '\

Bu yerda r  va r1 mos ravishda koordinata boshidan kuzatish nuqtasiga 

va dV  hajm elementidagi elementar tokka o'tkazilgan radius-vektorlar. 

R  — r — r ' elemental- tokdan kuzatish nuqtasigacha o‘tkazilgan radius- 

vertor.

Bevosita hisoblab (6.11) bilan aniqlangan vektor potensial (6.9) 

shartni qanoatlantirishini ko‘rish mumkin:

div A(r) =  - [  div (  dV  = - <f =  0.
с .1 \ |r— r'\ J с J |r— r'\

Bu ifoda haqiqatan ham nolga teng. Chunki toklar egallagan hajm 

chekli va uni o iagan sirtda, ya’ni integrallash sirtida toklar nolga teng.

Endi (6.11) dan foydalanib, (6.7) ga asosan. statsionar toklarning 

magnit maydon kuchlanganligini aniqlaymiz:

H =  rot - I г Щ -JV' =  - f (6.12)
с J \r — r'\ с J RA
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Ilii formula B io  va S a v a r  qonunini aniqlaydi. Bu yerda (A 10.4) 

lui muladan foydalandik.

Statsionar tok uchun (6.1) ga muvofiq, zaryadning saqlanish qonuni 

( I '.’(i) quyidagi ko'rinishni oladi:

d iv j'(r) =  0 (6.13)

yulo uzluksizlik tenglamsining integral ko'rinishi (4.18) ga muvofiq quyi- 

11a yoziladi:

j) j  (r, t) dS =  0. (6.14)

Bin и Ian ko'rinib turibdiki, statsionar tokning yopiq sirt bo'yicha oqimi 

litily.a teng.

Tenglama (6.13) ga kora, statsionar tok zichligi uyurmali xarak- 

I r i  с ,i i  ega, ya’ni tokni hosil qiluvchi zaryadlar yopiq naychalar bo'ylab 

Ii ii i nka I ([iladi. Bu naychalar zaryadlarning saqlanish qonuniga asosan 

liii Kin bilan kesishmaydi. Demak, zaryadlarning harakati davriy yoki 

It4i/.i davriy (davriyga juda yaqin) bo'ladi. Naychalarning ko'ndalang 

le muni nolga intiltirsak, tokni - chiziqli toklardan tashkil topgan deb 

<|nia ll mumkin. Bu holda,

jdV ' =  j  (d-Sdl) =  (jdS) dl =  (.jdS ) dl =  d id  I. (6.15)

I Midi zaryadlar fazoning chekli sohasida kvazistatsionar (statsio- 

imif.a yaqin) harakat da bo'lgan holni ko'rib chiqamiz. Bu holda ko'rila- 

уоЦ'.ап sohacla zaryadlar davriy yoki davriyga yaqin harakatda bo'lishi 

iniimkiii. Davriy harakatda zaryadlar har davrdan so'ng avл?algi ho- 

I,it id,m aniq qavtadi. Davriyga yacjin harakatda esa bunday holat ro'y 

I» imaydi. Ammo zaryadlar yetarlicha katta vaqtdan keyin avvalgi ho-

I a 11 a i ;’,a yaciin holatlardan o'tishi mumkin. Bunga (jo'shimcha ravishda 

/«ivadlar sekin harakat qilayotgan bo'lsin (v c) deb qaraymiz. Bu 

In>lda Maksvell-Lorentz tenglamalarida fazoviy koordiuatalar bo'yicha 

iilmgan hosilalarga nisbatan vaqt bo'yicha hoslalar kichik bo'ladi. Bu 

diai t.lai bajarilishi Maksvell-Lorentz tenglamalarda qanday o'zgarish- 

Inif.a olib kelishini aniqlash uchun hosilalarni baholaymiz. Vaqt bo'yi- 

111a liosilalar uchun quyidagilarni yozish mumkin:

c)E E dH II

dt
r̂ l -

T ’ dt
-
T
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Bu yerda T maydon o‘zgarishini aniqlovchi xarakterli vaqt. Harakat 

davriy boiganda T davrga teng boiadi. E, H  lar zaryadlar harakat- 

lanayotgan sohada maydon kuchlanganliklarining absolyut qiymatlar- 

ining xarakterli o‘rtachasi. Yuqoridagi baholash kattaliklarning tartibi 

uchun ma’noga ega.

Endi fazoviy koordinatalar bo'yicha hosilalarning (rot E  va rot H) 

tartibini baholaymiz. Real sistemalarda zaryadlar kvazistatsionar hara

katda boiganda E, H  yetarlicha silliq funksiya bo iib , fazoning bir nuq- 

tasidan boshqasiga o‘tganda sekin o‘zgaradi. Sistemaning oicham ini L 

bilan belgilasak, fazoviy hosilalar tartibini quyidagicha baholash mum

kin:
E  

L ’

Bu yerda zaryadlarning taqsimoti va maydonning o'zgarishi turli yo‘na- 

lishlarda turlicha boiishini e’tiborga olmadik.

Kvazistatsionarlik sharti Maksvell-Lorentz tenglamalarida mos ko- 

effitsientlari bilan vaqt bo'yicha hosilalar fazoviy hosilalardan kichik 

boiishini talab qiladi, ya’ni

dE OE dE

dx dy dz

dEt 1
»  -

dH{ dHi 1
3> -

dEA

dxk с dt dxk с dt |

yoki
H  1 E

L c l

H  1 E  

L c l
(6.16)

Bu yerda fazoviy koordinatalar va vaqt bo‘yicha hosilalarning tartibi 

bir xil boigan taqdirda ham 1 /с  koeffitsient hisobiga (6.18) tengsiz- 

liklar bajariladi. Bu tengsizliklarni bir-biriga ko'paytirib tezlik uchun 

yuqorida qo'yilgan shartni hosil qilamiz:

^  L
Г »

с
с »

T
V. (6.17)

Bu yerda v ~ L/T  sisteina zaryadlarining xarakterli tezligi m a’nosiga 

ega. Shunday qilib, zaryadlarning kvazistatsionar harakatida ularning 

tezligi yorugiik tezligidan juda kichik boiish i kerak ekan. Zaryadlar

ning harakati kichik deganda, uni shu m a’noda tushunish kerak.

Yuqoridagi shartlar bajarilganda maydon kvazistatsionar deyiladi. 

Bunday maydonlar uchun Maksvell-Lorentz tenglamalari (6.3)-(6.6)
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Iillnn bir hil bo'ladi. Shunday qilib, yuqorida statsionar maydonini 

in Inin olingan natijalar kvazistatsionar maydonlar uchun ham o'rinli 

liu’liuli Faqat bu holda maydon kattaliklarini ularning o'rtachalan 

lilliin almashtirish kerak.

6.2 Magnit momenti

Kvazistatsionar harakatdagi zaryadlar sistemasining magnit may- 

■ |i и 11111 yetarlicha uzoq masofalarda aniqlaymiz. Buning uchun koor-

• liniil.il boshini toklar egallagan sohaga joylashtiramiz va elektrostatik 

mavdon potensialini multipollar bo'yicha qatorga yoyganimizdagi kabi 

yn'l tutamiz, ya’ni |r'| <C \r\ deb, vektor potensial (6.11) ni r ' ning 

iliuii jalari bo'yicha qatorga yoyamiz:

A =  A 0 + A 1 + .. .  (6.18)

IHi ycnla birinchi had (nolinchi yaqinlashish)

Ao =  -  f  jdV '. (6.19)
cr J

Mu integral (6.14) ga asosan nolga teng bo'ladi. Shu sababli (6.20) qator 

lUlunelii bad bilan boshlanadi, ya’ni

A\ = —- J j^ r 'g r a d - ^ jd V '.  (6.20)

I lit ry,nil ostidagi ifodaning ko'rinishini o'zgartiramiz:

| jf ( r 'g r a d - ^ ) -  r '  ( j  grad |

| j ( r '  grad + r  ( j  grad i )  |

Mu uichi qavsni uchta vektorning vektor ko'paytmasi ko'rinishida yozish 

tuuiukin:

| j  ( r ' grad - r ' ( r ' g r a d ^ ) j  = [r'j] grad - 
r
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Ikkinchi qavsni hisoblashda kvazistatsionar toklar alohida naychalardan 

oqayotgan toklar to‘plamidan tashkil topganligini va (6.15) ni inobatga 

olamiz. Bunda zaryadlar holatining o‘zgarishi dr va kontur elernenti dl 

ekvivalent bodadi. Bularga asosan ikkinchi qavsdan olingan integralni 

quyidagicha yozish mumkin:

j  ( r 1 grad ^  + r ' ( j  grad | dV' =

J  d l j  j d r '  grad + r ' | d r1 grad | =

J  d l j> d ( r 7 grad )  = 0 ,

chunki to‘liq diff'erensialdan berk kontur bo'yicha olingan integral doimo 

nolga teng.

Shunday qilib, birinchi yaqinlashishda vektor potensialni quyidagi 

ko‘rinishda yozish mumkin:

. 1 f rr ....... 1
Ai =  —

2 cr

Bu yerda

m
2c

zaryadlar sistemasining magnit momenti deyiladi. Bu kattalik zaryad

lar sistemasining xossalari - toklar taqsimotiga va ularning geometrik 

shakliga bogiiq.

Vektor potensial ma’lum bo'lgandan keyin magnit maydon kuch

langanligi oson topiladi. Magnit maydon kuchlanganligini topish uchun 

vektor potensialdan rotor olish kerak. Magnit momenti berilgan zaryad

lar sistemasi uchun o‘zgarmas bodadi. Shu sababli (A .100) ga muvofiq 

quyidagini yozish mumkin:

[mr] r  r
H  — rot A =  rot — -r- =  m  div —7 — (m  V ) —7.|'0

Bu yerda (A.98) ga asosan birinchi hadni nolga tengligini ko‘rsatish 

mumkin. Ikkinchi had uchun quyidagini hosil qilamiz:

r  1 , „ч /  „  1 \ m  3r(m r)
(m V i ^  =  ^ ( m V ) r + r f m V -3j = - j -----g— .

-  J[[r'j}r]dV' =  — [mr] . (6.21)

Yc J lr'rtdV' (6-22)
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Shunday qilib,

3r(rm ) - m r2 3n (nm ) - 111 
i?  =  ------ F-----  =  ■ ------- • (6.23)

Hu yerda n  kuzatish nuqtasiga o'tkazilgan radius-vektor yo'nalishidagi 

birlik vektor.

Dipol yaqinlashishdagi elektr maydon kuchlanganligi if'odasi (5.26) 

I>■ Ian (6.23) ni taqqoslab, ularning ko'rinishi bir xil ekanligini ko'ramiz, 

larqi birida maydon dipol momenti bilan aniqlansa, ikkinchisida, mag- 

nit, momenti bilan aniqlanadi. Ammo, magnit momenti dipol ino- 

iiHMitidan farqli ravishda koordinata boshini ko'chirishga bog'liq emas. 

Koordinata boshini О  nuqtadan O' nuqtaga ko'chiramiz, ya’ni i1 

f  a almashtirishni bajaramiz. Yangi koordinata boshiga nisbatan/I

magnit momentini hisoblaymiz:

Yc J  WjW' = Yc J^ r' ~ °)jW ' = m + T̂cJ Iâ dV'm
2c ,

Hu yerda ikkinchi had

[aj]dV" = a, / jdV ' =  0.

Shunday qilib, magnit momenti koordinata boshini qayerda tanlashga 

bog'liq emasligini aniqladik.

6.3 Chiziqli tokning magnit momenti

Bio-Savar qonunini chiziqli toklarga tatbiq qilamiz. Chiziqli tokni 

ko ndalang kesimi cheksiz kichik naychadan oqayotgan tok b ihn  al- 

mashtiramiz. Bu holda, (6.15) ni inobatga olib. (6.11) ning o'rniga chi- 

ziqli tokning magnit maydon vektor potensiali uchun quyidagi ifodani 

hosil qilamiz:

A (r) =  - f  ^ Щ -dV = - [  — . (6.24)
с J | r  — r  ’ I с J | r  — r  I

Shunga o'xshash magnit maydon kuchlanganligi ifodasi (6.12) ni chiziqli 

tok uchun yozamiz:
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Bu yerda birinchi ifoda chiziqli tok, ikkinchi ifoda esa chiziqli tok ele- 

menti hosil qilayotgan magnit maydon kuchlanganligini aniqlaydi. Oxir

gi ifodaga asosan, chiziqli tok elementi hosil qilayotgan magnit 

maydonning yo‘nalishi o ‘ng parma qoidasi bilan aniqlanadi.

Endi magnit momentni chiziqli tok uchun yozamiz:

m =  Yc / ^ dV =  Yc / r̂dl̂ ^  Yc / r̂d r^ 6̂'26^

Bu yerda kontur elementi dl shu element uchlariga o‘tkazilgan radius- 

vektorning differensiali dr bilan almashtirdik (6.1-rasm).

(6.26) dagi oxirgi integralning son 

qiymati kontur bilan chegaralangan 

yuzaga teng, yoiialishi esa yuzaga 

d l- d  PerPendikulyar bo‘lib, o iig  parma 

qoidasiga muvofiq aniqlanadi. Shun

day qilib,

6.1-rasm: m  =  -ISn. (6.27)
с

Tok konturi bilan chegaralangan sirtni bir-biriga ortogonal bo igan 

eg‘ri chiziqlar bilan elementar yuzachalarga bo iib  chiqamiz. Chiziqlar- 

ning har biridan qarama-qarshi yo'nalishda I  tok oqayotibdi deb faraz 

qilamiz. Bu yuzachalarni chegaralovchi konturdan oqayotgan tokning 

magnit momenti

dm  =  -IndS. (6.28)
с

Bu ifodani (6.27) bilan taqqoslab, chiziqli I  tokning magnit momenti 

sirtiy zichlik mo =  In / с bilan taqsimlanganligini ko‘ramiz.

Dipol yaqinlashishida elektrostatik maydon kuchlanganlini va mag- 

nitodipol yaqinlashishida magnit maydon kuchlanganligini aniqlovchi 

(5.26) va (6.23) ifodalarining o‘xshashligi, bu yaqinlashishda magnit 

maydonni ham elektr maydon kabi skalyar potensial bilan aniqlash 

mimkin degan fikrga olib keladi. Ya’ni

m r
4>m =  T -  (6.29)
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Mu yerda <pm skalyar magnit potensial deyiladi. Magnit maydon km h 

limganligini

H =  -  grad(pm =  - V y ? m . («*.:«»)

formula bilan hisoblab, ma’lum bo igan (6.23) ifodani olamiz. Kick 

tmstatik maydon skalyar potensialidan farqli ravishda (magnit maydon 

kuchlanganligi psevdovektor boiganligi uchun) (6.29) bilan aniqlangan 

magnit maydon skalyar potensiali psevdoskalyar boiadi.

Magnit maydon kuchlanganligini (6.30) 

korinishda tasvirlash rot i f  =  0 boiishiga 

olib keladi. Bu tenglik (6.5) ga muvofiq 

fazoning faqat j  =  0 boigan sohalari uchun 

o'rinli bo iad i. Shu bilan birga (6.4) 

tenglamadan skalyar magnit potensial ^

A ^ m =  0. (6.31)

Laplas tenglamasi qanoatlantirishi kerakligi kelib chiqadi. Bu teng

lamaning yechimi j  =  0 va j  Ф 0 sohalar chegarasida o'zini qanday 

lutadi? Bu savolga javob olish uchun tok nolga teng boigan sohada 

birorta nuqtani (Л) tanlaymiz. Bu nuqtada potensial <pm(A) ga teng 

boisin.

Shu nuqtadan o;tuvchi va tokni o‘rab olgan berk kontur olamiz 

(6.2-rasm). Shu kontur bir marta to iiq  aylanib chiqilganda. potensial 

Фт{А) ni hisoblaymiz:

(pm(.A ) = ipm(A) + j  dym. (6.32)

Agar potensial koordinataning bir qiymatli uzluksiz funksiyasi b o i

sa, dipm — 0 boiishi kerak. Haqiqatda esa

j) dipm =  W(pmdl — — j) Hdl =  — —  I.

Shunday qilib,
47T

<pm{A) -  фт{А) =  --1. (6.33)
С

Bu munosabat <Pm(r) koordinataning bir qiymatli funksiyasi emasligini 

ko‘rsatadi va tokli konturni o‘ragan ixtiyoriy konturni aylanib chiqishda
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■ini/с  orttirma oladi. Bu yerda I  integrallash konturi tortib turgan 

sirtdan o'tadigan to'liq tok. Shunday qilib, j  =  0 va j  ф 0 sohalar 

chegarasida (6.33) shart bajarilishi kerak ekan. Bundan tashqari, poten- 

sialning hosilalarining uzluksizligini ta’minlovchi chegaraviy shartlarni 

ham hisobga olish kerak. Bunday shartlar ustida ushbu kitobning 

makroskopik elektrodinamika qismida batafsil to'xtalamiz.

6.4 Magnit va impuls momentlari 

orasidagi bog‘lanish

Bu masalani ko'rish uchun zaryardlar sistemasi nuqtaviy zaryadlar- 

lardan tashkil topgan deb qaraymiz. Bu holda magnit momenti (6.22) 

quyidagi ko'rinishga o'tadi:

m  =  —  £ e a[rava]. (6.34)

Sistemaning impuls momenti esa

L =  Y La =  ^ 2 т а[гауа\- (6.35)

Bu yerda ma, ea mos ravishda zaryadlangan zarrachaning massasi va 

zaryadi. (6.34) va (6.35) ifodalarni taqqoslab, magnit va impuls mo

mentlari orasidagi bog'lanishni topamiz:

m =  Y . ^ h L-  (6-36)

C 6
Agar zarrachalar bir xil, yoki hamma zarrachalar uchun —— =  — ,

ma m
ya’ni solishtirma zaryad bir xil bo'lsa, (6.36) quyidagicha yoziladi:

m  =  -r— L. (6.37)
2 me

Bu natijani atomlarga tatbiq qilamiz. Atomda elektronlar yadro 

atrofida orbital harakatda bo'lganligi uchun m  elektronning orbital 

magnit momenti va L orbital impuls momenti bo'ladi. Shunday qilib, 

atornlarning magnit va orbital momenlari bir-biriga proporsional ekan.
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Klektronning zaryadi manfiy boiganligi uchun ularning yn'nnli: hi,и i 

qarama-qarshi boiadi.

Ta’sir qiluvchi tashqi maydon boimasa, atonming magnit va и 

bilan bogiiq boigan orbital mometlari saqlanadi. Atom kuchsiz taslup 

magnit maydon ta ’sirida boisin deb faraz qilamiz. Bunday maydon

l.a’sirida har ikkala moment sekin o‘zgaradi.

Magnit momenti m boigan sistemaga o‘zgarmas va bir jinsli kuch 

six tashqi H  magnit maydon ta ’sir qilayotgan boisin. Bunda kuch 

momenti quyidagi tenglama bilan aniqlanadi:

Mexanikadan m aium ki, kuch momenti impuls momentining vaqt 

bo‘yicha hosilasiga teng:

Bu ikkala tenglikni solishtirib. (6.37) ga muvofiq quyidagi tenglamani 

yozish mumkin:

Bu yerda

(6.40) L vektor uchun harakat tenglama bo iib , unga ko;ra impuls mo

mentining moduli (L =  const) saqlangan holda faqat uning yo;nalishi 

o'zgaradi. Shu sababli bu tenglamani impuls momenti yo'nalishidagi 

birlik vektor I (L =  LI) uchun yozish mumkin:

Bu tenglamaga asosan L vektorning uchi magnit maydon kuchlangan- 

ligiga tik boigan tekislikda u>l chastota bilan aylanadi. Tenglama

(6.40) dan kelib chiqqan bu ikki xulosani birlashtirib teorema koi'inishi- 

da ta ’riflaymiz:

K =  [mfl], (6.38)

(6.40)

(6.42)
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0 ‘zgarmas bir jinsli magnit may

donda atom elektronlarining orbital 

momenti o ‘zining son qiymatini va 

maydon iyo‘nalishi bilan hosil qil- 

gan burchagini o ‘zgartirmasdan, may- 

„ don atrofida tekis aylamna harakatda 

bo'ladi. Bu teorema Larmor teoremasi. 

hodisa esa Larmor presessiyasi deb ataladi.
x cH

ujl = ---  Larmor chastotasi.
2mc

6.3-rasm: Yoqoridagi fikrlar 6.3-rasmda tasvir-

langan. Atom elektronlarining О  yadro 

atrofida harakatlanib hosil qilgan toklari 

yassi chiziqli yopiq tok shaklida tasvirlangan.

Endi tashqi maydon qanday m a’noda kuchsiz ekanligini ko'rib chi

qamiz. Magnit maydon yo'qligida elektronlarning yadro atrofidagi ay- 

lanishinig xususiy chastotasi ujo ga nisbatan Larmor chastotasi juda 

kichik bo'lishini talab qilamiz:

rr 2mc
U>L <C U>0, —* H  <C —:—j—Ct-’o-

M

Bu shart tashqi maydonning kichiklik darajasini aniqlaydi va atomlar 

bilan bog'liq bo'lgan tajribalarda doimo bajariladi. luq atomda elek

tronning aylanish chastotasi. Larmor presessiyasi orqali diamagnitizm, 

Zeeman-effekti va shunga o'xshash hodisalarni tushuntirish mumkin.

6.5 6-bobga oid masala va savollar

1. Zichligi j(r) = jo cos (kr) qonuniyat bilan aniqlangan tok zaryadlarning 

statsionar taqsimotini ta’minlay oladimi? jf0 va fc o'zgarmas vektorlar.

2. Lorentz kuchi ifociasidan foydalanib, H  magnit maydonda chiziqli tok 

elementi Idl ga ta’sir qiluvchi kuch dF =  I[dlH\/c ekanligini ko'rsating. 

Aniqlanishi lozim bo'lgan formula Amper qonuni deyiladi.

3. Cheksiz to'g'ri chiziqli tokning undan r masofadagi nuqtalarda magnit 

maydon kuchlanganligini va vektor potensialini aniqlang.

4. Radiusi R bo'lgan chesiz to'g'ri silindrning ko'ndalang kesimi bo'yicha 

tekis taqsimlangan I  tokning magnit maydon kuchlanganligini va vektor 

potensialini uning o'qidan r masofadagi nuqtalarda toping.
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Г) Oldingi masalani ichi kovak silindr uchun yeching. Silindrning ichki va 

tashqi radiuslari mos ravishda a va b (a < b). Tok zichligi j.

ь Hadiusi b bo:lgan silindrik qoplamaning ichida unga koaksial a ra

diusli silindrik naycha bor. Qoplamadan va naychadan qarama-qarshi 

yo'ualishda (Ia = /(, = 7) oqayotgan toklarning magnit maydon kuch

langanligini Puasson tenglama-sini integrallash yo‘li bilan va magnito- 

statika tenglamalarining integral ko‘rinishidan foydalanib toping.

7 Cheksiz to‘g'ri silindr sirtklan oqayotgan tekis taqsimlangan I  tokning 

magnit maydon kuchlanganligini va potensialini uning o‘qidan г maso- 

fadagi liuqtalarda toping.

к I{ radiusli doiraviy I  tokning magnit maydon kuchlanganligini doira

о qidagi ixtiyoriy z nuqtada toping.

') H radiusli shaming hajmi bo‘yicha e zaryad tekis taqsimlangan. Shar 

diarnetrlaridan birining atrofida uj burchak tezlik bilan aylanishi nati- 

jasida hosil boigan tokning magnit momentini aniqlang. Zaryad shar 

sirtda tekis taqsimlangan boisa, tokning magnit momenti nimaga teng 

boiadi?

Hi Zaryadlari e\, e2 va massalari m i, m2 boigan sistemaning magnit 

momenti va impuls momentlari orasidagi bogianishni toping.

I I Tokli yassi konturning magnit momenti m — ISn/r. formula bilan aniqla- 

nishiui ko'rsating. Bu yerda I  tok kuchi, S kontur bilan chegaralangan 

yuza n  kontur tekisligiga perpendikulyar yoiialishdagi birlik vektor.

I '.’ Qararna - qai’shi voiialgan ikkita parallel I to‘g:ri toklar hosil qilgan 

vektor potensial va magnit maydonni toping. Toklar orasidagi masofa 

'la. Ko‘rsatma: Toklar 2 o:qiga parallel, xOy tekisligida (+/) va (—/) 

toklarning koordinatalari mos ravishda (o,0) va (-a.O).

I I liar biridan sirt zichligi i = const boigan tok o'tayotgan ikkita paiallel 

tekisliklar hosil qilgan magnit maydonni toping. Ikkita holni qarang: 

a) toklar bir xil yo‘nalgan; b) toklar qarama-qarshi yoiialgan.

I I Ikkita cheksiz uzunlikdagi parallel plastinalardan qarama-qarshi yoiia- 

lishda bir xil toklar oqinoqda. Plastinalar kengligi a. ular orasidagi 

masofa b. Birlik uzunlikka to ^ i'i keluvchi /  ta’sir kuchini toping.

141



15. /-2 tok o'tayotgan ramka 2(n — a) burchakli yoydan va uning uchlarini 

tutashtiruvchi vatardan iborat (6.4-rasm). Yoy radiusi a. Ramka te- 

kisligiga normal ravishda yoy aylanasi markazidan I\ to'g'ri tok o‘tgan. 

Ramkaga ta’sir qiluvchi kuch momentini toping.

16. Statsionat toklarning magnit maydoni uchun Maksvell- Lorentz tcngla- 

malarini yozing.

17. Qanday toklar statsionar deyiladi?

18. Statsionar toklarning vektor potensiali aniqlovchi Puasson tenglamasi

ning yechimi yozing.

19. Bio va Savar qonunini ta’riflang.

20. Magnit momenti nimaga teng?

21. Magnit momenti koordinata boshini tanlashga bog'liqini?

22. Chiziqli o'tkazgich uchun Bio va Savar qonunini yozing.

23. Magnit maydon psevdo skalyari qanday ma’noga ega?

24. Magnit momenti va impuls momentlari orasidagi bog'lanishni (Larmor 

teoremasi) ta’riflang.



7-bob

Vakuumda elektromagnit maydon

7.1 To‘lqin tenglamasi

Zaryadlardan ozod fazoda, ya’ni vakuumda elektromagnit may

donni korib chiqamiz. Bunda zaryad zichligi p =  0 va tok zichligi j  =  0 

bo‘ganligi uchun (4.1). (4.2), (4.40) va (4.41) Maksvell-Lorentz tengla

malari quyidagi ko'rinishni oladi:

_  1 OH . .
rot E  = --- —  , (7.1)

с at
div H  =  0 , (7.2)

rot H  =  , (7.3)
с ot

div E  =  0 .  (7.4)

Bu tenglamalarning notrivial (noldan farqli) yechimi bizni qiziqtiradi. 

Agar bunday maydon inavjud bo‘lsa, u qanday xossalarga ega bo'ladi? 

Vakuumda elektromagnit maydon o'zgarmas deb faraz qilamiz, ya’ni

u vaqtda (7.1)-(7.4) tenglamalardan ko'ramizki

rot E  =  0, div E  =  0. rot H  =  0, div H  =  0

bo'ladi. M a’lumki, birorta vertor maydonning rotori va divergensiyasi 

nolga teng bo'lsa, u aynan nolga teng bo'ladi. Demak, E =  0 va H  =  0. 

Shunday qilib, vakuumda vaqtga bog'liq bo'lmagan maydon inavjud 

bo'linas ekan. Vakuumda elektromagnit maydon inavjud bo'lishi uchun 

u albatta vaqtga bog'liq bo'lishi kerak.

Elektr va magnit maydon kuchlanganliklari uchun o'zaro bog'liq 

bo'lmagan tenglamalarni hosil qilamiz. Buning uchun (7.1) tenglama

ning har ikkala tomoniga rotor operatori bilan ta ’sir qilamiz va (7.3)
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tenglamadan foydalanib quyidagini hosil qilamiz:

i f j

< 7 - 5 >

Xuddi shu yo‘l bilan E  ushun quyidagi tenglamani yozamiz:

=  ( M )

Bu tenglamalar bizga m a’lum boigan to iq in  tenglamalardir.

Zaryad va tok zichligi nolga tengligini inobatga olsak, potensiallar 

uchun olingan (4.67) va (4.68) Dalamber tenglamalari quyidagi ko'ri- 

nishni oladi:

Д А - ! ^  =  0. (7.7,

= ° <7-8> 

Bu yerda potensiallar Lorenz sharti (4.68) ni qanoatlantiradi, ya’ni

d iv A  + - T r  =  0. (7.9)
с at

Shunday qilib, vakuumda elektromagnit maydon kuchlanganlik- 

lari va potensiallar to iq in  tenglama bilan aniqlanishini topdik. Bu 

tenglamalarning yechimlari to iqindan iborat boiganligi uchun vaku

umda elektromagnit maydon ham to iq indan iborat boiadi.

Agar E, if, A  vektorlarning dekart koordinata o'qlariga tashkil 

etuvchilaridan ixtiyoriy birini yoki skalyar potensial tp ni /  bilan bclgi- 

lasak, ular uchun to iq in  tenglamani umumiy korinishda yozish mumkin:

1 d2f

A f ~ s w  =  °- <710>
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7.2 Yassi elektromagnit to ‘lqinlar

Umumiylikga putir yetkazmagan holda masalani soddalashtiramiz, 

ya’ni elektromagnit maydon kattaliklari faqat, x va t, vaqtga bog‘liq 

bo‘lsin deb olamiz. Bu holda to'lqin tenglama quyidagi ko'rinishni 

oladi:
<92/  1 d f  

d ^ ~ ^ d t 2 - 0 ' (7Л1) 

Bu tenglama “Matematik fizika tenglamalari” kursidan m a’lum bo'lib. 

xususan torda to'lqin tarqalishini aniqlaydi. To'lqin tenglamaning bun

day xossaga ega yechimini umumiy ko'rinishini quyidagi ko'rinishda 

yozish mumkin:

f{x ,t) = f i ( t  -  ^  + / 2 ( t  + . (7.12)

Birinchi had /1 x o'qi bo'ylab, ikkinchi had /2 esa x o'qiga teckari 

yo'nalishda с tezlik bilan tarqaluvchi yassi to‘lqinni ifodalaydi. Bu 

to'lqinlardan qaysi biri mavjud bo'lishi boshlang'ich shart bilan aniqla

nadi. Masalan, /2 =  0 bo'lsin, u vaqtda

f{x ,t) =  ■ (7.13)

bo'ladi va faqat musbat yo'nalishda tarqaluvchi to'lqin qoladi. Shu 

holni batafsil ko'rib chiqamiz.

Shunday qilib, maydon kattaliklari sifatida qaralayotgan /(x , t) 

yassi to ’lqin bo'lganligi uchun vakuumdagi elektromagnit maydon po

tensiallari ham yassi to'lqindan iborat- bo'ladi, ya’ni

ip{x,t) =  (7.14)

A (x: t) =  A - - V  (7.15)

Skalyar va vektor potensiallar m a’lum deb maydon kuchlanganlik- 

larini aniqlaymiz. Hisoblashlarni soddalashtirish maqsadida potensial- 

larni tanlashdagi ixtiyoriylikdan yana bir marta foydalanamiz. Lorenz 

kalibrovkasida p  =  0 deb olamiz. Bu holda kalibrovka sharti (7.9) 

quyidagicha yoziladi:

div A  — 0. (7.16)
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Bu shart =  0 shart bilan birga Lorenz kalibrovkasining xususiy lioli 

bo iad i. Potensial biz ko'rayotgan holda faqat x koordinataga bogiiq 

ekanligini inobatga olsak, kalibrovka sharti (7.16) quyidagi ko'rinishda 

yoziladi:

8A
=  0> —*■ Ax =  const. (7-17)

Bu shartga muvofiq (7.11) tenglamadan quyidagilar kelib chiqadi:

82AX n 8AX
=  0, - =  const.

dt2 ’ dt

Binobarin, vektor potensialdan vaqt bo'yicha olingan hosila elektr may

donni aniqlashini inobatga olsak. Ax ф 0 boiishi vakuumda o'zgarmas 

elektr maydon mavjudligini korsatadi. Bu mavzuda o'zgarmas may

donlar bizning qiziqish doiramizdan chetda boiganligi uchun bemalol 

Ax — 0 deb olish mumkin. Shunday qilib, maydon kuchlanganliklarini 

aniqlash uchun Ay(x ,t) va Az(x,t) bilish biz ko‘rayotgan holda yetarli 

bo iad i.

Yuqorida yuritilgan mulohazalarga. asosan elektr va magnit maydon 

kuchlanganliklari

1 8A(x, t)

-  ~c dt (7J8)

H (x ,t) =  rot A(x,t). (7-19)

munosabatlar bilan aniqlanishi kelib chiqadi. Bu tenglamalarning birin- 

chisidan, Ax =  0 boiganlgi uchun Ex =  0 bo‘adi. Qolgan ikkita tashkil 

etuvchisi Ey ф 0 va E z ф 0. Demak, vakuumda elektr maydon kuch

langanligi to iq in  tarqalish yoiialishiga perpendikulyar ekan. (7.18) 

tenglamani quyidagi shaklda yozamiz:

1 • 8 A
E =  —~A, bu yerda A  =  (7.20)

(7.19) ga asosan magnit maydon kuchlanganligini hisoblaymiz 

H =  rot A =  [V, A] =
_  . x \ 8 A  
V t - =  -\[nA\. (7.21;
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Bu verda n x o‘qi yo'nalishidagi, ya'ni to‘lqin tarqalish yo'nalisliiiliif-.i 

birlik vektor. (7.20) va (7.21) ifodalarni toqqoslab, elektr v:i inu^iul 

maydon kuchlanganliklari orasidagi bog'lanishni topamiz:

Н = [п Щ . (7.22)

Ifodalar (7.20)-(7.22) dan yassi to'lqinda elektr va magnit maydon 

kuchlanganliklari to'lqin tarqalish yo'nalishiga perpendikulyar ekanligi 

ko'rinib turibdi. Shu sababli vakuumda elektromagnit to'lqin ko'nda- 

lang deb ataladi. Bundan tashqari (7.22) dan E  JL H  kelib chiqadi. 

Gauss birliklar sistemasida \E\ =  | H], ya’ni elektr va magnit maydon 

kuchlanganliklarining son qiymatlari bir xil. demak, to'lqinning elektr 

maydon va magnit maydon energiyasi zichliklari bir-biriga teng bo'ladi:

ц =  =  =  E t .  (7.23)
8тг 47t 47r

To'lqin energiyasi oqimining zichligi - Poynting vektori bu holda quyi

dagi ifoda bilan aniqlanadi:

S =  =  ^ № 4 ]  =  £ { n E 2 - E (n E )} = — c n ,  (7.24)

yoki (7.23) ga asosan

S =  cun . (7-25)

Demak, energiya oqimi to'lqin tarqalish yo'nalishi bo'yicha yo'nalgan. 

Elektromagnit to'lqin impulsining zichligi

g = ^  =  - n .  (7.26)
cz с

E'tibor bering, (7.21) dan boshlab koordinata x tenglamalarda 

oshkora ravishda ishtirok etmayapti. Demak, olingan natijalar uchun 

to'lqin qaysi yo'nalishda tarqalishining ahamiyati yo'q. Shuning uchun 

to'lqin tarqalish yo'nalishidagi birlik vektor n  endi x o'qidagi birlik vek

tor emas, balki, to'lqinning tarqalishini ko'rsatuvchi ixtiyoriy yo'nalish- 

dagi birlik vektor deb qarash mumkin. Bunga asosan yuqorida olingan 

formulalarda umimiy holga o'tish uchun quyidagi almashtirishni bajar- 

ish kifoya qiladi:
x n r

t - -  -♦ t ---- (7.27)
с с
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Hulosa qilib, quyidagilarni e’tirof etish mumkin: Vakuumda elek- 

tromagnit maydon yassi, ko‘ndalang to ‘lqin ekan. Elektr va 

magnit maydon kuchlanganliklari о ‘zaro perpendikulyar va mo- 

dullari teng ekan.

7.3 Monoxromatik elektromagnit 

to iq in lar

Yassi to'lqinning muhim xususiy holi - monoxromatik to iq inn i 

k o iib  chiqamiz. Bu holda maydonni aniqlovchi barcha kattaliklar vaqt 

va fazoda garmonik qonuniyat bilan o‘zgaradi. Vektor potensialni kom- 

pleks garmonik funksiya ko'rinishida yozamiz:1

A  =  Ao exp j-iw ( t ---- J  | =  Ao exp{i(kr - uit)}. (7.28)

Bu yerda A q - kompleks amplitudasi, ш - siklik (davriy) chastotasi, 

(cut — kr) - to iq in  fazasi va

к =  —- (7.29)

to iq in  vektori deyiladi.

Endi vektor potensial (7.28) ni (7.20) va (7.21) ifodalarga qo‘yib, 

yassi monoxromatik to iq in  elektr va magnit maydonini hisoblaymiz:

E  =  — A =  ikA  =  E q exp{ii(fcr - ujt)}, (7.30)

H  = —-[nA] =  i[kA] =  Hoexp{i(kr~ujt)}. (7.31)

Bu yerda \k\ to iq in  vektorining moduli bo iib , to iq in  soni deyiladi (2ir 

uzunlikda joylashgan toiqin lar sonini ko'rsatadi).

Yassi monoxromatik elektromagnit to iq inda maydon kuchlangan- 

liklarining yo‘nalishini vaqt va fazoda o‘zgarishinni aniqlaymiz. Birinchi

'Bu yerda va bundan keyin qulaylik uchun monoxromatik toiqinni kompleks 

funksiya ko‘rinishida yozamiz. Fizik qattaliklar real voqelikni aks ettirganligi uchun 

ularning haqiqiy qismi ma’noga ega. Yana shuni ta ’kidlash lozimki, monoxromatik 

toiqinni bunday yozish funksiyalar ustida chiziqli operatsiyalar bajarilganda o'rinli 

boiadi.
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navbatda elektr maydonni ko‘rib chiqamiz. Elekrt maydon кисЫапцни 

Iigi (7.30) ning haqiqiy qismini koramiz:

E  =  Re {Eoex.p[i(kr — uit)}} (7.32)

Bu yerda Eq qandaydir kompleks vektor. E q 2 ham umiman olganda 

kompleks son bo iad i. Uning argumentini —2a deb olsak,

E 02 =  \E02\e~2ia. (7.33)

Bu ifodani quyidagi ko‘rinishda ham yozish mumkin:

E 02 =  b2e~2ia. (7.34)

Bu yerda b yana kompleks son bo iib , uning kvadrati haqiqiy bo iad i 

va b2 — \E02\. Yangi kompleks son orqali (7.32) quyidagi ko'rinishda 

yoziladi:

E  =  Re {bexp[i(fcr — ut — a)]} , (7.35)

Yuqoridagi xossaga ega bo igan b vektorni haqiqiy va o‘zaro perpendi- 

kulyar ikkita b\, b2 vektorlar orqali yozish mumkin, ya’ni

b =  b\ + ib2, b2 =  b l- b 22. (7.36)

Koordinata o'qlarini shunday tanlaymizki, bunda to iq in  x o!qi 

bo'ylab tarqalsin va bi ning yo‘nalishi у o‘qi bilan mos tushsin. U holda 

b2 ning yo‘nalishi г o‘qiga parallel yoki antiparallel bo iad i. Bunga 

asosan (7.35) bilan ifodalangan elektr maydon kuchlanganligining у va 

/: o;qlarga tashkil etuvchilarga ajratamiz:

E y =  b\ cos(u}t — kr + a ) . (7.37)

E~ =  ±b2sin(u)t — kr+  a). (7.38)

Bundan quyidagi tenglik hosil boiadi:

S l + S .  =  L  (7.39)

Bu tenglamadan ko'ramizki, elektr maydon kuchlanganligining uchi fa

zoning har bir aniq nuqtasida to iq in  tarqalish yo‘nalishiga perpendikul- 

yar tekislikda ellips chizib aylanadi. Bunday to iq in  elliptik qutblangan
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deyiladi. Fazo va vaqtda E  vektorning uchi to'lqin tarqalish yo'nalishini 

o'ragait vint. chizig'i bo'ylab aylanadi. Vint bo'ylab aylanish yo'nalishi 

(7.38) ifodadagi b2 ning oldidagi ishora bilan aniqlanadi.

To'lqinning tarqalish yo'nalishiga qarab turgan kuzatuvchiga nis- 

bat.au E  vektorning uchi soat strclkasi bo'yicha aylansa (musnat ishora) 

to'lqin musbat spirallikka (optikada chap qutblanish) ega deyiladi (7.1- 

rasm, yuqori qatordagi birinchi chizma). Aylanish soat strelkasiga qar-

7.1-rasm:

shi bo'lsa, to'lqin manfiy spirallikka (optikada o'ng qutblanish) ega 

deyiladi (7.1-rasm, pastki qatordagi birinchi chizma). Agar \Ey\ =  \EZ\ 

bo'lsa, ellips doira shaklini oladi, to'lqin doiraviy qutblangan deyiladi 

(7.1-rasm, yuqori va pastki qatordagi ikkinchi chizma).

Agar Ey =  0 yoki E z — 0 bo'lsa, to'lqin chiziqli qutblangan deyiladi 

(7.1-rasm, yuqori va pastki qatordagi uchinchi chizma).

Chiziqli qutblangan yassi monoxromatik elektromagnit to'lqinning 

elektr va magnit maydon kuchlanganliklari quyidagicha yoziladi:

E  = E  0 exp{i(fcr — u>t)}. (7.40)

H  =  Ho exp{i(kr — ujt)}. (7.41)

Bu yerda E q, H q o'zgarmas haqiqiy vektorlar.

Magnit maydon kuchlanganligining tebranish yo'nalishi (7.31) bi

lan aniqlanadi. Bunda magnit va elektr maydon kuchlanganligi vek- 

torlarining tebranishlari o'zaro perpendikulyar yo'nalishlarda bo'lishini 

e’tiborga olish kerak.

Magnit maydon kuchlanganligi vektorining yo'nalishi qutblanish 

yo‘nalishi deb atash qabul qilingan. Shuningdek, magnit maydon kuch

langanligi vektori bilan to'lqinning tarqalish yo'nalishi tashkil qilgan 

tekislik qutblanish tekisligi deb yuritiladi.

150



Agar toiqindagi elektr va magnit maydon kuchlanganliklari va<|! va 

iazodagi ozgarishi yuqoridagi qonuniyatlarning birortasiga 1mm l><> v 

sumnasa to iq in  qutblanmagan deyiladi.

Endi monoxromatik to'lqin chastotasi manbaning harakat tezligiga 

qanday bog'langanligini ko'rib chiqamiz. Manba bilan bog'langan Л a 

sanoq sistemada ujq (xususiy) chastotali elektromagnit to'lqin tarqa

layotgan bo'lsin. Kuzatuvchi turgan К  sanoq sistemaga nisbatan K q 

sistema x o'qi bo'ylab V tezlik bilan harakatlanayotgan deb olamiz.

To'lqin vektori va chastotasi ishtirokida komponentalari quyidagi- 

cha aniqlangan 4-vektor tuzamiz:

Bu kattaliklar haqiqatan ham 4-vektorni tashkil qilishini tekshirish 

uchun uning 4-radius-vektorga skalyar ko'paytmasini hosil qilamiz:

Bu skalyar kattalik bo'lib, to'lqin fazasiga teng. To'lqin fazasi invariant 

kattalikdir, ya’ni bir inersial sanoq sistemadan ikkinchisiga o'tganda

Ко sistemaga otishda 4-to'lqin vektorning nolinchi komponentasi uchun 

almashtirish formulasini yozamiz:

(7.42)

LU
klXi =  —ct — kxx — kyy — kzz — cut — kr. (7.43)

o'zgarmaydi. kl 4-to'lqin vektori deb ataladi. К  sanoq sistmasidan

k° - -/c1
___________С (7.44)

Bu yerda

в kuzatuvchi turgan sanoq sistemada x o'qi bilan to'lqin tarqalish yo'na

lishi orasidagi burchak. (7.45) ni inobatga olib (7.44) dan u> ni topamiz:



Bu ifoda kuzatuvchiga nisbatan harakat qilayotgan manbaning nurla

nish chastotasini uning xususiy chastotasi uo- kuzatuvchi turgan sanoq 

sistemada to iq in  tarqalish burehagi 9 va nisbiy tezlik V orqali topish 

imkoniyatini beradi.

Agar | cos 9\ =  1 bo‘lsa, (7.46) ga ko‘ra chastotaning tezlikga bogia- 

nishi bo‘ylama Doppler effekti deyiladi. Bunda: 

cos 0 =  +1 boisa,

u> — yj\ -(- V/c, lu > luо (7-47)

manba kuzatuvchiga yaqinlashinoqda; 

cos 9 =  -1 boisa,

uj ~ w oy l - V/c, < uj0  (7.48)

manba kuzatuvchidan uzoqlashmoqda.

Agar |cos#| «  0 (9 «  n/2) boisa, (7.46) ga ko'ra chastotaning 

tezlikga bogianishi ko‘ndalang Doppler effekti deyiladi. Bu holda:

uj ~ ujq\J\ — V2/c2, uj < ujQ. (7.49)

Bundan ko‘rinib turibdiki, xususiy chastota doimo katta ekan.

Endi K / c € l  holni ko‘rib chiqamiz. (7.46) ni V/c ning darajalari 

bo‘yicha qatorga yoyamiz va unung birinchi darajasiga proporsional 

bo igan had bilan chegaralanib quyidagini olamiz:

uj к. uj0 ^1 + — cos 6̂ j . (7.50)

Bu klassik fizikada (“Optika") olingan natijaning huddi o‘zi. Faqat 

klassikada burchak barcha inersial sanoq sistemalarda birday bo iib , 

invariant kattalik deb hisoblangan. Ko'ndalang Doppler effekti faqat 

relyativistik fizikaga xos bo iib . Klassik fizikaga asoslanib bu qonuniy- 

atni aniqlab boimaydi.

Doppler effektini tajribalarda o‘rganish mihim ahamiyatga ega. 

Chunki, chastotaning bir sanoq sistemasdan ikkinchisiga o‘tishdagi o‘z- 

garishi, vaqtning turli sanoq sistemalarda turlicha o;tishi bilan bevosita 

bogiangan. Doppler effektini yuqori aniqlikda oi'ganish nisbiylik naza- 

riyasining to‘g‘ri nazariya ekanligini isbotlaydi.
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Bunday tajribani birinchi bo‘lib 1938 yilda Ayvs ainalgn onling/m 

Bu tajribaning aniqligi uncha katta bo'lmasada, nisbiylik iur/uriyiu.mi 

tajribada tasdiqlash borasida Maykelson va Morli tajribalariga tmg 

lashtirish mumkin.

Atom yadrosining 7 -kvantlarni chiqarishidagi topilgan yangi hodisa 

- Myossbauer effekti ochilgandan keyin Doppler effekti juda yuqori 

aniqlikda o'lclmsh iinkoniyati tug'ldi. Bu effektni o‘rganish birinchidan, 

bizning kursning doirasiga kirmaydi, ikkinchida uni o'rganish uchun 

boshqa darajadagi bilim (kvant mexanikasi) talab qilinadi.

7.4 7-bobga oid masalalar va savollar

1. Erkin fazoda skalyar potensial ip =  0 deb, elektromagnit maydonni 

faqat vektor potensial A(r. t) bilan aniqlash muinkinligini ko'rsating. 

Erkin fazoda yassi monoxromatik to'lqinlar superpozitsivasi Ф(г, t) = 

f  ф{к) exp[i(fcr — ut)]dk to'lqin paket deyiladi. Qanday shart bajaril- 

ganda amplituda ip(k) ning ko'rinishidan qa’tiy nazar Ф (r,t) bir jinsli 

Dalamber tenglamasining yechimi bo'la oladi?
3. £ — x — vt, г/ =  x + ct o'zgaruvchilar kiritish bilan bir o'lchamli to'lqin 

tenglama f(x ,t) =  f\(x — ct) + / 2 (1 + cl) ko'rinishdagi yechimga ega 

bo'lishini ko'rsating. f\. /2  lar ikki marta differensiallanuvchi ixtiyoriy 

funksiyalar.
4. Yassi monoxromatik toiqinni

E =  Eocxp[i(kr — u)t)\, H =  H q exp[i(fcr — w£)]

kompleks funksiyalar orqali ifodalash mumkin. (Eq, H q - o'zgarmas 

kompleks vektorlar; u>. к haqiqiy o'zgarniaslar. n  = k/k to'lqin tar

qalish yo'nalishidagi birlik vektor.) Bu funksivalarning haqiqiy qismi 

nia'noga ega bo'lishini nazarda tutib:

(a) Chastota va to'lqin vektor w2 = c2k~ dispersiya qonuni bilan bog'

langanligini, amplitudalar H q — \tiEq]. Eq = —tiHq] shartni qa- 

noatlantirishini ko'rsating.
(b) To'lqinning elektr yoki magnit maydonining qo'slmi inaksimum- 

lari orasidagi masofa A = 2ir/k ekanligini ko'rsating.
(c) Monoxromatik to'lqin komponentalari A(1J) = A(IJ)o(r) cxp(iujt) 

larning, kvadratik shakllari orqali ifodalanadigan energetik kat

taliklarning tebranish davri bo'yicha o'rtachasi quyidagi ifodalar 

orqali aniqlanishini ko'rsating:

A* = [Re(/l)p = \A\2/2, AB = [Re(>l) Re(if)] = Re{AB')/2.
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5. Chiziqli qutblangan ikkita monoxromatik to'lqinlar 2 o‘qi bo‘ylab tar- 

qalrnoqda. Birinchi to'lqin у, ikkinchisi x o'qi bo'ylab qutblangan. Bi

rinchi to'lqinning amplitudasi .4 ikkinchisiniki B. Ularning fazalarining

faqqi ф.

(a) Xatijaviy to’lqining qutblanishini A jB  nisbatga bog'liq holda o'r- 

ganing.
(b) A=B  deb natijaviy to'lqining qutblanishini ф  ga bog'liq holda 

o'rganing.

6. Musbat spirallikka ega bo'lgan doiraviy qutblangan elektromagnit to'l- 

qinni yozing.

7. Manfiy spirallikka ega bo'lgan doiraviy qutblangan elektromagnit to‘1- 

qinni yozing.

8. Yo'nalishi, chastotasi va amplitudasi bir xil. ammo qarama-qarshi isho- 

rali spiralliklarga ega bo'lgan ikkita doiraviy qutblangan elektromagnit 

to'lqinlar superpozitsiyasida hosil bo'lgan elektromagnit to'lqinning chi

ziqli qutblanishga ega ekanligini ko'rsating.

9. Chiziqli qutblangan elektromagnit to'lqinni qarama-qarsi spiralliklar

ga ega bo'lgan ikkita doiraviy qutblangan elektromagnit to'lqinlarga 

ajrating.

10. Doiraviy qutblangan eletromagnit to'lqin mavdonida zaryadning hara- 

katini aniqlang.

11. Erkin fazoda Makvell-Lorentz tenglamalarini yozing.

12. Maydon kuchlanganliklari va Lorenz sharti bajarilganda potensiallar 

qanday tenglamani qanoatlantiradi?

13. Qanday to'lqin yassi deyiladi? Yassi elektromagnit to'lqin qanday xos- 

salarga ega?

14. Yassi elektromagnit to'lqin qanday xossalarga ega?

15. To'lqin impulsi va Poynting vektori orasida qanday bog'lanish bor?

16. Qanday to'lqin monoxromatik deyiladi?

17. To'lqining qutblanishi nimani bildiradi?

18. Qanday qutblanishlarni bilasiz?

19. Qutblanishda spirallik nimani bildiradi?

20. Doppler effektini tushuntiring.

21. Qanday holda ko'ndalang Doppler effekti namoyon bo'ladi?



8-bob

Ixtiyoriy harakatdagi zaryadlar 

sistemasining maydoni

8.1 Kechikuvchi potensiallar

Yuqoridagi boblarda biz tinch turgan va statsionar harakatda bol- 

gan zaryadlar sistemasi hosil qiladigan maydon hamda zaryadsiz fa- 

/odagi maydon xossalari bilan bog‘liq boigan bir qator masalalarni 

ko lib  c.hiqdik. Endi zaryadlar sistemasining harakati ixtiyoriy boigan 

umumiy holda masalani k o lib  chiqamiz.

Qandaydir hajmda ixtiyoriy harakatda bo igan zaryadlar sistemasi 

berilgan bolsin. Bu hajmda zaryadlarning taqsimoti va harakati vaqt 

va fazoda o'zgaruvclii zaryad zichligi p(r.t) va tok zichligi j ( r , t )  bilan 

aniqlansin. Shu zaryadlar sistemasining maydonini topish kerak. Bu 

masalani o'rganishni Lorenz kalibrovkasida potensallar uchun yozilgan 

Dalamber tenglamalarining yechimlarini aniqlashdan boshlaymiz:

Bu yerda yuqorida ta ’kidlaganimizdek, potensiallar uchun Lorenz sharti

Dalamber tenglamalari - xususiy hosilali evolyutsion (tenglamalar

da vaqt bo'yich hosila bor) tenglama boiganligi sababli, uning yechi- 

rnini aniqlash uchun p(r,t) bilan j{ r ,t)  dan tashqari boshlangich va 

chegaraviy shartlar berilgan boiish i lozim. Elektromagnit maydonni 

topish masalasi quyidagicha qo‘yilishi mumkin: Boshlangich vaqtga

(8.1)

(8 .2)

(8.3)

olirili.
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qfular (I < 0) zaryadlar tinch turibdi va /, =  0 momentdan boshlab zar

yadlar ixtiyoriy qonuniyat bilan harakat qila boshlaydi deb faraz qi- 

buniz. Bunda elektromagnit maydonda boshlang'ich holatga nisbatan 

g'alayonga keladi deb qarash mumkin. Shu sababli (8.1) va (8.2) tengla

malarni aynan shu g'alayon uchun yozilgan deb qaraymiz. Bu holda 

maydonning o'zgarishi uchun javobgar bo'lgan zaryad va tok zichligi 

t > 0 da ma’lum deb qaraladi. t <  0 da esa p(r, 0) =  0, j ( r ,  0) =  0 

deb olish kerak. Masalani bunday qo'yilishida boshlang'ich vaqtda 

E(r. 0) =  0 va H(r, 0) =  0 bo'ladi. Maydon kuchlanganliklari va 

potensiallar orasidagi bog'lanish (3.19)-(3.20) tenglamalariga asosan bu 

shartlar potensiallar uchun quyidagi ko'rinishda yoziladi:

A (r,0 ) =  0,

8A(r, 0)
=  0, (8.4)

y>(r,0) =  0.

Chegaraviy shartlar: t >  0 da kuzatish nuqtasi cheksiz uzoqlashganda 

potensiallar 1/r dan tezroq nolga intilishi talab qilinadi.

Yuqorida qo'yilgan masalani aniq matematik metodlar yordamida 

yechish mumkin. Ammo bu masalaning yechimini anclia qulay bo'lgan 

fizik usul yordamida topamiz. Bu usulning asosida chiziqli tenglamalar 

uchun o'rinli bo'lgan superpozitsiya prinspi yotadi.

Zaryadlar egallagan sohani cheksiz kichik hajm elementlariga boia- 

miz. Shu cheksiz kichik hajm  elementlaridan biridagi zaryadlar hosil 

qilayotgan maydonni aniqlaymiz. Ko'rilayotgan zaryadlar sistemasining 

maydoni barcha cheksiz kichik hajm  elementlaridagi zaryadlar maydon- 

larining superpozitsiyasiga (yig'indisiga) teng.

Cheksiz kichik hajm  elementlaridan birini tanlab olamiz. Undagi 

zaryad de =  pdV  bo'lsin. Faqat shu zaryad mavjud deb, uning may

donini dV' hajmdan tashqarida aniqlaymiz. dV' hajmdan tashqarida 

zaryadlar yo'q, demak, tok ham bo'lmaydi. Bu hoi uchun (8.1) va (8.2) 

tenglamalar bir jinsli tenglamalarga o'tadi.

Avval skalyar potensial uchun tenglamaning yechimini aniqlaymiz:

1 д2диэ
Л ^ - 3 - ^  = 0- (8-5)С
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Cheksiz kichik hajm  elementidagi zaryadning hajmdan tashqaridu hosil 

qilayotgan maydoni sferik simmetriyaga ega boiad i. ya’ni u facial / h i  

yaddan kuzatish nucitasigacha bo igan masofa R  =  |r — r'\ ga va vaqtga 

bogiiq bo iad i. Bu holda Laplas operatorini sferik koordinatalarda 

yozilishidan (A .117 qarang) foydalanib (8.5) ni quyidagi ko:rinishda 

yozib olamiz:

J _ _д_ I r 2d6y\ _  1 d26<p _  Q

R2 DR V“  OR J  c2 dt2 ^

Bu yerda Laplas operatoning в va ip bo ‘yicha hosilali qismlarining 5̂ p 

ga ta ’siri nolga teng boiishi inobatga olindi.

Yangi funksiya kiritamiz:

S<p(R, $  =  (8.7)

Bu funksiyaga nisbatan (8.6) tenglama, bizga m a’luin bo igan to iq in  

tenglamasiga o'tadi, ya’ni:

OR2 c2 dt2 ( )

Bu tenglamaning yechimini umumiy holda quyidagi ko‘rinishda yozish 

mumkin:

x № < ) =  Xi (t ~ + X2 ^  ^  • (8.9)

Avval (8.5) tenglamaning (8.9) dagi birinchi had bilan bog iiq  boigan 

xususiy yechimini ko iib  chiqamiz, ya’ni:

x(R ,t) =  x i ( * -  (8.10)

deb olamiz. U vaqt da

Xi (‘ -5)
bp (t)=  д  ■ (S. 11)

Shu vaqtgacha uncha murakkab boimagan matematik amallarni 

bajardik. Fizilca nuqtai nazaridan masalaning eng muhim joyiga yetib 

keldik. (8.11) vaqt o'tishi (t > 0) bilan zaryad turgari nuqtadan (mar- 

kazdan) с tezlik bilan tarqaluvchi sferik to iq inni ifodalaydi. Kuzatish
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nuqtasi zaryad turgan nuqtaga cheksiz yaqin bo‘lganda (R  —» 0, t — 

R/c  —+ /.) (8.11) quyidagi ko'rinishga o'tadi:

M O  =  (8-12)

Ikkinchi tomondan Sip nuqtaviy zaryad maydon potensialiga teng:

г (f) M O  p{t)dV'
=  -Д- =  — ^ — ■ (8-13;

Oxirgi ikkita ifodani taqqoslab.

Xi (*) =  p(t)dV'

ekanligini aniqlaymiz. Bundan tashqari, potensial t ning funksiyasi 

sifatida silliq funksiya bo'lganligi uchun

*■ (* “ f)  = p (‘ - 7 ) dV '

tenglik o'rinli bo'ladi. Shunday qilib, dV' hajm  elementidagi zaryadlar 

hosil qilayotgan maydonning skalyar potensiali uchun quyidagi ifodani 

hosil qilamiz:

P (*-?)
M O  =  - - Д- L dv '. (8.14)

Bu ifocladan ko'ramizki, kuzatish nuqtasida vaqtning t momentidagi 

potensial vaqtning oldingi r  =  t. — R/c  momentidagi zaryad zichligi 

bilan aniqlanadi. Zaryad turgan joyda vaqtning r  momentida paydo 

bo'lgan maydon g'alayoni R masofani с tezlik bilan R/c vaqtda bosib 

o'tib, kuzatish nuqtasiga shuncha vaqtga kechikib yetib keladi. Shu- 

ning uchun (8.14) bilan aniqlangan potensial kechukuvchi potensiallar 

deyiladi.

Zaryadlar sistemasining maydon potensialini aniqlash uchun (8.14) 

ifodani ular egallagan soha bo'yicha integrallash lozim:

p ( r ' . t  -  M )

^  *) =  /  |r _ r nC dV"- (8.15)
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Xuddi shunga o'xshash yo‘l bilan vektor potensialni aniqlaymi/:

(8.10)

Bu ifodalar yana kechikuvchi potensiallar deb ataladi. (8.15) va (8.16) 

ifodalarda dV' hajm  elementiga tegishli zaryad va tok zichligi shu hajm 

elementi turgan nuqtaning koordinatasi r ' ning funksiyasi ekanligi ino

batga olindi.

Bu ifodalarda zaryad va tok zichligining r* =  t+ R /c  vaqt momentidagi 

qiymatlari bilan t vaqt momentida potensiallar aniqlanadi. Bunday 

potensiallar ilgarilovchi potensiallar deyiladi. Ilgarilovchi potensiallar

(8.4) boshlangich shartni qanoatlantirmaydi. Zaryad va toklar tegishli 

nuqtalarda paydo boimasdan shu zaryadlar bilan bog iiq  bo igan may

don yuzaga keladi. Bu hoi esa sababiyat prinsipiga zid.1 Demak, 

klassik fizikada ilgarilovchi potensiallar m a’noga ega emas. Ilgarilovchi 

potensialardan farqli ravishda kechikuvchi potensiallar sababiyat prin

sipiga bo'ysunadi. Kechikuvchi potensiallar klassik elektrodinamikada, 

ayniqsa nurlanish masalasida muhim ahamiyat kasb etadi.

Kechikuvchi potensiallar uchun topilgan integral ifodalar ancha mu- 

rakkab, chunki integral ostidgi funksiyaning integrallash o'zgaruvchisi 

r ' ga bogianishi chigal ko‘rinishga ega. Faqat ayrim hollardagina 

masalani oxirigacha yechish imkoniyati bor. Keyingi mavzularda shun

day hollardan ba’zilarini ko'rib chiqamiz.

1Sabab (zaryadlarning haraqati) oqibatdan (zaryadlarning harakati bilan bogiiq 

boigan maydonning o‘zgarishi) ilgari sodir boiishi kerak. Bu ta :rif sababiyat 

prinsipi deyiladi.

Endi (8.9) dagi ikkinchi had bilan bog iiq  boigan xususiy yechimni 

k o iib  chiqamiz. Bu holda Dalamber tenglamalarining yechimi quyidagi 

koi'inishda yoziladi:

(8.17)

(8.18)
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8.2 Nuqtaviy zaryad kechikuvchi potensiali

Harakat qonuni ixtiyoriy bo'lgan bitta nuqtaviy zaryad uchun kechi

kuvchi potensiallarni aniqlaymiz. Zaryadning trayektoriyasi r =  ro(<) 

va tezligi v =  vq(t) berilgan deb hisoblaymiz. Kechikuvchi potensial

larni aniqlashda asosiy rnuammo (8.15) va (8.16) ifodalardagi integral- 

larni hisoblash bilan bog'liq. Hatto bitta nuqtaviy zaryad uchun ham 

bu integrallarni hisoblash oddiy emas.

Masalani skalyar potensial misolida ko'rib chiqamiz. Zaryad nuq

taviy bo'lganligi uchun (8.15) integralni hisoblashda zaryad zichligini 

<5 - funksiya orqali quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:

('■'. ‘ - =  /  (>('•'. r)S [r -  ( i  - ® ) dr. (8.19)

Bu yerda R (t) — |r — tTd(t )| r  vaqt momentida zaryaddan kuzatish 

nuqtasigacha bo'lgan inasofa. Zaryad nuqtaviy bo'lganligi uchun zaryad 

zichligining ikkinchi argumentida r' ni Го(т) bilan almashtirdik. (8.19) 

ifodani hisobga olib (8.15) ifoda bilan aniqlangan kechikuvchi skalyar 

potensialni qayta yozamiz:

Г f S \t — (t — dr 
Г(г, t) =  /  dV' f p  (r\r ) -------— ------ .

Yangi o'zgaruvchi kiritamiz:

(8 .20)

R (r) 1 dR (r) (  1(Ш(т)\
r] =  т -(----- , drj =  dr ----- -— dr =  ( 1 H---- -—  ) dr. (8.21)

с с dr \ с dr J

Zaryadning r  vaqt momentidagi tezligi v =  dr[r)/dT  = —d R (r )/d T  ni 

radius-vektor R ( t )  yo'nalishiga proeksiyasini hisoblaymiz:

R\ 1 f d R \  1 dR2 dR

v r ) = ~ r [ ^ r )  =  - ^ r 4 7 ‘ - ^  <8-22>

Buni va (8.21) ni nazarda tutib, (8.20) ni yangi o'zgaruvchilarga nis

batan yozamiz:

=  (823) 
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Л liniksiynning xossasidan foydalanib oxirgi integralni hisoblaymiz va 

mil i|ii(In quyidagi ifodani hosil qilamiz:

'P {T J)=  R - W c  (SM )

Xtnbli shunga o‘xshash yo‘l bilan vektor potensial uchun quyidagi ifo- 

iliini iilumiz:

A(T' t] = c{r Z r I cY (a2r>)

lln yerda tezlik va radius-vektor r  vaqt momentida olinadi. r  o‘z

• in v'I mt ida

r =  t - ^  (8.26)
С

irnchimaning yechimi bilan aniqlanadi. (8.24) va (8.25) Lienar-Vixert 

|inti'iisi»illari deb yuritiladi. Bu potensiallarda zaryadning tezligi (hara- 

linl qonuni) hech qanday shart bilan cheklanmaganligini yana bir marta 

nulul il> <>‘tamiz.

Ixt iyoriy harakatdagi zaryadning elektromagnit maydonini aniqlay- 

iiii/ Huiiing uchun Lienar-Vixert potensiallarini quyidagi ko'rinishda 

yn/il) olamiz:

<p{r,t) =  j ,  (8.27)

A (r,t) =  (8.28)

vR
A =  R - — . (8.29)

с

Ни yerda potensiallar t vaqt momentiga tegishli, v va R , demak, A ham 

i vnqt momentiga tegishlidir. Sunday qilib (8.27) va (8.28) ning o‘ng 

t < и i к и i la ri vaqt va koordinataning murakkab funksiyasidir.

Maydon kuchlanganliklari potensiallar orqali bizga m a’lum bo‘lgan

1 BA
E  =  -grad  v?--- — , (8.30)

с at

H  =  rot A (8.31)

III и IhIhi bilan aniqlanadi. Bu yerda vaqt bo‘yucha hosila kuzatish vaqti 

I vii koordinata bo'icha hosila kuzatish nuqtasining koordinatalari bo‘yi- 

111и nluiadi.

II  I Irkliodinaniika lei



,1  e d v e e dv ev d\
h  =  -cerad grad + —  -  (8.32)

Bu ifodada ishtirok etuvchi vaqt bo'yicha hosilani hisoblaymiz:

d д т d 

dt dt дт

дт
Bu yerdagi —  ni aniqlash uchun (8.26) dan t bo:yicha hosila olamiz:

—  - 1 - 1 —  -  - 
dt с dt с dr dt

Bundan

дт __ / 1 dR\~l 

dt V с dr )

(8.22) ni inobatga olib bu ifodani qayta yozamiz:

dr Д Rv\~l R  d R d

Elektr maydon kuchlanganligini aniqlaymiz:

dt V1 c R j  A ’ dt A dr  (8'33)

Bundan foydalanib, (8.32) dagi vaqt bo’yicha hosilali hadlarni quyidagi 

ko'rinishda yozib olamiz:

dv R .

ai = л”’ (8-M)
d\ R ( vR vR r '  \

m = + (M5>

R . • _  d v
Bu yerda v =  — .

or
Endi (8.32) dagi grad A ni hisoblaymiz:

grad A =  (grad A)T + ^  gradr, 
o r

(grad A)T =  gradH ( r  - ^ ^  ^
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I>ti yerda (gradA)T hisoblanganda r  o‘zgarmas deb oliitish kemk Mm 

mibabli. bu had hisoblanganda gradient faqat R  ga tegishlidii. Sliumhn 

<|ilib, (8.33) va (8.35) ga asosan

R  v ЭХ R  v
grad A =  — -  - + —  grad r  =  — - 

R с от R  с

vR vR

~ R + ~c~

v

с
-  grad

Yuqoridagilarga o‘xshash gradr ni hisoblaymiz: 

1 (grad R)r R  1
gi' id r  =  —

R

° I + i «  
с от

cR 1 OR 

с дт
с R

vR

с

Nihoyat,

R  v
+

vR vR

~ R + ~

v

с

R

cX

R

cX

(8.36)

(8.34)-(8.36) ifodalarni (8.32) ga qo!yib. elektr naydon kuchlangan

ligini ikki qismga ajratib yozamiz:

E  =  E\ + E 2

Bu verda

E, -  e 1 -

E ‘2 =

R
vR

-3vR .11 f  _ v R  \
R R ----« Д ----

C J, V с J

(8.37)

(8.38)

(8.39)

Magnit maydon kuchlanganligini hisoblash uchun yuqoridagi kabi 

yo‘l tutib, elektr maydon kuchlanganligi bilan quyidagicha bogianganli- 

gini aniqlash mumkin:

H(t) =
1

R ( t ]
■\R(T)E(t)}. (8.40)

(8.38)-(8.40) ifodalarning o‘ng tomonidagi kattaliklar r, elektr va 

magnit maydon kuchlanganliklari esa t vaqt moinentida oliuadi. / - r 

vaqt oralig‘ida zaryadning harakati tufayli yuz beradigan maydonning 

o;zgarishi R ( t )  masofani с tezlik bilan bosib o‘tadi. Bu vaqt ichida
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zaryad boshqa joyga ko‘chadi. Masalan, tekis liarakatda zaryad v(t — T) 

masofaga ko‘chadi. Shuni ta ’kidlash lozimki, magnit va elektr maydon 

kuchlanganliklari hamma nuqtalarda bir-biriga perpendikulyar ekan.

Ixtiyoriy harakat bajarayotgan nuqtaviy zaryadning elektr (mag

nit) maydonning (8.38) bilan aniqlanuvchi qismi faqat zaryadning tez- 

ligiga bog‘liq. Shu sababli bu ifoda o‘zgarmas tezlik bilan harakatla

nayotgan relyativistik zaryadning elektr maydon kuchlanganligi (3.66) 

bilan mos tushishi kerak. Buni isbotlash uchun (8.38) ifodadaning o'ng 

tomonidagi hamma kattaliklarni t vaqt momentiga bog'liq holda yozish 

kerak bo‘ladi. Buning uchun (8.38) ifodadagi har bir ko'paytuvchini 

ko'rib chiqamiz:

1. Tezlik o'zgarmas bo'lganligi uchun uni qaysi vaqtda olishning 

ahamiyati yo'q:

Bu tenglikning har ikkala tomonini kvadratga oshiramiz va o'ng tomoni

dagi kattaliklarni t vaqtdan r  vaqtga o'tkazamiz. Natijada bu tenglik 

o'rinli ekanligini ko'ramiz.

2
Bu yerda R(t) va v ora

sidagi burchak 6(t) bilan bel- 

gilangan. Bu ifodalarni (8.38)

r,y,z) qo'ysak, u (3.66) bilan mos 

tushishini ko'rish mumkin.

x

8.1-rasm:

Elektr maydon kuchlan- 

ganligining ikkinchi qismi (8.39) 

tezlik bilan birga tezlanishga 

ham bog'liq. Maydonning bu 

qismi relyativistik zarrachaning

nurlanishi bilan bog'liq. 

Endi maydonni chegaraviy hollarda ko'rib chiqamiz:

1. Katta masofalarda (R  —> oo):

(8.41)

(8.42)
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Им natijaga ko‘ra katta masofalarda ikkinchi had sekin nolga ini ilc.nnlijM 

in Inin, asosiy had bo iib  qoladi

2. Kichik tezliklarda (v c):

eR  
E t «

F.i a  p ^ r [R [R .. ' | !  (8,11)

I in yerdagi birinchi ifoda sekin va harakatlanuvchi zaryadning maydoni 

I>iInn mos tushadi. Ikkinchi ifodaning m a’nosi nurlanish masalasini 

n'iganishda ochiladi.

8.3 Ixtiyoriy harakatdagi zaryadlarning 

yetarlicha uzoq masofalardagi maydoni

Kuzatish nuqtasi yetarlicha uzoq masofalarda deb, ixtiyoriy hara

katdagi zaryadlardan tashkil topgan sistemaning elektromagnit may

donini aniqlaymiz. Koordinata boshini zaryadlar egallagan sohaga joy- 

lashtirarniz. Zaryadlar sistemasining chiziqli o‘lchamlari L kuzatish 

iniqfasigacha (P) bodgan masofa r dan juda kichik bo‘lsin. Bu holda 

koordinata boshidan dV' hajm  elementiga o'tkazilgan radius-vektorning 

moduli r' ning eng katta qiymati L tartibida bo'lganligi uchun u ham 

i dan juda kichik bo'ladi (8.2-rasin). Bunga asosan kuzatish nuqtasi 

yetarlicha uzoqda joylashgan deganda

r <  L «  ?• (8.45)

shart o'rinli bo'lishini ko'zda tutish kerak.

Shu bilan birga bu shart zaryadlar 

fazoning cheklangan sohasini egalla- 

gan deb olish kerakligini bildiradi.

Shart (8.45) bajarilgan deb (8.16) 

bilan aniqlangan kechikuvchi skalyar 

potensial p(r, t) ni r '/r  ning darajalari 

bo'yicha qatorga yoyamiz va hozircha 

1/r ga proporsional bo'lgan hadlar
8.2-rasm:



bilan c.heklanarniz. Ya’ni.

t '  77 ~ - (8-46)
| r  — r ' I r

deb olamiz. Bu yaqinlashishda (8.16) quyidagi ko'rinishga o:tadi:

tp(r, t.) =  - J  p (r\ t - ^ dV '. (8.47)

Bu yerda zaryad zichligidan olingan integral to'liq zaryadga teng 

bo‘lmaydi. Kechikish vaqti turli dV  hajm elementlari uchun turlicha, 

demak, integrallashda turli vaqtlarga tegishli bo igan zaryadlarning 

yig‘indisi olinadi. Bu kattalik to ‘liq zaryadga teng bo‘lmaydi.

Endi kechikish vaqtini r '/r  ning darajalari bo‘yicha qatorga yoya-

miz:
 ̂qrk пгь ̂  лгъ

T z z t----b —  = r 0 + -- . (8.48)
с cr cr

Bundan kechikish vaqti ikki qismga ajralgani ko‘rinib turibdi. Birin- 

chisi, r/c  zaryadlar sistemasining hamma nuqtalari uchun bir xil bo‘l- 

ganligi uchun urnumiy kechikish vaqti deb ataymiz. Ikkinchisi. r'r/cr  

turli nuqtalar uchun turlicha bo‘lib, xususiy kechikish vaqti deb ataladi.

Xususiy kechikish vaqtining umumiy kechikish vaqtiga nisbati r'/r 

tartibida boiganligi uchun (8.47) dagi zaryad zichligini xususiy kechi

kish vaqtning darajalari bo‘yicha qatorga yoyamiz:

(  / rr'\\ . . . dp ( r Tn )  r 'r
p [ r , T 0 + --- =  p (r , t0) + ---— -------- f  • • •. (8.49)

V с /  ото cr

Bunday qator ma’noga ega bo iishi uchun, u yaqinlashuvchi bo‘lishi 

kerak. Yaqinlashuvchi bo'lishi uchun n + 1 - hadning n - hadga nisbati 

birdan juda kichik bo'lishi kerak. Shu nisbatni baholaymiz:

dp {r ',r0) r 'r  p L

8? ,  "  ~ =  £  =  - «  1. (8.50)
p{r,TQ) p Тс. c

Bu yerda T zaryad zichligining o‘zgarishini aniqlovchi xarakterli vaqt, 

v =  L/T  zaryadlar harakatini ifodalovchi qandaydir tezlik. (8.50) ga
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asosan (8.49) qator yaqinlashuvchi bo'lishi uchun v с bo'lislu krml 

hgi kelib chiqadi. Shunday qilib, agar zaryadlarning harukiil l.c/lic.i 

norelyativistik bo'lsa, (8.49) qator m a’no kasb etadi.

Endi (8.49) qatorni (8.47) ga qo'yib, skalyar potensial uchun quyi 

ilagi ifodani hosil qilamiz:

„ ( г, 4) = 1 ( / р ( Л х о ) ^ '  + / ^ р >  ~ Л И + - ) -

I in ifodada (8.47) ga nisbatan jiddiy soddalashtirish amalga oshirildi. 

Zaryad zichligi sistemaning hamma nuqtalarida bir xil To vaqt momen- 

t ida olinadi.

(8.51) dagi birinchi had juda sodda m a’noga ega. Zaryad zichligi

l>ir vaqtda olinganligi uchun j  p (r ',  T0)dV ' sistemaning to'liq zaryadiga

teng va u bilan bog'liq bo'lgan had koordinata boshiga turgan, zaryad 

miqdori sistemaning to'liq zaryadiga teng bo'lgan. nuqtaviy zaryad ska

lyar potensialini beradi. Bu yaqinlashishda vektor potensial nolga teng 

bo'lishini ko'rish qiyin emas.

Elektroneytral sistema uchun birinchi had nolga teng bo'ladi. Bu 

holda (8.51) dagi ikkinchi had asosiy bo'lib qoladi. Bu hadda vaqt 

boLvicha hosila bilan integrallash tartibini o'zgartiramiz:

^ r ' t] = ;  ( ^ / ' , ( r ' ' To)r'rfV" )  =  (8-52' 

Bu yerda

d(r0) - ddQ~~-' d(T0) =  J  p{r',T 0) r ' d V . (8.53)

d(ro) zaryadlar sistemasining ту vaqt momentidagi dipol momenti. 

Skalyar potensial kabi vektor potensialni ham aniqlash mumkin:

A { r ,t )  =  — f j { r ' ,T 0)dV ' =  (8.54)
cr J cr

Skalyar va vektor potensial sistemaning dipol momenti orqali aniq- 

langanligi uchun bu yaqinlashish dipol yaqinlashishi deb ataladi.
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Dipol yaqinlashishda (8.52) va (8.54) ifodalar bilan aniqlangan po

tensiallar yordamida magnit va elektr maydon kuchlanganliklarini aniq- 

laymiz:

-A =  - (n A )  - ~ A  =
с с с

(8.55)

с с с
E (r,t) =  [H(r,t),n] \Е\ — \Н\.

-{п(пА ) — А} =  -[[An]n =  -[[dn]n], 
с с с

(8.56)

(8.57)

Vektor va skalyar potensial. elektr va magnit maydon kuchlangan- 

liklari koordinata va vaqtga boglanishi

qonuniyat bilan aniqlanadi. Bunday bogianish amplitudasi 1/r qo- 

nuniyat bilan kamayuvchi sferik to'lqinga xosdir. Demak, zaryadlari 

ixtiyoriy harakatda bo‘lgan sistema n  =  r/r yo'nalishda tarqalayotgan 

srerik elektromagnit to‘lqin manbayi bo‘ladi.

Ya’ni, (8.50) dagi T ni to'lqin davri yoki 1/T uning chastotasi deb 

qarash mumkin. Bu holda Tc to ‘lqin uzunligi bo‘ladi. Bularga asosan 

u/c «  1 shart L / A - C l  shart bilan teng huquqli ekanligini ko‘ramiz. 

Shunday qilib, yuqoridagi natijalar o‘rinli boiishi uchun sistemaning 

chiziqli olcham i nurlanayotgan elektromagnit to iq in  uzunligiga nis- 

batan juda kichik boiishi kerak ekan.

Elektr va magnit maydon kuchlanganliklarining son qiymatlari o‘z- 

aro teng, yo‘nalishlari esa bir-biriga perpendikulyar va elektromagnit 

to iq inning tarqalish yo‘nalishi bilan o‘ng parma qoidasiga bo‘ysunadi.

Ixtiyoriy harakatdagi zaryadlar sistemasining dipol yaqin- 

lashishdagi elektromagnit maydoni ko‘ndalang sferik to ‘lqin, 

zaryadlar esa to ‘lqin manbasi ekan.

(8.58)

Bu xulosaga ko'ra (8.50) shartni boshqacha talqin qilish mumkin.
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8.4 Dipol nurlanishi

Yuqorida dipol yaqinlashishida maydon kuchlanganliklmi uchun 

olingan natijalar asosida nurlanish intensibligini - nurlanish yo'nalishiga 

pcrpendikulyar turgan birlik yuzadan birlik vaqtda o‘tuvchi elektr <> 

magnit maydon energiyasini hisoblaymiz.

Qutb o‘qi dipol momenti d bo'ylab yo‘nalgan sferik koordinatalar 

sistemasini г, в, ф (8.3-rasm) kiritamiz. Magnit maydon kuchlanganligi 

// ning yo‘nalishi kenglik chizig‘iga urunma bo‘ylab azimutal burchak 

i/’ ning kamayish tomoniga yo‘nalgan [n, d] vektor bilan aniqlanadi. U 

sferik koordinatalar sistemasida quyidagi proeksiyalarga ega bo'ladi:

Hr =  0, Hg =  0, sin в.
c^r

(8.59)

Elektr maydon kuchlanganligi E  

ning proeksiyalari quyidagi ifodalar 

bilan aniqlanadi:

Er =  0, Eg = d ■—  sin0,
-7err

Еф =  0.

(8.60)

Bu ifodalardan ko‘rinib turibdiki, 

maydon в =  -к/2 tekislikda o‘zining 

eng katta qivmatiga erishib, qutb 

o‘qiga yaqinlashgan sari nolgacha 

kamayib boradi.

Nurlanayotgan sistemaning Poyn-

l ing vektorini hisoblaymiz:

2

/ 71

(  -~d--^W//r \ \

Jt' \.

8.3-rasm:

1
S =  ^-\EH\ =  i- H 2n  =  ^ E 2n =  7 - V o  Idn\2n. 

47Г 47Г 47Г Anc6r z
(8.6:;

Poyming vektori kuzatish nuqtasiga o‘tkazilgan radius-vektor bo‘yich£ 

yomalgan bo‘lib, moduli

1
|S| = - i sin'2 0. (8.62)

47Г c3r 2

Poynting vektorining noldan farqli bo ‘lishi va doimo nurlanish manbayi- 

dan tashqariga yo'nalganligi, sistemadan elektromagnit nurlanish ener- 

giyasi oqimi mavjudligini ko‘rsatadi. (8.62) nurlanish energiyasi oqimi
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zichligining kuzatish nuqtasining fazoviy orientatsiyasiga bog'lanishini 

boradi. Euorgiya oqimining mavjudligi nurlanish manbayi (nurlatgich) 

va nurlanish tushunchalarini kiritish ma’noga ega ekanligini bildiradi.

Fazoviy burchak dQ ga tortilgan dS  yuzadan birlik vaqtda oqib 

chiqadigan elektromagnit maydon energiyasini aniqlaymiz:

d2 r,
d l =  SdS =  ---r sin edddip. (8.63)

A ttc4

Nurlanishning to ‘liq intensivligi - nurlanish energiyasi to:liq oqirnini 

topish uchun (8.63) ifodani barcha fazoviy burchaklar bo‘yicha integ- 

rallash kerak

•'2 27r 7Г

I  =  J s d s =  J  ~ H 2dS =  ^ 3  J  dip J  sin3 BdO. (8.64)

о 0

Bu yerdagi integrallarni hisoblab nurlanishning to‘liq intensivligi uchun 

quyidagi ifodani hosil qilamiz:

Ko'ramizki, dipol yaqinlashishda nurlanish intensivligi zaryadlar sistc- 

masining dipol momentining vaqt bo‘yicha ikkinchi tartibli hosilasining 

kvadratiga to ‘g!ri proporsionaldir. Kuzatish vaqti t dagi nurlanish in

tensivligi dipol momentining tq vaqt momentdagi qiymati bilan aniqla

nadi.

(8.65) formulani bitta zaryad uchun yozamiz:

2 e2a2
/ = 3 —  (8.66)

a tezlanish. Bu formuladan ko'rinib turibdiki. tezlanish bilan harakatla

nayotgan zaryad nurlanar ekan.

Modomiki, nurlanish natijasida atrofga tarqaluvchi elektromagnit 

to'lqin energiya va impulsga ega ekan, nurlanuvchi zaryadlar sistemasi- 

ning energiyasi va impulsi kainayadi. Xususan, sistema energiyasining 

vaqt bo'yicha o'zgarishi

ft = ~L <8'67>
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I tu yerda ishora nurlanish natijasida sistema energiyasining kama- 

vi■ • 11iili bildiradi.

Masala: Muvozanat holatga qaytaruvchi (gannonik) tashqi kuch 

/■’ mx =  —kx ta ’sirida tebranma harakat qilayotgan massasi in bo'l- 

p.iiii zaryadning (garmonik ossilyator) nurlanisini ko'rib chiqamiz. Bu 

yerda A: elastiklik koeffitsienti. Agar шq — k/m  deb olsak, zaryadning 

Imrakat tenglamasi

x + uJqX =  0 (8.(58)

lio'ladi. Bu tenglamaning yechimi

x{t) — xo cos ut, a(t) =  - xqUq cosut. (8.09)

llularga ko'ra nurlanish ui о chastotada yuz berishini ко ramiz, ya’ni 

imilanish monoxromatik bo'ladi. Ossilyatorning to'liq energiyasi

£  = T + U  =  . («.70)

I m b  I nr davrdagi o'rtacha nurlanish intensivligini hisoblayiniz:

2 e?a2 2 e2 1 f  . .7 , 1 e2u>nX« d£
1 -  ^  • г  /«■ <«»**  -  =  -  J .  (8-71)

0

I tu ilodani (8.70) bilan taqqoslab, ossilyator energiyasining o'zgarishini 

uiiiqlovclii tenglamani yozamiz:

I - * -  <^>

Mu Ienglaning yechimi

£  =  (8.73)

xq =  xo(0)e~7,/2. (8.74)

I In V i da 7 so'nish koeffitsienti deb ataladi, xo tebranish amplitudasi. 

Ko'mmizki, nurlanish natijasida ossilyator energiyasining kamayishi, 

di'inuk, tebranishning so'nishi ro'y beradi. Bu hodisa ossilyatorning 

mthnt.siim so'nishi deyiladi.
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8.5 Nurlanish reaksiyasi

Tezlnnish bilan harakatlanayotgan zaryad nurlanishini va energiya 

va impulsini yo‘qota borishini aniqladik (8.73). Nurlanish hisobiga 

zaryad energiya va impulsini yo;qotishi harakat qonunining o‘zgarishiga 

olil) keladi. Buning natijasida nurlanish intensivligi o'zgara boradi. De- 

mak. nurlanish maydoni nurlanayotgan zaryadning harakatiga teskari 

kucli bilan ta ’sir qiladi. Bunday ta’sirga nurlanish reaksiyasi deyiladi. 

Bu holda kuchlar balansida reaksiya kuchini hisobga olish kerak. Nur

lanish reaksiyasi t.ezlanish bilan harakatlanvchi zaryadlardan tashkil 

topgan sistemada ham mavjud.

Masalani bitta nuqtaviy zaryad misolida ko‘rib chiqamiz. Zaryad 

davriy yoki davriyga juda yaqin harakatda bo‘lsin deb faraz qilamiz. 

Davriy kuch ta ’sirida zaryad davriy harakat qiladi. Agar reaksiya ku

chini hisobga olsak, zaryadning harakati davriy b o la  olmaydi. Ammo, 

reaksiya kuchi tashqi kuchlardan yetarlicha kichik boisa, qaysidir m a’- 

noda zaryadning harakatini deyarli davriy deb ko‘rish mumkin bo‘ladi. 

Bu faraz to ‘g‘ri ekanligiga keyinroq ishonch hosil qilamiz.

Zaryadga ta ’sir etuvchi tashqi va reaksiya kuchi bajargan ishni t,\ va 

t2 vaqt momentlari orasida hisoblaymiz. Harakat davriy yoki davriyga 

yaqin deb olganligimiz uchun boshlangich va oxirgi vaqt momentlarida 

sistemaning holati deyarli bir xil deb olamiz. Shu sababli reaksiya 

kuchini hisobga olmasak, (£2 ~ £1) vaqt oraliglda bajarilgan ish nolga 

teng, ya’ni,

Endi energiya balans tenglamasida reaksiya kuchini hisobga olamiz:

kuchning bajargan ishi nolga tengligini nazarda tutsak, zaryad energiya-

(8.75)

Bu yerda Fs reaksiya kuchi bo‘lib, uning bajargan ishi A£\ Ф 0. Tashqi
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sirring kamayishi faqat nurlanish hisobiga boiishi kelib chiqadi:

t'2 t'2 2 , l

[ Fsvdt =  A £ i =  - J  Idt. =  J  a2<lt. (8.76)

tx ti

O'ng tomondagi intcgralda a2 =  vv deb yozamiz va uni bo'laklab in- 

tegrallaymiz:

*2  ̂ 9 1*2 ') li
/ 2 e 2 с I

Fsv d t = --- ^av  H----- / ww//. (8.77)

Зс'* , 3 сл J 
t i «1

va t2 vaqt momentlarida zaryadning mexanik holat.i bu xil ekanli- 

gini inobatga olsak, o‘ng tomondagi birinchi haq nolga teng bo iadi. 

Natijada (8.77) quyidagi ko'rinishni oladi:

*•2 9 t2 

/ FeVdt
(i £ i 

Integral ostidagi ifodalarni tenglashtirib,

2 e2
Fs =  --^a. (8.79)

Shunday qilib, reaksiya kuchi zarrachaning tezlanishidan vaqt, bo'yicha 

olingan hosilaga proporsional ekanligini ko‘ramiz.

Reaksiya kuchi harakat yo nalishiga teskari yo‘nalganligi uchun mc- 

xanikadagi ishqalanish kuchiga qiyoslab, Lorentz ishqalanish kuchi deb 

ataymiz.

Yuqorida reaksiya kuchi asosiy kuchga nisbatan juda kichik deb 

faraz qilgan edik. Ammo bu shartdan oshkora ravishda foydalanmadik. 

Shuning uchun olingan natija doimo to‘g‘ri bo‘lishi kerak. Hozir teskari 

faraz nimaga olib kelishini ko‘rib chiqamiz. Har ikkala kuchni hisobga 

olib zaryad uchun harakat tenglamani yozamiz:

m a =  F  + Fs ~ Fs.

Bu yerda asosiy kuch reaksi}ra kuchiga nisbatan kichik degan faraz- 

dan foydalandik. Bu tenglamani (8.79) ga asosan quyidagi ko'rinishda 

yozish mumkin

2 e2 
т а  — a

3 cr

173



a =  do exp

Bu differensial tenglamaning yechimi

(  3mc3A

h'o'iamizki, harakatga qarshilik ko'rsatuvchi kucli ta ’sirida zaryadlan- 

gan zarrachaning tezlanishi ortmoqda. Bir tomondan nurlanish hiso

biga energiyasi kamaysa, ikkinchi tomondan, reaksiya kuchi ta ’sirida 

uning energiyasi ortmoqda. Bunday qarama - qarshlikning paydo bo'li- 

shi |F,| |jP| shart o‘rinsiz ekanligini ko'rsatadi. Shunday qilib. |jF, i «  1*1 

shart o‘rinli bo'lishi kerak.

Bu shartning o'rinli bo'lish chegarasini aniqlaymiz. Buning uchun 

vana tashqi kuchni davriy deb olamiz. Reaksiya kuchi kichik bo'lganligi 

uchun harakatning davriyligiga dcyarli ta ’sir qilmaydi deb olamiz. Shu 

sababli |a| % ша deb quyidagilarni yozamiz:

. _ ,  I 2 e 1 ш  . 2 e2 uj . .

\Fs ~ o J ~ \m a \~ (8-80■1 c3 m. 3 c: ‘ m

Bu tenglikga ko'ra reaksiya kuchi tashqi kuchdan kichik bo'lish shartini 

quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

t ? u j
—5—  <  1. (8.81
с,m

Bu shart fundamental ahamiyatga ega bo'lib, elektrostatika bobida 

ko'rganimizdek, klassik elektrodinamikaning tatbiq qilish chegarasini 

yana bir marta aniqlash imkoniyatini beradi. (8.81) shartni quyidagi 

ko'rinishda yozamiz:

me3
— . (8.82) 

e z

Bu shartni klassik elektronga tatbiq qilsak, nurlanish chastotasi

uj <C 1024 5 1

bo'lishi kelib chiqadi. Bu shart barcha elektromagnit to'lqinlar uchun
2тг с

bajariladi. (8.82) ni to'lqin uzunligi uchun yozamiz (A = ---):
UJ

e2
A » -- 2 =  ro- (8.83)
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Bu yerda го ~  2, 5 T 0 ~ 13sm elektronning klassik radiusi. Shunday qilib 
klassik elektrodinamika nuqtai nazardan yuqorida nurlanish masalasida 
olingan natijalardan (8.83) shart bajarilganda foydalanish innnikinligi 
kelib chiqadi. Bir qator effektlar shuni ko'rsatadiki, klassik fi/.ika гц dan 
ancha katta (Л  =  2 • 10- lo .sm - Kompton to'lqin uzunligi) masofalarda 
o ‘rinli bo ‘lmay qoladi. Bunday masofalarda kvant eUcklJai iiamoyon 
bo‘la boshlaydi.

Klassik clektrodinamikaning tatbiq qilish chegarasi anmldagidan 
farq qilishi klassik fizika orqali uning tatbiq qilash chegarasi balmlan- 
moqda. Tatbiq qilish chegarasini aniqroq baholash uchun kvant fizikaga 
murojaat qilish kerak.

Mavzining yakunida nurlanish sababli zaryadlangan zarracha tez- 
ligining kamayish effektini kechikuvchi potensiallar o'z ichiga olgan- 
ligini ta ’kidlab o'tamiz. Bu masalani mustaqil ravishda o'rganishni 
o'quvchilarga taklif qilamiz (Л .Д .Ландау, Е.М .Лифщ иц Теория поля, 
М:, Наука, 1967, 460С. §65, §75).

8.6 Nurlanish chizig‘ning tabiiy 
kengligii

Zaryadlangan zarrachaga garmonik (muvozanat holatga qaytaruv- 
chi) kuch F  =  — kx ta ’sir qilganda uning nurlanishi luq chastotada yuz 
berishini va nurlanish ossilyatorning radiatsion so'nishiga olib kelishini 
yuqorida ko'rdik. Endi nurlanish reaksiyasining nurlanish maydoniga 
ta ’sirini o'rganamiz. Masalani reaksiya kuchini hisobga olib bir o i-  
chamli ossilyator modelida ko'rib chiqamiz. Bunda nurlanish reaksiyasi 
nurlanish chastotasiga jidd iy ta ’sir qilishini aniqlaymiz.

Zaryadning harakat tenglamasini har ikkala kuchni e’tiborga olib 
yozamiz:

p
x +  c jn x----- - =  0. (8.8'1)

m

Bu yerda reaksiya kuchining o'rniga (8.79) ifodani qo'yamiz:

2 e2
x +  ш ----------n-a =  0, (8.85)

3 т сл

ujq =  \/k/m zaryadning erkin tebranish chastotasi.
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Reaksiya kuchi garmonik kuchdan juda kichik bo igan lig i uchun 
zaryadning tezlanishini erkin tebranma harakatdagi tezlanishga taqri- 
ban teng deb olish mumkin, u holda

a — x ~  — oJqX, a ~  — ljqX. (8.86)

Butiga asosan (8.85) tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin

x +  7X +  ujqX =  0. (8.87)

bu yerda

2 c2ujr> 
7 = ~ — T ,  7 « шо- (8.88)

3 me-3

Bunda y o l  qo'yilgan xatolik 72/ljq tartibida boiad i.

Tenglama (8.87) ning yechimi ko‘rilayot.gan aniqlikda quyidagicha 
yozish mumkin:

x =  x0e'“ 7t/2eiu'°t. (8.89)

Bu ifodadan kolam izki, nurlanish reaksiyasi ta ’sirida ossilyatorning 
tebranish amplitudasi eksponensial ravishda kamaya boradi, ya ’ni zar- 
yajd  so‘nuvchi tebranma harakat bajaradi. So‘nish koeffitsienti 7 ga 
teng.

M a ’lumki, ossilyatorning nurlanish intensivligi zarrachaning tezlan- 
ishi bilan aniqlanadi. Shuning uchun (8.89) dan ikki marta vaqt bo'yi- 
cha hosila olib tezlanishni topamiz:

a =  £ =  a0e - lt/2eiu>ot. (8.90)

Bu yerda a0 0‘zgarmas kattalik bo iib , ko‘rilayotgan aniqlikda ao =  

-XoCJq.
Soliuvchi ossilyatorning tezlanishi vaqtning garmonik funksiyasi 

bolinaganligi uchun, nurlanish ani(( chastotasiga ega bo lm aydi. Aksin- 
cha, u 0 <  ш <  00 oraligldagi barcha chastotalarga nurlanadi. Demak, 
so‘nuvchi ossilyatorning nurlanish spektri uzluksiz ekan.

Bunday holda nurlanish intensivligining chastotalar bo'yicha taq- 
simoti (u>, и  +  du) chastotalar ora lig lga  to ‘g ‘ri keluvchi nurlanish ener- 
giyasi) muhim kattalik hisoblanadi. Hozir so‘nuvchi ossilyator uchun
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ana shu kattalikni topishga kirishamiz. Barcha chastotnlardftgi nuili* 
nishning to ‘liq energiyasi I q quyidagicha aniqlanadi:

DO

/о =  I  I{bj)(ku. ( 8 . 9 1 )

0

Bu yerda / (w) spektral finksiya yoki nurlanish chizig'i deb yuritiladi.
Ikkinchi tomondan nurlanish to ‘liq energiyasi 0 <  t <  oo vaqt orali- 

g'idagi nurlanish energiyalarining y ig ‘indisiga teng bo iad i:

oo 2 00
/0 =  j I ( t )d t  =  ~  J  a2dt. (8.92)

0 0

-0 0  <  t <  0 vaqt oralig‘ida nurlanish bo ‘lmaganligi uchun (a =  0) bu 
yerda integralni — 00 <  t <  00 vaqt oralig ‘ida olish mumkin:

0 2 oo

I 0 =  j  a2dt. (8.93)

— OO

Bu ifodani (8.91) bilan bog ‘lash uchun tezlanishni Furye integraliga 

yoyamiz:
OO

a[ t )  =  - — /  a {u )e lLJtdtu. (8.94)
27r J 

— oo

(8.90) ifodani inobatga olib tezlanishning Furye amplitudasini hisoblay

miz:
OO OO

—iu)tа(ш) =  j a (t)e  XUJtdt — j  a (t)t dt

—oo

a о
(8.95)

Endi Plansheral formulasi (A.140) ga asosan quyidagi tengliklarni hosil 
qilamiz:

oo oo 9 oo 27 a2dt = JL 7 |„И |^Ы = 0̂ Г ------ ^ ---- - = % (8 96)
J 27Г J 2.71 J X- _(_ -у
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Ushbu natijani (8.93) ga qo‘yamiz:

Г f  du 2 c2 o f

3 < ? 2 W  £  +  (a,0 _ „ ) 2  3 c = ' 7 ' ( ’

bu yerdan

«о =  § ^ 0. (8.98)

(8.97) va (8.91) ifodalanii taqqoslab, quyidagiui topamiz:

7 H  =  ё  ' 7---------(8 '99)
(cJ0 - ^ ) 2 +  i

Bu yerda spektral taqsimot faqat musbat chastotalar uchun aniqlangan- 
ligini e ’tiborga oldik. Bu ifodadan ko‘ramizki (8.4-rasm), birinchidan. 
nurlanish spektri uzluksiz, ikkinchidan, ш =  loq chastotada nurlanish
ning spektal taqsimoti keskin maksimumga ega, ya ’ni

I ( lj q) =  — . (8.100)
7Г7

Nurlanish intensivligi uj =  uq ±  7/2 chastotada uj =  cjq dagi qiymatidan 
ikki mart a. kichik ekanligini ko'rish mumkin:

7 n /(wo) /(
/ (w o ± ^ )  =  - ^  =  —  • ( 8.101)

2  2  7Г7

Shuning uchun 7/2 nurlanish chiziglning yarim kengligi deyiladi. 
Auj =  7 esa nurlanish ch izigln ing tabiiy kengligi yoki radiatsion kengligi 
deb ataladi.

Spektral chiziqning tabiiy kengligini to'lqin uzunlik orqali ifodalash 
mumkin. A =  2-kc/lo bo igan lig i uchun A uj =  7 ga mos to iq in  uzunlik- 
lar ora lig l

2ttcAui 2 ttc Att e 2 Air
|ЛА| =  ~  =  Я Г 1 =  Т ^  =  Т ' ^

Bundan ko‘ramizki, Au> dan farqli ravishda ДА to iq in  uzunligi (chas
tota) ga b o g iiq  bolmasdan elektron (zaryadlangan zarracha) ning klas
sik radiusi ro bilan aniqlanadi.
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K.4-rasm: Dipol nurlanishi spektral taqsimoti funksivasi: 1 - 7/w =  0.1. 2 - 
7/и =  0.2, 3 - 7/w =  0.4.

Eksperimentlarda kuzatiladigan spektral chiziqning kengligi uning 
tabiiy kengligidan ancha katta bo'ladi. Masala shundaki, ossilyator- 
ning gamionik tebranishining har qanday buzilishi spektral chiziqning 
kengayishiga sababchi bo'ladi. Nurlanish reaksiyasi ana shunday omil- 
larning biridir. Nurlanuvchi zarrachalarning o'zaro hamda sistcmadagi 
boshqa zarrachalar bilan to'qnashuvi yoki Doppler hodisasi ana shu 
kengaytiruvchi omillarga kiradi.

7 —■> 0 da spektral taqsimot (8.99) erkin tebranayotgan garmonik 
ossilyatorning nurlanishining spektral taqsimotiga o'tadi, ya ’ni

I (u )  =  /q  S{uj — loo). (8 .1 0 2 )

Bu monoxromatik nurlanishning spektral taqsimot funksiyasidir.

8.7 Kvadrupol va magnito-dipol 
nurlanishi

Harakatdagi zaryadlar sistemasining elektr dipol yaqinlashida nur- 
ianishini ko'rib chiqdik. Bu yaqinlashishda nurlanish intensivligi elektr 
dipol momentidan vaqt bo'yicha olingan ikkinchi tartibli hosilaga, de
mak zaryadlarning tezlanishiga bog'liq ekanligini aniqladik. Shunday
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sistemalar borki (8.7-masalaga qarang), zaryadlari tezlanish bilan hara- 
katlansa -da, ko'rilgan dipol yaqinlashishda nurlanish nolga teng bo iad i.

Bunday hollarda (8.51) qatordagi keyingi hadlar bilan b o g iiq  b o i
gan nurlanishni ko‘rish kerak. Elektr dipol nurlanishi nolga teng b o i 
ganda qatordagi keyingi hadlar oldingi hadlarga nisbatan v/c yoki L/X 
marta kichik bolishiga qaramasdan asosiy hadga aylanadi.

Qator (8.51) da keyingi hadlarni batafsil ko‘rib chiqamiz. Elektr 
dipol nirlanishini ko'rganimizda zaryadlar sistemasining yetarlicha uzoq 
masofalardagi elektr va magnit maydonlari (8.55) va (8.56) vektor po- 
tensial bilan aniqlanishini ko'rgan edik. Shu sababli bu yerda faqat 
vektor potensial uchun qatorni tekshirib chiqamiz. Vektor potensialning 
quyidagi ko‘rinishidan fovdalanamiz:

A(r. t) = ~  J  j  (r ', r0 + j  r 'd V  . (8.103)

Tok zichligini xususiy kechikish vaqtining darajalari bo ‘yicha qa
torga yoyamiz:

. / , nr'\ , . . d j ( r ' .тп) (nr ' )
J [ r  -To +  —  J  = j ( r  , t ° )  +  — — -------- — . (8.104)

Birinchi had elektr dipol nurlanishini beradi. Ikkinchi hadni quyidagi 
ko‘rinishda yozib olamiz:

(n r ' ) j  = \[\r'j}n] +  ^\{nr ' ) j+  (n j ) r '].

Bu ifodani hisobga olib (8.104) ni (8.103) ga qo ‘yamiz:

A { r , t )  =  —  +  I { ( nT-/) j +  (n j ) r '} d V '.  (8.105)cr cr 2czr ото J

Bu yerda m sistemaning magnit momenti. Uchinchi haddagi integ

ralni I  P d V ' =  — j  r1 div P d V ' ayniyatdan va uzluksizlik tenglamasi- 

dan foydalanib o'zgartiramiz: 2

— r '  d\v{(nr')j} + ( n j ) r ' } d V  = [ ( n r ' ) - ~  dV ’ .
J OTq

Bu yerda integral butun fazo bo 'y iclia  oliriadi, P  fazoning chekli qismida noldari 
farqli bo'lgan ixtiyoriy vektor funksiya.
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л ( г Л )  =  7 ; +  ]4 r  +  2к щ ]  p ^ r > ' d V ‘ -

Uchinchi hadni kvadrupol momenti tenzori orqali yozish mumkin:

А { г , { ) = М  +  ^ Ш  +  ^ 1 .  (8.107)
cr cr DC Г

Bu yerda D  komponentalari D a =  D apnp bilan aniqlangan vektor, D ap 
kvadrupol momenti tenzori.

Vektor potensial (8.107) ma’lum bo'lgandan so'ng elektr va mag

nit maydon kuchlanganliklarini H  =  - [A n ] ,  E  =  - [ [A n ]n ] formu- 

lalarga asosan to 'g 'ridan to 'g 'ri yozish mumkin ((8.55)-(8.56) ifodalarga 
qarang):

H (r . t )  =  ~ { [ d n ]  +  [[rim ]n] +  ^ - [Ь п ] } ,  (8.108)
CZ T  DC

E ( r , t )  =  -^ -{ [[d n ]n ] +  [ran] +  ^ [ [ i ) n ] n ] } ,  (8.109)

Natijada quyidagini olamiz:

Bu yerda D  =  d^D/dr^.
Fazoviy burchak dtt ga to ‘g ‘ri kelgan nurlanish intensivligi (8.63) 

ifoda bilan aniqlanadi. To 'liq  intensivlik bu ifodani barcha burchaklar 
bo'yicha o ‘rtachalash natijasida aniqlanadi. M a ’lumki. Poynting vek- 
tori S elektr va magnit maydon kuchlanganliklari orqali birday aniqlanadi. 
Shu sababli hisoblashlarni osonlashtirish maqsadida magnit maydon 
kuchlanganligidan foydalanamiz. Magnit maydon kuchlanganligi (8.108) 
ning kvadratidagi ayqash ko'paytmalarning burchaklar bo'yicha o'rta- 
chasi nolga teng. Faqat har bir had kvadratining o ‘rtachasi qoladi. Un- 
cha murakkab bo ‘lmagan hisoblashlarni amalga oshirib nurlanishning 
to 'liq  intensivligi uchun quyidagi ifodani hosil qilamiz:

/  = / S d S = ? |  + | ^  + _ L _ i , 2. (8.110)

Shunday qilib, biz ko'rayotgan yaqinlashishda to 'liq  nurlanish bir-biriga 
bog'liq bo'lmagan uch qismdan iborat ekan. Birinchi had bizga m a’lum
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Ix) 'lgan elektr dipol, ikkinchi had magnito-dipol, uchinchi had esa kvad
rupol nii lanishini aniqlaydi. Harakatdagi zaryadlarning massasining 
zaryadiga nisbati bir xil boigan  sistemalarda magnito-dipol nurlanishi 
elekt t.r dipol nurlanishi kabi nolga teng. Chunki, bunday sistemalarning 
magnit momenti mexanik impuls momentiga proporsionaldir.

(8.110) ifodadagi liar bir hadni taqqoslab tartibini baholaymiz. Sis- 
temaning magnit momenti elektr dipol momentidan (tok zichligi hiso
biga) v/c marta kichik boiganligi uchun magnito-dipol nurlanishining 
intensivligi elektr dipol nirlanishining intensivligidan v2/c2 marta kichik 
bo iad i. Baholashlar, kvadrupol va magnito-dipol nurlanish intensivlig- 
ining tartibi birday bolishini ko‘rsatadi. Agar zaryadlar sistemasining 
elektr va magnito-dipol nurlanishi bolm asa, uning kvadrupol nurlan- 
ishni aniqlash lozim. Bunday nurlanish elektr dipol nurlanishi b o i 

magan atom yadrolarini o ‘rganishda muhimdir. Agar (8.51) qatorda 
keyinga hadlarni inobatga olsak, keyingi tartibdagi multipol nurlanish- 
larni olamiz.

8.8 Elektromagnit to‘lqinlarning 
zaryadlarda sochilishi

Agar zaryadlar sistemasiga elektromagnit to iq in  tushayotga boisa, 
uning ta ’sirida zaryadlar harakatga keladi. Bunday zaryadalar o ‘z nav- 
batida har tomonga nurlanadi, ya ’ni boshlangich to iq inn ing sochilishi 
ro ‘y beradi.

Sochilish berilgan yolialishda birlik vaqtda chiqayotga energiyani 
sistemaga tushayotgan energiya oqiiniga nisbati bilan aniqlanadi. Bu 
kattalik yuza birligiga ega bo iib , sochilishning effektiv kesimi (qisqacha 
kesim) deyiladi.

Energiya oqimining zichligi Iq bo igan  tushayotgan toiqinning bir
lik vaqtda dГ2 fazoviy birchak ostida sochlish (nurlanish) energiyasi 
d l  bolsin. U holda sochilishning effektiv kesimi quyidagi ifoda bilan 
aniqlanadi:

do =  d l/ lo . (8 .11 1 )

Bu yerda chiziqcha vaqt bo ‘vicha o'rtachalashni bildiradi.
Sochilish masalasini sodda - ossilyator modelida ko;rib chiqamiz.
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Tekislikda qutblangan yassi monoxromatik elektromagnit lo ‘ l<|in m. 
silyatorga tushayotgan bo'lsin. Reaksiya kuchini c ’tiborga olgamlu nn 
silyatorning harakat tenglamasi ((8.87) ifodaga qarang) quyidagi ko'n 
111s 11ga ega bo ‘ladi:

r  +  7 Г +  Lo'̂ r =  еЕоегш{/т. (8. 1 12 )

Hu tenglama tashqi davriy kuch ta ’sirida ossilyatorning majburiy teb- 

ranishlarini ifodalaydi. Uning xususiy yechimi

eEn
r  =

m[ujQ — u)2 +  iuj7 ]
(8.113)

dQ fazoviy burchakda sochilgan nurlanish intensivligini (8.61) va 
(8.63) ifodalar orqali aniqlaymiz:

е4£д w4 sin2 £ cos2(cut — 5)
47ГС3  ̂  ̂ 47Гr n 2C3 (c J q  —  UJ2 ) 2 +  UJ2 7 2

dn. (8.114)

Bu yerda r  ning haqiqiy qismi olindi.

701
6 =  arctg

UJ n —  UJ

dfl =  sin ddddip,

£ qutblanish vektori E q va kuzatish (sochilish) yo'nalishi n  orasidagi 
burchak, к tushayotgan to'lqinning to'lqin vektori (8.5-rasm).

(8.114) ni davr bo'yicha o'rtachalaymiz:

—  rQu;4sin2^dfi
d l =  h j~ 2

( c j q  —  u j2 ) 2 +  u j2 7 2
(8.115)

Bu yerda /0 =  c.E q/Att tushayotgan to' 1- 
qinning davr bo'yicha o'rtacha intensivligi. 
Sochilishning effektiv kesimi (8.111) ga 
ko'ra

к
n

0 /
/ V

"-■J у/ E  0

da =
rpo;4 sin2 £

-dn. (8.116)
8.5-rasm:

( u j 'q — u j2 ) 2 +  u j2 ' ) 2 

Burchaklar в. £ va ф o'zaro quyidagicha bog'langan:

cos £ =  sin в cos ф, sin2 £ =  1 — sin2 в cos ф
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Bu boglanishdan foydalanib sochilish effektiv kesimini (8.116) ni ip 
burchak bo‘yicha o ‘rtachalaymiz:

da =
_ 2 , ,4 r 0cv 1 +  cos2 в

(uJ2 -  LD2 ) 2 +  UJ27 2
dfl,. (8.117)

Bu formuladan sochilish 0 =  0 (oldinga) 9 =  n (orqaga) burchaklarda 
maksimal boiish i kelib chiqadi.

Sochilishning effektiv kesimi (8.117) ni hamma fazoviy burchaklar 
bo ‘yicha integrallab to liq  effektiv kesimni aniqlaymiz:

8-7Г 2, ,4гХш
a =

3 (wq -  id2)2 +  io272’
(8.118)

T o liq  effektiv kesimning chasto
taga boglanishini analiz qilamiz (8.6- 
rasm). (8.118) dan ko'rinib turibdiki, 
to liq  kesim rezonans chastota ш — 
da keskin maksirnumga ega. Rezonans 
yaqinida ( uj ~  a>o) to liq  kesimni quyi- 
dagicha yozish mumkin:

2tt r 2 ,2 
r0CJ0

3 (w 0_ w )2 +  x i
(8.119)

8.6-rasm:
Bu yerda (uiff — u 2) 2 ~  4uq (ujo — u ) 
deb olindi. 7 rezonans sohasining 

kengligini aniqlaydi. Xususan, aniq rezonansda, ya ’ni ш =  cjq da

a =  87гго^о/37 (8 .120)

boiad i. 7 wo boigan lig i uchun rezonans chastotada kesim juda katta 
qiymatlarga erishadi.

Kichik chastotalarda ш <£ wq:

(8 .121)

sochilish chastotaning to ‘rtinchi darajasiga proporsional bo iib , juda 
kichik bo iad i. Bu qonun umumiy xarakterga ega bo iib , Reiey sochilishi 
deb ataladi.
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Katta  chastotalarda u> 3> o>o:

a ~ 87ггц/3 = 8пе4/3т2сл. (8.122)

liu ifoda Tomson formulasi deb ataladi. Bu formulaga ko‘ra katta chas
totalarda sochilish umuman chastotaga b o g iiq  bo ‘lmasdan o ‘zganuasga 
intiladi. Katta  chastotalarda tushayotgan elektromagnit maydon tomo- 
nidan atomga ta ’sir etuvchi kuch elastiklik kuchidan juda katta bo iad i. 
Atom yadrosining massasi elektronning massasiga nisbatan juda katta 
boiganligi (a ~  m ~2) uchun и sochilish jarayonida deyarli ishtirok et- 
maydi deb olish mumkin. Demak, atomdagi elektronni erkin deb qarash 
mumkin. Shunday qilib, Tomson formulasi elektromagnit to iq inn ing 
erkin elektronlarda sochilishini aniqlar ekan.

8.9 Relyativistik zaryadlarning nurlanishi

Dipol yaqinlashishida nurlanish intensivligini aniqlovchi (8.06) for
mula v <C с bo iganda o ‘rinlidir. Relyativistik harakatdagi zaryad uchun 
shu kabi formulani olishda har bir vaqt momentida zaryad bilan bog ‘- 
langan sanoq sistemanlarni kiritamiz. Bunday sanoq sistemalarning har 
biriga nisbatan zaryadning tezligi nolga teng boigan lig i uchun (8.66) 
o ‘rinli bo iad i. Bu formula bilan aniqlanuvchi nurlanish sferik to lq in lar- 
dan iborat bo iad i. Bunda nurlanish hisobiga zaryad yo ‘qotadigan im- 
pulsi nolga teng. Vaqt birligidagi nurlanish energiyasi esa har bir sanoq 
sistemada bir hil b o iib , invariant bo iad i:

I  =  ~d£/dt =  -d S '/ d t =  -d £ "/ d t =  . . .  =  inv (8.123)

Modomiki, I  invariant ekan, (8.66)-(8.67) ga asosan a2 =  u>iWl =  
in v . Chunki, zaryad bilan boglangan sanoq sistemada w° =  0. Bu 
yerda wl 4-tezlanish. Ixtiyoriy sanoq sistemada (shtrixsiz) nurlanish 
intensivligini topish uchun 4-tezlanish u>i' ning kvadratini (1.65)-(1.68) 
formulalarga asosan shtrixsizga almashtiramiz. Natijada quyidagini 
olamiz:



I iu formula orqali ixtiyoriy, masalan laboratoriya sanoq sistemada tez
lanish bilan harakatlanayotgan zaryadning nurlanish hisobiga vaqt bir
ligida yo'qotadigan energiyasini hisoblash mumkin.

Amaliy jihatdan elektromagnit maydonda katta tezlik bilan hara- 
katlanayotgan zaryadning nurlanish energiyasini topish muhim masala 
hisoblanadi. Elektromagnit maydon ta ’sirida zaryadlangan relyativistik 
zarrachaning tezlanishi (2.35) Lorentz kuchi bilan aniqlanadi:

(8.125)

Tezlanish uchun yozilgan bu ifodani (8.124) ga qo:yib elektromagnit 
maydonda tezlanish bilan harakatlanayotgan zaryadlangan relyativistik 
zarrachaning vaqt birligidagi nurlanish energiyasini topamiz:

I  = - f ^ f2{ ( E+^ ) 2- ^ ^ 2} ' (8Л26> 
2

7TIC V
Bu yerda 8 =  —j = = = .  (3 =  - .  Ifoda (8.126) dan. tezlik yorug'lik tezli-

giga yaqin bo ‘lganda, birlik vaqtdagi nirlanishning to 'liq  energiyasining 
tezlikka (1 — v2/c2)~ 1 kabi bogdangan, ya ’ni harakatdagi zaryadning 
energiyasining kvadratiga proporsional ekanligini ko'ramiz. Agar tez
lik elektr maydon kuchlanganligiga parallel bo'lsa, nurlanish tezlikka 
bog'liq bo'lmaydi. Bir necha xususiy hollarni ko'rib chiqamiz.

1 . H = 0 , E ± v  ^  =  - - - ^ £ 2E 2. (8.127)
dt 3 m4c7 v '
j o q 4

2. H  =  0, E  || v, v ~  с c—  =  £ 2E 2. (8.128)
at 6 mrc/
(IE 9 p4

3 . £ = 0 ,  Я 1 1 )  —  =  - - - T -= £ 2H 2. (8.129)
dt 3 rnAc7 ’

Bu natijalardan birinchi va uchinchi hollarda nurlanish energiyasi 
zarracha energiyasining kvadratiga proporsional ekanligi ko'rinib tu- 
ribdi. Ikkinchi holda nurlansh energiyasi zarrachaning energiyasiga 
bog'liq emas ekan. Yana bir muhim xulosa, vaqt birligidagi nurlanish 
energiyasi barcha hollarda zarracha massasining kvadratiga teskari pro
porsional bo'lib (£  ~  m 2), zarrachaning massasi qancha kichik bo'lsa,

186



dipol yaqinlashishidagi nurlanish energiyasi shuncha Imt l ii I >< * I<и 11 
( " ir zarrachalar uchun esa zarracha energiyasining nurlanisli hi.solnpi 
kamayishi juda kichik bo iad i.

Endi nurlanishning burchakka bo ‘g ‘lanishini ko‘rib chiqainiz. Hizj'.n 
nia’lumki, katta tezliklarda harakatlanayotgan zaryadning elektr may 
don kuchlanganligi Lienar-Vixert potensiallari orqali topiladi va (8.3N) 
(.s..49) ifodalar bilan aniqlanadi. Katta  masofalarda bu ifodalarning 
I>ii inchisi ikkinchisiga nisbatan tezroq nolga intilishini § 8.2 da ko‘rib 
n i.gan edik. Shu sababli nirlanishga maydonning (8.39) ifoda bilan 
aniqlangan qismi asosiy hissa qo‘shadi. Maydonning shu qismi bilan 
liog‘liq bo!lgan va d,Q fazoviy burchakka to ‘g ‘ri keluvchi nurlanish in- 
lensivligini d l =  cE 2 d il / 4.n ga asosan yozamiz:

2 „2 /1 _  /э2\e2 ( 2 (n a )(va ) a2 (1 — 3 na
d l =  — -z - — +  - A -  v - ---- -- dQ. (8.130)

4vrс2 у c\° Л4 A6 у

\ =  1 — vn/c, n  =  R /R  - nurlanish yo'nalishidagi birlik vektor.
Nurlanishning burchak bo ‘yicha taqsimoti yetarlicha / murakkab

I'kanligi (8.130) dan ko‘rinib turibdi. U ltrarelyativistik (1 — v/c -C 1)
holda mahrajda 1 — nv/c ning katta darajalari borligi hisobiga u alo-
hida xususiyatga ega. Nurlanish intensivligi burchakning tor oralig'ida
katta qiymatlarga erisliadi. n  va v orasidagi burchakni в bilan belgilab

nv V  V  в 2
quyidagini yozamiz: 1 -------=  1 ------- cos 0 «  1 ---------1----- . Burchak

с с с 2
0 ~  sj 1 — v/c bo ‘lganda bu kattalik (1 — v/c) tartibida bo ‘ladi. Bun- 
dan ultrarelyativistik zarrachaning nurlanishining asosiy qismi uning 
harakati yo ‘nalishi atrofidagi 0 ~  \/l — (32 burchaklar intervaliga to ;g ‘ri 
kelishi kelib chiqadi.

Agar vektor ( n — v/c) || a boisa, (8.38) va (8.39) ifodalar bilan 
aniqlangan maydon kuchlanganligi tezlikning har qanday qiymatida 
nolga teng bo iad i. Demak. bu holda nurlanish bolm aydi, Tezlik va 
tezlanish parallel bo igan  (8.130) ancha sodda ko‘rinishni qabul qiladi:

e2a2 (  1 (1 -  (32) sin2 0 cos2 ip >
d l =  ------------------------ —г -  ------ - ’■............  ̂ dn. 8.131

4ttc2 ^ (1  - f i c o s d )4 (1 — cos0) 1

Bu yerda 6 yana n  va v orasidagi burchak, ip a va v vektorlar yotuvchi 
tekislik bilan n  hosil qilgan azimutal burchak. в =  arccos v/c bo iganda 
(8.131) bilan aniqlangan nurlanish nolga teng bo iad i.



8.10 8-bobga oid masala va savollar

1. Lienar-Vixert potensiallaridan foydalanib tekis harakatlanayotgan nuq
taviy zaryadning maydonini aniqlang. Natijani §3.6 da olingan ifodalar 
bilan taqqoslang.

2. Uzluksizlik tenglamasidan foydalanib <p(r,t) =  Дг ( r  f  j ( r ' ,  To)dV') 
ifodani (8.52) ko‘rinishda yozish mumkinligini ko'rsating.

3. Dipol yaqinlashishida (8.52) va (8.54) ifodalar bilan aniqlangan poten
siallar Lorenz shartini qanoatlantirishini ko'rsating.

4. Tashqi F  =  та  kuch ta ’sirida harakatlanayotgan nuqtaviy zaryadning 
dipol yaqinlashishda nurlanish intensivligini aniqlang. Boshlang'ich 
vaqt momentida zaryad tinch turibdi.

5. Bir jinsli 0‘zgarmas H  magnit maydonda harakatlanayotgan massasi 
m va zaryadi e bo'lgan zarrachaning dipol yaqinlashishida nurlanish 
intensivligini aniqlang. Boshlang‘ch vaqtda zaryadning tezligi г>0 X H.

6. Massalari m i, m2 va zarvadlari e\. ег bo‘lgan ikkita zarrachadan tashkil 
topgan sistemaning dipol nurlanishini aniqlang.

7. Berk sistemadagi har bir zarracha uchun ea/ma = e/m — const bo'lsa. 
elektr dipol nurlanishi nolga teng bo‘lishini ko‘rsating.

8. Harakatdagi zarrachalar massasining zaryadiga nisbati bir xil bo'lgan 
sistemalarda inagnito-dipol nurlanishi nolga teng bo'lishini ko'rsating.

9. Bor modelida vodorod atomida elektron yadro atrofida aylanadi. Klas
sik elektrodinamika nuqtai nazaridan nurlanish natijasida, nihovat elek
tron yadroga tushadi. Vodorod atomining yashash vaqtini baholang.

10. Massasi m va zayadi e bo‘lgan zarracha tinch turgan ikkinchi zarracha
ning oldidan d nishon masofada v tezlik bilan uchib o'tadi. Ikkinchi 
zarrachaning zaryadi t 2- Harakatdagi zarrachaning tezligi shunday 
kattaki, traektoriyasining to'g'ri chiziqdan og'ishini hisobga olinasa ham 
bo'ladi. Shu zarrachaning nurlanish energiyasini toping.

11. Zaryadi e bo'lgan nuqtaviy zaryad R radiusli aylana bo'ylab u j  burchak 
tezlik bilan harakatlanmoqda. Zaryadning chiziqli tezligi v =  ujR. с 
deb hisoblab, uning nurlanishini aniqlang.

12. Qanday potensiallarga kechikuvchi deyiladi? Kechikish vaqti nimaga 
teng? Nuqtaviy zaryad uchun kechikuvchi potensiallarni yozing.

13. Ixtiyoriy harakatlanayotgan zaryadlar sistemasining dipol yaqinlashi- 
shidagi maydoni qanday xossalarga ega?

14. Dipol yaqinlashishida nurlanish intensivligi nimaga teng?
15. Nurlanish reaksiyasi deb nimaga aytiladi? Reaksiya kuchini yozing.
16. Dipol nurlanish nazariyasi qanday to'lqin uzunliklar uchun yaxshi natija 

beradi?



9-bob

Makroskopik elektrodinamikaning 
asosiy tenglamalari

9.1 Maydon kattaliklarini o‘rtachalash

Mikroskopik elektrodinamikada bo'sliliqdagi elektromagnit jara- 
vonlarini ко:rib chiqdik. Endi shu masalani muhit uchun o ‘rganishni 
boshlaymiz. Elektrodinamikaning bunday jarayonlarni o ‘rganadigan 
qismi makroskopik elekti'odinamika deyiladi. Muhitda - dielektriklarda, 
o ‘ tkazgichlarda. ferromagnetiklarda va boshqa ko'pgina boshqa xos- 
saga ega bo igan  muhitlarda kechadigan elektromagnit jarayonlar bir- 
liiridan jidd iy farq qilib, ularning xossalariga bog‘liq bo ‘ladi. Bundan 
tashqari, muhitning anizotropiya xossalari va bir jinsli bolm asligi ham 
ko‘riladigan jarayonlarda o ‘z aksini topadi. Bunday holatlarni sanab 
o ‘ tishni yana davom ettirish mumkin.

Yuqoridagi sanab o'tilgan muhitning xossalaridan kelib chiqadigan 
l)o‘lsak, bir qarashda makroskopik elektrodinamikani umumiy holda 
yaratib bo ‘lmaydigan ko‘rinadi. Ammo, muhitning xossalarini bir qan- 
clia shartlar bilan chegaralasak, makroskopik elektrodinamikani umu
miy holda yaratish mumkin bo iad i.

Birinchi navbatda muhit bir jinsli va izotrop boiish i, ikkinchidan, 
muhitning xossalari tashqi elektromagnit maydonga bo ‘liq bolm aslig i 
talab etiladi. Oxirgi liolat maydon kuchsiz bolishini taqazo qiladi. 
Uchinchidan maydonning o ‘zgarishini aniqlovchi xarakterli vaqt (davr) 
muhitda tashqi elektromagnit maydon ta ’sirida yuz beruvchi qutblanish 
va magnitlanishni barcjaror topish (relaksatsiya) vaqtidan yetarlicha 
katta bo iish i kerak.

Bu holda muhitning xossalarini aniqlovchi moddiy kattaliklar may- 
don chastotasiga b o g iiq  bolm aydi. Yuqoridagi shartlarni qanoatlan- 
tiruvchi elektrodinamika ko‘p hollarda tajriba natijalariga tayangan 
bo iib , fenomenologik xarakterga egadir.
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Mikroskopik elektrodinamika tenglamalarida ishtirok etuvchi katta
liklar berilgan niqtaga va vaqtga tegishli edi. Muhitda holat tubdan farq 
qiladi. M a ‘lumki, moddani tashkil qilgan atom, molekula va ionlarning 
fazodagi holati tez o ‘zgartiradi. Masalan, kristall panjara tugunlaridagi 
atom yoki ionlar issiqlik harakati tufayli muvozanat holati atrofida katta 
chastota bilan tebranishda bo'ladi. A tom  ichidagi maydon undan tash- 
qaridagi maydondan ancha katta, bundan tashqari atomlar tebranishda 
bo'lganligi sababli uning koordinatasini vaqt va fazoda aniq belgilab 
bo'lmaydi. Y a ’ni maydon atom o'lchamlari tartibidagi masofalarda va 
tebranish davrida keskin o'zgarib turadi. Shuning uchun maydon beril
gan nuqtaga va vaqtga tegishli deyish o'z ma’nosini yo'qotadi. Bosh- 
qa tomondan tajriba natijalari shuni ko'rsatadiki, maydonning fazo 
va vaqtda bunday o'zgarishi makroskopik jismlar uchun kuzatilmaydi. 
Yana shuni ta ’kidlash lozimki, modda mikro zarrachalardan tashkil 
topgan bo'lishiga qaramasdan makroskopik jismlar ustida o'tkazilgan 
tajribalarda bunday holat kuzatilmaydi. Demak, makroskopik jism
lar ustida o'tkazilgan tajribalarda vaqt va fazoda o'rtachalangan fizik 
kattalik o'lchanadi. Shuning uchun muhitdagi elaktromagnit jaryon- 
larni o'rganishda fizik kattaliklarning o'rtacha qiymatlari ma’noga ega 
bo'ladi.

Yuqoridagi mulohazalardan kelib chiqib koordinata va vaqtni ikki 
qismga ajratamiz. Birinchisi, sekin o'zgaruvchi (r. t) bo'lib, muhitdagi 
makroskopik jarayonlarni, ikkinchisi esa tez o'zgaruvchi (r 7,^ )  bo'lib, 
elementar hajm v va elemental' vaqt T  doirasi o'zgarib. mikroskopik 
jarayonlarni ifoclalaydi. F izik kattaliklarning tez o'zgaruvchi koordinata 
va vaqt bo'yicha o'rtachasi quyidagi formula bilan aniqlanadi:

т

ПтЛ )- ~ !  J  F ( r + r , , t  +  t ')d V ,dt!. (9.1)

0 v

O'zgaruvchilarni ikki qismga ajratish fizik kattaliklardan koordinata va 
vaqt bo'yicha olingan hosilalarning o'rtacha qiymatini quyidagi ko'ri
nishda yozish imkonini beradi. Masalan,

O F _  ~ d F _  dF_
дт dt ’ <9£q dxa '
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Hu yerda т =  t +  t', £а =  х а +  x'a , a  =  1, 2, 3. Tujrihulanlu (91 ) until 

bilan o'rtachalangan kattaliklar o ‘lchanadi.
Maksvell-Lorentz tenglamalarini yuqoridagi ma’noda o 'r tala.. lm i 

iirnalga oshirish uchun belgilashlar kiritamiz: e =  E. h =  H. Bu bclj'.i 

lashlarda yozilgan o ‘rtachalangan M aksvell-Lorentz va uzluksizlik t.ci ij>, 
lamalarini quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

1 dh
(9.3)rot e =

с dt ’
div h = o, (9.4)

4-7Г 1 dh
(9.5)rot h = —  gv +

c c~dt'
d iv e  = 4тго, (9.6)

div gv +

О1!

!§
*!« (9.7)

Bu yerda ~g va 7>v mos ravishda zaryad va tok zichligining o ‘rtacha qiy
mati. (9 .3 )-(9 .7 ) tenglamalarda hosilalar sekin o ‘zgaruvchi - makrosko
pik koordinata va vaqt bo ‘yicha olinadi.

Tenglamalarni odatdagi ko‘rinishda yozish uchun yana bir marta 
belgilashlar kiritamiz: ё  =  E, h =  B. Muhitda elektr maydon 
kuchlanganligining o ‘rtacha qiymati E  ni elektr maydon kuchlanganligi, 
magnit maydon kuchlanganligining o ‘ rtacha qiymati В  ni esa magnit 
induksiya vektori deb ataymiz. Bu belgilashlarda (9 .3 )-(9 .6 ) tenglama- 
lar quyidagi ko'rinishda yoziladi:

1 dB
rot E  =

с dt
(9.8)

div В o, (9.9)
4тг 1 dE

го’ В  = gv H — , 
с с dt

(9.10)

div E  = 4.тг~д. (9.11)

0 ‘rtachalangan tenglamalarda tok va zaryad zichligining o ‘rtacha 
qiyrnatlarining ishtirok etishi muhitlarni ikki toifaga - o'tkazgich va 
dielektriklarga ajratishni taqazo qiladi. 0 ‘tkazgichlarda tashqi stat
sionar elektr maydon ta ’sirida zaryadlarning tartibli harakati, ya ’ni 
tok yuzaga keladi. Bunday maydon ta ’sirida dielektriklarda zaryadlar

191



siljisa-da tok yuzaga kelmaydi. Vaqt o'tishi bilan o'zgaruvchi rriay- 
donlarda holat statsionar inaydondagidan tubdan farq qiladi, hatto 
dielektriklarda ham tok yuzaga kelishi mumkin.

9.2 Elektr maydonda muhitning qutblanishi

Zaryad zichligining o'rtacha qiymatini hisoblashda dielektrikning 
elektroneytral va noldan farqli zaryadga ega bo igan  hollarni alohida 
ko'rib chiqamiz.

Brinehi navbatda jismni elektroneytral deb qaraymiz. Tashqi elektr 
maydon ta ’sirida jismni tashkil etuvchi atom va molekulalardagi man- 
fiy va musbat zaryadlarning muvozanat holatiga nisbatan siljishi ro'y 
beradi. Bunda jismning bir butun holda elektroneytralligi buzilmasa- 
da, alohida olingan qismlarida elektroneytrallik buziladi. Buni qan
day tusliunish kerak? Tashqi maydonga kiritilmagan jismda ixtiyoriy 
hajmni ko'ramiz. Bu hajmni shunday tanlaymizki u yana elektroney
tral bo'lsin. Endi jismni tashqi statsionar elektr maydonga kiritamiz. 
Jismni tashkil etuvchi atomdagi elektronlarning massasi yadroning mas- 
sasidan juda kichik bo'lganligi uchun ular yadroga nisbatan ko'proq 
siljiydi. Buning natijasida alohida ko'rilayongan hajmni chegaralovchi 
sirtga juda yaqin bo'lgan atomlardagi elektronlar sirtdan tashqari (ich- 
kari) ga va tashqarida bo'lgan atomlardagi elektronlar iclikari (tashqari) 
ga o'tib  qolishi mumkin. Bunda ko'rilayotgan hajm ichkarisiga kirgan 
va tashqarisiga chiqqan elektronlarning soni teng bo'lmasligi mumkin, 
ya ’ni shu qismda -lokal elekrtoneytrallik buziladi. Bu holda jismda 
qandaydir lokal zaryadlar paydo bo'ldi deb qarash mumkin. Bunday 
zaryadlar atomni tark etmaganligi uchun bog'langan zaryadlar deb ata
ladi. Uning zichligi zaryad zichligining o'rtachasiga teng bo'ladi:

P =  Pb- (9.12)

Bu yerda рь bog'langan zaryadlar zichligi. Madomiki zaryadlar paydo 
bo'lgan ekan. jism elektr dipol momentiga ega bo 'lib  qoladi. Bu jara- 
yonga muhitning qutblanishi deyiladi. Bu yerda elektr dipol moment- 
ning o'rtacha qiymati ma’noga ega.

Birlik liajmga to 'g 'ri keluvchi elektr dipol inomentini cjutblanish 
vektori deb ataluvchi kattalik P  bilan ifodalaymiz. Bunda jismning
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I'lrktr dipol momenti

rf = /
PdV. (9 13)

Ikkinchi tomondan elektr dipol momentining ta ’rifiga binoan

d= J  rpbdV. ( 9 Ы )
lismga tashqaridan zaryad kiritilinagan ekan. u elektroneytralligicha 

qoladi. ya ’ni

J  Pb dV  =  0. (9.15)

Bu integral munosabat istalgan shakldagi jism ushun o ;rinli bo iad i.
Dipol momentini aniqlovchi (9.13) va (9.14) ifodalarni taqqoslab, 

Г  = rpi, bogianishni topamiz. Bu ifodadan to ‘g ‘ridan to ‘g ‘ri foydalanib
14, ni topolinaymiz. Boglangan zaryadlar zichligini qutblanish vektori- 
iimg divergansiyasi ko‘rinishida yozish mumkin deb faraz qilamiz:

pb =  — d iv P  (9.16)

Bn ifodani (9.15) qo'yamiz va Ostrogadskiy-Gauss formulasiga asosan 
hajm bo ‘yicha integraldan yopiq sirt bo ‘yicha integralga o ‘tamiz:

J  Pb dV =  -  J  div Pd V  =  j  PdS. (9.17)

Bu yerda integallash sirti jismni o ‘rab olgan ixtiyoriy yopiq sirt bo lgan- 
ligi uchun uni jismdan tashqarida tanlanadi. Jismdan tashari nuqta- 
larda P  =  0, demak, integral ham nolga teng bo'ladi. Bu natija (9.15) 
shartni tasdiqlaydi sh\i bilan birga boglangan zaryadlar zichligini (9.16) 
ko‘rinishda tanlash mumkinligini ko:rsatadi. Endi (9.14) ni quyidagi 
ko‘rinishda yozish mumkin bo iadi:

-  J  rd iv P d V .  (9.18)

Jismning qutblanishi bir tekis bo lm ayd i. Buni ko‘rsatish uchun teskari 
faraz qilamiz, ya ’ni qutblanish bir jinsli bo lsin  deb qaraymiz. Bu holda 
div P  =  0 bo iad i. Bunga ko‘ra va (9.16) ga asosan boglangan zaryadlar 
zichligi jism hajmining hamma nuqtalarida aynan nolga teng va jism
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qutblanmagan bo ‘lib chiqadi. Bunday bo'lishi mumkin emas, chunki 
tashqi elektr maydonga kiritilgan jism elektr momentiga ega bo'ladi va 
u albatta qutblangan bo'ladi. Bu mulohazalardan jismning qutblanishi 
bir jinsli bo'lishi mumkin emasligi kelib chiqadi.

Endi boshidan jism p ziclilik bilan zaryadlangan deb zaryad zichlig
ining o'rtacha qiymatini aniqlaymiz. Tashqi maydon kuchsiz bo'lganligi 
uchun bog'langan zaryadlar erkin zaryadga aylana olmaydi. Shuning 
uchun to 'liq  zaryad zichligiga erkin va bog'langan zaryadlar mustaqil 
ravishda kiradi, ya ’ni

Tok zichligining o'rtacha qiymatini muhitning xossalari to'g'risi- 
dagi umumiy tasavvurlardan kelib cliiqib aniqlaymiz. Bunda quyidagi 
uchta farazni asos qilib olamiz:

1. Tashqi maydonga kiritilgan jism hajmidagi o'rtacha maydon 
atom ichidagi maydondan kichik bo'lishi kerak. Bu faraz, maydon 
uchun yozilgan tenglamalarning chiziqli bo'lishini va muhitning elektr, 
magnit va boshqa xossalari tashqi maydonga bog'liq bo'lmasligini ta ’- 
minlaydi.

2. Muhit bir jinsli bo'lishi kerak. Bu faraz ko'rilayotgan hajmda 
muhit xossalarini aniqlovchi kattaliklar birday bo'lishini ta ’minlaydi.

3. Muhit izotrop bo'lishi kerak. Bu hoi muhitning xossalarini aniq
lovchi kattaliklar skalyar bo'lishiga ishora qiladi.

Bu shartlardan chetlashish qanday oqibatlarga olib kelishini keyin- 
roq ko'rib chiqamiz. Hozir esa shu farazlar o'rinli deb tok zichligining 
o'rtacha qiymatini aniqlaymiz.

Tok zichligining o'rtacha qiymati umuman olganda tashqi elektr 
va magnit maydon kuchlanganliklariga, ularning vaqt va koordinata 
bo'yicha hosilalariga bog'liq  bo'lishi mumkin, ya ’ni

в ~  P +  Pb,

J  ~gdV =  J  pdV +  J  pijdV =  J  pdV =  e.

(9.19)

(9.20)

Bu yerda e jismlarning to 'liq  zaryadi.

9.3 Tok zichligining o‘rtachasi

(9.21)
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Maydon kuchsiz va hosilalari sekin o'zgarishini hisobga olib, /  funk
siyani argumcntlarining darajalari bo'yicha qatorga yoyamiz. Maydon 
lenglamalari chiziqli bo'lishi uchun qatorda o'zgnruvchilarning birinchi 
darajalari ishtirok etgan hadlar bilan chegaralanamiz Tok zichligi qutb 
vektor bo'lganligi uchun qatordagi hadlar qutb voktoriga bos bo'lishi 
kerak. Ular skalyar ham, aksial vektor ham bo'lishi mumkin emas.

Elektr maydon kuchlanganligining dekart koordinata o 'qlariga pro- 
eksiyalaridan koordinatalar bo'yicha hosilalarni guruhlarga to'plab 
<liv E  va rot E  larni hosil qilish mumkin. Bu kattaliklarga proporsional
bo'lgan hadlar qatorda ishtirok etmaydi. Chunki, bulardan birinchisi

i )E  ,
skalyar bo'lsa, ikkinchisi aksial vektordir. Shu va(|tda I•! va — -  lar

<lt.
qutb vektorlari bo'lganligi uchun, bularga proporsional hadlar qatorda 
ishtirok etadi.

Magnit induksiya vektori va uning vaqt bo'yicha hosilasi aksial 
vektor bo'lganligi uchun bunday hadlar qatorda bo'lishi mumkin emas. 
Aksincha, rot В  qutb vektori bo'lib, qatorda albatta ishtirok etadi.

Nolinchi had nolga teng bo'ladi. Chunki, maydon bo'lma^anda tok 
ham nolga teng bo'ladi. Shunday qilib, yuqoridagi mulohazalar^a asos- 
lanib, tok zichligining o'rtachasi uchun quyidagi ifodani yozish muinkin:

d E
p v = ~ / E + a i—— fa c r o t B .  (9.22)

ot

Bu yerda 7 , ae, va a muhitning xossalarini ifodalovchi skalyar katta- 
liklardir. Uchinchi haddagi с yorug'lik tezligi bo'lib, qulaylik uchun 
kiritilgan.

Qatordagi har bir hadning fizik m a’nosini ochamiz. Muhitga faqat 
o'zgarmas elektr maydon ta ’sir qilayotgan bo'lsin deb ko'ramiz. Bu 
holda (9.22) dagi ikkinchi va uchinchi hadlar nolga teng bo'lib,

Uv =  j  =  7 E. (9.23)

Ko'rin ib turibdiki, tashqi elektr maydon ta ’sirida unga proporsional tok 
yuzaga kelar ekan. Bu tok o'tkazuvchanlik toki deyiladi va muhitdagi 
erkin zaryadlarning tartibli harakati bilan bog'langan. 7 o'tkazuvchan
lik koeffitsienti deyiladi. Toza dielektriklarda bu kattalik nolga teng 
bo'ladi. Yaxshi o'tkazgichlarda juda katta qiymatga ega bo'ladi. Bun
day tok o'zgaruvchi maydonda ham mavjud bo'ladi. O 'tkazuvchanlik
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toki umumiy holda koordinata va vaqtning funksiyasi bo‘lib, ixtiyoriy 
vaqtda muhitning ko‘rilayotgan nuqtasidagi elektr maydon kuchlangan
ligi bilan aniqlanadi. ( f).23) Om qonunining differensial shakli deyiladi. 
Bu odatdagi Om qonuni bilan boglanganligini keyinroq ko'ramiz.

Bog'lnngan zaryadlar erkin zaryadlarga aylanmasligi zaryadning 
saqlanish qonuni har ikkala toifadagi zaryadlar uchun mustaqil ravishda 
bajarilishini ko‘rsatadi. Y a ’ni (9.7) uzluksizlik tenglamasi bilan bir 
vaqtda erkin zaryadlar va o'tkazuvchanlik toki uchun ham uzluksizlik 
tenglamasi ni yozish mumkin:

divJ +  Ж  =  ° ' (9 '24)

Tok zichligi ifodasidagi ikkinchi hadning fizik ma’nosini ochishga 
kirishamiz. Buning uchun (9.22) ifodaning har ikkala tomonidan di- 
vergensiya olamiz. Bunda oxirgi hadning divergensiyasi nolga teng 
boigan lig i uchun quyidagi hosil boiadi:

_  c)E
div gv =  div j  +  ae div ——. (9.25)

T o liq  va o ‘tkazuvchanlik toklari ishtirokidagi uzluksizlik tenglamalari
(9.7), (9.24) dan foydalanib (9.25) ni quyidagi ko!rinishda yozamiz:

d , dE
^ ( P - P )  =  ~ ® d i v — . (9.26)

Bu yerda (jj — p) boglangan zaryadlar zichligiga tengligini inobatga 
olsak,

dpb 9 A- I?_  =  - _ d . v K £.

Bu ifodani vaqt bo ‘yicha integrallab, quyidagini hosil qilamiz:

рь =  — diva^-E. (9.27)

Bu yerda maydon yo ‘q boiganda qutblanish bolm aganligi sababli in- 
tegrallash doimiysini nolga teng deb olindi.

(9.16) va (9.27) ifodalarni taqqoslab, qutblanish vektori elektr may
don kuchlanganligiga proporsional ekanligini aniqlaymiz:

P  =  aeE. (9.28)
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Proporsionallik koeffitsienti ae qutblanish koeffitsienti yoki dir.lvkhtk 
krituvchanlik deb ataladi. Bu kattalik doiino musbat bo igan lig i urliun 
qutblanish vektori doimo elektr maydon kuchlanganligi bilan bir tonum 
ga yo'nalgan bodadi.

Tok zichligining o'rtacha qiymatini aniqlovchi (9.22) ifodadagi ik
kinchi hadni olingan oxirgi natijaga ko‘ra quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

i  - 2 1 -  J - l  (9 29)
Jc! ~  dt ~  d t '  ( j

K o ‘ramizki, qutblanishning vaqt bo'yicha o ‘zgarishi qandaydir tok
ni yuzaga keltirar ekan. Bu tok qutblanish toki deb atalib, o'zgaruvchi 
tashqi elektr maydon ta ’sirida qutblanishning vaqtga b o g iiq  holda oz- 
garishi natijasida paydo bo'ladi. Bu holatni ko;z oldimizga keltirish 
uchun jismda faraziy sirt o ‘ tkazish kerak. Qutblanish natijasida bu 
sirtni bog ‘langan zaryadlar kesib o!tadi. Maydon vaqtga b o g iiq  b o i
ganda zaryadlar sirtning bir tomonidan ikkinchi tomoniga maydon o !z- 
garishiga mos ravishda ko‘chib turadi. Bu holat zaryadlarning haraka- 
tiga ekvivalent b o iib , tok paydo bolish iga olib keladi.

Endi (9.22) dagi uchinchi hadni ko;rib chiqamiz. Bulling uchun 
uning radius-vektor r  bilan vektor ko‘paytmasini tashkil qilamiz va 
jismning hajm i bo ‘yicha integrallaymiz. Ikkinchi had bilan b og iiq  
bo igan  integralni tekshirib chiqamiz:

d P ] I d
dV

d t

/
r ' ~ Г" 

d t .

dV =
r ’ d tpb\ = dt J~ft f  Pb [**> r ] dV  =  0-

Bu yerda integrallash o ‘zgaruvchisi r  vaqtga b o g iiq  emasligini hisobga 
oldik. Qolgan hadlarni (juyidagi ko l inislida yozib olamiz:

ac J  [r, rot B] dV  =  I [r. (~gv -- j ) ]d V  =  j  [r, pbv]dV. (9.30)

Bu yerda ~gv — j  =  pt,v boglangan zaryadlar toki.
Magnit momentining ta ’rifi (6.22) ga ko‘ra (9.30) ni boglangan 

zaryadlar tokining magnit momenti zichligi

M = [ r , p bv]/2c (9.31)

orqali yoziah mumkin:

a  j  [r, rot B\ dV  =  2 j M d V  =  J  [r, rot M ] dV. (9.32)

197



Ko'ramizki, magnit momentining zichligi magnit induksiya vektoriga 
proporsional ekan, ya ’ni

M  =  aB . (9.33)

Shunday qilib, (Э.22) dagi oxirgi had ikkinchi had kabi bog ‘langan 
zaryadlar harakatiga aloqador bo'lib, magnit momenti bilan aniqlan- 
ganligi uchun magnitlanish toki deb ataladi.

Qutblanish toki zichligi bilan magnitlanish toki zichligining yig'in- 
disi bog'langan zaryadlar tokining zichligi deb yuritiladi, ya ’ni

3 b  =  3 p  +  Зм- 3 p  =  д Р /dt. j M =  с rot M  (9.34)

Bu yerda j P va j M mos ravishda qutblanish va magnitlanish toklarining 
zichligi. Sunday qilib muhitda tok erkin va bog'langan zaryadlarning 
harakati tufayli yuzaga kelishini aniqladik.

9.4 Maksvell va bog‘lanish tenglamalari

Zaryad va tok zichligining o'rtacha qiymatlari yordamida makros
kopik elektrodinamikaning asosiy tenglamalarini ta ’riflashga kirishamiz.
(9.10) tenglamaga (9.22) ni qo'yamiz:

47Г . 47Г Э Р  1 9E
rot В  =  — j  н------- +  47Г rot M H ----------— ,

с с at с at

yoki
47Г 1 d

rot (В  -  47Г M )  =  — j  +  ~ —  (E +  47tP) .  (9.35)
с с at

Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

H  =  В  -  4nM , (и.Зб)

D  =  E + A n P  (9.37)

va bu belgilashlarda (9.35) tenglamani qayta yozamiz:



Hu yerda I I  va D  yordamchi kattaliklar bo ‘lib, magnit maydon km h 
luuganligi va elektr induksiya vektori deb yuritiladi. Endi (!). 11) teny.ln 
muni zaryad zichligining o ‘rtacha qiymati (9.19) va (9.16) orqali quytii 
yozamiz:

div E  =  4np +  Airpb =  Anp — 47rd iv  P  = >  d i\ (E  +  AnP) — Airp 

yoki
div D  =  Air p. (9.39)

I in yerda (9.37) inobatga olindi.
(9.38), (9.39), (9.8) va (9.9) makroskopik elektrodinamikaning aso

siy tenglamalari bo ‘lib, Maksvell tenglamalari deb ataladi. Bu tengla- 
malardagi erkin zaryadlar zichligi va tok zichligi uzluksizlik tenglamasi 

(9.'24) bilan bog'langan.
Magnit maydon kuchlanganligi bilan magnit induksiya vektori ora

sidagi bog'lanishni aniqlaymiz. (9.33) bog'lanishni inobatga olib (9.36) 
ni yozamiz:

Я = ( 1 - 4 т г а ) В .  (9.40)

Bu yerda p =  1/(1 —47ta ) belgilash kiritib (9.40) ni quyidagi ko'rinishda
yozamiz:

B  =  pH . (9.41)

// magnit singdiruvchanlik deb ataladi. Magnit maydon ta ’sirida paydo 
bo'lgan magnit momentining zichligi

M = p a H = XH-  (9.42)

I iu yerda \ magnit kirituvchanlik deb ataladi. (9.33) va (9.41) dan

p —- 1 +  47ГХ (9.43;

hosil bo'ladi.
Shunga o'xshash (9.28) va (9.37) dan

D  — eE  (9.44)

hosil qilamiz. Bu yerda
e =  1 +  47rae (9.45) 

dielektrik singdiruvchanlik deb ataladi.
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Qutblanish koeffitsienti (dielektrik kirituvchanlik deb ham ataladi) 
ae harnina jismlar uchun noldan katta boigan ligi uchun dielektrik sing- 
diruvchanlik e >  1 boiadi. Magnit kirituvchanlik x  musbat yoki manfiy 
boiishi mumkin. x  >  0 boigan  moddalar paramagnit, \ <  0 boigan 
moddalar esa diamagnit deyiladi. Agar \ katta va magnit maydonning 
nochiziqli funksiyasi boisa, modda ferromagnit bo iad i. Moddalarning 
bunday turlarga ajratish nazariyasi ushbu darslik doirasiga kirmaydi. 
Termodinamika va statistik fizika kursida bu masala termodinamik nuq- 
tai nazardan qisqacha o ‘rganiladi.

(9.41), (9.44) va (9.23) bogianish tenglamalari deb ataladi. Bu 
tenglamalar bilan birgalikda Maksvell tenglamalari to liq  tenglamalar 
sistemasini tashkil qiladi. Ushbu bobning boshida muhitga qo‘yilgan 
shartlarga asosan bogianish tenglamalarining amal qilish sohasi chek- 
langandir. Shu sababli Maksvell tenglamalarining tatbiq qilish sohasi 
ham cheklangan. Bu tenglamalarning tatbiq qilish chegarasini ken- 
gaytirish mumkin.

Muhit anizotrop boiganda muhitning xossalarini aniqlovchi skalyar 
kattaliklar 7, e, \x . . .  biz ko'rayotgan chiziqli elektrodinarnika doirasida 
ikkichi rangli tenzor kattaliklar 7Q/g, еар, цт3 . .. ga o ;tadi. Bu holda 
bogianish tenglamalari quyidagicha yoziladi:

jn  D a £apEp. B a — • • •

Muhit bir jinsli boim agan holda maydon kattaliklari orasidagi al- 
gebraik boglanishlar integral boglanishlarga o ‘tadi. Bu holni 13-bobda 
ko'rib chiqamiz.

Maksvell tenglamalarining differensial ko'rinishi (9.8), (9.9). (9.38) 
va (9.39) dan ularning integral ko'rinishiga mikroskopik elektrodinami- 
kadagi kabi o lam iz:



Maksvell tenglamalarning lizik ma’nosi Maksvell Lorentz trnglu 
malarining ma’nosi bilan birday. Faqat induksiya qonunida inngiul 
maydon kuchlanganligining o ‘rnida magnit induksiya vektori va siljisli 
I old zichligida

j  =  —  —  (9.50)
Js Air dt K ’

elektr maydon kuchlanganligining o'rnida elektr induksiya vektori ishti
rok etadi.

Endi mikroskopik elektrodinamikadagi kabi maydon potensiallarini 
kiritamiz:

В  =  rot A , (9.51)

1 d A
E  =  — grad ip ------ — . (9.52)

с at

Lorenz sharti (kalibrovkasi)

div A  +  —  =  0 (9.53)
с at

bajarilganda potensiallar uchun yozilgan Dalamber tenglamalari quyi
dagi ko'rinishga o'tadi:

д  =  (9.54,

д  -  ~ « £ Ц г . * ) .  (9.55)
cr at* с

9.5 Chegaraviy shartlar

Makroskopik elektrodinamikanig asosiy tenglamalari Maksvell teng- 
lamalarining integral ko'rinishi uinuman olganda muhitning xossalarini 
aniqlovchi kattaliklar 7 , e, /л koordinataning funksiyasi bo'lgan ixtiyoriy 
hoi uchun ham o'rin li bo'ladi. Bu tenglamalarning differensial ko'rinishi 
to'g'risida bunday deb bo'lmaydi. Turli xossalarga ega bo'lgan ikki 
muhut chegarasida 7 , e, /л lar sakrab o'zgarganligi sababli tenglama
larning differensial ko'rinishida ishtirok etayotgan D. E, В  va H  lar- 
ning koordinata bo'yicha hosilalari chegara nuqtalarida aniqlanmagan 
bo'ladi. Bunday hollarda asosiy tenglamalar ma’noga ega bo'lishi uchun
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I liar qo'shiincha chegaraviy shartlar bilan to ‘ldirilishi kerak. Chega
raviy shartlarni aniqlash uchun tenglamalarning integral ko‘rinishidan 
foydalanamiz.

1. M a g n it induksiya vek torin in g  n o rm a l tashkil e tuvch is i 
uchun chegaraviy shart. Magnit induksiya vektorining ikki muhitni 
chegaralovchi sirtga normal tashkil etuvchisi uchun chegaraviy shartni 
aniqlashda (9.47) tengalamadan foydalanamiz:

Bu yerda integrallash sirti sifatida bir qismi birinchi muhitda, boshqa 
qismi ikkinchi muhutda joylashgan cheksiz kichik silindrik sirtni tan- 
lanadi (9.1-rasm).

Ikkinchi muhitda silindr asosiga o ‘tkazilgan normalning yo ;nalishini

perimetri.

h ni nolga, ya ’ni S2 ni ikkinchi muhit tomonidan va S1 ni esa bi-

nolga intilganligi uchun (9.57) dan quyidagi shart kelib chiqadi:

(9.56)

musbat deb qabul qilamiz. Shu silindrning sirti bo ‘yicha magnit induk
siya oqimini hisoblaymiz:

/
B d S  =  B 2nS2 -  B lnS i +  B Lh  =  0. (9.57)

o u euH  1

9.1-rasm:

Bu yerda silindr cheksiz kichik 
boiganligi uchun integrallash so- 
hasida В  ni o'zgarmas, ya ’ni 
silindrning yuqori asosi S2 da 
B 2n, pastki asosi S\ da B\n 
deb olindi. В  magnit induksiya 
vektorining silindr yon sirtiga nor
mal tashkil etuvchisining o'rtacha 
qiymati. h silindr balandligi, 
L  silindr ko‘ndalang kesimining

rinchi muhit tomonidan S  ga intiltiramiz (S  chegara sirt bilan silindrni 
kesganda hosil bo igan  kesim yuzasi). Bunda yon sirt bo'yicha oqim

B2n -  B in =  0. (9.58)
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KVramizki, magnit induksiya vektorining normal tashkil etuvcliiiu ikki 
muhit chegarasida uzluksiz ekan. Shu vaqtda muhitning xossalari iniк| 
lovchi kattaliklar sakrab o :zgaradi.

2. E le k tr  induksiya vek to rin in g  n o rm a l tashkil etuvclnsi 
uchun chegaraviy shart. Elektr induksiya vektorining ikki muhit ni 
i hegaralovchi sirtga normal tashkil etuvchisi uchun chegaraviy shartni 
aniqlashda (9.49) tengalamadan foydalanamiz:

j D d S  =  4np. (9.59)

Bu tenglama (9.56) dan chap tomoni bilan farq qiladi. Integrallash sirti 
oldingi holdagi kabi tanlab quyidgini hosil qilamiz:

D 2nS2 -  DxnSi +  D L h  =  AirpSh. (9.60)

Bu yerda pSh -- silindr hajmidagi zaryad. Yuqoridagi kabi h ni nolga 
intiltirsak silindr yon sirti bo ‘yicha oqim nolga teng bo iad i. (9.60) 
tenglamaning o ‘ng tomoni ham nolga teng bo iad i. Agar sirt zaryadlari 
deb ataluvchi zaryadlarni hisobga olsak bu had nolga teng bolm aydi. 
Chunki sirt zaryadlari hajmga aloqasi bolmasdan, h —=> 0 da ham 
mavjud bo iad i. Bunday zaryadlarning sirt zichligini (birlik yuzaga 
to ‘g ‘ri kelgan zaryad miqdori)

ш, =- lim ph 
S h—>0 ' 

p—>oc

deb belgilasak, (9.60) quyidagi ko‘rinishni oladi:

D 2n -  Du,. =  4nojs. (9.61)

Shunday qilib, elektr induksiya vektorining normal tashkil etuvchisi 
ikki muhit cherasidan o ‘tishda sirt zaryadlari mavjud bo igan  holda 
uzilishga ega bo iad i, ya ’ni sakrab o ‘zgaradi. Uzilish kattaligi ga 
teng. Sirt zaryadlari bolm asa D n uzluksiz bo iad i.

3. E lek tr m aydon kuch langanli vek to rin in g  tangensia l tash
kil e tuvch is i uchun  chegaraviy shart. Bu sahrtni olish uchun (9.46) 
tengalamadan foydalanamiz:

1 Г OB



9.2-rasm:

n
Ж П, a2, E2, M2

Integrallash konturining bir 
qismi birinchi muhitda, bosh- 
qa qismi ikkinchi muhitda 
joylashgan cheksiz kichik to ‘rt 
burchak shaklida tanlaymiz. 
Konturning ikkinchi muhitda
gi qismining yo'nalishini rnus- 
bat deb qabul qilamiz. (9.2- 
rasmda n  ko'rilavotgan chega- 
ra nuqtasida sirtga o'nkazilgan

normalning, t shu nuqtada urinmaning va ns sirt tokining 
yo ‘nalishlarini aniqlaydigan vektorlar.) Sirt bo'yicha integral esa berk 
kontur tortib turgan sirt bo'yicha olinadi. Berk kontur bo'yicha 
integralni uning qismlari bo'yicha integrallarga ajratamiz va (9.G2) ning 
o'rniga quyidagini yozamiz:

Bu yerda h bilan berk konturning l\ va l2 bo'laklarining uchlarini 
birlashtiruvchi kontur qismlari belgilangan, (dB /dt)ru kontur tortib 
turgan sirtga o'tkazilgan normal ns ga (dB/dt) ning proeksiyasining 
o'rtacha qiymati.

Ii ni nolga intiltirsak, l2 ikkinchi muhit tomondan l\ esa birinchi 
muhit tomondan chegara sirtda yotuvchi I ga intiladi. Bunda kontur 
tortib turgan sirt yuzasi nolga intiladi. Natijada, elektr maydon sirkul- 
yatsiyasining Ii ga tegishli qismi (9.63) ning chap tomondagi uchinchi 
had) va sirt bo'yicha integral nolga intiladi. Shunday qilib.

Ko'ramizki, elektr maydon kuchlanganligining tangensial tashkil 
etuvchisi ikki muhit chegarasida uzluksiz ekan. Bu natijani olishda 
(dB /dt)ns chekli qiymatlarrh qabul qiladi deb faraz qildik. Bunday 
faraz deyarli barcha real sharoitlarda o'rinli bo'ladi.

4. M a g n it m aydon kuch langanlig i vek to rin in g  tangensial 
tashkil e tuvch is i uchun chegaraviy shart. Bu shartni olish uchun

E 2t}2 — E\tl\ +  ^  E nh (9.63)

Е ц  — E  n — U (9.64)
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(9.48) tengalamadan foydalanamiz:

3n tenglama o ‘ng toinonidagi birinchi had (9.62) dan fare) qiladi In 
tcgrallash konturini oldingi holdagi kabi tanlab quyidgini yozamiz:

H 2lh  -  H u h  +  H h = —  ( j  +  lh. (9.66)
г. \ 4тг at J ns

Ikki holni bir-biridan farqlaymiz:
a) chegara sirtda o'tkazuvchanlik toki yo‘q bo'lsin. Bu holda h —> 0 

da (/1 —> I, I2 —> 0  h ishtirok etgan hamrna hadlar nolga intiladi va 
natijada quyidagi ifoda hosil bo ‘ladi:

H2t ~  Н и  =  0. (9.67)

Demak, ikki muhit chegasidan o'tishda magnit maydon kuchlanganligi
ning tangensial tashkil etuvchisi uzluksiz ekan.

b) chegara sirtda o'tkazuvchanlik toki mavjud bo‘lsin. Bu holda tok 
kuchi integrallash sirtiga b o g iiq  bo lm ayd i va h —> 0 da chekli qiymatga 
intiladi:

is =  lim ( j n)sh./1—*0
j —*00

Bu yerda is chegara sirtdan n., yo ‘nalishda oqayotgan tokning chiziqli 
zichligi. ya:ni tokining vo ‘nalishiga perpendikulyar (I) yo ‘nalishda sirtda 
yotgan chiziqning birlik uzunligiga to ‘g ‘ ri kelgan tok. (d D /d t)7U chekli 
deb hisoblasak (9.66) ning o'ng tomonidagi ikkinchi had h —> 0 da nolga 
intiladi. Natijada (9.66) shart bu holda quyidagi ko'rinishni oladi:

H 2t -  H u =  (9.68)
С

Shunday qilib. magnit maydon kuchlanganligining tangensial tash
kil etuvchisi ikki muhit cherasidan o'tishda sirt toki mavjud bo ‘lgan 
holda uzilisliga ega bo iad i. Uzilish kattaligi sitr tokining chiziqli zichligi 
i„ bilan aniqlanadi. Olingan natijani vektor ko'rinishda yozamiz (9.2- 
rasm):

[ п Щ  -  [п Я ,]  =  — г,,. (9.69)
С
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Sirt toklari mavjud bo'lganda magnit- maydon kuchlanganligining 
sakrab o'zgarishini yassi tok misolida yaqqol ko'rish mumkin. Plas- 
tinkadan oqayotgan yassi tok rasm tekisligiga. nisbatan ichkariga qarab 
yo'nalgan bo'lsin (9.3-rasm). Shu tok hosil qilayotgan magnit maydon
ning kattaligi yuqorida va pastda bir xil va bir jiusli bo'lib, yo'nalishi
jihatdan qarama-qarshi bo'ladi. Ya'ni maydon plastinkadan o'tishda

47Г
sakrab o'zgaradi. Uzilish — i s ga teng bo'ladi.

с
Makroskopik elektrodinamika- 

l ning to 'rtta  asosiy tenglamasiga 
^  ’’’ H mos keluvchi to 'rtta  chegaraviy

shartlarni hosil qildik. E n, H n, D t ,
( 1) *  ..................... н  B t. j n, j t , Pn, P t, M n. M t uchun

I...................Г ...... chegaraviy shartlarni yuqoridagi
to'rtta asosiy chegaraviy shartlar 

9.3-rasm: va bog'lanish tenglamalari yor

damida hosil qilish mumkin. 
Masalan. E n uchun chegaraviy shartni bog'lanish tenglamasi 

D  =  eE  va (9.61) shart yordamida aniqlaymiz: Eon — £2E\n =  A.-KuJs.
Shunga o'xshash qolgan kattaliklar uchun ham chegaraviy shart

larni hosil qilish mumkin.

9.6 Muhitda elektromagnit maydon 
energiyasining saqlanish qonuni

Mikroskopik elektrodinamikada elektromagnit maydon energiyasi
ning saqlanish qonuni 4.5§) ko'rib chiqqan edik. Shu masalani muhit 
uchun qayta ko'rib chiqamiz. Energiya balansini ifodalovchi (4.62) 
tenglamani yozamiz:

ОТ Г p

Q =  - — - j s d S .  (9.70)

Bu tenglama energiyaning bir ko'rinishdan boshqa ko'rinishga aylanish 
qonunining umurniy ifodasidir: Vaqt birligida birorta V  hajmda Q 
issiqlik ko'rinishidagi energiyaning paydo bo'lishi, shu hajmda boshqa 
ko'rinishdagi energiya U  ning kamayishiga va uni o'rab turgan sirtdan 
energiya oqimiga teng.
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Bu qonunni elektromagnit maydon uchun tatbiq qilamiz, ( j  issiq- 
likni maydon kattaliklari orqali aniqlaymiz. M a ’lumki,

Q =  j  jE d V

tenglama bilan aniqlanadi. Tok zichligi j  ni Maksvell tonglamnlai ininu 
uchunchisi (9.38) dan topib yuqoridagi tenglamaga qo'yamiz:

Q =  T~ f  Exot H d V - ~  [  E ^ -d V  . (9.71)
An J An J dt

Bu tenglamani Maksvell tenglamalaridan birinchisi (9.8) yordamida 
elektr va magnit maydon kattaliklariga nisbatan simmetrik ko‘rinishga 

keltiramiz:

«  - s  /div[£H1<,l/ - r J ( E f  + Hf ) ̂  ■ (9 72)
0 ‘ng tomondagi birinchi hadda Ostrogradskiy-Gauss teoremasiga aso
san hajm bo ‘yicha integralni sirt bo'yicha integralga aylantiramiz. U 
holda

Q =  j - ^ [ E H [ d S - j t f  ^ ( eE 2 +  p H 2)d V  . (9.73)

Bu yerda D  =  eE  va В  =  p H  bogianish tenglamalarini inobatga 
oldik. (9.73) muhitda elektromagnit maydon energiyasining saqlanish 
qonunini beradi. Bu yerda Q  zaryadlarni ko‘chirishda vaqt birligida 
bajarilgan ish bo iib , Joul Lentz issiqligini aniqlaydi. Xususan, chiziqli 
o'tkazgichlar uchun bizga m alum  bo igan  forinulani olamiz:

Q =  j  jE d V  =  j  3- d V  =  (j S ) 2^  =  I 2R.

Bu yerda R =  l/'yS elektr qarshilik, I  =  jS  tok kuchi. Bu ifoda bizga 
m a’lum bo igan  Joul-Lentz issiqligi aniqlaydi. U holda

Qo =  j E  =  7 .E2 . (9.74)

Bu ifoda Joul-Lentz qonunining differensial ko‘rinishini beradi. (9.73) 
da qolgan hadlarning ma’nosini mikroskopik elektrodinainikada ko'rib 
chiqqan edik.
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9.7 9-bobga oid masala va savollar
1. Nuqtaviy zaryad q dielektrik singdiruvchanligi E\ va s2 bo'lgan bir 

jinsli cheksiz ikkita dielektrikni ajratuvchi chegarada joylashgan. Elektr 
maydon potensiali p> , kuchlanganligi E va induksiyasi D ni toping.

2. q nuqtaviy zaryad joylashgan to'g'ri chiziqdan Qi, a2 va аз (q i +  
a2 +  « з  =  2n) yassi burchaklar hosil qilil) uchta yarimtekislik chiqqan. 
Ularning oralig'i singdiruvchanliklari mos ravishda £i, e2, £3 bo'lgan 
bir jinsli dielektriklar bilan to'ldirilgan. Uchta sohadagi elektr maydon 
potensiali tp , kuchlanganligi E va induksiyasi D ni toping.

3. Zaryadi q bo'lgan o'tkazuvchi shar markazi ikkita cheksiz bir jinsli £1 
va £2 singdiruvchanlikka ega dielektriklar yassi chegarasida joylashgan. 
Elektr maydonning potensiali p ni hamda shardagi zaryad taqsimoti cr 
ni toping.

4. Dielektrik singdiruvchanligi e bo'lgan bir jinsli muhitda joylashgan q 
zarvadli radiusi и ga teng bo'lgan o'tkazgich shar hosil qilayotgan elek
trostatik maydon energiyasini hisoblang.

5. Zaryadi tekis taqsimlangan va radiusi a ga teng bo'lgan dielektrik shar 
hosil qilayotgan maydon energiyasini toping. Shaming dielektrik singdi- 
ruvchanligi e va zaryadi q ga teng. Shar vakuumda joylashgan deb 
hisoblang.

6. Fizik kattaliklarni o'rtachalashdan maqsad nima?
7. Fizik kattaliklarni o'rtachalash fo'rmulasi yozing.
8. Muhitning qutblanishi deganda nimani tushunasiz?
9. Tok zichligining o'rtacha qiymati ifodasiiii keltirib chiqaring.

10. Muhitga faqat elektr maydon ta’sir qilayotgan bo'lsa, tok zichligining 
o'rtacha qiymati ifodasi qanday bo'ladi?

11. Bog'langan zaryadlar tokining zichligi qanday tok zichliklaridan iborat?

12. Muhitda tok qanday zaryadlar hisobiga yuzaga keladi?
13. Makroskopik elektrodinamika (yoki muhit) uchun Dalamber tenglama

lari qanday ko'rinishda bo'ladi?
14. Magnit induksiya vektorining normal tashkil etuvchisi uchun chegaraviy 

shartni keltirib chiqaring.
15. Elektr induksiya vektorining normal tashkil etuvchisi uchun chegaraviy 

shartni keltirib chiqaring.
16. Elektr maydon kuchlanganligi vektorining tangensial tashkil etuvchisi 

uchun chegaraviy shartni keltirib chiqaring.
17. Magnit maydon kuchlanganligi vektorining tangensial tashkil etuvchisi 

uchun ehrgaraviy shartni keltirib chiqaring.
18. Maksvell tenglamalaridan foydalanib muhitda elektromagnit maydon 

energiyasining saqlanish qonunini keltirib chiqaring.
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10-bob

Muhitda elektrostatik maydon

Muhitda elektrodinamika hodisalarining spektri juda keng bo‘lib, 
bir darslik doirasida hammasini qamrab olib bo lm aydi. Ushbu ki- 
tobda amaliy ahamiyatga ega bo igan  ba'zi muhim masalalarni ko'rib 
chiqamiz. 0 ‘rganishni elektrostatik maydon masalasidan boshlaymiz. 
M a ’lumki. bunday maydonlarda barcha kattaliklar vaqtga bog iiq  b o l
maydi, zaryadlar butunlay harakatsiz b o iad i tok j  =  0. Bu holda Maks
vell tenglamalari quyidagi ko‘rinishni oladi:

rot H  =  0, 
div В  =  0,

B =  pH .

H 2t - Н и  =  0- 
B-2n -  B ln =  0,

rot E  =  0, 
div D  =  4ttp,

D  =  eE, 

E 2t ~  E u =  0 
D 2n -  D ln =  47tcj.s.

( 1 0 . 1 )

I<o;rinib turibdiki, tenglamalar ikkita o ‘zaro b o g iiq  boim agan sis- 
temaga ajraldi. Bulardan birinchisida faqat magnit maydon kattaliklari 
ishtirok etsa, ikkinchisida esa elektr maydon kattaliklari ishtirok etadi. 
Tenglamalarning birinchisidan elektrostatikada magnit maydon ay nan 
nolga tengligi kelib chi<[adi.

Ta'kidlash lozimki. elekt-rostatika tenglamalari qandaydir yaqin- 
lashishda olingan taqribiy tenglamalar bolmasdan, to liq  tenglama
larning aniq shartlarga bo ‘ysunuvchi xususiy holi b o iib  hisoblanadi. 
Bunda elektrostatika tenglamalarining yechimi aniq bo iib , bir vaqtning 
o'zida imiumiy tenglamalarning xususiy yechimi bo iad i. Bu yerda elek
trostatika tenglamalarining yechimlarini bevosita ko‘ rmayrniz, chunki 
ular mikroskopik elektrostatikadagi yechimlardan faixj qilmaydi. Elek- 
trost.atikaning ayriin masalalari tistida to ‘xtalib o ‘ tamiz.

14 - Elektrodinamika
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10.1 Q ‘tkazgichlarda elektrostatik maydon

Elektrostatik maydon ta ’sirida o ‘tkazgichda paydo bo‘ladigan tok 
Om qonuni j  =  j E  bilan aniqlanadi. Boshqa tomondan elektrostatikan- 
ing ta ’rifiga binoan j  =  0 bo'lishi ikki holni bir-biridan farqlash kerak- 
iigini ko‘rsatadi:

7  =  0, ammo E  ф 0 (o'tkazgichdan tashqarida),
7  ф 0, ammo E  =  0 (o'tkazgich ichida).

Bundan o'tkazgich ichida elektrostatik maydon nolga teng ekanligi kelib 
chiqadi. Elektr induksiya vektori ham nolga teng bo'ladi, chunki bu 
kattalik elektr maydon kuchlanganligiga proporsional. Bundan ikkita 
muhim xulosa kelib chiqadi:

1. O'tkazgich ichida dielektrik singdiruvchanlikning har qanday 
qiymatida D  =  0 bo'lishi, elektrostatika doirasida o'tkazgichlarni di
elektrik singdiruvchanlikning aniq qiymati bilan xarakterlab bo'lmasli- 
gini korsatadi. O'tkazuvchi muhitda dielektrik singdiruvchanlikning 
qiymati elektrostatika natijalariga ta ’sir qilmaydi.

2. O'tkazgich ichidagi barcha nuqtalarda D  =  0 bo'lishi, Maksvell 
tenglamasi

ga asosan o'tkazgich ichida hajm iy zaryadlar (p =  0) mavjud bo'lmasli- 
gini ko'rsatadi.

Urnumiy ko'rinishda yozilgan chegaraviy shartlar dielektrik va o 't
kazgich chegarasida quyidagicha yoziladi:

tegishli. e shu muhitning dielektrik singdiruvchanligi. ( 10.2) dan o'tkaz
gich sirtida elektr maydon kuchlanganligi A-klUs/e tengligi va doimo 
sirtga perpendikulyar yo'nalgan bo'lishi ko'rinib turibdi.

Chegaraviy shartlar (10.2) ni (9.52) dan foydalanib skalayar poten
sial uchun quyidagi shartlarni yozamiz:

div D  =  Anp =  0

£>2n -  D in =  47rws

E 2t, — Е ц  =  0
( 10.2)

Bu yerda “1” indeks o'tkazgichga “2” indeks uni o'rab turgan muhitga

e  d p
(10.3)
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I in yerda hosila o'tkazgich sirtiga o'tkazilgan tashqi normal bo'yicha 
olinadi. Bundan o'tkazgich sirti ekvipotensial sirt ekanligi kelib chiqadi. 

O'tkazgich sirtidagi to 'liq  zaryad

e- ^  h - d s = - t  f  Ш  s ,is (i"-4)
Integral o'tkazgich sirti bo'yicha olinadi. Bu ifodadan o'tkazgich sir- 
ticiagi zaryad uning potensialiga bog'liq  ekanligi ko'rinib Uiribdi. Bu 
bog'lanish chiziqli bo'lganligi uchun (10.4) ni quyidagi ko'rinishda yozib 
olamiz:

es — C<pa-

Bu yerda

elektr sig‘im  deyiladi. Sig'im bilan bog'liq bo'lgan masalani keyingi 
mavzuda batafsil ko'rib chiqamiz.

10.2 0 ‘tkazgichlarning elektrostatik maydon 
energiyasi

O'tkazgichlar sistemasining energiyasini hisoblaymiz. Bu masalani 
avval o'tkazgichlar bo'shliqda joylashgan deb ko'ramiz (e =  1). Bu 
holda zaryadlangan o'tkazgichlarning to 'liq  energiyasi:

UE =  ^ - f E 2dV. (10.6)

Bu yerda integral butun fazo bo'yicha olinadi. Bu integralni (Л .98 ) dan 
foydalanib o'zgartiramiz:

UE =  — ~  [  grad ipEdV =  — [  di\ {p E )d V  +  - — / <P d iv EdV.
07Г J 07Г J П7Г ./

(10.7)
Bu yerda ikkinchi integral div E  =  0 bo'lganligi uchun nolga teng. 
Birinchi integralni sirt bo'yicha integralga o'tkazamiz. Sirt bo'yicha 
integral ikki qismga ajraladi. Birinchisi o'tkazgichlar sirti bo'yicha 
olinsa, ikkinchisi cheksiz uzoqlashgan sirt bo'yicha olinadi. Cheksizda
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potensial va maydon nolga intilganligi uchun cheksiz uzoqlashgan sirt 
bo'yiciia integral nolga teng bo iad i. Nihoyat, o ‘tkazgich sirtida poten- 
sial o'zgannas va elektr maydon sirtga perpendikulyar bo‘lishini hisobga 
olsak, (10.7) ning o'rniga quyidagi ifodani hosil qilamiz:

Ue  ~  f  EandSa. ( 10.8)

a sa

Bu yerda “ a’: bo'yicha y ig ‘indi barcha o :tkazgichlar bo‘yicha hisobla- 
nadi. Agar ( 10.2) ga muvofiq o ‘tkazgich zaryadi (eu) a =  ea ni kiritib. 
energiya uchun quyidagini hosil qilamiz:

UE =  ~ Y ; ea¥a- (Ю.9)
a

Bu ifoda tashqi maydonga kiritilgan nuqtaviy zaryadlarning energivasi 
ifodasi (5.68) bilan mos tushadi.

Yuqorida ta ’kidlaganirnizdek o ‘tkazgich sirtidagi zaryad uning po- 
tensialiga bogiiq . Elektrodinamika tenglamalari chiziqli. shuning uchun 
bu bogianish ham chiziqli bo iish i kerak. 0 ‘ tkazgichlar soni N  ta 
boiganda bu bogianishni umumiy holda quyidagi ko‘rinishda yozish 
mumkin:

Ca^'Y^CabV b-  ( 10 .10)
b

Bu yerda Cai, uzunlik oichov birligiga ega bo iib , o ‘tkazgichlarning 
shakliga va ularning bir-biriga nisbatan joylashishiga b o g iiq  bo igan  
o ‘zgarmas kattaliklardir. Caa faqat a - oikazgichga tegishli bo iib . 
bizga umumiy rizika kursidan m aium  bo igan  о ‘tkazgich elektr sig‘mini 
(qisqacha s ig iin ) beradi. Саь (а ф b) elektrostatik induksiya keof- 
fitsicntlarini deb ataladi. Xususan, bitta o ‘tkazgich boiganda, e =  
C\p. S igim ning kattaligi oikazgichning chiziqli oicham lari va uni o ‘rab 
turgan muhit bilan aniqlanadi.

Zaryad yoki potensialning cheksiz kichik o'zgarishida energiyaning 
o'zgarishini aniqlaymiz. Buning uchun (10.6) ifodani variatsiyasini hi- 
soblaymiiz:

SUE =  ^  J ESEdV. (10.11)
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1. (10.11) ga E  =  — grad </? ni qo ‘yamiz va maydon variat.siya.si may
don kabi boshlang'ich tenglamalarni qanoatlantirishini (d i\f>E — 0) 
e ’tiborga olib quvidagini yozamiz:

Bu ifodani bir-biriga ekvivalent bo'lgan ikki yo ‘ l bilan o ‘zgartirish mum-

SU,it =  — — I grad (p6EdV = ------[  di\(^>6E)dV
Att J 4 t t  J

ip5EndS =  Va j  SEndSa■ (1
1

47Г

0 . 12)

Bu yerda ( 10.2) ni inobatga olib 6Ue  uchun quyidagi ifodani hosil 
qilamiz:

8Ue  =  (10.13)
a

Bu ifoda zaryadning o ‘zgarishi hisobiga energiyaning o ‘zgarishini aniq- 
laydi. Bu kutilgan natija bodib, berilgan maydonda cheksiz kichik Sen 
zaryadni cheksizdan ko'chirib kelishda bajarilgan ishga teng.

2. Energiyaning o :zgarishi (10.11) ni boshqacha ko‘rinishda ham 
yozish mumkin. Buning uchun (10.11) da SE  =  —g r a d d e b  al- 
mashtiramiz va birinchi holdagi kabi hisoblashlarni bajarib quyidagini 
olamiz:

(10.14)
a

Bu yerda energiyaning o ‘zgarishi o ‘tkazgichlar potensialining o :zgarishi 
bilan aniqlanadi.

(10.13) va (10.14) ifodalarga asosan energiyadan biror o ‘tkazgich- 
ning zaryadi bo‘yicha olingan hosila, shu o ‘tkazgiclming potensialiga 
teng bodadi, shu vaqtda potensial bo ‘yicha hosila o ‘tkazgichning zarya- 

dini beradi, ya :ni
0UE _ c)U,: .....  , i n i c ,
.j Фач о — (10.lo )
O C a  d < P a

0 ‘ tkazgichlarning zaryadi va potensiali orasidagi chiziqli bogdanish
( 10.10) ni inobatga olsak

В е ь = с (10.16)
Ô PaÔ Pb Bipa

=  C £ .  (10.17)
д Ч )Е =  d_V b = c - i

дсадсь dea ba
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c ab =  c ba, c ^  =  c b- \  c abc ; b' = 5 ab,

5ab Kroneker belgisi.
Yuqoridagilarga asosan o'tkazgichlarning energiyasini potensiallar- 

ning yoki zaryadlarning kvadratik shaklida yozamiz:

Ue — у Cab PaPb — T) 5 3  âb eaeb- ( 10.18)
a, b a,b

Bu kvadratik shakllar boshlang'ich ifoda (10.6) kabi aniq musbat 
bo'lishi kerak. Bu shartdan Cab matritsaning dioganal elementlar uchun

Caa >  0. C " 1 >  0 (10.19)

tengsizliklar o'rinli bo'lishi kelib chiqadi.
Shu bilan birga nodioganal elementlar uchun

Cab < 0 ,  аф Ъ  (10.20)

shart o'rinli bo'ladi. Bu holatni tushunish uchun ikkita o'tkazgichdan 
iborat bo'lgan sistemani ko'ramiz. Ulardan birinchisi yerga ulangan 
bo'lsin [щ  =  0). U holda potensiali noldan farqli bo'lgan ikkinchi 
o'tkazgich birinchida induksiyalangan zaryad (ei =  C\2<P2 ) hosil qi
ladi. M a ’lumki, induksiyalangan zaryadning isborasi induksiyalovchi 
maydonni hosil qiluvchi zaryadning ishorasiga teskari bo'ladi. Shunday 
qilib, ikkita o'tkazgich misolida ( 10.20) shart to 'g 'ri ekanligini ko'rsat- 
dik.

Yuqorida ko'rib chiqilgan holat asosida o'tkazgichlar energiyasini 
quyidagicha talqin qilish mumkin. Buning uchun (10.18) ni ikki qismga 
ajratib yozamiz:

U e  =  Caa Va + H  C ab VaVb V°ki (10.21)
a a>b

U e  = J 2 C a a e l + Y . C ^ e „ e b. (10.22)
a a>b

Bu yerdagi har ikkala ifodada birinchi hadlarni o'tkazgichlarning xu
susiy energiyasiga teng deb olsak, ikkinchi hadlar esa ularning o'zaro 
ta ’sir energiyasini beradi.

Bu yerda
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10.3 Dielektriklarda elektrostatik maydon

Tashqi maydonga kiritilgan dielektrik ichidagi maydon (10.1) duf.i 
rot E  =  0 tenglamaga asosan uyurmasiz bo'ladi. Elektrostatik inaydou 
potensiali uchun tenglamani div E  =  Атхр tenglamadan hosil qilamiz:

d iv (e  grad уз) =  —Airp. (10.23)

Bir jinsli dielektrikda e =  const bo'lganligi uchun oxirgi tenglama Puas
son tenglamasiga o'tadi:

Д р  =  _ ^ .  (10.24)

Bu tenglamaning yechimi mikroskopik elektrodinamikadan ma’lum bo '
lib, quyidagi ko'rinishda yoziladi:

¥>(*■) =  i  [  T~~~~n d V '. (10.25)
e J j r  — r  I

Bu ifoda dielektrikda elektr maydon potensiali va kuchlanganligi shu 
zaryadlar bo'shliqda hosil qilgan maydondan e marta kichik bo'lishini 
ko'rsatadi. Xususan, bitta nuqtaviy zaryad uchun

e . cR
v i r )  =  j R '  Е (Г ) =  П Р -

Demak, zaryadlarning o'zaro ta ’sir kuchi bir jinsli dielektriklarda bo'sh- 
liqdagiga nisbatan s marta kichik bo'lar ekan. Dielektrikga kiritil
gan erkin zaryadlar uni qutblaydi. Bunda bog'langan zaryadlar erkin 
zaryadlar maydonini kamaytiruvchi maydonni paydo qiladi. Shu sababli 
zaryadlarning o'zaro ta ’sirlashish kuchi kainayadi. Agar dielektrik bir 
jinsli bo'lmasa, masala yuqoridagi kabi oddiy yechimga ega bo'lmaydi.

Ikki dielektrik chegarasida maydon kattaliklari uchun chegaraviy 

shartlarni yozamiz:

E2t — Eit = 0 => <̂ 1 =  ^2: (10.26)

D2n -  Din =  Anuis => e2 ~ £l =  47гш5.(10.27)
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Yuqoridagi ikkita chegaraviy shartlarni umumlashtirib, quyidagi 
munosabatni olamiz:

tg Q i _  £i_ 

t g »2  г 2'

Bu munosabat ikki dielektrik chegarasida maydon kuch chiziqlarining 
sinishini ko'rsatadi. Bu yerda a\ va «2  mos ravishda birinchi va ikkinchi 
dielektriklarda elektr maydon kuchlanganligi bilan chegaraviy sirtga 
o ‘tkazilgan normal orasidagi burchaklardir.

Dielektriklarda va o ‘tkazgichlarda elekrtostatik maydon masala- 
sini umumiy holda ko‘rish bilan cheklandik. Eletrostatikaning aniq 
qo‘yilgan masalasining har birini yechishda alohida yondashish zarur 
bo'ladi. Quyida ana shunday metodlarning avrimlari bilan tanishib 
o ‘ tamiz.

10.4 Elektrostatika masalalarini 
yechish metodlari

Elektrostatikada to lg 'ri va teskari masalasi mavjud. Avval teskari 
masala bilan tanishib chiqamiz. Koordinataning funksiyasi sifatida 
berilgan maydon potensiali yoki kuchlanganligi orqali zaryadlarning 
taqsimotini aniqlash elektrostatikaning teskari masalasining mazmunini 
tashkil qiladi.

Birinchi qarashda bu masala oddiy va doimo yechimga ega bo'lib 
ko‘rinadi. Haqiqatan ham, teskari masalani yechish uchun berilgan 
maydon kuchlanganligidan yoki potensialdan koordinatalar bo ‘yicha 
tegishli ko'rinishdagi hosilalarni olish kifoyadir, ya ’ni

p =  —- div E  =  (10.28)
Атг Atc

Ammo, bu holat potensial (maydon kuchlanganligi) koordinataning 
funksiyasi sifatida maxsus nuqtalarga ega (cheksiz, uzilish va boshqalar) 
bo ‘lmaganda to ;g ‘ri boiad i. Buni quyidagi misolda ko‘rib chiqamiz.

Potensial
р = - е- аг (10.29)

r
funksiya bilan aniqlangan bo ‘lsin. Bundan ko‘rinib turibdiki, r  =  0 
maxsus nuqtadir. Avval (10.28) yorclamida potensialdan hosila olib
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1 1 д (  оdip\ a 2 e _ nr a 2
r = T ^ i f A r - § )  =  - T « r c = - s ^ -

Bu yerda potensial sferik simmetriyaga ega bo igan lig i uchun Laplas 
operatorini sferik koordinatalarda yozdik. Zaryad taqsimoti uchun olin 
gan ifoda yordamida r =  0 nuqta atrofidagi cheksiz kichik hajmda qan
day zaryad to ‘planganligini aniqlaylik:

/• PCv2 f  1
e (r ) =  / pdV =  — —— / -  e~ai 4irr2 dr =  e [e- o r ( l  +  a r ) — 1] .

v 0
(10.31)

Bu yerda v =  4nr3/3. (10.31) ifodada r —> 0 da zaryad e(0 ) —► 0. Shun
day qilib, maxsus nuqtada nuqtaviy zaryad yo ‘q bo ‘lib chiqdi. Bu nati- 
jani tekshirib ko‘rish maqsadida maxsus nuqtada zaryadni aniqlashda 
clektrostatika tenglamasining integral ko‘rinishidan foydalanamiz:

E ndS =  4тге(г), E n =  E r =  -  e e~Qr. (10.32)

Bu yerda integralni maxsus nuqtani o ‘z ichiga olgan sferik sirt bo ‘yicha 
olib quyidagini topamiz:

j  EndS =  4ttEt r 2 =  4ne(ar +  l ) e “ Qr (10.33)

(10.32) va (10.33) ifodalarni taqqoslab, sfera ichidagi zaryadni aniqlay- 
miz:

e( r )  — e (a r +  l )e ~ ar. (10.34)

Endi sferik sirtni r =  0 maxsus nuqtaga tortib, undagi zaryad 
(10.34) dan e(0 ) =  e ekanligini aniqlaymiz. Demak. maxsus nuqtada 
nuqtaviy zaryad e joylashgan ekan. Bu differensial tenglamadan olingan 
natijaga ziddir.

Bu misol teskari masalani yechishda faqat differensial tenglama 
bilan cheklanish - maxsus nuqtalarda noto‘g ‘ri natijalarga olib kelishi 
mumkinligini ko‘rsatadi. Differensial tenglama faqat uzluksiz taqsim- 
langan zaryadlarni aniqlashda to ‘g ‘ri natija beradi. Ko'rilayotgan mi- 
solda uzluksiz taqsimlangan zaryadlarning y ig ‘ indisi (10.31) ifodadan r

zaryadlarning taqsimotini aniqlavmiz:
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chcktiizgn intiltirib topiladi. Bu holda e(r —* oo) =  —e ekanligi kelib 
( 11ifjadi

Shunday qilib, masalaning yechimi qyidagicha: Maxsus nuqtada 
joylashgan musbat (+ e )  zaryadni (10.30) qonuniyat bilan taqsimlangan 
manfiy zaryadlar buluti o ‘rab olgan. Bulutdagi tcrliq zaryad —e ga 
teng. Demak. sistemaning to ‘liq zaryadi nolga teng bo ‘lib elektroneytral 
ekan.1

Endi elektrostatika to ‘g ‘ri masalasini yechishning maxsus metodlari 
bilan tanishamiz:

1. F u rye  m etod i. Zaryadlar taqsimoti berilgan bo'lsa, elek
trostatik maydon potensiali tegishli chegaraviy shartlarni qanoatlanti- 
ruvchi Puasson yoki Laplas tenglamalarining yechimi bilan aniqlanadi. 
Bu tenglamalarni yechishning bir qator metodlari rnavjud. Zaryadlar- 
ning taqsimoti simmetriyasiga qarab Puasson va Laplas tenglamalarini 
bevosita yechish bilan mikroskopik elektrodinamikaning elektrostatika 
bo ‘limida tanishib chiqqan edik. Hozir Puasson tenglamasini yechish
ning yana bir metodi - Furye metodi bilan tanishamiz.

Bu metod bilan masala yechilganda, zaryad zichligi va maydon 
potensiali butun fazoda integrallanuvchi funksiyalar bo‘lishi kerak, ya ’ni

J  \p\dV <  oo, J  \ip\dV <  oo.

Bu metodning asosiy g !oyasi - potensial va zaryad zichligini Furye 
integraliga yoyib differensial tenglamani Furye amplitudalar uchun al- 
gebraik tenglamaga keltirishdan iborat. Haqiqatan ham,

^ Г) =  ( 2 ^  ./ V k elkT'dk - P W  =  ^  / P k eikr<jk- (Ю.35)

Bu yerda va p/,, Furye amlitudalar bo'lib teskari almashtirish bilan 
aniqlanadi:

^ k ~  J ̂ ( r ) e lk rd r, Pfc — J p {r )e ~ lk rd r. (10.36)

Puasson tenglamasi (10.24) ga (10.35) ni qo ‘yamiz:

j p k ( - k 2)eik rd k =  -4 n  I P k elk rdk. (10.37)

1 (10.29) forrrmla bilan aniqlangan potensial kvant. mexanikada katta ahamiyatga 
ega bo'lib, Yukava potensiali deb yuritiladi.
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I5u tenglamaning har ikkala tomonini exp (—ik 'r )  ga ko'payt irainr/ vm 
koordinatalar bo‘yicha integrallaymiz va b{k) — funksiyaning intcj’.inl 
liusavvuri (A . ] 52) ni inobatga olib quyidagi natijani hosil qilanii/:

j  к2<р^8{к — k ')d k  =  47Г J  р ^ 5 { к — k' )dk.  ( 10..'W)

Bu yerda integralni <5—funksiyaning xossasiga asosan integrallab poten- 
sialning Furye amplitudasini aniqlaymiz:

47Г
V k = ^ 2 P k -  ( 10-39)

Endi potensialni (10.35) ga binoan uning Furye amplitudasi (10.39) 
orqali ifodalaymiz:

^ = p k f l ^ c'kTdk <ia4°)

Misol sifatida nuqtaviy zaryadning potensialini topamiz. Nuqtaviy zar- 
yad koordinata boshida joylashgan b o :lsa, p =  eS (r). U liolda

Pk =  e f  6( r ) r~ lk rd r  =  r , y>(r) =  j  JL e’k rdk 

Bu vcrdagi integralni sfcrik koordinatalar sistemasida hisoblaymiz:

CO 77 2тг 2

I  ~ e ' k rdk =  I  p  k2dk I  eikr cos 9 sin 6d6 j  dip =  ~  .

о о 0

Nihoyat, nuqtaviy zaryad potensiali uchun bizga yaxshi tanish bo igan  
ifodani olamiz: p — e / r . Elektrostatika masalalarining yechimlarini 
differensial tcnglamalarni ycchish orqali aniqlash ko‘p hollarda g ‘oyat 
katta matematik qiyinehiliklarga olib keladi.

Bunday hollarda masalani yechishda maxsus metodlardan foydala- 
niladi. Masalan, differensial tenglamaning tegishli chegaraviy shart,- 
larga bo'ysunuvchi yechimining yagonaligi haqidagi teoremaga asos- 
lanib, ba’zi masalalarda tenglamalarni bevosita yechmasdan, maxsus 
metodlar yordamida potensialni aniqlash mumkin. Elektr tasvirlash,
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inversiya, konform aks ettirish ana shunday inetodlar jumlasiga kiradi. 
Hozir elektr tasvirlash metodi bilan tanishib chiqamiz.

2 . E le k tr  tasv ir lash  m etod i. Bn metodning asosiy g'oyasi quvi- 
dagidan iborat: Berilgan nuqtaviy zaryadlar (nuqtaviy bo'lishi shart 
emas) bilan bir qatorda yordamchi fiktiv zaryadlar kiritiladi. Yordam
chi zaryadlarning y ig ‘indisi asosiy zaryadlar ta'sirida induksiyalangan 
zaryadlar y ig ‘indisiga teng bo‘lishi kerak. Aniqlanishi lozim bo ‘lgan 
maydonni ana shu haqiqiy va fiktiv zaryadlar hosil qiladi deb qaral- 
adi. Bu potensial differensial tenglamalarni qanoatlantirishi bilan birga 
chegarviy shartlarga ham bo'ysunushi kerak. Shu ikki holat bajaril- 
ganda yechimning yagonaligi to ‘g ‘risidagi teoremaga asosan bu masa
laning yechimi bo'ladi. Bu yerda o ‘tkazgich yoki boshqa muhitning 
potensialga qo ‘shgan xissasi yordamchi zaryadlar bilan aniqlanadi. Bu 
mctod bilan quyidagi masalani yechish jarayonida chuqurroq tanishib 
chiqamiz.

M asala  1. Cheksiz o ‘tkazu,vchi tekislikdan a masofada bo'shliqda 
joylashgan e nuqtaviy zaryadning maydonini aniqlang.

Avval masalaninq matematik qo‘yilishini ko‘rib chiqamiz. 0 ‘tka- 
zuvchi tekislik yOz tekisligi bilan mos tushsin. Bu tekislikning ich 
tomonida (x  <  0) elektr maydon kuchlanganligi nolga teng. 0 ‘tkazgich 
sirtida potensialni nolga teng deb olamiz (masalan, o ‘tkazgich yerga 
ulangan). Bunda chegaraviy shartlarga ko‘ra o ‘tkazgich ichida ham 
potensial nolga teng bo'ladi. Zaryad turgan nuqtaning (x  >  0) koordi- 
natalari A (a ,0 ,0 ) bo:lsin. Shu sohadagi potensialni aniqlovchi tengla
malarni va cheraviy shartlarnni yozamiz:

S =  (O.y.z)  chegaraviy tekislikdagi nuqtalar. (10.41)-(10.43) ko‘rinish- 
da qo‘yilgan masalani umuman olganda yechish mumkin. Lekin, biz bu 
yerda bu masalani tasvirlash metodi bilan yechamiz.

Yuqorida bayon qilingan fikrlarga amal qilib yordamchi zaryadni. 
asosiy zaryadning tasvirini. yassi ko;zgidagi buyurnning tasviri kabi 
x =  —a nuqtada tanlaymiz. Uning miqdori o ‘tkazgich sirtida induk-

A f  =  — 4ire5(x  — a )5 (y )5 ( z )

Vi ( S )  =  <p{S) =  0,

(10.41)

(10.42)

(10.43)
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sivalangan zaryadlarning y ig ‘indisiga teng bo‘ladi, ya ’ni2

UJedS -e.

integral o'tkazgichning sirti ( yOz tekisligi) bcryicha olinadi. Bu 
likning to'g 'riligin i (10.43) shart bilan tekshirib ko‘rish mumkin.

Potemsialni asosiy va yordamchi nuqtaviy zaryadlar liosil qiladigan 
maydon potensiallarining y ig ind is i ko‘rinishida yozamiz:

e e e e
(10.45)

(10.45) ifodadagi
I3u yerda r  asosiy zaryaddan, r '  csa yordamchi zaryaddan kuzatish 
nuqtasiga o ‘tkazilgan radius-vektorlar ( 10.1-rasm). 
birinchi va ikkinchi hadlar va ularning 
y ig ‘indisi ham (10.41) tenglamaning yechimi 
bo'ladi. Bundan tashqari. u (10.42) 
va (10.43) ehegaraviy shartlarni qanoat- 
lantirishini tekshirib ko'rish qiyin ernas ( 10.1- 
rasmga qarang). Shunday qilib, yeehim- 
ning yagonaligi haqidagi teoremaga asosan 
(10.45) qo ‘yilgan masalaning yechimi bo !ladi.

Elektr maydon kuchlanganligi

E
,,3

r —
,./3

(10.46)

10.1-rasm:

Sitrda induksiyalangan zaryadlar zichligi

ea
UJe ~

(a2 +  y2 +  z 2) 3/2
'10.47)

M asala  2. Radiusi R bo‘lgan o'tkazuvchi sfera markazidan d >  11 
masofada joylashgan nuqtaviy e zaryadning potensialini aniqlang.

2Umurnan olganda induksiyalangan zaryadlarning y ig ‘indisi nolga t.eng bo'lishi 
korak. Airmio sirtda induksiyalangan zaryadlarning ishorasi bn ilgan  zaryadning
ishorasiga teskari b o ‘ ladi. Induksiyalangan zaryadlarning berilgan zaryad ishorasi 
bilan inos keluvchi qismi masalaning qo‘yilish iga ko‘ra cheksizda yotadi. Shu sababli 
nlar inaydoTiga qo‘shimcha xissa qo ;slunaydi.
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Masalaning matematik jihatdan qo'yilishi birinchi masaladagi kabi 
bo'ladi. Shuning uchun uni bu yerda keltirmaymiz. Sfera yerga ulan- 
gan bo'lsin. U holda, e zaryad va sferadagi induksiyalangan zaryadlar 
hosil qilayotgan maydon potensiali sferada (r  =  R ) nolga teng bo'ladi. 
Masalaning yechimini

сp =  e/r +  e'/r' (10.48)

ko‘rinishda yozib olamiz. Bu yerda yordamchi zaryad e' ning miqdori 
va joylashgan nuqtasi A ' ning koordinatasi chegaraviy shart - sferada 
potensialning nolga teng bo‘lishidan aniqlanadi. Oddiy hisoblarni ba- 
jarib, quyidagilarni topamiz: e' =  —eyjd'/d, del' R 2, (d ' <  R ). Bu 
yerda d =  О A  va d! =  О A '. Asosiy zaryad joylashgan A. yordam
chi zaryad joylashgan A ' nuqtalar va sfera markazi О  bir to ‘g ‘ri chi- 
ziqda yotadi ( 10.2-rasm). Yuqoridagilarga asosan qo‘yilgan masalaning 
yechimi quyidagi ifodalar bilan aniqlanishini topamiz:

e R e
~  T iV '

E  =
e R e  .

---- 7—̂ r (10.40)
d г 'л

3. In ve rs iy a  m etod i. Ba’zi hol- 
larda elektrostatikaning bir masalasi- 
ning yechimi yordamida boshqasining 
yechimini topish mumkin.

Laplas tenglamasining ma'lum bir 
almashtirishlarga nisbatan invariantligi 
bunga asos bo'ladi. Shunday al
mashtirishlarga inversiya (akslantirisli) 
misol bo'ladi.

Laplas tenglamasini sferik koordi-
natalarda (A .117) asosan yozamiz: 

1 d
dr ^  I +  

or

Agar o ‘zgaruvchi r ning o ‘rniga yangi

r ' =  R 2 jr .  (10.50)

o'zgaruvchi kiritilsa, shu vaqtda noma’lum funksiya tp(r,6,ij>) ni yangi

R
ф(г',в,-ф) =  — tp (10.51)
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Iiuiksiya bilan almashtitilsa, Laplas tenglamasi invariant qoladi. 
Nliiuulay cjilib, agar ;p Laplas tenglamasining yechimi boisa, ф ham 
lining ycchim bo ‘ladi. Bu ycrda (10.50) inversiyn tilmashlirishi, R  
ninrrstya radiusi deyiladi.

Qandaydir zaryadlar va tpo potensialga ega bo'lgan o'tkazgichlar 
>u:,i rinasining maydoni bizga ma!lum bo ‘lsin deb f'araz qilamiz. I ’oten- 
ма1 (p (r ) odatda, cheksizga nolga deb olinadi. Mu yerda potensialni 
nlninday tanlaymizki, u cheksizda —ipo boisin , bu hoda o'tkazgichning 
polensiali nolga teng bo‘ladi.

(10.50) va (10.51) almashtirish natijasida sodir bo'ladigan o ‘zga- 
i islilarni isbotsiz quyida keltiriladi. Avvalo, odchaniga ega bo‘ lgan bar- 
cha o ‘ tkazgichlarning shakli va o ‘zaro joylashishi o'zgaradi ( ) ‘ l kazgichlar 
Milida potensialning o ‘zgarmas bo ‘lish sharti albatta o 'z kucliini saqlab 
qoladi. Masalan, o ‘tkazgich sirtida <p — 0 boisa, </> (I bo‘ lndi. Mu- 
lardan tashqari, barcha nuqtaviy zaryadlarning joyla.shi.slii va ularning 
knttaligi o'zgaradi. Masalan, Го nuqtadagi zaryad (R~/r^) i\)
ini(|t.aga o4adi va zaryad e' =  cR/tq ga almashadi.

1’otensial o {r l ) ning koordinata boshida qanday boMishini ko'rib 
i liiqamiz. r ’ =  0 nuqta r —> oo ga mos keladi. Lekin, r  —* no da pot.en- 
sial -ipo ga intiladi. Shuning uchun r ' —> 0 da funksiya

R
Ф =  — ; V?o r

kqonuniyat bilan cheksizga intiladi. Bu r ' =  0 nuqtaga со zaryad
Imrligidan dalolat beradi. Bu natijani 221-betda ko'rilgan inasala bilan 
l;i(|(|oslasak. natija birday ekanligiga ishonch hosil qilisli mumkin

10.5 Dielektriklar va o‘tkazgich!ar tasliqi 
elektrostatik maydonda

Dielektrik yoki zaryadlanmagan o'tkazgichlar tasliqi elektrost atik 
niaydonga kiritilganda jism icliida va uning yaqinida maydon t aqsimoti 
umuman olganda o ‘zgaradi. Bu holatni bir jinsli maydon E^ uchun bir 
net ha misollarda ko:rib chiqamiz.

I. 0 ‘qi tashqi maydon yo ‘nalishi bo‘yucha joylashgan yetarlicha 
u/,un (h  3> R ) dielektrik silindr uchun masalaui ko‘rib chiqamiz. Dielek-



trikning qutblanishi natijasida hosil bo ‘ladigan maydon silindr yetar- 
licha uzun bo'lganligi uchin juda kichik bo'ladi. ya ’ni silindr ichida va 
atrofida maydonni buzmaydi. Silindrdan uzoqda esa umuman ta ’siri 
bo'lmaydi. Bu holatni (10.26) chegaraviy shartdan ham ko'rsa bo'ladi. 
Bir tomondan yuqoridagilarga asosan dielektrik ichida va tashqarisida 
maydon bir junsli, ikkinchi tomondan

E\t =  E2t

shart o'rinli. Shuning uchun hamma joyda maydon birday ekan, ya ’ni

E2 = El = E0. (10.52)

Bu yerda Eq silindr shaklidagi dielektrik yo'q vaqtdagi maydon kuch
langanligi, E\ va E2 esa mos ravishda dielektrik kiritilgandan keyingi 
tashqi va ichki maydon kuchlanganliklaridir. Demak, yuqorida ko'rilgan 
holda dielektrik maydon taqsimotini o'zgartirmaydi.

2. Bir jinsli elektrostatik maydon yupqa yassi dielektrik plastinka 
sirtiga tik yo'nalgan bo'lsin. Bu holda (10.27) chegaraviy shartga ko'ra 
D 2 =  E q, yoki

E 2 =  E q -  4тгР. (10.53)

Plastinkaning ichida maydon kuchlanganligi АтгР ga kamayar ekan. Bu 
xulosa dielektrikning shakli murakkab bo'lganda ham sifat jihatdan 
saqlanadi.

3. Bir jinsli elektr maydonga kiritilgan dielektrik shar masalasini 
ко:rib chiqamiz. M a ’lumki, bir jinsli maydon uchun Laplas tengla- 
masining yechimi

(/50 =  - E 0r. (10.54)

Shardan yetarlicha uzoqda maydon potensiali (10.54) bilan aniqlanadi. 
Chunki, yetarlicha uzoq masofalarda bir jinsli maydonga shaming ta ’siri 
sezilmaydi. Shar sirtida esa potensial (10.26)—(10.27) chegaraviy shart
larga bo'ysunishi kerak. Shardan tashqarida bu talablarni qanoatlanti- 
ruvchi potensialni

=  ip0 +  (r, 0, E 0)

ko'rinishda qidiramiz. Bu yerda ikkinchi had sharga yaqin nuqtalarda 
maydonning o'zgarishini aniqlaydi. Shardan tashqarida potensialning



o'zgarishi г —» oo da nolga intilishi va skalyar bo ‘lishini inobatga ol
sak, E 0 va r  vektorlar yordamida dp\ ni quyidagi ko‘rinishda aniqlash

„3mumkin: 5p\ =  аЕ^г/г

p i =  - E 0r +  a ^ f .  (10.55)
T

Shar ichida maydon chekli bo ‘lishini inobatga olib maydon poten- 
sialini quyidagi ko'rinishda qidiramiz:

p2 =  (3E0r. (10.56)

Bu yerda a, 3 noma’lum o ‘zgarmas kattaliklar b o iib , shar sirtida po
tensial uchun yozilgan (10.26) va (10.27) chegaraviy shartlardan topa

miz (u>s =  0):

l£\ +  £2

в = ~ 0 3S}  ■ (10.58)
2ei +  £2

Nihoyat potensial uchun quyidagi ifodlarni olamiz:

p i =  - E o r +  5- .̂ r  >  R  : (10.59)
7"3

( div]
P 2 =  -E o r - i— -г- , r  <  R  : (10.60)

R й

Bu yerda

d = ~ I~ R i E Q yoki d = ( ^ - R 3) p ,  (10.61)
2^1 +  £2 V 3 J

P  qutblanish vektori, d qutblanish natijasida shaming olgan dipol mo
menti, £2 va £\ mos ravishda shar va uni o !rab turgan rnuhituing di
elektrik singdiruvchaliklari.

Endi E  =  — grad</? formula bo ‘yicha tashqi va ichki maydon kucli- 
langanligini hisoblaymiz:

„  „  3 r (d r ) — r 2d __.
E\ =  E q -)...... .... -v -------- , (10.62)



Shunday qilib, (10.62) va (10.63) ifodalardan quyidagi xulosalar
chiqadi:

a) bir jinsli tashqi maydonda shar qutblanib, qo‘shimcha maydon 
hosil qiladi. Bu maydon shar markaziga joylashtirilgan dipolning may- 
doni bilan mos tushadi;

b) shar ichida maydon o'zgarmas va Eq ga nisbatan Ъе\/{2е\ +  s2 ) 
marta kamayadi.

4. Bir jinsli elcktr maydonga kiritilgan zaryadlaninagan o'tkazuvchi 
shar masalasini k o iib  chiqamiz. Shar ichida maydon 110I bo igan lig i 
uchun potensial 0‘zgarmas boiishi kerak. Uni nolga teng deb olamiz:

■-P2 =  0. (10.64)

Shardan tashqaridagi potensialni topish uchun oldingi banddagi kabi 
yo ‘l tutub aniqlash mumkin. Buning uchun (10.57)--(10.-58) ifodalarda 
£2 —> oc deb olish yetarli boiad i. Bu holda

a  =  R 3) в  =  0.

Bularni (10.59) va (10.62) ifodalarga qo‘yib, quyidagilarni hosil qilamiz:

=  - E o r + ^ p - ,  (10.65)

^  3r (d r ) — r 2d ,
E\ — E q ----------- g------- . (10.66)

Bu yerda d — R 3E q. Shar sirtida induksiyalangan zaryadlar zichligi

£1 (d tp  A  3ei

в maydon kuchlanganligi E\ va r  orasidagi burchak. T o ;liq zaryad nolga 
tcngligicha qoladi.
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10.6 10-bobga oid masalalar va savollar
I . Potensiali

J —ax/ei agar .r > 0,
^  1 + a x /t2 agar x < 0.

funksiva bilan aniqlangan maydonni hosil qiluvdii zaryadlar tuqsimotini 

aniqlang.

2. Potensiali
J e/r agar r >  Л,

^  ~  | e/R agar r  <  R.

funksiva bilan aniqlangan maydonni hosil qiluvchi zaryadlar taqsimotini 

aniqlang.

3. Chiziqli zichlik x  bilan tekis zaryadlangan cheksiz izun ip dielektrik 

singdiruvchanligi £\ boigan xuddi shunday uzun R  radusli silindr bilan 

o‘ralgan, bu silindr o!z navbatida dielektrik singdiruvchanligi t '2 boigan 

cheksiz muhit bilan o‘ralgan. Zaryadlangan ipning maydonini va ikki 

dielektrik ehegarasidagi zaryadlarning sirtiy zichligini aniqlang.

4. Chiziqli zichlik \ bilan tekis zaryadlangan R  radiusli cheksiz uzun o'tka- 

zuvchi silindrning dielektrik singdiruvchanligi c(? ) boigan muhitda ho- 

sil qilavotgan maydon kuchlanganligini aniqlang. r silindr o‘qidan hi- 

soblangan masofa.

5. Qoplamalari orasidagi soha dielektrik singdiruvchanligi £  — r(x) bo i

gan muhit bilan toidirilgan yassi kondensatorning maydonini aniiilang. 

Kondensator qoplamalari ±cr sirtiy zichlik bilab zaryadlangan. x o‘qi- 

ning musbat yo‘nalishi musbat zaryadlangan qoplamadan manfiy zar

yadlangan qoplainaga qarab yoiialtirilgan deb qarang. Chegaraviy 

effektlarni hisobga olmang.

6. Iladiusi R  boigan o‘tkazuvchi shaming zarvadi c. Sharni dielektrik 

singdiruvchanligi £  = ~(r ) boigan muhit o‘rab turibdi. Maydon kuch

langanligini aniqlang. r shar markazidan hisoblangan masofa.

7. Bir jinsli dielektrik shaming hajrni bo!yicha e zaryad p zichlik bilan bir 

tekis tasimlangan. Shaming dielektrik singdiruvchanligi c\, uni o:rab 

turgan muhitniki с -  e(r). r  shar markazidan hisoblangan masofa. 

Maydon kuchlanganligini aniqlang.

8. 7-masaladagi zaryadlangan shaming ichida va sirtidagi bogiangan zar

yadlar zichligini aniqlang.

9. Fazoning yarmi dielektrik singdiruvchanligi £\, ikkiinchi yarmi esa £2 
dielektrik singdiruvchanligi boigan muhit bilan toidirilgan. Markazi 

chegaraviy tekislikda joylashgan R  radiusli zaryadlangan o‘tkazuvchi 

shaming potensialini va sigimini aniqlang.
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10. Dielektrik singdiruvchanligi e bo‘lgan muhitdagi R  radiusli o ‘kazuvchi 
shaming energiyasini hisoblang. Sharniug zaryadi c.

I 1. Dielektrik singdiruvchanligi e, radiusi R  va zaryadi e bo‘lgan bo‘shliqda 
joylashgan sharning energiyasini hisoblang.

12. Cheksiz o'tkazuvchi tekislik va undan a masofada turgan dipol (|anday 
kuch bilan ta ’sirlashadi. Dupol momenti d tekislikka parallel.

13. Nuqtaviy zaryad с bir - biriga perpendikulyar bo!lgan ikkita ycrga 
ulangan o'tkazuvchi yarim tekisliklarning har biridan a masofada joy
lashgan. Shu zaryad hosil qilayotgan maydonni aniqlang.

14. 13-masala uchun o4kazgichlar sirtida induksiyalangan zaryadlar zichli- 
gini hisoblang.

15. Butun fazo dielektrik singdiruvchanliklari с i va s2 bo'lgan muhit bilan 
to'ldirilgan. Chegara sirti tekislikdan iborat. Birinchi muhitda chega
raviy tekislikdan a masofada turgan nuqtaviy zaryad v. ning maydon 
potensialini birinchi va ikkinchi muhitda aniqlang.

16. Dielektrik singdiruvchalik tenzori berilgan anizotrop muhitda nuqtaviy 
e zaryadning maydon potensialini aniqlang.

17. Radiusi R  ho‘lgan o'tkazuvchi sfera markazidan d (d >  R )  masofada 
joylashgan nuqtaviy e zaryadning potensialini aniqlang.

18. Qanday maydom elektrostatik maydon deyiladi?
19. Elektrostatikaning to 'g 'ri va teskari masalalari bir-biridan qanday farq- 

lanadi?
20. 0 ‘tkazgichlarda elektr maydon qanday xususiyatlarga ega?
21. Ekvipotensial sirtga ta’rif bering.
22. Elektrostatik induksiya koeffitsientlari qanday aniqlanadi?
23. Elektr sig‘imga ta’r if bering.
24. 0 ‘tkazgichlar energiyasini elektrostatik induksiya koeffitsientlari orqali 

yozing.
25. O'tkazgichlar energiyasining variatsiyasidan qanday xulosalar chiqarish 

mumkin?
26. O lt.kazgicli - dielektrik chegarasida potensiallar uchun chegaraviy shart- 

larni yozing.
27. Dielektriklarda elektr maydon qanday xususiyatlarga ega?
28. Ikki dielektrik chegarasida maydon potensiali uchun chegaraviy shart- 

larni yozing.
29. Elektrostatika niasalalarini yechishning qanday metodlarini bilasiz?
30. Tasvirlash metodining g ‘oyasini tushuntiring.



11-bob

0 ‘zgarmas magnit maydon

11.1 Om qonuni

K o ‘p qirrali elektromagnit hodisalari ichidan d{- ■ }/dt =  0. j  ф 0 
sliartlar bilan chegaralangan magnitostatika hodisalarini ajratib olamiz. 
Bu hoi uchun Maksvell va bog!lanish tenglamalari quyidagi ko;rinishda 
yoziladi:

Bular magnitostatikaning asosiy tenglamalarini beradi. Tok zichligi 
j  =  j ( r )  aniq bodganda bu tenglamalarning birinchi ju fti В  ni aniqlash 
uchun yetarlidir. Am m o tok zichligi magnitostatika tenglamalarining 
ikkinchi juftida (bog ‘lanish tenglamalari hisobiga) ham ishtirok etadi. 
Shu sababli savol tug‘iladi, (11.1)—(11.4) tenglamalar unga kirgan kat- 
taliklarni fazoning hamma nuqtalarida, ya'ni o'tkazgich ichida va tash- 
qarisida aniqlash iinkoniyatini beradimi? Bu savolga javob olish uchun 
bir necha misolni ko'rib chiqamiz:

1. Energivaning saqlanish qonunini

magnitostatika uchun ko‘rib chiqamiz. Berk sistema uchun chegaiada 
maydon nolga teng bo ‘lganligi uchun energiya oqimi bo im avd i, ya'ni

rot H  =  — j  ,
с

div В  =  0, 

rot E  =  0. 

div D  =  47Г/Э.

(11.1)

(11.2)

(11.3)

(11.4)

В  =  цН , D  =  eE. j  =  ■'fE. (11.5)

/ i E H \d S =  0.
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l i imdan tashqari, vaqt bo'yicha hosilalar nolga teng. Bularni hisobga 
olsak, onorgiyaning saqlanish qonuni quyidagi koiin ishga o't.adi:

Boshqa tomondan bu ifoda j  Ф 0 boigan ligi uchun nolga teng b o ia  ol- 
maydi. Shunday qilib, maydonning statsionarlik d{ - ■ - }/dt — 0 va vaqt 
bo'yicha o'zgarmas tokning mavjudlik shartlari bir-biriga zid bo‘lib, 
magnitostatikaning boshlangich asoslari yetarli emasligini ko‘rsat,adi. 
Bunday qarama-qarshilikning yuzaga kelishiga sabab shundaki. cncr- 
giya balansida o'tkazgichlarda issiqlik ajralib chiqishi natijasida ener- 
giyaning kamayishi hisobga olinishi kerak. Am m o boshlang'ich tengla- 
malarda tokni o'zgarmas ushlab turuvchi manba yo ‘q bo igan lig i sababli 
energiy balansi noto‘g i i  natijaga olib keldi. Bu holatni bartaraf qilish 
uchun boshlangich tenglamalarda tokni statsionar ushlab turuvchi tok 
manbalari bilan toidirish kerak boiadi.

2. Manba bor boigan  berk zanjirning turli nuqtalarida tok va 
elektr maydonning yoiialishlarini ko'rib chiqamiz. Tashqi zanjirda tok 
va maydonning yoiialishlari mos tushadi, ya ’ni

Manba elektrodlari orasida elektr maydon musbat elektroddan man- 
fiyga qarab yo ‘nalgan. Shu vaqtda zanjir berk ekanligini

inobatga olsak, tok toskari tomonga qarab yo'nalganligini koiam iz. Bu
(11.6) tenglama bilan anicilangan yoiia lishga ziddir. Zanjirning manba 
qismida bunday ziddiyatning paydo boiish iga birinchi misoldagi kabi 
boshlangich tenglamalarda manba hisobga olinmaganligidadir.

3. Bu holatni Maksvell tenglamalaridan ham ko‘rish mumkin.
(11.7) ga asosan, statsionar tok chiziqlari yopiq chiziqlardir, ya ’ni may
don ta ’sirida o'tkazgichdagi zaryad yopiq chiziqlar bo;ylab harakat- 
lanadi. Bunday harakatni hosil qilish uchun maydon ish bajarishi lozim. 
Yopiq zanjirda elektr maydonning zaryadlar ustida bajargan ishi (11.3) 
ning integral koiinishiga muvofiq,

•2

j  =  1E. ( 11.6)

div j  =  0. (11.7)
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Va ’ni maydon potensial xarakterga ega bo ‘lganligi uchun uiimj.-, v < • | • 14 
zanjirda bajargan ishi nolga teng, demak, у tok hosil qilaolmaydi Sim 
ning uchun tok paydo qilishda potensial xarakterga ega bo'lmaf.im, 
qandaydir chet kuchlar bilan bogdangan maydon ham ishtirok Hislii 
kerak.

Yuqorida ko‘rib chiqilgan misollarga asosan (11.6) munosalmtda 
l.okni 0‘zgarmas ushlab turuvchi manbani hisobga olib o ‘zgartirish ko- 
inkligi kelib chiqadi.

Buning uchun zaryadga elektr maydon E (r )  dan tashqari boshqa- 
cha tabiatga ega bodgan chet kuchlar maydoni E ch(r )  ta ’sir qiladi deb 
hisoblaymiz. Bunga asosan (11.6) munosabatni quyidagi ko'rinishda 

yozish kerak:
j = 1 ( E + E ch). (11.8)

Bunga umumlashgan Om qonunining differensial ko‘rinishi deyiladi.
Om qonunini bunday ko‘rinishda umumlashtirish chet kuchlar tabi- 

atining fizik xossasiga aniqlik kiritishni talab qilmaydi. U kimyoviy, ter- 
moelektr va boshqa tabiatga ega bodgan tok manbalari bodishi kerak. 
Shunday qilib, izotrop muhit ilgari ko:rganimizdek, uchta fizik kattalik 
bilan emas, e =  c(r),  /.1 =  7  =  7 (r), E ch =  E ch(r )  kattaliklar bilan 
xarakterlanishini aniqladik. Om qonunining umumlashgan ko‘rinishda 
yozilishi yuqoridagi misollarda paydo bolgan ziddiyatlarni bartaraf qi
ladi. Masalan, energiyaning saqlanish qonuni endi quyidagicha yoziladi:

f  =  - / J>  +  /  j ^ d V

Bu yerda (11.8) ga ko‘ra E  =  j/7 — E°h ekanligini hisobga oldik. 
Saqlanish qonunining chap tomoni va o ‘ng tomonidagi uchii chi li.id 
ko:rilayotgan statsionar hoi uchun nolga teng. Natijada, qu jidagrii 
hosil qilamiz:

Q =  -  J  J— dV +  J  jE ckdV =  0, 

yoki j  3— dV  =  J  jE chdV.
7

Shunday qilib, o ‘tkazgichda ajralib chiqadigan issiqlik hisobiga ener
giyaning kamayishi chet kuchlar tomonidan kompensatsiyalanib turadi.
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11.2 0 ‘zgarmas tokli chiziqli o‘tkazgichlar

Yuqorida olingan natijalarni tokli chiziqli o ‘tkazgizlarga tatbiq qi
lamiz. Bu hoi ikki sababdan muhim. Birinchidan, masala oxirigacha 
yechiladi, ikkinchidan radio elektronikada keng tatbiq qilinadi. Muay- 
yan sharoitda koiidalang kesimining chiziqli oieham lari uzunligiga nis- 
batan juda kichik bo igan  o ‘tkazgichlar chiqli dcyiladi. Chiziqli o ‘kaz- 
gichlar odatda, sim deb ataladi.

Chiziqli o ‘tkazgichlarda tok zichligi uchun chegaraviy shartni k o iib  
chiqamiz. Statsionar maydonlar uchun uzluksizlik tenglamasi quyidagi 
koiinishga ega:

d i v j ^ O ,  j j d S  =  0. (H -9 )

Bu tenglamalardan tok zichligining normal tashkil etuvchisi uchun ikki 
oikazgich chegarasida j i n =  j 2n, dielektrik va o ‘tkazgich chegarasida 
j n =  0 shartni qanoatlantirishi kelib chiqadi.

Bu shartga asosan chiziqli o ‘tkazgichlarda tok zichligi vektorini 
katta aniqlikda oikazgich elementi dl  ga parallel deb olish mumkin. 
Demak. o ‘tkazgichning uzunligi bo;ylab har bir nuqtada j d l  =  j dl  deb 
yozish mumkin.

O ikazgich ko‘ndalang kcsimidan o ‘tuvchi to iiq  tokni aniqlaymiz. 
Tokning aniqlanishiga ko‘ra

I  =  j  j d S  =  j  * ) ( E +  E ch)d S .  (11.10)

Bu yerda integral chiziqli oikazgichning ko'dalang kesimi bo'yicha oli- 
nadi.

Uzluksizlik tenglamasining integral ko‘rinishi (11.9) dan ko‘rinib 
turibdiki, oikazgichning turli nuqtalarining ko'ndalang kesimidan bir 
xil tok oqadi. ya ’ni

I  =  J  jd S  =  jS  =  const. ( 11.11)

Bu yerda 5  tayin nuqtadagi oikazgichning ko‘ndalang kesimi. Umuman 
olganda S  oikazgichning uzunligi bo‘yicha turli nuqtalarda turlicha 
boiishi mumkin. Demak, shunga mos ravishda tok zichligining kattaligi 
ham o'zgaradi.
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Umumlashgan Om qonuni (П .8) ni chiziqli o‘tknzgichning “1”
”2” m iqtalari oralig 'ida integrallayrniz:

2 2 2
j  l d l =  J  E d l +  j  E hM ( u . 1 2 )

1 1 1

Chap tomondagi integralni ko‘rib chiqamiz:

Bu yerda R n  o'tkazgichning “1” va "2 ’ nuqtalari bilan (•hc^araliln 
gan qismining omik qarshiligi. О ng tom onidagi birim hi 
E =  — grad ip bog‘lanishdan foydalanib "1 va “2” orasidagi 
farqiga teng ekanligini ko‘ramiz:

2

J Edl=v>i-<P2. (I, b
i

Ikkinchi integral esa “1” va “2” nuqtalar orasidagi chct kuchlar т а щ п . 
bo‘lib, elektr yurutuvchi kuch (EYuK) ga teng:

2

£ n  =  j E shdL (П.1Г))

Oxirgi uchta tenglam ani birlashtirib, Om qonunining integral ko‘lln i 
shini olamiz:

IR}2 = P\-<P2 + S\2 (ц  1(J
Zanjirning ko‘rilayotgan qismida chet kuchlar bo 'lm asa, (Д] 

m alu m  bo'lgan oddiy Om qonuniga o‘tad i
Agar kontur berk zanjirdan iborat bo ‘lsa, ya’ni “1" va “2” nUq< 

lar ustm a-ust tushsa (11.16) berk zanjir uchun Om qonuniga o‘t acp 
ya’ni IR  =  S. Bu yerda R  chiziqli berk zanjirning to ‘liq qarshili •’ 
£  zanjirdagi barcha chet kuchlarning elektr yurutuvchi kuchlarin i^ ’
yig;indisidir.
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L1.3 Q ‘tkazg ich larda  o ‘zgarm as to k

0 ‘tkazuvchi m uhitga kiritilgan yaxshi o‘tkazgichlarda (masalan, 
m etallar) o'zgarinas tok masalasi skalyar potensial kiritish orgali o‘rga- 
nish mumkin. Bunga ishonch hosil qilish uchun chet kuchlar yo‘q deb 
faraz qilamiz va elektr maydonni aniqlovchi tenglam alarni yozamiz:

Bu yerda m uhitni yaxshi o'tkazgich shu bilan birga bir jinsli deb olsak 
(7 =  const), (11.18) tenglama div E  =  0 ko'rinishga o‘tadi.

Elektrostatikadagi kabi maydon potensialini kiritib (E  =  — grad ip),
(11.17) dan quyidagi tenglamani olamiz:

tida chegaraviy shartlar bajarilishi kerak. Elektr m aydonning tan- 
gensial tashkil etuvchisi chegarada uzluksiz bo‘lganligi uchun ip\ = 1̂ 2- 
Chegarada j n =  7E n ni hisobga olib, m aydonning normal tashkil etuv
chisi uchun quyidagi shartni yozamiz:

0 ;tkazuvchi m uhitda tokning taqsim otini aniqlovchi potensial uchun 
tenglam a va chegaraviy shartlar dielektriklardagi elektr m aydonning 
taqsim oti aniqlovchi mos ifodalar bilan birday ekan. Farqi shundaki, 
bu yerda dielektrik singdiruvchanlikning o‘rnida o‘tkazuvchanlik koef
fitsienti turibdi. Shuning uchun o‘tkazuvchi m uhitda potensial elek
trostatika formulalarida e ni 7 ga alm ashtirish bilan aniqlanadi. Agar 
o'tkazgich dielektrik bilan chegaradosh bo'lsa, potensialni bu yo‘l bilan 
aniqlab bo'lmaydi, chunki dielektrik uchun o'tkazuvchanlik nolga teng. 
Bu holda j n =  0 bo'lganligi uchun yuqoridagi m ulohazalar o‘z m a’nosini 
yo'qotadi.

Misol sifatida o'tkazuvchi cheksiz m uhitga tushirlgan ikkita elek- 
trodni ko‘rib chiqamiz. (11.20) ifodaga asosan elektroddan oqayotgan

rot E  =  0, 

d iv j  =  div 7 ^ = 0.
(11.17)
(11.18)

Aip =  0. (11.19)

Bu bizga m a’lum bo'lgan Puasson tenglamasidir. 0 ‘tkazgichlar sir-

(11 .20)
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Inkni quyidagicha yozish mumkin:

/  =  у  j d S  =  <j> j ndS  =  7 j  cl$-

Hu ifodani (10.5) bilan taqqoslab quyidagini yozamiz:

Ikkinchi tom ondan to ‘liq qarshilik t a ’rifini eslasak, o'tkazgich sig‘imi v;i 
i|iirsliiligi orasida bog ian ish  borligini aniqlaymiz:

_  Ifii -  lf2 _  f l  _  £l 1
I  I  47Г7 С

Shunga o‘xshash yo‘l bilan radiuslari a va b bo‘lgan sferik elektrod-
I,-uning qarshiligi topamiz:

Shunday qilib, o‘zgarm as tokning fazodagi taqsim oti m asalasi hud- 
di shunday elektrostatika m asalasini yechishga keltirildi.

11.4 S ta ts io n a r  to k n in g  m ag n it m aydon i

Statsionar toklarning m agnit maydon kuchlanganligini aniqlash 
uchun (11.1) va (11.2) tenglam alarni yechish kerak. Bu tenglam alarni 
yechish uchun mikroskopik elektrodinamikadagi kabi (§6 ga qarang) 
vektor potensial kiritamiz:

Bunday aniqlangan magnit induksiya vektorini (1 1 .2) tenglam ani aynan 
qanoatlaniadi. Vektor potensial uchun

R  «  (1/ a  +  1/ 6) / 47Г7 .

В  =  ro t A. ( 11.21)

div A  =  0 ( 11.22)

ko‘rinishdagi kalibrovka o'rinli deb qabul qilamiz. (11.21) ni (I 1. 1) ga 
qo‘yib, potensial uchun quyidagi tenglamani olamiz:

(11.23)
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Agar ikki va undan ortiq jismlar bilan bog‘liq masala ko‘rilayotgan 
bo'lsa, (11.23) ko'rinishidagi tenglama har bir jism  uchun yoziladi. Bu 
tenglam alar qaysi jism uchun yozilgan bo'lsa, m agnit singdiruvchanlik 
\i o‘sha jismga tegishli bo‘ladi. Chegaralarda (9.58) va (9.68) shartlar 
bajarilishi kerak. Bundan tashqari, cheksizda В  nolga intilishi kerak.

Tenglama (11.23) ning yechimini umumiy holda yozish mumkin, 
lekin bunday formula biror muhim m a’lumot bermaydi. Shuning uchun 
bir qator xususiy hollarni ko:rib chiqamiz.

I<o‘rilayotgan o'tkazgichlar va m uhit magnit xususiyatiga ega bo‘l- 
masin, ya’ni ц =  1. Bu holda (11.23) ham m a niqtalar (o‘tkazgich va 
m uhit) uchun bir xil ko'rinishda yoziladi. Bu holda (11.23) tenglama- 
ning yechimi II qismdan m a’lum bo‘lib, quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

Bu yerda mikroskopik elektrodinamikadagi belgilashlar saqlab qolindi. 
Bu ifodaga rot operatori bilan ta ’sir qilish yo‘li bilan m agnit maydon 
aniqlanadi. Bunda rot operatori r  o‘zgaruvchiga ta ’sir qilishini va tok 
zichligi bu o;zgaruvchiga bog‘liq emasligini hisobga olib quyidagini hosil 
qilamiz:

Chiziqli o‘tkazgichlardan oqayotgan tokning m agnit maydonini aniq
lash amaliy jihat muhimdir. 0 !tkazgichlarning ko‘ndalang kesimining 
yuzasi juda kichik bo‘lganligi uchun uning ichidagi xuaydonni ko‘rm asa 
ham bo‘ladi. Snuning uchun, maydonni faqat o‘tkazgichlarni o 'rab 
turgan m uhitda aniqlash kifoya qiladi. Bu holda (11.24) va (11.25) 
ifodalar sodda ko‘nnishga o'tadi:

(11.24)

R  =  r  — r' . (11.25)

(11.26)

Bu formulalardan ikkinchisi chiziqli o;tkazgichni o‘rab turgan bir jinsli 
izotrop m uhitda m agnit maydon kuchlauganligini aniqlaydi. Bunga Bio 
va Savar qonuni deyiladi. B a’zan



Hid va Savar qonunining differensial ko!rinishi deb yuiitihwli. Mu ilmln 
I I,ok oqayotgan chiziqli o'tkazgichning dl dem enti R masofadn IiumI 
i|ilgan magnit maydon kuchlanganligini aniqlaydi. Shuni t a ’kidlm.li 
luzimki, natijani o‘zgarmas saqlagan holda (11.27) ifodaga yopiq kontnt 
bd' vicha integrali nolga teng b o igan  ixtiyoriy vektor funksiyani qo‘sln.sh 
mumkin.

Yoqorida olingan ifodalardan foydalanib. sodda shaklga ega bo igan  
lokli o!tkazgichlarning m agnit maydon kuchlanganligini hisoblaymiz: 
I Cheksiz uzun to ‘g ‘ri chiziqli tokning mag- 
nil maydonini aniqlaymiz. Simm etriya nuq-
i.n nazaridan bunday tokning m agnit may- 
ilnni markazi tokli o‘tkazgicha joylashgan 
konsentrik aylana nuqtalariga o4kazilgan 
uiiiima bo‘ylab yo:nalgan b o iad i (11.1- 
tasin). ya’ni sferik koordinatalarda faqat 
Ну noldan farqli bo iad i. 0 ‘tkazgich dl'v
rlem entidan kuzatish nuqtasiga o‘tkazilgan 
l adius-vektor va shu nuqtadan o‘tkazgichga 
tushirilgan normal orasidagi burchak a  bo isin . 
quyidagi ko‘rinishga o'tadi:

11.1-rasm:

U holda (11.26)

B,t
7Г/ 2

/1,1 f  [(1Ш\ф III f
=  ---- - /  -----^ ----  = ----- /  COS Occ J R 3 cr J

da
2fi I
cr

—тг/2

Bu yerda R — r /  cos a , dl =  r d a /  cos2 a  va 

\dlR\^ =  dlRs in(n/2  — a)

В  =
2f.iI [rn] 

с r

( 11.28)

ekanligi hisobga olindi. n  tok ycnalishidagi birlik vektor.
2. Endi a radiusli aylana bo 'ylab oqayotgan tokning m agnit may

donini aylana o‘qining (z o‘qi) ixtiyoriy nuqtasida am qlaym i/. Sim
m etriya nuqtai nazaridan maydon shu o‘q bo 'ylab yo‘nalgan bo iad i, 
ya’ni

2/л1 7та" 
с (z2 +  a 2)3/ 2

(11.29)
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11.5 11-bobga oid in asa la lar va savollar
1. [Sir biridan a masofada joylashgan ikkita cheksiz uzuu parallel chiziqli 

o'tkazgichdan qarama- qarshi yo'nalishda I tok oqmoqda. Toklar siste- 
maning vektor potensialini hisoblang.

2. Silindrik o‘tkazgichning ichidagi va tashqarisidagi magnit maydon kuch- 
langanligini toping, bunda tok silindrning ko‘ndalang kosiaii bo'ylab 
tekis taqsimlangan, o;tkazgichning radiusi R . tok zichligi j.

3. Odkazuvchanligi 71 va 72 bodgan ikkita o'tkazuvchi sirt chegarasidagi 
to‘g:ri tok chiziqlarining sinish qonunini toping.

4. Tok j  zichlik bilan tekis taqsimlangan silindrik o‘tkazgich ichida silin
drik bo‘shliq mavjud. Ularning o'qlari parallel va bir-biridan a maso
fada joylashgan. Silindrik bo‘shliq ichidagi magnit maydon kuchlangan- 
ligini toping.

5. Sirt zichligi i bodgan bir jinsli tok o‘t,ayotgan tokislikning magnit may- 
donini toping.

6. Magnit singdiruvchanliklari va ^2 bodgan ikki muhit chegai'asida 
tokli kontur joylashgan. Vakuumda bu kontur hosil qilgan magnit 
maydon ma’lum deb hisoblab, butun fazoda H magnit maydon kuch- 
langanligini toping.

7. Magnit singdiruvchanliklari ni va /j.2 bodgan ikkita muhit cliegarasi 
tekislikdan iborat. Birinchi muhitda cliegara tekislikka parallel holda 
a masofa joylashgan I tokli yassi kontur L bor. Tok hosil qilayotgan 
magnit maydonni aniqlang.

8. Qanday holda maydon magnitostatik deyiladi?
9. Magnitostatika tenglamalarini yozing va izohlang.

10. Om qonunining differensial ko:rinishini yozing.
11. Umumlashgan Om qonuni qanday ta ’riflanadi?
12. Maydon energiyasining saqlanish qonuni qanday xulosalarga olib ke- 

ladi?
13. Chiziqli o'tkazgich uchun tok tenglamasini yozing.
14. Ikki odkazgich chegarasida skalyar potensial uchun chegaraviy shart 

bilan toklar orasida qanday bogdanish bor?
15. O'zgarnias tokning magnit induksiya vektori qanday yoziladi?



12 -bob

K vazistatsionar m aydonlar

12.1 K vaz is ta ts io n arlik  sh a r tla r i

Shu vaqtgacha sta tik  va sta tsionar m aydonlarni ko‘rib chiqdik. 
Umuman olganda m oddiy m uhitlarda o'zgaruvchi m aydonlarning tabi- 
ati m uhitning xossalariga va m aydonning o‘zgarish chastotasiga bog iiq  
bo‘ladi. Bunday o'zgaruvchi m aydonlarni o 'rganishga o‘tishdan oldin 
elektrom agnit hodisalarining ichida alohida o‘rin tu tgan  va tajriba larda  
inuhim ahamiyat, kasb etgan - kvasistatsionar m aydonlarni ко'rib chiqa
miz. Bu m aydonlar uchun b a ’zi kattalik lar uchun d { . . . } / d t  =  0 b o isa , 
boshqalari uchun nolga teng bo im aydi. Quyida biz qanday hollarda 
maydonni kvazistatsionar dcyish mumkin degan savolga javob beramiz.

1. Tashqi elektrom agnit maydonga joylashtirilgan massiv (oicham - 
lari vetarlicha katta) otkazgichni ko‘ram iz. Elektrom agnit maydonning 
o‘zgarishini ifodalovchi xarakterli uzunlik (davriy m aydonlarda to ‘lqin 
uzunligi) Л ~  с /и  jism ning chiziqli o‘lchamlari (jismning ixtiyoriy ikki 
nuqtasi orasidagi eng katta  masofa) L dan juda ka tta  bo ‘lsin, ya :ni

A »  L yoki u><g.c/L (12.1)

Bu shart bajarilganda ko‘rilayotgan sohaning biror nuqtasidagi may
donning o‘zgarishi shu onning o‘zidayoq boshqa nuqtalarga deyarli tar- 
qalib ulgiradi. Bu shartn i boshqacha ko‘rinishda ham  yozish mumkin. 
M aydonning o‘zgarishini ifodalovchi xarakterli vaqt (davr) T  ~  1/uj 3> r . 
Bu yerda r  m aydonning kechikish vaqti. Shunday qilib. yuqoridagi 
shart bajarilganda kechikish vaqtini inobatga oluiasa ham  bo‘ladi. Bum 
maydon kvazistatsionar boiish in ing  birinchi sharti deb (jaraymiz.

2. Maydon sekin o:zgarganda o ‘tkazgichlarda siljish toki o‘tkazuv- 
chanlik tokidan juda  kichik bo iad i, ya’ni

d D
at
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Bogianish tenglamalarini inobatga olib, bu tenglamani quyidagi ko‘ri- 
nishda yozib olamiz:

^ 1* 1»  s ?
d E
dt

Biz aksariyat hollarda garmonik o‘zgaruvchi (E  ~  exp (iut))  rnaydon- 
larni ko'rishimizni inobatga olsak, yuqoridagi shart quyidagi ko‘rinishni 
oladi:

1 yoki uj »  (12.2)
47Г7 e

Buni maydon kvazistatsionar bo‘lishining ikkinchi sharti deb qabul qi- 
lamiz.

3. Maydon t a ’sirida m uhitning xossalarini ifodalovchi kattaliklar 
£. ц, 7 o'zgarm as maydonda qanday bo'lsa, biz ko‘rayotgan o‘zgaruvchi 
m aydonda ham shundayligicha qolishi kerak, ya’ni bu kattaliklar may
donning o'zgarish chastotasiga bog‘liq bo‘lmasligi talab  qilinadi. Bu 
shartga ko‘ra, m aydonning o'zgarishini aniqlavchi zaryadlarning o 'rta- 
cha tezligi maydonning tarqalish tezligidan yetarlicha kichik bo'lishi 
kelib chiqadi:

i i « c .  (12.3)

Buni maydon kvazistatsionar bo‘lishining uchinchi sharti deb qaraymiz.
Yuqorida ko'rib chiqilgan (12.1)—(12.3) shartlar bajarilganda elek

trom agnit maydonlar kvazistatsionar deyiladi. Bunday m aydonlar bi
lan bog‘liq bo'lgan toklar ham kvazistatsionar bo‘ladi.

Shartlarni tarkibida toza m etallar bo'lgan o'tkazgichlar uchun ba- 
holasak, infraqizil nurlargacha siljish tokini hisobga olmasa ham  bo'lishi 
kelib chiqadi. Bunday yuqori chastotalarda maydon kvazistatsionar 
bo'ladi deb bo'lmaydi, chunki bunday chastotalarda boshqa fizik effek- 
tla r namoyon bo 'la boshlaydi.

Bunday holatga yuqori chastotali m aydonlarni o‘rganganim izda aniq- 
lik kiritamiz. Kvazistatsionarlik shartlari o‘rinli bo'lgan m aydonlar 
“o'zgaruvchi toklar” deb ataluvchi keng sohadagi hodisalarni qam rab 
oladi. 0 ‘zgaruvchi toklar yoki past chastotali toklar texnikada va lab- 
oratoriyalarda keng ta tb ig 'in i topadi. Bu kvazistatsionar jarayonlar 
nazariyasining o'rganishning muhimligini ko‘rsatadi.

240



Kvazistatsionarlik shartlaridan kelib chiqib Maksvell toiigliimnliu I 
(9.8). (9.9), (9.38) va (9.39) ni qayta yozamiz:

1 d B
TotE  = ------— (12.-I)

с at
div В  =  0, (12.5)

rot H  =  — j, (] 2.(>)
с

div D =  Anp. (12.7)

Bu yerda (12.6) tenglam ada (12.2) ga asosan siljish tokini ifodalovchi 
had tushirib  qoldirildi. Bog'lanish tenglam alari o‘z kuchini saqlab qo
ladi.

Uzluksizlik tenglamasini bu hoi uchun ko‘rib chiqamiz:

v dp  ,. d  div D  ( .  1 d D \  . , , 0 0 ч
d iv  J  +  ш  =  d lv j  +  -  —  =  d iv  ( ,  +  )  »  d ,v  j  =  0. (12.8)

Bunga asosan kvazistatsionar toklar sta tsionar toklar kabi solenoidal 
xarakterga ega ekanligini ko‘ramiz. K vazistatsionar maydon tengla
malari statsionar maydon tenglam alaridan elektrom agnit induksiya hi
sobga olinishi bilan farq qiladi. Kechikish vaqtini inobatga olmaslik 
tenglam alarni yeohishda bir qator yengilliklar t.ug‘diradi va m asalani 
bir qator hollarda oxirigacha yechish imkonini bcradi.

12.2 H a ra k a td a g i o ‘kazgichlar 
uchun induksiya  qonuni

Biz shu vaqtgacha induksiya qonunida m agnit induksiya oqimining 
o‘zgarishi faqat magnit maydonning o:zgarishi hisobiga sodir b o iad i 
deb hisoblab keldik, ya’ni o‘tkazgichlarning harakatini inobatga olma- 
dik. Berk konturda hosil bo iad igan  induksion EYuK uchun oqim qan- 
day sabablar bilan o‘zgarishinin aham iyati yo‘q. Uinuman olganda 
oqim konturning harakati yoki uning shaklining deform atsiyalanishi (bu 
holni kontur, aniqrog‘i uning ayrim qism larining harakati deb qarash 
mumkin) hisobiga ham o‘zgaradi. Shunday qilib, biror kontur to rtib  
tu rgan  yuzadan o‘tayotgan m agnit induksiya oqimi ikki sababdan o‘z- 
garadi. Birinchisi, magnit induksiya vektorining o'zgarishi hisobiga
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bo'lsa, iklrinchisi esa konturning harakati tufayli bo'ladi. Har ikkila 
liolni birgalikda ko'rib. induksiya qonunini umurnlashtiramiz.

Qandaydir berk kontur o'zgaruvchi tashqi maydonda v с shartni 
qaniatlantiruvohi tezlik bilan harakat,lanayotgan boisin . Shu kontur- 
dan o‘t,ayotgan magnit induksiya oqimining o'zgarishini hisoblaymiz. 
Buning uchun (9.46) tenglam a bilan ifodalanivchi induksiya qonunini 
quyidagi ko'rinishda yozamiz:

Bu yerdagi magnit induksiya oqimining vaqt birligidagi o'zgarishini 
hosila t a ’rifiga ko'ra yozamiz:

Konturning t va t +  A t m om entlarda to rtib  turgan yuzasi (Si. 
S 2) va konturning harakati natijasida hosil bo'lgan sirt dan (£) iborat 
bo'lgan faraziy yopiq sirt hosil qilamiz. Shu yopiq sirt bo'yicha magnit 
induksiya oqimi yozamiz:

(12.9)
S(t )

с1Ф , Ф(г + Д г ) - Ф т
—  = lim ----------------------
dt 0 At

f  B{t + A t ) d S -  f  B(t)dS

At
. ( 12.10)

I' V C X v j О l l i U I H C U t H — o '

Bundan tashqari har ikkala inte- 
gralda sirtlarga o'tkazilgan normal 
bir tom onga yo'nalgan bo'lishi ke
rak. Bu yo'nalish sifatida S\ 
sirtga o'tkazilgan tashqi normalning 
yo'nalishida tanlab olamiz.

Bu yerda birinchi integral t +  A t  
vaqt momentdagi kontur to rtib  tu r
gan S2 yuzadan magnit induk
siya oqimiga teng, ikkinchisi esa 
t vaqt momentidagi oqimga teng.

Z

dl dL

12.1-rasm:
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M a’lumki. yopiq sirt bo'yicha m agnit induksiya o(|imi iioIk» '< »»r. 
(12.11) da sirtlarga o'tkazilgan norm allar tashqi deb olingan M mil 
bo‘yicha integralni ko'rib chiqamiz. Yon sirt elementini

dZ =  [dl,v]At  (12.12)

ko;rinishda yozish mumkin (12.1-rasmga qarang). Bu yerda v  kontur «-1 
ementi dl  ning tezligi. Bunga asosan £  sirt bo :yicha integralni quyidagi 
ko'rinishda yozish mumkin:

j  B(t  +  At)dE =  j  B{ t  +  At)[dlv\At  =  A t j [ v B { t  +  At)\dl.  (12.13) 
e

Bu yerda kontur bo'yicha integral S\ sirtni chegaralovchi tokli kontur 
bo!yicha olinadi.

Endi (12.11) ifodaning o‘ng tomonidagi ikkita hadni At ning dara- 
jalari bo :yicha qatorga yoyamiz:

j B { t  +  A t )dZ  =  A t  j [ v B { t ) ] d l + O i , A t 2), (12.14)
E

J  B(t + At)dS = J  B{t)dS + At J  ̂ jp-dS + 0(At2l 12.15)
Si Si S]

Bu yerda 0 ( A t 2) bilan A t  ning ikkinchi va undan ka tta  darajalarige. 
proporsional hadlarning to ‘plamini belgiladik. Bu ifodalarni (12.11) ga 
qo'yamiz:

J  B( t  +  A t ) d S  =  j [ v B { t ) \ d l  +  J  B { t )dS  +
S2 Si

At j ~^-dS+0{At2). (12.16) 
s v

Bu yerda (12.10) dagi har ikkala integralda sirtlarning yo'nalishi bir xil 
bo‘lishi uchun S2 bo ‘yicha integralning ishorasini teskariga o‘zgart,irdik. 
Endi (12.16) ifodani (12.10) ga qo‘yib, quyidagini hosil qilamiz:

dl - j t l Bds4 ^ dS4 lvB]dl (1217)
s
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Bu yerda integrallash sirti Si ni S  bilan almashtirdik. Bu ifodadan 
magnit induksiya oqimi ikki sababdan, biri maydon o'zgarishi hisobiga 
bo‘lsa, (birinchi had), ikkinchisi konturning harakati (ikkinchi had) 
hisobiga o‘zgarishi ko‘rinib turibdi. Oqim ikkinchi sabab bilan o ‘zga- 
rishi uchun, xususan, kontur magnit induksiya vektoriga noldan farqli 
burchak ostida harakat qilishi lozim.

Endi harakatdagi kontur uchun induksiya qonunini yozishimiz mum
kin, ya’ni

/ * « = -  i f -  (12.18)

Bu yerda E  chiziqli o'tkazgichda induksiya hisobiga hosil bo'luvclii 
elektr maydon kuchlanganligi. Induksion elektr yurituchi kuch ((12.18) 
ning chap tomoni) induksiya oqimining to 'liq o!zgarishiga proporsional 
bo'lishi kerak. Bu m atem atik tilda oqimdan vaqt bo'yicha olingan to 'liq 
hosilani anglatadi.

Induksiya qonunining integral ko'rinishidan differensial ko'rinishiga 
o'tarniz. Buning uchun (12.17) va (12.18) ifodalardagi kontur bo'yicha 
integrallardan Stoks formulasiga asosan sirt bo'yicha integrallarga o‘ta- 
miz:

J  rot E d S  =  —  J  +  rot[vjB]^ dS. (12.19)

Bundan quyidagini olamiz:

rot E  =  — -  +  rot[wi?]^ . (12.20)

Bu ifoda induksiya qonunining um umlashgan ko'rinishining differensial 
ko'rinishini beradi.

Induksiya qonunining umumlashgan ko;rinish.lari (12.19) va (12.20) 
amaliy jihatdam  muhim aham iyatga ega. Ya’ni, magnit maydonda 
o'tkazgichni harakatga keltirish yo‘li bilan zanjirda EYuK hosil qilish 
mumkinligini ko 'rsatadi. Bunga dinam om ashinalar yaqqol misol bo'ladi.

Harakatdagi o'tkazgichlar uchun induksiya qonunini boshqa yo‘l 
bilan ham olish mumkin. Yuqorida qo'yilgan shartlar o'rinli bo‘Is in. 
Ya’ni, maydon kvazistatsionar, o‘tkazgichning harakat tezligi o'zgarm as 
va elektrom agnit m aydonning uzatilish tezligidan juda kichik (v <§C c) 
bo‘lsin. 0 ‘tkazgich tinch turgan sanoq sistem ada induksiya qonuni
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(12.4) tenglam a bilan aniqlanadi. Endi bu qonunni liarakntdni’i n 'lb i 
gich uchun yozish kerak. Buning uchun bir inersial sanoq sibl т и п  Inn 
ikkinchisiga o‘tishda maydon kuchlanganliklarining alm ashtii i.sli Inmiu 
lalari (3.45) dan foydalanish kerak. Bu yo‘l bilan harakatdagi o‘t кл/г.ь Ь 
uchun induksiya qonunini hosil qilishni o‘quvchiga havola qilamiz

Olingan natija lar asosida kvazistatsionar m aydonlar uchun Male, 
veil tenglam alari sistemasini um umlashgan hoi uchun yoza olamiz:

f  E d l  =
1 #
с dt ’

(12.21)

j  B d S  = o, (12.22)

j  H d l  =
4tt

■* 1
С

(12.23)

j  D d S  = 4тт J  pdV. (12.24)

Uzluksizlik tenglainasining integral ko‘rinishi (12.8) ga binoan quyidagi- 
cha yoziladi:

f j d S  =  0. (12.25)

M agnit maydon (12.22) va (12.23) tenglam alar bilan aniqlanadi. Bu 
tenglainalardan ko‘rinib turibdiki, kvazistatsionar m agnit m aydon st a t
sionar holdan farq qilmas ekan.

12.3 C hiziqli o ‘tk azg ich la rd a  
k v az is ta ts io n a r to k la r

Chiziqli o‘tkazgic:hlarda kvazistatsionar toklarni ко‘rib chiqamiz. 
Buning uchun um um lashgan induksiya qonuni (12.18) ni asos qilib ola
miz. Avval tokli b itta  chiziqli o‘tkazgichni ko‘ramiz. ( ) ‘t,kazgichga 
vaqtga bog‘liq chet kuchlar ulangan deb um umlashgan Om qonunini 
yozamiz:

f  ? -d l=  j  Edl +  j> Echdl. (12.20)
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Chiziqli o'tkazgichni ko'rayotganligimiz uchun d j  |j dl  |j dS. Shuning 
uchun (12.26) ning chap tomonini quyidagicha yozish mumkin:

У  ± d l  =  j  j S ~  =  IR.

/ dl
—  konturning to 'liq  qarshiligi. Agar

£{t)  =  Ji E'hdl

deb belgilansa. (12.26) quyidagi ko'rinishni oladi:

1 d<S>
I R =  +  £{t).  (12.27)

Bu tenglam a o‘zgaruvchi tokli zanjir uchun Om qonunini ifodalaydi. 
£(t)  vaqtga bog'liq bo‘lgan EYuK.

Bu tenglam ani N  ta  tokli konturlar uchun um um lashtirish mumkin, 
ya’ni

IaRa =  - \ ^ ~ + £ a(t). (12.28)

Bu yerda Фа barcha toklar hosil qilgan m agnit m aydonning a - kontur 
orqali oqirni.

a- konturdan magnit induksiya oqirnini hisoblaymiz:

N  N

Фа =  £  фаЬ =  £  /  B b(ra)dSa. (12.29)
6 = 1  6 = 1 J

Bu yerda Вь{га) b - kontur dagi tokning a - kontur to rtib  turgan sirt da 
hosil qilayotgan magnit maydon induksiya vektori. В  =  rot A  formu- 
ladan foydalanib (12.29) ni qayta yozamiz:

N  N

Фa =  ^ 2  I  rot A b(ra)dSa =  I  A b(ra)dla. (12.30)
6=i ^ 6=i

Bu yerda Stoks formulasiga asosan sirt bo :yicha integralni kontur bo;yi- 
cha integral bilan almashtirdik. S tatsionar toklar m asalasidan m a’lumki.
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vrktor potensial ((11.2G) ga qarang) Аь(гп) =  ----  <1
с ./ 11\i

inobatga olib, oqim uchun quyidagi ifodani hosil qilamiz:

hum

Hu yerda

L a b ~  с * И  \ra - n \ ‘ (12';52)

M agnit induksiya oqimi uchun olingan (12.31) ifodani (12.28) ga 
qo‘yamiz va o‘zgaruvchi tokli zanjirlar sistemasi uchun Om qonunini 
ifodalovchi tenglam ani olamiz:

N ,r
IaRa =  - y ^ Lab-JT+£a(t)-  (12.33)

6 = 1  M

Bu tenglam ani olishda konturlarni harakatsiz deb hisobladik, aks holda. 
vaqt bo‘yicha hosila Lab koeffitsientlarga ham  taalluqli bo'ladi.

EYuK va L ab koeffitsientlarni aniqlovchi chiziqli konturlarning ge- 
oinetrik xossalari berilgan bo'lsa, (12.33) o 'zgarm as koeffitsientli chiziqli 
oddiy differensial tenglam alar zanjirlardagi /„  toklarni topish imkoniya- 
tini beradi. M a’lumki, bunday tenglam alar chiziqli algebraik tenglarna- 
larga keltiriladi.

12.4 K v az is ta ts io n a r to k la r  energ iyasi

Oldingi m avzuda kiritilgan Lai, koeffitsientlarning fizik m a’nosini 
ochish uchun toklarning m agnit maydon energiyasini hisoblaymiz. Bu 
masalani ko 'rishda o'tkazgichlar chiqli bo'lishi shart emas.

M agnit maydon energiyasi (9.73) ga asosan quyidagi ifoda bilan 
aniqlanadi:

UH =  —  /  BHdV.  (12.34)
87Г J

Bu ifodani vektor-potensial orqali ifodalaymiz:

Att
B H  =  H r o t A  =  A r o t H + d W { A H \  =  — A j  +  dlv[AH\.
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Bunga ko'ra

Ull=zh l AjdV+h I  di^ A I ^ dV-

Bu yerda integtal cheksiz fazo bcryicha olinayotganligi uchun ikkinchi 
had nolga teng bo iad i. Shunday qilib, energiya uchun quyidagi ifodani 
olamiz:

Un =  l  f  A jdV.  (12.35)

Bu yerda A  fazoning biror nuqtasida barcha toklar hosil qilayotgan 
maydon vektor-potensiali, j  shu nuqtada tok zichligi. (12.35) ifodada 
(12.34) dan farqli ravishda integral faqat tok nolga teng bo lm agan  
sohalar, ya’ni o‘tkazgichlarning hajm i bo‘yicha olinadi. Shuning uchun 
N  ta  o'tkazgichdan iborat bo!lgan sistema uchun (12.35) ni quyidagi 
ko‘rinishda yozish mumkin:

1 N Г
UH =  I A a3adva- (12.36)

' a = 1

Bu yerda dv o‘tkazgichga tegishli hajm  elementi. (12.36) da vektor 
potensialning o'rniga (11.24) ifodani qo‘yamiz:

( i237>

Shunday qilib, tok zichliklari orqali m agnit maydon energiyasining 
qanday ifodalanishi aniqlandi. (12.37) ifodaga boshqa ko‘rinish be- 
ramiz:

-  s E ' - Ч з й / / и * * } '  ( , 2 -3 8 )

Endi figurali qavs bilan ajratilgan ifodani quyidagicha belgilaymiz:

Lab =  \ ~ y  [  [  .. ............:dvadvb, Lab =  Lha. (12.39)
с2 I  a h  j  j  \ra -  П I

Bu holda

Uh  =  O Labi ah-  (12.40)
2 a, 6
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(12.39) ifoda bilan aniqlangan Lab kattalik lar induksiya kor.JJU.su nllm i 
del) ataladi. Agar har ikkala indeks b itta  o‘tkazgiehga tegishli l><> Imi, 
(a — b), Laa o'zinduksiya koeffitsienti yoki induktivlik deyiladi. Iik 1«*к.ч 
lar turli o‘tkazgichlarga tegishli bo 'lganda (а ф b), Lab o'zaro mduk 
siya koeffitsienti deb ataladi. (12.89) dan ko'rinib tiribdiki, induksiya 
koeffitsientlari o'tkazgichlarning o‘lchamlariga, shakliga va bir-biriga 
nisbatan joylashishiga bog'liq. Bu kattaliklarni aniqlovchi form ulalarda 
toklar ishtirok etishiga qaram asdan toklarga bog'liq bo ‘lmaydi. Oxirgi 
tasdiq chiziqli o'tkazgichlar misolida to 'g 'ri ekanligini shu mavzuning 
davomida ko‘rsamiz.

Induksiya koeffitsientlarining bunday ajra tish  m agnit maydon en- 
ergiyasiga boshqacha m a’no berish mumkinligini anglatadi. Buning 
uchun (12.40) ikki qismga a jra tib  yozamiz:

Uh =  \ Y ,  L ^ l  +  \  E L*bUb.  (12.41)
а афЬ

Bu yerdagi birinchi yig‘indining har bir hadi alohida olingan ayrim 
o'tkazgichlarga tegishli bo'lganligi uchun toklarning xususiy energiyasi 
deb qarash mumkin. Bu m a’noda ikkinchi yig'indidagi hadlar toklar
ning o'zaro energiyasini beradi.1

Chiziqli o'tkazgichlar uchun o'zaro induksiya koeffitsientlarini yoz- 
sak (а Ф b), na tija  (12.32) bilan mos tushishini ko'rish mumkin. Bunga 
asosan yuqorida t a ’kidlaganimizdek chiziqli o'tkazgichlar uchun o'zaro 
induksiya koeffitsientlari toklarga bog'liq emasligini ko'rish qiyin emas.

Chiziqli o'tkazgichlar uchun o'zinduksiya koeffitsientlarini (12.32) 
ifoda bilan aniqlab bo'lmaydi. Chunki bu ifodada a =  b deb olsak 
integral uzoqlashuvchi bo'ladi. H aqiqatan ham  ra —> ra ' da

/Л f  f  dlgdla
c2 J J  Ira -  ra '\

ifodaning m ahraji suratiga n isbatan  tezroq nolga intilganligi uchun in
tegral uzoqlashuvchi bo'ladi. Demak. (12.32) formula bilan chiziqli 
o'tkazgichlarning o'zinduksiya koeffitsientlarini aniqlab bo'lm as ekan.

’Shunga o‘xshash holatni elektrostatik  maydon energiyasini hisoblashda ko'rgan 
edik.
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(12.39) ifodada bunday holat yo‘q bo'lganligi uchun induktivlik f'aqat 
shu formula yordamida hisoblanadi. Masalan. uni energiya orqali aniq
lash mumkin:

U (h ] =  LaaI 2a2/  => Laa =  2U{Ha)/ l l  (12.42)

Bu yerdagi tok kuchi odatda, berilgan bo'ladi. xususiy energiya esa 
yuqoridagi formulalarning birortasi yordamida hisoblanadi.

12.5 0 ‘tkazg ichda k v az is ta ts io n ar 
to k la rn in g  taq sim o ti

Chiziqli bo'lm agan massiv o'tkazgichlarda kvazistatsionar toklar 
qanday taqsimlanganligini ko'rib chiqamiz. Quyida massiv o'tkazgich- 
dan oqavotgan o'zgaruvchi tokning asosiy qismi o'tkazgichning sirtiga 
yaqin sohada mujassamlashgan bo'lishi ko'rsatiladi. Maydon chastotasi 
qancha ka tta  bo'lsa, tok mujassamlashgan qatlam ning qalinligi shuncha 
kamaya boradi. Bu hodisaga skin - effekt deyiladi.

Bu effektning fizik m a:nosini ochib berish uchun elektrom agnit in
duksiya qonunidan foydalanamiz. Buni yetarlicha uzun bo'lgan silindr 
shaklidagi otkazgich (chiziqli emas) misolida ko'rib chiqamiz. Silin- 
drdan o'zgaruvchi elektr tok oqayotgan bo'lsin. M a’luinki, bunday 
to 'g 'ri tok o'z atrofida induksion magnit maydon (Щп) hosil qiladi. 
Tok o'zgaruvchi bo'lganligi uchun bu maydon yana o'z navbatida o 'z
garuvchi uyurmali elektr maydon (Ein ) ni hosil qiladi. Uning yo'nalishi 
o'tkazgich sirt tom onida asosiy maydon yo'nalishi bilan mos tushadi. 
Shu vaqtda ichki qismida esa teskari yo'nalgan (12.2-rasm). Bunga 
ko'ra to'liq tok kuchining oniy qiymati o'zgarmas qolgan holda sirtga 
yaqin sohalarda maydon kuchayadi ichkariga kirgan sari kuchsizlana 
boradi.

Kvazistatsionarlik shartlari bajarilgan deb bir jinsli o'tkazuvchi mu
hit uchun Maksvell tenglam alarini yozamiz:

rot E —
li d H

(12.43)
с dt

div Я  = 0, (12.44)

rot H  = 4?г7 e
с

(12.45)
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div E — 0. (Г.* II.)

Bu yerda j  =  7 E. В  =  ц Н  bog'lanish 
tenglam alaridan foydalandik. B undan tashqari, 
o‘tkazgichda erkin zaryadlar zichligi p =  0 ekanligini 
hisobga oldik. (12.43) va (12.45) tenglam alardan H  
(E)  ni yo'qotib elektr (magnit) m aydon kuchlangan- 
ligini aniqlovchi tenglam alarni yozish mumkin, ya’ni E in

л е = 4щ^а_Е  д н = 4щ п т  
at. cz at

Skin - effekt masalasining aniq yechimi olish, 
um urnan olganda o‘tkazgiclming shakliga va tokni 12.2-rasm. 
ho.sil qilish usuliga bog'liq bo'ladi. Ammo, shunday 
xususiy hollar mavjudki, ular uchun tokning qanday yo‘l bilan hosil 
qilinishining ahamiyati vo!q. Qalinligi uzunligiga n isbatan kichik 
bo'lgan ingichka (chiziqli emas) sim bunga misol bo'ladi.

Hisoblashlarni soddalashtirish uchun o'tkazgichni doiraviy to 'g 'ri 
silindr deb qaraymiz. Bunda elektr m aydon kuchlanganligi silindr o'qi- 
ga parallel, magnit maydon kuchlanganligi esa unga perpendikulyar te
kislikda yotadi. Bu hoi haqiqatan ham, ancha sodda, chunki o'tkazgich- 
dan tashqarida maydon nim aga tengligi aniq. Sim m etriyadan kelib 
chiqadigan bo'lsak, har bir vaqt m om entida silindr sirtida E  =  const. 
O 'tkazgich atrofida ham chegaraviy shart E \ t — E 2t ga ko 'ra  E  =  
const bo'ladi. Huddi shunga o'xshash m agnit maydon ham  o'tkazgich 
atrofida o'zgarm as bo'ladi. Shunday qilib, ko'rilayotgan holda (12.47) 
tenglam ani yyechishda chegarada har bir vaqt momentida elektr may
don kuchlanganligini o'zgarm as deb qarash kerak.

z o'qini o'tkazgich oqi bo 'y lab  yo'naltiram iz va silindrik koordina- 
talarga o'tam iz. Bunda m asalaning sim m etriyasiga ko'ra elektr maydon 
kuchlanganligi faqat 2 tashkil ctuvchisiga ega va faqat r  kordinataga 
bog'liq bo'ladi. Vaqtga bog'lanishini esa ~  exp(—iwt) ko'rinislida ola
miz (u maydon cha.stot.asi). Bular hisobga olinsa, (12.47) tenglam a 
quydagi ko'rinishda yoziladi:

(12.48)
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Bu yerda
к =  V2i /S  =  (1 +  i)/5, 6 =  с/  \/2п'уш. (12.49)

Silindrik koordinatalarda (12.47) tenglamaning r =  0 da chekli bo‘li- 
sliini t a ’minlovchi yechimi:

E(r, t) =  Ez(r, t) =  С ■ Jo(kr) exp(—iuit). (12.50)

ko‘rinishga ega. Bu yerda Jo(kr) Bessel funksiyasi. Tok zichligi j  =  7 E  
ham  shu qonun bo'yicha 0‘zgaradi.

Magnit maydon kuchlanganligining faqat Hф tashkil etuvchisi nol- 
dan farqli bo :ladi. Bu kattalik (12.43) tenglam a orqali aniqlanadi (ilo- 
vadagi (A. 123)-(A. 125) ifodalarga qarang):

ILU
— (rot Е)ф

dE~
dr

Bessel funksiyasi (Jo(kr)) va hosilasi orasidagi bogianishni nazarda 
tu tib , quyidagini aniqlaymiz:

H ( r , t ) =  H ^ r . t )  =  - i - C
I An'yi

u
J\(kr) exp(- iuj t) .  (12.51)

Bu yerdagi doimiy С - o'tkazgich sirtida H  =  21 /cR  shart orcjali 
topiladi. R - silindr radiusi, I - o‘tkazgichdan oqayotgan to iiq  tok.

Maydon kuchlanganliklari uchun olingan ifodalarni chegaraviy hol
larda ko‘rib chiqamiz:

1. Kichik chastotalar: R/S  -С 1 {\kR\ <C 1). Bessel funksiyasini 
(kr ) ning darajalari bo :yicha qatoridan, faqat birinchi ikkita hadni 
ko‘rish bilan chegaralanamiz:

Ez =  С 1 +

1 +

1

32 \ S

exp(i^ i — iuit), 

r exp {1Ф2 — iuit).

(12.52)

(12.53)

27Г7
Bu yerda D — ----- С, ф\ =  arctg

1 ( r
2 \S

, ф2 =  arctg
1 ( r
4 V (5

(12.52) dan ko'rinib turibdiki, elektr maydon kuchlanganligining. shu
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Iiilim (ok kuchining am plitudasi silindr o ‘qidan uzoqlashgan sun
11 l (г /й )'1 / 8j ga proporsional ravishda oshib boradi.

2 . K atta  chastotalar: R /6  1. Bu holda Bessel funksiyasiniu^, 
iiMiuptotikaaidan fovdalanib quyidagilarni olamiz:

Ez =  С  exp
R — r (  R — r

+  г ( — ;------ uit

Uir-y
H4, =  C \ j —- e x p

и
R  — Г 7Г+  l l _ _ u;t +  _

(12.54)

.(12.55)

Hu ifodalarga asosan elektr m aydon kuchlanganligi, demak, tok ku- 
(hining am plitudalari o'tkazgich sirtidan ichkariga kirgan sari expo- 
iK'iisial qonun bilan kamayib borar ekan. Bunday qonuniyat istalgan 
ko'rinishdagi o'tkazgichlar sirtiga yaqin sohada o'rinli bo'ladi.

M isol. O 'tkazgich z >  0 sohani egallagan bo'lsin. O 'zgaruvchi 
l.ok у o'qi bo'yicha tekis taqsim langan holda x o'qi bo 'ylab oqayotgan 
deb, uning o'tkazgichdagi t.aqsimotini aniqlaymiz. Bu m asalani yechish 
natijasida maydon kuchlanganliklarining taqsim oti quyidgi ifodalar bi
lan aniqlanishini ko'rish mumkin:

Ex

H„

Eo exp

Hq exp

z z 

z  ( z
"Г1 rwt

(12.56)

(12.57)

Bu misolni o'quvchiga m ustaqil ravishda ко‘rib chiqish tavsiya qilinadi.
Yuqorida kiritilgan kattalik <5 skin - qatlam yoki m aydonning o't.kaz- 

gichga kirish chuqurligi deyiladi. Skin-qatlam ning t a ’rifiga binoan u 
o'tkazuvchanlik va chastotaga bog'liq holda keng sohada o'zgarishi mum
kin. Bu kattalikning tartib in i baholash uchun mis uchun quyidagi 
jadvalni keltiramiz:

v  =  bjj 27r(Gs)
50
103

i(c m )
1.5
0.3

v  =  cj/27t(Gs)
10°

107

(5(cm)
- 0.03 
0.003

C hastota nolga intilganda, ya’ni o'zgarm as toklar uchun S —> oo va ef
fekt yo'qoladi. Ideal o 'tkazgichlarda 7 —> 00 bu holda skin-qatlam  nolga 
intiladi. Maydon o'tkazgichning ichiga kirrnaydi. Oxirgi ikki holatda
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maydonni kvasitatsionar deb bo'lmaydi. Yuqori chastotalarda may
donning o‘tkazgich ichiga kirish chuqurligi um uman olganda boshqacha 
bo‘ladi. Skin-effekti texnikada niuhim ahamiyat kasb etadi. Masalan, 
koaksial kabellarni ishlab chiqarishda qo‘l keladi.

12.6 B ir jinsli va izo trop  m u h itd a  
e lek tro m ag n it to ‘lq in lar

Fazoviy dispersiyasi yo:q bo‘lgan va o:zgarmas m aydonlarda fo ; 
Mo va 7o moddiy kattaliklar bilan xarakterlanuvchi bir jinsli izotrop 
m uhitda elektromagnit maydonning tarqalishini ko'ramiz. Bu yerda 
nol indeks moddiy kattaliklarning w — 0 chastotaga to ‘g‘ri kelgan statis- 
tik qivmati ekanligini bildiradi. 0 ;zgaruvchi maydonda bu kattaliklar 
qanday bo'lishi mavzu davomida aniqlaymiz. Ferromagnit bo‘lmagan 
m uhitlarni ko'rish bilan chegaralanamiz, shuning uchun ka tta  aniqlikda 
/j0 =  1 deb olish mumkin.

Bir jinsli izotrop m uhitda crkin zaryadlar yo‘q deb. Maksvell tengla- 
m alarini yozamiz:

1 d H
rot E = ------ — , (12.58)

с at
div Я  =  0, (12.59)

rot Я  =  (12.60)
с с at

div E  =  0. (12.61)

Bu tenglam alarning mos ravishda birinchisidan H  ni, ikkinchisidan E  
ni yo'qotib maydon kuchlanganliklari uchun quyidagi tenglam alarni 
olamiz:

. _  eo д2Е  47Г--уо dE
^ E ~ i w  =  - T i n '  ( I2 '62)
. тг со d 2H  4tt7o OH .

-  - 3 s - »  • ( 1 M 3 >

Bu tenglamalarning yechimini x bo‘ylab tarqalayotgan yassi monoxro- 
m atik  to ‘lqin ko'rinishida qidiramiz:

E(x, t )  =  E(x)exp(iujt) .  (12.64)
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Hularning birinchisini (12.62) ga cjo‘yib. quyidagi tenglainani olitini/

+  k2E(x)  =  0. (I2fi<l)

H(x, t )  =  H(x) cxp(iuit). ( Г»1 «•'I)

dx2

к - koinpleks kattalikdir:

(12.071
с V и)

0 ‘tkazuvchi m uhitga xoc bo :lgan muhim kattalik  - chastotaga bog'liq 
bo‘lgan kompleks dielektrik singdiruvchanlik kiritiladi:

e(w) =  £0 ~ . (12.68)
UJ

Bu ifoda dielektrik singdiruvchanlik va o'tkazuvchalik orasidagi bog‘la- 
nishni aniqlaydi. Endi к ni quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

к - =  ko\Je{u), ко =  (12.69)

Kompleks kattalik  y/z{w)  ni haqiqiy va m avhum qism larga ajratam iz:

\J£[yj) — п(ш) -  гк(си). (12.70)

Bu yerda n va к aniqlanishi lozim bo‘lgan haqiqiy va m usbat katta- 
liklardir. (12.70) da ikkinchi hadning ishorasi manfiy tanlanishining 
sababi quyida m a’lum bo'ladi. (12.66) tenglam aning xususiy yechimini 
~  ехр(гат) ko'rinishda qidirsak, bu yerdagi a  uchun quyidagi ifodani 
olamiz:

a  — ±ko(n  — I k ) .  (12.71)

Bunga asosan (12.66) tenglam aning ikki xususiy yechimini yozish mum
kin:

Ei(x)  — E\  exp (+ikonx  +  к^кх) , (12.72)

E?(x) =  E% exp (—ikonx — кокх) . (12.73)
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Biiinchi yechimga ko‘ra, maydon o‘tkazgich ichiga kirgan sari kuchaya 
boiadi. Energiyaning saqlanish qonuniga ko‘ra bunday boiish i mumkin 
emas. Sliu sababli E\ — 0 bo iish i kelib chiqadi. Demak, faqat ikkinchi 
yechim m a’noga ega bo‘ladi. Bu holat к >  0 va (12.70) da in ning 
oldidagi ishorani manfiy qilib tanlash bilan bog‘liq. Agar к >  0 va 
(12.70) da ikkinchi hadning ishorasi m usbat qilib olganimizda (12.72) 
m a’noga ega bo!lar edi.

Shunday qilib. (12.64)-(12.65) tenglam alarning yechumlarini quyi
dagi ko'rinishda yozish mumkin:

E(x, t )  =  Eq exp (—konx) exp [i (wt -  feona;)]. (12.74) 
H(x.t )  — H q exp (—кокх) exp [г (uit — /соггх)], (12.75)

Bu ifodalardagi ikkinchi ko'paytuvchilar bir jinsli izotrop m uhitlarda 
elektromagnit maydon v =  c/n  tezlik bilan tarqaluvchi yassi to lq in  
ekanligini ko'rsatsa, birinchisi. bu to iq in  somuchi ekanligini ko 'rsatadi. 
Bunga ko;ra, n m uhitning sindirish ko'rsatgichi, к esa so‘nish koeffitsi- 
enti bo'ladi. E q va H q kompleks am plitudalar.

Tarqalish yomalishi ixtiyoriy bo lganda  maydonni quyidagi ko‘ri- 
nishda yozish mumkin:

E(r , t )  =  jE?oexp[i(wi — kr)\, (12.76)
H (r , t )  =  H q ехр[г(ш£ — kr)\. (12.77)

Bu yerda k to iq in  vektor, k =  kko, ko to iq in  tarqalish yo‘nalishidagi 
birlik vektor.

Endi E  va H  orasidagi bogianishni aniqlaymiz. Buning uchun 
(12.58) tenglamaga m urojaat qilamiz.

.(jorot E  =  —i{kE\ — —i — \ / ti2 +  к2[коЕ\ exp г arctg —

1 ЭН 1. TT
-------—  =  — гшН.

с. at  с
Bu tengliklardan qidirilayotgan bogianishni topamiz:

H  — \Jn2 +  к2[коЕ\ exp ( —i arctg — ) . (12.78)
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Bundan vakuum dagidan farqli ravishda elektromagnit, to'lqinlitrшик 
elektr va m agnit maydon kuchlanganliklarining am plitudalari t in liclwt 
ekanligi kelib chiqadi. Shu vaqtda vakuumdagi kabi, bir jinsli izotrop 
m uhitlarda elektrom agnit to !lqinlar ko‘ndalang bo‘ladi. H aqiqatan ham, 
(12.76) va (12.77) ni mos ravishda (12.61) va (12.59) tenglam alarga 
qo‘yib, bunga ishonch hosil qilamiz:

(fcH) =  {kE) =  0. (12.79)

Bir jinsli izotrop m uhitda Maksvell tenglamalari vakuum dagi kabi, 
ixtiyoriy chastotali yassi ko‘ndalang to ‘lqin ko‘rinishdagi yechimga ega 
ekan. Ammo, m uhitda to ‘lqin eksponensial qonun bo ‘yicha so‘nadi. 
So‘nish darajasi к bilan aniqlanadi. n va к ni (12.68) va (12.70) ifodalar- 
dan topam iz. (12.70) ni kvadratga oshirib (12.68) ga tenglashtiram iz 
va haqiqiy va mavhum  qismlarga ajratam iz:

2 2 27Г70
П  — к  =  £ 0 i  П К —  --------- .

LJ
(12.80)

Bu sistem aning n, к >  0 shartni qanoatlantiruvchi yechimi quyidagi 
form ulalar bilan aniqlanadi:

n(uj)

k (uj) =

\

\

(12.81)

(12.82)

Bu form ulalar o‘tkazuvchi m uhitda dispersiya qonunini aniqlaydi.
Shuni t a ’kidlash lozirnki yetarlicha yqori chasto talarda o‘tkazuv- 

chanlik 7  ham  chastotaga bog'liq bo‘lib qoladi.
(12.81) va (12.82) ifodalarni chegaraviy hollarda analiz qilamiz. 

Agar
£oW
477

(12.83) 

ilik toki

j o E  dan k a tta  bo'ladi. Bu shart ideal dielektriklar (7 —► 0) va o'tkazuv-

shart o‘rinli b o ;lsa, siliish toki £5 .^ 5  ^  ^ —E  o 'tkazuvchanlik toki 
J 4тг dt  4tr
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cliHiiligi jiula kichik bo'lgan real dielektriklar ham da nom etall o'tkaz- 
gichlar (yarimo'tkazgich, elektrolit) uchun bajariladi. Bu holda (12.81) 
va (12.82) lar sodda ko'rinishga o'tadi:

n ~  v ^ .

К ~  2'K̂ q/ uJ£q.
(12.84)
(12.85)

(12.83) shartga ko'ra bu igodalardan n^> к ekanligiligi kelib chiqadi. 
Faqat ideal dielektriklarga /с =  0. Bu holda m uhit shaffof deyiladi. 
Bunday m uhitda elektrom agnit to'lqin bo'shliqdagi bilan bir xil bo'ladi. 
Faqat magnit va elektr maydon am plitudalari bir-biriga teng bo'lmaydi:

Bundan tashqari, to 'lqinning tarqalish tezligi

Bu yerda n m uhitning sindirish ko'rsatgichi deb atalishi yana bir m arta  
tasdiqlandi. Maksvell tom onidan aniqlangan bu m unosabatlar elektro
m agnit maydon nazariyasining rivojlanishida ka tta  rol o'ynagan. Xusu- 
san. (12.86) Maksvell va Faradey ishlariga qadar m ustaqil yo'nalish 
hisoblangan elektromagnit va optik hodisalar orasidagi bog'lanishni o'r- 
natdi.

Endi ikkinchi chegaraviy holni ko'rib chiqamiz. O 'tkazuvchanlik 
toki siljish tokidan katta  bo'lsin. Bu holda (12.2) shart o'rinli bo'ladi.
(12.81) va (12.82) dan n \ а к uchun quyidagini hosil qilamiz:

Maydon skin-qatlainda so'nadi. H aqiqatan ham (12.74) ifodadagi bi
rinchi eksponentadagi k0к «  1 /6  bo'ladi. Bu holda Л 6 bo'lganligi 
uchun to 'lqin tushunchasi o'z m a’nosini yo'qotadi.

(12.87)

( 12 .8 8 )
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12.7 12-bobga oid m a sa la la r  va savollai
I Yius.si kontur bir jinsli magnit maydonda unga perpondikulyai o'<| .ii 

rolida lo burchak tezlik bilan aylanmoqda. Maydon induksiytisi II цп 
teng. Bu konturda induksiya EYuK ni toping. Kontur yuzasi S.
Oldingi masalada ko'rilgan konturdagi tok kuchini toping. Kont,liming 
o'zinduksiyasi L, qarshiligi R.

,! Doiniiy tok zanjiri ketma-ket ulangan quyidagi qismlardan iborat: I. 
induktivlik, ikkita R\  , R-i qarshilik ham da EYuK 8 bo'lgan akkumly- 
ator. qarshilik qisqa tutashtirilgandan keyin zanjirdagi tok kuchini 
aniqlang.

I. Sig‘imi С bo‘lgan zaryadlangan kondensator induktivligi L b o igan  R 
qarshilik bilan tutashtirilgan. Kondensator qoplamalaridagi zaryadni 
vaqtning funksiyasi sifatida aniqlang. Kondensatordagi boshlangich 
zaryad <70 •

Г). Ikkita tebranish konturining o‘zaro induksiya koeffitsienti L12 ga teng. 
Bu konturlarning param etrlari (qarshilik, induktivlik va sig‘im) mos 
ravishda Ri  L\ C\  va Ri L 2 C 2 ga t-cng. Birinchi konturning kondcn- 
satorida q zaryad bor, kontur uzilgan. Ikkinchi konturning kondensatori 
zaryadlanmagan va berk. Birinclii kontur ulangandan (berkitilgandan) 
keyin konturlardagi tok kuchlari uchun differensial tenglamalar tuzing.

6. О A sterjen ui burchak tezlik bilan II bir jinsli magnit maydon yo‘nalishi- 
ga perpendikulyar bo igan  tekislikdagi О nuqta atrofida aylanmoqda. 
Agar sterjen uzunligi I bo isa , О va A nuqtalar orasidagi induksiya 
EYuK ni toping.

7. Radiuslari a va b (a <  b) b o igan  ikkita koaksial yupqa silindrik o‘tkaz- 
gichlar oraligvi magnit singdiruvchanligi /i bo igan  modda bilan to id irii- 
gan. Birlik uzunlikka to :g i i  keluvchi L o!zinduksiya koeffitsientini to
ping.

8. Ixtiyoriy shakldagi kesimga ega bo igan  (doirasimon boiislii shart cmas) 
cheksiz uzun silindrik solenoidning birlik uzunlikdagi o'zinduksiya ko
effitsientini toping. Kesim yuzasi 5, birlik uzunlikdagi o‘rarnlar soni 11 

ga teng.
9. b radiusli silindrik o‘tkazgich ichida. magnit singdiruvchanligi Цо bo igan  

a radiusli koaksial sim joylashgan. O'tkazgich va siin oraligi inagnit 
singdiruvchanligi ц bo igan  m odda bilan toidirilgan. Sistemaning birlik 
uzunligiga to ‘g‘ri keluvchi L o;zinduksiya koeffitsientini toping.

10. 0 ‘tkazuvchanligi 7  magnit cingdiruvchanligi ц  va x =  ± li  tekisliklar 
bilan chegaralangan plitaga ingichka sim o‘ralgan. Sim o iam lari bir- 
biriga parallel va birlik uzunlikdagi soni n ga teng. Siindan oqayotgan 
tok 7 =  7q exp(—iujt). a) Chegaraviy effektlarni hisob olmasdan plita
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ii'lmia magnit maydon amplitudasining haqiqiy qismini aniqlang. b) 
Kuchli (J <C h) va kuchsiz (d ;»  h) skin-effekt hollarini tahlil qiling.

I 1. Boshlang‘ich vaqtda bir jinsli o'tkazgichning ichidagi kichik bir qismida 
zaryad p(r) hajmiy zichlik bilan taqsimlangan bo‘lsin. Bn zaryad o'z 
holiga qo'yilsa. o'tkazgich sirti tomon oqa boshlavdi.

(a) 0 ‘tkazgichning ko‘rsatilgan qismida zaryad zichligi vaqt o'tishi 
bilan qanday qonuniyat bilan o'zgaradi.

(b) Zaryadning oqib ketishining ralaksatsiya vaqti nimaga teng?
(c) 0 ‘tkazuvchanlik toki va siljish toki bir-birini to ‘liq kompensat- 

siyalashini ko‘rsating.
(d) Zaryadlarning relaksatsiyasida magnit maydon hosil bo'lmasligini 

tushuntiring. Elektr maydon vaqtga qanday bog'langan?
Ko‘rsatma: Uzluksizlik tenglamasidan va Om qonunining differensial 
korinishidan foydalang.

12. Qandaydir x =  xq nuqtada tok zichligi j ( x o) =  0, elektr induksiya vek- 
tori D ( x o) vaqtga bog'liq emas deb, dielektrik singdiruvchanligi c(x. t)  
va o'tkazuvchanligi 7 (1 , t) bo'lgan m uhitda bir o'lchamli elektr maydon 
E =  xoE(x , t )  uchun differensial tenglamani hosil qiling. Shu tengla- 
maning E(x)  boshlang'ich shartda yechimini toping. Bu holda magnit 
maydon mavjud bo'ladimi?

13. O'tkazuvchanligi 7 bo'lgan bir jinsli muhitda boshlang'ich vaqtda ko
ordinata x ning garmonik funksiyasi sifatida berilgan magnit maydon 
H v =  //о sin kx  ning relaksatsiya qonunini toping.

14. Qanday maydonga kvazistatsionar deyiladi? Kvazistatsionarlik shart- 
lari o'rinli bo'lgan maydonlarga misollar keltiring.

15. Kvazistatsionarlik shartlari qanday yoziladi?
16. Kvazistatsionarlikning uchinchi shartini izohlang.
17. Kvazistatsionarlik shartlari o'rinli bo'lgan maydonlarga misollar kelti

ring.
18. Harakatdagi o'tkazgichlar uchun induksiya qonunini yana qanday vo'l 

bilan olish mumkin?
19. Chiziqli o'tkazgichga ta ’rif bering.
20. O'zgaruvchan tokli zanjir uchun Om qonuni ifodasi (janday ko'rinishga 

ega?
21. Induksiya koeffitsientlari nima? O'zinduksiya va o'zaro induksiya koef- 

fitsienti deb nimaga aytiladi?
22. Skin-efFekt qanday yuzaga keladi?
23. Skin-effektini chegaraviy hollar uchun tushuntiring.
24. Skin-effektidan texnikada qanday maqsadlarda foydalanish mumkin?
25. Siyrak gazlar uchun dispersiya qonuni n =  n(u)) bog'lanish grafigini 

chizing va bu grafikni tushuntiring.



13-bob

Yuqori chasto ta li m aydonlar

13.1 D ie lek trik  s ingd iruvchan likn ing  
d ispersiyasi

Endi tez o'zgaruvchi elektrom agnit maydonlarni o 'rganishga o 'ta- 
Ш1/,. Bunday m aydonlarning o'zgarish davri (T ) elektr va m agnit qutb- 
lanish qaror topishining xarakterli vaqtidan (r)  k a tta  bo'lishi kerak 
dcgan shart bilan cheklanmaydi.

Vaqt o 'tishi bilan o'zgaruvchi maydon a lba tta  fazoda ham  o'zgaruv- 
clii bo'lishi kerak. Berilgan chastota lu da fazoviy davr - to 'lq in  uzunlik 
A ~  c /u  bilan aniqlanadi. C hasto ta  kattalashgan sari to 'lq in  uzunlik 
kamaya boradi va pirovardida u atom  o'lcham lariga tenglashib qoladi. 
Bu holda atom  o'lcham lari tartib idagi masofalar aham iyat kasb e ta  
boshlaydi va m aydonni makroskopik nuqt.ai nazardan tavsiflab bo'lm ay 
qoladi. M uhitning dispersiyasini inobatga olish zarurati paydo bo'ladi.

Amalda shunday chasto talar sohasi mavjudki, ular uchun bir to- 
mondan dispersiya muhim bo'lsa, ikkinchi tom ondan m aydonni m ak
roskopik tavsiflash m umkin bo'ladi. M a'lumki, m uhitda barqaror mu- 
vozanat holati turli relaksatsiya mexanizmlari orqali o 'rnatilad i. Bu 
borada elektron mexanizmi m uhitning elektr qutblanishi va m agnit- 
lanishida eng tez m exanizm lardan hisoblanadi. Uning relaksatsiya vaqti 
atom  xarakterli vaqtlari (a / v ) ta rtib ida  bo'ladi. Bu yerda a atom lar 
o'lchami, v atom dagi elektronlar tezligi. Madomiki v с ekan, bu 
vaqtlarga to 'g 'ri kelgan to 'lqin uzunligi A ~  ac /v  atom  o'lcham lariga 
n isbatan hali yetarlicha ka tta  bo'ladi. Bunday to 'lqinlar uclmn may
donni makroskopik tavsiflash mumkin. Ammo, m etallarda past tem per- 
a tu ralarda bu shart bajarilsa ham , makroskopik nazariyadan foydalanib 
bo'lmaydi. Umuman olganda yucpri chastotali m aydonlar masalasi 
ancha murakkab va chalkashdir. Har gal bunday m asala ko'rilganda 
m uhit va maydonni xarakterlovchi param etrlar nisbatini baholash lozim 
bo'ladi. Bu masalani churroq o'rganish alohida m asala bo'lib, ushbu
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kitob doirasidan tashqarida yotadi. Bundan keyin A »  a shart bajaril- 
gan deb qaraymiz. Quyida bayon qilinadigan nazariya ham m etallarga, 
ham dielektrildarga birday taalluqlidir. Chunki, m aydonning chasto- 
tasi atom ichidagi elektronlarning harakatiga tegishli chastotalar foptik 
chastotalar) tartib ida  va undan yuqori bodganda m etall bilan dielektrik 
o!rtasidagi tafovut deyarli yo‘qoladi.

Makroskopik elektrodinamikaning asosiy tenglam alarini yozgani- 
mizda, maydonning o‘zgarish chastotasiga qo‘yilgan cheklovlar faqat 
bogdanish tenglamalariga. tegishli bodganligini inobatga olsak, yuqori 
chastotalarda ham 9-bob olingan

Makvell tenglam alardan foydalanish mumkin bodadi. Ammo, yuqori 
chastotalarda D , В  va E, H  orasidagi bogdanishlar, dispersiya yo‘q 
deb oldin olingan bogdanishlardan tubdan  farq qiladi.

Eng avvalo, D , В  va E, H  kattaliklarning biror vaqtdagi qiymat- 
lari orasidagi birdan bir bogdanish buziladi. Masalan, Dit)  =  eE( t ) 
bogdanish m a’noga ega bodmav qoladi. Chunki, m uhitning elektr qut- 
blanishi va magnitlanishi yuqori chastotalarda maydon o‘zgarishining 
ketidan ulgurmaydi. Bu holda biror vaqtdagi D  va В  ning qiym ati mos 
ravishda E{t) va H(t)  ning oldinga barcha vaqtlardagi qiym atlari bilan 
aniqlanadi deb olish kerak bodadi.

Elektr maydon kuchlanganligi va elektr induksiya vektorlari orasi
dagi bogdanishni ko‘rib chiqamiz. Ilgaridek maydon kuchsiz deb qaray
miz. Bu holda D  va E  orasidagi bogdanish chiziqli bodadi. D(t)  ning t 
vaqtdagi qiymati E(t) ning oldingi barcha vaqtlardagi qiym atlari bilan 
bogdanishi eng umumiy holda c^uydagi ko‘rinishda yoziladi:

(13.1)

(13.2)

(13.3)

(13.4)

div В  =  0, 

rot H  =  

di v D  =  0.

о
(13.5)
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Hu yerda integral sababiyat prinsipiga k o la  faqat t ga nisbntiui <»'<j'.m11 
vaqtlar bo‘yicha olinadi.

lia r  qanday o'zgaruvchi maydonni Furye integraliga yoyisli In Inn 
nionoxromatik tashkil etuvchilarga a jra tish  mumkin, ya’ni

OO

E( t )  =  —  I E((ju) exTp( — iLut)dLJ, (1.4.(1)
2tt j  

—oo
oo

D(t)  =  —  /  D(u>) exp(—iut)duj. (13.7)
27г J

—oo

Bu ifodalarni (13.5) ga qo'yib, quyidagini topamiz:

D{u) =  c(uj)E(u ). (13.8)

Bu yerda
OO

e{w) =  J  e ( t )  ехр(шт)с1т (13.9)
о

formula bilan aniqlanadi. Vaqt bo'yicha integral (0, oo) oralig'ida olin- 
ganligi uchun е(ш) e (r)  ning Furye tasviri b o la  olmaydi. Shunday qilib, 
davriy m aydonlarda dielektrik singdiruvchanlik tushunchasini D(u)  va 
E(uj) ni boglovchi koeffitsient sifatida kiritish mumkin. Bu kattalik 
m uhitning xossalari bilan bir vaqtda chastotaga ham  bog liq  bo iad i. 
Dielektrik cingdiruvchanlikning chastotaga boglanish i dispersiya  qo- 
nuni deyiladi.

Funksiya e(lj) um uman olganda (13.9) ga k o la  kompleksdir, ammo 
e( t)  haqiqiy boiganligi uchun

£*{ш) =  e (—lj) (13.1C)

shartn i qanoatlantiradi. Uning haqiqiy qismini eK, mavlium qismini esa 
e3 bilan belgilaymiz:

e(w) =  £R(w) +  iea (w). (13.1 i)

e(u>) ning t a ’rifi (13.9) dan uning haqiqiy qismi chastotaning ju ft, mav- 
hum qismi esa toq funksiya ekanligini ko‘rish minikin, ya’ni

=  еЙ(-и ;), ea (w) =  - e 3 (-w ). (13.12)
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Kompleks dielektrik singdiruvchanlik c(w) kabi kompleks magnit 
singdiruvchanlik ni kiritish mumkin.

13.2 Y orug‘lik d ispersiyasi

Elektrom agnit to 'lqinlarni zaryadlarda sochilish masalasini § 8.8 da 
ko'rib chiqqan edik. Hozir bu masalani siyrak gazlarning dielektrik 
singdiruvchanligini hisoblash uchun yana bir m arta  ko'rib chiqamiz.

Siyrak gazda atom lar bir-biri bilan ta ’sirlashmasligini nazarda tu t- 
sak, tashqi m aydonda qutblanishi

P = N d  (13.13)

bilan aniqlanadi. Bu yerda P  qutblanish vektori, Ar atom lar zichligi, 
d har bir atom ning tashqi m aydonda olgan dipol momenti. (8.113) ga 
muvofiq

e2 E
d — г о------ 5-----:----T- (1^-14)

т[ш q — to* +  no 7 )

Siyrak gazda elektr maydon tashqi maydonga teng bo'ladi. Shuning 
uchun

/  47rp2iV 1 \
D{u) =  E + 4 n P =  1 + ---- -------- 5------ i --------- I E.  (13.15)

\  m  coig — uj +  г ^ ' у  J

Bo'glanish tenglamasi (13.8) va (13.15) ko'ra dielektrik singdiruvchanlik 
uchun quyidagi ifodani hosil qilamiz:

, 4ne2N  1
e(w) =  l + -----—  - y ------ -̂----:— . (13.16)

m  cJq — u>z +  ги7

Bu yerdan (12.70) ifodaga muvofiq п{ш) va k(w) ni topamiz:

27Г e2N  Uq — си2 
rn {wq — u>2)2 +  uj2 7 2

27Г e2N  7  uj

K =  --------- 7—2-------9T9—— 5—9 ' (13.18)m  (u>q — u) ) +  u j 27 2

Bu ifodalarni olishda siyrak gazlar uchun (13.16) dagi ikkinchi had 
kichik bo'lishi e ’tiborga olindi. Olingan formulalar tajribalarda yaxshi
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oichanadigan - m uhitning sindirish korsatkichi va n u i  laninlmi y u i l n l i  

koeffitsientini aniqlaydi. Yutish koeffitsienti xususiy cha.stoladu k r n l d i i  

maksirnumga ega, sindirish ko‘rsatkichi esa bu chastotada biry.a »<■ 11к 
bo iad i (13.]-rasm ). Bu holda nurning sinishi to ‘g‘risida gapiri.slmmr. 
ma'nosi yo'qoladi.

13.1-rasm:

Agar gaz turli xususiy chastotaga (u>oi; ^ 02, <̂ 03i • • •) ega b o ig an  
atom lardan tashkil topgan b o isa , (13.14) ifodada ikkinchi har bir nav 
atom lar bo‘yicha yig‘indi ko‘rinishida yoziladi. Bu holda (13.17) va
(13.18) quyidagi ko'rinishni oladi:

n =

к =

1 +

2тге

2ne
m.

E

E 0i uj2) N {

( u j (2h  -  u>2 ) 2 +  u j 2 j 2 ’ 

'JLuNi
(Ц20 i

(13.19)

(13.20)

Sindirish ko'rsatkichi va so'nish koeffitsientining chastotaga bog ia- 
nishini batafsil ko‘rib chiqamiz. Maydon chostotasi w xususiy cliasto- 
talardan  keckin farq qilsin. Bu holda 7  -C woi shartn i hisobga olsak, 
n(u>) uchun quyidagi ifodani hosil qilamiz:

n ~  1 +
2ne

m E Ni
UJ,01 UJ2 ' (13.21)

Bu formula siyrak gazda dispersiya qonunini aniqlaydi. C hasto ta  u> 
kichik tom ondan woi ga yaqinlashganda sindirish ko'rsatkichi keskin 
oshadi. Maydon chastotasi woi dan k a tta  b o ig an d a  sindirish ko 'rsatk i
chi birga juda  yaqin b o iib  qoladi. C hasto ta  W02 ga yaqinlashgada u
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ortadi. и/ >  uj02 da esa yana kichik qiym atlar qabul qiladi. Bu holat 
barcha uioi uchun takrorlanadi. Juda katta  chastotalarda (ui S> ujo,)
(13.21) quyidagi ko‘rinishni oladi:

47гр2 /V _
e -  1 -------------2 > N  =  J 2 Ni (13-22)m  ujz i

Bu formuladan o‘ta  yuqori chastotalarda dielektrik singdiruvchanlik 
m uhitning xossalariga (muhit o'tkazgich yoki dielektrik bo'lishining far- 
qi yo‘q, 262-betga qarang) bog'liq bo'lmasligi kelib chiqadi. Bu natijani 
oddiy fizik mulohazalar orqali tushunish mumkin. ui —> oc muhitdagi 
qutblanish jarayoni maydon o'zgarishi ketidan yetib ulgirmaydi - m uhit 
qutblanm aydi. Ya’ni. elektr induksiya vektorining m uhitdagi elektr 
maydon kuchlanganligidan farqi qolmaydi.

C hastota juda  katta  bo 'lganda (to'lqin uzunlik A —» 0) geometrik 
optika qonunlari ishlay boshlaydi. (13.22) formulaga ko'ra m uhitning 
sindirish ko'rsatgichi n  =  ^/e <  1. Bunday m uhitning optik zichligi 
vakuum nikidan kichik bo'ladi. Bo'shliqdan bunday m uhitga nur kelib 
tushganda to 'la  ichki qaytish hodisasi ro 'y beradi.

Shu hoi uchun elektrom agnit to 'lqinlarning gruppa tezligini hisob- 
laylik

duj 
V° =  dk'

Sindirish ko'rsatgichi n =  va к =  с/пш ni nazarda tu tib  dk /du  ni 
hisoblaymiz:

dk 1 d(nuj) 1 /  27te2 N  \  
du) с duj c l  m uJ1 I

Bundan

27re2 N  \  ( ,  27te2 N
1  7Г =  СП.

\ m  uj '2 J  у  m  uj2 )

K utilgandek, biz ko'rayotgan holda n <  1 bo'lganligidan vg <  1 bo'lishi 
kelib chicjdi.

K a tta  chastotalar dielektrik singdiruvchanlikni aniqlovchi (13.22) 
formulani boshqa yo'l bilan ham  hosil qilish mumkin. K a tta  chastota
larda yorug'lik kvantining energiyasi atom dagi elektronlarning bog'la- 
nish energiyasidan ancha ka tta  bo'ladi. Bu holda elektronlarni bog'lan- 
ganligining aham iyati qolmaydi. Demak, biz ko'rayotgan m asala erkin
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I'lrkt.onlardan tashkil topgan gazda nurlanishning sochilish iiuimiiIhmc.h 
ui.mli. Bunday gaz uchun dielektrik sindirish ko'rsatgichi (13.22) fm 
inula hilan aniqlanishini ko'rish qiyin emas.

Yuqoridagi boblarda klassik fizikaning tatb iq  qilish cheralai i to')1.' 11 
mil.i bir nccha bor to 'x ta lib  o‘tgan edik. Real mikroskopik sisti'inalai 

a to m  va inolekulalar klassik fizika, xususan klassik elektrodinamika 
i|niiiinlariga buysunmaydi. Bunga qaram asdan, atom lar nurlanishning 
klassik garm onik ossilyator modeli nurlanishning asosiy xarakteristi 
kalarni to ‘g;ri aniqlab beradi. Yuqorida ko'rilgan yorug iik  dispersiya 
niusalasini kvant mexanikada nuqtai nazaridan ko‘rilganda dispersiya 
i|onuiii

liii inula bilan aniqlanadi. Bu yerda =  (E^ — Eq)/Ti 0- energetik 
liolatdan k- holatga o‘tish chastotasi, Д  k- holatning ossilyator kuchi 
ileyiladi va Л- =  1 shartn i qanoatlantiradi. Klassik va kvant model- 
lar asosida olingan dispersiya qonunlari (13.21) va (13.23) ko‘rinish 
jihatda bir xil b o isada , u yerga ishtirok etayotgan kattaliklarning fizik 
ma’nolari bir-biridan tubdan  farq qiladi. Ammo o‘ta  yuqori chastota
larda (u; »  LJoii и  u>k) bar ikkala formula bir xil ko‘rinishga o‘tadi:

Rundan k o iin ib  turibdiki, qaralayotgan inasala uchun o‘ta  yuqori clias- 
lo talarda nafaqat m uhitlarning, hattok i m asalaga yondashishning ham 
larqi qolmaydi.

Ushbu bobning boshida yuqori chastotalarda, nurlanish cliasto- 
tasi xarakterli atom  chastotalari va to iq in  uzunligi m uhitdagi xarak- 
t.erli fazoviy m asshtab tartib ida  bo iganda  dispersiya hodisasining bosh- 
Ianishini t a ’kidlagan edik. Bu hodisani chastota bilan bogiiq  {jisinini 
siyrak gazlar misolida 13.1- m avzuda k o iib  chiqildi.

Yuqori chastotali elektrom agnit m aydonda niuhilning qutblanishi- 
ga koiilayotgan vaqtdan oldingi barcha vaqtlar (tarix) t.a’sir qilganidek,

(13.23)

13.3 D ispersion  m u n o sa b a tla r

267



muhitning biror nuqtasidagi qutblanishga uning barcha nuqtalaridagi 
maydon o'z t a ’sirini ko 'rsatadi. Bunga fazoviy dispersiya deyiladi. Har 
ikkala dispersiyani birgalikda ko'rib chiqamiz.

Bir jinsli va izotrop m uhitda D  va E  orasidagi bogianishni umuiniy 
holda quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

Fazoda tanlangan nuqtalar bo'lmaganligi sababli e ( | r — rJ\, t — t') funk
siya faqat radius-vektorlar ayirmasining moduliga bog'liq bo'ladi.

Elektr maydon kuchlanganligini va elektr induksiya vektorini Furye 
integraliga yoyamiz:

Bunda yangi o'zgaruvchilar R  =  r — rJ va r  =  t — t! kiritildi. Kiritilgan 
kattalik  e(fc, ш) 263-betda keltirilgan sababga ko'ra е ( |Д |, r )  ning Furye 
tasviri bo 'la olmaydi. Bu funksiya D  va E  orasidagi bog'lanishni aniq- 
laydi ham da to 'lqin vektor va chastotaning funksiyasi bo'lgan dielektrik 
singdiruvchanlik deyiladi. Dielektrik singdiruvchanlikning to'lqin vek
torga bog'liq bo'lishi fazoviy dispersiya deyiladi.

о
D (r . t )  =  J  dt' j  e ( |r  — / j ,  t — Ь')Е(г* ̂ t^d^ (13.25)

— OO

Bularni (13.25) qo'yib. quyidagini topamiz:

D(k,uj) — е(к,ш)Е(к,ш). (13.28)

Bu yerda

о
s(k, to) — j  d,t' J  c ( |r  — t7!, / — t') cxp[—ik (r  — r  ) +  iw(t  — t')\dr

— OC 

OC

(13.29)
о
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Funksiya e(k) um im an olganda kompleks bo'lganligi uchun uni <|u 
yidagi ko'rinishda yozish mumkin:

e ( k . u j )  =  e 3 l ( f c , uj ) +  e ^ ( k , u > ) .  ( 1 3  .4(1)

Kavshanki, uning haqiqiy va mavhurn qismlari

(13.31)

Ea (fc* ) -  (13 32) 
2v.

(13.29) ga ko 'ra dielektrik singdiruvchanlik quyidagi xossa ega:

e(k,to) =  £ * { - k ,  - u j ) .  (13.33)

Endi haqiqiy va m avhum qismlar uchun (13.29) kabi ifodalarni hosil 
qilamiz. Bining uchun (13.29) ni (13.31) ga qo'yamiz. Ikkinchi hadda 
integrallash o'zgaruvchisi r  ni —r  ga am ashtirsak. ikkala hadni b itta  
liadga birlashtirib  yozish m umkin bo'ladi:

OO

e^(k.u>) =  -  J  dr J  e ( | i ? | ,  t )  exp[—i (k R  — ur)]dR.  (13.34)
— OO

Shunga o'xshash
OO

(к.ш) =  — J  d.r J  e(| i?|, r )  exp[—i (k R  — шт)] sign(r)dJ?. (13.35)

Bu yerda sign(r) ishora funksiyasi.
Shunday qilib, dielektrik singdiruvchanlikning haqiqiy va mavhum 

qismlari b itta  funksiya е ( |Д |,т )  orqali ifodalanadi va (13.29) dan farq- 
l i  o'laroq mos ravishda e ( \ R \ , t ) / 2  va e ( | R\ ,  r )  sign r / 2 i  funksiyalar 
ning Furye tasvirlaridir. Shu sababdan bu kattaliklarni bir-biri bilan 
bog'lasli mumkin. M asalan, (13.35) ga n isbatan teskari Furye tasvirni 
yozamiz:

£(l-R|,T)sign(r) =  J J  e3 (A /V )e x p [- i( fc f t -  u r)]r/fcW .

(13 .3 (i)
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Hu ifodani (13.34) ga qo'yamiz. Bunda R  bo‘yicha integralni alohida 
yozib olainiz:

va k' bo‘yicha integralni (^-funksiyaning xossasidan foydaianib bisublab, 
quyidagini hosil qilamiz:

dan foydalansak, (13.37) ni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin boiad i:

(13.37) va (13.38) Kramers -  Kronig yoki dispersion m unosabatlar 
deb ataladi. Ular dielektrik singdiruvchanlikning haqiqiy va mavhum 
qismlarini bogiovchi m unosabatlar b o iib  m uhitda elektrom agnit nur
lanishning sochilish va yutilish xarakteristikalarini bogiovchi munos-

dispersion rmmosabatlarni olish mumkin. Ammo bunday m unosabat- 
larni har bir kattalik uchun olishda m uhitning xususiyatlari inobatga 
olinishi kerak.

Kramers-Kronig m unosabatlari elektrodinamikadagi eng umumiy 
formulalari b o iib  hisoblanadi. Ularni olishda faqat ikkita faraz qilindi:

1. E lektr induksiya vektorining biror “f” vaqt m omentidagi qiymati 
elektr m aydonning shu vaqtgacha o‘tgan barcha vaqtlardagi qiym atlari

J  exp [i(k — U )R \dR  =  (2ir)3d ( k -  k!)

OO OO

£^(k.uj) = — J  du/e3 (fc, a /)  J  exp[—i(uj — u/)] s ig n (r)d r (13.37)
— OO — OO

Ishora funksiyasining Furye tasviri

(13.38)

Shu y o i bilan £^(к,си) ni ^'(k,  u)  orqali ifodalash mumkin:

(13.39)

abatlardir. Shunga o'xshash m uhitning boshqa xarakteristikalari uchun
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Ilibin aniqlanadi deb oldik. Bu faraz sababiyat prinsipi bilan nun 
I ishadi.

2. Barcha funksiyalarni Furye integraliga yoyish mumkin del» lii.-.nb 
ludik. Bu faraz barcha real fizik kattalik  uchun o‘rinlidir.

Kramers-Kronig m unosabatlari m uhim  amaliy aham iyatga ega. ' I 11 
гibalarda nisbatan oson aniqlanishi mumkin b o ig an  yutilish xarakteris 
likalari (dielektrik singdiruvchanlikning mavhum  qismi) orqali sochlish 
xarakteristikalarini (13.38) formula orqali tiklash mumkin.

13.4 Fazoviy va v aq tiy  d ispersiyasi

Maksvell tenglam alarining ko‘ndalang elektrom agnit to iq in  ko‘ri- 
nishidagi yechimi fazoviy dispersiya m avjud bo iganda  o‘rinli bo im ay  
qoladi. Oldingi m avzulardan bizga m aium ki, m uhitning bir jinsli emas- 
ligini xarakterlovchi m asshtab to iq in  uzunligi tartib ida  b o iganda  dis- 
persiya muhim b o iib  qoladi. Bunda fazoning biror nuqtasidagi induk
s i y a  fazoning shu nuqtasini qurshab olgan qismidagi m aydonga bog iiq  
lioiadi. Bu holda elektr maydon kuchlanganligi va induksiya orasidagi 
bogianish ((13.25) ga qarang) nolakal deyiladi.

Makroskopik elektrodinam ikada fazoviy dispersiyani inobatga olish 
shart emas deb hisoblab kelingan. H aqiqatan ham, bir jinsli izotrop 
m uhitlarda yuqori chastotali m aydonlar nazariyasi fazoviy dispersiyani 
inobatga olinm aganda ham  juda  yaxshi natija lar beradi. Ammo, bir qa
tor m uhitlarda (masalan, m etall va yarim  o‘tkazgichlardagi elektronlar 
gazi) xarakteli masofa 10-6 —10~7 sm  ta rtib ida  bo iad i. Bunday m uhit
larda fazoviy dispersiyani hisobga olish yangi effektlarga olib keladi. Bu 
holat plazm ada ham  muhim aham iyat kasb etadi.

Magnit xususiyatiga ega bo im agan  bir jinsli izotrop m uhitda yuqo
ri chastotali elektrom agnit m aydon m asalasini ko‘rib chiqamiz. M uhit 
erkin zaryadlar va toklardan holi bo isin . Maksvell tenglam alarini Furye 
inetodi bilan yechamiz. Buning uchun tenglam alarga kirgan katta- 
liklarni Furye integraliga (elektr m aydon kuchlanganligi va elektr in
duksiya vektori uchun bular (13.26)^(13.27) form ulalarda kelt.irilgan) 
yoyamiz va ularni Maksvell tenglam alariga qo‘yib, c|uyidagi algebraik
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tenglam alar sistemasini topamiz:

i [kH(k,u)\ =  —i —D{k,uj),  
с

(13.40)

i[kE(k,u})] =  г—В{к,ш), (13.41)

(kD{k,uj)) =  0. (13.42)
(kB(k , w)) =  0. (13.43)

Bu yerda к to 'lqin vektor, E(k,u>), D(k,uj), H(k ,u) ,  B(k,uj) mos kat- 
taliklarning Furye tasvirlari. Shunday qilib, xususiy hosilali differ
ensial tenglam alarni chiziqli algebraik tenglam alarga keltirdik (Furye; 
m etodining mohiyati ham ana shundadir). Bu tenglam alar E(k,u)) va 
D(k,ui); H(k,ui) va B(k.u>) orasidagi bog'lanishlar bilan to'ldirildi.

Dielektrik singdiruvchanlik к ga bog'liq bo'lganligi uchun hatto  
izotrop m uhitda ham skalyar kattalik bo 'la olmaydi. Chunki, may
don t a ’sirida m uhitda uning tarqalish yo'nalashi qolgan yo'nalishlardan 
farq qiladi, ya’ni ajralgan yo'nalish paydo bo'ladi. Shuning uchun 
boshida izotrop bo'lgan m uhit maydon ta ’sirida anizotrop bo'lib qo
ladi. Uni xarakterlovchi kattaliklar tenzor kattalikka aylanacli. Masala 
sim m etriyasiga ko'ra, bu tenzorlar sim m etrik bo'lishi kerak.

To'lqin vektori va Kroneker belgisi yordam ida dielektrik singdiru- 
vchanlikni aniqlovchi yagoria simmetik tenzor quyidagi ko 'rinishda yozi- 
ladi:

Sijfou,)  =  e± (k,u)  [Sij -  - j / ) + 4  ( k , u ) - y t .  (13.44)

Agar ajralgan yo'nalish sifatida z o'qini tanlasak, (13.44) ni quyidagi 
ko 'rinishda yozish mumkin:

/  £±{k,
£ i j { k .  u ) =  0 . (13.45)

Shunday qilib, boshida izotrop bo'lgan m uhit fazoviy dispersiya ino
batga  olinganda к  ga nisbatan bo'ylam a £ u ( k ,  u j )  va ko'ndalang ej_ ( k ,  u j ) 

dielektrik singdiruvchalik bilan aniqlanar ekan. Agar fazoviy disper- 
siyani inobatga olmasak, dielektrik singdiruvchanlik skalyar kattalikka 
o 'tadi, y a ’ni

e±(u)  — £ц(ш) =  е(ш) yoki £ij{uj) =  6ije(uj). (13.46)
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M uhitni m agnetik emas (fi =  1) deb, dielektrik singdiniv< lianlil. 
lenzori orqali elektr m aydon kuchlanganligi va elektr induksiya vckloi 
liiiining Furye tasvirlari uchun bogianish  tenglamasini yozamiz:

D i ( k , u )  =  £i j (k,  uj )Ej .  (13.17)

I lispersiya qonunini topish uchun (13.41) tenglam ani к ga vektor ra 
vishda ko‘paytiramiz:

[k[kE]} =  - [  kB\.
С

Ии tenglamaning chap tom onidagi vektor ko‘paytm ani ochamiz:

k2E - k { k E )  =  - - [ к В ] .
с

( 13.40) tenglam adan foydalanib bu tenglam ani qayta yozamiz:

‘2
k2E -  k(kE) =  - D  (13.48)

cz
Ни tenglam ani vektorlarning kom ponentalari orqali yozamiz:

{k26ij -  kikj -  ~ £ 13}E j =  0. (13.49)

Ни yerda (13.47) bog ian ish  tenglam asi inobatga olindi. (13.49) not.ri- 
vial yechimga ega bo iish i uchun

lo2
k26ij -  kikj -  - j  e, , =  0 (13.50)

boiishi talab qilinadi. Bu tenglam a topilishi lozirn b o ig an  dispersiya 
qonunini aniqlaydi. E lektrom agnit to iq in  ta ’sirida b o igan  izotrop uni 
hit uchun dielektrik singdiruvchanlik parallel va perpendikulyar kompo- 
nentalarga ega bo iish in i, ya’ni (13.44) ni inobatga olib (13.50) ni ikkita 
tengiamaga ajratam iz:

k 2 - - ^ £ L { k , u )  =  0,  ( 1 3 . 5 1 )
cr

ey( fc,  u j ) =  e z z [ k , u j )  —  0. ( 1 3 .5 2 )

Ни yerda to iq in  tarqalish yo'nalishi sifatida z o'qini tanladik. Ни holda 
(A.j. — ky — 0, kz — k ) .



Topilgan dispersion tenglam alar o‘zaro bog iiq  boim agan tenglii- 
rnalar bo iib , fazoviy dispersiyaga ega b o igan  m uhitda bir-biriga bogiiq  
bo im agan  ikkita to iq in  jarayoni kechishini bildiradi. U lardan biri 
ko‘ndalang to iq inn i tarqalishi b o iib  (13.51) tenglam a bilan aniqlanadi. 
Ikkinchisi esa fazoviy dispersiyaga ega bo igan  m uhitga hos bo igan  
bo‘ylam a to iq inn ing  inavjudligiga isora qiladi. Bu jarayon (13.52) dis
persion tenglam a bilan aniqlanadi. K oiidalang to iq in d a  elektr maydon 
kuchlanganligi ikkita kom ponentaga ega (Ex, Ey). bo 'ylam a to iq in d a  
esa faqat b itta  (Ez) kom ponenta bor. Shuni t a ’kidlash lozimki, elektr 
induksiya vektori D  (13.42) tenglam aga ko‘ra to iq in  tarqalish yo'nali- 
shi к ga perpendikulyar yo‘nalgan boiad i.

Bo'ylam a to iq inn ing  paydo boiish i maydon t a ’sirida m uhitning 
qutblanishi bilan bogiiq . Fazoviy dispersiyaga ega bo igan  m uhitda 
zaryadlar muvozanatli, ammo notekis taqsim langan bo isin  deb faraz 
qilamiz. M uhit bir jinsli boim aganligi uchun bu hoi tabiiydir. May
don t a ’sirida zaryadlar taqsim otidagi muvozanat buziladi. M uvozanat 
holatdan chiqqan zaryadlar tebrana boshlaydi. Bu tebranishlar elastik 
m uhitdagi tebranishlar bilan birday xossaga ega bo iad i. Bunday teb
ranishlar bo‘ylam a to iq in larn ing  paydo boiishiga olib keladi.

Agar m uhit bir jinsli bo isa , (13.44) tenglam a quyidagi ko iin ishga  
o ;tadi:

k2 - ~ e { t u )  =  0. (13.53)
сz

Bu tenglam a (13.51) bilan mos tushadi va m uhitda tarqaluvchi ko‘nda- 
lang to iq in la r chastotasi u> =  u>(k) ni yagona tarzda aniqlaydi. Shu 
vaqtda ец (13.46) ga asosan nolga teng boim aydi. Bu holda (13.50) 
tenglam aning parallel tashkil etuvchiga tegishli qismi bajarilishi uchun 
£j| =  0 bo iish i kerak. Demak, bunday m uhitda chastotasi (13.51) dis
persion qonuniyat bilan aniqlanuvchi faqat ko‘ndalang to iq in la r tar- 
qalashi mumkin.

13.5 C herenkov-V avilov rm rlanishi

Shaffof m uhitda juda katta  tezlikda harakatlanayotgan zaryadlan
gan zarracha m aiu m  sharoitlarda o‘ziga xos nur chiqarishi 1937 yilda 
P.A.Cherenkov va S.I.Vavilov tajriba larda  kuzatilgan. Bu hodisaga
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I I Tarnm va I.M .Frank tom onidan nazariy talqin berilgan. Hii inn
lanisli zaryadlangan zarrachaning harakati bilan bog'liq bo'lgan to i .....
/.luiiish nurlanishidan tam om an farq qiladi. Tormozlanish nurlanisln 
Imiakatdagi elektronning atom lar bilan to 'qnashishi natijasida yuz lie 
nidi. Cherenkov hodisasida harakatdagi zaryad m aydoni t a ’sirida niuhil 
inn chiqaradi. Bu ikki nurlanish orasidagi farq ayniqsa og'ir zarrachalai 
in Inin yaqqol seziladi. Chunki, torm ozlanish nurlanishining intensivligi 
/.anacha massasining kvadratiga teckari proporsional bo'lganligi og'ir 
/ai i achalar uchun juda kichik bo'ladi (§ 8.9 qarang). Cherenkov nurlan- 
i;.l11 esa zarrachaning massasiga bog'liq emas.

Umuman olganda m uhitda harakatlanayotgan zaryad o'z energiya- 
Min yo'qotishining bir necha mexanizmlari bor. Birinchidan, zaryadlan- 
)•,.m zarracha atom lar bilan to 'qnashish natijasida sekiulashadi. Bunda 
iiimiozlanish nurlanishi sodir bo'ladi. Bu nurlanish yuqorida qayd qil- 
I’.animizdek, m assaning kvadratiga teskari proporsional bo 'ladi va og'ir 
/arrachalar uchuun juda  kichik. M uhittda harakatlanayotgan zaryad 
moddaning atom lari bilan t a ’sirlashish natijasida ularni qutblaydi. Ya’ni 
zaryad m uhitda qandaydir maydon hosil qiladi. Bu maydon o'z nav- 
liatida zarvadga t a ’sir qilib uning harakatini sekinlashtiradi. Bunda 
zaryad energiyasining kamayishi harakatni sekinlashtiruvchi kuchlar- 
ning ishiga teng bo'ladi. Bunday nurlanish qutblanish nurlanishi deyi
ladi. Chunki sekinlashtiruvchi kuchni qutblanish m aydoni hosil qiladi. 
Yana bir ko'rinishdagi nurlanish bor. Agar zaryadning harakat tezligi 
lo'lqinning faza tezligidan ka tta  bo'lsa. qutblangan soha zaryad ketidan 
yctib ulgurmaydi. Ya’ni, uchub borayotgan zaryad o'z ortida qu t
blangan sohani qoldirib ketadi. Bu sohada paydo bo'lgan qo'shimcha 
energiya ko'ndalang to 'lqin ko'rinishida tarqaladi. Nurlanishninn bu 
nianbayi Cherenkov nurlanishi deb ataladi. Bu nurlanish zaryadning 
sekinlashishi bilan bog'liq bo 'lm asdan m uhitning nurlanishi ekanligini 
yana bir m arta  t a ’kidlaymiz.

Oddiy mulohazalar yordam ida bu nurlanish mohiyatini aniqlasliga 
harakat qilamiz. Shaffof m uhitda tarqalayotgan elektrom agnit to'lqin- 
ning to 'lq in  vektori va chastotasi orasidagi bog'lanish uj =  ck/ ii (u)  for
mula bilan aniqlanadi. Bu yerda n m uhitning sindirish ko'rsatgichi 
bo'lib, shaffof m uhitlar uchun haqiqiy bo'ladi. Boshqa tom ondan, zar
rachaning harakat yo 'nalishida m aydonning Furye tasvirining chasto-
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tasi си — kxv inunosabat bilan aniqlanadi. Bu maydon m uhitda erkin 
tarqalishi uchun ш =  ck /n(u)  va сj  =  kxv m unosabatlar bir-biriga zid 
boim asligi kerak. к >  kx ekanligini inobatga olsak.

с
(13.54)

shart bajarilishi lozimligi kelib chiqadi. Bu yerda v zarrachaning tez- 
ligi. Shunday qilib, zarrachaning tezligi ш chastotali to iq inn ing  faza 
tezligidan katta  bo ig an d a  shu chastotada nurlanish sodir bo iad i.

Zarrachaning harakat yo‘nalishi va nurlanish yc/nalishi orasidagi 
burchak в bo isin . Ikki y o i bilan olingan to iq in  vektorning harakat 
yo'nalishiga proeksiyalari kx =  к cos в =  n{ui)ui cos в /с  va kx =  ш/ v  ni 
taqqoslab, quyidagi tenglikni olainiz:

Bunga asosan har bir chastotadagi nirlanishga aniq burchak mos kela- 
di. Nurlanish oldinga (zarrachaning harakat yo‘nalishi) b o iib , (13.55) 
ifoda bilan aniqlanuvchi в burchakli konusning sirti bo‘ylab tarqaladi. 
Bunday nurlanishning burchak va chastota bolyicha taqsim otlari bir- 
biri bilan aniq bogianishda boiad i.

Endi nurlanish maydonini hisoblashga o‘tam iz. Hisoblashlarni sod- 
dalashtirish m aqsadida, harakat davomida zarrachaning tezligi kattaligi 
va yo;nalishi bo ‘yicha o‘zgarmaydi deb qaraymiz. Ya’ni uning tezligi- 
ning o'zgarishini inobatga olmaymiz. M uhitni shaffof deb hisoblaymiz. 
Bu holda dielektrik singdiruvchalikning mavhum qismi nolga teng bo‘-

Zaryadlangan nuqtaviy zarrachaning tekis harakatiga mos keluvchi 
tok zichligini quyidagi ko iin ishda  yozish mumkin:

ladi.

j  — ev6(r  -  vt.). (13.56)

Bu hoi uchun Maksvell tenglam alarini yozamiz:

rot E
1 d H
с dt

(13.57)

rot H
с dt

5(r  — vt) (13.58)
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I In yerda fi =  1 deb olindi. Bu tenglam alarni yechish iicliiui I 11• \ < 
nietodidan foydalanamiz. (13.57), (13.58) tenglam alarga kirgaii Imi< In* 
luittaliklarning o 'rniga ularning Furye integrallarini qo'yarniz. Nut i j i hIh 

Furye kom ponentalar uchun quyidagi algebraik tenglam alarni olamiz

i[kE{k,u)} =  i ^ H ( k , u ) ,  (13.5!)) 

i[kH(k,ui)] =  - i —D{k,Ld) +  — j { k , u ) .  (13. (id)

Hu yerda (13.49) tenglam ani olgandagi kabi y o i tu tib  quyidagi algeb- 
i aik tenglamani hosil qilamiz:

{/с 5ij ki kj £ (j Ej  — l Ji' (13.61)

Hu yerda
j  (к, u j )  =  2ттеуд(и> — kv) (13.62)

tok zichligining Furye komponentasi. Izotrop m uhitlarda ni (13.44) 
ko'rinishda yozish mumkinligidan foydalanib (13.61) tenglam ani qayta 
yozamiz:

{ k %  -  h k , } E ,  -  |<5Ч

u 2£\\ kikj Аттш .

Buni vektor ko'rinishda ham yozish mumkin

u2 =  (13.64)
V kz J сг A, clc2

Ushbu tenglam adan (kE) ni yo'qotish uchun unga к vektorni skalyar 
ravishda ko'paytiram iz. Bunda (13.64) ning chap torrumidagi birinchi 
had ikkinchi qavs hisobiga nolga teng bo'ladi. N atijada



oiamiz. burn (Jo.o4j ga qo yamiz va hosil bo igan tenglamadan Ь til 
topamiz:

E (k.u)  =  - i l g f  кШ ^ Л  +  1 (13.r„,)
k? \  „2 ( j f  _  Л 1 ) /

Endi maydonning Furye tasviridan real maydon E(r, t )  ga o‘tamiz. 
Bunda maydonni ikki qismga alratam iz. Birinchi qism (13.66) ifodadagi 
birinchi had bilan bog iiq  b o iib  quyidagiga teng boiadi:

_  47ri r d k d u k i k j )
E ' =  - < W J — <)'  =

~ ^ ^ ¥ 7 ^ Щ ехрНкг~ ш)]‘ (13е7)

Bu yerda tok zichligining Furye tasviri (13.62) ni inobatga olib w bo ‘yi- 
cha integralni hisobladik. егц (fc, fc-w) dielektrik singdiruvchanlik £ | |( fc ,  c j)  

ning u) =  kv  dagi qiymati. E\  ni uchib ketayotgan zaryadlangan zarra- 
cha hosil qiladi. Bu maydon o;z navbatida zaryadga ta ’sir ko 'rsatadi. 
Bunda zaryad o‘z energiyasini kam aytiradi. Bu energiya bo ‘ylam a qut- 
blanishni paydo boiish iga sarf bo iad i.

Endi (13.66) ifodadagi ikkinchi hadni ko'rib chiqamiz. Bu holda 
E\  ni hisoblashdagi am allarni bajarib  E 2 ni aniqlajrmiz:

_  ie f  „ ( k v )  k2v — k(kv) r , ,
*  = J dkl T k;v-(kv)hAk,kv) eM' (kr- kvt)]■ (13r>8)

Bu maydonning zarracha ustida bajarayotgan ishi va mos ravishda ener- 
giyaning kamayishi, Cherenkov nurlanishini aniqlaydi. Bunda m uhitda 
ko:ndalang elektrom agnit to iq in  hosil bo iad i, ya’ni qutblangan m uhit 
nurlanadi.

Fazoviy dispersiyani hisobga olish ikki xil tab iatga ega b o igan  
m aydonlarni bir-biridan a jta tish  imkonivatini berdi. Agar m uhit fa
zoviy dispersiyaga ega emas deb qarasak, yuqorida olingan natija lar o ;z 
kuchini saqlaydi. Faqat maydon uchun olingan ifodalarda

e±(k, kv) =  £\\(k. kv) — e(kv) (13.69)

deb hisoblash kerak.
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( 'herenkov- Vavilov nurlanishining asosiy xossalarini saunb < >' l.nmi,
1. Bu nurlanish uchun chcgaraviy tezlik rnavjud. Z anat Imnmi'  

mnhitdagi t.ezligi v >  vch =  c /n  shartn i qanoatlantirganda bunday nut 
limish paydo bo'ladi;

2. Nurlanish zarrachaning massasiga bog'liq emas;
3. Nurlanish spektri elektrom agnit to ‘lqinlarning ko‘rish va ultra 

binafsha sohasiga to 'g 'ri keladi. Bundan qisqa to 'lq in lar uchun n < I 
Ix>‘lib qoladi va nurlanish bo'lmaydi;

4. Berilgan nuqtada paydo bo ‘ladigan nurlanish uclii zarracha tin 
gan nuqtada bodgan va burchagi

c
cos в =  —

nv
konusning sirti bo‘ylab zarrachaning harakat yo‘nalishida tarqaladi.

Baholashlar shuni ko'rsatadiki, Cherenkov-Vavilov nurlanishi hiso- 
biga zarracha energiyasining kamayishi, ham m a inexanizm lar hisobiga 
energiya yo‘qotilishining faqat 0 ,1 9c ni tashkil qiladi. Shunga qara- 
masdan. bu tipdagi nurlanishning yuqorida qayd qilingan xossalari uni 
barcha nurlanishlar ichidan a jra tib  olish imkoniyatini beradi. Bu effekt 
clem entar zarrachalarni qayd qiluvchi o‘ta  sezgir asbob - Cherenkov 
sanog‘ichini yaratilishiga asos bodgan.

13.6 13-bobga oid m asa la la r va savollar

1 . Kompleks dielektrik singdiruvchanlikning haqiqiy qismi chastotaning 
juft, mavhum qismi esa toq funksiyasi ekanligini ko‘rsating.

2. Agar dielektrik singdiruvchanlik e(t) = Л е х р (—t /r )  bilan aniqlansa, 
e(w) nimaga teng bodadi? A va r  o'zgarmas kattaliklar.

3. Shaffof m uhitda (7  =  0) 2 o‘qi bo ylab tarqalayotgan chiziqli qutblan- 
gan yassi monoxromatik elektromagnit todqin tenglamasini yozing.

4. Sindirish ko'rsatgichi n bo'lgan nomagnit m uhitda (/j = 1) x o‘(iining 
manfiy yo'nalishida tarqalayotgan doiraviy (o'ng) qutblangan yassi mo
noxromatik elektromagnit to'lqin tenglamasini yozing.

5. Chiziqli qutblangan yassi monoxromatik elektromagnit to'lqin may 
donida zaryadlangan zarrachaning harakatini aniqlang. Zarrachaning 
massasi rn, zaryadi e.

6. Muhit elastik bog'langan zaryadlangan zarrachabudan I a.slikil topgan. 
Elastiklik koeffitsienti har uchala vo'nalishda turlicha. Zarrachalarning 
konsentratsiyasi N. Dielektrik singdiruvchalik tenzorini toping.
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7. Blastik bogiangan elektronlardan tashkil topgan sistemaning (13 .16) 
ifoda bilan aniqlangan dielektrik singdiruvchanligi dispersion rnunoso- 
batlarni qanoatlantirishini ko'rsating.

8. Yuqori chastotali maydonlarda fazoviy va vaqt clispersiyasi inobatga 
olib, D (r , t ) .  E ( r , t ) va B ( r , t ), H (r , t )  orasidagi bogianishlarni yozing 
va izohlang.

9. Yuqori chastotali maydonlarda fazoviy va vaqt dispersiyasi inobatga 
olib, D(k.uj),  E{k,uj) va B(k,Lj). H(k,co) orasidagi bogianishlarni yo
zing va izohlang.

10. Kompleks dielektr singdiruvchanlik qanday xossalaxga ega?
11. Siyrak gazlar uchun yorugiik dispersivasidan kelib chiqadigan asosiy 

xulosalar nimalarda iborat?
12. Dispersion munosabatlarni yozing va izohlang.
13. Bir jinsli m uhitda dielektrik singdiruvchanlik tenzori nima uchun ko‘n- 

dalang va bo‘ylama tashkil etuvchilarga ajraladi? Bu qanday nati- 
jalarga olib keladi?

14. Ko‘ndalang va bo‘ylama elektromagnit toiqinlarning paydo boiish  sa- 
babini tushuntiring.

15. Cherenkov-Vavilov nurlanishini tushuntiring.
16. Cherenkov-Vavilov nurlanishi zarrachagami yoki muhitga tegishli?



14-bob

Nochiziqli optika

14.1 N ochiziqli d ie lek trik  singd iruvchan lik

Shu vaqtgacha dielektriklarda ko iilgan  elektrom agnit maydon na- 
zariyasi elektr induksiyasi vektori D  va elektr maydon kuchlanganligi 
/-; i в  va H  mos ravishda) orasidagi bog ian ish  chiziqli deb qaralgan. 
Maydon intensivligi ka tta  b o iganda  bog ian ish  nochiziqli b o iad i. Bu 
I Hilda paydo bo iad igan  hodisalarni o‘rganish uchun yuqorida ko'rilgan 
uazariya umumlashtirilishi lozim. M uhit param etrlari va maydon katta- 
liklari qanday b o iganda  nazariyani bunday um um lashtirishga zaruriyat 
paydo boiishini baholab ko‘ramiz.

Bundan keyin yorugiik  uchun shaffof dielektriklarni ko'ramiz. Bun
day m uhitda yorugiikning tarqalish masofasi yetarlicha k a tta  bo iad i. 
M uhitda to iq in  tarqalish davomida bir qator effektlar to ‘planish xususi- 
yatiga ega. M asalan, to iq in  tarqalishida dispersiya, nochiziqlilik va 
so‘nishning ta ’siri shular jum lasiga kiradi. Ya’ni, bu effektlar nisbatan 
kichik bo isada , to iq in  tarqalishi davomida to ‘planib borib k a tta  effck- 
tlarga olib kelishi mumkin. Kristall panjara doimiysi a «  3 ■ 10~8.sm, 
yorugiik  spektrining ko‘rish sohasidagi to iq in  uzunligi A ~  5 • 10~°.sm. 
Demak, a <C A boiganligi uchun kristallni uzluksiz m uhit deb qarash 
mumkin. Am alda erishib bo iad igan  elektr maydon qiym ati 10b V/srn 
tartib idadir. M aydonning bunday qiym atlarida dielektrik buziladi, u 
tesliilib o‘tkazgichga aylanadi. M uhitning dielektriklik xossasi buzul- 
masligi uchun tashqi maydon 10b V / s m  dan kichik bo iish i kerak. Atom 
ichidagi maydon 109 V/srn  tartib ida  boiganligi uchun tashqi may
donni kuchsiz g‘alayon deb qarash mumkin. Shunday qilib, biz ko iad i 
gan m asalalarda tashcii maydon kuchlanganligi hali ham  kichik ekan. 
Ammo, yuqorida t a ’kidlaganimizdek, y ig ilish  tabiatiga ega bo igan  ef
fektlar borligini nazarda tutsak, qutblanish vektorini tashqi maydon 
kuchlanganligining darajalari bo‘yicha yoyilgan qatorda maydonning 
birinchi darajasidan yuqori hadlarni ham  inobatga olish kerak bo iad i.
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Birlik hajm dagi dipol momenti - qutblanish vektori P(r,  t ) ni faqat 
sliu nuqtadagi va shu vaqt momentidagi elektr maydon E  ga bogiiq 
deb olamiz:

Pa {r, t )  =  Fa (E(r, t)).

Boshqacha qilib gapirsak, to 'lqinning tarqalish tezligi chekli bo'lishi bi- 
lan bog'liq bo‘lgan kechikish vaqtini hisobga olmaymiz. Qutblanish vck- 
torini tashqi elektr maydon kuchlanganligi E  ning darajalari bo‘yicha 
qatorga yoyib bir necha hadlar bilan chegaralanamiz:

Pa(r,t) - ^  + W | £ W *  +

EpE^Es  +  • • • • (14.1)

Bu yerda a  =  {x, y, z}.
Ko‘pgina dielektrik m uhitlar uchun birinchi had nolga teng bo'ladi. 

Segnetoelektriklar bundan mustasno, chunki ularda tashqi maydon bo ‘l- 
m aganda ham faza o‘tishlar hisobiga spontan holda (o‘z -  o'zidan) dipol 
momenti paydo bo'ladi.

Bundan keyin bizni vaqt va fazoda sodir bo‘luvchi nochiziqli ho- 
disalar qiziqtiradi. Ular, m asalan lazer (katta  intensivlikdagi yorug'lik 
manbayi) maydoni t a ’sirida yuzaga kelishi mumkin. Q ator (14.1) dagi 
ikkinchi, uchinchi va keyingi hadlar fazo va vaqtda o:zgaruvc,hi may- 
donlarning t a ’sirini aniqlaydi. Bu qatorni quyidagi ko'rinishda yozib 
olamiz:

p u r . t )  =  ^ 0 )+ E x S %  +  | E x S 7b S£ . ,+
P /3,7

(14.2)
/3,7,<5

Bu yerda Xa -̂y uchinchi va Ха/з-уб to 'rtinchi rangli tenzorlar bo‘lib, mos 
ravishda ikkinchi va uchinchi tartib li kirituvchanlik (dielektrik kirituv- 
chanlik) yoki qutblanish koeffitsienti deb ataladi. Xap esa ikkinchi 
rangli tehzor bo‘lib, dielektriklarning chiziqli (oddiy) nazariyada kiri- 
tuvchanlikni (qutblanish koeffitsienti) beradi. Izotrop m uhitlarda (gaz,



Miyuqlik) bu teixzor diagonal ko‘rinishni qabul qiladi:

Xap =  X[l)baP-

P  va E  qutb , ya :ni inversiya operatsiyasiga ( r —» — r) nisbatan
(2 )1и(| (qutb) vektorlar bo ‘lgani uchun x ap  ̂ >nversiya markazi bo‘lmag;m 

m uhitlarda (gazlar. suyuqliklar, Si. Ge tipdagi yarim o‘tkazgichlar v.« 
linshqa kristallar) nolga teng boiad i.

Q utblanish vekt.orini ikki qismga a jra tish  mumkin:

Pa (r , t )  =  P t h\ r , t )  +  P ^ ch\ r , t ) ,  

PiCh\ r , t )  =
0

Pinch)( r . t ) =  Y , X % E 0{r, t )Ey (r, t )  +
/3,7

£  X {X s E 0 ( r , t ) E ^ r , t ) E s ( r , t ) .  (14.3)
0,7,5

I )idekt,rik singdiruvchanlik tenzori

f-cxU =  $ а в  +  47Г X a ( j { E ) .  (14.4)

Biz ko‘rayotgan model sodda bo‘lib, tashqi elektrom agnit may- 
donda rmihitning javobi oniy tarzda bo'ladi. Real hollarda a lb a tta  
kochikish m avjud bo ’ladi. Shu bilan birga bog lan ish  tcnglamasi fazo 
bo!yicha ham  nolokal xarakterga ega bo‘ladi. Bunday holda Pn"Ĵ ( r, I) 
ning nochiziqli qismi uchun umumiy ifodani quyidagi ko'rinishda yozish 
mumkin:

P i nch]{r , t )  =  I  d r idr2d t id t 2X^l1( \R \ \ ,T\ \ \ R 2 \,T2 ) x
07

E p ( n , t i ) E y ( r b , t 2 )  +  У " I  d r \ d r 2 d r ^ ( U \  < U 2 i H *
0,1,  <5

X ^ 7«(I-Ri|,t i: \R-2\-r2; |#з | ,  т3)Ер{т\, t \ )E y(r 2, Ь )К А{г'Л, t3). (М.Г>) 

Bu yerda R t =  r  — гг, тг — t — 1г.
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( к2,со2)

14.1-rasm:

Nochiziqli kirituvchanlikning cha-ч- 
totaga bog‘lanishini analiz qilish ucliun 
Furye integrali m etodini tat.biq qilamiz 
((A .143) (jarang). Elektr maydon kuch- 
langanligi E. nochiziqli kirituvchanlik 

va x 1'3' larning Furye integrallarini
(14.5) ga qo‘yib quyidagini hosil qila- 
miz:

^ X a p - y i h ^ V ,  k2,uj2)E0(ku uJi)Ey (k2:uj2) +  . . . .  (14.6)
0i

Bu ifodaning o‘ng tomoniga fizik m a’no berish mumkin. Birinchi had 
to ‘lqin vektorlari va chastotalari mos ravishda (k\, o>i) va (k2, lu2) 
bo‘lgan ikkita yassi to ‘lqirming nochiziqlilik hisobiga aralashislii 
natijasida to ‘lqin vektori к  =  k\ +  k2 va chastotasi ш =  wj +  u>2 bo'lgan 
uchinchi to ‘lqinning tu g ‘ilishini (generatsiyasi) ifodalaydi. Bu jarayon 
14.1-rasmda sxematik ravishda tasvirlangan. (14.6) da yozilmagan 
yuqori tartibdagi hadlar ustida keyingi m avzularda to 'x ta lib  o 'tam iz.

Real to'lqin ikkita eksponentaning superpozitsiyasi bilan aniqla- 
nadi:

Bu yerda “k.q” ifodaning kompleks qo'shm asini bildiradi.
Kvadratik nochiziqlikga ega bo llgan m uhitda ikkita to 'lqin tarqala- 

yotgan bo :lsin:

Ep(r , t )  =  E^  cos(kar  -  ujat +  (pa) +  E {pb) cos ( h r -  ubt  +  ipb). (14.9)

E<p \ r ^ )  =  \ Е ^  е х р [ г ( / г „ г - u at +  <pa)\ +  k.q. =

E ^  C O S ( ka Г Uat +  i f  a ) . (14.7)

Bu maydonning Furye tasviri quyidagicha yoziladi

Е ^ \ к , ш )  =  ^ E ^  [ехр(г</?а)<5(& -  k a )6{u> -  u>„) +  k.q.} .(14.8)
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Hu holda quyidagi jarajonlar kechishi mumkin:
1. Ikkita to ‘lqindan birortasi, m asalan (a) to ‘lqinning о ‘/. o '/Iru  

t.u’siri. Bunda ikki hoi bo'lishi mumkin:
a) to ‘lqin o‘z -  o‘zi bilan qo‘shilib ikkinchi garmonika to ‘lqi"i puydo 

lioiadi. y a’ni

E W e !?) ~*ka +  ka =  2ka. LUa+UJa ^  2id.

b) t,o‘lqin o‘z o‘zini yo‘qotadi, ya’ni

4 a)4 a) -  ka -  ka =  0. U)a -LUa =  О-

Bu holda fazoda bir jinsli va vaqt bo‘yicha o'zgarm as elektr maydon 
hosil bo‘ladi.

2. Bu jarayonlar (b) todqin uchun ham  o!rinli.
3. (a) va (6) to ‘lqinlarning o:zaro t a ’sirlashuvi ' } yuz 

beradi. Bunda dipol momentiga nochiziqli hissa qo‘shuvchi yig‘indi va 
ayirm a chastotali to 'lqinlar hosil bo ‘ladi: {±(fcQ ±  кь)- ±  wb)}-

Uchinchi tartib li nochiziqligi cga bo‘lgan m uhitlarda yuqoridagidan 
murakkabroq, ya’ni to ‘lqinlaniing o‘z o:ziga ta ’siri va uchta to 'lqinning 
bir-biri bilan nochiziqli t a ’sirlashuvi kabi jarayonlar sodir bo‘ladi.

Nochiziqli kirituvchanlikning chastotaga bogdanishi sodda m odelda 
Blombergen tom onidan ko'rib chiqilgan.

^(2) va x ^  kattaliklarning qiym atlarining tartib in i baholaymiz. 
Atom ichidagi maydonni E„ orqali belgilaymiz:

x S 7 -  (x (2)) ~  V  va ~

(...) o‘rtacha qiym atni bildiradi. Q attiq  jisrnlar uchun ( x ^ )  ~  ^-1 ^
Ea ~  109V/sm.  Tashqi m aydonning maksimal qiyrnati E  ~  ЮbV/ sm.  
U holda (x (2)) ~  3 • 10“ 8 -  3 • 10“ 7CGSE va (x (3)) ~  1 (T 13CGSE deb 
baholash mumkin. Bu baholashlar ko'rilayotgan cfFcktlar kichik bo'lgan 
holda g‘alayonlar nazariyasini tafcbiq qilish murnkinligini ko‘rsatadi. 
Ammo, m uhitning nochiziqliligi kichik bo :lishiga qaraniasdan m aydon
ning tarqalish masofasi va vaqti yetarlicha k a tta  bodganda uning to ‘1- 
qinga t a ’siri yig‘ilib boradi va pirovardida kuzatiladigan effektlarga olib 
keladi.
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Endi vuqorida qayd qilingan to ‘lqin dastalarining o‘z -  o‘ziga ta'nii l 
natijasida ikkinchi garmonikaning generatsiyasi, soliton (zarracha xun 
sasiga ega bo‘lgan yakkalangan nochiziqli to ‘lqin) larning paydo ho'lislil 
va to 'lqin kollapsi kabi fundam ental jarayonlarni ko'rishga o'tainiz,

14.2 Ikkinchi garm onikaning  generatsiyasi

Avval kvadratik nochiziqli m uhitda am plitudasi sekin o'zgaruvchl 
to ‘lqinlar uchun tenglam alarni keltirib chiqaramiz. Buning uchun Maks- 
vell tenglam alarini yozamiz:

1 д Б  , „
rot E  = ------ — , div В  =  0,

с 6H
1 d D

rot H  =  — — , div D  =  0.
с Ot

Bu t.englamalarning birinchisidan rotor olib uchinchi tenglam a yordami- 
da undan magnit maydonini yo‘qotamiz. N atijada elektr maydon uchun 
quyidagi tenglam alar sistemasini olamiz:

- A E  +  grad div E =  (14.10)
сг a t z

div D  =  0. (14.11)

Bu yerda m uhit dielektrik bo‘lganligi uchun m agnit singdiruvchanlik 
/7 =  1 deb oldik.

To'lqinning elektr maydonini Furye integraliga yoyamiz:
OO

Ea (r, t )  = J  En(r.uj)ev̂ lduj.
- O O

Buni (14.10) va (14.11) ga qo'yib, quyidagini hosil qilarniz:

d iv (e (tj)P (r ,u ;))  =  —4тг div P {nch\ r ,u j ) ,  (14.12)

A E ( r ,u )  — grad(div E(r. u))  +  ^ - ~ ^ - E ( r .  w) — P^nchUr, ш).
cz с/

(14.13)
Bu yerda D  =  E  +  4 n P  bog:lanish umumiy xarakterga ega ekanligini 
va P  =  P (c/l) +  P 'nch  ̂ ni inobatga oldik.
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Chastotasi uj\ va to llqin vektori k\
Im'lgan lazer hosil qilayotgan yorug‘lik das- 
litsining m uhitga t a ’sirini ko‘rib chiqamiz.
Asosiy garmonikadagi nurlanish intensivligini
I msayishini inobatga olmaslik uchun ikkinchi 
(’in uionikaning intensivligini kichik deb faraz 
• lilamiz. M asalaning geometriyasi 14.2- 
msmda tasvirlangan. 14 2-rasm-

Qutblanish vektorining nochiziqli qismini 
va elektr inaydonni quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

E(z. t) =  +  e£T (w i)e"i(*1*“Wlt),
P ^ ch\ z . t )  =  + k . q . .  (14.14)

/3,7

Bu yerda e to ‘lqining qutblanish yo‘nalishidagi birlik vektor.
Izotrop dielektrikda todqin 2 o‘qi bo‘ylab tarqalganda, elektr may- 

don (xy) tekisligida yotacli. M a’lumki, tushayotgan todqin ko‘ndalang 
bo‘lishiga qaram asdan. m uhitning qutblanish vektorining ko!ndalang va 
bo‘ylam a tashkil etuvchilari paydo bodadi:

pinch) _  %p{nch) +  p (nch)' (14.15)

Shu sababli uj2 =  2ш\ chastotali ikkinchi garmonika m aydonining ko‘n- 
dalang va parallel tashkil etuvchilari bo ;ladi, ya :ni

E ( z , u 2) =  Щ ( г , ш 2) +  E± ( z , u 2). (14.16)

Bularni inobatga olsak, boshlangdch to iq in  tenglam alari (14.12) va
(14.13) quyidagi ko;rinishni qabul qiladi:

d  E ±  u j ’2 /  . . „  D ( n c f t ) \
~q 7T  +  +  4тгP ± j  +

( е ^ Е ц + А ж Р ^ )  =  0, (14.17)

- ( ^ H I E H + ^ P , ] ”* 1) =  0. (14.18)

Bu yerda £ц. s±  optik o'qga parallel va perpendikulyar dielcktrik singdi- 
ruvchanliklardir. Yuqoridagilarga asosan (14.17) tenglamarh parallel va

c2

287



perpendikulyar tashkil etuvchilarga ajratam iz:

47TO>.
\ d z * + k * ) E±  =  ~ ^ P {r h\  (14-19)

£|l (u>2)E\\ =  - 4 t t  P |[nch). (14.20)

uj2 4ш2
Bu yerda k$ =  -~е±{ш2) =  -— £±{2^^.

Rovon o‘zgaruvchi to ‘lqin konturi (paketi) yaqinlashishidan foy- 
dalanib (14.19) tenglam ani soddalashtiram iz. Bu yaqinlashishga may
don kuchlanganligi am plitudasi rovon o‘zgaruvchi to ‘lqin ko'rinishida 
yoziladi:

E± (z,uo1) =  E(z,u;1)eik1Z, E L ( z ,u 2) =  E(Z,u;2)eik>z . (14.21)

Bu yerda E ( z , lu2) koordinata г ning rovon o‘zgaruvchi funksiyasi. Endi
(14.19) tenglamadagi z bo‘yicha ikkinchi tartib li hosilani quyidagi ko‘ri- 
nishda yozish mumkin bo‘ladi:

» ■ -(‘« . - “ -S -S ) - - -
f) F"\

k \ E - 2 i k 2—  j  eik2Z. (14.22)

Bu yerda E  =  E(z.  lo2 ) ,  e ^  || p ^ ch\  (14.22) ifodani (14.19) ga 
qo‘yamiz:

Э Щ р )  _  2 ^ т Е Ч г и 1 1 у 1 т 1 - Ы ,  (14.23)

Bu yerda x (2) =  £  ■
a,/3,7

Asosiy garmonika E(z,u>i) ning evolyutsiyasini aniqlovchi tengla- 
rnani keltirib chiqaramiz. Sistemaga fazalarning moslashuvlik shartini 
qo‘yamiz: 2k\ =  k2. E(z .  lo\) ning evolyutsiyasi nochiziqli qitblan- 
ishdagi exp( — iui\t.) ishtirok etgan hadlar bilan aniqlanadi. Bunday 
hadlar exp(—2iu\t )  ga proporsional bo‘lgan ikkinchi garmonika Furye
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koinponent,ashling ~  exp(+iu;i£) ga proporsional bo igan  usosiy j>.iu 
monika bilan ta ’sirlashuvi natijasida paydo bo ‘ladi. Bu holda

P (nch) { z , u i )  =  2x {2)E { z , u 2) E * ( z , u>i ). (11.21)

Tenglama (14.23) ni hosil qilganimizdagi kabi yo‘l tu tib  E±(z,  w j) uchun 
quyidagi tenglamani olamiz:

=  о .,№ *( = .* ,) .  (14.25)oz  с k\

Olingan ikkita (14.23) va (14.25) tenglam alar birgalikda

E (0 ,2 w i )  =  0, £ ( 0 , а л )  =  £ (и л ) .  (14.26)

chegaraviy shartlar bilan yechilishi kerak (14.3-rasm).
(14.22) va (14.22) tenglam alarni vechish uchun maydonni

E ( z , ^ )  =  E ( u , ) h ( z ) ,  E(z,Lj2) =  E ^ ) f 2(z) (14.27)

ko'rinishda yozib olamiz. Chegaraviy shartlarga ko'ra 
/i(0 )  =  1. / 2(0) =  0. Qulaylik uchun o‘lchov birliksiz 
koordinatani kiritamiz:

* = ^  ( i 4 -2 8 !

Bu yerda Lc kritik uzunlik deyiladi. Yangi o'zga- 
ruvchilarda (14.23) va (14.25) tenglam alar quyidagi 
ko‘rinishga o‘tadi:

Щ  =  t f 2f  I  (14.29)

Bu tenglam alarning ko'rinishi am plituda va faza funksiyalarini 
kiritishni taqazo qiladi. Ya’ni, tenglam alarning yechimlarini quyidagi 
ko'rinishda qidirish mumkin

/ 1,2 =  Pi,2 exp(i<£ij2). (14.30)
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liimi (14.29) ga qo'yamiz va tenglainalarni haqiqiy va mavhuin 
qisrnlarga ajratib . p j,2 va 1/71.2 uchun to ‘r t ta  tenglam alar sistemasirii 
olamiz:

Op-2
dd

dpi

=  —p\  sin(2<pi — <p2). 

=  p ip 2sin(2<pj -  ip2).

d<p2 2Р2-7ГТ =  pa cos(2<pj -  <p2),
<Э£

<9<P1 =  p2 cos(2<pi -  <p2). (14.31)

Nisbiy faza ip =  2ip\ — ip2 kiritib, yuqoridagi to ‘r t ta  tenglamani uchta 
tenglam aga keltirish mumkin:

d P2 2 • / , ч—  =  - P i  sm (^),

dpi - , , ,—  =  pip2sm(V0,

If  = (2̂ ~ ^ ) coŝ  (1432)
Bu tenglam alar yordamida quyidagi tenglikni yozish mumkin:

t g ^ - 2 ^ i _ ± ^  =  0 
pi d£ p2 d£

yoki

—  In (p ip 2 cos-i/>) 

Demak, bu yerda qavs ichidagi kattalik

=  0.

p \p 2 cos ip =  const, (14.33)

saqlanuvchi kattalik, ya’ni harakat integrali ekan.
Chegaraviy shart (14.26) va (14.30) ga ko‘ra p2(0) =  0. Demak. 

harakat integrali const =  0. Bu holat barcha £ larda 0‘rinli bo'lishi 
uchun faqat c o s t /> =  0 bo‘lishi mumkin. Chunki, ainplitucla p ij2 =  0
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I к I In olinaydi. Shunday qilib, hamma £ lar uchun i[> =  ± 7r/2 1ю‘1Ыи 
niiiiiikinligi kelib chiqadi. Muhitda to ‘lqin tarqalishi davomida ikkinchi 
Km mnnikaning intensivligi o ‘sib borishini inobatga olsak, bu ikkita liol 
<Iм11 minus ishorani tanlash kerak. U holda

<УР2 2 d P l  П 1  1Л\a j-  =  A , 04 .34)

llnndan quyidagini topamiz:

3p2 , dpi 
w e F  +  P l a {  ~ 0'

yoki

Pi +  P2 =  !• (14.35)

I$u tenglik energiyaning saqlanish qonunini anglatadi. (14.35) shart 
yonlainida (14.34) sistemaning birinchisidan p\ ni yo ‘qotib tenglainani 
integrallaymiz va p it2 uchun quyidagi ifodalarni topamiz:

p2 =  th £ px =  sech £. (14.36)

Endi boshlang‘ich funksiya va o ‘zgaruvchilarga qaytamiz:

E ( z , u 2) =  i £ ( w i ) t h ^ - ^ ,

E ( z , uji) -  £ '(a )i)sech  > 4>\ =  ^2 =  ^  (14.37)

Bu natijalardan ko‘rinib turibdiki, 2 ortishi bilan asosiy garmonika
ning hamma intensivligi ikkinchi garmonikaga o'tadi. Yuqorida ta'kid- 
langanidek nochiziqli qutblanishning hissasi juda kichik bo ‘lishiga qnra- 
masdan, kuchsiz g ‘alayon uzoq masofalarda yoki katta vaqtlarda to ‘p- 
lanib boradi va pirovardida katta effektlarga olib keladi. 1963 yili
o tkazilgan tajribada lazerdan chiqayotgan qizil nur dastasi K D P  kris- 
tallidan o ‘tkazilganda havo rangga aylanganligi kuzatilgan.

Asosiy garmonikaning cnergiyasi ikkinchi garmonikaga to ‘liq o ‘ ti- 
shi, yuqorida asosiy garmonikaning energiyasini o ‘zgannay<li deb qilin- 
gan farazga zid. Shu sababli olingan natijalar katta inasofalar va katta 
vaqtlar uchun tatbiq qilib bo ’hnaydi. Nazariya mukammal bo ‘lishi
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uchun yuqoridagi tenglainalarni olishda asosiy garmonikaning energiya- 
sini kamayishini hisobga olish kerak. Ammo, yuqorida ishlab chiqilgan 
nazariya sifat jihatidan tajriba natijalari bilan yaxshi mos tushadi.

Yuqorida ko'rilganga o !xshash bir qator boshqa ta'sirlashishlar ham 
bor. Masalan, chastotasi va to !lqin vektorlari mos ravishda u\, к i va 
uj'2 k -2 bo ‘lgan ikkita lazer nurlarining ta ’sirlashishi natijasida chiqishda 
chastotasi 2lu\ — uj2 va to'lqin vektori 2k\ -  k 2 bo ‘lgan to'lqin hosil 
bo:lishini kuzatish mumkin.

14.3 Uchinchi tartibli nochiziqli efFektlar

Uchunchi tartibli nochiziqli efFektlar qutblanish vektorining yoyil- 
masi (14.1) da elektr maydon kuchlanganligi bo:yicha. uchinchi darajali 
hadlar bilan bog!liq. Izotrop muhitlar uchun — 0 ikkinchi tar
tibli efFektlar kuzatilmaydi. Bu holda induksiya vektori D  ni quyidagi 
ko‘rinishda yozish mumkin:

D  =  D {ch) +  D {nch) =  e E +  a\E\2E. (14.38)

о =  x (3)- Bu iFodani Maksvell tenglamasiga qo‘yamiz:

1 d2D
rot rot E  +  =  0 (14.39)

с at*
div D  =  0. (14.40)

Bu tenglamalarning E =  23o exp[i(fcr — w£)], (yassi monoxromatik 
to ‘lqin) ko‘rinishidagi aniq yechimi mavjud. Bu yechimni (14.39) teng- 
lamaga qo‘yib quyidagi bog'lanishni hosil qilamiz:

D =  ( £ +  ~ ? \ e ° 4  e

Bu yerda
2 2 

UJ СУ 9 UJ & 9

4 =  2^2-> k =  +  2rl\E °\ ■ ( 14-41)

Chiziqli masaladagi yassi to'lqin ko'rinishidagi yechimdan bu yechim- 
ning Farqi shundaki, to ‘lqinning Faza tezligi Уф =  и /к  dielektrik sing- 
diruvchanlik bilan bir qatorda to ‘lqin amplitudasi E q ga ham bog‘liq.
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Лцш // >  0 bo‘lsa, faza tezligi amplituda ortishi bilan kamayadi. Hiimln 
n1111111 fokuslovchi deyiladi. Agar rj <  0 bo ‘lsa, amplituda ortishi bilim 
tnzlik ortadi va muhit defokuslovchi (yoyuvchi) deyiladi.

Shu hilan birga (14.40) tenglamadan div E  =  0 kelib chiqadi. I ><• 
тик, 1hi holda ham chiziqli nazariyadagi kabi maydon ko‘ndalang скан

Maksvell tenglamalaridan uchinchi darajali nochiziqlikga ega bo ‘ l 
Him muhitda yorug‘lik to ‘lqinining elektr maydoni uchun to ‘lqin tengla- 
nwisitii olish mumkin. Buning uchun (14.39) va (14.40) tenglamalarnin^ 
vechiinini amplitudasi rovon o ‘zgaruvchi yassi to'lqin ko‘rinishida qidi- 
lumiz:

Hu yerda E o ( r , t )  to ‘lqin tarqalish yo'nalishidagi koordinataning va 
vaqtning (2тт/ко tartibidagi masofalarda va 2tt/ ujq tartibidagi vaqt orali- 
1','ida) rovon o'zgaruvchi funksiyasi. (14.42) ni Maksvell tenglamalariga 
qo'yamiz va bir qator soddalashtirishlarni bajaramiz.

Birinchi soddalashtirishni ko;rib chiqamiz:

Hu t(?nglikda birinchi hadni tashlab yubordik. (14.40) tenglamadan 
loydalanib, bu yaqinlashish o ‘rinli ekanini ko‘rish mumkin. Haqiqatan 
ham div D  =  0 tenglamadan

Bu kattalik ikki sababdan juda kichik, birinchidan. nochiziqli bo igan i 
uchun, ikkinchidan, rovon o ‘zgaruvchi funksiyaning hosilasi ishtirok 
etadi. Natijada quyidagi tenglamani olamiz:

E =  Eo(r ,  f,)ei(/c°2-u;t). (14.42)

rot rot E  =  grad div E  — A E  ~  — Д E.

deb yozish mumkin. Bundan

i  d2D {ch) i  d2D {nch)Л C1 _____________ __ _____________
c2 dt2 с2 dt2

(14.43)
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1 d2n (nc/l) 
- 2 — o p -  =  - M " ) \ e 0\2e .

(14.43) tenglamaning chap tomonini ham soddalaahtiramiz:

A E  =  ( ^ ik0^  +  ^ - k % E 0 +  A L E ^ e ' e *

2ik0~ ±  -  k lE о + Aj_i?oJ el\

( a g !  f

Bu yerda rovon o'zgaruvchi funksiya 2?o dan vaqt va 2 bo'yicha olingan 
ikkinchi tartibli hosilali hadlar juda kichik bo‘lganligi uchun tushirib 
qoldirdik. Bu yerda

d2 d2 
e =  k0z - u t ,  =  ^  +  _ .

Bu soddalashtirishlarni (14.43) tenglainaga qo ‘yib, sekin o ‘zgaruvchi 
amplituda uchun parabolik tipdagi to 'lqin tenglamani olamiz:

(f) T** 1 f) V  \ 1
o^-L-^o +  t] ( uj)\Eo\2E 0 =  0. (14.44)

Bu tenglamani standart ko‘rinishda yozish uchun г —* z — Vgt/кц va 
t —► t almashtirish bajaramiz. Bundan tashqari, 77 =  k^a/2 belgilash 
va o !lchamsiz o'zgaruvchilar kiritamiz:

Bu yerda

z = —  > i = —  > У =  T -  u =  ^\JkoLd\a\E0.
z ~ _  x

V  X =  T » ’ "  ~ ( o ’

Ld — diffraksion uzunlik (Reley uzunligi). £0 muhitga kirishdagi 
yorug‘lik dastasining kengligi. Yangi o ‘zgaruvchilarda (14.44) tenglama 
quyidagi ko;rinishni oladi:

du  1 . , ,9 s
г—— I- -A j_ u  ±  u и =  0. (14.45)
az 2
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Hu yerda (ж, у, z )  ni yana mos ravishda (x. y, z )  ga almashUrildi Hu 
linf,lama (2 -r l) o ‘lchamli nochiziqli Shredinger tenglamasidir. Hiiiidu 

ko'ndalang o ‘lchamlar soni ( x .y )  ni ko‘rsatsa, “1” esa to ‘ lqin tarqu 
li li yo'nalishini (.г) belgilaydi.

Yassi to'lqin o ‘ tkazgichlar uchun 
( I I 4r>) tenglainani (1 1 1) ko‘rinishga 
k< 11 irish mumkin. Buning uchun 
i I 1.45) tenglarnani ko'ndalang yo ‘na- 
11:.Illarclan birini yassi to ‘lqin o ‘tkaz- 
niclming xususiv modasi bo'yicha o ‘rta- 
ilialaymiz:

.ди 1 d2u 

8z * 2 Ox2
i\2u =  0. (14.46)

Odatda, bu tenglama nochiziqli Shre- 
ilinger tenglamasi deb yuritiladi.

Diffraksiya hisobiga yassi yorug:lik 
dastasi (14.4-rasm- 1) x yo ‘nalishida yoyiladi (bu effekt 14.4-rasrn- 2 ). 
Shu vaqtda nochiziqlilik uni lokalizatsiyalaydi. Ikkala effekt o ‘zaro bir- 
birini to la kompensatsiyalaganda yorug‘lik dastasi statsionar tarqaladi 
(rasm - 14.4 -  3).

14.4 Bir o‘lchamli nochiziqli Shredinger 
tenglamasi

14.4.1 M odu lyatsion  barqarorlik

Yassi to'lqin o ;tkazgichlarda yorug‘lik impulsinirxg tarqalish mn- 
salasini ko‘rib chiqamiz. Buning uchun (14.46) tenglainani quyidagi 
ko‘rinishda yozib olamiz:

.ди 1 d2u 

1 dz 2 dx2
a\u\2u =  0. (14.47)

Bu yerda a =  ±1 , “+ ” fokuslovchi, ishora esa defokuslovchi no
chiziqli muhitga to ‘g ;ri keladi. (14.47) tenglamaninp; yechimini yassi 
to ‘lqin ko’rinishida qidiramiz, ya ’ni

и (z ,x )  =  Aei{kz+qx). (14.48)



q2 r.
k = - ~ - + a A 2. (14.4!))

Bundan amplitudasi A  bo'lgan to'lqin nochiziqli xossaga ega bo'lgan 
muhitda shaklini o'zgartirmasdan tarqalishini ko‘ramiz. Faqat faza 
bo‘yicha siljish mavjud bo'lib. u ham bo‘lsa, to ‘lqin amplitudasiga (in- 
tensivliga) b og iiq  ekan. Kichik g ‘alayonlarga nisbatan bu to'lqinnmg 
turg'unligini o ‘rganamiz. Bu muaminoni o'igaiiish uchun chiziqli ana- 
iizdan foydalanamiz. Bu maqsadda (14.47) tenglamaning yechimini

u(z, y)  =  ( A  +  Su(z, y ) ) e l k̂z+<,x'1. (14.50)

ko‘rinishda yozib olamiz. Bu yerda Su <C u.
(14.50) ni boshlangich to ‘lqin tenglamasiga qo'yamiz va kichik g ‘a- 

layon Su bo ‘yicha chiziqli hadlar bilan chegaralanamiz. Natijada

Buni (14.47) tenglamaga qo‘yib, quyidagi dispersiya qonunini olamiz:

dSu 1 d2Su о

, 9 7 + 2 f l ^ + c ’ -4 i “  =  0- (14-51)

tenglamani olamiz. Kichik g ‘alayon Su ni haqiqiy va mavhum qismlarga 
ajratamiz:

Su =  v +  iuo. (14.52)

Bum (14.51) tenglamaga qo ‘yib, v va w uchun tenglamalar sistemasini 
olamiz:

1 я2„..
=  0, (14.53)

-  2crA2v =  0. (14.54)

Bu sistemaning yechimini yassi to ‘lqin ko'rinishida qidiramiz:

v. w ~  e^ Qz+Px^

Buni (14.53) va (14.54) tenglamalarga qo ‘yib quyidagi dispersion muno- 
sabatni olamiz:

Q  =  ± i - V P 2 -  4aA 2. (14.55)

dv 1 d2w

~d~z + 2 Эх2
dw 1 d2u

dz 2 dx2



I'lndi nochiziqli to ;lqin (14.48) qachon barqaror bo‘ladi degnn wivnlni 
i|(i‘yauiiz. T o iq in  barqaror bo‘lishi uchun Q  haqiqiy bo iis lii kmik 
Aksincha, Q  kompleks bo ‘lsa, to ‘lqin barqaror bo'lmaydi. IlaqiquUm 
11.1111 Q  kompleks bo isa  8u ~  e±lm<- ^ z bo ‘ladi. Bu holda to ‘lqin tarqa 
lisli yo'nalishida ( —) ishorada uning amplitudasi o ‘suvchi, (-) ishorada 
<ъa kamayuvchi bo ‘ladi. Y a ’ni to ‘lqin amplitudasi barqaror emas. (14.Г>Г>) 
(■a ko‘ra to ‘lqin barqaror bo'lmasligi uchun

P  <  4A 2 (14.56)

shart bajarilishi kerak. Bu shart cr =  +1, ya ’ni sindirish ko‘rsatkichi- 
ning nochiziqli qismi >  0 bo'lganda bajariladi. Bu holda muhit 
Inkuslovchi bo ‘ladi.

Shunday qilib, fokuslovchi muhitda (14.49) dispersiya qonuni bi
lan aniqlanuvchi (14.48) nochiziqli yassi to iq in  (14.56) shartni qano- 
atlantiruvchi katta masshtabli / ~  1/P ) tartibidagi modulyatsiyalarga 
nisbatan turg‘un boirnas ekan. Bu modulyatsion nobarqarorlik deb 
alaladi. 14.5-rasmda ikki hoi uchun nochiziqli yassi to iq inn ing kichik 
giayonlarga nisbatan modilyatsiya nobarqarorligi keltirilgan.

14.5-rasm:

Fokuslo\'chi muhitda bunday nobar- 
qarorlikning boclishi yorqin solitonlar - 
lokalizatsiyalangan statsionar yechimlar- 
ning mavjud boiishidan darak beradi. 
14.6-rasmda modulyatsion nobarqarorlik- 
ning kuchayish koeffitsienti

P
g =  l m ( Q )  =  -n / 4 A 2 -  P 2

14.6-rtusrn:

rving modulyatsiya impulsi P  ga bogianishi
keltirilgan. Modulyatsion noturg;unlik P  rung ham musbat, ham
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inanfiy qiymatlarida bor. Kuchayishning inaksiinal qiyinatga g =  A J 
ga P  =  \/2A da erishiladi.

14.4.2 Fazoviy yorqin optik solitonlar (a =  1 )

Tenglama (14.47) ning nochiziqli yassi to'lqin yechimi bilan bir 
qatorda lokalizatsiyalashgan yechimi ham mavjud ekanligini yuqorida 
ta ’kidlab o ‘tdik. 0 ‘z -o ‘zini ushlab turuvchi to'lqin o ‘tkazgich ko‘rinish- 
dagi to ;lqin bunday yechimlardan biri hisoblanadi. Bunday yechirn 
fazoviy yorqin soliton deb ataladi. G.Askar‘yants 1962 yilda fizik mu- 
lohazalarga asoslanib yorqin solitonni bashorat qilgan.

Yorug;lik dastasining o ‘qidan uzoqlashgan sari maydon amplitu- 
dasi kamaya borganda, muhitning sindirish ko‘rsatgichi (n =  no +  
П‘2 1 E\2, ri2 <  0) ham kainaysa, muhit o ‘zini bamisoli yig'uvchi linza 
kabi tutadi. Bupda yorug'lik dastasi fokuslanadi. Ikkinchi tomondan 
diffraksiya hisobiga dasta yoyiladi. Agar har ikkala effekt bir-biri bilan 
to 'liq  muvozanatda bo'lsa, ya ’ni yoyilish fokuslanish hisobiga dastaning 
torayishini kompensatsiyalasa, fazoviy yorqin soliton yuzaga keladi. 

Yorqin soliton ko‘rinishidagi yechimni quyidagicha qidiramiz:

u (x , z )  =  p (x ) e imz+inx. (14.57)

Bu yerda n dastaning tarqalish vo'nalishi hamda z o ‘qi orasidagi bur- 
chakka bog:liq bo‘lgan parametr. Burchak nolga teng desak, n =  0 
bo ‘ladi. Shu holni ko‘rish bilan chegaralanamiz. U holda (14.57) ni 
(14.47) tenglamaga qo‘yib. n — 0 deb quyidagi oddiy differensial tengla- 
mani olamiz:

~  =  2P { m ~ p 2). (14.58)

Bu tenglainani 2dp/dx ga ko‘paytirib, bir marta integrallayaniz va nati- 
jadan quyidagini olamiz:

— ■ — ±  y^2mp2 -  p4 +  C.  (14.59)

Bu yerda С  integrallash doimiysi. Tenglama (14.58) ni inassasi birga 
teng bo lgan  “zarracha’ ning angarmonik potensialdagi harakat tengla-

d2 p d\V (p)
masi deb qarash mumkin, ya ’ni j = ----------- . Bu yerda potensial

dx1 op
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t'iKTgiya

Щ р )  =  p2 (14 (.(I)

I 1.7-rasmda (14.59) tenglamaning faza portreti keltirilgan. (14.58) 
im glam a (14.60) bilan aniqlangan potensial encrgiyaning ckstrcmum 
nuqtalariga to ‘g i i  keluvchi uchta inaxsus nuqtaga ega. Bulardan bit.ta.si 
/> =  0 cgar va ikkitasi р2,з =  ±\/m markaz tipidagi maxsus nuqtalardir.1

(14.58) tenglamaning birinchi in-
l.egrali С  ning turli qiymatlariga turli
I raektoriyalar to ‘g ‘ri keladi: “1” chiziq 
(C > 0 ) “zarracha” turg‘un boim agan 
muvozanat, “3” (C c O ) esa turg'un 
niuvozanat nuqtalar atrofida davriy 
liarakatda boiishini ko‘rsatadi. T o iq in  
amplitudasi (p)  tiliga o ‘ tsak, bu traek- 
toriyalar amplitudasi fazoda tebranuv- 
chi to iq in n i aniqlaydi. “2” traektoriya 
(C = 0 ) ikki xil tipdagi davriy harakatni bir-biridan ajratuvchi chiziq 
bo iib , “zarracha” ning separatrisadagi harakatiga mos keladi. (14.58) 
tenglamaning bunga to ‘g i i  kehivchi yechimi yorqin solitonni beradi. Bu 
ko‘rinishdagi yechim |x| —* oo da nolga intiladi. Yorqin soliton uchun 
analitik yechimni olish mumkin.

Bundan keyin bizni |ж| —* oo da o ‘zi va hosilalari nolga intiluvchi 
yechim qiziqtiradi. ya ’ni (14.59) tcnglamada С  =  0 deb olish kerak. 
Endi to iq in  paketning markazida /?(0) =  a, dp (0 ) /dx  =  0 boiishidan 
va (14.59) tenglamadan yuqorida kiritilgan oz ’garmas kattalik m ni 
aniqlaymiz:

a solitonning amplitudasi ekanligi kevinroq m aium  bo iad i. Yu(|orid i- 
gilarni hisobga olib (14.59) tenglamani integrallayrni'/. va yorqin soliton

l M arkaz tipidagi maxsus nuqta sistemaning tu rg ‘un rnuvozmml igu, cgar tip idagi 
maxsus nuqta turg'un b o ‘ lmagan muvozanat holatiga to ‘g ‘ ri keladi.

14.7-rasm:
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uchun quyidagi ifodani hosil qilamiz:

u (x , z )  — a sech (ax )exp  , a =  \fbn. (14.62)

Bu ifoda intensiv yorug'lik dastasining muhitda tarqalishi natijasida 
hosil bo‘ladigan o ‘z -  o ‘zini ushlab turuvchi lokalizatsiyalangan to ‘lqinni 
ifodalaydi. Bunda yorug'lik dastasining markazida sindirish ko;rsatkichi 
chekkalardagiga nisbatan katta. Agar boshlang'ich holda yorug;lik das
tasi (14.62) bilan ifodalansa. u difFraksiya hisobiga yoyilmaydi va shakli 
tarqalish davomida o ‘zgarmaydi (14.8-rasm).

Bu yerda £o yorug'lik dastasining boshlang‘ich kengligi, 7o maydon 
intensivligining inarkazdagi qiyinati, 70 =  2/y/koLd\a\. Bu kattalik 
real maydon bilan quyidagi ifoda orqali bog'langan:

Ikkinchi tomondan I q ~  l/£0 bo'lganligi sababli boshlang‘ich yorug'lik 
dastasining intensivligi qanchalik katta bo :lsa, shunchalik tor yorug‘lik 
dastasi ko'rinishdagi fazoviy yorqin soliton hosil bo;ladi. Biz umuman 
olganda kutilgan natijani oldik. Haqiqatan ham, dasta qanchalik tor 
bo'lsa, diffraksion effektlar shunchalik kuchli bo ‘ladi. Buni kompensat- 
siya qilish uchun intensivlik ham shunga mos ravishda katta bo:lishi 
kerak.

nf v tW 1м(лг,г)1

14.8-rasm: Yorqin soliton 

Olingan natijani o'lchamli o ‘zgaruvchilarda yozish mumkin:
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14.5 14-bobga oid masalalar va savollar
1. Nochiziqli effektlarni qanday hollarda o‘rganish kerak?
2. Intensivligi yuqori boigan maydonlarda qutblanish vektori qanday Inn I 

lardan iborat va har biri qanday fizik jarayonni ifodalaydi?
3. Ikkinchi garmonika deganda nimani tushunasiz?
4. Chastotalari ajj va u>2 boigan to ‘lqinlardan u>\ -f ui2 chastotali toiqin 

qachon hosil bo'ladi?
5. Ikkinchi garmonikaning generatsiyasida kritik uzunlik qanday aniqla- 

nadi?
6. Yassi toiqin o‘tkazgichlar uchun asosiy va ikkinchi garmonika uchun 

tenglamalarni yozing.
7. Bu tenglamalarning yechimlarini tushuntiring.
8. Toiqin dastasining o‘z-o‘zidan fokuslanishi qanday hodisa?
9. Muhitning dispersiyasi qanday fizik jarayonni yuzaga keltiradi?

10. Muhitning nochiziqli xossalari qanday fizik jarayonni yuzaga keltiradi?
11. Modulyatsion barqarorlikni qanday tushunasiz?
12. Modulyatsion nobarqarorlik qanday fizik jarayonlarga sababchi boiadi?
13. Barqarorlik shartlari qanday topiladi?
14. Yorqin solitonlar qachon paydo boiadi?
15. Fazoviy yorqin soliton nimani bildiradi?
16. Muhit qanday xossaga ega boiganda qorong‘i solitonlar paydo boiadi?
17. Qora va kulrang solitonlar bir-biridan nima bilan farq qiladi?
18. Toiqin kollapsi qanday xossaga ega boigan muhitlarda yuzaga keladi?
19. Ikki oichamli nochiziqli Shredinger tenglamasi uchun birinchi uchta 

harakat integralini yozing va ularga fizik ma’no bering.
20. Toiqin kollapsini to'xtatish mumkinmi?
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Masalalarning javoblari va yechimlari
l . l a .  A l  =  с ■ 4 сек; 1 .1 b. v =  0, 8c. 1 .2 . dCl =  cdtdV =  inv.
1.3. Tenzorlarni almashtirish qoidasi va (1.49) formuladan foy- 

dalanish kerak. Misol uchun tenzorning S'00 komponentasini almashti- 
rishni ko‘rib chiqamiz. Tenzorni ikki vektorning oddiy ko‘paytmasi 
ko'rinishida tasavvur qilamiz, ya ’ni S lk =  A '  B k.

,0d0 A ' q +  (3A'1 B ' °  +  p B ' °
A  В  =

A '°B '°  +  /32 (A '°B '{ +  A ,] B '° ) +  /32Л М B '1 

1 ~ /32 '

Bu yerda S 00 =  A ° B ° , S '00 =  A ' 0B ' 0, S '01 =  A ' ° B n . S '10 =  A n B '° ,  
5 /n =  A a B n va S '01 =  5 /10 larni hisobga olib 5 00 uchun almashtirish

formulasini topamiz: S 00 =  - — — ^  S . Qolgan komponen-
talar ham shu v o i  bilan topiladi.

1.7. X - X0 =  +  =  t' - t ' 0 +  v ( x '  - x ' „ ) / c 2
y r - < 3 2

У ~  Уо =  У -  Уо, z -  z 0  =  z '  -  z'0.

1 .8 . x = C— ( \ ~  1 ^ t , x'  =  ^ ( l -  1 \  t! .
v  V \/i - W  J v  v

Bu ifodalargan t =  t' nuqta har bir sistcmada tekis harakatlanishi kelib
chiqadi. Agar shu nuqta bilan bog'langan sanoq sistema kirinsak, К
va K '  sistemalarning har biri bunga nisbatan qarama -  qarshi tomonga

c2 (  1 \
Vo =  —  I 1 — - ^ = = = =  J tezlik bilan liarakatlanadi. Bu yerda Vo tezlik

V  larning relyativistik yig'disining “yarmini ” beradi.

1-9. f =  7 jV +  ^ ) ,  r = 1 (rJ+ V O  +  h - l ) M ,

7 =  ( l  - V 2/c2y ir\

1.10. ,  =  7 a  =  7 ( л '  +  - % ' ) + ( 7 - 1 ) М Ш .

1 .1 2 . T  ' =  7 V 1 -  V 2/c2
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1.13a. Mumkin emas. Birdaniga 12soat00min  ni bir мм
temadagi ikki soat va boshqa sistemadagi bir soat ko‘rsat,isln nnmikm

У

К'

в'

%L.

G l L

a) b)

14.9-rasm: 13-masalaga doir chizma

1.13b. Fazoviy mos tushayotgan soatlarning ko‘rsatishi sanoq sis- 
temani tanlashga bog ‘liq emas:

t'A =  12 : 00 +  l0/ V  =  13 : 00, tA =  12 : 00 +  =  12 : 36.
V'y

Bir vaqtda tushunchasining nisbiyligi tufayli qolgan B '  va В  soatlarning 
ko'rsatishi sanoq sist-emani tanlashga bog‘liq.
“Platform a”dagi kuzatuvchiga nisbatan (14.9a-rasm): 

t'B =  12 : 21,6, tB =  12 : 36, tB =  tA .
"Poezd’dagi kuzatuvchiga nisbatan (14.9b-rasm): 

t'B =  13 : 00, tB =  13 : 14, 4, t'B =  t'A .
1.13c. ‘P la tform a ’ dagi kuzatuvchiga nisbatan:

IA =  tB =  13 : 00, t'B =  12 : 36, t'A =  13 : 14, 4. 
uPoezd”dagi kuzatuvchiga nisbatan:

tA =  12 : 21, 6, t'A =  t'B =  12 : 36, tB =  13 : 00.

Hamma hollarda ikkita soatning ko‘rsatishi bilan solishtirilayotgan 
soatning ko'rsatishi doimo orqada qoladi.

1.14. Parallel tezliklarni qo'shish formulasiga asosan chi/.g'ichbir- 
ning nisbiy tezligi

v =  ( y  +  V ) / [  1 +  /32) ,

bu yerda V  =  l o /A t  ekanligini hisobga olib, nisbiy tezlik uchun (juyidagi
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ifodani hosil qilamiz:

\ /

Birinchi chizg'ichdagi kuzatuvchi uchun (14.10a-rasm), avval chap 

1 V  1 ~:zz ]

2 .4ШЕШШЖШЕГ „ xr  ^ т ш о д м ш ш в я ш  О

a) b)

14.10-rasm:

so;ngra o ‘ng uchlari ustma-ust tushadi, ikkinchi chizg'ichdagi kuza
tuvchi uchun (14.10b-rasm) teskari boiadi. Agar chizgichlar boshqa 
kuzatuvchiga nisbatan bir xil tczliklar bilan bir-biriga qarab harakatla- 
nayotgan bo ‘lsa, uchlari bir vaqtda ustma-ust tushadi.

1 -  в 2
1.15. / =  l0----- 1.16. a) V  =  2 ■ 0, 9c =  1, 8c. b) V  =  0. 994c.

1 +  p z

1.19. w'uii =  —7 ^й2 +  -̂ 2 ( vv ) 2̂ j <  0, 7 =  (1 -  v 2/ с 2) 1/2.

1.20. К  sistemada fazoviy burchak dQ =  sin Odd dtp. K '  sistemada
сШ ' =  sin в 'dB 'dtp' ga teng. Burchaklarni almashtirish qonunlariga

, cos 0 +  /3
asosan cos# =  -------— —  va ib =%>. Bularni differensiallab quvidaei

1 +  /3 cos 9 1 ' b
topiladi:

d n 1 =  sin e ' d e ' d i ’ ’ =  — J - t ^ 2. . - d n .
(1 +  /?c:os0)2

2.1. p =  -  \JT{T  +  2 me2) 2.2. v  =
cp

V P 2 +  m 2c2

2.3. „  =  C,/1 - ( | )  , v « c ^ f a , „  =  c ( l - I ( |

1 2 3 г»4 p2 1 p4
2.4. 1 = -rnv + ~m— +  ..., T = - -----0 —3-2 +  ■ •

2 b e /  2 r n  8 т л с А
2.5. a) 0. 0342 • c, b) 0: 9999985 ■ c, c) 0, 81 • c, d) 0, 9956 • c.
2.6. Burchaklarni almashtirish formulasi (1.39) ni ultra relyativis- 

tik hoi uchun yozamiz. Uning surat va maxrajini p '  ga ko‘paytirib,
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sin в ' p '  sm

cos в ' +  -г p' cos в ' +

(iiyidagini hosil qilamiz:

f Л Й11А U с (C l  i '\/ /) ' \
1ё °  =  — . v  =  ~ ----------. v s '  ’ £  =  'ii(£ + p  V r x n o  ),

bu yerda p ' V / v  ’ — £ ' V / c 2 tenglikdan foydalanildi. Masalada kcll.i 
lilgan taqribiy formulaaan foydalanish mumkinlik shartini hosil qilsli 
uchun burchaklarni almashtirish formulasida O'  burchak trigonomcl-iik 
funksiyalarini 9'/ 2 argumentga o'tkazamiz. Hosil bo'lgan ifodadau qu
yidagi shartni olamiz:

O'
cos —  » — I

V  '  I

Bu yerda v '  =  p 'c 2/ £ '  - zarrachaning K '  sistemadagi tezligi. Ultra 
relyativistik holda £ «  pc «  2 j £ ' cos2(0 ' / “2,). ko‘rinishni oladi.

2.7. Natija bir-biridan farq qilmaydi.
2.9. Inertsiya markazi sanoq sistcmada hosilaviy zarrachalarning 

energiyasi (2.66) bilan aniqlanadi. Energiya va impuls 4-vektorni tashkil 
qilganligi sababli, ular uchun Lorentz almashtirishlari o ‘rinli, ya ’ni

_ £ \ -  V p i  cos 01 _  S2 -  V p -2 COS 02 V

£ ‘° - .....7 i - W ~  ’ 20~  У 1 - / 3 2 ' p ~ ~

bu yerdan

£\ -  £l0y/ l  — /32 £ 2  — ^20\/l — P 2
COS =  ------ ,....... ......= -  с , cos =  ------ , - ■ = -  с

V^ j£\  — m\c4 V  \J£2 -  m 2c4

£10, £20 birinchi va ikkinchi zarrchalarning inersiya markazi sanoq sis- 
temasidagi energiyalari. p2 va £\~. £ 1  mos ravishda ularning la- 
boratoriya sanoq sistemasidagi impulsi va energiyalari. Biz bu yerda 
energiya va impuls orasidagi bogianishdan foydalandik.

Olingan natijalarni analiz qilamiz. Burchaklar uchun olingan iCo 
dalardan zarrachalarning laboratoriya sanoq sistemasidagi energiyalar- 
ini topmoqchi boisak. ularga nisbatan kvadrat tenglaina hosil bo iad i 
(birinchi zarracha uchun yozish bilan kifoyalanamiz va kaltaliklam ing 
indekslarida “1” ni tushirib qoldiramiz):

£ 2 ( l  -  02 cos2 0)  -  2££0\ J l - P 2 +  £q ( l  -  P 2)  +  W t ?  cos2 0 =  0.
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Ushbu kvadrat tenglamaning ildizlarini topishdan oldin parchalanish 
diagrammasini ko'rib chiqamiz. Laboratoriya va inersiya markazi sanoq 
sislemalarida iinpuls komponentalari orasidagi bogianish Lorentz al- 
mashtirishlari bilan aniqlanadi:

Po cos 0 +  £0V/c2 .
Px = -------- 7= ... .......  , Py — Po sm 0.

V 1 -  P

Bu ifodalarda 0 burchakni yo'qotib quyidagini hosil qilamiz:

Py +  [ p - f l  -  /32 -  0 /c\  =  po- 

Bu tenglama px, py o'zgaruvchilarga nisbatan yarim o ‘qlari po va

14.11-rasm: Zarrachaning parchalanish diagramraasi.

Р о/ у  1 ~  ft2 b o ‘lgan va markazi (14.11-rasmdagi О  nuqta) p  =  0 nuq- 

tadan £qV/c2^/1 — (32 ga siljigan ellips tenglamasidir.

Agar V  <  pqc2£q/ pq =  vq bo'lsa, A  nuqta eilipsning ichida joy- 
lashadi (14.11a-rasm). Yuqoridagi kvadrat tenglama bitta yechimga 
ega bo'ladi. V  >  vo shart bajarilganda va в <  0rnax da (14.116-rasm) 
tenglama ikkita yechimga ega bo ‘ladi. Agar в >  в7пах bo'lsa, tenglama 
yechimga ega bo'lmaydi.

Energiya uchun yozilgan kvadrat tenglama diskriminantining nolga 
teng bo‘lish shartidan maksimal burchakni aniqlayiniz:

sm Omax =  p o y j l  -  /32/ rn V .

2.11. m 2 =  m 2 +  m2 +  2 

m n =  139, 58 M e V .

\J(p{ +  c2m \ ) {p l  +  c2m\ ) P 1P2cos (
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2 .12 . 777,2 =  m 2  +  m l  —  2 '

\/op2 +  c2rn2)(p'2 +  c2rn2)

£ 2 p 2  2 2 277717772

СT  2  — 1 _Г 2  т  /=-------- о-/ 9 !
4 С^ -у /1 -  V 2 / с 2

v - - = Ш1'и
£  777] +  7772 у/1 ~  V 2 / С2

о гг {т 0 - m i ) 2 - m l  2 (m 0 -  m 2) 2 -  m? 

2 ' 14' T l = --------- 2mo---------  C ’ 14 = --------- 2mo---------

c\/£2 — m 2c4 2mc2To cos2 $i
2.15. v =  -----------— r - .  2.16. T i =

£ +  Л/с2 2777с2 +  To sin2 0i

3.1. Zaryadlangan zarracha harakat tenglamasi (3.21) da impulsni 
p =  v£ /c2 bilan almashtiramiz. Bunda paydo bo‘lgan d£/dt  ni (3.22) 
ga asosan e E v  bilan almashtiramiz. Xatijada aniqlanishi lozim bo ‘lgan 
ifodani olamiz:

V =  - J ( l  - v 2/ c 2) ( e +  - [ v H\ -  \ v { v E ) )  . 
m  v V с с/ /

3.4. Bu shartni qanoatlantiruvchi sanoq sistemalar cheksiz ko‘p. 
Agar ulardan birortasini topsak, unga nisbatan E  va H  ning umumiy 
yo'nalishi bo ‘yicha o'zgarmas tezlik bilan harakatlanadigan ixtiyoriy 
sistemalarda ham maydon huddi shunday xossaga ega bo ‘ladi. Shu- 
ning uchun har ikkala maydonga perpendikular yo ‘nalishda harakat
lanadigan sanoq sistemaning tezligini topish yetarlidir. Tezlik x o ‘qi 
bo'ylab yo'nalgan deb olamiz. Bu holda E x ' =  H x 1 =  0 va masala 
sharti [EH\ =  0 ga binoan E y ' H z ' — E z ' H y ' =  0 ekanligini kelib chi- 
qadi. Bularni e ’tiborga olib. maydon uchun almashtirish formulalari 
(3.38) dan qidirilayotgan tezlik uchun kvadrat tenglama hosil qilainiz. 
Bu tenglamaning ikkita yechimidan V  <  с shartni qanoatlantiruvi liisini 
tanlab olamiz. Ikkinchisi ma’noga ega bo lmaydi. Olingan natijani t<v,- 
likning yo ‘nalishi ixtiyoriy bo igan  hoi uchun umumlashtirib, quyidagi 
ifodani olamiz:

V  E 2 +  H 2 -  y / { E 2 -  H 2) 2 +  4 j E H F  ■
-  = -------------------- ------------------------------i m -

Maydon bunday xossaga ega bo ‘lgan sanoq sistemalar cheksiz ko‘p 
bo'lib, ularda maydon kuchlanganliklarining moduli quyidagiga teng

307



bo'ladi:

E '2 =

H '2 =

E2 -  H  +  J {E 2 -  H2)2 +  4{EH)2

H2 -  E2 + y/(E2 -  H2)2 + A(EH)2

3.5a. Masala shartiga ko‘ra E '  =  0 yoki H '  =  0 bo igan lig i uchun 
К  sanoq sistemada ham maydon invarianti I 2 =  ( E H )  =  0 bo iad i. 
Bunda ikki hoi paydo bo iad i (4-masala natijasidan foydalaniladi):

1) Я 2 -  E2 > 0: E '  =  0,

2) H2 — E2 <  0: H' =  0,

v - I g U  H' = ^ V H 2- E 2-

E '  =  ^ V E 2 - H 2.

3.5b. (£ Д )  invariant boiganligi uchun [E'H' ) — 0 shart barcha 
inersial sanoq sistemalarda, jumladan boshlangich sanoq sistemada 
ham bajariladi.

3.5c-d. ( E 1 =  H')  bo iish i uchun (E = H) boiish i kerak.

3.9. z o ‘qini magnit maydon bo ‘ylab yo ‘naltiramiz. Magnit may
don ko‘ndalang boigan lig i uchun harakat г =  const tekisligida sodir 
boiad i. Harakat tenglamasini yozamiz:

d (  m x  \ e TT d (  my

J t { 7 T ^ i )  =  - ’l x + c H y - I t  ( Т Г ^ 5
=  —r )y ---- H i .

с

Bu tenglamalar sistemasini bir marta integrallaymiz. Hosil bo igan  
tenglamalardan \/l — в 2 ni yo ‘qotib quyidagini hosil qilamiz:

g
- H ( x x  +  yy) =  T)(xy -  yx).

Bu yerda (7-, ip) ga koordinatalar o'tainiz: - H r  =  7]ry). Bu tenglamani
с

integrallab, masalada so‘ralayotgan harakat traektoriyasini topamiz:

r =  T'o exp ( ф сц /еН ) .

Magnit maydonda zaryadga qarshlik ta ’sir qilganda, traektoriyasi mar- 
kazdan uzoqlashuvchi spiral chiziq bilan aniqlanishini topdik.
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3.11. Maydon x o ‘qi bo ‘ylab yo ‘nalgan deb olamiz. Masalanmt', 
shartiga ko‘ra hakat, tekislikda sodir bo'ladi. Bu tekislik xy  tckislif.i 
bo'lsin. Kovariant ko‘rinishda yozilgan harakat tenglamalarini

dpT __ eE  dpy _  dp^ _  d£ _  eE  

dr me2 ’ dr  ’ dr ' d r  m ^ x

integrallab, impuls va energiyani xususiy vaqtning funksiyasi sifatida 
olamiz:

£
px -  —- sh кЕт +  pox ch кЕт, py =  p0y, pz =  0,

£ =  So ch кЕт +  cpox sh кЕт, к — e /m c .

Bu yerda impuls mos koordinatadan xususiy vaqt bo'yicha olingan 
hosila ekanligini hisobga olib, to ‘rtinchi tenglamani yana bir marta 
integrallaymiz:

x ° ( t )  =  ct =  sh кЕт +  (ch кЕт — 1 ). 
e E  eE

Qolgan tenglamalar shunga ocxshash aniqlanadi. Bu tenglamani r  nis
batan yechib. quyidagini hosil qilamiz:

me Pox +  eE t  +  J  (pox +  e,Et)2 +  m 2c2 +  p0y
r(t) =  ln -----------------------------Г Т 7------------------------e E  p0x +  S /с

Endi bu yerda topilgan r ( t )  ni x ( t )  va y ( t )  ga qo'yamiz.

c pox +  eEt  +  J  (pox +  e E t ) 2 +  m 2c2 +  p0l/
x ( t )  =  —— ln -------------------------------— -----------------------  .

e E  pox +  £ /с

y{t )  =  ^ f r ( t), z ( t )  =  0. £ {t )  =  yjs% -  c2pf)x +  (cpox +  cE c t )2 .

Bu natijalarni kichik t. <C mc/\e\E va katta t 3> rnc/\e\E vaqthu 
uchun analiz qiling. x =  x ( t ) ,  у =  y ( t )  funksiyalarning grafiklaiini 
kompyuterda chizing.

3.12. I =  (S  — mc2) / e E .
3.13. px ~  Pox cos kH t , py =  —pox sin кНт, к  — e /m e ,
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Pz — - ch кЕт-\— — sh кЕт. £ =  £ц ch kEt+pq~cs\i kEt.  
H cH

3.14. .r =  xq cosuit, у =  уосЬиЛ, г =  vqt +  zq; u; =  2ck/m.

3.15.
m,r mrip2

dt. y/i -  /3'2 v / 1 ^ 5 2 

с/ m r2xp

-t- e

dt s / T - J P
d mz
dt У Г ^ 2

=  e

=  e

1
Elb +  -  ( Я г 2 -  t f 2r )

с

+  -  (H^r -  Hrr4>)

3.16. H  =  0 bo'lganda elektonlarning traektoriyasi to ‘g ‘ri chi- 
ziqdan iborat bo'ladi. Magnit maydon ta ’sirida traektoriya silindrlar 
o ‘qi tik bo ‘lgan tekislikda buriladi. Magnit maydon orta borishi bilan 
burilishi kattalashib boradi. Silindrik koordinatalar (r, ip. z ) ga o ‘tamiz. 
Elekt-ronlar traektoriyasining egrilik radiusi r — R 2 bo‘ lib qolganda 
tezligi anod sirtiga parallel bo‘ladi va ular anodga tushmaydi. Bu holda 
tezlikriing radial tashkil etuvchisi г|г=/г2 =  0 va ( гф)\т=ц2 =  vmax. 15- 
masaladagi ikkinchi tenglamadan foydalanamiz. Bu tenglama biz ko‘ri- 
layotgan hoi uchun quyidagi kvrinishda yoziladi:

d mr2ip e „ ,  .
— / — — H ( r ) r r .

dt y/\ -  З2 с K ’

Bu tenglamani zarrachaning traektoriyasi bo ‘ylab r =  R\ dan r  =  R 2 
gacha integrallaymiz:

R'lVmc
m r2ip

Г— Й2

r = R i

e e гг—Н.2
—— Ф =  - —  / 2rr H ( r ) r d r .  
2ттс 2тгс Jr=Ri

Bu yerda impulsning maksimal qiinatini (pmax) kondensator qoplama- 
lari orasidagi potensiallar farqi orqali ifodalaymiz va yuqoridagi ifo- 
dalardan foydalanib kritik oqim uchun quyidagini hosil qilamiz:

2tt c.R2 „
—  I .  Vmax — 2,7TcFl2\

Il m V  / \e\V \ 

[el V 2 me2) '

Bu yerda maksimal kinetik energiya Tmax =  eV.
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Potensiallar farqi kichik boiganda \e\V «С me2 (yoki v с sliart 
bir xil natija beradi) natija soddalashadi:

27rci?2 „  n 1'2‘rriV
Фс — j j Ртах “  27ГСГ?2'\/ j j • 

je| V |e|

3.17. Zarrachaning drcyfi effektiv elektr maydon E ef j  — F / e  ta ’si- 
rida yuzaga kelib, Vd =  c [ F H \ / e H 2 tezlik bilan sodir bo ‘ladi.

3.18. T  =  2exfar.  Masalani turli yo ‘l bilan yechish mumkin:
a ) chiziqli zaryacl va tok tomonidan zaryadga ta ’sir etuvchi kuchni 

to ‘g :ridan t,o!g ;ri hisoblash mumkin. Bunda Lotentz qisqarishini hi- 

sobga olish kerak;
b) kuch avval magnit maydon nolga teng bo igan  sonoq sistemada 

aniqlanadi. So‘ng 4-kuch uchun Lorentz almashtirshlardan foydalani- 

ladi.
4.1. Tenglama (4.40) ning har ikkala tomoniga div operatori bilan 

ta ’sir qilamiz va uzluksizlik tenglainasidan foydalanib quyidagini hosil 
qilamiz:

—  (d iv E  — 4irp) =  0.

Bundan ayirma div E  — 4жр vaqtga b o g iiq  emasligi ko rinib turibdi. 
Agar t =  io da u nolga teng boisa. keyingi vaqtlarda ham div E  =  4irp 
tenglik o ‘rinli bo iad i. Shunga o ‘xshash (4.1) dan

—  (d iv H )  =  0

kelib chiqadi. Bundan div H  vaqtga b o g iiq  emasligi ko‘rinib turibdi.
Agar t — to da u nolga teng boisa, keyingi vaqtlarda ham div H  — 0
tenglik o‘rinli boiadi.

1 • 1 ■ 47Г
4.4. i [kEk] =  - - H k , i [k H k] =  - E k +  — j k ,

i ( k H k) =  0 • l ik H k) =  i n Pk-
iui iu> 47Г

4.5. rot E^j =  — Н ш , rot = ----- E.M +  —  ,
с с с

div — 0 , div Н'ш =  4 тгр .̂

4.6. -  -^Ие[ЕшЩ ].

4.7. s — — [jE.fi] +  rot G.  bu yerda G  -  [EIJ\ ga b og iiq  bo igan
47Г

ixtiyoriy vektor.
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iui iO2 4.П U!2
div A u ------^  =  0. +  — A ^  = ----- - j u . =  - 4 п р ш .

с с-  с с~

Yassi to'lqinlarga yoyihnasi uchun:

+  гс(йЛк) =  0. Au  +  к?с?Аъ — 4ircju , pu +  к2с2<рь — 4жс2рк . 

Yassi monoxromatik to ‘lqinlarga yoyihnasi uchun:

^  / v> \
~V^ko; — — 0, I /с — —2" I 4̂-ku; ~  4:71 Сj ,

( , 2  U 2\  2
I К -  - J  I =  47ГС ркш ■

4тг о г  47Г«
5.1. 2? =  - R p - x .  r > R ; E = - ^ r ,  г <  R.

3 г 3
R 2

5.2. E  =  2ттр—тгГ г  >  R\ E  =  2тгрг, г  <  R
7

5.3. (/> =  —2^1nr, E  =  —̂ r.-r* ̂

4.8. Garmonik tashkil etuvchilar uchun:

e
5.4. ip(x.y,z )  =  - — in 

za

z — a +  \/ж2 +  у2 +  (z  — a )2

Z  +  O', +  i / x 2 +  у 2 +  ( ~  — O .)2

5.5. Ekvipotensial sirt tp(x,y,z )  =  const shart bilan aniqlanadi. 
Bunga asosan ko'rilayotgan masalada

2 — a +  \/.t2 +  7y2 +  (z  — a )2
------------- -  ■-■■■■- ■ ■■......... =  const.
z +  a +  v 1 +  ;y +  (z -  a)^

shart o'rinli bo ‘lishi kerak. Quyidagi belgilashlar kiritaniiz:

/------------------- 1̂ +  П
z i 2 =  2 ± a ,  Г12 =  \ X2 +  y2 +  z12- с =  —------- , Zi -  Z2 =  2a.

v Z 2 +  r 2

Bu belgilashlarda ekvipotensial sirtning ko'rinishi

С Ч  1
Г1 +  r2 =  2a—----- =  const

О 1

tenglama bilan aniqlanishini topamiz. Bu fokuslari z =  ± a  nuqta- 
lardagi aylanma ellipsoidning tenglamasidir.
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2тх а
5.6. v? =  —27г<тх, Е  = ----- х.

х
5.7. Е=4ттрх  (|х| <  d): E —Airpd-  ̂ (|х| >  d).

5.8. Lp =  —2 x ln r ,  E =  - ~ r  (r  >  R ) ;  E  =  0 (r  <  R).

5.9. Maydon kuchlanganligi sfera radusi bo ‘ylab yo ‘nalgan. 

=  E ‘ =  °  r 5 f l i ;
e { r - I h )

R'2 — R  i
l - l „ f

R 2 r ^  =  7 F ----- J T 2  R i < r < R i{ R 2 -  R \ ) r z

^3 =  E i  =  -  r >  R 2.
Г т 2

Bu yerda e =  4тга(/?2 — R\) -

5.10. tp =  -  E = - ^ r ( r > R ) :  E =  0 ( r  <  R)\ e =  AnaR2.
V T

5.11. e =  47га:;

^  = и 1п| ’ £l = 0 г - л, ;
) ,  £ 2 =  ' (Г Rl  <  Г <  R 2;

R 2 - R i \  R 2 r j  ( R 2 - R \ ) r z

£3 =  ~2 r ^  ^2-
Г Г

Maydon kuchlanganligi sharlar radusi bo ‘ylab yo ‘nalgan.

5.12. E r =  ( 1 +  2 -  +  2 ^  j exp ^ , E r - maydon kuch-
7 '2  I a a2 I \ a

langanligning radial tashkil etuvchisi. Qolgan tashkil etuvchilar nolga 

teng.

5.13. <p =  27ГСГ R 2 +  z2 — z ' j , E  =  277a ^1 — —̂ = p = = ^  

(14.12a-rasin).

5-14' v =  2*x7WT?' E=WT§WiZ <14 l21- '™ >
5.15. E  =  4npa/3 (14.12c-rasm).

4vrp0 ^
5.16. ip (x.y ,z )  =  —=---- -------- r cos a x  cos/?y cos 7 c.

a 2 +  p 2 +  7 ^

5.17. Д тх =  ^ (2 a 2 -  62 -  c2), D yy =  ~ {2b2 -  a 2 -  c2),
o <)
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14.12-rasm:

5.18. a) <p ~  ea
, 3 z

4УГ h a J, e =  — abc.

, 3ea2 sin2 0 cos ф sin ф
b)  Ги Г'1

5.19a. Zaryadlarning taqsimotini Puasson tenglamasidan foydala- 
nib topamiz. Masala shartidan potensial silindrik simmetriyaga ega 
ekanligi ko'rinib turibdi. Laplasian silindrik koordinalarga (A . 126) ifoda 
bilan aniqlanadi. Potensial faqat r ga bog‘liq bo'lganligi uchun:

i d _  

r dr
dtp
dr

0

2irR2

r >  R\ 

r <  R.

Demak, masala shartida berilgan mavdonni. hajm iy zichlik (p =  const) 
bilan bir tekis zaryadlangan R  radiusli cheksiz uzun silindr hosil qiladi.

0 r >  R:
5.19b. p =

— r <  R,  bu yerda V
V

4ttR 3

Maydonni bir tekis zaryadlangan R  radiusli shar hosil qiladi.

5.20. U F. =  — ■ 5.21.
2 R

3 e2 ed 3e ( rd ) r

=  5 Л ’ F  =

5.22

5.24. UE = ~ —2{rd). 5.25. U E =

ei e2
FV e  — J ~ p ( r ) d V  = — — . 5.23. Ur = 

\ ( r i ) .  5.25. U E = (d ld l )
r

e ie 2

r-3 r 5
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F  =
■i(rd] ) d2 3 (rd2)d\ ' i (d[  d2) r  \b(rd\ ) ( r d > ) r

ft) UE =  -

I.) V e = ‘± 4

0 u E =

г
2d,ld2

U F =  -
d\d2

+ i’5 +

2 dyd2 л  — 6 did2v  . . . .
F — ------r—— chpollar bir birini tortadi.

F  =

F  =

3d\d2r

6d\d>r

dipollar bir birini itaradi

dipollar bir birini itaradi.

_  —id\d2r  . „
F  = ------■=----  dipollar bir birini tortadi.

5.26. =  47Гe./k , E ^  — —ik f ^  =  —iiirek/k .

6.1. Agar ( j ok )  — 0 bo ‘lsa ~  =  0 bo'ladi. Aks holda zaryad 

/ichligi vaqtga bog‘liq bo'ladi.
6.3. H  =  21/cr.

6.4. H r — H z =  0,

6.5. H r =  H z =  0, Hi>, =  <

6.6. H r =  H z =  0, H v  =

6.7. H r =  H z =  0, Щ  =

2 n I R 2
6.8. H z =  0 bo ‘lsa, /T' =

2 n I R 2

cRc (R 2 +  z 2) :
ioR?e u R 2c

6.9. Sliar uchun: m = ------- . sfera uchun: m =  —-—
5c .к:

1 m ,e2 +  m 2ei
6.10. m = ------------------- - L .

2 m\ +  m 2

6.12. Л 2
21 r2 
—  In — .

C  7-1
H x =

d A z 

dy ’
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6.13. a) Tekisliklar orasida Н =  Anijc, fazoning boshqa qis- 
mida H  =  0: b) tekisliklar orasida H  — 0, fazoning qolgan qismida 
H  =  47гг/с. Ikkala holda ham magnit maydon tokka perpendikulyar 
va tekisliklarga parallel yo ‘nalgan boiadi.

412 f  CL b a2 ~f~ b2 \
6.14. Plastinkalar / =  —z— a rc tg --------- In ------=—  kuch bilan

cl a у b 2a b1 J
itarishadi.

с ic  лт 4/i/2a .b.15. J\ = ---------(sinci — a  cos a ).

7.2. u>2 =  c2k2

7.6. E y — E q cos(ф +  ipo), E z -  E q sin(ф +  ф0), ф =  u;t -  kx, ф0 - 
boshlangich faza.

7.7. E y =  Eocosfy  +  фо), E z =  - E 0 sin(V’ +  Фо).
7.8. E y =  E'y +  E'y =  2£ 0 cos(0 +  V'o), EZ =  E'Z +  E'z =  0.

7.9. E y =  £t)Cos(t/> +  0o) /2, =  £ ’nsin(0 +  W )/-
7.10. Toiqindagi maydon

A y =  — ( cE q/ ш)  sinwr, Л 2 =  ( сЕо/ш)  cosшт,

E y =  E'o cos lot, Ez =  £̂ o sin шт.

Bu yerda т — t — xjc.  Harakat quyidagi tenglamalar bilan aniqlanadi:

ecE0 ecE0 .
x =  U, у = ----- —  cos ШГ, Z =  ---jpr Sin U)T,

шгд ujzd
п e£ 0 . e£o

P i =  U, pv — -----sm ur, pz =  ------ coswr.
UJ UJ

S2 =  m 2c2 +  c2E q/ lu2 . Zaryad yz  tekisligida e.cEo/u)2S radiusli aylana 
bo'ylab harakat qiladi. Impulsi o ‘zgarmas b o iib  eEo/uj ga teng. Har 
bir vaqt inomentida impulsning yoiialishi magnit maydon yoiialish i 
bilan mos tushadi.

8.4. / =  2e2a2/4c3, a zarrachaning tezlanishi.
4 mvn

8.5. I  =  -  r - . Bu natiia v <§; с da o'rinli bo iad i. Sababini
3 m 3c5 2

tushuntiring.

8 .6 . / =  - - = —7 ( —-----—  ) , r  - zaryadlar orasidagi masofa.
3 c ¥  \m i m2/

Г \ =  у/{а- х )2 +  у2, Г‘2  =  \J (а +  х )2 +  у2.
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8.7. Yechish: M a ’lumki, dipol nurlanishining intensivligi znrymllni 
Histemasining dipol momentidan vaqt bo ‘yicha olingan ikkinchi tarlibli 
liosila bilan aniqlanadi. Shu kattalikni aniqlaymiz:

d — 'У ea rQ =  —  'У  ̂eQt)Q.

I in yerdagi y ig ‘indining har bir hadini mos zarrachaning massasiga ham 
ko‘paytiramiz, ham bo ‘lamiz. Masalaning shartiga binoan quyidagini 
olamiz:

■j с d г —̂ 6 d г—\ с d P
' rn°l VOL ~  ~7, / „ Pa =  ТГ • m  dt m  dt ^  m dt

I $n yerda pa =  m ava zarrachalarning impulsi, P  sistemaning to ‘liq im- 
pulsi. Berk sistema uchun bu kattalik harakat integrali bo ‘ladi. Shuning 
uchun dP /d t  — 0. Shunday qilib, ko'rilayotgan sistema dipol momen- 
lidan vaqt bo ‘yicha ikkinchi tartibli hosila nolga teng ekan. Demak, 
nurlanish ham bo ‘lmaydi. Xususan, sistema bir xil zaryadlangan bir 
xil zarrachalardan tashkil topgan bo ;lsa. bu sistemaning elektr dipol 
uurlanishi nolga teng bo ‘ladi.

8.9. Doiraviy orbita bo 'ylab aylanayotgan elektronning to 'liq  ener- 
)j,iyasi E  va uning vaqt birligidagi nurlanish energiyasi —dE/d t  bo ‘lsa, 
topish lozim bo lgan  vaqt r  ni Е /  ( —dE /d t )  nisbat bilan baholash mum- 
kin. Elektronning to i iq  energiyasi kinetik va yadro bilan ta ’sirlashish 
energiylarning y ig ‘ indisidan iboratligini inobatga olsak, E  =  —e2/2Я.

Vaqt birligidagi nurlanish energiyasi esa —— =  — ̂ , . Bu ikki
dt Sm ^crR4

ifodadan yordamida vodorod atomining yashash vaqtini baholaymiz: 
r ~  3R 3/4cr%. Bu yerda г о elektronning klassik radiusi, R  atomning 
boshlang‘ic,h vaqtdagi radiusi.

8.10. A £  =  7re4ej/3um 2c3c?3.

8.11. Aylanma harakatni o :zaro perpendikulyar bo ‘lgan ikkita 
ossilyatorga ekvivalent deb qarash mumkin. Zaryadning aylanishi x ( ) y  

tokisligida va aylana markazi koordinata boshida deb hisoblasak:

H  =  -------j  ([гг, г] cos(kr — u>t) +  [n, j ]  sin (kr  — cut)), E  =  \Hn],
г  с*

ы e R 2 / 1
I  =  —— y ~2 ~  2 Ŝ n2 / ’ П ~  V^r ' r ^uza^ s^ iiuqtusiga o'I kazil- 

gan radius-vektor, в azimutal burchak, i va j  mos ravishda x va у



П ,  .  2  <7 тл  2 £ 1 9 Г т-ч 2 £ 2 <?r9.1. — p 2 -  ------— ------ . D i =  ----- -------- 3,  D 2 =  ---- ;-------3.
£ 1 +  £ 2 r s 1 +  £2 r J s\ +  z-2 г л

9.2. й  = ----------- 5 ! ----------- « ,  D ( = ----------- 2^ ---------- «г
- 1oii +  +  £30:3 7’ c ia i  +  е2а'2 +  £з&з Г

9.3. Chegaravi}'- shartlarni (o ‘tkazgich sirtida p  =  const va r —> 00 
da ip — 0  qanoatlantiruvchi potensial ko‘rinishi p  — C / r  bo ‘lsin. Bu

yerda doimiy С . j )  D ndS  =  Anq shartdan aniqlanadi: С  — 2q/ (ei  + e 2) 

.9
2q 1

Bu yerdan tp = ------------. potensialni va
£ 1 + e 2 r

qei qe2 
° i  — 7;----- T?-------;-------7 ) a 2 =

o ‘qlaridagi birlik vektorlar.

2irci2(Ei +  e2) ’ 27ra2( e i + 5 2)

q(£i -  1) _ g(er2 — 1)
^ \e.rk — 0  9 / \ 5 &2erk —

2na2{£\ +  e2) ’ 2na2(ei  +  e2)

sirt zaryadlarining taqsimotini topamiz:

9.4. W  =  ~  [  £E2d,V =  i  f  eE 2dr =Sir J 2 J 2£a
9.5. Shar energiyasini quyidagicha topamiz:

W  =  —  [  e E 2d V  =  -  [  s E 2r2dr =8n J 2 ./
O (  a oc  ̂ 0

4 I  1 ( T< d r + ! % U l - u  +  f
£ab J J r2 I 2a

0

10.1. Maydonni =  а/2тг sirtiy zichlik bilan zaryadlangan ikki 
dielektrikni chegaralovchi (x  =  0) tekislik hosil qiladi.

10.2. Maydonni ujs =  e/AnR2 sirtiy zichlik bilan zaryadlangan R 
radiusli e/R potensialga ega bo ‘lgan o'tkazuvchi sferik sirt hosil qiladi.

2y 2v Y / 1 1
10.3. E  = —^ r, r < R: E  =  — r, r > R; ~ --------

e rr2 £2?'2 2ttR \ £2 £1

10.4. JB =  0, /■ <  R; R =  - 7-^ -5r. r >  R.
e ( r ) r z

47ТСГ X  e
10.5. E  =  ——  —. 10.6. E  =  0, r <  R; =  r. r >  R.

e {x )  x Syr Jr
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10.7. Е =  — - г, г < R: Е =  г, г > /?.
£ о/с3 <г(г)г'3

10-8 ' = ( ? ( i j  -  i ) ' r = л = - £2^ г " - r • = 11

10-9 ' ^ u - .+ ы д ’ c ' =  5 ( E i + 2e2>a  

101°- ^  = Ш  10Л1- ^  = Й  (>+ S,
10.12. 5-bob 25- masalaning yechimiga qarang.

e e e e
10.13. ip — — -------- 1------------ , x >  О, у >  0\ boshqa hamma

ri r2 '/‘з r4 
nuqtalarda y? =  0. Bu yerda г г mos ravishda A i (a ,a ,0 ) ,  ^ 2(0,,—a, 0),
Л з (—a, —a ,0), A i ( —a ,a ,0 ) nuqtalarga o ‘tkazilgan radius-vektorlar.

(i) _  ae (  \______1_

'2tt R%.
10.14. u s =  — —  ( ^  ), O x o'qiga perpendikulyar yarim

tekislikda; ~  O y  ° 4Ф §а perpendikulyar yarim

tekislikda. Bu yerda /?г ko‘rilayotgan nuqtadan mos zaryadgacha bo ‘l- 
gan masofa.

10.15. Bu masalani vechish ucun elektr tasvirlash metodidan foy- 
dalanamiz. Zaryad turgan muhitdagi maydonni asosiy zaryad bir qa- 
torda e! yordamchi zaryad hosil qiladi deb olamiz. Bu yordamchi zaryad 
asosiy zaryadning ikkinchi muhitdagi tasviri bo‘lib, uni O x  o ‘qining

e e!
x =  —a nuqtaga joylashtiramiz. U holda <py — - —  — ----- . Ikkin-

£\Г £\Г'
chi muhitdagi maydonni esa asosiy zarvad tugan nuqtadagi e"  ikkin-

e"
chi yordamchi zaryad hosil qiladi deb olamiz, ya ’ni ip2 =  ------. Bn

£ 2 1
yerdagi noma’lum zaryadlar chegara nuqtalarda f  \ =  tp2, D \n -  I hi  1 
bo ‘lish shartlaridan aniqlaymiz. Yuqoridagi potensiallarni slut chi-gaia 
viy shartlarga. qo;yib, quyidagi ikkita tenglamani olamiz: (r. -  <■')e2 
t£\, e +  e.' — e". Bu yerdan

/ c2 C1 it 2c&2
e =  — -------e, e = ----------•.

£\ +  £ 2 £1 +  £ 2
Bularni potesiallar ifodalariga qo !yib, masalaning yechimi topiladi.

10.16. Zaryad koordinata boshida joylashgan deb. Maksvell torig- 
lainalarini yozamiz:

div D  — eS(r), rot E  =  0.
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Bu tenglamalarni yechish uchun birinchi navbatda dielektrik singdiruv- 
chanlik tcnzori asosiy o ‘qlarga keltirilgan deb, (9.44) bog‘lanish tengla- 
masini yozamiz:

dip dip dip 
=  £ x -Ex  =  у  ~  e y E y  =  ~  —  ~ £ z ~q ^ '

Bularni Maksvell tenglamalariga qo'yib, potensial uchun quyidagi teng
lamani hosil qilamiz:

d2ip d2ip d2<p 

+  £> a ?  +  a ?  “

О ‘zgaruvchilarni almashtiramiz:

, x у , z
® =  —p = , У =  —= ,  z ~Г—  ’ о ,---4 ** /---

y j£ -x  у/ Щ ) y j £ z

Yangi o !zgaruvchilarda potensial uchun tenglaina quyidagi ko‘rinishga 
o ‘ tadi:

d2V , =  4тге .
dx '2 dy '2 dz'2 yJexeyEz

Bu dielektrik singdiruvchanligi e =  yjExEyEz bo ‘lgan izotrop muhitda 
nuqtaviy zaryadning potensialini aniqlovchi Puasson tenglamasining 
o'zidir. Shunday qilib, anizotrop muhitdagi elektrostatika masalasini 
izotrop muhitdagi masalaga keltirdik.

10.17. Koordinata boshini sferaning markazida, qutb o ‘qini esa 
sfera markazi bilan zaryad turgan nuqtani tutashtiruvchi to ‘g ‘ri chiziqda 
tanlab olamiz. Potensial uchun

Aip =  —4 n S ( r — d)

Puasson tenglamasining cheksizda nolga intiluvchi yechimini Lejandr 
polinomlari P n(cosO)  bo'yicha qator ko‘rinishida qidiramiz:

oo

^ r ’ 0) =  ^  +  E ^ T T F - ( cos0)-

Birinchi hadni ham Lejandr polinomlari bo:yicha qatorga yoyamiz:

1 00 r n

E ;
n = 0

jT T d i  =  ( r < d ) .  (* )
I I Г)—П

QOH
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E  ( ^  +  ) p » ( « » * )  =  o.

bcjandr polinomlari ortogonalligidan bu tcnglik o ‘rinli bo ‘lishi uchun 
polinomlar oldidagi koeffitsientlar nolga teng boiish i kerak. Bundan

R 2n+1
n  ~

e cR  ^  (  R 2\ n P n( cos в)

I t J " 7 ^ -

Bu yerdagi ikkinchi hadni (* )  bilan taqqoslab, uni d\ =  R 2/d  nuq- 
tada joylashgan e! =  —e R /d  nuqtaviy zaryadning potcnsiali ko‘rinishida 

yozish mumkin:

Bu tasvirlash metodi bilan olingan (10.49) natija bilan mos tushadi.
11.1. Oz  o ‘qiga parallel I uzunlikdagi o ‘tkazgich uchun quyidagi 

munosabat o ‘rinli:

I’otensialni sfera sirtida ( r  =  R ) nolga tenglashtiramiz:

bunda pi 2 =  \Jz2 +  r l:22; r i va r2 -  qaralayotgan nuqtadan birinchi va 
ikkinchi o ‘tkazgichgacha bo ‘lgan masofalar. Intagralni hisoblab I —* x j 

quyidagini hosil qilamiz:

=  ^  l n ^ .
4тг r i

11.2. H =  ~ [j, r], r <  R- H =  г], г >  H
tcT (Jj

11.3. ——  =  — . Bunda « i  va a 2 -  tok chiziqlari va 1-, 2- muhit 
tg  a 2 o 2

tekisliklariga o ‘tkazilgan normal orasidagi burchaklar.
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п '4 ' Нт"  “ ]■
11.5. Koordinatalar sistemasini shunday tanlaymizki, bunda tok 

Oz o ‘qi bo ‘yicha, tekislikka o'tkazilgan normal esa Ox o ‘qi bo ‘yicha 
yo ‘nalgan. U holda [n. H i  — H\\ =  i chegaraviy shartdan quyidagini

hosil qilamiz: H y =  x <  0 boiganda, H y — . x >  0 boiganda. 
z z

11.6. H { =  ----— — H (h H 2 =  ---- — — H q. Bu yerda H q - vaku-
Mi +  М2 Ml +  М2

umdagi kuchlanganlik. H i. i f 2 - mi va /i2 muhitlardagi kuchlanganlik.

11.7. 2 =  0 tekislikni ikki muhitni chegaralovchi tekislik va 2 
o ‘qining musbat yo'nalishi birinchi muhitga yo'naltrilgan deb olamiz. 
Masalani yechishda elektr tasvirlash metodi kabi metoddan foydalana- 
miz. Bu holda vektor potensiallarni quyidagi ko‘rinishda qidiramiz:

. j i\ I  f  dl uyl  f  dV
A\ =  —— f ------\- k\ ® —  2 >  0,

с  J г с J r ’

, . М21 f  dl
A-2 =  k2------  Ф —  2 <  0,

с J r

Chegaraviy shartlardan noma’lum koeffitsientlarni aniqlaymiz:

, М2 ~  Mi , 2/7,1 
k\ — ----- ------ , k2 =

М2 +  Ml М2 +  Mi

1 с/Ф 1
12.1. £jnc; = ------—  =  -SBiJS\n{u!t +  во)

с dt с
bu yenla 6q -  t =  0 moinentda kontur tortib turgan sirtga o'tkazil- 

gan normali va maydon yo ‘nalishi orasidagi burchak.

12.2. Konturdagi tok - x  —  +  R I  =  £inci tenglama bilan aniqlanadi.
• с dt

Bu tenglamani 12.1-masala yechimidan foydalanib integrallasak, quyi
dagi natijani olamiz:

г л (  c2r  \ u S B
I  =  Л осхр  t j  +  V c l R ,  +  wlL2/c2 si П И  +  « 0  -  ФУ

■n ш LBu yerda tg<̂ > =  ~2^> Ao-  boshlangich tok kuchiga b o g iiq  bo igan  

integrallash doirniysi.
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12.3. Zanjirdagi tok kuchi 7o =  —------—  ga teng. R> qnrHliilik
R\ +  712

qisqa tutashtirilgandan keyin zanjirdagi tok kuchi quyidagi diflrrniMnl 
tenglama bilan aniqlanadi:

Rxi  =  £
сг dt

Bu tenglamani integrallash (t =  0 da 7 =  7o boshlang!ich shartlarni 
liisobga olganda) natijasida quyidagini topamiz:

R 2 f  c 2 R \

12.4. Kondensator qoplamalari orasidagi potensiallar farqi q / C  

ga teng bo:lgani uchun tokni aniqlovchi tenglama quyidagi ko‘rinishda

yoziladi: -^ —  +  7?/ =  Konturdagi tok kuchi 7 =  — p. Buni oldingi 
с dt С  dt

tenglamaga qo ‘yamiz:

L  d2q p dq q _
J‘ d f i + R di +  C ~ ° -

Bu tenglamaning umumiy yechimini q =  A\ekxt +  A 2efc2t ko;rinishda 
yozish mumkin, bu yerda

Г7Г с R 2 с
hi ,2 =  ~ v  ±  у  T  -  ^oj v  =  u-’n =

.2

2 L  ’ 0 ZX’2 '

Boshlang'ich sliartlardan (f =  0 da q — <70; 7 =  0) foydalanib nom aium  
koeffitsientlarni topamiz:

л к 2 Д klЛ 1 =  -------— • <70; A 2 — ------ —  • go-
rC2 — /е*1 /Cl — /c'2

12.5. Konturlardagi toklar quyidagi differensial tenglamalar bilan 

aniqlanadi:

L n f h  , L n < P h  , „  dl, , 1 , „

L .2 d272 L 2ir f27i „  dli I ,
~ +  - # ^  +  «2 - 3 r  +  7 r/ a <>с.•2 dt2 с2 dt2 dt C-i '
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l)u yerda I\
dt 2 dt. ,

12.6. О  nuqtadan r masofada joylashgan sterjen uzunligining
element! v =  cur tezlik bilan harakatlanadi. Shu eleinentda induk- 

siyalangan EYuK d£ind =  - H v d r  =  —Hrdr.  Sterjendagi to ‘liq EYuK

dqi =  dq2

Sind =  ~ H
С

J r d r = i1 — H I 2.
С

12.7. L =  2/xln(b /a ) .  12.8. L  =  4irn2S.

12.9. L  =  - ц о +  2/iln - .
2 a

12.10. a) H ( x )  =  H 0

5 = . b) H ( x )  =

sh2(x/<!>) +  cos2(x/J) \

sh2(/t/<5) -f cos2(/t/<5) J
h -  \x

Ho exp 

Ho,

1/2
4tt

Ho =  — I 0n ;
с

5/э 47Г7
12.11a. —  H------- p =  0. bundan =  p (r ) exp

5 <  /i;

d »  /i . 
47Г7

t .

12.11b. r  =

0
47Г7

12.l i d .  t f =  0, E  =  E ( r )  exp f —
47Г7

12.12. —  { e E )  +  47r7£' =  0, H =  0.

E ( x , t )  =  - ~ ~ E { x ) e x p I —47r
e (x ,0

12.13. Ну — Ho sin /cx exp 

a,A

M
k2c2'

4tt7

13.2. £(w)

13

1 — into
IT

.3. E x =  A  exp[i(fcz -  wt)], H y =  у 1-  Лехр[г(/сг -  w£)].

E y =  E z =  H x =  H z --- 0. Л o ‘zgarmas, к =  — y/eji.

13.4. E x =  0, H x =  0,
E y =  Л  exp { —1ф\) , Я у =  - п Л  exp (-г<?2) ,
Е~ =  A  exp ( —1ф2) , H z =  + n A  exp ( —гфх) .

Bu yerda A o ‘zgarmas, /с =  ш / с , <£i =  kx +  ut, ф2 =  kx +  u>t -  тт/2.
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Ilova

Asosiy matemanik formulalar

Nazariv fizikaning elektrodinamika kursini o'rganislida asosiv mateiriatik 
apparat vektor analiz bilan bog'liq boiganligi uchun o'quvchi vektor analiz 
l)ilan tanisliligini hisobga olib, bir qator asosiy formulalarni keltiramiz.

A .l Vektorlar algebrasi

Ma'lurn oicliov birligida olingan son qiymati bilan to‘la aniqlanuvchi 
kattalik skalyar deyiladi. Hajm, zaryad, massa. elektr maydon potensiali va 
slmnga o'xshash kattaliklar skalyarga misol bo‘ladi.

Ma;lum o'lchov birligida olingan son qiymati va yo‘nalishga ega bo‘lgan 
kattalik vektor deyiladi. Vektor kattalikning boshqa ta’riflari ham mavjud. 
Kuch, kuch momenti, tezlik, maydon kuchlanganligi va boshqalar vektorga 
misol bo‘ladi.

Skalyar va vektorganing matematik ta’rifini: N  o'lchovli fazoda koor 
dinata o‘qlarini burishda o‘z qivmatini o'zgartirmavdigan kattalik skalyar 
(invariant) deyiladi. Bunda skalyar N  o'lchovli fazoda aniqlangan deyiladi.

Vektorning matematik ta ’rifmi: N  o'lchovli fazoda koordinata o'qlarini 
burishda

N

А 'г =  У  O t i k A k  

к= 1

formula bilan alinashadigan qandaydir A . t kattaliklar to'plami vektor deyiladi.
а,к almashtirish matritsasi bo‘lib, deta =  1 shartni qanoatlantiradi. MiLsalau. 
uch o'lchovli fazoda аг̂  boshlang'ich sistemaning “k” va burilgan sistemaning 
“i” o'qlari orasidagi burchakning kosinusiga teng.

Vectorlar va ular ustida amallar bilan bog'liq bo'lgan asosiy forinulalarni 
keltiramiz:

a =  axi +  ayj  +  azk, (A.(>3)

bu yerda i, j, к -  x, y, z o'qlari bo'ylab yo'nalgan birlik vekt.orlar (ortlar), 
nx, ay, az - a vektorning mos ravishda x, y, z o'qlarga bo'lgan proeksialari.

Ikki vektorning skalyar ko'paytmasi:

( ab) =  (ba) =  ofccos(o, b ) =  axbx +  ayby +  nj>z =  al> (A .64)
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Ikki vektorning vektor ko'paytmasi:

Ugbz'jj ~b (ci^Uy Uybx)k. (A .6»>)

Ikki vektorning vektor ko‘paytmasining moduli:

|[aft]| =  a./)sin(a, b). (A .66)

Uch vektorning aralash ko'paytmasi:

(a[6c]) =  (b[co]) =  (c[ab]). (A .67)

Uch vektorning vektor ko'paytmasi:

[a[bc]] =  b(ac)  — c(ab).  (A .68)

Fazo inversiyasida ( r  —> ( — r ) )  fazoviy orientatsiyasi o‘zgarmaydigan 
vektorlar qutb vektor deyiladi.

a ( r )  =  a( — r) . (A.69)

Radius vektor, chiziqli tezlik, kuch, impuls va elektr maydon kuchlanganligi 
qutb vektorga misol bo'ladi.

-x

a)

13-rasm:

Fazo inversiasida fazoviy orientatsiyasi o ‘zgaradigan vektorlar aksial yoki 
psevdo vektor deyiladi.

a ( r )  =  — a ( — r ) .  (A .70)

Aksial vektor, odatda. ikki qutb vektorlarning vektor ko!paytmasidan 
hosil bo'ladi. Bu 13-rasmda ko‘rsatilgan (a va b qutb vektorlarning vektor 
ko;paytmasidan aksial с vektorning hosil bo‘lishi keltirilgan. ( 6) chizma (a ) 
chizmaning inversiyasi.). Burchak tezlik, kuch momenti va magnit maydon 
kuchlanganligi aksial (psevdo) vektorga misol bo'ladi.
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Fazoning har bir nuqtasida aniqlangan skalyar funksiya ^p(r) nknlyni 
maydon deyiladi.

Fazoning har bir nuqtasida aniqlangan vektor funksiya

a ( r )  =  i ax (r )  +  j  ay(r )  +  к az( r ) (Л .71 )

vektor maydon deyiladi.
Vektor (maydon) ning skalyar argumenti bo‘yicha hosilasi:

da(x)  d , , . da(x) da0(x)
=  — (o o (z )a (x ) )  =  q 0(x ) 4 +  a{x) ---------- . (A.72)

А .2 Maydonlar

dx dx dx dx

1 Su yerda birinchi had vektorning modulini, ikkinchi had esa uning yo'nalisliini 
o'zgarishini ko'rsatadi. O o ( . r )  birlik vektor.

Maydon koordinataga bog'liq bo'lish bir qatorda vaqtga ham bog‘liq 
bo‘lishi mukin. a(x,y,z,t )  vektorning vaqt bo'yiclia to'liq hosilasi quyidagi 
ko‘rinishda yoziladi:

da da да да да da
—t =  a  +  v‘  S i  +  ”» Ihj +  "= e l  =  m +  ( ”  g I a d K  (A '73)

Nabla operatori
— d . d . d
V  =  — г +  — j  +  — fc (A .74)

ox dy dz
munosabat bilan aniqlanadi.

Nabla operatori bilan skalyar maydon (funksiya) ga ta ’sir qilsak (gradient 
olsak), yana vektor maydon hosil bo‘ladi:

a ( r )  =  V ^ (r )  =  g r a d e r )  =  i ~  +  +  k^~ .  (A .75)

Bu vektor (p ( r )  ning eng tez o!sish tomoniga qarab yo'nalgan. (A .75) blan 
aniqlangan maydon potensial maydon deyiladi.

Nabla operatori bilan vektor maydon (funksiya) ga skalyar tarzda ta’sir 
qilsak (divergensiya olsak), skalyar maydon hosil bo‘ladi:

m  , . . dax dav da,
f ( r )  =  (V a ( r )) =  div a ( r )  =  —  +  . (A .7(1)

Nabla operatori bilan vektor maydon (funksiya) ga vektor tarzda ta’sir 
cjilsak (rotor olsak), vektor maydon hosil bo'ladi:



Vektor a dan kontur bo‘yicha olingan chiziqli integral quyida ko‘rinishda 
aniqlanadi:

J  a dl =  J (ax dx +  ay dy 4- az dz). (A .78)

l
Berk kontur bo'yicha birorta vektordan olingan integral

j  adl  (A .79)

i

shu vektorning sirkulyatsiya deyiladi. Potensial maydondan kontur bo'yicha 
olingan integral:

2

J  grad ^ dl =  p { r 2) -  tp{ri). (A .80)

l

Bunga Jisosan potensial maydon sirkulyatsiyasi nolga teng:

j )  gra.d ipdl =  0. (A .81)

i

Skalyar funksiyadan sirt bo'yicha olingan integral quyidagicha yoziladi:

J  <p(r)dS =  J  ip(r)ndS.  (A .82)

bu yerda n sirtga perpendikulyar boigan birlik vektor. Yopiq sirt bo'yicha 
integral quyidagicha yoziladi:

I i p ( r ) d S .  (A .83)

Bu integralni hajmi nolga intiluvchi cheksiz kichik perallelopipedning sirti 
bo'yicha hisoblaymiz. Bunda parallellopiped tomonlaii dekart koordinatala- 
rining (xy ). (yz ), ( zx)  tekisliklariga parallel va bir uchi koordinata boshida 
joylashgan deb olamiz. U holda

vir)dS = { id£ +ji£ +ht ) AV- 
AV—O

Bunga asosan gradientning integral ta’rifi yoziladi:



Iiu formula nabla operatori uchun (A .74) bilan bir xil bo‘lgan integral ko'ri- 
iiishdagi ikkinchi ta’rifni beradi.

Hajm V  nolga intilganda integrallash sirti nuqtaga tortilganligi uchun 
(A .83) bilan aniqlangan operator integrallash sirtiga bogiiq bo'lmaydi. Sim 
sababli skalyar funksiya <p dan sirt va uning gradientidan hajm bo'yicha 
integrallarni bogiovchi quyidagi nranosabatni olamiz:

j )  if dS =  J  grad(/3dV. (A .85)

Bu yerda hajm bo'yicha integral sirt o‘rab olgan soha bo'yicha olinadi. 
Vektor maydonda vektorning elemantar dS sirt bo'yicha oqimi

d$ =  adS,  (A.8G)

birorta 5 sirt bo'yicha oqim esa

Ф =  J  a dS — j  andS  =  J  an dS =

J  ax dydz +  J a y dzdx +  J  a,dydx  (A .87)

tengliklar bilan aniqlanadi.
Vektordan berk sirt bo'yicha olingan integral uchun Ostrogradskiy-Gauss 

teotemasi o'rinlidir:

a dS =  J  div a dV. (A .88)

Bu teoremani isbotlash uchun integrallash hajmini cheksiz kichik bo'laklarga 
bo'lamiz va (A .84) ni olishdagi yo'lni tutib div a uchun integral ta’rifni quyi
dagi ko'rinishda yozamiz:

/
an dS

div a — lim -—— -— . (A .8!))
AK-.0 A V

Bu ifodaga ko'ra a (r )  vektordan olingan divergensiya r  nuqtani o'rah lurgan 
cheksiz kichik sirt bo'yicha a ning birlik hajmga to'g'ri keluvchi oqiniigu teng 
ekanligi kelib chiqadi.

Agar div a =  0 boisa, vektor solenoidal deyiladi va uning maydoni uyur- 
mali boiadi. Bu holda berk sirt bo'yicha vektorning oqimi nolga l.cng boiadi. 
Maydonning div а ф 0 bo'lgan naqtalarida manba mavjud boiadi. div a > 0 
bo'lsa, kuch chiziqlar shu nuqtadan chiqadi, div a <  0 da esa kucli chi/iqlar 
shu nuqtaga kiradi.
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Berk kontur bo'yicha va shu kontur tortib turgan ixtiyoriy sirt bo'yicha 
intcgrallarni bog'lovehi quyidagi tenglik

Stoks teoremasining mazmunini aniqlaydi. Stoks teoremasi va nabla opera- 
torining integral ko'rinishidan foydalanib, rot a ucliun integral ta’rifni quyi
dagi ko'rinishda yozamiz:

Stoks teoremasigan ikkita muhim natijani kelib chiqadi:
1. Agar vektor potensial xarakterga (a  — gradip) ega boisa, quyidagi 

tenglik o'rinli bo'ladi:

Bunga asosan vektor potensial xarakterga ega bo'lsa. bu vektorning niaydoni 
uyurmasiz bo'ladi. Aksincha, vektorning maydoni uyurmasiz bo'lsa, u poten
sial vektor bo'ladi.

2. Solenoidal vektordan olingan divergansiya nolga teng bo'ladi, ya’ni

Bundan vektorning maydoni solenoidal bo'lsa, uni hosil qilayotgan vektorning 
rotori nolga teng bo'ladi va aksincha. vektorning rotori nolga teng bo'lsa, u 
hosil qilayotgan maydon solenoidal bo'ladi.

Quyida mavdonlar bilan bog'liq bo'lgan bir qator muhim formulalarni 
isbotsiz keltiramiz:

Vektor maydon yoki skalyat maydon birorta skalyar o'zgaruvchining funk- 
siya.si bo'lsin. ya’ni a(u), f (u ) .  U liolda:

(A .90)

(A .91)
дг-*о A V

rot a =  rot grad ip =  0. (A .92)

div a =  div rot с =  0. (A .93)

(A .94)

(A .95)

rot a(u) Vu~— =  [grad u, a] . (A .96)

Bu yerda 0
dxp . da
du ’ du
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Mavdonlar kopaytmasidan olingan hosilalar:

grad(0 /) =  / grad ф +  ф grad /. (A .97)

div ф а =  a grad ф +  Ф div a, (A.9M)

div[a&] =  6 rot a — a rot b. (A . 99)

rot [aft] =  (b grad )a  -  (o g ra d )b — ad iv b — 6 div a. (A . 100)

grad (a  6) =  (b grad )a  +  (agrad )b  4- [brot a] +  [arot 6], (A .101)

grad a2 =  2 (a g rad )a  +  2 [arot a], (A .102)

rot (фа) =  ф rot a +  [a grad ф\. (A .103)

(V . a)b =  bdiv a +  (agrad a). (A .104)

(agrad ) he
, d d d 
( a v )  =  ax-— +ay —  +az —  

дх dy dz
skalvar differensial operator.

Maydonlardan ikkinchi tartibli hosilalar:

rot grad ф =  О, (А.10Г>)

d iv ro ta  — 0. (A .106)

(  с?2 d2 \
div grad '0 =  (A '107)

rot rot a =  grad div о — Да. (A .108)

A.3 Egri chiziqli koodinatalar

Ko;p hollarda vektor va vektor operatsiyalarning dekart koordinatalar- 
dagi tasavvurlari bilan bir qatorda sferik va silindrik koordinatalardagi ta- 
savvurlaridan foydalanainiz. Bu koordinata sisteinalari dekart koordinata 
sistemasi singari ortogonaldir. Quvida egri chiziqli koordinatalarda vektor 
operatsiyalardan ba’zilarini keltiramiz:

A.3.1 Sferik koordinata sistemasi

Sferik va dekart koordinatalari orasidagi bog‘lanish

x =  r cos Ф sin в. у =  r sin ф sin 6. z — г cos в. (A. 109)

Hajm dementi
dV  =  r2 sin в dr dip d6. (A .110)

Nabla operatori

„  _ д ев д i вф д , л i i м
V  — ---  - f- -------- -j~ --------- —--- - . ( /\ .111)

dr г дв r sin в дф
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Skalyar maydon gradienti

дф i еодф ê , дф
grad ф =  er — I —  +  .

ar r rw 7- sm 0 от/'

Bu yerda er , e<? va mos ravishda r, 0 va ф o'qlardagi birlik 
(ortlar).

Vektor maydon divergesiyasi

div a = —  +  1 +  1 даф
r 2 d r  r s in (9 д в  r s in #  <70

Vektor maydon rotori

1 9(sin вйф) 1 9(ae)
I / т — . n : л ■" ,

r sin в об г sin в oij)

(rot а)в =  

(rot а)ф =  

Laplas operatori

1 даг 1 d(ra-ф)
г sin в дф г дг 

1 д(гао) 1 даг 
г дг г дв

1 d (  2 д \ 1 d f . n d \  1 d2
Д =  г т г  +  -о-', sin#—  +г2 dr \ dr J г2 sin в дв \ дв J г2 sin2 9 dip2

А .3.2 Silindrik koordinata sistemasi

Silindrik va dekart koordinatalari orasidagi bog;lanish 

x =  r cos ф, у =  r sin ф, z =  z.

Hajrn dementi
dV — r dr dz dф.

Nabla operatori

d е-ф d d
V  — er —— I-----—— +  e2 — .

дг г дф dz

Skalyar maydon gradienti

дф вфдф дф 
grad <p =  er —  +  — —  +  e, ——.

дг г дф’ dz

(A. 112) 

vektorlar

(A. 113)

(A .114) 

(A .115) 

(A .116)

(A. 117)

(A .118) 

(A .119)

(A .120) 

(A .121)
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I >u У  c i  Hex c r , t^-ф \<x i i i u d  l a v i s i i u a  / , v a  ^  u  i j i c i i  u u  v< п и м н и

(ol tbir).
Vektor maydon divergesivasi

1 (drar) 1 9ow, 9a,
d i v o =  - Ц - ^  +  - ^ т  +  - ^ '  A -122)/• or  r  OJp oz

Vektor maydon rotori

(rot o )r =  ------------ — , (A .123)
r  dip oz

f \ д&г daz . . v
(rota),/, =  (A . 124)

z A ч 1 д{гаф) 1 dar
(rot a) . = ----- ------------- — . (A . 125)

r  or  г  огр

Laplas operatori

A - i | ( r | ) + i ^  +  ^ .  ( A - . * )

A .4 Furye qatori. Furye integrali

Davriylik sharti

/(t) =  /(t +  T ) =  / ( *  +  ^ )  (A -127)

ni qanoatlantiruvchi har qanday funksiyani quyidagi qatorga yoyish mumkin:

ОС OO

f i t )  =  £ < »  n cos naif +  6n sin nujf) =  ^  r:„ sin(nwf +  ftra), (A .l 28)
n=0 n=0

yoki
OO

/ ( « )=  E  (A -129)
71 =  — OO

Bu yerda T  - 2ir/w fiuiksiyaning davri. Davriy funksiyani cliastotalari u, 2w, 
3w, ••• (yoki davri T, T/2, T/3, • • •) bo‘lgan oddiy garmonikalar yig'indisi 
ko'rinishida tasvirlash, Furye qat.origa yoyish deyiladi. nuj chastotaga mos 

keluvchi had 7i-garmonika deyiladi. из asosiy chastota bo‘lib, unga urns kclgan 

had asosiy garmonika deyiladi.
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Furye koeffitsientlari f n quyidagi formula bilan aniqlanadi.

T/2

f n  =  j ,  J  (A. 130)

- T / 2

Furye koeffitsientlari umuman olganda kompleks boiadi. Agar / (f) funksiya 
haqiqiv bo‘lsa.

/,: =  i -п. (a . i3 i )

Davriy funksiyani Furye qatoriga yoyishni shu funksiyani spekt.rga voyish 
deb yuritiladi. Bu spektr ayrim w, 2ш, 3w. • • • chastotalardan iborat, boigan
ligi uchun diskret spektr deyiladi. Har bir garmonika bitta spcktral chiziq mos 
keladi. Shu sababli diskret spektr chiziqli spektr deb ham yuritiladi. Odatda,, 
fizik kattaliklar uchun Furye qatoriga yoyish sharti bajariladi.

Davriy funksiyaning davr bo'yicha o'rtacha qiyrnati nolga teng boiadi,
ya’ni ____

/ (0  =  0. (A .132)

Bu qoidani bevosita (A. 128) yoki (A. 129) ni davr bo'yicha o'rtachalab qanoat 
hosil qilish mumkin. Endi / (f) funksiya kvadratining davr bo'yicha o'rtacha 
qiymatini aniqlaymiz. Bulling uchun (A. 129) ni kvadratga oshiramiz va vaqt 
bo'yicha bir davr ichida integrallaymiz:

T/2

[  dt ] T  f n f m e l { n + m ) w t . (A. 133)
-T / 2  П,7П=-ОС

f ( t )  funksiyani haqiqiy deb hisoblaymiz va (A .131) ga binoan (A .133) ni 
quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

T/2____  00 i /•
Я * )2 -  E  fnfmji  / Y .  fnfnXm-  (A .134)

n, m =  — oo T/2 n ’ m  — — oc

Bu yerda
- _  J 1. n =  m;
nm ~  {  0, n ф m

Kroncker simvoli yoki 5 simvol deyiladi. (A .134) da yig'ndini hisoblab Furye 
qatori uchun Parseval tengligini olamiz:

OO OC

J W =  E  l/nl2 =  2 E l / » l a- (A . l35)
n — — OC 7 1 = 1
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in yerda / (f) =  0 bo'lganligi uchun f0 — 0.
Davriylik xossasiga ega bo‘lmagan funksiyalar uchun (A.128)-(A.12!>) 

lator integral bilan alrnashtiriladi:

OO

/ (f) =  ^  j  F (c j )e iutduj. (A.llHi)

— OO

hmga Furye integrali dej’iladi. Bu yerda / (f) funksiyr chekli vaqt oralig'ida 
aavjud bolishi kerak. Ya’ni t —* ±oc da / (f) —> 0 kerak.

F ( lj) Furye amplitudasi deyiladi va quyidagi formula bilan aniqlanadi:

OO

F (w ) =  I  f { t ) e ~ iultdt. (A .137)

— OO

A. 136) da chastota u> uzluksiz o‘zgaradi. Shuning uchun Furye integraliga 
■oyish uzluksiz spektrga yoyash deb yuritiladi. Boshlang‘ich funksiya / (f) 
iaqiqiyr bo‘lsa, quyidagi shart crrinli boiadi:

F *(w ) =  F (-w ) .  (A .138)

Furye integrali bilan aniqlangan funksiyaning kvadratidan barcha vaqtlar 
Kj'yicha olingan integralni aniqlaymiz:

OO ОС ОС ОС

/ f2 ( t )d t= = ( 2 ^  J dt I I F ^ 'V ^ 'd u '.  (A. 139)
— o o  — о с  — о с  — о с

3u yerda o:ng tomondagi vaqt bo‘yicha integral I / I tt bilan birga 5( u j +  uj' )  
li beradi. Endi yuqoridagi ifodani й'-funksiya y'ordamida to' bo‘yicha integral- 
aymiz va (A. 138) ni inobatga olib quyidagini hosil qilamiz:

ОС OO

j  /2(f)dt = ^  J  \F{ui)\2du). (A. 110)

— o c  — OO

Bu ifoda Furyre integrali uchun Plcmsheral formulcisi (yoki umumlashgan Par- 
ieval tengligi) deb yuritiladi.

Koordinataga bog‘liq bo'lgan va fazoning chekli qismida muj;ussamlash- 
jan funksiyani Furye integraliga yoyish mumkin:

/ И  =  ^  /  f ( k ) e - ‘krdk. (A .141)

335



f (k )  =  J  f ( r ) e lkrdr (A .142)

esa Furye amplutuda yoki funksiyaning Furye tasviri deb yuritiladi.
Agar ko'rilayotgan funksiya koordinata va vaqtga bogiiq bo'lsa, bir vaqt- 

da koordinata va vaqt bo'yicha Furye integraliga

■f(r ’'*) =  (2^)? /  J f { k^ ) e i(ut- kr)dkduj. (A .143)

yoyish mumkin. Bunda funksiyaning Furye tasviri teskari Furye almashtirishi 
bilan aniqlanadi:

f ( k  u i )=  J  J  f ( r , t ) e i{uJt~kr)drdt. (A .144)

Furye qatori yoki integrali fizika masalalarini yechishda muhim aharniy- 
atga ega. Avniqsa differensial tenglamalarni yechishda qo‘l keladi. Bundan * 
tashqari nurlanish spektrini o'rganishda spektrometrning matematik ifodasi 
deb qarash mumkin.

A .5 Dirak delta-funksiyasi

<5-funksiya singular boiib, Dirak2 tomonidan kiritilgan va nazariy fizi- 
kaning ko'p masalalarida ishlatiladi. 5-funksiya quyidagi munosabatlar bilan 
aniqlanadi:

~  2 »  x i o !  =  1. « < » < < > ■  (A -145)
a

Bu ta’rifdan J-funksiyaning asosiy xossasi kelib chiqadi: 

b

J f (x )5 (x )  dx =  /(0), a < 0 < b. (A .146)
a

Bu yerda f ( x )  ixtiyoriy uzluksiz funrsiya. (A. 146) integralni quyidagi ko'ri- 
nishda yozish mumkin

b

J  f ( x )S (x  -  x0) dx =  f ( :r0), a < x0 <  b. (A .147)

Bu yerda к to'lqin vektori.

2П .A .M .Дирак, Основы квантовой механики, Г И И Т Л . 1937.
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I integrallash sohasidan tashqarida (xq <  a; X(> >  b) bo‘lsa, bu integral 
:ng bo‘ladi.
rnksiya natijaviy ifodalarda ishtirok etaolmaydi. Doimo d'-funksiya 
ida, albatta uning argumentlaridagi o'zgajuvchilar bo'yicha integral 
>‘zda tutiladi. Bu funksiyani analitik funksiyalar ketma-kctligining 
eb qarash mumkin. 
susan. bunday xossaga

F (x )
sm ax

i  ega bo‘lib, a —> oc da o‘zini (5-funksiya kabi tutadi. Haqiqatan ham. 
;0 =  a/7r va a —> oo da cheksizga intiladi. x ф 0 da uning qiymati 
hi amplituda bilan nol atrofida tez tebranadi. Nihoyat, ixtiyoriy a da

OO

I 7ГХ
-dx =  1.

oo

/
s in a z  , . 1 sin ox

ax =  1, d(x) =  — lim
ttx 7Г a —>oo X

(A .148)

iinga o‘xshash (5-funksiyaning boshqa tasawurlarini ham yozish mum-

<5(x) =  — lim
7Г a — 0 Х г +  a A

d’ fx) =  -4= lim a exp (  —
s/ к  o - . o  \  a2

6{x) lim

“~ °  ° hp © +1 

= i  J
— OC

dQ(x)

J l ik x dk .

5(x)
dx

Xevisayda funksiyasi

=  ( » 1 
[ 1  agar x

< 0,
: > 0.

(A .149) 

(A .150)

(A . 151)

(A . 152) 

(A .153)

(A .  154)

1 1 7



<5(-x) = J(x), 5 ' ( - x )  -  -J '(x ), (A. 155)

xS(x)  =  0, xS' (x) =  -6 (x ) ,  (A .156)

6(ax) =  ^d(x)  a >  0. (A .157)

6(x2 — a2) =  i-[<5(x _ a )  +  5(x +  a)], (A .158)

j  5(x -  a)5(x -  b) dx =  S ( a - b x ) ,  (A.159)

f ( x ) 6 ( x - a )  =  f (a )S (x — a). (A.160)

J  f (x )S ' ( x  -  a) dx, =  —f ' (a )  (A .161)

<>(/) df =  5(x) dx, (A .162)

S(9{1)) = <A163>
J  Д » Ж « М )  dx =  У  ~  Д ц ) ,  (A.164)

<)'-funksiyaning ba’zi xosslari keltiramiz:

S { r - a )  =  S(x — ax)6(y — ay)S(z — az). (A.165)

Bu yerda хг nuqlarda g(xi) =  0 tenglama bilan aniqlanadi, g(x)  “x” ning silliq 
funksiyasi.
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