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SO‘ZBOSHI

«Algebra va sonlar nazariyasi» fani pedagogika oliy o‘quv 
yurtlarining «Matematika va informatika» yo‘nalishi o‘quv reja- 
siga kiritilgan asosiy mutaxassislik fanlaridan biri boiib, I—V se- 
mestrlar davomida o'qitiladi.

Mazkur o‘quv qo‘llanma Oliy va o‘rta maxsus ta’lim vazirli- 
gi tomonidan tasdiqlangan o‘quv dasturiga mos ravishda tayyor- 
langan bo‘lib, u talabalarning egallagan nazariy bilimlari asosida 
amaliy ko‘nikma va malakalar hosil qilishlariga qaratilgan.

0 ‘quv qo‘llanma matematik mantiq elementlari, to‘plamlar va 
munosabatlar, algebra va algebraik sistemalar, asosiy sonli siste- 
malar, arifmetik vektor fazo, chiziqli tenglamalar sistemasi, mat- 
ritsalar, determinantlar, vektor fazolar, chiziqli akslantirishlar, 
chiziqli tengsizliklar sistemasi, butun sonlar halqasida bo‘linish 
munosabati, taqqoslamalar/ko‘phadlar mavzusidagi modullardan 
tashkil topgan bo‘lib, I—VII modullar I kursga, VIII—XII modul- 
lar II kursga va XIII modul III kursga mo‘ljallangan.

0 ‘quv qo'llanm ada fan bo‘limlarining modullar bo‘yicha 
jamlanganligi talabalarning bir bo‘lim yuzasidan nazariy va ama
liy bilimlari orasidagi o‘zaro bog‘lanishlami o‘matish, yaxlitligini 
ta’minlash, ko‘nikma va malakalami takomillashtirish, umum- 
lashtirishga imkoniyat yaratadi. Mavzular bo‘yicha keltirilgan 
amaliy topshiriqlarni bajarishda talabalarga metodik yordam sifa- 
tida paragraflar boshida zaruriy nazariy ma’lumotlar hamda mi- 
sol va masalalaming yechilish namunalari keltirilgan.

0 ‘quv qo‘llanmadan nafaqat pedagogika oliy o‘quv yurtlari, 
balki «Algebra», «Sonlar nazariyasi», «Algebra va sonlar naza
riyasi», «Algebra va geometriya» fanlari o ‘qitiladigan ta ’lim 
muassasalari matematika ta’limi jarayonida foydalanish mumkin.
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/  MODUL. MATEMATIK MANTIQ  
ELEMENTLARI

.

l-§ . Mulohaza. Mulohazalar ustida mantiq amallari

Asosiy tushunchalar: mulohaza, rost mulohaza, yolg‘on 
mulohaza, konyunksiya, dizyunksiya, implikatsiya, ekvivalen- 
siya, inkor, rostlik jadvali.

Mulohaza matematik mantiqning asosiy tushunchalaridan 
bo‘lib, u rost yoki yolg‘onligi bir qiymatli aniqlanadigan darak 
gapdir. Masalan, «Kvadrat to‘g‘ri to‘rtburchakdir», «2>5» kabi 
tasdiqlar mulohazalar bo‘lib, birinchi mulohaza rost, ikkinchi 
mulohaza esa yolg‘on mulohazadir.

Berilgan A mulohaza rost bo‘lganda yolg‘on, A mulohaza 
yolg‘on bo‘lganda rost bo‘ladigan mulohaza A mulohazaning in- 
kori deyiladi va 1A yoki A orqali belgilanadi.

A va В mulohazalar rost bo‘lgandagina rost bo‘lib, qolgan 
hollarda yolg‘on bo‘ladigan mulohaza A va В mulohazalaming 
konyunksiyasi deyiladi va А л В yoki A & В ko‘rinishda belgi
lanadi.

A va В mulohazalar dizyunksiyasi deb, A va В mulohazalar- 
ning ikkalasi ham yolg‘on bo‘lgandagina yolg‘on, qolgan hollar
da rost boladigan A v В mulohazaga aytiladi.

A va В mulohazalar implikatsiyasi deb, A mulohaza rost va В 
mulohaza yolg‘on bo‘lgandagina yolg‘on, qolgan hollarda rost 
boladigan A^> В mulohazaga aytiladi.

A va В mulohazalar ekvivalensiyasi deb, A va В mulohazalar- 
ning ikkalasi ham yolg‘on yoki ikkalasi ham rost bo‘lganda rost, 
qolgan hollarda yolg‘on bo‘ladigan А о  В mulohazaga aytiladi.

Yuqorida ta ’riflangan amallar rostlik jadvali quyidagi ko‘- 
rinishda bo‘ladi.

Misol. \ / { x , y , z  e  Z ) ( j c : у  a  y : z  => x':z) mulohazaning rost 
yoki yolg‘onligini aniqlang.

Yechish. Berilgan mulohaza konyunksiya hamda implikatsiya 
amallari yordamida hosil qilingan. Bu mantiq amallarining ta’rif-
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A В ЛА A a В A v  В A^> В A o  В

1 1 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 0 0

0 1 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 1 1

lariga ko‘ra qaralayotganx ly  л y l z  => x lz  m ulohazax l у  л у  Iz 
rost vaxiz yolg‘on bo‘lganda yolg‘on, boshqa hollarda rost. Har 
bir mulohazaning rostlik qiymatini aniqlaymiz.

x • у  predikat butun sonlar to ‘plamida olingan har qanday 
(x, y) juftlikda rost mulohaza bo‘lmaydi. Masalan, x =  1, у = 2.

y \z  predikat butun sonlar to ‘plamida olingan har qanday 
(y, z) juftlikda rost mulohaza boMmaydi. Masalan, у  = 2, г = 3.

x iz  predikat butun sonlar to'plam ida olingan har qanday 
(x, z) juftlikda rost mulohaza boMmaydi. Masalan, x = 1, z  =  3.

Quyidagi holatlami qarab chiqamiz:
1) V (x j,ze iV )(x :y A y :z^ > x :^ ) mulohazadagiV(x, y, z  g 

e N ) (x :y)  mulohaza yolg‘on. U holda konyunksiya va impli- 
katsiya amallari ta’riflga ko'ra V( x , y , z  & N ) ( x \ y  / \ y l z^> x\ z)  
mulohaza rost.

2) \ / {x,y, z  e N)(x\y  л y\ z=>x:z)  mulohazadagi \ / (x, y, z  e 
<=N)(y\z)  mulohaza yolg‘on. U holda konyunksiya va im- 
plikatsiya amallari ta’riflga ko‘ra V(x, у , z g N)  ( x  : у  л у : z => x ■ z) 
mulohaza rost.

3) V(x,y, z  e N)(x\ y  Ay\ z=>x\ z)  mulohazadagi V(x, y, z  e 
e N) { x \ z )  , y ( x , y , z  e N) ( y : z )  yolg‘on. U holda konyunksiya 
va implikatsiya amallari ta ’rifiga ko‘ra \ / ( x , y , z  e N)(x':y л 
лу  I z x • z) mulohaza rost.

4) V (x ,y , z  g N ) ( x \ y  Ay \ z )  rost bo‘lsa, V(x,y, zeN){x:.y) 
va\ / (x , y , z  g N) ( y \ z )  lar bir vaqtda rost. x I у  va y l z  bo‘lsa, u 
holda shundayA:, 1 e N  sonlar topiladiki, x = у  ■ kva. у  = z • 1, 
Bundan x = y - k  = ( z - l ) - k  = z - ( l - k ) .  Demak, x Iz implikat
siya ta’riflga ko‘ra, bu holda ham berilgan \ / ( x , y , z  e N)(x':y л 
A y l z  xl z)  mulohaza rost.

Demak, berilgan mulohaza rost mulohaza.
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Misol va mashqlar
' ...

1. Quyidagi gaplaming qaysilari mulohaza bo‘ladi?
1.1. ABCD to‘rtburchakning yuzi A'B'C'D' to‘rtburchakning 

yuziga teng.
1.2. Tomonlari teng parallelogramm rombdir.
1.3. Berilgan uchburchaklar o‘xshash.
1.4. Har qanday tub son toq.
1.5. V3 — irratsional son.
1.6. Yashasin 0 ‘zbekiston yoshlari!
1.7. 2 ga qarama-qarshi son mavjud emas.
1.8. 5 ning butun bo‘luvchilari 4 ta.
1.9. —1 kompleks son.
1.10. 6 soni 3 ga karrali son.
1.11. Oyda hayot mavjud.
1.12. Ertaga qor yog‘adi.
1.13. Guruhdagi talabalar soni 20 nafar.
1.14. Sirdaryo Oral dengiziga quyiladi.
1.15. Siz qaysi oliygohda o‘qiysiz?
1.16. 0 ‘zbekiston Mustaqilligining 15 yilligi muborak bo‘lsin!
1.17. Har qanday son musbat.
1.18. 0 har qanday haqiqiy songa bo‘linadi.
1.19. 2, 3, 5 sonlari tub sonlar.
1.20. Barcha insonlar yoshi 20 da.
1.21. Galaktikamizda shunday sayyora borki, unda hayot mavjud.
1.22. 5 soni 25 va 70 sonlarining eng katta umumiy bo'luv-

1.23. 3x3 -  53;+  9.
2. Mulhazaning rost yoki yolg‘onligini aniqlang:
2.1. 2e{x I 2x3 — 3x2 + 1=0, x e  R}.
2.2. 1966-yil Toshkentda yer qimirlagan.
2.3. 8-mart dam olish kuni.

chisidir.

2.5. {1; 1,2}<={ x I x3 + x2 — x — 1 = 0, x e Z}.
2.6. 2 < 3.
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2.7. 10 ning natural bo‘luvchilari 2 ta.
2.8. 2 ■ 2 <4.
2.9. [4, 12, 24]=24.
2.10. Gipotenuza to‘g‘ri burchakli uchburchakning eng uzun 

tomoni.
3. Quyidagi mulohazalaming inkorini ifodalang:
3.1. 15 soni 5 songa bo‘linadi.
3.2. Oy Yerning yo‘ldoshi.
3.3. 2 > 3.
3.4. 5 + 3 < 10.
3.5. i — mavhum son.
3.6. ABCD to‘rtburchak -  romb.
3.7. n — juft natural son.
3.8. Shunday haqiqiy son mavjudki, u juft son.
3.9. Barcha natural sonlar musbat.
3.10. Barcha natural sonlar birdan katta.
4. Biri ikkinchisining inkori bo‘lgan mulohazalar juftligini 

aniqlang:
4.1. 2 < 3; 3 < 2.
4.2. 5 < 4; 5 > 4.
4.3. «4 — murakkab son», «4 — tub son».
4.4. «Shunday natural son mavjudki, u tub son», «Barcha 

natural sonlar murakkab sonlardir».
4.5. «6 ning barcha natural bo‘luvchilari tub sonlardir», 

«6 ning kamida bitta natural bo‘luvchisi murakkab son».
4.6. «ABC — to‘g‘ri burchakli uchburchak», «ABC — o ‘tmas 

burchakli uchburchak».
4.7. « /— toq funksiya» , « /— juft funksiya».
4.8. «Barcha tub sonlar toq» , «Shunday tub son mavjudki, u 

juft».
4.9. «Irratsional sonlar mavjud», «Barcha sonlar ratsional 

sonlardir».
5. Quyidagi mulohazalaming rostlik shartlarini mulohazalar 

dizyunksiyasi yoki konyunksiyasi orqali ifodalang:
5.1. x - y * 0 .
5.2. x • у  = 0.
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5 .3 .  х 2 +  у 2 *  0 .

5.4. £  = 0.
у

5.5. |х| < 6 .
5.6. |х| = 4.
6. Quyidagi mulohazalaming rostlik qiymatlarini aniqlang:
6.1. Har qanday natural son yo tub, yo murakkab.
6.2. Shunday natural son mavjudki u ham tub, ham juft son.
6.3. 2 ga teng bo‘lmagan son yoki 2 dan katta, yoki 2 dan ki- 

chik bo‘ladi.
6.4. Agar uchburchak teng tomonli bo‘lsa, u teng yonli 

bo‘ladi.
6.5. Agar to‘rtburchak romb bo‘Isa, u kvadrat bo‘ladi.
6.6. Agar 15 I 5, u holda 15 : 4.
6.7. Agar x2 = 4 bo‘lsa, u holda x = 2 va x = — 2.
6.8. Natural son 6 ga bo‘linadi, faqat va faqat shu holdaki, 

agar u 2 ga va 3ga bo‘linsa.
6.9. Ikkita uchburchak teng bo‘ladi, faqat va faqat shu holda

ki, agar ularning mos tomonlari teng bo‘lsa yoki ulaming mos 
burchaklari teng bo‘lsa.

6.10. Berilgan butun sonning butun bo‘luvchilari kamida 
to‘rtta bo‘lsa, u murakkab son bo‘ladi.

7. A orqali «10 soni 5 soniga bo‘linadi», В orqali «10 soni 
3 soniga bo‘linadi» mulohazalar belgilangan bo‘Isa, u holda 
quyidagi mulohazalarni o‘qing va ularning rostlik qiymatlarini 
aniqlang:

7.1. А л  В.
7.2. A v В.
7.3. ~\ЛлВ.
7.4. A a  1B.
7.5. ~U л ]i?.
7.6. A =>B.
7.7. B=>A.
7.8. ЛА^В.
7.9. 1 B^>A.
7.10. A^>B.
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7.12. ~}В^М.
8. Quyidagi mulohazalarni sodda mulohazalarga ajrating. 

Sodda mulohazalarni harflar yordamida belgilab, berilgan 
mulohazalarni ular yordamida ifodalang.

8.1. Agar berilgan funksiya juft ham emas, toq ham bo‘l- 
masa, u holda u yoki juft funksiya, yoki toq funksiya bo‘ladi.

8.2. Agar berilgan son 3 ga bo‘linsa va 5 ga bo‘linmasa, u 
holda bu son 15 ga bo‘linmaydi.

8.3. Ketma-ket kelgan uchta natural sonning kamida bittasi 
toq son boiadi.

8.4. Har qanday natural sonni 3 ga bo‘lganda yoki 0, yoki 1, 
yoki 2 qoldiq qoladi.

9. Bir vaqtda А л  В — rost, А л  С — yolg‘on, (А л В)л]С — 
yolg‘on bo‘luvchi А, В, С mulohazalar mavjudmi?

10. Berilgan shartlar asosida quyidagi mulohazalaming rost- 
lik qiymatini aniqlash mumkinmi? Agar mumkin bo‘lsa, mulo- 
hazaning rostlik qiymatini aniqlang.

10.1. (A=>B)=>C, С — rost mulohaza.
10.2. Ал(В=>С), (B=>C) — yolg‘on mulohaza.
10.3. Av(B=>C), В — yolg‘on mulohaza.
10.4. \A  v^)<^>(14 v]5), A — rost mulohaza.
10.5. (A =>B)=>(]B v " U ) ,  В — rost mulohaza.
10.6. (АлВ)=>(А v Q , A — yolg‘on mulohaza.

1. Mulohaza deb qanday gapga aytiladi? Har qanday o‘tgan 
zamon darak gapi mulohaza bo‘la oladimi? Kelasi zamon darak 
gaplari-chi?

2. Mulohazalar konyunksiyasi nima? U qanday o ‘qiladi? 
Rost konyunksiyaga, yolg‘on konyunksiyaga misollar keltiring.

3. Mulohazalar dizyunksiyasi nima? Qanday o‘qiladi? Rost 
dizyunksiyaga, yolg‘on dizyunksiyaga misollar keltiring.

4. Mulohazalar implikatsiyasi nima? U qanday o‘qiladi? Rost 
implikatsiya, yolg‘on implikatsiyaga misollar keltiring.

Takrorlash uchun savollar



5. Mulohazalar ekvivalensiyasi nima? U qanday o‘qiladi? 
Rost ekvivalensiyaga, yolg‘on ekvivalensiyaga misollar keltiring.

6. Mulohaza inkori nima? Qanday o‘qiladi? Rost inkorga, 
yolg‘on inkorga misollar keltiring.

7. Mantiqiy amallaming bajarilish tartibini ayting.
8. Rostlik jadvali nima?

2-§. Formula. Teng kucbli formulalar. Mantiq qonunlari

/  Asosiy tushunchalar: mulohazaviy formula, rostlik qiymatlar 
tizimi, formulaning rostlik jadvali, teng kuchli formulalar, 
aynan rost formula, tavtologiya, mantiq qonuni, aynan 
yolg‘on formula, ziddiyat, bajariluvchi formula.

1) Har qanday mulohaza formuladir.
2) Agar A, В lar formula bo‘Isa, u holda
(1Д), (А л B), (A v B), (A =>B), (A<=>B) lar ham formuladir. 
A formula faqat Av  ..., An mulohazalardan hosil qilingan 

bo‘lsin, u holda A formulani A (Av ..., An) ko‘rinishida yozib 
olamiz va Av  ..., An mulohazalami elementar mulohazalar dey- 
miz. Har bir Ak (k= 1, n) mulohaza 0 yoki 1 qiymatlarni qabul 
qilishi mumkin. Ak mulohazaning qabul qiladigan qiymati /^bo‘1- 
sin, u holda (/,, ..., in) — n l ik ^ , ,  ..., An — mulohazalaming 
qabul qiladigan qiymatlari tizimi deyiladi.

A va В formulalar tarkibiga kirgan barcha mulohazalar Av An 
lardan iborat bo‘lsin. Agar Av ..., ^m ulohazalam ing  barcha 
(/'j, ..., in) qiymatlari tizimida A va В formulalar bir xil qiymatlar 
qabul qilsa, u holda bu formulalar teng kuchli formulalar deyiladi 
va A=B ko‘rinishida belgilanadi.

Formulada qatnashgan mantiq amallari soni formulaning 
rangi deyiladi.

1. A formula -  A mulohazadan iborat bo‘Isa, uning formu- 
laosti faqat uning o‘zidan iborat.

2. Agar formulaning ko‘rinishi A * В dan iborat bo‘lsa, u 
holda uning formulaostilari А, В, A * В lar hamda A va В lar- 
ning barcha formulaostilaridan iborat bo‘ladi. Bu yerda *  — a ,  v ,  

=>, <=> amallaridan biri.
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Agar formulaning ko‘rinishi 1A bo‘lsa, uning formulaostilari 
A formula, A formulaning barcha formulaostilari va 1A ning o‘zi- 
dan iborat.

A formula, shu formula tarkibiga kirgan barcha mulohazalar- 
ning qabul qilishi mumkin bo‘lgan barcha qiymatlari tizimida 
rost bo‘lsa, bu formula aynan rost formula yoki mantiq qonuni, 
yoki to\tologiya\ mulohazalaming kamida bitta qiymatlari tizimi
da rost qiymat qabul qilsa, bajariluvchi formula; barcha qiymat
lari tizimida yolg‘on qiymat qabul qilsa, aynan yolg ‘on formula 
yoki ziddiyat deyiladi.

1-misol. (А л В => А л Q  formulaning turini aniqlang.
Yechish. Berilgan formulada uchta А, В, С mulohazalar 

qatnashganligi sababli, ularning qiymatlar tizimlari 23 = 8 ta 
bo‘ladi. Formulaning rostlik jadvaliga 8 ta tizimni tartib bilan 
joylashtiramiz. Mantiq amallarining bajarilish tartibiga ko‘ra awal 
A a В konyunksiyani, keyin A v С dizyunksiyani va nihoyat ho- 
sil qilingan formulalarning implikatsiyasini bajaramiz. Ya’ni 
amallaming ta’riflariga ko‘ra mos ustunlami to‘ldiramiz. Natijada 
quyidagi rostlik jadvali hosil bo‘ladi:

A В с А л В A v  С А а В —у A v С
1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1
1 0 1 0 1 1
1 0 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1
0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 1

Formulaning rostlik jadvalidagi oxirgi ustun -  formulaning 
rostlik qiymatlar ustuni faqat rost qiymatlardan iborat bo‘lganli- 
gi uchun berilgan formula aynan rost (tavtologiya, mantiq qonu
ni), degan xulosaga kelamiz.

2-misol. Berilgan 1 {А л B),~\A v ~\B formulalar teng kuchli 
ekanligini isbotlang.
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Yechish. Berilgan formulalar teng kuchli ekanligini isbotlash 
uchun rostlik jadvallari tuzamiz:

A В А л В 1 (A л B)
1 1 1 0
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 0 1

A В 1 A 1 в < ba

1 1 0 0 0
1 0 0 1 1
0 1 1 0 1
0 0 1 1 1

Formulalaming rostlik jadvallaridagi formulalar rostlik qiy
matlari ustunlari mos tizimlarda bir xil ekanligidan berilgan for
mulalaming teng kuchli ekanligi kelib chiqadi.

Formulalaming teng kuchli ekanligini isbotlash uchun bitta 
rostlik jadvalini tuzish ham mumkin:

A в А л  В Х а  а  в ) У 1 в 1л v l  В
1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1

Hosil bo‘lgan 4- va 7- ustunlardagi rostlik qiymatlarini solish- 
tirib, berilgan formulalaming teng kuchli ekanligiga ishonch ho
sil qilamiz.

3-misol. А < ^ В  = А л В \ / А л  В tengkuchlilikni asosiy teng 
kuchliliklar yordamida isbotlang.

Yechish. Asosiy teng kuchliliklardan foydalanib, quyidagi 
teng kuchli formulalar ketma-ketligini hosil qilamiz:

A В = (A В) л {B A) = (\ A v  В) л (\ В v  A) =
=  ( ( U  V  B) A  ^ )  V  ( ( 1л  V  В) A  A) =  (\A Л  Л В )  V  (B A  1 5 )  V  

v (1 А л A) v (В л A) = (1А л 1B) v O v O v  (В л A) =
= (\A A 1») V {B A A).

Misol va mashqlar

1. Quyidagi ifodalaming qaysilari mulohazaviy formula bo‘ladi?

1.1. A(B=> C).
12



1.2. ((Л v (Я  л С)) « ( ] £ ) ) .
1.3. А => (В л D => С ) .
1.4. (Л v (1? л С)) => Z).
1.5. U o D v ^ a C ) ) ^  Д л]Л .
1.6. (((А о  (1/))) V { В  А С)) => ( я  Л С Ы ))).
2. Quyidagi ifodalarga qavslami turli xil joylashtirish yorda

mida mulohazaviy formulalar hosil qiling:
2.1. A a B ^ C .
2.2. A^> В л С =>~}C ■
2.3. 1A e > } B v C  a B.
2.4. 1 A a B ^ C .
3. Berilgan formulalarning barcha qismformulalarini aniqlang:
3.1. (((Л « . В) A  ( lc ))  => ((U  V B)=> A) => ( lc ) ) ) .

3-2. ( (U  v B)  v (1C)) л (CU) v ((15) v C))) •
3-3. ((CU) о  (15)) v (С л B)) ■
3-4. ( ( 1 U o ( 1 ( J v C))))a 5)-
3.5. (((A => B)a(C =>,A)) v {B a (1C))).
3.6. (d((“U) «■ C)a5))v((Av Q<=>C)).
3.7. (((A «- Q  => В) V  ((1/4) A (lO )).
3.8. (((В => (((15) v A ) a Q ) ^  04))).
4. Quyidagi formulalarning turini aniqlang (formulalarning 

tashqi qavslari tushirib qoldirilgan):
4.1. (1 (X v 7 ) =»1 ( I a  Y)).
4.2. (X=> 7) => (1 7 = > l X ) .
4.3. 1(X=> ( 7=>X) )  a Z
4.4. l X=> (X=> Г) v Z
4.5. 1 (X=> Y)  => ( ( I a  Z) => ( 7 a  Z)).
4.6. (X a 7 )  => Z « .  X=> (7=> Z).
4.7. (X a 7 ) => Z «  (X aI Z ) => 1 E
4.8. 1(X=> 7 ) o I a U
4.9. (X =>7) л 1 7=> 1 JC
4.10. (X=5- 7 ) => (X a Z=^ 7 a Z).
4.11. (X=> 7 ) л (Z=> T)  => (X a Z=> 7 л T).
4.12. 1 ( X o  7 ) о  (1 (X=> I) v 1 (7=> X)).
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4.13. (X л Y)  => ( Z л] Z  => X v  Z) .
4.14. (JT o  Y)  о  (JT=> 7 ) л (7=> X) .
5. 4-misolda keltirilgan formulalar ranglarini aniqlang.
6. Quyidagi formulalaming aynan rost ekanligini isbotlang:
6.1. B).
6.2. (A => В) => ((A => (В => С)) => (A => C)).
6.3. (A => B) => ((5  => Л) => (Л о  5)).
6.4. (Л => C) => ((A v 5) => (C v 5)).
7. Quyidagi formulalaming aynan yolg‘on ekanligini isbotlang:
7.1. А л  ( В л ( 1  A v 1 5)).
7.2. 1 (1 ( A v В) => 1 (Л л 5)).
7.3. 1 ( А => (5  => Л)).
7.4. 1 (Л => С) => ((В => С) => (Л v 5  => С)).
7.5. 1 (Л=> 5) => (( А л С) => (5  а  А)).
8. Quyidagi formulalaming qaysilari bajariluvchi ekanligini 

aniqlang:
8.1. 1 (A =>1 A).
8.2. (A => В) => (B => A).
8.3. (B=>(A л С)) л 1 (U  v C) => 5);
8.4. 1 (( A o l B )  v С) л В;
8.5. (А л В) =i> ((С v  В) => (В л 1 5)).
9. Rostlik jadvali yordamida quyidagi formulalar tavtologiya 

ekanligini isbotlang:
9.1. (л  v (~U)) (uchinchisini inkor qilish qonuni).
9.2. (~|(л л (1^4))) (ziddiyatni inkor qilish qonuni).
9.3. (0 П Л )) <» a ) (qo‘sh inkor qonuni).
9.4. (A => A) (ayniyat qonuni).
9.5. ((А л A) о  A) (konyunksiyaning idempotentlik qonuni).
9.6. (U  v A) A) (dizyunksiyaning idempotentlik qonuni).
9.7. (U => В) <=> ((15) => (1/4))) (kontrapozitsiya qonuni).
9.8. ((A => B)  <=> ((1^4) v 5 )).
9.9. ((А <=> В)  о  ((A => В) л (В => /4))).
9.10. ( { А л { В ч А ) )  A) (yutilish qonuni).
9.11. ((А л (В v А)) <=> A) (yutilish qonuni).



9.12. (О Ы л Д )) ((1л) v (li?))) (de Morgan qonuni).
9.13. (](y4 v В)) о  ((1л) л ("12?)) (de Morgan qonuni).
9.14. ({Aw В) о  « г о  =>*)).
9.15. (((Л =̂> В) л (В => С)) => (А => С)) (tranzitiv xulosa 

qoidasi).
9.16. ({А < ^ В ) о  (CU) <=> (I#))) (qarama-qarshilik qonuni).
9.17. (U  л В) Ci> (.в  л A)) (konyunksiyaning kommutativlik 

qonuni).
9.18. {(А v В) (В v A))  (dizyunksiyaning kommutativlik 

qonuni).
9.19. (((Л л В) л С) <=> (А л (В а  С))) (konyunksiyaning as- 

sotsiativlik qonuni).
9.20. (((Л v f i ) v C ) o ( v 4 v ( f i v  С))) (dizyunksiyaning as- 

sotsiativlik qonuni).
9.21. ((A a (B v C)) <=> ((A a B)  v {A a  C))) (konyunksiya

ning dizyunksiyaga nisbatan distributivlik qonuni).
9.22. ({A v (B a  C ) } o  ((A v В) л (A v C))) (dizyunksiya

ning konyunksiyaga nisbatan distributivlik qonuni).
10. Quyidagi tengkuchliliklami isbotlang (mulohazaviy for- 

mulalaming tashqi qavslari tashlab yuborilgan):
10.1. A a A = A .
10.2. A v A = A .
10.3. A v l A ^ l .

10.4. A a ] A  = 0.
10.5. A v 0  = A.

10.6. A v  U l .
10.7. 4 л 0  = 0.
10.8. A a I ^ A .
10.9. 11 A ^ A .
10.10. A a B ^ B a A .

10.11. A v B ^ B v A .
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10.12. A a ( B v  А ) ^ А .
10.13. A v (В л A) = A .
10.14. A => B = ] A v B .
10.15. А о  B^( A=> В) л(В=> A).
10.16. 1 U  v b ) = 1 A a1b .
10.17. 1 ( A a B ) = 1 A v1B.
10.18. ( А л В )  лС = А л ( В  лС) .
10.19. ( A v B ) v C s A v ( B v C ) .
10.20. А л (B v  C) & (A a  B) v (А л С ).
10.21. A v ( B  лС)  = ( A v  В) a { A v  С ) .
11. 10-misoldagi tengkuchliliklar yordamida quyidagi formu- 

lalami soddalashtiring (mulohazaviy formulalaming tashqi qavs- 
lari tashlab yuborilgan):

11.1. "ICU v J ) = > ( U v J ) = >  A).
11.2. 1CUa15)v (U = > 2 0 a 4).
11.3. и = > Д ) л ( 5 = >  A ) a { A v B).
11.4. ( А = > В ) л { В = > ] А ) л ( С ^  A).
11.5. ( A a C ) v ( A a ] C ) v ( B a C ) v C] Aa B a C).
11.6. l(U = >  Я )л(Я ^>1Л )).
12. Teng kuchli almashtirishlar yordamida quyidagi formula- 

lami shunday almashtiringki, natijada hosil bo‘lgan formulalarda 
faqat ] va л amallari qatnashsin:

12.1. ( A v  В) =>( ~ \ А=> C).
12.2. (1 A => В ) v  1 ( A => B).
12.3. ((A v  В v  С ) A ) v С.
12.4. ((A => В) => С) => 1 A.
12.5. (A v (B^>  С »  => A
13. Teng kuchli almashtirishlar yordamida quyidagi formula- 

lami shunday almashtiringki, natijada hosil bo‘lgan formulalarda 
faqat ~| va v amallari qatnashsin:

13.1. (A=> B)=>(B a  Q.
13.2. 0 А л 1 В ) = > ( А л  В).
13.3. ((] A A  1 В) V  С ) о  (С Л 1 В)-,
13.4. ((А => (В a  Q )  => (1 В => 1Л)) => 15;
13.5. ((Л => 5) л (5  => С)) => (А => Q .
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14. Quyidagi formulalarning inkorini toping:
14.1. ( ^ a ( S v I Q ) v  0  a  а  В).
14.2. ( ( 1 / 1 л 1 Д л 1 С ^ / ) ) л 1 { 2 л 1 Л л 1 Р .
14.3. (((1 A a (1 В v О ) v D) a  1 Q) v (1 R л (P v 1 F)).
14.4. ((Л л (1 В v ( 1 С л Д))) v 1 Q) a R.
15. Teng kuchli almashtirishlar yordamida quyidagi formula- 

laming ziddiyat ekanligini isbotlang:
15.1. ( A => В) a (B => A) a  {{A a  1 B) v (1 A a  B)).
15.2. ((A a 1 B) => (1A v (А а  В))) a  ((1 B v ( A a B ) )  =>(A л! B)).
15.3. ((A => В) л (B => O ) => 1 (A => Q .
15.4. ( A = >  B) a (A=>~\B)  a A.
15.5. (A a 1 B) v (A a 1 С)) ((A ^  B) a  (A => Q).

? / Takrorlash uchun savollar

1. Mulohazaviy formula ta’rifmi ayting va misol keltiring.
2. Mantiqiy amallami bajarilish tartibi qanday?
3. Mulohazalarning qabul qiladigan qiymatlar tizimi nima? 

Ulaming soni nimaga bog‘liq?
4. Formulaning rostlik jadvali qanday tuziladi?
5. Teng kuchli formulalarga ta’rif bering.
6. Formulalarning teng kuchli ekanligi qanday isbotlanadi?
7. Aynan rost, aynan yolg‘on, bajariluvchi formulalar ta’rif- 

larini ayting.
8. Tavtologiya, ziddiyat, mantiq qonuni ta’rifini ayting.
9. Asosiy tengkuchliliklardan qaysilarini eslab qoldingiz?
10. Teng kuchli formula bilan mantiq qonuni orasida qanday 

bog‘lanish bor?

3-§. Predikatlar. Kvantorlar

/  Asosiy tushunchalar: predikat, bir o‘zgaruvchili predikatning 
qiymatlar sohasi, predikatning rostlik sohasi, predikatlar kon- 
yunksiyasi, dizyunksiyasi, implikatsiyasi, ekvivalensiyasi, 
predikat inkori, umumiylikrte^antori, mavjudlik kvantori,

3 L D 6 o $ I a
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M  to ‘plamning a elementi haqida aytilgan tasdiqqa a ning 
o‘rniga M  ning aniq bitta elementini qo‘ysak mulohaza hosil 
bo‘Isa, bunday tasdiqlami bir о ‘zgaruvchili mulohazaviy formula 
yoki bir o ‘zgaruvchili predikat deb ataymiz. n ta x v  ..., xn 
o‘zgaruvchilarga bog‘liq R(xv ..., xn) tasdiq berilgan bo‘lsin. U 
holda x,, ..., xn o‘zgaruvchilarning mazmunga ega bo‘ladigan 
qiymatlar to‘plami, shu o‘zgaruvchilarning yo ‘l qo‘yiladigan qiy
matlari sohasi deyiladi. Agar R(xv ..., xn) tasdiq x,, ..., xn o‘zga- 
ruvchilaming yo‘l qo‘yilishi mumkin bo‘lgan har qanday qiymat - 
larida mulohazaga aylansa, n о ‘zgaruvchili predikat yoki n о ‘z- 
garuvchili mulohazaviy formula deyiladi. Bu yerda n =  0, 1, 2 va 
hokazo manfiy bo‘lmagan butun qiymatlar qabul qiladi. 0 o‘rinli 
predikat sifatida mulohaza tushuniladi.

М ф 0  to‘plamda aniqlangan bir o‘rinli R(x) predikat berilgan 
bo‘lsin, u holda R(x) predikatning inkori deb har qanday x e M 
element uchun R(x) predikat rost boiganda yolg‘on bo‘ladigan; 
R(x) yolg‘on bo‘lganda rost bo‘ladigan 1 R(x) predikatga aytiladi. 
Ya’ni M ning ixtiyoriy elementi uchun 

(1 R)(x) =  1 (R(x)) tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Xuddi shunday М ф 0  to‘plamda aniqlangan P(x) va Q(x) bir 

o‘rinli predikatlar uchun л, v, =>, о  amallari quyidagi tenglik- 
lar yordamida aniqlanadi:

(R л Q)(x) =  R(x) л Q(x);
(R v Q)(x) =  R(x) v Q(x) ;
(R Q)(x) = R(x) => Q(x);
(R о  Q)(x) = R(x) о  Q(x).

М ф 0  to‘plamda aniqlangan R(x) predikat berilgan bo‘lsin, 
u holda R(x) predikatni rost mulohazaga aylantiradigan x ning M  
to‘plamga tegishli barcha elementlarini ^orqali belgilaymiz. £  ni 
R(x) predikatning rostlik sohasi deyiladi.

\fxR(x) ifoda, M to‘plamning barcha elementlari uchun R(x) 
rost bo‘lganda rost, M to ‘plamning kamida bitta x0 elementi 
uchun i?(x0) yolg‘on bo‘lganda yolg‘on bo‘ladigan mulohazadir. 
Bu yerdagi V belgi umumiylik kvantorini bildiradi.

3xi?(x) mulohaza bo‘lib, M  to ‘plamning kamida bitta x0 
elementi uchun R(xQ) rost bo‘lganda rost, qolgan hollarda, ya’ni
18



M to'plamning barcha elementlari uchun R(x) yolg‘on bo‘lgan- 
da yolg'on bo'ladigan mulohazadir.

R(x, у ) butun sonlar to ‘plami Z d a  aniqlangan «*+>’>0» maz- 
numidagi predikat bolsin, u holda:

VxV>»/?(x, y) — «ixtiyoriy ikkita butun son yig‘inidisi musbat 
boMadi» — yolg‘on mulohaza;

Vx3.y/?(x, y) — «har qanday butun son x  uchun shunday 
у  butun son mavjud bo‘lib, ulraning yig‘indisi musbat» — rost 
mulohaza;

3xV_y2?(x, y) — «shunday x butun son mavjud bo‘lib, uning 
ixtiyoriy у  butun son bilan yig‘idisi musbat» — yolg‘on mulohaza;

3x3yR(x, y) — «shunday x va у  butun sonlar mavjudki, ular- 
ning yig‘indisi musbat» — rost mulohaza bo‘ladi.

1-misol. Dekart koordinatalar tekisligida х < 3 л х > — 1 л  
л у < З л у  >1 predikatning rostlik sohasini tasvirlang.

Yechish. Berilgan ikki o‘rinli predikat to‘rtta bir o‘rinli predi- 
katlarning konyunksiyasidan tashkil topgan. Konyunksiya amali- 
ning ta’rifidan, predikatlardagi ikkala o‘zgaruvchi o‘rniga qiymat
lar berganimizda, ularning barchasini rost mulohazaga aylanti- 
ruvchi x va у  larning qiymatlari berilgan predikatning rostlik 
sohasi bo‘ladi. Buning uchun har bir predikatning rostlik soha- 
larini aniqlab, ularning kesishmasini topamiz (chizmaga q.)

Hosil bo‘lgan chizmadagi ABCD to‘rtburchakning ichki nuq- 
talari berilgan predikatning rostlik sohasi bo‘ladi.
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2-misol. M = {1, 2, 20} to ‘plamda quyidagi predikatlar 
berilgan: A(x): «(x : 5)»; B(x): «x — juft son»; C(x): «x — tub 
son»; D(x): «x 3 ga karrali». A(x) л B(x) => C(x) v D(x) predikat- 
ning rostlik sohasini toping.

Yechish. К  orqali M  to‘plamning A(x) л B(x) predikatni rost, 
C(x) v D(x) predikatni yolg‘on mulohazaga aylantiradigan ele- 
mentlarini belgilab olamiz. Mantiq amallarining ta ’rifiga ko‘ra 
berilgan predikatning rostlik sohasi M to‘plamdan К to‘plamni ayi- 
rishdan hosil bo‘lgan to‘plamdan iborat. К  to‘plamni aniqlaymiz:

1) A(x) л B(x) predikat rost mulohazaga aylanadigan qiymat
lar to‘plami A(x) va B(x) predikatlami bir vaqtda rost mulohaza
ga aylantiradigan M to‘plamning elementlari, ya’ni Ax — {5, 10,
15, 20} va Bx = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20} to‘plamlar- 
ning kesishmasidan iborat. Bu to‘plamni Mx orqali belgilaymiz:

Aj n  B} =  {10, 20}.

2) C(x) v D(x) predikat C(x) va D(x) predikatlar bir vaqtda 
yolg‘on mulohazaga aylanadigan M  to ‘plamning qiymatlarida 
yolg‘on mulohaza bo‘ladi. U C, = {1, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15,
16, 18, 20} va ^ = { 1 , 2, 4, 5, 7, 8, 10, 11, 13, 14, 16, 17, 19, 20} 
to'plamlaming kesishmasidan hosil bo‘lgan M2 =  {1, 4, 8, 10, 14,
16, 20} to‘plamdan iborat.

Demak, К — Mx n  M2 = {10, 20} to£plamdan iborat. U hol
da M\K berilgan A(x) л B(x) => C(x) v D(x) predikatning rostlik 
sohasi.

Misol va mashqlar

1. Quyidagi gaplardan qaysilari predikat ekanligini aniqlang:
1.1. Natural sonning natural bo‘luvchilari faqat ikkita bo‘Isa, 

u tub son bo‘ladi.
1.2. «x — mevali daraxt» (x daraxtlar to‘plamining elementi).
1.3. «Nargizaning yoshi 18 da».
1.4. «х + у =  5», (x, y&N).
1.5. «x + yi —mavhum son», (x, yeR).
1.6. «x3 + 3x — 4», (xeZ).
1.7. «x va у  bir sinfda o‘qiydi», (x, у  o‘quvchilar to‘plamining 

elementlari).
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I .X. «л: va у  o‘xshash» (x, у  geometrik shakllar to‘plamining 
clcmcntlari).

1.9. «5=2+4».
1.10. «Nodir x ning akasi» (x insonlar to‘plamining elementi).
1.11. «x 5 ga bo‘linadi» (x e N).
1.12. «x2 + 2x + 4» (x e R).
1.13. «ctg 45° = 1».
1.14. « x va у  lar z ning turli tomonlarida yotadi» (x va у  lar 

tekislikdagi nuqtalar to‘plamiga, z esa tekislikdagi to‘g‘ri chiziqlar 
to‘plamiga tegishli).

2. Quyidagi mulohazalar uchun shunday predikatlar tuzing- 
ki, ulardagi o‘zgaruvchilar o‘miga qiymat berganda berilgan mu
lohaza hosil bo‘lsin:

2.1. 2+3 > 7.
2.2. Feruzaning farzandlari 3 nafar.
2.3. A.Navoiy ko‘chasi Toshkent shahridagi markaziy ko‘cha- 

lardan biri.
2.4. log22 = 1 .
2.5. Nargiza Namangan viloyatida tug‘ilgan.
2.6. (52 -  1) = (5 -  1)(5 + 1).
2.7. 16 — murakkab son.
2.8. (4, 12, 20)=4.
2.9. Palov — o‘zbek milliy taomlaridan.
2.10. Berilgan ABC uchburchak A S  С  uchburchakka teng.
3. Sonlar o ‘qida quyidagi bir o‘rinli predikatlarning rostlik 

sohasini tasvirlang:
-  , x2 +3x+2 n3.1. ^5--------< 0.

x +Ах+Ъ

3.2. Vx2 -1  = -3 .
3.3. 2x2 + x -  30 > 0.
3.4. (sinx > 0).
3.5. (|x + 2| < 0).

3.6. < 0.
X - l

3.7. 3x2 — 2x + 4 > 0.
3.8. |x -  1| < |x + 3|.
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3.9. |х + 5| < 3.
3.10. И < 1.
4. Dekart koordinatalar tekisligida quyidagi ikki o‘rinli predi- 

katlaming rostlik sohasini tasvirlang:
4.1. ((.x > 2) л (y > 1)) л ((.x < -1 )  л (y < -2)).
4.2. x + 3y = 3.
4.3. x -  у > 0.
4.4. (x -  2)2 + (y +  3)2 = 4.
4.5. lg x =  lg y.
4.6. l(x > 2) л (y < 2).
4.7. (x = y) v ( | x | < 1).
4.8. (x > 3) => (y < 5).
4.9. ((x — l)2 + y1 = 4) л (y — x).
4.10. (x 2 + 2x + 1 = 0) л (y = 2x + 3).
5. M =  {1, 2, ..., 20} to‘plamda quyidagi predikatlar berilgan: 
A(x): «] (x : 5)»; B(x): «x — juft son»; C(x): «x — tub son»;

D(x): «x 3 ga karrali». Quyidagi predikatlaming rostlik sohasini 
toping:

5.1. A(x) л D(x) 1 C(x).
5.2. A(x) л C(x) => ] D(x).
5.3. A(x) ■=> B(x).
5.4. D(x) => 1 C(x).
5.5. C(x) ^  A{x).
5.6. A(x) v B(x) v D(x).
5.7. ] B(x) v ] D(x).
5.8. 1 C(x) v D(x) л B(x).
5.9. 1 B(x) v C(x)=> Д х).
5.10. A(x) л fi(x) л Д х).
5.11. ] A(x) л ] C(x) v fi(x).
5.12. 1 B(x) л 1 C(x) л Д х).
5.13. Д х) v ]Д х) л Д х).
5.14. A(x) л C(x) v l Д х).
5.15. B(x) v C(x) л у4(х).
5.16. A(x) о  1 Я(х) л Д х).
6. Quyidagi mulohazalami o‘qing va ularning rostlik qiyma- 

tini aniqlang:
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6.1. VxA(x), A(x): «х -  natural son», x g  R.
6.2. 3xA(x), A(x)\ «x — butun son», x g  R.
6.3. Vx(x + 3  = 5), x e R.
6.4. 3x(4 + x = 10), x g  R.
6.5. VxVy(x + у < 4), x, у  g  R.
6.6. VxVy(x + у  > 4), x, у  g  R.
6.7. 3xVy(x + у — 14), x, у  g  R.
6.8. 3x3y(x <y),  x, у  g  R.
6.9. VxVj3z([x, y] =z),  x, у  g  R.
6.10. VxVy3z([x, y] =z),  x, y, z g Я-
6.11. Vx(x < 0 => x > 0), x g  {0, 1, 2}.
6.12. ( x g  T) (a2 + b2 =  с2), T — uchburchaklar to‘plami va a, 

b, с — uchburchak tomonlari.
6.13. VxVy(- => —), x, у  g  N.

У x

6.14. \/х(Дх) > 0), Дх) =  x2 — 4x + 3, x g  R.

6.15. Vx ( —'x 5 g  R), x g  R.
6.16. Vx (x < 10), x e{l, ..., 10}.
6.17. Vx(x+ 5 < 15), x g{1, ..., 10}.
6.18. VxV^x — у < 10), x, у  g  {1, ..., 10}.
6.19. Vx3у  ( у  e A), x, у  g{1, ..., 10}.
6.20. VxVy(x < y), x g  {1, ..., 5}, у  g{5 , ..., 10}.
6.21. VxVy (x : у  ), x g  {4к | к e Z}, у  g{1, 2, 4}.
7. Quyidagi predikatlardan kvantorlar yordamida mulohazalar 

hosil qiling va ularning qiymatlar, rostlik sohalarini toping:
7.1. Дх): «х — talaba».
7.2. A(x): «x — butun son».
7.3. Дх): «х - t o ‘g‘ri chiziq».
7.4. Дх): «х • 5».
7.5. Д х, j>): «х + у  — 4».
7.6. Д х, у): «х < у».
7.7. Д х, у): «х • у».
7.8. Д х , у): «х||у».

7.9. Д х , у, z): <Д = г».
7.10. Д х , у, z): «[х, у] = z».
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8. Quyidagi formulalardagi erkli va bog‘liq o‘zgaruvchilarni 
aniqlang:

8.1. Vx/4(x).
8.2. A(y) => 3xB(x).
8.3. 3xVy(^4(x) л B(y)) => VyC(t, y).
8.4. Vx3y(,4(x,j;)) => B(t, z).

Takrorlash uchun savollar

1. Predikatga ta’rif bering.
2. Predikatning qiymatlar sohasi, rostlik sohasi nima? Misol

lar yordamida tushuntiring
3. Predikatlar dizyunksiyasi, konyunksiyasi, implikatsiyasi, 

ekvivalensiyasiga misollar keltiring.
4. Mantiq amallarini qoMlash natijasida hosil bo‘ladigan pre

dikat o‘zgaruvchilarining soni haqida nima deyish mumkin?
5. Umumiylik va mavjudlik kvantorlarini qo‘llashga misollar 

keltiring.
6. Predikatli formula qanday hosil qilinadi?
7. Predikatli formulaning qanday turlarini bilasiz?

4-§. Matematik mantiqning tatbiqlari

/  Asosiy tushunchalar: teorema, to‘g‘ri teorema, to‘g‘riga tes- 
kari teorema, to ‘g‘riga qarama-qarshi teorema, teskariga 
qarama-qarshi teorema, teorema isboti. Rele kontakt sxemasi.

Matematik mantiq elementlari mavzuning o‘qitilishidan qo‘- 
yilgan asosiy maqsad o‘quvchilami matematik analiz fanining al
gebra, geometriya, matematik analiz kabi bir qancha matematik fan- 
larga tatbiqining eng sodda ko‘rinishlaridan biri — matematik 
jumla (aksioma, teorema, ta’rif, ...)lami mulohazalar va predi
katlar algebralari tili orqali ifodalashga o‘rgatishdir.

Natural sonlar to‘plamida qaralgan tub son tushunchasi uchun 
quyidagi formulani keltirish mumkin:

(\tn<=N)((n — tub son) о  (n ф 1 л n : p => p  = lv  p = n)). 
Yoki quyidagi belgilashlami kiritsak:
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А(х) — «х — tub son», B(x) — «х ф 1», С(х) — «х : р», D(x) — 
«х=1», Дх) — «х=р» , u holda yuqoridagi formulani quyidagicha 
ifodalash mumkin:

(Vxe N) {A(x) <=> B(x) л C(x) => D{x) v P(x)).
Teorema va uning turlari. Har qanday teorema shart va na- 

tijadan iborat. Agar A teoremaning sharti, В esa uning xulosasi 
bo‘Isa, u holda teoremani

A => В (1) ko‘rinishda yozishimiz mumkin.
В => A (2) teoremaga (1) teoremaga teskari teorema deyiladi. 
] A => 1 В (3) teoremaga (1) teoremaga qarama-qarshi teo

rema deyiladi.
1 В => ~\A (4) teoremaga berilgan (1) teoremaning teskarisiga 

qarama-qarshi (yoki berilgan (1) teoremaning qarama-qarshisi- 
ga teskari) teorema deyiladi.

Rostlik jadvallari orqali A => В = 1# =>"U va В => A = ~\A =>lB 
tengkuchliliklami isbot qilib, quyidagi xulosani chiqaramiz:

A => В teorema o‘miga ] В A teoremani isbot qilib, A=> В 
rost, ya’ni to‘g‘ri deb aytishimiz mumkin.

Isbot tushunchasi. A\, A2, ..., An (1) mulohazalar berilgan 
bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsa:

Aj — aksioma yoki awal isbot qilingan mulohaza bo‘lsin; 
har bir Ai, i > 2 yoki o ‘zidan oldingi mulohazadan keltirib 

chiqarilsin, yoki awal isbot qilingan mulohaza boMsin.
U holda (1) ketma-ketlikni biz An mulohazaning isboti dey- 

miz.
Isbot qilish usullari. Teorema shartining rostligidan, xulosa- 

ning rostligini to‘g‘ridan to‘g‘ri keltirib chiqarishni bevosita isbot 
qilish, deb tushunamiz. Mantiq qonunlari orqali isbot qilishga, 
teskarisidan isbot qilish, uchinchisini inkor qilish qonuni orqali is
bot qilish, induksiya yordamida isbot qilish va h.k.lar kiradi.

Avtomatik boshqarish qurilmalari va elektron hisoblash 
mashinalarida ko‘plab rele-kontakt sxemalar uchraydi. Har qan
day sxemaga mulohazalar algebrasining biror-bir formulasini mos 
qo‘yish mumkin va aksincha. RKS bilan mulohazalar algebrasi
ning formulalari orasidagi bunday munosabat murakkab 
RKS lami mulohazalar algebrasining formulalari yordamida sod-
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dalashtirish imkoniyatini beradi. Kontaktni shartli ravishda
yoki-----•-----, yok i----------- , yok i-----• •-----

ko‘rinishda belgilaymiz. Kontakt yopiq (tok o‘tkazadigan) yoki 
ochiq (tok o‘tkazmaydigan) holatda bo‘lishi mumkin. Kontakt- 
ning yopiq holatiga 1 ni, ochiq holatiga 0 ni mos qo‘yamiz.

Barcha kontaktlar orasida doimo tok o‘tkazadigan (doimo yo
piq) hamda butunlay tok o‘tkazmaydigan (doimo ochiq) kon
taktlar mavjuddir. Ulami ham, mos ravishda, 1 va 0 bilan belgi
laymiz va ham da-----•-----, ----------- ko‘rinishda ifodalaymiz.

Biz o‘zgaruvchi kontaktlar bilan ish ko‘rganimiz uchun ulami 
X, 7, Z, ... harflar bilan belgilaymiz. U holda ikkita X  va Y 
mulohazalaming konyunksiyasiga kontaktlarni ketma-ket ulash 
natijasida hosil bo‘ladigan

-----• X  •-----«7 •-----sxemani, X va. Y mulohazalaming diz-
yunksiyasiga kontaktlarni parallel ulash natijasida hosil bo‘ladigan 
quyidagi

-----—

----- .  Y •-----

sxemani mos qo‘yamiz. Har qanday mulohazviy formulani faqat
1, л, v amallar qatnashgan formulaga keltirish mumkin bo‘lgan- 
ligidan har bir formulani RKS orqali ifoda qilish va aksincha, har 
qanday RKS ni mulohazaviy formula orqali ifodalash mumkin.

1-misol. (X  л Y) v ] X  formulaga quyidagi rele-kontakt 
sxemasi mos keladi:

---- • X  •-----• Y •-----

---------- • ]*•-

2-misoL
• X  •—

—  ’  Y  * —

1»I—
 • ---- - 1 7 . -----

sxemaga (X v ~\X) a  ( Y v ~|7) formula mos keladi.
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Misol va mashqlar
«'"■■■.■">

1. Quyidagi teoremalarga teskari, to ‘g‘riga qarama-qarshi, 
teskariga qarama-qarshi teoremalami ifodalang:

1.1. Agar berilgan to‘rtburchak kvadrat bo‘lsa, u romb bo‘ladi.
1.2. Agar berilgan ikki to‘g‘ri chiziqning har biri uchinchi 

to‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘lsa, u holda berilgan to‘g‘ri chiziqlar 
parallel boMadi.

1.3. Agar parallelogramm romb bo‘lsa, uning diagonallari 
perpendikular bo‘ladi.

1.4. Agar ketma-ketlik monoton va chegaralangan bo‘lsa, и 
holda и limitga ega bo‘ladi.

1.5. Agar berilgan natural sonning raqamlar yig‘indisi 3 ga 
bo‘linsa, berilgan son 3 ga bo‘linadi.

1.6. Agar ratsional sonlar ketma-ketligi yaqinlashuvchi bo‘lsa, 
и holda и fundamental ketma-ketlik bo‘ladi.

1.7. Agar 3 ta sonning ko‘paytmasi nolga teng bo‘lsa, и hol
da ko‘paytuvchi]aming kamida bittasi nolga teng bo‘ladi.

1.8. Uchburchakning ichki burchaklari yig‘indisi 180° ga teng.
2. Quyidagi mulohazalarni predikatlar algebrasi tilida ifodalang:
2.1. «Barcha ratsional sonlar haqiqiy».
2.2. «Ayrim ratsional sonlar haqiqiy emas».
2.3. «12 ga bo‘linuvchi har qanday natural son 2, 4 va 6 ga 

bo‘linadi».
2.4. «Ayrim ilonlar zaharli».
2.5. «Bir to‘g‘ri chiziqda yotmagan 3 ta nuqta orqali yagona 

tekislik o‘tkazish mumkin».
2.6. «Yagona x mavjudki, R(x)».
3. A{x)\ «x — tub son», B(x): «x — juft son», C(x)\ «x — toq 

son», D(x): «х у  ni bo‘ladi» kabi xossalami bildirsa quyidagilami 
o‘qing:

3.1. A(l).
3.2. B{2) a  A(2).
3.3. Vx(B(x) => \/y(D(x, y) => B(y)).
3.4. Vx( C(x) => Vy(A(y) => 1 Д х , у))).
4. Quyidagi tasdiqlar va ularning inkorlarini predikatlar tilida 

ifodalang:
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4.1. Tartiblangan to‘plam chiziqli tartiblangan deyiladi, agar 
to‘plamning ixtiyoriy x, у  elementlari uchun yoki x —y, yoki x <  y, 
yoki x >  у  bo‘lsa.

4.2./(x )  funksiya M to‘plamda chegaralangan deyiladi, agar 
shunday manfiymas L soni mavjud bo‘lib, har qanday xeAf 
uchun |/(x )| < L bo‘lsa.

4.3./(x )  funksiya M  to‘plamda o‘suvchi deyiladi, agar to ‘p- 
lamning ixtiyoriy x ,, x2 elementlari uchun, x, < x2 ekanligidan 
/(x ,)  < / ( x 2) kelib chiqsa.

4.4. /(x )  funksiya davriy deyiladi, agar shunday T ф 0 soni 
mavjud bo‘lib, funksiyaning aniqlanish sohasidan olingan har 
qanday x uchun x — T va x + T lar ham shu sohaga tegishli 
bo‘lib, f ( x ±  T ) —f  (x2) shart bajarilsa.

5. Quyidagi formulalar uchun rele-kontakt sxemalarini tuzing:
5.1. (X  л 7  a Z ) v~\(X a Y a Z ) v (X a Y)-
5.2. ( X ^ Y ) a ( Y ^ Z ) .
5.3. ( (X ^ Y ) a (Y=> Z))  =>( X=>Z) .
5.4. ( X => (Y => Z))  =>( Y=>X) .
6. Quyidagi rele-kontakt sxemalariga mos keluvchi mulo

hazalar algebrasining formulasini aniqlang:
6.1.  . 1 . -----• Y •—

6.2.

-• z . -------#1лг.

-• ~\x •-------- •

Y •-----• z .

17«

6.3.

6.4.

—»л •—I
---- *•U .  Y •— I

___ —• Z  •— I

—• 7 . — I

— • JST •— • 1 z< 

------ • 7 . ----

■ Тяг ■
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7. Quyidagi rele-kontakt sxemalarini soddalashtiring: 

7 . 1 . -------- • ~]x •-------- • 1 7  •-------- • Z  •--------

X '

• X«-

>17.-

■•17.

-• Z  •- 

-• Z  •

7.2.

1 • * • -• z •- Г —• X •—• 7 •—• Z •—
L.17J •• —lz*- —Viz 7 .-viz •—

7.3.

H z .
z . -

■17<
7.4.

7«-

7*-
, x — . I z .

------.IX*-
17.

V ,

• X<
17<

l z .

-• X*- 
-•17.-

IX.—

z .

-• Z •—• 7 •-
• lZ — .IXV-i 

, 7*—. l z » —I

Takrorlash uchun savollar

1. Teoremaning qanday turlarini bilasiz?
2. Teoremalami isbotlash usullari qanday?
3. Matematik tasdiqlami predikatlar tilida ifodalashga misol 

keltiring.
4. Rele-kontakt sxemalarini soddalashtirishda mulohazaviy 

formulalarning ahamiyati nirnada?
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II MODUL. TOTLAMLAR УА
MUNOSABATLAR

.».»■
5-§.

To‘plam. To‘plamlar ustida amallar.
Eyler-Venn diagrammalari

J  Asosiy tushunchalar: to‘plam, to‘plam elementi, to ‘plamlar- 
ning tengligi, qismto‘plam, bo‘sh to‘plam, universal to‘plam, 
to ‘plamlar birlashmasi, to ‘plamlar kesishmasi, to ‘plamlar 
ayiimasi, to‘plamlar simmetrik ayirmasi, idempotentlik xossa- 
si, kommutativ amal, assotsiativ amal, distributivlik xossasi, 
to‘plam to‘ldiruvchisi, Eyler—Venn diagrammalari.

To‘plam tushunchasi matematikaning asosiy tushunchalari- 
dan biri bo‘lib, misollar yordamida tushuntiriladi. To‘plamni tash- 
kil qiluvchi obyektlar to‘plamining elementlari deyiladi.

Agar A to ‘plamning har bir elementi В to ‘plamning ham 
elementi bo‘lsa, u A a  В orqali belgilanadi va A to‘plam В to‘p- 
lamning to‘plamostisi deyiladi.

Bir xil elementlardan tashkil topgan to‘plamlar teng deyiladi. 
A va В to ‘plamlarning teng bo‘lishi uchun Acz B va BczA 
bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini ko‘rish qiyin emas. Bitta ham 
elementi yo‘q to‘plamni bo‘sh to‘plam deb ataymiz va uni 0  or
qali belgilaymiz.

A va В to‘plamlaming kamida biriga tegishli bo‘lgan barcha 
elementlardan tashkil topgan A u  В to‘plam A va В to ‘plamlar- 
ning birlashmasi yoki yig‘indisi deyiladi.

A va В to‘plamlarning kesishmasi yoki ko‘paytmasi deb, A va 
В to‘plamlaming barcha umumiy, ya’ni A ga ham, В ga ham te
gishli elementlardan tashkil topgan A n  В to‘plamga aytiladi.

A va В to‘plamlaming ayirmasi deb, A to ‘plamning В to ‘p- 
lamga kirmagan barcha elementlardan tashkil topgan to‘plamga 
aytiladi. A va В to‘plamlaming ayirmasi A\B  ko‘rinishida belgi
lanadi.

(A\B) u  (B\A) to‘plam A va В to‘plamlarning simmetrik ayir
masi deyilidi va AAB orqali belgilanadi.
30



Agar A a  В bo‘lsa, B\A to‘plam A to‘plamning В to‘plamga- 
cha to‘Idiruvchi to‘plam deyiladi va с  A yoki A' orqali belgilanadi.

Misol. А,В c= M =  {1, 20} to‘plamlar uchun quyidagilar- 
ni aniqlang:

A\B, B\A, A u  В, A n B ,  A', B.  A={1,3,5,7,9}, B={2,4,7,8}.
Yechish. Berilgan to‘plamlar uchun to‘plamlar ustida bajari- 

ladigan amallaming ta’riflarini qo‘llab, quyidagi to‘plamlami ho- 
sil qilamiz:

A\B  = {1,3,5,9}; B\A =  {2,4,8}; A u  5={1,2,3,4,5,7,8,9};
A n  В =  {7}; A'={2,4,6,8,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20};
#={1,3,5,6,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20}.
Misol. (A u  B)\C =  (A\B) u  (B\C) tenglikni isbotlang.
Yechish. To‘plamlarning tengligini isbotlash uchun A/=7V<=> 

ojW  с  N a  N a  M tasdiqdan foydalanamiz.
1) \/хе((Л u  B)\C) => х е (Л и  В) л xgC =>
=> xeA v x&B л x gC => {x&A л xgC) v (xeB  л xgC) =>
=> хе(Л\С) v x e (B \Q  => [xe((j4\Q u  (B \Q ).
Bundan (A u  B)\C a  (A\C) u  (B\C) ekanligi kelib chiqadi.
2) Ухе((Л\С) u  (B\C )) => xg(>4\Q v  x e (5 \Q  =>
=> (xeA л xeC) v  (xe S л x ^ Q  => (xtA v xe В л xg С) =>
=>x е(Л и  fl) л х г С = >  хе((Л u  5)\Q.
Bundan (Л\С) u  (B \Q  c ( / l u  5 )\C  ekanligi kelib chiqadi.
Demak, (Л u  B)\C =  (A \Q  u  (5\C).
To‘plamlar ustida amallarni Eyler—Venn diagrammalari deb 

ataladigan quyidagi shakllar yordamida ifoda qilish amallarning 
xossalarini isbot qilishni ancha yengillashtiradi.

Universal to ‘plam to ‘g‘ri to ‘rtburchak shaklida, uning 
to‘plamostilari to‘g‘ri to‘rtburchak ichidagi doiralar orqali ifoda 
qilinadi. U holda, ikki to‘plam birlashmasi, kesishmasi, ayirma- 
si, to‘lduruvchi to‘plamlar, ikki to‘plamning simmetrik ayirmasi, 
mos ravishda, quyidagicha ifodalanadi.

(A u  B)\C  = (A\C) u  (B\C) tenglikni Eyler—Venn diagram- 
malarida tasvirlaymiz. Buning uchun tenglikda qatnashgan uchta 
to‘plam uchun biror-bir vaziyatni aniqlab, tenglikning ikkala to- 
monini ikkita diagrammada tasvirlaymiz:
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• о
ААВ

А и  В ni

А\С  ni

( А О  и  ( А О  ni 
qilamiz:

щ.
(A u  В)\С  ni 

В\С  ni

orqali belgilab, quyidagilarni hosil

Masala. 58 nafar mexanizatorlar haydovchi, traktorchi, kom- 
baynchi mutaxassisligiga ega. Ulardan 11 nafari ham haydovchi, 
ham traktorchi; 6 nafari ham traktorchi ham kombaynchi; 
5 nafari — haydovchi va kombaynchi; 3 nafari — uchala muta- 
xassislikka ega. Agar kombaynchi, haydovchi va traktorchilar 
soni ayirmasi 7 ga teng arifmetik progressiyani tashkil etsa, u 
holda mexanizatorlardan necha nafari faqat bitta mutaxassislikka 
ega?

Yechish. А, В, С to ‘plamlar — haydovchi, traktorchi va kom- 
baynchilar to ‘plamlari bo‘lsin. Masala shartidan kelib chiqqan 
holda quyidagi Eyler—Venn diagrammasini tuzamiz:
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Masala shartiga ko‘ra, A n B n C = 3 ,  A n B  =  11, A n  С =5,  
B n  С =  6. U holda (A n  B)\C = 8, (An Q \B  = 2 , (B n C)\A = 3 
bo‘ladi. Faqat haydovchilar to‘plami (A \B) \C ni x, faqat traktorchi- 
lar to‘plami (B\A) \C ni y, faqat kombaynchilar to‘plami (CV4) \B ni 
z orqali belgilasak, u holda x + y + z +  3 + 8 + 2 + 3 = 58 
boMib, bundan x + у + z  = 42 kelib chiqadi. z, x, У lar ayirmasi 
7 ga teng arifmetik progressiyani tashkil etganligi uchun x = 14, 
y = 7 , z = 2 \ .

J a v o b . Faqat haydovchilar — 14 nafar, faqat kombaynchi
lar — 7 nafar, faqat traktorchilar — 21 nafar.

Misol va mashqlar

1. А, В с  M  = {1, ..., 20} to ‘plamlar uchun quyidagilarni 
aniqlang:

A\B, B\A, А и  В, A n  В, А', В', AAB:
1.1. A =  {1, 3, 5}, B =  {11, 13, 15}.
1.2. A =  {3, 5, 7}, 5 =  {8, ..., 15}.
1.3. A =  {1, ..., 5 } , 5 = { 1 ,  ..., 13}.
1.4. A =  {5, ..., 12}, В =  {12, ..., 15}.
2. Shunday А, В, С to ‘plamlarni topingki, ular uchun quyi

dagi shartlar bajarilsin: A cz В, A ct С, А а  В а  С, А с  В л A c= 
с  С л В d  С.

3. М  = {{0}, {1}, {1,2}} to‘plamning barcha to‘plamostilari- 
ni toping.

4. Agar n g  N  uchun M = {  1,2, ..., n} bo‘lsa, Mv M2, Mv  
M4, ..., Mn laming barcha to‘plamostilari sonini aniqlang.
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5. Quyidagilarni isbotlang va Eyler—Venn diagrammalarini 
tuzing:

5.1. (A\B)\C = (A \Q \(B \Q .
5.2. A \(B \Q  c A u  C.
5.3. (A\C)\(B\A) a  A\C.
5.4. A \C c  (A\B) u  (B \Q .
5.5. (04 u  В)' n  (A  u  B))' = A u B .
5.6. A c  B e  C ^ A kj B = B n  C.
5.7. A c  В ^  A \C  c  B\C.
5.8. A c B ^ A n C c B n  C.
5.9. A c B ^ A u C c z B u C .
5.10. В cz А л С = => Л = i? u  С.
5.11. Л < г 5 л 5 п  C =  0  = > Л и  С a  B kj С.
5.12. С = Л \ Я = ^ Я п С = 0 .
5.13. f in  С — 0  л А п  С ф 0  => А\В ф 0 .
5.14. А с  С ^  А и  (В п  О  = (А и  В) п  С.
5.15. Л\(Я п  Q  = (А\В) и  (А\В).
6. Lyuis Kerrol masalasi. Shiddatli jangda 100 nafar qaroq- 

chidan 70 nafari bitta ko‘zidan, 75 nafari bitta qulog‘idan, 80 
nafari bitta qo‘lidan va 85 nafari bitta oyog‘idan ayrildi. Bir vaqt- 
ning o‘zida ham ko‘zi, ham qulog‘i, ham qo‘li va oyog‘idan ay- 
rilgan qaroqchilaming eng kam sonini aniqlang.

7. To‘plamlar ustida bajariladigan algebraik amallaming quyi
dagi xossalarini isbotlang:

7.1. A n  A = A kesishmaning idempotentligi.
7.2. A и  A = A birlashmaning idempotentligi.
7.3. A n  B = В n  A kesishmaning kommutativligi.
7.4. A u  B =  В u  A birlashmaning kommutativligi;
7.5. (A n  B) n  С = A n  (B n  Q  kesishmaning assotsiativligi.
7.6. и  й) и  С = A \ j  {В yj Q  birlashmaning assotsiativligi.
7.7. A n  (B u  О  = (A n  B) u  (A n  C) kesishmaning bir- 

lashmaga nisbatan distributivligi.
7.8. A u  (B n  Q  = (A u  B) n  (A u  C) birlashmaning ke- 

sishmaga nisbatan distributivligi.
7.9. (A\B) n  С — (A n  Q \B  = (A n  Q \(B  n  Q .
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00 00

7.10. X \ [ j A i = f | ( * \ 4 ) -
/=1 i=\

7.11. x \ f | 4  = | J ( * \ 4 ) -
(=i i=i

[?/?] Takrorlash uchun savollar

1. To‘plam tushunchasiga misollar keltiring.
2. To‘plam elementi deb nimaga aytiladi?
3. Qismto‘plam ta’rifini ayting.
4. Teng to‘plamlar tushunchasiga ta’rif bering.
5. Bo‘sh to‘plam, universal to‘plamlar ta’riflarini ayting. Mi

sollar keltiring.
6. To‘plamlar birlashmasi, kesishmasiga ta ’rif bering.
7. To‘plamlar ayirmasi, simmetrik ayirmasiga ta’rif bering.
8. To‘plamlar birlashmasining qanday xossalarini bilasiz?
9. To‘plamlar kesishmasining qanday xossalarini bilasiz?
10. To‘plamlar ustida bajariladigan amallaming xossalari qan

day tushunchalar yordamida isbotlanadi?
11. Eyler—Venn diagrammalarini tushuntiring.
12. Eyler-Venn diagrammalari yordamida to ‘plamlarning 

tengligini isbotlash mumkinmi?

6- §
Dekart ko‘paytma. Binar munosabatlar. 
Ekvivalentlik munosabati

j  Asosiy tushunchalar: tartiblangan juftlik, kortej, to‘plamlar- 
ning to‘g‘ri (Dekart) ko‘paytmasi, binar, и-аг munosabatlar, 
binar munosabatning aniqlanish va qiymatlar sohasi, binar 
munosabat inversiyasi, binar munosabatlar kompozitsiyasi, 
refleksiv, antirefleksiv, simmetrik, antirefleksiv, tranzitiv binar 
munosabatlar, ekvivalentlik munosabati, faktor-to‘plam.

Ap ..., An -  bo‘sh bo‘lmgan to‘plamlar ..., \fan&An -
elementlardan tuzilgan barcha (av ..., an) и-liklar to‘plami Av ..., An 
to‘plamlaming dekart ko‘paytmasi deyiladi. Av ..., An to‘plamlar- 
ning dekart ko‘paytmasi A[ .̂..'><An ko‘rinishida belgilanadi.
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А — 0  to‘plam berilgan bo‘lsin. A n ning ixtiyoriy p to‘plam- 
ostisi A to ‘plamda aniqlangan n-ar munosabat deyiladi. A2 ning 
ixtiyoriy to ‘plamostisi A to ‘plamida berilgan binar munosabat 
deyiladi.

Agar R — binar munosabatga tegishli barcha juftliklarning 
barcha birinchi koordinatalaridan tuzilgan to‘plam Dorn/? aniqla- 
nish, barcha ikkinchi koordinatalaridan tuzilgan to‘plam esa ImT? 
о ‘zgarish sohalari deyiladi.

RJ={(b, a)\((b, a)&R)} munosabat R munosabatning inver- 
siyasi deyiladi.

P  va Q binar munosabatlar bo‘sh bo‘lmagan A to‘plamda be
rilgan bolsin. U holda P°Q = {(a,c)\ 3 b&A, (a,b)eQ/\ (b,c)eP} 
to‘pi am P m  Q binar munosabatlaming kompozitsiyasi deyiladi.

A to‘plamida R binar munosabat berilgan bo‘lsin.
a) Agar \/a&A uchun (a,a)eR bo‘lsa, R binar munosabat 

refleksiv munosabat deyiladi.
b) Agar (a,b)<=R bo‘lishidan (b,a)&R bo‘lishi kelib chiqsa, 

ya’ni R~l=R  shart bajarilsa, R simmetrik munosabat deyiladi.
d) Agar V(a,b)sR va (b,a)&R bo‘lishidan (a,c)&R bo‘lishi 

kelib chiqsa, ya’ni R°RczR shart bajarilsa, R tranzitiv munosabat 
deyiladi.

e) Refleksiv, simmetrik va tranzitiv bo‘lgan binar munosabat 
ekvivalentlik munosabati deyiladi.

Vac A uchun a orqali A to‘plamning a ga ekvivalent bo‘lgan 
barcha elementlarini belgilaymiz va bu to‘plamni a element yarat- 
gan ekvivalentlik sinfi deb ataymiz. R ekvivalentlik munosabati 
bo‘yicha aniqlangan barcha ekvivalentlik sinflari to‘plami A to‘p- 
lamning R ekvivalentlik munosabati bo‘yicha faktor-to ‘plami 
deyiladi.

1-misol. R, S, T a  A x A — binar munosabatlar uchun 
R ° (S \T ) = (R о S)\(R  о 7) tenglikni isbotlang.

Yechish. Binar munosabatlar tartiblangan jufiliklardan iborat 
to‘plamlar ekanligini bilgan holda to‘plamlar ayirmasi, to‘plamlar 
tengligi hamda binar munosabatlar kompozitsiyasining ta ’riflari- 
dan foydalanib, berilgan tenglikni isbotlaymiz:
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1) V(x,y) е (R о (S\T)) => 3z е A, (x,z) е(5 \7) л ( ^ )  е R => 
=> (х,г) G 5 л (x,z) г Г л  (г,у) & R => (x,z) е 5 л  (г,у) е 7? л 
л (х,г) g 71 л (г,у) е i? => (х,у) е (R о S) л (х,у) г ( й °  7)^> 
=> (х,у) е ((Л ° 5)\(Д о 7)). Demak, Л о (S \7) с  (Л о S)\(RoT);
2) V(x,j>) е ((Rо S)\(RoT))  => (х,у) е(/?о5)л  (х,у) е ( й с 7 ’)=> 
=> 3 Z е Д  ((Х,г) (= S л (z,y) € R) л ((x,z) € Т л (г,у) е 7?) => 
=> (х,г) eS  л (х,г) г Т л (z,y)(=R => (x,z)e(S\T) л (z,y)eR => 
=> (х,у) е (i? о (5\7)). Demak, (i? о 5)\(Д о 7) с  R ° ( З Д .
Natijada 7? ° (5 \7 )=  (7? ° *S)\(i? ° 7) tenglik isbotlandi.
2-misol. М — {1, 2, ..., 10} to‘plamda berilgan.
R = {<x,y>| x, у  & M  л x = у — 1} binar munosabatning 

xossalarini tekshiring va grafini chizing.
Yechish. Berilgan binar munosabat qanday xossalarga bo‘y- 

sunishini tekshiramiz:
1) refleksivlik xossasi: V(xeA/) (x = x — 1) yolg‘on, chunki, 

masalan, M  to‘plamning 2 elementi uchun 2 * 2 -  1. Demak, 
R — refleksiv emas;

2) antirefleksivlik xossasi: V(xeM),  1 (x = x — 1) rost. 
Demak, R — antirefleksiv;

3) simmetriklik xossasi: V(x,yeM) (x = у — 1 => у = x — 1) 
yolg'on. Chunki,  masalan, 3, 4 e M uchun 3 = 4 -  1 => 4 = 
= 3 — 1 da birinchi mulohaza rost va ikkinchi mulohaza yolg‘on 
bo‘lganligi uchun implikatsiya yolg‘on. Demak, R -  simmetrik 
emas;

4) antisimmetriklikxossasi: V(x,yeM) (x<*= у  — 1 л у  — x — 1=> 
=> x =  _y) rost. Chunki, M  to‘plamning har qanday x, у  element
lari uchun x =  у — 1 va у = x — 1 mulohazalar bir vaqtda rost 
bo‘la olmaydi. Bundan ularning konyunksiyasi berilgan to‘plam 
elementlari uchun yolg‘on. Birinchi mulohaza yolg‘on bo‘lgan 
implikatsiya rost ekanligini e’tiborga olsak, R antisimmetrik binar 
munosabat ekanligi kelib chiqadi;

5) tranzitivlikxossasi: V(x,y,z e M) (x = у  — 1 л у = z ~  1 => 
x =  z — 1) yolg‘on mulohaza. Chunki, masalan, M to‘plamning
3, 4, 5 elementlari uchun (3 = 4 — 1) л (4 = 5 — 1) => (3 = 5—1) 
implikatsiyada konyunksiya rost, lekin implikatsiya natijasi yol-
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g‘on mulohaza. Implikatsiya ta’rifiga ko‘ra, (3 = 4 -1 )  л (4 = 5-1 )  => 
=> (3 = 5 -1 )  mulohaza yolg‘on. Demak, R -  tranzitiv emas;

6) R ekvivalentlik munosabati bo‘la olmaydi, chunki reflek- 
sivlik, simmetriklik, tranzitivlik xossalariga ega emas;

7) R tartib munosabati bo‘la olmaydi, chunki R antisimme- 
trik bo‘lgani bilan tranzitiv emas.

3-misol. A =  {1,2}, В =  {2,5} to£plamlar uchun R = A * B, 
S =  В x A b inar m unosabatlarni topib , R ° S, S ° R, R2, 
S1 lami aniqlang.

Yechish. To‘plamlarning to ‘g‘ri ko‘paytmasi, binar muno
sabatlar kompozitsiyasi ta’riflaridan foydalanib, quyidagi to‘plam- 
lami hosil qilamiz:

R = A *  В = {(1,2), (1,5), (2,2), (2,5)};
S = В у- A =  {(2,1), (2,2), (5,1), (5,2)};
R о S =  {(2,2), (2,5), (5,2), (5,5)};
5  о R =  {(1,1), (1,2), (2,1), 2,2)};
R2= R o  R =  {(1,2), (1,5), (2,2), (2,5)};
S1 = S о S — {(2,1), (2,2), (5,1), (5,2)}.
4-misol. Berilgan A = {lola, shoda, olomon, osmon, olma, 

boshoq} so‘zlaridan iborat to‘plam va undagi S binar munosabat:
«x S у» 7= «x va у  so‘zlarda о harfi bir xil sonda qatnashgan» 

berilgan. A/S  faktor-to‘plamni aniqlang.
Yechish. Faktor to‘plam — bo‘sh bo'lmagan to‘plamda aniq

langan ekvivalentlik munosabati yordamida hosil qilingan ekvi
valentlik sinflaridan tuzilgan to ‘plam. Berilgan to ‘plam 6 ta 
so‘zdan iborat to ‘plam va undagi har qanday ikkita x,y so‘zlar 
berilgan binar munosabatda bo'ladi, agar bu so‘zlar tarkibida о 
harfi bir xil sonda qatnashgan bo‘lsa.

To‘plamda berilgan S binar munosabat ekvivalentlik m u
nosabati ekanligini isbotlaymiz:

1. S — refleksivlik munosabati, chunki A to‘plamning har bir 
so‘zini o‘zi bilan solishtirsak, ularda о harfi bir xil sonda qatnashgan.

2. S — simmetriklik munosabati, chunki A to‘plamning har 
qanday x, у  so‘zlari uchun agar x so‘z bilan у  so‘zda о harfi bir 
xil sonda qatnashgan bo‘lsa, u holda у  so‘z bilan x so‘zlarda ham
о harfi bir xil sonda qatnashadi.
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3. S — tranzitivlik munosabati, chunki A to ‘plamning har 
qanday x, y, z so‘zIari uchun agar x so‘z bilan у so‘zda va у  so‘z 
bilan z  so‘zda о harfi bir xil sonda qatnashgan bo‘lsa, u holda x 
so‘z bilan z so‘zlarda ham о harfi bir xil sonda qatnashadi.

Endi S ekvivalentlik munosabati yordamida ekvivalentlik sinf- 
larini tuzamiz. Buning uchun «lola» so‘zi bilan ekvivalentlik mu- 
nosabatida bo‘lgan so‘zlami bir to ‘plamga yig‘amiz:

%>ia = ^ ° 'a’ shoda, olma}. Xuddi shunday yo‘l bilan qolgan 
ekvivalentlik sinflarini tuzamiz:

/osmon = {°smon’ boshoq}, *%lomon = {olomon}.

KSi Misol va mashqlar

1. Quyidagi tengliklami isbotlang
1.1. (A\B) x C =  (A x Q \ ( B x  Q.  e
1.2. A  x (B \ Q  = ( A x  B)\(A x Q .
1.3. (A u  B) x С = ( A x  Q  u  (B x O-
1.4. A x (В n  Q  = (A x B) n  (A x Q.
1.5. (A n  B) x ( C n  D) = (A x С) n  (B x D).
1.6. А с  В => A x С с  В х С.
1.7. А и  В а  С ^ А х  В =  (Ах В) п ( С х  В).
1.5. (Л х В) и  (5  х Л) = С х С => А = В = С.
2. R, S, Т — binar munosabatlar uchun quyidagilami isbotlang:
2.1. (R n  S)u — RJ n  SJ.
2.2. (R u  S)u = IT u  54
2.3. R ° (S ° T) = (R ° S) ° T.
2.4. (i? о 5)u = о
2.5. ( R u S ) ° T = R ° T ' u S ° T .
2.6. R ° (S ^  T) — (R о S) u  (j? о 7).
2.7. ( R n t y o T c R o T n S o T .
2.8. 5 °  ( S n  T ) a R ° S n R °  T.
2.9. D o m (^ ) =  Im i?.
2.10. Im (i?J) = Domif.
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2.11. Dom (R° S) с  Dom*?.
2.12. Im(i? » i ) c  Im&
2.13. (R\S) u  = R^\S^.
2.14. R, S — tranzitiv :
2.15. R , S — refleksiv
2.16. R, S — simmetrik =>
2.17. R, S — ekvivalent =>
2.18. R, S — antirefleksiv :
2.19. R, S — antisimmetrik

R u  S — tranzitiv.
■ R u  S, Ru, Su — refleksiv. 
i> R u  S, Ru, S'u — simmetrik.
> R и  S, /? u , Su — ekvivalent.

R u  S, R J, S{-J — antirefleksiv. 
R kj S, R \  — antisimmetrik.

3. M3={ 1,2,3} to ‘plamda nechta turli ekvivalentlik mu- 
nosabatlari mavjud? M4 da-chi?

4. M  = {1, 2, ..., 20} to‘plamda berilgan quyidagi binar mu- 
nosabatlaming xossalarini tekshiring:

4.1. R =  {<x,y>
4.2. R =  {<x,y>
4.3. R = {<x,y>
4.4. R = {<x,y>
4.5. R =  {<x,j>
4.6. R — {<x,j>
4.7. R -  {<x,y>
4.8. R = {<x,y>
4.9. R =  { <x,y>
4.10. R = {<x,y>
4.11. R =  {<x,y>
4.12. R =  {<x,j>
4.13. R = {<x,y>
4.14. R = {<x,y>
5. R = A x B, S

x ,y  g  M л  x  < у  +  1}.

x ,y  G M  A  |x) =  | j | }.
x ,y  g M a x ': y).
x ,y  g M  a  x  < y}.
x ,y  g M  a  x  < y}.
x ,y  e  M  а х ф  y}.
x,y G M a x 2 +  x  — y1 + y).
x,y g M  л  x : у  v  x <  y}.
| x ,y  g M  a  (x  — y)  : 2}.
| x,y  g M  a  x  + у =  12}.
| x ,у  g M a x  +  y < l ) .
| x ,y  g M  a  (x > у a  x  : 3)}.
| x ,y  g M  a  x  +  y >  10}.
| x ,y  g M  a  x  — у =  —2}.

В x A  binar munosabatlar uchun R S,
R, R2, S1 lami aniqlang:
5 A . A =  {1, 3, 5}, 5 =  {1, 3, 15}.
5.2. A =  {3, 6, 9} , B =  {4, 8, 16}.
5.3. A = B =  {1, 2, 3, 4}.
5.4. A =  {0, 2, 4}, B = { a ,  p, y}.
5.5. A = {□, 0}, В = {*,♦,*,*}.
5.6. A =  { a ,  v ,  = > ,  <=>}, В =  { n ,  u , c}.
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6. Berilgan A to‘plam va undagi S  binar munosabat yordami
da A/S  faktor-to‘plamni aniqlang:

6.1. A — tekislikdagi to‘g‘ri chiziqlar to‘plami, S — parallellik 
munosabati.

6.2. A — tekislikdagi romblar to‘plami, S -  o‘xshashlik mu
nosabati.

6.3. A -  tekislikdagi to‘rtburchaklar to‘plami, S -  o‘xshash- 
lik munosabati.

6.4. A = {ax + by + с =  0 | a, b, с e R }, S — parallellik 
munosabati.

6.5. A — tekislikdagi muntazam ko‘pburchaklar to'plami, S — 
o ‘xshashlik munosabati.

6.6. A -  bir ko‘chada joylashgan binolar to ‘plami, S -  
«qavatlar soni teng» munosabati.

6.7. A — tekislikdagi aylanalar to‘plami, S — «radiuslari teng» 
munosabati.

6.8. A — maktabdagi sinflar to ‘plami, S — «o'quvchilar soni 
teng» munosabati.

6.9. A — maktabdagi sinflar to‘plami, S -  «qizlar soni teng» 
munosabati.

6.10. A — sinfdagi o‘quvchilar to‘plami, S -  «ismlari bir xil 
harfdan boshlanadi» munosabati.

6.11. A — sinfdagi o‘quvchilar to‘plami, S — «ismlarda a harfi 
bir xil marta qatnashgan» munosabati.

6.12. A — tekislikdagi kesmalar to‘plami, S  — parallellik mu
nosabati.

6.13. A — tekislikdagi vektorlar to ‘plami, S — tenglik mu
nosabati.

6.14. A = Z, S — «p tub songa bo‘lgandagi qoldiqlari teng» 
munosabati.

Takrorlash uchun savollar

1. Tartiblangan juftlik nima?
2. Tartiblangan juftliklar qachon teng bo'ladi?
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3. To‘plamlaming to‘g‘ri (Dekart) ko‘paytmasi nima?
4. Tartiblangan n lik qanc^y hosil qilinadi?
5. Binar munosabatga ta’rif bering. Misollar keltiring.
6. Binar munosabatning aniqlanish sohasiga misol keltiring.
7. Binar munosabatning o‘zgarish sohasiga ta’rif bering.
8. Binar munosabat inversiyasi qanday hosil qilinadi?
9. Binar munosabatlar kompozitsiyasini misol yordamida tu- 

shuntiring.
10. Refleksiv binar munosabatni ta’riflang va misol keltiring.
11. Simmetrik binar munosabatni ta’riflang va misol keltiring.
12. Tranzitiv binar munosabatni ta’riflang va misol keltiring.
13. Ekvivalentlik binar munosabatini ta’riflang va misol keltiring.
14. To'plamni bo‘laklash deganda nimani tushunasiz?
15. Faktor-to'plamni tushuntiring.

7-§. Akslantirish (funksiya). Tartib munosabati. Graflar

j  Asosiy tushunchalar: akslantirish (funksiya), akslantirishning 
aniqlanish sohasi, akslantirishning qiymatlar to‘plami, akslan- 
tirishlar kompozitsiyasi, inyektiv syuryektiv, biyektiv, teskari- 
lanuvchi akslantirish, tartib munosabati, qisman tartib, qat’iy 
tartib, chiziqli tartib, tartiblangan to‘plam, to‘la tartiblangan 
to‘plam, binar munosabat grafi.

f  — A to ‘plamda berilgan binar munosabat b o ‘lsin. Agar 
Vx, y, z&A lar uchun (x, y ) e f  va (x, z)^f bo‘lishidan y= z  kelib 
chiqsa, u holda/binar munosabat akslantirish (funksiya) deyiladi.

D om /= \x/3y(x, y)&f) to‘plam funksiyaning aniqlanish sohasi, 
Imf=  {y/3x(x, y)ef} to‘plam funksiyaning o ‘zgarish sohasi deyiladi.

/  va g funksiyalar berilgan bo‘lsin, u holda f ° g  =  
=  {(x, z)/3t(x, t)eg va (t, z)&f} to‘p la m /v a  g funksiyalarning 
kompozitsiyasi deyiladi.

Agar VXj, x2eA va x ,ex2 elementlar uchun / ( x t) =  / ( x 2) 
bo‘lsa, / :  A->B — inyektiv, Imf  = В bo‘lsa, syuryektiv akslantirish 
deyiladi. Agar /h a m  syuryektiv, ham inyektiv akslantirish bo‘lsa, 
u holda biyektiv akslantirish deyiladi.
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f : A ^ B , g :  B-+A akslantirishlar berilgan bo‘lsin, agar f ° g  = 
= EB bo‘lsa, / akslantirish g akslantirishga chapdan teskari deyiladi.

A to‘plamda berilgan R^A^A antisimmetrik va tranzitiv mu
nosabat A to ‘plamdagi tartib munosabati deyiladi. Tartib m u
nosabati refleksiv munosabat bo‘lsa, noqat’iy; antirefleksiv mu
nosabat bo'lsa, qat’iy tartib munosabat deyiladi.

A to‘plamda R -  tartib munosabat berilgan bo‘lsin. U holda, 
agar У a, b&A elementlar uchun xRy yoki x —y  yoki yRx mu- 
nosabatlardan kamida bittasi albatta bajarilsa, bunday munosabat 
A to‘plamdagi chiziqli tartib munosabat deyiladi.

Chiziqli bo‘lmagan tartib munosabat, qisman tartib munosa
bat deyiladi.

Tekislikda chekli sondagi nuqtalardan va shu nuqtalarning 
ba’zilarini tutashtiruvchi chiziqlardan iborat geometrik shakl graf 
deyiladi. Nuqtalar grafning uchlari, chiziqlar esa grafning qirra- 
lari deyiladi.

Misol. A — {a, b, c} to ‘plam va S(A) uning barcha to'plam- 
ostilari bo‘lsin. U holda to‘plamosti bo‘lish munosabatini quyida
gi graf yordamida ifoda qilish mumkin:

Misol va mashqlar

1. Quyidagi munosabatlardan qaysilari akslantirish bo‘ladi? 
Akslantirishlaming aniqlanish va qiymatlar sohalarini aniqlang:

1.1. R = { ( 1 ,  1), (2, 1), (3, 1)}.
1.2. R =  {(1, 1), (1, 4), (3, 2), (4, 4)}.
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1.3. R =  {(n, n+1) | n g N }.
1.4. R =  {(1, z) \z g Z}.
2. Maktab matematikasidan inyektiv, syuryektiv, biyektiv, 

teskari funksiyalarga misollar keltiring.
3 . R  = {(1, 1), (2, 1), (3, 2), (1, 5), (4, 4)} binar m u

nosabatni M5 dagi qisman tartib munosabatgacha to‘ldiring.
4. M4 dagi barcha qisman tartib munosabatlami graflar yor

damida keltiring.
5. R, S — binar munosabatlar uchun quyidagilami isbotlang:
5.1. R, S — qat’iy tartib munosabat => R u  S, — qat’iy 

tartib munosabat.
5.2. R, S — qisman tartib munosabat => R и  S, R J — qisman 

tartib munosabat.
5.3. R, S — chiziqli tartib munosabat => R и  S — chiziqli tar

tib munosabat.
6. M =  {1, 2, ..., 20} to‘plamda berilgan quyidagi binar mu- 

nosabatlaming xossalarini tekshiring va grafini chizing:
6.1. R =  {<x, y>
6.2. R =  {<x, y>
6.3. R = {<x, y>
6.4. R =  {<x, y>
6.5. R =  {<x, y>
6.6. R =  {<x, y>
6.7. R = {<x, y>
6.8. R =  {<x, y>

x,y e M  л x2 = у2}. 
x,y e M  л x < у  }. 
x,y g  M  a  x +  y >  20}. 
x,y g  M  a  (x + y) : 5}. 
x,y g  M  a  (x > у  a  x : 3)}. 
x,y g  M  a  x — у  — 2}. 
x,y g  M  a  ( x - y ) \  4}.
X,y G M  A  X — у  =  6}.

Takrorlash uchun savollar

1. Akslantirishning aniqlanish, qiymatlar sohasiga misol kel
tiring.

2. Akslantirishlar kompozitsiyasini tushuntiring.
3. Akslantirishlar kompozitsiyasi xossalarini ayting.
4. Inyektiv akslantirishga maktab matematikasidan misol kel

tiring.
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5. Syuryektiv akslantirishga maktab matematikasidan misol 
keltiring.

6. Biyektiv akslantirish maktabda qanday nomlangan? Misol 
keltiring.

7. Tartib munosabatiga misollar keltiring.
8. Tartib munosabat turlarini maktab matematikasidan olin

gan misollar yordamida tushuntiring.
9. Tartiblangan to‘plamlarga misollar keltiring.
10. Butun sonlar to‘plami to‘la tartiblangan to‘plam bo‘ladimi?
11. Qanday binar munosabatni graf yordamida ifodalash 

mumkin?



I l l  MODUL. ALGEBRA УА ALGEBRAIK 
SISTEMALAR

8-§. Algebra. Faktor-algebra

J  Asosiy tushunchalar: binar algebraik amal, w-ar algebraik 
amal, kommutativ binar amal, assotsiativ binar amal, neytral 
element, regular element, simmetrik element, kongruensiya, 
algebra, algebra turi, gomomorfizm, izomorfizm, faktor- 
algebra, algebraik sistema.

An to ‘plamni A ga akslantiradigan har qanday akslantirish 
A to‘plamda berilgan «-or yoki n-o‘rinli algebraik amal deyiladi. 
Bu yerda n — manfiy bo‘lmagan butun son bo‘lib, algebraik 
amalning rangi deyiladi. A * 0  to‘plam va A da bajariladigan al
gebraik amallar to‘plami Q berilgan bo‘lsin. (A, Q) juftlik algebra 
deyiladi.

a) Agar \fa, Ь<еА uchun a * b = b * a bo‘lsa, u holda * amali 
A to‘plamida kommutativ algebraik amal deyiladi;

b) Agar Va, b, cgA uchun a* (b * c) — (a* b) * с shart 
bajarilsa, * amali A to‘plamida assotsiativ algebraik amal deyiladi;

d) Agar Va&A uchun shunday e^A topilib, e* a = a shart 
bajarilsa, e element * amalga nisbatan chap neytral element, agar 
a* e = a shart bajarilsa, о ‘ng neytral element, agar ikkala shart 
ham bajarilsa neytral element deyiladi.

acA  element va VZ>, ceA  elementlar uchun a * b = a* с 
tenglikdan b—c kelib chiqsa, u holda a element chap regular 
element deyiladi.

a&A element uchun shunday a'eA element topilib, a' * a—e 
bo‘lsa, a’ element a elementga chap simmetrik element deyiladi.

A to'plamdagi ekvivalentlik munosabati boMsin. Agar av a2, 
bv b2sA elementlar uchun alRbl va a2Rb2 shartlardan 
(a] * a2)R(bl * b2) kelib chiqsa, u holda R ekvivalentlik muno
sabati kongruensiya deyiladi,
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Agar (A, D.) algebra berilgan bo‘lsa, Q to‘plamdagi amallar- 
ning ranglaridan iborat to ‘plam algebraning turi deyiladi.

А Ф0 to‘plam uchun Q to‘plam A da aniqlangan amallar to‘p- 
lami, Q' to‘plam A da aniqlangan munosabatlar to‘plami bo‘lsin. 
U holda (A, Q, Q") tartiblangan uchlik algebraik sistema deyiladi.

(A, Q), (В, Q') algebralar berilgan bo‘lsin. Q dagi barcha 
amallarni saqlaydigan ф:A-^B akslantirish (A, Cl) algebraning 
(B, Q) algebraga gomomorfizmi deyiladi.

Ф:A->B akslantirish (A, Q) algebraning (В, Q') algebraga go
momorfizmi bo‘lsin. U holda agar ф inyektiv akslantirish bo‘lsa, 
monomorfizm, Ф syuryektiv akslantirish bo‘lsa, epimorfizm, 
Ф biyektiv akslantirish bo‘lsa, izomotfizm deyiladi.

Algebrani o‘zini o‘ziga gomomorf akslantirish endomotfizm, 
algebrani o‘zini o‘ziga izomorf akslantirish esa avtomorfizm deyi
ladi.

(A, Q,) va (A, f i2) bir xil tipli algebralar berilgan bo‘lib, BczA 
bo‘lsin. Agar V®,gD n-ar algebraik amalga Q2 dan mos keladigan 
я-аг algebraik amalni ю2 orqali belgilaymiz. Agar \/br bn<=B 
uchun co2(bp ..., bn) ~ юx(bv  ..., bn) tenglik bajarilsa, u holda ю2 
п-ат algebraik amal ы, «-ar algebraik amalning В to‘plami bo‘yi- 
cha cheklangani, (В, Ц )  algebra esa (A, Q2) algebraning qism 
algebrasi yoki algebraosti deyiladi.

(A, Q) algebra va ~Q dagi har bir amalga nisbatan kongruen- 
siya bo‘lsin. Q* to‘plam esa A/~ faktor-to‘plamda aniqlangan va 
Q dagi amallar bilan assotsirlangan barcha amallar to‘plami bo‘l- 
sin. U holda (A/~, Q*) algebra (A, Q) algebraning ~ kongruen- 
siya bo‘yicha faktor-algebrasi deyiladi.

Misol. Z  — butun sonlar to‘plami bo‘lsin. Z d a  a ~ b  deymiz 
va a ga a — b juft son bo‘lsa, ~ munosabat kongruensiya bo‘lishi 
ravshan. Bu munosabat bo‘yicha ekvivalentlik sinflari faqat ikki- 
ta bo‘lib, ular [0]; [1] sinflardan iborat. Bu sinflar to‘plamini Z/~ 
orqali belgilaylik, V[o], [b\&Z/~ uchun ®, О amallarini 
[a]®[b]=[a+b], [a]Q[b\=[a ■ b] tengliklar orqali aniqlasak, 
({[0], [1]}, 0 , O, [0], [1]) algebra (Z+, •, 0, 1) algebraning fak- 
tor algebrasi bo‘ladi.
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[KS>J Misol va mashqlar

1. Berilgan munosabatlaming qaysilari A to‘plamda aniqlan
gan amal bo‘lishini tekshiring va uning rangini aniqlang:

1.1. о = {(a,b,c) \a,b,c  e R a o  = be},A = R.
1.2. о = {(a,b) | a,b e л b3 -  a},A = R+.
1.3. о = {(a,b,c)  | a,b,c g R a c  = ab}, A = R.
1.4. о = {(a,b) | a,b e Z  л ab = \ },A -  Z.
1.5. о = {(a , b , c , d) | a,b,c ,d  e Z  л d = [a,b,c\], A = Z.
2. A to‘plamda amal quyidagi Keli jadvali yordamida berilgan:

о a b с d
a a a a a
b b b b b
с с с с с
d d d d d

Uning assotsiativligini, kommutativ emasligini isbotlang. Ney
tral element mavjudmi?

3. Natural sonlar to‘plamida har qanday n, m natural sonlar 
uchun quyidagi amallar kommutativ, assotsiativ ekanligini isbot
lang. Bu amallarga nisbatan neytral element mavjudmi?

3.1. n * m = I, I — (n, m).
3.2. n * m — I, I — [n, m\.
4. Quyidagi shartlar asosida algebraga misol keltiring:
4.1. Ikkita binar amal va bitta unar amal aniqlangan.
4.2. Ikkita binar amal va ikkita unar amal aniqlangan.
4.3. Uchta binar amal va bitta binar amal aniqlangan.
5. R2 to‘plamda quyidagi amallaming kommutativ, assotsiativ, 

distributiv ekanligini tekshiring:
5. 1. (a, b)  + { c , d)  =  (a + c,b + d ) , ( a , b)  ■ ( c , d )  =  ( ac,ad  +  b e ) .
5.2. (a,b) + ( c , d ) - ( a  + c,b + d),(a,b)■ {c,d) = (ac + bd,ad + be).
6. Quyidagi algebralar orasida gomomorfizm о ‘mating va 

uning turini aniqlang:
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6.1. < {Зг \ z  G Z}; •, - 1 ,  1 > A  < Z; +, 0 >.
6.2. < Z ; +, ~~, 0 > a  < 2 Z ; , 0 >.
6.3. < {a + bi \ a , beR/\  i 2 — —1}; , 0 > л < R2; +, —, 0 >.
6.4. < Z ; —, 0 > л < Z 2, , 0 >.
6.5. < Z~; + , > л < Z +; + >.
6.6. < {2г |  ̂ e  Z } ;  •, - 1 ,  1 > л < { 3z \ Z e  Z } ;  •, —1, 1 >.
6.7. < 2 Z ; +, —, 0 > л < 5 Z ; +, - ,  0 >.
6.8. < {a + byfp | a,bsQ};  + , • > л < {a — byfp \ a,bsQ};  

+ , • >.
7. Quyida berilgan A to ‘plam, undagi S  binar munosabat 

tashkil qilgan A/S faktor-to‘plamni faktor-algebragacha to‘ldirish 
mumkinmi:

7.1. A = {ax + by + с — 0 \ a, b, с g R}, S — parallellik mu
nosabati.

7.2. A — {ax + by =  0 | a, b e R) , S — tenglik munosabati.
7.3. A — tekislikdagi kesmalar to‘plami, S — parallellik mu

nosabati.
7.4. A — tekislikdagi kesmalar tocplami, S — tenglik m u

nosabati.
7.5. A -  tekislikdagi vektorlar to‘plami, S -  parallellik mu

nosabati.
7.6. A — tekislikdagi vektorlar to ‘plami, S -  tenglik m u

nosabati.
7.7. A = Z, S — «p tub songa bo‘lgandagi qoldiqlari teng» 

munosabati.
8. Algebraosti bo'lish munosabati noqat’iy tartib munosabat 

bo‘lishini isbotlang.
9. Agar (p— (A, Qj) algebraning (B, Q2) algebraga izomorfiz- 

mi bo‘lsa, u holda cp ga teskari bo‘lgan ф-1 akslantirish (B, Q2) 
algebraning (А, Ц )  algebraga izomorfizmi ekanligini isbotlang.

10. (Gy, Qj), (G2, Q2), (G, Q) — bir xil turdagi algebralar 
berilgan bo‘lib, GX~G2, (G2, Q2) algebra (G,  Q) algebraning al- 
gebraostisi bo‘lsin. U holda (Gy, Qj) qism algebradan iborat qism 
algebraga ega bo£lgan (G, Q)  algebraga izomorf (G3, Q3) algebra 
mavjudligini isbotlang.
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11. ф.А-+В akslantirish (A, Q,) algebraning (В, Q2) algebraga 
epimorfizmi, R = {(x',x")} | \/x ',x ” e А, ф(х') = ф(х") esa A da 
aniqlangan ekvivalentlik munosabati bo‘lsin. U holda (A/R, Cl*) 
faktor algebra (B, Q,) algebraga izomorfligini isbotlang.

У , Takrorlash uchun savollar

1. Algebra tushunchasiga maktab matematikasidan misollar 
keltiring.

2. Algebraning tori qanday aniqlanadi?
3. Algebralar gomomorfizmini tushuntiring.
4. Monomorfizm, epimorfizmga misollar keltiring.
5. Izomorfizm, avtomorfizm ta’rifidagi umumiy, farqli shart- 

lami aniqlang.
6. Gomomorfizmlar kompozitsiyasi yana gomomorfizm ekan

ligini isbotlang.
7. Biyektiv akslantirishlar izomorfizm bo‘la oladimi?
8. Algebralar izomorfizmi ekvivalentlik munosabati ekanligini 

asoslang.
9. Algebraostilar kesishmasi yana algebra bo‘lishini isbotlang.
10. Faktor-algebra tushunchasini misol yordamida tushuntiring.
11. Akademik litsey, maktab matematikasidan algebraik sis- 

temaga doir misollar keltiring.

9-§. Gruppa. Halqa. Maydon

/  Asosiy tushunchalar: gruppoid, yarimgruppa, monoid, grup
pa, gruppalar gomomorfizmi, gruppaosti, halqa, kommutativ 
halqa, butunlik sohasi, halqalar gomomorfizmi, qismhalqa:

А ф 0 to‘plam va unda aniqlangan * binar algebraik amal be
rilgan bo‘lsin. U holda (A, *) juftlik gruppoid deb ataladi.

(A, *) gruppoidda * assotsiativ amal bo‘lsa, bunday gruppoid 
yarimgruppa deyiladi.

Neytral elementga ega bo‘lgan yarimgruppa monoid deyiladi.
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Bizga (2, 1) turli ( G, *, 1) algebra berigan bo‘lib, quyidagi 
shartlar bajarilsin:

1) * — binar algebraik amal assotsiativ, ya’ni Va, b, c<eG 
uchun (a * b) * с = a * (b * c) bo‘1 sin;

2) G da neytral element mavjud, ya’ni Vae G uchun shunday 
ее G topilib, e * a — a shart bajarilsin.

3) har qanday aeG  uchun a' * a =  e bo‘lsin.
U holda (G, *, ') algebra gruppa deyiladi.
Gruppadagi amal kommutativ, ya’ni Va, beG  uchun (a * b) = 

= b * a shart bajarilsa, bunday gruppa abel gruppasi deyiladi.
Gruppadagi elementlar soni uning tartibi deyiladi. Agar grup

pa tartibi natural sondan iborat bo'lsa, bunday gruppa chekli tar- 
tibli gruppa, aks holda cheksiz tartibli gruppa deyiladi.

Gruppadagi binar algebraik amal « • » bo‘lsa, bunday gruppani 
multiplikativ gruppa, «+» bo‘lsa, additiv gruppa deymiz.

Gruppalar nazariyasida gomomorfizm, izomorfizm, gruppaosti 
tushunchalari algebradagi mos tushunchalaming xususiy hollaridir.

Agar (K, + , —, •) turli algebra uchun quyidagi shartlar 
bajarilsa:

(1) (К, +, ~) -  abel gruppasi;
(2) (К, •) -  yarimgruppa;
(3) Va, b, c s K  u chun  a • (b + c) = a • b + a • с va 

(b + c) ■ a — b • a + с • a, u holda (К , + , —, •) algebra halqa 
deyiladi.

(K\ +, - )  additiv gruppaning neytral elementi halqaning noli 
deyiladi va 0 orqali belgilanadi.

Agar ko‘paytirish amali assotsiativ bo‘lsa, halqa assotsiativ 
halqa, ko‘paytirish amaliga nisbatan birlik element mavjud bo‘lsa, 
halqa birlik elementii halqa deyiladi.

Nolning bo‘luvchilariga ega bo‘lmagan assotsiativ, kommutativ 
halqada 1 ф 0 shart bajarilsa, bunday halqa butunlik sohasi deyiladi.

(.K\ + , •) halqa berilgan bo‘lsin. L esa К  ning bo‘sh 
bo‘lmagan to‘plamostisi bo‘lsin. Agar L to'plam К  dagi +, —, • 
amallariga nisbatan algebraik yopiq bo‘lsa, ya’ni \/a, beL uchun
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a + b e L ,  a - b e L ,  —a s L  shartlar bajarilsa, (L , +, —, •) al
gebra (K; +, •) halqaning halqaostisi deyiladi.

1-misol. К  = {a + b jp  \ a,b  e R} to ‘plam maydon tashkil 
etishini isbotlang.

Yechish. Maydon ta’riflga ko‘ra berilgan to‘plamda quyidagi 
shartlar bajarilishini tekshiramiz:

1) \ /{zv Z2^ K ) ,3!( ze K )  (Zr+Z2=Z);

2) v (zv z2zK) (z1+z2=z2+ zl);
3) ((*+*i)+ z2)=z+(zl+z2));
4) V(^ei0,3!(e6^) (z+e=z);
5) V(zeJ0,3 (z'e£) (z+z'=e);
6) v (zv z2^K),3!( z^K) (z{z2=z);
7) \/(zv z2eK) (zx-z2=z2zxy,
8) v(z,zl,z2eX), ((z-zj- z2)=z-(zl-z2));
9) У (£еф ,3!(ее£) (z-e =z);
10) V(zsK),3 (Z&K) (z-t= e ).
1. To‘plamning ixtiyoriy z{ = ax + bx -Jp, z2 = a 2 +b2y[p 

elementlari uchun Zi +z2 ~(a1 + bl f̂p) + (a2 + ̂ =  (a{ + 0 2) + 
+(t\ + bj ),Jp tenglik bilan aniqlanuvchi shu to ‘plamning 
a + b jp  = z  elementi mavjud. Demak, К  to'plam da qo‘shish 
amah aniqlangan. <K; +> — additiv gruppoid.

2. To‘plamning ixtiyoriy Zi =a l +bl J p ,  z2 = <h + b2yfp 
elementlari uchun Z\+Z2 = ((^  + a2) + (bi + )sjp) = (03 + ax) + 
+(b2 + bx)y[p = z2 + Zj. Demak, qo‘shish amali kommutativ va 
<K; +> -  additiv abel gruppoid.

3. To‘plamning ixtiyoriy z = a + b j p  , zx = Щ + 6, Jp  , 
z2 =a2 +b2 [̂p elementlari uchun (z + Z\) + Z2 =((a + a\) + 
+(b + bl )Jp)  + (a2 +b24p)  = ((a + al ) + a2 +((6  + ^ )  + ^ ) ^ )  = 
= a + (al +a2 ) + (b + {bi +b2))Jp = z  + (Zi +Z2 )- Demak, qo‘- 
shish amali assotsiativ va <K; +> — additiv abel yarimgruppa.

4. To‘plamning ixtiyoriy z  = a + byfp elementi uchun z+e=z 
tenglikni qanoatlantiruvchi elementni aniqlaymiz: (a + b*Jp ) + 
+ (x + y j p )  = a + b j p  tenglikdan (a + x) + (b + y )4 p  = a + b-Jp
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I a + x -  a,
tenglikni va undan |  ^ + _ ^ tenglamalar sistemasini hosil qila-

\x  -  0, _
miz. Uning yechimi j _ q  bo‘lib, bundan e = 0 + 0yjp -  0

hosil bo‘ladi. Demak, К to ‘plamda qo‘shish amaliga nisbatan 
neytral element mavjud ekan. <K; +>  additiv abel monoidni 
tashkil etdi.

5. To‘plamning ixtiyoriy z = a + byfp elementi uchun z+z'=e 
tenglikni qanoatlantiruvchi elementni aniqlaymiz: (a + b^fp) + 
+(x + y j p )  = 0 + 0y[p tenglikdan (a + x) + (b + y)yfp =0  + 0y[p

\a + x = 0,
tenglikni va undan j ^  +  _  q  tenglamalar sistemasini hosil qila-

\x  = -a , n
miz. Uning yechimi j _ bo‘lib, bundan z = -a+ (-b)^p =

= -{a  + b-Jp) hosil bo‘ladi. Demak, К to‘plamda qo‘shish amaliga
nisbatan simmetrik element mavjud ekan. <K\ +> additiv abel 
gruppani tashkil etdi.

6. To‘plamning ixtiyoriy zx = щ + fy-Jp, z2 = a2 +b2J p  ele
mentlari uchun ZfZ2 = (q + h yfp) • (flj + ̂  4p ) = (a\ ai + pbJh.) + 
+(ci\b2 + bxa2 )Jp  tenglik bilan aniqlanuvchi shu to ‘plamning 
a + b jp  = z  elementi mavjud. Demak, К  to‘plamda ko‘paytirish 
amali aniqlangan. <K; ■> — multiplikativ gruppoid.

7. To plamning ixtiyoriy z.\ = + b̂  *J~p, z2 = a2 + b2 Гр 

elementlari uchun zx ■ z2 = (axa2 + pblb2) + (axb2 + b^c^)y[p) = 
= + pbjby ) + (a2bl +b2al ) Ĵp = z2 -Z\. Demak, ko‘paytirish 
amali kommutativ va <K; ■> — multiplikativ abel gruppoid.

8. To‘plamning ixtiyoriy z = a + byjp,  zl =a l +bl y[p,
Z2 = (h + b± \fp elementlari uchun (z ■ zx) • z2 = ((aax + p b l\) + 
+{at\ +bal )sjp)-{a2 + ^л/ р)  = (((щ)а2 + pibby)^  + pia^ )^ г + 
+p{bax ) + ((щ  Щ + р(Ы\ + (aby )a2 + (Ьах )a1 )Jp = (aiqb, ) +
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+pb(blb2) + pa(byb2) + pb(axb2)) + (a(<3jZ)2) + pb(bxb2) + a(bla2) + 
+b(ala2))y[p =(a  + by[ p ) ‘((a1a2 + pbxb2) + (a ^  + ^ a 2)Jp)  =

= (a + bjp) ( (ax + bl Jp) - (a2 + 6, Jp))  = z ■ (z{ -z2). Demak, ko‘- 
paytiiish amali assotsiativ va <K; > — multiplikativ abel yarimgruppa.

9. To‘plamning ixtiyoriy z. = a + b^fp elementi uchun z  • e=z 
tenglikni qanoatlantiruvchi elementni aniqlaymiz: (a + b-Jp)x 
x(x + y j p )  = a + bsfp tenglikdan (ax + pby) + (ay + bx)Jp =

e = 1 + 0yfp = 1 hosil boMadi. Demak, К  to‘plamda ko‘paytirish 
amaliga nisbatan neytral element mavjud ekan. <K; •> multi
plikativ abel monoidni tashkil etdi..

10. To‘plamning ixtiyoriy noldan farqli z = a + b j p  elementi 
uchun z - z'=e tenglikni qanoatlantiruvchi elementni aniqlay
miz: (a + byfp)(x + yyfp)  = 1 + Osfp tenglikdan (ax + pby) +

to ‘plamda ko‘paytirish amaliga nisbatan simmetrik element 
mavjud ekan.

<K\ •, _1, 1> multiplikativ abel gruppani tashkil etdi.
К  to‘plam qo‘shish va ko‘paytirish amallariga nisbatan abel 

gruppa shartlariga bo‘ysunganligi uchun <K\ +, -, —, _1, 0, 1> 
maydon bo‘ladi.

2-misol. К  = {a + by[p \a,b & R} va P  = {a + b j q  \a,b <= R) 
to'plamlar tashkil etgan maydonlar orasida izomorfizm 0‘mating. 
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Yechish. Algebralar izomorfizmi ta ’rifiga ko‘ra berilgan 
<K;+,-,~ ,_1,0,1> maydon elementlarini <R,+,  ~ ,_1,0,1> may- 
don elementlariga akslantiradigan akslantirish asosiy amallami 
saqlashi, inyektiv va syuryektiv bo‘lishi kerak.

/ :  K-^P akslantirishni f ( a  + b j p )  = a + b-jq ko‘rinishda 
olamiz.

К  to ‘plamning ixtiyoriy z, = ax + b, J p , z2 = a 2 +b2Jp  ele
mentlariga R to ‘plamning tx = ax + ^  yfq, t2 = + b2 Jq  ele
mentlari mos keladi. Tanlab olingan akslantirish izomorfizm 
ekanligini isbotlaymiz:

1) V*i,z2 uchun f{zi +z2)= f({c\+ bx4p)+{a1+b2 f̂p)) = 
= / ( ( a 1 +a2) + {bx + b2)Jp)) = (ax +a2) + (bi +bi)yl9=(<h + A ^ )  + 
+{a2 + ^ 4 ^ )  = f ( a x + Z>, ^p)  + f ( a 2 +h, yfp).

Demak, qo‘shish amali akslantirish natijasida saqlanadi.
2) VZ] , z2 g К  uchun f ( z l -Z2) = f((al +bly[p)-(a2+b1Jp)) = 

= f(iaxa1 +Pf\b2) + (ayb2 +bla2)4p)) = (ala2 +qbxb2)+{axb2 + ^ 0 3)^  = 
= (<h + bi4<i) + (<h + b2 yfq) = f ( a x +bxJ p ) - f ( a 2 +b2y[p) .

Demak, ko‘paytirish amali akslantirish natijasida saqlanadi.
3) / ( 0 )  = f ( z  + ( - z ) )  = f ( ( a  + bj]>) + ( -a  -  b j j ) )  =

= f ( ( a - a )  + (b-b)y[p) )  = ( a - a )  + { b - b ) 4 q  =( a  + byfq) + 
( - a - b j q )  = f { a  + b j p )  + ( - f ( a  + b j p ) )  = 0.

Demak, qo‘shish amaliga nisbatan neytral element neytral 
elementga, simmetrik element simmetrik elementga o‘tdi.

4) / ( 1) -  f ( z  • Г 1 ) = / ((a  + b f i )  ■ + =
aA- p r  a -pb

= l = (a + by[q)-( a + ~b- j J q )  = (a + b 4 q ) ( a  + b4q)-1 =
a -qb a -qb

= f ( z ) -  f ~ l (z) = 1 • Demak, ko‘paytirish amaUga nisbatan ney
tral element neytral elementga, simmetrik element simmetrik 
elementga o‘tdi. Aniqlangan akslantirishning gomomorfizm ekan
ligini isbotladik.

5) , г2 e AT lar uchun / ( ^ )  = / ( г 2) ekanligidan 
щ +byylq = 0 2 + b2,Jq kelib chiqadi. Bu shart ax = a2, bx
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shartlar bajarilganda to‘g‘ri. Bundan esa щ + J p  = a2 +b2 J p  
ni hosil qilamiz. Demak, bir-biriga teng tasvirlarga bir-biriga teng 
asllar mos keldi. Tekshirilayotgan akslantirish inyektiv akslanti
rish ekan.

6) R To‘plamdan olingan har qanday f ( z ) = a + b-Jq ele- 
mentga a + b j p  e К  element mos keladi. Demak, akslantirish 
syuryektiv ekan.

Tekshirilgan xossalarga ko‘ra, / :< K\ +, •, - ,  _1, 0 ,1  > -» 
->< P; +, •, - ,  _1, 0,1 > akslantirish izomorfizm.

Misol va mashqlar

1. Gruppadagi ixtiyoriy elementga chap teskari element, shu 
elementga o‘ngdan ham teskari bo‘lishini isbotlang.

2. Gruppada o‘ng birlik element, chap birlik element bo‘- 
lishini isbotlang.

3. Gruppaning ixtiyoriy a  va b elementlari uchun ax = b va 
y a =  b tenglamalaming har biri yagona yechimga ega bo‘lishini 
isbotlang.

4. Quyidagi to‘plamlami multiplikativ gruppa tashkil etishini 
isbotlang:

4.1. G = {a + b j2  \ a , b  ̂ Q, a2+ b2 > 0}.
4.2. G = {p11 p — tub son , z e Z }.
5. Quyidagi to‘plamlami additiv gruppa tashkil etishini isbot

lang:
5.1. G =  {a + b S  | a, b e Z }.

5.2. G = { ^  l a e Z ,  к z N}.
5.3. G — {a — b j p  | a, b e Z ; p — tub son}.
6 . (G; •, '* ) , (H ; ■, _1) gruppalar berilgan bo‘lsin. ф : G-^H 

akslantirish gomomorf akslantirish bo‘lishi uchun Wa,b e G , 
Ф(a ■ b) = ф(а) ■ ф(b) bo‘lishi yetarliligini isbotlang.

7. (G; •, _ 1 )  gruppa berilgan bo‘lsin. H ф Q, H  c ( ?  to‘p- 
lamosti gruppaosti bo‘lishi uchun \/a,b e H elementlari uchun 
a ■ b~l e H  bo‘lishi zarur va yetarli. Isbotlang.
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3 *  а, b, с lar (К; +, •) halqaning ixtiyoriy elementlari 
bo‘lsin, quyidagi xosssalami isbotlang:

1) agar a + b — a  bo‘lsa, b = 0 ;
2) agar a + b — 0 bo‘lsa, a — ~b\
3) ~{~а) = a;
4) 0 • a = a • 0 = 0;

Q ) ( - a ) ( - b )  = a -b ' ,
6) (a — b) ■ c = a ■ с — b ■ c;
7) с ■ (a — b) = с ■ a — с ■ b.
9. Quyidagi to‘plamlaming halqa tashkil etishini isbotlang:
9.1. G = {a + b j 2 | a, b e  Q}.
9.2. G = {a — ЪГР \ a, b & Z ; p — tub son}.
9.3. < Zn; +, • >.
10. (Z ; +, •) butun sonlar halqasi, (К ; ®, ©, 0 ), 

K =  {0 , e, a, b} to‘plamida amallari quyidagi jadvallar orqali beril
gan halqa bo‘lsin:

О 0 e a b
0 0 0 0 0
e 0 e a b
a 0 a 0 a
b 0 b a e

e 0 e a b
0 0 e 0 b
e e a a a
a a b 0 e
b b a a a

Bu halqalar orasida gomomorfizm o‘mating.
11. Butunlik sohasi bo‘lmagan kommutativ halqaga misol 

keltiring.
12. Halqaning barcha qismhalqalari kesishmasi yana shu hal

qaga qismhalqa bo‘lishini isbotlang.
13. Jismga tashkil etadigan algebraga misol tuzing.
14. Quyidagi algebralaming maydon tashkil etishini isbotlang:
14.1. < {a — b4b  | а, к  Q}\ +, • >.
14.2. < Z 7; +, • >.
15. <{a+by[p  | a,b^Q}; +, •> va < { a - b j p  \a,b& Q}; +, ■ > 

maydonlar orasida izomorfizm o‘mating.
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Takrorlash uchun savollar

1. Yarimgruppa deb nimaga aytiladi?
2. Monoidga ta’rif bering va misol keltiring.
3. Gruppa ta’rifini keltiring. Uning asosiy xossalarini ayting.
4. Additiv, multiplikativ gruppalarga algebra, geometriya kur- 

sidan misollar keltiring.
5. Gruppalar gomomorfizmining qanday turlarini bilasiz?
6 . Har qanday gomomorfizm izomorfizm bo‘la oladimi yoki 

aksincha?
7. Gruppalar avtomorfizmi nima?
8 . Gruppaosti tushunchasiga misollar keltiring.
9. Halqaning qanday turlarini bilasiz?
10. Halqalar gomomorfizmi, izomorfizmiga misollar keltiring.
11. Halqalar avtomorfizmi ta’rifmi bayon qiling.
12. Halqaostilar kesishmasi yana halqaosti bo‘lishini isbotlang.
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IV MODUL. ASOSIY SONLI 
SISTEM ALAR

V ■

10-§ . Natural sonlar sistemasi. Matematik induksiya prinsipi

J  Asosiy tushunchalar: natural sonlar sistemasi aksiomalari,
matematik induksiya prinsipi, induksiya qadami, natural son
lar yarimhalqasi, tartib munosabati.

N to‘plami unda bajariladigan +, • binar algebraik amallar, 
TV to‘plamining ajratilgan elementlari 0 va 1 lardan iborat (TV, •, 
+, 0 , 1) algebra uchun quyidagi aksiomalar (shartlar) bajarilsin:

I. Va, b g  TV uchun a  + b *  1.
II. Va g  TV uchun yagona shunday a' element mavjud bo‘lib, 

a+\~a'.
III. Va, b e  TV uchun a+  1=6+1 bo‘lsa, a=b.
IV. Va, b e TV uchun a+(b+1) = (a+b)+1.
V. Va g  TV uchun a • 1 =  a.
VI. Va, b e TV uchun a(b+1) — ab + a.
VII. Induksiya aksiomasi. TV to‘plamning M ixtiyoriy to‘plam- 

ostisi uchun:
1) 1 e M\
2) Va g N  uchun a + 1 e A/bolsa, M =  TVbo‘ladi.
Agar (N, + , 0, 1) algebra uchun yuqorida sanab chiqilgan

I—VII shartlar bajrilsa, u holda bu algebra natural sonlar sis
temasi deyiladi.

A(n) natural sonlar to‘plamida aniqlangan bir o‘rinli predikat 
bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin:

1. A(l) — rost mulohaza.
2. Vk g  TV uchun A(k) rost mulohaza bo‘lishidan A (k+1) 

mulohazaning rost mulohaza bo‘lishi kelib chiqsin. U holda 
Vn g  TV uchun A{n) mulohaza rost mulohaza bo‘ladi.

A(l ) ni induksiya bazisi, A(k) ni induksiya farazi, deb ataymiz.
A{k) = 1 dan A(k+\) = 1 kelib chiqishi induksiya qadami 

deyiladi.
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Va, b е  N  natural sonlar uchun shunday n g  N  topilib, 
a=b+n bo‘Isa, a natural son b natural sondan katta deymiz va 
a > b deb belgilaymiz.

(A\ +, •) algebra uchun quyidagi shartlar bajarilsin:
1) Va, b, с uchun (a + b) + с = a + (b + c);
2) Va, b e A uchun a + b — b + a;
3) Va, b, x  g  A uchun {(a  +  x  =  b +  x) => (a  =  Ь)л 

л ( (x + a —x + b ) => (a —b)\
4) Va, b, с sA  uchun (a ■ b) • с = a • (b • c);
5) Va, b, с e  A uchun ((a + b) • с = ас + Ьс)л(с(а+Ь)=  

=ca+cb).
U holda (A\ + , •) algebra yarimhalqa deyiladi.

Misol. —  < An > 1) ekanligini isbotlang.
n+l (n\)

1. п=2 da -1—< 11 < 6 kelib chiqadi, ya’ni
2+1 ( 2 ! ) 2 3

tengsizlik o‘rinli.
о t r  a и 4 ( fe+1) (2fc+ l)(2& + 2) ,2. Har qanday k>0 uchun < -----------=— - ekanligidan

k+2 (k+I)2

4k 4(Ar+l) ^ ( 2 k)\ (2k+l)(2k+2)  B u n d a n  4 ^  <  (2fc+2)!

k+l k+2 (A: !)2 ( £ + l ) 2 ’ k+2 ((k+1)!)2
kelib chiqadi.

4 ” (2 и ) 'Demak, har qanday n >  1 natural son uchun —T <П+1 (n 1)2

|3l Misol va mashqlar

1. Quyidagi teoremalami isbotlang:
1.1. (Va, b g  N) = >  (3!c e  N) л  (a +  b =  c).
1.2. Va, b, с e  N => (a + b) + с = a + (b + c).
1.3. (Va g  TV) => (a + 1 = 1 + a).
1.4. (Va, b e TV) => (a + b — b + a).
1.5. (Va, b, с g  TV) л (a + с = 6 + с) => (a = 6).
1.6. (Va, b g  TV) => 3!/>(a + b = p).
1.7. (Va, b, с e  N) ((a + b) ■ с = a ■ с + b ■ c).
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1.8. (Va e N )= > a -\  = \ -a .
1.9. (Va, b <= N) => (a ■ b = b ■ a).
1.10. (Va, b, c e N ) = > c  - ( a +  b) = c a + c - b .
1.11. (Va, b, с e N) => (a ■ b) ■ с = a ■ (b ■ c).
1.12. (Va g  TV) л (a *  1) => (3n e TV) л  (a = 1 + n).
1.13. (Va, b s N ) ^ > a * a + b .
2. Va, b e  TV uchun quyidagi tengsizliklardan faqat biri o'rin-

li ekanligini isbotlang:
1) a = b\ 2) 3n g TV, b = a + n\ 3) 3/ g  TV, a = b + I.
3. Natural sonlar to ‘plamidagi tengsizlik munosabatining 

quyidagi xossalarini isbotlang:
1°. (Va, b e TV) л (a ф b) => (a > b) v (b > a).
2°. (Va g TV) uchun (a  > a).
3°. Va, b g  TV uchun a > b (b > a).
4°. Va, b, с €l TV uchun (a > 6) л (6 > c) => (a > c).
5°. Va, b, с e TV uchun ((a > Z>) => (a + c) > (b + c)).
6°. Va, b g  TV uchun a + b > a.
T. Va, b, с e  TV uchun (a > b) => ac > be.
4. Tekislikda berilgan bir nuqtadan o‘tuvchi n ta turU to‘g‘ri 

chiziqlar tekislikni 2n bo‘lakka bo‘lishini isbotlang.

5. (x )  ketma-ketlik uchun x, = l , x n+1 = x„ -  ~  , ч beril-n(n+l)
gan bo‘lsa, xn ni ifodalang.

6 . Quyidagi tasdiqlami isbotlang:
6.1. (4" + \5n -  1) ! 9 .
6.2. (10" + 18/i -  1 ) i 27.
6.3. (32« + 3 + 40и -  27) i 64 .
6.4. (62« + 3и + 2 + Зя) i 11 .
6.5. (5n + 2-3" - 1 + 1) i 8 .
6 .6 . (11” + 2 + I22n+l) i 133.
6.7. (9”+ 1 -  8n — 9 ) : 16.
6 .8 . (36й -  26") : 35.
7. Quyidagi tengliklami isbotlang:

7.1. P  + 23 +  . +
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п л 1 1 17.4. тгг ^14 ф7 ' (З и -2 )(З и + 1 )  Зл+1 '

, „ , п(п+1)
7.5. 1 -  22 +  З2 -  42 +  ... +  ( 1)” ~ п =  ( - 1 ) ” - 1 -  2 •

I2 22 я2 и(и+1)
7 -6 - 1-3 +  3-5 + " ' +  (2 л -1 ) (2 л + 1 )  2 (2 я + 1 )  •

7.7. (X j+ ...+х,,)2 =  Xj2 + ...+ х й2 + 2 (х ,х2 + ...+ хй_1хи).

х"+1 -1
7.8. 1 +  х  +  х 2 +  ... +  х” =  х  ̂ (х  ф 1).

_ „ 1 2 п . 1
7.9. Т7 + Т7 + --  + 7----777 = 12 !  3! (и+1)! ( я + 1 ) ! '

1 1 1 
7.10. - 7 — ГТ + 7 — ГТ7Г7^Т + -  +а (а + 1) (я + 1 ) (а + 2 )  ( а+п-1)(а+п) а(а+п) '

8. Quyidagi tengsizliklami isbotlang:

О 1 1 1 , 1 138 .1. — т Н-----Т + ‘” т--- Т > т7 -п+2 п+3 2я + 2  24

8 .2 . — н -----Г-+... + -Г— г > 1 •
и+1 п+2 Зи+1

1 3 5 2 л-1 1О О ____ _ ________ < „1
б - 3- 2 4  6 ’ 2л л/зТт+Т •

8.4. I х, + х2 +... + х„ |<| X, + I х2 I + ...+1 хп I.

0 , 1 1 1  1 т
8-5- ТТ + "2!+ ЗТ + ’’ пТ<
9. Agar п > 2, а > -1 bo‘lsa, п natural son uchun 

(1 + а)п > 1 + па o‘rinli ekanligini isbotlang.

и3 и2 л10 . Наг qanday п natural son uchun -  + -  natural son
6 2 3

bolishini isbotlang.
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Takrorlash uchun savollarvL-y

1. Natural sonlar sistemasi deb nimaga aytiladi?
2. Matematik induksiya metodini ifodalovchi teoremani ayting.
3. Induksiya bazisi, induksiya farazi, induksiya qadami nima?
4. Natural sonlami qo‘shishning qanday xossalarini bilasiz?
5. Natural sonlami ko‘paytirishning xossalarini ayting.
6 . Natural sonlar to‘plamida tartib munosabatini aniqlang.
7. Natural sonlar to'plamidagi tengsizlik munosabatining xos

salarini bayon qiling.
8 . Natural sonlar to‘plami kommutativ yarimhalqa bo‘lishini 

isbotlang.

Butun sonlar halqasi. Ratsional sonlar maydoni. 
Haqiqiy sonlar sistemasi

у  Asosiy tushunchalar: butun sonlar halqasi, bo‘linish mu
nosabati, maydon, ratsional sonlar maydoni, haqiqiy sonlar 
sistemasi.

Vz g Z  element ikkita natural son ayirmasi ko‘mishida ifoda 
qilinadi. (Z ; +, •) halqani butun sonlar halqasi, deb ataymiz.

Agar a, b, Ьф0 butun sonlar uchun shunday q butun son to- 
pilib, a=bq  tenglik o ‘rinli bo‘lsa, a butun son butun songa 
bo‘linadi yoki b butun son a butun sonni bo‘ladi deyiladi va, 
mos ravishda, a \ b yoki b\a ko‘rinishda belgilanadi.

Va, b e Z  sonlar uchun a • bva  b : a shartlar bajarilsa, a va 
b sonlar assotsirlangan deyiladi.

Assotsiativ, kommutativ, birlik elementga ega, noldan farqli 
har bir element teskarilanuvchi bo‘lgan va 1 ф  0 shart bajariladi- 
gan halqa maydon deyiladi.

Maydonning noldan farqli har qanday elementi teskarilanuv
chi bo‘lgan halqaosti maydonosti deyiladi.

К  butunlik sohasi P  maydonning halqaostisi bo‘lsin. P may
donning ixtiyoriy P  elementi uchun R butunlik sohasining m, n

# # » ■
l l -§ .
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elementlari topilib, P=mn~1 tenglik o‘rinli bo‘lsa, P maydon 
К  butunlik sohasining nisbatlar maydoni deyiladi. Butun sonlar 
halqasining nisbatlar maydoni ratsional sonlar maydoni deyiladi.

Tartiblangan maydonning ixtiyoriy musbat a, b elementlari 
uchun shunday n natural son mavjud bo‘lib, n ■ a > b shart 
bajarilsa, bu maydon Arximedcha tartiblangan maydon deyiladi.

F  tartiblangan maydondagi har qanday fundamental ketma- 
ketlik shu maydonda yaqinlashuvchi bo‘lsa, bunday maydon 
to ‘liq deyiladi.

Arximedcha turtiblangan ratsional sonlar sistemasini o‘z ichi- 
ga olgan eng kichik to‘liq maydon haqiqiy sonlar sistemasi deyi
ladi.

Misol va mashqlar

1. 5 ga bo‘linuvchi butun sonlar to'plami halqa tashkil etishi- 
ni isbotlang.

2. Z6 to‘plam halqa tashkil etishini isbotlang.
3. Q2 to‘plam (a, b) + (с , d) = {a + c ,b  + d ) , (a ,b ) • (c,d) = 

= (ac+2bd, ad+bc) amallarga nisbatan maydon tashkil etishini 
isbotlang.

4. Butun sonlar halqasidagi bo‘linish munosabatining quyida
gi xossalarini isbotlang:

1°. Va s Z, а ф 0 uchun a I a.
2°. Va e Z, а ф 0 uchun 0 • a.
3°. Va e Z, a : 0 va a : (— 1).
4°. : munosabati tranzitiv munosabatdir, ya’ni Va, b, с e Z  

uchun a: b va b • с bolsa, a \ c.
5°. Va, b, с e Z  uchun a • с bo‘lsa, a • b \ c.
6°. Va, b, с g Z  uchun a • с va b \ с bo‘lsa, (a + b) ■ c.
T. Va, b, с e Z  va с ф 0 uchun be : ас bo‘lsa, b • a.
8°. Va, b, с s Zuchun a • с va b • c?bo‘lsa, (a • b) \ (c • d).
9°. Va, b, с s Zva a \ b bo‘lsa, a ■ c \ b ■ c.
10°. Va, b, c, m, n e Z va a : с va 6 • с bo‘lsa, ( m  + nb) • c.
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5. (Р ; +, —, •, 1) maydonning ixtiyoriy a, b, с elementlari 
uchun quyidagi munosabatlar o‘rinli ekanligini isbotlang:

1°. 0 • a =  a ■ 0 =  0.
2°. Agar ab = 1 bo‘lsa, u holda b = a-1.
3°. с ф 0 bo‘lib, ac =  be bo‘lsa, a = b.
4°. ab = 0 bo‘lsa, a = 0 yoki b = 0.
5°. а ф 0 va b ф 0 bo‘lsa, ab ф a.
6°. 4  = 4  bo‘lsa, ad = be. b a

6. (F; +, —, 1, >) tartiblangan maydon uchun quyidagi 
xossalami isbotlang:

1°. Va, b&F uchun a<b bo‘lishi uchun b -  a > 0 bo‘lishi 
zarur va yetarli.

2. \/a&F uchun a<0, 0<a, 0=a  shartlardan bir vaqtda faqat 
biri o‘rinli.

3°. Agar a > 0 va b > 0 bo‘lsa, u holda ab > 0 va a+b > 0 
bo‘ladi.

4°. a < b va с < d  bo‘lsa, a + с < b + d.
5°. Agar a < b va с < 0 bo‘lsa, ac > be.
6°. V aeF element uchun a2 > 0. Xususan, а  ф 0 bo‘lsa, a2 > 0.
7°. VneN  uchun n • 1 > 0, xususan, 1 > 0.
8°. Tartiblangan maydon butunlik sohasidir.
7. (F; +, —, ■, 1, >) tartiblangan maydonning Va, b element

lari uchun quyidagi munosabatlami isbotlang:

ad+bc
bd ‘

а с ac
5 . b ' b bd'

i о Cl Cl Cl

10°. Noldan farqli a, b elementlar uchun

11°. с ф 0 element uchun — =b be bc~l ‘
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1°. Id = l-d-

2°. Id > a  va Id  ̂- a .

3°. \a + b\< Id + 16| • 

4°. \a ■ b\ < Id • |Z>I.

5°. |*| > 0 .
6 °. V aeF , a2 > 0 element uchun \b\ < a bo‘lishi uchun 

—a < b < a  bo‘lishi zarar va yetarli.
7°. Va, b, c, F, a > 0 elementlar uchun \ b\ > a bo‘lishi 

uchun b > a yoki b < —a boiishi zarur va yetarli.
8 . Har qanday a + b^Jl (a ,b  e Q) ko‘rinishdagi haqiqiy son 

uchun aniqlangan f  (a + b\fl) = a -  b-Jl akslantirish haqiqiy son
lar maydonining avtomorfizmi bo‘lishini isbotlang.

Takrorlash uchun savollar

1. Natural sonlar yarimhalqasini qamrab olgan eng kichik 
kommutativ halqani quring.

2. Butun sonlar to‘plami halqa tashkil etishini isbotlang.
3. Butun sonlar halqasida tartib munosabatini aniqlang.
4. Butun sonlar halqasida bo‘linish munosabatining xossalari

ni ayting.
5. Maydon tushunchasiga ta’rif bering.
6 . Maydonning sodda xossalarini ayting.
7. Maydonlar izomorfizmiga misol keltiring.
8 . Ratsional sonlar maydonida tartib munosabatini aniqlang.

12-§. Kompleks sonlar maydoni

J  Asosiy tushunchalar: kompleks son, kompleks sonlar maydo
ni, sonli maydon, o‘zaro qo‘shma kompleks sonlar, kompleks 
son moduli, kompleks tekislik, mavhum o‘q, kompleks son 
argumenti, kompleks sonning trigonometrik shakli, Muavr 
formulalari, n- darajali ildizlar.



С = {b+bi/a,b&R\ to‘plamni qaraylik. С da (a+bi) + (c+di)= 
= (a+c) + (b+d)i; (a+bi) ■с +di = (ac — bd) + (ad + bc)i; 
—(a+bi) = (—a)+(—b)i tengliklar orqali qo‘shish, ko‘paytirish, 
qarama-qarshisini olish amallarini aniqlaymiz. Ixtiyoriy a+bi* 0

element uchun teskari element (a + bi)~l = - ■a ,----- —i for-
a2 +b2 a2 +b2

mula bilan aniqlanadi.
Kompleks sonlar maydonining har qanday maydonostisi sonli 

maydon deyiladi.
Z — a+bi kompleks son uchun z = a —bi q o ‘shma kompleks 

son deyiladi.

ы = л г  + b2 son a+bi (a,beR ) kompleks sonining moduli 
deyiladi.

Har bir a+bi kompleks songa tekislikda (a,b) nuqtani mos 
qo‘ysak, bu nuqta kompleks sonning geometrik iasviri deyiladi. 
Bu nuqtani koordinatalar boshi bilan tutashtirsak, boshi koor- 
dinatalar boshida, uchi esa (a,b) koordinatali nuqtada bo‘lgan
О A vektor hosil bo‘ladi. Bu vektoming uzunligi esa a+bi kom
pleks sonning moduliga tengligi ayon.

Har bir bi kompleks songa Oy o‘qida 
(0, b) nuqta mos keladi. Bu o‘qni mavhum 
o ‘q deb ataymiz. Ox o'qni haqiqiy o ‘q 
deymiz.

OA vektoming Ox o‘qi musbat yo‘na- 
lishining soat mili qarama-qarshi yo‘na- 
lishida hosil qilgan cp0 burchagi a+bi kompleks sonning bosh- 
lang‘ich argumenti deyiladi.

a+bi kompleks son berilgan bo‘lib, r uning moduli cp esa ar
gumenti bo‘lsin, u holda 6=rsin(p, a=/*cos(p tengliklarni ko‘rsa- 
tish qiyin emas. Demak, a+bi = r(cos<p+/sincp) tenglik o‘rnili. 
Bu esa kompleks sonning trigonometrik ко ‘rinishi deyiladi.

Z{ = ^(coscpj+Zsincpj), z2 = r2(cos9 2+/sin9 2) kompleks son
lar berilgan bo‘lsin. U holda quyidagilar o‘rinli:

1°. z1’Z2=/‘1r 2(cos(9 1+ 9 2) + i sin((pj+(p2)).
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z”=(r(cos(p+/ snup))"=r"(cosmp+/sinmp), bu formula Muavr 
formulasi deyiladi.

z=r(cos(p+/ sin9 ) kompleks son berilgan bo‘lsin. Bunda r 
kompleks sonning moduli, cp=(p0+ 2fot kompleks sonning argu
ment^ ф0 — boshlang‘ich argumenti bo‘lsin. U holda z kompleks 
son n ta har xil n- darajali kompleks ildizlarga ega bo‘ladi va bu 
ildizlar quyidagi formula yordamida topiladi:

1-misol. | z+2 | = 3 tenglamani yeching.
Yechish. Kompleks sonning moduli, kompleks sonlarning 

tengligi ta’riflaridan quyidagi ifodani hosil qilamiz:

\z + 2| = |x + yi + 2| = |(x + 2 ) + yi\ = ^(x + 2)2 + у2

va y](x  + 2 )2 + y2 = 3.

Bundan (x + 2 )2 + y2 = 9  tenglamani hosil qilamiz. Hosil bo‘l- 
gan tenglamaning yechimlari tekislikdagi markazi ( - 2 ; 0) nuq- 
tada bo‘lgan, radiusi 3 ga teng aylananing nuqtalaridan iborat.

2-misol. \z + 2 + i\ < 3 tengsizliklarni yeching va yechimlar 
to‘plamini Dekart koordinatalar tekisligida ifodalang.

Yechish. \z + 2 + /'| < 2 tengsizlikka kompleks sonning moduli 
ta’rifini qo‘llasak, \z + 2 + /| = \x + yi + 2 + i\ = |(x + 2) + (y + 1)/| =

, к = 1, ..., n— 1.

= y(x + 2)2 +(_y + l )2 ni hosil qila

miz. Bundan (x+2)2 + ( j  + l)2 <4 
tengsizlikni hosil qilamiz. Bu

+ tengsizlikning yechimlari markazi
x ( - 2 ; - 1) nuqtada bolgan, radiu

si 2 ga teng doiradan iborat. Doi- 
rani Dekart koordinatalar tekisli
gida chizamiz.
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З-misol. л/3 + 4/ ni hisoblang.
Yechish. Kompleks sondan kvadrat ildiz chiqarish formulalari

1) л/о + bi -  ± 
b> 0

2 ) \la + bi -  ±
6<0

a+л/а2 +b2 ■ - a+'Ja2 +b+ 1 va

f\/a2+62 ■ l-a+ lardan foydala-

namiz. Berilgan misolda b > 0 bo‘lganligi uchun birinchi formu
lani qo‘llaymiz:

>/3 + 4i = ±
4>0

3+V32 + 42 +  ^  / - з+л/з2 + 42
2 \ 2 

= ± (2 + 2 /) = ±2(1 + /).
4-misol. л/2 + 3/ ildizlami hisoblang.
Yechish. Ixtiyoriy kompleks sondan я- darajali ildizlarni to- 

pish formulasi

uk = |c|« (co sф+2^  + /sin ф + 2 ), к = 0 , лг — 1 ( 1)

dan foydalanamiz. Buning uchun awal berilgan г=2+3i kompleks 
sonni trigonometrik ko‘rinishga keltiramiz: kompleks sonning

moduli |z| = yja2 + b2 = V22 +33 = VTI; argumenti Ф = arctg ̂  = 

= a r c t g d a n  iborat. U holda z = 2 + 3/ = Vl3 ^cos|arctg^| +

r

+/sin|arctg-|J . Topilgan modul va argumentni ( 1) formulaga 

qo‘yamiz: uk = 4\У 

Bundan и,, = m

3 3 лarctg—+2 nk arctg—+2 71/:
cos----- i ------+ / sin------ \------

V 3 3

r * 3 arctg— , 3  ̂? arctg-
cos — —=■ + i sin ——=■V 3 3 )
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и, = ш COS
arctg—+2 л 

2 + zsin
3  ̂arctg—+2 я 
2

f  Ъ з  >
arctg—+4 я arctg—+4 л

cos----- 1-----+ i sin 2v 3 3 уu2 = $ltt 

ildizlami hosil qilamiz.
. Л+1sin----

5-misol. sin x + sin 2 x +... + sin me = -----— sin tenglikni
.  X  2̂sin—

isbotlang.
. l+l sin---

Isbot. 1. n=l bo‘lsin. U holda sinx = — —sin-̂  =>sinx = sinx
. x 2 sin—2

tenglik o‘rinli.
. k+1

sm^ ~  kx2. n=k uchun sinx + sin2 x +... + sin foe = -----— sin — bo‘l-
. x  2 sin—

2

sin. U holda n=k+ 1 da

sinx + sin2 x + ... + sinfoc + sin(£ + l)x  =

. k-v 1 . k+1
sin——  , sin

2 ■ kx ■ /I  i\ 2 ■ kx ~ . k+1 k+1— sin — + sin(A: + l)x  = -----— sin — + 2 sin—-x c o s —— x =
. x 2 . x 2 2 2sin— sin—

2 2

. k+2
~ k+ 1 . x ■ k+2 ■ kx Sm 2 • k+1= 2 co s-— x sin — = sin—— x -  sm — = -----— sin -— x .

2 2 2 2 . x 2sin—
2

Demak, har qanday n&N uchun sinx + sin2x + ... + sinrac =
. Я+1sin----

-----2-sin-^- tenglik o‘rinli.
sin—

2
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■v
I®. Misol va mashqlar

1. Berilgan kompleks sonlarning haqiqiy va mavhum qism- 
larini toping:

j  t (1+0 (2+/) (1- 0 (2-/)

(1+2Q3 - ( 1+3 i f
‘ ‘ ( 3 - / ) 3 + ( l + 5 i )2 ‘

2. Ixtiyoriy zv z2 kompleks sonlar uchun quyidagi xossalar 
o‘rinli ekanligini isbotlang:

1°. Zi +Z2 =Zi +z2 ■ ■

2°. (-Z i) = -Zi ■

3 . Zi • Z2 = Z\ • Z2 •

6°. £ = Z bo‘lishi uchun z e  R bo‘lishi zarur va yetarli.

7°. Agar z = a + bi bo‘lsa, u holda z- z = a2 + b2.
3. Ixtiyoriy zv Z2 kompleks sonlar uchun quyidagi xossalar 

o‘rinli ekanligini isbotlang:

2°. \z\ = 0 faqat va faqat shu holdaki, agar z — 0 bo‘lsa.

2-i

2007

4°. (z) = z-
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4°. \z~l \=\zll ( z *  0 ).

5°. \zi + z2\<\zx\ + \z2\.

6°. |*i|-|z2|<|  ̂ +z2\.

7°. |*i|~\z21 < |zi + *2|.

4. Tenglamani yeching:
4.1. z = 5  -  z.

4.2. z = - 3 *  -  1 + 21

4.3. z2 + z =  1.
4.4. z2 ~ 2 z - 3  = 3/.
4.5. s2 + 5z + 5 — 3i = 0.
4.6. *2(1+/) — z + 1 + 2/ =  0.

4.7. z2 + (2 + 0 *  “  1 + 7/ = 0.
4.8. (1 + Oz2 + fe + 2 + 4/ = 0.
5. Quyidagi tenglamalami yeching:
5.1. z + \z + 1| + / = 0.
5.2. z\z\ — 2z+  i = 0.
5.3. г |s | — 2iz:2 + 2/ = 0.
6 . Quyidagi tenglamalar sistemasini yeching:

[\z-2i\=\z\,
' ‘ [\z -  i l=U - 1 1.

5
3 ’

3°. 1*1 -z2\ = \zxy\z2\.

6 3 |г, + 2 * 2 =1  + /,
[3 î + /z2 = 2 - 3  i.

z - n
z-Si
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[\3z + 9  |=| 5* + 10/1.

7. Quyidagi tengsizliklarning yechimlar to‘plamini koor- 
dinatalar tekisligida ifodalang:

7.1. U  + 2|>U |.
7.2. |z -  5 + /| < 4.
7.3. j  z +  6/1 >  | z ~  3 |.
7.4. \Z + 2 + 2i | < J2  .
7.5. | z — 1 — 3/1 < | z — 1 |.
7.6. I z + 5 + 6/ j > 0.
7.7. U + / | > U - 2 | .  .
7.8. } z ~ 3 - i\ < \ z + 2 i\ .
8. Nyuton binomi va Muavr formulalari yordamida quyida- 

gilami hisoblang:

8 .1. 1 - 3 C 2 + 9 C„4 -  21Cl +... .

8.2. C\ -  ЪС\ + 9СЛ5 -  21 Cl +. . . .

8.3. V r  -  4 ^ c l  + V ^ c „4 -  +. . . .

9. Har qanday к  butun sonlar uchun quyidagilami isbotlang:
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10. Quyidagi kompleks sonlami trigonometrik shaklga kelti
ring:

10.1. 5.
10.2. -21

10.4. (л/12 — 2/)4/13.

10.5. sina + /cosa.
11. Quyidagilami hisoblang:

11. 1.
(cos 0 - /  sin 0 ) ( ctgP+/) ( -  cos a+i sin a )  

l - / t g ( a + p )

11.3. (1 -  cos a + /sin a )" ,  « g Z .

11.4. t̂g3° -qqa ( - s i n 30° + /cos30°).
( - 1+/)2000

12. Ildizlami toping:

12.1. ^ 7 .

1 2 .2 . >/64.

12.3. л/2 + 3/.
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13. Biming 6-darajali ildizlari to‘plami multiplikativ gruppa 
tashkil etishini isbotlang.

14. Agar n va m o‘zaro tub bo‘lsa, u holda birning nm- 
darajali ildizlarini biming n- va m- darajali ildizlari yordamida 
ifodalash mumkinligini isbotlang.

Takrorlash uchun savollar

1. Haqiqiy sonlar maydonining kompleks kengaytmasini quring.
2. Kompleks sonlar ustida arifmetik amallami aniqlang.
3. Kompleks sonning geometrik tasviri nimadan iborat?
4. Geometrik ko‘rinishdagi kompleks sonlami qo‘shish qan

day bajariladi?
5. Kompleks sonning aigumenti qanday aniqlanadi?
6 . Trigonometrik ko‘nnishda berilgan kompleks sonlarni 

ko‘paytirish, bo‘lish amallari qanday bajariladi?
7. Kompleks sonning trigonometrik shaklga keltirish qanday 

amalga oshiriladi?
8 . Biming «-darajali ildiziga ta’rif bering.
9. Biming «-darajali ildizlari soni nechta? Javobingizni asoslang.
10. Ixtiyoriy kompleks sondan «-darajali ildiz topish formu- 

lasini ifodalang.
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'  VMODUL. ARIFM ETIK VEKTOR FAZO. 
CH IZIQ LI TENGLAMALAR SISTEM ASI

13-§. Arifmetik vektor fazo

J  Asosiy tushunchalar: я-о‘Ichovli arifmetik vektor, vektorlar 
yig'indisi, skalami vektorga ko‘paytirish, n-o‘lchovli arifmetik 
vektor fazo, chiziqli vektor fazo, fazoosti, vektorlar sistemasi, 
chiziqli kombinatsiya, chiziqli bog‘liq sistema, chiziqli bog‘- 
lanmagan sistema, vektorlaming ekvivalent sistemalari, vek
torlar sistemasini elementar almashtirishlar, vektorlar sistema- 
sining bazisi, vektorlar sistemasining rangi, vektorlar sistema- 
sining chiziqli qobig‘i, chiziqli ko‘pxillik.

F  =< F ; 0, 1 > ixtiyoriy maydon bo‘lib, F  uning aso

siy to ‘plami bo‘lsin. F n to‘g‘ri ko‘paytmaning ixtiyoriy 

a = (a, ,a2 ) elementi n -o‘Ichovli arifmetik vektor deyiladi.

F n ning ixtiyoriy ikkita a = [ax, Oi,..., an ) va b = ^ ,...,bn) 

vektorlari uchun ax =bx, Oj =b2,.. . ,a n =bn bo‘Isa, berilgan 
vektorlar teng deyiladi.

F n ning ixtiyoriy ikkita a = (ax, ,...,an) va b = (Z\ ,...,bn)

vektorlarining yig‘indisi deb a + b = (a{ + 6, ,03 + !h ,...,an + bn) 
vektorga aytiladi.

VA e F  skalarning Va e /’"vektorga ko‘paytirish deb, 
Xa = (ka{ ,Xa2 ,...,Xan) vektorga aytiladi.

F" to‘plam, unda aniqlangan qo‘shish binar amah va skalami 
vektorga ko‘paytirish unar amallari yordamida hosil qilingan 
F n =< F n;+,{cox I A g F } > algebra maydon ustida qurilgan 
n 0 ‘Ichovli arifmetik vektor fazo deyiladi.

F n = < F n ;+,{«>. \ Xe F }>  /j-o‘Ichovli arifmetik vektor fazo 
berilgan bo‘lsin. F n ning ixtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan qism to‘pla- 
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mi F k (к <n) arifmetik vektor fazo tashkil qilsa, Fk arifmetik 
vektor fazo F n arifmetik vektor fazoning fazoostisi (qismfazosi) 
deyiladi.

F n vektor fazoning vektorlaridan iborat ax ,a2 ,...,an sis- 
temaga vektorlarning cheksiz sistemasi', a , , a2, an sistemaga 
vektorlaming chekli sistemasi deyiladi.

F n vektor fazoning ax, a2 an,... sistemasi va /’maydonning 
X1,‘k2,...,Xn,... skalarlari berilgan bo‘lsin. +...+\an +...
ifoda й, ,a2 ,...,an vektorlar sistemasining chiziqli kombina- 
tsiyasi deyiladi. Agar kamida bittasi noldan farqli shunday 
Xl ,X2,...,Xn skalarlar topilib, л, a, + X2a2 +... + Knan = 6  tenglik 
bajarilsa, u holda й],а2,...,ап sistema vektorlaming chiziqli 
bog‘langan sistemasi deyiladi; tenglik л, = 0 , л2 = 0 ,..., ~kn = 0 

bo‘lganda bajarilsa, u holda o ,, a2, an vektorlarning chiziqli 
bog ‘lanmagan (chiziqli erkli) sistemasi deyiladi.

Agar S  va T sistemalaming ixtiyoriy biridan olingan har qan
day noldan farqli vektomi ikkinchi sistema vektorlarining chi
ziqli kombinatsiyasi sifatida ifodalash mumkin boMsa, bunday sis- 
temalar ekvivalent sistemalar deyiladi va R~T ko‘rinishda belgi
lanadi.

Vektorlar chekli sistemasini elementar almashtirishlar deb 
quyidagi almashtirishlarga aytiladi:

1) sistemaning qandaydir bir vektorini noldan farqli skalarga 
ko‘paytirish;

2) sistemaning skalarga ko‘paytirilgan bir vektorini ikkinchi 
vektoriga qo‘shish yoki ayirish;

3) nol vektomi sistemadan chiqarish yoki sistemaga kiritish.
Vektorlar chekli sistemasining chiziqli erkli, bo‘sh bo‘lmagan

qism sistemasi yordamida sistemaning har qanday vektorini chi
ziqli ifodalash mumkin bo‘lsa, bunday qism sistema berilgan sis
temaning bazisi deyiladi.

Vektorlar chekli sistemasining ixtiyoriy bazisidagi vektorlar 
soni uning rangi deyiladi.

77



а 1а 1+ а2а 2+ ... + а па „(a^F) ko‘rinishdagi barcha chiziqli 
kombinatsiyalar to‘plami al ,a2,...,an vektorlaming chiziqli qo- 
big‘i deyiladi va u Д а, ,a2 , . . . ,a„) ko‘rinishda belgilanadi.

x0 + W={ x0 + y\ x0 <=F n} to‘plam W  qism fazoning x{) vek
torga siljitishdan hosil bo‘lgan chiziqli k o ‘pxillik deyiladi va u 
N — x0+ W orqali belgilanadi.

1-misol. V = {ax2 + by + с \ a ,b ,c ,x ,y  e R} to‘plam R may
don ustida chiziqli fazo tashkil etishini isbotlang.

Yechish. Chiziqli fazo ta’riflga ko‘ra, berilgan V to‘plamda 
qo‘shish binar amalini, skalami vektorga ko‘paytirish unar amal- 
larini aniqlab, ular uchun quyidagi xossalar tekshiriladi:

1°- \ /(a ,beV )  (a + b = b + a )•
2 ° .  \f(a,b,c g  V) (a +  (b +  c) =  (a +  b) +  c ) .
3°. V(a e V) л 3(e g F )  (a  + e = a ) .

4°. V(o g  V) л  3(a ’ g  V) (a + a' = 6 ).
5°. V(a e  R) л  V(a, Ъ g  V) (a(a  + b) = a a  + a b ) .
6°. V(a,p g  R) a  V(a g  F )  ((a.p)a = a (p a) ) .
7°. V(a,p g  i?) л  V(a g  V) ((a + p)a = a a  + p a ) .
8 ° .  V(a g  V) ( 1  • a = a ) .
К to‘plamning ixtiyoriy Z\ -  а,х2 + + q va z2 = fyx2 +ЬгУ + с1 

elementlari berilgan bo‘lsin.

Z\ + Z2 = ^ x 2 + ^y + q + a2x 2 + b^y + c2 =

= (aj +02 )x 2 + ( 6, + b̂  )y + (q +c2) eV .

Demak, qo‘shish binar amali V to‘plamda aniqlangan va 
< V; +> additiv gruppoid bo‘ladi.

1- x o s s a n i n g  i s b o t i .  К to‘plamning ixtiyoriy zl , z 2 
elementlari berilgan bo‘lsin:

Zx + Z2 = axx2 +bly + cl + 02 x2 +b1y + c2 = (ax + Oj )x2 + (l\ + 6, )y +

+(q + c2) = \R da qo‘shish amali kommutativ bo‘lganligi uchun|=

= (Ог + ax )x2 + + by )y + (сг + q ) = ОгХ2 + £̂ y + +

+o,x2 +t\y + cx = z2 +Z r  
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Demak, V da qo‘shish amali kommutativ va <V; +> additiv 
abel gruppoid.

2 - x o s s a n i n g  i s b o t i .  V to ‘plamning ixtiyoriy z x = 

= axx2 + l\y + cx,Z 2 = th*2 + b2y + c2 , z3 = щх2 + b3y + c3 ele
mentlari berilgan bo‘lsin. (zx + z2 ) + z3 = |1° ga ko‘ra| =
= (ax +a2 )x2 +(bx +b2)y + (cx +c2) + a3x 2 + b3y + c3 =  | haqiqiy 
sonlar to'plamida qo‘shish amali kommutativ, ko‘paytirish qo‘- 
shishga nisbatan distributivligidan | = ((ax + c^) + аг )х 2 +

+ ((/>! + b2) + b3)y + (cx +c2) + c3 = | haqiqiy sonlar maydonida 

qo‘shish amali assotsiativ bo‘lganligi uchun | =

= (ax + (02 + щ ))x2 + (l\ + (6, + 6, ))>» + q  + (Cj + c3) =

= axx2 +bxy + cx + (0 2  + )x2 + (Z>, + b3)y + (c2 + c3) =

= axx2 +bxy + cx+ (a2x2 +b2y + c2 + a3x2 + b3y + c3) = zl +(z2 + z3).

Demak, V to‘plamda qo‘shish amali assotsiativ va <V; +> — 
additiv abel gruppa.

3 - x o s s a n i n g  i s b o t i .  V to‘plamning ixtiyoriy z = ax2 + 
+by + c va shunday e = exx2 + e2y + e3 elementlari uchun 
z + e = z ekanligini aniqlaymiz: z + e = z dan ax2 +by + c +

+exx2 + e2y + e3 = ax2 + by + с tenglamani, bundan
Cl + — Cl, 
b + fy =b, 
с + ег -  с

tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. R da tenglamalar sistemasi 

yagona ex=0, e2=0, e3=0 yechimga ega.

Demak, e = 0 x 2 + 0 y  + 0 = 0&V  va < K; +, 0> — additiv 
abel monoid.

4 - x o s s a n i n g  i s b o t i .  V to‘plamning ixtiyoriy z = ax2 + 
+by + c va shunday z '= a'x2 + b'y + c' elementlari uchun 
z + z' = 0 ekanligini keltirib chiqaramiz:
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Z + z' = 6 dan ax2 + by + с + a'x2 + b'y + с' = 0 • x2 + 0 • }> + 0 

a + a' = 0 ,
tenglamani, bundan < b + b' = 0, tenglamalar sistemasini hosil

с + с' = 0
qilamiz.

Tenglamalar sistemasi R maydonda yagona a' = - a ,  b' = -b ,  
c' = —c yechimga ega. Demak, z’ =-ax1 -by -c= -(ax l +by+c) e V 
va < V ;+ ,-,0  > additiv abel gruppa.

Kto‘plamda skalami ko‘paytirish unar amalini aniqlaymiz: 
ixtiyoriy aei? skalar va ixtiyoriy z = ax2 + by + с s V  berilgan 

bo‘lsin. a a (z) = a  z = a-(ax2 +by + c) = a  (ax2) + a-(by) + a -c  = 
= | R da ko‘paytirishning assotsiativligidan| = (a • a)x2 + (a  • b)y + 

+a • с e V ni hosil qilamiz. Demak, V da skalarni V ning ele- 
mentiga ko‘paytirish unar amallari aniqlangan.

5-x o s s a n i n g  i s b o t i .  Ixtiyoriy a&R skalar va V ning

zx, z2 elementlari berilgan bo'lsin.
a(zi + Z2) = a((fl! + a2 )x2 + {by + ^  )y + (ct + c2 )) =
= a {a x + a2)x2 + a (by + b2)y + a(c, + c2) =

=| R da ko‘paytirishning qo‘shishga nisbatan distributivligidan| = 
= a  ■ OyX2 + a - a 2 X2 + a - b l y  + a b 2y  + a - C y  + a c 2 =

= | R da qo‘shish amalining kommutativligidan| =
= а • axx 2 + a  • by у + а • cx + a  ■ a2x2 + a  ■ b2y + a  c2 =
=  j R da ko‘paytirishning qo‘shishga nisbatan distributivligidan|= 
= а ( й у Х 2 + Ь у У  + С у ) + а С ^ х 2 + ^ у + c2) = а  • Z\ + a -z 2.

Demak, skalami vektorlar yig‘indisiga ko‘paytirish distributiv.

6 - x o s s a n i n g  i s b o t i .  Ixtiyoriy a, peR  skalarlar va ix
tiyoriy z g V element berilgan bo‘lsin.

(a  • Р)? = (a  • p)(ax2 + by + c) = | R da ko‘paytirishning qo‘- 
shishga nisbatan distributivligidan | = (a • РЭах2 + (a • p)Z>y+(a • P)c = 
= | ko‘paytirishning R da assotsiativligi va ko£paytirishni qo‘shish-
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ga nisbatan distiibutivligidan | = a(p • ax1) + a(p • by) + a(p • c) = 

= a(p (ax2) + (p(Z>y) + (pc))) = a(p(ax 2 + by + c)) = a(p • z).
Demak, skalarlar ko‘paytmasini Velementiga ko‘paytirish as

sotsiativ.
7 - x o s s a n i n g  i s b o t i .  Ixtiyoriy a, peR  skalarlar va ix

tiyoriy z e V element berilgan bo‘lsin.
(a  + p)z = (a  + p)(ax2 + by + c) = | R da ko‘paytirishning qo‘- 

shishga nisbatan distributivligidan| = (a + p)ax2 +(a+p )by + (a + p)c = 
=| R da yig‘indini o‘ngdan ko‘paytirishning distributivligidan | = 
= a -a x 2 + $-ax2 + a-by  + $-by + a - c  + $-c=\R& 2i qo‘shishning 
komutativligidan | = a  ■ ax1 + a  • + a  • с + p • ax1 + p • йу + p • с = 
= | R da ko‘paytirishning qo‘shishga nisbatan distributivligidan|= 
a (ax2 +by + c) + p (ax2 + by + c) = a - z  + $ -z  .

Demak, skalarlar yig‘indisini Velementiga ko‘paytirish distri- 
butiv.

8- x o s s a n i n g  i s b o t i .  Vto‘plamning ixtiyoriy z elementi 
berilgan bo‘lsin. Skalarlar to‘plami maydon tashkil etishi va har 
qanday maydonda 1 mavjud ekanligidan

1 • z = 1 • (ax2 + by + c) = ax2 + by + с = z .
Demak, < V\ + ,{®a I a&R}> algebra chiziqli fazo bo‘ladi.
2-misol. ax = ( 1, 2 ,3,4), Oj = ( 0 , 1,2 , 1), a3 = ( 1, - 1, 2 , 1) vek

torlar sistemasining chiziqli bog‘liq yoki chiziqli bog‘liqmasligini 
aniqlang. Uning bazisi va rangini toping.

Yechish. 1-usul. Chiziqli tenglamalar sistemasi yordamida. 
Ixtiyoriy a, p, у skalarlar berilgan bo‘lsin. Berilgan vektorlar sis
temasining chiziqli kombinatsiyasini tuzamiz: aax + p ^  + ущ = 0 , 
ya’ni a ( l , 2,3,4) + p(0,1,2,1) + у (1,-1,2,1) = 6 . Hosil bo‘lgan 
tenglikdan skalarlar qiymatini topamiz. Buning uchun chiziqli 
tenglamalar sistemasini tuzamiz:

a  + у = 0 ,
2 a  + p -  X = 0 ,
3a  + 2p + 2y = 0,
4 a  + p + у = 0.
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Hosil bo‘lgan chiziqli tenglamalar sistemasini Gauss usulida 
yechamiz:

a  + у = 0 ,
P -  3y = 0,
2 p -  у = 0 , 
P — ЗА, = 0

a  + у = 0 , 
P - 3 Y = 0,:
2 p - y  = 0 ,

a  + у = 0 ,
P 3 У =  0 ,  : 
5^ = 0

a  = 0 ,
P = 0,
у = 0 .

a  ax + p Oj + у аъ = 0 tenglikdan skalarlarning barchasi nolga 
tengligi kelib chiqdi. Demak, ax, a2, a3 vektorlar sistemasi chi
ziqli bog‘liq emas. Shuning uchun sistema o‘ziga bazis, rangi 3 ga 
teng.

3-misol. (а)\щ =(1,-1,3); 02 = ( - 1,1, 1) va (b):l\ = ( - 2 ,2 , - 6); 
b2 = ( - 1,0 , 1) sistemalar ekvivalentligini tekshiring.

Yechish. Vektorlaming chekli sistemalari ekvivalentligining 
ta’rifiga ko‘ra (a) sistemaning har bir vektori (b) sistema orqali va 
Сb) sistemaning har bir vektori (a) sistema orqali chiziqli ifodala- 
nishini tekshiramiz. Buning uchun

a\ ~ Pll +  Pl2 ^2 ’

ai  =  P21A  + P22 ’

by — 1̂1 1̂2 2̂ 9

b2 = a 21 ax + a 22 ^  

tenglamalardagi skalarlarning qiymatlarini topamiz. Ya’ni

1) (1, —1,3) = pn ( - 2 , 2 , - 6) + p12 ( - 1, 0 , 1);

2) ( - 1, 1, 1) = p21 ( - 2 , 2 , - 6) + p22 ( - 1, 0 , 1);

3) ( - 2 , 2 , - 6 ) = a n ( l , - l , 3 )  + a 12 (-1,1,1);

4) (-1,0,1) = a 21 (1 ,-1,3) + a 22 (-1,1,1).

Tenglamalaming har biridan quyidagi tenglamalar sistemalari- 
ni hosil qilamiz:
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1 = ~2ри -  р12, -1 = -2р 21 -  Р22»
1) * ~1 = 2 рп , 2) ' 1 = 2 р21, 

3 = —6 ри + Р[2 , 1 = —16р21 + Р22 1

3)

-2 = а и а
2 — а], + а 12, 
- 6  = Зап + а 12;

4)

-1  -  а 21 -  а 22 s 
О = - а 21 + а 22,
1 = За2] + а 22 '

Tenglamalar sistemalarini yechamiz:

1)
1  -  ~2 pn -  p12. 
-1  = 2 pu ,
3 = —6pu + p12

2)
-1  = - 2 p21 -  p22, 
1 = 2 p21,
1 = -6p2, + P22,

P21 -  j» 
P22 = 0;

3)
~2 = all - a 12,
2 = -a n +Oj2, : 
-6  = 30)) +0)2,

[-2  = 0,, -a i2, [-2 = 0,1 -ац,  Гоц =0,
l-6 = 3 o 1 1 + o 12, \ 0  = 4 o i 2 , [pa), =-2;

- 1  = o21 - a 22 5 - 1 -  a 21 ~ a 22 ) £ и 0

4) ■0  = - a 21 + a 22, => • 11
0

—o2) + a22, :=> •a 22 = 0 , =>
1 = 3a2) + a 22, 0  = 4 a 21,

0
1

0n-1
/

yechim

mavjud emas. 

Demak, щ = l

Ya’ni b2 vektor (a) sistema yordamida chiziqli ifodalanmay- 
di. Shu sababli (a), (b) sistemalar ekvivalent emas.
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4-misoI. x  = (1,2,1,1) vektorni ( a ) : ax = ( 0 ,1 ,1, 0 ), 

a2 = (-1,  0, 0 ,1) ,  a3 = (2,1,1, 4) vektorlar orqali chiziqli ifoda
lang.

Yechish. Haqiqiy sonlar maydonidan shunday a, p, у skalar- 
larni aniqlashimiz kerakki, ular x = a ax + p + y a3 tenglikni 
qanoatlantirsin.

Buning uchun tenglamalar sistemasini tuzamiz:
(1, 2, 1, l)= a(0, 1, 1, 0 )+ p ( - l ,  0, 0, l)+y(2, 1, 1, 4) teng- 

likdan quyidagi sistema kelib chiqadi:

1 = - P  + 2a,
2 = a + y,
1 = a + y,
1 = P + 4y.

Hosil bo‘lgan sistema hamjoyli bo‘lsa, x vektor ax,a 2, a3 
vektorlar orqali chiziqli ifodalanadi. Lekin sistemaning 2- va 3- 
tenglamalari birgalikda yechimga ega emas.

Demak, x vektor (a) sistema orqali chiziqli ifodalanmaydi.

5-misol. x = (1, 3, 0) vektomi ( a ) : ax = (1, 0, 2), = (2, 3, 2) 
vektorlar orqali chiziqli ifodalang.

Yechish. x = a a x +$a2 tenglikni qanoatlantiruvchi a, p 
haqiqiy sonlami aniqlaymiz:

1 = a + 2p,

(1, 3, 0 )= a (l, 0, 2)+P(2, 3, 2) tenglamadan ■ 3 = 3p,
[o = 2a + 2p

tenglamalar sistemasini hosil qilamiz.

fp = 1,
Chiziqli tenglamalar sistemasining i  ̂ yechimi yordami

da x = ( - 1) • flj +1  • a2 , ya’ni x = - a x + a2 ifodani yozish mum

kin. Demak, x vektoming a , , a2 vektorlar orqali chiziqli ifoda- 
si mavjud.
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6-misol. (a ) : ax = (0,1,1, 0), ^  = (-1, 0, 0,1), a, =(2,1,1,4) 
vektorlar sistemasining chiziqli qobig‘i chiziqli fazo tashkil etishi
ni isbotlang.

Yechish. Ta’rifga ko‘ra ( a ) : ax = (0,1,1,  0), = (-1,0,  0,1),

a3 = (2 , 1, 1, 4) sistemaning chiziqli qobig‘i

L(̂ cix, , a3) — {ociOj cc2@2 “ 3̂ 3 1̂ ? 2̂ 5 3̂^^} 
to‘plamdan iborat. Uning chiziqli fazo tashkil etishini tekshira- 
miz:

1. L (al ,a2,a3) to‘plamning ixtiyoriy i\ = a,a, + a 2a2 + a 3a3 

va = Pi «1 + P252 + p3a3 elementlari berilgan bo‘lsin.

Z\ + Z2 = ct| flj + a 2 a2 + a 3 a3 + pt a, + p2 « 2  + Рз Я3 =
= ( a t + P 1M  + ( a 2 + p2 )a2 + ( a 3 + P 3 )a3

Demak, qo‘shish binar amali Ь(ах,а2,аг ) to‘plamda aniq
langan.

2. L(ax,a2,a3) to ‘plamning ixtiyoriy zx,z 2 elementlari 
berilgan bo'lsin.

+ z2 = ot] O] + a 2 + a 3 o3 + Pi G| + P2 #> + P3 o3 =

» =  ( a l + P l ) ^ l  + ( a 2 +  P 2 ) ^ 2  + ( a 3 +  P 3 ) * 3  =

= (P! + a j )a x + (p2 + a  2 )a2 + (p3 + a 3 )a3 =

= Pi a, + P2a2 + p3a3 + a  xax + + a  3й3 = z2 +Z\-

Demak, L(ax ,a2,a3) da qo‘shish amali kommutativ.

3. L (ax ,a2,a3) to‘plamning ixtiyoriy zx = щ а] + o.2a2 + a 3a3 ,

z2 = P^i +P2fl2 +P3a3, Z3 = yxax + j2a2 +y3a3 elementlari be
rilgan bo‘lsin.

(-̂ 1 + Z2 ) + £3 = ( a l + Pi M  + ( a 2 + P2 )&2 + ( a 3 + Рз )<h +

+Yi<h + У2<*2 + Уз̂ з = | haqiqiy sonlar to‘plamida qo'shish amali 
kommutativ, ko‘paytirish qo‘shishga nisbatan distributivligidan |=

=  ((« i + P i) + Yi )ax + ((«2 + P2 ) + У2 )«2 + ( ( а з + Рз ) + Уз ) 5з =
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= | haqiqiy sonlar maydonida qo‘shish amali assotsiativ bo‘lgan- 
ligi uchun | =

(Oj +(Pj + Y !) H  + ( a 2 +(p2 +Y2))«2 + ( a 3 +(Рз + Уз ))<h =
= (a ldl + a 202 + a3a3) + ((p1 +yl )al + (p 2 + 72)^  + (p3 + 73)0 ,)  =

= (a  xax + а 2 Й2 + а 3 й5) + ((р1а1 +p2^  + р3 й,) + (7 1я1 + y2a2 +y3 fl3)) =

= ъ  +(z2 + 4 ) -

Demak, L(ax ,a2,a3) to‘plamda qo‘shish amali assotsiativ.

4. L(ax,a2,a3) to‘plamning ixtiyoriy z = a xax + a 2a2 + a 3a3 
elementi z + e = z uchun tenglikni qanoatlantiruvchi shunday 
e = exax + e2a2 + e3a3 mavjudligini aniqlaymiz.

Z + e = z tenglikdan (04 + ex )ax + (a 2 + e2 ^  + (a 3 + e3 )a3 =

= a xax + a 2a2 + a 3a3 tenglamani, bundan
04 + et = a x,
a 2 + e2 = a 2 , teng-
a 3 + e3 = a 3

lamalar sistemasini hosil qilamiz. R da tenglamalar sistemasi 
yagona ej=0 , e2=0, e3=0 yechimga ega.

Demak, e = 0 a x + 0 a2 + 0 • a3 = 6 e L (ax , 02 , 03) .

5. L {ax,a2,a3) to‘plamning ixtiyoriy z = а, a, + a 2a2 + a 3a3

va shunday z' = а|а, + a'2a2 + a 3o3 elementlari uchun z + z ’ = 6 
ekanligini keltirib chiqaramiz:

z + z' = 6 dan
(d j + а '] ) a x + ( а 2 + a  \ )a 2 + ( a 3 + a  '3 )a 3 = 0 a x + 0 • a 2 + 0 • o3

a , + a { = 0,

tenglamani, bundan - a 2 + a 2 = 0 , tenglamalar sistemasini hosil
a 3 + a 3 = 0

qilamiz.

Tenglamalar sistemasi R maydonda yagona a t = - a , , a 2 = - a 2, 
a 3 = - a 3 yechimga ega. Demak,
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z' = - a l al -  a 2a2 -  a3a3 = - ( щ а { + a2a2 + a3a3) g  L ( a x , a2 , a3) 

va < L {ax, 2̂ , a3 0 > — additiv abel grappa.

6 . 1(й, ,a2,a3) to‘plamda A skalarni z = a xax + a 2a2 + a 3a3 
vektorga ko‘paytirish unar amalini aniqlaymiz.

Ixtiyoriy XeR skalar va ixtiyoriy z = a xax + a 2a2 + a 3a3 beril
gan boMsin.

coa(z) = X- z = X -(a xax + 0^02 +аэОз) = A ^ a ^  ) + A - ( a ^ )  + ̂ ' (аз^з) 
= (A-a1)a1 +(X-cL1 )a2 + (X - a 3 )a3 g Z ( 4 , 4  Д )•

Demak, L (ax,a2,a3) da skalarni L{ax,a2,a3) ning ele
mentiga ko‘paytirish unar amallari aniqlangan.

7. Ixtiyoriy XbR skalar va L(a} ,a2,a3) ning z ,, z2 element
lari berilgan bo‘lsin.

X(zi + Z 2 ) = M (a i + pj )ax + ( a 2 + p2 )5j + (a 3 + p3 )a3) =
— X(ax + P] )oj + А(сх2 + P2 )a2 + A(a3 + p3 )a3 =

= X ( a xax) + A(a2a 2) + X ( a 3a3 ) + A^a,  ) + А(р2Й2 ) + МР3 Я3 ) =

= X { a xa x + a 202 + а 3я3) + A(p,5i + p2 02 + p3a 3) = X ■ Z\ + X - z 2 .

Demak, skalami vektorlar yig‘indisiga ko‘paytirish distributiv.

8 .  Ixtiyoriy X, 8 g  R skalarlar va ixtiyoriy z = o.xax + a2a2 +a3a3 
element berilgan bolsin.

(X • 5) ■ z = • 5 Х 04Й1 + a jaj + a 3a3 ) =
= (A, • 5 )(а 1а1) + (A • 8 )(а 2а2 ) + (A • 5 )(а3йз ) =
= ((A • 8 ) a x )a x + ((A ■ 6)a2 )a 2 + ((A • §)a3 )a 3 =

-  A(8 • dj )a x + A(5 • a2 )a 2 + X(8  ■ a 3 )a 3 =

= A((S • aj )ax + (5 • a 2 )o2 + (5 • a 3 )a3 =
= A(8(a1a1 + a2a2 + a3^  ) = A(8 • z ) .

Demak, skalarlar ко‘paytmasini L(ax,a2,a3) elementga 
ko‘paytirish assotsiativdir.

9. Ixtiyoriy A, 8 g  R skalarlar va ixtiyoriy 
element berilgan bo‘lsin.
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(А, + 8) • z = (А. + 5)(а1Й1 + ) = (Л + + (А, + 6)a 202 +
+ ( А ,  +  5 )a 3^  =  Х(ахах )  + 5 (a 1a1)  +  rk (a 2a2 )  +  8(a202) +  A,(a3a^)  +  

+P(a3a j)  = A,(a1a1 + a 2^  + a 3^ )  + 5 (a 1a1 + а 2Й2 + а з^з) =

= X-Z + 8-£.

Demak, skalarlar yig‘indisini L(al ,a2 ,a3) elementga ko‘pay- 
tirish distributivdir.

10. L(ax ,a2 ,a3) to‘plamning ixtiyoriy i  = а, я, + а 2й2 + а 3я3 
elementi berilgan bo‘lsin. Skalarlar to‘plami maydon tashkil etishi 
va har qanday maydonda 1 mavjud ekanligidan

1 • z = 1 • (ctjOj + а 2Й2 + а 3а3) = 1 • ( а ^  ) + 1 • (а 2о2 ) + 1 • (а 3я3) = 
= а хах + а 2Й2 + а 3Й3 = Z-

Demak, < L (a l ,a2,a3);+,o)x\XeR> algebra chiziqli fazo bo‘- 
ladi.

ax ,a2 ,a3 vektorlar sistemasi chiziqli qobig‘i tashkil etgan chi
ziqli fazo bazisini topish uchun ax,a2, a3 vektorlar sistemasining 
bazisini topamiz.

ax = (0,1,1 ,  0), a2 = (-1,  0, 0,1), a3 = (2,1,1,  4) sistema vek- 
torlarini matritsaning satrlari sifatida olamiz va matritsaning bazi
sini topamiz:

«1 ^ 0 1 1 02 f - 1 0 0 1> 0 2 f - 1 0 0 г

O i - 1 0 0 1 A 0 1 1 0 ~ 0 1 1 0

«3 . 2 1 1 4 J o 3 +  a 2 , 0 1 1 6 j ( «3 +  a 2 )  -  a , . 0 0 0 6 j

Matritsaning satr vektorlari chiziqli erkli bo‘lganligi uchun, 
ax = (0,1,1,  0), a2 = (-1,  0, 0,1), a3 = (2,1,1,  4) vektorlar sis
temasining bazisi sistemaning o‘zidan iborat. Demak, L — 
= < L idy,^  ,a3 );+,G)-J XeR > chiziqli fazoning bazisi berilgan 
vektorlar sistemasidan iborat.

Misol va mashqlar

1. x = a + b -  с vektomi toping:
1.1. a = (4,2,3), b = (2,3,7), с = (1,7,11).



1.2. а = (2 ,4 - ,2 ,0 ) ,  b = (-1,3,17,3),  с = (0 , -7 ,1 ,4 ) .
1.3. а = (4,2,3) + (1,1,1), Ъ =(2 ,3 ,7),  с =2(1,7,11).
1.4. а = (—1)(4,2,3), 6 = с, с = (1,7,11).
2 . х vektomi toping:
2 .1. х - 2а-ЪЬ +с ,а  = (1,2,3,0),А = (-2 ,1,5,-1),с = (72,-1,0,1).
2.2. - 3 3 - х  = 26, в = (0,-2,1),  6 = (1 , -3 ,7 ) .

-  -  — 1 1 Я
2 .3 . 2х + 3я - 4 6  = 0 ,5  = (sin a,0,-co sa ) ,b  =(sin a ,- ,-c o s  a ).

2.4. \а + ЪЪ - x  = 6c, й = (1,-3,2), 6 = ( I ,H ,_ 2), с = (l,| ,-2 ) .

3. Vektorlaming quyidagi sistemalari chiziqli bog‘liq yoki chi
ziqli erkliligini aniqlang hamda uning bazisi va rangini toping:

3.1. ax = (—1,2,—3,4); 52 = ( - 1 , 1 - 1, 1).
3.2. =(0,2,0,4); a* = (0 ,-2 ,-3 ,0 ) ; a3 = ( -1 ,1  ,-1,1).
3.3. a, =  (1,2,3); «j = (2 ,—3,4); a3= ( - l , - l , l ) ;  24 =(3,4,2).
3.4. ax =(1,2,3,4,-3);  ^ = ( -1 , -2 ,3 ,4 ,1 ) ;  a3 =( -5 ,1  ,-7,1,2);  

= (0 ,4 ,1,2 ,0).
3.5. ax =(2,3); ^ = ( - 1 - 3 ) ;  5, = (1 , -1 ) ;  34=(3,1).
3.6. q = ( l , l , - l ) ;  ^=(4,1,2);  a, = (-2 ,4 ,7 ).
3.7. ax =(0,2,3,4); ^ = ( 5 , - 2 - 3 , - 4 ) ;  a ,= (3 , l ,2 , -3 ) .
3.8. ax =(0,2,0); a* = (0 ,-2 ,-3 ) ; в3= ( -1 ,1 , -1 ) .
3.9. <*!=(—4,2,3); ^ = (2 ,0 ,4 ); й3= ( - 1 - 1 - 1).
3.10. « i= (—4,2,3,0); ^ = (2 ,0 ,0 ,4); a3 = ( - 1 , - 1 , 0 , - 1 ) .
4. Vektorlarning (a) va (b) sistemalari ekvivalent ekanligini 

tekshiring:
4.1. —(2,3); o2= (—1,—3); ^ = ( 1 , - 1 ) ;  й4=(3,1);

5, = ( - 2 , - 6); £ = ( 1, - 1); £= (4 ,0 ).

4.2. ^ = (1-3 ,4 ); « ,= ( -1 -2 ,-3 ); o3=(8,1-1); d4= (-3,-4 ,-1); 

bx= ( - 1 ,  3, -4 ) ;  £ = (0 , - 5 ,  1); £ = ( 5 ,  - 3 ,  -2 ) .

4.3. a, =(0,1,2,3,4); ^ = ( - 2 , - 1 , 2 , - 3 , 4 ) ;  53= ( 3 , - l , l , - l , l ) ;  

54=(9,3,4,1,2); £ =  (0, -1 ,  - 2, -3 ,  -4 ); b2= ( - 2 ,0 ,4 ,0 ,  8).
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4.4. =(1,2,3,4); ^ = (-1 ,2 ,-3 ,4 ) ;  a , = ( - l , 1 - 1 ,1 ) ;  
a4=(3,4,l,2); bx= (5, 6 , 7, 8); £=(0,4,0,8); b3= (2,3,2,1).

4.5. ^=(0,2,0,4); ^ = (0 ,-2 ,-3 ,0 ) ;  a , = ( - l , 1 - 1 , 1 ) ;
b,= (0,0,-3,4); $2= (6 - 8 ,3,-6) ;  ft,= ( - 1 , 3 - 1 , 5 ) .

4.6. a, =(0,1,4); ^ = (2 , -3 ,4 ) ;  5 , = ( - l , l , - l ) ;
£ = ( 6 - 3 , 8 ) ;  £ =  (3 - 4 ,5 ) ;  £ =  ( -2 ,  2, -2 ) .

4.7. ^ = ( - 1 ,2 , - 3 ,4 ) ;  ^ = (1 ,2 ,3 , -4 ) ;  о,=(1,1 ,-1 ,1 ) ;
£ =  ( - 1 ,  6 , - 3 ,  4); b2= (0, 4 , 0, 0); 53 = (2, 3, 2, -3 ) .

4.8. Й* = (1 , -2 ,3 , -4 ) ;  a2= ( - l  , - 1  , - 1 - 1); 53=(-3 ,4 , l ,2 ) ;  
b r  (0, - 3 ,  2, -5 ) ;  b2=  (-4,3,0,1).

4.9. ^=(0,2,3,4);  ^ ( - l , 0 - 1 , 1 ) ;  a,=(3,4,l ,0);  
b r  (-1,2,2,5); £ =  (2,4,0-1); £ =  ( - 6 -8 ,-2 ,0 ).

4.10. ^ = ( - 1 , 1  ,-3,3);  ^ = ( - 4 ,1 , - 3 ,0 ) ;
£ =  ( -3 ,0 ,0 , -3 ) ;  b2 = (4,3,2,2).

5. x vektoming (a) sistemadagi chiziqli ifodasini toping :
5.1. x = (1,1,1); ^ = ( 1 ,2 ,3 ) ;  ^ = ( 2 - 3 , 4 ) ;  й3= ( - 1, - 1, 1); 

a4 =(3,4,2).
5.2. x =(4 ,7 ,1 ,—1); a* = ( - 1 , 7 , - 3 , 9 ) ;  ^ = ( - 1 , 6  - 1 , 1 ) ;  

a3= ( 3 , - 4 , - l , 2 ) .
5.3. x = (-4 ,9 ); «j =(3,4); a2= ( - 2 , -3  ); o , = ( - l , 6).
5.4. x =(1 ,1 ,1 ,1 ,1);  ^=(0 ,1 ,2 ,3 ,4) ;  ^ = ( - 2 , - 1 , 2 , - 3 , 4 ) ;  

Й3=(3,—1,1,—1, 1).
5.5. x =  ( 1 - 3 , 0 )  ; ^  =(0,1,4); « ,= (2 -3 ,4 ) ;  53= ( - l , l , - l ) .
5.6. x = ( -6 , -1 ,0 ,0 ,1 ) ;  5, = (1 ,2 ,3 ,4 -3) ;  ^ = ( -1 , -2 ,3 ,4 ,1 ) ;  

^ = (-5 ,1 , -7 ,1 ,2 ) .
5.7. x = (-9 ,1 ); ^=(2,3); a ,= ( -1 ,-3 ) ;  ^ = (1 ,-1 ) ; ^=(3,1).
5.8. x = ( -2 -1 ,0 ) ;  a* =(1,-3,4); 52= ( - l , - 2 ,- 3 ) ;  й3=(8,1,-1); 

54= ( - 3 , - 4 , - l ) .
5.9. x = (4 ,—1,1) ; a* =(5,3,-4);  ^ = (0,2 ,4); «,=(1,5,2).
6 . 5-misoldagi (a) sistema chiziqli qobig‘ining chiziqli fazo 

tashkil etishini tekshiring.
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7. F n da aniqlangan qo'shish va skalami vektorga ko‘payti- 
rish amallarining quyidagi xossalarini isbotlang:

_ —У —У —>
1°. \/(a,b e F n)(a + b = b+ a) ~ qo‘shishning kommutativ- 

lik xossasi.
2°. \/(a,b,c  e F ")((a  + b) + с = a + (b + c)) — qo‘shishning 

assotsiativlik xossasi.
3°. v (3  g  F n )(a  + 6 = a) (qo‘shish amaliga nisbatan neytral 

element mavjud).
4°. \/{a g  F n )(a  + ( - a ) = 6 ) (qo‘shish amaliga nisbatan sim

metrik element mavjud).
5°. V(A, g  F )  л  V(a e F n )(X,(fl + b) = l a  + Xb) (skalarni vek

torlar yig‘indisiga ko‘paytirish distributiv).
6°. V(X,ц e F )  л V(a e F" ) ( (L  ц)а = Цц(й))) (skalarlar 

ko‘paytmasini vektorga ko‘paytirish assotsiativ).
7°. \/(Я,,ц g  F )  л У (a  g  F n )((k + ц)(а) = (ка + ца)) (skalarlar 

yig‘indisini vektorga ko‘paytirish distributiv).
8°. V ( f l G r ) ( l - a  =  f l ) .

8 . Quyidagi to‘plamlar R maydon ustida chiziqli fazo tashkil 
etishini isbotlang:

8.1. V= { j \ a ,b e Z  л Ь * 0 } .

8.2. V = {{a, 0) | a e i?} .
8.3. V= {(a, 0, 0 ) | a  e R} .
8.4. V= {(a, 0, c) | a, с g  R} .
8.5. V= {(a, 0, b, 0) | a, b & R).
8 .6 . V=  {(0, a, b, 0) | a, b e  R).
8.7. V — {(ox + by) | a, b e R}.
8 .8 . V= {(y = ax + b) \ a , b e R }.
8.9. V= {(ax + byl2 ) \ a, b e Q).
8.10. V= {(ax — by + cz) \ a, b, с e  R}.
9. Har qanday a tJ sonlar uchun quyidagi vektorlar sistemasi 

chiziqli erkli bolishini isbotlang:
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fl] — (1, 0 , 0 , ...,0 , 0 , И]j , ct[2 , . . . ,a,^ ), 
a2 = ( 0 , 2 ,0 , . . . , 0 , 0 , a 21 , a 22 ,--- ,cl2£ )>

O m —  ( 0 , 0 , 0 , . . . , 0 , 1 ,  С С Ш | ,  Ctm2  ) •

10 . Har qanday a, (/ = 1,2 ,...,я) sonlar uchun quyidagi л-о‘1- 

chovli vektorlar sistemasi chiziqli bog‘liq bo‘lishini isbotlang:

et = (1, 0 , 0 ,. . . ,0 ,0 ), 
e2 = ( 0 , 1, 0 , . . . ,0 , 0 ),

e„ = ( 0 , 0 , 0 , . . . ,0 , 1), 
a = ( a 1, a 2,...,a „ ).

11. Kamida bitta nol vektorga ega vektorlaming al ,a2,...,an
chekli sistemasi chiziqli bog‘langan sistema bo‘lishini isbotlang.

12. Chekli vektorlar sistemasining biror-bir qismi chiziqli 
bog‘langan bo‘lsa, sistemaning o‘zi ham chiziqli bog‘langan 
bo'lishini isbotlang.

13. Vektorlaming chiziqli bog‘lanmagan sistemasining har 
qanday qism sistemasi chiziqli bog‘lanmagan sistema bo‘lishini 
isbotlang.

14. Agar a2,...,an vektorlardan kamida bittasi o‘zidan oldingi 
vektorlaming chiziqli kombinatsiyasidan iborat bo‘lsa, u holda
a, = 0 bo‘lgan al ,a2,...,an vektorlardan iborat sistema chiziqli 
bogMangan bo‘lishini isbotlang.

15. Agar a, ,a2 ,...,an vektorlaming sistemasi chiziqli bog‘lan- 
maganbo‘lib, ax,a2,...,anb sistema chiziqlibog‘langanbo‘lsa, u 
holda b vektor ax,a2,...,an vektorlar sistemasi orqali yagona 
usulda chiziqli ifodalanishini isbotlang.

16. Agar a vektor £  , £  orqali va bt (/ = 1 ,ri) vektorlar 
cx,c2,...,cm vektorlar orqali chiziqli ifodalansa, u holda a vektor
c, ,c2 vektorlar orqali chiziqli ifodalanishini isbotlang.
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17. Agar ax ,...,an+l vektorlar b] ,b2,...,bn vektorlar orqali chi
ziqli ifodalansa, u holda ax, anil sistema chiziqli boglangan 
bo‘lishini isbotlang.

18. Agar Oj, a2,..., a„ vektorlar bx ,b2, ...,bm sistema orqali chi
ziqli ifodalansa va n>m bo‘lsa, u holda al ,a2,...,an sistema chi
ziqli bog‘langan bo‘lishini isbotlang.

19. Agar al ,a2,...,an vektorlar bl ,b2,...,bm sistema orqali chi
ziqli ifodalansa va au a2,...,an sistema chiziqli bog‘lanmagan 
bo‘lsa, u holda n < m bo'lishini isbotlang.

20. Agar vektorlaming har qanday chiziqli erkli ikkita chekli 
sistemasi ekvivalent bo‘lsa, ulardagi vektorlar soni teng bo‘lishini 
isbotlang.

21. Agar vektorlaming bir chekli sistemasi ikkinchi sistemani 
elementar almashtirishlar natijasida hosil qilingan bo‘lsa, bunday 
sistemalar ekvivalent bo‘lishini isbotlang.

22. Kamida bitta noldan farqli vektorga ega bo‘lgan har qan
day chekli sistema bazisga ega. Vektorlar chekli sistemasining har 
qanday ikkita bazisi bir xil sohdagi vektorlardan iborat boMishini 
isbotlang.

23. a2,...,an vektorlar bl ,b2,...,bm sistemasi vektorlar sistema
si orqali chiziqli ifodalansa, u holda a2,...,an sistemaning rangi 
bl ,b2,...,bm sistemaning rangidankatta emasligini ko‘rsating.

24. Vektorlar chekli sistemasining har qanday qism sistema
sining rangi sistema rangidan katta emasligini isbotlang.

25. Vektorlar ekvivalent chekli sistemalarining ranglari teng 
bo‘lishini isbotlang.

26. «-o ‘lchovli arifmetik vektor fazo har qanday chekli sis
temasining rangi n dan katta emasligini ko‘rsating.

27. Agar vektorlar chekli sistemasining rangi n ga teng bo‘lsa, 
u holda uning к  ta vektordan iborat har qanday qism sistemasi 
k>n bo‘lganda chiziqli bog‘langan bolishini isbotlang.

28. Agar a2,...,an vektorlar sistemasining rangi 
vektorlar sistemasining rangiga teng bo‘Isa, u holda b vektomi
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a2,...,an vektorlar sistemasining chiziqli kombinatsiyasi ko‘ri- 
nishida ifodalash mumkinligini ko‘rsating.

29. L(ax, a2 ,...,an) chiziqli qobiq vektor fazo tashkil etishini 
isbotlang.

sistema orqali chiziqli ifodalansa, u holda L(bx,b2,...,bm)ci 
сzL(a ,, й2 ,..., an) bo‘lishini isbotlang.

31. Agar ax,a2,...,an sistemaning rangi к bo‘lsa, u holda 
L(al ,a2 ,...,a„) chiziqU qobiq к olchovli bo‘lishini ko‘rsating.

32. N  chiziqli ko‘pxillik F n fazoning qismfazosini ifodalashi 
uchun x0 e W, ya’ni N=W  munosabat bajarilishi zarur va yetarli 
ekanligini isbotlang.

33. Ixtiyoriy ikkita x0 + W va y0 + W chiziqli ko‘pxilliklar 
umumiy elementga ega bo‘lmaydi yoki ular ustma-ust tushadi. 
Isbotlang.

34. F n vektor fazoning qismfazolari W va W' berilgan 
bo‘lsin. U holda N = x, + W, N2= x2 + W' ko‘pxilliklaming ustma- 
ust tushishi va xx — x2 e PKbo‘lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

1. «-o‘lchovli vektor deb nimaga aytiladi?
2 . n-o‘lchovli vektorlarbing yig‘indisi va skalarni vektorga 

ko‘paytmasi deb nimaga aytiladi?
3. л-о‘Ichovli arifmetik vektor fazo deb nimaga aytiladi?
4. Vektorlaming chiziqli bog‘liq sistemasi deb nimaga aytiladi?
5. Vektorlaming chiziqli bog‘liq bo‘lmagan sistemasi ta’rifini 

ayting.
6 . Vektorlaming ekvivalent sistemalari deb nimaga aytiladi?
7. Vektorlar sistemasida qanday elementar almashtirishlar 

bajariladi?
8 . Elementar almashtirishlar natijasida qanday sistema hosil

30. Agar bx ,b2 sistemaning har bir vektori ax,a2,...,an

Takrorlash uchun savollar

bo‘ladi?
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9. Vektorlar chekli sistemasining bazisi va rangiga ta’rif 
bering.

10. Vektorlar sistemasining chiziqli qobig‘i deb nimaga aytiladi?
11. Chiziqli qobiqning asosiy xossalarini bayon eting.
12. Chiziqli ko‘pxillikka ta’rif bering.
13. Chiziqli ko‘pxillikning asosiy xossalarini ayting.
14. Chiziqli ko‘pxillikka maktab matematikasidan misol keltiring.

14-§. Matritsa va uning rangi

/  Asosiy tushunchalar: matritsa, nomdosh matritsa, teng 
matritsalar, matritsaning satr rangi, matritsaning ustun rangi, 
transponirlangan matritsa, matritsani elementar almashtirish
lar, pog‘onasimon matritsa.

F  =< F;+ ,-,-,~ l , 0,1 > maydon berilgan bo‘lsin.
F  maydonning mn ta a tj (i— 1, m , j — 1, n ) elementlaridan tu- 

zilgan ushbu

'o\\ a \2 .. aXnл

A = ° 2 l °2 2 "  ° 2 n

m l a m 2 ■ @mn J

ko‘rinishdagi jadval /’maydon ustidagi m *n tartibli matritsa deyi
ladi.

A va В matritsalar berilgan bo‘lib, ularning, mos ravishda, 
satrlari va ustunlari soni teng bo‘Isa, u holda A va В matritsalar 
nomdosh matritsalar deb yuritiladi.

A matritsaning har bir atj elementi V matritsaning unga mos 
by elementiga teng bo‘lsa, u holda A va В nomdosh matritsalar 
teng (aks holda teng emas) matritsalar deyiladi.

Bitta satrli matritsalami satr vektorlar, bitta ustunli matritsa- 
lami ustun vektorlar deb qarash mumkin.
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' ап ап ... я1лл 

А = 021 021 °2n matritsada А, ,...,Ат satr vektorlar

v^ml Оm 3 ••• @тп /

va А1 ,...,А п ustun vektorlar mavjud.
Matritsadagi satr vektorlar sistemasining rangi matritsaning 

satr rangi, ustun vektorlar sistemasining rangi uning ustun rangi 
deyiladi. A matritsaning satr rangini r(A), ustun rangini p(A) 
ko‘rinishda belgilaymiz.

Matritsa rangini aniqlash uchun matritsa ustida elementar al
mashtirishlar bajariladi. Ular quyidagilar:

1. Matritsadagi ixtiyoriy ikkita satr yoki ustun o‘rinlarini al- 
mashtirish.

2. Matritsadagi ixtiyoriy satr yoki ustun elementlarini noldan 
farqli songa ko‘paytirish.

3. Matritsaning satr yoki ustun elementlarini noldan farqli 
songa ko‘paytirib, boshqa satr yoki ustunning mos elementlariga 
qo‘shish.

4. Barcha elementlari nollardan iborat bulgan satr yoki ustun- 
ni matritsadan chiqarish.

Matritsa satrining boshlovchi elementi deb uning birinchi 
(chapdan o‘ngga qaraganda) noldan farqli elementiga aytiladi.

Matritsa pog ‘onasimon deyiladi, agar uning nol qatorlari bar
cha nolmas qatorlardan keyin joylashgan va a Ul , a lk2 ,—,o.rkr 
boshlovchi elementlari uchun k{ < k2 < ... < kr bo‘lsa.

A 1 matritsa A matritsaning transponirlangani deyiladi, agar A 1 
matritsa A matritsa satrlarini ustunlar orqali yozishdan hosil 
bo‘lgan bo‘lsa, ya’ni

an al2 a \n an a 2 l •• amC

A = °2\ «22 ° 2 n \ A‘ =
a \2 a 22 • @ m 2

4flml a m 3 ••• ^mn Ka \n ®тп У
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Misol. A =
2 1 3  1
- 1 0  2 2
5 4 3 4

matritsaning ustun va satr rang-

larini toping.
Yechish. Matritsaning satr rangini topish uchun satr elemen- 

tar almashtirishlar bajarilib, matritsaning satr vektorlari sistema
si rangi aniqlanadi:

' 2 1 3 n 0 2 2 " Г-1 0 2 2 "
A = -1 0 2 2 ~ 0 1 7 5 ~ 0 1 7 5

4 3 4 j l o 4 13 14; l o 0 -15 -6 j

Hosil bo‘lgan pog‘onasimon matritsada noldan farqli satrlar 
3 ta, demak r(A)=3.

Endi matritsaning ustun rangini aniqlash uchun unda ustun 
elementar almashtirishlar bajaramiz:

' 2 1 3 i) ' 0 0 - 0 n "0 0 0 r\ a 0 0 0N
A = -1 0 2 2 ~ -5 -2 -4 2 ~ 0 0 1 2 ~ 2 1 0 0

I s 4 3 4. 1-3 0 -9 4; 1-3 -9 0 4J 14 0 -3 OJ

Hosil bo‘lgan ustunli pog‘onasimon matritsada 3 ta nolmas 
ustun mavjud, ya’ni p(^4)=3.

Misol va mashqlar*
1. Matritsa rangini aniqlang:

(1 2" "3 0 2^
1.1. I 2 1.2 . 6 0 4

lo b I* 0 6 J

1.3.
3 0 2
1 -1 3
4 - 1 6

1.4. (3 0 2).
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2. Matritsaning ustun va satr ranglarining tengligini tekshiring:

^6 0 9' M 2 3"
2 .1. -4 5 3 . 2 .2 . - 6 5 3

17 1 -1 4J

' 4 0 7\ '13 10 3
2.3. -8 5 3 . 2.4. - 6 15 3

И 11 4) [27 1 14

'2 4 0 N ' 3 11 -7
- 2 3 5 -1 -1 13 -5

2.5. 2 .6 .
0 6 7 9 10 9 11

111 2 5 T j I ? 4 0

2.7.

'-3 1 7 41 /
1 1 ^

8
f  1

-1 3 5 OOcs

0 9 11 2
sin a cos a tga

-4 0 1;
ŝin2a cos2 a tg2a y

3. A ning turli qiymatlarida

gini toping.

4. A ning qanday qiymatida

kichik bo‘ladi?

1 3 4 n
1 A -1 1 5
A A 4 3 -4

U 1 7 7 - 3 j

'3 1 1 4N
A 4 10 1
1 7 17 3

mat

u 2 4 3,

matritsa ran-

matntsa rangi eng

Takrorlash uchun savollar

1. Matritsa deb nimaga aytiladi?
2. Nomdosh matritsalarga ta’rif bering.



3. Qanday matritsalar teng deyiladi?
4. Matritsaning satr (ustun) vektorlari sistemasi nima?
5. Matritsaning satr (ustun) rangi deb nimaga aytiladi?
6 . Matritsani elementar almashtirishlar deb qanday almashti- 

rishlarga aytiladi?

15-§. Chiziqli tenglamalar sistemasi

J  Asosiy tushunchalar: chiziqli tenglamalar sistemasi, CHTSning 
yechimi, hamjoyli CHTS, hamjoyli bo‘lmagan CHTS, 
CHTSning natijasi, CHTSning chiziqli kombinatsiyasi, teng 
kuchli CHTSlari, CHTSni elementar almashtirishlar, bir 
jinsli CHTS, BCHTSning fundamental yechimlar sistemasi.

F  =< F , ~ x ,0,1 > maydon berilgan bo‘lsin.
Barcha noma’lumlarining darajasi birdan katta bo‘lmagan 

tenglama chiziqli tenglama deyiladi. a,x, +... + anxn = b tenglamani 
to‘g‘ri sonli tenglikka aylantiruvchi \ = & F J= T ji
vektor berilgan tenglamariing yechimi deyiladi. Ushbu

aUX\ + a\2X2 + — + a\nXn ~ h
a2lxl + a22x2 +... + a2nxn =b2 ( ! )

a m \X l +  a m 2 X 2 + -  + a m n X n = К

sistema F  maydon ustida berilgan n ta noma’lumli m ta chiziqli 
tenglamalar sistemasi deyiladi, bunda g F (i = l,m; j  = l,n) 
sistemaning koeffitsiyentlari, ay no’malumlar koeffitsiyentlari, 
bj ozod hadlar bo‘lib, x. lar esa no’malumlardan iborat.

n ta noma’lumli m ta chiziqli tenglamalar sistemasining yechi
mi deb shunday | = (^ ),^( g F ,i = l,n vektorga aytiladiki, u 
sistemaning barcha tenglamalarini to‘g‘ri tenglikka aylantiradi.

CHTS kamida bitta yechimga ega bo‘lsa, u hamjoyli, yechim
ga ega bo‘lmasa, hamjoyli bo ‘Imagan CHTS deyiladi.

Yagona yechimga ega bo‘lgan sistema aniq sistema, cheksiz 
ko‘p yechimga ega bo‘lgan sistema aniqmas sistema deyiladi.
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Berilgan ikkita CHTS uchun birinchisining har bir yechimi 
ikkinchisi uchun ham yechim bo£lsa, ikkinchi CHTS birinchi 
CHTSning natijasi deyiladi.

Ikkita CHTS teng kuchli deyiladi, agar birinchisining har bir 
yechimi ikkinchisiga yechim bo‘lsa va aksincha.

CHTSning noma’lumlari oldidagi koeffitsiyentlardan tuzilgan

A =

au an
°2l °72

\ a m l a m 2

1 n
a2 n

matritsa (l)ning asosiy matritsasi, no-

mn J

ma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlar va ozod hadlardan iborat

f a \\ al2 aln A '' 
a21 «22 ••• a 2 n Ь г

B=

\ ^ m l  @m2 ••• ®mn J

matritsa (l)ning kengaytirilgan

matritsasi deyiladi.
Kroneker—Kapelli teoremasi. Chiziqli tenglamalar sistemasi 

hamjoyli bo ‘lishi uchun uning asosiy va kengaytirilgan matritsalari 
ranglarining teng bo ‘lishi zarur va yetarli.

an x\+ #12-̂ 2 **■ + <hnxn = 0 ,

a2lX\+ «22X2 + •.. + a2nxn = 0 ,
( 1*)

+ am2x2 + ... + amnxn = 0

chiziqli tenglamalar sistemasi bir jinsli chiziqli tenglamalar sis
temasi (BCHTS) deyiladi.

F" arifmetik vektor fazoning W qism fazosining bazisini tash
kil etuvchi istalgan vektorlar sistemasi ( 1*) sistemaning funda
mental (asosiy) yechimlari sistemasi deyiladi.

1-misol. Tenglamalar sistemasini Kroneker-Kapelli teorema
si asosida tekshiring va yechimlarini toping:
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2 х, + Зх2 -  x3 + x4 = 1,
- X ,  - x 2 + 3x3 + 2 x4 = 3,
3xj + 4 x 3 - 4 x 4 = 5,

5x, + x2 + 2x3 = 6 .

Yechish. Kroneker—Kapelli teoremasiga ko‘ra, bir jinsli bo‘l- 
magan chiziqli tenglamalar sistemasi hamjoyli bo‘lishi uchun 
uning asosiy A va kengaytirilgan В matritsalarining satr ranglari 
teng bo‘lishi kerak.

Berilgan chiziqli tenglamalar sistemasining asosiy va kengay
tirilgan matritsalari ranglarini topamiz. Buning uchun chiziqli 
tenglamalar sistemasining no’malumlari oldidagi koeffitsiyentlar- 
dan A matritsani, unga ozod hadlar ustunini qo‘shib, matritsani 
hosil qilamiz:

' 2 3 -1 1 ^ ' 2 3 -1 1 n
-1 -1 3 2 B =

-1 -1 3 2 3
3 0 4 -4 3 0 4 -4 5

1 2 • o j I s 1 2 0 6J
Matritsaning satr rangini topish uchun satr elementar almash

tirishlar bajarib, uni pog‘onasimon matritsa ko‘rinishiga keltira- 
miz. Elementar almashtirishlar natijasida berilgan matritsaga 
ekvivalent matritsa hosil bo‘ladi:

'2 3 -1 1 Г
-1 -1 3 2 3
3 0 4 -4 5

I s 1 2 0 6 j
birinchi va ikkinchi satrlar о‘mini almashtiramiz:

f - i -1 3 2 3"
2 3 -1 1 1
3 0 4 -4 5

1 2 0 6 j
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birinchi ustun birinchi qator elementi — 1 ni qoldirib, birinchi 
ustun boshqa elementlarini 0 ga aylantiramiz:

( - 1 -1 3 2 3 N
0 1 5 5 7
0 -3 13 2 14

1 ° -4 17 10 2 lJ

birinchi va ikkinchi satrlami o‘zgartirmaymiz, ikkinchi satr yor
damida uchinchi, to‘rtinchi satrlaming ikkinchi ustunidagi ele- 
mentlami nolga aylantiramiz:

f -1 -1 3 2 3"
0 1 5 5 7
0 0 28 17 35

1 ° 0 37 30 49)

1-, 2-, 3- satrlami qoldirib, 4-satming 3-ustunidagi elemen- 
tini nolga aylantiramiz:

f -1 -1 3 2 3 л
0 1 5 5 7
0 0 28 17 35

1 ° 0 0 -211 -77J

Hosil bo‘lgan pog‘onasimon matritsadan asosiy matritsaning 
rangi r(A)=4 va kengaytirilgan matritsaning rangi r(B)=4 ekan
ligini aniqlaymiz (noldan farqli satrlar soni).

Demak, chiziqli tenglamalar sistemasi asosiy va kengaytirilgan 
matritsalarining ranglari teng, ya’ni teoremaga asosan berilgan 
chiziqli tenglamalar sistemasi hamjoyli. Endi chiziqli tenglamalar 
sistemasining yechimlarini topamiz. Buning uchun to‘g‘ridan 
to‘g‘ri pog‘onasimon matritsa yordamida berilgan chiziqli teng
lamalar sistemasiga teng kuchli chiziqli tenglamalar sistemasini 
tuzamiz:
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- x l -  x2 + Зх3 + 2x4 = 3, 
x2 + 5x3 + 5x4 = 7,
28x3 + 17x4 = 35,
-2Ux* - - 7 7 .

165 7 217 77
Bundan Xi = — , x2 = "  Ж ’ *4 = m  yechimnitopamiz.

2-misol. Berilgan tenglamalar sistemasini Gauss usulida yeching:

3X] + x2 - 2 x3 +■ x4 = 2 ,
• 2xx + x3 - 2 x 4 = 3,

4xx + 8 x2 -  12x3 = 4.

Yechish. Chiziqli tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan 
yechish deganda, sistemadagi noma’lumlami ketma-ket yo‘qotish 
tushuniladi. Ya’ni tenglamalar sistemasida elementar almashti
rishlar bajarib, tanlab olingan tenglama yordamida qolganlaridagi 
noma’lumlardan biri oididagi koeffitsiyentini nolga aylantiramiz. 
Bu jarayonni davom ettirib, berilgan chiziqli tenglamalar sistema- 
siga teng kuchli chiziqli tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. 
Noma’lumlar soni eng kam bo‘lgan tenglamadan boshlab, no- 
ma’lumlar topiladi.

Berilgan chiziqli tenglamalar sistemasidagi 3-tenglamani 4 ga 
bo‘lib, birinchi o‘ringa joylashtiramiz va uning yordamida qolgan 
tenglamalardan noma’lumni yo‘qotamiz:

3xj + x2 -  2 x3 + x4 = 2 , xt + 2 x2 -  3x3 = 1,
- 5 x 2 + 7 x 3 + x4 = - 1 ,  <=> 

- 4 x 2 + 7 x 3 - 2 x4 = 1

• 2 x j + x3 - 2 x4 = 3,

4 x j + 8 x 2 - 1 2 x3 = 4

Hosil bo‘lgan chiziqli tenglamalar sistemasidagi 1-, 2- teng- 
lamalami o‘z o‘rnida o‘zgarishsiz qoldirib, 3-tenglamaning x 2 
noma’lumini 2-tenglama yordamida yo‘qotamiz:

X! + 2 x 2 -  3 x 3 = 1,

- 5 x 2 + 7 x 3 + x4 = - 1 ,

7 x 3 -  12x4 = 9.
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Chiziqli tenglamalar sistemasidagi uchinchi tenglama ikki no- 
ma’lumli bitta tenglama bo‘lib, uning cheksiz ko‘p yechimlari 
mavjud, ya’ni x3 yoki x4 noma’lumni ixtiyoriy haqiqiy son qabul 
qiladi deb olib, ikkinchisini u orqali chiziqli ifodalaymiz.

Tenglamalar sistemasining yechimlari x4 noma’lum orqali 
ifodalanuvchi to‘rt olchovli arifmetik vektorlardan iborat cheksiz 
ko‘p elementga ega bo‘lgan to‘plam bo‘ladi. Uni topamiz. Buning 
uchun xAeR  deb olib, x3 noma’lumni x4 yordamida ifodalaymiz:

7x3 -  12x4 = 9 о  7x3 = 12x4 +  9 <=> x 3 =  -^-x4 +  j .

Oxirgi chiziqli tenglamalar sistemasining ikkinchi tenglamasi- 
dagi x3 noma’lum o‘miga uning topilgan ifodasini qo‘yamiz:

12 9-5 x2 + 7(— x4 + —) + x4 = -1 <=> -5 x2 + 84x4 + 63 + x4 = -1 <=>

<=> -5 x 2 + 85x4 + 63 = -1.

Hosil bo‘lgan tenglamadagi x3 noma’lumning x4 orqali ifoda
sini topib, birinchi tenglamaga qo‘yamiz:

64-5 x 2 =  -85x4 -  64 <=> x 2 =  17x4 -  —  •

Birinchi tenglamadagi x} ni topamiz:

Xj -  2x2 -  3x3 = 1 <» Xj = 2x2 + 3x3 +1 =
128 36 27 274 761 

= 34* 4 -  —  + * , - - 55-.

Demak, berilgan chiziqli tenglamalar sistemasining yechimlar
+ « 1 • (/274 761 n  64 12 9 \i J  t  < to plami I — X4 -  — ;17x4 -  — x4 + y ; x 4 l|x4 to p-

lamdan iborat.

2xt + 3x2 -  x3 + x4 =1,
3-misol. Berilgan • -Xj - x 2 +3x3 + 2x4 = 3, chiziqli teng- 

3xj + 4x3 - 4 x 4 = 5

lamalar sistemasi yordamida ko‘pxillik tuzing.
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Yechish. 1) Berilgan bir jinsli bo'lmagan chiziqli tenglamalar 
sistemasi hamjoyli bo'lsa, bitta a0 yechimini topamiz.

2) Chiziqli tenglamalar sistemasiga assotsirlangan bir jinsli 
chiziqli tenglamalar sistemasining yechimlar fazosi W aniqlanadi.

3) Chiziqli ko‘pxillik ta’rifiga ko‘ra a0 +W  bir jinsli bo‘l- 
magan hamjoyli chiziqli tenglamalar sistemasi va unga assotsir
langan bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemalari yordamida hosil 
qilingan chiziqli ko‘pxillik bo‘ladi.

x, +*2 - 3 x 3 - 2 x 4 = -3 , 
x2 + 5x3 + 5x4 = 7, о  
-3 x 2 + 13x3 + 2x4 =14

1)

2X! +3X2 - x 3 + x4 =1,
-Xy -  Xj + 3x3 + 2x4 = 3, <=> 
3x, + 4x, -  4x4 = 5

о
Xj + x2 -  3x3 -  2 x4 = -3 ,  

= 7,
35.

x2 + 5 x 3 + 5 x4 
28x3 + 17x4 =

Noma’lumlarni ketma-ket yo‘qotish natijasida 4 ta no
ma’lumli 3 ta tenglamadan iborat sistema hosil bo‘ldi.

Demak, chiziqli tenglamalar sistemasi cheksiz ko‘p yechimga

ega. Umumiy yechim |i^x4 -Ц-, ~ x 4 + 7 ;~ ^ x 4 + | ;x4 j,x 4 eR

ko‘rinishda bo‘Ub, uning bitta a0 yechimini x4=0 qiymatni qo‘- 
yib topamiz:

2) Berilgan chiziqli tenglamalar sistemasiga assotsirlangan 
berilgan chiziqli tenglamalar sistemasi

2xj + 3X2 ~ *3 + X4 =0) 
-Xj -  x2 + 3x3 + 2 x4 = 0, 
3xj + 4x3 -  4 x4 = 0

ko'rinishda bo‘lib, uning yechimlari cheksiz ko‘p. Chunki
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2 jCj + Зх2 -  x3 + x4 = 0 ,
-Xj -  x2 + 3x3 + 2 x4 = 0, о  
3xj + 4x3 -  4 x4 = 0

Bundan, x4e R desak,

115 . 225
X4 » ~ "to" x4

. _ n  . \| 
’ 28 11

x i + x 2 - 3 x 3 - 2 x 4 = 0 ,  
x2 + 5x3 + 5 x 4 = 0,
28x3 + 17x 4 = 0.

yechimlar to ‘plami 

xA e R\ ko‘rinishda bo‘ladi.W M u  -'4 » 28

Bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasining yechimlar to‘plami 
chiziqli fazo tashkil etadi (W  = < W ;+ ,{ax |a , e  R} >)•

3) Hosil bo‘lgan a0 vektor va W to‘plam yordamida H -c^+W  
chiziqli ko‘pxillikni hosil qilamiz. Chiziqli ko‘pxillik Я  ning ele
mentlari berilgan bir jinsli bo‘lmagan chiziqli tenglamalar siste
masining yechimlar to‘plamini tashkil etadi.

4-misol. Berilgan

1)
[ Xj + 3x2 -  5x3 + x4 = 1, 
[xj -  2x2 + 3x3 -  2x4 = 3 va 2)

[2 x, + x2 - 2 x3 - x 4 = 4 ,
3x, • x, + x, 3x4 = 7

chiziqli tenglamalar sistemalari uchun 2 -sistema 1-sistemaning 
natijasi ekanligini tekshiring.

Yechish. 2-chiziqli tenglamalar sistemasi 1-chiziqli tenglama
lar sistemasining natijasi bo‘lishi uchun ta’rifga ko‘ra 1-chiziqli 
tenglamalar sistemasining har bir yechimi 2-chiziqli tenglamalar 
sistemasining ham yechimi bo‘lishi kerak.

1-chiziqli tenglamalar sistemasining yechimlarini Gauss usu- 
lidan foydalanib topamiz:

Г x, + 3x2 -  5x3 + x4 =± 1, [xj + 3x2 -  5x3 + x4 =1,
I x, -  2x, + 3x, -  2хл = 3 ) -5 x , + 8x, -  3x, = 2.VJ ^, л 2 T  -> л 3 Л Л 4  -  -- ^ л 2 -Г и л 3 -7 Л 4

Hosil bo‘lgan teng kuchli chiziqli tenglamalar sistemasidagi 
2-tenglamada x3, x4eR  deb olib, qolgan noma’lumlami aniqlaymiz:

' 1 4 11
Xi II

^1 & + 5 * 4 + T ;
8 3 2 .

X2 =  5 * 3 - 5 * 4 5 ’

x 3 , x 4 e R.
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Demak, berilgan 1-chiziqli tenglamalar sistemasining cheksiz 
ko‘p yechim lari mavjud bo‘lib, umumiy yechim quyidagi ko‘ri- 
nishda bo‘ladi:

/ 1  4  11 8 3 2 \ D^ x 3 + - x 4 + —; - x 3 ~ - x 4 - - ; x 3 ;x 4 j , x 3,x 4 s R .

Topilgan umumiy yechimni 2-chiziqli tenglamalar sistemasi
ga qo‘yamiz:

f ~ / l  4  11\ 8 3 2 0  ,
2(5*3 +5*4 + T )+5*3 -5*4 - 5 - 2 * 3  — *4 = 4 , =

3(5*3 +5*4 + у ) - ( | * з  ~ 1 X4 - l )  + ^  _ 3*4 = 7 l 7 = 7 '

Demak, 1-chiziqli tenglamalar sistemasining har bir yechimi
2-chiziqli tenglamalar sistemasining ham yechimi bo‘ladi. Ta’rif- 
ga ko‘ra 2-sistema 1-sistemaga natija ekan.

5-misol. Berilgan b ir jin s li ch iziq li tenglam alar sistem asi

f Xj + 3x2 - 5 x 3 + x 4 = 0,
1 0 _ о _ n n’ng yechim lar to‘plami fundamentalI Xj ”  ̂  ̂ Xj  ̂X4 U -

sistemasini toping.
Yechish. Har qanday bir jin sli chiziqli tenglamalar sistemasi 

ham joyli hamda yechim lar to‘plami chiziqli vektor fazo tashkil 
etadi.

Agar bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasi yagona nol yechim
ga ega bo‘lsa, u holda yechimlar fazosi nol o‘lchovli chiziqli vek
tor fazo bo‘lib, uning fundamental sistemasi mavjud emas.

Agar bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasi cheksiz ko‘p yechim- 
laiga ega bo‘lsa, u holda yechimlar to‘plami tashkil etgan chiziqli 
vektor fazoning bazisi fundamental sistema bo‘ladi.

J  Xj + 3x2 -  5x3 + x4 = 0, jx y + 3x2 -  5x3 + x4 = 0 ,
\xy -  2x2 + 3x3 -  2x4 = 0 I -5 x 2 + 8x3 -  3x4 = 0.

H osil bo'lgan teng kuchli b ir jin sli ch iziq li tenglamalar sis
temasidagi 2-tenglamada x3, x4ei? deb olib, qolgan noma’lum lar- 
ni aniqlaymiz:
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8 3
* 2  = 5 * 3  -  5 X 4>

x3 ,x4 e i

Demak, berilgan bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasining 
cheksiz ko‘p yechimlari mavjud bo‘lib, umumiy yechim quyida

gi ko‘rinishda bo‘ladi: |^x3 + -i x4 ; | x3 - 1 x4 ; x3; x4 j , x3, x4 e R.

Umumiy yechimdagi x3, х4еЛ erkli o ‘zgaruvchilarga kamida 
bittasi noldan farqli qiymatlar beramiz. Masalan, x3= l ,  x4=0; 
x3= 0 , x4= l.

Hosil bo'lgan 5, = j ; l ; o j ,  <h yechimlar

yechimlar to‘plamining ixtiyoriy yechimini chiziqli ifodalay- 
di. Demak, berilgan bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasi

yechimlar to‘plamining fundamental sistemasi ax 

a2 = (y ; -  ; 0 ; 1J vektorlardan iborat.

xt = - x 3 + j X 4 ;

Misol va mashqlar

1. 2-sistem a 1-sistem a uchun natija b o ‘lishini tekshiring:

J X j - 3 x 2 + 4 x 3 + 2 x 4 = 1 ,

^  \2x, + 4 x2 - 3 x 3 + 3 x 4 = - 1 ;

2) 3x, + x2 + x3 + 5 x 4 = 0 .

J2 x j + 4 x2 - 3 x3 + 3x4 = -1 ,
1.2. 1) + x  ̂ + 2x3 - x 4 = 0

2) -X! + 3x2 -  53 + 4 x4 = -1 .

f3xj + x2 + 2хз -  x4 = 0 ,
1.3. 1) |i2xj + 4 x2 + 7 x3 + 2 x4 = 2 ;

2) -8x, - 3 x 2 - 5 x 3 - 3 x 4 = - 2 .
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1.4. 1)

Зх, -  Зх2 -  6х3 -  х4 =1, 
х, -  6х2 + 5х3 -  12х4 = 2, 
Xj -  7х2 + х3 + 4 х4 = 23, 
Хз + 23х4 = 23,

2х3 + 2 х4 = 14;

9х2 - х 3 -1 3 х 4 = 3,

1.5. 1)

+ 6хА = 37.

6xj - 5 х 3 + 2х4 = 41,
3xj +5x2 - х 3 -З х 4 =11,

2)
Чч

х, + 2 х2 + 2х3 + 13х4 = 10,
2х, + 4 х2 + х3 -  х4 = 3;

[Зх, - 5 х2 - 4 х3 + 5 х4 =30,
[ -х , -  2х2 + х3 + 14х4 = 7.

/ 2./Quyidagi elementar alm ashtirishlar yordamida berilgan 
C fffSga teng kuchli C H TS hosil bo‘lish in i isbotlang:

1) sistemadagi tenglamalar o‘m ini almashtirish;
2) sistemani qandaydir tenglamasining ikkala qism ini noldan 

farqli skalarga ko'paytirish;
3) b ir tenglamaning ikkala qismiga skalarga ko‘paytirilgan 

boshqa tenglamaning mos qismlarini qo‘shish yoki ayirish.
3. Kroneker—Kapelli teoremasi yordamida quyidagi C H TS- 

la rin i tekshiring va yechimlar to‘plamini aniqlang:

5x, + 4x2 + 3̂ 3 = 1,
2xj + x2 + 4 x3 = 1,

-3x, - 2 x2 — x3 = -1, 
x, + 3x2 + 2x3 = -2.

3.1.

3.2.

Xj + 2x2 + 3x3 -  2x4 = 6,
2X[ 2x3 - 3 x 4 = 8,
3xt + 2x2 -  x3 + 2x4 = 4, 
2xj -  3x2 + 2x3 + x4 = -8.
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3.3.

3.4.

4.1.

6*! + 5х2 + 2х3 + 4х4 = -4,
9х, + х2 + 4х3 -  х4 = -1,
Зх, + 4х2 + 2х3 -  2х4 = -5,
Зх, -  9х2 + 2х4 =11.

х, + х2 + Зх3 -  2х4 + Зх5 = 1,
2х, + 2 х2 + 4х3 -  х4 + Зх5 = 2,
Зх, + Зх2 + 5х3 -  2х4 + Зх5 = 1,
2х, + 2х2 + 8х3 -  Зх4 + 9х5 = 2.

4. A ning qanday qiymatlarida C H TS hamjoyli bo‘lishini aniqlang:

2x, -  x2 + 3x3 + 4x4 = 5,
4x, -  2x2 + 5x3 + 6 x4 = 7,
6x, -3x2 +7x3 +8 x4 =9,
Ax, -4x2 +9x3 +10x4 =11.
(A + 3)х, + 2x2 -  x3 + 4x4 = A,
Ax, + (A - l)x2 + 2x3 - x4 =2, 
x, +3x2 -x3 +llx4 =-10,
X! + 4x2 -  x3 + 18x4 = -18.

Ax, + x2 + x3 + x4 =1,
х, + Ax2 + x3 + x4 т= 1,
х, + x2 + Ax3 + x4 <=1,
X, + x2 + X3 + Ax 4 i= 1.
-x, + (1 + A)x2 + (2 - A)x3 + Ax4 = 3,
Axi - x2 + (2 - A)x3 + Ax4 = 2,
Ax, + Ax 2 + (2 - A)x3 + Ax4 = 2,
Ax, + Ax 2 + (2 — A)x3 x4 = 2.

5. Quyidagi C H TS la rin i mos usul tanlab yeching:

x - y  + z + t = b, 
x + y - z  + t = c, 
x + у + z - t  = d.

4.2.

4.3.

4.4.

5.1.
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5.2.

5.3.

ах + by + cz + dt = p, 
-bx + ay + d z- ct = q, 
-cx -dy + az + bt = r , 
-dx + cy -bz + at = s.

xx + axXj + ... + a" 1xn 
1

bi,
Xj + CjXj + ... + a£ xn -  b2, ax ф a2 ф ...Ф an.

5.4.

* i +a„x2 + ... + < "1x„ =bn,

X j + x2 +... + x„ = 1, 
axxx + 02X2 + ... + anxn =b, 
axxx + a%x2 + ... + a2nxn = b2, ax ф a2 ф ...Ф an.

a?~l xx + o f 1 Хг +... + ann~Lxn = 6 ""1,,n-1 Л-1. (.П-1

6. C H TS  ning umumiy yechimi va bitta xususiy yechimini 
toping:

2x! + 7 x2 + 3x3 + x 4 =6 ,
6.1. -j3xj + 5 x j + 2 x3 + 2 x4 = 4 ,

9xj + 4x2 + x3 + 7x4 = 2.

2xj -  3x2 + 5x3 + 7x4 = 1,
6.2. \ 4x j - 6 x 2 + 2 x3 + 3x4 = 2 ,

2xj -3 x 2 — 1 lx 3 -1 5 x4 =1.

2xj + 5x2 -  8x3 = 8,
4xj + 3x2 -  9x3 = 9,
2x j + 3x2 - 5 x 3 = 7,
Xj + 8x2 - 7 x 3 = 12.

3xj + 2 x2 + 2 x3 + 2 x4 = 2 ,
2хл + 3x2 + 2x3 + 5 x4 =3 ,

6.4. ) + x2 + 4 x3 - 5 x4 =1,
2xj + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 5,

7xj + x2 + 6x3 -  x4 =7.
I l l
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6.5.

бл;, + 4 х2 + 5х3 + 2х4 + Зх5 = 1, 
Зх, + 2 х2 + 4х3 + х4 + 2 х5 — 3, 
Зх, + 2  х2 — 2 х3 + х4 = 1,
9х, + 6х2 + х3 + Зх4 + 2X5 = 2.

6.6.

бх, + 3х2 + 2х3 +3х4 + 4 х 5 =5 ,
4х, + 2х2 + х3 + 2х4 + Зх5 = 4,
4х, + 2х3 + Зх3 + 2х4 + х5 = О,
2 х, + х2 + 7 Х3 + 3 х4 + 2 Х5 = 1.

7. Tenglamalar sistemasining yechimlarini Gauss usulida toping:

7x, - 3 x 2 - 2 x 4 = -1 ,
-x , + 3x2 -  2x3 + x4 = - 6 ,
2x2 + 2x3 + 13x4 = 14,
2x, - 4 x 2 - 3 x 3 + 2 x 4 = -3 .

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

3x, + 4x2 + 2x3 -  x4 = -1, 
-x , + 4x2 -  x3 + 3x4 = -13, 
-3x, + 2x2 + 3x3 + x4 = 10, 
22xj -  5x2 + 7x3 -  2x4 = 20.

3x, -  8x2 + x3 + 4x4 = -5, 
x, - 7 x 2 + 2 x3 +14x4 =3, 

-Xj - x 2 - 4 x 3 +5x4 = —13.

-4xj + 3x2 + x3 -  2x4 = 0, 
2x, + x2 -  3x3 + 3x4 = 6, 
x, - 3 x 2 + 2x3 +5x4 =10, 

x, — x2 — 6x3 + 2 x4 = l.

x, -1 3 x 2 + x3 - 3 x 4 = 0 ,  
x, - x 2 - 5 x 3 + 3x4 = 1,
3x, + x 2 + 2 x 3 - l l x 4 =10, 
x, - 4 x 2 - 3 x 3 + 2 x 4 =0 .
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7.6.

7.7.

ЗХ] + Зх2 -  6х3 -  2 х4 = - 1, 
6х, + х2 -  2х4 = - 2 ,
6х, -  7х2 + 21х3 + 4х4 = 3, 
9хх + 4х2 -  х3 + 4х4 = 3.

И х, -  5х3 + 2х4 = 5,
Зх! - 4 х 2 - х3 = - 1,
Xj + 2х2 -  12х3 + 13х4 = 7, 
5xj -  4х2 + Зх3 -  2х4 = 20.

7.8.

5xj -13х2 + х 3 +23х4 =11, 
х, +3х2 - 5 х 3 +3х4 = 1,
13xj + х2 + 2 х3 - 11х4 = 0 ,
12xj + 4 х 2 -1 7 х 3 + 2 х 4 =20.

8. Quyidagi CHTSning umumiy yecliim ini va yechimlar fun
damental sistemasini toping:

[3xj - 3 x 2 +17x3 -2 5 x 4 + 7x5 = 0 ,
0.

8.1.

8 . 2 .

8.3.

8.4.

8.5.

[x, + 2x2 - 7 x 3 + x4 - l l x 5

Xj + 4x2 + 2x3 -  3x5 = 0,
2xt + 9x2 + 5x3 + 2x4 + x5 =0 ,
Xj + 3x2 + x3 -  2x4 -  9x5 = 0.

Xj -  3x2 + 2x3 + x4 = 0 ,
-X! -  x2 + 2x3 + 4x4 = 0,
4xj + 3x2 -  4x3 + x4 =0 .

2xj - 5 x 2 + 4x3 +3x4 = 0 ,
3xj -  4x2 + 7x3 + 5x4 = 0,
4x, -  9x2 + 8x3 + 5x4 = 0,
-Зх, + 2x2 - 5 x 3 + 3x4 = 0.

[~5xj +13x2 - 3 x 3 -2 5 x 4 + 6x5 = 0, 
[2 xi - 7 x 2 + x 3 - l l x 5 = 0 .
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8.6.

8.7.

8 .8 .

8.9.

xl + x2 + x3 + x4 + x5 = 0,
Зле, + 2x2 + x3 + xA -  3x5 = 0, 
x2 + 2x3 + 2 x 4 + 6x5 -  0,
5xj + 4 x2 + 3x3 + 3x4 - x 5 = 0.

-9 x j + 3x2 -  x3 + 4x4 = 0,
4xj -  x2 + 2x3 -  5x4 = 0,
-8 x j + 2 x2 - 3 x3 + 15x4 =0.

[A.Xj + Ax2 + Ax3 + Ax4 = 0 ,
(2 Ax, + 3Xx2 + 4>jc3 + 5Ax4 = 0.

25xx + 13x2 -  x3 + 3x4 = 0, 
-13x j -  4x2 + x3 -  5x4 = 0,
2xx +32x2 -3 x 3 -1 5 x 4 =0.

8.10. I

-4 x t + ( 2  + 2 A ) x 2 + 2Ax3 + 2Ax4 = 0, 
Axj + (1  + A ) x 2 + Ax3 + Ax 4 = 0 ,

AjCj + (1 + A,)x2 -  2x3 + Ax4 = 0,
-AXj -  (1 + A)x2 -  Ax3 -  (2 -  2A)x4 = 0 .

Takrorlash uchun savollar

1. я  ta noma’lum li m ta chiziqli tenglamalar sistemasi deb n i
maga aytiladi?

2. CHTSning yechimi deb nimaga aytiladi?
3. Hamjoyli, hamjoyli bo‘lmagan CHTSga ta’r if  bering.
4. C HTSning natijasiga ta’r if  bering.
5. CHTSning chiziq li kombinatsiyasi nima?
6. Teng kuchli CHTSlariga ta’r if  bering.
7. C H TSn i elementar almashtirishlar deganda qanday almash

tirish la r tushuniladi?
8. Kroneker— Kapelli teoremasini bayon eting.
9. B ir  jin s li C H TS deb qanday sistemaga aytiladi?
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10. C H TS va unga assotsirlangan B C H TS  yechimlar yig‘in - 
d isi, ayirmasi qanday sistemaga yechim bo‘ladi?

11. B C H TS  yechimlar to‘plami vektor fazo tashkil etishini 
tushuntiring.

12. BC H TSn ing  fundamental yechimlari sistemasiga ta’r if  
bering.

13. C H TSn i yechishning Gauss usu lin i tushuntiring.
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VIMODUL. M A TR ITS A LA R

16-§J Matritsalar va ular ustida amallar

J  Asosiy tushunchalar: kvadrat matritsa, matritsalami qo‘shish, 
skalami matritsaga ko‘paytirish, matritsalar ko‘paytmasi, tes- 
karilanuvchi matritsa, elementar matritsa, matritsali tenglama.

F  = < F 1 ,0,1 > maydon va maydon ustida matritsa
lar to‘plami berilgan bo‘lsin . Quyidagi munosabatlarni aniqlay- 
miz:

VA, B & F mXn =>A=B <=> ciy =byi = 1, ..., m; j = 1, ..., n.
VA,B e F mXn, A+B=C, C eFmXn.
VA e F mXn л VaeF  => ©а(Д) = aA = B z F mXn.
VA e F mXn, VB  g F nXk => A ■ B=C, C eFmxk.
Ai B j  = aa bv+ aa by+ ... +ainbnj = c., /=1, m ;j= 1, ..., k.
Shunday X  va А л-tartib I i kvadrat matritsalar berilgan bo‘lib, 

ular uchun XA =  AX = E  (E  — я -ta rtib li b irlik  matritsa) shart 
bajarilsa, u holda X  matritsaga A matritsaga teskari matritsa deyi
ladi va A -1 ko‘rinishda belgilanadi.

Teskari matritsaga ega matritsa teskarilanuvchi matritsa deyi
ladi.

B ir lik  matritsadan quyidagi elementar almashtirishlaming b iri 
yordamida hosil qilingan matritsa elementar matritsa deyiladi:

1) b irlik  matritsa satri (ustuni)ni noldan farqli skalarga ko‘- 
paytirish;

2) b irlik  matritsa biror-bir satri (ustuni) ga noldan farqli skalar
ga ko‘paytirilgan satr (ustun)ni qo‘shish yoki ayirish.

E  b irlik  matritsada bajarilgan ф satr elementar almashtirish
1) yoki 2) ko‘rinishdagi elementar almashtirish bo‘lsa, u holda 
hosil boMgan elementar matritsani E  ko‘rinishda belgilaymiz.

Agar A kvadrat matritsani elementar almashtirishlar za n jiri 
(ketma-ket bajarilgan elementar almashtirishlar) b irlik  matritsaga
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o‘tkazsa, u holda A matritsa teskarilanuvchi va bajarilgan ele
mentar almashtirishlar zanjiri E  matritsani A -1 matritsaga kelti-
radi. Ya’ni A e F nxn matritsaga teskari matritsani topish uchun

an al2 • <hn 1 0 •• o '

tartibi nx2n bo‘lgan A | E  = °2l a22 ' "  fyn 0 1 •■ 0

yanl 4,2 • ®nn 0 0 •■ к
m atritsani elementar alm ashtirishlar za n jiri yordamida

1 0 •• 0 h 2 •” thn)
0 1 •• 0 £>21 2̂2 "  Ь2п = E \ B  ko‘rinishga keltira

0 0 •• 1 K\ ЪП2 ■ A l n ,

m iz. H o sil bo‘lgan В matritsa berilgan A matritsaga teskari mat
ritsa.

R  maydon ustida n ta noma’lum li n ta chiziq li tenglamalar 
sistemasi

'«),*) +an x2 + ... + alnx„ =bi ,  
a2\Xx + 022 x2 + ... + a2nx„ = ^ ,

«

a „ i x i  + a n 2 x 2 + -  + amxn =bn

ko‘rinishda berilgan bo‘lsin .
Quyidagi belgilashlami kiritam iz:

A =

an

° 2 l

a \2 ■ 
°2 2  •

■■
•• <hn , B  =

f * 0
h , x  =

f Xll
X 2

a n2 • @ n n  J A ) Л ;

U  holda berilgan C H TSn i matritsali tenglama, ya’n i AX=B 
ko‘rinishda yozish mumkin.

Agar A matritsaning satrlari chiziqli erkli bo‘lsa, u holda A ~lB  
vektor AX =  В  tenglamaning yagona yechimi bo‘ladi.
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Lekin matritsali tenglama faqat C H TS yordamida hosil q ilin - 
maydi. Ba lki A, В  matritsalar berilgan bo‘lsa A • X  =  В  yoki 
X- Z  = В  ko‘rinishdagi matritsali tenglamalarni; А, В, С mat
ritsalar berilgan bo'lsa, A - X  - В  — С ko‘rinishdagi matritsali teng- 
lamalami tuzish mumkin bo‘lsa, ulami yechish uchun o‘zgaruv- 
chining chap yoki o‘ng tomonidagi A matritsa teskarilanuvchi 
bo‘lsa, uning yechimi A X B  yoki В  ■A~l ko‘rinishda; o‘zgaruvchi- 
ning o‘ng va chap tomonidagi A va В  lar teskarilanuvchi bo‘lsa, 
X  = A~l ■ С • 5 _1 ko‘rinishda bo‘ladi.

1-misol. A =
r \ 2 З л 

4 1 -1 
-2 1 0

va / (x) = 3x -  x2 +4  berilgan

bo‘Isa, /  (A) n i hisoblang.

Yechish. f  (A) = Ъ ■ A -  A2 + 4 n i hisoblash uchun 3-A, A2 va 
4 E  matritsalami aniqlaymiz:

1) 3 -A = 3

2) A2

'  1 2 3 " ' 3 6 9
= 3- 4 1 -1 — 12 3 --3 5

-2  1 0 -6  3 0V J V /

f  1 2 3^2 (1  2 3 ^ ' 1 2 3 N
4 1 -1 = 1 -1 4 1 -1

1-2 1 o j 2 1 0 , \-2  1 0s. /

'1  + 8 - 6 2 + 2 + 3 3 - 2 " r 2 7 1 '
4 + 4 + 2 4 + 1 -1 1 2 -1 = 10 4 11’

[ - 2  + 4 -4  + 1 - 6 - l J -3 -7

0 0N 4 0 0"
0 1 0 = 0 4 0

lo 0 b lo 0 V
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'3  6 9 ^ '3  7 P
4) f ( A )  = 3 - A - J I2 + 4 = 12 3 --3 - 10 4 11

-6  3 0 2 -3  -7V / V J

001 ' 4 -1  8 N
+ 2 3 -14 = 2 3 -14 .

[-8  6 11 J .-8 6 11 J

+

2-misol. A -
1 1 O'
2 - 1  1 
4 3 2

matritsaga teskari A 1 matritsani toping.

Yechish. 1) Berilgan matritsaning teskarilanuvchi ekanligini, 
ya’ni г(А)=Ъ ekanligini tekshirib olamiz:

f  1 1 0N f  1 1 °1 n 1 0"
2 -1 1 ~ 0 -3 1 ~ 0 -1 2

И 3 2J 1° -1 2j 1° 0 - v
Demak, г(А)=Ъ ekan., ya’n i matritsa c h iziq li e rk li va shu 

sababli teskarilanuvchi.
2) Teskari matritsani elementar matritsalar yordamida topamiz:

f l 1 0 1 0 oN f l 1 0 1 0 0"
2 -1 1 0 1 0 ~ 0 -3 1 -2 1 0
4\ 3 2 0 0 i j 1° -1 2 -4 0 4

f l l 0 1 0

r
l 1 0 1 0

О

0 - l 2 -4 0 1 ~ 0 1 - 2 4 0 - l
0V 0 -5 10 1 - V 0

4̂
0 1 - 2

l
5

3
5 J

f

1 1 0 1 0
\

0

/
1 0 0 1 2

5
n
5

0 1 0 0 2
5

1
5

~ 0 1 0 0
2
5

1
5

0
V

0 1 - 2 1
5

3
5 )

0 0 1 - 2
1
5

3
5 )

119



Teskari matritsa to‘g‘r i topilganligiga tekshirish natijasida 
ishonch hosil qilamiz.

T e k s h ir is h :
f l  1 0Л 

2 - 1  1

v4 3 2/
I

1

0

-2

2
'5
I
5

5
1_
5
3
5 у

а  о ол 
0 1 о

V0 0 1
j

Demak, A- i

1

0

-2 - -  -

‘ 5 
1 
5 
3
5 у

Misol va masbqlar

1. Matritsalami qo‘shish amalining quyidagi xossalarini isbot
lang:

1.1. VA,B g  F mXn =>A + B  =  B  + A (kommutativlik).

1.2. У A, B, C e F mXn => (A+B)+C=A+(B  + Q  (assotsiativlik).

1.3. У A & F mXn, 3 X e F mXn =̂> A + X  — A (X=0 -  neytral).
1.4. VA e F mXn, ЗА 'e F mXn => A+A •= 0 (A ' =  -A  ~  sim 

metrik).
2. Skalarni matritsaga ko‘paytirishning quyidagi xossalarini 

isbotlang:
2.1. VA e F  mXnл Va, P g  jF=> (a+P)^4 =  aA +  pA.
2.2. VA g  F  mXn л  Va, p g  F  => (a • p)̂ 4 = a{$A).
2.3. VA, В  g  F  тХпл Va g  F  => a(A+B) =  a • A+a • B.
2.4. V 4 e / ' A <-> a e  F= >  a ' i l • a.

3. / (Л) n i hisoblang:

3.1. fx )  = x3 +  4x; A = M  9Л
5 2J
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3.2. /(х) =  х2 +  24х +7; А =
г -2  20 1л

6 - 4  3

v 7 5 0 у7 5 0

3.3./(х ) =  —Зх3 + 15Х2 — 2х +1; А =
'  2 Зл 

1 0V J

3.4. Д х) =  -4Х3 + 25х + 9; А =
7 -1  1 
2 6 3 
- 1 2  5

л

4. Matritsalarni ko‘paytirish amalining quyidagi xossalarini 
isbotlang:

1 .3  A- B t F  тХкл 3B • С g F kXs => iA  - B) ■ C=A • (B  ■ C) 
(assotsiativlik).

2. A &F mxn
A V B ,C e F nxk A ■ (B + Q  = A ■ B+A  • С

(yig‘indini chapdan ko‘paytirish).

3. VA, B e F mXn л VC e F nXk => (A+B) ■ С = А - С + В  - С 
(yig‘indini o‘ngdan ko‘paytirish).

4. VazF, VAeFmXn, V B s F nXk => a • (A ■ B) = (a • Л) • B.
5. Quyidagi matritsalar ko‘paytmasini toping:

r 5 2 -7  3 л
0 1 2 -1 
9 - 3 1 5  

. 2 - 1  3 4 ,

5.1. Л = (0 1 0 0) ,В  = , АВ = ?

5.2. А =

5.3. Л =

"21 22 23 24N f n
25 26 27 28

, B  =
-1

29 30 31 32 -1
, 33 34 35 37 J l u

, АВ = ?

^cosa -  sin аЛ
vsma cos а у

, 5  =
cosp -cosp 
sinp cosp

, AB = 4 BA = 1
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5.4. А
-2  3 0 1 
1 1 2 - 1

,В  =

г 2 0 Л
1 -1

-1  2
1 3

,А В  = ? ВА = ?

r2 3 0 12 -6 2N ' i n

II 0 1 -1 3 ,B = 18 -9 3 ,c = 12 , (AB) С = ?

{* -11 -3 o j [24 -12 4J 1-30J

r n ' У
5.6. A = 6 ,B = (  53 22 -35), С= -4 ,Д =(2 -3 -1),ABCD=?

1-2;
6. Hisoblang:

г 2 - 1 лй 

3 -2
6. 1. 6.2. 2 1 

0 2

\ п

6.3. cos а -  sin а
vsina  cosay

\п
6.4.

Г -  iN"а 1 
0 а

'1 0 0 0)n '  0 0 0 sina"
0 2 0 0 0 0 sin a 0

6.6.
0 0 3 0 0 cos a 0 0

lo 0 0 4j ^cosa 0 0 o J

л2"

6.5.

7. Berilgan matritsa bilan kommutativ bo‘lgan matritsalarni 
aniqlang:

7.1.

7.3.

7.5.

a 0" <1 2N
7.2.

Ь К 3̂ 4;

'3 l 0"
7.4. 0 3 1

5 -7-/ lo 0 3J
"0 1 0N '1 0 0"
0 0 1 7.6. 0 2 0

lo 0 0; lo 0 3j
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"0 1 0 (Г
'1 0 г

0 0 1 0
0 1 0 7.8.

0 0 0 1
l l 0 i j lo 0 0 0,

7.7.

8. R  maydonda
1 a 
0 1

ko'rinishdagi matritsalar to‘plami

multiplikativ gruppa tashkil etishini va uning haqiqiy sonlar ad

ditiv gruppasiga izomorfligini isbotlang.

9. R  maydonda
лa + bi с + di 

c -d i a -  bi
ko‘rinishdagi matritsalar

to'plami nolning bo‘luvchilariga ega bo‘lmagan halqa tashkil 
etishini isbotlang.

10. Q maydonda a  ̂ ko‘rinishdagi matritsalar
y-b a -b )

to‘plami kommutativ halqa tashkil etishini isbotlang.

11. Teskari matritsalaming quyidagi xossalarini isbotlang:
1 ) ( А - ' Г 1 = А;
2) (AB)~l = B ~ lA -1;
3) (AT)-' = (А“У .
12. Quyidagi matritsalaming teskarisini toping:

1 2 . 1 .

12.3.

4 3 
3 2

- 1  - 1
0
1

1 Л
-3
0

12. 2 .

12.4.

' a

r 3
2
3V

b'
d)

-4 5 л 
-3  1 
-5 -1

12.5.

r2 0 0 0N f  1 1 1 n
3 2 0 0

12.6.
1 1 -1 -1

1 1 3 4 1 -1 1 -1
-1 2 3j a -1 -1 и
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a 1 1 ... n a a2 o3 ... d1

0 1 1 ... 1 0 1 a a2 ... anA
12.7. 0 0 1 1 12.8. 0 0 1 a ... a"-2

lo 0 0 b lo 0 0 0 ... 1 J

'  2 -1 0 0 ... 0"
-1 2 -1 0 ... 0

12.9. 0 -1 2 -1 ... 0

U 0 0 0 ... 2j

1 2 . 1 0 .

1 + ах 1 1 ... 1
0 1 + 02 1 ... 1
О О I  + O3 ... 1

v 0 0 0 ... 1 + аИ/1

13. Ixtiyo riy  A kvadrat matritsa uchun quyidagi shartlar teng 
kuchli ekanligini isbotlang:

1) A matritsa teskarilanuvchi;
2) A matritsaning satrlari (ustunlari) chiziqli erkli.
14. Quyidagi matritsali tenglamalami yeching:

14.1.
'3 5̂ X  = '1 2"

,2 4; ,2 4>

14.2. f  1 2N
X  =

'3 5N

1з 4 J ,3 9 j

14.3. X

14.4. X

' 1 -3"! '3 2 N

U 1 as l l 4,

'3 2" '-3 -2 N

u 4j 1-9 -6,
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14.5.

14.6.

14.7.

'2 - n Г-5 n '1 - П
i f =

- 2 j 3, [2 - 3J

"3 - Г ( 5 6N "14 16лX ~
Is  -2 ; 17 sj 19 lOj

'1
3

2
2

-З л
-4
О

Х  =
'  1 -3  Ол 
10 2 7

V10 7 8/

"0 2 n "2 0 n
14.8. 1 3 0 x  = -3 0 4

1-3 0 4J u 1 2 j

 ̂ 5 3 1 )

OO1 3 0N
14.9. X 1 -3 -2 = -5 9 0

1-5 2 l j 1-2 15 o j

"4 0 n f l 1 n
14.10. X 0 0 1 = 1 1 1

l l 1 l j 2 2J

"2 -3 n "9 7 6̂ "2 0 -2 Л
14.11. 4 -5 2 1 1 2 18 12 9

5̂ -7 3 j I 1 1 l j ,23 15 l l j

f l 3 2 -5^ "0 1 1 1̂ "3 2 1 - П
0 1 -2 1 1 0 1 1 1 2 0 3X
0 0 1 3 1 1 0 1 0 -2 1 0

lo 0 0 l j l l 1 1 oj l l -1 2 - 2J

14.12.

15. Quyidagi tenglamalar sistemasini matritsali tenglamaga 
keltirib yeching:

15.1. i
*1 x2 + x3 = 6, 

2xx + x2 + x3 = 3, 
^  + x2 + 2x3 = 5.

15.2.
5xj - 4 x2 + 2 x3 = -9 , 

3xj -  2x2 + x3 =3, 
lO xj -  9x2 + 2x3 = 7.
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15.3.

15.4.

15.6.

r2xx + 5x2 + 4x3 + x4 = 20, 
cx + 3x2 + 2x3 
2xj + 10x2 Q

+ x4 = 11,

15.7.

15.5. •

15.8.

---i - - ' x 2  + 9 x 3 + 7 x 4 =40,
Ъхх + 8x2 + 9x3 + 2x4 = 37.

3xj + 5x2 -  3x3 + 2x4 = 12,
4xx -  2x2 + 5x3 + 3x4 = 27,
7xj + 8x2 -  x3 + 5x4 = 40,
6x! + 4 x2 + 5 x3 + 3 x4 =41.

r2x, + 2x2 -  x3 + x4 = 4,
3xj + 4x2 -  x3 + 2x4 = 6,
5xj + 8 x2 - 3 x 3 + 4 x4 =12,
3xj + 3 x 2 - 2 x 3 + 2 x4 =6.

6xt + x2 + 4x3 -  x4 = 6 ,
7xj + x2 + 3x3 + x4 = -3,
5xj + x2 + 2x3 -  x4 = 0 ,
9xj + 2x2 + 5x3 -  2x4 = 0.

c2 + x3 -  4x4 = 3,
3xj — x2 + 2 x 3 - 2 x4 =3 ,
5x! -  x2 + x3 -  4x4 = -1, 
l lx j  - 3 x 2 + 2 x 3 ^ 5 x4 = -2 .

5x! + 2x2 -  x3 + 3x4 + 2x5 = 0, 
4xt -  7x3 = 0,
2Xi + 3x2 - 7x3 + 5x4 + 3x5 = 2,
2x! + 3x2 -  6x3 + 4x4 + 5xs = 0,
3xt -  4x3 = 0.

16. Quyidagi matritsali tenglamalar sistemasini yeching:

16.1. X  + Y =
'1 г 0

, 2 X  + 37  =
lo  1) 10 1)
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Го  n
16.2. 2 X - Y  = , - 4 Х  + 2Y =

. -1  О,v_ i

ГО -2̂ 1

Takrorlash uchun savollar

1. Kvadrat matritsa va uning turlari.
2. Matritsalami qo‘shish va uning xossalari.
3. Skalami matritsaga ko‘paytirish va uning xossalari.
4. Matritsalami ko‘paytirish va uning xossalari.
5. Teskarilanuvchi matritsa deb qanday matritsaga aytiladi?
6. Elementar matritsalar xossalarini ayting.
7. Teskari matritsani ta’r if  asosida topish jarayonini bayon

8. Matritsaning teskarilanish shartlarini ayting.
9. Teskari matritsani elementar matritsalardan foydalanib to

pish jarayonini tushuntiring.
10. C HTSning matritsali ifodasi qanday hosil qilinadi?
11. Matritsali tenglamalaming qanday ko‘rin ish la rin i bilasiz?
12. Matritsali tenglamani yechish jarayonini bayon qiling.

qiling.
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VIIMODUL. D E TE R M IN A N TLA R
> . и . i i .и. ...... ..........J]

17-§. 0 ‘rniga qo‘yishlar

J  Asosiy tushunchalar: «-darajali o‘rniga qo‘yish, «-darajali 
simmetrik gruppa, inversiya, ju ft o‘miga qo‘yish, toq o‘miga 
qo‘yish, transpozitsiya, o‘miga qo‘yishning ishorasi.

А={\,2,Ъ,...,п) to‘plamni o‘ziga biyektiv akslantirish я -dara- 
ja li o‘miga qo‘yish deyiladi.

A to‘plamda aniqlangan ф o‘miga qo‘yish

Ф
1 n

v<p(l) ф(2) ... ф(л),

ko‘rinishda belgilanadi. Agar ф va \|/ o‘miga qo‘yishlarda ik= jk 
(k  = l,n )  bo‘lsa, u holda ф va у  o‘rniga qo‘yishlar o‘zaro teng 
deyiladi.

Ф va v|/ о ‘miga qo ‘yishlar ко ‘paytmasi deb ф  va v|/ akslantirish-
lar kompozitsiyasi ф у(

f  1 2 
Vv|/(1) vj/(2)

ф.\(/ = ф.

)  =  ф ( ц / ( / ) ) ,  i = 1,...,«  ga aytiladi, ya’ni

n V (l) v( 2) \|r(n)

V («)J  1ф(^(1)) ф (у (2)) ... фМ я )),

A to‘plamdan olingan ф o‘miga qo‘yishga teskari o‘miga 
qo yish deb

Ф 1 =
Ф(1) ф(2) ... ф(л) 

1 2 ... n
1 2 . . .  n

Ф- 1  (1) Ф- 1  (2) ... ф~Чя).

o‘miga qo‘yishga aytiladi.
A to‘plamning har b ir elementini shu elementning o‘ziga 

o‘tkazuvchi e akslantirish ayniy о‘miga qo‘yish deyiladi va u

e =
1 2
1 2

ko‘rinishda belgilanadi.
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> gruppa n-darajali simmetrik gruppa deyiladi va u 
Sn orqali belgilanadi.

Ф =
'  1 2 
ф(1) ф(2)

n
Ф (л).

o‘rniga qo‘yishda А={\,2,Ъ,...,п)

to‘plamning ixtiyoriy i, j  elementlaridan tuzilgan ju ftlik  uchun i  — j  
va ф(г) -  ф(/) ayirmalar b ir x il ishoraga ega bo‘lsa, bu ju ftlik  
to‘g‘ri, b ir x il ishoraga ega bo‘lmasa, to‘g‘r i emas yoki inversiya 
tashkil etadi deyiladi. 0 ‘rniga qo‘yishda inversiyalar soni ju ft 
(toq) bo‘lsa, o‘miga qo‘yish ju ft (toq) o‘miga qo ‘yish deyiladi.

0 ‘miga qo‘yishda shunday i, j  elementlar mavjud bo‘lib , ular 
uchun ф(/) = j ,  ф(j) = i, ф(я) = s, s&A\{i, j }  shartlar bajarilsa, 
bunday o‘rniga qo‘yish transpozitsiya deyiladi.

Ф =
' 1  2 ... n л 
чф(1) ф(2) ... ф(л)у

'1, agar ф -  juft, 
y- l ,  agar ф -  toq,

1-misol. Berilgan o‘miga qo‘yishlar va ular kompozitsiyasi- 
ning juft-toqligi, ishorasi, inversiyalar sonini aniqlang:

sgnф

o‘miga qo‘yishning ishorasi deb

qiymatga aytiladi.

f  1 2 3 4 5 6N f  1 2 3 4 5 6"
Ф1 =

.2 1 6 5 4 3 j
Ф2 =

l l 2 5 6 4 V

Yechish.

( I 2 3 4 5 6)
Ф1 °Ф2

[2 1 4 3 5 6 j
5

Ф2 0 Ф1 =

Ф1

1 2 3 4 5 6̂|
.2 1 3 4 6 5 /

Ф 1 dagi inversiyalar sonini aniqlaymiz:

П  2 3 4 5 6Л 
2 1 6 5 4 3

o‘miga qo‘yishda birinchi qatorda-

gi i  — j  ayirmalar manfiy. 2-qatordagi ularga mos ayirmalardan
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(р,(1)-ф1(2) = 2 -1  = 1 musbat, qolganlarimanfiy, demak, (p, dagi

inversiyalar soni 1 ta. Shuning uchun ishorasi sgn9x = -1 ; cp, -  

toq o‘miga qo‘yish;

a  2 3 4 5 6Л
92 (1 2 5 6 4 3 

o‘miga qo‘yish va sgn ф2 =

dagi inversiyalar soni 3 ta; ф2 — toq

- l;

<Pl 0 Ф2 =
1 2 3 4 5 6

dagi inversiyalar soni 2 ta, u
ч2 1 4 3 5 6,

ju ft o‘miga qo‘yish va sgn (ф, о ф2) = 1;

f l  2 3 4 5 6Л 
ф2 ° Ф! -  1 з 4 6

soni 2 ta, ф2 о ф! ju ft o‘miga qo‘yish va sgn (ф2 ° ф,) = 1.

o‘rniga qo‘yishda inversiyalar

2-misol.
1 2 3 4 5 6

v2 1 3 4 6 5 
qo‘yishlar kompozitsiyasi ko‘rinishida ifodalang.

f \ 2 3 4 5 6Л
2 1 3 4 6 5

o‘rniga qo‘yishni s ik lli o‘miga

Yechish. = (12) (3) (4) (56).

Misol va mashqlar

1. 0 ‘miga qo‘yishlami ko‘paytiring: 

1. 1.

1 . 2 .

1.3.

f l 2 3 4
51

'1 2 3 4
51

b 4 1 5 2) I s 3 1 2 4J

f l 2 3 4 5
61

' I 2 3 4 5 6"

h 6 4 5 2 U \2 4 1 5 6 V

' i 2 3 4 5 6
71

: i 2 3 4 5

U 3 1 2 7 5 6 J 3 1 4 2
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"1 2 3 4 5 6 7 8 9Nf l 2 3 4 5 6 7
ONOO

v  5 3 9 1 2 4 6 s j [9 5 7 2 1 3 4 6 8y
1.4.

2. 0 ‘miga qo‘yishni sikllarga yoying: 

"1 2 3 4 5 6 7Л2 .1 .

2.2.

2.3.

2.4.

5 4 1 7 3 6 2

2
3

2
4

3
2

3
6

4
7

5
4

4 5 
8 1

6
5

6 
3

7 8
8 l y

7 8 9Л
5 7 9

V10
2 3 4 
5 4 7

6 7 8 9 
9 8 3 2

10л
1

2.5.

2 .6 .

a  2 3 4 
2 1 4  3V

2 я -1  In  
2 n 2/1 — 1

/ 1 2 
n + 1 я + 2

я
2 n

n + 1 n +2  
1 2

2 ял
я

3. ^  dagi barcha toq o‘miga qo‘yishlami aniqlang.
4. Quyidagi shartlar asosida a, p lami toping:
4.1. (a 6 7 1 p 5 3) — toq.
4.2. (11 5 7 a 1 2 9 8 4 3 p) — juft.
5. Qaysi 10 ta sondan iborat o‘rniga qo‘yish eng ko‘p inver- 

siyaga ega? Inversiyalar sonini aniqlang.
6. S5 dan quyidagi shartlar bo‘yicha o‘rniga qo‘yish la rn i 

aniqlang:
6.1. 4 ta inversiyaga ega.
6.2. 7 ta inversiyaga ega.
6.3. 9 ta inversiyaga ega.
6.4. 11 ta inversiyaga ega.
7. 0 ‘miga qo‘yishlar ishorasining quyidagi xossalarini isbot

lang:
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1) sgn funksiya m ultiplikativ, ya’n i har qanday cp, y e Sn lar 
uchun sgn((pv|/) = sgncp • sgny o‘r in li;

2) transpozitsiya ishorasi (— 1) ga teng;
3) o‘zaro teskari o‘miga qo‘yish la r ishorasi b ir x il;
4) agar т -  transpozitsiya va ф — ixtiyo riy  o‘rniga qo‘yish 

bo‘lsa, u holda sgn(xф) = sgn^x) =  —sgnф bo‘ladi.
8. 0 ‘miga qo 
8.1. ( 1 4  7
8.2. (3
8.3. (2
8.4. (2

yishlardagi inversiyalar sonini aniqlang:
3n-2 
3 n 2 
3/1-1
Зп— 1

8

9
7

... Зп— 1 
3/1-1 1 
... 3n 1
... 3n-2

9 ... 3n).  

3/1-2). 
3/2-2). 
... 3/i).

У Takrorlash uchun savollar

1. /z-darajali o‘miga qo‘yishga ta’r if  bering.
2. 0 ‘miga qo‘yishlar gruppa tashkil etishini tekshiring.
3. /z-darajali simmetrik gruppaga misol keltiring.
4. Inversiyaga ta’r if  bering.
5. Juft, toq o‘miga qo‘yishlami ta’riflang.
6. Transpozitsiya nima?
7. 0 ‘miga qo‘yishning ishorasi qanday aniqlanadi?

18-§. Determinantlar

у  Asosiy tushunchalar: determinant, matritsaosti (qismmatritsa), 
лг-tartibli minor, algebraik to‘ldiruvchi, Laplas teoremasi, al
gebraik to‘ldiruvchi, Kramer formulalari.

Kvadrat matritsaning har b ir satr va har b ir ustunidan bit- 
tadan elementlar olib tuzilgan ko‘paytmalaming algebraik yig‘in - 
d isi berilgan kvadrat matritsaning determinanti deyiladi.

/i-ta rtib li kvadrat matritsa

a,i i a
a21

\.a n\

12 ®\n
°2n

a,■П 2 a,
ning deter-

ПП J
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minanti deb U l = sgn(x)alT(1) •... • anx(n) (n\ qo‘shiluvchilar-
x<=Sn

dan iborat) yig‘indiga aytiladi.
F  — <F; +, •, 0, 1> maydon va maydon ustida F mXn

matritsalar to‘plami berilgan bo‘lsin .
A matritsaning matritsaosti deb, uning qandaydir satr va us- 

tunlarini o‘chirishdan hosil bo‘lgan matritsaga aytiladi.
tartibi i matritsaosti determinanti A matritsaning k-tartibli 

minori deyiladi.
Kvadrat matritsaning i- qatori j-  ustunini o‘chirishdan hosil 

bo‘lgan matritsaosti determinanti ay elementning minori deyiladi 
va My ko‘rinishda belgilanadi.

Ay =  ( - l ) i+y • My ko‘paytma atj elementning algebraik to‘ldi- 
ruvchisi deyiladi.

kvadrat matritsa

ning determinanti biror-bir satr (ustun) elementlari bilan ularning 
algebraik to ‘Idiruvchilari ко ‘paytmalarining yig ‘indisiga, ya ’ni

\A\ = aXJAXj +... + anjAnJ (\A\ = anAn + ... + airtAin),

ga teng.
A matritsa atj elementining Aij ( i , j  g  {1,..., n} algebraik to‘ld i-

«11 «12 •.. a l n '

Laplas teoremasi. A— «21 «22 ••• «2  n

y.a n\ « « 2  • «лл у

ruvchilaridan iborat A =

r An Агх ... Anl  ̂
Al2 A22 ... An2

An An ••• Ain.

matritsa A mat

ritsaga biriktirilgan matritsa deyiladi.
Agar | A | ф 0 bo‘lsa, u holda A matritsa teskarilanuvchi va 

A~l =\AYl -A\
F -  <F\ + , •, -1, 0, 1> maydon ustida quyidagi

133



«11*1 + a \2X 2 +  ..• +  Щ  n X n =  A .

a 2 lX l + &12 +  .■ +  ( h n x n =  Ь 2 ,

й п\Х Х + a n 2 X 2 +  ... +  (ZnnX n II 
:

C H TS berilgan va uning asosiy matritsasi A bo'lsin.
Agar | A | ф 0 bo‘lsa, u holda C H TS yagona yechimga ega va

u quyidagi formulalar orqali ifodalanadi: x, |Л(1)| „ _ \A(n)| 
\A \A '

1-misol. Determinantni elementar almashtirishlar yordamida 
hisoblang.

Yechish.

1 -1 0 1 1 -1 0 1 1 -1 0 1 1 -1 0 1
2 1 3 1 0 3 3 -1 0 3 3 -1 0 3 3 -1
-1 4 1 2 0 3 1 3 0 0 -2 4 0 0 -2 4
3 1 0 1 0 4 0 -2 0 0 -12 -2 0 0 0 -26

= 1 • 3•(-2)•(-26) = 156.

2-misol. Дйептппатш 1-qator hamda 2-ustun elementlari 
yoyilmasi orqali hisoblang.

Yechish. 1-qator bo‘yicha yoyamiz:

1 - 1 0  1
2 1 3  1 
- 1 4  1 2
3 1 0  1

1 3 1 2 3 1
= l- ( - D 1+1 4 1 2 + ( -1 )( -1 )1+2 -1  1 2 +

1 0 1 3 0 1

2 1 1 2 1 3
+ 0 - ( - l) 1+3 -1 4 2 + 1 ( -1 ) 1+4 -1 4 1

3 1 1 3 1 0
=(1+6 -  1 -  12)+

+(2+18-3+3)+0+(—l) ( —3+3-36—2) =  - 6  + 20 + 38 =  52.
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2-ustun bo‘yicha hisoblaymiz:

1 - 1 0  1
2 1 3  1 
- 1 4  1 2
3 1 0  1

2 3 1 1 0 1

( -1 ) ( -1 ) 1+2 -1 1 2 + 1 (-1 )2+2 -1 1 2
3 0 1 3 0 1

+

1 0 1 1 0 1
+ 4 ■ (-1 )3+2 2 3 1+ l - ( - l ) 4+2 2 3 1

3 0 1 -1 1 2
=(2+18-3+3)+

+4(3—9)+(6+2+3—1)=20—2—4(—6)+10= 18+24+10=52.

3-misol.
x, -  2x2 + 3x3 = 1,
-X] + x2 -  x3 = 2 , tenglamalar sistemasini Kramer 
2X] + 4x2 + x3 = 3

formulalari yordamida yeching. 
Yechish. Kramer formulalari:

A ' * A ' J A

Детак, Д, A (l), A(2), Д(3) larni hisoblaymiz:

1 -2  
-1 1 
2 4

=  1 - 1 2  + 4 -  6 + 4 -  2 =  9 - 2 0  =  -1 1 :

1 -2 3

A (l) = 2 1 -1 = 1 +  24 + 6 -  9 + 4 + 4 =  30;
3 4 1

A(2)

1 1 3
-1 2 -1
2 3 1

=  2 -  9 -  2 - 1 2 +  3 + 1 = 6  - 2 3 -17.
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д(3) =
1 -2 1
-1 1 2
2 4 3

3 - 4 - 8

Bundan, Xi = ~ ; x 2 = x3 = Щ.

8 - 6 -25.

Misol va mashqlar

1. Determinantni hisoblang: 

-2 5
1. 1.

1.3.

1.5.

-4  7

1 -3 /  2 i 
4 i3 1 + 3/

tga sin a
2 cos a

1.7.
1 1 1
1 2 3
1 3 6

1. 11.

sin a sin 2a 1 
cos a 1 + cos a 1 
tga 2 sin a 1

1.12.

1 -1 s

8 E2 1

-1 S 1

1 .2 .

1.4.

1.6.

1.8.

n + 1 n
n n -1

log* a 1
1 logo b

l-a2 2 a
l +a2 l  + a2
-2 a 1 - a2

l + a2 1 + a2

2 -2 4
-3  3 -6 .
5 1 0

cos- + *sm - з з

a b с a + x X X
1.9. b с a 1.10. X b + x X

с a b X X с + X
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a2 +1 aP ay

1.13. aP Fi2 +1 Py
ay Py y2 + 1

a p Y
1.14. p у a , a,P,ye{x

у a P
2. Determinantning quyidagi xossalarini isbotlang:
2.1. N o l satr yoki ustunga ega kvadrat matritsaning deter

minanti nolga teng.
2.2. Diagonal matritsaning determinanti asosiy diagonal 

elementlari ko‘paytmasiga teng.
2.3. Uchburchak matritsaning determinanti asosiy diagonal 

elementlari ko‘paytmasiga teng.
2.4. Kvadrat matritsa va unga transponirlangan matritsalar 

determinantlari teng.
2.5. Kvadrat matritsaning ikkita satr (ustun)lari о‘m in i al

mashtirish natijasida determinant ishorasi o‘zgaradi.
2.6. Ikkita  b ir x il satr (ustun)ga ega kvadrat matritsa deter

minanti nolga teng.
2.7. A kvadrat matritsaning b iro r-b ir satr (ustun) element- 

la rin i noldan farqli X skalarga ko‘paytirilsa, u holda A matritsa
ning determinanti A. skalarga ko‘paytiriladi.

2.8. Qandaydir ikkita  satr (ustun)lari proporsional bo‘lgan 
-kvadrat matritsaning determinanti nolga teng.

2.9. Kvadrat matritsa i- qatori (ustuni)ning har b ir elementi 
m ta qo‘shiluvchilardan iborat bo‘lsa, bunday kvadrat matritsa
ning determinanti m ta determinantlar yig‘indisidan iborat bo‘lib, 
birinchi determinant /- qatori (ustuni)da birinchi, ikkinchi deter- 
minantda ikkinc h i qo‘shiluvchilar va h.k. boshqa qatorlar A 
matritsanikidek bo‘ladi.

2.10. Kvadrat matritsaning b iro r-b ir satr (ustun)iga noldan 
farqli skalarga ko‘paytirilgan boshqa satr (ustun)ni qo‘shish na
tijasida determinant o‘zgarmaydi.
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2.11. Kvadrat matritsaning b iro r-b ir satr (ustun)iga qolgan 
satr (ustun)lar chiziqli kombinatsiyasini qo‘shish natijasida deter
minant o‘zgarmaydi.

2.12. Kvadrat matritsaning oxirgisidan boshqa barcha qator- 
lariga undan keyingi qator qo‘shilsa, uning determinant o‘zgar- 
maydi.

2.13. Kvadrat matritsaning ikkinchi ustunidan boshlab har b ir 
ustuniga undan oldingi ustun qo‘shilsa, uning determ inant o‘z- 
garmaydi.

2.14. Kvadrat matritsaning b iro r-b ir satri (ustuni) qolganlari- 
ning chiziqli kombinatsiyasidan iborat bo‘lsa, uning determ in anti 
nolga teng.

2.15. Har qanday elementar matritsaning determinanti noldan 
farqli.

2.16. Kvadrat matritsalar ko‘paytmasining determinanti beril
gan matritsalar determinantlari ko‘paytmasiga teng.

2.17. Kvadrat matritsaning determinanti nolga teng bo‘lish i 
uchun uning satr (ustun)lari chiziq li bog'langan bo‘lish i zarur va 
yetarli.

3. Determinant xossalaridan foydalanib quyidagilami isbotlang:

3.1.

(a + b) 

a2 
b2

с
(b + c)2 

b2
a

\(c + a)2
= 2abc(a + b + c)3.

3.2.

1 1
a+x a+y

1 1
b+x b+y

1 1
c+x c+y

1

——— -r— 1
(a -  b)(a -  c)(b -  c)(x -  j )

(a + x)(b + x)(c + x)(a + y)(b + y)(c + y)'
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3.3.

a b e d  
-b a d -c 
-c -d  a b 
-d  с -b a

= ( a 2 + b 2 + C 2 + d 2 ).

- 1 1  1 1 JC
1 - 1 1  l  у

3.4. 1 1 - 1 1  z =
1 1 1 -1 /
x у z t 0

= -4 (x 2 + y2 + z2 + 12 -  2(xy + xz + xt + yz + yt + zt))• 
4. Quyidagi determinantlami hisoblang:

1 2 3 .. n 1 n n . n

-1 0 3 .. T l n 2 n  . . n

4.1. -1 -2 0  .. n 4.2. n n 3 . . n

-1 -2 -3 .. 0 n n n . n

1 +  Xy 1 1 1
1 1 +  x 2 1 ... 1

4.3. 1 1 1 +  x 3 1

1 1 1 l  +  x „

«12 «13 •• «1л

* i x 2 «23 .. a 2n

4.4. * i x 2 x 3 ■■ <hn •

* i x 2 x 3 x „

1 2 3 n

1 X  +  1 3 n

4.5. 1 2 X  +  1 n

1 2 3 •»• X  +  1
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1 1 1 . 1
1 2 -a 1 . 1

4.6. 1 1 3 -a 1

1 1 I . . n + l- a

2 1 0 . . 0 3 2 0 . . 0
1 2 1 . . 0 1 3 2 . . 0

4.7. 0 1 2 . . 0 4.8. 0 1 3 . . 0

0 0 0 . . 2 0 0 0 . . 3

X + O, 02 «3 a „

X + dj f l j an
4.9. «1 <h x + a3 .. an

«1 <h a3 x + an

1 X x 2 ... x "

«и 1 X . . .  x "-1
4.10. ^21 °22 1 . . .  x ”-2

a n l a n2 я„з . . .  1

5. C H TSn i Kramer formulalari yordamida yeching:

5.1.

5.3.

X l  +  X 2 ~  X 3 -  2 ’

—2 jcj + x2 + x3 =3 , 5.2. 
Xj -  x2 + x3 -  6.

2xj + 2x2 - x3 = 4 ,
3xj + x2 -  x3 = 7, 5.4. 
x t + x2 -  2x3 = 3.

3xj -  x2 =5 ,
-2xj + x2 + x3 = 0, 
2x, - x 2 + 4 x 3 = 15.

5xj + 4x3 = 1, 
xt -  x2 + 2x3 = 0, 
4xt + Х2 + 2x3 = 1.
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5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

Ху + х2 + 2х3 + Зх4 = 1,
3xj -  х2 -  х3 -  2х4 = -4,
2xj + Зх2 -  х3 -  х4 = -6,
Xj + 2х2 + Зх3 -  х4 = -4.

2 Xj + х2 + х3 х4 — 1,
3Xj - х 2 + х3 + х4 =2,
4х! +2х2 + х3 - х 4 = 1, 
х4 = 2.

2Xj — х2 — 6х3 +3х4 =-1 ,
7х, - 4 х 2 +2х3 -15 х4 =-32, 
хх -  2х2 -  4х3 + 9х4 = 5,
X] -  х2 +  2х3 -  6х4 =  -8.

2х, -З х 2 +5х3 + х4 = -7 ,
-X j + х2 + 4х3 -  2х4 = 1,
5Х) +2х2 - З х3 +6х4 =5, 
-2 xj + 5х2 + х3 -  7х4 =5.

Xj + 2х2 -  Зх3 -  х4 = -8 ,
2хх — х2 +2х3 -  х4 =2,

5.10.

4xj + Зх2 -  х3 -  х4 =3,
Xj + 2х2 + х3 + х4 = 12.

5xj + 2х2 + х3 + 4х4 = 4,
4xj + 6х2 + Зх3 + 7х4 = 1,
3xj + х 2 +2х3 + 4 х4 =1,
2xj + Зх2 + 4х3 + 5х4 = -2.

6. B ir  jin s li п noma’lum li п ta chiziqli tenglamalar sistemasi
ning nolmas yechimga ega bo‘lish i uchun, uning determinanti 
nolga teng bo‘lish i zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

7. Har qanday kvadrat matritsa uchun quyidagi shartlar teng 
kuchli ekanligini isbotlang:

7.1. U l* 0 .
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7.2. Matritsaning satr (ustun)lari chiziq li erkli.
7.3. A matritsa teskarilanuvchi.
7.4. A matritsa elementar matritsalar yordamida ifodalanadi.
8. Matritsa rangini minorlar yordamida toping:

8 . 1 .

8.3.

8.5.

8.7.

2 -1 3 -2 4N 8̂ 2 2 -1 n
4 -2 5 1 7 8.2. 1 7 4 -2 5 .

2 -1 1 8 2 j ."2 4 2 -1 3,

1 7 7 9 " Г1 3 5 - П
7 5 1 -1 2 -1 -3  4

8.4.
4 2 -1  -3 5 1 -1  7
-1 1 з 5 У 17 7 9 1 ;

f-6 4 8 -1 6̂
4 1 7 -5 1 \

-5 2 4 1 3
0 -7 1 -3 -5

8.6. 7 2 4 1 3
3 4 5 -3 2

2 4 OO 1 ■"•
4 6

2 5 3 -1 3
1з 2 4 -5 3,

1 1 о о о J • f l 1 0 0 ... 0 (Г
0 1 1 0 0 0 1 1 0 ... 0 0
0 0 1 1 0 88
0 0 0 1 1 0 0 0 0 ... 1 1
0 0 0 0 1, l l 0 0 0 ... 0 i j

9. Matritsaga teskari matritsani b iriktirilgan matritsa yorda
mida toping:

9.1.

9.3.

9.5.

1 2 
3 4

cos a -  sin a 
sin a cos a

f 2
6
5

5
3

7 л
4
-3

9.2.

9.4.

9.6.

'3  4"

Is V

r 2 -  3 i 
3 + /

-2
-6

\ - i  л
5 + 4/

2Л
6 
3
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"1 1 1 1 ) a  i 1 1 "
1 1 -1 -1

9.8.
i  / -1 -/

1 -1 1 -1 i  - i 1 -1

l l -1 -1 ,1 ~i -1  * ,

9.7.

10. Berilgan matritsalami elementar matritsalar ko‘paytmasi 
ko‘rinishida ifodalang:

10.1. f l T 10.2. "3 4N

1з 1 Is V

10.3. '  7 -4' 10.4. f-1 -n

1-5 3 , 3j

10.5. '-3 ~51 10.6. '3 -2 "

4 , 15 - 4 j

Takrorlash uchun savollar

1. Determinantning asosiy xossalarini ayting.
2. n-tartibli minor deb nimaga aytiladi?.
3. Determinantni algebraik to‘ldiruvchi yordamida aniqlash 

jarayonini tushuntiring.
4. Determinant nolga teng bo‘lishining zarur va yetarli sharti- 

n i ayting.
5. Algebraik to‘ldiruvchilar yordamida teskari matritsani to- 

pish jarayonini tushuntiring.
6. C H TSn i Kramer qoidasi bilan yechish usulini tushuntiring.
7. n noma’lum li n ta tenglamadan iborat b ir jin s li ch iziq li 

tenglamalar sistemasi qachon yagona yechimga ega?
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VIIIMODUL. V E K TO R  FA ZO LA R

19-§ Vektor fazo. Fazoostilar kesishmasi, yig‘indisi.

J  Asosiy tushunchalar: vektor fazo, fazoosti, fazoostilar kesish
masi, fazoostilar yig‘ind isi, fazoostilar to‘g‘ri yig‘ind isi, vektor 
fazo bazisi, vektor fazo o‘lchovi.

Bo‘sh bo‘lmagan V = {x ,y ,z ,...}  to‘plam va F  = {a ,p,y,...}

maydon berilgan bo‘lib , quyidagi aksiomalar bajarilsa, u holda V 
to‘plam cF sonlar maydoni ustiga qurilgan vektor fazo deyiladi: 

V — additiv abel gruppa;

(a -p )x= a (p x) (Vx e V, Va, p e F)', 

a (x + y ) = ax + ay (V x, у <=V, Va g F)',

(a + p)x = ax + px (Vx g V, Va, p g F)\ 

l x  = x  (Vx g F , 1 G jF).

c'F maydon ustida aniqlangan V vektor fazoning biror L  to‘p- 
lamostisi V da aniqlangan algebraik amallaiga nisbatan vektor fa- 
zosini tashkil etsa, u holda L  ga V fazoning fazoostisi deyiladi.

V vektor fazoning biror L  to'plamostisi shu vektor fazoning 
fazoostisi bo‘lish i uchun quyidagi ikkita shartning bajarilishi za
ru r va yetarli:

a) (Vx, у e L )  ( x - y ) e L ;
b) (Vx g L ,  Va g F ) ax g L .
Agar Uv ..., Un lar V vektor fazoning fazoostilari bo‘lsa, u 

holda U  =  игп112п  ... n U n ga Uv ..., Unfazoostilaming kesishma
si deyiladi.

Xj e U\, x2 e U2,..., x„ g Un bo‘lganda xx + x2 + ... + xn ko‘ri-

nishdagi barcha yig‘indilar to‘plamiga Uv ..., Un fazoostilaryig‘in- 
disi deyiladi va u Ux + U2 + ... + Un ko‘rinishda belgilanadi.
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Agar V vektor fazoning chiziqli bog‘lanmagan

Xj , Xj , x„ (1)
vektorlar sistemasi mavjud bo‘lsaki, V ning qolgan barcha 

vektorlari (1) sistema orqali chiziqli ifodalansa, u holda (1) vek
torlar sistemasi V vektor fazoning bazisi deyiladi.

V vektor fazoning bazislaridagi vektorlar soni V vektor fazo
ning о ‘Ichovi deyiladi.

V fazoning olchovi dim V orqali belgilanadi.

1-misol. V—‘
w

a b 
с d

Ia,b,c,d e R  to‘plamning R  maydon us-
/

tida chiziqli fazo tashkil etishini va uni bazisi, o‘lchovini aniqlang.
Yechish. Berilgan V ф 0  to‘plamda qo‘shish va skalami to‘p- 

lam elementiga ko‘paytirish amallarini aniqlaymiz:

1) VA1A2 e V ,A 1 =
йу Ьу

vci dy
A2 -

\<h
larga yagona

2 /

Ay +A2 =
ax + a2

\c\ +ci dy+d2j
n i mos qo‘yamiz. Bu yerda

ay, a2, by,b2, Cy,c2 ,dx,d2 e R  va haqiqiy sonlar to‘plamida 

qo‘shish amali aniqlanganligi sababli a, + ^  , by + ^ , c, + c2, 

dy +d2 <e  R , ya’n i Ay+A2 matritsa V ning elementi. Bundan 
tashqari ikkita berilgan haqiqiy sonning yig‘ind isi yagona uchin- 
chi haqiqiy son ekanligidan berilgan ikkita kvadrat matritsalar 
yig‘indisi boMgan uchinchi kvadrat matritsaning yagonaligi kelib 
chiqadi.

2) V to‘plamning ixtiyo riy A = 

a e R  uchun юЛА) = aA = a

a b 
с d

ra Ьл 'a  a a b'
vc d, Kac ad,

elementi va ixtiyo riy

matritsani

hosil qilamiz. Haqiqiy sonlar to‘plamida ko‘paytirish amali aniq-
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langanligi uchun aa,ab,ac,ad  e R , ya’ni aA e V . H o sil q ilin -

gan V = < V ;+,{coa |(x g R} > algebra chiziqli vektor fazo tashkil 
etishini isbotlaymiz. Buning uchun qo‘shish, skalami matritsaga 
ko‘paytirish amallarining quyidagi xossalari bajarilishini isbotlay
miz:

Ax + A2 = A2 + Ay \

Ay + (A2 + A3) = (Ay + A2) + A3; 

A + 0 = A;

A + A' = 0;

1) VAy, A2 eV,

2) VAy ,A2 ,A3 eV,

3) VA eV  лЗО е У ,

4) V A s V  лЗА ' eV,

5) Va, P e R  л VA e V ,

6) Va, p g  R  л VA g  V,

7) Va g  R  л VA} ,A2 eV,

8) VA e V, 1 A = A.

(a  + P) A = сxA + ft A; 

(ap )^4 = a(p^4); 

a  {Ay + A2) = aAy + a  A2;

Isbot. 1. V to‘plamning ixtiyoriy Ay dy by

Vcl
>A  - '<h bi

VC2 di j
elementlari uchun Ay+A2=  | matritsalami qo‘shish amali ta’rifiga

ko‘ra I =
ay + a2

yCy +c2
by+b2 
dy +d2j

02 + ay + by л

R  da qo‘shish amali 
kommutativ ekanligidan

vc2 +q d2 + dy j

4  b2) ' a\+ ~

v C2 d2 j V\ du

V da qo‘shish amali 
ta’rifiga ko‘ra

B + A.

Demak, V to‘plamda aniqlangan qo‘shish amali kommutativ 
va < V ;+ > additiv abel gruppoid.

2. V to‘plamning ix tiy o riy  Ax 

elementlari uchun

ax

vci dy

a2 &2
vc2 42 J

a3 V

Vc3 *3
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Л  + (А} + А$) - +
ci 11̂ 2

+
*2 у

ЛЛ

VC3 d3 у у

К  da qo‘shish 
amali ta’riflga 
ko‘ra

c\ dx vc2 + c3 d2 + d3

+ (я2 + « з ) ^ + (b2 + 6,)
Cj + (C2 + C3 ) + (c?2 “1“ d3)

+ a2) + a3 (by + b2) + b3
(c{ +c2) + c3 (dx + d2) + d3)

V da qo‘shish amali 
ta’rifiga ko‘ra

V da qo‘shish amalining 
assotsiativligidan

V da qo‘shish amali 
ta’rifiga ko‘ra

cx +c2 dx+d2

\
4  ^+ r=

J ,c3 d3 j
V da qo‘shish amali 
ta’rifiga ko‘ra

(A + B) + C.

Demak, < V ;+  > additiv abel yarimgruppa.

3. V to‘plamdan olingan ixtiyoriy A

0̂ 0Л

r a Ьл
element uchun

v0 0y
shu to‘plamda yagona 0 =

Demak, <V ;+ ,0  > — additiv abel manoid. 

4. V to'plamdan olingan har qanday A

чс dy

element mavjudki, уН-0=0+Л=0.

r a b'
с d

element

uchun shunday A 'e V  element mavjudki, Ал- A' -  0. Bu yerda

A' = ekanligi har qanday haqiqiy son uchun qarama-

qarshisi mavjudligidankelib chiqadi. Yokibo‘lmasa, (~1)A = -A m  
A ga qarama-qarshi element sifatida hosil q ilish mumkin. 

Demak, < V ;+ ,—,0 > -  additiv abel gruppa ekan.

5. Va, p g R  va V ^ g F  uchun

(a + P )A = (a + p)
fa b)
j d)

V  da skalami matritsaga ko‘pay- 
tirish  amali ta’rifiga ko‘ra
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r(a + P)fl (a + P)6 " 
4(a + P)c (a + P)rf),

'aa + pa ab + fib' 
vac + pc ad + fid^

r aa ab Л  Гр a fibл 
ас ad)J I fic fid)

R  da ko‘paytirishning qo‘shishga 
nisbatan distributivligidan

V da qo'shish 
amali ta’rifiga ko‘ra

V da skalami matritsaga ko‘paytirish 
amali ta’rifiga ko‘ra

'a  b '
+ P

'a b '
а

d Jс d ,
aA + fiA.

6. V a ,Pe i? va V A eV  lar uchun

V da skalami matritsaga ko‘paytirish 
amali ta’rifiga ko‘ra

(ар)>4 = (ap)
ea b4

d)

(aP)a (aP)Z>
v(ap)c (a fi)d ,

^a(Po) а(рб)л
a(Pc) a ( p j)V J

R  da ko‘paytirish 
amali assotsiativligidan

V da skalami matritsaga ko‘paytirish 
amali ta’rifiga ko‘ra

= а
fia pZ>

= a
(  / 

p 
v v

V da skalami matritsaga ko‘paytirish 
amali ta’rifiga ko‘rafic fid 

a bV

fJJ
7. Va e R  л VAl , A2 e V lar uchun

= а(рЛ).

<h А 
dx

+
V da qo‘shish va skalami 
ko‘paytirish amallarining 
ta’rifiga ko‘ra

a(ax +a2) a{bx + ^ ) 
a (c, + c2) a(d{ + d2)

R  da ko‘paytirishning qo‘shishga 
nisbatan distributivligidan
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аах + а«2 clI\ + ab2 
acx + ac2 ady + ad2 j

'' К  da qo‘shish amalining 
ta’rlfiga ko‘ra

"aOj a  l\ 
vaq a  dy J  [aCj a d2 j

л raАз аД  ̂ V da skalami matritsaga ko‘paytirish
amali ta’rifiga ko‘m

= aAy .

8. V to‘plamning har qanday A =
(a bл

vc d,
elementi va 1 <=R

skalarlar uchun 1 A = A ekanligi V da skalami ko‘paytirish amali

ta’r if i va R  to‘plamda 1 • a = a (\faeR ) ekanligidan kelib chi
qadi.

Demak, V — < V;+,{o\ \X eR] > chiziqli vektor fazo ekan.

9. Bu fazoning bazisini aniqlaymiz. C hiziq li vektor fazo bazisi

ta’rifiga ko‘ra F  to‘plamning ixtiyoriy A =
a b

yc dj
elementini chi

ziq li ifodalovchi chiziqli erkli sistemani topamiz. Bunday sistema 

sifatida A,
"a (P "0 "0 oN "0 ол

, Ah = , A, = , Aj -
[o oj * o

lo oj
' С

0,
’ a

,0 d)

sistemani olsak, u holda
a b

v c d  j
= Aa + Ab + Ac + Ad ekanligi

ravshan. Bazis vektor sifatida Aa, Ab, Ac, Ad bazisdagi a,b,c,d 
haqiqiy sonlar o‘miga 0 dan farqli ixtiyoriy haqiqiy sonni qo‘yish 
natijasida F  fazoning boshqa bazislarini hosil q ilish mumkin.

Demak, V — < V;+, [щ |л g  /?} > vektor fazoning bazisi chek
siz ко‘p.

10. C h iziq li vektor fazoning o‘lchovi ta’rifiga ko‘ra 
F = <  F;+ ,{o \  |A g /?} > fazoning ixtiyo riy  bazisidagi vektorlar 
soni uning o‘lchovidir, ya’ni d im F=  4.
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2-misol. (a): ai =(1, 1, 2), ^  = (0, 1, 1); (Z>):£j=(2, 1, 3), 
b2 = (  1, 1, 3), £ = ( 0 , 1, 1) vektorlar sistemalari tashkil et- 
gan chiziqli fazolar, ularning yig‘ind isi, kesishmasining bazisi va 
o‘lchovini aniqlang.

Yechish. 1) (a): ax =(1, 1, 2 ) ,^  = (0 , 1, 1) vektorlar s is
temasi chiziq li erkli, rang(a)=2. Shuning uchun L((a)) chiziq li 
fazoning o‘lchovi dim£((a))=2.

2) (b):b, = {2 , 1, 3), b2 =(1, 1, 3), b2 = (0 , 1, 1) s is- 
temani tekshiramiz:

k '2 1 3̂ b2 1 3 > £ (\ 1 3 "
b2 1 1 3 b3 0 1 1 k 0 1 1

k lo 1 b k - 2  k lo -1 -b £  + ^ -  2̂ 2 10 0 -2J

Demak, (b) sistema chiziqli erkli. Bundan dimZ((6))=3.
3) L((a)), L((b)) qism fazolar yig‘ind isin ing bazisin i to- 

p ish uchun ularning bazis vektorlaridan ax =(\, 1, 2), 
e j= (0 , 1, 1), bl = { 2, 1, 3), £ = (1 , 1, 3), £ = (0 , 1, 1) 
sistemani hosil qilamiz va bu sistemaning bazis vektorlarini topa
miz. Qaralayotgan misolda L((b))=R3 bo‘lganligi uchun L((a)), 
L{(b)) qism fazolar yig‘ind isi ham R3 dan iborat bo‘ladi. U  hol
da dim(X((a))+ £((£))) =3. Agar
dim(L((fl))+ L((b)))+ dim(L((a)) гл L((b)))=d\mL((a))+ d\mL((b))

tenglikni e’tiborga olsak, u holda dim Z((a)) n  d im Z((£)) —2 
ekanligi kelib chiqadi.

Demak, dimZ((a))=2, dimL((6))=3, dimX((o))+dim L((b))=3, 
dim(Z((o)) n  L((b)))=2.

[>^] Misol va mashqlar

1. Berilgan to‘plamlarning chiziq li fazo tashkil etishini isbot
lang va uning bazisi, o‘lchovini aniqlang:



1.2. v - \ "a b'y
I a,b,c<d R>-

1Vе dj

\an «12 «13

1.3. V =  « «21 «2 2 «2 3 | djj e R  л  i = 1,3 л у = 1,3

v «3 1 «3 2 «3 3 -

«11 0 0 \ '

1.4. V = «21 «2 2 0 | a,-,- & R a i = 1,3 Л у = 1,3 >

v «31 «3 2 «3 3  , -

4 l 0 « 1 3 N
'I

1.5. v =  - «21 0 «2 3 1dy g R  a i = й  л у = 1,3

v «31 0 «3 3  у -

/ \
f au «12 «13

1.6. v =  < 0 0 0 | fly g R a i = 1,3 А у = 1,3 >

, « 3 1 «3 2 «3 3  J '

v 0 «12 «13 ^
>1

IIt-j «21 0 «2 3 | a,7 e R a i =  1,3 A  у =  1,3

4 «31 «3 2 0 у

2. Kompleks sonlar maydoni tashkil etgan vektor fazoning 
bazisi va o‘lchovini aniqlang.

3. Vn arifmetik vektor fazoning quyidagi vektorlar sistemasi 
tashkil etgan fazoostilari bazisi va o‘lchovini aniqlang:

3.1. B irinc h i va keyingi koordinatalari teng bo‘lgan barcha 
vektorlar.

3.2. Koordinatalari yig‘indisi nolga teng bo‘lgan barcha vektorlar.
3.3. Juft o‘rindagi koordinatalari nolga teng bo‘lgan barcha 

vektorlar.
3.4. Juft o‘rindagi koordinatalari teng bo‘lgan barcha vektorlar.
3.5. Koordinatalari teng bo‘lgan barcha vektorlar.
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3.6. Har b ir koordinatasi o‘zidan oldingi koordinataning qara- 
ma-qarshisiga teng bo‘lgan barcha vektorlar.

4. Quyidagi to'plamlarning qaysilari vektor fazo tashkil etadi:
4.1. Rn vektor fazoning butun koeffitsiyentli vektorlar to‘plami.
4.2. Tekislikn ing koordinatalar o‘qlaridan birida joylashgan 

barcha vektorlar to‘plami.
4.3. Tekislikn ing boshi koordinatalar boshida o xiri berilgan 

to‘g‘r i chiziqda yotuvchi barcha vektorlari to'plami.
4.4. Tekislikning boshi va o xiri b ir to‘g‘r i chiziqda yotuvchi 

vektorlari to‘plami.
4.5. Rn vektor fazoning barcha koordinatalari yig‘ind isi 1 ga 

teng bo‘lgan barcha vektorlar to‘plami.
4.6. Rn vektor fazoning barcha koordinatalari yig‘ind isi 0 ga 

teng bo‘lgan barcha vektorlar to‘plami.
5. Fazoostining quyidagi xossalarini isbotlang:
5.1. Agar V fazo maydon ustida vektor fazo bo‘lsa, u holda 

uning ixtiyoriy fazoostisi F  maydon ustidagi vektor fazo bo‘ladi.
5.2. Agar U  fazo V vektor fazoning fazoosti va К  fazo Ж  vek

tor fazoning fazoosti bo‘lsa, u holda U  fazo W  vektor fazoning 
fazoosti bo‘ladi.

5.3. V vektor fazoning ixtiyo riy fazoostilarining kesishmasi V 
vektor fazoning qism fazosi boladi.

6. Quyidagi vektorlar sistemasi tashkil etgan fazoostilar bazisi 
va o‘lchovini aniqlang:

6.1. ^ (1 ,0 ,0 ,-1), 52 (2,1,1,0), 5,(1,1,1,1), 54(0,1,2,3).

6.2. 5 ,(0 ,-1 ,0 -1 ) , Oj(1,2,1,2), 53(1 ,1,1,1), 54(2,3,1,0), 

Щ (4,5,3,2).

6.3. 5^1,1,1,1,0), 52( l , l , - l , - l , - i ) ,  53 (2 ,2 ,0 ,0 -1 ), 

54( 1,1,5,5,2), 5S(1 ,-1 ,-1 ,0 ,0 ).

6.4. 5,(1,1,0,0), 52(0 ,1,1,0), 53(0,0,1,1).

6.5. 5 ,(1 ,-1 ,-1 ) , 52(—2,2,2), 53 (1,0,1), 54(2,3,1), 

55 (5,3,2).
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6.6. о, (-4 ,3 ,-2 ,1 ), 03(2,2,2,2), о3 (-0 ,1  ,-1 ,1 ), о4(3,3,1,1), 

<h (ОД,2,3).
7. Fazoostilar yig‘ind isi va to‘g‘r i yig‘indisining quyidagi xos

salarini isbotlang:
7.1. Agar L  va U  lar V vektor fazoning fazoostilari boisa, u 

holda L + U  =  U + L  bo‘ladi.
7.2. Agar L ,  U, ИПаг К  vektor fazoning fazoostilari bo‘lsa, u 

holda L + ( U + W )  =  ( L + U )  +  W bo‘ladi.
7.3. Agar L  fazoosti К vektor fazoning fazoostisi bo‘lsa, u 

holda L + V =  V bo‘ladi.
7.4. L  va U  lar V fazoning fazoostilari bo‘lsa, u holda L + U  

yig‘indi to‘g‘r i yig‘indi bo‘lish i uchun L n U = { 0} bo‘lish i zarur 
va yetarli.

8. Bektorlarning (a) va (b) sistemalari tashkil etgan chiziq li 
fazolar, ularning yig‘ind isi, kesishmasining bazisi va o£lchovini 
aniqlang:

8.1. (a): 5,(1, 2, 3), 3 j(0 , 1, 1);

(b): £ (1 ,0 , 1), £ (2 , 1, 1).

8.2. (o): o ,( l, 2, 3 ,3 ), o2(0, 1, 1 ,5);

(b): £ (1 ,0 , 7, 1), £ (2 , 0, 1, 1).

8.3. (a): o ,( l, 2, 3), o2(0, 1, 1), o3( - l ,  4, 3);

(ЬУ £ (1 ,0 , 1), £ (2 , 1, 1), £ ( -  3 , - 2 , -  1).

8.4. (a): o,( 1, 2, 3, 6), 0,(0, 1, 1, 7), o3( - l ,  4, 3, 8);

(b): £(1, 0, 1, -4 ), £ (2 , 1, 1, -3 ), £ ( -3 , -2 , -1 , -2 ).

8.5. (a): o ,(l, -2 , 3), 0,(0, 1, -1 ), o3( - l,  4, 3), o4( - l,  0, -3 ); 

(by. £(9 , 0, 1), £ ( -5 , 1, 1), £ ( -3 , 2, -1 ).

8.6. (a): o,(0, 2, 3), 5,(0, 1, 0), o3( -  1, -  4, 3);

(6): £(1, 0, 1), £ (2 ,1 , I), £ ( -3 , -2 , -1 ), £ ( -5 , 4, -3 ).

8.7. (o): o, (—5, 1, 2, 3), ^ ( -6 , 0, 1, 1), o3( - l ,  -1 , 4, 3);

(b): £ (-3 , 1, 0, 1), £ ( -4 , 2, 1, 1), £ ( -2 , -3 , -2 , -1 ).
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8.8. (а): 4 ( - 3, 1, 2, 3), й2(-4 , 0, 1, 1), a3( S ,  -1 , 4, 3);

Сb): bx(—5, 1, 0, 1), b2(-6 , 2, 1, 1), b3(- 2, -3 , -2 , -1 ).

[•/f] Takrorlash uchun savollar

1. Maydon ustida vektor fazo deb nimaga aytiladi?
2. Vektor fazoning asosiy xossalarini bayon eting.
3. Vektor fazoga misollar keltiring.
4. Vektor fazoning fazoostisi deb nimaga aytiladi?
5. Fazoostilar kesishmasi deb nimaga aytiladi?
6. Fazoostilar yig‘ind isi, to‘g‘ri yig‘indisi ta’rif in i ayting.
7. Fazoostilar yig‘indisi va to‘g‘r i yig‘indisining qanday xossa

la rin i bilasiz?
8. Vektor fazoning bazisi deb nimaga aytiladi?
9. Vektor fazoning o‘lchovi deb nimaga aytiladi?

Skalar ko‘paytmali vektor fazolar.
Evklid vektor fazolar. Vektor fazolar izomorfizmi

J  Asosiy tushunchalar: skalar ko‘paytma, xosmas, nol skalar 
ko‘paytmalar, unitar vektor fazo, ortogonal vektorlar, ortogo- 
nal bazis, ortonormal bazis, Evklid vektor fazo.

Agar V fazoning har b ir ju ft x  va у elementlariga ularning 

skalar ko‘paytmasi deb ataluvchi yagona ( x ,  у ) haqiqiy son 
mos qo‘yilib , bu moslik uchun

1) ( x , y )  = (y , x ) ;
2) ( x + y ,  z ) =  ( x ,  z )  + ( y ,  z ) l
3) (Xx,  у )  =  X (x , у ), VX e R;
4) (x  , x  ) > 0

shartlar bajarilsa, u holda V vektorlar fazosi skalar ko‘paytmali 
fazo deyiladi.

Agar К  fazoning istalgan x * 0  vektori uchun ( x ,  x) *  0 
bo‘lsa, V fazoda aniqlangan skalar ko‘paytma xosmas skalar 
ко ‘paytma deyiladi..
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Agar V fazoning istalgan x va у vektorlari uchun ( x , у ) =  0 
bo‘lsa, V fazoda aniqlangan skalar ko‘paytma nol skalar ко ‘paytma 
deyiladi.

Agar V fazoning istalgan x ф  0 vektori uchun ( x , x ) > 0 
bo‘lsa, bunday fazoga unitar fazo deyiladi.

v4gar unitar fazoning ikkita  x va у vektorlari uchun 
(x , у ) =  0 bo‘lsa, u holda x va у vektorlar ortogonal vektor
lar deyiladi.

Agar V fazoning
a x , a 2 ,..., an ( 1)

vektorlar sistemasining istalgan ikkita elementi o‘zaro ortogonal 
bo‘lsa, u holda (1) sistema ortogonal vektorlar sistemasi deyiladi.

Agar ortogonal vektorlar sistemasi qaralayotgan fazoning ba
z is i bo‘lsa, bunday sistema ortogonal bazis deyiladi.

R  maydon ustida aniqlangan Vn fazoning ixtiyoriy
a x , a 2 ,...,an (1)

bazisini
ё, ,ё2,...,ё„ (2) 

ortogonal bazisga aylantirish jarayoni bilan tanishamiz. Bu yerda 
(1) dan (2) ni hosil q ilish ortogonallash jarayoni deyilib, u quyi- 
dagicha amalga oshiriladi: ex = ax deb olamiz, ax ф  0 bo‘lgani 
uchun ёх ф  0 bo‘ladi. Endi e2 n i e2 =a2 + aax =a2 + a.ex shakl- 
da olib, a sonni shunday aniqlaymizki, natijada (ёх,ё2) = 0 , 
ya’ni

(ёх, ё2) = (ёх, a2 + аёх) = (ёх, а2) + а(ёх, ёх) (3)

bo‘lsin. ах = ёх ф  0 va а, ф  0 bo‘lgani uchun ё2 ф  0 bo‘ladi. (3)
(el, а2)

tenglikdan а = _ у topiladi.

Endi ёъ n i ёъ = аъ + уё2 +$ёх shaklda yozib olib, р va у lami 
shunday tanlaymizki, natijada (ёх,ё3) - 0  va (ё2, ёъ) = 0 bo‘l-  
sin, ya’ni

(ёх,а3 + уё2 +рё;) = 0 , (4)

(ё2,а3+уё2 + pei) = 0 (5)
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tengliklar bajarilsin. (4) va (5) tengliklardan

(ё1,а3) + у{ё1,ё2) + $(ёх,ёх) = 0 ,

(ё2 ,a3) + у(ё2 ,ё2) + р(ё2 ,ёх ) = 0 

hosil bo‘lib, bunda (ё} ,ё2) = (ё2 ,ёх) = 0 ekanligini e’tiborga olsak,

О (щ,а3) (ё2 , а3)
Р = т= -  . va У= ч (ei,ex) (е2,е2)

lar kelib chiqadi.
Bu jarayonni oxirigacha davom ettirib, (2) ortogonal bazisni 

hosil qilamiz.
Haqiqiy sonlar maydoni ustida aniqlangan V unitar fazo 

Evklid fazosi deyiladi.

+yj(a, a) miqdor aeV vektoming normasi (uzunligi) deyila

di va ||a|| orqali belgilanadi. Agar ||а|| = 1 bo‘lsa, a normallangan 
vektor deyiladi.

Evklid  fazosining har b iri normallangan

bi,b i, К  (6)
ortogonal vektorlar sistemasi ortonormallangan vektorlar sistemasi 
deyiladi.

Agar (6) sistema bazis tashkil etsa, u Evklid fazoning ortonor
mallangan bazisi deyiladi.

fF  maydonda berilgan Vn va chiziqli fazolar orasida shun
day ф akslantirish mavjud bo‘lib, u Vn ning har b ir x vektorini 
Vn ning yagona bitta x' vektoriga o‘zaro b ir qiymatli akslantir- 
sa va quyidagi shartlar bajarilsa, Vn va fazolar о ‘zaro izomorf 
chiziqli fazolar deyiladi:

1) Vx, у G V„ ( ф ( х  +  y) =  ф ( х )  + ф(у));

2) Vx g  Vn л VaeF((p(ax) = аф(х)) .

1-misol. Berilgan (a): ax = (1 ,2 ,1 ), ^  = (1,1 ,1) vektorlar 
sistemasini 3 usulda bazisgacha to‘ldiring.

Yechish. 1-usul. Vektorlar sistemasini bazisgacha to‘ld irirish - 
ning birinchi usuli -  sistemani fazoning maksimal sondagi chi- 
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ziq li e rkli sistemasiga aylantirish uchun vektorlarni sistemaga bit- 
talab qo‘shish va har gal sistemaning chiziq li e rklilig in i tekshi- 
rishdan iborat.

Berilgan vektorlar sistemasining chiziq li bog‘liq  yoki chiziqli 
erkli ekanligini tekshirib olamiz:

A f l 2 n ~ A f l  2 1)
A ll 1 b «2 -  A 0 1 о

Demak, a,, a2 vektorlar sistemasi chiziq li erkli.

,a2 vektorlar R 3 fazo vektorlari bo‘lganligi uchun a{ ,a2 
sistemani R 3 ning bazisigacha to‘ld iram iz, ya’n i shunday a3 
vektorni R 3 dan topamizki, ax,a2 vektorlar bilan a3 ch iziq li 

ifodalanmasin. Masalan, a3 =(0,0,1) bo‘lsa, u holda ax,a2,a3 
sistema chiziqli e rkli sistema bo‘lish in i tekshiramiz:

A f l 2 I) A f l 2 n

A> l 1 1 ~ a, -a x 0 -1 0

A lo 0 l j a3 lo 0 l j

Demak, ax , a2, a3 sistema /?3 uchun bazis.
2-usul. Berilgan vektorlar sistemasiga fazoning biror-b ir bazi- 

sin i qo‘shish yordamida vektorlar sistemasini bazisgacha to‘ldira- 
m iz. Buning uchun R3 fazoning ex (1,0,0), e2 (0,1,0), e3 (0,0,1) 
bazisini olamiz. U  holda hosil bo‘lgan a1,a2,a3,el ,e2, e3 vek
torlar sistemasi bazis xossalariga ko‘ra chiziq li bog‘liq. Bu s is- 
temadagi ax, a2 vektorlarni saqlab qolgan holda uni chiziqli erkli 
vektorlar sistemasiga keltiramiz:

A f l 2 1) f i 2 1) A f l 2 1) A

A 1 1 1 0 -1 0 A  -  A 0 -1 0 A  ~A

A 1 0 0 0 -2 -1 A ~A 0 0 -1 ey - a x -  2 (a, -

ёг 0 1 0 0 1 0 A 0 0 0 A  + A  ~~ A
% lo 0 i; lo 0 1 J A lo 0 1 ; A

157



а
о -1
о о 
о о 
о о

1 Л
0
1 

-1 
о

а,
&2

е, — Зо, -2й2 

2̂ + «2 _ Щ.

Demak, al ,a2,a3, ех sistema bazis bo‘ladi.
3-usul. Berilgan sistema asosida ortogonal bazis hosil qilish. 
Buning uchun berilgan a,, a2 sistemani ortogonallash jarayo- 

n i asosida ortogonal sistemaga keltiramiz:
\ = ax va b2 =a2 -  abx belgilashlar kiritsa k, u holda t\ , b2 

vektorlar ortogoual bo‘lish i uchun (6, ,b2)—0 shartni qo'llay- 

m iz, ya’n i 0 = (6, ,b2) = (6, ,a2) -  a(6, ,5 ,) . Bu tenglamadan

а = (1ц,аг) _  ((1 ,2 ,!),(!,1,1» _  4 

( £ £ )  6 6
ni hosil qilamiz.

U  holda b2 =a2 -abl = (1 ,1 ,1 )-§ (1 , 2,1) = ( } , - { , } hosil

bo‘lgan 4  vek t° r  h  vektorga ortogonal va \ ,b2

ortogonal sistema chiziqli eijkli.
by, $2 sistemani ortogoipl bazisgacha to‘ld irish  uchun shun

day 4  vektomi topamizki, u (l̂  ,b3) = 0 л (b2 ,b3) = 0 shartlami 

qanoatlantirsin. b3 = (x ,y ,z )  deb olib, (^ , 6,) = 0 л (b2, b3) = 0

shartlardan
x + 2 y + z = 0,
X

IT ■4+4  = 0
tenglamalar sistemasini tuzamiz.

Keltirib  chiqarilgan chiziqli tenglamalar sistemasining yechimlari- 
n i Gauss usulida topamiz:

x  +  2 y + z  = 0 ,

X

IT 3 3

(-1 ) \x + 2y + z = 0,
3 °  1-4 у = 0 °

л: = -z ,  
y = o,
Z  e R.
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Demak, c h iziq li tenglamalar sistemasining cheksiz ko‘p 
yechimlari mavjud. Uning noldan farqli b iro r-b ir yechimini, 
masalan, ( -1 , 0, 1) n i b3 vektor sifatida olish natijasida 6, ,b2 ,b3 
ortoganal bazisni hosil qilamiz.

2-misol. a{ = (1, 2, 3), a, = (1,1,1) vektorlar berilgan bo‘lsa, 
L {  ax, a2) qismfazoning ortogonal to‘ldiruvchisini toping.

Yechish. Qismfazo ortogonal to‘ld iruvchisi ta’rifiga ko‘ra 
ax, a2 vektorlarga ortogonal vektorlar tashkil etgan qismfazoni 

topamiz. Buning uchun (а1,х )  = 0 л (о 2,х )  = 0 shartlarni qa
noatlantiruvchi x  vektorlarni aniqlaymiz. Berilgan a,, a2 vektor

la r yordamida va x  = (x , y, z) belgilashdan quyidagi ch iziq li

[x 4- 2y + 3z = 0,
Tenglamalar

x  + j  + z = 0.
sistemasi cheksiz ko‘p yechimga ega, chunki sistema 3 noma’
lum li 2 ta tenglamadan iborat. Tenglamalar sistemasining umu- 
miy yechimini aniqlaymiz:

tenglamalar sistemasini tuzamiz:

\x + y + z = 0, (x + y + z = 0,
[x + 2y + 3z = 0 ^ 1 ^  + 2z = 0 °

x = y,
У = -2z, 
z t  R-

Bundan ax, a2 sistemaga ortogonal vektorlar 

A = {(z',-2z',z)\z g R) to‘plamdan iborat. Bu to‘plam z ning qiy- 
matiga bog‘liq  bo‘lgan vektorlardan iborat. Shuning uchun A 
to‘plam tashkil etgan A =<  Л;+,{оэх |a e R} > c h iziq li fazo 
oMchovi dim A =1 va A chiziqli fazo L( a{ , a2) chiziq li fazoning 
ortogonal to‘ldiruvchisi bo‘ladi.

3-misol. Berilgan to‘plamlar tashkil etgan chiziqli fazolar ora
sida izomorfizm o‘mating:

ra b сл ' a 0 (Г
V = - 0 0 0 a,b,c g  R V' = - 0 b 0 a,b,c g  R

lo 0 oj lo 0
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Yechish. Berilgan to‘plamlar tashkil etgan c h iziq li vektor 
fazolar 3 olchovli fazolar. Berilgan V ning bazislaridan b iri

f l 0 oN '0 1 0N '0 0
A = 0 0 0 , B  = 0 0 0 ,C  = 0 0 0

10 0 0; lo 0 oj lo 0 oj
va V  ning bazislaridan b iri

a 0 0^ '0 1 O' '0 0 n
A' = 0 0 0 , B ' = 0 0 0 , C' = 0 0 0

lo 0 Oy lo 0 Oy lo 0 oj
bo‘lish i ayon. Bu fazolar orasida / (V) = V  akslantirishni quyi- 

dagicha aniqlaymiz:

/

w

a b с 
О О О  
О О О

\л

У У

а О О 
0 6 0 
0 0 с

/akslantirish izomorfizm bo‘lish in i isbotlaymiz:

l)  w m 2 e F , 4  =
'ax h сГ 4 b

0 0 0 , Â  - 0 0 0

lo 0 0 ; lo 0 OJ
lar uchun

((

/ ( 4 + 4 ) = /

VV

ai h Cj 
0 0 0 
0 0 0

+ 0 0 0 
0 0 0

matritsalami qo‘shish 
amali ta’rifidan

J)

aY +<*2 t\ + 62 C\ + c2w

0
0

о
о

о
t\ + 62 

0

0
0

0
0

c, + с

j  J

akslantirish
ta’rifidan

matritsalami qo'shish 
amali ta’rifidan

2 у
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0 0 N 4 0 0 "
0 bv 0 + 0 bi 0

u 0 cb lo 0 C2,
= / ( Д )  + / ( 4 ) .

Demak, /akslantirish qo‘shish binar amalini saqlaydi.

2) У A е V л Va g  R  lar uchun

f  / у \\a b
f(a - A )  = f a

V v

О О О
О О О

skalarni matritsaga ko‘paytirish 
amaU ta’rifidan

yj

= /

aa ab ac
0 0 0

. . 0 0 0 , ,W /у

akslantirish
ta’rifidan

A/ao 0 0 
0 a i  0

Vv °  0 ac/y

skalami matritsaga ko‘paytirish 
amali ta’rifidan

a 0 0"
= a 0 b 0

lo 0
= a - f {A ) .

Demak, /  akslantirish skalami matritsaga ko‘paytirish amali
n i saqlaydi.

V, V  chiziq li fazolar orasida aniqlangan / akslantirish gomo- 
morfizm ekan.

3) V  dan olingan ix tiy o riy  f ( A x), f ( A 2) lar uchun

f { A x)±  f  (A2) bo‘lsin . U  holda f ( A 1) =
ax 0 0 
0 ^ 0  
0 0 cx

ning asli

k <Л
/
a2 0 0̂ 4 k

4  = 0 0 0 II£ 0 b2 0 ning asli A, = 0 0 0

lo 0 oj 0
V

0 C2y ô 0 oj
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4 0 oN 4 0 0"
Agar 0 h 0 ф 0 h 0

lo 0 cb lo 0
bo‘lsa, u holda я, ф a2v t\ ф

4 h c0 4
ф b2 v Cj ф c2 bo‘ladi. Bundan 0 0 0 ф 0 0 0

lo 0 0; lo 0 oj
ekanligi kelib chiqadi. Ya’ni f ( V )  = V' inyektiv akslantirish.

{а  О 0Л
4) V  to‘plamning ixtiyoriy f  (A) 0 b 0 

0 0 c
elementi uchun

V to‘plamda A = element mavjud. Ya’ni /  suryektiv
fa b сл 
0 0 0
0 0 0,ч J

akslantirish.
Demak, f ( V )  = V ' akslantirish izomorfizm ekan.

( S j  Misol va mashqlar

1. Skalar ko‘paytmaning quyidagi xossalarini isbotlang:
1.1. (x ,y  + z)  = (y  + z ,x ) = (У ,х ) + ( z , x )  = (x ,y )  + (x ,z )•

1.2. (x,A,j>) = (Xy,x ) = X (y ,x ) = X (x ,y ).
2. Agar V skalar ko'paytmaga ega bo‘lgan fazo bo‘lsa, u hol

da Vx e V  uchun (x ,0 ) = 0 boiishini isbotlang.
3. Biror V  fazo Evklid fazosi bo‘lishi uchun uning element

lari ustida quyidagi shartlar bajarilishi lozimligini isbotlang:
3.1. (x ,y ) = (y ,x ) (V x ,y e V ) .
3.2. (x ,y  + z) = (x ,y ) + (x ,z ) (Vx, y ,z e V ) .
3.3. (A,x,y) = X (x ,y ) (Vx, у e V, VX e R).
3.4. (x ,x )> 0  (Vx e V, x Ф 0), (x ,x )> 0  (V x e F , x = 0).
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4. a,b  — Evklid fazosining ixtiyoriy vektorlari va XgR 
uchun quyidagi xossalar o‘rinli ekanligini isbotlang:

4.1. |H > 0, (||o|| = 0 o e  = 0).
4.2. |M > N N |.
4.3. ||(я, b )|| < ||fl|| • |Ы| (Koshi—Bunyakovskiy tengsizligi).

4.4. J a + b\\ < M l + ll̂ ll (uchburchak tengsizligi).
5. Quyidagi vektorlar sistemasini ortogonallang:
5.1. «,(-1,1,1), «2 (0,1,2), a3 (1,2,3).

5.2. 4 (1,2,1,0), a2 (—1,1,2,0), 5,(1,1,1,1), a4( 1,4,4,1).

5.3. 4 (-1,3,2,1), a2 (0,0,5,5), a3 (2,1, -1,1).

5.4. 4 (1,0,1), «2 (—1,1,3), a3 (13,34,5).

5.5. 4(1,0,1,1), d2( 1Д,1Д), 4(0,0,1,2), a4(- 1,0,3,1).

5.6. 4 (1 ,0ДД), 4 (3 ,1 ,—3,0), 4(5,7,1,1).
6. Chekli o‘lchovli Evklid fazosining istalgan bazisini orto- 

normallash mumkinligini isbotlang.
7. Agar V  xosmas skalar ko‘paytmali vektor fazo bo‘lsa, u 

holda V fazoning nolmas vektorlaridan tuzilgan ortogonal vektor
lar sistemasi chiziqli erkli bo'lishini isbotlang.

8. Berilgan vektorlar sistemasini 3 usulda bazisgacha to‘ldi- 
ring:

8.1. 4  (1,0,3), o2 (0,—4,-1) .
8.2. 4  (-1,1,0,3), Й2 (2,0,-4,-1), a3 (3,-1,0,-3).
8.3. 4 (0,2,3), 4(3,1,2), 4(6,2,4).
8.4. ЙД1,-2,1,0,1), 4  (2,0,—5,1,1), 4 (3,2,-3,-2,-1).
8.5. 4  (-1,1,0,3), 4  (2,0,-4 -1), a3 (1,1,—4,2).
8.6. (5,-1,-4,-4), 02(2,0-4-1).
8.7. 4(1,2,1,2,3), 4(3,4,0,1,1).
8.8. 4 (7,0,5,1), 4  (3,5,5,0), 4  (-3,2,-7,4).
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9. Evklid fazo fazoostisi ortogonal to‘ldiruvchisining quyidagi 
xossalarini isbotlang:

9.1. (Ux)± = U .
9.2. (U  n  K )x = U1- + VL .
9.3. ( E ) 1 = {6}.
9.4. {6}x = E .
9.5. (U L n V 1)1 =U + V .

. 9.6. (U x +V1 У  =U n V .
9.7. (t / n F n T )1 = U 1' +V1 +TL .
9.8. (U + V + T )L = U L n V 1 n T 1.
10. Berilgan L (5 , , an) fazoostining ortogonal to‘ldiruvchi- 

sini toping:
10.1. a, (3,-2).
10.2. a, (1-2,0).
10.3. 5, (1,—2,0,1).
10.4. a ,(—1,2,3), 02(3-4,1).
10.5. 5, (1,1,1,0), a2 (1,2,-4,0).
10.6. 5, (1,-2,0,1), Oj (2,—4,0,2), 5, (1,1,1,1).
10.7. 5, (4,1,0,1,1), 5, (3,1,0,1,0), 5, (1,0,0,0,2).
10.8. 5, (2,1,2,1,3), ^(1,2,1,2,1), 53 (3,3,3,3,3), 54 (-1,1 -1,1,0).
11. Berilgan Д  5 , , an) fazoostining ortogonal to‘ldiruvchi- 

si bazisini toping:
11.1. 5,(1,—2,3).
11.2. 5, (1,—1,2), a2 (1,0,1), 3,(2,-1,4).
11.3. 5,(1,1,0-2), M 2,1,-1,1), ^(3,2,-1,-1).
11.4. 5,(1,-1,2,1), 52(1,0,1-1), 5,(2,-1,3,0).
11.5. 5,(1,1-1,2), 5 j(2,0,1,3), 53(4,2,—1,7), 54(3 ,1,0,5).
11.6. 5,(2,-1,1,-3,1,1), 52 (1-1 ,1-1,1 ), 5,(0,2,1,2,0), 

54(- l, 1,-1,1,-1).
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12. Quyidagi tenglamalar sistemasi yechimlar to‘plami tashkil 
etgan fazoostining ortogonal to‘ldiruvchisini toping:

12.1.

12 .2 .

12.3.

[jcx + x2 + x3 + x4 = 0,
+ x2 - x3 + x4 - 0. ■

хг - 2x2 + x3 =0,
2xj - x2 - x3 = 0,
Xj + x2 - 2x3 = 0.

2x, + x2 + 3x3 - x4 =0, 
3x, + 2x2 - 2x4 = 0,
3xt + x2 + 9x3 - x4 =0.

Xj + x2 + x3 + x4 = 0,
12.4. i Xj - x2 - x3 - 3x4 = 0,

3x, + x2 + x3 - x4 = 0.
13. IF  maydon ustidagi n o‘lchovli har qanday ikkita Vn va 

Кя' chiziqli fazolar izomorfligini isbotlang.
14. Berilgan to‘plamlar tashkil etgan chiziqli fazolar orasida 

izomorfizm o‘mating:

14.1. V= a 0 
0 0

a e R> va V= 0 a 
a 0

a e R>.

14.2. V= rа Ьл 
v0 0,

a,b e R> va V- a 0̂  
v0 b)

a,b e R [.

14.3. V=
a b

yc 0y
a,b,c & R\ va V= a e R>.

14.4. V= fа Ьл
v c  dj

a,b,c,dsR\ va K =
V а 2ЬЛ 
v3c Adj

a,b,c,d e R>
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'  0 a b'
14.5. F=  - -a 0 с | a,b,c e

,~b -c oj

"0 -a bN
V= ' a 0 -c \a,b,c & R

[b с 0 )

'a b oN "0 0 0N
14.6. V= • с 1 0 | a,b,csR • va V= ' 0 1 с | a,b,czR

1 ° 0 Oy b я

7 a 0 oN "0 0 C1
14.7. V= ' 0 b 0 1a,b,ceR • va V= ' 0 b 0 | a,b,ceR>

0 0 C) a 0 0J J V

Г[а 0 oN "0 0 a Л

14.8. V= ' 0 b 0 1a,b,ceR • va V= ‘ 0 b 0 | a,b,ceR
с 0 0; 0 0 сЛ J л J J

r a 1 o' 'i

14.9. V = - b 2 0 | a,b,c e R • va
3 oj

r a b C1
r =  - a p Y | a,b,c,a,p ,y e R

lo 0 0;

14.10. V = {а + bi \ а, b в R} va V= {a — bi \a, b e R}.
14.11. V= {a + bi \ a ,b e  R} va V= R2.
14.12. V = {a+ bjq  | a,bsQ л q — tub son} va 

V={a+b\[p | a,bs Q лр — tub son}.



Takrorlash uchun savollar

1. Vektor fazolar izomorfizmini tushuntiring.
2. Skalar ko‘paytmaning xossalarini bayon eting.
3. Skalar ko‘paytmali vektor fazo deb nimaga aytiladi?
4. Xosmas skalar ko‘paytma ta’rifmi ayting.
5. Unitar fazo deb nimaga aytiladi?
6. Ortogonal vektorlar deb nimaga aytiladi?
7. Ortogonal vektorlar sistemasi deb nimaga aytiladi?
8. Ortogonal bazis deb nimaga aytiladi?
9. Ortogonallash jarayonini bayon qiling.
10. Evklid fazo deb nimaga aytiladi?
11. Vektorning normasi deb nimaga aytiladi?
12. Vektor normasining xossalarini bayon qiling.
13. Normallangan vektor deb nimaga aytiladi?
14. Ortonormallangan bazis deb nimaga aytiladi?



......  ' I  ■ ' — .
IX MODUL. C H IZ IQ L I A K SLA N T IR ISH LA R

* '' ...  »
Chiziqli akslantirish. Chiziqli operator yadrosi va 
obrazi. Chiziqli operator matritsasi

J  Asosiy tushunchalar: chiziqli akslantirish, chiziqli operator,
operator yadrosi, tasviri, defekti, rangi, matritsasi.

cf sonlar maydoni ustida aniqlangan U vektor fazoni V  vek
tor fazoga akslantiruvchi akslantirish uchun ushbu

1) cp(xx + x2) = (p(xj) + ф(х2) ;
2) (pOJc,) = /,ф(х,) ( I  e F ) shartlar bajarilsa, u holda U vek

tor fazo V vektor fazoga chiziqli akslanadi deyiladi.
U fazoni V fazoga chiziqli akslantirishlar to‘plami Horn(U ,V) 

orqali belgilanadi.
U  vektor fazoni o‘zini o‘ziga chiziqli akslantirish U  fazoda 

aniqlangan chiziqli operator deyiladi.
U vektor fazoning ixtiyoriy x, va x2 elementlari va U  da aniq- 

langan ф operator uchun ф(х, + x2) = ф (х,) + ф(х2) tenglik ba
jarilsa, u holda ф ga U da aniqlangan additiv operator deyiladi.

Agar X ixtiyoriy son bo‘lganda U  fazoning ixtiyoriy x ele
menti uchun ф(А.х) = А,ф(х) tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda ф ga 
U  da aniqlangan bir jinsli operator deyiladi.

Agar V ie  U  uchun ф(х) = 0 tenglik bajarilsa, u holda ф 
operator nol operator deyiladi.

Agar Vx e U uchun e(x) = x tenglik bajarilsa, u holda e ga 
ayniy (birlik) operator deyiladi.

Agar Vx g  t/, A,g P  uchun ф(х) = Xx tenglik bajarilsa, u 
holda ф ga о ‘xshashlik operatori deyiladi.

Agar Un fazoning ixtiyoriy x vektori uchun /(х ) = ф(х)+\|/(х) 
tenglik bajarilsa, u holda/ ga ф va \|/ operatorlarning yig'indisi 
deyiladi va u ф + \|/ = /  orqali yoziladi.
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asF , Vx e Un uchun (аф)Зс = oup(x) tenglik bajarilsa, u 
holda аф ga a skalaming ф operatorga ко ‘paytmasi deyiladi.

Un fazoning ф operator yordamida nolga akslanuvchi barcha 
elementlari to‘plami ф operatorning yadrosi deyiladi va u Кегф 
orqali belgilanadi. ф chiziqli operator yadrosining o‘lchovi shu 
operatorning defekti deyiladi.

ф£/fazoosti operatorning obrazi deyiladi. ф Un obrazning 
o‘lchovi ф operatorning rangi deyiladi.

Agar x = (x, ,x2 ,—,xn) g U  bo‘lib, q>(x) = <p(xl ,x2,...,xn) = 
= (xj ,x2 ,...,xk) (1 < к < n) bo‘lsa, ya’ni ф operator n o‘lchovli 
fazodagi vektomi к o‘lchovli fazodagi vektorga o‘tkazuvchi opera
tor bo‘lsa, u holda ф proyeksiyalovchi operator deyiladi. 

maydon ustida Vn vektor fazo berilgan bo‘lib,
ё1,ё2,...,ёп (1) 

uning bazisi bo‘lsin. Agar ф operator Vn fazoda aniqlangan chiziq
li operator bo‘lsa, u holda ф(ё1), ф(ё2),..., ср(ёп) e Vn vektorlar
(1) bazis orqali chiziqli ifodalanadi, ya’ni

<p(«i) = a „? i + а 21ё2 + ... + ап1ё„, 
ф(ё2) = а12Щ + а22ё2 + ... + а п2ёп ,

Ф(<?„) = а 1ие, + а2пе2 +... + аппеп.

'a n a12 . ■ Щ п  "

Ushbu M (ф )= a 21 a 22 •.. a2„

, a «l a n2 • • алл /

matritsa chiziqli opera

torning (1) bazisdagi matritsasi deyiladi.
x va ф (х ) vektorlar (1) bazis orqali x = $lel + ... + p„F„, 

Ф ( х )  = y ,e j + ... + упёп ko'rinishda ifodalansin. x va ф ( х )  vek
torlarning (1) bazisga nisbatan ustun koordinatalarini mos ra
vishda ushbu
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'P i' Yi

M (x ) = P2 , M (q>(*)) = У2

Л . _Y«_

ko‘rinishlarda belgilaymiz. U  holda Vx eVn uchun M (ф (х)=  
=M(q>)M( x ) tenglik bajariladi.

Agar F  maydon ustida A,B&FnXn matritsalar uchun teskari
lanuvchi T e F nXn matritsa mavjud bo‘lib, ular uchun B = T XAT  
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda A va V  matritsalar о ‘xshash matri
tsalar deyiladi.

tF maydon ustida Vn vektor fazoning (1) dan boshqa

ё 1 ,Ц ,- ,К  (2)
bazisi berilgan bo‘lsin. (2) bazisning vektorlarini (1) orqali chiziq
li ifodalaymiz:

U  holda T  =

e l “ Pllel + P21̂2
Щ.« = Pl2el + &22e 2

Fn = Pl^l + Р2лё2

ГРи Pl2 •i- Pi„ )

P21 P22 •- P 2„

<Pnl P„2 • • Рлл j

matritsa (2) bazisdan (1) ba-

zisga о ‘tish matritsasi deyiladi.
x vektoming birinchi va ikkinchi bazislardagi ustun koordi- 

natalarini, mos ravishda, M (x ) va M '(x )  deb belgilasak, u holda 
V x  e F  vektor uchun M (5c)= T M '(x ) va M '(x )= T ^ 1M (x )  
tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

Vn fazoda aniqlangan ф chiziqli operator uchun М(ф) va 
lar ф chiziqli operatoming birinchi va ikkinchi bazislarga
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nisbatan mos m atritsalari bo‘lsa, u holda M '(ф)= T~l Л/(ср) T  
tenglik o‘rinli boMadi.

1-misol. Berilgan / (x ) = (x, -x2 + x3; X j;x2);  akslantirish 
chiziqli operator ekanligini isbotlang va uning rangi, defektini 
aniqlang.

Yechish. Chiziqli operator ta’rifiga ko‘ra/akslantirish berilgan 
fazoni o‘ziga akslantirishi va f (a  + b) = f(a ) +/ (b), f  {Xa) = kf{a) 
shartlarga bo‘ysunishi kerak.

1) Vx, у e R3, x = (x ,, X j, x ,), у (и , y2, y3) lar uchun f(x+y) = 
= f { ( x 1 + л  ;x2 + y2 ;x3 + y3)) = (X j  + yx - (x2 + y2) + x3 + y3;
X, + y{ ; x2 + y2) = | vektorlami qo‘shish ta’rifiga ko‘ra| =
= (x, — x2 + x3; X j; x2) + - y 2 + y3- yx ;y2) = / (x ) + f ( y ) .

2) Vx e i?3 va Va e R  lar uchun
/ (a x ) = / ( a(Xj ,x2 ,x3)) = /  ((ax, ,ax2 ,ax3)) =

= (ax, - ax2 + ax3; ax ,; ax2) = a (x, - x2 + x3; x ,; x2) = a ■ f ( x ) .
Demak, /  akslantirish chiziqli akslantirish va u R3 ni o‘ziga 

akslantirganligi uchun f — chiziqli operator.
3) defect/  ni topish uchun Ker/ni aniqlaymiz. 

Ker /  = {x | / (x ) = 0} ta’rifdan / (x ) = 0 shartni qanoatlanti- 
ruvchi vektorlami topamiz:

/ (x ) = (x, - x2 + x3; X i, x2) = 0. Bundan

x, - x2 + x3 = 0, 
xt = 0, «
x2 = 0,

x, = 0,
x2 = 0, Demak, K er/  = {0}
x3 = 0.

Nol chiziqli fazoning o‘lchovi 0 ga teng. Bundan defect/= 0. 
dim V = defect/ + rang/  tenglikdan rang/ = dim К - defect /  ni, 

bundan, /  =3 — 0 = 3 ni hosil qilamiz.
Demak, 1)/ — chiziqli operator;

2) defect /== 0;
3) rang/=  3.
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2-misol. Agar M  — e ,, e2, e3 bazisdagi, M ' — e[, e2, e3 ba- 
zisdagi f { x )  = (xl ,x2,x3) operator matritsalari bo‘lsa, u holda

a) M {f (x ) )  = M (f)M (x )- L
b) M '{ x ) = T~1M { x ) a M { x ) = T M '{x )\
d) M '( f )  = T~lM ( f ) T  л M ( f )  = T M '{f)T ~ l shartlar baja- 

rilishini tekshiring.
x = (1,3,1); e; = (1,0,2), =(2,1,1), Щ = (1,3,0).
Yechish. 1) Berilgan / (x ) = (xt ,x2 ,x3) operatorning 

ёх,ё2,ёъ bazisdagi M (J) matritsasini topamiz. Buning uchun 
/ {ё\ ),/ {ё2),/ {ё ъ) vektorlaming ёх,ё2,ёъ bazisdagi chiziqli 
kombinatsiyalarini aniqlaymiz:

/ (^ i) = /((1 ,0 ,0 )) = (1,0,0) = \ ё х + 0 ё 2 + 0• e3; 
f ( e 2) = /((0 ,1 ,0 )) = (0,0,1) = 0 • ё, + 0 ё2 +1 ■ ё3;
/ {ёъ) = / ((0 ,0 ,1 )) = (0,1,0) = 0 ё { + 1-ё2 + 0 ё 3.
Chiziqli kombinatsiyalar koeffitsiyentlaridan matritsa hosil 

qilamiz. Bunda f { e t ) (/=1,3) ning chiziqli kombinatsiyasida 
qatnashgan koeffitsiyentlar ustun qilib yoziladi:

M { f )  =
a  о ô  
о 0  1

\0 1 0J

2) M (J) matritsa yordamida f { x )  vektoming ustun koor- 
dinatalarini topamiz: M {f {x ) )  = M { f )M {x )  dan

r\ 0 0Л
M (/ (x )) = 0 0 1 

0 1 0

r l ]
3 = 1

l b

ni hosil qilamiz.

Olingan natijani tekshirish uchun operator talabini x = (1, 3,1) 
vektorga qo‘llaymiz. Bundan /(5c) = /((1 ,3 ,1 )) = (1,1,3) kelib 
chiqadi.

3) Berilgan birinchi bazisdan ikkinchi bazisga o‘tish matritsa
sini topamiz:
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f ( e { )  = щ ё х + а 2ё2 + а ъёъ ,

/ (Ц )  = №у +Р2ё2 +Эзёз,
/ { Ц )  = 1 Л  + у2ё2 + у 3ё3 .

Bundan
/ ( ( 1 ,0 ,2 )) = ( 1 , 2 ,0 ) = 1  ej + 2 -ё2 + 0  • ё3; 

/ ( ( 2 ,1 ,1 )) = ( 2 , 1 ,1 ) = 2 - ё х + 1 ё 2 +1  • ё3 ; 
/((1,3,0)) = (1,0,3) = 1-ё1 + 0 ё 2 + 3 • ё3

kelib chiqadi.
B irinch i bazisdan ikkinchi bazisga o‘tish matritsasi
A1 2 Г

dan iborat bo‘ladi. Uning teskarisini topamiz:T = 2 1 0 
0 1 3

f l 2 1 1 0 oN '1 2 1 1 0 oN f l 2 1 1 0 0"
2 1 0 0 1 0 0 -3 -2 -2 1 0 ~ 0 1 3 0 0 1
0V 1 3 0 0 1/ 0\ 1 3 0 0

4 1 ° 0 7 -2 1 3У
/

0
2 1 3 N /

0 0
3 5 l >

1 2 7 “ 7 7 1 7 7 7

0 1 0 6 3 2 ~ 0 1 0 6 3 2
7 “ У 7 7 7 7

0
V

0 1 2 1 3 0 1 2 1 3
"7 7 7 J

0 ” 7 7 7 J

Demak, T = - 

U  holda

-3
6 -3 -2 
-2 1 3

-3 5 1 
6 -3 -2  

-2 1 3

'13>
"13N 7

3 _  1 -5 _ 5
“  7 7

J ) h J 4
I 7 ;

Tekshirish maqsadida M (x ) = T M '(x ) tenglikni tuzamiz:
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( l> fl 2 n
3 = 2 1 0

l l j lo 1 3/

rn
3 = 3

[ к l l j

f  1 3л 
7 
5 

"7
4

V 7 у

Demak, Т, T~l to‘g‘ri topilgan.
4) /  operatorning 1- va 2-bazisdagi matritsalari orasidagi 

bog‘lanishni o‘rnatamiz:

A -3 5 1 
6 -3 -2 
-2 1 3

\ (1 0 O' fl 2n
0 0 1 2 1 0

J lo 1 OJ lo 1 3J
-3 5 1 

6 -2 -3 
-2 1 3

Nfl 2 n Г-1 0 12'
2 1 0 _ i 

— "7 2 7 -3
J lo 1 b

/
I 4 0 lj

Tekshirish uchun M ( f )  = T M '( f )T  1 tenglikka topilgan 
qiymatlami qo‘yamiz:

f l 0 °1 fl 2 1 ) f - 1 0 121
1

7

'  -3 5 1 '
0 0 1 — 2 1 0 1

"7
2 7 -3 6 - 3 -2

lo 1 oj lo 1 3j
/
I 4 0 lj

/
1-2 1 3 j

"1 0 0̂ 4
$II

rl 14 T f -3 5 n
_ l 
“  7

r i 2 n

со1 5 1"
0 0 1 0 7 21 6 3 -2 0 1 3 6 - 3 -2

l o 1 o j ^ 4 7  o j V -2 1 3 j

/
I 2 1 o j 1 - 2 1 3 j

"7 0 O' f l 0 o'
0 0 7 = 0 0 1

l o 7 o j l o 1 o j

Demak, berilgan misol to‘g‘ri yechilgan.
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Misol va mashqlar

v 1. F  sonlar maydoni ustida aniqlangan U  vektor fazoda aniq
langan additiv operatorning quyidagi xossalarini isbotlang:

1.1. <p(6) = 6. 4
1.2. cp(-x) = -ф(х) (Vx e U ) .
1.3. ф(гх) = Гф(х) (V r e Q ).
1.4. ф(Х| - x2) = ф (х,) - ф(х2) (V x j, x2 g U ) .

'/ 2. ф operator chiziqli operator bo‘lishi uchun U  fazoning ixti
yoriy x, va x2 elementlari va л ,, X2 <= F  berilganda фР̂ х, +/^^) =
= ^ ^ (X j) + ?и2ф(х2) tenglikning bajarilishi zarur va yetarlil
ekanligini isbotlang.

i/3. Agar ф chiziqli operator bo‘lsa, u holda Vx;-ef7, 
Xt e P  (i = 1 ,n) uchun ushbu ф(̂ 1*1 + X2x2 +... + Xnxn) = 
= A ,^ (X j) + А,2 ф ( х 2 ) +... + Хпц(хп ) tenglik o‘rin li bo‘lishini is
botlang.

'J 4. Nol operator ham chiziqli operator bo‘lishini isbotlang.
5. a x , a 2 , a 3 vektorlam i ^ ^ ^  vektorlarga o‘tkazuvchi 

yagona chiziqli akslantirish mavjudligini isbotlang va uning mat- 
ritsasini toping:

5.1. a,=(2, 3, 5), ^= (-0, 1, 2), a3=( 1, 0, 0);
^=(1, 1, 1), b2< h  1, -1), b3=(2, 1, 2).

5.2. a,=(2, 0, 3), й2=(4, 1, 5), а3=(Ъ, 1, 2);
^=(1, 2, -1), ^=(4, 5, -2), b3={ 1, -1, 1).

6. Berilgan akslantirishlar chiziqli operator bo‘lishini tekshiring:
6.1. /(x ) = {x2 + x3; 2xj + x3; 3xj — x2 + x3).
6.2. /(x ) = (Xj + x2; 4x3; Xj + x3 +3).
6.3. / (x) = (xt — x2; x2 + x3; x3).
6.4./(x ) = (x,; x2+ 2x3; — x3).
6.5. /(x ) = (—3(Xj + x2); x2 + x3; x,).
6.6./(x ) = (0; 3(x2+ x3); x,).
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6.7. / (х) = (xt — х2; Зх2 — х3; 0 ).
6.8. /(х ) = (х2; х3; 2).
6.9. Д х) = ( х2; х3; х^.
6.10. Д х) = (—х2; х2 + х3; х3).
6.11. Д х) = (х2 + х3; 0; х{ — 2х2 + х3).
6 .1 2 ./(х ) = (0; Х р  — 2х 2 +  х3).
6.13. Д х) = (Xj — х2 + х3; х3; xt).
6.14. Д х) = (1 — х2+ х3; х3; хх — 2х2).
7. 6-misoldagi chiziqli operatorlaming rangi defektini aniq-

lang;
8) Nol bo‘lmagan chekli о‘Ichovli vektor fazodagi ф chiziqli 

operatoming rangi ф chiziqli operator matritsasining rangiga teng 
bo‘lishini isbotlang.

9. Berilgan chiziqli operatorlaming rangi rva defekti d ni toping:

9.1.

9.3.

f 1 
ll
f 1 
-2 
4

2Л
2

V

з л
-6
12

9.2.

9.4.
0 3

"1
l l
'  1 
-2

V

З л
-1
-1

9.5.
f  1 21

f 1 3 1 2 s
0 -19.6. -1 -3 -1

3 1 1 1 3 1 2-1 0 3V J  J ,2 6 2 4 J

f l -2 1 2̂1 f l 1 0 n
2 1 0 1 9.8. -1 0 1 1
3 -1 1 3 0 1 1 3

,4 -3 2 5; l l 2 1 V

9.7.

v 10. Ф  chiziqli operatorlar yadrosi shu operator qaralayotgan 
fazoning fazoosti boMishini isbotlang.

11. 6-topshiriqdagi chiziqli operatorlar uchun quyidagi shart
lar bajarilishini tekshiring:
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a) M (f (х )) = M (J) ■ М (х );
b) М '(х )  = T~l ■ М (х )  л М(х) = Т ■ М '(х )  ;
d) M '(f )  = T~l • M (f) ■ T л M  (f ) = Т ■ M 'i f )  ■ Т~\
11.1. jc= (l, 2, 3); 3 (2 , 1, 0), 3 (0 , 3, 1), е3' (-1,0,2).
11.2. х=  (6-5,13); ё{(3, 1,-2), %(1, 3, 1), ё3' (1,5,0).
11.3. х=  (1, 2, 3); ё[(\, 0, 3), ^ (1 , 1, -2), в3'(2,-1,2).
11.4. х=  (-8, 5, 2); ^'(1, 1, 1), 3 (1 , 2, 3), 3(1,3,3).
11.5. jc= (7,-2 -4,3); ё,'(1, 2, 3,-1), ё[(2, 3, 4,1),

3(1,4,3,3).
11.6. х=  (3,-5,7); ёЦ-1, 1, 1), 3 (-1 , 2, 3), в3' (-1,3,3).
11.7. х = (3,1,9); 3 (1 , 2, 3), 3 (2 , 3, 4), 3(1,4,3).
11.8. х = (6, 4,5); 3 (2 , 2, 3), 3 (1 , -1, 0), 3(-1,2,1).
11.9. х=  (5,0,1); 3 (1 , 2, 3), 3 (~1 , 2, 0), 3(-1,2,1).
11.10. х = (-4,5-2); 3(2,-1, 0), 3 (0 ,-  3,- 1), 3(1,0,-2).
11.11. jc= (3,3,-2); 3 (1 , 1, 0), 3 (0 , 1, 1), 3(1,0,1).
11.12. х=  (5,6,7); 3 (2 , 3, 0), 3 (0 , 2, 3), 3(2,0,3).
11.13. х=  (- 1 - 2 - 3 ); 3 (4 , 0, 4), 3 (4 , 4, 0), 3(0,4,4).

Vjf  Takrorlash uchun savollar

1. Chiziqli akslantirish, chiziqli operator deb nimaga aytiladi?
2. Additiv, bir jinsli operatorlarga misol keltiring.
3. Nol, birlik operatorlar deb nimaga aytiladi?
4. 0 ‘xshashlik, proyeksiyalovchi operatorlar ta’rifini ayting.
5. Chiziqli operatorning yadrosi haqida tushuncha bering.
6. Chiziqli operatorning obrazini misol yordamida tushuntiring.
7. Chiziqli operator matritsasi qanday topiladi?
8. Chiziqli operator rangi deb nimaga aytiladi?
9. Chiziqli operatorning turli bazislarga nisbatan matritsalari 

orasidagi bog‘lanish formulasini tushuntiring.
10. 0 ‘xshash matritsalar deb nimaga aytiladi?
11. x va ф (х ) vektorlar ustun koordinatalari orasidagi bog‘- 

lanish qanday o‘matiladi?
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Chiziqli operatorlar ustida amallar. Chiziqli algebralar. 
Teskari operator. Xos vektorlar va xos qiymatlar

J  Asosiy tushunchalar: chiziqli algebra, rangi, chiziqli algebralar 
ustida amallar, operatorlar chiziqli algebrasi, chiziqli operator 
xos qiymati, xos vektorlari.

&  maydon ustidagi V  chiziqli fazo elementlari uchun quyidagi
1) xy e V (Ух,у g V );

2) x(yz) = (xy)z (Vx,y,z  g V );
3) x(y + z) = xy +xz va (y  + z)x =yx + zx (yx ,y ,z  g  V ) ;
4) X(xy) = (Xx)y = x(Xy) (XeF, Ух,у e V)

shartlar bajarilsa, u holda V fazoni &  maydon ustidagi chiziqli al
gebra deyiladi.

Agar V chiziqli algebrada x у =y x (Ух,у  e V) shart baja
rilsa, V kommutativ chiziqli algebra deyiladi.

V chiziqli algebraning rangi deb F  fazoning o‘lchoviga aytiladi.
V  fazo 3 maydon ustidagi vektor fazo bo‘lib, ф, у  lar shu 

vektor fazoning chiziqli operatorlari bo‘lsin, u holda:
1) (ф + у ) (х )  = ф(х) + \|/(х);

2) (Я,ф)(х) = Алр(х);

3) (ф\|/)(х) = ф(ц/(х )).
Hom( V, V) to‘plam fF maydon ustida vektor fazo tashkil qiladi. 
<Hom (V, V), +, {coj X e F } , •> algebra К  vektor fazoning 

chiziqli operatorlar algebrasi deyiladi va quyidagicha belgilanadi: 
EndK= <Hom (V ,V), +, { ( oJ A - g / 1} ,  •> .

Uwa U ' algebralar F  maydon ustidagi chiziqli algebralar va 
<p:U-> U ' akslantirish biyektiv akslantirish bo‘lib, quyidagi

Ф(a + b )~  ф(a ) + ф(b ); 
ф(А,а) = Хф (д);
ф(о • b) = ф(а ): ф(b), Уа,Ье V  л УХеГ

2 2 -§.
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shartlar bajarilsa, u holda <p akslantirish {/va U' chiziqli algeb
ralar izomorfizjni deyiladi.

Kompleks sonlar maydoni ustida qurilgan Vn vektor fazo va
(p: Vn -> Vn chiziqli operator berilgan bo‘lsin. Ushbu ф(х) = A,(3c) 

( Vx g  , x ^  0, л. g  /7 ) tenglikni qanoatlantiruvchi a son ф chi
ziqli operatorning xos qiymati, x vektor esa X xos qiymatga mos 
keluvchi xos vektori deyiladi.

Vn vektor fazoning e j, e2,..., en bazisida ф chiziqli operator

au a12 ..• «1 n

A = «21 «22 •■ 1hn matritsa yordamida berilgan bo‘lsa,

yan 1 an2 • • «ЯП у
\A — XE\ = 0 tenglama ф chiziqli operatorning xarakteristik teng- 
lamasi deyiladi.

f\ 2 1 0Л
2 0 1 0  
0 1 0  1 

. 1 1 0  0.

1-misol. Berilgan A = operatorga teskari opera-

torni toping.
Yechish. Berilgan A operatorga teskari operatorni topish 

uchun A matritsaga teskari matritsa topiladi:

'1 2 1 0 1 0 0 0̂ '1 2 1 0 1 0 0 o'
2 0 1 0 0 1 0 0 0 -4 -1 0 I 1 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0

l l 1 0 0 0 0 0 b 04 -1 -1 0 1 0 0

f l 2 1 0 1 0 0 o' f l 2 1 0 1 0 0 °1
0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0
0 -4 -1 0 -2 1 0 0 0 0 -1 4 -2 1 4 0

lo -1 -1 0 -1 0 0 1у ,0 0 -1 1 -1 0 1 b
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1 2  1 0  
0 1 0  1
0 0 1 -4
0 0 0 -3

1 0 0 0  ̂
0 0 1 0
2 - 1 - 4  0
1 - 1 - 3  1

f I
1 2  1 0
0 1 0  1
0 0 1 -4
0 0 0 1

0 0 0 л
0 0 1 0
2 —1 4̂ 0

i  I  1 4
3 3 3.

'1 2 1 0
\

f 1 0 0 0  ^ 1 0 0 0

1 2 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0

1 1
0

1

0 1 0 1
1
3

3 3 3

0 0 1 0
2
■x 0

4
3

0 0 1 0
2 3 0

4
о 3 3

0 0 0 1 1 1
1

1 1 1
1

1
V 3 3 3 J

v0 0 0 1
~3 3 “ 3

)

2 0 0 1 1 0
\

4 ' 1 0 0 0 1 1 0
\

2
3 3 3 3 3 3

0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 0 0 1 1 0 1
3 3 3 ~ 3 3 3
2 1 0 4 2 1 4

0 0 1 0 3 3 3 0 0 1 0 3 3
0 3

1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 3 3

1 3
,0 0 0 1 3 3 A 3

-1 1
М  1 О 2 

1 - 1 0  1 
2 1 0 - 4  
- 1 1 3 - 1

Teksh irish :

a 2 1 0" f- l 1 0 21
\ 2 0 1 0 1 -1 0 1
3 0 1 0 1 2 1 0 -4

l l 1 0 0, l- l 1 3 - l j

1 0 0 0^
0 1 0  0
0 0 1 0
0 0 0 1

2-misol. f  chiziqli operator (a ) bazisda A matritsa orqali, 
Ф chiziqli operator (b) bazisda В  matritsa orqali berilgan bo‘lsa, 
4/+2ф operatoming bazisdagi matritsasini toping:
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(a ):a i = (1 ,1), ai = (2 ,1 );  A 1 2Vv3 1/ 
'О 1л
>2 3v -v

(b ): b\ = (2,3), b2 = (3,2); B  =

Yechish. (a) bazisdan (e) bazisga o‘tish matritsasini topamiz:

- - -  -  -  f l 2̂  
ai = (1,1) = 1 -e\ +1- ег; ai = (2,1) = 2 • e\ + l e 2 va Г  =

0 ‘tish matritsasiga teskari matritsani topamiz:

, bundan

J  b

"1 2 1 0^ f l  2 1 O' f l 0 -1 2 '

l l  1 0 1J

iо

-1 l j lo 1 1 - U

4-1 -1 2 
1 -1

3-misoldagi M ’( f )  = T lM ( f ) T  bog‘lanishdan foydalanamiz:

M  2 V I 2 V l 2̂ | (5  O V l 2Л
1 -1 1 -1 

5 2 л 
1 -1;

vl b  v 
1 10
-1 -3

-2  1 vl b

5 10Demak, / operatoming (e) bazisdagi matritsasi
V- 1

Endi (b) bazisdan (e) bazisga o‘tish matritsasini topamiz: 

bi = (2,3) = 2 • e\ + 3 • e j ; bi = (3,2) = 3 -ei + 2 ■ 62.

0 ‘tish matritsasi T = '2 3' 
3 2Xy

. Uning teskarisini topamiz:

"2 3 1 o N
(  4 

i  -  2
l
2

\
0

/
1 0

2
5

3 ' 
5

^3 2 0 l j
v °  - !

3
2

1
У

0
V

1
3
5

2

5 J
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Bundan T -l 1 -2  3

Endi ф operatorning (e) bazisdagi matritsasini topamiz: 

r -2 3 V 0  1V2 3̂  i Г 6 7 V 2  ЗлM '(  Ф) = 1
3 -2 

33 32 
-13 -12

2 3 3 2 v 3 2

Demak, (e) bazisda /  operator matritsasi 5 10 
-1 -3

; ф opera

tor matritsasi -
-13 -12

ga teng. U  holda

4/ + 2ф = 4
-1 -3

2
+ 5 -13 -12 v-4 -12

' 66 1 O
N

1

+ 5
26

5
24

 ̂ 5 T j
 ̂ 166 264 л

5 5 
46 84

v "  5 Т у

3-misol.
1 0 1 
0 1 1 
3 1 0

operatorning xos vektorlari va xos

qiymatlarini toping.
Yechish. Berilgan operatorning xos qiymatlarini topish uchun 

|XE — A\ = 0 tenglikdan foydalanamiz:

= Ш - 1 )2 - 3(Л. — 1) =

= (X - l )  (Х(Л.- 1 )-4 ) = (A.- 1)(X,2 - X,-4 ) = 0.

f l 0 0N f l 0 1> X - l 0 -1
X 0 1 0 - 0 1 1 = 11о

lo 0 ij 1з 1 oj -3 -1 X

Bundan X{ = 1, X2 = 1±n/P7 , xos qiymatlami topamiz.
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Endi, berilgan operatorning xos vektorlarini topish uchun 
(A - XE) X  = 0 tenglamadan foydalanamiz. Bu tenglamalarning 
noldan farqli yechim lari berilgan operatorning xos vektorlari 
bo'ladi.

X,j=l uchun xos vektorlami aniqlaymiz:

{ A - E ) X  = 0
f f \ 0 1л '  

0 1 1 
,,3  1 0

1 0 o '
\

M
' o '

0 1 0 x2 0

0 0 b J KXU
'0 0 1 ' 'x ,' 'O' & II о X, € Д,

<=> 0 0 1 x2 = 0 & и о o- x2 = -3x
1з 1 - i j ,*3, lo j 3xj + x2 i

& и о x 3 = 0.
4 >

Demak, A,1= l xos qiymat uchun berilgan operatorning xos 
vektorlari {(x, ,-3x, ,0) | x, e  R  a  x , * 0} to‘plamdan iborat.

1-VT7 uchun xos vektorlami topamiz:

A -(A - X E )X  = 0 »

''l-yJTi
f l  0 n

V

1 0 n 2
0 1 1 - 0
3 1 oj 0

1-VT7

0
1-n/17

2
0

0

0

1-л/17

r v '0^
x2 = 0 о

,хз, ^ J

<=>

^  1-V17 
2

0

3

0

1-VT7
2

1

1

1

i-JTf

M 'o'
*2 =0

loj
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о (л i-VF^ п
1---— Jx j +*3 ’

3xj + X j- 1 - 1 # х 3 =0

1 ------ — J x j +х3 = 0 , 1- 1-717' х, + х 3 = 0 ,
У

\  1-717", п1---х— I Xj + х3 = 0, о2
1-ТТ7л Xj + Х3 =0

<=>

Xj =-
1+ТТ7~3 

2

х3 = 0,

х2 ----- г=хз = 0,
1+717 '

Demak, Х7 1-717 xos qiymat uchun operatoming xos vek

torlari 2 Хз ’ ~ ьТ ГГ*3 ’ Хз Hx3 e R  л хз * 0 \ to‘plam-1+717

dan iborat.

. _  1+717

1+717

uchun xos vektorlarni topamiz:

AlWl7
a 0 2

O o 0 1 1 - 0
1 oj 0

о 0

1+717
2
0

0

1+Tl7

h i
*2 = 0 о
v*3y k.0J

_ l+'Tv 
2

0

3

0

1+717
2

1

1

1

1+717

Xj '0N
x2 = 0

Kx3j к
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Demak, X = — —̂ xos qiymat uchun xos vektorlar mavjud
1_ /i 7

emas.

Misol va mashqlar

1. /  chiziqli operator ax, a2 bazisda A matritsa, cp chiziqli 
operator , b2 bazisda V matritsa yordamida berilgan bo‘lsa, /+ ф 
operatoming matritsasini toping:

/ 37 -13л1.1. ax=(\, -2), 52=(3, -5), A =

A = (l, 2) ’ 5), B  =

1.2. <*=(7,3), 5, = (2,1), ^

£=(6, 1), £= (5, 1), 5

V
а  г
2 2

ГЪ 5л
vl 2y
'3 -2
6 -6

108 -38

2. /  chiziqli operator ^ ^ (- З , 1), <^=(1,2) bazisda

-2 2
matritsa, ф chiziqli operator £=(3, 2), A2=(4, 3)



bazisda В -14 10 matritsa yordamida berilgan bo‘Isa, срср-21 15,
operatorning matritsasini toping.

3. / chiziqli operator (a) bazisda A matritsa orqali, ф chiziqli 
operator (b) bazisda В  matritsa orqali berilgan bo‘lsa, I f  + цф 
operatorning (e) bazisdagi matritsasini toping:

r2 1 л3.1. (fl): fl, (1,2), ^ (0 ,1 ); A = 

(b): 4(3,1), 4 (2 ,1 ); B  =

3.2. (a): fl, (—1,3), 3 ,0 ,1 ); A - 

(b): 4 (-2,1), 4 (2 ,4 ); В

3.3. (а): 3,(8,9), «2(3,1); A =

v3 - ly

r-\ 1л 
v4 2y

; з/ + ф.

; -2f  + Зф.

v l 5 y

(b): 4 (4,5), 4 (1 - 4 ); B  =%  -5Л 
v0 -2y ;/ - 4 Ф.

3.4. (a): fl, (1,2), fl2(3,4); A r -4 5Л 
v '? 6y

(by bx (-1 ,-2), ft, (-3,-4); 5 =

^0 2Л

v - 9  10y
; 5/- 2Ф.

3.5. (a): fl,(—7,6), 52(5-4); Л =

(6): 4 ( 2 - 1 ) ,  4 ( - 4 ,3 ) ;  5
'  3 - 5 Л
v-4 0 y ; _ з/ + ф.
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3.6. (а): щ а-1), а2 ( -2 ,1 );  А ='Ъ 7Л
5 4V /

(Ь): £ (2,1), £ (1 ,3 ); В  = 1 5' 
3 2

; 2/ + 5ф.

4. C={a+Z>/| \/a,b&R, i2 = -1} to‘plam R  maydon ustida 
rangi ikkiga teng bo‘lgan chiziqli algebra tashkil etishini isbotlang.
/ 5. Barcha л-tartibli kvadrat matritsalar to‘plami F nXn ning 

&  maydon ustida rangi n2 bo‘lgan chiziqli algebra tashkil etishi
ni isbotlang.

6. Berilgan operatorlarga teskari operatomi toping:

6.1. A "1 0'
'  0 -1 - Г

6.2. Л  = 1 2 3
1 1

1-2 1 - l j

6.3. A

\

1 0  1 2 л 
0 1 - 1 - 1  
3 1 2  4 

3 14 2

6.4. A =

1 1 1 1  
0 1 1 1  
0 0 1 1  
0 0 0 1

6.5. A

5̂ 4
0 0
6 5
0 0

62 -79
2 3 

183 201
3 4

6.6. A =

ГЪ 2 
7 5

1 2Л
2 5

0 0 9 4 
0 0 11 5

6.7. А

г2
1
2
3

5
3
Ю
8

1Л
1
7
2

6.8. А =

V

ГЪ 5
4 -2
7 8
6 4

-3 2Л
5 3
-1 5
5 3

6.9. А =

f l 2 3 41
' 0 0 0 1

1 0 0 1 0 22 3 2
1 1 1 -1 6.10. А = 0 1 0 0 2

ll 0 1 0 0 0 1-2 -6у ь -2 4 1 5 ,
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7. Quyidagi chiziqli operatorlarning xos qiymatlari va xos 
vektorlarini toping:

7.1. A =

7.3. A

7.5. A =

2 4'
.1 2,
' 1 -3 
- 1  - 2  

1 -4

0Л
3
4

1 -5 
12 -3 
1 -6

а  о о ол 
o o o o  
1 0  1 0  
0 0 0 1

7.4. A =

7.6. A =

vl
'2
0
0

0Л
2̂
0
3

0Л
2
3

0 1 0 
-4 4 0 
-2 1 2

7.8. А =

-1 0
1
0

о
5
3

0 Л
0
-3
-1

( I 1 0 0N 'Ъ -1 0 0 N
-1 1 0 0 1 1 0 0A = 7.10. A =0 0 2 4 3 0 5 -3

l o 1 1 -1 3 " i j

?/ Takrorlash uchun savollar

1. Chiziqli operatorlar ustida qanday amallar bajariladi?
2. Chiziqli algebra deb nimaga aytiladi?
3. Chiziqli operatorlar algebrasi deb nimaga aytiladi?
4. Matritsalar chiziqli algebrasini tushuntiring.
5. Chiziqli operatorning teskarisi qanday topiladi?
6. Chiziqli operatorning xos qiymatlari, xos vektorlari deb ni

maga aytiladi?

188



XMODUL. C H IZ IQ L I T E N G S IZ L IK LA R  
____________________ S IS T E M A S I________________  

23-§. | Chiziqli tengsizliklar sistemasi. Qavariq konus

J  Asosiy tushunchalar: chiziqli tengsizliklar sistemasi, yechim,
chiziqli kombinatsiya, qavariq konus, yo‘ldosh sistema.

Ushbu
ayxy + a2x2 + ... + anxn + b > 0 (1)

tengsizlik R  haqiqiy sonlar maydoni ustidagi n ta noma ’lumli chi
ziqli tengsizlik deyiladi. (1) da xv x2, ..., xn — noma’lumlar, 
at, b^R (/ = 1 ,«) esa koeffitsiyentlar deyiladi.

Agar (1) da b=0 bo‘lsa, (1) bir jinsli, b * 0 bo‘lsa, (1) bir jinsli 
bo ‘Imagan chiziqli tengsizlik deyiladi.

anxx + ai2x2 +... + ainxn + bt > 0, i = l,m  (2)
sistemaning barcha tengsizliklarini qanoatlantiruvchi x^oij, 
x2=a2, ..., x=an sonlar (2) sistemaning yechimi deyiladi.

Agar (2) tengsizlik bitta ham yechimga ega bo‘lmasa, ya’ni 
0'X1+0'X2+ ... +i)-x+b > 0 (b < 0) bo‘lsa, u ziddiyatli tengsizlik 
deyiladi.

(2) sistemaning tengsizliklarini, mos ravishda, k{ >0, k2> 0 ,..., 
km> 0 sonlarga ko‘paytirib, ulami hadlab qo‘shsak, hosil bo'lgan 
ushbu

m m m m

X  k j a j \ X \ +  Z  k J a j 2 X 2 + -  +  Z  k j a jm X m +  X  k j b J  ~  0
j =i 7=1 j =i 3=i

tengsizlik (2) sistemaning manfiymas chiziqli kombinatsiyasi deyi
ladi.

B ir xil Xj, x2, ..., xn noma’lumli ikkita hamjoyli tengsizliklar 
sistemasidan birining istalgan yechimi ikkinchisi uchun ham ye
chim bo‘Isa yoki ikkala sistema ham hamjoysiz sistema bo‘Isa, 
ular teng kuchli sistemalar deyiladi.

189



Vektorlami qo‘shish va manfiymas haqiqiy songa ko‘paytirish 
amallariga nisbatan yopiq bo‘lgan V vektor fazoning vektorlaridan 
tuzilgan bo‘sh bo‘lmagan to‘plam V vektor fazoning qavariq ko- 
nusi deyiladi.

Chiziqli tengsizliklar sistemasidan noma’lumlar sonini bittaga 
kamaytirib tuzilgan yangi sistema berilgan sistemaga yo ‘Idosh sis
tema deyiladi.

(2) sistemadan

A X„ zQ i,
Pi ^Xn,  ̂Q2 5 <

Л >xn,

sistemani hosil qilamiz. 
Bundan

Д >0,
R2 > 0,

1Д >0

(3)

ka (a  = l ,P, p = l ,q),
[Rf >0 (y = l , r )

sistemani hosil qilamiz.
Agar (3) sistemada birinchi yoki ikkinchi blok tengsizliklari 

bo‘lmasa, u holda yo‘ldosh sistema faqat Ry > 0 tengsizliklardan 
iborat bo'ladi. Agar (3) sistemada birinchi va uchinchi yoki ik
kinchi va uchinchi bloklar bo‘lmasa, u holda yo‘ldosh sistema 
mavjud emas. Ya’ni bu sistemani ayniy (0 > 0) deb qarash va 
uning yechimlari sifatida ixtiyoriy n o‘lchovli arifmetik vektomi 
olish mumkin.

1-misol. Chiziqli tengsizliklar sistemasini algebraik va 
geometrik usullarda yeching:

2xx +x2 <1,
3xy -x2 <2, 
xx + 2x2 < 4,
-x{ - 3x2 < 3.
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Yechish. 1) Algebraik usul:

2xx + x2 <1,
3x, - x7 <2, О
х, + 2x2 < 4,
-x, - 3x2 < 3

-3X2 - 3 < i- ix 2 ,

-3X2 “ 3 < |  + j * 2 ,  

- 3 x 2  - 3 < 4 - 2хз

2xj < 1 - x2, 
Зх, < 2 + x2, 
х, < 4 - 2x2, 
-3x2 < 3 + x ,,

7^5 - -  <-X , . 2 2 '
<=>

-7 < Xj

^ 1 1 
* l^ - 2 X2’

 ̂ 2 1 
Xi < -  + -  X

Xj < 4 — 2x2 , 
-3x2 - 3 < Xj

11
*2 > И .о х ^ - Й -10’
X2>-7

1 deb olamiz. U  holda
 ̂ 1 l

X^ 2  + 2’
^  2 1 *i — т  — T ’

Xi < 1,

* ■ 4 '
Xj < 6,
Xj > 0

o  0 < Xj < i .V1 - 3 3 : 
xt <4 + 2,
3 - 3 < Xj

Xj = 0 deb olsak, u holda berilgan chiziqli tengsizliklar sis
temasining xususiy yechimi sifatida (0; —1) vektomi olish mumkin.

2) Geometrik usul:

2x,
3xj

- x2 < 1, 
■ x2 < 2,

Xj + 2x2 < 4,
-Xj - 3x2 < 3

chiziqli tengsizliklar sistemasini tashkil etgan 4 ta tengsizlikning 
har biri tekislikda yarimtekislikni bildiradi. Ularning umumiy qis- 
mi berilgan sistemaning yechimi bo‘ladi.

Chiziqli tengsizliklar sistemasining yechim i Dekart koor
dinatalar sistemasidagi A1A2A3 siniq chiziq bilan chegaralangan 
sohadan iborat.
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2-misol.

xx + x2 < 2, 
2xj -x2 <1, 
3xt + 2x2 < 3, 
—Xj - x2 < 1

chiziqli tengsizliklar sistemasini geo-

metrik usulda yechib, uning manfiymas yechim lari orasidan 
berilgan /=  2x,+3x2 chiziqli formani m inimallashtiruvchi va 
maksimallashtiruvchi nuqtalarini aniqlang.

/chiziq li formani m inimallashtiruvchi nuqtalar A {—1; 0), 
maksimallashtiruvchi nuqta B (— 1; 3).
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3-misol. \ Зх, - х2 >0, chiziqli tengsizliklar sistemasi yechim- 
-Xj + 2x2 > 0

2хх + х 2 > 0 ,

larining qavariq konusini tekislikda tasvirlang.
Yechish. B ir jinsli chiziqli tengsizliklar sistemasi yechimlari- 

ning qavariq konusi uning nolmas yechimlaridan iborat. Shuning 
uchun tekislikda berilgan bir jinsli chiziqli tengsizliklar sistemasi
ning nolmas yechimlarini topamiz.

Demak, berilgan chiziqli tengsizliklar sistemasi yechimlar 
to'plam i tashkil etgan qavariq konus chizmadagi shtrixlangan 
sohadan iborat.

2xj + 3x2 - x3 > 1,
4-misol. • -*i +2x2 +3x3 <2, chiziqli tengsizliklar sistema- 

-3xj -x2 -2x3 > -2
sini yeching.

Yechish. Berilgan chiziqli tengsizliklar sistemasidan x2 ni yo‘- 
qotamiz. Buning uchun berilgan tengsizliklar sistemasiga yo‘l- 
dosh sistemani hosil qilamiz:
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2xl + Зх2 ~х3 >1, Г3х2 > -2х, + х3 +1, 
-х, + 2х2 + Зх3 < 2, <=> < 2х2 < X] - Зх3 + 2, <=> 
-Зх, - х2 - 2х3 > -2 [х2 < -Зх, - 2х3 + 2

о

. 2 1 1 Хо > —=-Х, + -̂Х3 +-. ^  3 1 3 3 3
3 !

2Xl _ 2Хз ’ 
Х2 < -Зх, - 2х3 + 2

<=>
2 1 1 1  

+ - Х ,  + -  <  - X ,3 3 - 2 > 3 +1,

“ I * 1 +1Хз +I  ~ _3Xl “ 2хз +2

■ Н Ь +( Н Ь +( Н £0-

“I +3)X1 +(l+2b  +(1-2)-0

7 11 2 л
“ б*1 +Т  “ з ’6

7 7 5 . л 
3*1 + зхз - т ^ °

<=>

X, < -х3 +-,
11 4

X, > —  Хч -  —

11 4 5<» — X, - — < -X, + — <»

о /11 ^ 5 4 18 9 Л
( у  + 1)*з — у  + у  — х3 < J  О  2х3 <1 о

х3 ning topilgan sohasidan х3=0 qiymatni olsak,

x, < —2 •

*1

Xi > - j,

ya’ni -1 < x, < у hosil bo‘ladi. Agar x,=0 deb olsak, u holda,

* 4 .
x2 < 1, ya’ni - < x2 <1 hosil bo‘ladi.
Xt < 2

Demak, berilgan chiziqli tengsizliklar sistemasining xususiy 
yechimlaridan biri (0, 1, 0) bo‘ladi.
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Misol va mashqlar

1. Quyidagi tengsizliklar sistemalarining yechimlar sohasini 
aniqlang:

1.1.

1.3.

1.5.

1.7.

1.9.

xx +x2 > -2,
2xt -x2 > -1.

3jcj - 2 x2 > 6, 
x, < 3.

2x, + x2 < -3, 
xx - 3x2 < 1,
4x, + 3x2 < 2.

4x, + 5x2 - 20 < 0, 
-7xt + 3x2 -12 < 0, 
-3X] + 8x2 +15 > 0.

8x, +8x2 -64  ̂0, 
4x, -4 x2 -16 < 0, 
-4xj + 4x2 —16 < 0, 
8x, + 8x2 + 64 > 0.

1.2.

1.4.

1.6.

1.8.

fxi - x 2 > -1, 
[2xj — x2 >3.
\4xx - 3x2 <1, 
[xj + x2 >0.

-x, + x2>4, 
x, - Зх-, < -1,
3xj

2xj

3x2 < -2.

■ x2 - 3 < 0,
Xj + x2

1.10.

6<0, 
x, - 2x2 < 0.

Xj - x2 < 0,
- X j  + x 2 -  4 < 0, 
Xj — x2 + 6 > 0, 
2 x , -  2 x 2 + 8 < 0.

2. Chiziqli tengsizliklar sistemasining har bir manfiymas chi
ziqli kombinatsiyasi shu sistemaning natijasi bo‘lishini isbotlang.

3. Quyidagi tengsizliklar sistemalarining biri ikkinchisiga na- 
tija bo‘ladimi? Teng kuchli sistemalami aniqlang:

3.1. 1) Xj — x2 < 0,
3.2. 1) —x, + x2 — 4 < 0,

4xj + 5x2 - 20 < 0,
3.3. 1) \ -7xj + 3x2 -12 < 0, 2) x2 

-3xj + 8x2 +15 > 0,

2) Xj — x2 + 6 > 0. 
2) Xj — x2 + 6 > 0.

5 < 0.

3.4. 1)
x, 2x 2 < 0,
-2xt + x2 + 3 < 0, 
X! + x2 -10 < 0;

2)

2xt - x2 - 3 > 0, 
Xj + x2 - 6 < 0, 
x, - 2x9 < 0.
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Xj - X 2 > 0,
3.5. 1) -x2 -3> 0,

4x( + 4x2 + 16 < 0;

Xj + x2 - 3 < 0,
—Xj - x2 + 5 < 0.

3.6.1) _4 X j+ 4X2 < os 

8 x t + 8 x 2 + 64 > 0.

8 x j + 8 x 2 -64 < 0, 
4xj - 4x2 —16 < 0,

2) 5Xj — 3x2 — 30 < 0.

4. asRn va а Ф 0 lar uchun {Xa \ X > 0, XeR} to‘plam Rn 
fazoning qavariq konusi bo‘lishini isbotlang. Bu qavariq konus a 
vektor yaratgan to‘g‘ri chiziq deyiladi.

5. ax ,...,am e R" vektorlar sistemasining barcha manfiymas 
chiziqli kombinatsiyalar to‘plami Rn fazoning qavariq konusi 
bo‘lishini isbotlang.

6. B ir jinsli chiziqli tengsizliklar sistemasining barcha yechim
lar to‘plami V=Rl fazoning qavariq konusi bo‘lishini isbotlang.

7. Chiziqli tengsizliklar sistemasi hamjoysiz bo‘lishi uchun 
uning biror chiziqli kombinatsiyasi ziddiyatli tengsizlik bo‘lishi 
zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

8. B ir jinsU chiziqli tengsizliklar sistemasining har bir natijasi 
bu sistemaning manfiymas koeffitsiyentli chiziqli kombinatsiyasi- 
dan iboratligini isbotlang.

9. Yo‘ldosh sistemaning har bir tengsizligi berilgan tengsiz
liklar sistemasining chiziqli kombinatsiyasi bo‘lishini isbotlang.

10. Chiziqli tengsizliklar sistemasini algebraik va geometrik 
usullarda yeching:

10 1 i
• - 3 x j + 2 x 2 < 5 ,

-2xj + 5x2 < -1, 
Xj + 3x2 < 13,

Ю.2. .  л2Xj — x2 > 1,

5xj + 3x2 > 3, 
Xj - x2 > 6,

- X j  + 3x2 < 2. - X j  +  8 x 2 >  2.
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10.3.

10.5.

10.7.

8 x , + 4 x 2 < 1 ,

- 8 x t - 4 x 2 < - 1 ,

2 x , -  3 x 2 < 5 ,

- 2 x j + 3 x 2 < - 5 .

5x , - 9 x 2 <4,
- 5 x , + 9x 2 <-4,
-2 x , + 3 x 2 < 5 ,

2 x , - 3 x 2 > - 5 ,

X, + x 2 < -1.

- 2 x + x 2 > - 1 ,
4 x , + 3 x 2 < 3 ,

- X , + 7x 2 > 5 ,

- 4 x , + 3 x 2 <-2.

10.4.

1 0 .6.

10. 8 .

llx , -Зх2 < 30, 
2х, + 5х2 < -6, 
12х, - 6х2 < 4, 
-5xj + 7х2 < 12.

2х, + 5х2 < -10, 
х, + Зх2 < 2, 

6х, + 7х2 >5, 
4xj + Зх2 < 12.

5х, - х2 <4, 
Зх, + 11х2 < 2, 
6х, + 7х2 > -5, 
-х, + Зх2 < 0.

11. Chiziqli tengsizliklar sistemasi yechimlarining qavariq ko- 
nusini tekislikda tasvirlang:

11.1.

11.3.

11.5.

11.7.

[x, +x2 > 0,
|2x, - x2 <0.

[—x, + x2 >0, 
[2x, - 3x2 > 0.

9x, + 8x2 > 0, 
2x, + 3x2 > 0, 

-4x, + 2x2 > 0, 
-7x, + 3x2 > 0.

2x, + 8x2 > 0, 
x, + 3x2 > 0, 

-x, + 2x2 > 0, 
-3x, + 3x2 > 0.

11.2 .

11.4.

1 1 .6 .

1 1 .8 .

fx, — x2 >0,
[2x, - x2 >0.

j"4x, - 3x2 < 0, 
[x, + x2 >0.

3x, -4x2 > 0, 
-2x, + 13x2 > 0, 
-4x, + 3x2 > 0, 
7x, + 3x2 > 0.

4x, + 8x2 > 0, 
6x, -3x2 > 0, 
7x, + 2x2 > 0, 
-x, - 3x2 > 0.
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11.9.

хх + x2 - 8 < 0, 
*i - x2 ~ 4 < 0,

- X , + X ,
1 1 .1 0 .3<0,

2xj + 2x2 + 16 > 0.
12. Chiziqli tengsizliklar sistemasini yeching: 

6xj -5 x2 +2x4 <11,

-8xj + 8x2 + 64 < 0, 
4xj - 4x2 -16 < 0, 
-4xt + 4x2 - 6 < 0, 
-8x, + 8x2 - 64 > 0.

1 2 .1 .

12.2.

12.3.

12.4.

12.5.

12.6.

2xj + 4x2 - x3 + 3x4 < -1,
Xj + 2x2 + 2x3 + 13x4 > 10, 
2xx -4 x2 +7x3 -2 x4 >0.

6xj - 5x2 + x3 - 2x4 <11,
Xj +4x2 - x3 +3x4 < 1,
2x2 + 2x3 + 13x4 < 17,
2x, - 7x3 - 2x4 > 0.

-2xj +3x2 — 6x3 -x4 <11, 
3xj + 6xj + 5x2 - 12x4 < 2, 
Xj - 7x2 + x3 + 4x4 > 23, 

x2 + 23x4 < 2,
-2xx + 7x2 + 2x3 + 2x4 < 14.

-2xx + 3x2 + 3x3 + 2x4 < 4, 
2xj + 4x2 - 3x3 + 3x4 < -1, 
lSxj — x2 +2x3 +1 lx4 >0, 

12xj +4x2 -6x3 +2x4 <10.

-4x, +5x2 +3x3 +4x4 <1, 
-2x, + 3x2 - 9x3 - x4 >2, 

-9xj + 10x2 - x3 >3.

-9xj + 5x2 + 3x3 - 5x4 < 1, 
3xt + 3x2 - 9x3 + x4 <2, 
7xj + 10x2 - x3 + x4 < 3.
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12.7.

1 2 .8 .

12.9.

1 2 . 1 0 .

2х, + 5х2 + Зх3 - Зх4 > 1, 
х, +3х2 -9х3 +х4 <2,

2xj + 10х2 - х3 + Зх4 < 3.
2х, - Зх2 - 9х3 + 5х4 <11, 
Зх, + х2 + 8х3 - Зх4 < 0, 

-2х, -4х2 -2х3 > 2. 
х, + 2х2 + х3 - х4 + х5 > 21, 
2х, -Зх2 -9х3 -Зх4 >3, 

Зх, + х2 + 8х3 + 2х4 + х5 <3.
х, - х3 + х3 + 5х4 - 4х5 > 7, 
х, - х2 + х3 + Зх4 - 5х5 < 6, 

х3 +хА >9.

12.11.

1 2 . 1 2 .

12.13.

12.14.

X, 3 Х2 -л-3 т  л 4

-2х, — х2 +Зх3 + 4х4 <-11,
-Зх, +3х2 -9х3 — х4 >2, 

х, + 10х2 — х3 >3.
2х, - х2 + 5х3 - 5х4 < 3, 
х, + Зх2 - 4х3 + х4 >2,
-х, + 10х2 - х3 + х4 < 3.
5х, - 2 х 2 + З х 3 - 4 х 4 <1, 
х, +3х2 -9х3 -х4 >2,

5х, + Зх2 - х3 >3.
Зх, + х2 - 2х3 - х4 <4,

-2х, + Зх2 - 4х3 + х4 <2,
-Зх, - х2 - х3 + х4 < 3.

13. /  chiziqli formaning minimum qiymatini va uni minimum 
qiymatga keltiruvchi nuqtani toping:

x, + 3x2 < 12,

1 3 .1 . /=  —x 2 + X,i ’

3x, — x2 >6, 
3x, + 4x2 > 0, 
x, >0,
3x2 > 0.
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13.2. /= xt — 4x'2’

Xj + 2x2 < 4, 
Xi < 3,
xt -2x2 > -1,
Xj > 0,
3x2 > 0.

13.3./= 2Xj — x'2’

2xj -x2 < 12, 
xt +x2 <6,
Xj + 3x2 > 1,
Xj > 0,
3x2  ̂0.

13.4./= Xj + 2x2 + 3j

2xj + 4x2 < 8, 
3x, < 6,
5x 2 < 5,
Xi > 0,
3x2 > 0.

14. /  chiziqli formaning maksimum qiymatini va uni maksi- 
mum qiymatga keltiruvchi nuqtani toping:

14.1./= 2xj + 4x2,

14.2./= —Xj + 4x;2’

4xj + 3x2 < 40, 
12xj + 3x2 < 24,
^Xj < 6,
x2 < 3,
Xi >0,
x2 > 0.

3x j + 2 x 2 < 12, 

2 x , - x 2 < 0 , 

-3xj + 2x2 < 3, 
Xj + 2x2 < 3, 
x t ^  0,
X2 2: 0.
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14.3./= 2xj + Xj,

14.4./= 3xt + 2x2,

4x j - x2 > -4, 
2xj + 3x2 < 12, 
5*! -3x2 < 15,
*2 £7,
*i >0, 
x2 > 0.

Xi +x2 > 1, 
-5xt + x2 <0, 
5xj - x2 >0, 
Xj -x2 > -1, 
Xj + x2 < 6,
Xj >0,
x2 > 0.

Takrorlash uchun savollar

1. Chiziqli tengsizliklar sistemasining umumiy ko‘rinishini 
yozing.

2. CHTS ning yechimi deb nimaga aytiladi?
3. Hamjoyli va hamjoysiz CHTS ta’riflarini ayting.
4. CHTSning natijasi deb nimaga aytiladi?
5. CHTSning manfiymas chiziqli kombinatsiyasini tuzing.
6. B ir jinsli CHTS deb nimaga aytiladi?
7. Qavariq konus ta’rifini ayting.
8. Ziddiyatli tengsizlik deb nimaga aytiladi?
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'  X I MODUL. BU R U N  SO N LA R  H A LQ A SID A  
B O ‘L IN IS H  M U N O SA BA T I

24-§, Tub va murakkab sonlar. EKU B. EKUK

/  Asosiy tushunchalar: tub son, murakkab son, natural son, 
natural bo‘luvchilar soni va yig‘indisi, EK U B , EK U K , Eyler 
funksiyasi.

Faqat ikkita turli natural bo‘luvchilarga ega bo‘lgan natural 
son tub son deyiladi.

Natural bo‘luvchilarining soni ikkitadan ortiq bo‘lgan natural 
son murakkab son deyiladi.

a > 1 natural son bo‘lsin. a = рхл p22 ■■■pi’nn tenglik a sonning 
kanonik yoyilmasi deyiladi.

Agar a va b ф 0 butun sonlar uchun a — bq munosabatni qa- 
noatlantiruvchi q butun son mavjud bo‘lsa, u holda a son b songa 
bo ‘linadi yoki b son a sonni bo ‘ladi deyiladi.

a = P\l P22 -Pnn son uchun x (a)= (a,+ l)(a2+ l)... (a^+1) va

a“1+i-i K 2+1- 1 pa"+1-iv{n) = 1- . + —- ■ . +... + . bo‘ladi.
A  -1  P2~ 1 P„ -1

a va b butun sonlarning ikkisini ham bo‘ladigan son shu son- 
laming umumiy bo ‘luvchisi deyiladi.

a v a b  natural sonlar umumiy bo‘luvchilarining eng kattasi 
shu sonlarning eng katta umumiy bo ‘luvchisi (E K U B ) deyiladi va 
u {a\ b) ko‘rinishda belgilanadi.

Agar (a; b)= 1 bo‘Isa, u holda a va b natural sonlar о ‘zaro tub 
sonlar deyiladi.

ax, a2, ..., an butun sonlarning barchasini bo‘ladigan son shu 
sonlarning umumiy bo ‘luvchisi deyiladi.

Agar (av a2> an)= l bo‘lsa, u holda av a2, ..., an natural 
sonlar о ‘zaro tub sonlar deyiladi.

Agar quyidagi ikkita shart bajarilsa, u holda <p(m) sonli funk
siya Eyler funksiyasi deyiladi:
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1. ф(1)=1.
2. ф (т) funksiya т  dan kichik va m bilan o‘zaro tub bo‘lgan 

natural sonlar soni.
Natural sonlar to‘plamida aniqlangan /  funksiya uchun 

(m; n)= 1 bo‘lganda f(m  • n)—f(m ) • f(n ) tenglik bajarilsa, u hol
da /  funksiya multiplikativ funksiya deyiladi.

Eyler funksiyasi ф(/и) ni hisoblash formulalari quyidagicha:
m=p tub son bo‘lsa, u holda Ц)(р)=г — 1.
m=ra (r — tub son, a — natural son) bo‘lsa, u holda

ф ^ а )^ - !. ^  _  1}
m = р\ц p,1 ■■■P°kk bo‘lsa, u holda

1-misol. Vn&N uchun n(n+\)(2n+\) ning 6 ga bo‘linishini 
isbotlang.

Yechish. 1-usul. Matematik induksiya metodi. n — 1 bo‘lsa, u 
holda n(n + l)(2 n  +1) ifoda 6 ga bo‘linadi. Faraz qilamiz, n=k 
uchun k (k  +1)(2к +1) ifoda 6 ga bo‘linsin, u holda n—k+1 da 
( к + \)(k+ 2 )(2k+ Ъ) ifoda 6 ga bo‘linadi. Haqiqatan ham 
(k  +1 )(k  + 2)(2к + 3) = k(k + 1)(2A: +1) + 6(к  +1)2 bo‘lganligi va 
qo‘shiluvchilarning har biri 6 ga bo‘linganligi uchun 
( к + 1)(A; + 2)(2A; + 3) ifoda 6 ga bo‘linadi.

2-usul. Natural sonlar qatorida 2 ta ketma-ket kelgan sonlar 
ko£paytmasi n(n+1) 2 ga bo‘linishidan n(n + l)(2n + \) ifoda 
ham 2 ga bo‘linadi. n= 1 bo‘lganda 1 -2-3=6 va (2,3)=1 ekan- 
ligidan ( к + 1)(A; + 2)(2k + 3) ifodaning 6 ga bo‘linishi uchun 
n(n + \)(2n +1) ifodaning 3 ga bo‘linishini ko‘rsatish kifoya. Qol- 
diqli bo‘lish haqidagi teoremaga ko‘ra har qanday natural sonni 
n=3k yoki n—3k+l, yoki n=3k+2 ko‘rinishida ifodalash mumkin. 
Bundan

1) agar n=3k bo‘lsa, u holda n(n + l)(2n + l)  ifoda 3 ga 
bo‘linadi;
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2) agar n-3k+\ ko‘rinishda bo‘lsa, u holda 2«+l=6/c+3 va 
n(n +1)(2« +1) ifoda 3 ga bo‘linadi;

3) agar n=3k+2 ko‘rinishida bo'lsa, u holda n+l=3k+3 va 
n(n +1)(2n +1) ifoda 3 ga bolinadi.

Demak, n(n +1)(2n +1) ifoda 6 ga bolinadi.
3-usul. Agar n(n + l)(2w  +1) = n(n + l)[(n  -1) + (n + 2)] = 

= (n +1)" (n +1) + n(n +1 )0  + 2) shakl almashtirishdan foyda- 
lansak, u holda n(n + \)(2n + l)  ifodani 2 ta ketma-ket keluvchi 
3 ta son ko‘paytmasidan iborat 2 ta qo‘shiluvchili yig‘indi ko‘ri- 
nishiga keladi. Ketma-ket kelgan 3 ta natural son ko‘paytmasi- 
ning 6 ga bo‘linishidan n(n + l)(2 n  +1) ifodaning 6 ga bo‘linishi 
kelib chiqadi.

2-misol. Berilgan 150 va 200 sonlar orasidagi barcha tub son
lami aniqlang.

Yechish. 150 va 200 sonlar orasidagi barcha natural sonlarni
tartib bilan yozib olamiz:

150 151 152 153 154 155 156 157 158 159
160 161 162 163 164 165 166 167 168 169
170 171 172 173 174 175 176 177 178 179
180 181 182 183 184 185 186 187 188 189
190 191 192 193 194 195 196 197 198 199
200
Tuzilgan qatorning birinchi soni 150 — juft son. Demak, 2 ga 

bolinadi. 150 dan boshlab qatorning har 2-sonini o'chirib chiqamiz: 
151 Ш  153 15* 155.................Ш

Berilgan qatordan 2 ga bo‘linuvchi sonlami o‘chirib chiqdik. 
Endi sonlar qatoridan raqamlari yig‘indisi 3 ga bo‘linadigan bi
rinchi sonni topamiz. Bu sonni va undan keyin keluvchi har 3- 
sonni qatordan o‘chiramiz. Bunda o'chirilgan sonlar o‘rni ham 
hisobga olinadi. Bu jarayonni л/200 » 14 dan katta bo‘lmagan 
tub songa bo‘linadigan sonlami o‘chirguncha davom ettiramiz. 
Berilgan qatorning o‘chirilmay qolgan sonlari 150 dan 200 gacha 
bo‘lgan tub sonlardir.
204



Ш  151 Ш  Ш  154 155 Ш  157 Ш  1S9
Ж  Ш  Ш  163 №  165 Ж  167 Ш  Ж
т  Ш  Ж . 173 Ш  Ж  Ш  Ж  Ш  179
ш  181 ш т т ш ^ т ш ш т  
т  i9 i ш  193 т  х я  т  197 т  199
200
Demak, 150 bilan 200 orasidagi tub sonlarni topish uchun

2, 3, 5, 7, 11, 13 ga bo‘linadigan sonlar qatordan o‘chirildi va 
berilgan oraliqdagi tub sonlar Eratosfen g‘alviri yordamida aniq- 
landi. U lar 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 
199.

3-misol. Berilgan 1321 sonning tub yoki murakkab ekanligi
ni aniqlang.

Yechish. Berilgan natural sonning tub yoki murakkab ekan
ligini aniqlash uchun berilgan sonning 4a songacha bo‘lgan tub 
sonlarga bo‘linishi yoki bo‘linmasligi aniqlanadi. Agar berilgan 
a son -[a gacha bo‘lgan birorta ham tub songa bo£linmasa, u 
holda u tub son bo£ladi.

Demak, 41321 a 36 ni topamiz. Berilgan 1321 sonning 
36 gacha bo£lgan tub sonlar 2, Ъ, 5,1, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31 ga 
bo£linish-bo£linmasligini tekshiramiz.

2 ga bo£linmaydi, chunki 1321 toq son;
3 ga bo‘linmaydi, chunki 1+3+2+1=7/3;
5 ga bo‘linmaydi, chunki 1321 ning oxirgi raqami 1;
1321 7 * 188;
1321 11 * 120;
1321 13 * 101;
1321 17 «77;
1321 19 «69;
1321 23 «54;
1321 29 «45;
1321 31 «42.
Demak, 1321 soni 36 gacha bo‘lgan tub sonlarga bo£linmay- 

di. U  tub son.
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4-misol. Berilgan 123 va 321 sonlarning EK U B  va EKUKlari- 
ni ikki usulda toping. EK U B n i berilgan sonlar orqali chiziqli 
ifodalang.

Yechish. Berilgan natural sonlarning EK U B  va EKU K larin i 
topish uchun ularni tub ko‘paytiruvchilarga yoyilmasidan yoki 
Evklid algoritmidan foydalanish mumkin.

1-usul. Berilgan sonlarning tub ko‘paytiruvchilarga kanonik 
yoyilmasini topamiz:

Demak, (123; 321) = 3 va [123; 321] = 3 41 107 = 13161.
2-usul. Berilgan sonlar uchun qoldiqli bo‘lish teoremasi yor- 

damida Evklid algoritmini tuzamiz:

6 = 3 2  + 0.
Evklid algoritmidagi oxiigi noldan farqli qoldiq EK U B  ni beradi. 

Demak, (321; 123) = 3. Bundan [321; 123] = {f2\'\f3) = 13161.

Topilgan EK U B  (321; 123) = 3 ning 123 va 321 lar yordami- 
dagi chiziqli ifodasini topamiz. Tuzilgan Evklid algoritmidagi qoldiq- 
lami bo‘linuvchi va bo‘luvchilar yordamidagi ifodalarini topamiz: 
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123 3 
41 41 

1

321 3 
107 107 

1

321 = 123-2 + 75; 
123 = 75-1 + 48; 
75 = 48-1 + 27;
48 = 27-1 + 21;
27 = 21-1 + 6;
21 = 6-3 + 3;

75 = 321-123-2; 
48 = 123-75-1; 
27 = 75-48-1;
21 = 48-27-1;
6 = 27-21-1;
3 = 21-6-3.



3 = 21-6-3 = (48 - 27 -1) - (27 - 21 -1) - 3 = 48 -27-4 + 21-3 =
= 123-75-1-(75-48-1)-4 + (48-27 -1)-3 = 123-75-5 + 48-7 - 
-27 • 3 = 123 - (321 -123 • 2) • 5 + (123 - 75 • 1) • 7 - (75 - 48 • 1) • 3 =

= 123 ■ 18 - 321 • 5 - 75 • 10 + 48 • 3 = 123 • 18 - 321 • 5 -
-(321 -123 • 2) • 10 + (123 - 75 ■ 1) • 3 = 123 ■ 41 - 321 ■ 15 - 75 • 3 =
= 123 - 41 - 321 -15 - (321 -123 - 2) - 3 = 123 - 47 - 321 -18 =
= 123 - 47 + 321 - (-18).

Bundan, 3 = 123 • 47 + 321 (-18) kelib chiqadi.
5-misol. Berilgan n=126 sonning natural bo‘linuvchilari soni 

va yig‘indisini, undan katta bo‘lmagan va u bilan o‘zaro tub son
lar sonini toping.

Yechish. Berilgan n sonining natural bo‘luvchilari soni x(n) 
va natural bo‘luvchilari yig‘indisini a(n), n dan katta bo‘lmagan 
u bilan o‘zaro tub sonlar soni (p(n) lam i aniqlash uchun n soni
ning tub ko‘paytuvchilarga kanonik yoyilmasini topamiz. Agar 
n = bo‘lsa, u holda

x (n) = (a , + l)(a 2 + l)...(a „ + 1);

K } A-l A-1 Pn~ 1 ’

bo‘ladi.
n= 126 ning tub bo‘luvchilarga kanonik yoyilmasini topamiz:

126
63
21
7
1

2
3
3
7

Bundan, 126 = 21 • 32 • 71 ekan. U  holda
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a) т(126) = (1 +1)(2 +1)(1 +1) = 2 • 3 • 2 = 12. Demak, 126 ning
natural bo‘luvchilari 12 ta. Haqiqatan ham ular: 1, 2, 3, 6, 7, 9,
14, 18, 21, 42, 63, 126;

22 -1  33 - l  72 -1  3 26 48b) a(126) = T T -1 - r ~  = T -T -T  = 26-12 = 312.

Haqiqatan ham,
1+2+3+6+7+9+14+18+21+42+63+126=312.

f l » ( l M ) - 1 2 6 - ( l - ^ ) ( l - i ) ( l - I ) . 1 2 6 . f f ‘ - 3 6 .

Demak, 126 dan katta bo‘lmagan, u bilan o‘zaro tub sonlar 
soni 36 ta.

6-misol. 23! ning tub ko‘paytiruvchilarga kanonik yozilmasi- 
ni toping.

Yechish. Berilgan n\ sonning tub ko‘paytuvchilarga yoyilma- 
sini topish uchun, n dan katta bo‘lmagan tub sonlar qanday 
daraja bilan kanonik yoyilmada qatnashishini topamiz.

23 dan katta bo‘lmagan tub sonlar 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23.
2 ning 23! ning kononik yoyilmasidagi darajasini topamiz. 

Buning uchun 23 ni 2 ga bo‘lamiz. Bu jarayonni bo‘linma 2 dan 
kichik son bo‘lguncha davom ettiramiz:

23 = 211 + 1,
11 = 2 5  + 1,
5 = 2*2 + 1,
2 = 2 1  + 0.
Demak, 2 ning kanonik yoyilmadagi darajasi 11+5+2+1=19.
3 ning darajasini topamiz:
23 = 3-7 + 2,
7 = 3-2 + 1.
3 ning darajasi 7+2=9.
5 ning darajasini topamiz: 23 = 5 • 4 + 3.
5 ning darajasi 4.
23 = 7 • 3 + 2.
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7 ning darajasi 3.
23 = 11 • 2 + 1.
11 ning darajasi 2.
13 ning darajasi 1, chunki 23 = 13 • 1 + 10.
Xuddi shunday, 17, 19, 23 laming ham yoyilmadagi daraja- 

lari 1 ga teng.

Demak, 23! = 219 • 39 • 54 • 73 • l l 2 • 13 • 17 • 19 • 23 .
_ . , [a-b =768, . . ,7-misol. < / sistemani qanoatlantiruvchi a va b son-

\(a,b) = S
larni toping.

Yechish. Berilgan a va b sonlarning eng katta umumiy bo‘luv
chisi 8 ekanligidan, bu sonlami a=%k va 6=8/, /c,/eZko‘rinishda 
yozib olamiz. Bu yerda (k,l)=  1. Bundan a- b = %k -8/ = 
= 64 • к -I = 768 va к ■ I = 12 larni hosil qilamiz. Demak, 12 
o‘zaro tub к va / sonlarning ko‘paytmasi ko‘rinishida ifodalanadi. 
Quyidagi holatlar bo‘lishi mumkin:

Bundan,

к / к • I
1 12 12
3 4 12
4 3 12
12 1 12

a b a • b
8 96 768
24 32 768
32 24 768
96 8 768

Demak, [a, b ): (8;96), (24;32), (32;24), (96;8)

||ё0 Misol va mashqlar

1. Tub va murakkab sonlarning quyidagi xossalarini isbotlang:
1.1. a >1 murakkab sonning 1 dan boshqa eng kichik natu

ral bo‘luvchisi r bo‘lsa, u holda r son tub son bo‘ladi.
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1.2. Наг qanday natural a va r tub sonlar yoki o‘zaro tub, 
yoki a son r ga bo‘linadi.

1.3. Agar ab ko‘paytma biror r tub songa bo‘linsa, u holda 
ko‘paytuvchilardan kamida bittasi r ga bo‘linadi.

1.4. Agar ko‘paytma r tub songa boiinib, uning barcha ko‘- 
paytuvchilari tub sonlardan iborat boMsa, u holda bu ko‘paytuv- 
chilardan biri r ga teng bo‘ladi.

1.5. 1 dan boshqa ixtiyoriy natural son yoki tub son, yoki 
tub sonlar ko‘paytmasi shaklida yoziladi, agar bu ko‘paytmada 
ko‘paytuvchilarning o‘rni e’tiborga olinmasa, u holda bu ko‘payt- 
ma yagona bo‘ladi.

2. Eratosfen g‘alviri yordamida berilgan sonlar orasidagi bar
cha tub sonlami aniqlang:

2.1. 1050 va 1150. 2.2. 2100 va 2200.
2.3. 1100 va 1200. 2.4. 2550 va 2650.
2.5. 1880 va 2000. 2.6. 4550 va 4670.
2.7. 5555 va 5750. 2.8. 4660 va 4770.
2.9. 4422 va 4525. 2.10 1122 va 1222.
3. Berilgan natural sonning tub yoki murakkab ekanligini 

aniqlang:
3.1. n = 1559. 3.2. n = 1627.
3.3. n = 1783. 3.4. n = 3061.
3.5. n = 3709. 3.6. n = 4057.
3.7. n = 1987. 3.8. n = 2339.
3.9. n = 2671. 3.10. « = 3343.
4. Butun sonlar halqasida bo‘linish munosabatining quyidagi 

xossalarini isbotlang:
4.1. ( V a e Z , f l ^ 0 ) 0 : f l .
4.2. (V a e Z, a 0) a : a.
4.3. (V a e Z ) a : 1.
4.4. (V a, b, с e Z, b * 0, с Ф 0 ) ((a  : b) л (b : с)) => (a : с).
4.5. (V  a, b e Z, а ф 0, b ф 0 ) ((a  • ti)/\(b \ a)) => (b=±a).
4.6. (V a, b, с e Z, с Ф 0) a : c=> ab : c.
4.7. (V  a, b e Z, с Ф 0) ((a  : с) л (b : c)) => (a ± b) : c.
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4.8. (Vfl, bt eZ, a * 0, / =1, n) ((bx : а) л (b2 : а)л ...л(Ьп : a)) => 
^>(blcl ± b2c2± ... ± bncn) : a (c(. e Z, i = 1 ,n).
5. Ixtiyoriy a butun, b natural sonlar uchun shunday yagona 

q butun son va yagona manfiymas r butun son topiladiki, nati
jada ushbu a=bq+r, 0 < r <b munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. Is
botlang.

6. n = р"л p'j1 ...p lk sonning bo‘luvchisi d bo‘lishi uchun d 
sonning kanonik yoyilmasi d = pf1 р\г ...plk bo‘lib, bunda P(< a; 
(/= 1, k ) bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

7. Berilgan n natural sonning natural bo‘luvchilari soni va 
yig‘indisini:

7.1. n ~  60. 7.9. n = 1000.
7.2./z=100. 7.10. n — 1200.
7.3. n = 360. 7.11. n — 1542.
7.4. n = 375. 7.12. n = 3500.
7.5. n = 720. 7.13. n = 680.
7.6. и = 957. 7.14. n = 865.
7.7. n = 988. 7.15. n = 779.
7.8. n = 990. 7.16. n = 410.
8. n\ ning tub ko‘paytuvchilarga kanonik yoyilmasini toping:
8.1. n = 55. 8.7 n = 53.
8.2. n = 92. 8.8. n = 45.
8.3. и = 87. 8.9. и = 50.
8.4. я = 63. 8.10. n = 38.
8.5. n = 34. 8.11. n = 90.
8.6. n = 99. 8.12. n = 100.
9. Quyidagi xossalami isbotlang:
9.1. (a,b)—(a+b,a+2b).
9.2. (a; b) = d bo‘Isa, u holda shunday и va v butun sonlar 

topiladiki, ular uchun au+bv=d tenglik bajariladi.
9.3. (a; c)= 1 л (b; c)= 1 => ((aft; c)= l).
9.4. ((о б : с) л (a,c)~ 1) => (b: с) (с ф 0).
9.5. ((a;b)= 1) => ((an;bn)= 1) (V«eiV).
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9.6. ((a;b)^d) => 1).
9.7. ((а:Ь)л(а:с)л((Ь;с)=1) => (tf/Z>c) (Z>^0, с *  0).
9.8. a=bq+r=> (a;b)=(b;r).
9.9. d son a va b sonlaming EK U B i bo‘lishi uchun d umu- 

miy bo'luvchi a va b sonlaming har qanday umumiy bo‘luvchi- 
siga bo‘linishi zamr va yetarli.

9.10. Agar (д1,д2,...,дп)=й? bo£lib, (av a2)=d2, (d2,a})=d3, ..., 
(dn-i,an)=dn bo‘lsa, u holda dn=d bo‘ladi.

10. Berilgan sonlaming EK U B in i ikki usulda toping:
10.1. 1232, 1672.
10.2. 135, 8211.
10.3. 589, 343.
10.4. 29719, 76501.
10.5. 469459, 519203.
10.6. 179370199, 4345121.
10.7. 12606, 6494.
10.8. 162891, 32176.
10.9. 7650, 25245.
10.10. 35574, 192423.
10.11. 10140, 92274.
10.12. 46550, 37730.
11. x va у natural sonlami toping:

(x ,y ) = 30. (x ,y ) = 20.
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I m  Takrorlash uchun savollar

1. Arifmetikaning asosiy teoremasini bayon eting.
2. Tub va murakkab sonlarning qanday xossalarini bilasiz?
3. Bo‘linish munosabati xossalarini bayon eting.
4. Qoldiqli bo‘lish haqidagi teoremani bayon eting.
5. Sonli funksiya deb nimaga aytiladi?
6. x(«) va a(n) sonli funksiyalar qanday hisoblanadi?
7. Ikkita sonning EK U B i deb nimaga aytiladi?
8. n ta sonning E K U B i qanday topiladi?
9. Ikkita sonning EK U K i deb nimaga aytiladi?
10. я ta sonning EK U K i qanday topiladi?
11. 0 ‘zaro tub sonlar deb nimaga aytiladi?
12. Evklid algaritimini tushuntiring.

25-§. Chekli zanjir kasrlar. Munosib kasrlar

J  Asosiy tushunchalar: uzluksiz zanjir kasr, chekli zanjir kasr, 
munosib kasr.

Ushbu

кflo +--------
a, +

a2 +...

(ai (i=Q,k), b j(j= l,k ) butun sonlar) ko‘rinishdagi ifoda uzluk
siz zanjir kasr deyiladi. Agar (1) da bl=b2= ... =bk=1, a0 -  butun 
son, av a2, ..., ak — natural sonlar bo‘lib, ak> 1 bo‘lsa, u holda 
ushbu



1
ао +---  j

а{ + — 
я2 + •••

1... + —
ак

ifoda chekli zanjir kasr deyiladi.

T = aQ +------ -------  bo'lsin.
<3, +■

&2 + —
1

.. + ■

A0=a0 deb olaylik. U  holda bu nolinchi tartibli munosib kasr 
deyiladi.

Ax = ao +-~- = ~ ~  — birinchi tartibli munosib kasr deyiladi.

A2 = a{) + — Ц _ — ikkinchi tartibli munosib kasr deyiladi.
ai+—

«2

A = T esa n-tartibli munosib kasr deyiladi.

Ay = deb belgilaylik. U  holda R0=a0, Q0~ 1 hosill Qo
bo‘ladi.

A\ = Oq + = ^ '+- = desak, u holda Q=ax

hosil bo'ladi.
l PiA2 = a0 +---j- = jr —  ikkinchi tartibli munosib kasr;

a\+— ^
°2

pn
A = T=  n---n- tartibli munosib kasr.

"  Qn
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Shu yo‘l bilan R̂ , Rv R1, ..., Q0, Qv Q2, ... ketma-ketliklar- 
ni hosil qilamiz. Bu ketma-ketliklardan quyidagi rekurrent for- 
mulalami hosil qilamiz:

^ k ~  P/c- 1 a k r ^ k —2 ’ Qk~~ Q k-X 0 ^  Q k -2 '
Pk
----- k- tartibli munosib kasr deyiladi.

R_2=0, Q_2= l, Q-i~ 0 deb belgilaylik. Lekin ularning
o‘zi ma’noga ega emas. Yuqoridagi tushunchalardan quyidagi 
jadvalni tuzamiz:

к - 2 - 1 0 1 2 ... n— 1 n

A — — Oq ax «2 «n—1 an
Pk 0 1 Po Px Pi Pn~X Pn
Qk 1 0 Qb Qi Qi Qn-1 Qn

1-misol. Berilgan kasrni chekli zanjir kasr ko‘rinishida

ifodalang va uning munosib kasrlarini toping.
104Yechish. kasrni chekli zanjir kasr ko'rinishida ifodalash 

maqsadida 104 va 23 sonlari uchun Evklid algoritmini tuzamiz:

104 = 23-4 + 12;
23 = 12-1 + 11;
12 = 111  + 1;

11 = 1-11 + 0 .

Evklid algoritmidagi tengliklaming har ikkala tomonini bo‘- 
luvchilarga bo‘lamiz:

Ю4 , , 12 .



Hosil bo‘lgan tengliklaming o‘ng tomonidagi kasr sonni uning 
teskarisi bilan almashtirish natijasida

121 = 4 + H  = 4 + J_  = 4 +  
23 23 23

12

1

1h“
12

= 4 + -
1+

12
11

= 4 + -
1+ 1

1+1
11

chekli zanjirni hosil qilamiz. Uni qisqacha ^ -  = [4; 1, 1, 11]
23

ko‘rinishda ifodalaymiz. Agar berilgan kasr manfiy bo‘lsa, birin-
23 3chi qoldiqni musbat qilib olamiz. Masalan, - - j j  = -2  + — va kasr 

qismi chekli zanjir ko‘rinishida ifodalanadi:

23 о 3
'Тз = Тз -2 +

_1_
13
3

-2 +
1

4+—
3

r  = [-2 ; 4, 3].

Berilgan = [4; 1, 1, 11] ning munosib kasrlarini topish
23

uchun quyidagi jadvalni tuzamiz:
к - l 0 1 2 3

Як — 4 1 1 11

Pk l 4 5 9 104

Qk 0 1 1 2 23

A  , P ,  P2Demak, ^ -  = 4; ^ - = 5; 02
b  A  
2 ’ (h

104
23 '

2-misol. Berilgan Vl4 sonni zanjir kasr ko‘rinishida ifodalang.

Yechish. Vl4 = 3 + — ;
«i

a, = 1

a ,  =

>/14-3

___ 1_
VT4+3

a 2

Vl4+2

V l4 -1
2 + -

«3
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1 2 ч/14+2 _ .  1
013 “  V14+2 2 “  л/14-2 "  5 + а 4 ’

2
а 4 = - = J ------= = ^  + 3 = 6 + J _

4 л/14+2 л/14-3 а5
5

1 1

а 5 -  V T 4 + 3 - 6  ■  л / 1 4 - 3 '

а5 = а, bo‘lganligi uchun, yana yuqoridagi jarayon hosil bo‘ladi. 

Demak, V l4 = [3 ; (1, 2, 1, 6)].

3-misol. - M i x  + 343 j  = 119 tenglamani butun sonlar to‘p_ 
lamida yeching.

Yechish. Tenglamani 117(-x) + 343у = 119 ko‘rinishida yozib 
olamiz va ax + by + с tenglama agar (a, b) = 1 bo‘lsa,

X = ( - 1 Г 1 C-Qn̂  +bt, 
у = (-1 )” -c-Pn_x -  at, t <EZ 

formulalar orqali topiladigan butun yechimlarga ega. В uning

uchun -r kasming munosib kasrlari topiladi. 
b

^ uchun chekli zanjir kasrni topamiz:

117 = 0-343 + 117;
343 = 117 - 2 +109;
117 = 109 1 + 8;
109 = 8-13 + 5;
8 = 5 1  + 3;
5 = 3 • 1 + 2;
3 = 2 1  + 1;
2 = 1-2 + 0 .

Demak, ^ j  = [0 ;2 , 1, 13, 1, 1, 1, 2]. Munosib kasrlar 

jadvalini tuzamiz:
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к - l 0 1 2 3 4 5 6 7
— 0 2 1 13 1 1 1 2

Pk l 0 1 1 14 15 29 44 117

Qk 0 1 2 3 41 44 85 129 343

Р6 = 44, Q6 = 129 lardan foydalanamiz.

v  . u. f - x b = ( - l ) 6 -119-129 = 15351;
Xususiy yechim: | ^  = ( _ !) .  1 1 9 .44 =-5236.

Umumiy yechim:

f-x  = 15351 + 343/, jc = -15351-343/,
= -5236 - 117/, t e z  y0ki у = -5236 - 117/, t e z.

117Berilgan misolni yechishda -  uchun zanjir kasrni tuzish 
ham mumkin.

117
U holda “ з4 з= [~1;1’ 1> 13, 1, 1, 1, 2] bo‘lib, k=S,

a = -117, b = 343, с = 119, PnA = P7 = -44, Q„_, = Q1 = 129 
bo‘ladi.

Jx  = -15351+ 343/,
Undan j ̂  _ 5235 + \\7t t &z yechimlar hosil bo‘ladi.

[>Sv) Misol va mashqlar

1. Quyidagi tasdiqlarni isbotlang:
1.1. Har qanday ratsional con chekli zanjir kasrga yoyiladi va 

bu yoyilma yagona bo‘ladi.

1.2. Ak = | L (*  = M ) .

1.3. Кк0 к-]~Рк- хЯк= {-1 )к~х tenglik к ning har qanday qiy- 
matida to‘g‘ri bo‘ladi.

p
1.4. Ak = munosib kasrning surati bilan maxraji o‘zaro

tub, ya’ni {Rk\ Qk)= 1 boiadi.
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2. Berilgan kasmi chekli zanjir kasr ko‘rinishida ifodalang:

2 .1 .— . 2 .2 .— .
17 279 2.3. -  — . 2.4.63 67

2.5. — . 2.6.337 15 2.7. — . 2.8. — .52 35

2.9. 1,23. 2.10. 2 .1 1 .- Jg . 2.12. 507 .225 1001
3. Berilgan irratsional sonlami chekli zanjir kasr orqali ifoda

lang:

3.1. VTI. 3.2. V1 2 . 3.3. л/ТЗ -

3.4. л/28. 3.5. л/30. 3.6. ->/59 -

3.7. 1 + л/2. 3.8. 1+V3 
2 ‘

on 2+V5J.7. 3 .

3.10. 3+2̂ .  3.11 2+V7 
’ 2 3.12. .

4. Quyidagi zanjir kasrlar orqali ifodalanuvchi qisqarmas
kasrlami toping:

4.1. [2;1,3,4,2]. 4.7. [4;(3 ,2 ,1)].
4.2. [2; 1,19,1,3]. 4.8. [(2,1)].
4.3. [2;1,1,3,1,2]. 4.9. [3;(3,6)].
4.4. [1;1,2,3,4], 4.10. [1;(1,2)].
4.5. [0;4,1,2,5,6]. 4.11. [1;7,(1,6)].
4.6. [ 2 ;1 ,3 ,1,1,5]. 4.12. [3;(5 ,2 ,1,2)].
5. Berilgan tenglamalami butun sonlar to‘plamida yeching:
5.1. 38x + 117};= 209. 5.2. 23x-42y  = 72.
5.3. 119 x -6 8 y  = 34. 5.4. 15x + 28y = 185.
5.5. 41x + H4y = 5. 5.6. 90x - 5 y  = 5.
5.7. 49x + 9y = 400. 5.8. lO x - l ly  = 15.
5.9. 12x + 3ly  = 170. 5.10. 31x -  47y = 23.

5.11. 37x + 23y = 15. 5.12. lOlx + 39y = 89.
5.13. 53x + 17j> = 25. 5.14. -26x  + 174.y = 2.

5.15. 64x -  39>> = 15. 5.16. -6 x  + 11>> = 29.
219



5.17. 3827х + 3293у = 1869. 
5.19. 571х + 359у = -10.

5.18. - 1 0 х  + 23у = 17.

5.20. 903х + 5}> = 43

Takrorlash uchun savollar

1. Uzluksiz kasr deb nimaga aytiladi?
2. Chekli zanjir kasr deb nimaga aytiladi?
3. Ratsional sonni chekli zanjir kasrga yagona yo‘l bilan 

yoyishni bayon eting.
4. Munosib kasrlar haqida tushuncha bering.
5. Munosib kasrlar haqidagi teoremalami bayon eting.
6. Chekli zanjir kasrlar tatbiqiga misollar keltiring.

26-§, Sistematik sonlar va ular ustida amallar

J  Asosiy tushunchalar: sanoq sistemasi, asosi g ga teng bo‘lgan 
sistematik son, sistematik sonlami qo‘shish, ayirish, ko‘pay- 
tirish, bo‘lish.

0 ‘nlik sanoq sistemasidan boshqa 2, 5, 7, 12, 60, ... sanoq 
sistemalari ham mavjud. Bu sanoq sistemalarining barchasi bitta 
umumiy yo‘nalish asosida quriladi.

m > 1 natural son bo‘lib, M={0, 1, 2, ..., m— 1} to‘plam beril- 
ganda har qanday a natural son uchun ushbu a=aQ+alm + 
+a2m2+...+anmn=a0m°+a1m1+...+anmn (a^M, i=\,n, an*  0) 
yoyilma mavjud va yagonadir. a natural sonning bu ko‘rinishi 
a ni m ning darajalari bo ‘yicha yoyish deyiladi.

Ixtiyoriy g > 2 natural son va har qanday m natural son uchun

+... +a{g+a() (0<at< g - l , i = 0 ,n - l ,  l< a n<g~l)

tenglikni yoza olamiz. Undagi a0, av ..., an lar m sonning raqam- 
lari deyiladi, uni m={anan_l ,...,ala(j) ko‘rinishda qisqacha yozish 
mumkin. Bu ko‘rinishdagi son asosi g ga teng bo‘lgan sistematik 
son deyiladi.

g asosli ixtiyoriy a va b sonlarni qo‘shish, ayirish, ko‘payti- 
rish va bo‘lish ko‘phadni ko‘phadga ko‘paytirish kabi bajariladi.
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1-misol. Hisoblang:

(2023324 + 222014) + (2201114 -  323034) -  232303014 :1 134 .
Yechish. 4 lik sanoq sistemasida berilgan amallarni bajarish

uchun qo‘shish va ko‘paytirish amallari jadvallarini tuzib olamiz:

+ 0 1 2 3 x 0 1 2  3
0 0 1 2 3 0 0 0 0 0
1 1 2 3 10 1 0 1 2  3
2 2 3 10 11 2 0 2 10 12
3 3 10 11 12 3 0 3 12 21

Berilgan misoldagi amallarni bajaramiz:

1) + 2023324 Tekshirish: _  2311334
222014 2023324

2311334 222014

2) _ 2201114 Tekshirish: + 1212024
323034 323034

1212024 2201114

3) + 2311334 Tekshirish: _  10130014
1212024 2311334

10130014 1212024

4) _  232303014 1134 Tekshirish: v 2002034
232 2002034 1134
_  303 1201221

232 + 200203
_  1101 200203

1011 232302114
30,

232302114 + 304 = 23233014

5) . 10130014 
2002034

1213210,
Demak, javob: 12132104.
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2-misol. n asosda berilgan sonni m va к asoslarga o‘tkazing: 
a = 211, n = 3, m = 2, fc = 4 .

Yechish. Berilgan a sonni 3 lik sanoq sistemasidan 2 lik 
sanoq sistemasiga o‘tkazish uchun berilgan sonni va hosil bo‘la- 
digan bolinmalarni 2 ga bo‘lamiz:

2 1 13 23 _  1023 2 3 - 1 2 1 ^ - 2 3 2з — 1з 2 3
2 1 0 2 ,  2 1 2 3 И 2 3 J a _ 1,  0 O3

11 12 1 0 1
1 1 1 1

o
l

1

Bu jarayonni bo'linmada 0 hosil bolguncha davom ettiramiz. 
Oxirgi qoldiqdan boshlab barcha qoldiqlar yordamida berilgan 
sonning 2 lik sanoq sistemasidagi ifodasini topamiz: 2113=101102.

Tekshirish ikki usulda bajariladi:
1-usul. 2113 va 101102 sonlar o‘nlik asosga o‘tkazilib solish- 

tiriladi.
2-usul. 101102 uchlik asosga o‘tkaziladi.

2113 = 2 • 32 +1 ■ 31 +1- 3°  =18  + 3 + 1 = 22,0,

10U02 = 1 • 24 + 0 • 23 +1 • 22 +1 • 21 + 0-2° = 16 + 4 + 2 = 2210.
Demak, 2 1 13 son ikkilik asosda to‘g‘ri ifodalangan. 2 1 13 ning 

to‘rtlik asosdagi ifodasini topamiz. Buning uchun 2 1 13 ning 
o‘nlik asosdagi ifodasini topib, hosil bo‘lgan sonni to‘rtlik asosga 
o'tkazamiz: 2113 = 2210.

22 4 ,o —  1̂0 4 ,o —  lio 4 ,o

20 1̂0 4 l,o 0 1̂0

2 1 1

Demak, 2210=1124, bundan 2113=1124. Tekshirish yuqorida- 
gi usullarda bajariladi.
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1. Hisoblang:
1.1. 11012 + 10112.

1.3. 10001102-  110112. 
1.5 . 3604., • 4237.

1.2 . 10112 - 11012.
1.4. 1000112 : 1012.
1.6. 7(10)112 • 5(11)7312.

1.7 . 230547 + 43267.
1.8. (10)(11)79212 + 9534(10)12 + 70(10)012.
1.9. 261537 : 3267. 1.10. 8(1005)(11)12 : 9(10) 
1.11. 1018 : 32g.
2. Hisoblang:
2 .1 . 1 1 0 1 1 ,1012 + 101 ,0 112. 2 .2 . 1 1 ,0012 • 1 ,012.
2.3. 111,012 • 101,1012. 2.4. 0,258 • 0,438.
2.5. 2,58 • 3,48.
3. Amallami bajaring:
3.1. 73068 + 25645g -6 7  748 -  26 1 568.
3.2. (4256 • 546 -  5316 • 436). : 2456.
3.3. 206718 : 1318 -  1408.
3.4. 232135 : 325 + 1135 • 35 -  12425.
3.5. 2320115:104 + 12345 • 3225 -  10221315.
3.6. (563„ + 2178) • 15я + (2365„ -  6368):17„ -  15122*.
3.7. 12ОШ 3 : 1023 + 2OI3 • 123 -  П 22О3.
3.8. 63257 -  4567 -  1503357: 237 -  5517.
3.9. 32157 • 247 -  114617 : 257+15327 -  1150447.
3.10. (4123g -  42218) • 118 + (12228 + 773g) : 38.
3.11. (33334 + 22224) • 124 -  (2310204+33333334) : 234.
3.12. [(215„ + 532„) • 16„ -  (11031* -  527„)32x] : 14775*.
3.13. [(3516 • 146 -  11536 : 316 -  1506) : 2056] : 256.
4. Berilgan sonlami o‘nlik sanoq sistemasida ifodalang:
4.1. 1001112. 4.2. U0011012.
4.3 . 3458. 4.4. 5071g.
4.5. 13008. 4.6. 333117.
4.7. 46027. 4.8. (10)6(11)12.
4.9. 260147. 4.10. 421256.
4.11. 5304156.
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5. Berilgan sonlarni o‘nlik sanoq sistemasida ifodalang:
5.1. 0,1U 2. 5.2. 0,1102.
5.3. 11001,1111 5.4. 437,321g.
5.5. 0,027g.
6. Bir sanoq sistemasidan ikkinchisiga o‘ting:
6.1. 333U7 _» x12. 6.2. 210001221223 -> x9.
6.3. 46725109 -> x3. 6.4. 111101110111000012 -> x8.
6.5. 21066754„ -> 6.6. 2063157 -> xv
6.7. 32014 -> x8.
7. 0 ‘nlik sanoq sistemasidan berilgan sanoq sistemalariga 

o‘ting:
7.1. 2042 x2 , уг, 7.2. 2786 x2, yy zy
7.3. 729 -> xv 7.4. 231632 x7.
7.5. 23163 -»xg. 7.6. 17527 -> x8.
8. x ni toping;
8.1. 201,=418. 8.2. 203x=5310. 8.3. 106x=1537.
8.4. 236x=l2405. 8.5 . 324x=100223. 8.6 . 541x = 20146.
8.7. 364 =30014. 8.8. 40 lx=265?. 8.9. 100x=347.
9. Quyidagi tengliklar o‘rinli bo'lgan sanoq sistemasini toping:
9.1. 12 + 13 = 30. 9.2. 15 + 16 = 33;
9.3 .35 + 40 = 115. 9.4.236 -  145 = 61.
9.5. 263 -  214 = 46. 9.6. 216 * 3 =  654.
9.7. 656 : 5 = 124. 9.8. 736 : 6 = 121.
9.9. 1520 : 12 = 123. 9.10. 10 - 10 = 100.

*)/? Takrorlash uchun savollar

1. Sanoq sistemalari haqida tushuncha bering.
2. Sistematik son deb nimaga aytiladi?
3. Sistematik sonlar ustida amallar qanday bajariladi?
4. Bir sanoq sistemasidan boshqa sanoq sistemasiga o‘tishni 

tushuntiring.

224



XII MODUL. TAQQOSLAMALAR

27-§. Butun sonlar halqasida taqqoslamalar. 
Eyler va Ferma teoremalari

у  Asosiy tushunchalar: «taqqoslanadi» munosabati, chegirmalar 
sinfi, chegirmalaming to la  sistemasi, chegirmalaming keltiril- 
gan sistemasi, Eyler teoremasi, Ferma teoremasi.

Z  — butun sonlar halqasi bo‘lib, m> 1 natural son bo‘lsin. 
Agar Z  halqaga tegishli a va b sonlarni m natural songa bo‘l- 

ganda hosil bo‘lgan qoldiqlar teng bo‘Isa, yoki a — b ayirma m ga 
bolinsa, ya’ni a=b+mq tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda a va b son
lar m modul bo'yicha taqqoslanadi deyiladi va u a=b(mo&m) 
ko‘rinishda belgilanadi.

m ga bo‘linganda r ga teng bir xil qoldiq beradigan butun 
sonlar to‘plami m modul bo‘yicha chegirmalar sinfi deyiladi va r 
kabi belgilanadi.

m modul bo‘yicha tuzilgan har bir chegirmalar sinfidan ix
tiyoriy bittadan element olib tuzilgan to‘plam m modul bo‘yicha 
chegirmalaming to ‘la sistemasi deyiladi.

m modul bilan o‘zaro tub bo‘lgan barcha chegirmalar sinfidan 
ixtiyoriy bittadan chegirma olib tuzilgan to‘plam chegirmalaming 
m modul bo ‘yicha keltirilgan sistemasi deyiladi.

Eyler teoremasi. Agar (a;m)=\ bo‘Isa, и holda o4>(m)=l (modw) 
taqqoslama o ‘rinli bo‘ladi.

Ferma teoremasi. Agar (a;r)=1 b o ‘lsa, и holda ap~1=\ 
(modm) taqqoslama o ‘rinli bo ‘ladi.

1-misol. a=2511 sonini 6=123 ga bo‘lgandagi qoldiqni toping. 
Yechish- Qoldiqli bo‘lishi haqidagi teoremadan foydalanib

a—bq+r, 0 < r< b ifodani topamiz: 2511=123 • 20+51.
Demak, a=2511 ni 6=123 ga bolganda r = 51 qoldiq qoladi.
2-rtnisol. a=25112 ni 6=16 ga bo‘lgandagi qoldiqni toping. 
Yechish. a=2Sni sonini 16 ga bo‘lish uchun taqqoslamaning

xossalaridan foydalanamiz. 25=16-1+9 ekanligidan 25=9(modl6) 
kelib chiqadi. Bundan
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2542 =9112s(92)56=8 1 56 . 81=16 • 5+1 ekanligini e’tiborga ol- 
sak, u holda 25 ll2=8156= 156= 1 (mod 16).

Demak, 25112 ni 16 ga bo‘lganda 1 qoldiq qoladi.
3-misol. Agar 100a+100Z>+c = 0 (mod 21) bo‘lsa, u hol

da a — 2b + 4c = 0 (mod 21) ekanligini isbotlang.
Isbot. Taqqoslamaning ikkala tomonini modul bilan o‘zaro 

tub 4 songa ko‘paytiramiz: 400a+40b+4c = 0 (mod 21).
400=21 ■ 19+1, 40=21 • 2+(—2), 4=21 • 0+4 lardan foydala- 

nib, quyidagi taqqoslamalami yozamiz :
400a = a (mod21), chunki 400a — a — 399a I 21;
40b ее -2b  (mod 21), chunki 40b -  {-2b) = 42b \ 21;
4c = 4c (mod 21), chunki 4c — 4c = 0 : 21.
Berilgan taqqoslamadan yuqoridagi taqqoslamalami e’tiborga 

olib, 400я+406+4с = a — 2b + 4c (mod 21) taqqoslamani hosil 
qilamiz.

Demak, 400a+40Z>+4c = 0 (mod 21) shartdan a~2b+4c = 
= 0 (mod21) kelib chiqadi.

Misol va mashqlar

1. Butun sonlar halqasida aniqlangan taqqoslama munosaba- 
tining quyidagi xossalarini isbotlang:

1.1. Taqqoslama ekvivalent binar munosabat.
1.2. Bir xil modulli taqqoslamalami hadma-had qo‘shish 

(ayirish) mumkin.
1.3. Taqqoslamaning bir qismidagi sonni uning ikkinchi qis- 

miga qarama-qarshi ishora bilan o‘tkazish mumkin.
1.4. Taqqoslamaning ixtiyoriy qismiga modulga karrali sonni 

qo‘shish mumkin.
1.5. Bir xil modulli taqqoslamalami hadma-had ko‘paytirish 

mumkin.
1.6. Taqqoslamaning ikkala qismini (modulni o‘zgartirmay) 

bir xil natural darajaga ko‘tarish mumkin.
1.7. Modulni o‘zgartirmagan holda taqqoslamaning ikkala 

qismini bir xil butun songa ko‘paytirish mumkin.
1.8. Agar x=y(modm) bo‘lsa, u holda ixtiyoriy butun koef- 

fitsiyentli /(х)=а0х”+а1лл~1+... +an_yx+an, f(y)=a0f + a xf ~ l+...+
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+ап-\У+ап ko‘phadlar uchun f ( x ) = f  (у) (mod m) taqqoslama 
o‘rinh bo‘ladi.

1.9. Agar bir vaqtda at = bt (modm)(i—l,n)  va x = y (modm) 
taqqoslamalar o‘rinli bo‘lsa, u holda
а0лл+а1Уг_1+...+аи1х +an= b0 У  + bly"~l+...+bn_1y+bn (mod m) 
taqqoslama o‘rinli bo‘ladi.

1.10. Taqqoslamada qatnashuvchi qo‘shiluvchini o‘zi bilan 
teng qoldiqli bo‘lgan ikkinchi songa almashtirish mumkin.

1.11. Taqqoslamaning ikkala qismini modul bilan о‘zaro tub 
bo‘lgan ko‘paytuvchiga qisqartirish mumkin.

1.12. Taqqoslamaning ikkala qismi va modulini bir xil musbat 
songa ko‘paytirish mumkin.

1.13. Taqqoslamaning ikkala qismi va moduli umumiy 
ko‘paytuvchiga ega bo‘lsa, u holda bu taqqoslamaning ikkala qis
mi va modulini bu umumiy ko‘paytuvchiga bo‘lish mumkin.

1.14. Agar taqqoslama bir nechta modul bo‘yicha o‘rinli 
bo‘lsa, u holda bu taqqoslama shu modullarning eng kichik 
umumiy bo‘linuvchisi bo‘yicha ham o‘rinli bo‘ladi.

1.15. Agar taqqoslama biror m modul bo‘yicha o‘rinli bo‘lsa, 
u holda bu taqqoslama modulning ixtiyoriy bo‘luvchisi bo‘yicha 
ham o‘rinli bo‘ladi.

1.16. Taqqoslamaning bir qismi va modulining EKUBi bilan 
uning ikkinchi qismi va modulining EKUBi o‘zaro teng bo‘ladi.

1.17. Sinfning bitta chegirmasi m modul bilan o‘zaro tub 
bo‘lsa, u holda bu sinfning barcha elementlari ham m modul bi
lan o‘zaro tub bo‘ladi.

2. Bo‘lish natijasida hosil bo‘lgan qoldiqni toping:
2.1. 15231 ni 14 ga.
2.2. 15231 + 2 ni 16 ga.
2.3. 15325 -  1 ni 9 ga.
2.4. 121231 + 144324 ni 13 ga.
2.5. 208208 ni 23 ga.
2.6. 215783 -  7 ni 25 ga.
2.7. 379821 + 5 ni 17 ga.
2.8. 102732 + 10 ni 22 ga.
2.9. 182815 -  3 ni 14 ga.
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2.10. 2100 + 5200 ni 29 ga.
2.11. 131054 -  23 • 16285 + 2217 ni 15 ga.
2.12. 292929 -  343434 + 29 • 41 • 6231 -  24 • 17120 ni 31 ga.
3. Har qanday a, b lar uchun quyidagilami isbotlang:
3.1. ( lla + 5 )2”+1 + (Ub+6)2n+i = 0 (mod 11).
3.2. (13а+3)3и+2 + (13Z»—4)3«+2 + i s  о (mod 13).
3.3. 93"+1 + 33й+1 + 1  = 0 (mod 13).
4. Berilgan sonlaming oxirgi ikkita raqamini toping:
4 1 2999 4 2. 3999. 4.3. 2341.
4.4. 289289. 4.5. 203203203. 4.6. 1414‘4.

4.7. 99?. 4.8. T 9\
5. Isbotlang:
5.1. Agar (a + b — c) ■ 2 bo‘lsa, u holda (a — b — c) \ 2.
5.2. Agar (11a + 2b) : 19 bo‘lsa, u holda (18a + 5b) : 19.
5.3. Agar (a — 5b) • 17 bo‘lsa, u holda (2a + lb) • 17.
5.4. Agar (12a — 7b) : 16 bo‘lsa, u holda (4a + 23b) • 16.
5.5. Agar (a — 5b) • 19 bo‘lsa, u holda (10a + lb) • 19.
5.6. Agar (16a — 11Z> + c ) : 21 bo‘lsa, u holda (11 a — b+  2c) : 21.
5.7. Agar (6a -  lib ) I 31 bo‘lsa, u holda (a —lb) I 31 .
5.8. Agar (50a + 86 + с) I 21 bo‘lsa, u holda (a + b + 8c) : 21.
5.9. Agar (15a + 3b) i 17 bo'lsa, u holda (5a + b) i 17 .
5.10. Agar (50a — b + 60c) • 388 bo‘lsa, u holda (a — 4b + 41c) 1194.
6. Quyidagilarning qaysilari uchun Eyler teoremasi o‘rinli 

ekanligini aniqlang:
6.1. a = 2, m = 9. 6.2. a — 2, m = 15.
6.3. a — 3, m — 4. 6.4. a = 3, m = 9.
6.5. a = 3, m = 16. 6.6. a = 4, m = 9.
6.7. a = 5, m = 24. 6.8. a = 2, /и = 33.
6.9. a = 3, m = 24.
7. Quyidagilarning qaysilari uchun Ferma teoremasi o‘rinli 

ekanligini aniqlang:
7.1. a — 2, p = 3. 7.2. a = 2, p = 5.
7.3. a = 3, p — 2. 7.4. a = 10, p = 5.
7.5. a = 5, p = 2. 7.6. a = 5, p = 3.
7.7. a = 5, p = 1. 7.8. a = 4, p = 3.
7.9. a = 4, p = 5. 7.10. a = 14,/» = 7.
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8. Eyler teoremasi yordamida bo‘lishdan hosil bo‘lgan qoldiq
ni toping:

8.1. 767 ni 12 ga. 8.2. 109345 ni 14 ga.
8.3. 197157 ni 35 ga. 8.4. 356273 ni 39 ga.
8.5. 383175 ni 45 ga. 8.6. 293275 ni 48 ga.
8.7. 439291 ni 60 ga. 8.8. 527144 ni 65 ga.
8.9. 353160 ni 75 ga. 8.10.48584 ni 129 ga.
9. Ferma teoremasi yordamida bo‘lishdan hosil bo'lgan qol

diqni toping:
9.1. 9 3253 ni 7 ga. 9.2. 500810000 ni 5, 7, 11, 13 ga.
9.3. 4250 ni 17 ga. 9.4. 2059 ni 17 ga.
9.5. 259833 ni 17 ga. 9.6. 230347 ni 37 ga.
9.7. 7150 ni 67 ga. 9.8. 512402 ni 101 ga.
10. Bo‘lish natijasida hosil bo‘lgan qoldiqni toping:
10.1. 4583 ni 24 ga. 10.2. 676 ni 26 ga.
10.3. 96113 ni 92 ga. 10.4. 20441 ni 111 ga.
10.5. 460150 ni 425 ga. 10.6. 76317 ni 29 ga.
10.7. 342256 ni 29 ga. 10.8 . 58 1 3792 ni 37 ga.
10.9. Ю10 ni 67 ga. 10.10. 244408 ni 73 ga.
10.11. 749193 ni 79 ga. 10.12. 341245 ni 89 ga.
10.13. 175411 ni 629 ga. 10.14. 2721141 ni 135 ga. 
10.15. 35100 ni 1242 ga. 10.16. 206и+5 ni 9 ga, neN.
11. Bo‘lish natijasida hosil bo‘lgan qoldiqni toping:
11.1. 7100 + 8100 ni 5 ga. 11.2. 1010°+  4010° ni 7 ga.
11.3. 3100 + 4100 ni 7 ga. 11.4. 550 + 2570 ni 9 ga.
11.5. 2580 + 408° ni 11 ga. 11.6. 1560 + 203° ni 13 ga.
11.7 . 570 + 750 ni 12 ga. 11.8 . 3500 + 7500 ni 101 ga.
11.9. (1237156 + 145)28 ni 111 ga.
11.10. 3-575 + 4-7100 ni 132 ga. 11.11. 5329 • 4317ni 37 ga.
11.12. 378561 • 427921 ni 41 ga. 11.13. 3720 • 23u ni 61 ga;
11.14. З19' 37" 1!*  19 • 37 ga;
11.15. (5622 + 179 -  346) • 923 ni 23 ga.
11.16. (63157 + 25058) • 926 ni 23 ga.
11.17. 7161 -  380 ni 100 ga.
11.18. (1237156 + 34)28 ni 111 ga.
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12. Quyidagi sonlaming oxirgi ikkita raqamini toping:
12.1. 3100. 12.2. 3219. 12.3. l l 243.
12.4. 13219. 12.5. 17900. 12.6. 19882.
12.7. 9031294. 12.8. 5731931. 12.9. 2100.
12.10. 2153. 12. 11. 10254.
13. Isbotlang:
13.1. 211' 31 = 2 (mod 11 • 31).
13.2. 219<73 ~ !) = 1 (mod 19 ■ 73).
13.3. 217 ’ 19 = 23 (mod 17 • 19).
13.4. 21093' 1092 = 1 (mod 10932).
13.5. 273' 37 “ 1 = 1 (mod 73 • 37).
14. Isbotlang:
14.1. a7 — a l 42. 14.2. a11 — a I 66.
14.3. a21 -  аъ \ 27. 14.4. a42 -  a2 \ 100.
14.5. a103 -  a3 i 125.
14.6. a12 -  bn i 65, (a,65) = (b,65) = 1.
14.7. an -  a \ 2730.
14.8. a560 -  1 i 561, (a, 561) = 1.
14.9. a561 — a \ 11.
14.10. a10 -  a6 -  a4 + 1 ! 35, (a, 35) = 1.
14.11. 14120 -  1 : 45.
14.12. 13176 -  1 i 89.
14.13. 372654500 + 72 ■ 107 ! 18.
14.14. 21093 -  2 : 10932.
14.15. 4323 + 2343 i 66.
14.16. 222555 + 555222 i 7.
14.17. 2201199 + 69220"  9 + 11969220 ; 102.
15. Ixtiyoriy m,n natural sonlar uchun quyidagilami isbotlang:
15.1. n1 +6n \ 1. 15.2. 10"(9n -  1) + 1 ! 9.
15.3. 3 • 52"+1 + 23n+1 •: 17. 15.4. 62"+1 + 5”+2 i 31.
15.5. Agar m = 2n bo‘lsa, 20m + 16m — 3m — 1 • 323.
15.6. mn(m60 -  n60) i 56786730.
15.7. Agar (m,12) = (n, 12) = 1 bo‘lsa, m% — b9€ \ 144.
16. Isbotlang:
16.1. Agar Oj + a2 + ... + an= 0 (mod30), ava2,...an&Z bo‘lsa, 

u holda a\ + c% +... + a5n = 0 (mod 30).

230



16.2. Agar neN, (a, 10) = 1 bo‘lsa, u holda amn+l = a (modlOOO).
16.3. Agar (n,6) = 1 bo‘lsa, u holda n2= 1 (mod 24).
16.4. a6m + a 6n= 0 (mod 7) => a \ l ,  m, n e N.
16.5. Agar a butun sonning kubi bo‘lsa, u holda

(a — l)a( a + 2) = 0 (mod 504).

V Takrorlash uchun savollar

1. Taqqoslama deb nimaga aytiladi?
2. Taqqoslamaning sodda xossalarini bayon eting.
3. Modul bo‘yicha chegirmalaming to‘la sistemasi deb nima

ga aytiladi?
4. Modul bo‘yicha chegirmalaming keltirilgan sistemasi deb 

nimaga aytiladi?
5. Eyler va Ferma teoremalarini bayon eting.

Birinchi darajali va tub modul bo‘yicha
yuqori darajali taqqoslamalar

i f  Asosiy tushunchalar: bir noma’lumli n- darajali taqqoslama, 
taqqoslamaning yechimi, teng kuchli taqqoslamalar, bir no
ma’lumli birinchi darajali taqqoslama, tub modulli taqqoslama.

Koeffitsiyentlari butun sonlardan iborat
/(x) = atf? + axyTx + ... + an_ xx + an 

ko‘phad berilgan bo‘lsin.
Ushbu /(x)^O(modtfO (a0 son m ga bo‘linmaydi, a{sZ, 

m> 1) ko‘rinishdagi taqqoslama bir noma’lumli n- darajali taq
qoslama deyiladi.

Agar x=c bo‘lganda / (c)=0 (modm) taqqoslama to‘g‘ri bo‘lsa, 
u holda с son f[x) taqqoslamani qanoatlantiradi deyiladi.

Agar с son f(x )  taqqoslamani qanoatlantirsa, u holda с che
girmalar sinfi / (x) taqqoslamaning yechimi deyiladi.

Yechimlari to‘plami ustma-ust tushgan taqqoslamalar teng 
kuchli taqqoslamalar deyiladi.

Ushbu ax=b (modm) (a,b e Z, Vm g N) ko‘rinishdagi taq
qoslama bir noma ’lumli birinchi darajali taqqoslama deyiladi.
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Agar f(x )—a0xp+ axxn~x+ ...+ an_lx+an, a^Z, p — tub son, 
(a0, p)=1 bo‘lsa, u holda Дх) = 0 (mod p) taqqoslama tub modulli 
n-darajali bir noma ’lumli taqqoslama deyiladi.

1-misol. 7 • x = 10 (mod4) taqqoslamaning yechimlarini taq
qoslama xossalaridan foydalanib toping.

Yechish. (7,4)= 1 ekanligidan taqqoslama yagona yechimga 
ega ekanligi kelib chiqadi. 7 va 11 sonlari 4 dan katta bo‘lganligi 
uchun 7 • x= 3x (mod4) va 10 = 2 (mod4) lardan foydalanib, 
3x= 2 (mod 4) ni hosil qilamiz. Bundan 3x= —x (mod 4) ni e’ti
borga olib, —x = 2(mod 4) ni, va nihoyat x = —2(mod 4) ni hosil 
qilamiz.

Agar —2 = 2(mod 4) ni qo‘llasak, u holda x = 2(mod 4) kelib 
chiqadi.

Tekshirish: 7 2 = 1 0  (mod 4),
14= 10 (mod 4) => (14 — 10) = 4 : 4

kelib chiqadi
2-misol. Taqqoslama xossalaridan foydalanib, 21 x= 47 (mod 38) 

taqqoslamaning yechimlarini toping.
Yechish. 41 =9  (mod 38) dan 21 x= 9 (mod 38) hosil boladi.

(27.38)=1 bo‘lgani uchun taqqoslama yagona yechimga ega.
(9.38)=1 bo‘lgani uchun taqqoslamaning ikkala tomonini 9 ga 
bo‘lamiz: 3x^1 (mod 38).

Taqqoslamaning o‘ng tomoniga 38 ni qo‘shamiz: 3x= 39 (mod 38). 
Hosil bo‘lgan taqqoslamaning ikkala tomonini (3,38)= 1 bo‘lgani 
uchun 3 ga bo‘lamiz: x= 13 (mod 38).

Tekshirish: 27 • 13 -  47 = 304 = (38 ■ 8) i 38.
3-misol. Berilgan 7x= 10 (mod 4) taqqoslamani tanlash usuli 

bilan yeching.
Yechish. ax= b (mod m) taqqoslamaning yechimlarini tan

lash usuli bilan topish uchun awal yechimlar sonini aniqlaymiz. 
So‘ngra m modul bo‘yicha chegirmalar to‘la sistemasidagi har bir 
sinfning yechim bo‘lish-bo‘lmasligini tekshiramiz.

lx=  10 (mod 4) taqqoslamada (7,4) = 1.
Demak, yagona yechim mavjud. 4 modul bo‘yicha chegirma

lar to‘la sistemasidagi 0, 1, 2, 3 sonlar x noma’lum o‘miga birma- 
bir qo‘yib tekshiriladi. Qaysidir chegirmalar sinfi yechim bo‘lishi 
ma’lum bo‘lsa, tekshirish jarayonini to‘xtatamiz:
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x=0 da 7 • 0 = 10 (mod 4) o‘rinli emas, chunki (0—10)/ 4 ;
x= l da 7 • 1 = 10 (mod 4) o‘rinli emas, chunki 7—10=3/ 4;
x=2 da 7 ■ 2 = 10 (mod 4) o‘rinli, chunki 14—10=4 • 4.
x = 2 (mod 4) yechim bo‘ladi. Qolgan sinflar berilgan taqqos

lamaning birgina yechimi mavjud bo‘lganligi sababli, tekshiril- 
maydi.

Tekshirish. 7 - 2  — 10 = 14 — 10 = 4 : 4 .
4-misol. 2x= 5 (mod 9) taqqoslamaning yechimlarini tan- 

lash usuli yordamida toping.
Yechish. 9 modul bo‘yicha 0, ±1, ±2, ±3, ±4 chegirmalar 

sinflaridan (2;9)=1 bo‘lganligi uchun berilgan taqqoslamaning 
yagona yechimini topamiz:

2 -0  = 0 * 5  (mod 9);
2 1 = 2 * 5  (mod 9);
2 • (-1 ) = - 2 * 5  (mod 9);
2 2 = 4 * 5  (mod 9);
2 • (-2 )  = -4  = 5 (mod 9).

Demak, x= — 2 (mod 9), ya’ni x= 7 (mod 9) berilgan taqqos
lamaning yechimi.

Tekshirish: 2 - 7  — 5 = 14 — 5 = 9 : 9 .
5-misol. lx=  10 (mod 4) taqqoslamani Eyler teoremasi yor

damida yeching.
Yechish. Agar a ■ x = b{modm) taqqoslama (a,m)= 1 bo‘lsa, 

u holda uning yechimi x = b ■ c f {m)~l (mod m) formula yordami
da topiladi. Haqiqatan ham, Eyler teoremasiga ko‘ra, афЫ =

= l(m odm ). Bundan a ^ b  = bimodm) va a cfim)~lb = b(mjdm)

larni hosil qilsak, x = ba^m) ' (mod m) kelib chiqadi.

7x = 10(mod4) dan a = l ,  6 = 1 0 ,  m = 4 yechim 

x = 10 • 7ф(Ч̂ ' (mod 4) ni topish uchun ф(4) ni aniqlaymiz. 4=22 

ekanligidan ф(4) = 4 • |l -  = 2 kelib chiqadi.
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va 6 = 2 (mod 4) taqqoslamalardan foydalansak, x = 10 • 72_1 =
= 2-3 = 6 = 2(mod 4 ), ya’ni jc = 2(mod 4) yechimni hosil qilamiz. 

Tekshirish: 2 • 10 -1 0  = 14 -1 0  = 4 :4  .

6-misol. 27x = 24 (mod 102) taqqoslamaning yechimlarini 
Eyler metodidan foydalanib toping.

Yechish. (27,102)=3 va 24=2-8. Demak, taqqoslama 3 ta ye
chimga ega. Berilgan taqqoslamaning ikkala qismi va modulni 3
ga bo‘lamiz: 9x = 8 (mod 34).

Bunda a = 9, m=34, b = 8 bo‘lgani uchun x = b- c f{m)A (mod m) 

dan x = 8 • 9<p<34)_1 (mod 34) ga ega boiamiz.

ф(34) = 2 • 17 |l -  |l -  = 16 ekanligini e’tiborga olamiz:

x = 8• 915 = 8• 9• 914 = 4 ( 92 )7 = 4 1 37 = 4-137 = 4 1 3 (132)3 = 
= 18 • ЗЗ3 = 18 • 33 • (33)2 = 16 -12 =16 (mod 34).

Bundan x = 16 (mod 34) ga ega bo‘lamiz.

Tekshirish: 9 • 16 -  8 = 136 :34. U holda 27x = 24 (mod 102) 
taqqoslama

x = 16 (mod 102),

x = 16 + 34 (mod 102),

x = 16 + 34 • 2 (mod 102) yechimlarga, ya’ni

x = 16 (mod 102),

x = 50 (mod 102),

x = 84 (mod 102) yechimlarga ega.

Tekshirish: 27 • 16 -  24 = 408 i 102;
2 7 - 5 0 - 2 4  = 3126il02;
27 • 84 -  24 = 2244 i 102.

Demak, x  = 10• 72 1 (mod4). Agar 10 = 2(m od4 ) ,  7 = 3(mod4)
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7-misol. 7 x = 10 (mod 4) taqqoslamani munosib kasrlar 
yordamida yeching.

Yechish. Agar ax = b (mod m) taqqoslamada (a,m) = 1 va 

Pn_, son ^  ning oxiridan oldingi munosib kasr surati bo‘lsa,

u holda x = b ■ (-1 )"-1 Pn„x (mod m) berilgan taqqoslamaning 
yechimi bo‘ladi.

4
Berilgan taqqoslamada m=4, a= l bo‘lganidan, j  ning muno

sib kasrlarini topamiz:

4 = 7 0  + 4;
7 = 4 1  + 3;
4 = 3 1  + 1;
3 = 1-3 + 0.

Bundan j  = [0; 1, 1, 3] ko‘rinishda bo‘ladi.
Munosib kasrlar jadvalini tuzamiz:

к - l 0 1 2 3

<lk — 0 1 1 3

Pk l 0 1 1 4

Qk 0 1 1 2 7

Demak, Pn l = P2 = 1 va x = b • (-1)"-1 РпЛ = 10 ■ (-1)3-1 • 1 s  

= 10 = 2 (mod 4). Berilgan taqqoslamaning yechimi mavjud ekan. 

Tekshirish: 1 ■ 2 -1 0  = 14 -1 0  = 4 : 4 .

8-misol. 220x = 28 (mod 348) taqqoslamaning yechimlarini 
munosib kasrlar yordamida toping.

Yechish. (220,348) = 4 va 28 : 4 dan berilgan taqqoslama 
4 ta yechimga ega ekanligi kelib chiqadi. Taqqoslamaning ikkala

87tomoni va modulni 4 ga bo‘lamiz: 55x = 7 (mod 87). kasrni 

chekli zanjir kasr ko‘rinishiga keltirib, munosib kasrlar jadvalini
235



tuzamiz: —  = [1;1,  1, 1, 2,  1, 1, 4] .  Bundan,

к 1 0 1 2 3 4 5 6

9k — 1 1 1 2 1 1 4

Pk 1 1 2 3 8 11 19 87

va n=6, Pn_j = P5 =19,  b=7, w=87 larni x = (-l)"i^  ^(modm) 
formulaga qo‘ysak, x = (-1 )6 • 19 • 7 = 133 = 46 (mod 87) kelib 
chiqadi.

Demak, 55x = 7 (mod 87) ning yechimi x = 46 (mod 87) 
va 220x = 28 (mod 348) ning yechimlari x = 46; 133; 220;
307 (mod 348).

Tekshirish: 220 ■ 46 -  28 = 10092 i 348;
220-133-28  = 29232i348;
220 • 220 -  28 = 483721348;
220-307-28  = 67512:348.

9-misol. 7 x = 10 (mod 4) taqqoslamani 7 ga 4 modul bo‘yi- 
cha teskari sinfi orqali yeching.

Yechish. ax = b (mod m) taqqoslamada (a,m)=1 bo‘lsa, u
holda 1 ning a va m sonlarga chiziqli yoyilmasini topamiz: 
1—au+mv yoyilmadagi и soni a soniga m modul bo'yicha teskari 
son bo‘ladi.

7
Evklid algoritmi yordamida berilgan ^ sonlarning eng katta

umumiy bo‘luvchisining chiziqli ifodasini topamiz:
7 = 4 • 1 + 3; 3 = 7 - 4 1 ;
4 = 3 1  + 1; 1 = 4 - 3 1 .
3 = 1-3 + 0.
Bundan 1 = 4 -  3 1  = 4 - ( 7 -  4-1) = 4- 2 -  7 = 4 2 + 7 ( - l ) . 

Demak, l = 4- 2 + 7 ( - l ) .  7 soniga 4 modul bo‘yicha teskari son
— 1 yoki —1 = 3 (mod 4) ekanligidan 3 soni bo‘ladi.
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7х = 10 (mod 4) taqqoslamaning ikkala tomonini 7 ga 4 
modul bo‘yicha teskari son 3 ga ko‘paytiramiz: ((3,4)= 1).

7 • 3x = 10 • 3 (mod 4);
21x = 30 (mod 4);
2lx = x (mod 4);
30 x = 2 (mod 4) 

lardan x = 2 yechimni topamiz.

Tekshirish: 7 - 2 - 1 0  = 1 4 -10  = 4 :4 .

10-misol. 37x = 25 (mod 107) taqqoslamani teskari sinf
yordamida yeching.

Yechish. (37,107)=1 dan berilgan taqqoslamaning yagona 
yechimi mavjudligi kelib chiqadi. 107 modulda 37 ga teskari sonni 
topamiz:

107 = 37-2 + 33;
37 = 33-1 + 4;
33 = 4-8  + 1;
4 = 1 • 4 + 0.

1 = 33 -  4 ■ 8 = 33 -  (37 -  33 • 1) • 8 = 33 • 9 + 37(-8) =
= (107 -  37 • 2) • 9 + 37(-8) = 107 • 9 + 37(-26).
Bundan 1 = 107 • 9 + 3 7 (-2 6 ), ya’ni 107 modulda 37 ga tes

kari s in f—26 ni musbat son bilan almashtiramiz: —26+107=81. 
Hosil bo‘lgan 81 ga berilgan taqqoslamaning ikkala qismini ko‘pay-

tiramiz va 37 • 81x s  28 • 81 (mod 107) dan x = 2025 (mod 107), 

ya’ni x = 99 (mod 107) yechimni topamiz.

Tekshirish: 37 • 99 -  25 = 3638 i 107.

11-misol. 21 x + 38_y = 47 tenglamani taqqoslamalar yorda
mida yeching.

Yechish. Tenglamaning butun yechimlarini taqqoslamalardan 
foydalanib topish uchun 27x = 47 (mod 38) bir o‘zgaruvchili taq
qoslamani tuzib olamiz. (27,38)=1 ekanligidan taqqoslamaning

237



bitta yechimi mavjud. 47 = 9 (mod 38) dan 27 x = 9 (mod 38) ni

hosil qilamiz. Bundan 3x = 1 (mod 38) va x = 13 (mod 38) 
kehb chiqadi.

x = 13 (mod 38) berilgan 27 x = 9 (mod 38) taqqoslamaning

yechimi. U  holda |l3,4—̂ 13 j = {13,-8} berilgan tenglamaning 

yechimlaridan biri bo‘ladi.

ax + by = с tenglamaning barcha yechimlari x' = x0 + у / ,

у' = Уц +^t ko‘rinishda bo‘lib, bu yerda x0=13, _v0= —8, m=18,

fx' = 13 + 38/, 
o=27, d= 1. Demak, = _g _ ( £ z

Tekshirish: 27(13 + 38/) + 38 (-8 -  27/) = 47;

351+ 1026/- 3 0 4 -1026/ = 4 7 ;
47 = 47.

3x = 11 (mod 17),
12-misol. - 15x^ 35  (mod 13), taqqoslamalar sistemasini 

21x = 33 (mod 30)
yeching.

Yechish. Berilgan taqqoslamalar sistemasidagi har bir taqqos
lama yechimlari yuqoridagi misollarda keltirilgan usullardan biri 
yordamida topiladi:

x = 15 (mod 17), 
x = 11 (mod 13), 
x = 3 (mod 10).

Hosil qilingan taqqoslamalar sistemasidagi taqqoslamalar 
modullari o‘zaro tub bo‘lganligi uchun ularning eng kichik umu
miy karralisi 7l/bo‘yicha quyidagi qiymatlarni topamiz:

M = 17 13 10 = 2210;
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1/f 2210 л М1 = = 130;

М2 =

м ,

17
2210

13
2210
10

= 170; 

= 221 .

Quyidagi taqqoslamalami tuzib, yechimini topamiz:
1) 130 j ,  = 1 (mod 17),

У\ = И;

2) 170y2 s  1 (mod 13),

y2 =i ;
3) 221 j3 == 1 (mod 10),

Уг =1-
Bundan berilgan taqqoslamalar sistemasining yechimi 

x = *b =130-14-15 + 170-1 + 11 + 211-1-3 = 29833 = 1103 (mod 2210),

ya’ni x = 1103 (mod 2210) kelib chiqadi.
Agar berilgan taqqoslamalar sistemasidagi uchinchi taqqos

lamaning 3 ta yechimi borligini e’tiborga olsak, u holda taqqos
lamalar sistemasining 3 ta yechimini topish mumkin:

x = 15 (mod 17), 
x = 11 (mod 13), 
x = 3 (mod 30),

x = 15 (mod 17), 
x = 11 (mod 13), 
x = 23 (mod 30).

x = 15 (mod 17), 
x = 11 (mod 13), 
x = 13 (mod 30),

x = 5523 (mod 6630); x = 3313 (mod 6630); x = 1103 (mod 6630) 
yechimlar hosil qilinadi.

x = 2 (mod 15),
13-misol. • x = 7 (mod 20), taqqoslam alar sistemasini 

x = 12 (mod 35)
yeching.

Yechish. Taqqoslama ta’rifiga ko‘ra birinchi taqqoslamadan 
x = 2 + 15t ,t  e Z ifodani hosil qilamiz. Bu qiymatni ikkinchi taq- 
qoslamaga qo‘yamiz: 2+ 15? = 7 (mod 20). Bundan, 15/ = 5 (mod 20) 
yoki t s  3 (mod 4) ni olamiz. Yana taqqoslama ta’rifini qo‘llab,
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z = 3 + 4k, k& z  ifodani olamiz. Bu ifodadan x = 2 + \5t = 
= 2 + 15(3 + 4k) = 47 + 60к kelib chiqadi. Hosil qilingan x ning 

ifodasini uchinchi taqqoslamaga qo‘yamiz: 47 + 60A; = 12 (mod 35) 
taqqoslamani yechib, к = 0 (mod 7) yechimni topamiz.

Bundan к = 11, I e Z kelib chiqadi. Hosil bo‘lgan ifodani 
x ning ifodasiga qo‘llaymiz: x = 47 + 60к = 41 + 60-7/ = 47 + 420/.

Demak, x = 47 ( mod 420) berilgan taqqoslamalar sistemasi
ning yechimi.

4 7 - 2  = 45:15,
Tekshirish: • 47 -  7 = 40:20,

4 7 - 1 2  = 35:35.

14-misol. 25 lx 54 + 63x25 -  7xn + 4x3 +2 = 0 (mod 5) taq
qoslamani soddalashtiring.

Yechish. Berilgan taqqoslamani soddalashtirish uchun taqqos
lamalar xossalari va Eyler teoremasidan foydalanamiz:

251 = 1 (mod 5);
63 = 3 (mod 5);
1 = 2 (mod 5);
4 = 4 (mod 5);
2 = 2 (mod 5).

ф (5)=4 dan

x54 = (x4 )13 • x2 = x2 (mod 5);
x25 = (x4 )6 x = x (mod 5);
x 11 = (x4 )2 • x3 = x3 (mod 5).

Keltirilgan taqqoslamalar yordamida berilgan taqqoslamani 
soddalashtiramiz:

251x54 + 63x25 -  7xn + 4x3 + 2 = x2 + 3x -  2x3 + 4x3 + 2 =
= 2x3 + x2 + 3x + 2 = 0 (mod 5).
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/"...ч
^  Misol va mashqlar

1. Quyidagi xossalami isbotlang:
1.1. Agar с son f(x)=0 (mod/и) taqqoslamani qanoatlantirsa, 

u holda с chegirmalar sinfiga tegishli ixtiyoriy son ham shu taq
qoslamani qanoatlantiradi.

1.2. Agar (a;m)= 1 bo‘lsa, u holda ax^b (mod m) taqqoslama 
yagona yechimga ega bo‘ladi.

1.3. Agar (a; m)=d bo‘lib, b son d ga bo‘linmasa, u holda 
ax= b (mod m) taqqoslama yechimga ega emas.

1.4. Agar axsb (mod m) taqqoslamada (a; m)=d bo‘lib, b son 
d ga bo‘linsa, u holda taqqoslama soni d ga teng bo'lgan ushbu

a, a  + ..., a + yechimlarga ega bo‘lib, bundagi a yechim

•̂x = ^ taqqoslamaning yagona yechimi bo‘ladi.

1.5. Agar f(x )  va g(x) koeffitsiyentlari butun sonlardan iborat 
ko'phadlar bo‘lsa, u holda / (x)=0(mod p) va (x) — (x/>~x)g(x)= 
=0 (modp) taqqoslamalar teng kuchli bo‘ladi.

1.6. Darajasi n (n>r) bo‘lgan r tub modulli taqqoslama dara- 
jasi r — 1 dan katta bo‘lmagan taqqoslamaga teng kuchli bo‘ladi.

1.7. Tub modulli л-darajali taqqoslama yechimlari soni n ta- 
dan ortiq emas.

2. Quyidagi taqqoslamalami tanlash usulida yeching:

3. Quyidagi taqqoslamalami taqqoslama xossalari yordamida 
yeching:

2.1.2x = 1 (mod 3).
2.3. 6x=7  (mod 5).
2.5. 4x= 6 (mod 10).
2.7. 5x= l (mod 11).

2.2. 8x= 3 (mod 4).
2.4. 3x= 22 (mod 7).
2.6. 12л: = 1 (mod 7).
2.8. %x= 1 (mod 16).

3.1. 7x=S (mod 13). 3.2. 6x= 11 (mod 14).
3.3. 8x = 10 (mod 14). 3.4. l l x =  -3 2  (mod 27)
3.5. 16x^50 (mod 23). 3.6. 25x= 1 (mod 37).
3.7. 17x= 23 (mod 41). 3.8. 32x^43 (mod 51).
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4. Berilgan taqqoslamalarni Eyler teoremasi yordamida 
yeching:

4.1. 5x=7 (mod 13). 4.2. 29x=3 (mod 12).
4.3. 5x=26 (mod 12). 4.4. 8x = 17 (mod 19).
4.5. 27x = 11 (mod 34). 4.6. 24x= 1 (mod 15).
4.7. 15x = 23 (mod 22). 4.8. 12x = 51 (mod 39).
5. Berilgan taqqoslamalarni chekli zanjir kasrlar yordamida 

yeching:
5.1. 15хг=37 (mod 98). 5.2. 32x = 182 (mod 119).
5.3. 105x^72 (mod 147). 5.4. 97x=53 (mod 169).
5.5. — 50x=67 (mod 177). 5.6. 69x=393 (mod 201).
5.7. 192x= 9 (mod 327). 5.8. 365x= 50 (mod 395).
5.9. —639x= 177 (mod 924). 5.10. 1296x= 1105 (mod 2413).
5.11. 1215x^550 (mod 2755). 5.12. 1919x= 1717 (mod 4009).
6. Berilgan ax = Z»(mod m ) taqqoslamalarni a ga teskari sinf 

orqali yeching:
6.1. 21x= 17 (mod 23). 6.2. 5x = l  (mod 24).
6.3. 17x= 19 (mod 24). 6.4. 13x=—1 (mod 30).
6.5. 28xs 33 (mod 35). 6.6. 12x = 24 (mod 30).
6.7. 9x= 18 (mod 41). 6.8. l l x =  31 (mod 50).
7. Quyidagi taqqoslamalarni yeching:
7.1. (a + b)x= a ^ b 2 (mod ab), (a,b) = 1.
7.2. (a2+b2)x = a — b (mod ab), (a,b) = 1.
7.3. (a + b)2x = a 2 — b2 (mod ab), (a,b) = 1.
7.4. (a — b)x= a ^ b 2 (mod ab), (a,b) = 1.
7.5. 2x= 1 + p (mod p), bu yerda p — tub toq son.
7.6. (m — l)x=  1 (mod m).
7.7. (m + l )2x= a (mod m).
7.8. ax= 1 (mod p), bu yerda p tub son va (a, p) = 1.
8. Berilgan tenglamalami taqqoslamalar yordamida yeching:
8.1. 2x + 3y = 4. 8.2. 4x — 3y = 2.
8.3. 3x + 4y = 13. 8.4. 5x + 4y = 3.
8.5. 3x + Sy = 5. 8.6. 17x + 13у = 1.
8.7. 23x + 15у = 19. 8.8. 17* -  16у = 31.
8.9. 91x — 28y = 35. 8.10. 17x -  39y = 26.
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8.11. 50х -  42у = 34. 8.12. 47х -  105у = 4.
8.13. 47х — 111 у = 89.
9. Taqqoslamalar sistemasini yeching:

f3x = 5 (mod 7), 
9Л‘ [2x = l(m od 5).

f3x = 1 (mod 5), 
[5х = 4 (mod 7).

\х = 1\ (mod 13), 
(mod 17).

Гх + 2у = 0 (mod 5), 
[Зх + 2у = 2 (mod 5).

10. Taqqoslamalar sistemasini

x = 3 (mod 8),
10.1. •x = 11 (mod 20),

x = 1 (mod 15).

x = 2 (mod 3),
10.2. •x = 3 (mod 4),

x = 4 (mod 5).

x = 1 (mod 2),
10.3. •x = 3 (mod 5),

x = 6 (mod 9).

x = 2 (mod 7),
10.4. •x = 5 (mod 9),

x = 11 (mod 15).

x = 4 (mod 7),
10.5. ■x = 9 (mod 13),

x = 1 (mod 17).

ГЗх = 1 (mod 20),
9 2 ' |2х s  3 (mod 15).

fl4x = 12 (mod 18),
{x  = 5 (mod 25).

i3x + 4y = 29 (mod 143),
9-6’ [ 2 x - 9 j  = 59(mod 143).

|5x -  у = 3 (mod 6), 
[2x + 2у = 5 (mod 6).

yeching:
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х = 5 (mod 12),
10.6. ■ x = 2 (mod 8),

x = 2 (mod 11).

x = 2 (mod 15),
10.7. < x = 7 (mod 20),

x = 12 (mod 35).

x = 4 (mod 5),
10.8. < x = 1 (mod 12),

x = 7 (mod 14).

x = 5 (mod 8),
10.9. < x = 4 (mod 11),

x = 6 (mod 17).

x = (mod 25),
10.10. • x = b, (mod 27),

х = Ьг (mod 59).

x = 1 (mod 3), 
x = 4 (mod 5),

10.11. <x = 2 (mod 7),
x = 9 (mod 11), 
x = 3 (mod 13).

11. Taqqoslamalar sistemasini yeching: 
3x = 1 (mod 10),

11.1. • 4x = 3 (mod 5),
2x = 7 (mod 9).

2x = 3 (mod 5),
11.2. • 3x s= 5 (mod 7),

3 x ^ 3  (mod 9).

4x = 1 (mod 9),
11.3. ■ 5x = 3 (mod 7),

4x s  5 (mod 12).
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11.4.

11.5.

11.6.

11.7.

12. а
gaega?

12. 1.

12.2 .

12.3.

12.4.

7х = Ъ (mod 11),
- Зх = 2 (mod 5),

15х ее 5 (mod 35).

Зх = 7 (mod 10),
<2х = 5 (mod 15),
1х ее 5 (mod 12).

5х ее 3 (mod 9),
4х ее 7 (mod 13),
8х = 4 (mod 14), 
х = 2 (mod 17).

2x = 7 (mod 13),
5x = 8 (mod 17),

' 14x = 35 (mod 19),
Ъх = 7 (mod 31). 

ning qanday qiymatlarida taqqoslamalar sistemasi yechim-

x = a (mod 6), 
x = 1 (mod 10), 
x = 2 (mod 21), 
x = 3 (mod 11).

f2x s  a (mod 4),
[3x = 4 (mod 10).

x = 5 (mod 18),
< x = S (mod 21), 
x = a (mod 35).

x = a (mod 6), 
x = 1 (mod 10), 
x = 2 (mod 21), 
x = 3 (mod 11).
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13. Darajasi berilgan taqqoslama darajasiga, bosh koeffit- 
siyenti 1 ga teng bo‘lgan teng kuchli taqqoslamani toping:

13.1. Зх3 — 5 x 2 — 2 = 0 (mod 11).
13.2. 27X3 + Их2 -  Юх + 13 = 0 (mod 59).
13.3. 7Ox6 + 78x5 + 25x4 + 68x3+52x2+4x + 3 = 0 (mod 101).
13.4. a0x"+a1x"-1+... + ап_хх + an = 0 (mod m), {aQ, m) = 1.
14. Darajasi moduldan kichik, berilgan taqqoslamaga teng 

kuchli taqqoslamani toping:
1 4 . 1 .  x 8+ 2 x 7+ x 5 — x 4 — x + 3  = 0  (mod 5 ) .

14.2. 3x14 + 4x13 + 3x12 + 2xH + x9 + 2X8 + 4x7 +
+ x6 + Зх4 + x3 + 4X2 + 2x = 0 (mod 5).

14.3. x16 + Зх8 -  5x7 -  x4 + 6x -  2 = 0 (mod 7).
14.4. 2X17 + бх16 + x14 + 5X12 + Зх11 + 2xw + x9 + 5л8 + 2x7 + 

+ Зх5 + 4x4 + бх3 + 4X2 + x  + 4 = 0 (mod 7).
14.5. 6x18 + 18x15 + Зх4 -  8X3 + x2 + 3 = 0 (mod 11).
15. Berilgan taqqoslamani soddalashtiring (darajasini pasayti- 

ring, koeffitsiyentlami moduldan kichik sonlar bilan almashtiring, 
bosh koeffitsiyenti lga teng bo‘lsin) va tanlash usulida yeching:

15.1. x 5 + x3 + x2 + 4 = 0 (mod 3).
15.2. бх4 + 17X2 -  16 = 0 (mod 3).
15.3. 28X9 + 29X8 -  26x7 + 2 0 x 4 -  17x + 23 = 0 (mod 3).
15.4. x5 + 2x4 -  2X3 -  2X2 + 2x -  1 = 0 (mod 3).
15.5. x5 + x4 — x2 — 5x + 1= 0 (mod 3).
15.6. x7 + 2X6 + x5 + 4 x 3 -  2X2 -  4x + 2 s  0 (mod 5).
15.7. х7 + 3л£ + х5 — x3 — Зх2 — 4x + 4 = 0 (mod 5).
15.8. x7 + 5 x 5 — x3 — 9 x + 3  = 0 (mod 5).
15.9. 34x10 -  29x7 + 43x4 -  19x + 37 = 0 (mod 5).
15.10. 6x10 — 12x + 1  = 0 (mod 5).
15.11. x7 — Зх6 + x5 — 15x4 —x3 + 4x2 — 4x + 2 = 0 (mod 5).
16. Berilgan taqqoslamalami soddalashtiring va tanlash usu

lida yeching:
16.1. 5X24 + 4X23 + 4X22 + 2X21 + x20 + 6x19 + 4x18 + 3x17 +

+ 4x*6 + 6x15 + 5x14 + 2x13 + x12 + 2xu + x10 + Зл5 + 
+ 4x* + 2x7 + 5X6 + бх5 + 5x4 + Зх3 + 4X2 +
+ 4x + 2 = 0 (mod 7).



16.2. х13 — х 11 + х9 — х7 + х5 + х3 + х + 1 = 0 (mod 7).
16.3. 10х42 -  5X30 + 10x18 + 9x12 + 4=0 (mod 7).
16.4. 75x13 -  62x12 -  53x 11 -  24X6 + 13x -  27 = 0 (mod 7).
16.5. 6x13 — 3x12 — 2x 11 — бх3 + Зх2 + 7x + 2 = 0 (mod 11).
16.6. 13X23 -  ЗОх22 -  2x13 +  1 = 0 (mod 11).
16.7. 120X91 + 14x15 + x n — 3x5 + 9x2 —x + 6  = 0 (mod 11).
16.8. x14 — x13 + 12X2 + 2x + 1 = 0 (mod 13).
16.9. ЗООх90 + 259X67 -  95X23 -  1 = 0 (mod 23).
17. Taqqoslamalarni berilgan modul bo‘yicha chiziqli ko‘pay- 

tuvchilarga ajrating:
17.1. x3 + 4X2 — 3 = 0 (mod 5).
17.2. x3 — 2x + 1= 0  (mod 5).
17.3. x4 -  20X3 + 90X2 -  135x + 54 = 0 (mod 5).
17.4. Зх3 + 2X2 — 2x — 3 = 0 (mod 5).
17.5. x4 -  12X3 + 46X2 -  53x -  12 = 0 (mod 7).
17.6. Sx3 + 4X2 — 8x — 1 = 0 (mod 7).
17.7. бх3 + 5X2 -  2x -  9 = 0 (mod 11).
17.8. x3 + Зх2 -  3 = 0 (mod 17).
17.9. x3 + l lx 2 + 8x + 3 = 0 (mod 23).
17.10. x4 + 15X3 + 4X2 + 4x -  15 = 0 (mod 29).
17.11. x3 -  13X2 -  3 x +  1 1 = 0  (mod 31).

V Takrorlash uchun savollar

1. Bir noma’lumli и-darajali taqqoslama deb nimaga aytiladi?
2. Taqqoslamaning yechimi deb nimaga aytiladi?
3. Teng kuchli taqqoslamalarni tushuntiring.
4. Bir noma’lumli birinchi darajaU taqqoslama qachon yechim

ga ega?
5. Bir noma’lumli birinchi darajali taqqoslamalarni qanday 

yechish usullarini bilasiz?
6. Tub modulli n- darajali taqqoslama yechimlari soni nima

ga bog‘liq bo‘ladi?
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j  Asosiy tushunchalar: sonning ko‘rsatkichi, boshlang‘ich ildiz, 
g asosga nisbatan indeksi, ikkinchi darajali taqqoslama, ikki 
hadli taqqoslama, kvadratik chegirma.

Agar (a; m) = 1 bo‘lganda as=l(modm) taqqoslama o‘rinli 
bo‘lsa, u holda 5 son a sonning m modulga k o ‘ra k o ‘rsatkichi 
yoki m modul bo ‘yicha a soniga tegishli ко ‘rsatkich deyiladi.

Agar (a,m)— 1 bo‘lib, 5=cp(m) bo‘lsa, u holda a son m modul 
bo‘yicha boshlang‘ich ildiz deyiladi.

Boshlang‘ich ildizlar faqatgina m=2, 4, 2pa (r — toq tub 
son, a > 1 natural son) sonlar uchun mavjud bo‘ladi. Bosh- 
lang‘ich ildizlar bevosita hisoblash usulida topiladi.

r tub son bo‘lib, 8 son r — 1 sonning bo‘luvchisi bo‘lsin, u 
holda r modul bo‘yicha chegirmalaming keltirilgan sinflar siste- 
masida 8 ko‘rsatkichga tegishli sinflar soni cp(8) ta bo‘ladi.

Agar g son r tub modul bo‘yicha boshlang‘ich ildiz bo‘lib, 
(a; r)= l bo‘lganda gr=:a(mod r) taqqoslama to‘g‘ri bo‘lsa, u hol
da у > 0 butun son a sonning r modul bo yicha g asosga nisbatan 
indeksi deyiladi va u y=indga kabi belgilanadi.

Agar a son m songa bo‘linmasa, u holda ushbu ax2+bx+c= 
=0 (mod/я) ko‘rinishdagi taqqoslama ikkinchi darajali (kvadratik) 
taqqoslama deyiladi.

Agar a son r tub songa bo‘linmasa, u holda ushbu axn=b(modr) 
(V/ieTV) ko‘rinishdagi taqqoslama n-darajali ikki hadli taqqoslama 
deyiladi. Agar (a; m)=\ bo‘lganda taqqoslama yechimga ega 
bo‘lsa, u holda a son m modul buyicha n-darajali chegirma, aks 
holda a son n-darajali chegirmamas deyiladi.

Ushbu x2 = a(mod m) ko‘rinishdagi taqqoslama ikki hadli 
kvadratik taqqoslama deyiladi. Agar (a;m)=\ bo‘lganda taqqosla
ma yechimga ega bo‘lsa, u holda a son m modul bo yicha kvad
ratik chegirma, aks holda a son m modul bo yicha kvadratik che
girmamas deyiladi.

Ushbu x2 = a(modp) ((а;г)=1,(2;г)=1) ko‘rinishdagi taqqos
lama toq tub modulli kvadratik taqqoslama deyiladi. Agar (a; r)= l 
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bo‘lib, a 2 = l(mod/?) bo‘lsa, u holda taqqoslama ikkita yechim- 
p- >

ga ega bo‘ladi, a 2 = — l(mod/>) bo‘lsa, u holda taqqoslama ye
chimga ega bo‘lmaydi.

219
1-misol. 2g3 ning Lejandr simvolini toping.

Yechish. Lejandr simvoli deb ~ kasr songa 1, —1 ni quyida- 
gicha mos qo‘yish tushuniladi:

-1, agar a soni p modul bo‘yicha kvadrat chegirma bo‘lmasa

Berilgan kasr sonning maxraji tub son bo‘lsa, uning Lejandr 
simvoli topiladi. Buning uchun quyidagi xossalardan foydalanamiz:

1, agar a soni p modul bo‘yicha kvadrat chegirma bo‘lsa;

1) agar a=b (mod p) bolsa, u holda



219Berilgan kasrning Lejandr simvolini topamiz:

3 8 3 -1  3 -1  , 4 3 83 -1  73 -1

= |9-xossagako‘ra| = p | i) ( - l )  2 2 2 ' 2 =

= ( f ) b 1)191'1 ( ^ ) ( “ 1)191'36 = - ( f )  • ^ - 1  = |5,6-xossalarga ko‘ra| =

—  7 3 2  4

= \f) ш )  = l̂ ‘xossaga k°‘ra| = - ( - 1 )  8 -(-1) 8 =

= - ( -1 ) ( -1 )666 = 1.

Demak, (— ) = 1. Bundan x2 = 219 (mod 383) taqqoslama
\ 383 /

uchun 219 kvadrat chegirma bo‘ladi, ya’ni hosil qilingan taqqos
lama kamida bitta yechimga ega.

2-usul. (| l| j = tenglikdan foydalanib, ko‘paytuv-

chilarni alohida-alohida topish mumkin:

Г2 32Л73v J

732 - l

- 1-

Bundan (|||) = ( X )  • (Л .)  = 1 • 1 = 1 kelib chiqadi.



3-usul. Berilgan — - kasrning maxraji suratidan katta bo‘lga- 
383

ni uchun 9-xossani qo‘llash mumkin:

383—1 219—1

/219\ = / 3 8 3 \ . /_n — —  = _/383\ = \ = I 41-2 
13 83 /  \219/  v '  V2 19 /  V2 19 /

219

219 j

2 1 9 -1  41 -1

7 -1

= ( - l ) 2 =1.

Demak, Г— 1 = 1.1383 J

3832-misol. —  ning Yakobi simvolini aniqlang.

Yechish. Yakobi simvolining Lejandr simvolidan farqi Yakobi 

simvoli o‘zaro tub bo‘lgan a va m {m>\) sonlardan tuzilgan —
m

uchun aniqlanadi. belgilash «a ning m modul bo‘yicha 
Yakobi simvoli» deb o‘qiladi. Yuqoridagi misoldagi Lejandr sim-

— ~—  = f  — ].....f  JL-) xossadan:
P l - P n )  V P l J  VPn.

volining xossalari va |iLj =

/ 38 3\ =  / 3 8 3  \ =  / 383 \ /383\ =  /2 \ / 1 8 \ =  /  2\
\ 219 J ~  1 3-73/ \ 3 /  \ 73 /  \3/  \ 73 /  Ы '

2̂32 ^
V 73 у

Demak, = ya’ni x2 = 383 (mod 219) taqqoslama
uchun 383 kvadrat chegirma emas.

3-misol. p =  17 modul bo‘yicha g = 6 boshlang‘ich ildizning 
indekslar jadvaUni tuzing.
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Yechish. p tub modul bo‘yicha boshlang‘ich ildiz bu shunday 
g chegirmalar sinfiki, uning uchun g ^ 1 = (mod p) bo‘lib, p— 1 dan 
kichik natural darajalarda modulda 1 bilan taqqoslanmaydi.

g = 6 ning mod 17 da boshlang‘ich ildiz bo‘lishini tekshira- 
miz. Buning uchun p - 1 ning n bo‘luvchilarida 6n= 1 (mod p) 
shartni tekshiramiz:

p = 17, p — 1 = 16, 16 ning natural bo‘luvchilari n— 1, 2, 4, 
8, 16. Bundan:

61 = 6 (mod 17);
62 = 2 (m o d l7 ) ;
64 = 4 (mod 17);
68 = 16 (mod 17);
616 = 1 (mod 17).
Demak, 17 modulda 6 boshlang‘ich ildiz bo‘ladi. 6°,

..., 615 lardan 17 modul bo‘yicha taqqoslamalar tuzamiz:
61, 62

6° = 1 (mod 17)
61 = 6 (mod 17)
62 = 2 (mod 17)
63 = 12 (mod 17);
64 = 4 (mod 17);

65
66
67
68
69

s  7 (mod 17); 
s  8 (mod 17); 
= 14 (mod 17) 
= 16 (mod 17) 
= 11 (mod 17)

610 = 15 (mod 17);
611 = 5 (mod 17);
612 = 13 (mod 17);
613 = 10 (mod 17);
614 = 9 (mod 17);
615 = 3 (mod 17).

Tuzilgan taqqoslamalar yordamida quyidagi jadvallami tuza
miz:

1-jadval

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 2 15 4 11 1 5 6 14

1 13 9 3 12 7 10 8

1-jadval uchun taqqoslamalarning ikkinchi tomonidagi songa 
mos daraja topiladi.

2-jadval uchun taqqoslamalarning birinchi tomonidagi dara- 
jaga mos qoldiq topiladi.
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2-jadval

I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 6 2 12 4 7 8 14 16 11

1 15 5 13 10 9 3

4-misol. 15x19 = 28 (modl7) taqqoslamani yeching.

Yechish. 15x19 = 28 (modl7) taqqoslamani taqqoslama 
xossalari yordamida soddalashtiramiz: 15x3 =11 (modl7). Ho
sil bo‘lgan taqqoslamaning indekslar xossalariga ko‘ra, 
indl5 + 3indx = indll (mod 16) taqqoslamani hosil qilamiz.

Yuqorida tuzilgan jadvaldan indl5 = 10, indll = 9 larni to
pamiz:

10 + 3indx = 9 ( mod 16),
3indx = - l  (mod 16).
(3,16)=1 ekanligidan taqqoslama yagona yechimga ega. Taq-

3indx = 15 (mod 16); 
qoslama xossalaridan . , _ . , , larni va 2-jadval yor-mdx = 5 (mod 16)

damida x = 1 (mod 17) yechimni hosil qilamiz.
Tekshirish:

15-719 -  28 = -2 (7 2 )9 7 -11  = -2 (49)9 • 7 -11  = -2 ( -2 )9 - 7 - 11  = 
-2 ( -2 )5 • ( -2 )47 — 11 = - 2 ( - 3 2 ) -1 6 -7 -1 1  = - 2 - 2 - ( - 1 ) - 7 - 1 1  = 
= 28 —11 = 17 = 0 (mod 17).

Demak, 15-719 - 2 8  = 0.

Misol va mashqlar

1. Lejandr simvolini toping:



2. Yakobi simvolini toping:

(if ) ' (§)■ ( I  

* * • ( § ) •  “ - ( i ) -  4 I f

3. Quyidagi taqqoslamalarning yechimlar sonini aniqlang:
3.1. x2 = 3 (mod 31). 3.2. x2 = 2 (mod 31).
3.3. x2 = 5 (mod 73). 3.4. x2 = 3 (mod 101).
3.5. x2 = 226 (mod 563). 3.6. x2 = 429 (mod 563).
3.7. x2 = 579 (mod 821). 3.8. x2 = 728 (mod 919).
3.9. x2 = 847 (mod 1087). 3.10. x2 = 3766 (mod 5987).
4. Quyidagi tasdiqlami isbotlang:
4.1. Biror m modul bo‘yicha tuzilgan bitta sinfning chegir- 

malari shu modul bo‘yicha bir xil ko‘rsatkichga tegishli bo‘ladi.
4.2. Agar (a; m)=1 bo‘lganda aS=l(mod/я) bo‘lsa, u holda 

a0, a1, ..., a6-1 sonlar sistemasi m modul bo‘yicha o‘zaro taqqos- 
lanmaydi.

4.3. Agar 5—(p(m) bo‘lsa, u holda a0, a1, аъ~х sistema m 
modul bo‘yicha chegirmalaming keltirilgan sistemasini tashkil qi- 
ladi.

4.4. a son m modul bo‘yicha 8 ko‘rsatkichga tegishli bo‘lsa, u 
holda ar=ayi (mod/n) taqqoslama o‘rinli bo‘lishi uchun 
y ŷ, (mod8) taqqoslamaning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.

4.5. у = 0(mod 8) bo‘lganda va faqat shu holdagina 
ay = l(mod m) taqqoslama o‘rinli bo‘ladi.



4.6. a sonning т modul bo‘yicha 8 ko‘rsatkichi ф(т)ning 
bo‘luvchisi bo‘ladi.

4.7. Agar a son m modul bo‘yicha 5 ko‘rsatkichga tegishli 
bo‘lsa, u holda ak soni shu modul bo‘yicha (§, k) ko‘rsatkichga 
tegishli bo‘ladi.

4.8. Agar (8;fc)=l bo‘lsa, u holda a son 5 ko‘rsatkichga te
gishli bo‘ladi.

4.9. r tub modul bo'yicha tuzilgan r — 1 sonning har bir 6 
boMuvchisi ф(5) ta sinfning ko‘rsatkichi bo‘ladi. Aususiy holda 
ф(г — 1) ta boshlang‘ich ildizlar sinfi mavjud.

5. a sonining m modul bo‘yicha tartibini aniqlang:
5.1. a = 2, m = 5.
5.2. a = 4, m = 5.
5.3. a = 5, m = 8.
5.4. a = 10, m = 13.
5.5. a = 4, m = 15.
5.6. a = 2, m = 15.
5.7. a = 2, m = 17.
5.8. a = 7, m = 20.
5.9. a = 7, m = 22.
5.10. a = 7, m = 43.
5.11. a = 5, m =  108.
5.12. a — 2, m =  133.
6. a, b, c, d sonlaming m modul bo‘yicha tartibini aniqlang:
6.1. a = 7, b = 9, с =12; m =13.
6.2. a = 5, b = 8, с = 13; m =17.
6.3. a — 5, b — 8, с =10; d =16; m =13.
6.4. a =10, b = 25, с = 50; m — 39.
6.5. a — 5, b =15, с = 21; d = 35; m = 44.
7. Berilgan modul bo‘yicha barcha boshlang‘ich ildizlarni to

ping:
7.1. 11. 7.2. 13.
7.3. 15. 7.4. 19.
7.5. 49. 7.6. 81.
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8. Berilgan modul bo‘yicha boshlang‘ich ildizlar sonini va 
ularning eng kichigini toping:

8.1. 10. 8.2. 18. 8.3. 19.
8.4. 31. 8.5. 37.
9. Berilgan modul bo‘yicha boshlang‘ich ildizlaming eng ki

chigini toping:
9.1. 7. 9.2. 17. 9.3. 23.
9.4. 41. 9.5. 53. 9.6. 50.
9.7. 54. 9.8. 71. 9.9. 242.
9.10. 289. 9.11. 578. 9.12. 625.
10. r modul bo‘yicha g asosga ko‘ra indekslar jadvalini tuzing:
10.1. p = 3, g = 2.
10.2. p = 5, g = 2.
10.3. p = 5, g = 3.
10.4. p = 7, g = 3.
10.5. p = 7, g = 5.
10.6. p — \\,g=2.
10.7. p = 13, g — 2.
10.8. p = 29,g = 2.
11. Indekslaming quyidagi xossalarini isbotlang:
11.1. a s b  (mod г) о  inda = indb.
11.2. Agar (a;r)=1, (b;r)= 1 bo‘lsa, u holda ind(aZ>)=inda+ 

+ind£(mod p — 1) bo‘ladi.
11.3. Agar (a;r)=1 va VneTV bo‘lsa, u holda ind(a")= 

=n • ind a (mod p — 1) taqqoslama o‘rinli bo‘ladi.

11.4. in d ^ j  = inda -  indb (mod p — 1) taqqoslama o‘rinli.

11.5. ind 1 = 0, ind^g = 1.
12. Quyidagi taqqoslamalarni yeching:
12.1. 7x=23 (mod 17).
12.2. 5x= 13 (mod 27).
12.3. 8 x = -1 1  (mod 37).
12.4. 47x^23 (mod 73).
12.5. 53x= 37 (mod 79).
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2.6. 125x=7 (mod 79).
2.7. 65х = 38 (mod 83).
2.8. 23х = 9 (mod 97).
2.9. 37х=5 (mod 221).
3. Quyidagi ikkinchi darajali taqqoslamalami yeching:
3.1. x2  ̂ 15 (mod 17).
3.2. x2 = 10 (mod 27).
3.3. x 2 = 47 (mod 53).
3.4. x2  ̂58 (mod 61).
3.5. x2  ̂59 (mod 67).
3.6. x2 = —28 (mod 67).
3.7. x2  ̂54 (mod 71).
3.8. x2  ̂40 (mod 83).
3.9. Зх2 — 5x — 2 = 0 (mod 11).
3.10. 2X2 — 7x + 28 = 0 (mod 43).
3.11. Зх2 — 8x + 44 = 0 (mod 47).
3.12. x2 = 29 (mod 592).
3.13. x2  ̂61 (mod 732).
4. Quyidagi taqqoslamalarning yechimlar sonini aniqlang:
4.1. x15 = 6 (mod 37).
4.2. x16 = 10 (mod 37).
4.3. Зх3 = 2 (mod 37).
4.4. 7x7= 11 (mod 41).
4.5. 3x12 = 31 (mod 41).
4.6. бх30 = 37 (mod 41).
4.7. x5=3 (mod 71).
4.8. x2I = 5 (mod 71).
4.9. x15 = 46 (mod 97).
4.10. ^ S = 17 (mod 97).
4.11. x 60 = 79 (mod 97).
5. Quyidagi ikkihadli taqqoslamalami yeching:
5.1. x10 = 33 (mod 37).
5.2. x3 = 34 (mod 41).
5.3. x8 = 31 (mod 41).
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15.4. х12 = 37 (mod 41).
15.5. ** = 37 (mod 43).
15.6. x27 = 39 (mod 43).
15.7. x35 == 17 (mod 67).
15.8. x30 = 14 (mod 67).
15.9. x12 = 27 (mod 83).
15.10. x48 = 2 (mod 97).
16. Quyidagi ikkihadli taqqoslamalami yeching:
16.1. 3^ = 4 (mod 7).
16.2. 2X8 = 5 (mod 13).
16.3. 15x4 = 17 (mod 23).
16.4. 27X5 = 25 (mod 31).
16.5. 13X3 = 24 (mod 37).
16.6. 37X8 = 59 (mod 61).
16.7. 23л6 = 15 (mod 73).
16.8. 37x6 = 69 (mod 73).
16.9. 37x15 = 62 (mod 73).
16.10. 44X21 = 53 (mod 73).
16.11. 27x30 = 41 (mod 79).

Takrorlash uchun savollar

1. Sonning modulga ko‘ra ko‘rsatkichi deb nimaga aytiladi?
2. Sonning modul bo‘yicha boshlang‘ich ildizi deb nimaga ay

tiladi?
3. Sonning modul bo‘yicha indeksini tushuntiring.
4. Indeksning qanday xossalarini bilasiz?
5. л-darajali ikki hadli taqqoslama deb nimaga aytiladi?
6. n-darajali ikki hadli taqqoslama yechimlari soni nechta 

bo‘ladi?
7. Tub modulli ikki hadli kvadratik taqqoslamaning yechimlari 

nechta?
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, — ■■■„■■и ,

XIII MODUL. KO‘PHADLAR

Bir o‘zgaruvchili ko‘phadlar

/  Asosiy tushunchalar: «-darajali ko‘phad, ko‘phadning ildizi,
Bezu teoremasi, algebraik teng ko‘phadlar, funksional teng
ko‘phadlar.

Agar an ф 0 bo‘Isa, u holda ushbu
П ___

afpf+an_lxn~l+...+alx+a0= Y ,aix‘ i=0,n , VneN)
i=0

ifoda К maydon ustidagi n-darajali ко ‘phad deyiladi.
Agar К  butunlik sohasining biror с elementi uchun /(c)=0 

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda с element f ( x ) ko‘phadning yoki 
f(x )—0 tenglamaning ildizi deyiladi.

Bezu teoremasi./(x) k o ‘phadni x — с ikkihadga bo ‘lishdan 
hosil bo ‘Igan qoldiq f ( c ) ga teng.

x—с element f  {x) k o ‘phadning ildizi bo ‘lishi uchun f  (x) ning 
x~c ikkihadga bo ‘linishi zarur va yetarli.

Agar c,, c2, ..., ck lar fix )  ko‘phadning turli ildizlari bo‘lsa, u 
holda/(x) ko‘phad (x -  Cj)(x -  c2)...(x -  ck) ko‘paytmaga bo‘- 
linadi.

Noldan farqli «-darajali ko‘phad («> 1)  К butunlik sohasida 
n tadan ortiq ildizga ega emas.

Agar/ (x)6 K[x\ va 0*ф(х)е£[х] ko‘phadlar berilgan bo‘lib, 
shunday g(x)eAIx] ko‘phad topilsaki, natijada /(x)=9 (x)g(x) 
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda Дх) ко‘phad ф(х) ko‘phadga bo‘- 
linadi deyiladi va u/(x) • еф(х) yoki Дх)/ф(х) ko‘rinishlarda bel- 
gilanadi.

0 ‘zgaruvchining bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlari teng 
bo‘lgan ko‘phadlar о ‘zaro algebraik та ’nodagi teng ко ‘phadlar 
deyiladi.
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Agar o‘zgaruvchining biror cheksiz sohadan olingan har qan
day qiymatlariga mos keluvchi ko‘phadlaming qiymatlari ustma- 
ust tushsa, u holda bunday ko‘phadlar о ‘zaro funksional та ’no- 
dagi teng ко ‘phadlar deyiladi.

Berilgan / (x) = anxn +... + a,x + a{) ko‘phadni 

g(x) = bmxm+ +... + blx + b0 
ko‘phadga bo‘lishni quyidagi jadval asosida bajarish mumkin:

a „ a n - 1 a n - 2 a m a m - 1 «0

b m a n h° m - 1 T ~  
bm

A ,  —m -l t 
°m

b m -\ ~  <*i U “n -l"^ l 
° m - 1 t 

bm

h

b 0

®m ~  ® n -m A a m ~ ® n -m  
m-1 l  

bm 0 6 um

&
Cn-m

a n- 1 -O l an -2  - ° 2 ^m ~&n-m a m -1 _  Sm-1

d m - 1

a 0 -  5 0
bm bm 

Cn -m -2

bm

c 0

1-misol. g(x)eZ[x\, f(x ) — x4 + ax3 + bx? — 8x + 4 uchun 
f(x )  = (g(x))2 shartni qanoatlantiruvchi barcha a va b butun 
sonlarni toping.

Yechish. f{x )  ko‘phadning darajasi 4 ga teng. Demak, g(x) 
ning darajasi 2 ga teng. g(x) = mx2 + nx + P, m *  0 bo‘lsin. 
Bundan

(g(x))2 -  (/nx2 + nx + p)2 =

= rr?x4 + 2 mn(x? + Imp + n2)x2 + 2 np + p2. 
f(x ) = (g(x))2 dan quyidagi sistemani hosil qilamiz:
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т1 = 1,
2 тп = а,

• 2 тр + п2 = Ь,
2 пр = -8, 
р2 = 4.

Sistemadan т = ±1 va р = ±2 larni hosil qilsak, u quyidagi
4 ta sistemaga ajraladi:

a II m = 1, m = 1, m = -1,

P = 2, P = ~2, P = 2, p = -2,
n = -2 , 2) •n = 2, 3) •n = -2 , 4) •n = 2,
a = -4 , a = 4, o = 4, a = -4,
6 = 8; b = 0;

o
'и b = 8.

Demak, agar a = - 4  va b = 8 bo‘lsa, gj(x) = - x 2 + 2x -  2 
va g2{x) = x2 — 2x + 2;

agar a = 4 va b = 0 bo‘lsa, gj(x) = x2 + 2x — 2 va g2(x) = —л2 —
— 2x + 2 bo‘ladi.

2-misol. Ozod hadi 7 ga bo‘linadigan barcha /(x)eZ[x] lar 
to‘plami ЛГ halqa tashkil etishini tekshiring.

Yechish. f(x) = ar/ l+.... + a,x + 7a0, g(x) = b ^  +... + bxx + 7b0 
va m >n  bo‘lsin. U holda

f(x) + g(x) = b j ” + .... + (a#| + +.... + (a, + bx)x + (7a0 + 760) = 
= b j" 1 +.... + (яй + Ьп)х" +.... + (flj+6 j) x + 7(a0 +60);

f(x )-g(x  )= (-bm)xm+ ...+ ia -b n)x?+...+iar b1)x+7i a0~b0); 
fix )  • gix) = anbm x"+m + ... + 7iax\  + а0Ьх)х + 7 ■ 7a0b0.

Bundan fix )  + gix), f ix )  -  gix) va f ix )  ■ gix) lar К to‘p- 
lamning elementlari ekanligi kelib chiqadi.

Demak, К Z[x\ ning qism halqasi.

3-misol. /(x)eZ[x], degДх) < 4 uchun barcha a eZ5 da 
f i a ) — 0 bo'lsa, / (x) — nol ko‘phad ekanligini isbotlang.

Yechish. f i x )  = ox4 + bx3 + cx2 + dx + ё  bo‘lsin. U holda
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ya m

/ (0) = ё  = О,
f  (\) = а + b +с + d + ё  = Q, 
/(2) = а + ЗЬ + 4с + 2d + ё  -  О, 
f { 3 )  = a+  2b +4с +3d + ё  = 0, 
/(4)  = a + 4 b + c + 4 d  + ё  = 0,

а + b +с + d = 0,
а + ЗЬ + 4с + 2d = 0,

_  _  _  о
а + 2Ь + 4с + 3d = 0,
а + 4Ь +с + 4d = 0

а + b +с + d = 0, 

2Ь +3с + d =0 ,  
b + Зс + 2d =0 ,  

3b+3d = 0.

а + b + с + d — 0,
b - d  = 0, _ -  _ ^

« < i _  _  _  o a = b = c  = d=\j.
b + Зс + 2d = 0,

b + d  = 0.

Demak, f(x) — nol ko‘phad.
4-misol. f{x) =  x19+jcI7+ x i3+jcii+x7+x5—бх3 ning g(x)=x2—1 ga 

Z[x] halqada bo‘linishini isbotlang.

Yechish.
f{x) = (x19 — x17) + (2X17 — 2x15) + (2x*5 — 2x13) + (Зх13 — Зх11) + 

+ (4xn — 4x9) + (4x9 — 4x7) + (5x7 — 5X5) + (бх5 — бх3) =
= x17(x̂  -  1) + 2x15(x2 -  1) + 2x13(x2 -  1) + 3x11(x2 — 1) +

+ 4x9(x2 -  1) + 4x7(x̂  -  1) + 5x5(x2 -  1) + 6x3(x2 -  1). 
f{x)  ko‘phadlarning har bir hadi g(x) ga bo‘linganligi uchun 

Z[x\ halqada /(x) • g(x).
5-misol. 7?[x] da/(x) = (x -  2)100 + (x -  l )50 +1 ko‘phadni 

gix) = x2 — 3x + 2 ko‘phadga bo‘lgandagi qoldiqni toping.
Yechish. Qoldiqli bo‘lish haqidagi teoremaga asosan / (x) = 

= gix)h(x) + r{x) va degr(x) < 2, ya’ni rix) — ax + b. Bundan 
(x -  2)100 + (x -  l )50 + 1 = (x2 -  3x -  2)h{x) + ax + b.
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g(l)=g(2):=0 ekanligidan foydalanib, x=l va x=2 qiymatlarni 
tenglikka qo'yamiz va quyidagi sistemani hosil qilamiz:

fa + b = 2, fa = 0,
[2a + b = 2 ° { б  = 2.

Demak, фс) = 2.
6-m isol. /(x) =  Ax’ — бх3 + 2л2 — 4 ko‘phadni g(x) =  2X2 — 5x + 1 

ko‘phadga Q [x] da bo‘ling.
Yechish. Jadval tuzamiz:

4 0 - 6 2 0 4

2 4 -1 0 2

- 5 10 -2 5 5

1 17 85 17

2 2
79 395 79

2 4 4

2 5 17 79 361 95

2 4 4 4

Demak, f ( x )  = g(x)^2x3 + 5 x 2 + у - х + х )  + ~1~х _ Т '

7-misol. i?[x] da berilgan /(x) = 2x7 + 4X5 — x4 — бх3 — x2 +
— 3x — 2 ko‘phadni g(x)=2x3 — 1 ikkihadga bo‘ling.

Yechish.

2 2 0 4 - 1 - 6 - 1 3 - 2

- 1 - 1 0 - 2 0 3

1 0 2 0 - 3 1 3 - 5

Demak, / (x) = g(x)(x4 + 2X2 — 3) + (x2 + 3x — 5).
8-misol. /(x) = 2x7 + 4X5 — x4 — бх3 — x2 + 3x — 2 ko‘phad- 

ni g{x) = x2 + 1 ikkihadning darajalari bo‘yicha yoying.
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2 0 4 - 1 - 6 - 1 3 - 2

1 2 0 2 -1 - 8 0

2 0 2 - 1 - 8 0 11 - 2

1 2 0 0 -1

2 0 0 - 1 - 8 1

1 2 0

2 0 - 2 - 1

1

2 0

Demak,/(х) = 2x(x2 + l )3 + (—2x — l^ x2 + l)2 +
+ (—8x + lXx2 + 1) + l lx  — 2.

9-misol. С [x] da berilgan /(x) = (x + a + b)2005 — x2005 — a2005 —
— b2(m ning gl(x)=x+a va g2(x)=x+b ikkihadlarga bo‘linishini is
botlang.

Isbot. f  (x) ko‘phadning x = - a  va x = 6 dagi qiymatlarini to
pamiz:

/ (—a) — 62005 + a2005 — a2005 — b2005 = 0,
f ( - b ) = a2005 + b2m -  о2005 -  b2(m = 0.
Bezu teoremasiga ko‘ra /(x) ko‘phad gj(x) va g2(x) larga 

bo‘linadi.
10-misol. Q[x\ halqada /(x) = 3x2 — 6x2 + 5x —10 va 

g (x) = 2j ? — 4X2 + 3x — 6 ko‘phadning EKUB, EKUKlarini toping.
Yechish. 2/(x) — 3g(x) = x — 2 va /(2) = g{2) = 0 dan 

( fg) = x — 2 kelib chiqadi.

[ f ig]  -   ̂ ni e’tiboiga olsak, [f, g]=(3x3 — бх2 + 5x +10)x
\J >6 )

x(2x2 + 3) hosil bo‘ladi.

11-misol. Z7[x] halqada / (x) = x4 + 4x3 + 4x2 + 6x + 6 va

g(x) = x3 -  I  ko‘phadlaming EKUBini chiziqli ifodasini toping. 
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Yechish. f(x)  va g(x) larning EKUBini topamiz: 
fix ) = g(x)h{(x) + r,(x) dagi h{(x) = x + 4 , гДх) = 4л2 + 3; 
g(x) = rx{x)h2{x) + r2(x) dagih2(x) — 2x, r2(x) -  - 6 x ~ l  = x + 6', 
r](x) = r2(x)h3(x) da h3(x) = 4 x +  3.
Demak, (f, g) = x + 6 = r2(x) ekan.
Evklid algoritmi yordamida
r2(x) = g(x) -  rx(x)h2(x) = g(x) -  (f(x) -  g(x)hl(x))h2(x) =
= f(x)(~h(x)) + g(x)(T + hx(x)h2(x)) 

ifodani hosil qilamiz. Unda u(x) = ~h2(x) = — 2x = 5x  va 
v(x) = 1 +hl(x)h2(x) = 1 +(x + 4 ) 2x = 2X2 + x + 1 belgilashlar- 
ni kiritsak, (f,g) = f  (x)w(x) + g(x)v(x) hosil bo‘ladi.

12-misol. Q[x] halqaning u(x) = (x2 — 1) + v(x)(x2 + 2x + 1) = 
= x3 + 1 tenglamani qanoatlantiruvchi u(x) va v(x) ko‘phadlarini 
toping.

Yechish. Berilgan tenglamada shakl almashtirish bajaramiz: 
m(x ) (x  — l)(x +1) + v(x)(x + l)2 = (x + lXx2 — x + 1) va 

m(x ) (x  —1) + v(x)(x + 1) = x2 — x + 1 
ga ega bo‘lamiz.

g{ (x) = x -  1 va g2 (x) = x + 1 ko‘phadlar uchun (gv g2) = 1
1 1bo‘lganligi uchun EKUBni -^Si ( * )  + -j #2 (x ) = 1 ko‘rinishda

ifodalash mumkin.
Hosil bo‘lgan ifodaning ikkala tomonini (x2 — x + 1) ga

ko‘paytirsak, —i  (x2 -  x +1 )g2 (x )+  ̂(x2 -  x +1 )g2 (x) = x2 -  x +1 ga

ega bo‘lamiz. Bundan berilgan tenglamani qanoatlantiruvchi u(x) 
va v(x) laming xususiy qiymatlari

Щ(х) = - x  + l), 

v0( * )  = \(x2 -  x + 1)

kelib chiqadi.
Demak, berilgan tenglamani qanoatlantiruvchi w(x) va v(x) lar 

quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
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1 ?и(х) = - - ( х  -  х +1) + (х + l)h(x), 

v(x) = ^ ( x 2 - х  + 1)- (х-1)/г(х) ,

....,IIN4
Misol va mashqlar

bu yerda h(x) e Q[x\.

1. Quyidagi ko‘phadlaming qaysilari teng? 

f  (x ) = 5”1085 2 x3 -  л/4-2л/Зх2 + 2x -  tg-J;

/2(^) = ( l - s in | jx 2 + ( / - l ) 2 +2

/з ( * )  = - j * 3 + (V3 -  l ) x 2 -  2г2х -  /4;

/4 (x) = cos j x 3 + 2/3x2 + /7 +2;

/5( * )  = (^ + tg2 f ) * 3 + ( t g | - l ) x 2 - 4 cos2 j * - 2 .

2. a, b, с larning qanday qiymatlarida Z[x]ning quyidagi 
ko‘phadlari teng:

2.1./ (x) = ox^x +1) + ^(x2 + l)(x  — 6) + cx(x2 + 1) va 
g(x) = x2 + 5x + 6.

2.2./(x) = яхСх2 + 3) + &x(x —1) + c(x + 1) va 
g(x) — 2X3 + 5X2 + 8x + 7.

3. Berilgan halqada /(x) = (g(x))2 shartni qanoatlantiruvchi 
g(x) ko'phadni toping:

3.1. / (x) = x4 + бх3 +11 x2 + ax + 1, Z[x].
3.2. f {x)  = 4X4 + a x 2 -  I ,  Z5[x];
3 .3 ./(x) = 9x4 —12X3 +16X2 — 8x + a, Z[x].
4. Z[x] halqa uchun /(x) = (f(x))2 shart o ‘rinli bo‘Igan 

barcha о va b butun sonlami va g(x) ni toping:
/(x) = x4 + ax? + bx — 8x + 1.

x+5 a + -A - + —̂-r shartni qanoatlantiruv-
( x - l ) ( x - 2 ) ( x - 3 )  x - l  x - 2  х-Ъ 

chi a, b, с butun sonlami toping.
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6. Berilgan ko‘phadlar berilgan halqalarda funksional tengli- 
gini isbotlang:

6.1. /(x) = x3 — 2X2 va g(x) = x2 — 2x, Z3[x].

6.2./(x) = 2X2 + x +1 vag(x) = 2x* + 2X2 + 2x + 1 , Z3[x].

6 .3 ./(x) = x10 + 4X2 va g(x) = 4X5 + x, Z5[x].

7. /(x) ko‘phad g(x) ko‘phadga berilgan halqada bo‘linadimi?
7.1. /(x) = (Зх2 -  2x -  lXlOx3 + lOx -  20) + 2x4 -  2, 

g(x) = 5X2 -  5, Z[x] va Q[x\.
7.2. /(x) = x2 + x + 1, g(x) = x — 1, Z3[x].
7.3. / (x) = x100 + x98 + x96 + ....+ x4 + x2 + x —

£(x) = x2+1, С [x].
8. / (x) ning g(x) ga bo‘linishining zarur va yetarli shartini 

aniqlang:
8.1. /(x) = x3 + bx + c, g(x) = x2 + ox —1, 7?[x].
8.2. f(x)  = x3 + bx + c, g(x) = x 2 + 1, Z[x],
8.3. / (x )  = x4 + bx1 + c, g(x) = x2 + ax + 1, Z[x].
9. Qoldiqni toping:
9.1./(x) = x10000 + x1000 + x100 + x10 + x — 1, g(x) = be — 1, (Z[/|)[x].
9.2./(x) = x30 + x26 + x20 + x15 + x10 + x  + 1, g(x) = x5 — 1; Z[x].
9.3. /(x) = x1982 + x991 + 1, g(x) = x 2 -  1, Z[x].
9.4. /(x) = x1982 + x + 1, g(x) = x2 — (1+ z')x + i; С [х].
9.5./(x) = x100 + x " — 2л98 — Зл3 + 2x+ 5 ,g(x) = x2 + x — 2; Z[x].
10. Qoldiqli bo‘lishni bajaring:
10 .1 ./(x) =  Зх5 +  x4 —Юх3 +12X2 + 1 0 x — 8, 

g(x) = Зх2 + x -  1; Q [x].
10.2. /(x) = (2i + 3)x3 — 4/x + i — 2; g(x) = x2 + /, С [х].
10.3./(x) = 4X3 + I x 2 — x + 1, g(x) = 2x  + 3; Z5[x].
10.4./ (x )  — Юх7 -  Збх6 +13X5 + 38x4 -  бх3 + Зл2 -  20x -1 3 , 
g(x) = 2X2 — 4x — 3, Л[х].
11. Z[x] da / (x) ni g(x) ga bo‘lganda r(x) = Зх2 -  4x +1 qol- 

di. Agar deg g(x) = 5 bo‘lsa, u holda ( / (x))2 ni g(x) ga bo‘lgan- 
dagi qoldiqni toping.
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12. /?[х] da / (х) ni g(x) ga bo‘lganda 3, (Дх))2 ni (g(x))2 ga 
bo‘lganda 9 qoldiq qoldi. / (x) ni (g(x))2 ga bo‘lgandagi qoldiqni 
toping.

13. Berilgan halqada / (x) ni g(x) ga bo‘ling:
13.1./(x )  =  10x4—23x3+26x2—9x—2; g(x) = 2x—3; Z\x\.
13.2./(x )  = (2 + 2/)x4—6x3+(2—4/ )x2+ (l + 11/ )x + 2-5/; 

g(x) =  (1 —i)x + 3/; C[x].
13.3./(x )  = 2X5 + 12,5X3 — 4X2 + 5,5x — 2,5; 

g(x) =  4X2 +1L Q\xl
13.4./(x) =  — 5x6+ 5 x 5—2x3+ 3 x 2—2x + 5; 

g(x) =  бх3 + 4; Z7[x].
14. / (x) ko‘phadning x0 nuqtadagi qiymatini toping:
14.1. / ( x )  = x4—3x3+ 6 x 2—lOx + 16; x0= 4 , Z [ x \ .
14.2./(x) =  x5 + (1 + 2/ )x4 -  (1 + 3/ )x? + 7, = - 2 -  /, C(x).
14.3. / ( x )  = x 5+ x 4+ 3 x 2+ 1, x0= 3 ,  Z 5[x],
14.4./(x )  =  x3—(1 + V2)x2+(1 +V 2), х0= 1 -л /2 , 

Q[(V2)][X],
15. Har qanday ae K uchun /(x)etf[x]ko‘phad g(x) = x -  a 

ikkihadga bo‘linishini isbotlang.
1 5 .1 ./(x) = x7 — x; AT= Z7.
1 5 .2 ./(x )= x 10- x 5; ^ = Z 5.
15.3./(x )  = x p — x; K =  Zp.
16. 7?[x] halqada n — toq natural sonlar uchun /(x ) = (x + a+  

+ b)4 — x4 — a4 — b4 ko‘phad g,(x)=x+a va g2(x)—x+b  ikkihad- 
larga bo‘linishini isbotlang.

17. / (x) ko‘phadni x — a darajalariga yoying:
17.1. /(x )  = x4 -  2X3 + Зх2 -  5x + 1, a =  1; 0[x],
17.2./(x )  = 2x4+ x 3 +X2 + 2 , a = 1; Z3[x].
17.3./(x )  = x5 — З/х3 — 4X2 + 5/x —1, а =  —/; С[х].
18. Berilgan ko‘phadlaming EKUBini toping:
18.1. / (x) = x3 + Зх2 — 2, g(x) — x3 + Зх2 — x — 3.
18.2. /(x ) =  л? + x3 — Зх2 — 2x — 2; g(x) = —x3 + Зх2 + 2x + 2.
18.3. /(x )  = 2X3 + x2 + 4x + 2, g(x) =  2X3 + x2 + 6x + 3.



19. Evklid algoritmi yordamida berilgan ko‘phadlar EKUB ini 
toping.

19.1. f ( x ) = x3 + x2 — x — 6; g(x) = x3 + x2 —Юх — 6, Q[x\.
19.2./(x )  =  x4 + x3 + x2 + x + 1, 

g(x) =  4X3 + Зх2 + 2x + 1, Q[x\.
19.3./(x) = x3 + Зх2 + 2x + 1, g(x) = x3 + 2X2 + x + 2, Z5[x].
19.4. /  (x) = x4 + 2/x3 — 2X2 — 2/x + 1; 

g(x) = x3 + (/ + Ox2 + ix, C[x].
20. Berilgan ko‘phadlar EKUKini toping.
20.1./ ( x )  =  2X3 +  7X2 +  4x — 3, g(x) =  x3 +  x2 — 3x +  1, Q[x].
20.2./(x ) =  x3 + 6x2+ 4x + 1,g(x) = x3 + x2 + 3x — 4, Ẑ [x].
20.3. /(x )  = x3 — x2 + 3x — 3, g(x) =  x4 + 2X3 + 2x — 1, 7?[x].
20.4. /  (x) = x4 + 2/x3 — 2X2 — 2/x +1, 

g(x) = x3 + (/ + Ox2 + ix, С [х].
21. Berilgan ko‘phadlar EKUBining chiziqli ifodasidagi u(x) 

va v(x) larni toping.
21.1 /(x )  = x3 + 5X2 + 6x + 2, g(x) = x2 + 6x + 5; Q[x]',
21.2./(x) =  x3 + Зх2 + 2x + 1 , g(x) = x3 + 2X2 + x + 2, Z5[x].
21.3. /  (x) =  4x4 — Ix5 —16X2 + 5x + 9, 

g(x) = 2y? — x2 — 5x + 4, Q[x].
22. A]xj halqada f(x)u(x) +  g(x)v(x) = ф(х) tenglamaning 

barcha yechimlarini toping.
22.1./(x ) =  x2 — 1, g(x) = x2 — 2x + 1; ф(х) = x3 — 1, K =  Q. 
222.fix)  — x3 — 1, g(x) = x2 + 3, ф(х) = x3 — 2X2 + x, Z5.
23. C[x] halqada /  (x)w(x) + g(x)v(x) + /г(х)ф(х) =  ^(x) 

tenglama yechimga ega ekanligini tekshiring. Bu yerda /  (x) — x4 + 
+ 2x2 +  1; g(x) = x3 - x 2 + x -  1; h(x) =  x2 + (/ + l)x  + /; 
S(x) =  x2 + (/ — l)x — i.

24. К  maydon ustida berilgan ko‘phadlar uchun quyidagi 
xossalami isbotlang:

24.1. ((f(x) : ф(х)) л  (ф(х) i \|/(x)) => (fix)  :vj/(x)),
(ф(х) ф 0, \|/(x) ф 0).

24.2. (fj(x) : ф(х)) => iftix) ± /2(x) ± ... ± / m(x)) i ф(х)
(/=1,/я), (ф(х) ф 0).
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24.3. Д х) (р=\,т)  ko‘phadlaming kamida bittasi ф(х) ф  0 ga 
bo‘linsa, u holda ularning ko‘paytmasi ham <p(x) ga bo‘linadi.

24.4. Agar ffx)  (i = \ , m ) ko‘phadlarning har biri cp(x) ф 0 ga 
bo‘linib, g;.(x) lar ixtiyoriy ko‘phadlar bo‘lsa, u holda (j\ (x)g, (x) ± 
±f1(x)g2(x)± ... ± f j x ) g m(x) ) : ф(х) bo'ladi.

24.5. Har qanday /(x )  ko‘phad ixtiyoriy nolinchi darajali 
ko‘phadga bo‘linadi.

24.6. /(x )  • ф(х) =>/ ( x ) : аф(х) (0 ф a<=K maydon, ф(х) ф 0).
24.7. Дх) ф 0 va ф(х) ф  0 ko‘phadlar bir-biriga bo‘linsa, u 

holda ular bir-biridan o‘zgarmas а ф 0 ko‘paytuvchi bilan farq qi- 
ladi.

Takrorlash uchun savollar

1. Ko‘phad darajasining xossalarini ayting.
2. Ko‘phadni ikkihadga bo‘lishni tushuntiring.
3. Ko‘phad ildizi va uning xossalarini ayting.
4. Ko‘phadlarning tengligi (algebraik, funksional).
5. Qoldiqli bo‘lish haqidagi teoremani tushuntiring.
6. Evklid algoritmi qanday tuziladi?

31-§. Ko‘p o‘zgaruvchili ko‘phadlar

^  Asosiy tushunchalar: kO‘p o‘zgaruvchili ko‘phad, ko‘phadning 
darajasi, bir jinsli ko‘phad, leksikografik yozilgan ko‘phad, 
simmetrik ko‘phad, asosiy (elementar) simmetrik ko‘phadlar, 
ko‘phadlarning rezultanti.

Kamida ikkita o'zgaruvchiga bog‘liq bo'lgan ko‘phad k o ‘p
о ‘zgaruvchili ко ‘phad deyiladi.

n ta nom a’lumli ko‘phad x^x^' ...x'J ko‘rinishdagi chekli 
sondagi hadlarning algebraik yig'indisidan iborat.

n ta x px2,...,xn o ‘zgaruvchili ko‘phad / ( х 1,х2,...,хл)=

n

= ^ atx°‘ x^ ...xyn‘ ko‘rinishda bo‘ladi. Bunda a^K.
i=1 
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n ta noma’lumli ko‘phadning darajasi deb, bu ko‘phaddagi 
qo‘shiluvchilar darajalarining kattasiga aytiladi.

Barcha qo‘shiluvchilarining darajalari bir xil bo‘lgan ko‘phad 
bir jinsli ко ‘phad yoki forma deyiladi.

f i x v x2,...,xn) ko‘phad berilgan bo‘lib, uning ikkita hadidan 
qaysi birida x, ning darajasi katta bo‘lsa, o‘sha had yuqori had 
deb yuritiladi. Agar bu hadlardagi Xj ning darajasi teng bo‘lib, 
qaysi birida x2 ning darajasi katta bo‘lsa o‘sha had yuqori deb hi- 
soblanadi va h.k.

f i x j,x2,...,xn) ko‘phadni birinchi o'rinda eng yuqori hadni, 
ikkinchi o‘rinda qolgan hadlar orasida eng yuqori bo‘lgan had
ni va shu jarayon oxirgi had uchun yozilgan bo‘lsa, u holda 
/ ( x px2,...,xn) ko‘phad leksikografik yozilgan deyiladi.

Agar ko‘p nom a’lumli ko‘phaddagi ixtiyoriy ikkita noma’- 
lumning o‘rinlarini almashtirganda ko‘phad o‘zgarmasa, u holda 
bunday ko‘phad simmetrik ко ‘phad deyiladi. 

x1,x2,...,xn o‘zgaruvchilardan tuzilgan

^1 II + x2 + ... + *n,
b< = x,x2 + *1*3 + + ** 1

Tn = XjX2...x„

sistemadagi simmetrik ko‘phadlar asosiy (elementar) simmetrik 
ко ‘phadlar deyiladi.

Simmetrik ko‘phadlar haqidagi asosiy teorema. F maydon us- 
tidagi har qanday simmetrik ко ‘phad shu F maydon ustidagi ele
mentar simmetrik ко ‘phadlar orqali yagona usulda ifodalanadi.

1-misol. f ix ,  y, z) = (x + 2y)i£ -  1) + iy -  z)2 ~  ix + z)iy ~  2) 
ko‘phadni bir jinsli ko‘phadlar yig‘indisiga keltiring.

Yechish. Berilgan ko‘phaddagi qavslarni ochib, guruhlasak, 
f ix ,  y, z) =  ix£  + 2y£ ) + ( xy + y2 -  3yz + z2) +  ix ~  2y + 2z) 
hosil bo‘ladi.

2-misol. f  (x, y, z) = Зх3 + Зу3 + Зг3 + 5xyz + 2X2 + 2У2 + 2z? 
simmetrik ko‘phadni elementar simmetrik ko‘phadlarga yoying.
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Yechish. Berilgan ko'phaddan 

2л2 + 2y* + 2£- =  2((x + у  + z)2 — 2(xy + yz +  xz)) =  2 a 2 — 4 a2

ko‘phadning Зх5 + Зу3 + 3z3 +  5xyz qismini noma’lum koeffit- 
siyentlar usulida elementar simmetrik ko‘phadlarga yoyamiz. Bu- 
ning uchun quyidagi jadvalni tuzamiz:

Yuqori had 
darajalari Yuqori had Elementar simmetrik 

ko’phadlar yoyilmasi
X У г

3 0 0 3x3 З с7,3- 0о -20- ° сТз0 = Зсг,3

2 1 0 Ax2y C l(7j ( J 2 <5Ъ =  CK51

1 1 1 bxyz b o \ xo l~x(j\ = b c j }

Bu jadvaldan Зх3 + Зу3 + З^3 + 5xyz =  За,3 + аст,ст2 + ba3 ga 
ega bo‘lamiz. 0 ‘zgaruvchilarga qiymat berish yordamida a, b 
parametrlami topamiz:

X У г <*i °2 ст3
Зх3 + Зу3 + 3 z 3 + 5 xyz = 

= Зст3 + а<зхо2 + ba3

1 1 0 2 1 0 6 = 24 + 2a

1 1 - 2 0 - з - 2 1 to 00 II 1 to

Demak, a — —9, b =  14, ya’ni /(x , y, z) =  Зст,3 — 9ctjCT2 + 
+ 14a3 +  2ct,2 — 4cj2.

3 -misol. X,2 x 22 hadning orbitasini elementar simmetrik ko‘p- 
hadlar yordamida ifodalang.

Yechish. x \x \  hadning orbitasi yoki x2 x\  had yordamida ho
sil qilingan monogen ko'phad o(x, ,x2 ,...,x„) = x2x  ̂ +... + x2̂ ,x2 
ko‘rinishda bo‘lib, uni topish uchun quyidagi jadvalni tuza
miz:
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Yuqori had darajalari Yuqori
had

Hosil bo’lgan 
elementar ко’phadlarX, X2 x3 x4 ... x„

2 2 0 0 0 2 2 Xj X2 _  2-2 _  2-0 _  2 
CF, (7 2 —<J2

2 1 1 0 . . . 0 axj2x2x3 СЮj CJ2 ~  0,(7  ̂0"3

1 1 1 1 0 bxlx 2x3x 4 = b o 4

Demak, o(xx, x2,..., xn) = g2 + <zctiCt3 + ba4. 
0 ‘zgaruvchilarga qiymatlar beramiz:

Xj x2 X3 x4 X5 Xn Oi a2 °3 a4
o(x ,,x 2,...,x„) =

= CT2 + ACT] c3 + 6ct4

1 1 1 0 0 0 3 3 1 0 0 0 3 = 9 + 3fl

1 1 0 1 0 0 4 6 3 1 0 ... 0 6 = 36+16a+6

Bundan a =  —2, b =  2 qiymatlarni hosil qilamiz. 
Demak, o(xj ,x2 , —,x n) = o\ -  аах<зг + 2a4 .

19- x  I 19 -x \4-misol. x ——I x + = 84 tenglamani yeching.
X + l

19-x 19-xYechish. u = x — v = x + — -  belgilashlarni kiritib,
x+l x+l

\u + v = 19,
I и v -  84 sistemani tuzamiz. Bu sistemaning Hj=7, Vj=12; 

щ—12, v =7 yechimlari mavjud. Ular yordamida

19-x n 
x — -  = 7,

x+l
19-xx  +
x+l

= 12,

19-x x — -  = 12,
x+l

19-xx + -
x+l

= 7

tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. Ularning yechimlari 
xl 2 = 6 ± л/29 va x3=4, x4=3.
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P  maydonda f(x)  + an_,x" 1 + ... + a,x + a0, 
g(x) =  bmj r  + bm_x̂ x + ... + btx  + b0 

ko‘phadlar berilgan va anbm ф  0 л a,, a 2, ..., a n lar f (x )  ning il- 
dizlari bo‘lsin.

/ ( x ) ,  g(x) ko‘phadlarning rezultanti Rif, g)=anmg(al)g(a2) 
...(gian) dan iborat.

Agar pi5 p2, ..., p„-g(x) ning ildizlari bo‘lsa, u holda

R ( f  ,g)  = a™b„ П  (a, - p ; ) ,

I s  j<m

R(g,fi =  ( - l ) mnR(f,g) lar o ‘rinli.
Silvestr formulasi yordamida rezultant quyidagicha topiladi:

a n - 1 • . a , fl0 0  . . 0

0 a„ • <h fl. a 0 . 0

0 0  . . aH a n- \ a n~ 2 . 0

К K - i  ■ . Ьу A) 0  . . 0

0 0  . ■ К K \ Ьщ-2 . 0

/ (x) ko‘phadning diskriminanti:
n(n-1)

£ ( / )  = ( - 1) 2 a-nlR ( f , f ' ) y o k i D ( f )  = a2nn-2 f ]  ( a ; - a y)2.
l<i<j<n

5-misol. f (x)  =  x2 — 3x + 6 va g(x) =  x3 + x2 — x — 1 uchun 
rezultantni toping.

Yechish. 1-usul. Berilgan / (x) ning ildizlari kompleks sonlar. 
g(x) ning ildizlari x =  ± 1 .

Щ  8) =  (~1 )3 2̂ (& / )  =  R(g, f )  bo‘lganligi uchun 
R(f, g) = Д - т ~ Щ 1 )  =  10 • 10 • 4 =  400.
2-usul. a , va a2 / (x )  ning ildizlari bo‘lsin. U  holda
R(f,g) =  («i3 + « i2 -  a, -  lX a / + a ,2 -  a, -  1 ) =
= (a,a2) 3 + (aja2 ) 2 (a,a2) — оца^а, 2 + ô 2) — (a , 3 + a 23) + 
+ (a,a 2 ) 2 — a 1 a 2 (a 1 + a2) — (a , 2 + ĉ 2) + (a, + a2) + 1 .
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Viyet formulalariga ko‘ra, a, + a 2 = 3 va a ,a 2 = 6 bo’lib,
a у + ctj2 = (a : + a 2)2 — 2aja2 = 3 va

a i3 a 23 = (a i а г)((а 1 а г)2 — 3aja2) =  —27. 
Demak, Rif, g) = 400.
3-usul.

R ( f , g )  =

l -3
о 1 
о 0

6
-3
1

-1
1

0
6
-3
-1
-1

0
0
6
0

-1

= ... = 400.

f (x )  ko'phad karrali ildizga ega bo‘lishi uchun R(f, f )  = 0 
bo‘lishi zarur va yetarli.

Ikki o ‘zgaruvchili yuqori darajali tenglamalar sistemasini 
rezultant yordamida yechish mumkin.

\ y 2 - У  + x2 - 3 x  = 0,
[,у 2 + (11 - 6 x ) y  - x 2 + 7 x -1 2  = 0 

chimlarini toping.
Yechish. Sistemani у  o‘zgaruvchiga nisbatan qaraymiz va uning 

rezultantini tuzamiz:

6-misol. sistemaning ye-

R(x)  =

-1
1

c2 - 3 x 0
x 2 - 3 x-1

1 l l - 6 x  x2 + 7 x -1 2  0
0 1 11 — 6x - x 2 + 7 x -1 2

= 2x(x — 2)(20х^ — ЮОх +120) = 40x(x — 2)2(x — 3).

Bundan x^O , x2=2, x3=0 yechimlarni topamiz. x o‘zgaruv- 
chining qiymatlarini sistemaga qo‘yib, у  ning qiymatlarini topa
miz.

1) x = 0 da у  =  1 bo‘lib, (0; 1) yechim;
2 ) x = 2 d a y = — 1 a j  =  2 bo‘lib, (2; — 1)л(2; 2) yechimlar;
3) x = 3 da у  — 0 bo‘lib, (3; 0) yechim.

275



Misol va mashqlar
/ |И"Ч

1. Berilgan ko‘phadlarni kanonik shaklga keltiring:
= (x -  y f i x 1 + xy +  / ) ( *  + 2y) + x1 -  1.

1.2. f(x,y) = ( x -  y)(xy -  z)(x -  z)xyz-
2. Berilgan ko‘phadlarni leksiografik tartibda yozing va uning 

yuqori hadini toping:
2A.f(x,y,z)  = ( 2 x  + 3y)2z ~ x ( y  + z  -  3xz), Z5[x,y,z].
2.2. f{x,y,z,t) =  (x + y)(z + y) + 2x(y + t + I )  + (y + z?,  

Z3[x,y,z,t\.
3. Quyidagi ko‘phadlami simmetrik ko‘phadga toMdiring:
3.1. f(x,y) = x l + 2y.
3.2. f(x,y)  =  x3 + x*y + xy.
3.3. f(x ,y,z) = x3 + 2xy + 2yz + 5.
3.4 . f(x,y,z) = (x + y)2 + 2 xz + xyz.
4. Quyidagi ko‘phadlarning yuqori hadini toping:
4.1. / ( * 1 ,72) = 5 ( ^ 3 .
4.2. f ( x l , y 2) = 5<$ + 2q2q3 -3q] .
5. Quyidagi ko‘phadlarni elementar ko‘phadlar yordamida 

ifodalang:
5.1. /  (x,y) =  x3y  + / x  + 2X2 + 2 у1.
5.2. f  (x,j>) = 2x4_y -  5 ^  + 2xy 4 -  5xy2 .
5.3. f(x,y,z:) = x2y  + xy1 + x2z  + x2 + / z  + yz?.
5.4. f(x,y,z ) = x4 + у 4 + z4 -  2x2y2 -  2x2z2 ~  2y2z}.
5.5. f(x,y,z,t) =  ( x y +  zt)(xz + yt)(xt + yz).
5.6. f(x ,y,z) =  (xv + z)(xz + y)iyz  + x).
6. Agar n&N uchun 5п(х,у) = x"+y" bo‘lsa, barcha к > 2 

uchun Sk =q  — q 2Sk_2 ekanligini isbotlang.
7. 6-misoldagi formula yordamida quyidagilarning o ‘rinli 

ekanligini tekshiring:
7.1. S2 = q2 -  2q2,
7.2. S3 = qi -  3qtq2.
7.3. S4 = q l - 4 q 2q2 + 2q2.
7.4. S7 = с;7 ~7q{q2 + 14q3ql - 7 q xc?2.



8. Agar n eN  uchun Sn(x,y,z) = x" +  y" + f  bo‘lsa, barcha 
к  > 3 uchun Sk = a lSk _l — o2Sk_2 + o3Sk_3 uchun ekanligini is
botlang.

9. 8-misoldan foydalanib, quyidagilar o‘rinli ekanligini tek
shiring:

9.1. S3 = a2 -3 a [a 2 + 3a3.
9.2. S4 = a 4 - 4 g ,c 2 +2ct2 + 4 0 ,03 .

9.3. S5 = a, -5cjG 2 + 5ct1ct2 + 5a2a 3 -5ct2g3.
9.4. S6 = a® - 6a4a2 + 9a2a 2 -2ct2 + 6a 3a3 -120j02(t3 +3a3.
10. Berilgan ratsional kasrlar surat va maxrajini elementar 

simmetrik ko‘phadlar orqali ifodalab, qiymatini toping:

f i x , У) jx -y )4
10.1. g(x,y) x+y va G i < ; 2 — 1.

1Пт f ix ,У Л) 1 1 l 2 1 2 _n _ 110.2. —------ r------ 1- — 1---- 1—  н----- 1—  va с ,  —0, с, ,— 1» *53 —2.gix,y,z) У Z X xy XZ yz
11. Quyidagi hadlar orbitasini elementar simmetrik ko‘phad- 

lar yordamida ifodalang:
11.1. xj2x3, P [x ,,x 2 ,x3].
11.2. XJX2X3 , P[x{ , X2 , ЗС3 5 X4 ].

11.3. х ? , />[*!,*2 , ...,x„].
12. Isbotlang:
12.1. x4 + у4 +(x -  y4 ) =  2(x2 + xy +  y2)2 .
12.2. (x + у )3 + 3x^(1 -  x -  у) -1  =

= (x + у  — l^ x 2 + y2 — лу + x + у + 1).
12.3. x(y + z)2 + y(x + z)2 + z(x +  y)2 =

= (y + z)(x + z)(x + y) + 4xyz.
12.4. (xy + xz +  yz)3 + (x2 -  yz)2 +  (y2 -  zx)2 + (z2 -  xy)2 =  

= (x2 + y2 + z2)2.
13. Agar x + у + z = 0 bo‘lsa, quyidagi tengliklarni isbotlang:
13.1. x4 + y4 + z4 = 2(xy + xz + yz)2.
13.2. 2(x4 + y4 + z4) = (x2 + y2 + z2)2.
13.3. 2 ^  + у5 + z5) = б ^ х 2 + у2 + z2).

277



14. Berilgan ko‘phadlar rezultantini hisoblang:
14.1 . f i x )  =  бх2 + x — 2, g(x) =  Зх2 — 4x +  2.
14.2. / (x) = x4 — 2X2 + 3, g(x) = x2 — x +1.
14.3. /(x )  = x2 — 2x + 2 , g(x) = 2X2 + x —5.
14.4. / (x )  = x3 + 2X2 + 4x +1, g(x) = Зх2 + 4x + 4.
15. a ning qanday qiymatlarida berilgan ko‘phadlar umumiy 

ildizga ega:
15.1. / (x) = 2X2 + ax —3, g(x) =  ax2 + x — 2.
15.2. f ( x )  — x3 — Sx2 + 4ax — 4, g(x) = Зх2 —5ax + 8.
15.3. / (x) = x3 — ax + 2, g(x) = x2 + ax +  2.
15.4. / (x )  = x3 + ax2 — 9, g(x) = x3 + ax — 3.
16. Berilgan ko‘phadlar diskriminantini hisoblang:
16.1. f (x)  = x3 + 6x + 2.
16.2. /(x )  = x3 — 9X2 + 21x — 5.
16.3. f ix )  = x 5 + 2.
16.4. /  (x) = ях2 + bx + c.
16.5. /(x )  = x3 + /?x + q.
16.6. /(x )  = x3 + ax2 + bx + c.
17. Isbotlang:
17.1. Rif, gl ± g2) =  Riflgl) ± Riffa), deg/ =  1.
17.2. Rif, gl ■ g2) =  R(flgl) ■ Riflg2).
17.3. Rif, -f2, gl ■ g2) = Riflgl) ■ R(J\g2) ■ Rif2gx) ■ Rif2g2).
17.4. D((x -  a) -f ix)) =  Dif(x)) • i f  (a)2.
17.5. Dif- g) =  Dif)  ■ D(g) ■ {Rif, g))2.
18. a ning qanday qiymatlarida ko‘phad karrali ildizga ega?
18.1. f (x )  = x3 — 3 x + a.
18.2./(x )  = x4— 4 x +  a.
18.3. Д х )  = 4 x 3 - a x +  1.
18.4. f ix )  = x3 + (2 -  ЗОх2 -  ax — 2.
19. Tenglamalar sistemasini yeching:
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192 \ у2 - 5У + 4 х ~ 4 = 0 >
[2 у 2 + y - x 2 +1 = 0.

193 |5 * 2 - 5 y 2 - 3 x  + 9y = 0,
[5x3 + 5y3 -1 5 x 2 - 1 3 х у - у 2 =0.

194 {(3^-1)x2 + xF - 3  = 0,
[(y — l)x 2 - 2 x  + у -1  = 0.

20. R maydonda quyidagi sistemalarni yeching:

20. 1. {*3 + ^ = 35.
[x + y = 5.

9П9 I х2 +ХУ + У2 = 49’
■ ■ |x 4 + x2y + у = 931.

X + y  + Z = 1,

20.3. \ x 2 + y 2 + z 2 = 9, 
x3 + y3 +z* =1.

x - y  + z = 6,

20.4. ^x2 + y 2 + z2 =14,
X 3  -  j 3 + z 3  =36.

20 .5. I f + ^ = 9'
[3/^+3/^ = 5 .

20.6.
IE+ [Z = JL+i/ \ 1— ’h  Ух Jxy

f ic^y+tfxy3 =78.

21. Quyidagi tenglamalami yeching.

21.1. х + л /17-х2 + x V l7 -x 2 = 9 .
21.2. 3/10- х - л / 3 - х  =1.
21.3. V ^ x  + m  + x  =5.

21.4. ^78 + ^24 + л / ? - ^ 8 4 - ^ 3 0 ^ ^  = 0.



V \ Takrorlash uchun savollar

1. Ko‘p o‘zgaruvchili ko‘phadlar halqasi deb nimaga aytiladi?
2. Ko‘phad darajasining qanday xossalarini bilasiz?
3. Ko‘phad hadlarining leksikografik tartiblashni tushuntiring.
4. Simmetrik ko‘phadlarga ta’rif bering.
5. Ikki ko‘phad rezultanti qanday topiladi?
6. Ikki o‘zgaruvchili yuqori darajali tenglamalarni yechish 

usullarini bayon eting.

32-§. Maydon ustida ko‘phadlar

J  Asosiy tushunchalar: keltiriladigan ko‘phad, keltirilmaydigan 
ko‘phad.

Agar F  maydon ustida berilgan va darajasi nolga teng bo‘lma- 
gan / (x) ko‘phadni shu maydon ustidagi va darajalari f (x )  ning 
darajasidan kichik ikkita g(x), h(x) ko‘phadlar ko‘paytmasi 
shaklida ifodalash mumkin bo‘lsa, u holda / (x) ko£phadni F 
maydon ustida keltiriladigan ко ‘phad, aksincha, agar bunday 
ko‘paytma shaklida ifodalash mumkin bo‘lmasa, u holda / (x) ni 
F  maydon ustida keltirilmaydigan ко ‘phad deyiladi.

Algebrannig asosiy teoremasi. Darajasi 1 dan kichik bo ‘Ima- 
gan kompleks koeffitsiyentli har qanday ко ‘phad kamida bitta 
kompleks ildizga ega.

Agar d(x) ko‘phad /(x )  va cp(x) ko‘phadlarning umumiy 
bo‘luvchisi bo‘lib, d(x) ko‘phad / (x) va cp(x) laming ixtiyoriy 
umumiy bo‘luvchisiga bo‘linsa, u holda d(x) bo'luvchini /(x )  va 
ф(х) ко ‘phadlaming eng katta umumiy bo ‘luvchisi (EK U B) deyi
ladi va u (Дх); ф(х)) ko'rinishda belgilanadi.

f (x)=a0 + axx + ... + ajp,  f  (j) = fl0 + axy  + ... + bo‘lsin.

m  - f w = £  / )  =
k=1

= (x-y) ^  ak(xk~{+xk~2y  + ... + / “ ') =  (x-y)F(x; y),
k=1

280



bu yerda F(x;y) ='Yj ak{xk Чх* 2y+ . . .+ yk '). Aytaylik x =y
k=\

n
bo‘lsin. U holda F(x\x)= ̂ к а ^ х= ах+2а1х+..Лпа^?~х bo‘lib,

k=\
F(x\x) ni f ix )  ко‘phadning formal hosilasi deyiladi va u f'(x)  yoki 

f  orqaU belgilanadi.
f (x )= a 0xn + axx n~x + ... + an_{x + an ko‘phad x ~  с ning da- 

rajalari bo‘yicha

f ( x ) = f ( c ) + f ’{c)(x -  c)+ (x -  c)2 + ... + I--.h -l (x -  c)
n\

ko‘rinishda yoziladi.

Kompleks sonlar maydoni ustida f ( z ) = f  +ctf  1 +...+cn_lz+cn
ko‘phad berilgan bo‘lib, 04 , a 2,..., a„ lar / (z) ko‘phadning ildizi 
bo‘lsa, u holda ushbu

c, = -  ( 0 4  + a 2 + ... + a„);
■ c2 = a ja 2 + a 2d3 +... + a„_1a„;
■ c3 = - ( a ,a 2 a 3 + a 2 a 3 a 4 + ... + a ll_2 a #l_1 a JI);

cn = ( - 1)" a ja 2 — a„

munosabatlar o‘rinli bo‘ladi.
Kompleks sonlar maydoni С ustidagi ushbu ax^+bj^+cx+d— 0 

{a*0) ko‘rinishdagi tenglama 3-darajali bir noma’lumli tenglama 
deyiladi. Uning har ikki qismini a ga bo‘lib,

3 b 2 c d r .x + — x + — x + — = 0 
a a a

tenglamani hosil qilamiz. Unda x = у  ~ 3-^ almashtirish bajarib,

soddalashtirgandan so‘ng y'+py+q—O tenglamani hosil qilamiz. 
Bunda y=u+v  almashtirishdan so‘ng и va v larni shunday tanlab 
olamizki, natijada 3uv+p=0 shart bajarilsin. U holda
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sistemaga ega bo‘lamiz. Sistemadan ko‘rinadiki u3 va v3 lar Viyet
з

teoremasiga ko‘ra qandaydir £■+ qz -■?— = 0 tenglamaning ildizi bo‘-

27

ladi. Bu kvadrat tenglamani yechib, Zf=u3 dan и = |  ^  ,

v = + lafni hosil qilamiz. и va v ning har biriga

uchta qiymat, и o‘zgaruvchi uchun esa to£qqizta qiymat topiladi.
Agar и, в и, г2 и (bunda e son 1 dan chiqarilgan 3-darajali il

diz) z.j ning uchinchi darajali ildizlarining qiymatlari bo‘lsa, unga 
mos z2 ning uchinchi darajali ildizlari qiymatlari v, sv, e2v bo‘la- 
di. Natijada keltirilgan tenglama y x=u+v, y2=eu+e2v, y3=s2u+ev

1 л/3ildizlarga ega bo‘lib, unda e = -  -  + / —  bo‘lgani uchun y {=u+v,

y2= - ^ ( u + v ) + i ^ - ( u  -  v), y3= -|(M + v ) -  i ^ i u  -  v) bo‘ladi. 

3 bBu yerda x=y — — ni e ’tiborga olib berilgan tenglamaning

Xj = У~~^  j x2 =  У2 ~  ’ хз =  Уз ~  ~  ildizlari topiladi.
Kub tenglamani bu usulda yechish uni Kardano usuli bilan 

yechish deyiladi.
Agar x*+px+q= 0 tenglamada p, q lar haqiqiy sonlar bo‘lib,

2 3
b. = S— + lL- bo‘lsa, u holda quyidagi mulohazalar o‘rinli:

1) agar A > 0 bo‘lsa, tenglama bitta haqiqiy va ikkita o‘zaro 
qo‘shma mavhum ildizlarga ega bo‘ladi;

2) agar A = 0 bo‘lsa, tenglamaning barcha ildizlari haqiqiy va 
kamida bitta ildizi karrali bo‘ladi;

3) agar A < 0 bo‘lsa, tenglamaning barcha ildizlari haqiqiy va 
turlicha.



Agar a butun son koeffitsiyentlari butun bo‘lgan

Оо*" + ax Jt"_1 + ... + an_xx + an =  0
/•(1) f t -n

tenglamaning ildizi bo‘lsa, u holda — j- va fl+1 sonlar ham 
butun sonlar boladi.

Agar /7,/  ̂ (# > 0) qisqarmas kasr koeffitsiyentlari butun 
bo‘lgan + fljx”-1 + ... + an_lx + an =  0 tenglamaning ildizi 
bo‘lsa, u holda p son an ozod hadning q son esa a0 bosh koeffit- 
siyentning bo‘luvchisi boladi.

Eyzenshteyn kriteriyasi. Butun koeffitsiyentli

f(x) =  C / 1 +  Cn_  jX"_1 +  ... +  CjX + c0

ko‘phadning bosh koeffitsiyenti cn dan boshqa barcha koeffit
siyentlari p  tub songa bo‘linib, ozod had c0 esa p2 ga bo‘linmasa, 
u holda f {x )  ко‘phad ratsional sonlar maydoni ustida keltiril- 
maydigan ko‘phad bo‘ladi.

Kasrning maxrajidagi irratsionallikni yo‘qotish mumkin, ya’ni 
Fx sonlar maydoni ustida keltirilmaydigan «-darajali p(x)=x" + 
+ Oj*”-1 + .. + an_xx + an (n>  2) ko‘phad berilgan bo‘lib, x=a

uning ildizi bo‘lsa, u holda (g (a ) * 0) kasr-ratsional ifoda-
Я(а)

ni shunday o‘zgartirish mumkinki, natijada uning maxraji butun 
ratsional ifodaga aylanadi.

1-misol. f (x )  = x4 + 2*3 — Зх2 — 5x + 2 ko‘phad maydonda 
keltiriluvchimi?

Yechish. f (x )  ko‘phad darajasi 4 ga teng bo‘lganligi uchun, 
agar u Q maydonda keltiriluvchi bo‘lsa, u holda f ( x )  ko‘phad- 
ni ikkita 2-darajali yoki 1- va 3-darajali ko‘phadlar ko‘paytma- 
siga yoyish mumkin.

Agar f {x )  =  (ax2 + bx +  c)(dx2 + mx + n) deb faraz qilsak, 
bu tenglamaning yechimlari na butun sonlarda va na kasr sonlar- 
da mavjud emasligiga ishonch hosil qilish mumkin.

Agar f (x )  — (ax + b)(cy? + dx2 + mx + n) deb faraz qilsak, 
u holda tenglamadan
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ас = 1, 
ad + be = 2,

• am + bd = -3, 
an + bm = -5, 
bn = 2

sistemani hosil qilamiz. Bu sistemaning yechimlaridan biri a=c=  
~n=  1, b=2, d=  0, m =  -3 . Demak, / (x) =  (x + 2KX3 -  3x + 1) 
boMib, berilgan /  (x) ко‘phad Q maydonda keltiriluvchi ekan.

2-misol. Q[x] da berilgan f i x )  =  (x — 2)(x — 3)2(x + 1) va 
g(x) = x3 — Зх2 — 2x + 6 ko‘phadlarning EKUB va EKUKini 
toping.

Yechish. f (x)  ко‘phad kanonik yoyilma ko‘rinishida berilgan- 
ligi uchun g(x) ko‘phadni keltirilmaydigan ko‘phadlar kanonik 
yoyilmasiga keltiramiz:
/  (x) =  (x3 — Зх2) — (2x — 6) =  x2(x — 3) — 2(x — 3) = (x — 3)(x2 — 2). 

Demak, if, g) =  x -  3; i f  g] ~  (x -  2)(x2 ~  2)(x -  3)2(x + 1).
3-misol. Q[x] halqada berilgan/(x) = x4 — 2X3 + Зх2 — 5x + 1 

ko‘phad hosilalarining x0= l nuqtadagi hosilalarini toping va beril
gan ko'phadni x -  1 ikkihad darajalariga yoying.

Yechish. 1-usul.
/ '(x )  = 4X3 — бх2 + 6x — 5; 
f"(x) — 12X2 — 12x + 6;
/'"(x ) =  24x -  12; 
f lv(x) =  24.

U holda / '(1 )  =  4 - l 3-  6 - 1 - 5  = —1;
/"(1 ) = 12 • 1 -  12 • 1 + 6 =  6;
/" '(1 ) =  24 • 1 -  12 = 12; 
f IV(x) =24.

Berilgan ko‘phadning (x -  1) darajalariga yoyilmasini Teylor 
formulasidan foydalanib topamiz:

/ ( X )  = / ( 1 )  + / ' ( l ) (x  - 1 )  + - 1)2 +

+ m ( x . iy > + / i s )  ( , - D * .



Bu yerda /(1 )  =  - 2  bo‘lganligi uchun
/(x )  = - 2  -  (x -  1) + 3(jc -  l)2 + 2(x -  l )3 + (x -  l)4.
2-usul. Gomer sxemasi yordamida yoyilmani topamiz:

1 - 2 3 -  5 1

1 1 -1 2 -3 - 2

1 1 0 2 -1

1 1 1 3

1

1

1

1

1

2

Jadvaldan / ( 1 )  =  - 2 ; / '( 1 )  = -1 ;  ^  = 3; ^  = 2;

f IV (l)—j -,— = 1 lami aniqlaymiz.

Bundan,/(x) = (x—l)4 + 2(x — l)3 + 3(x — l)2 — (x —1) — 2 
va/ '(1 )  = —1 ;/"(1 ) — 6;f'"( 1) = 12 larni topamiz.

4-misol. a ning qanday qiymatlarida f ( x )  =  x3 + x2ax +  3 
ko‘phad karrali ildizga ega bo‘ladi?

Yechish. Berilgan ko‘phadning karraU ildizi a  bo‘lsin. U holda 
/ (x) = (x — a)2 -h(x). Bu ko‘phadning hosilasi / (x) =2(x — a)h(x)+ 
+ h'(x)(x — a)2 bo‘l ib ,/ '( a )  = 0 bo‘ladi.

/ ( a )  = 0 ,/ ' ( a )  = 0 lardan quyidagi tenglamalar sistemasini 
tuzamiz:

j a 3 + a 2 + aa + 3 = 0,
[3a2 + 2a  + a  = 0.

Bundan a =  —За2 — 2а yordamida а 3 + a2 — За3 — 2а2 +3 = 0, 
ya’ni —2а3 — а 2 + 3 =  0 tenglamaga ega bo‘lamiz. Uning

3 15a, = -  -  \ a 2 =1 yechimlari mavjud bo‘lib, ax = - — ;a2 = -5 ga
ega bo‘lamiz.

Demak, a =  —5 da berilgan ko‘phad karrali ildizga ega.
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5-misol. Agar £>[x] halqada 2 son f i x )  ko'phadning 3 karrali 
ildizi bo‘lsa, u holda g(x) = f ' {x ) (x2 + 3) + (x +  3)f"(x) 
ko‘phadning necha karrali ildizi bo£ladi?

Yechish. 2 soni /  (x)ko‘phadning 3 karrali ildizi boiganligi 
uchun / (2 )  =  / '( 2 )  =  / " ( 2) =  0 va / " ' ( 2) ф 0. 2 sonni g(x) 
uchun tekshiramiz: g { 2 )  =  0 va g ( 2) ф  0.

Demak, 2 soni g(x) uchun bir karrali ildiz.
6-misol. f (x)  ko‘phadni karrali ko‘paytuvchilarga yoying.
Yechish. f (x)  ko‘phadni keltirilmaydigan ko‘phadlarga kano

nik yoyilmasini quyidagi jadvaldan foydalanib topamiz:
С maydonda / (x )  = 9 jtp22...9 m", 1 < i < m, bo‘lsin, ф. 

ko‘phadlami quyidagicha aniqlaymiz:

/  =  Ф 1Я>2 - Ф т =  Ф1Ф2 " ‘Ф т

II

dy =  ( / , / ' )  =  Ф2 Ф3 — Ф т  1 q 2 = - ^ -  =  Ф2 Ф з - Ф *
*

ф2

4 = ( < М ' )  =  ф , ........ ф Г 2
^2

f t  =  - Г  =  Фз - Ф т
- “ 3

Фз = 7 -
“74

.. .

^m - l  — ( d m_ i d m_2 )  — ф т s9-II

i 
„Е

 

II5sr Ф m = Q m

4 ,  = 1

Berilgan f ( x )  ko‘phad uchun Evklid algoritmi yordamida 
dy, d2, ..., dm larni topamiz: f'(x) =  4X3 -  6/x2 -  2i.

dy =  ( / , / ' )  =  ( x - / ) 2;

rf/ =  2x — 2 i =  2(x — /);

d2 =  x — /;

^  = 1;
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Bulardan, = — = x + / ; ф2 = — = 1;ф3 = q3 = x - i  lar ke- 
h  Яъ

lib chiqadi.
D em ak,/(x) = (x + i)(x — i)3.

\

7-misol. Q maydonda = —r — +—x+3— -  kasrni ele-
g(x) (x -4x+4)(x+3)

mentar kasrlarga yoying.
Yechish. f ( x )  va g(x) ko‘phadlarning o ‘zaro tub yoki tub- 

masligini tekshiramiz. Buning .uchun ularning EKUBini topamiz. 
(f, g) =  x + 3. /(x )  va g(x) larni o‘zaro tub holga keltiramiz va

qisqarmas kasr -----  ni hosil qilamiz. Bundan,
S ( x ) ( x - 2 )  (x+3)  4

x+l A B C  А, В, С parametrlar yordam ida------5------ = 7—— + -------=- + —-K J (x-2)2 (x+3) (x-2) (x-2)2 x+3

yoyilmani tuzamiz. Natijada x + 1 =  A(x — 2)(x + 3) + B(x + 3) + 
+ C(x — 2)2 tenglama kelib chiqadi va uning yechimlari

a) x = 2 da В = ^ ;

b ) x = - 3 d a  C = - A ;

d ) A  + C = 0 v a  A = ^ .

Demak ^ x  ̂  ̂ 2 2
’ ?(^) (x-2)2(x+3) 25(x-2) 5 ( x - 2 ) 2 25(x+3) '



Misol va mashqlar

1. f(x)  ko‘phad berilgan maydonda keltirilmasligini isbotlang:
1.1./(x )  = x3— 2, Q.
1.2.f i x )  =  x2 + x  +  1, Q.
1.3./(x )  =  x2 + x + 1, Z5.
1.4./ (x )  = x6 + x3 +1, Q.
2. Q maydonda berilgan quyidagi ko‘phadlami keltirilmaydi

gan ko‘phadlar ko‘paytmasiga yoying.
2.1. f (x )  =  2X5 — x4 — бх3 + Зх2 + 4x — 2.
2.2. f ix )  =  Зх5 + x4 — 15X3 — бх2 + 12x + 4.
3. /(x )  =  2X5 ~  x4 -  2X3 + x2 -  4x + 2 ko‘phadning 2 juft 

bir-biriga qarama-qarshi ildizlari mavjudligi ma’lum bo‘lsa, uni 
Q, R, С maydonlardagi keltirilmaydigan ko‘phadlarga yoyilmasi
ni toping.

4. Q maydonda berilgan 3-darajali ko‘phad keltiriluvchi 
bo‘lishi uchun uning bitta ildizi ratsional son bo'lishi zarur va 
yetarli ekanligini isbotlang.

5. Z[x] halqada quyidagi ko‘phadlar keltirilmasligini isbotlang:
5.1./ (x )  = x5 — x2 +1.
5.2. f ( x )  =  x5 + x4 + x3 + x2 + 1.
5.3. f ( x )  =  x3 — x2 + x + 1.
6. /  (x) = x4 + 4 ko‘phad Z5, Q, R, С maydonlarning qaysi 

birida keltiriluvchi?
7. Quyidagi ko‘phadlami keltirilmaydigan ko‘phadlarga yoying:
7.1./ (x )  =  x4 — бх3 + l lx 2 — 6x + 1, R[x].
7.2. / ( * )  = x 4 + 4, Qx].
7.3. / (x )  =  (x2 + x -  l)2 + ЗхСх2 + x -1 )  + 2x1
7.4. / (x) =  x4 + 4; C[x].
7.5. /  (x) =  x2(x — 3)2 + 4X2 —12x + 4.
7.6./ (x )  =x* + 27; Qx].
7.7./ (x )  =  (x + 2)(x + 3)(x + 4)(x + 5) + 1.
7.8./(x )  = x2" + x4 +1; C[x].
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8. Quyidagi ko‘phadlaming EKUB va EKUK larini toping:
8.1. / (л:) = (x — l)2 (x2 — 5x + 6), g(x) — x2 — x — 2, Z[x\.
8.2. / (x) = (x2 — 2x + 3)2 (x2 + 5x — 6)2, 

gix) =  (x2 -  8x + 12)2 (x3 -1 ), Q[x].
8.3./(x )  = x4 + 2X3 — 2x — 1, g(x) = (x +l)(x2 — x — 2), Q[x].
8.4./(x )  =  x5 — x, g(x) =  (x2 + x + l ) 2 (2 x  + 4), Z5[x].
8.5. / (x )  =  x™ — 1, g(x) =  xn — 1.
8.6. /(x )  =  x" + 1, g(x) = x" + 1.
9. Quyidagi ko‘phadlarning hosilasini toping:
9.1./ (x )  = (x2 + x -  1 ) V  -  2), Q[x].
9.2. f { x )  =  4x10 + Зх2 (x + 3), Z5[x],
10. Agar Z3[x] halqada/'(x ) = 2x  +1 v a / ( l )  =  1 bo‘lsa, 

6 darajali / (x) ko‘phadni toping.
11. Agar Q[x\ halqada /"(x ) = 24x + 2, / (0 )  = 1 v a / ( l )  = 5 

va bo‘lsa, /(x )  ko‘phadni toping.
12. Z2[x] halqada darajasi 3 dan katta bo‘lmagan va o‘z hosi- 

lasiga bo‘linuvchi barcha f ix )  ko‘phadlarni toping.
13. / (x) ko‘phadni x — a darajalariga yoying va hosilalarining 

a nuqtadagi qiymatini toping.
13.1./(x) =  b£ +  (1— i)x? — (2 +  i)^  +  3x — 3 — 4i, a  =  2i, С  [xj.
13.2. / (x) = x5 — З/х3 — 4X2 + 5ix —1, a = —i, G [x] .
1 3 .3 ./(x) = (x — 3)(x — 2)(x + l)(x  + 4) +1, a =  —1, Q[x],
13.4./(x) = 2x4 + x3 + x2, a — 1, Z3[x],
13.5. f i x )  =  x4 -  8X3 + 24X2 -  50x + 90, a =  2, R[x\.
13.6. / (x) = x5 — 4X3 + бх2 —8x +10, a =  2, i?[x].
14. Berilgan ildizlar necha karrali ekanligini aniqlang:
14.1. a  = 3; / (x) = x4 — бх3 + Юх2 — 6x + 9, Q[x\.
14.2. a  =  2; f i x )  =  x5 — 4x4 + 7X3 —llx 2 + 4, £)[x],
14.3. a  = 1 + /; / (x) = x4 — (3 + Ai)x3 + (3 + ЗОх2 +

+ (8 -  2/)х -  2 -  2 / , C[x].
14.4. a  = 2; / (x )  = x5 — 5x4 + 7X3 ^  2X2 + 4x —8.
14.5. a  = 3; f i x )  =  x5 — 6x4 + 2X3 + Збх2 — 27x — 54.
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15. R[x] da b ning qanday qiymatlarida berilgan ko‘phad kar
rali ildizga ega:

15.1. f i x )  =  x5 — 5X3 + b.
15.2. f  (x) =  x3 — 4л2 — 3 x + b.
15.3. f { x ) — x3 + Зх2 + ЪЬх — 4.
15.4. f ( x )  =  x3 + 5л2 + 8x + b .
16. Berilgan ko‘phadlarning karrali ildizga ega bo‘lishining 

zarur va yetarli shartlarini aniqlang:
16.1./ (x )  =  x4 + ax + b.
16.2. /  (x) =  x5 + ax' + b.
17. Berilgan ko‘phadlarning keltirilmaydigan ko‘phadlar ka

nonik yoyilmasini toping:
17.1. f ( x )  =  x5 +  4x4 +  7X3 +  8X2 + 5x +  2 .
17.2. / (x) = x5 — ix4 + 5X3 — /x2 + 8x + 4 / .
17.3. f ix )  — x5 + 5x4 + (6 — Од3 — (4 + 6i)x? — (8 +12 i)x — 8/.
17.4. f i x )  =  x6 -  6x4 -  4X3 +  9X2 +  12x +  4.
18. Quyidagi shartlar asosida kompleks koeffitsiyentli eng ki

chik darajali ko‘phadni aniqlang:
18.1. 1 — ikki karrali, 2, 3, 1+/ — bir karrali ildizlar.
18.2. / — ikki karrali, —1—/ — bir karrali ildizlar.
19. R[x] halqada berilgan kasrlami qisqarmas kasrga keltiring:

19.1. *2- 4x+3
x 2 -5x+6

19.2. x8 +x4 +1
X2 +X+1

20. Q maydonda berilgan kasmi elementar kasrlarga yoying.

f i x )  _  x+3 
20Л- g(x) ~ (x3-2)(jc+1) ’

20.2 . / W -  1
g { x )  x 4 - 2 x '
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20 3 Ш  =
ZU-J ' g (x)  x 4 - 4 ‘

20.4. f(x)  -  1g(.x) x 3+x '

21. R maydonda berilgan kasrni elementar kasrlarga yoying:

f i x )  _  x3- l
2 1 . 1 .

21.2.

21.3.

21.4.

21.5.

£(*)  (x2 +x+l)2 (x2+l) '

f i x )  _  x4 +2x3-18x2+54 
gix) x5+6x4 +9x3

f ( x )  _  x 2+3x+2 
gix) ~ (x4 +4)(x+2) '

f i x )  = x 2 
g i x )  *4- 4 '

f i x )  x+3
gix) (x3 -2) (x+l)  ‘

21.6. f i x )  _  X 2

gix) (x2+x+2):

21.7. f (x )  ~ x2

21.8.

g(x )  x4 —16

/ ( X )  1
g (x )  x4+4 '

22. С maydonda berilgan kasrni elementar kasrlarga yoying:

f i x )  _  X222.1.

22.2.

g i x )  (x - l ) ( x + 2 ) ( x + 3 ) -

f i x )  _  1 
g i x )  x4+4 ’
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f i x )  5x2 +6x-23 -5 V ± - ----------------------
^  g (x ) (x -1 )3 (x+1)2 { x - 2 ) '

224 ^  = ____ l-____• • g(x )  i x - i ) i x+2i )  •

f i x )  _  2x
2 2 -5 - g ( x j  ~  ( x - l ) ( x 2 +l) ’

23. Z5 maydonda — ip ~  tub son) kasrni elemen

tar kasrlarga yoying.
24. Maydon ustida keltirilmaydigan ko‘phadlarning quyidagi 

xossalarini isbotlang:
1°. Agar p(x) va g(x) keltirilmaydigan ko'phadlar bo‘lib, 

pix) I g(x) bo‘lsa, u holda p{x) =  ag(x) (a * 0) bo‘ladi.
2°. Ixtiyoriy f i x )  ko‘phad keltirilmaydigan ixtiyoriy pix) 

ko‘phadga bo‘linadi yoki (fix); p(x))=1 bo‘ladi.

3°. Agar Дх) ko‘phadlarning hech biri keltirilmaydi
gan pix) ko‘phadga bo‘linmasa, u holdaf i x )  -/2(x) . . . /m(x) • pix) 
bo‘ladi.

4°. Agar / 1(x )/2(x).../m(x) i pix) ip(x) -  keltirilmaydigan

ко‘phad), u holda Д х) ( i = l , m )  ko‘phadlarning aqalli bittasi 
pix) ga bo‘linadi.

5°. p(x) keltirilmaydigan ko‘phad bo‘lsa, u holda ap(x) 
(0 ф a&F) ham keltirilmaydigan ko‘phad bo‘ladi.

25. Agar Xj = a + bi berilgan / (x) ko‘phadning ildizi bo‘lsa, 
uning qolgan yechimlarini toping:

25.1. f ix )  =  x3 -  4X2 + 3x + 30; Xj = 3 + i V6 .
25.2. /(x )  = x3 — 4X2 + 3x + 30; Xj = 3 — г л/б .
25.3. f ix )  =  4 x 4 -  24X3 + 53X2 + 18x -  42; Xj = 3 -  i S  .
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25.4. Д х) = x 4 + 2л3 + 2л2 + бх — 3; Xj = — 1 — i л/2 .
26. Kardano formulalari yordamida quyidagi tenglamalarni 

yeching:
26.1. —2x3 — 2л2 +  12x — 24.
26.2. 2X3 +  4x2 +  4x +  4.
26.3. 2X3 +  8X2 — 2x +  5.
26.4. — 5л3 +  8X2 — 3x — 3.
26.5. 6x3 — Бх2 +  5x — 3.
26.6. — 5л3 + 8X2 — Зх — 24.
26.7 . 2X3 + Бх2 — 12x + 12.
26.8. 2X3 +  4X2 +  4x +  4.

26.9. 5X3 +  x2 — 3x — 2.
27. Ferrari usuli bilan quyidagi tenglamalarni yeching:
27.1. x4 — 2X3 — 2X2 + 12x — 24.
27.2. x4 +  2X3 +  4X2 +  4x +  4.
27.3. x4 -  2X3 +  8X2 -  12x +  12.
27.4. x 4-  5X3 +  8X2 — 3 x -  24.
27.5. x4 -  2X3 +  8X2 -  12x +  12.
27.6. x4 — 5X3 +  x2 — 3x — 2.
28. Ko‘phadning butun ildizlarini toping:
28.1 ./ ( x )  =  x4 — Зх2 — 14.
28.2. Д х) =  4x4 +  3 x 2 - 4 .
28.3. Д х) = x4 + 4X3 + 27.
28.4. Д х) =  x4 — Зх2 — 24.
28.5. /(х )  = х5 + Зх -  9.
28.6. / (х )  =  х5 + Зх -  8.
28.7. / (х )  = х5 + Зх — 12. ■
28.8 ./ ( х )  =  х3 + 2Х2 -  Зх +2.
29. Ko‘phadning ratsional ildizlarini toping:
29.1. f ( x )  =  4X5 + 4x4 +  7X3 +  Sx2 +  5x +  2.
29.2. f ( x )  =  5X5 -  x4 -  2X3 -  27X2 -  44x + 7.
29.3. /  (x) =  —4X5 — x4 — бх3 +  l l x 2 — 6x + 1.
29.4. /  (x) =  5X5 + 4x4 +  4X3 +  13X2 +  6x +  9.
29.5. / ( x )  =  -7X 5 +  x4 -  5X3 -  8X2 + 19x -  3.
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30. Kasr maxrajini irratsionallikdan qutqaring:

7 2
3 0 Л - l-\/2+\l2  ' 3° -2 - W - 2 t l 9 +tl3 -V

30.3.

30.5.

30.7.

30.9.

2%/5 
Щ-Щ+7 '

2V3 
1/25- Щ + 6  ‘

m
Щ + 2%/2 ’

5
Щ- Щ-

30.4.

30.6.

30.8.

Щ  -  Hi+ъ

9Щ 
Ш  -  3/7+3

9
2/4 + з/2+з *

Takrorlash uchun savollar

1. Ko‘phadning butun va ratsional ildizlari.
2. Eyzenshteynning keltirilmaslik alomati.
3. Algebraik elementning minimal ko‘phadi.
4. Maydonning oddiy kengaytmasi va uni qurish.
5. Kasr maxrajini algebraik irratsionallikdan qutqarish.
6. Maydonning chekli kengaytmasi.Maydonning murakkab 

kengaytmasi.
7. Algebraik sonlar maydoni.
8. Tenglamalaming radikallarda yechilishi.
9. Uchinchi darajali tenglamalaming kvadrat radikallarda 

yechilish sharti.
10. Kvadrat radikallarda yechilmaydigan masalalar.
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J A Y  О В L A R

I MODUL. MATEMATIK MANTIQ ELEMENTLARI

l-§ . Mulohaza. Mulohazalar ustida mantiq amallari

1. 1.2, 1.5, 1.8, 1.9, 1.10, 1.14, 1.18, 1.19, 1.20, 1.21, 
1.22 — mulohaza. 2. 2.1, 2.5, 2.7 — yolg‘on. 3. 3.3. 3 < 2, 3.8. 
barcha haqiqiy sonlar toq. 3.10. Shunday natural son mavjudki, 
u birdan katta emas. 4. 4.2, 4.8. 5. 5.1. (x ф 0)л {у ф 0). 5.2. 
(x = 0)v (y = 0). 5.3. (x = 0) a  (y = 0). 5.4. (x = 0) a  (у * 0).
5.5. (x > - 6 ) л (x < 6). 5.6. (x = -2 )v  (y = 2). 6. 6.1, 6.5, 6.6,
6.7, 6.9, 6.10 -  yolg‘on. 7. 7.2, 7.4, 7.7, 7.8, 7.9 -  rost. 8. 8.1. 
ЛАлЛВ => A v  В . 8.2. Ал\В =>lC. 8.3. A ^ B v C v D .  8.4. 
A =» В v С v D . 9. Mavjud emas. 10. 10.2 — yolg‘on, qolgan- 
lari rost.

2-§. Formula. Teng kuchli formuialar. Mantiq qonunlari.

2 .2 .3 .(((U )«  (1«))v (С л B)), ((C U )« ((le )v  с))л  В), 
(((U) «  ( p  V с)))л в ) ,  (О й » ( О Ф  с ) ) ) а  в ) ,

0 ( й  »  0 ) Ь  Ф  в ) ,  0 ( й  » ( О Ф  с ))л  в) ) ,  

ОЙ « ( ( О Ф  ф  г))), О й  « ( О Ф  (С л г)))), 

О й  » (Kfi V (с  л г))))), О й  » ( I p  V с )  л в)))),

0 ( й  »  О Ф  (с л г))), (1(Й »  0 (я  v с)))л  в)) ,
О й  » (0(в v с ))л  в))) ,  (Ой »  (l5)))v (с  л в ) ) ,

( 0 л ) «  ( ( О Ф  с ) л  в) ),  ( f U ) «  ( 0 ( « v C ) ) a 4
(О й в  С1(Я V О)))л в ) .  3. 3.1. А , В , С , { \ С \ ( А  v В),( А  и  В),
( ( A  v B)=t А ) , ( { А  в  й)л (1C)), («Л « * ) ч / 1 ) э  (to))
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(((Л <=>5)a (1c ) ) = > ( P v 5)= > ^)= > (1 c ))). И . 11.1. 1. 11.2.

A v B .  11.3. А л В .  11.4. ЛАаЛС. 11.5. A v ( B a C).  11.6. 

В=^]А. 12. 12.1. \МлВлЮ). 12.2. 1(14л1Я). 12.3. Y U a ^ C ) .

12.4. 1(Ла1Я)а1(ЛаС). 12.5. 1(1^4л1Б)л1(~Ы  а  С ) . 13. 13.1. 

1(~U v 5 )v l( l5 v lC ) . 13.2. A v 5 v l ( l ^ v l 5 ) .

13.3.1(1 (A v  В) v  C )v l(5 v lC ). 13.4.1(1(1Лv l(l# v lC )) v 

v (14 v В ) ) ^ В . 13.5. 1(1(1Л v 5 )v l( l5  v В v С)) v (]А  v С) .

14. 14.1. (Ъ4у(1ЯаС))а(А/1Я). 14.2. «4 vBv C)a ]D)v QvRvP.

14.3. (((Л v (Яа1С))л1£) v Q) a  (R v (IP  л F )).

14.4. ((1Л v (В a  (CvlZ)))) a  Q)v]R .

3-§. Predikatlar. Kvantorlar.

1. 1.2,1.4,1.5,1.7,1.8,1.10,1.11,1.14. 5. 5.1. М\{3}. 5.2. 
{1,2,3,4,5,6}. 5.3. {2,4,5,6,8,10,12,14,15,16,18,20}. 5.4. М\{3}.
5.5. M\{5}. 5.6. M\{5}. 5.7. {1,5,7,11,13,17,19}. 5.10. {6,12,18}.

4-§. Matematik mantiqning tatbiqlari

4. 4.1. Vx e M , V y  e M ((x  = y) v (x < y) v (x > y));
Эх e M,  3y e M( ] ( x  = y )v l(x  < y)v l(x  > y)) .
4.2. 3L e R+, Vy e M{\f(x)\ < L) ; VZ e R+, 3y e M(\f(x)\  > L ) .
4.3. Vxx e M ,  Vx2 e M ((xj < x2) => f ( x x) < / ( x 2));
3xi e M,  Зх2 e М ((х х < x2) л f ( x x) > f ( x 2))).
4.4. 3T  e  R \  {0}, Vx e M ((x  ± T e M )  a  ( / ( x  ± T )  = f ( x ) ) ; 
V T e  R \  {0}, 3x e M ((x  ± T  t  M ) v  ( f ( x  ± T )  Ф f ( x ) ) .

II MODUL. TO‘PLAMLAR УА MUNOSABATLAR

5-§. To‘plam. To‘plamlar ustida amallar. Eyler—Venn 
diagrammalari

2. A={1}, B={a,{\}}, C={{o,{l}}}. 4. \R(M{)\=2, |ДМ 2)|=4, 
)7?(Л/з)|=16, \R(Mn)\=2n. 6. 10 nafardan kam emas.

296



7-§. Akslantirish (funksiya). Tartib munosabati. Graflar

II MODUL. ALGEBRA YA ALGEBRAIK 
SISTEMALAR

8-§. Algebra. Faktor-algebra

1. 1.1. Amal emas. 1.2. Unar amal. 1.3. Amal emas.
1.4. Amal emas. 1.5. Amal emas, agar natural sonlar to‘plamida 
qaralsa, temar amal. 2. Neytral element mavjud emas.
3. 3.1. Neytral element mavjud emas. 3.2. Neytral element 1.
4. 4.1. Butun sonlar to‘plamida qo‘shish, ko‘paytirish va qara- 
ma-qarshi elementni topish. 4.2. Ratsional sonlar to‘plamida 
qo‘shish, ko‘paytirish, qarama-qarshi va teskari elementlami 
topish. 4.3. Mulohazalar to‘plamida dizyunksiya, konyunksiya, 
implikatsiya, inkor amallari.

9-§. Gruppa. Halqa. Maydon

0, agar z  = 4k,
e, agar z = 4k +1, 

1“ . 4z  _

a, agar z  = 4k + 2,
b, agar z  = 4k + 3

akslantirish gomomorfizmdir.
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IV MODUL. ASOSIY SONLI SISTEMALAR
12-§. Kompleks sonlar maydoni

1. 1.1. Rez = 0, Imz = у .  1.2. Rez = 2, Imz —

1.3. Rez = 0, Im z = —1. 1.4. Rez = ~ , Im z = 0.

4. 4.1. z = 2,5 + y i , y e  R.  4.2. z  = ~~ + i- 4.3. zU2 = 1 •

4.4. 0 . 4.5. z i = - 1 + i, z2 = -4  -  i . 4.6. Zi = ^ , Z2 = ~ .

4.7. Zi =1 -2 / ,  z2 = -3  + /. 4.8. Zi =-2/, z2 = — 5- 5 1 - - 1- *-

5.2. /. 5.3. 0 . 6. 6.1. 1 + /. 6.2. 6 + 8/, 6 + 17/. 6.3. Zl =1 - / ,  

z2=i. 6.4. Zi = 1 + /, z2 = -2 / .  6.5. z = |  + | /  - 6.6. Zi = -1 ,5 -2 /;

z2 =-1,5-4,25/. 8. 8.1. 2 " c o s ^ .  8.2. -^ L s in ^ . 8.3. 2 " c o s^ .
J v 3 3

8.4. -^ - j- s in y . 9. 9.1. 5(cos0 + / sinO). 9.2. 2(cos-|rc + /s in ^ n ) . 
з“

9.3. (cos ^  n + / sin ^ я ) . 9.4. 16(cos ̂  + / sin j ) .

9.5. cos(|-oc) + /s in ( |-c c ) .  11. 11.1. -  (cos(2p -  0) + 

+ / sin(2p -  0)). 11.2. 42008. 11.3. 2"sin” |(c o s« (^ -a )  + 

+ / sin n ( j  -  a ) ) . 11.4. -  -y-3̂ 97| (-1 + i S )  ■

12. 12.1. л/5 (cos (p+̂ 7t + / sin ф+̂ -), & = 0,1,2;ф = a rc s in (--^ ) .

12.2. 2 (c o s^  + /s in ^ ) ,fc  = 0,1,2,3,4,5.6 6

12.3. >/l3(cos-ф+?-— + / sin ф+д— ),fc = 0,1,2,3;ф = arcsin-^L-.

_  ^+2fat —+ 2 к ж
12.4. Jj(cos  — + / s i n — ) ,к = 0,1,2,3.
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^ 7t+2/ai -^7t+2£rt
12.5. cos-^Ц;—  + / s in ^ - ^ ---- ) ,k  = 0,1,2,3,4.

12.6. ^2(cos + i sin (p+̂ 7t), A: = 0,1,2,3; ф = a r c c o s ^ i .

,  -̂̂ +2Аэт ^^+2£л
12.7. (cos - ilg —  + i sin -12-̂ — ), fc = 0,1,2,3,4,5.

12.8. 1̂ 74^(cos3yH82fat + i s \ n ^ ~ ^ ) , k  = 0,1,2,3,4,5,6,7; ф = arccos^L-.

V MODUL. AMFMETIK VEKTOR FAZO. 
CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASI

13-§. Arifmetik vektor fazo

2. 2.1. (8 + Л  ,0-9,4). 2.2. (-2,12,-17). 2.3. ( I  sin a , I ,

I  cos 3 a). 2.4. ( - ^ , H _ 3 ) .

14-§. M atritsa va uning rangi

3. Agar X = 1 л X = ^  bO‘lsa, rang 2 ga; agar A, = 1 v X = j

bo‘lsa, rang 3ga teng. 4. X = 0 da rang 2 ga, X ф 0 da rang 3 ga 
teng.

15-§. Chiziqli tenglamalar sistemasi

2. 2.1. (1,—1,0). 2.2. (1,2 -1 ,-2 ) .  2.3. ( | , - 1 , | , 0 ) .  2.4.

Hamjoysiz. 3. 3.1. har qanday X uchun CHTS hamjoyU. 3.2.
X ф -2  da CHTS hamjoyli. 3.3. X = -3  da CHTS hamjoysiz.

3.4. X = 2 da CHTS hamjoysiz. 4. 4.1. x = ^(~я + b + c + d ) ,  

у  = ^{a  — b + с + d ) , z  = ^(a + b -  с + d ) , t = ^  (a + b + с -  d ) .

4.2. x = -j (ap - b q - c r - d s ) , у = -i- (a# + bp + cs -  dr) ,
./4 л

z  = 4  (a r -b s  + cp + dp), t = — (as+br-cq+d]j),A = al + t f + (? + d 2. A A

4.3.x* = (-1)"+* X 7------w ------ -----------w ------T ’ bu yerda
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f ik, ci\,...,ak_x,ak+[,...,an elementlaming n - i  tadan ko‘paytma-
П (b-at)

lari yig‘indisi. 4.4. xk №i*k___________________
П (b-ak )f ' (ak) ’
i*k

f { x )  = (x -  ax)(x -  a2)...(x -  an) .

_ -5хз+х4+10  ̂2
5. 5.1. x3 -9 x4 -2  

11

x2 = — — • 5.2. X3 = 22x!-33x2-H ,x 4 = -16xj+24xj+8.

5.3. (3,2,1). 5.4. x1 = ^ i , x 2 = 1̂ l , x 3 = 15̂ .  5.5.
4 2x3 = 13, x4 = 19 -  3xj -  2x2, x5 = -3 4  . 5.6. x3 = yXj + - x2,

x4 = - y xr  jX 2 - l , x 5 = 4 Xj + ^ x 2 + 2. 8. 8.2. х, = 2x3 + 8x4,

x2 = -x 3 -  2x4,x3,x4 e R,x5 = 0. ax = (2,-1,1,0,0), a, = (8,-2,0,1,0).
8.4. x, = x2 = x3 = x4 = 0; fundamental sistema mavjud emas.
8 .6. xx = x3 + x4 + 5x5,x 2 = -2x3 -  2x4 -  6x5, x3,x4,x5 g  R ;
ax = (1,-2,1,0,0), a2 = (1,-2,0,1,0), a, = (5,-6,0,0,1). 8.8. Agar X = 0 
bo‘lsa, x,,x2,Xj,x4 e R va ortonormal sistema ei,...,e4 e R4 
fundamental sistema bo‘ladi; X Ф 0 bo‘lsa, x1 = -3 x 3 - 4 x 4, 
x2 = -2x3 -  3x4, x3,x4 e R ; ax = (-3,-2,1,0), a, = (-4,-3,0,1).
8.10. X = -1 , xx = x3 = x4 = 0 , x2 g  R , a = (0,1,0,0); X = -2  , 
X2 = —2xj — 2xj -2x4,xj,x3,x4 e R; ax = (1,-2,0,0), ^  = (0,-2,1,0), 
a3 = (0,-2,0,1); X g {-1,-2}, x, = x2 = x3 = x4 = 0 , fundamental 
sistema mavjud emas.

VI MODUL. MATRITSALAR
16-§. Matritsalar va ular ustida amallar

5. 5.1. (0 1 2 -1). 5.2.

'0 Л
0
0
14 /

. 5.3. cos(a+p) -sin(a+P) 
sin(a+p) cos(a+P)

va ^cos(a + p) -  sin(a + P)N. 5.4.
sin(a + P) cos(a + P) \

0 0 
0 0 I’

- 4  6 0 2 
- 3  2 - 2  2 
4 - 1 4 - 3  
1 6  6 - 2
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5.5. Ko‘paytma mavjud emas. 5.6. 

juft bo‘lsa,

6.3.

/ 2 - 3  - 1 Л
12 - 1 8  - 6
- 4  6 2

. 6. 6.1. n —

'1 0" '2 - Г
0 1V )

, п — toq bo‘lsa,
3 - 2V /

. 6 .2 .
2 "  2и- l  л

"cos«a -  sinned
6.4. > nXn~l "

0V
sin «a cosakxV У r /

. 6.5.

0 2"

/ 1 0 0 0
0 2" О 0
0 0 3я О
О О О 4й

6.6. sin 2а)”

О О О Ол
0 1 0  0
0 0 1 0
0 0 0 1

. 7. 7.1.
а О 
Ъ а

. 7.2. а 2Ь Л 
3b a + 3 b \

7.3.
а 3 b

- 5 Ъ а + 9Ь

\ 'fl f̂l b
. 7.4. 0 fl 6 . 7.5. 0 a

/ 0
V

0 fl / 0\ 0 fl /

f̂l 0 0^ "fl 0 с >
7.6. 0 b 0 . 7.7. 0 b 0 . 7.8.

0\ 0 с / с 0 a /
V

(а  b с 
О а b с 
0 0 а Ь
О О О  а /

'  1 
2

12.12.1. Г '2 3 ][ 12.2. 1 ' d  -b" . 12.3. 3 1
1
2

3 -4 ad-ос - c  a 2 2V J \ У
1 0 1

1 3^
2 2

12.4.
-8  29 -1Г 
-5  18 -7  
1 -3  1

f 2 О О О л 
-3  2 0 0 
25 -14 12 -16 
-19 10 -8  12

12. 6 .

1 1 1л 
1 1 - 1 - 1  
1 - 1 1 - 1  
1 -1 -1  1
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'1 -1 0 . . . 0 ' '1 -  а 0 0 . . 0>
0 1 -1  ... 0 0 1 -  а 0 . . 0

12.7. 0 0 1 . . . 0

00<N 0 0 1 -  а . . 0

0\ 0 0 . . . 1 У 0V 0 0 0 . . 1 /

/ п п - 1 п - 2 п - 3 . •• П

12.9. l
и+1

п -1  2 (я -1 ) 2 { п - 2 )  2 (« -3 ) ... 2
п - 2  2 ( п - 2 )  3 (и -2 ) З (я -З ) ... 3
« - 3  2 (л -3 ) З (и -З ) 4 (и -3 ) ... 4

1 2 3 4 ... и

l+ajs
в?
1

12. 10. - -
а 2 а 1

1
аЗа1

1

2 3 4

1 1 1 л
а\аъ а\а„

1+a2s 1 1
а\ а 2а 3 а2 а п
1 1+Д35 1

а За 2 а] а г а п

1 1 l+ans
а„а 2 а п а  3 al /

1 15 5 ---- Н---- +... Н---- -
а 2 а п

14. 14.1. ' - 3  - 6 '

v  2  4

. 14.2L
1 - Г . 14.3.

1 2
2 2 

3 _J_ __1 
2 2 2

1 0 1

14.4. г3 - 2 Л 5 N
'6 4 5"

. 14.5. i f 2 . 14.6. р 2 . 14.7. 2 1 2
5 - 4 17(9 14 U 4

V У У V / 3\ 3 3
У

'35 32 49" 2 3" '0 0 г
14.8. 15 14 22 . 14.9. 4 5 6 . 14.10. 0 0 1

31
V

29 48
У

7
V

8 9
У

0\ 0 2 /
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14.11.
(I 1 n

/

. 14.12. -1 2 3
2 3 1

O
J

V /
\

101 55 -176 217
22 -11 40 -4 7
8 - 4 14 -19

- 3 3 - 6 6

. 15. 15.1.

(1-2,3). 15.2. ( 1 5 ,^ , - ^ ) .  15.3. (1,2,2,0). 15.4. (1,2,3,4). 15.5. 

(2,0,2,2). 15.6. ( 2 , - ^ ,2 , - | ) .  15.7. (-1,0,2,-1). 15.8. (0,0,0,0).

16. 16.1. Х =
'2 3̂1 
0 2

Y=
-1  -2^1 
0 -1

. 16.2. X e I ^ , Y = 2 X +
0 -1 
1 0

VII MODUL. DETERMINANTLAR
17-§. 0 ‘rniga qo‘yishlar

1̂ 2 3 4 5'
. 1.2. 1̂ 2 3 4 5 6 '

2V 1 3 4 5 6\ 5 3 2 1 4 /
1. 1.1.

2. 2.1. (1 5 3X2 4 7). 2.5. (1 2)(3 4)...(2л-1 2п).
2.6. (l я + lX2 п + 2)...(п 2п). 4. 4.1. а  = 2, [3 = 4.
4.2. а  = 10,р = 6. 5. (10 9 8 7 6 5 4 3 2 1), = 45 ta

inversiya. 8. 8.1. Зп̂ .  8.2. 3п(п+1). 8.3. п(3п+1). 8.4. п{Ъп~Х).
2 2 2 2

18-§. Determinantlar
1. 1.1. 6. 1.2. -1 . 1.3. 2. 1.4. 0. 1.5. -sincc. 1.6. 1. 1.7. 1. 1.8.

0. 1.9. ЪаЬс-а3 - Ъ 3 - с 3. 1.10. (ab + be + са)х + abc . 1.11. 1.

1 . 1 2 .
3/V3 . 1.13. 1 + а 2 + р 2 + у2. 1.14. Birinchi qatorga

2- va 3-qatorlami qo‘shib Yiyet formulalaridan foydalaning.
4. 4.1. n\ . 4.2. { - \ )n~ln\ . 4.3. x,x2...x„(l + — +... + —).

4.4. xl(x2- a l2)(xi - a 23)...(?cn- a n_hn). 4.5. (х -1 ) (х -2 ) .. .(х -я  + 1). 

4.6. ( - l )n( a - l ) ( a - 2 ) . . . ( a - n ) .  4.7. n + 1. 4.8. 2"+1- l .

4.9. x” + Ц  + 0 2  +... + a„)x"_1. 4.10. \ \ ( ^ ~ аккх)- 5* 5.1. (1,3,2).
k=1

5.2. (2,1,3). 5.3. ( f O - f ) .  5.4. ( j,0 ,-± )-  5.5. (-1,-1,0,1).
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5.6. ( - | , | , 3 , 2 ) .  5.7. ( - 3 ,0 , - i , | ) .  5.8. (-1,2,ОД). 5.9. (1,2,3,4).

5.10. (1,0,-1,0). 8. 8.1. 2. 8.2. 2. 8.3. 3. 8.4. 3. 8.5.3. 8.6. 2. 8.7.

9.3. ( °OSa S in a] . 9.4. 
^ - s in a  c o s a j

1 ^ f-42 -15 58л

5. 8.8. n, agar n — toq bo‘lsa, n
f - 2  О (  7 -4"i9. 9.1. 3 1 • 9.2. e „
I 2 2 ] У 5 3 j

18-5/
"5+4/ - 3 -Г  
-1+ / 2 -3 i

9.5.
'  1 -1 
-38  41 -34  
27 -29  24

м . 24 11 -38 
22 3 -32

9.7. i  
4

f l 1 1 1 ' r- l  -1 -1  - Г
1 1 -1 -1

оо

1 -1  - i 1 -  i
1
1\

- 1
-1

1
-1

-1
1

У

4 -1  1 

- 1 -*

-1  1
1 i

У

1. 1.1. dimK=1, bazislardan biri

bazislardan biri

. 1.2. dim V = 4 ,

1.3.

VIII MODUL. VEKTOR FAZOLAR
19-§. Vektor fazo. Fazoostilar kesishmasi, yigindisi

/ j  ЛЧ

'1 0 0" r0 1 0 N r0 0 г
dim К = 9, bazislardan biri 0 0 0 5 0 0 0 9 0 0 0

0 0 0
У

0\ 0 0
У

0V 0 0 /

f°
0 '0 0 0" <0 0 0" ^0 0 0 r0 0 0"

1 0 0 9 0 1 0 ? 0 0 1 9 0 0 0 5 0 0 0 9
0V 0 0 У 0\ 0 0 У 0\ 0 0 У 1к 0 0 / 0к 1 0 /

'0 0 0 N '0 1 0)
0 0 0 . 1.7. dim V = 6, bazislardan biri 0 0 0 9
0\ 0 1

У
0V 0 0

У

'0 0 n fo 0 0> '0 0 0^ '0 0 0> '0 0 0^
0 0 0 9 1 0 0 ) 0 0 l 9 0 0 0 9 0 0 0
0V 0 0 > 0\ 0 0

У
0\ 0 0 ) 1\ 0 0 ) 04. 1 0 )
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3. 3.1. dim К = n - l ,  bazis a] =(1,0,0, ...Д), ..., an_\ = (0,0,0,...Д,0).
3.2. dim V = n -  \ , bazislardan biri a{ = (1,-1,0,...,0), 
a2 = (0,1,-1,...,0), ..., j = (0,0,0,...Д,-1). 3.3. n — juft son bo‘l-

ftsa, dimF = - ,  bazislardan biri ax = (1,0,0,.../)), a2 = (0,0,1,...,0),

..., an = (0,0,0,..Д,0); n — toq son bo‘lsa, dimF = — bazislar-
2

danbiri a{ = (1,0,0,...,0), a2 = (0,0,1,...,0) ..., = (0,0,0,...,0,1).
2

4. 4.1. Tashkil etmaydi. 4.2. Tashkil etmaydi. 4.3. To‘g‘ri chiziq 
koordinatalar boshidan o‘tgan bo‘lsa tashkil etadi, aks holda 
tashkil etmaydi. 4.4. Tashkil etadi. 4.5. Tashkil etmaydi.
4.6. Tashkil etadi. 6. 6.1. 0 ‘lchovi 3, bazislardan biri ax,a2,aA.
6.2. 0 ‘lchovi 3, bazislardan biri ц Д д ,  6.3. 0 ‘lchovi 3, bazis
lardan biri ax,a2,as . 6.4. 0 ‘lchovi 3, sistema o‘ziga bazis.

20-§. Skalar ko‘paytmaIi vektor fazolar.
Evklid vektor fazolar. Vektor fazolar izomorfizmi

5. 5.2. Vektorlar sistemasi chiziqli bog‘liq bo‘lganligi uchun 
uni ortogonallab bo‘lmaydi. 5.3. by = = й3,4  = (1,-3,3,4).

5.4. by = a^b, = (-2Д,2),b3 = (8,32-8). 5.5. by = ax,b2 = (0,1,0,0),

4  = (-1Д0Д)Л=(-1,0Д-1). 5.6. ^ = (2,1,-2,-2),5, = (2,6,4,1).

11. 11.1. by =(2,1,0),^ =(-3,0,1). 11 .2 .0 . 11.3. ^=(-1,1,-1,0),

b, =(2,0,5,1). 11.4. \  = (-1,1,1,0),4 = (1,2,0,1). 11.5. by = (1,-3,-2,0), 

b2 = (0,-5,-ЗД). 12. 12.1. by = (1,0Д,0)Л = (0Д,0,1).
12.2. by = (—1,1,0), ^  = ( - 1,0,1).

IX MODUL. CHIZIQLI AKSLANTIRISHLAR
21-§. Chiziqli akslantirish. Chiziqli operator yadrosi va obrazi. 

Chiziqli operator matritsasi

'2 -11 6 6 11 5 '
5. 5.1. 1 - 7 4 . 5.2. I -12 13 10

2
\

-1 0 /
J

6 - 5 - 5 /
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d  =  1. 9.2. г = 2 ,d  = 0. 9.3. r = l ,d  = 2. 9.4. r = 2,d = l. 
9.5. r = 3,d = 0. 9.6. r = l,</ = 3. 9.7. r = 2,d  = 2.  9.8. r  = 3,</ = l.

22-§. Chiziqli operatorlar ustida amallar. Chiziqli algebralar. 
Teskari operator. Xos vektorlar va xos qiymatlar

1. 1.1.
'1 O' 
0 1

6.2.

6.4.

'  2 0 2 
- 8  1 - 5  
- 1  0 -1

fl -1 0 0 4 
0 1 - 1 0

1.2.

6.3.

1  n
1 1\ /

. 2. '  2 
-10\

-2"
10 /

-1 6 -  5 7 - Г
14 5 -  6 1
11 3 - 5 1
3 1 -1 0

. 6 . 6.1.
1 0 

-1  1

7.7.1. = 0, a = q (1,-2);X2 = 4, o = c2(l,2),
0 0 1 -1  
0 0 0 1V

cb c2 * 0. 7.2. Aj = X2 = 2,o = ^(1,0),^ * 0. 7.3. X, =A  ̂=Я3 =1, 
a  = c(l,3,-3), с Ф 0 . 7.4. X = 2 ,a  = с(1,0,0), с * 0.

X MODUL. CHIZIQLI TENGSIZLIKLAR SISTEMASI
23-§. Chiziqli tengsizliklar sistemasi. Qavariq konus
3. 3.1. Ikkalasi ham natija emas. 3.2. 2) sistema 1) ning 

natijasi. 3.3. 2) sistema 1) ning natijasi. 3.4. 1) sistema 2) ning 
natijasi. 3.5. Teng kuchli. 3.6. 2) sistema 1) ning natijasi.

13.13.1. / min =0,*! = 3,x2 =3. 13.2. / min = -3 ^ ,x 1 = | , x 2 = 

13-3- /min = - 6>*1 = 0 ,x2 = 6 . 13.4. / min = 3 , X y  =  0,x2 = 0. 

14. 14.1. / max = 14l,Xi = l i , x 2 =3. 14.2. / пмх = 17,х1=5,Л2=1.

14-3- /max = 6,Xj = 0,X2 = - .  14.4. / m ■■9^,х 1 = 3 ^ , х 2 = Ц .

XI MODUL. BUTUN SONLAR HALQASIDA BO‘LINISH
MUNOSABATI

24-§. Tub va murakkab sonlar. EKUB. EKUK
7. 7.1. 12, 168. 7.2. 9, 217. 7.3. 24, 1170. 7.4. 8, 624. 7.5. 30, 

2418. 7,6. 8, 1440. 7.7. 12, 1960. 7.8. 24, 2808. 7.9. 16, 2340.
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7.10. 30, 3844. 7.11. 8 , 3096. 7.12. 24, 8736. 8. 8.1. 88. 8.2. 
357. 8.3. 1. 8.4. 113. 8.5. 3109. 8 .6 . 3911. 8.7. 382. 8.8 . 2011.
8.12. 490. 9. 9.1. 30,120; 60, 90; 90, 60; 120, 30. 9.2. 20,420; 
60,140; 420,20; 140,60. 9.3. 552, 115; 435, 232; 232, 435; 115, 
552. 9.4. 495, 315; 315, 495.

25-§. Chekli zanjir kasrlar. Munosib kasrlar
2. 2.1. [1,9]. 2.2. [0;2,15]. 2.3. [-2;1,30,2], 2.4. [1;2,3,4].

2.5. [0;1.4,3,2], 2.6. [—3;1,1,2]. 2.7. [2;2,3,1,5]. 2.8. [0;1,2,5,2],
2.9. [1;4.2.1.7]. 2.10. [1;1,2,1,2,1,2]. 2.11. [0;1,2,3,4,5]. 2.12. 
[0;1.1.38]. 3. 3.1. [3;(3,6)]. 3.2. [3;(2,6)]. 3.3. [3;(1,1,1,1,6)].
3.4. [5;(3,2,3,10)]. 3.5. [5;(2,10)]. 3.6. [7;(1,2,7,2,1,14)]. 3.7. 
[(2)]. 3.8. [(1,2)]. 3.9. [(2,2,2,1,12,1)]. 3.10. [2;(1)]. 3.11.
[1 ;(1 , 1,4,1)]. 3.12. [2;(18,2)]. 4. 4.1. В .  4.2. Hi. 4.3. L .  4.4.

4.5. Н .  4.6. 4.7. 4.8. 1 + л/З. 4.9. VlT.
113 83 113 5

4.10. Л .  4.11. 5 - Л 5  . 4.12. . 5. 5.1. х =-8360-117/,
74

у = 2717 + 38/,/ е Z. 5.3. х = -2  + 4/, у = -4  + 7/,/ е Z. 5.5. 
х  = -125 -1 1 4 /,у = 45 + 4 1 /,/е Z. 5.7. х = 1 -  9 /,у = 39 + 49/, 
/ e Z .  5.9. х = 9 + 31/,у = 2 -  1 2 /,/е Z. 5.11. х = 75 + 23/, 
у = -120 -  3 7 /,/е Z. 5.13. х = 4 + 17/,у = -11 -  5 3 /,/е Z.
5.15. х = - 1 5 -3 9 / ,у = - 2 5 - 6 4 / , / е Z. 5.17. х = -15 + 37/, 
у = 1 8 - 4 3 / , /е Z. 5.19. х = 1270- 559/,у = -2020-571/,/е Z.

26-§. Sistematik sonlar va ular ustida amallar

1. 1.1. 110002 1.2. IOOOIIII2. 1.3. 1010112. 1.4. 1112.
1.5. 22550257. 1.6. 3(10)94913i2. 1.7. 304137. 1.8. 190000i2.
1.9. 567 va qoldiq 2027. 1.10. (10)9412 va qoldiq 8712. 1.11, 
2,48. 2 . 2.1. 1000012. 2.2. 11, 111012. 2.3. 100000, 110012.
2.4. 0,13378. 2.5. 11, 148. 3. 3.1. 18. 3.2. 16. 3.3. 18. 3.4. 15. 3.5. 15.
3.6. 18. 3.7. 13. 3.8. 17. 3.9. 17. 3.10. 18. 3.11. 14. 3.12. 18.
3.13. 16. 4. 4.1. 39. 4.2. 205. 4.3. 229. 4.4. 2617. 4.5. 704. 4.6. 8387.
4.7. 1668. 4.8. 1523. 4.9. 6871. 4.10. 5669. 4.11. 42923.
5. 5.1. 0,875. 5.2. 0,75. 5.3. 25,9365. 5.4. 287,388671875. 5.5.
0,044921875. 6. 6.1. 4(10)2(11)12. 6.2. 2305789. 6.3. 112021021201003.
6.4. 3673418. 6.5. IOOOIOOOIIOIIOIUIOIIOO2. 6 .6 . 2 1 2 1 3 1 1 5 .
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6.7. 41268 7. 7.1. 11111111010 = 22101223 =  311325.
7.2. 10101110000102 = 102110123 = 421215. 7.3. 2O6 I7.
7.4. 16532127. 7.5. 551738. 7.6. 421678. 8. 8.1. 4. 8.2. 5. 8.3. 9.
8.4. 9. 8.5. 5. 8.6 . 9. 8.7. 7. 8 .8 . 6 . 8.9. 5. 9. 9.1. 5. 9.2. 8 .
9.3. 6 . 9.4. 7. 9.5. 7. 9.6. 7. 9.7. 7. 9.8. 9. 9.9. 6 . 9.10. #, # > 2.

XII MODUL. TAQQOSLAMALAR
27-§. Butun sonlar halqasida taqqoslamalar. Eyler va Ferma

teoremalari
2. 2.1. 1. 2.2. 1. 2.3. 4. 2.4. 0. 2.5. 1. 2.6. 1. 2.7. 0. 2.8. 0.

2.9. 1. 2.10. 12. 2.11. 3. 2.12. 11. 4. 4.1. 88. 4.2. 67. 4.3. 24. 4.4. 9.
4.5. 27. 4.6. 36. 4.7. 910 s  1 (mod 100), 9Щ+Г = 9 ' (modlOO),

99 = 9 (mod 10) 999 = 9 9 =£9 (modlOO).
4.8 . 74 = 2401 = 1 (mod 100), 7100 = 1 (mod 100),

79"  = 7100?+89 = 789 (modlOO), 788 = 1 (modlOO),
789 =7 (modlOO). 8 . 8.1. 7. 8.2. 1. 8.3. 22. 8.4. 5. 8.5. 32.
8.6 . 29. 8.7. 19! 8.8. 1 . 8.9. 1. 8.10. 1. 9. 9.1. 2. 9.2. 1, 4, 1, 4.
9.3. 13. 9.4. 7. 9.5. 14. 9.6. 14. 9.7. 65. 9.8. 49. 10. 10.1. 21.
10.2. 22. 10.3. 64. 10.4. 21. 10.5. 375. 10.6. 4. 10.7. 24. 10.8. 1.
10.9. 23. 10.10. 8. 10.11. 8. 10.12. 60. 10.13. 147. 10.14. 48.
10.15. 127. 10.16. 5. 11. 11.1. 2. 11.2. 6 . 11.3. 1. 11.4. 5.
11.5. 2. 11.6. 0. 11.7. 2. 11.8. 2. 11.9. 70. 11.10. 7. 11.11. 19.
11.12. 30. 11.13. 20. 11.14. 1. 11.15. 12. 11.16. 10. 11.17. 6 .
11.18. 70. 12. 12.1. 01. 12.2. 67. 12.3. 31. 12.4. 97. 12.5. 01.
12.6. 61. 12.7. 61. 12.8. 97. 12.9. 76. 12.10. 92. 12.11. 84.

28-§. Birinchi darajali va tub modul bo‘yicha yuqori darajali
taqqoslamalar

2 .2 .1 .x  = 2 (m od3). 2.2. 0  . 2.3. x = 2 (m od5). 2.4. 
x s  5 (mod 7). 2.5. x = 4,9 (mod 10). 2.6. x = 3 (mod 7).
2.7. x s= 8 (mod 11). 2.8. x s  2,5,8,11 (mod 12). 3.3.1. x=3(modl3).
3.2. 0 .  3.3. x = 3,10 (mod 14). 3.4. x = 2(m od27).
3.5. x 2= 6 (mod 23). 3.6. x = 3 (mod 37). 3.7. x s l l  (mod 41).
3.8. x = 38(mod51). 4. 4.1. x = 4 (mod 13). 4.2. x=3 (mod 12).
4.3. x = 10(mod 12). 4.4. x = 14 (mod 19). 4.5. x = l3 (mod 34).
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4.6. 0 .  4.7. x = 3 (mod 22). 4.8. jc = 1,14,27 (mod 39).
5.5.1. x = 9 (mod 98). 5.2. x = 28 (mod 119). 5.3. 0 .  5.4. 
x = 11 (modl69). 5.5. x = 73 (mod 117). 5.6. x h 29 (mod201).
5.7. x s  29,138, 247 (mod 327). 5.8. x s  17, 96,175, 254, 
333 (mod 395). 5.9. x ss 153,461,769 (mod 924).
5.10. x s  1630 (mod 2413). 5.11. x = 200,751,1302,1853,
2404 (mod 2755). 5.12. 0  . 6. 6.1. x = 3 (mod 23). 6.2.
x = 11 (mod 24). 6.3. x = 11 (mod 24). 6.4. x = 23 (mod 30).
6.5. 0  . 6.6. x = 2,7,12,17,22,27 (mod 30). 6.7. x = 2 (mod 41).
6.8. x = 21 (mod 50). 7. 7.1. x = a + b (mod ab).

7.2. x = ( a - b f abyi {modab). 7.3. x = (a-b)(a + b f  abH (modafi).

7.4. x = ( a -  b) (mod ab). 7.5. x = (mod p ) . 7.6. 

x = m - 1  (mod m ). 7.7. x = a (mod m ) .
7.8. x s  ap~2 (mod p ) . 8. 8.1. x = 2 + 3/, у  = -2 /, t s  Z  .
8.2. x = 2 + 3/, у  = 2 + 4t, t e Z . 8.3. x = 3 + 4t, у  = 1 -3 /, t e Z .
8.4. x = 3 + 4/, y = -3 -5 /, t e Z .  8.5. х = 7 + 8/, у = -2 -3 /, / e Z .
8.6. x = -3 + 13/, у  = 4 - 17/, / e Z . 8.7. x = -7 + 15/,
у  = 1 2 -  23/, t e Z . 8.8. x = -1 + 16/, у  = -8 + 17/, / e Z .
8.9. x = 1 + 4/, j  = 2 + 13/, t e  Z .  8.10. 0 .  8.11. x = 20 + 21/, 
у  = 23 + 25/, / g Z . 8.12. x = 47 + 105/, у = 21 + 47/, t e Z .
8.13. x = 94 + 111/, у  = 39 + 47/, / e Z . 9. 9.1. x = 18 (mod35).
9.2. 0  . 9.3. x s  12 (mod 35). 9.4. x s  105 (mod 225).
9.5. x = 170^ + 52Z>2 (mod 221). 9.6. x s  100 (mod 143),
у  = 111 (mod 143). 9.7. x s l  (m od5), у  = 2 (m od5). 9.8. 0 .
10. 10.1. x s 9 1  (mod 120). 10.2. x з  59 (mod 160). 10.3. 
x s  33 (mod 90). 10.4. x s  86 (mod 315).
10.5. x s  256 (mod 1547). 10.6. 0 .  10.7. x s  47 (mod 420).
10.8. x = 49 (mod 420). 10.9. x = 125 (mod 1496).
10.10. x = 111516, + 11800^2 +16875*3 (mod 39825).
10.11. x = 8479 (mod 15015). 11. 11.1. x s  17 (mod 90).
11.2. x = 4 (mod 105) . 11.3. 0 .  11.4. x s  299 (mod 385).
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11.5. 0 .  11.6. х = 9573 (mod 13923).
11.7. x = 85056 (mod 130169). 12. 12.1. a = 5 (mod 6). 12.2. 
a = 0 (mod 4). 12.3. a = 1 (mod 7). 12.4. a = l (mod 6). 13.
13.1. x3+2x2+3 = 0(mod 11). 13.2. x3+18*2 +4x-17=0(mod 59).
13.3. x6 + 4x5 + 22x4 + 76x3 + 70x2 + 52x + 39 н 0 (mod 101).
13.4. x" + axx n' xh +.... + anh = 0 (mod m) , bu yerda 
a0h = 1 (m odm ). 14. 14.1. 2x3 + 3 = 0 (mod 5). 14.2.
3x4 + 2x3 + 3x2 + 2x s  0 (mod 5). 14.3. 3x2 + x - 2  = 0 (mod7).
14.4. 5x6 + x5 + 5x4 + 3x2 + 3x + 4 = 0 (mod 7).
14.5. 6x8 + 7x5 + Зх4 + Зх3 + x2 + 3 = 0 (mod 11). 15. 15.1. 
x = 2 (mod 3). 15.2. 0 .  15.3. x = 12 (mod 3).
15.4. x = 1 (mod 3). 15.5. x = 1 (mod 3). 15.6. x = 4 (mod 5),
15.7. x = 3 (mod 5). 15.8. x = 2 (m od5). 15.9. 0 .  15.10.
x = 1 (mod 5). 15.11. x s  1, 2 (mod 5). 16. 16.1. x = 2 (mod7).
16.2. x = 4 (mod 7). 16.3. x = 1, 2 ,3 ,4 , 5,6 (mod 7). 16.4. 
x s  4,5 (mod 7). 16.5. x s 4 ( m o d l l ) .  16.6. 0  . 16.7.
x s  7,9 (m odll). 16.8. x = 12(modl3). 16.9. x = 7,13(mod 23).
17. 17.1. (x -3 )(x -4 )2 = 0 (mod 5). 17.2. (x-l)(*;-2)2=0(mod5).
17.3. (x -  l)(x  -  2)(x -  3)(x -  4) = 0 (mod 5).
17.4. 3(x -  l)(x  -  2)(x -  3) s  0 (mod 5).
17.5. (x -  l)(x  -  2)(x -  3)(x -  6) = 0 (mod 7).
17.6. 5(x -  l)(x  -  3)(x -  5) = 0 (mod 7).
17.7. 6(x -  l)(x  -  2)(x -  9) = 0 (mod 11).
17.8. (x -  2)(x -  3)(x -  9) = 0 (mod 17).
17.9. (x -  l)(x  -  13)(x -  21) s  0 (mod 23).
17.10. (x -  2)2 (x -1  l)(x  -  28) з  0 (mod 29).
17.11. (x -  17)(x -  28)(x -  30) s  0 (mod 31).

29-§. Tub modul bo‘yicha bosh!ang‘ich ildizlar va indekslar
1. 1.1. -1 . 1.2. 1. 1.3. 1. 1.4. 1. 1.5. -1 . 1.6. -1 . 1.7. -1 .

1.8. -1 . 1.9. 1. 2. 2.1. -1 . 2.2. 1. 2.3. -1 . 2.4. -1 . 2.5. -1 . 2.6. 1.
2.7. -1 . 2.8. 1. 2.9. 1. 3. 3.1. 0. 3.2. 2. 3.3. 0. 3.4. 0. 3.5. 0.
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3.6. 2. 3.7. 0. 3.8. 0. 3.9. 0. 3.10. 0. 5. 5.1. 4.5.2. 2. 5.3. 2. 5.4.
6. 5.5. 2. 5.6. 4. 5.7. 8. 5.8. 4. 5.9. 10. 5.10. 6. 5.11. 18. 5.12.
18. 6. 6.1. 12, 3 va 2. 6.2. 8, 8 va 4. 6.3. 10, 10, 2 va 5. 6.4. 6,
2 va 12. 6.5. 5, 10, 2 va 10. 7. 7.1. 2, 6, 7, 8. 7.2. 2, 6, 7, 11.
7.3. 0  . 7.4. 2, 3, 10, 13, 14, 15. 7.5. 3, 5, 10, 12, 17, 19, 24,
26, 38, 40, 45, 47. 7.6. 2, 5, 11, 14, 20, 23, 29, 32, 38, 41, 47, 
50, 56, 59, 65, 68, 74, 77. 8 . 8.1. 2, 3. 8.2. 2, 5. 8.3. 6, 2. 8.4.
8, 3. 8.5. 12,2. 9. 9.1. 3.9.2. 3. 9.3. 5. 9.4. 6. 9.5. 2. 9.6. 27. 9.7.
5. 9.8. 7. 9.9. 7. 9.10. 3. 9.11. 3. 9.12. 2.12. 12.1. 
x = 13 (mod 17). 12.2. x = 8 (mod 27). 12.3. x = 31 (mod 37).
12.4. x s  30 (mod 73). 12.5. x = 32 (mod 79).
12.6.x = 74 (mod79). 12.7. x = 44 (mod 83).
12.8. x = 51 (mod 97). 12.9. x = 30 (mod 221).
13. 13.1. x = 7,10 (mod 17). 13.2. x = 8,19 (mod 27).
13.3. x = 10, 43 (mod 53). 13.4. x = 27, 34 (mod 61).
13.5. x = 27,40 (mod 67). 13.6. x = 21,46 (mod 67).
13.7. x s  14,57 (mod 71). 13.8. x = 17,66 (mod 83).
13.9. x = 2,1 (mod 11). 13.10. x = 5, 20 (mod 43).
13.11. x = 3,31 (mod 47). 13.12. x = 1634,1847 (mod 592) .
13.13. x = 253, 4076 (mod 732). 14. 14.1. 3. 14.2. 4 14.3 . 0.
14.4. 1. 14.5. 0. 14.6. 10. 14.7. 0. 14.8. 7. 14.9. 3. 14.10. 1.
14.11. 0. 15. 15.1. x = 4,33 (mod 37). 15.2. x = 17 (mod41). 
15.3.0 .15 .4 .x  = 2,18,23,39(mod41). 15.5. x = 7(mod43). 15.6. 0 .
15.7. x = 17 (mod 67). 15.8. x = 8,28,31,36,39,59(mod67).
15.9. x = 30,53 (mod 83). 15.10. 0 .  16. 16.1. x = 3,5,6(mod7).
16.2. x = 2,3,10,11 (mod 13). 16.3. x = 10,13 (mod23). 16.4. 0 .
16.5. x = 11,27,36(m od37). 16.6. x = 25 ,30 ,31 ,36(m od61).
16.7. x = 11 (mod 73). 16.8. x = 12, 23,35, 38,50,61 (mod 73).
16.9. x = 17,63,66 (mod 73). 16.10. x = 3,24,46 (mod 73).
16.11. x = 6 , 14,20,59,65,73 (mod 79).

XIII MODUL. KOTHADLAR
30-§. Bir o‘zgaruvchili ko‘phadlar

1- / ] (х)  = А ( х У , / 2(х) = / 4(х). 2. 2A.a = -5,b = - \ , c  = 6.
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2.2. а = 2, b = 5, с = 7. 3. 3.1. а) а = 6, ^ (х )  = х2 + Зх +1, 

.§2(х) = —х 2 — Зх — 1. 3.2. я = 3, gt(x) = Ъ: + 2, g2(x) = Зх + 3; 
a = 2,g^x) = bc + 3,g2(x) = 3x + 2; 3.3. а = 4,gx{x) = 3х2 -2 х -2 ,  
g2(x) = -Зх2 + 2 х - 2 .  4. а = -8, 6 = 18, &(х) = х2 -  4х +1, 

#2(х) = - х 2 + 4х -1; а = 8, b = 14, g,(x) = х2 + 4х -  1,
g2(x) = - х 2 - 4 х  + 1.5. а = 3, Ь = -7, с = 4.  7. 7.1. Z[x]  da 
/(x ).:g(x),<2[x] da /(x ) lg (x ) .  7.2. Bo‘linadi. 7.3. Bo'lin- 
maydi. 8. 8.1. b = -\~a,  a = c. 8.2. b = 1, c = 0. 8.3. Agar a = 0 
bo‘lsa, u holda = с +1 va c e z ;  agar a e z \ { 0 }  bo‘lsa, u

holda b = 2 - a 1 va c = l. 9. 9.1. r  = l - / .  9.2. r = 7. 9.3. 
r(x) = x + 2. 9.4. r(x) = (2 + Ox + (1 -  /)• 9.5. r(x) = -7x  +11.
10. 10.1. f ( x )  = g(x)(x3 -  3x + 5) + 2x -  3.
10.2. f ( x )  = g(x)(3 + 2Ox + (2 -  70x + (-2 + 0-

10.3. / (x )  = g(x)(2x2 + 3x) +1. 10.4. / ( x )  = g(x)(5x5 - 8 x 4 -

-  2x3 + 3x2 + 6) + 4x + 5. 11. r(x) = (Зх2 -  4x + l)2. 12. r = 3.

13. 13.1. /z(x) = 5x3-4 x 2+7x + 6; r(x) = 16. 13.2. h(x) = 2ix3 + 

+(3-/)x-2 ; iix)=2+i. 13.3. h(x) = 0,5x3 + 3x-1; r(x) = 2,5x-1,5.

13.4. h(x) = 5x3 + 2x2 + 1; r(x) = 2x2 -2 x  + 1. 14. 14.1. 136.

14.2. -1-46/. 14.3. 2. 14.4. 9 -5 /i  17. 17.1. /(x)=(x-l)4+2(x-l)3 + 

+ 3(x - 1)2 -  (x -1 )  -  2. 17.2. /(x )  = 2(x- 1)4 + (x - 1)2 + (x -1).

17.3. f(x) = (x + i)s - 5/(x + 04 - (3/ +10)(x + 03 +(-13+lQf)(x + /) +
+ (22/ + 5)(x + 0  + 1 1 - /. 18. 18.1. ( / ,g )  = x + l .  18.2. (f ,g)  = 1.
18.3. ( f , g ) = 2x + l .  19. 19.1. ( f , g )  = x - 3 .  19.2.(/,g) = l.

19.3. ( f , g)  = x + 3. 19.4. ( /,# ) .=  x2(l + /)x + /. 20.20.1. [fe]= 
= (2x3 + 7x2 + 4x -  3)(x -1). 20.2. L/,<?] = (x3+6x2+4r + l)x  

x ( x 3 + x 2 + 3x - 4 ) :  (x + 2). 20.3. [ f , g]  = (x3 - x 2 + 3 x - 3 )  x 

(x4 + 2x3 + 2x -1 ). 20.4. [ /,g ]  = x5 + 2/x4 -  2x3 -  2ix2 + x.

21.21.1. w(x) = l, v(x) = —x +1. 21.2. u(x) = —x — 1, v(x) = x + 2. 
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21.3. и(х) = - х3 , v(x) = x2- x - - .  22. 22.1. м(х)=^(х2+х+1)+ 

+ (х -  l )h(x),  v(x) = * (х2 + х +1) -  (х + l)/i(x), h(x) е Q[x].

22.2. и(х) = * +̂ х + (х + 2)й(х), v(x) = ^ р С * 2 + 4x0 -

-  (х2х + \)h{x),  /j(x)eZ5[x]. 23. S(x)\(f,g,h) bo‘lganligi uchun 
tenglama yechimga ega.

31-§. Ko‘p о‘zgaruvchili ko‘phadlar

1. l . l . / ( x , y )  = x5 + x 4y - 2 x V  - л у 4 + 2y5 + x 2 - 1 .
1.2. f ( x , y , Z ) = X3y 2z  + y 3z 2x  + ZX2y  -  x y 2z 3 -  yz2x3 -  ZX2y 3 .
2. 2.1. Yuqori hadi 2x2z- 2.2. Yuqori hadi xz.  4. 4.1. 5x 4y 2z  ■
4.2. - 3 xy 2z2-5.  5.1. f ( x , y )  = a 2a 2 + 2o2 - 2 a 2 - 4 o 2.

5.2. /(x ,y )  = 2 a ia 2 - 6 0^ 2  - 5 0 ^ 2 .  5.3. f ( x , y , z )  = Ci02 - o 3-

5.4. f(x,y,z)  = o t -4<^a2 + 8a 1a3. 5.5. f(x,y,z„t)=ofaA + ($ -4g2c4.

10. 10.1. 0. 10.2. 11: 11.1. o(x1,x2,x3) = a 22a2 -  ^ a 2 . 11.2.

o(x1,x2,x3,x4) = a 2. 11.3. o(x,,x2,...,x„) = a, -  30,02 + 3o3.
14.14.1. 162. 14.2. 10. 14.3. 41. 14.4. 59. 15. 15.1. a = l .
15.2. a = 2 . 15.3. a = 3 a  a = -1 . 15.4. a = ± i j 2 va a = ±2/V3 .
16. 16.1. -108 . 16.2. -27036. 16.3. 50000. 16.4. a(b2 -4 a c ) .
16.5. -  27q2 - 4 p 3. 16.6. -  2c2 + 18abc - 4 a 3c -  4b3 + a 2b2.

18. 18.1. a - ±2.  18.2. a e Ш 1 -  \  ± . 18.3. й = 3. 18.4.

a = 2 + 4 /. 19. 19.1. i(3,2), (-3 -2 ), [2>/2 H -2V 2,
2

Зл/2
2

19.2. |(1,0), (2,1), -I9-VT77 9+ТГ77 19.3. {(0,0), (2,-1), (1,2),

(1,68),(2,52)}. 19.4. (1,2). 20. 20.1. (2,3);(3,2). 20.2. (1,2);(2,1).
20.3. (1,2,-2), (1-2,2), (2,1,-2), (2-2,1), (-2,2,1), (-2,1,2).
20.4. (1-2,3), (1-3,2), (2,-1,3), (2,-3,1), (3,-1,2), (3 ,-2 ,l).
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20.5. (1,64), (64,1). 20.6. (16,81), (81,16), (-16,-81), (-81,-16).
21. 21.1. {1,4}. 21.2. {2,11}. 21.3. {-8,-73}. 21.4. х = 0.

32-§. Maydon ustida ko‘phadlar

2. 2.1. /(x)=(x-l)^+l)(^-2)0x-l). 2.2. /(x) = (x2-l)(x2-4)^x+ l). 

f ix )  = (x2 + l)(x2 -  2)(2x -1) = (x2 + l)(x -  Л )(х  + Л)(2х -1) =

= (x -  /)(х + /)(х -  л/2)(х + J2)(2x -1).

6. / (х )  = (х + 1)(х + 2)(х + 3)(х + 4), Z5; Q da keltirilmaydi, 

/ (х )  = (х2 -  4 l x  + 2)(х2 + V2x + 2), i? ; С da keltiriladi.

7. 7.1. /(х) = г ] [ Х ~ 7-2‘ /W  = (^ -l)(x -2 )(x -3 ).2 /
- 1 - Л -з+ л "! - з - Л7.3. f (x)  = ..' 2 2 

V / V

7.4. / (х )  = (х -1  -  /)(х -1  + /)(х +1 -  /)(х + 1 + /).
7.5. / (х )  = (х -  1)2(х -  2)2.

7.6. /(х ) = (х -  /V3)(х + /7 з |х  - 1 ^  /J x  + 1 ^  /J x  + 1 ^  /

7.7. / (х )  = х - 7 - Л \2/
х

то  гтГ 2я& . . 2яДЛ ,, ,7.8. П ^ - c o s —  - ‘Sin —  j, (*.3) = 1.

8. 8.1. ( f , g)  = x 2 - x -  2; [ /,g ]  = (x -  l)2(x2 + l)(x2 -  5x + 6).

8.2. (/,g )= x-l; U,g]=(x2 -2x+3)2(x+6)2(x-l)2(x-2)2(x-6)2(x2 + x + 1 )

8.3. ( f , g )  = (x + 1)2; [ f , g\  = (x + l)3(x -  l)(x -  2).

8-4. ( / ,  g) = x + 2; [ / ,  g] = x(x + I)(x + 3)(x + 4)(x2 + x + I)2.

8-5. ( f , g )  = x (m’n) - 1.8.6. Agar lar toq son bo‘lsa,im,n) ’ im,ri)
( / ,g )  = x(m’n) + 1 , qolgan hollarda ( / ,g )  = 1.

9. 9.1. / '( x )  = 3(x2 + x -  1)2(2x + l)(x3 -  2) + 3x2(x2 + x -1).
9.2. / '( x )  = x(x + 3) + 3x2. 10. / (x )  = 2x6 + x3 + x2 + x + 2. 
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11. /(х) = 4х3 +Х2- х  + 1. 12. 7I(x) = 1, f2(x) = x2, / 3(x)=x2+l, 
/ 4(х) = x 3 + x 2 + x lardan tashqari barcha ko‘phadlar.

13. 13.1. /(x )  = /(x -  2/)4 + (-7 -  /)(x -  2/)3 + (4 -1 9 i){x -  2i f  + 
+ (27 + 4/)(x -  2/) -  3 + 14/ va /(2/)=27+4/; / '(2 /)  = 8 -  38/; 
f m{2i) = -42 -  6 / ; f IV(2i) = 24/.

13.2. /(x )  = (x -  /)5 + 5/(x + i f  -  (3/ + 10)(x + i f  + (10/ - 1 3)(x + i f  + 
+ (5 + 22/)(x + /) +11 -  / va / '( - / )  = 22/+ 5; / ' ( - 0  = 20;-26; 
/ '( _ / )  = -60 - 18/; f IV{-i) = -120/; / F(-/) = 120.

13.3. f ( x )  = (x + l)4 -  4(x + 1)3 -  9(x + l)2 + 36(x +1) + 1,

/ ' ( - 1) = 36; / '( - 1 )  = -18; П - 1 )  = -24; f IV( - 1) = 24.

13.4. / (x )  = 2(x - 1)4 + (x - 1)2 + (x - 1), /'(1) = 1; / '( ! )  = 2; 

Г ( \ )  = 0; f IV(\) = 0. 13.5. f ( x )  = (x -  2)4 -  18(x -  2) + 38; 

/ ' ( 2) = -18, / '(2 )  = Г (2 )  = 0 , f iv i2) = 24.

13.6. fix) = i x - 2 f  +10(x-2)4 +36(x-2)3 +62(x-2)2 +48(x-2) + 18; 
/'(2 )  = 48, /'(2) = 124, /"(2 ) = 216, f IYi2) = 240, / K(2) = 12Q
14. 14.1. 2. 14.2. 1. 14.3. 0. 14.4. 3. 14.5. 3. 15. 15.1. b = 0 da 
a  = 0; b = -6-Уз da а  = ->/3; b = 6-Уз da a  = V3. 15.2.

6 e  { -1 1 ,1 8 1 . 15.3. 6 = 0. 15.4. b = 4 da а  = -2 ; b = ^  da
I 27 J ’ 27

a  = - j .  16. 16.1. 27a4 = 256b3. 16.2. 3125Z>2 + 108a5 = 0.

17. 17.1. /(x) = (x2+x + 1)2(x + 2). 17.2. /(x )  = (x + /)3(x -2 /)2.
17.3. / (x )  = (x + 2)3(x2 -  x -  / ) .

18. 18.1. / (x )  = (x -  l)2(x -  2)(x -  3)(x - 1  -  / ) .

18.2. / (x )  = (x -  i f i x  +1 + / ) . 19. 19.1. iE ll.
jc-2

19.2. (x2- x  + l)(x4- x 2 + l). 20. 20.1. ^ = ---- —  + 2x2~2x+5.
g ( x )  3(x+1) 3(x -2)

20 2 = __L + 20 3 = 1 + 1
g(x) 2 x  2(x3-2) " ‘ ’ z W  2(x2 -2) 2(x3 +2) '
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20 4 = -  -  — — 21 21 1 = *+ 1 ___x+2g ( x )  x  x 2 + l ' ' ' ‘ g ( x )  x 2 +1 x 2 + x + l "

212 ^ =  —_4 i- 1 + 3 213 ^ x> xg ( x )  X3 X2 x + 3  (x+ 3)2 ' ’ ' g i x )  8(x2+2x+2) 8(x2-2x+2)'

2 1 4  /(x ) ^  i 1 
g ( x )  8 ( х - Л )  8 ( х + Л )  2 ( x 1 + 2 ) '

2 1 5  ^   ̂ _  . 2 12 3 , \  3 12 3 у 2 3 3 
g(x) 3(x+l) x-\/2 х2+Лх+лД

216 /(x) _ 1 .x-2 217 /(x) _ 1_____ l | 1
g ( x )  x̂ +x+2 (x2+x+2)2 ’ ' g(x) 8(x-2) 8(x+2) 2(x2+4)'

21.8. л 4 = л | _ £ 1 ? —

£ ( x )  8 ^ x 2 + 2 x + 2  x  - 2 x + 2  J
22 22 1 = 1 -  4 + 9

g(x) 12(x-l) 3(x+2) 4(x+3)'

22.2 . Z M  = - l f J l L  + _ ili_  + _=ilL + J±LL>lg ( x )  16 ^ X—1—/ Х - 1 + /  X+l-( X+l+i J
22 3 ^  = 3 -  4 _ _i_____ I___ 2 ( 1g ( x )  (x-1)3 (x-1)2 x-1 (x+l)2 X+l x-2'

22 4 ■̂ *-> = 1 _ 1 22 5 = —  -  l+t + м  
g ( x )  З ( х - г )  3 ( x + 2 / )  ’ ’ ’ g ( x )  x - 1  2 ( x - i )  2 ( x + i )  ’

22 6 ^  ^  Л  _ Л
g ( x )  8(х-Л) 8(х+Л) 8(х-Лi) 8(х+Л/)'

23 = v* l
sW  й=о(/,- 1)(х+ос)
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