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1. ВВЕДЕНИЕ

При определении гамильтониана основная проблема заключается в описании всех
отвечающих ему предельных мер Гиббса. Известно, что для модели Изинга множе-
ство таких мер образует непустое выпуклое компактное подмножество в множестве
всех вероятностных мер. Решение задачи полного описания элементов этого мно-
жества далеко от своего завершения. Описаны трансляционно-инвариантные (см.,
например, [1]–[4]), периодические [5], [6] меры Гиббса и континуальные множества
непериодических [2], [7] мер Гиббса для модели Изинга на дереве Кэли.

Описанию периодических мер Гиббса для некоторых моделей с конечным значе-
нием радиуса взаимодействия, которые в основном были либо трансляционно-инва-
риантными, либо периодическими с периодом 2, посвящены работы [5], [6], [8]–[13].

Чтобы получить более широкое множество мер Гиббса, в работах [14]–[17] введе-
но более общее понятие периодической меры Гиббса, т. е. слабо периодическая мера
Гиббса, и доказано существование таких мер для модели Изинга на дереве Кэли
порядка k > 4. В работах [2], [7], [17] изучены континуальные множества непери-
одических мер Гиббса для модели Изинга на дереве Кэли. В работе [18] изучена
слабо периодическая мера Гиббса для модели Изинга с внешними полями.

В работах [14], [15] на некоторых инвариантных множествах при некоторых усло-
виях на параметры найдены слабо периодические (непериодические) меры Гиббса
для модели Изинга на дереве Кэли. В работе [12] для модели Изинга на дереве
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Кэли порядка k > 2 найдены новые классы мер Гиббса, подобных слабо периодиче-
ским. В работах [19], [20] доказано, что на дереве Кэли порядка k = 2 относительно
нормального делителя индекса 2 не существует слабо периодической меры Гиббса.
Для других нормальных делителей задача о существовании слабо периодических
мер Гиббса для модели Изинга на дереве Кэли порядка k 6 4 остается открытой.

Настоящая работа является продолжением работ [14], [15], [19] и [20], точнее до-
полнением данных работ. Для нормального делителя индекса 4 доказывается суще-
ствование новых слабо периодических мер Гиббса на дереве Кэли порядка k = 2,
отличных от мер, описанных в работах [14], [15], [19] и [20].

Работа имеет следующую структуру. В разделе 2 даются необходимые определе-
ния и постановка задачи. Раздел 3 посвящен изучению существования слабо пери-
одических мер. В разделе 4 содержится обсуждение полученных результатов.

2. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть τk = (V,L), k > 1, – дерево Кэли порядка k, т. е. бесконечное дерево, из
каждой вершины которого выходит ровно k + 1 ребер, где V – множество вершин,
L – множество ребер τk. Известно, что τk можно представить как Gk – свободное
произведение k + 1 циклических групп второго порядка.

Для произвольной точки x0 ∈ V положим Wn = {x ∈ V | d(x0, x) = n}, Vn =⋃n
m=0Wm, Ln = {⟨x, y⟩ ∈ L | x, y ∈ Vn}, где d(x, y) – расстояние между x и y на

дереве Кэли, т. е. число ребер пути, соединяющего x и y.
Пусть Φ = {−1, 1} и σ ∈ Ω = ΦV – конфигурация, т. е. σ = {σ(x) ∈ Φ: x ∈ V }.

Пусть A ⊂ V . Обозначим через ΩA пространство конфигураций, определенных на
множестве A, принимающих значения из Φ = {−1, 1}.

Рассмотрим гамильтониан модели Изинга

H(σ) = −J
∑

⟨x,y⟩∈L

σ(x)σ(y), (1)

где J ∈ R, ⟨x, y⟩ – ближайшие соседи. Известно, что каждой мере Гиббса модели
Изинга соответствует совокупность величин h = {hx, x ∈ Gk}, удовлетворяющих
соотношению

hx =
∑

y∈S(x)

f(hy, θ), (2)

где S(x) – множество прямых потомков, точки x ∈ V и f(x, θ) = arcth(θ thx),
θ = th(Jβ), β = 1/T , T > 0 – температура (см. [1]–[4]).

Пусть Gk/Ĝk = {H1, . . . ,Hr} – факторгруппа, где Ĝk – нормальный делитель
индекса r > 1. Для x ∈ Gk введем обозначение x↓ = {y ∈ Gk : ⟨x, y⟩} \ S(x).

Определение 1. Совокупность величин h = {hx, x ∈ Gk} называется Ĝk-перио-
дической (Ĝk-слабо периодической), если hx = hi при x ∈ Hi (hx = hij при x ∈ Hi,
x↓ ∈ Hj) для любого x ∈ Gk. Gk-периодическая мера называется трансляцион-
но-инвариантной мерой.

Определение 2. Говорят, что мера µ является Ĝk-(слабо) периодической, если
она соответствует Ĝk-(слабо) периодической совокупности величин h.

Цель работы – описать множество слабо периодических мер Гиббса для модели
Изинга на дереве Кэли порядка k = 2.
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3. СЛАБО ПЕРИОДИЧЕСКИЕ МЕРЫ

Отметим, что слабо периодические меры Гиббса зависят от выбора нормального
делителя.

Пусть A ⊂ {1, 2, . . . , k + 1} и HA = {x ∈ Gk :
∑

i∈A wx(ai) четно}, где wx(ai) –
число букв ai в слове x ∈ Gk, G(2)

k = {x ∈ Gk : |x| четно} и G
(4)
k = HA ∩ G(2)

k –
соответствующий ему нормальный делитель индекса 4.

Рассмотрим факторгруппу Gk/G
(4)
k = {H0, H1, H2, H3}, где

H0 =
{
x ∈ Gk :

∑
i∈A

wx(ai) четно, |x| четно
}
,

H1 =
{
x ∈ Gk :

∑
i∈A

wx(ai) нечетно, |x| четно
}
,

H2 =
{
x ∈ Gk :

∑
i∈A

wx(ai) четно, |x| нечетно
}
,

H3 =
{
x ∈ Gk :

∑
i∈A

wx(ai) нечетно, |x| нечетно
}
.

Тогда в силу (2) Gk-слабо периодическая совокупность h имеет вид

hx =



h1, x ∈ H3, x↓ ∈ H1,

h2, x ∈ H1, x↓ ∈ H3,

h3, x ∈ H3, x↓ ∈ H0,

h4, x ∈ H0, x↓ ∈ H3,

h5, x ∈ H1, x↓ ∈ H2,

h6, x ∈ H2, x↓ ∈ H1,

h7, x ∈ H2, x↓ ∈ H0,

h8, x ∈ H0, x↓ ∈ H2,

(3)

где hj , j = 1, 8, удовлетворяют системе уравнений

h1 = (k − i)f(h2, θ) + if(h4, θ),

h2 = (k − i)f(h1, θ) + if(h6, θ),

h3 = (k − i+ 1)f(h2, θ) + (i− 1)f(h4, θ),

h4 = (k − i+ 1)f(h7, θ) + (i− 1)f(h3, θ),

h5 = (k − i+ 1)f(h1, θ) + (i− 1)f(h6, θ),

h6 = (k − i+ 1)f(h8, θ) + (i− 1)f(h5, θ),

h7 = (k − i)f(h8, θ) + if(h5, θ),

h8 = (k − i)f(h7, θ) + if(h3, θ),

(4)

где i = |A| – мощность множества A.
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Пользуясь тем, что

f(h, θ) = arcth(θ thh) =
1
2

ln
(1 + θ)e2h + (1− θ)
(1− θ)e2h + (1 + θ)

,

и обозначая α = (1 − θ)/(1 + θ), zi = e2hi , где i = 1, 4, из (4) получим следующую
систему уравнений:

z1 = (ϕ(z2))k−i(ϕ(z4))i,

z2 = (ϕ(z1))k−i(ϕ(z6))i,

z3 = (ϕ(z2))k−i+1(ϕ(z4))i−1,

z4 = (ϕ(z7))k−i+1(ϕ(z3))i−1,

z5 = (ϕ(z1))k−i+1(ϕ(z6))i−1,

z6 = (ϕ(z8))k−i+1(ϕ(z5))i−1,

z7 = (ϕ(z8))k−i(ϕ(z5))i,

z8 = (ϕ(z7))k−i(ϕ(z3))i,

(5)

где ϕ(z) = (z + α)/(αz + 1). Запишем систему уравнений (5) в виде

z1 = (ϕ(z2))k

(
ϕ(z4)
ϕ(z2)

)i

,

z2 = (ϕ(z1))k

(
ϕ(z6)
ϕ(z1)

)i

,

z3 = (ϕ(z2))k

(
ϕ(z4)
ϕ(z2)

)i−1

,

z4 = (ϕ(z7))k

(
ϕ(z3)
ϕ(z7)

)i−1

,

z5 = (ϕ(z1))k

(
ϕ(z6)
ϕ(z1)

)i−1

,

z6 = (ϕ(z8))k

(
ϕ(z5)
ϕ(z8)

)i−1

,

z7 = (ϕ(z8))k

(
ϕ(z5)
ϕ(z8)

)i

,

z8 = (ϕ(z7))k

(
ϕ(z3)
ϕ(z7)

)i

.

(6)

Разделив в этой системе уравнений первое уравнение на третье, второе на пятое,
шестое на седьмое, четвертое на восьмое, получим систему уравнений

z1
z3

=
ϕ(z4)
ϕ(z2)

,

z2
z5

=
ϕ(z6)
ϕ(z1)

,

z6
z7

=
ϕ(z8)
ϕ(z5)

,

z4
z8

=
ϕ(z7)
ϕ(z3)

.
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Используя эти соотношения, систему (6) можно записать в следующем виде:

z1 = (ϕ(z2))k

(
z1
z3

)i

,

z2 = (ϕ(z1))k

(
z2
z5

)i

,

z3 = (ϕ(z2))k

(
z1
z3

)i−1

,

z4 = (ϕ(z7))k

(
z8
z4

)i−1

,

z5 = (ϕ(z1))k

(
z2
z5

)i−1

,

z6 = (ϕ(z8))k

(
z7
z6

)i−1

,

z7 = (ϕ(z8))k

(
z7
z6

)i

,

z8 = (ϕ(z7))k

(
z8
z4

)i

.

(7)

Из первого уравнения системы (7) найдем z3, из второго – z5, из седьмого – z6,
из восьмого – z4 и, подставив их в восьмое, седьмое, второе и первое уравнения
системы (5) соответственно, получим

z1 = (ϕ(z(i−1)/i
8 (ϕ(z7))k/i))i(ϕ(z2))k−i,

z2 = (ϕ(z(i−1)/i
7 (ϕ(z8))k/i))i(ϕ(z1))k−i,

z7 = (ϕ(z(i−1)/i
2 (ϕ(z1))k/i))i(ϕ(z8))k−i,

z8 = (ϕ(z(i−1)/i
1 (ϕ(z2))k/i))i(ϕ(z7))k−i.

(8)

Рассмотрим отображение W : R4 → R4, определенное следующим образом:

z′1 = (ϕ(z(i−1)/i
8 (ϕ(z7))k/i))i(ϕ(z2))k−i,

z′2 = (ϕ(z(i−1)/i
7 (ϕ(z8))k/i))i(ϕ(z1))k−i,

z′7 = (ϕ(z(i−1)/i
2 (ϕ(z1))k/i))i(ϕ(z8))k−i,

z′8 = (ϕ(z(i−1)/i
1 (ϕ(z2))k/i))i(ϕ(z7))k−i.

(9)

Легко доказать следующую лемму.

Лемма 1. Отображение W имеет следующие инвариантные множества:

I1 = {z ∈ R4 : z1 = z2 = z7 = z8}, I2 = {z ∈ R4 : z1 = z7; z2 = z8},
I3 = {z ∈ R4 : z1 = z2; z7 = z8}, I4 = {z ∈ R4 : z1 = z8; z2 = z7}.

Замечание 1. Из определений 1 и 2 следует, что в случае I2 (или Ij , j = 3, 4)
слабо периодическая совокупность величин не совпадает с периодической, если хотя
бы одно из равенств z1 = z3, z2 = z5, z4 = z8, z6 = z7 не выполняется.
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Лемма 2. Если на инвариантных множествах Ij , j = 2, 3, 4, существуют сла-
бо периодические меры Гиббса, то они являются либо трансляционно-инвариант-
ными, либо слабо периодическими (непериодическими).

Доказательство. Рассмотрим инвариантное множество I3. Пусть z1 = z2,
z7 = z8. Из (5) имеем z4 = z6, z3 = z5. Если z1 = z3, имеем z2 = z5. Из равенства
z2 = z5 и из второго и пятого уравнений системы (5) получим z1 = z6. Из равенст-
ва z1 = z3 и из первого и третьего уравнений системы (5) получим z2 = z4. Следо-
вательно, z1 = z2 = z3 = z4 = z5 = z6 = z7 = z8, т. е. соответствующие меры Гиббса
являются трансляционно-инвариантными. Если z1 ̸= z3, то ясно, что соответствую-
щие меры Гиббса являются слабо периодическими. В остальных случаях Ij , j = 2, 4,
лемма доказывается аналогичным образом.

3.1. Случай i = 1.

3.1.1. Случай I2. Запишем систему уравнений (9) для I2 при k = 2, i = 1:

z1 = ϕ((ϕ(z1))2)ϕ(z2),

z2 = ϕ((ϕ(z2))2)ϕ(z1).
(10)

Учитывая, что ϕ(zi) = (zi+α)/(αzi+1), i = 1, 2, из системы уравнений (10) получаем
следующую систему уравнений:

z1 =
z2 + α

αz2 + 1
(z1 + α)2 + α(αz1 + 1)2

α(z1 + α)2 + (αz1 + 1)2
,

z2 =
z1 + α

αz1 + 1
(z2 + α)2 + α(αz2 + 1)2

α(z2 + α)2 + (αz2 + 1)2
,

(11)

где α = (1− θ)/(1 + θ), zi = e2hi , i = 1, 2. Введя обозначения x = (z1 + α)/(αz1 + 1),
y = (z2 + α)/(αz2 + 1), получим систему уравнений

x = ψ(y),

y = ψ(x),
(12)

где

ψ(x) =
x− α

1− αx

αx2 + 1
x2 + α

.

Чтобы найти слабо периодические меры Гиббса, не являющиеся трансляцион-
но-инвариантными, надо найти корни уравнения

x− ψ(ψ(x)) = 0, (13)

отличные от корней уравнения
x− ψ(x) = 0. (14)

Легко видеть, что уравнения (13) и (14) равносильны следующим уравнениям соот-
ветственно:

(x− 1)(x+ 1)(αx2 + (α− 1)x+ α)(x2 − (α− 1)x+ 1)×
×(αx4 − 2αx3 + (2α2 − 2α+ 2)x2 − 2αx+ α) = 0,

(x− 1)(x+ 1)(αx2 + (α− 1)x+ α) = 0.

(15)
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Из сказанного выше для слабо периодических мер Гиббса, не являющихся тран-
сляционно-инвариантными, получим уравнение

(x2 − (α− 1)x+ 1)(αx4 − 2αx3 + (2α2 − 2α+ 2)x2 − 2αx+ α) = 0. (16)

Второй множитель в (16) перепишем в следующем виде:

αx2(x− 1)2 + 2(α− 1)2x2 + α(x− 1)2 = 0.

Он равняется нулю только при α = 1, x = 1, но значение x = 1 соответству-
ет трансляционно-инвариантной мере Гиббса. Поэтому рассмотрим только первый
множитель в (16). Он равняется нулю только при

x1,2 =
α− 1±

√
(α− 3)(α+ 1)
2

.

Легко проверить, что при α > 3 = αcr корни x1,2 положительны.

3.1.2. Случай I3. Запишем систему уравнений (8) для I3 при k = 2, i = 1:

z1 = ϕ((ϕ(z7))2)ϕ(z1),

z7 = ϕ((ϕ(z1))2)ϕ(z7).
(17)

Учитывая, что ϕ(x) = (zi+α)/(αzi+1), i = 1, 2, из системы уравнений (17) получаем
следующую систему уравнений:

z1 =
z1 + α

αz1 + 1
(z7 + α)2 + α(αz7 + 1)2

α(z7 + α)2 + (αz7 + 1)2
,

z7 =
z7 + α

αz7 + 1
(z1 + α)2 + α(αz1 + 1)2

α(z1 + α)2 + (αz1 + 1)2
,

(18)

где α = (1− θ)/(1 + θ), zi = e2hi , i = 1, 2. Введя обозначения x = (z1 + α)/(αz1 + 1),
y = (z7 + α)/(αz7 + 1), из (18) получим систему уравнений

x− α

1− αx
= x

y2 + α

αy2 + 1
,

y − α

1− αy
= y

x2 + α

αx2 + 1
,

(19)

где x ̸= 1/α, y ̸= 1/α. Отметим, что в случае x = 1/α, y = 1/α получим α = 1, т. е.
x = y = 1, что соответствует трансляционно-инвариантной мере Гиббса. Вычитая
из первого уравнения (19) второе уравнение, получим

(x− y)(xy − αxy + 2α2(x+ y) + 1− α) = 0.

Отметим, что значение x = y соответствует трансляционно-инвариантной мере Гиб-
бса. Следовательно, имеем y = (α−1−2α2x)/(2α2−(α−1)x). Подставляя значение y
в первое уравнение (19), получим следующее уравнение:

(4α4 − 3α3 + α2 − 4)x4 − (4α3 − 7α2 + 4α− 1)(x3 + x)− 4α4 + 3α3 − α2

x(αx− 1)[(4α4 − 4α3 + 4α2 − 3α+ 1)x2 − (4α3 − 4α2)x+ 4α3 − 3α2 + α]
= 0.
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Решая это уравнение, находим корни

x1 = 1, x2 = −1, x3 =
α− 1 +

√
−4α4 + α2 − 2α+ 1

2α2
,

x4 =
α− 1−

√
−4α4 + α2 − 2α+ 1

2α2
.

Значение x = 1 соответствует трансляционно-инвариантной мере Гиббса. Что-
бы третий и четвертый корни были вещественными, зададим следующее условие:
−1 6 α 6 1/2. Но в этом интервале эти решения будут также отрицательными, сле-
довательно, в этом случае не существует слабо периодических мер Гиббса, которые
не являются трансляционно-инвариантными.

3.1.3. Случай I4. Запишем систему уравнений (8) для I4 при k = 2, i = 1:

z1 = ϕ((ϕ(z2))2)ϕ(z2),

z2 = ϕ((ϕ(z1))2)ϕ(z1).
(20)

Отметим, что ϕ(x) = (zi+α)/(αzi +1), i = 1, 2. Тогда система уравнений (20) имеет
следующий вид:

z1 =
z2 + α

αz2 + 1
(z2 + α)2 + α(αz2 + 1)2

α(z2 + α)2 + (αz2 + 1)2
,

z2 =
z1 + α

αz1 + 1
(z1 + α)2 + α(αz1 + 1)2

α(z1 + α)2 + (αz1 + 1)2
,

(21)

где α = (1− θ)/(1 + θ), zi = e2hi , i = 1, 2.
Введем обозначение x = z1, y = z2. Тогда получим следующую систему урав-

нений:
x = ψ(y),

y = ψ(x),
(22)

где

ψ(x) =
x+ α

αx+ 1
(x+ α)2 + α(αx+ 1)2

α(x+ α)2 + (αx+ 1)2
.

Разложим выражение x− ψ(x) на множители:

x− ψ(x) = (x− 1)(x+ 1)(α2x+ (α2 + 2α− 1)x+ α2).

Корни уравнения x− ψ(x) = 0 имеют следующий вид:

x1 = 1, x2 = −1, x3 =
−α2 − 2α+ 1 +

√
(1− 3α)(α+ 1)(α− 1)2

2α2
,

x4 = −
α2 + 2α− 1 +

√
(1− 3α)(α+ 1)(α− 1)2

2α2
.

Теперь найдем корни уравнения

x− ψ(ψ(x)) = 0. (23)
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Корнями этого уравнения являются

x1 = 1, x2 = −1, x3 =
−α2 − 2α+ 1 +

√
(1− 3α)(α+ 1)(α− 1)2

2α2
,

x4 = −
α2 + 2α− 1 +

√
(1− 3α)(α+ 1)(α− 1)2

2α2
,

x5 =
−α(α2 − 2α+ 3) +

√
(α− 2)(α+ 1)(α− 1)2(α2 − α+ 2)
2(α2 − α+ 1)

,

x6 =
−α(α2 − 2α+ 3) +

√
(α− 2)(α+ 1)(α− 1)2(α2 − α+ 2)
2(α2 − α+ 1)

и корни симметричного уравнения четвертой степени

Ax4 +Bx3 + Cx2 +Bx+A = 0, (24)

где

A = α5+3α4+4α2−α+1, B = 6α5+20α3+6α, C = 2α6−2α5+24α4+22α2+2α.

Так как мы ищем слабо периодическую меру Гиббса, не являющуюся трансля-
ционно-инвариантной, рассмотрим корни x5, x6 и корни симметричного уравнения
четвертой степени (24). Легко проверить, что только при α < −1 корни x5, x6 имеют
положительные значения. При α > 0 коэффициенты симметричного уравнения (24)
положительны:

A = α5 + 3α4 + 3α2 + α+ (α− 1)2 > 0,

B = 6α5 + 20α3 + 6α > 0,

C = 2α4(α− 1)2 + 2α5 + 22α4 + 22α2 + 2α > 0.

Отсюда имеем, что система уравнений (20) не имеет положительного решения, т. е.
не существует слабо периодической меры Гиббса, не являющейся трансляционно-ин-
вариантной.

В результате c учетом леммы 2 доказана следующая

Теорема 1. Для модели Изинга в случае нормального делителя индекса 4 верны
следующие утверждения.

1. Пусть k = 2, i = 1, αcr = 3. Тогда при α 6 αcr на инвариантном множест-
ве I2 не существует G

(4)
k -слабо периодической (не трансляционно-инвариантной)

меры Гиббса; при α > αcr существуют две G(4)
k -слабо периодические (не трансля-

ционно-инвариантные) меры Гиббса.
2. Пусть k = 2, i = 1. Тогда на Ij , j = 1, 3, 4, не существует G

(4)
k -слабо перио-

дической (не трансляционно-инвариантной) меры Гиббса.

Замечание 2. Заметим, что слабо периодическая мера Гиббса зависит от вы-
бора нормального делителя группы Gk. В случае |A| = k + 1 соответствующий
нормальный делитель G

(4)
k совпадает с G(2)

k , что и есть нормальный делитель ин-
декса 2, а в этом случае слабо периодическая мера Гиббса совпадает с периодической
мерой, которая была изучена в работе [6].
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3.2. Случай i = 2. Рассмотрим случай |A| = i = 2.

3.2.1. Случай I2. Запишем систему уравнений (8) для I2 при k = 2, i = 2:

z1 = ϕ2(
√
z2ϕ(z1)),

z2 = ϕ2(
√
z1ϕ(z2)),

(25)

где α = (1 − θ)/(1 + θ), zi = e2hi , ϕ(zi) = (zi + α)/(αzi + 1), i = 1, 2. Систему
уравнений (25) перепишем в следующем виде:

x =
y − α

1− αy

αy2 + 1
y2 + α

,

y =
x− α

1− αx

αx2 + 1
x2 + α

.

(26)

Введем обозначение

ψ(x) =
x− α

1− αx

x2 + α

αx2 + 1
.

Тогда система (26) сводится к системе уравнений

x = ψ(y),

y = ψ(x).
(27)

Чтобы найти слабо периодические меры Гиббса, не являющиеся трансляцион-
но-инвариантными, надо найти корни уравнения

x− ψ(ψ(x)) = 0, (28)

отличные от корней уравнения
x− ψ(x) = 0. (29)

Легко видеть, что уравнения (28) и (29) равносильны следующим уравнениям соот-
ветственно:

(x− 1)(x+ 1)(αx2 + (α− 1)x+ α)(x2 − (α− 1)x+ 1)×
× (αx4 − 2αx3 + (2α2 − 2α+ 2)x2 − 2αx+ α) = 0,

(x− 1)(x+ 1)(αx2 + (α− 1)x+ α) = 0.

(30)

Из вышесказанного для слабо периодических мер Гиббса, не являющихся транс-
ляционно-инвариантными, получим уравнение

(x2 − (α− 1)x+ 1)(αx4 − 2αx3 + (2α2 − 2α+ 2)x2 − 2αx+ α) = 0. (31)

Второй сомножитель в (31) перепишем в следующем виде:

αx2(x− 1)2 + 2(α− 1)2x2 + α(x− 1)2.

Он равняется нулю только при α = 1, x = 1, но значение x = 1 соответствует
трансляционно-инвариантной мере Гиббса.

Рассмотрим теперь первый сомножитель в (31). Он равняется нулю только при

x1,2 =
α− 1±

√
(α− 3)(α+ 1)
2

.

Легко проверить, что x1,2 при α > αcr = 3 положительны.



220 М.М. РАХМАТУЛЛАЕВ, Ж.Д. ДЕХКОНОВ

3.2.2. Случай I3. Запишем систему уравнений (8) на I3 при k = 2, i = 2. Она
имеет следующий вид:

z1 = ϕ2(
√
z7ϕ(z7)),

z7 = ϕ2(
√
z1ϕ(z1)),

(32)

где α = (1 − θ)/(1 + θ), zi = e2hi , ϕ(zi) = (zi + α)/(αzi + 1), i = 1, 2. Введем
обозначения x =

√
z1, y =

√
z7 и ψ(x) = (x3 +αx2 +α2x2 +α)/(αx3 +α2x+αx2 + 1).

Тогда получим систему уравнений

x = ψ(y),

y = ψ(x).
(33)

Сначала найдем решение уравнения

x− ψ(x) = 0. (34)

Легко видеть, что

x− ψ(x) =
(x− 1)(x+ 1)(αx2 + (α− 1)x+ α)

αx3 + α2x+ αx2 + 1
. (35)

Так как α > 0, x > 0, имеем, что (x + 1)(αx2 + 1) ̸= 0. Находим корни уравне-
ния (34):

x1 = −1, x2 = 1, x3 =
1− α+

√
(1− 3α)(α+ 1)
2α

,

x4 =
1− α−

√
(1− 3α)(α+ 1)
2α

.

После этого найдем решения уравнения

x− ψ(ψ(x)) = 0. (36)

Находим корни уравнения (36) c помощью пакета прикладных программ Maple 18:

x1 = −1, x2 = 1, x3 =
1− α+

√
(1− 3α)(α+ 1)
2α

,

x4 =
1− α−

√
(1− 3α)(α+ 1)
2α

,

x5 =
α− α2 −

√
(α+ 1)(α− 2)(α2 − α+ 2)

2
,

x6 =
α− α2 +

√
(α+ 1)(α− 2)(α2 − α+ 2)

2
,

или с помощью решения следующего симметрического уравнения четвертой степени:

(1 + α2)x4 + 2α(α+ 1)x3 + 2α(α2 + 1)x2 + 2α(α+ 1)x+ (1 + α2) = 0. (37)

Так как мы ищем слабо периодическую меру Гиббса, не являющуюся трансля-
ционно-инвариантной, рассмотрим корни x5, x6 и корни симметричного уравнения
четвертой степени (37).
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Легко проверить, что при α > 2 корни x5, x6 будут вещественными, но в этом
случае они отрицательны.

Заметим, что левая часть уравнения (37) является симметрическим многочленом.
Введем обозначение x1 + 1/x1 = ξ, тогда уравнение (37) принимает следующий вид:

(α2 + 1)ξ2 + 4α(α+ 1)ξ + 2(α− 1)(α2 + 1) = 0. (38)

Ясно, что уравнение (38) при α > 1 не имеет положительного решения. При α < 1
уравнение (38) имеет решение

ξ1 =
−2α2 − 2α+

√
6α4 + 4α3 + 8α2 + 2− 2α− 5α5

1 + α2
,

ξ2 =
−2α2 − 2α−

√
6α4 + 4α3 + 8α2 + 2− 2α− 5α5

1 + α2
.

Очевидно, что при α < 1 решение ξ2 < 0. Согласно обозначению x1 + 1/x1 = ξ

должно выполняться условие ξ1 > 2. Тогда имеем√
6α4 + 4α3 + 8α2 + 2− 2α− 5α5 > 4α2 + 2α+ 2,

следовательно,

0 > 5α5 + 10α4 + 12α3 + 12α2 + 10α+ 2.

Но это невозможно при α > 0. В результате получим, что уравнение (37) не име-
ет положительного решения. Следовательно, уравнение (36) тоже не имеет поло-
жительного решения, т. е. в этом случае не существует слабо периодической меры
Гиббса, которая не является трансляционно-инвариантной.

3.2.3. Случай I4. Записывая систему уравнений (8) для I4 при k = 2, i = 2, имеем

z1 = ϕ2(
√
z1ϕ(z2)),

z2 = ϕ2(
√
z2ϕ(z1)),

(39)

где α = (1−θ)/(1+θ), zi = e2hi , ϕ(zi) = (zi+α)/(αzi+1), i = 1, 2. Введем обозначения
x =

√
z1, y =

√
z7. Тогда получим следующую систему уравнений:

x− α

1− αx
= x

y2 + α

αy2 + 1
,

y − α

1− αy
= y

x2 + α

αx2 + 1
.

(40)

В п. 3.1 в случае I3 доказано, что система уравнений (40) не имеет решения с по-
ложительными координатами кроме x = y, а решению вида (x, x) соответствуют
трансляционно-инвариантные меры Гиббса.
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В результате доказана следующая

Теорема 2. Для модели Изинга в случае нормального делителя индекса 4 верны
следующие утверждения.

1. Пусть k = 2, i = 2, αcr = 3. Тогда при α 6 αcr на инвариантном множе-
стве I2 не существует G

(4)
k -слабо периодической (не трансляционно-инвариант-

ной) меры Гиббса; при α > αcr существуют две G(4)
k -слабо периодические (не тран-

сляционно-инвариантные) меры Гиббса.
2. Пусть k = 2, i = 2. Тогда на Ij , j = 1, 3, 4, не существует G

(4)
k -слабо перио-

дической (не трансляционно-инвариантной) меры Гиббса.

Замечание 3. Заметим, что в работах [19] и [20] доказано, что для модели Изин-
га на дереве Кэли порядка k = 2 относительно нормального делителя индекса 2 не
существует слабо периодической (не трансляционно-инвариантной) меры Гиббса, но
в нашем случае (случае нормального делителя индекса 4) существуют такие меры
Гиббса на дереве Кэли порядка k = 2.

4. ОБСУЖДЕНИЕ

Широко распространена (см. [21]–[24]) формулировка модели Изинга, согласно
которой каждому узлу x решетки сопоставляется переменная σ(x), принимающая
численные значения +1 или −1.

Если объекты, связанные с узлами x и x′, находятся в одном состоянии, то
σ(x)σ(x′) = +1, а если в разных, то σ(x)σ(x′) = −1. Ясно, что в такой интерпре-
тации понятие объекта, связанного с узлом x, может трактоваться весьма широко.
Это может быть, например, магнитный момент иона в кристалле, имеющий два воз-
можных направления [25], или атомы двух сортов в бинарном сплаве [26] (значение
σ(x) = +1 соответствует занятию узла x атомом одного сорта, а σ(x) = −1 отвечает
узлу, занятому атомом другого сорта). Другие интерпретации модели Изинга связа-
ны с исследованиями явления адсорбции на поверхности [27], плавления ДНК [28],
с теорией решеточного газа [29] и целым рядом других вопросов теории фазового
перехода типа порядок-беспорядок.

Отметим, что слабо периодическая мера Гиббса зависит от выбора нормально-
го делителя. Рассматриваются два нормальных делителя индекса 4 G

(4)
k (A), где

|A| = 1 и |A| = 2. Для рассматриваемой модели на дереве Кэли порядка k = 2
найдено критическое значение αcr = 3, такое, что в случаях |A| = 1 и |A| = 2 при
α > αcr существует две G(4)

k -слабо периодические меры Гиббса. Различные меры
Гиббса соответствуют различным фазам системы. В этом случае существуют фазо-
вые переходы.

Заметим, что построенные в рассмотренных нами случаях фазы отличаются от
известных фаз этой модели и что они соответствуют слабо периодическим мерам
Гиббса (cм. [14]–[20]).
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