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Some problems related to the square root in the field Q,

In this paper, we study the existence of a prime number p such
that a fixed integer has a square root in the field Q,. Moreover,
we show that there exists a polynomial such that it has roots in
R and in all Q,, at the same time, it has not any root in Q.
Keywords: p-adic number; congruence; quadratic residue;
Legendre symbol.

HexoTropsie mpobieMbl CBsI3aHHBIE C KBaIPATHBIM KOPDHEM B TTOJIE
Qp
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Kirish

p-adik sonlarni birinchi bo‘lib nemis matematigi K.Hensel tomonidan 1897-yilda fanga kiritilgan. Bu sonlar
dastlab sonlar nazariyasining bir gismi sifatida o‘rganilgan. Keyinchalik p-adik sonlarning boshqa fan sohalarida
tadbiglari topila boshlagach, p-adik sonlar nazariyasi, p-adik analiz, p-adik differensial tenglamalar, p-adik
funksional analiz, p-adik dinamik sistemalar, p-adik ehtimolliklar nazariyasi, p-adik o‘lchovlar nazariyasi kabi
yangi fan sohalar rivojlana boshladi [I} [2, 3, [4, 5] 6]. Bundan tashqari, kvant mexanikasiga, garmonik to‘lginlar
nazariyasiga, stoxastik jarayonlarga ham p-adik analizni tatbiq etib kelinmoqda[7].

p-adik sonlar maydoni fazo sifatida to‘la normalangan fazo, lekin algebraik yopiq bo‘lmagan maydondir.
Ya'ni har qanday p-adik koeffitsiyentli algebraik ko‘phad bu maydonda ildizga ega emas. p-adik analiz tatbiq
etiladigan turli sohalarda, xususan, p-adik Gibbs o‘lchovlar nazariyasida ba’zi radikal ifodalarga ko‘plab duch
kelinadi. Bu radikallar biror maydonda mavjudmi? Agar mavjud bo‘lsa, qaysi tub sonlar uchun mavjud?, kabi
savollarga javob topishga to‘g‘ri keladi. Ushbu maqolada kvadrat radikallarga doir ayrim muhim masalalar,
xususan, har bir fiksirlangan butun sonning kvadrat ildizi mavjud bo‘ladigan @, maydon mavjudligi, bundan
tashqari barcha p tub sonlarlar uchun @, p-adik sonlar maydonida va R haqiqiy sonlar maydonida ildizga ega,
lekin ularning kesishmasi bo‘lgan Q ratsional sonlar maydonida ildizga ega bo‘lmagan ratsional koeffitsiyentli
ko‘phad mavjudligi keltirilgan.

Boshlang‘ich tushunchalar

Q ratsional sonlar maydoni bo‘lsin. Fiksirlangan p tub son uchun har bir x # 0 ratsional sonni z = p"™*
ko‘rinishida tasvirlash mumkin. Bunda r,m € Z, n € N, m va n p bilan o‘zaro tub sonlardir. Ya’'ni (m,p) = 1,
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(n,p) = 1. x ratsional sonning p-adik normasi quyidagicha aniglanadi:

p ", x#0,
= 1
|x|p {0, R (1)

Ushbu kiritilgan (1)) norma Vz,y € Q uchun kuchli uchburchak tengsizligi deb ataluvchi quyidagi
|z + y|l, < max{|z|p,|y|,} tengsizlikni ganoatlantiradi. Kuchli uchbuchak tengsizligini ganoatlantiruvchi
norma noarzimed normasi deyiladi [2]. p-adik norma ta’rifidan quyidagi xossalarni oson keltirib chigarish
mumkin:

1) Agar ||, # |y|p, w holda |z + y|, = max{|z|p, |y[,};

2) Agar |o], = [yly. v holda [z = yl, < |z],.

Q ratsional sonlar maydonini p-adik norma bilan to‘ldirilsa, Q, p-adik sonlar maydoni hosil bo‘ladi. @
ratsional sonlar maydonini biror norma bilan to‘ldirilsa, yoki R haqiqiy sonlar maydoni yoki biror p tub son
uchun Q, p-adik sonlar maydoni hosil bo‘ladi (Ostrovskiy teoremasi [2]). Har qanday p-adik soni yagona usulda
quyidagicha kanonik ko‘rinishida ifodalanadi:

x=p @ (g + z1p + 22p? + ...), (2)
bunda v = y(z) € Z, x; p-adik raqamlar bo’lib, 9 >0, 0 < x; <p—1va |z|, = p~® [2[3].

1-Teorema [3]. 2% = a tenglama a # 0, a = p’V(“)(ao +aip+ap®+...), 0<a; <p-—1, a9 >0 bolganda
x € Q, yechimga ega bo ‘lishi uchun quyidagi shartlarni ganoatlantirishi zarur va yetarli:

i) 7(a) juft son;
ii) p # 2 bo‘lsa, y*> = ap(modp) taqqoslama yechimga ega; p = 2 bo‘lsa, a; = as = 0.

1-Natija [3]. 22 = —1 tenglama yechimga ega bo‘lishi uchun p = 1(mod 4) bo‘lishi zarur va yetarli.

m € N son berilgan bo‘lib, a € Z va (a,m) = 1 soni uchun 2% = a(modm) taqqoslama yechimga ega bo‘lsa,
a soni m modul bo‘yicha kvadratik qoldig deyiladi, 22 = a(mod m) taqqoslama yechimga ega bo‘lmasa a soni m
modul bo‘yicha kvadratik qoldiq emas deyiladi[§].

p tub son, @ esa p soniga bo‘linmaydigan butun son bo‘lsin. Lejandr simwvoli quyidagicha aniqlangan:

(a ) B {1, agar a soni p modul bo’yicha kvadratik qoldiq bo’lsa;

P —1, agar a soni p modul bo’yicha kvadratik qoldiq bo’lmasa.

Lejandr simvolining asosiy xossalari

10, (9) = aprl(modp);

p

20, Agar a = b(mod p) bo‘lsa, u holda (%) = (%);
o (56 0)
o (2) =1

59. p biror fiksirlangan tub son bo‘lib, A va B to‘plamlar quyidagicha aniglangan bo‘lsin:
A= {x| (%) =1, ze{l,2,....p— 1}}, B= {x| (%) = 1, ze{l,2,...p— 1}}.
U holda |A| = | B| = 25 bo'ladi.
6°. (g) = (—1)172871.
P -

79. p va ¢ toq tub sonlar uchun (%) (g) = (—1)7%1 tenglik o‘rinli.

Asosiy natijalar

Endi asosiy natijalarni bayon gilamiz.
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2-Teorema. Har bir m butun son uchun z* = m tenglama Q, maydonda yechimga ega bo‘ladigan p tub son
mavjud.

Isbot.

1-hol. |m| < 3 bo‘lsin. m = 0 yoki m = 1 bo‘lsa, u holda 1-teoremaga ko‘ra z? = m tenglama barcha Q,
maydonlarda yechimga ega.

m = 2 bo‘lsin. 1-teoremaga ko‘ra z2 = 2 tenglama biror Q, maydonlarda yechimga ega bo‘lishi uchun
shunday p tub son topilib, 2% = 2(mod p) taqqoslama yechimga ega bo‘lishi zarur va yetarli (Bunda ([2)) kanonik
ko‘rinishda v = 0 bo‘ladi.) #? = 2(mod p) taqqoslama yechimga ega bo‘lishi uchun p = 4-1(mod 8) bo‘lishi zarur
va yetarli [8].

m = 3 bo‘lsin. Yana 1-teoremaga ko‘'ra 22 = 3 tenglama biror Q, maydonlarda yechimga ega bo‘lishi uchun
shunday p tub son topilib, 22 = 3(mod p) taqqoslama yechimga ega bo‘lishi zarur va yetarli. 22 = 2(mod p)
tagqoslama yechimga ega bo‘lishi uchun p = +1(mod 12) bo‘lishi zarur va yetarli [§].

m = —1 bo‘lsin. 1-natijaga ko‘ra 22 = —1 tenglama yechimga ega bo‘lishi uchun p = 1(mod 4) bo‘lishi zarur
va, yetarli.

m = —2 bo‘lsin. Yana 1-teoremaga ko‘ra 2> = —2 tenglama biror Q, maydonlarda yechimga ega bo‘lishi
uchun shunday p tub son topilib, 22 = —2(mod p) taqqoslama yechimga ega bo‘lishi zarur va yetarli. 2% =

—2(mod p) taqqoslama yechimga ega bo‘lishi uchun p = 1(mod 8) yoki p = 3(mod 8) bo‘lishi zarur va yetarli [§].

m = —3 bo‘lsin. Yana 1-teoremaga ko‘ra 2> = —3 tenglama biror Q, maydonlarda yechimga ega bo‘lishi
uchun shunday p tub son topilib, 22 = —3(mod p) taqqoslama yechimga ega bo‘lishi zarur va yetarli. 22 =
—2(mod p) taqqoslama yechimga ega bo‘lishi uchun p = 1(mod 6) bo‘lishi zarur va yetarli [§].

2-hol. |m| > 3 bo‘lsin. Quyidagicha belgilash kiritamiz: s = m — 1.

2.1-hol. s tub son bo‘lsin. Ushbu hol uchun ravshanki, |s| # 2. 1-teoremaga ko‘ra x
Qs maydonda yechimga ega bo‘ladi.

2.2-hol. s murakkab son bo‘lsin.

Agar s murakkab son 2 dan farqli biror p tub bo‘luvchiga ega bo‘lsa, uholda 22 =m =s+1=pk+1,k € Z
tenglama 1-teoremaga ko‘ra @, maydonda yechimga ega.

Agar s murakkab son 2 dan farqli tub bo‘luvchiga ega bo‘lmasa, u holda shunday ¢t € N, ¢ > 2 son topilib,
s = £2! bo‘ladi. t = 2 da x? = 5 yoki 22 = —3 tenglama hosil bo‘ladi.

x? = 5 tenglamani qaraylik. 22 = 5(mod p) taqqoslama yechimga ega bo‘lishi uchun (%) = 1 bo‘lishi zarur

2 =m = s+ 1 tenglama

va yetarli. Lejandr simvolining 7Y xossasiga ko‘ra (%) (%) = 1 bo‘ladi. Oxirgi tenglikning ikkala tomonini (%) ga

ko‘paytirib, 39 va 4° xossalarni qo‘llasak, (%) = (%) natijani olamiz. Bundan va l-teoremadan 2% = 5 tenglama

yechimga ega bo'‘lishi uchun p = +1(mod 5) bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini topamiz.

x? = —3 tenglama yechimga ega bo‘lishi uchun p = 1(mod 6) bo‘lishi zarur va yetarli (1-holga qarang).

t > 2daz? = 142! tenglama 1-teoremaga ko‘ra Q, maydonlarda yechimga ega bo‘ladi. 2-Teorema isbotlandi.
O

1-Eslatma. 2-Teorema x? = m, m € Z tenglama yechimga ega bo‘ladigan Q, maydon mavjudligi hagidagi

teorema bo‘lib, teorema isbotidan bunday maydonlar yagona emasligini, hatto cheksiz ko‘p ekanligini ham
ko‘rish mumkin.

3-Teorema. Turli p va q tub sonlar berilgan bo‘lsin. U holda quyidagilar o‘rinli:
1) Shunday n € Z son mavjudki,\/n € Q,, \/n € Q, bo‘ladi;
2) Shunday n € Z son mavjudki,\/n ¢ Qp, v/n ¢ Qg bo‘ladi;
3) Shunday n € Z son mavjudki,\/n € Qp, vV/n ¢ Qg bo‘ladi;
4) 1), 2) va 3) da aniglangan n € Z sonlar cheksiz ko‘p.

Isbot.
1) a) p # 2, ¢ # 2 bo'lsin. Agar n = pgk + 1,k € Z ko‘rinishida tanlansa, u holda Lejandr simvolining

xossalaridan (%) = (1"1’;7‘“) = (%) =1, (%) = (%) = (%) = 1 natijalarni olamiz. 1-teoremaga ko‘ra

Vn € Q,p, vn € Qg bo'ladi.

b) p # 2, ¢ = 2 bo‘lsin. 1-teoremadan n = 8z + 1,z € Z ko‘rinishidagi sonlar uchun /n € Q. ekanligi
ma’lum. (%) = 1 bo‘ladigan = € Z mavjudligini ko‘rsatamiz. Lejandr simvolining 5° xossasiga ko‘ra p modul
bo‘yicha kvadratik qoldiq bo‘ladigan ixtiyoriy a sonni tanlaymiz. (p,2) = 1 bo‘lgani uchun 8z + 1 = a(mod p)
taqqoslama yechimga ega. Shu yechimga mos kelgan n uchun (%) = (M) = (%) = 1 ekani kelib chiqadi.

P
1-teoremaga ko‘ra v/n € Q,, v/n € Q2 bo‘ladi.
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2) Lejandr simvolining 5° xossasiga ko‘ra p modul bo‘yicha kvadratik qoldiq bo‘lmaydigan ixtiyoriy b sonni
tanlaymiz, ya’'ni (%) = —1. {pk +blk € Z} to‘plamni qaraymiz. (5) = —1 bo‘ladigan ixtiyoriy ¢ sonini olamiz.
(p,q) = 1 boflgani uchun px 4+ b = c¢(mod q) taqqoslama yechimga ega. Uning biror yechimi kg bo’lsin. n = ¢

deb tanlasak, (ﬂ) = (9) =—1va (ﬂ> = (5) = (M) = (9) = —1 natijalarni olamiz. 1-teoremaga ko‘ra
q q P P P P

Vi # Qp, vn # Qg bo'ladi.
3) a)p # 2, ¢ # 2 bo'lsin. Agar n = pxr + 1,2 € Z ko‘rinishida tanlansa, u holda Lejandr simvolining

xossalaridan (%) = 1 natijani olamiz. (%) = —1 bo‘ladigan « € Z ni mavjudligini ko‘rsatamiz. (%) = -1
bo‘ladigan ixtiyoriy a sonni tanlaymiz. (p,q) = 1 bo‘lgani uchun pz + 1 = a(mod q) taqqoslama yechimga ega.
Shu yechimga mos kelgan n uchun (%) = (@> = (g) = —1 bo‘ladi. Bundan va 1-teoremadan \/n € Q,,

q
Vv/n # Q, ekanligi kelib chiqadi.

b) p # 2, ¢ = 2 bo‘lsin. Bu hol ham yuqoridagi kabi isbotlanadi.

4) 1), 2) va 3) xossaga ega bo‘lgan n € Z sonlar cheksiz ko‘p ekanligi har bir hol uchun n ning tuzilishidan
kelib chiqadi.

3-Teorema isbotlandi. a

Ostrovskiy teoremasidan ma’lumki, Q ratsional sonlar maydonini biror norma bilan to‘ldirilsa, yoki R haqiqiy
sonlar maydoni yoki biror p tub son uchun Q, p-adik sonlar maydoni hosil bo‘ladi. Haqgiqiy sonlar maydoni
ham p-adik sonlar maydoni ham algebraik yopiq emas. Ya'ni har qanday haqiqiy koeflitsiyentli yoki p-adik
koeffitsiyentli ko‘phad shu maydonda ildizga ega emas. Ratsional koeffitsiyentli P(z) = 22 + 1 ko‘phad haqiqiy
sonlar maydonida ildizga ega emas, lekin p = 1(mod 4) bo‘lganda p-adik sonlar maydonida ildizga ega.

Q ratsional sonlar maydonida ildizga ega bo‘lgan ko‘phad ratsional sonlar maydonining kengaytmalari R
haqgiqiy, Q, p-adik va C kompleks sonlar maydonlarida ham ildizga ega bo‘lishi ravshan. Lekin, aksi doim ham
o‘rinli emas. Endi, ratsional sonlar maydonining kengaytmalari bo‘lgan barcha p tub sonlar uchun Q, p-adik
sonlar maydonlarida va R haqiqiy sonlar maydonlarida ildizga ega, lekin ularni kesishmasi bo‘lgan Q = Q, NR
ratsional sonlar maydonida ildizga ega bo‘lmagan ratsional koeffitsiyentli ko‘phad mavjudligi hagidagi teoremani
keltiramiz.

4-Teorema. Barcha p tub sonlar uchun Q, p-adik sonlar maydonida va R haqiqiy sonlar maydonida ildizga
ega, lekin Q ratsional sonlar maydonida ildizga ega bo‘lmagan ko ‘phad mavjud.

Isbot.

P(z) = 28 — 162% — 212 + 6422 + 68 ko‘phad biz izlagan ko‘phad ekanligini ko‘rsatamiz. Bu ko‘phadni
ko‘paytuvchilarga ajratib, P(x) = (2% — 17)(2? — 2)(2? + 1)(2? + 2) ko‘rinishda yozamiz.
1-hol. P(z) ko‘phad R haqiqiy sonlar maydonida x; 3 = +/17, T34 = ++/2 ildizlarga ega.
2-hol. P(z) ko‘phad Q ratsional sonlar maydonida ildizga ega emas.
3-hol. P(z) ko‘phad barcha p tub sonlar uchun Q, p-adik sonlar maydonida ildizga ega ekanligini ko‘rsatamiz.
3.1-hol. P(z) ko‘phad Qy sonlar maydonida ildizga ega. Chunki, 22> — 17 = 0 tenglama 1-teoremaga ko‘ra
yechimga ega.
3.2-hol. P(z) ko‘phad p = £1(mod 8) bo‘lganda Q, sonlar maydonida ildizga ega. Chunki, 2% — 2 = 0(mod p)
taqqoslama p = +1(mod 8) bo‘lgan p tub sonlar uchun yechimga ega. Demak, 1-teoremaga ko‘ra 22 — 2 = 0
tenglama p = +1(mod 8) bo‘lganda Q,, sonlar maydonida yechimga ega.
3.3-hol. P(z) ko‘phad p = 3(mod8) bo‘lganda Q, sonlar maydonida ildizga ega. Chunki, 2% + 2 = 0(mod p)
taqqoslama p = 1(mod 8) yoki p = 3(mod 8) ko‘rinishidagi p tub sonlar uchun yechimga ega. Demak, 1-teoremaga
ko‘ra z? 4+ 2 = 0 tenglama xususan, p = 3(mod 8) bo‘lganida Q, sonlar maydonida yechimga ega.
3.4-hol. P(z) ko‘phad p = 5(mod8) bo‘lganda Q, sonlar maydonida ildizga ega. Chunki, 1-natijaga ko‘ra
22+1 = 0 tenglama p = 1(mod 4) bo‘lganida Qy sonlar maydonida yechimga ega. Xususan, 22 +1 = 0 tenglama
p = 5(mod 8) bo‘lganida ham @, sonlar maydonida yechimga ega bo‘ladi.

Har qanday p tub son quyidagi sinflardan biriga tegishli:
p=2,p=1(mody8), p=3(mod8), p=5(mod8), p = 7(mod8). Biz qurgan P(z) ko‘phad barcha p tub sonlar
uchun Q, p-adik sonlar maydonida yechimga ega ekan.

4-Teorema isbotlandi. a

Magolani quyidagicha ochiq masala bilan yakunlaymiz:

MASALA. Barcha p tub sonlar uchun Q, p-adik sonlar maydonida ildizga ega bo‘lmagan, R haqiqiy sonlar
maydonida ildizga ega bo‘lgan ratsional koeffitsiyentli ko‘phad mavjudmi?
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