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So„z boshi 

 
So„nggi yillarda mamlakatimizda oliy ta‟lim sifatini oshirishga qaratilgan bir  

qancha chora-tadbirlar amalga  oshirilmoqda. Chunki, jahon talablari darajasidagi  

raqobatbardosh kadrlar tayyorlash maqsadida  talabalarga dunyo standartlariga 

javob beradigan bilim va ko„nikmalar berish bugungi kunning eng dolzarb 

masalalaridan biri bo„lib qolmoqda. 

Mazkur o„quv-uslubiy majmua “Matematik analiz” fani bo„yicha 

tayyorlangan bo„lib, u “5130100-Matematika” yo„nalishi talabalari uchun 

mo„ljallangan va Namangan davlat universiteti “Matematika” kafedrasi 

o„qituvchilari tomonidan tayyorlangan. Ushbu majmua mamlakatimizda 

“Matematik analiz” fanini o„qitish bo„yicha uzoq yillardan beri to„plangan boy 

tajriba, O`zbekiston milliy universiteti professor-o`qituvchilarining ma‟ruzalari va 

o`quv qo`lanmalari hamda rivojlangan xorijiy davlatlarning yetakchi Oliy ta‟lim 

muassasalarining tajribalaridan foydalangan holda, shuningdek, ularning o„quv 

dasturlaridagi asosiy adabiyotlardan foydalangan holda yaratildi.  

Matematik analiz fani matematikaning fundamental bo„limlaridan biri 

bo„lib, u matematikaning poydevori hisoblanadi. Matematik analiz kursi davomida 

ko„pgina tushuncha va tasdiqlar, shuningdek, ularning tatbiqlari keltiriladi.  

Matematik analiz fanining asosiy vazifasi shu fanning tushuncha, tasdiqlar 

va boshqa matematik ma‟lumotlar majmuasi bilan tanishtirishgina bo„lmasdan, 

balki talabalarda mantiqiy fikrlash, matematik usullarni amaliy masalalarni 

yechishga qo„llash ko„nikmalarini shakllantirishdan iborat. 

Ushbu o„quv-uslubiy majmuada har bir mavzu bo„yicha materiallar batartib 

berilgan. Bunda har bir mavzu bo„yicha ma‟ruza matnlari, mavzuga doir misollar, 

nazorat savollari, mashqlar, glossariy, amaliy mashg`ulot materiallari, test savollari 

va keyslar banki keltirilgan. 
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1-Mavzu. Sonli qatorlar va ularning yaqinlashuvchiligi.  

1-Ma‟ruza. 

REJA: 

1
0
. Sonli qator tushunchasi. 

2
0
. Yaqinlashuvchi qatorlarning xossalari. 

3
0
. Yaqinlashuvchi qatorlarning xossalari. 

4
0
. Koshi teoremasi  

 

Tayanch so`z va iboralar: Sonli qator, yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) 

sonli qator, qatorning yig`indisi, qatorning qoldig`i,  yaqinlashuvchi qatorlarning 

xossalari. qator yaqinlashuvchiligining zaruriy sharti, yaqinlashuvchi qatorlarning 

xossalari, Koshi teoremasi. 

 

1
0
. Sonli qator tushunchasi. Faraz qilaylik,  

:}{ na  1 2 3, , ,..., ,...na a a a  

haqiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo`lsin. Ular yordamida ushbu  

     ......321  naaaa   (1) 

ifodani hosil qilamiz. (1) ifoda sonli qator, qisqacha qator deyiladi va u 


0n
na kabi 

belgilanadi [3, Definition 16, p.95]: 

......321
1





n

n
n aaaaa  

Bunda ,...,...,,, 321 naaaa  sonlar qatorning hadlari, na  esa qatorning 

umumiy hadi  (yoki n -hadi) deyiladi.  

Quyidagi  

1 2 ... ( 1,2,3,...)n nS a a a n      

yig`indi (1)  qatorning n -qismiy yig`indisi deyiladi. 

Demak, (1) qator berilganda har doim bu qatorning  qismiy yig`indilaridan 

iborat ushbu  :nS  

,...,...,,, 321 nSSSS  

ketma-ketlikni hosil qilish mumkin. 

Masalan, 

...
)1(

1
...

32

1

21

1








 nn
 

qatorning n qismiy yig`indisi  
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1
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1
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1

nn
Sn  
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11
(...)

4

1

3

1
()

3

1

2

1
()

2

1
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nn
 

  
11

1
1







n

n

n
 

bo`lib, ulardan  tuzilgan  nS  ketma-ketlik 

                          ...,
1

,...,
4

3
,

3

2
,

2

1

n

n
 

bo`ladi. 

1-ta`rif. [3, Definition 20, p.95] Agar n   da  nS  ketma-ketlik S  ga 

)( RS  yaqinlashsa, (1) qator yaqinlashuvchi deyiladi, S  uning yig`indisi 

deyiladi: 







1

,lim
n

nn
n

aSSS . 

Agar  nS  ketma-ketlik chekli limitga ega bo`lmasa (limit mavjud bo`lmasa 

yoki cheksiz bo`lsa), (1) qator uzoqlashuvchi deyiladi. 

 

2
0
. Yaqinlashuvchi qatorlarning xossalari. Aytaylik, biror  







1

21 ......
n

nn aaaa                      (1) 

qator berilgan bo`lsin. 

Ushbu  





 

1
21 ...

mn
mmn aaa                       (2) 

qator (bunda m tayinlangan natural son) (1) qatorning qoldig`i deyiladi. 

1-xossa. Agar (1) qator yaqinlashuvchi bo`lsa, (2) qator   ham 

yaqinlashuvchi bo`ladi va aksincha; (2) qatorning yaqinlashuvchi bo`lishidan (1) 

qatorning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi. 

◄ (1) qatorning qismiy yig`indisi  

,21 ... nn aaaS   

(2) qatorning qismiy yig`indisi  

kmmm
m

k aaaM   ...21
)(  

lar uchun 

,)(m
kmnm MSS                            (3) 

bo`ladi. 
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Aytaylik, (1) qator yaqinlashuvchi bo`lsin. Unda k  da nmS   chekli 

limitga ega bo`lib, (3) munosabatga ko`ra k  da  )(m
kM  ham chekli limitga ega 

bo`ladi. Demak, (2) qator yaqinlashuvchi. 

Aytaylik, (2) qator yaqinlashuvchi bo`lsin. Unda k  da  )(m
kM  chekli 

limitga ega bo`ladi. Yana  (3) munosabatga ko`ra  k  da nmS   ham chekli 

limitga ega bo`ladi. Demak,  (1) qator yaqinlashuvchi. ► 

2-xossa. Agar  







1

21 ......
n

nn aaaa  

qator yaqinlashuvchi bo`lib, uning yig`indisi S  ga teng bo`lsa, u holda  







1

21 ......
n

nn acacacac  

qator ham yaqinlashuvchi va uning yig`indisi Sc   ga teng bo`ladi, bunda 0c  

bo`lgan o`zgarmas  son. 

3-xossa. Agar  







1

21 ......
n

nn aaaa  , 







1

21 ......
n

nn bbbb  

qatorlar yaqinlashuvchi bo`lib, ularning yig`indisi mos ravishda 1S  va 2S  ga teng 

bo`lsa, u holda 







1

2211 ...)(...)()()(
n

nnnn babababa  

qator ham yaqinlashuvchi  va uning yig`indisi 21 SS   ga teng bo`ladi. 

2) va 3)- xossalarning isboti sonli qatorlar va ularning yaqinlashuvchiligi 

ta`rifidan bevosita kelib chiqadi. 

 

3
0
. Yaqinlashuvchi qatorlarning xossalari. Avvalgi mavzudagi 

yaqinlashuvchi qatorlarning xossalarini o`rganishni davom ettiramiz. 

 Aytaylik, biror  







1

21 ......
n

nn aaaa                      (1) 

qator berilgan bo`lsin. 

Ushbu  





 

1
21 ...

mn
mmn aaa                       (2) 

qator (bunda m tayinlangan natural son) (1) qatorning qoldig`i deyiladi. 

4-xossa (zaruriy shart). [3, Corollary 7, p.95] Agar    
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1

21 ......
n

nn aaaa  

qator yaqinlashuvchi bo`lsa, n  da na  nolga intiladi: 

.0lim 


n
n

a  

◄ Aytaylik, 


1n
na  qator yaqinlashuvchi bo`lib, uning yig`indisi S  ga teng  

bo`lsin: Ta`rifga binoan 

SaaaS n
n

n
n




)...(limlim 21 . 

Ravshanki, 

1 nnn SSa  

bo`ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:       

0)(limlim 1  


SSSSa nn
n

n
n

. ► 

Eslatma. Qatorning umumiy hadi na  ning n  da nolga intilishidan 

uning yaqinlashuvchi bo`lishi har doim kelib chiqavermaydi.  Masalan, ushbu 

...
1

...
3

1

2

1
1

1

1




 nnn

 

qatorning umumiy hadi 
n

an

1
  bo`lib, u n  da nolga intiladi. Ammo bu 

qator uzoqlashuvchi , chunki 

n
n

n
n

Sn 
11

...
3

1

2

1
1  

ketma-ketlik n  da   ga intiladi: 




n
n

Slim . 

Yuqorida keltirilgan 4)- xossa qator yaqinlashuvchi bo`lishining zaruriy 

shartini ifodalaydi. 

5-xossa. Aytaylik, 







1

21 ......
n

nn aaaa                         (1) 

qator berilgan bo`lsin. Bu qatorning hadlarini guruxlab quyidagi 

...)...()...(
2111 2121   nnnn aaaaaa           (4) 

qatorni hosil qilamiz, bunda                  

...21  nn  

bo`lib, }{ kn  ketma-ketlik natural sonlar ketma-ketligi }{n   ning qismiy ketma-

ketligi. 

Agar (1) qator yaqinlashuvchi bo`lib, uning yig`indisi S  ga teng bo`lsa, u 

holda (4) qator ham yaqinlashuvchi va yig`indisi S  bo`ladi. 

◄ (1) qator yaqinlashuvchi bo`lib, yigindisi S  ga teng bo`lsin. U holda 
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n    da     SaaaS nn  ...21  

bo`ladi. 

Aytaylik, (4) qatorning qismiy yig`indilaridan iborat ketma-ketlik  
knS  

bo`lsin ,...).3,2,1( к  Ravshanki, bu ketma-ketlik  nS  ketma-ketlikning qismiy 

ketma-ketligi bo`ladi. Ma`lum teoremaga ko`ra 

k  da SS
kn   

bo`ladi. Demak, (4) qator yaqinlashuvchi va uning yig`indisi S  ga teng. ► 

 

4
0
. Qatorning yaqinlashuvchiligi. Koshi teoremasi. 

Faraz qilaylik, 







1

21 ......
n

nn aaaa  

qator berilgan bo`lsin. Ma`lumki, bu qatorning yaqinlashuvchiligi ushbu  

1 2
... ( 1,2,3,...)

n n
S a a a n      

ketma-ketlikning n  da chekli limitga ega bo`lishidan iborat. 

9-ma`ruzada sonlar ketma-ketligining chekli limitga ega bo`lishi haqida 

Koshi teoremasi, ya`ni  nS  ketma-ketlikning n  da chekli limitga ega 

bo`lishi uchun 

NmnnNn  ,,,0 00   da     nmn SS  

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli ekani keltirilgan edi. 

Bu tushuncha va tasdiqdan 


1n
na  qator yaqinlashuvchiligini ifodalaydigan 

quyidagi teorema kelib chiqadi. 

Teorema (Koshi teoremasi). [3, Theorem 6, p.95] 


1n
na  qator 

yaqinlashuvchi bo`lishi uchun 0  son olinganda ham shunday Nn 0   topilib, 

0nn   va ,...3,2,1m  bo`lganda                 

  mnnnnmn aaaSS ....21                 (5) 

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli. 

Eslatma. Agar 


1n
na  qator uchun (5) shart bajarilmasa, ya`ni 

0 0, , ,k N n k m N         

 1 2 0....n n n ma a a        (6) 

bo`lsa, u holda 


1n
na  qator uzoqlashuvchi bo`ladi. 
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1-Amaliy mashg`ulot. 

1-misol. Ushbu  

...
)1(

1
...

32

1

21

1

)1(

1

1
















 nnnnn

 

qator uchun 
n

Sn



1

1
1  bo`lib, 

1)
1

1
1(limlim 




 n
S

n
n

n
 

bo`ladi. Demak, berilgan qator yaqinlashuvchi va uning yig`in-disi 1 ga teng: 

.1
)1(

1

1







n nn
 

2-misol. Quyidagi   

......321
1






nn
n

 

qator uzoqlashuvchi bo`ladi, chunki                                                                                                  

2

)1(
...321




nn
nSn  

uchun       

.lim 


n
n

S  

3-misol. Ushbu  

...)1(...1111)1(
1

11 






т

nn
 

qator uchun 

1
0, agar juft son

1 1 1 1 ... ( 1)
1, agar toq son

n

n

n
S

n




        


 

bo`lib u n  da limitga ega emas. 

Demak, berilgan qator uzoqlashuvchi. 

 

4-misol. Ushbu 






 
1

121 ),(......
n

nn RqRaaqaqaqaaq  

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

◄ Odatda, bu geometrik qator deb yuritiladi. 

Berilgan qator uchun 

)1(
1

... 12 



  q

q

aqa
aqaqaqaS

n
n

n  

bo`lib, 1q  bo`lganda 
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1
lim




 q

a
Sn

n
 

bo`ladi. Demak, bu holda geometrik qator yaqinlashuvchi va uning yig`indisi  

q

a

1
 ga teng . 

Agar 1q  bo`lsa,  

,lim 


n
n

S  

1q  bo`lsa,  




naS
n

n
n

limlim  

bo`lib, bu hollarda berilgan qator uzoqlashuvchi bo`ladi. 

1q  bo`lganda esa  nS  ketma-ketlik limitga ega emas. Demak, bu holda ham 

qator uzoqlashuvchi bo`ladi.   

Shunday qilib, geometrik qator 1q  bo`lganda yaqinla-shuvchi, 1q  

bo`lganda  uzoqlashuvchi bo`ladi. ► 

5-misol. Ushbu 

  
4 4 4 4

... ...
1 3 3 5 5 7 2 1 2 1n n

    
    

 

qatorning yaqinlashuvchiligi aniqlansin, yig`indisi topilsin. 

◄Bu qatorning umumiy hadini quyidagicha 

  
4 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1n n n n
 

   
 

yozib, uning qismiy yig`indisini topamiz: 

  
4 4 4 4

...
1 3 3 5 5 7 2 1 2 1

n
S

n n
     

    
 

2 2 2 2 2 2 2
2 ... 2

3 3 5 5 2 1 2 1 2 1n n n
         

  
 

Ravshanki,  

2
lim lim 2 2

2 1
n

n n
S

n 

 
   

 
. 

Demak, berilgan qator yaqinlashuvchi, uning yig`indisi 2 ga teng.► 

6-misol. Ushbu  

 
1

1

1 1 1 1
1 ... 1 ...

2 4 8 2

n

n




        

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

◄Ravshanki, bu qatorning qismiy yig`indisi 
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1

1

1 1 1 1
1 ... 1

2 4 8 2

n

n n
S




        

bo`ladi. Uni quyidagicha yozib olamiz: 
1

2 1

11
1 1 1 1 221 ...

2 1 12 2 2
1 1

3 2 2

n

n

n
S





  
  

                        
                     

 

1

1

1

1 2 2 12

1 1 3 3 2
1 1

2 2

n

n





 
 

       
  

. 

Natijada 
1

2 2 1 2
lim lim

3 3 2 3

n

n
n n

S



 

  
     

  
 

bo`lib, undan berilgan qatorning yaqinlashuvchi, yig`indisi 
2

3
S   bo`lishi kelib 

chiqadi.► 

1-misol. Ushbu 

...
2

sin
...

2

2sin

2

1sin

2

sin
2

1





n

n
n

nn
 

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

◄ Bu qator uchun Koshi teoremasidagi (5) shartning bajarilishini  

tekshiramiz  : 

 








 mnnn

mnnn

2

)sin(
...

2

)2sin(

2

)1sin(
21

 

n

n

mnnn 2

1

2

1
1

2

1

2

1
...

2

1

2

1 1

21








 

Agar 0  songa ko`ra 1]log[ 20  n  deb olinsa, u holda     0nn   

va ,...3,2,1m  lar uchun  










 mnnn

mnnn

2

)sin(
...

2

)2sin(

2

)1sin(
21

 

bo`ladi. Demak, berilgan qator yaqinlashuvchi. ► 

2-misol. Ushbu 

...
1

...
3

1

2

1
1

1

1




 nnn

                     (7) 
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qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

◄ 
2

1
0   va ixtiyoriy Nk  uchun kmkn  ,  bo`lganda 

0
2

1

2

1

2

1
...

...
2

1

1

11
...

2

1

1

1


















k
kk

kkmnnn
 

bo`ladi.  

(6) shartga ko`ra (7) qator uzoqlashuvchi bo`ladi. ► 

Odatda, (7) qator garmonik qator deyiladi. Demak, garmonik qator 

uzoqlashuvchi qator.  

3-misol. Ushbu 

2

1

lnn
n n





  

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

◄Bu qatorning umumiy hadi 

1

ln
n n

a
n

  

bo`ladi. n  da 
n

a  ning limitini topamiz: 

1 ln ln
ln ln

1 1 1
lim lim lim lim 1

ln
nn nn n n nn

n n

a
n e e

   
     

Qator yaqinlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi. Binobarin, qator 

uzoqlashuvchi bo`ladi.► 

4-misol. Ushbu 

2 1

0

... ...n n

n

aq a aq aq aq






       

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

◄Odatda bu qatorni geometrik qator deyiladi. Qatorning qismiy yig`indisini 

topamiz: 

2 1... ( 1)
1 1 1

n n

n

n

aq a a aq
S a aq aq aq q

q q q

 
        

  
 

Ravshanki, 
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, agar 1 bo`lsa,
1

lim lim , agar 1 bo`lsa,
1 1

mavjud emas, agar 1 bo`lsa,

n

n
n n

a
q

q
a aq

S q
q q

q
 


 

  
     

     



 

va 1q   da lim
n

n
S


  bo`ladi. 

Demak, geometrik qator 1q   bo`lganda yaqinlashuvchi, 1q   bo`lganda 

uzoqlashuvchi bo`ladi.► 
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Nazorat savollari 

 

1. Sonli qator nima? 

2. Sonli qator yig`indisining ta‟rifini ayting 

3. Yaqinlashuvchi sonli qatorlarning qanday xossalarini bilasiz? 

4. Sonli qator yaqinlashuvchiligining zaruriy sharti yetarli bo`ladimi? 

5. Sonli qator yaqinlashuvchiligining zaruriy sharti nima uchun yetarli 

bo`lmaydi? 

6. Yaqinlashuvchi sonli qatorlarning qanday xossalarini bilasiz? 

7. Koshi teoremasini ayting. 

 

Glossariy 
Sonli qator - :}{ na   1 2 3, , ,..., ,...na a a a  

haqiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo„lsin. Ular yordamida ushbu   

     ......321  naaaa   (1) 

ifodani hosil qilamiz. (1) ifoda sonli qator, qisqacha qator deyiladi va u 


0n
na kabi 

belgilanadi:  
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......321
1





n

n
n aaaaa  

Sonli qator yig„indisi - Agar n   da  nS  ketma-ketlik S  ga )( RS  

yaqinlashsa, (1) qator yaqinlashuvchi deyiladi, S  uning yig`indisi deyiladi: 







1

,lim
n

nn
n

aSSS . 

Yaqinlashuvchi sonli qator  - Agar n   da  nS  ketma-ketlik S  ga 

)( RS  yaqinlashsa, (1) qator yaqinlashuvchi deyiladi, S  uning yig`indisi 

deyiladi: 







1

,lim
n

nn
n

aSSS . 

Koshi teoremasi - 


1n
na  qator yaqinlashuvchi bo`lishi uchun 0  son 

olinganda ham shunday Nn 0   topilib, 0nn   va ,...3,2,1m  bo`lganda                 

  mnnnnmn aaaSS ....21  

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli. 

 

Keys banki 

 
 1-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu  

1

1

( 1)( 2)n n n



  
   

qator yig‟indisini toping.  

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:  

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha 

va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);  

 to`plangan ma‟lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual).  

 

 2-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Agar 

,...)3,2,1,0(
1






naa n
n

n  

qator yaqinlashuvchi bo`lsa, u holda 




1

2

n
na  
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qatorning ham yaqinlashuvchi bo`lishi isbotlansin. 

 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:  

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha 

va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);  

 to`plangan ma‟lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual).  

Test 
 

Test topshirig`i 
To‟g`ri  

javob 
Muqobil javob Muqobil javob 

1 Sonli qatorning yig`ndisini 

toping 
1

1

3n
n





 . 

1

2
 2 1 

2 Sonli qatorning yig`ndisini 

toping 
1

2

( 1)n n n



 
 . 

2 1 -1 

3 Agar sonli qator 

yaqinlashuvchi bo`lsa, uning 

umumiy hadi qaysi songa 

intiladi? 

0 1 2 

4 

1

1

( 1)n n n



 
  qator yig‟indisini 

toping. 

1 0 -1 

5 

1

1

( 1)n n n



 
  qator n ta hadi 

yig‟indisini toping. 
1

n

n 
 

2

1

n

n 
 

2

1

n

n




 

6 

1

1

( 1)( 2)n n n



  
  qatorni 

yaqinlashishga tekshiring. 

1

2
 

1
1

2
 

1

2
  

7 1 1 1
...

1 3 2 5 3 7
  

  
 ?

n
a   

1

(2 1)
na

n n



 

1

(2 1)
na

n n



 

1

2 (2 1)
na

n n



 

8 



1n

na  qator yaqinlashuvchi 

bo`lishi uchun quyidagi 

shartning qaysi biri 

bajarilishi zarur: 

0lim 


n
n

a  na  


n
n

alim  

9 



1n

na  qator uzoqlashuvchi, 

agar
1

n

n k

k

S a


 
 

 
  




n
n

Slim  0lim 


n
n

S  lim 1n
n

S
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10 



1n

na  qator yaqinlashuvchi 

bo`lishi uchun  




SSn
n
lim  nS  n

n
S


lim  mavjud 

emas 

 

 
Test topshirig`i 

To‟g`ri  

javob 
Muqobil javob Muqobil javob 

1 

2
1

1

1n n



 
  Koshi 

kriteriyasidan foydalanib 

yaqinlashishga tekshiring. 

4


 

2


 

3

4


 

2 

2
1 1n

n

n



 
  Koshi 

kriteriyasidan foydalanib 

yaqinlashishga tekshiring. 

uzoqlashuvchi yaqinlashuvchi Aniqlab 

bo`lmaydi  

3 

1

1

n n





  Koshi kriteriyasidan 

foydalanib yaqinlashishga 

tekshiring. 

uzoqlashuvchi  yaqinlashuvchi Aniqlab 

bo`lmaydi  

4 Sonli qator yaqinlashishi 

uchun Koshi shartini 

aniqlang. 

0  :0n   

0nn   
0nm   

  


m

nk

ka  

 

0  :0n   

0nn   

nm    




m

nk

ka  

0  :0n   

0nn   

0nm    




m

nk

ka  

5 



1k

ka  sonli qator Koshi 

kriteriyasiga ko`ra 

uzoqlashishi uchun quyidagi 

shartlardan qaysi biri 

bajarilishi kerak? 

0  :0n   

0nn   
0nm  : 




m

nk

ka  

 

0  :0n   

0nn   

nm    




m

nk

ka  

0  :0n   

0nn   

0nm 




m

nk

ka  

6 

1

1

1n n



 
  qatorni 

yaqinlashishga tekshiring. 

uzoqlashuvchi yaqinlashuvchi ham 

yaqinlashuvchi, 

ham 

uzoqlashuvchi 
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2-Mavzu. Musbat hadli qatorlar. 

2-Ma‟ruza. 

REJA: 

1
0
. Musbat hadli qatorlar va ularning yaqinlashuvchiligi. 

2
0
. Musbat hadli qatorlarda taqqoslash teoremalari. 

3
0
. Koshi alomati. 

4
0
. Dalamber alomati. 

5
0
. Integral alomati. 

6
0
. Raabe alomati. 

 

Tayanch so`z va iboralar: Musbat hadli sonli qator, yaqinlashuvchining 

zarur va yetarli sharti, taqqoslash teoremalari. Musbat hadli qatorlarning Koshi 

alomati,  Dalamber alomati. Koshining integral alomati, boshlang`ich funksiya, 

chegaralangan ketma-ketlik, Raabe alomati, Gauss alomati. Koshining integral 

alomati, boshlang`ich funksiya, chegaralangan ketma-ketlik, Raabe alomati, 

Gauss alomati. 

 

1
0
. Musbat hadli qatorlar va ularning yaqinlashuvchiligi. 

Faraz qilaylik, 

 ......21
1





n

n
n aaaa  (1) 

qator berilgan bo`lsin. 

Agar bu qatorda )(0 Nnan   bo`lsa, (1) musbat hadli qator deyiladi. 

Musbat hadli qatorlarda, ularning qismiy yig`indi-laridan iborat  nS  ketma-

ketlik o`suvchi ketma-ketlik bo`ladi. Haqiqatan ham, 

nnnnnn SaSaaaaS   11211 ... . 

1-teorema. [3, Theorem 7, p.98] Musbat hadli 







1

21 ......
n

nn aaaa  

qatorning yaqinlashuvchi bo`lishi uchun 

   1 2
... ( 1,2,3,...)

n n
S a a a n      

ketma-ketlikning yuqoridan chegaralangan bo`lishi zarur va yetarli. 

◄ Zarurligi. (1) qator yaqinlashuvchi bo`lsin. Unda n  da  nS  ketma-

ketlik chekli limitga ega bo`ladi. Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning xossasiga ko`ra 

 nS  chegaralangan, jumladan yuqoridan  chegaralangan bo`ladi. 
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Yetarliligi.  nS  ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan bo`lsin. Unda 

monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremaga ko`ra  nS  ketma-ketlik 

n  da chekli limitga ega bo`ladi. Demak, (1) qator yaqinlashuvchi. ► 

Eslatma. Agar 







1

21 ......
n

nn aaaa  

musbat hadli qatorda, uning qismiy yig`indilaridan iborat  nS  ketma-ketlik 

yuqoridan chegaralanmagan bo`lsa, u holda qator uzoqlashuvchi bo`ladi. 

2
0
.Musbat hadli qatorlarda taqqoslash teoremalari. 

Ikkita 







1

21 ......
n

nn aaaa  , 





1

21 ......
n

nn bbbb  

musbat hadli qatorlar berilgan bo`lsin. 

2-teorema. [3, Theorem 8, p.98] Faraz qilaylik 


1n
na  va 



1n
nb  qatorlar 

uchun Nn  da 

         nn ba                       (2) 

tengsizlik bajarilsin. 

U holda: 

1) 


1n
nb  qator yaqinlashuvchi bo`lsa, 



1n
na  qator ham yaqinlashuvchi 

bo`ladi, 

2) 


1n
na  qator uzoqlashuvchi bo`lsa, 



1n
nb qator ham uzoqlashuvchi bo`ladi. 

◄ 


1n
na  va 



1n
nb  qatorlarning qismiy yig`indilari mos ravishda  

nn aaaS  ...21 ,  nn bbbS  ...' 21  

bo`lsin. U holda (2) munosabatga ko`ra 

nn SS                            (3) 

bo`ladi. 

Aytaylik, 


1n
nb  qator yaqinlashuvchi bo`lsin. Unda 1-teoremaga binoan  nS '  

ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan bo`ladi. Ayni paytda, (3) munosabatni 

e`tiborga olib,  nS  ketma-ketlikning ham yuqoridan chegaralangan bo`lishini 

topamiz. Yana 1-teoremaga ko`ra 


1n
na  qator yaqinlashuvchi bo`ladi. 
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Aytaylik, 


1n
na qator uzoqlashuvchi bo`lsin. Unda (3) munosabat va 

eslatmadan foydalanib, 


1n
nb  qatorning uzoqlashuvchi bo`lishini topamiz. ► 

1-misol. Ushbu 

...
2

sin...
2

sin
2

sin
2

sin
2

1





n

n
n


 

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

◄  Ravshanki, bu qator  hadlari uchun  

,...)3,2,1(
22

sin0  n
nn


 

tengsizlik o`rinli bo`ladi. 

Natijada berilgan qatorning har bir hadi yaqinla-shuvchi 


1 2

1

n
n

 qatorning 

(geometrik qatorning) mos hadidan kichik. 2-teoremaga muvofiq berilgan  qator 

yaqinlashuvchi bo`ladi. ► 

3-teorema. Faraz qilaylik, musbat hadli 


1n
na  va 



1n
nb  qatorlarning umumiy 

hadlari uchun  

,...)2,1,0(lim 


nbK
b

a
n

n

n

n
 

bo`lsin. U holda: 

1) K  bo`lib, 


1n
nb  qator yaqinlashuvchi bo`lsa, 



1n
na  qator ham 

yaqinlashuvchi bo`ladi. 

2) 0K  bo`lib, 


1n
nb  qator uzoqlashuvchi bo`lsa, 



1n
na  qator ham 

uzoqlashuvchi bo`ladi. 

◄ Aytaylik, K  bo`lib, 


1n
nb  qator yaqinlashuvchi bo`lsin. 

Ravshanki, 

00 ,0lim nnNnK
b

a

n

n

n



 : 

.)()( nnn

n

n bKabKK
b

a
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Bundan esa, 





1

)(
n

nbK   qator yaqinlashuvchi bo`lgani uchun 2-teoremaga ko`ra 




1n

na  qatorning yaqinlashuvchiligi kelib chiqishini topmaiz.  

Aytaylik, 0K  bo`lib, 


1n
nb  qator uzoqlashuvchi bo`lsin. 

Ravshanki, K
b

a

n

n

n



lim  va KK  10  bo`lishidan Nnn  0  uchun 

1K
b

a

n

n   ya`ni nn a
K

b
1

1
  bo`lishi kelib chiqadi. 2-teoremadan foydalanib 



1n
na  

qatorning uzoqlashuvchi bo`lishini topamiz. ► 

Natija. Musbat hadli  


1n
na  va 



1n
nb  qatorlar uchun 

)0(,lim 


KK
b

a

n

n

n
 

bo`lsa, u holda  


1n
na  va 



1n
nb  qatorlar bir vaqtda yoki yaqinlashuvchi bo`ladi yoki 

uzoqlashuvchi bo`ladi. 

2-misol. Ushbu 




 1
1

1

1

n
nn

 

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

◄ Berilgan qator bilan birga uzoqlashuvchiligi ma`lum bo`lgan 


1

1

n n
 

garmonik qatorni qaraymiz. Bu qatorlarnig umumiy hadlari  uchun 

1
1

limlim
1

1

lim
1

1

1
1






 nn
n

n

n

n n
n

n

n

n  

bo`ladi. Demak, berilgan qator uzoqlashuvchi. ► 

4-teorema. Aytaylik, musbat hadli 


1n
na  va 



1n
nb  qatorlar uchun 

n

n

n

n

b

b

a

a 11    

bo`lsin  ,...)3,2,1,0,0(  nba nn  
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U holda: 

1) 


1n
nb  qator yaqinlashuvchi bo`lsa, 



1n
na  qator ham yaqinlashuvchi 

bo`ladi, 

2) 


1n
na  qator uzoqlashuvchi bo`lsa, 



1n
nb  qator ham uzoqlashuvchi bo`ladi. 

◄ Faraz qilaylik, 






 11

,
n

n
n

n ba  qatorlar ,0,0(  nn ba  ,...)3,2,1n  uchun 

,....)3,2,1(11   n
b

b

a

a

n

n

n

n  

tengsizliklar bajarilsin. Bu shartdan quyidagi munosabat kelib chiqadi: 

12

3

1

2

12

3

1

2 ......



n

n

n

n

b

b

b

b

b

b

a

a

a

a

a

a
. 

Keyingi tengsizlikdan topamiz: 

,...)3,2,1(.
1

1  nb
b

a
a nn  

Aytaylik, 


1n
nb  qator yaqinlashuvchi bo`lsin. Ravshanki, 



1 1

1

n
nb

b

a
 qator ham 

yaqinlashuvchi bo`ladi. 2-teoremadan foydalanib, 


1n
na  qatorning yaqinlashuvchi 

bo`lishini topamiz. Xuddi shunga o`xshash 


1n
na  qatorning uzoqlashuvchi 

bo`lishidan 


1n
nb  qatorning uzoqlashuvchi bo`lishi kelib chiqishi ko`rsatiladi. ► 

Yuqorida keltirilgan teorema va misollardan ko`rinadiki, musbat hadli 

qatorning yaqinlashuvchiligi yoki uzoqlashuvchiligini bilgan holda, hadlari bu 

qator hadlari bilan ma`lum munosabatda bo`lgan (taqqoslangan) ikkinchi musbat 

hadli qatorning yaqinlashuvchiligi yoki uzoqlashuvchiligini aniqlash mumkin 

bo`lar ekan. 

Izoh. Yuqorida keltirilgan teoremalar n  ning biror 0n  qiymatidan boshlab 

bajarilganda ham o`rinli bo`ladi. 

Musbat hadli qatorlar mavzusida bayon etilgan taqqoslash teoremalaridan 

foydalanib, yaqinlashish alomatlarini keltiramiz. 

3
0
. Koshi alomati. [3, Corollary 9, p.99] Agar musbat hadli 
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1

21 ......
n

nn aaaa                 (1) 

qatorda barcha  1n  uchun 

1 qan
n                         (2) 

bo`lsa, (1) qator yaqinlashuvchi bo`ladi; 

1n
na                   (3) 

bo`lsa, (1) qator uzoqlashuvchi bo`ladi. 

◄ Aytaylik, (1) qator hadlari uchun  

1 qan
n  

bo`lsin. Ravshanki, bu tengsizlikdan 
n

n qa   

bo`lishi kelib chiqadi. 

Demak, berilgan qatorning har bir hadi yaqinlashuvchi geometrik qatorning 

mos hadidan katta emas. Unda 50-ma`ruzadagi 2-teoremaga ko`ra (1) qator 

yaqinlashuvchi bo`ladi. 

Aytaylik, (1) qator hadlari uchun  

                                  1n
na , ya`ni 1na  

bo`lsin. Bu munosabat berilgan qatorning har bir hadini uzoqlashuvchi        

                              





1

...1...111
n

 

qatorning mos hadidan kichik emasligini ko`rsatadi. Bu holda yana o`sha 2-

teoremaga ko`ra (1) qator uzoqlashuvchi bo`ladi. ► 

Ko`pincha Koshi alomatining quyida keltirilgan limit ko`rinishidagi 

tasdig`idan foydalaniladi. 

Faraz qilaylik, musbat hadli (1) qatorda 

                                 kan
n

n



lim  

mavjud bo`lsin. U holda : 

1) 1k  bo`lganda (1) qator yaqinlashuvchi bo`ladi, 

2) 1k   bo`lganda (1) qator uzoqlashuvchi bo`ladi. 

     

1-eslatma. Koshi alomatidagi (2) va (3)  tengsizliklar n  ning biror 0n  

qiymatidan boshlab bajarilganda ham tasdiq o`rinli bo`ladi. 

2-eslatma. Koshi alomatining limit ko`rinishidagi ifodasida 1k  bo`lsa, u 

holda (1) qator yaqinlashuvchi ham, uzoqlashuvchi ham bo`lishi mumkin. 

 

4
0
. Dalamber alomati. [3, Corollary 10, p.100] Agar musbat hadli 







1

21 ......
n

nn aaaa                 (1) 
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qatorda barcha 1n  uchun  

...)2,1,0(11  naq
a

a
n

n

n                    (4) 

bo`lsa, (1) qator yaqinlashuvchi bo`ladi; 

     ...)2,1,0(11  na
a

a
n

n

n                     (5) 

bo`lsa, (1) qator uzoqlashuvchi bo`ladi. 

◄ Aytaylik, (1) qator hadlari uchun 

1
1




q
a

a

n

n
 

bo`lsin. Bu tengsizlikni quyidagicha 

)1(
1

1 


 q
q

q

a

a
n

n

n

n  

yozish mumkin. 

Ravshanki,  

)10(
1






qq
n

n  

qator (geometrik qator) yaqinlashuvchi. 50-ma`ruzada kelti-rilgan 3-teoremadan 

foydalanib, berilgan qatorning yaqinlashuvchi bo`lishini topamiz. 

(1) qator hadlari uchun  

11 

n

n

a

a
 

bo`lganda (1) qatorning uzoqlashuvchi bo`lishini aniqlash qiyin emas. ► 

Dalamber alomatining quyidagi limit ko`rinishidagi tasdiqidan 

foydalaniladi. 

Faraz qilaylik, musbat hadli (1) qatorda 

d
a

a

n

n

n




1lim  

limit mavjud bo`lsin. U holda : 

1) 1d  bo`lganda (1) qator yaqinlashuvchi bo`ladi, 

2) 1d  bo`lganda (1) qator uzoqlashuvchi bo`ladi. 

3-eslatma. Dalamber alomatidagi (4) va (5) tengsizliklar n  ning biror 0n  

qiymatidan boshlab bajarilganda ham tasdiq o`rinli bo`ladi. 

4-eslatma. Dalamber alomatining limit ko`rinishidagi ifodasida 1d  

bo`lsa, u holda (1) qator yaqinlashuvchi ham, uzoqlashuvchi ham bo`lishi mumkin. 

Musbat hadli qatorlar mavzusida bayon etilgan taqqoslash teoremalaridan 

foydalanib, yaqinlashish alomatlarini keltiramiz. 

5
0
. Koshining integral alomati. [3, Proposition 2., p.101] Faraz qilaylik, 

musbat hadli              
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1

21 ......
n

nn aaaa  (1) 

qator berilgan bo`lsin. Ayni paytda, ),1[   oraliqda berilgan )(xf  funksiya 

quyidagi shartlarni qanoatlantirsin: 

1) )(xf  funksiya ),1[   da uzluksiz, 

2) )(xf  funksiya ),1[   da kamayuvchi, 

3) ),1[ x  da ,0)( xf  

4) ,...)3,2,1()(  nanf n . 

Bunda berilgan qator ushbu 











11

)(
nn

n nfa  

ko`rinishga keladi. 

Yuqoridagi shartlardan foydalanib, )(1 Nnnxn   bo`lganda 

)1()()(  nfxfnf , ya`ni 1)(  nn axfa  

bo`lishini topamiz. Keyingi tengsizlikni ]1,[ nn  oraliq bo`yicha integrallash 

natijasida 




 
1

1 )(
n

n

nn adxxfa           (2) 

bo`lishi kelib chiqadi. 

Endi  berilgan 











11

)(
nn

n nfa  

qator bilan birga ushbu 

 






1

1

)(
n

n

n

dxxf                               (3) 

qatorni qaraymiz. Bu qatorning qismiy yig`indisi  

 







1

11

1

)()(
nn

k

k

k

dxxfdxxf  

bo`ladi. 

Aytaylik, )(xF  funksiya ],1[   oraliqda )(xf   funksiyaning boshlang`ich 

funksiyasi bo`lsin:  ).()( xfxF   

Uni quyidagicha   

 
x

FdttfxF
1

0)1(,)()(  

ifodalash mumkin.  Natijada 

 





n

k

k

k

nFdxxf
1

1

)1()(  
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bo`ladi. 

Agar n  da )1( nF  chekli songa intilsa, (bu holda  (3) qatorning 

qismiy yig`indisi chekli limitga ega bo`ladi) unda  (3) qator yaqinlashuvchi. 

Binobarin,  
n

ndxxf
1

,...)3,2,1()(  ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan 

bo`ladi. (2) munosabatga ko`ra berilgan qatorning qismiy yig`indilaridan iborat 

ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan bo`lib, musbat hadli qatorlarning 

yaqinlashuvchiligi haqidagi teoremaga muvofiq berilgan 


1n
na  qator 

yaqinlashuvchi bo`ladi. 

Agar n  da  )1(nF  bo`lsa, berilgan qator uzoqla-shuvchi bo`ladi. 

Shunday qilib, quyidagi integral alomatga kelamiz. 

Koshining integral alomati. Agar  

bxF
x




)(lim  

bo`lib, b  chekli son bo`lsa, 


1n
na  qator yaqinlashuvchi bo`ladi, b  bo`lsa, 




1n
na  qator uzoqlashuvchi bo`ladi. 

 

6
0
. Raabe alomati. Agar musbat hadli 







1

21 ......
n

nn aaaa                       (1) 

qatorda Nn  ning biror )1( 00 nn  qiymatidan boshlab, 0nn   uchun 

1)1( 1   r
a

a
n

n

n  

bo`lsa, (1) qator yaqinlashuvchi bo`ladi, 

1)1( 1  

n

n

a

a
n  

bo`lsa, (1) qator uzoqlashuvchi bo`ladi. 

◄Aytaylik,  (1) qator hadlari uchun 

1)1( 1   r
a

a
n

n

n  

bo`lsin. Bu tengsizlikdan 

n

r

a

a

n

n  11                                 (4) 

bo`lishi kelib chiqadi. 

Endi 1r  tengsizlikni qanoatlantiruvchi   sonini olib, uni 
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n

n
n 1

1)
1

1(

lim










  

kabi ifodalaymiz. Limit xossasiga ko`ra, shunday Nn 0  topiladiki, barcha 

0nn   lar uchun  

r

n

n 





1

1)
1

1( 

, 

ya`ni 

n

r

n
 1)

1
1( 

                            (5) 

tengsizlik o`rinli bo`ladi.  

(4) va (5) munosabatlardan barcha 0nn   ),max( 000 nnn    lar uchun 






)1(

1

1

)
1

1(1





n

n

na

a

n

n  

bo`lishi kelib chiqadi.  

Bu tengsizlikni va 1  bo`lganda 


1

1

n n
 qatorning yaqinlashuvchiligini 

e`tiborga olib, so`ng berilgan 


1n
na  qatorning yaqinlashuvchi bo`lishini topamiz. 

Endi (1) qatorning hadlari uchun 0nn   bo`lganda 

1)1( 1  

n

n

a

a
n  

bo`lsin. Bu tengsizlikni quyidagicha: 

1

1

1

1





n

n

a

a

n

n  

yozish mumkin. 

Bu tengsizlikni va 


1

1

n n
 qatroning uzoqlashuvchiligi e`tiborga olib, berilgan 




1n
na  qatorning uzoqlashuvchi bo`lishini topamiz. ► 

Ko`p hollarda Raabe alomatining quyidagi limit ko`rinishidan foydalaniladi: 
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Faraz qilaylik, musbat hadli (1) qator hadlari uchun 

 


)1(lim 1

n

n

n a

a
n  

mavjud bo`lsin. U holda: 

1)  1  bo`lganida (1) qator yaqinlashuvchi bo`ladi, 

2)  1  bo`lganida (1) qator uzoqlashuvchi bo`ladi. 

Gauss alomati. Agar (1) qator uchun  

 1

1

, 0n n

n

n

a
c

a n n 

 
  





      

bo`lsa, u holda 

1) 1   bo`lganda (1) qator  yaqinlashuvchi, 

2) 1   bo`lganda (1) qator uzoqlashuvchi, 

3) 1, 1    bo`lganda (1) qator yaqinlashuvchi, 

4) 1, 1    bo`lganda (1) qator uzoqlashuvchi 

bo`ladi. 

 

2-Amaliy mashg`ulot. 

1-misol. Ushbu 

2
1

sin sin sin ... sin ...
2 2 2 2n n

n

   



      

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

◄  Ravshanki, bu qator  hadlari uchun  

,...)3,2,1(
22

sin0  n
nn


 

tengsizlik o„rinli bo„ladi. 

Natijada berilgan qatorning har bir hadi yaqinla-shuvchi 


1 2

1

n
n

 qatorning 

(geometrik qatorning) mos hadidan kichik. 2-teoremaga muvofiq berilgan  qator 

yaqinlashuvchi bo„ladi. ► 

2-misol. Ushbu 




 1
1

1

1

n
nn

 

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

◄ Berilgan qator bilan birga uzoqlashuvchiligi ma‟lum bo„lgan 


1

1

n n
 

garmonik qatorni qaraymiz. Bu qatorlarnig umumiy hadlari  uchun 



MATEMATIK ANALIZ II-KURS  

 

 31 

NamDU           MATEMATIKA KAFEDRASI                XAKIMOV R. 

1
1

limlim
1

1

lim
1

1

1
1






 nn
n

n

n

n n
n

n

n

n  

bo„ladi. Demak, berilgan qator uzoqlashuvchi. ► 

 

3-misol. Ushbu 

 
3

1

5 3 1

2

n

n
n






 
  

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

◄Bu qatorning umumiy hadi 

 
3

5 3 1

2

n

n n
a



 
  

bo`lib, uning uchun 

 
3 3

5 3 1 8 1
2

2 2 2

n

n n n 

 
    

bo`ladi. Ravshanki, 

1

1

2n
n





  

qator (maxraji 
1

2
q   ga teng bo`lgan geometrik qator) yaqinlashuvchi. Unda 2-

Teoremaga ko`ra berilgan qator yaqinlashuvchi bo`ladi.► 

 

 

4-misol. Ushbu 

2
1

1 1 1 1
... ...

3 3 1 3 2 3n n
n n n





    
   

  

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

◄Ma`lumki, quyidagi 

2
1

1 1 1 1
... ...

3 3 3 3n n
n





      

qator yaqinlashuvchi. (maxraji 
1

3
q   bo`lgan geometrik qator bo`lganligi uchun). 

Bu qator bilan berilgan qatorga 2-Teoremani qo`llaymiz: 

1 1
,

3 3
n nn n

a b
n
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1 1 3 1
lim lim : lim lim 1

3 3 3
1

3

n

n

n n nn n n n
n

n

a

nb n n   

 
    

   

. 

Demak, alomatga ko`ra berilgan qator yaqinlashuvchi bo`ladi.► 

5-misol. Ushbu 

1

1 1 1 1
1 ... ...

2 3n n n





       

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

◄Bu qatorning qismiy yig`indisi 

1 1 1
1 ...

2 3
n

S
n

      

uchun quyidagi tengsizlik o`rinli bo`ladi: 

1 1 1 1
...

n
S n n

n n n n
        

Unda 

lim
n

n
S


   

bo`lganligi sababli, berilgan qator uzoqlashuvchi bo`ladi.► 

 

 

Mashq. Garmonik qator 


1

1

n n
 ning qismiy yiqindisi nS  uchun ushbu  

   211ln0  nnSn  

tengsizlar o`rinli ekani ko`rsatilsin. 

 

1-misol. Ushbu  



















1

2

2

1

n

n

n

n
 

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

◄ Bu qatorning umumiy hadi 
2

2

1
n

n
n

n
a 












  

bo`lib, uning uchun  

n

n
n

n
n

n

n

n

n
a

)
2

1(

)
1

1(

2

1

















  

bo`ladi. Ravshanki, 
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e

n

n

n

n

n

1

)
2

1(

)
1

1(

lim 






. 

Demak, 1
1


e
k , berilgan qator yaqinlashuvchi. ► 

2-misol. Ushbu 




1

!

n
nn

n
 

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

◄ Berilgan qator uchun 

11
)1(

)!1(
,

!







nnnn
n

n
a

n

n
a  

bo`lib, 

n
n

n

n

n

n

nn

nn

a

a

)
1

1(

1

!)1(

)!1(
1

1











  

bo`ladi. Ravshanki, 

e

n

nn

1

)
1

1(

1
lim 






. 

Demak, 1
1


e
d , berilgan qator yaqinlashuvchi. ► 

3-misol. Ushbu 

 

2

2

1

2

1

n n

n
n

n

n








  

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

◄Berilgan qatorning umumiy hadi 

 

2

2

2

1

n n

n n

n
a

n





 

bo`ladi. Bu qatorga Koshi alomatini qo`llab topamiz: 

   

2

2

1

2 2 2
lim lim lim lim2

111

n nn n n

n
nn nn n n n

n n n
a

n enn
   

    
          

. 

Ravshanki,
2

1
e
 . Demak, berilgan qator Koshi alomatiga ko`ra 

yaqinlashuvchi bo`ladi.► 

4-misol. Ushbu 
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5

1 2 3n n
n

n

 
  

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

◄Berilgan qator uchun 

 
55

1 1 1

1
,

2 3 2 3
n nn n n n

nn
a a

  


 

 
 

bo`lib, 

 
5 5 5

1

111 1 5

1

2 23 1 1
31 2 3 1 1 1 3

1 1
2 3 3 22

13 1
33

n
n

n

n n

n

nnn n

n n

na

a n n n



 



                           
        

    
   

 

bo`ladi. Endi bu nisbatning limitini topamiz: 

5

1

1

2
1

1 1 13
lim lim 1 1

3 32
1

3

n

n

n
n n

n

a

a n




 

 
  

        
   

  
 

 

Demak, berilgan qator Dalamber alomatiga ko`ra yaqinlashuvchi bo`ladi.► 

1-misol. Ushbu  







1

)0(...
1

...
3

1

2

1
1

1

n nn



 

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

◄ Agar )0(
1

)(  
x

xf  deyilsa, unda bu funksiya ),1[   oraliqda 

integral alomatda keltirilgan barcha shartlarni  qanoatlantiradi. Bu funksiyaning 

boshlang`ich funksiyasi   

)1()1
1

(
1

1
)()(

1
11





 

  xt

dt
dttfxF

xx

 

bo`ladi. 

Ravshanki, 

1

1 1
lim ( ) lim ( 1)

1x x
F x

x  
  


 

 

1
, agar 1 bo`lsa,

1

, agar 1 bo`lsa,









 
  

 

bo`lib, 1  bo`lganda 

 


x

xx t

dt
xF

1

lim)(lim  
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bo`ladi. 

Demak, integral alomatga ko`ra  




1

1

n n
 

qator 1  bo`lganda yaqinlashuvchi, 1  bo`lganda uzoqlashuvchi bo`ladi. ► 

Odatda, 


1

1

n n
 qator umumlashgan garmonik qator deyiladi. 

2-misol. Ushbu 

)0(
2

)
1

1
...

2

1
1(









aa
n

n  

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

◄ Bu qator uchun 








































 n

n

n

n

n an

a

a

a

a
n

1

1

1
...

2

1
1(

)
1

...
2

1
1(

1 11)1(  

bo`lib, 








n
n

n

n a

a
n lim)1(lim 1 a

n

a n

ln
1

1

1








 

bo`ladi. Agar 1ln a , ya`ni ea   bo`lsa, berilgan qator yaqinlashuvchi bo`ladi. 

Agar 1ln a , ya`ni ea   bo`lsa, berilgan qator uzoqlashuvchi bo`ladi 

Agar ea   bo`lsa, Raabe alomati berilgan qatorning yaqinlashuvchiligi yoki 

uzoqlashuvchiligi  haqida xulosa qilolmaydi.► 

 

Mashqlar.  

Raabe va Gauss alomatlaridan foydalanib quyidagi qatorlar yaqinlashishga 

tekshirilsin: 

1.
 
 1

1 3 5 ... 2 1 1

2 4 6 ... 2

p

q
n

n

n n





   
 

  
   2.

 
     1

ln 2 ln3...ln 1
, 0

ln 2 ln 3 ...ln 1n

n
a

a a n a





 


    
  

3.
   

1

1 ... 1 1

! q
n

p p p n

n n





  
 .  
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Nazorat savollari 

 

1. Qanday qatorni  musbat hadli qator deyiladi? 

2. Qator yaqinlashuvchi bo`lishining zaruriy va yetarli sharti qanday? 

3. Musbat hadli qatorlarda qanday taqqoslash teoremalarini bilasiz? 

4. Koshi alomatini ayting. 

5. Dalamber alomatini ayting. 

6. Integral alomatini ayting. 

7. Raabe alomatini ayting. 

8. Gauss alomatini ayting. 

 

 

Glossariy 

Musbat hadli qator - ......21
1





n

n
n aaaa                 (1) 

qator berilgan bo„lsin. Agar bu qatorda )(0 Nnan   bo„lsa, (1) musbat hadli 

qator deyiladi. 

Qator yaqinlashuvchi bo`lishining zaruriy va yetarli sharti - Musbat 

hadli 







1

21 ......
n

nn aaaa  

qatorning yaqinlashuvchi bo`lishi uchun 



MATEMATIK ANALIZ II-KURS  

 

 37 

NamDU           MATEMATIKA KAFEDRASI                XAKIMOV R. 

   1 2
... ( 1,2,3,...)

n n
S a a a n      

ketma-ketlikning yuqoridan chegaralangan bo`lishi zarur va yetarli. 

Koshi alomati. Agar musbat hadli 







1

21 ......
n

nn aaaa                 (1) 

qatorda barcha  1n  uchun 

1 qan
n  

bo`lsa, (1) qator yaqinlashuvchi bo`ladi; 

1n
na  

bo`lsa, (1) qator uzoqlashuvchi bo`ladi. 

Dalamber alomati. Agar musbat hadli 







1

21 ......
n

nn aaaa                 (1) 

qatorda barcha 1n  uchun  

...)2,1,0(11  naq
a

a
n

n

n  

bo`lsa, (1) qator yaqinlashuvchi bo`ladi; 

...)2,1,0(11  na
a

a
n

n

n  

bo`lsa, (1) qator uzoqlashuvchi bo`ladi. 

 

Keys banki 

 
 1-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu 




2
2

3ln

n n

n
 

qatorning yaqinlashuvchi bo`lishi isbotlansin. 

 2-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu 

 



3
lnln

ln

1

n
n

 

qatorning yaqinlashuvchi ekani isbotlansin. 

3-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu  
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1

0
n

n

n

x
a

x
 

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin, bunda }{ na  ketma-ketlikning har bir hadi 

musbat bo`lib,  Raaan
n




lim . 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:  

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha 

va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);  

 to`plangan ma‟lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual).  

Test 
 

Test topshirig`i 
To‟g`ri  

javob 
Muqobil javob Muqobil javob 

1 




 1
1

1

1

n
nn

 qatorni 

yaqinlashuvchilikka 

tekshirilsin. 

uzoqlashuvchi yaqinlashuvchi Aniqlab 

bo`lmaydi 

2 

1

sin
2n

n





  qatorni 

yaqinlashuvchilikka 

tekshirilsin. 

 yaqinlashuvchi uzoqlashuvchi  Aniqlab 

bo`lmaydi  

3 

1

n

n

a




 - musbat hadli qator 

berilgan bo`lib, q
a

a

n

n

n




1lim  

bo`lsa, u holda  

1q   qator 

yaqinlashuvchi  

1q   qator 

yaqinlashuvchi 

1q   qator 

yaqinlashuvchi 

4 

 



3
lnln

ln

1

n
n

 qatorni 

yaqinlashuvchilikka 

tekshirilsin. 

 yaqinlashuvchi uzoqlashuvchi  Aniqlab 

bo`lmaydi  

5 




2
2

3ln

n n

n
 q qatorni 

yaqinlashuvchilikka 

tekshirilsin. 

 yaqinlashuvchi uzoqlashuvchi  Aniqlab 

bo`lmaydi  

6 
 

1

n

n

a




 - musbat hadli qator 
1q   qator 

yaqinlashuvchi  

1q   qator 

yaqinlashuvchi 

1q   qator 

yaqinlashuvchi 
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berilgan bo`lib, qan
n

n



lim   

bo`lsa, u holda 

7 

1

1

1n n n



 
  qatorni 

yaqinlashishga tekshiring. 

 yaqinlashuvchi uzoqlashuvchi  Aniqlab 

bo`lmaydi  

8 

1

1

1n n



 
  qatorni 

yaqinlashishga tekshiring. 

uzoqlashuvchi yaqinlashuvchi ham 

yaqinlashuvchi, 

ham 

uzoqlashuvchi 

 

Test topshirig`i 
To‟g`ri  

javob 
Muqobil javob Muqobil javob 

1 Qatorni yaqinlashishga 

tekshiring: 2

2

1 1
n

n

n

n
n



  
 

 

  

yaqinlashuvchi  uzoqlashuvchi Aniqlab 

bo`lmaydi 

2 Qatorni yaqinlashishga 

tekshiring: 

1

, 0
2

n

n

an
a

n





 
 

 
  

 0 1   da  

yaqinlashuvchi, 

1   da 

uzoqlashuvchi 

 

0 1   da  

uzoqlashuvchi 

1   da 

yaqinlashuvchi 

0   da  

yaqinlashuvchi 

3 Qatorni yaqinlashishga 

tekshiring: 
 2

1

ln
n

n n





  

 yaqinlashuvchi uzoqlashuvchi  Aniqlab 

bo`lmaydi  

4 Qatorni yaqinlashishga 

tekshiring: 
2

1

1

2
3

3

n

n

n

n

n






 
 

 
  

 uzoqlashuvchi  yaqinlashuvchi Aniqlab 

bo`lmaydi  

5 Qatorni yaqinlashishga 

tekshiring: 

1

!
, , 0

n

n
n

n a
a e a

n





   

 a e  da 

yaqinlashuvchi, 

a e da 

uzoqlashuvchi  

a e  da 

uzoqlashuvchi, 

a e da 

yaqinlashuvchi 

Ixtiyoriy a  da 

yaqinlashuvchi   
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3-Mavzu. Absolyut va shartli yaqinlashuvchi qatorlar 

3-Ma‟ruza. 

REJA: 

1
0
. Absolyut va shartli yaqinlashuvchi qatorlar tushunchasi. 

2
0
. Absolyut yaqinlashuvchi qatorlarning xossalari. 

 

Tayanch so`z va iboralar: Absolyut yaqinlashuvchi sonli qator, shartli 

yaqinlashuvchi sonli qator, Koshi teoremasi, Dalamber alomati,  Koshi alomati, 

absolyut yaqinlashuvchi qatorlarning xossalari. 

 

1
0
. Absolyut va shartli yaqinlashuvchi qatorlar tushunchasi. 

Faraz qilaylik, 

 





1

21 ......
n

nn aaaa  (1) 

qator berilgan bo`lsin. Bu qatorning har bir hadi ixtiyoriy ishorali haqiqiy 

sonlardan iborat. (Odatda, bunday qator ixtiyoriy hadli qator deyiladi.) 

(1) qator hadlarining absolyut qiymatlaridan ushbu 

    





1

1 ......
n

nnn aaaa   (2) 

qatorni tuzamiz. 

1-teoema. Agar (2) qator yaqinlashuvchi bo`lsa, u holda (1) qator ham 

yaqinlashuvchi bo`ladi. 

◄ Aytaylik, (2) qator yaqinlashuvchi bo`lsin. Unda qator yaqinlashuvchiligi 

haqidagi Koshi teoremasiga ko`ra 

...3,2,1,,0 00  mnnNn   da 

  mnnn a...aa 21  

bo`ladi. Ravshanki,  

mnnnmnnn aaaaaa   ....... 2121 . 

Keyingi ikki munosabatdan  

,...3,2,1,,,0 00  mnnNn   da 

  mnnn aaa ...21  

bo`lishi kelib chiqadi. Koshi teoremasiga muvofiq (1) qator yaqinlashuvchi 

bo`ladi. ► 
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1-ta`rif. [3, Definition 21, p.97] Agar 


1n
na  qator yaqinlashuvchi bo`lsa, 




1n
na  qator absolyut yaqinlashuvchi qator deyiladi. 

Masalan, ushbu 

...
)1(

...
4

1

3

1

2

1
1)1(

1 1
1

1












  nn

n
n

n

 

qator 1  bo`lganda absolyut yaqinlashuvchi qator bo`ladi, chunki  

...
1

...
4

1

3

1

2

1
1)1(

1

1

1 






n

n

nn 
 

umumlashgan garmonik qator 1  bo`lganda yaqinlashuvchi. 

2-ta`rif. Agar 


1n
na  qator yaqinlashuvchi bo`lib, 



1n
na  qator uzoqlashuvchi 

bo`lsa, 


1n
na  qator shartli yaqinlashuvchi qator deyiladi. 

Misol. Ushbu 

...
)1(

...
4

1

3

1

2

1
1)1(

1 1
1

1













nn

n
n

n

 

qator shartli yaqinlashuvchi qator bo`ladi. 

◄ Ravshanki, berilgan qatorning qismiy yig`indisi  

 

 
11 1 1 ( 1)

1 ...
2 3 4

n

n
S

n


       (3) 

bo`ladi. 

Ma`lumki, )1ln( x  funksiyaning Makloren formulasiga ko`ra yoyilmasi  

)(
)1(

...
432

)1ln( 1

1432

xR
n

xxxx
xx n

nn








 , 

bo`lib, 10  x  bo`lganda  

1

1
)(1




n
xRn  

bo`lar edi. (qaralsin [1], 6-bob, 7-§) 

Xususan, 1x  bo`lganda 

1

1

1 1 1 ( 1)
ln2 1 ... (1)

2 3 4

n

n
R

n
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1

1
)1(1




n
Rn  (4) 

bo`ladi. 

(3) va (4) munosabatlardan  

)1(2ln 1 nn RS  

va undan 

1

1
2ln




n
Sn  

bo`lishi kelib chiqadi. 

Demak, n  da 2lnSn  . Bu esa qaralayotgan qatorning yaqinlashuvchi 

ekanini bildiradi. 

Ayni paytda, berilgan qator hadlarining absolyut qiymat-laridan tuzilgan qator  

...
1

...
3

1

2

1
1

)1(

1

1











nnn

n

 

garmonik qator bo`lib, uning uzoqlashuvchiligi ma`lum. Demak, berilgan qator 

shartli yaqinlashuvchi qator.► 

2–teorema (Koshi teoremasi). [3, Theorem 6, p.95] Ixtiyoriy hadli (1) 

qatorning yaqinlashuvchi bo`lishi uchun  

0 0

1 2

0, , , 1, 2, 3,...:

...
n m n n n n m

n N n n m

S S a a a




   

      

     
 

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli. 

Endi  







1

21 ......
n

nn aaaa  

qatorning musbat hadli qator ekanini e`tiborga olib, 


1n
na  qatorning absolyut 

yaqinlashuvchiligini ifodalovchi alomatlarni keltiramiz. Ularning isboti 51-

ma`ruzada bayon etilgan alomatlardan kelib chiqadi. 

Dalamber alomati. Faraz qilaylik , 

,...)2,1,0(......21
1






naaaaa nn
n

n  

qator hadlari uchun  

d
a

a

n

n

n






1
lim  

limit mavjud bo`lsin. U holda: 
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1) 1d  bo`lganda, 


1n
na  qator absolyut yaqinlashuvchi bo`ladi, 

2) 1d bo`lganda, 


1n
na  qator uzoqlashuvchi bo`ladi. 

Koshi alomati. Faraz qilaylik, 

......21
1





n

n
n aaaa  

qator hadlari uchun  

Kan
n

n



lim  

limit mavjud bo`lsin. U holda: 

1) 1K  bo`lganda, 


1n
na  qator absolyut yaqinlashuvchi bo`ladi. 

2) 1K  bo`lganda, 


1n
na  qator uzoqlashuvchi bo`ladi. 

 

2
0
. Absolyut yaqinlashuvchi qatorlarning xossalari. 

Absolyut yaqinlashuvchi qatorlarning xossalarini keltiramiz. 

1-Xossa. [3, p.95] Agar qator absolyut yaqinlashuvchi bo`lsa, u holda bu 

qator yaqinlashuvchi bo`ladi. 

◄ Bu xossaning isboti 1-teoremadan kelib chiqadi.► 

2-Xossa. Agar  

 ......21
1





n

n
n aaaa  (1) 

qator absolyut yaqinlashuvchi bo`lib,  nb  sonlar ketma-ketligi chegaralangan 

bo`lsa,  u holda 

    ......2211
1





nnn

n
n babababa   (5) 

qator absolyut yaqinlashuvchi bo`ladi. 

◄ Shartga ko`ra  nb sonlar ketma-ketligi chegaralangan. Demak, 

0M ,  Nn  da  Mbn             (6) 

bo`ladi. 

(1) qator absolyut yaqinlashuvchi. Unda Koshi teoremasiga ko`ra 0  

son olinganda ham 
M


 ga ko`ra shunday Nn 0  topiladiki, 0nn   va 

,...3,2,1m bo`lganda  
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M

aaa mnnn


  ...21  (7) 

bo`ladi. 

(6) va (7) munosabatlardan foydalanib topamiz: 

1 1 2 2
...

n n n n n m n m
a b a b a b

     
     

 1 2
... .

n n n m
M a a a 

  
      

Yana Koshi teoremasidan foydalanib, 


1n
nnba  qatorning absolyut 

yaqinlashuvchi ekanini topamiz. ► 

3-Xossa. Faraz qilaylik, 

 





1

21 ......
n

nn aaaa  (1) 

qator hadlarining o`rinlarini almashtirish natijasida ushbu   







1

21 ...'...'''
j

jj aaaa                (8) 

qator hosil qilingan bo`lsin. 

Ravshanki, (8) qatorning har bir ja'  hadi ,...)2,1( j  (1) qatorning tayin bir 

jka  hadining aynan o`zidir, ya`ni jkj aaNkNj
j

',,   bo`ladi. 

Agar (1) qator absolyut yaqinlashuvchi bo`lib,uning yig`indisi S  ga teng 

bo`lsa, u holda bu qator hadlarining o`rinlarini ixtiyoriy ravishda almashtirishdan 

hosil bo`lgan  (8) qator absolyut yaqinlashuvchi va uning yig`indisi ham S  ga teng 

bo`ladi. 

◄ Aytaylik, (1) qator absolyut yaqinlashuvchi bo`lib, uning yig`indisi S  ga 

teng bo`lsin. 

(8) qator hadlarining  absolyut qiymatlaridan tuzilgan 


1

'
j

ja  qatorning 

qismiy yig`indisini n'  bilan belgilaylik: 

)'(.''
1

jkj

n

j
jn aaa 



  

Agar  j
nj

kn



1
max'  deyilsa, unda nn '  va Nn  bo`lganda 





'

1

'
n

k
kn a  

bo`ladi. 
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(1) qator absolyut yaqinlashuvchi bo`lgani sababli uning  qismiy yig`indilari 

ketma-ketligi yuqoridan chegaralan-gandir. Binobarin, n'  yig`indi ham yuqoridan 

chegaralangan bo`ladi. Unda musbat hadli qatorning yaqinlashuvchiligi haqidagi 

teoremaga  ko`ra  


1

'
j

ja  qator va ayni paytda 


1

'
j

ja  qator ham yaqinlashuvchi 

bo`ladi. Demak, 


1

'
j

ja  qator absolyut yaqinlashuvchi. Uning yig`indisini 'S  

deylik. 

Endi berilgan 


1n
na  qator hadlarining o`rinlarini ixtiyoriy ravishda 

almashtirishdan hosil bo`lgan  

...'...''' 21
1





k

n
k aaaa  

qator yig`indisini S  ga teng ekanini isbotlaymiz. Buning uchun 0  ga ko`ra 

shunday Nn  topilib, nn   da  




n

k
k Sa

1

'                  (9) 

bo`lishini ko`rsatish yetarli bo`ladi. 

Ixtiyoriy musbat   sonni tayinlab olamiz. Modomiki, 


1k
ka  qator absolyut 

yaqinlashuvchi ekan, unda Koshi teoremasiga binoan olingan 0  songa ko`ra 

shunday 0n  nomer topiladiki, 







mn

nk
k ma

0

0 1

),...3,2,1(
2


                 (10) 

shuningdek, qatorning yaqinlashish ta`rifiga ko`ra 

2

0

1






n

k
k Sa            (11) 

bo`ladi. 

Yuqoridagi natural son n  ni shunday katta qilib olamizki, 


1

'
л

ka  qatorning n  

dan katta bo`lgan n  nomerli ixtiyoriy qismiy yig`indisi  





n

k
kn aS

1

''  da  


1k
ka  

qatorning barcha dastlabki  0n  ta hadi qatnashsin. 

Ravshanki, 


















 



SaaaSa
n

k
k

n

k
k

n

k
k

n

k
k

00

1111

'' . 
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Keyingi munosabatdan va (11)  tengsizlikni e`tiborga olib topamiz.    

2
'''

1 111 11

000 
   

  

n

k

n

k
kk

n

k
k

n

k

n

k
kk

n

k
k aaSaaaSa  (12) 

Ma`lumki, nn   bo`lganda 


1

'
k

ka qatorda 


1k
ka  qatorning barcha dastlabki 

0n ta hadi qatnashadi. Binobarin, 





0

11

'
n

k
k

n

k
k aa  

ayirma 


1k
ka  qatorning, har bir hadining nomeri 0n  dan katta bo`lgan  0nn   ta 

hadining yig`indisidan iborat. 

Endi natural m  sonni shunday katta qilib olamizki, bunda mn 0  son 

yuqorida aytilgan barcha 0nn   ta hadlarning nomerlaridan katta bo`lsin.  

 

Unda 







mn

nk
k

n

k
k

n

k
k aaa

0

0

0

111

'            (13) 

bo`ladi. 

(12), (13) va (10) munosabatlardan foydalanib, (9) tengsizlikning, ya`ni 




n

k
k Sa

1

'  

tengsizlikning bajarilishini topamiz. ► 

 

3-Amaliy mashg`ulot 

1–misol.  Koshi teoremasidan foydalanib, ushbu  

 1

sin

1n

x

n n



 
  

qatorning yaqinlashuvchi bo`lishi ko`rsatilsin. 

◄Ravshanki, bu qator uchun 

   1 1

sin 1 1 1 1

1 1 1 1

n m n m

n m n
k m k n

kx
S S

k k k k n n m n

 


   

     
    

   

bo`ladi. Demak, 

1 2

1
...

1
n n n m

a a a
n

  
   


 

va 
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1
lim 0

1n n



. 

Bundan esa berilgan qatorning yaqinlashuvchi bo`lishi kelib chiqadi.► 

 

Mashqlar 

 

Aytaylik, 




1n
na                (*) 

ixtiyoriy hadli qator bo`lib,  



















0,0

,0,

0,0

,0,

n

nn

n

n

nn

n
a

aa
v

a

aa
u  

bo`lsin. 

1. Agar (*) qator absolyut yaqinlashuvchi bo`lsa, u holda  






1 1

,
n n

nn vu  

qatorlar yaqinlashuvchi va  

    

























1 1 1 1 11

,
n n n n n

nnnnn
n

n vuavua  

bo`lishi isbotlansin. 

2. Agar (*) qator shartli yaqinlashuvchi bo`lsa, u holda   






1 1

,
n n

nn vu  

qatorlarning uzoqlashuvchi bo`lishi isbotlansin. 

 

Quyidagi qatorlar absolyut va shartli yaqinlashishga tekshirilsin. 

3. 
 

1

1
1

1
n

p
n nn








 .  4. 

 
2

1
ln 1

n

p
n n





 
  

 
 . 5.  

2
1

1

2 sin
1

n n
n

n

x

n






 . 
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Nazorat savollari 

 

1. Absolyut yaqinlashuvchi qatorning ta‟rifini ayting. 

2. Shartli yaqinlashuvchi qator deb qanday qatorga aytiladi? 

3. Koshi teoremasini ayting. 

4. Absolyut yaqinlashuvchi qatorlarning qanday xossalarini bilasiz? 

 

Glossariy 

Absolyut yaqinlashuvchi qator-qator hadlarining absolyut qiymatlaridan 

tuzilgan ushbu 





1

1 ......
n

nnn aaaa  qator  yaqinlashuvchi bo„lsa, 




1n
na  qator  absolyut yaqinlashuvchi qator deyiladi. 

Shartli yaqinlashuvchi qator -


1n
na  qator yaqinlashuvchi bo„lib, 



1n
na  

qator uzoqlashuvchi bo„lsa, 


1n
na  qator shartli yaqinlashuvchi qator deyiladi. 

Dalamber alomati- ,...)2,1,0(......21
1






naaaaa nn
n

n  

qator hadlari uchun  

d
a

a

n

n

n






1
lim  

limit mavjud bo„lsin. U holda: 

1) 1d  bo„lganda, 


1n
na  qator absolyut yaqinlashuvchi bo„ladi, 

2) 1d bo„lganda, 


1n
na  qator uzoqlashuvchi bo„ladi. 

Koshi alomati-Faraz qilaylik, 

......21
1





n

n
n aaaa  

qator hadlari uchun  

Kan
n

n



lim  

limit mavjud bo„lsin. U holda: 

1) 1K  bo„lganda, 


1n
na  qator absolyut yaqinlashuvchi bo„ladi. 

2) 1K  bo„lganda, 


1n
na  qator uzoqlashuvchi bo„ladi. 
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Keys banki 

 
 1-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu 

...
)1(

...
4

1

3

1

2

1
1)1(

1 1
1

1













nn

n
n

n

 

qator shartli yaqinlashuvchi qator bo„ladi. 

 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:  

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha 

va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);  

 to`plangan ma‟lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual).  

Test 
 

Test topshirig`i 
To‟g`ri  

javob 
Muqobil javob Muqobil javob 

1 Quyidagilardan qaysi biri 

Dalamber alomatini 

ifodalaydi: 

1lim n

n
n

a
l

a




  

1

lim n

n
n

a
l

a


  1lim n

n
n

a
l

a




  

2 Ko‟rsatilgan qatorlardan 

qaysi biri yaqinlashuvchi? 4
1

4

n n





  
1

( 1)n

n





  
1

4

2n

n

n








  

3 Ko‟rsatilgan qatorlardan 

qaysi biri uzoqlashuvchi? 
1

1

3n n





  
2

1

5

n n





  
1

1

7n
n





  

4 Tasdiqni davom ettiring: 

Agar sonli qator 
1

n

n

a




  

yaqinlashsa, u holda 
1

n

n

a




 … 

ham yaqinlashadi uzoqlashadi uzoqlashishi 

ham 

yaqinlashishi 

ham bo`lishi 

mumkin 

5   ning qanday qiymatlarida 

1

1

1
( 1)n

n n






  sonli qator 

absolyut yaqinlashuvchi 

bo‟ladi? 

1   1   1   
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4-Mavzu. Ixtiyoriy hadli qatorlarda yaqinlashish alomatlari. 

4-Ma‟ruza. 

REJA: 

1
0
. Leybnits alomati.  

2
0
. Dirixle va Abel‟ alomatlari.  

3
0
. Mavzuga doir misollar. 

Tayanch so`z va iboralar: Ishorasi almashinuvchi qatorlar, Leybnits 

alomati,  Dirixle va Abel’ alomatlari. 

 

1
0
. Leybnits alomati. [3, p.100] Ushbu 

 




 
1

1
4321

1 ...)1(...)1(
n

n
n

n
n cccccc  (1) 

qatorni qaraymiz, bunda ,...).3,2,1(0  ncn  

Odatda, bunday qator hadlarining ishoralari navbat bilan o`zgarib 

keladigan qator deyiladi. 

Ravshanki, (1) qator ixtiyoriy hadli qatorning bitta holidir. 

Masalan, ushbu 

...
1

)1(...
4

1

3

1

2

1
1

1
)1( 1

1

1  







nn

n

n

n  

qator hadlarining ishoralari navbat bilan o`zgarib keladigan qator bo`ladi. 

1-teorema (Leybnits alomati). Agar hadlarining ishoralari navbat bilan 

o`zgarib keladigan (1) qatorda: 

1) ,...)3,2,1(,1  ncc nn   

2) 0lim 


n
n

c  

bo`lsa, u holda (1) qator yaqinlashuvchi bo`ladi. 

◄ (1) qatorning dastlabki m2  ta )( Nm  hadidan iborat qismiy yig`indisi  

mmm ccccccS 21243212 ...    

ni olaylik. Unda )1(2 mS  uchun 

)( 22122)1(2   mmmm ccSS  

bo`lib, 1222   mm cc  bo`lganligi sababli (bunda 02212   mm cc  bo`ladi) 

,...)3,2,1(2)1(2  mSS mm  

bo`ladi.  Demak,  mS2  ketma-ketlik  o`suvchi. 

Endi  mS2  yig`indini quyidagicha yozamiz: 
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mmmm ccccccccS 21222543212 )(...)()(   . 

Bu tenglikning o`ng tomonidagi ifodada qatnashgan qavs ichidagi 

ayirmalarning, shuningdek mc2  ning musbat bo`lishini e`tiborga olib, 

12 cS m   

bo`lishini topamiz. Demak,  mS2  ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan. 

Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremaga ko`ra 

     SS m
m




2lim        ( S chekli son)              (2) 

mavjud.  

Endi (1) qatorning dastlabki 12 m  ta )( Nm  sondagi hadidan iborat 

ushbu       

12432112 ...   mm cccccS  

qismiy yig`indisini olaylik. Ravshanki, 

mmm cSS 2212  . 

Teoremaning n  da 0nc  bo`lishi sharti hamda  (2)  munosabatdan 

foydalanib topamiz: 

ScSS mm
m

m
m







)(limlim 2212 . 

Shunday qilib, berilgan (1) qatorning qismiy yig`indilaridan iborat ketma-

ketlik chekli limitga ega ekani ko`rsatildi. Demak,  (1) qator yaqinlashuvchi. ► 

Masalan, 

 ...
)1(

...
4

1

3

1

2

1
1

1







n

n

 (3) 

qator hadlari keltirilgan teoremaning barcha shartlarini  qanoatlantiradi. Teoremaga 

ko`ra (3) qator yaqinlashuvchi bo`ladi ((3) qatorning yaqinlashuvi va yig`indisi 

2ln  ga teng bo`lishi  ko`rsatilgan edi). 

 

2
0
. Dirixle va Abel’ alomatlari. Faraz  qilaylik, 

..,.,...,,,

.,..,...,,,

321

321

n

n

bbbb

aaaa
 

ixtiyoriy haqiqiy  sonlar ketma-ketliklari bo`lib, 

nn aaaS  ...21  

bo`lsin. U holda  NmNn  ,  uchun 

  







 

mn

nk

mn

nk
nnmnmnkkkkk bSbSbbSba

1

11)(  (4) 
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munosabat o`rinli bo`ladi. 

Odatda,  (4) munosabat Abel‟ ayniyati deyiladi. 

◄ Ravshanki, 1 kkk SSa  bo`ladi. Unda 






mn

nk
kkba  

yig`indi ushbu ko`rinishga 

  













mn

nk

mn

nk

mn

nk
kkkkkk bSbSba 1                     (5) 

keladi. Bu tenglikning o`ng tomonidagi birinchi qo`shiluvchini quyidagicha: 

mnmn

mn

nk
kk

mn

nk
kk bSbSbS 









 
1

, 

ikkinchi qo`shiluvchini esa quyidagicha 















 

1

11

1

1
11

mn

nk
kknn

mn

nk
kk

mn

nk
kk bSbSbSbS  

yozib olamiz. 

Natijada  (5) tenglik quyidagicha: 

 













1

11

1 mn

nk
nnkkmnmn

mn

nk
kk

mn

nk
kk bSbSbSbSbS  

nn

mn

nk
mnmnkkk bSbSbbS 1

1

1)( 




    

bo`ladi. ► 

Dirixle alomati quyidagi teorema orqali ifodalanadi. 

2-teorema (Dirixle alomati). Aytaylik, 

 





1

2211 ......
k

kkkk babababa   (6) 

qator berilgan bo`lsin. Agar: 

1)  kb  ketma-ketlik kamayuvchi va u cheksiz kichik miqdor, 

2) 


1k
ka  qatorning qismiy yig`indilari ketma-ketligi     chegaralangan bo`lsa, 

(6) qator yaqinlashuvchi bo`ladi. 

◄ Agar 


1k
ka  qatorning qismiy yig`indisini  

nn aaaS  ...21  
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desak, unda teoremaning shartiga ko`ra, shunday 0M  son topiladiki, barcha 
Nn  uchun  

MSn                           (7) 

bo`ladi.  

Shartga ko`ra  kb  ketma-ketlik kamayuvchi va u cheksiz kichik miqdor. 

Unda 0  ga ko`ra shunday Nn 0  topiladiki, 0nn   da  

M
bn

2
0


                           (8) 

bo`ladi. 

Endi 






mn

nk
kkba  

yig`indiga Abel‟ ayniyatini qo`llaymiz: 

nn

mn

nk
mnmnkkk

mn

nk
kk bSbSbbSba 1

1

1)( 










  . 

 

Natijada 
1

1 1

1

1 1

( )

( )

n m n m

k k k k k n m n m n n
k n k n

n m

k k k n m n m n n
k n

a b S b b S b S b

S b b S b S b

  

   
 

 

   


    

     

 



 

bo`ladi. 

(7) tengsizlikdan foydalanib topamiz: 

1

1
( ) .

n m n m

k k k k n m n
k n k n

a b M b b b M b
  

 
 

     
  

   

Agar  

nmnmnmnnnnn

mn

nk
mnkk bbbbbbbbbbb  




 )(...)()()( 1211

1

1  

bo`lishini e`tiborga olsak, unda 

n

mn

nk
kk bMba 





2  

bo`lib, (8) munosabatga ko`ra 






mn

nk
kkba  
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bo`ladi. Bundan Koshi teoremasiga ko`ra 




mn

nk
kkba  qatorning yaqinlashuvchiligi 

kelib chiqadi. ► 

Quyida Abel‟ alomatini isbotsiz keltiramiz. 

3–teorema (Abel„). Agar (6) qatorda: 

1. 
1

n
n

a




 qator yaqinlashuvchi, 

2.  nb chegaralangan, monoton ketma-ketlik bo`lsa, 

u holda 
1

n n
n

a b




  qator yaqinlashuvchi bo`ladi. 

 

4-Amaliy mashg`ulot. 

1-Misol. Ushbu  

...
cos

...
2

2cos

1

cosсos

1




 k

kxxx

k

kx

л

 

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin, bunda x tayinlangan  haqiqiy son. 

◄ Agar 2x  bo`lsa, berilgan qator  


















111

12cosсos

kkk kk

k

k

kx 
 

garmonik qator bo`lib, u uzoqlashuvchi bo`ladi. 

Aytaylik, 2x  bo`lsin. Berilgan qatorda 

                      
k

bkxa kk

1
,cos   

belgilashlarni bajaramiz. 

Ravshanki,  









k

bk

1
 ketma-ketlik kamayuvchi va cheksiz kichik miqdor 

bo`ladi k(  da )0
1


k
. 

Endi 









11

cos
kk

k kxa  qatorning qismiy yig`indisi nS  ni topamiz: 

 


n

k

n

k
n kx

x

x
kxS

11

cos
2

sin2

2
sin2

1
cos  

.

2
sin2

2
sin)

2

1
sin(

)
2

1
sin()

2

1
sin(

2
sin2

1

1 x

x
xn

xkxk
x

n

k











 



 

Keyingi munosabatdan, 2  ga karrali bo`lmagan x  lar uchun  
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2
sin

1

x
Sn   

bo`lishi kelib chiqadi. Demak, }{ nS  ketma-ketlik chegaralangan. Unda berilgan 

qator 2-teoremaga ko`ra yaqinlashuvchi bo`ladi.► 

2–Misol. Ushbu 

1

sin

n

nx

n





  

qatorning ixtiyoriy x R  da yaqinlashuvchi bo`lishi ko`rsatilsin. 

◄Agar ,x k k   bo`lsa, unda qatorning yaqinlashuvchi bo`lishi 

ravshan. 

Aytaylik, ,x k k   bo`lsin. Berilgan qatorda 

 
1

, sin 1
n n

a nx b n
n
    

deyilsa, unda berilgan qator 

1
n n

n

a b




  

ko`rinishdagi qatorga keladi. Bu qator uchun Dirixle teoremasining shartlarining 

bajarilishini ko`rsatamiz. Haqiqatdan ham, 

1
n

a
n

  

bo`lganligidan, uning monotonligi hamda n  da 0an   bo`lishini topamiz. 

Endi uchinchi shartning bajarilishini ko`rsatamiz: 

1 1 1

1 1 1 1
sin 2sin sin cos cos

2 2 2
2 sin 2 sin sin

2 2 2

n n n

k
k k k

x x
b kx kx n x

x x x  

 
       

 
  

Demak, Dirixle alomatiga ko`ra berilgan qator yaqinlashuvchi bo`ladi.► 

 

Mashqlar 

 

 1.Ushbu  

0...
4

1

3

1

2

1
1...

4

1

3

1

2

1
1

...
4

1

2

1
2...

4

1

3

1

2

1
1...

4

1

3

1

2

1
12ln







































 

munosabatda n2  xatolik topilsin. 

 2.Ushbu 
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1

1
1

1ln

5
cos

n nnn

n




 

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 
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Nazorat savollari 

 

1. Qanday qatorni ishorasi almashinuvchi qator deyiladi? 

2. Leybnits alomatini ayting. 

3. Dirixe alomatini ayting. 

4. Abel‟ alomatini ayting. 

 

Glossariy 

 

Ishorasi almashinuvchi qator –bu ushbu 

 




 
1

1
4321

1 ...)1(...)1(
n

n
n

n
n cccccc  (1) 

ko`rinishdagi qatordir, bunda ,...).3,2,1(0  ncn  

Leybnits alomati – Agar (1) qatorda: 

1) ,...)3,2,1(,1  ncc nn   2) 0lim 


n
n

c  

bo`lsa, u holda (1) qator yaqinlashuvchi bo`ladi. 

Dirixle va Abel‟ alomatlari – ushbu 







1

2211 ......
k

kkkk babababa  

ko`rinishdagi qatorlar uchun tadbiq qilinadi. 
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Keys banki 

 
 1-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu 

2
1

sin

n

n

n





  

qatorni yaqinlashuvchiligini isbotlang. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:  

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha 

va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);  

 to`plangan ma‟lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual).  

Test 
 

Test topshirig`i 
To‟g`ri  

javob 
Muqobil javob Muqobil javob 

1 Ko‟rsatilgan qatorlardan 

qaysi biri absolyut 

yaqinlashuvchi? 

2
1

1
( 1)n

n n





  
1

( 1)n

n





  
1

sin
n

n




  

2 



 



1
1

1)1(

n n
p

n

n

 qator absolyut va 

shartli yaqinlashishga 

tekshirilsin.  

1p   da absolyut 

va 0 1p   da 

shartli yaqinlashadi. 

 

1p   da absolyut 

va 0 1p   da 

shartli 

yaqinlashadi. 

0p   da 

absolyut va 

1 0p   da 

shartli 

yaqinlashadi 

3  
2

1

1
n

p
n n







  qatorni absolyut 

va shartli yaqinlashishga 

tekshirilsin. 

1p   da absolyut 

yaqinlashuvchi, 

0 1p   da shartli 

yaqinlashuvchi 

0 1p   da 

absolyut 

yaqinlashuvchi, 

1p   da shartli 

yaqinlashuvchi 

0p   da 

absolyut 

yaqinlashuvchi 

4  
2

1

1
n

n
n n






  qatorni absolyut va 

shartli yaqinlashishga 

tekshirilsin. 

 

 

uzoqlashuvchi 

 

 

yaqinlashuvchi 

uzoqlashishi 

ham 

yaqinlashishi 

ham bo`lishi 

mumkin 

5 

1

1

3

)1(
.....

27

1

9

1

3

1
1






n

n

+.... qatorning yig`indisi 

topilsin. 

 

4

3
 

 

2

1
 

 

36

5
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5-Mavzu. Cheksiz ko`paytmalar va ularning xossalari. 

5-Ma‟ruza. 

REJA: 

1
0
. Cheksiz ko`paytma tushunchasi. 

2
0
. Yaqinlashuvchi cheksiz ko`paytmaning xossalari. 

3
0
. Cheksiz ko`paytmalar bilan qatorlar orasidagi bog`lanish. 

 

Tayanch so`z va iboralar: Cheksiz ko`paytma, yaqinlashuvchi cheksiz 

ko`paytma, yaqinlashuvchi cheksiz ko`paytmaning xossalari: cheksiz 

ko`paytmaning qoldig`i va uning limiti, zaruruy shart, cheksiz ko`paytmaning 

yaqinlashuvchi bo`lishining zaruriy va yetarli shartlari. 

 

1
0
. Cheksiz ko`paytma tushunchasi. Faraz qilaylik, biror  

:}{ nс ,...,...,,, 321 ncccc  

haqiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo`lsin. Ular yordamida ushbu 

    ......321 ncccc                   (1) 

ifodani tuzamiz. 

(1) ifoda cheksiz ko`paytma deyiladi va u 


1n
nc kabi belgilanadi: 

......321
1

n
n

n cсссc 




 

Bunda ...,...,, 21 ncсс  sonlar cheksiz ko`paytmaning hadlari, nc  esa ko`paytmaning 

umumiy yoki  n -hadi deyiladi. 

Quyidagi 

,...)3,2,1(...21  ncccP nn  

ko`paytma, (1) cheksiz ko`paytmaning n -qismiy ko`paytmasi deyiladi. 

Demak, (1) cheksiz ko`paytma berilganda har doim uning qismiy 

ko`paytmalaridan iborat ushbu  :}{ nP  

,...,...,,, 321 nPPPP  

ketma-ketlikni hosil qilish mumkin. 

Masalan, 

,...)3,2(...
1

1...
3

1
1

2

1
1

222



























 n

n
 

cheksiz ko`paytmaning n -qismiy ko`paytmasi                             



MATEMATIK ANALIZ II-KURS  

 

 59 

NamDU           MATEMATIKA KAFEDRASI                XAKIMOV R. 





























222

1
1...

3

1
1

2

1
1

n
Pn  

1 3 2 4 1 1 1 1
... ( 2,3,4,...)

2 2 3 3 2

n n n
n

n n n

  
         

bo`lib, ulardan tuzilgan }{ nP  ketma-ketlik 

                            ,...
1

2

1
,...,

5

3
,

8

5
,

3

2
,

4

3

n

n 
  

bo`ladi. 

1-ta`rif. [3, Ex.8, p.148] Agar n  da }{ nP  ketma-ketlik noldan farqli 

chekli P  songa intilsa (yaqinlashsa), (1) cheksiz ko`paytma yaqinlashuvchi 

deyiladi, P  esa uning qiymati deyiladi: 








1

.,lim
n

nn
n

PPPP  

Agar }{ nP  ketma-ketlik limitga ega bo`lmasa  (yoki uning limiti 0 bo`lsa), 

(1) cheksiz ko`paytma uzoqlashuvchi deyiladi. 

Masalan, yuqorida keltirilgan 







2

2
)

1
1(

n n
 

cheksiz ko`paytma uchun 

2

11

2

1
limlim 




 n

n
P

n
n

n
 

bo`ladi. Demak, 





2

2
)

1
1(

n n
 cheksiz ko`paytma yaqinlashuvchi va uning qiymati 

2

1
 ga teng. 

2
0
. Yaqinlashuvchi cheksiz ko`paytmaning xossalari. Aytaylik, biror 

......321
1





n

n
n cсссc           (1) 

cheksiz ko`paytma berilgan bo`lsin. 

Ushbu 





 

1
21 ...

mn
mmn ccc                  (2) 

cheksiz ko`paytma (bunda m -tayinlangan natural son) (1) cheksiz ko`paytmaning 

qoldig`i deyiladi. 

1-Xossa. Agar (1) cheksiz ko`paytma yaqinlashuvchi bo`lsa, (2) cheksiz 

ko`paytma ham yaqinlashuvchi bo`ladi va aksincha. 
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◄ (1) cheksiz ko`paytmaning qismiy ko`paytmasi 

nn cccP ...21   , 

(2) cheksiz ko`paytmaning qismiy ko`paytmasi  

kmmm
m

k cccQ   ...21
)(  

lar uchun 

,)(m
kmn QPP   

(bunda, kmn  ) bo`ladi. Bu munosabatdan, n  da nP  ning chekli limitga 

ega bo`lishidan k  da )(m
kQ  ning ham chekli limitga ega bo`lishi, shuningdek, 

k  da )(m
kQ  ning chekli limitga ega bo`lishidan, n  da nP  ning ham chekli 

limitga ega bo`lishi kelib chiqadi. ►  

2-Xossa. Agar (1) cheksiz ko`paytma yaqinlashuvchi bo`lsa, u holda 

1...)...(lim 21  


kmmm
m

ccc  

bo`ladi. 

◄ Aytaylik, (1) cheksiz ko`paytma yaqinlashuvchi bo`lib, uning qiymati P  

bo`lsin. Unda 

PcccP kmmmm   ......21  

bo`lib, undan  m  da 

1......21  
P

P

P

P
ccc

m

kmmm  

bo`lishi kelib chiqadi. ► 

3-Xossa (zaruruy shart). Agar  (1) cheksiz ko`paytma yaqinlashuvchi 

bo`lsa, u holda 

1lim 


n
n

c  

bo`ladi. 

◄ Aytaylik, (1) cheksiz ko`paytma yaqinlashuvchi bo`lib, uning qiymati P  

bo`lsin: 

.)...(limlim 21 PcccP n
n

n
n




 

Unda nnn cPP  1 , ya`ni 
1


n

n
n

P

P
c  bo`lib, 

1limlim
1




 P

P

P

P
c

n

n

n
n

n
 

bo`ladi. ► 
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Yuqorida keltirilgan xossalardan quyidagi xulosalarni chiqarish mumkin: 

Cheksiz ko`paytmalarning yaqinlashishida, ularning dastlabki chekli sondagi 

hadlarining ta`siri bo`lmaydi. 

Agar cheksiz ko`paytma yaqinlashuvchi bo`lsa, unda n  da  1nc  

bo`lganligi sababli, uning biror hadidan boshlab keyingi hadlarini musbat deb olish 

mumkin bo`ladi. 

Bu xossalar yaqinlashuvchi cheksiz ko`paytmalarda ularning hadlarini 

musbat deb olish imkonini beradi. 

 

3
0
. Cheksiz ko`paytmalar bilan qatorlar orasidagi bog`lanish. Faraz 

qilaylik,           

1 2
1

... ... ( 0, 1,2,...)
n n n

n

c ñ ñ c c n




       

cheksiz ko`paytma berilgan bo`lsin. Bu cheksiz ko`paytma hadlarining 

logarifmlaridan ushbu 







1

21 ...ln...lnlnln
n

nn cccc                 (3) 

qatorni hosil qilamiz. 

1-teorema. [3, Exercise 7, p.148] (1) cheksiz ko`paytmaning 

yaqinlashuvchi bo`lishi uchun (3) qatorning yaqinlashuvchi bo`lishi zarur va 

yetarli. 

◄ Zarurligi. Aytaylik, (1) cheksiz ko`paytma yaqinlashuvchi bo`lsin: 

PcccP n
n

n
n




)...(limlim 21 .      ( P chekli son) 

Unda (3) qatorning qismiy yig`indisi uchun  





n

k
nnkn cccccccS

1
2121 )...ln(ln...lnlnln  

bo`lib,  

PcccS n
n

n
n

ln)...ln(limlim 21 


 

bo`ladi. Demak, (3) qator yaqinlashuvchi. 

Yetarliligi. Aytaylik, (3) qator yaqinlashuvchi bo`lsin: 

SccccS n
n

k

n

kn
n

n



 )...ln(limlnlimlim 21

1

. 

Unda (1) cheksiz ko`paytmaning qismiy  ko`paytmasi uchun           

 
)...ln(

21
21... nccc

nn ecccP


  

bo`lib, 
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sccc

n
n

n
eeP n 





)...ln( 21limlim  

bo`ladi. Demak, (1) cheksiz ko`paytma yaqinlashuvchi. ► 

Ko`pincha, 


1n
nc  cheksiz ko`paytmani o`rganishda, uning umumiy hadi nc  

ni quyidagicha 

nn ac 1  

ifodalash qulay bo`ladi. U holda (1) cheksiz  ko`paytma 







1

)1(
n

na  , 

cheksiz qator esa 







1

)1ln(
n

na  

ko`rinishlarga ega bo`ladi. 

Faraz qilaylik, n  ning )( Nn  etarlicha katta qiymatlarida  

0na   (yoki 0na ) 

bo`lsin. 
 
2-teorema. Ushbu 







1

)1(
n

na  

cheksiz ko`paytmaning yaqinlashuvchi bo`lishi uchun 




1n
na  

qatorning yaqinlashuvchi bo`lishi zarur va yetarli. 

◄ Ravshanki, 





1

)1(
n

na  cheksiz ko`paytma va 


1n
na  qatorni 

yaqinlashuvchi bo`lishi uchun avvalo 

0lim 


n
n

a  

bo`lishi kerak. Shu  munosabat bajarilsin. 
Keltirilgan teoremaning isboti 

1
)1ln(

lim 



n

n

n a

a
 

munosabat hamda 1-teoremaning qo`llanishidan kelib chiqadi. ► 
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Masalan, bu teoremadan foydalanib, ushbu 







1

)...
1

1)...(
3

1
1()

2

1
1()11()

1
1(

n nn 
 

cheksiz ko`paytmaning 1  bo`lganda yaqinlashuvchi bo`lishini  (chunki,  

)1(
1

1







n n




 yaqinlashuvchi),  







1

)...
1

1)...(
3

1
1()

2

1
1()11()

1
1(

n nn
 

cheksiz ko`paytmaning esa uzoqlashuvchi bo`lishini (chunki, 


1

1

n n
 uzoqlashuvchi) 

topamiz. 

 

Mashqlar 

 

1. Quyidagi  








1

1

1
1n

c
n

e

n

e
 

tenglik isbotlansin, bunda 









 



n

kn
n

k
c

1

ln
1

lim  

(Eyler o`zgarmasi). 
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Nazorat savollari 

 

1. Cheksiz ko`paytma deb nimaga aytiladi? 

2. Yaqinlashuvchi cheksiz ko`paytma deb nimaga aytiladi? 

3. Yaqinlashuvchi cheksiz ko`paytmaning qanday xossalarini bilasiz? 

4. Cheksiz ko`paytmalar bilan qatorlar orasida qanday bog`lanishlar bor? 

 

Glossariy 

Сheksiz ko`paytma – bu ushbu 

 ......321
1

n
n

n cсссc 




 (1) 

ko`rinishdagi ifodadir, bunda ,...).3,2,1(0  ncn  

Cheksiz ko`paytmaning n -qismiy ko`paytmasi  – bu 

,...)3,2,1(...21  ncccP nn  

Yaqinlashuvchi cheksiz ko`paytma – Agar n  da }{ nP  ketma-ketlik 

noldan farqli chekli P  songa intilsa (yaqinlashsa), (1) cheksiz ko`paytma 

yaqinlashuvchi deyiladi. 

Cheksiz ko`paytma yaqinlashuvchiligining zaruriy sharti – 1lim 


n
n

c . 

Cheksiz ko`paytmalar bilan qatorlar orasidagi bog`lanish –  







1

21 ...ln...lnlnln
n

nn cccc                 (2) 

(1) cheksiz ko`paytmaning yaqinlashuvchi bo`lishi uchun (2) qatorning 

yaqinlashuvchi bo`lishi zarur va yetarli. 

 

Keys banki 
 1-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu 

   11
1

2 




xx
n

n
 

cheksiz ko`paytmaning yaqinlashuvchiligi ko`rsatilsin va qiymati topilsin. 

 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:  

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha 

va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);  

 to`plangan ma‟lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual).  
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Test 
 

Test topshirig`i 
To‟g`ri  

javob 
Muqobil javob Muqobil javob 

1 

1

n

n

c




  cheksiz ko`paytma 

yaqinlashuvchiligining 

zaruriy sharti bu 

 
lim 1n
n

c


  

 
lim 0n
n

c


  

 
lim n
n

c


   

2 

1

(1 )n

n

a




  cheksiz 

ko`paytmaning 

yaqinlashuvchi bo`lishi 

uchun  




1n
na qatorning 

yaqinlashuvchi 

bo`lishi zarur va 

yetarli. 

1

ln n

n

a




 qatorning 

yaqinlashuvchi 

bo`lishi zarur va 

yetarli. 

1

1

n

n

a






 qator 

yaqinlashuvchi 

bo`lishi zarur va 

yetarli. 

3 

1

( 0, 1,2,...)n n

n

c c n




   

yaqinlashuvchi bo`lishi 

uchun 

1

ln n

n

c




  

yaqinlashuvchi 

bo`lishi zarur va 

yetarli. 

1

n

n

c




  

yaqinlashuvchi 

bo`lishi zarur va 

yetarli. 

1

( 1)n

n

c




  

yaqinlashuvchi 

bo`lishi zarur va 

yetarli. 

4 
2

1 1n

n

n



 
  cheksiz ko`paytma 

yaqinlashuvchi bo`ladimi? 

 

uzoqlashuvchi 

 

yaqinlashuvchi 

aniqlab 

bo`lmaydi 

5 2

2
1

4

1n

n

n








  cheksiz 

ko`paytmaning qiymatini 

toping. 

 

1

4
 

 

1

2
 

 

0 
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6-Mavzu. Funksional ketma-ketliklar va ularning tekis yaqinlashuvchiligi 

6-Ma‟ruza. 

REJA: 

1
0
. Funksional ketma-ketlik va limit funksiya tushunchalari. 

2
0
. Funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashuvchiligi.  

3
0
. Koshi teoremasi. 

4
0
. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikning xossalari. 

 

Tayanch so`z va iboralar: Funksional ketma-ketlik, yaqinlashuvchi 

funksional ketma-ketlik, limit funksiya, funksional ketma-ketlikning yaqinlashish 

to`plami, tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlik, funksional ketma-ketlik 

tekis yaqilashishining zaruriy va yetarli sharti. Koshi teoremasi, notekis 

yaqinlashuvchi funksional ketma-ketliklar, limit funksiyaning uzluksizligi, integral 

ostida limitga o`tish. 

 

1
0
. Funksional ketma-ketlik va limit funksiya tushunchalari. Aytaylik, har 

bir natural n  songa RE   to`plamda aniqlangan bitta  xfn  funksiyani mos 

qo`yuvchi qoida berilgan bo`lsin. Bu qoidaga ko`ra 

        ,...,...,, xfxfxf n21         (1) 

to`plam hosil bo`ladi. Uni funksional ketma-ketlik deyiladi. E  to`plam (1) 

funksional ketma-ketlikning aniqlanish to`plami deyiladi. 

 Odatda, (1) funksional ketma-ketlik, uning n -hadi yordamida   xfn  yoki 

 xfn  kabi belgilanadi. Masalan,  

  ,...;,...,,:
2222

1

2

3

1

21

xn

n

xxxn

n
xfn








  

  ,...sin,...,
2

sin,
1

sin:sin
n

xxx

n

x
xfn   

lar funksional ketma-ketliklar bo`ladi va ularning aniqlanish to`plami mos ravishda  

  ,, 0ERE  

bo`ladi. Ravshanki, x  o`zgaruvchining biror tayinlangan Exx  0  qiymatida 

ushbu 

        ,...,...,,: 002010 xfxfxfxf nn  

sonlar ketma-ketligiga ega bo`lamiz. 

1-ta`rif. [4, Definition 1, p.363] Agar   0xfn  sonli ketma-ketlik 

yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo`lsa,   xfn  funksional ketma-ketlik 0xx   
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nuqtada yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi. 0x  nuqta esa bu funksional 

ketma-ketlikning yaqinlashish (uzoqlashish) nuqtasi deyiladi. 

2-ta`rif.   xfn  funksional ketma-ketlikning barcha yaqinlashish 

nuqtalarida iborat EE 0  to`plam,   xfn  funksional ketma-ketlikning 

yaqinlashish to`plami deyiladi. 

 Masalan, ushbu 

  ,...,...,,,:
nn

n xxxxxxf 32  

funksional ketma-ketlik aniqlashish to`plami RE   bo`lib, u  1,1x  nuqtada 

yaqinlashuvchi,  1,1\ Rx  da uzoqlashuvchi bo`ladi. Demak, ketma-ketlikning 

yaqinlashish to`plami  1,10 E  bo`ladi. 

 Faraz qilaylik,   xfn  funksional ketma-ketlikning yaqinlashish to`plami 

 REE 00  bo`lsin. Ravshanki, bu holda har bir 0Ex  da 

     ,......,,, xfxfxf n21  

ketma-ketlik yaqinlashuvchi, ya`ni 

 xfn
n 
lim  

mavjud bo`ladi. Endi har bir Ex  ga  xfn
n 
lim  ni mos qo`ysak, ushbu 

 xfxf n
n 

 lim:  

funksiya hosil bo`ladi. Bu  xf  funksiya   xfn  funksional ketma-ketlikning 

limit funksiyasi deyiladi: 

     0lim Exxfxfn
n




. 

Bu munosabat quyidagini anglatadi: ixtiyoriy 0  son va har bir 0Ex  uchun 

shunday natural  xnn ,00   son topiladiki, ixtiyoriy 0nn   da 

     xfxfn  , 

ya`ni 

          xfxfnnNxnn n:,,, 000    

bo`ladi. 

 

2
0
. Funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashuvchiligi. Faraz qilaylik, 

  xfn : 

     ,...,...,, 21 xfxfxf n  

funksional ketma-ketlik E  to`plamda yaqinlashuvchi (ya`ni yaqinlashish to`plami 

0E ) bo`lib, uning limit funksiyasi  xf  bo`lsin: 
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   xfxfn
n




lim . 

Ma`lumki, bu munosabat 

          xfxfnnNxnn n:,,, 0000  

bo`lishini anglatadi. Shuni ta`kidlash lozimki, yuqoridagi natural 0n  son ixtiyoriy  

olingan 0  son bilan birga qaralayotgan 0Ex  nuqtaga ham bog`liq bo`ladi 

(chunki, 0Ex  ning turli qiymatlarida ularga mos  ketma-ketlik, umuman 

aytganda turlicha bo`ladi). 

3-ta`rif. [4, Definition 9, p.367] Agar 0  son olinganda ham shu 0  

gagina bog`liq bo`lgan natural  00 nn   son topilsaki, 
0nn   va ixtiyoriy 0Ex  

da 

     xfxfn  

tengsizlik bajarilsa, ya`ni 

        xfxfExnnNnn n:,,,0 0000  

bo`lsa,   xfn  funksional ketma-ketlik 0E  to`plamda  xf  ga tekis yaqinlashadi 

(funksional ketma-ketlik 0E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi) deyiladi.  

 Shunday qilib,   xfn  funksional ketma-ketlik 0E  to`plamda  xf  limit 

funksiyaga ega bo`lsa, uning shu limit funksiyasiga yaqinalishish ikki xil bo`lar 

ekan: 

1)         xfxfnnNxnn n:,,,0 000   

bo`lsa,   xfn  funksional ketma-ketlik 0E  da  xf  ga yaqinlashadi (oddiy 

yaqinlashadi). Bu holda 

     0Exxfxfn   

kabi belgilanadi.  

 2)         xfxfExnnNnn n:,,,0 0000  

bo`lsa,   xfn  funksional ketma-ketlik 0E  da  xf  ga tekis yaqinlashadi. Bu 

holda 

     0Exxfxfn 
  

kabi belgilanadi. 

 Ravshanki,   xfn  funksional ketma-ketlik 0E   to`plamda  xf  funksiyaga 

tekis yaqinlashsa u shu to`plamda  xf   ga yaqinlashadi: 

            0Exxfxfxfxf nn 
 . 

Aytaylik, 
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     0Exxfxfn 
  

bo`lsin. Bu holda 0nn   va 0Ex  da 

     xfxfn , ya`ni         xfxfxf n  

bo`ladi. Bu esa   xfn  funksional ketama-ketlikning biror hadidan boshlab, 

keyingi barcha hadlari  xf  funksiyaning " -oralig`i" da butunlay joylashishini 

bildiradi (1-chizma). 

 
              y  

      xf                                                

 

         xf                                            

         xfn                                            

 

       xf                                               

 

 

                  

                0                                                          x  

1-chizma 

 

Faraz qilaylik,   xfn  funksional ketma-ketlik 0E  to`plamda  xf  limit 

funksiyaga ega bo`lsin. 

1-teorema.   xfn  funksional ketma-ketlik 0E  to`plamda  xf  funksiyaga 

tekis yaqilashishi uchun  

    0suplim
0




xfxfn
Exn

 

bo`lishi zarur va yetarli. 

◄ Zarurligi. Aytaylik, 

     0Exxfxfn 
  

bo`lsin. Ta`rifga binoan  

        xfxfExnnNnn n:,,, 00000  

bo`ladi. Bu tengsizlikdan  

    


xfxfn
Ex 0

sup  

bo`lib, undan 

    0suplim
0




xfxfn
Exn
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bo`lishi kelib chiqadi. 

Yetarliligi. Aytaylik  

    0suplim
0




xfxfn
Exn

 

bo`lsin. Limit ta`rifga ko`ra 

     


xfxfSupnnNn n
Ex 0

:,,0 00  

bo`ladi. Ravshanki 

       xfxfxfxf n
Ex

n 
 0

sup . 

U holda 0Ex  uchun  

     xfxfn  

bo`ladi. Bundan 

     0Exxfxfn 
  

bo`lishi kelib chiqadi.►  

 

3
0
. Koshi teoremasi. Funksional ketma-ketlikning limit funksiyaga ega 

bo`lishi va unga tekis yag`inlashishini ifodalovchi teoremani keltiramiz: 

1-teorema (Koshi teoremasi). [4, Theorem, p.370]    xfn  funksional 

ketma-ketlik E  to`plamda limit funksiyaga ega bo`lishi va unga tekis yaqinlashishi 

uchun 0  son olinganda ham shunday   Nnn  00  topilib, 

Npnn  ,0  va Ex  da 

     xfxf npn , 

ya`ni 

  NpnnNnn  ,,, 0000   va Ex  da 

         xfxf npn      (1) 

bo`lishi zarur va yetarli. 

◄ Zarurligi. Aytaylik, E  to`plamda   xfn  funksional ketma-ketlik limit 

funksiya  xf  ga ega bo`lib, unga tekis yaqinlashsin: 

     0. Exxfxfn 
  

Tekis yaqinlashish ta`rifiga ko`ra 

     
2

0 000


  xfxfExnkNnn k:,,,   

bo`ladi. Xususan, 0, nnnk   va Nppnk  ,  da 
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2

,
2


  xfxfxfxf pnn  

tengsizliklar bajarilib, ulardan  

               xfxfxfxfxfxf npnnpn  

        

 

22
xxfxfxf npn  

bo`lishi kelib chiqadi. Demak, (1) shart o`rinli. 

Yetarliligi.   xfn  funksional ketma-ketlik uchun (1) shart bajarilsin. Uni 

quyidagicha yozamiz: 

  ExNpnnNnn  ,,,, 0000   da  

     
2


 xfxf npn        (2) 

bo`ladi.  

Ravshanki, tayin Ex 0  da   0xfn  sonlar ketma-ketligi uchun (2) 

shartning bajarilishidan uning fundamental ketma-ketlik ekanligi kelib chiqadi. 

Koshi teoremasiga ko`ra   0xfn  yaqinlashuvchi bo`ladi. Binobarin, chekli 

   0lim xfn
n 

       (3) 

limit mavjud. 

 Modomiki, har bir Ex  da (3) limit mavjud bo`lar ekan, unda avval 

ayganimizdek, E  to`plamda aniqlangan 

   Exxfx n
n




lim  

funksiya hosil bo`ladi Uni  xf  bilan belgilaymiz. Bu funksiya   xfn  funksional 

ketma-ketlikning limit funksiyasi bo`ladi: 

     Exxfxfn  . 

Endi (2) tengsizlikda, n  va x  larni tayinlab  Exnn  ,0  p da limitga 

o`tamiz. Natijada 

    



2
xfxf n  

hosil bo`ladi. Bu 

     0Exxfxfn 
  

bo`lishini bildiradi. ►  

1-misol. Ushbu 

 
nx

nx
xfn

ln
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funksional ketma-ketlik  1,0E  to`plamda tekis yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

 

◄Agar ixtiyoriy Nk   uchun 

nk
xnkpkn

11
 *

,,  

deyilsa, 

    02
2

2ln
1ln

2

2ln11




















n
f

n
fxfxf nnpn  

bo`ladi. Demak, 

      00 :1,0
1

,,,
2

2ln
  


 xfxf

n
xNpknNk npn . 

Bu esa yuqoridagi teoremaning shartini bajarilmasligini ko`rsatadi. Demak, 

berilgan funksional ketma-ketlik  1,0E  da tekis yaqinlashuvchi emas.►  

 Aytaylik,   xfn  funksional ketma-ketlik E  to`plamda yaqinlashuvchi 

bo`lib,  xf  funksiya uning limit funksiyasi bo`lsin: 

     Exxfxfn  . 

 Agar  

      00 0    xfxfExknNk n:,,,   

bo`lsa,   xfn  funksional ketma-ketlik E  to`plamda  xf  funksiyaga notekis 

yaqinlashadi deyiladi. 

 2-misol. Ushbu  

 
nx

nxfn

1
sin  

funksional ketma-ketlik  1,0E  da tekis yaqinlashishiga tekshirilsin. 

 ◄ Ravshanki, 

 
x

x
nx

nx

nx
nxf

nn
n

n

1

1

1
sin

lim
1

sinlimlim 






. 

Demak, berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi  
x

xf
1

  bo`ladi. 

 Aytaylik, 
n

x
1

  bo`lsin. Unda 

    01sin11sin   nnxfxfn  

munosabat ixtiyoriy Nn  da o`rinli bo`ladi.  
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 Demak,  
nx

nxfn

1
sin  funksional ketma-ketlik limit funksiya  

x
xf

1
  ga 

 1,0E  da tekis yaqinlashmaydi.►  

  

4
0
. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikning xossalari. Tekis 

yaqinlashuvchi funksiyaonal ketma-ketliklar qator xossalarga ega. Bu xossalarni 

keltiramiz. 

 Aytaylik.   xfn  : 

     ,...,...,, 21 xfxfxf n  

funksional ketma-ketlik RE   to`plamda yaqinlashuvchi bo`lib,  xf  uning limit 

funksiyasi bo`lsin: 

     Exxfxfn  . 

1-xossa. Agar   xfn  funksional ketma-ketlikning har bir 

   ,...,, 321nxfn  hadi E  to`plamda uzluksiz bo`lib, 

     Exxfxfn 
  

bo`lsa, limit funksiya  xf  shu E  to`plamda uzluksiz bo`ladi. 

Demak, bu holda 

     tftf n
xtn

n
nxt 

 limlimlimlim  

munosabat o`rinli bo`ladi.  

2-xossa. Agar   xfn  funksional ketma-ketlikning har bir 

   ,...3,2,1nxfn  hadi  baE ,  da uzluksiz bo`lib, 

      baxxfxfn ,
  

bo`lsa, 

    


b

a

b

a

n
n

dxxfdxxflim  

bo`ladi. 

 Demak, bu holda 

    



b

a

n
n

b

a

n
n

dxxfdxxf limlim  

munosabat o`rinli bo`ladi. 

3-xossa. Agar   xfn  funksional ketma-ketlikning har bir 

   ,...3,2,1nxfn  hadi  baE ,  da uzluksiz    ,...3,2,1' nxfn  hosilalarga 

ega bo`lib, 

      baxxxfn , 
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bo`lsa, 

   xfx '  

bo`ladi. 

 Shu kabi xossalarga keyinroq o`rganiladigan tekis yaqinlashuvchi funksional 

qatorlar ham ega bo`ladi. Ayni paytda, ular bir mulohaza asosida isbotlanadi 

Mazkur xossalarning isbotini funksional qatorlarga nisbatan keltiramiz. 

6-Amaliy mashg`ulot. 

1-misol. Ushbu 

 
n

x
nxfn sin  

funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin. 

◄ Berilgan funksional ketma-ketlik   ,0E  da aniqlangan. Uning limit 

funksiyasi 

    xx

n

x

n

x

n

x
nxfxf

nn
n

n




sin

limsinlimlim  

bo`ladi. Demak, funksional ketma-ketlik   ,0E  da yaqinlashuvchi va  

x
n

x
n

n



sinlim .► 

2-misol. Ushbu 

  n
n xxf   

funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin. 

◄ Bu funksional ketma-ketlik RE   da aniqlangan. Ravshanki 

     ,1x  da   ,limlim 


n

n
n

n
xxf  

    11,x  da   0limlim 


n

n
n

n
xxf , 

   1x  da   11limlim 
 n

n
n

xf , 

    1 ,x  da  xfn
n 
lim  mavjud emas.  

Demak, berilgan funksional ketma-ketlik  1,10 E  yaqinla-shuvchi bo`lib, uning 

limit funksiyasi 

 
0, agar 1 1 bo`lsa,

lim
1, agar 1 bo`lsa

n

n

x
f x x

x

  
  


 

bo`ladi.► 

3-misol. Ushbu 



MATEMATIK ANALIZ II-KURS  

 

 75 

NamDU           MATEMATIKA KAFEDRASI                XAKIMOV R. 

     012   xxxnxf nn
n  

funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin. 

◄Berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi quyidagicha 

topiladi: 

       













 







1

11

212 limlimlim nn

n

nn

n
n

n
xxnxxnxfxf  

.ln
1

1
lim1lim

2

1

1

1

2

2

1

11

1

1

2

2

x

nn

x
x

nn

n
xxn

nn
n

n

nnn

n




































► 

4-misol. Ushbu  

 
n

nx
xfn

sin
  

funksional ketma-ketlikning R  da tekis yaqinlashuvchiligi ko`rsatilsin. 

 ◄Ravshanki, 

  0
sin

limlim 
 n

nx
xf

n
n

n
. 

Demak, limit funksiya   0xf  .  

 Agar 0  son olinganda 











1
0n  deyilsa, unda 0nn   va Rx  

uchun  

    



1

11sin
0

sin

0nnn

nx

n

nx
xfxfn  

bo`lishini topamiz. Demak ta`rifga binoan 

0
sin 


n

nx
 

bo`ladi.►  

5-misol. Ushbu  

 
2

2 1

n
xxfn   

funksional ketama-ketlikning RE 0  da tekis yaqinlashuvchiligi ko`rsatilsin. 

◄Berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi 

     Rxx
n

xxfxf
n

n
n


 2

2 1
limlim  

bo`ladi. endi 
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   xfxfn
x

sup  

ni topamiz: 

n
x

n
x

n
Sup

x
n

x

nSupx
n

xSup
RxRxRx

1

1

11

1

1

1

2

2
2

2

2

2

2

2 




































. 

Demak,  

0
1

lim
1

lim
2

2 
 n

x
n

xSup
nRxn

 

bo`lib, 

 Rxx
n

x  
2

2 1
 

bo`ladi.►  

Eslatma. Agar   xfn  funksional ketma-ketligi uchun  RE  to`plamda  

    0suplim 


xfxfn
Exn

 

bo`lsa,   xfn  funksional ketma-ketlik  E  da tekis yaniqlashishi shart emas. 

 

Mashqlar. Berilgan to„plamlarda funksional ketma-ketliklarni tekis 

yaqinlashishga tekshiring  

 

1.  xfn .10;ln  x
n

x

n

x
 2.  xfn .

4

1
0;  xxn  

3.  xfn

  .11;
2

 xe nx  4.  xfn .10;1   xxx nn  

5.  xfn

  .10;1  xe xn  6.  xfn .10;  xxn  

7.  xfn .0,  xxarctgnx  8.  xfn .10;2  xxx nn  

9.  xfn .0;  xarctgnx  10.  xfn .0;
1




x
nx

 

11.  xfn .;sin  x
n

x
 12.  xfn .10;

1



x

xn

nx
 

13.   .;
sin

 x
n

nx
xf n  14.   .0,10;

1



 x

x

x
xf

n

n

n  

15.  xfn .0;
1















 xx

n
xn  16.   .0,11;

1



  x

x

x
xf

n

n

n  

17.   .;
1

2

2  x
n

xxfn  18.   .2;
1




 x
x

x
xf

n

n

n  
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19.  xfn .1;
1

2
22




x
xn

nx
 20.   .10;

1

2
22




 x
xn

nx
xfn  

21.   .10),0), 



 xbxa

nxxn

xn
xfn
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NAZORAT SAVOLLARI 

 

1. Yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlik deb nimaga aytiladi? 

2. Limit funksiya nima? 

3. Funksional ketma-ketlikning yaqinlashish to`plamini tushuntiring. 

4. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikning ta‟rifini ayting. 

5. Funksional ketma-ketlik tekis yaqilashishining zarur va yetarli shartini 

ayting. 

6. Koshi teoremasini ayting. 

7. Notekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlik deb nimaga aytiladi? 

8. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikning qanday xossalarini 

bilasiz? 

GLOSSARIY 

 

  xfn  funksional ketma-ketlik 0xx   nuqtada yaqinlashuvchi 

(uzoqlashuvchi) - Agar   0xfn  sonli ketma-ketlik yaqinlashuvchi 

(uzoqlashuvchi) bo„lsa 

  xfn  funksional ketma-ketlikning yaqinlashish to„plami -   xfn  

funksional ketma-ketlikning barcha yaqinlashish nuqtalarida iborat EE 0  

to„plam  
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 funksional ketma-ketlik 0E  to„plamda  xf  ga tekis yaqinlashadi 

(funksional ketma-ketlik 0E  to„plamda tekis yaqinlashuvchi) - Agar 0  

son olinganda ham shu 0  gagina bog„liq bo„lgan natural  00 nn   son 

topilsaki, 
0nn   va ixtiyoriy 0Ex  da 

     xfxfn  

tengsizlik bajarilsa, ya‟ni 

        xfxfExnnNnn n:,,,0 0000  

bo„lsa,   xfn  deyiladi.  

   xfn  funksional ketma-ketlik 0E  da  xf  ga yaqinlashadi (oddiy 

yaqinlashadi) -         xfxfnnNxnn n:,,,0 000  bo„lsa. 

Belgilanishi:      0Exxfxfn   

  xfn  funksional ketma-ketlik 0E  da  xf  ga tekis yaqinlashadi - 

        xfxfExnnNnn n:,,,0 0000 bo„lsa. 

Belgilanishi:      0Exxfxfn 
  

 

Koshi teoremasi -   xfn  funksional ketma-ketlik E  to`plamda limit 

funksiyaga ega bo`lishi va unga tekis yaqinlashishi uchun 0  son olinganda 

ham shunday   Nnn  00  topilib, Npnn  ,0  va Ex  da 

     xfxf npn , 

ya`ni 

  NpnnNnn  ,,, 0000   va Ex  da 

     xfxf npn  

bo`lishi zarur va yetarli. 

Notekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlik - Agar  

      00 0    xfxfExknNk n:,,,   

bo`lsa,   xfn  funksional ketma-ketlik E  to`plamda  xf  funksiyaga notekis 

yaqinlashadi deyiladi. 

Limit funksiyaning uzluksizligi - Agar   xfn  funksional ketma-

ketlikning har bir    ,...,, 321nxfn  hadi E  to`plamda uzluksiz bo`lib, 

     Exxfxfn 
  

bo`lsa, limit funksiya  xf  shu E  to`plamda uzluksiz bo`ladi. 
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KEYS BANKI 

 

 1-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu 

  












 x

n
xnxfn

1
 

funksional ketma-ketlikni   ,0E  da tekis yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

2-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Aytaylik,  xf  funksiya  ba, da uzluksiz 

 xf   hosilaga ega bo`lib,  

   
















 xf

n
xfnxfn

1
 

bo`lsin. Bu funksional ketma-ketlikning    baba ii ,,   da  xf   ga tekis 

yaqinlashishi isbotlansin  

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:  

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha 

va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);  

 to`plangan ma‟lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual).  

TEST 
 

Test topshirig`i 
To‟g`ri  

javob 
Muqobil javob 

Muqobil 

javob 

1 sin
( )n

nx
f x

n
  funksional ketma-

ketlik uchun n da limit 

funksiyani toping. 

 

( ) 0f x   

 

3x  

 

( ) 2f x   

2   ning qanday qiymatlarida 

1

1

1
( 1)n

n n






  sonli qator absolyut 

yaqinlashuvchi bo‟ladi? 

 

 

1   

 

 

1   

 

 

1   

3   ning qanday qiymatlarida 

1

1

1
( 1)

2

n

n n






  sonli qator absolyut 

yaqinlashuvchi bo‟ladi? 

 

 

1   

 

 

2   

 

 

1   

4 
Qanday   da 

1

1

n n





  sonli qator 

uzoqlashuvchi? 

 

1   

 

2   

 

1   

5 
Qanday   da 

1

1

4n n





  sonli qator 

uzoqlashuvchi? 

 

1   

 

4   

 

1   
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6 Ko‟rsatilgan qatorlardan qaysi biri 

absolyut yaqinlashuvchi? 

 

2
1

1
( 1)n

n n





  
1

( 1)n

n





  
1

sin
n

n




  

7 Ko‟rsatilgan qatorlardan qaysi biri 

absolyut yaqinlashuvchi? 2
1

1
( 1)

25

n

n n





  3

1

( 1) n

n





  
1

sin
n

n




  

8 sin
( )n

nx
f x

n
  funksional ketma-

ketlik uchun n da limit 

funksiyani toping. 

 

( ) 0f x   

 
3x  

 

( ) 2f x   

9 sin 2
( )

2
n

nx
f x

n
  funksional ketma-

ketlik uchun n da limit 

funksiyani toping. 

 

( ) 0f x   

 
2x  

 

( ) 2f x   

10 ( ) ,n

nf x x n N 
 funksional 

ketma-ketlik 1x   nuqtada qanday 

songa intiladi? 

 

1 

 

4 

 

  

 
 

Test topshirig`i 
To‟g`ri  

javob 
Muqobil javob 

Muqobil 

javob 

1 ( ) ,n

nf x x n N 
 funksional 

ketma-ketlik 1/ 2x   nuqtada 

qanday songa intiladi? 

 

0 

 

1 

 

  

2 Ko‟rsatilgan funksional ketma-

ketliklardan qaysilari tekis 

yaqinlashadi? 

2

sin
( ) ,n

nx
f x n N

n
   ( ) sin ,nf x nx n N   2

( ) ,
sin

n

n
f x n N

nx
 

 

3 Ko‟rsatilgan funksional ketma-

ketliklardan qaysilari tekis 

yaqinlashadi? 

2

2sin
( ) ,n

nx
f x n N

n
   ( ) sin3 ,nf x nx n N   2

( ) ,
sin

n

n
f x n N

nx
 

 

4 
2

1
( )nf x

x n



 , 

lim ( ) ( )n
n

f x f x


  bo‟lsa 

( ) ?f x   

 

( ) 0f x   

 

limit funksya 

yo‟q 

 

( ) 1f x   

5 
2 2

1
( )nf x

x n



 , 

lim ( ) ( )n
n

f x f x


  bo‟lsa 

( ) ?f x   

 

( ) 0f x   

 

limit funksya 

cheksiz ko‟p 

 

( ) 1f x   

6 ( ) ,n

nf x x n N   funksional 

ketma-ketlikning yaqinlashish 

sohasini toping. 

( 1,1]  ( 2,3]  ( , )   

7 {fn(x) } funktsional ketma-ketlik 

n   da X to`plamda f (x) 

funksiyaga tekis yaqinlashadi, 

agar
 

 
lim | ( ) ( ) | 0n
n x X

Sup f x f x
 

 

 

 
lim | ( ) ( ) | 0n
nx X

Sup f x f x


 

 

0

0

0 ( )

| ( ) ( ) |n

n

n n

f x f x
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7-Mavzu. Funksional qatorlar va ularning tekis yaqinlashuvchanligi 

  7-Ma‟ruza. 

REJA: 

1
0
. Funksional qator va uning yig„indisi. 

2
0
. Funksional qatorning tekis yaqinlashuvchiligi. 

3
0
. Veyershtrass alomati. 

4
0
. Dirixle alomati. 

5
0
. Abel‟ alomati. 

 

Tayanch so`z va iboralar: Funksional qator, nuqtada yaqinlashuvchi 

(uzoqlashuvchi) funksional qator, absolyut yaqinlashuvchi funksional qator, 

funksional qator yig`indisi, tekis yaqinlashuvchi funksional qator, zaruriy va 

yetarli shart, Koshi teoremasi. Veyershtrass, Dirixle, Abel’ alomatlari. 

 

1
0
. Funksional qator va uning yig`indisi. Faraz qilaylik, RE   to`plamda 

aniqlangan  

       ,,,, xuxuxu n21  

funksional ketma-ketlik berilgan bo`lsin. Bu ketma-ketlik hadlari yordamida 

tuzilgan quyidagi 

        xuxuxu n21  

ifoda funksional qator deyiladi va  


1n
n xu  kabi belgilanadi: 

                            




xuxuxuxu n
n

n 21
1

 .                 (1) 

Bunda E  funksional qatorning aniqlanish to`plami deyiladi. Masalan, 

1)   







12

1

1 1 n

n

n xxxx , 

2)  




nxxxx

n

nx neeeene 32

1

32  

funksional qatorlar bo`lib, ularning aniqlanish to`plami   ,E  bo`ladi. (1) 

funksional qator hadlaridan ushbu  
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xuxuxuxS

xuxuxS

xuxS

nn 





21

212

11

,

,

 (2) 

yig`indilarni tuzamiz. Ular (1) funksional qatorning qismiy yig`indilari deyiladi. 

Demak, (1) funksional qator berilgan holda har doim bu qatorning (2) qismiy 

yig`indilaridan iborat   :xSn  

       ,,,, xSxSxS n21  

funksional ketma-ketlik hosil bo`ladi. Ravshanki, Exx  0  nuqtada   0xSn  

sonlar ketma-ketligi bo`ladi. 

1-ta`rif. [4, Definition 1, p.372] Agar   0xSn  yaqinlashuvchi 

(uzoqlashuvchi) bo`lsa,   


1n
n xu  funksional qator 0xx   nuqtada yaqinlashuvchi 

(uzoqlashuvchi) deyiladi, 0x  nuqta funksional qatorning yaqinlashish 

(uzoqlashish) nuqtasi deyiladi. 

2-ta`rif.  


1n
n xu  funksional qatorning barcha yaqinlashish nuqtalaridan 

iborat EE 0  to`plam,  


1n
n xu  funksional qatorning yaqinlashish to`plami 

deyiladi. Bu holda   


1n

n xu  funksional qator 0E  to`plamda yaqinlashuvchi ham 

deb yuritiladi. 

Agar 0E  to`plamda ushbu  

       





1

21
n

nn xuxuxuxu   

qator yaqinlashuvchi bo`lsa,  


1n
n xu  funksional qator 0E  da absolyut 

yaqinlashuvchi deyiladi. 

3-ta`rif. [4, Definition 3, p.372]  


1n
n xu  funksional qatorning qismiy 

yig`indilaridan iborat   xSn  ketma-ketlikning limit funksiyasi  xS : 

     0ExxSxSn   
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1n
n xu  funksional qator yig`indisi deyiladi. 

      0
1

ExxSxu
n

n 




 kabi yoziladi. 

1-misol. Ushbu  

  







12

1

1 1 n

n

n xxxx  

funksional qatorning yaqinlashish to`plami va yig`indisi topilsin. 

◄ Berilgan funksional qatorning aniqlanish to`plami RE   bo`ladi. 

Qatorning qismiy yig`indisini topamiz: 

  2 1

1
, agar 1

1 1

, agar 1.

n

n

n

x
õ

S x x x x x

n õ






      
 

 

Ravshanki, n  da  xSn  ning limiti x  ga bog`liq bo`ladi: 

а)  11,x  da  

 
xx

x

x
xS

n

n
n

n 


















 1

1

11

1
limlim ; 

б)   ,1x  da  

  


xSn
n
lim ; 

в)  1 ,x  da  xSn
n 
lim  mavjud emas. 

Demak, berilgan funksional qatorning yaqinlashish to`plami  110 ,E  

bo`lib, yig`indisi  

 
x

xS



1

1
 

bo`ladi. ► 

2-misol. Ushbu  




 1
21n

n

n

x

x
 

funksional qatorning yaqinlashish to`plami topilsin. 

◄ Sonli qatorlar nazariyasidagi Dalamber alomatidan foydalanib topamiz: 
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22

2

222

1
1

1

1
lim

1
:

1
limlim









 







n

n

nn

n

n

n

n
n

n

n x

xx

x

x

x

x

xu

xu
; 

 a)  11,x  da  

 
x

x

xx
n

n

n





 22

2

1

1
lim . 

Bu holda berilgan funksional qator  11,  da yaqinlashuvchi bo`ladi. 

 b)     ,, 11x  da  

x

nx

xnx

nnx

nxx

n

1

1
22

1

1

12

1

lim
221

21

lim 

















 


 

bo`lib, funksional qator     ,, 11x  da yaqinlashuvchi bo`ladi.  

 v) 1x  da berilgan funksional qator mos ravishda ushbu  

 











11 2

1

2

1

n

n

n

,  

sonli qatorga aylanadi va ular uzoqlashuvchi bo`ladi. 

Shunday qilib, qaralayotan funksional qatorning yaqinlashish to`plami  

        ,,,,\ 1111110 RE  

bo`ladi. ► 

 

2
0
. Funksional qatorning tekis yaqinlashuvchiligi. Aytaylik,  

         




xuxuxuxu n
n

n 21
1

 

funksional qator 0E  to`plamda yaqinlashuvchi (ya`ni qatorning yaqinlashish 

to`plami 0E ) bo`lib, yig`indisi  xS  bo`lsin: 

     0ExxSxSn                           (3) 

bunda,        xuxuxuxS nn  21 . (3) munosabat  

        xSxSnnNxnnEx n:,,,, 00000  

bo`lishini anglatadi. 

4-ta`rif. Agar 0E  to`plamda  

     0
,

n
S x S x x E
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ya`ni  

        xSxSExnnNnn n:,,,0 0000  

bo`lsa,  


1n
n xu  funksional qator 0E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi deyiladi. 

Agar  

     xSxSxr nn   , 

deyilsa, funksional qatorning 0E  to`plamda tekis yaqinlashuvchiligini quyidagicha  

   00 Exxrn 
 , 

ya`ni  

      xrExnnNnn n:,,0 0000  

ko`rinishda ta`riflash mumkin bo`ladi. 

Shunday qilib 

         




xuxuxuxu n
n

n 21
1

 

funksional qator, uning qismiy yig`indisi  

       xuxuxuxS nn  21  

va yig`indisi  xS  uchun 

     0ExxSxSn   

bo`lsa, funksional qator 
0E  da yaqinlashuvchi, 

     0ExxSxSn 
  

bo`lsa, funksional qator 0E  da tekis yaqinlashuvchi bo`ladi. 

1-teorema.  


1n
n xu  funksional qator 0E  da qator yig`indisi  xS  

funksiyaga tekis yaqinlashishi uchun  

    0suplim
0




xSxSn
Exn

, 

ya`ni  

  0suplim
0




xrn
Exn

 

bo`lishi zarur va yetarli. 

◄ Bu teoremaning isboti ravshan, (qaralsin 65-ma`ruza,1-teorema.) ► 

3-misol. Ushbu 

  



 1 1

1

n nxnx
 

funksional qatorning  ,0  da tekis yaqinlashuvchi bo`lishi isbotlansin. 



MATEMATIK ANALIZ II-KURS  

 

 86 

NamDU           MATEMATIKA KAFEDRASI                XAKIMOV R. 

◄ Berilgan funksional qatorning qismiy yig`indisini hisoblab, so`ng 

yig`indisini topamiz: 

 
        

,
1

1

1

1

1

11

3

1

2

1

2

1

1

1

1

1

32

1

21

1





























































nxx

nxnxxxxx

nxnxxxxx
xSn





  

  .
1

1

1

1

1

1
limlim


















 xnxx
xS

n
n

n
 

Demak, 

 
1

1




x
xS  . 

Unda 

   
1

1

1

1

1

1

1

1













nxxnxx
xSxSn  

bo`lib,  

 
   

1

1
sup

,0 


 n
xSxSn

x

 

bo`ladi. Keyingi tenglikdan  

 
    0suplim

,0




xSxSn
xn

 

bo`lishi kelib chiqadi. 1-teoremaga ko`ra berilgan funksional qator  ,0  da 

tekis yaqinlashuvchi. ► 

Eslatma. Agar  

    0suplim
0




xSxSn
Exn

 

bo`lsa,  


1n
n xu  funksional qator  0E  da tekis yaqinlashuvchi bo`lisht shart emas: 

Masalan, 

  







12

1

1 1 n

n

n xxxx  

funksional qatorning  11,  da yaqinlashuvchi, yig`indisi 

 
x

xS



1

1
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bo`lishini ko`rgan edik. Bu funksional qator uchun  

    



 x

x
xSxS

n

xn
n

xn 1
suplimsuplim

1111

 

bo`ladi. Demak, funksional qator  11,  da tekis yaqinlashuvchi emas. 

Faraz qilaylik, 

         




xuxuxuxu n
n

n 21
1

 

funksional qator RE   to`plamda berilgan bo`lsin. 

2-teorema (Koshi). [4, Theorem 1, p.373]   


1n
n xu  funksional qator E  

to`plamda tekis yaqinlashuvchi bo`lishi uchun  

  ExNpnnNnn  ,,,,0 000   da 

            xuxuxuxSxS pnnnnpn 21  

bo`lishi zarur va yetarli. 

Bu teoremaning isboti [3] dagi 65-ma`ruzadagi 2-teoremadan kelib chiqadi. 

3
0
. Veyershtrass alomati. 

 Teorema (Veyershtrass alomati). [4, Corollary 2, p.375] Aytaylik, E  

to`plamda  

         




xuxuxuxu n
n

n 21
1

                           (1) 

funksional qator berilgan bo`lib, 

1) ExNn  ,  da   nn Cxu   , 

2)  



n

n
n CCCC 21

1

 sonli qator yaqinlashuvchi bo`lsin. U 

holda (1) funksional qator E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi bo`ladi. 

◄ 1) – shartga ko`ra Npnn  ,0  va Ex  uchun 

           

pnn

npnnnpnnn

cc

cxuxuxuxuxuxu













2

12121
 

bo`lib, 2) – shartda, ya`ni 


1n
nc  qatorning yaqinlashuvchiligidan Koshi 

teoremasiga binoan 

  NpnnNnn  ,,,0 000   da 
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  pnnn ccc 21  

bo`ladi. Demak,  

        xuxuxu pnnn 21 .   

Avvalgi mavzudagi 2-teoremaga ko`ra  


1n
n xu  funksional qator E  

to`plamda tekis yaqinlashuvchi bo`ladi.► 

1-misol. Ushbu  




 




 1 2121

sin

n nxn

xx
 

funksional qator tekis yaqinlashishga tekshirilsin. 

◄ Berilgan qatorning aniqlanish to`plami   ,E  bo`lib, uning 

umumiy hadi  

 
 

 ,3,2,1
11

sin

22



 n

nxn

xx
xun  

bo`ladi. Ravshanki, 

 
   2222 1111

sin

nxn

x

nxn

xx
xun





 . 

Endi   ,x  uchun 

nnx

x

2

1

1 2



 

bo`lishini e`tiborga olib topamiz: 

    23222 2

1

12

1

11
/nnnnxn

x






. 

Demak, berilgan funksional qatorning hadlari uchun 

 
232

1
/n

xun   

bo`ladi. Ma`lumki, 


1
23

1

n n /
 qator yaqinlashuvchi. Binobarin, Veyershtrass 

alomatiga ko`ra berilgan funksional qator   ,  da tekis yaqinlashuvchi 

bo`ladi. ► 

 

4
0
. Dirixle alomati. 

Funksional qatorlarning tekis yaqinlashishini ifodalovchi keyingi 

alomatlarini isbotsiz keltiramiz. 
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Teorema (Dirixle alomati). [4, Proposition 3, p.377] Aytaylik, RE   

to`plamda aniqlangan  xun  va    ,,321nxvn  funksiyalar quyidagi 

shartlarni bajarsin: 

1) Ex  da   xun  ketma-ketlik monoton; 

2)   xun  funksional ketma-ketlik E  da 0 ga tekis yaqinlashuvchi: 

   Exxun 
 0 ; 

3) shunday RC   mavjudki, ExNn  ,  da  

        Cxvxvxvxv
n

k
kn  

1
21  . 

U holda 

   





1n

nn xvxu  

funksional qator E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi bo`ladi. 

2-misol. Ushbu  




 



1

sinsin

n xn

nxx
 

funksional qator   ,0E  da tekis yaqinlashuvchiligi isbotlansin. 

◄ Aytaylik,  

    nxxxv
xn

xu nn sinsin,
1




  

bo`lsin. Bu funksiyalar uchun Dirixle alomatidagi uchta shart bajariladi. 

Haqiqatdan ham, 

1) Ex  da  
xn

xun



1

 uchun 

    
0

11

1

1

1

1

11

















xnxnxnxn

xnxn

xnxn

xnxn
 

bo`lganligidan uning kamayuvchiligi kelib chiqadi; 

 

2) Ravshanki, 

  


 n
nxn

xun ,
11

 da 0
1


n

. 
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Demak, 

   Exxun 


 0 ; 

3) bu holda  

  2
2

1
sin

2
sin

2
cos2sinsin

11




 


x
nnxx

kxxxv
n

k

n

k
k  

bo`ladi. 

Dirixle alomatiga ko`ra berilgan funksional qator   ,0E  da tekis 

yaqinlashuvchi.► 

5
0
. Abel’ alomati. 

Teorema (Abel‟ alomati). Aytaylik, RE   to`plamda aniqlangan  xun  va 

   ,,321nxvn  funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin: 

1) Ex  da   xun  ketma-ketlik monoton; 

2) shunday RC   topiladiki, ExEn  ,  da  

  Cxun  ; 

3)  


1n
n xv  funksional qator E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi. U holda  

   





1n

nn xvxu  

funksional qator E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi bo`ladi.  

3-misol. Ushbu  

 








1

1
1

n

n
n

x
n

 

funksional qatorning  10 ,E  da tekis yaqinlashuvchi ekanligi isbotlansin. 

◄ Aytaylik, 

   
 

  10
1

1

,, 






x
n

xvxxu

n

n
n

n  

bo`lsin. Bu funksiyalar uchun Abel‟ alomatidagi uchta shart bajariladi (bu 

ravshan). Unda Abel‟ alomatiga ko`ra berilgan funksional qator  10 ,  da tekis 

yaqinlashuvchi bo`ladi.► 

 

7-Amaliy mashg`ulot 

Mashq. 1. Agar  

   Exxu
n

n 


1
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funksional qator E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi bo`lsa,   xun  funksional 

ketma-ketlikni E  to`plamda 0 ga tekis yaqinlashishi isbotlansin. 

2. Ushbu 
 

 Rxnx
xnn

n












1
2

1

arctg
1

 funksional qator R  da tekis 

yaqinlashuvchi ekanligi isbotlansin. 

Mashqlar. Berilgan to„plamlarda qatorning tekis yaqinlashishini 

Veyershtrass alomatiga ko„ra ko„rsating. 

 

1   





1̀

32
.;

2

n

x
nx

x
arctg  2   





 
1

2 0;
n

nx xex  

3   














1̀
2

2

.3;
ln

1ln
n

x
nn

x
 4   






1̀

.;
sin

n

x
nn

nx
 

5   





1̀

2
.;

cos

n

x
n

nx
 6   






1̀

3 44
.;

sin

n

x
xn

nx
 

7   





1̀

.2;
!n

n

x
n

x
 8    





 
1̀

2

.2
2

1
;

!n

nn xxx
n

n
 

9   





1̀

25
.;

1n

x
xn

nx
 10  






1̀

24
.0;

1n

x
xn

x
 

11  
 











1

.2;
2

1

n
n

n

x
x

 12  





1̀

22
.;

1

n

x
nx

 

13  
 













1
3

1

.0;
1

n

n

x
nx

 14  
 











1
3

1

.10;
1

n

nn

x
n

x
 

15  
 











1

21

.11;
1

n

nn

x
n

x
 16  

   





1

.0;
1212

1

n

x
nxnx

 

17  





1

22
.;

21
sin

n

x
nx

x
arctg

n
 18  

















1
23

2

.;
2

1ln
n

x
xn

nx
 

19  
 

 









1

.31;
313

1

n
n

n

x
n

x
 20  

 








1

.2,
1ln

n
n

x
x

nxn
 

21  
 

.20;
1ln

1ln
1
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x
nn

x

n  
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NAZORAT SAVOLLARI 

1. Yaqinlashuvchi funksional qatorning ta‟rifini ayting. 

2. Absolyut yaqinlashuvchi funksional qatorning ta‟rifini ayting. 

3. Funksional qator yig`indisi nima? 

4. Tekis yaqinlashuvchi funksional qatorning ta‟rifini ayting. 

5. Funksional qator tekis yaqilashishining zarur va yetarli sharti qanday? 

6. Koshi teoremasini ayting. 

7. Veyershtrass alomatini ayting. 

8. Dirixle alomatini ayting. 

9. Abel‟ alomatini ayting. 

 

GLOSSARIY 

 


1n
n xu  funksional qator 0xx   nuqtada yaqinlashuvchi 

(uzoqlashuvchi) deyiladi - Agar   0xSn  yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo„lsa. 

 


1n
n xu  funksional qatorning yaqinlashish to„plami -  



1n
n xu  funksional 

qatorning barcha yaqinlashish nuqtalaridan iborat EE 0  to„plam.  

 


1n
n xu  funksional qator 0E  da absolyut yaqinlashuvchi deyiladi - Agar 

0E  to„plamda ushbu  

       





1

21
n

nn xuxuxuxu   

qator yaqinlashuvchi bo„lsa. 

 


1n
n xu  funksional qatorning qismiy yig„indilaridan iborat   xSn  ketma-

ketlikning limit funksiyasi  xS : 

     0ExxSxSn   

 


1n
n xu  funksional qator yig„indisi deyiladi. 
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Veyershtrass alomati - Aytaylik, E  to`plamda  

         




xuxuxuxu n
n

n 21
1

                           (1) 

funksional qator berilgan bo`lib, 

 1) ExNn  ,  da   nn Cxu   , 

 2)  



n

n
n CCCC 21

1

 sonli qator yaqinlashuvchi bo`lsin. U 

holda (1) funksional qator E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi bo`ladi. 

Dirixle alomati - Aytaylik, RE   to`plamda aniqlangan  xun  va 

   ,,321nxvn  funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin: 

1) Ex  da   xun  ketma-ketlik monoton; 

2)   xun  funksional ketma-ketlik E  da 0 ga tekis yaqinlashuvchi: 

   Exxun 
 0 ; 

3) shunday RC   mavjudki, ExNn  ,  da  

        Cxvxvxvxv
n

k
kn  

1
21  . 

U holda 

   





1n

nn xvxu  

funksional qator E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi bo`ladi. 

Abel‟ alomati - Aytaylik, RE   to`plamda aniqlangan  xun  va 

   ,,321nxvn  funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin: 

1) Ex  da   xun  ketma-ketlik monoton; 

2) shunday RC   topiladiki, ExEn  ,  da  

  Cxun  ; 

3)  


1n
n xv  funksional qator E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi. U holda  

   





1n

nn xvxu  

funksional qator E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi bo`ladi.  
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1

1
1

n

n
n

x
n

 

funksional qatorning  10 ,E  da tekis yaqinlashuvchi ekanligi isbotlansin. 

2-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu 
 

 Rxnx
xnn

n












1
2

1

arctg
1

 

funksional qator R  da tekis yaqinlashuvchi ekanligi isbotlansin. 

 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:  

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha 

va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);  

 to`plangan ma‟lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual).  

 TEST 

 
 

Test topshirig`i 
To‟g`ri  

javob 
Muqobil javob 

Muqobil 

javob 

1 
1

1

n

n

x






  funksional qatorning 

yaqinlashish sohasini toping. 

 
( 1,1)  

 
( 2,3]  

 
( , )   

2 

1
n

n

n

x





  funksional qatorning 

yaqinlashish sohasini toping. 

1x   da absolyut 

yaqinlashuvchi 

1x   da absolyut 

yaqinlashuvchi 

 

uzoqlashuvc

hi 

3 

1

nx

n

ne






  funksional qatorning 

yaqinlashish sohasini toping. 

0x   da 

absolyut 

yaqinlashuvchi 

1x   da absolyut 

yaqinlashuvchi 

1/ 2x   da 

absolyut 

yaqinlashuv

chi 

4 
2

1
( )nf x

x n



 , lim ( ) ( )n

n
f x f x


  

bo‟lsa ( ) ?f x   

( ) 0f x   limit funksya 

yo‟q 

( ) 1f x   

5 ( ) ,n

nf x x n N   funksional 

ketma-ketlikning yaqinlashish 

sohasini toping. 

( 1,1]  ( 2,3]  ( , )   

6 Qaysi tasdiqlar to`g`ri? 

1. x );(   da Sin 0




n

х
.                               

2. x );(   da 0




n

Sinх
.
 

 

2 

 

1 

 

Ikkalasi 

noto`g`ri 

7 Qanday shartlar bajarilganda 




1

)(
k

k xu   qator X to`plamda tekis 

yaqinlashadi?  

 

 

1,3 

 

 

1,2 

 

 

2,3 
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1. 0  :0n   

0nn   Хх 


nk

k xu )( . 

2. Xx  0  :0n   

0nn   


nk

k xu )( . 

3. 0  :0n  
0nn   

0nm   Хх 


m

nk

k xu )(  

 

 
 

Test topshirig`i 
To‟g`ri  

javob 
Muqobil javob 

Muqobil 

javob 

1 

2
1

n

n

x

n





  funksional qatorni 

1 1x    da yaqinlashishga 

tekshiring.. 

 

tekis 

yaqinlashuvchi 

 

notekis 

yaqinlashuvchi 

 

uzoqlashuvchi 

2 

1 (( 1) 1)( 1)n

x

n x nx



   
  funksional 

qatorni 0 x    da 

yaqinlashishga tekshiring. 

 

notekis 

yaqinlashuvchi  

 

uzoqlashuvchi 
 

tekis 

yaqinlashuvch

i 

3 

1

sin

n

nx

n





  funksional qatorni 

2x      da tekis 

yaqinlashishga tekshiring. 

 

tekis 

yaqinlashuvchi 

 

notekis 

yaqinlashuvchi 

 

uzoqlashuvchi 

4 

1

( 1)n

n x n








  funksional qatorni 

0 x    da tekis 

yaqinlashishga tekshiring. 

 

tekis 

yaqinlashuvchi 

 

notekis 

yaqinlashuvchi 

 

uzoqlashuvchi 

5 

1

1
2 sin

3

n

n
n x





  funksional qatorni 

0 x    da tekis 

yaqinlashishga tekshiring. 

 

notekis 

yaqinlashuvchi 

 

tekis 

yaqinlashuvchi 

 

uzoqlashuvchi 
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8-Mavzu. Tekis yaqinlashuvchi funksional qatorlarning xossalari 

8-Ma‟ruza. 

REJA: 

 

1
0
. Funksional qator yig„indisining uzluksizligi. 

2
0
. Funksional qatorlarni hadlab integrallash. 

3
0
. Funksional qatorlarni hadlab differensiallash.  

 

Tayanch so`z va iboralar: Funksional qator yig‘indisining uzluksizligi, 

funksional qatorlarni hadlab integrallash, funksional qatorlarni hadlab 

differensiallash.  

 

1
0
. Funksional qator yig`indisining uzluksizligi. Faraz qilaylik, RE   

to`plamda 

                              




xuxuxuxu n
n

n 21
1

                     (1) 

funksional qator berilgan bo`lib, uning yig`indisi  xS  bo`lsin. 

1-teorema. Aytaylik, (1) qator ushbu shartlarni bajarsin: 

1) qatorning har bir    ,3,2,1nxun  hadi E  to`plamda uzluksiz,  

2)  


1n
n xu  qator E  da tekis yaqinlashuvchi. U holda funksional qatorning 

yig`indisi  xS  funksiya E  to`plamda uzluksiz bo`ladi.  

◄ Aytaylik, Ex 0 ,  

       xuxuxuxS nn  21  

bo`lsin. Teoremaning 2) – shartiga ko`ra 

     ExxSxSn 


  

bo`ladi. Ta`rifga binoan  

  0000 nnNnn  ,,   va Ex  da 

   
3


 xSxSn                                    (2) 

jumladan 

   
3

00


 xSxSn                                  (3) 

tengsizliklar bajariladi. 

Ravshanki, (2) va (3) tengsizliklar n  ning 0n  dan katta biror tayin 1n  

qiymatida ham o`rinli bo`ladi: 

   
31


 xSxSn ,                                  ( 2 ) 
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3

001


 xSxSn .                                (3 ) 

Teoremaning 1) shartidan va chekli sondagi uzluksiz funksiyalar yig`indisi yana 

uzluksiz bo`lishidan 

       xuxuxuxS nn 11 21    

funksiyaning E  to`plamda uzluksiz ekanligi kelib chiqadi. Demak,  xSn1
 

funksiya 0xx   da uzluksiz. Unda, ta`rifga binoan 

    000 xx,,  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha Ex  

da  

   
3

011


 xSxS nn                                (4) 

bo`ladi. 

Yuqoridagi (2 ), (3 ) va (4) tengsizliklardan foydalanib topamiz:  

                      

        .





333
000

0000

111

11111

xSxSxSxS

xSxSxSxSxSxSxSxSxSxS

nnn

nnnnn

 

Bu esa  xS  funksiyaning 0x  nuqtada uzluksiz bo`lishini bildiradi. 

Modomiyki, 0x  nuqta E  to`plamning ixtiyoriy nuqtasi ekan,  xS  funksiya E  

to`plamda uzluksiz bo`ladi.►    

Yuqorida keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda uning tasdig`ini 

quyidagicha 

   


 














11 00

limlim
n

n
xxn

n
xx

xuxu  

ifodalash mumkin.  

 

2
0
. Funksional qatorlarni hadlab integrallash. Faraz qilaylik,  ba ,  

segmentda 

                           




xuxuxuxu n
n

n 21
1

                    (5) 

funksional qator berilgan bo`lsin. 

2-teorema. [4, Corollary 4, p.387] Aytaylik, (5) qator quyidagi shartlarni 

bajarsin: 

1) qatorning har bir    ,,, 321nxun  hadi  ba ,  segmentda uzluksiz, 

2)  


1n
n xu  qator  ba ,  segmentda tekis yaqinlashuvchi, 

3)    xSxu
n

n 


1

. 
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U holda  

       




x

a

x

an

x

a

n dttudttudttu 21
1

 

qator  ba ,  da yaqinlashuvchi va  

      baxdttSdttu
x

an

x

a

n , 


1

 

bo`ladi. 

◄ Berilgan funksional qatorning qismiy yig`indisi 

       xuxuxuxS nn  21  

ni olamiz. Unda teoremaning 2) – va 3) – shartlariga ko`ra 

      baxxSxSn ,


  

bo`ladi. Tekis yaqinlashish ta`rifiga binoan  

  0000 nnNnn  ,,   va  bat ,  da  

   
ab

tStSn





 

tengsizlik bajariladi. 

  Teoremaning 1) – shartidan hamda yuqorida isbot etilgan 1-teoremadan 

foydalanib 

      
x

a

x

a

n dttSndttu ,,,, 321  

integrallarning mavjudligini topamiz. 

Ushbu 

          




x

a

n

x

a

x

an

x

a

n dttudttudttudttu 21
1

 

funksional qatorni qaraymiz. Bu qatorning qismiy yig`indisi  

      baxdttux
n

k

x

a

kn ,
1

  

bo`lsin. Ravshanki,  

     











x

a

n

k
k

n

k

x

a

k dttudttu
11

. 

Demak, 

   
x

a

nn dttSx . 

Endi 

 


1n

x

a

n dttu  

funksional qatorning  ba ,  da tekis yaqinlashuvchiligini ko`rsatamiz. Quyidagi  
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x

a

n dttSx  

ayirma uchun 

                






x

a

x

a

n

x

a

x

a

n

x

a

n ax
ab

dt
ab

dttStSdttSdttSdttSx 




 

bo`ladi. Demak,  

      baxdttSx
x

a

n ,


 . 

Bu esa 

 


1n

x

a

n dttu  

funksional qatorni  ba ,  da tekis yaqinlashuvchiligi va  

     




x

an

x

a

n dttSdttu
1

 

bo`lishini bildiradi.► 

Keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda teoremaning tasdig`ini 

quyidagicha 

     

















x

a k
k

k

x

a

k dttudttu
11

 

ifodalash mumkin. 

 

3
0
. Funksional qatorlarni hadlab differensiallash. Faraz qilaylik,  ba ,  

segmentda 

                           




xuxuxuxu n
n

n 21
1

                  (6) 

funksional qator berilgan bo`lsin. 

3-teorema. [4, Corollary 5, p.389] Aytaylik, (6) funksional qator quyidagi 

shartlarni bajarsin: 

1) qatorning har bir    ,,, 321nxun  hadi  ba ,  segmentda uzluksiz 

   ,,, 321


nxun  hosilaga ega, 

2) Ushbu  

         
















xuxuxuxu n
n

n 21
1

 

funksional qator  ba ,  da tekis yaqinlashuvchi, 

3)  bax ,0  nuqta mavjudki, 
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00201

1

xuxuxuxu n
n

n  

qator yaqinlashuvchi. U holda  

a)   


1n
n xu  funksional qator  ba ,  da tekis yaqinlashuvchi, 

b) bu qatorning yig`indisi  

   





1n

n xuxS  

 ba ,  da uzluksiz  xS   hosilaga ega, 

v)    







1n
n xuxS  

bo`ladi. 

◄ Ushbu   






1n
n xu  

qatorning yig`indisini  x  bilan belgilaylik: 

   







1n
n xux .                                 (7) 

Bu qator tekis yaqinlashuvchi va har bir hadi  ba ,  da uzluksiz. Yuqorida 

keltirilgan 2 – teoremaga ko`ra (7) ni hadlab integrallash mumkin: 

    







1
00

n

x

x

n

x

x

dxxudxx , 

bunda    baxbax ,,, 0 . Ayni paytda, 

  






1
0

n

x

x

n xu  funksional qator  ba ,  da tekis yaqinlashuvchi. 

Ravshanki, 

     0

0

xuxudxxu nn

x

x

n 


 . 

Demak,     





1

0
n

nn xuxu  qator  ba ,  tekis yaqinlashuvchi. 

Shartga ko`ra  

 


1
0

n
n xu  

qator yaqinlashuvchi (uni  ba ,  da tekis yaqinlashuvchi deb qarash mumkin). 

Shunday qilib 

    





1

0
n

nn xuxu  ,  


1
0

n
n xu  
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qatorlar  ba ,  da tekis yaqinlashuvchi bo`ladi. Bundan esa bu qatorlarning 

yig`indisi bo`lgan 

 


1n
n xu  

funksional qatorning  ba ,  da tekis yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi. Shuni 

e`tiborga olib topamiz: 

              0
1

0
11

0

0

xSxSxuxuxuxudxx
n

n
n

n
n

nn

x

x

 












 . 

 x  funksiya, har bir hadi uzluksiz, o`zi tekis yaqinlashuvchi 

 






1n
n xu  

qatorning yig`indisi bo`lgani uchun 1-teoremaga ko`ra,  ba ,  da uzluksiz bo`ladi. 

Unda keyingi tenglikdan 

        xSxSxSx 


 0  

bo`lishi kelib chiqadi. 

Demak,  

 


1n
n xu  

qator yig`indisi uzluksiz  xS  hosilaga ega va  

   





1n

n xuxS  

bo`ladi.► 

Bu keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda uning tasdiqini 

quyidagicha yozish mumkin: 

   


























11 n
n

n
n xu

dx

d
xu

dx

d
. 

1-misol. Ushbu  

  
 

 








x
xnn

xnn

n

0
1

1
ln

1

 

funksional qatorning yig`indisi topilsin. 

◄ Ma`lumki, 

  



 1 1

1

n xnxn
 

funksional qator  ,0  da tekis yaqinlashuvchi bo`lib, uning yig`indisi  

 
x

xS



1

1
 

ga teng (qaralsin, 66-ma`ruza): 
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 1 1

1

1

1

n xnxnx
 . 

Ravshanki, bu qatorning har bir hadi  ,0  da uzluksiz. Demak, uni 2 – 

teoremaga ko`ra hadlab integrallash mumkin: 

  



 


 1 00 11 n

xx

tntn

dt

t

dt
. 

Aniq integrallarni hisoblaymiz: 

   xt
t

dt x
x




 1ln1ln
1 0

0

, 

  0 0

1 1 1

1 1

x x

dt dt
n t n t n t n t

 
   

      
   

   
  
 0 0

1
ln ln 1 ln .

1

x x n n x
n t n t

n n x

 
     

 
 

Demak, 
  
 

 x
xnn

xnn

n










1ln
1

1
ln

1

.► 

 

8-Amaliy mashg`ulot 

 Mashqlar.  

 1. Ushbu  

 11
1






xnx
n

n
 

funksional qatorning yig`indisi topilsin. 

2. Ushbu  

   Rx
xn

xS
n







1
22

1
 

funksiya funksional qatorni hadlab differensiallash bilan topilsin. 

 

Berilgan to„plamlarda qatorni tekis yaqinlashishga tekshiring. 

1   
    






1

.10  ;
1...211n

x
nxxx

nx
 2   

    





1

.1;
1...211n

x
nxxx

nx
 

3   
  






1

.0;
1

1

n

x
nxnx

 4   
   






1

.0;
111n

x
nxxn

x
 

5   


















1

1

.11;
1n

nn

x
n

x

n

x
 

7   





0

.0;
!n

n

x
n

x
 

6    





0

.10;1
n

n xxx  

8   





1

3
.11;

n

n

x
n

x
 

9   





1

.
2

3

2
;

sin

n

x
n

nx 
 10  






1

.20;
sin

n

x
n

nx
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11  





1

.0;
3

1
sin2

n
n

n x
x

 12  
 











1

.0;
1

n

n

x
nx

 

13  
 











2

.20;
sin

1

n

n

x
xn

  
14  






1

22
.;3

2
cos

n

x
xn

n

 

15  




 
1

.
2

0,
n

ntgx xe


 16  
















1
22

2 .0;
1

1ln
n

x
xn

x
 

17   
 









1

.1;
1

1
n

n

n
n

x
xn

x
 18  






1

33
.0;

1n

x
xn

xn
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NAZORAT SAVOLLARI 

 

1. Funksional qator yig„indisining uzluksizligi haqidagi teoremani ayting. 

2. Funksional qatorlarni hadlab integrallash haqidagi teoremani ayting. 

3. Funksional qatorlarni hadlab differensiallash haqidagi teoremani ayting. 

 

GLOSSARIY 

 

Funksional qator yig„indisining uzluksizligi. 

Faraz qilaylik, RE   to„plamda 

                              




xuxuxuxu n
n

n 21
1

                     (1) 

funksional qator berilgan bo„lib, uning yig„indisi  xS  bo„lsin. 

Aytaylik, (1) qator ushbu shartlarni bajarsin: 

1) qatorning har bir    ,3,2,1nxun  hadi E  to„plamda uzluksiz,  
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2)  


1n
n xu  qator E  da tekis yaqinlashuvchi.  

U holda funksional qatorning yig„indisi  xS  funksiya E  to„plamda 

uzluksiz bo„ladi.  

 

Funksional qatorlarni hadlab integrallash. 

Faraz qilaylik,  ba ,  segmentda 

                           




xuxuxuxu n
n

n 21
1

                    (2) 

funksional qator berilgan bo„lsin. 

Aytaylik, (2) qator quyidagi shartlarni bajarsin: 

1) qatorning har bir    ,,, 321nxun  hadi  ba ,  segmentda uzluksiz, 

2)  


1n
n xu  qator  ba ,  segmentda tekis yaqinlashuvchi, 

3)    xSxu
n

n 


1

. 

U holda  

       




x

a

x

an

x

a

n dttudttudttu 21
1

 

qator  ba ,  da yaqinlashuvchi va  

      baxdttSdttu
x

an

x

a

n , 


1

 

bo„ladi. 

 

Funksional qatorlarni hadlab differensiallash.  

Faraz qilaylik,  ba ,  segmentda 

                           




xuxuxuxu n
n

n 21
1

                  (3) 

funksional qator berilgan bo„lsin. 

Aytaylik, (3) funksional qator quyidagi shartlarni bajarsin: 

1) qatorning har bir    ,,, 321nxun  hadi  ba ,  segmentda uzluksiz 

   ,,, 321


nxun  hosilaga ega, 

2) Ushbu  

         
















xuxuxuxu n
n

n 21
1

 

funksional qator  ba ,  da tekis yaqinlashuvchi, 

3)  bax ,0  nuqta mavjudki, 
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00201

1

xuxuxuxu n
n

n  

qator yaqinlashuvchi. U holda  

a)   


1n
n xu  funksional qator  ba ,  da tekis yaqinlashuvchi, 

b) bu qatorning yig„indisi  

   





1n

n xuxS  

 ba ,  da uzluksiz  xS   hosilaga ega, 

v)    







1n
n xuxS  

bo„ladi. 

 

KEYS BANKI 

 

 1-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu  

  
 

 








x
xnn

xnn

n

0
1

1
ln

1

 

funksional qatorning yig„indisi topilsin. 

 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:  

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha 

va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);  

 to`plangan ma‟lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual).  
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TEST 
 

Test topshirig`i To‟g`ri javob Muqobil javob 
Muqobil 

javob 

1 



1

)(
n

n xu  qatorni (a,b) da hadlab 

differensiallash haqidagi teoremaga 

qaysi shartlar kiradi? 

1.


1

)(
n

n xu  -yaqinlashuvchi             

2. 


1

' )(
n

n xu - yaqinlashuvchi   

3. 


1

)(
n

n xu  -tekis yaqinlashuvchi 

4. 


1

' )(
n

n xu  -tekis yaqinlashuvchi 

 

 

 

 

1 va 4 

 

 

 

 

2 va 3 

 

 

 

 

3 va 4 

2 Qaysi shartlarning bajarilishi 

)()(lim
11

auxu n
n

n
nax








  tenglikning 

bajarilishini ta`minlaydi? 

1. 
nu (x)  lar a  nuqtada uzluksiz. 

2.


1

)(
n

n xu  qator |x-a|<
0  da 

yaqinlashadi. 3. 


1

)(
n

n xu  qator |x-

a|<
0  da tekis yaqinlashadi. 

 

 

 

1 va 3 

 

 

 

1 va 2 

 

 

 

faqat 1 

3 Qaysi shartlarning bajarilishi  

  

























b

a n

b

a

n

n

n dxxudxxu
11

)()(  

tenglikning bajarilishini ta`minlaydi? 

1. 
b

a

n dxxu )(  lar barcha  n lar uchun 

mavjud; 2. 


1

)(
n

n xu  qator [a,b]  da 

yaqinlashadi; 3.


1

)(
n

n xu  qator [a,b] da  

tekis yaqinlashadi. 

 

 

 

 

1 va 3 

 

 

 

 

1 va 2 

 

 

 

 

3 yetarli 

4 



0

!

n
n

n

n

xn
 yaqinlashish sohasi topilsin 

 

ex   

 

ex   

 

1x  

5 sin
( )n

nx
f x

n
  funksional ketma-

ketlik uchun n  da limit 

funksiyani toping. 

 

( ) 0f x   

 
3x  

 

( ) 2f x   
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9-Mavzu. Darajali qatorlar, ularning yaqinlashish radiusi va  

yaqinlashish intervallari 

9-Ma‟ruza.  

REJA: 

 

1
0
. Darajali qator tushunchasi. Abel‟ teoremasi. 

2
0
. Darajali qatorning yaqinlashish radiusi va yaqinlashish intervali. 

3
0
. Darajali qatorning yaqinlashish radiusini topish. 

 

Tayanch so`z va iboralar: Darajali qator, Abel’ teoremasi, darajali 

qatorning yaqinlashish radiusi va yaqinlashish intervali, Koshi-Adamar formulasi. 

 

1
0
. Darajali qator tushunchasi. Abel’ teoremasi. Har bir hadi  

       ...2,1,0;00  nRtttatu
n

nn  

funksiyadan iborat bo`lgan ushbu  

        ...




2

02010
0

0 ttattaatta
n

n

n                (1) 

funksional qator darajali qator deyiladi, bunda 

,......,,, naaa 10  

haqiqiy sonlar darajali qatorning koeffitsientlari deyiladi. 

(1) da xtt  0  deyilsa, u quyidagi  

 Rxxaxaxaaxa n
n

n

n
n 





......
2

210
0

  (2) 

ko`rinishga keladi va biz shu ko`rinishdagi darajali qatorlarni o`rganamiz. 

Ravshanki, (2) qatorning qismiy yig`indisi  

  n
nn xaxaxaaxS  ...2

210  

ko`phaddan iborat. Ayni paytda, 0x  da   00 aSn    bo`ladi. Demak, har qanday 

(2) ko`rinishdagi darajali qator 0x  nuqtada yaqinlashuvchi bo`ladi. 

1-teorema (Abel‟). [4, Proposition 2, p.375] Agar 

...... 




n
n

n

n
n xaxaxaaxa 2

210
0

 

darajali qator 00  xx  nuqtada yaqinlashuvchi bo`lsa, ushbu  

0xx   
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tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x  larda darajali qator yaqinlashuvchi 

(absolyut yaqinlashuvchi) bo`ladi. 

◄Aytaylik, 00  xx  da 




0
0

n

n
n xa  

qator yaqinlashuvchi bo`lsin. Qator yaqinlashishining zaruriy shartiga ko`ra  

0lim 0 


n
n

n
xa  

bo`ladi. Demak,  n
n xa 0  ketma-ketlik chegaralangan: 

NnM  ,0  da Mxa n
n 0 . 

Ravshanki, 
nn

n
n

n
n

x

x
M

x

x
xaxa

00

0                          (3) 

 

va 0xx   da 1
0

 q
x

x
 bo`ladi. Demak  










00 0 n

n

n

n

q
x

x
 geometrik qator 

yaqinlashuvchi. Unda ushbu 




0 0n

n

x

x
M  

qator ham yaqinlashuvchi bo`ladi. (3) munosabatni e`tiborga olib, so`ng 

solishtirish teoremasidan foydalanib 




0n

n
n xa  

darajali qatorning yaqinlashishini (absolyut yaqinlashi-shini) topamiz.►  

Natija. Agar 

...... 




n
n

n

n
n xaxaxaaxa 2

210
0

 

darajali qator 1xx   nuqtada uzoqlashuvchi ( ushbu 

...... 




n
n

n

n
n xaxaxaaxa 1

2
12110

0
1  

sonli qator uzoqlashuvchi) bo`lsa, quyidagi  

1xx   
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tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x  larda 


0n

n
n xa  qator uzoqlashuvchi 

bo`ladi. 

◄Teskarisini faraz qilaylik, 


0n

n
n xa  qator 1xx   tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi biror  xx  nuqtada  1xx 
 yaqinlashuvchi bo`lsin. U holda 

Abel‟ teoremasiga ko`ra 
 xx  tengsizlikning qanotalantiruvchi barcha x  larda 

yaqinla-shuvchi, jumladan 1x  nuqtada ham yaqinlashuvchi bo`lib qoladi. Bu esa 

shartga ziddir.►  

Abel‟ teoremasi va uning natijasi darajali qator-larning yaqinlashish 

(uzoqlashish) to`plamining struktura-sini (tuzilishini) aniqlab beradi. 

 

2
0
. Darajali qatorning yaqinlashish radiusi va yaqinlashish intervali. Faraz 

qilaylik, 

...... 




n
n

n

n
n xaxaxaaxa 2

210
0

 

darajali qator berilgan bo`lsin. Bu qatorning yaqinlashish yoki uzoqlashish 

nuqtalari haqida quyidagi uch hol bo`lishi mumkin: 

1) barcha musbat sonlar qatorning yaqinlashish nuqtalari bo`ladi; 

2) barcha musbat sonlar qatorning uzoqlashish nuqtalari bo`ladi; 

3) shunday musbat sonlar borki, ular qatorning yaqinlashish nuqtalari 

bo`ladi, shunday musbat sonlar borki, ular qatorning uzoqlashish nuqtalari bo`ladi. 

Birinchi holda, Abel‟ teoremasiga ko`ra darajali qator barcha Rx  da 

yaqinlashuvchi bo`lib, darajali qatorning yaqinlashish to`plami   ,E  

bo`ladi. Bunday qatorga ushbu  

..
!

....
!!






n

n

n x
n

xxx
n

1

2

1
1

1 2

0

 

darajali qator misol bo`ladi. 

Ikkinchi holda, Abel‟ teoremasining natijasiga ko`ra darajali qator barcha 

 0\Rx  da uzoqlashuvchi bo`lib, uning yaqinlashish to`plami  0E  bo`ladi. 

Bunday qatorga ushbu 

...!...!!! 




n

n

n xnxxxxn 32

1

32  

darajali qator misol bo`laoladi. 

Endi uchinchi holni qaraymiz. Bu holga ushbu  
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...... 




n

n

n xxxx 2

0

1  

darajali qator misol bo`ladi. Bu darajali qator barcha  10,x  da yaqinlashuvchi va 

demak, Abel‟ teoremasiga ko`ra qator  11,  da yaqinlashadi, barcha ),[  1x  

da qator uzoqlashuvchi va demak, Abel‟ teoremasining natijasiga ko`ra qator 

  ,[], 11  da uzoqlashadi. Demak, darajali qatorning yaqinlashish 

to`plami  11,E  bo`ladi. 

Aytaylik,  

...... 




n
n

n

n
n xaxaxaaxa 2

210
0

 

darajali qator 1r  nuqtada  01 r  yaqinlashuvchi, 1R  nuqtada  01 R  nuqtada esa 

uzoqlashuvchi bo`lsin. Ravshanki,  

11 Rr   

bo`ladi. 

Agar 


0n

n
n xa  darajali qator  

2

11 Rr 
 

nuqtada yaqinlashuvchi bo`lsa,  

12
11

2
2

RR
Rr

r 


 ,  

deb, uzoqlashuvchi bo`lsa,  

2

11
212

Rr
Rrr


 ,  

deb 2r  va 2R  nuqtalarni olamiz. Ravshanki, 

2121 RRrr  ,   va 
2

11
22

rR
rR


  

bo`ladi. Bu munosabatdagi 2r  va 2R  sonlarga ko`ra 3r  va 3R  sonlarni yuqoridagiga 

o`xshash aniqlaymiz: 

Agar 


0n

n
n xa  darajali qator  

2

11 Rr 
 

nuqtada yaqinlashuvchi bo`lsa, 

23
22

3
2

RR
Rr

r 


 ,  
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deb, uzoqlashuvchi bo`lsa,  

 
2

22
323

Rr
Rrr


 ,  

deb 3r  va 3R  nuqtalarni olamiz. Bunda 

3232 RRrr  ,   va 
2

11
33

2

rR
rR


  

bo`ladi.  

 Bu jarayonni davom ettiraborish natijasida 


0n

n
n xa  darajali qatorning 

yaqinlashish nuqtalaridan iborat  nr , uzoqlashish nuqtalaridan iborat  nR  ketma-

ketliklar hosil bo`ladi. Bunda  

...,......,...  nn RRRrrr 2121  

va n  da  

0
2 1

11 



nnn

rR
rR  

bo`ladi. Unda [3], 3-bob, 8-§ da keltirilgan teoremaga ko`ra n
n

r


lim  va n
n

R


lim  

limitlar mavjud va  

n
n

n
n

Rr


 limlim  

bo`ladi. Uni r  bilan belgilaymiz: 

rRr n
n

n
n




limlim . 

Endi x  o`zgaruvchining rx   tengsizlikni qanoatlan-tiruvchi ixtiyoriy 

qiymatini olaylik. Unda  

rrn
n




lim  

bo`lishidan, shunday Nn 0  topiladiki,  

rrx n 
0

 

bo`ladi. Binobarin, berilgan darajali qator 
0nr  nuqtada, demak qaralayotgan x  

nuqtada yaqinlashuvchi bo`ladi. 

x  o`zgaruvchining rx   tenglikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy qiymatini 

olaylik. Unda 

rRn
n




lim  

bo`lishidan, shunday Nn 1  topiladiki, 
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rRx n 
1

 

bo`ladi. Binobarin, berilgan darajali qator 
1nR  nuqtada, demak qaralayotgan x  

nuqtada uzoqlashuvchi bo`ladi. 

Demak, 3)-holda 


0n

n
n xa  darajali qator uchun shunday musbat r  soni 

mavjud bo`ladiki, rx  , ya`ni  rrx ,  da qator yaqinlashuvchi, rx  , ya`ni 

    ,, rrx  da qator uzoqlashuvchi bo`ladi. rx   nuqtalarda 




0n

n
n xa  darajali qator yaqinlashuvchi ham bo`lishi mumkin, uzoqlashuvchi ham 

bo`lishi mumkin. 

 1-ta`rif.Yuqorida keltirilgan r  son 


0n

n
n xa  darajali qatorning yaqinlashish 

radiusi,  rr,  interval esa darajali qatorning yaqinlashish intervali deyiladi. 

 Eslatma. 1)-holda darajali qatorning yaqinlashish radiusi r  deb, 2)- 

holda darajali qatorning yaqinlashish radiusi 0r  deb olinadi. 

 

3
0
. Darajali qatorning yaqinlashish radiusini topish. Biror 

...... 




n
n

n

n
n xaxaxaaxa 2

210
0

  

darajali qatorni qaraylik. Bu qator koeffitsientlaridan tuzilgan    ,....,, 210nan  

ketma-ketlik uchun 

1) 0n  da 0na ,  

2) 
1

lim



n

n

n a

a
 mavjud bo`lsin. U holda 



0n

n
n xa  darajali qatorning 

yaqinlashish radiusi  

1

lim





n

n

n a

a
r   

bo`ladi.  

◄Aytaylik, darajali qator uchun  

 ....3,2,1,0,0lim
1





naL

a

a
n

n

n

n
 

bo`lsin. qaralayotgan  


0n

n
n xa  darajali qatorda x  ni parametr hisoblab, Dalamber 

alomatiga ko`ra uni yaqinlashishga tekshiramiz: 
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L
x

a

a
xx

a

a

xa

xa

n

nn
n

n

nn
n

x
n

n

11
limlimlim

1

1
1

1 













 

Demak,  

1
L

x
, ya`ni Lx   

bo`lganda qator yaqinlashuvchi bo`ladi,  

1
L

x
, ya`ni Lx   

bo`lganda darajali qator uzoqlashuvchi bo`ladi. 

Bundan  


0n

n
n xa  darajali qatorning yaqinlashish radiusi  

                      
1

lim





n

n

n a

a
Lr                                      (4) 

bo`lishi kelib chiqadi.► 

1-misol. Ushbu 




0n

n

n

n

x
ne

n

!
      10 !  

darajali qatorning yaqinlashish radiusi topilsin. 

◄ Bu qator uchun  

 
 !1

1
,

! 1

1

1










ne

n
a

ne

n
a

n

n

nn

n

n  

bo`ladi. Ravshanki, 

 

 
1

1
1

lim
1

!1

!
limlim

1

1

1





























 nnn

n

n

n

n
n

n

n

n

e

n

ne

ne

n

a

a
. 

Demak, berilgan darajali qatorning yaqinlashish radiusi 1r  bo`ladi. ► 

 Ixtiyoriy darajali qatorning yaqinlashish radiusini aniqlab beradigan 

teoremani isbotsiz keltiramiz. 

 

2-teorema (Koshi-Adamar). [4, Theorem 2, p.376] Ushbu 

...... 




n
n

n

n
n xaxaxaaxa 2

210
0
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darajali qatorning yaqinlashish radiusi  

                      
n

n
n

a
r




lim

1
                                      (5) 

bo`ladi.[1] 

Eslatma. Agar  




n
n

n
alim  

bo`lsa, 


0n

n
n xa  darajali qatorning yaqinlashish radiusi 0r  deb,  

0lim 


n
n

n
a  

bo`lsa, 


0n

n
n xa  darajali qatorning yaqinlashish radiusi r  deb olinadi. 

  

2-misol. Ushbu  




0

52
n

nn x  

darajali qatorning yaqinlashish radiusi topilsin. 

◄ Avvalo 

tx 52  

deb olamiz. Natijada berilgan qator quyidagi  

...... 




n

n

n tttt 2

0

1  

ko`rinishga keladi. Bu qatorning yaqinlashish radiusi (5) formulaga ko`ra  

1
1lim

1

lim

1




n

n

n
n

n
a

r  

bo`ladi. Demak, 1t  da qator yaqinlashuvchi, 1t  da uzoqlashuvchi. Unda 

12 5 x ,  

ya`ni 
5 2

1
x  da berilgan qator yaqinlashuvchi, 

12 5 x , 
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ya`ni 
5 2

1
x  da uzoqlashuvchi bo`ladi. Berilgan darajali qatorning yaqinlashish 

radiusi 
5 2

1
r  bo`ladi. ► 

 

3-misol. Ushbu 

  n

n
n

n

x
n









0
13

1
 

darajali qatorning yaqinlashish to`plami topilsin. 

◄ Ravshanki,  

 
n

a
n

n

n 13

1



 ,  

 
13

1
1

1








n

a
n

n

n . 

Berilgan darajali qatorning yaqinlashish radiusini (4) formulaga ko`ra topamiz: 

 

 
3

1
3lim

1

13

3

1
limlim

11
1
















 n

nn

na

a
r

nn

n

n

n

n
n

n

n
. 

Darajali qator 3x  nuqtada ushbu 


1

3

n n
 sonli qatorga aylanadi va bu sonli 

qator uzoqlashuvchi bo`ladi. 3x  nuqtada esa quyidagi 
 








1

1
3

n

n

n
 sonli qator 

hosil bo`ladi va bu qator Leybnits teoremasiga ko`ra yaqinlashuvchi bo`ladi. 

Demak, berilgan darajali qatorning yaqinlashish to`plami ],( 33E  dan iborat. ► 

 

9-Amaliy mashg`ulot. 

  

1. Agar  




0n

n
n xa  

darajali qatorning yaqinlashish radiusi 0r  bo`lsa, ushbu 

 





0

2 1
n

n
n xan ,  



 0 3

1

n

n
n xa

n
 

darajali qatorning yaqinlashish radiuslari ham r  ga teng bo`lishi isbotlansin. 

2. Ushbu  

 
 




0 !2

!

n

nx
n

n
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darajali qatorning yaqinlashish intervali topilsin. 

3. Funksional qatorlarning yaqinlashish radiusini toping. 

1    
 

 










1 5
1

;
1

n

n

nx
 2    

 























1

;
1

1

12

1

n

nn

x

x

n
 

3    
 




 


1
2

.
243

1

1n
n

xxn

n
 4     








1

2 .64
3

1

n

n

n
xx

n
 

5    


 1

.
1n

n

n

x

x
 6    

 



 






1
2

.
21227

1

1

3

n
n

xxn

n
 

7    


 1
2

.
1n

n

n

x

x
 8    

 



 






1
2

.
683

1

1

2

n
n

n

xxn

n
 

9    

















1

.
1

1

3

1

n

n

x

x

n
 10   

 
 

.
14

126

1
2

2




 



n
n

n

n

xx
 

11   
 

.

1

1

1
12

3 2






n
x

nn

 12   
 

 
.

1

1
3



 



n

n

nx
 

13   
 

.
1

1
3



 



n

n

nx
 14   

 
 

.
55
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1
2

2




 



n
n

n

n

xx
 

15   
 

.
1








n
n

n

n

xn
 16   

 
.

1

1




 n xnn
 

17   
 

 
.

1

1
2



 



n

n

nx
 18   .

1

1

1




 



n
n

n

x

x
 

19   .
1

1




 



n
xnx

n
 20   .

1
12






n
xn

n
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NAZORAT SAVOLLARI 

 

1. Darajali qatorning ko`rinishi qanday? 

2. Abel‟ teoremasini ayting. 

3. Darajali qatorning yaqinlashish radiusi nima? 

4. Darajali qatorning yaqinlashish intervali nima? 

5. Darajali qatorning yaqinlashish radiusi qanday hisoblanadi? 

 

GLOSSARIY 

 

Darajali qator - Har bir hadi  

       ...2,1,0;00  nRtttatu
n

nn  

funksiyadan iborat bo„lgan ushbu  

        ...




2

02010
0

0 ttattaatta
n

n

n                (1) 

funksional qator darajali qator deyiladi, bunda 
,......,,, naaa 10  

haqiqiy sonlar darajali qatorning koeffitsientlari deyiladi. 

(1) da xtt  0  deyilsa, u quyidagi  

 Rxxaxaxaaxa n
n

n

n
n 





......
2

210
0

  (2) 

ko„rinishga keladi va biz shu ko„rinishdagi darajali qatorlarni o„rganamiz. 

Ravshanki, (2) qatorning qismiy yiђindisi  

  n
nn xaxaxaaxS  ...2

210  

ko„phaddan iborat. Ayni paytda, 0x  da   00 aSn    bo„ladi. Demak, har qanday 

(2) ko„rinishdagi darajali qator 0x  nuqtada yaqinlashuvchi bo„ladi. 

 

Darajali qatorning yaqinlashish radiusi va yaqinlashish intervali - 

 


0n

n
n xa  darajali qatorning yaqinlashish nuqtalaridan iborat  nr , 

uzoqlashish nuqtalaridan iborat  nR  ketma-ketliklar bo„lsin. Bunda  

...,......,...  nn RRRrrr 2121  

va n  da  

0
2 1

11 



nnn

rR
rR  

bo„ladi.  
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 Darajali qatorning yaqinlashish intervali - Yuqorida keltirilgan r  son 




0n

n
n xa  darajali qatorning yaqinlashish radiusi,  rr,  interval esa darajali 

qatorning yaqinlashish intervali deyiladi. 

 

KEYS BANKI 

 

 1-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu 

  n

n
n

n

x
n









0
13

1
 

darajali qatorning yaqinlashish to„plami topilsin. 

 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:  

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha 

va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);  

 to`plangan ma‟lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual).  

TEST 
 

Test topshirig`i 
To‟g`ri  

javob 
Muqobil javob 

Muqobil 

javob 

1 ( ) ,n

nf x x n N   funksional 

ketma-ketlikning yaqinlashish 

sohasini toping. 

( 1,1]  ( 2,3]  ( , )   

2 
1

1

n

n

x






  funksional qatorning 

yaqinlashish sohasini toping. 

( 1,1)  ( 2,3]  ( , )   

3 
1

1

n

n

x






 darajali qatorning 

yaqinlashish radiusini toping. 

1R   2R   4R   

4 

2
1

n

n

x

n





  darajali qatorning yaqinlashish 

sohasini toping. 

[ 1,1]  ( 2,3]  ( , )   

5 



0

!

n
n

n

n

xn
 qatorning yaqinlashish 

sohasi topilsin. 

ex   1x  ex   

6 



1n

n

n

х
 qatorning yaqinlashish 

to`plami topilsin? 

-1x<1         -1<x<1 |x|1 
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10-Mavzu. Darajali qatorning tekis yaqinlashishi.  

10-Ma‟ruza.  

REJA: 

1
0
 .Darajali qatorning tekis yaqinlashishi. 

2
0
. Darajali qatorning xossalari. 

3
0
. Funksiyaning Teylor qatori. 

4
0
. Funksiyani Teylor qatoriga yoyish. 

 

Tayanch so`z va iboralar: Darajali qatorning tekis yaqinlashishi, darajali 

qator yig`indisining uzluksizligi, darajali qatorni hadlab integrallash va 

differensiallash. Teylor qatori, Teylor teoremasi, ko`rsatkichli va giperbolik 

funksiyalarning Teylor qatorlari, trigonometrik funksiyalarning Teylor qatorlari, 

logarifmik funksiyaning Teylor qatori, darajali funksiyaning Teylor qatori. 

 

1
0
. Darajali qatorning tekis yaqinlashishi. Aytaylik, ushbu 

...... 




n
n

n

n
n xaxaxaaxa 2

210
0

                (1) 

darajali qatorning yaqinlashish radiusi 0r bo`lsin. 

1-teorema. [4, Theorem 2, p.376] (1) darajali qator  rr,],[   da 

tekis yaqinlashuvchi bo`ladi, bunda RR   , . 

◄ Ravshanki, (1) darajali qator  rr,  da absolyut yaqinlashuvchi bo`ladi. 

Aytaylik,  r,0  bo`lsin. Unda 0n  va ],[ x  da  
n

n
n

n axa   

bo`lganligi uchun, Veyershtrass alomatiga ko`ra (1) qator ],[   da tekis 

yaqinlashuvchi bo`ladi. ► 

Demak, 


0n

n
n xa  darajali qatorning yaqinlashish radiusi 0r  bo`lsa, 

yuqorida keltirilgan teoremaga ko`ra bu qator  rrcc ,],[   da  0c  tekis 

yaqinlashuvchi bo`ladi. Bunda c  sonni r  songa har qancha yaqin qilib olish 

mumkin bo`lsada, qator  rr,  da tekis yaqinlashmasdan qolishi mumkin. 

Masalan, ushbu  

...... 




n

n

n xxxx 2

0

1  

darajali qatorning yaqinlashish radiusi 1r , biroq qator  11,  da tekis 

yaqinlashuvchi emas.  
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2
0
. Darajali qatorning xossalari. Ma`lumki, darajali qatorlar funksional 

qatorlarning xususiy holi. Binobarin, ular tekis yaqinlashuvchi funksional qatorlar-

ning xossalari kabi xossalarga ega. 

2-teorema. Agar  

...... 




n
n

n

n
n xaxaxaaxa 2

210
0

 

darajali qatorning yaqinlashish radiusi 0r  bo`lib, yig`indisi 

  





0n

n
n xaxS  

bo`lsa,  xS  funksiya  rr,  da uzluksiz bo`ladi. 

◄ Ravshanki, qaralayotgan darajali qator  rr,  da yaqinlashuvchi bo`ladi. 

Aytaylik,  rrx ,0  bo`lsin. Ushbu  

rcx 0  

tengsizlikni qanoatlantiruvchi c  sonini olaylik. Unda darajali qator ],[ cc  da tekis 

yaqinlashuvchi bo`ladi. Tekis yaqinlashuvchi funksional qatorning xossasiga ko`ra 




0n

n
n xa  darajali qatorning yig`indisi  xS  funksiya ],[ cc  da uzluksiz, jumladan 

0x  nuqtada uzluksiz. ► 

3-teorema. Aytaylik, darajali qatorning yaqinlashish radiusi 0r  bo`lib, 

yig`indisi  xS  bo`lsin: 

  





0n

n
n xaxS . 

Bu qatorni  rr,  ga tegishli bo`lgan ixtiyoriy ],[ ba  bo`yicha   rrba ,],[   

hadlab integrallash mumkin: 

   















0n

b

a

n
n

b

a

dxxadxxS . 

Xususan,  rrx ,  uchun 

                                









0

1

0 1n

nn
x

x
n

a
dttS                                (2) 

bo`ladi. 

◄ Ravshanki, darajali qator ],[ ba  da   rrba ,],[   tekis yaqinlashuvchi 

bo`ladi. Tekis yaqinlashuvchi funksional qatorning xossasiga ko`ra uni hadlab 

integrallash mumkin. Ayni paytda, (2) qatorning yaqinlashish radiusi r  ga teng 

bo`ladi. Haqiqatan ham Koshi-Adamar teoremasiga ko`ra  

ra
n

a

n

a
n

n
nn

n
n

n
n

n

n





 
lim

1
lim

1
lim  

bo`ladi. ► 
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Natija. Aytaylik, 


0n

n
n xa  darajali qator berilgan bo`lib, uning yaqinlashish 

radiusi 0r  bo`lsin. Bu qatorni ],[ x0  bo`yicha   rrx ,  ixtiyoriy marta 

hadlab integrallash mumkin. Integrallash natijasida hosil bo`lgan darajali qatorning 

yaqinlashish radiusi ham r  ga teng bo`ladi. 

 

3-teorema. [4, Proposition 3, p.390] Faraz qilaylik, 

...... 




n
n

n

n
n xaxaxaaxa 2

210
0

 

darajali qatorning yaqinlashish radiusi 0r , yig`indisi  xS  bo`lsin: 

 xSxa
n

n
n 



0

. 

U holda  xS  funksiya  rr,  da uzluksiz  xS'  hosilaga ega va 

                            





0

1

n

n
n xnaxS'                              (3) 

bo`ladi, bunda (3) qatorning yaqinlashish radiusi ham r  ga teng. 

◄ Berilgan darajali qator ],[ cc  da  rc 0  tekis yaqinlashuvchi bo`ladi. 

Tekis yaqinlashuvchi funksional qatorning xossasiga ko`ra darajali qatorni hadlab 

differensiallash mumkin. Demak,  rrx ,  da 

    










1

1

0 n

n
n

n

n
n xnaxaxS '' . 

Bu darajali qatorning yaqinlashish radiusi ham r  ga teng bo`lishi quyidagi 

munosabatdan kelib chiqadi: 

  n
n

n

n
n

n

n

n
n

n
aanna


 limlimlim .► 

Natija. Aytaylik, 


0n

n
n xa  darajali qator berilgan bo`lib, uning yaqinlashish 

radiusi 0r  bo`lsin. Bu qatorni  rr,  da ixtiyoriy marta hadlab differentsiallash 

mumkin. Differentsiallash natijasida hosil bo`lgan darajali qatorning yaqinlashish 

radiusi ham r  ga teng bo`ladi. 

4-teorema. Aytaylik,  

...... 




n
n

n

n
n xaxaxaaxa 2

210
0

 

darajali qatorning yaqinlashish radiusi 0r , yig`indisi  xS  bo`lsin:  

                      xSxa
n

n
n 



0

 .                              (4) 

U holda 0n  da  
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!n

S
a

n

n

0
  

bo`ladi. 

 

◄(4) munosabatda 0x  deb topamiz: 

 00 Sa  . 

(4) qatorni hadlab differentsiallaymiz: 

  










0

1

0 n

n
n

n

n
n xnaxaxS )'(' . 

Bu tenglikda 0x  deyilsa 

 01 'Sa   

bo`lishi kelib chiqadi. Shu jarayonni davom ettiraborib 
  

 ,...,
!

32
0

 n
n

S
a

n

n  

bo`lishini topamiz. ► 

3
0
. Funksiyaning Teylor qatori. [3, Definition 6, p.225] Aytaylik,  xf  

funksiya Rx 0  nuqtaning biror  

   0000   ;: xxxRxxU  

atrofida istalgan tartibdagi hosilaga ega bo`lsin. Bu hol  xf  funksiyaning Teylor 

formulasini yozish imkonini beradi: 

   
 

 
 

 
  

   xrxx
n

xf
xx

xf
xx

xf
xfxf n

n
n

 0
02

0
0

0
0

0
!

...
!2

''

!1

'
, 

bunda  xrn -qoldiq had. 

Modomiki,  xf  funksiya  0xU  da istalgan tartibdagi hosilaga ega ekan, 

unda 

 
 

 
 

 
  

  ...
!

...
!2

''

!1

'
0

02

0
0

0
0

0 
n

n

xx
n

xf
xx

xf
xx

xf
xf  (1) 

darajali qatorni qarash mumkin bo`ladi. 

(1) darajali qatorning koeffitsientlari sonlar bo`lib, ular  xf  funksiya va 

uning hosilalarining 0x  nuqtadagi qiymatlari orqali ifodalangan. 

(1) darajali qator  xf  funksiyaning Teylor qatori deyiladi. 

Xususan, 00 x  bo`lganda (1) darajali qator ushbu 

 
         







1

2

!

0
...

!

0
...

!2

0''

!1

0'
0

n

n
n

n
n

x
n

f
x

n

f
x

f
x

f
f  

ko`rinishga keladi. 

Faraz qilaylik,  xf  funksiya biror  rr,  da  0r  istalgan tartibdagi 

hosilaga ega bo`lib, uning 00 x  nuqtadagi Teylor qatori  
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...
!

0
...

!2

0''

!1

0'
0 2  n

n

x
n

f
x

f
x

f
f         (2) 

bo`lsin. Bu qatorning qoldiq hadini  xrn  deylik: 

 
      

 xrx
n

f
x

f
x

f
f n

n
n


!

0
...

!2

0''

!1

0'
0 2 . 

1-teorema. [3, p.226] (2) darajali qator  rr,  da  xf  ga yaqinlashishi 

uchun ushbu 

   
      

 xr
n

f
x

f
x

f
fxf n

nn


!

0
...

!2

0''

!1

0'
0 2  

Teylor formulasida,  rrx ,  uchun  

  0lim 


xrn
n

 

bo`lishi zarur va yetarli. 

◄ Zarurligi. Aytaylik, (2) darajali qator  rr,  da yaqinlashuvchi, yi\indisi 

 xf  bo`lsin. Ta`rifga binoan  

      rrxxfxSn
n

,,lim 


 

bo`ladi, bunda  

   
      

nn

n
n

f
x

f
x

f
fxS

!

0
...

!2

0''

!1

0'
0 2  . 

Ravshanki,  rrx ,  da    xfxSn
n




lim  bo`lishidan 

      0lim][lim 


xrxSxf n
n

n
n

 

bo`lishi kelib chiqadi. 

Yetarliligi. Aytaylik,  rrx ,  da   0lim 


xrn
n

 bo`lsin. U holda 

      0lim][lim 


xrxSxf n
n

n
n

 

bo`lib, undan 

   xfxSn
n




lim  

bo`lishi kelib chiqadi. Demak, 

   
      

...
!

0
...

!2

0''

!1

0'
0 2 

nn

n

f
x

f
x

f
fxf  

bo`ladi. ► 

Odatda, bu munosabat o`rinli bo`lsa,  xf  funksiya Teylor qatoriga 

yoyilgan deyiladi. 

 

4
0
. Funksiyani Teylor qatoriga yoyish. Faraz qilaylik,  xf  funksiya biror 

 rr,  da istalgan tartibdagi hosilalarga ega bo`lsin. 



MATEMATIK ANALIZ II-KURS  

 

 124 

NamDU           MATEMATIKA KAFEDRASI                XAKIMOV R. 

2-teorema (Teylor). Agar   00  nrrxM ,,,  da 

   Mxf n   

bo`lsa,  xf  funksiya  rr,  da Teylor qatoriga yoyiladi: 

      
  

 
     

 

...
!

...
!2

0''

!1

0'
0

!

0 02

0






n

n

n

n

x
n

f
x

f
x

f
f

n

f
xf         (3) 

◄ Ma`lumki,  xf  funksiyaning Lagranj ko`rinishidagi qoldiq hadli Teylor 

formulasi quyidagicha bo`ladi: 

   
     

 

 xrx
n

f
x

f
x

f
fxf n

n

n


!

...
!2

0''

!1

0'
0

02 , 

bunda, 

 
  
 

 10.
!1

1 


  
 n

n

n x
n

xf
xr . 

Teoremaning shartidan foydalanib topamiz: 

 
  
   

  rrx
n

r
Mx

n

xf
xr

n
n

n

n ,.
!1!1

1
1 










. 

Ravshanki, 

 
0

!1
lim

1






 n

r n

n
. 

Demak,  rrx ,  da 

  0lim 


xrn
n

 

bo`lib, undan qaralayotgan  xf  funksiyaning Teylor qatoriga yoyilishi kelib 

chiqadi. ►  

 

10-Amaliy mashg`ulot. 

1-misol. Ushbu 

...... 




n

n

n nxxxxnx 32

1

32  

darajali qator yig`indisi topilsin. 

◄Ma`lumki,  




1n

nx  

darajali qator  11,  da yaqinlashuvchi va uning yig`indisi 
x

x

1
 ga teng: 

x

x
x

n

n






 11

. 
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Bu qatorni hadlab differentsiallab topamiz: 























 x

x

dx

d
x

dx

d

n

n

11

,  

 21

1

1

1

x
nx

n

n








 . 

Keyingi tenglikning har ikki tomonini x  ga ko`paytirsak, unda  

 



 


1
2

1n

n

x

x
nx  

bo`lishi kelib chiqadi. ► 

2-misol. Ushbu 

 
 





 




0

1 1ln
1

1

n

n
n

xx
n

 

tenglikning to`g`riligi isbotlansin. 

 

 

◄Ravshanki,  




0n

nx  

darajali qator  11,  da yaqinlashuvchi bo`lib, uning yig`indisi 
x1

1
 ga teng: 

x
x

n

n






 1

1

0

. 

Bu tenglikda x  ni x  ga almashtirsak, natijada 

 
x

x
n

nn






 1

1
1

0

 

tenglik hosil bo`ladi. Uni ],[ x0  bo`yicha  10  x  integrallab topamiz: 

   







xx

n

nn

t

dt
dtt

00 0 1
1 , 

    x

n

x
nn

tdtt
0

0 0

1ln1  




 

   










0

1

1ln
1

1
n

n
n

x
n

x
. 

3-misol. Ushbu 

 











0

12

12

1

n

n
n

x
n

 

darajali qator yig`indisi topilsin va undan foydalanib 
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412

1

0










n

n

n
 

bo`lishi ko`rsatilsin. 

◄Ma`lumki, 

 11
1

1

0









x
x

x
n

n
. 

Bu tenglikda x  ni 2x  ga almashtiramiz. Natijada  


 


0
2

2

1

1
1

n

nn

x
x  hosil 

bo`ladi. Uni ],0[ x  bo`yicha  10  x  integrallab topamiz: 

   
















xx

n

nn

t

dt
dtt

0
2

0 0

2

1
1 , 

  x

n

x
nn

tarctgdtt
0

0 0

21  




, 

 










0

12

12
1

n

n
n

arctgx
n

x
. 

Keyingi tenglikda 1x  deylik. Unda tenglikning chap tomoni 

 



 



0 12

1

n

n

n
 

sonli qatorga aylanib, u Leybnits teoremasiga ko`ra, yaqin-lashuvchi bo`ladi. 

Demak, 

 
4

1arctg
12

1

0










n

n

n
. ► 

 

Mashqlar 

 

1. Hadlab differensiallash bilan ushbu 

...
!4!2

1
42


xx

 

darajali qatorning yig`indisi topilsin. 

2. Hadlab integrallash bilan ushbu 

...1694 432  xxxx  
darajali qatorning yig`indisi topilsin. 

 Elementar funksiyalarni Teylor qatoriga yoyish.[3, p.229] 

a) Ko`rsatkichli va giperbolik funksiyalarni Teylor qatorlarini topamiz. 

Aytaylik,  

  xexf   
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bo`lsin. Ravshanki,       Nnff n  1010 ,  bo`lib,   ,x  da 

 0  

      exfexf n  00 ,  

bo`ladi. Binobarin, 2-teoremaga ko`ra   xexf   funksiya   ,  da Teylor 

qatoriga yoyiladi va (3) formulada foydalanib topamiz: 

...
!

...
!2!1

1
!

2

0

 


 n

xxx

n

x
e

n

n

n
x   1!0  .           (4) 

0  ixtiyoriy musbat son. Demak, (4) darajali qatorning yaqinlashish radiusi 

r  bo`ladi.  

(4) munosabatda x  ni x  ga almashtirib topamiz: 

  ...
!

1...
!2!1

1
!

)( 2

0




 






n

xxx

n

x
e

n
n

n

n
x  

Ma`lumki giperbolik sinus hamda giperbolik kosinus funksiyalari 

quyidagicha 

22

xxxx ee
chx

ee
shx

 



 ,  

ta`riflanar edi. 

Yuqoridagi 

...
!

...
!2!1

1
2


n

xxx
e

n
x , 

  ...
!

1...
!2!1

1
2



n

xxx
e

n
nx  

formulalardan foydalanib topamiz: 

   













0

12123

!12
...

!12
...

!3!1 n

nn

n

x

n

xxx
shx , 

   






0

2242

!2
...

!2
...

!4!2
1

n

nn

n

x

n

xxx
chx . 

Bu chxshx,  funksiyalarining Teylor qatorlari bo`lib, ular ifodalangan 

darajali qatorlarning yaqinlashish radiuslari r  bo`ladi. 

b) Trigonometrik funksiyalarning Teylor qatorlarini topamiz. Aytaylik, 

  xxf sin  bo`lsin. Ravshanki, NnRx  ,  da  

     11  xfxf n
,  

bo`lib,              Nnffff
nnn   10,00,10',0 122

 bo`ladi. Demak, 2-

teoremaga ko`ra   xxf sin  funksiya Teylor qatoriga yoyiladi va (3) formulaga 

binoan 
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...
!5

1

!3

1

!12

1
sin 53

0

12 









 xxxx
n

x
n

n
n

              (5) 

bo`ladi. 

Aytaylik, 

  xxf cos  

bo`lsin. Bu funksiya uchun NnRx  ,  da  

     11  xfxf n
,  

bo`lib, 

             Nnffff nnn   00,10,00',10 122  

bo`ladi. Unda 2–teoremaga ko`ra   xxf cos  funksiya Teylor qatoriga yoyiladi va 

(3) formulaga binoan  

                       
 
 

...
!4

1

!2

1
1

!2

1
cos 42

0

2 







xxx
n

x
n

n
n

          (6) 

bo`ladi. 

(5) va (6) darajali qatorlarning yaqinlashish radiusi r  bo`ladi. 

v) Logarifmik funksiyaning Teylor qatorini topamiz. Aytaylik, 

   xxf  1ln  

bo`lsin. Ma`lumki, 

  
   

 
 Nn

x

n
xf

n

n
n 








1

!11
1

 

bo`lib, 
    

nn

f
nn 1

1

!

0



  

bo`ladi. Bu funksiyaning Teylor formulasi  

                    xr
n

xxxx
xx n

n
n


1

432

1...
432

1ln            (7) 

ko`rinishga ega. 

   xxf  1ln  funksiyani Teylor qatoriga yoyishda 1-teoremadan 

foydalanmiz. Buning uchun (7) formulada  xrn  ning 0  ga intilishini ko`rsatish 

etarli bo`ladi. 

Aytaylik, ],[ 10x  bo`lsin. Bu holda Lagranj ko`rinishida yozilgan 

 
 

   1

1

11

1









n

nn

n
xn

x
xr


   10   

qoldiq had uchun 

 
1

1




n
xrn  

bo`ladi va 
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  0lim 


xrn
n

 

tenglik bajariladi. 

Aytaylik, ],[ 0x  bo`lsin, bunda 10  . 

Bu holda Koshi ko`rinishida yozilgan 

 
   

 
 10

1

11
11

1

1
1 














n

nnn

n
x

x
xr  

qoldiq had uchun 

 









1

1n

n xr  

bo`lib, 

  0lim 


xrn
n

 

bo`ladi. 

Demak, ],( 11x  

  0lim 


xrn
n

. 

Unda 1-teoremaga ko`ra 

          

  
 

  ...1...
32

1
1ln

1
32

1

1














n

xxx
xx

n
x

n
nn

n

n

          (8) 

bo`ladi. 

(8) darajali qatorning yaqinlashish radiusi 1r  ga teng. 

Agar yuqoridagi  x1ln  ning yoyilmasida x  ni x  ga almashtirilsa, unda   

  ......
32

1ln
32

1

 


 n

xxx
x

n

x
x

n

n

n

 

formula kelib chiqadi. 

g) Darajali funksiyaning Teylor qatorini topamiz. 

Aytaylik, 

     Rxxf  


1  

bo`lsin. Ma`lumki, 
         nn xnxf





 11...21    Nn  

bo`lib, 
       1210  nf n  ...  

bo`ladi. Bu funksiyaning Teylor formulasi ushbu 

 
     

 xrx
n

n
xxx n

n 






!

1...1
...

!2

1

!1
11 2 

 

ko`rinishga ega. 

Endi n  da   0xrn  bo`lishini ko`rsatamiz. 
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Ma`lumki, Teylor formulasidagi qoldiq hadning Koshi ko`rinishi 

quyidagicha 

 
      

 
n

n
n

x
xxx

n

n
xr 
























 

1

1
1

!

]11...[21 1
 

 10   bo`lar edi. 

Aytaylik,  11,x  bo`lsin. Bu holda: 

1)        0]11...[21
!

1
lim 



n

n
xn

n
  bo`ladi, 

chunki, limit ishorasi ostidagi ifoda yaqinlashuvchi ushbu 

   








1

11
1

n

nx
n

n

!

... 
 

qatorning umumiy hadi; 

2)       111
111





 xxxxxx ; 

3) 1
1

1

1

1











xx

n








 

bo`ladi. Bu munosabatlardan foydalanib,  11,x  da 

  0lim 


xrn
n

 

bo`lishini topamiz. 1-teoremaga ko`ra 

           
     

...
!

1...1
...

!2

1

!1
11 2 





 nx

n

n
xxx


  (9) 

bo`ladi. 

Bu darajali qatorning yaqinlashish radiusi N  ,0  bo`lganda 1 ga teng: 

1r . 

(9) munosabatda 1  deb olinsa, unda ushbu  

   





 0

432 111
1

1

n

nnnn
xxxxxx

x
......  

formula hosil bo`ladi. Bu formulada x  ni x  ga almashtirib topamiz: 

 





 0

211
1

1

n

nnn
xxxx

x
......  

1-misol. Ushbu 

 
x

x
xf






1

1
ln  

funksiya Teylor qatoriga yoyilsin. 

◄Ma`lumki,  

   xx
x

x





1ln1ln

1

1
ln  

bo`ladi. 
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Biz yuqorida 

    ...1...
32

1ln
1

32




n

xxx
xx

n
n

 

  ......
32

1ln
32


n

xxx
xx

n

 

bo`lishini ko`rgan edik. Bu munosabatlardan foydalanib topamiz: 

     

...
12

2
...

5

2

3

2
2......

32

...1...
32

1ln1ln

125332

1
32






















n

xxx
x

n

xxx
x

n

xxx
xxx

nn

n
n

 

Demak, 

                        
















 

...
12

...
53

2
1

1
ln

1253

n

xxx
x

x

x n

.           (10) 

(10) darajali qatorning yaqinlashish radiusi 1r  bo`lib, yaqinlashish to`plamsi 

 11,  bo`ladi.► 

 

2-misol. Ushbu 

  
x

dt
t

t
xf

0

sin
 

funksiya Teylor qatoriga yoyilsin. 

◄Ma`lumki,  

 
 

...
!12

1...
!5!3

sin
12

1
53









n

ttt
tt

n
n

. 

Unda 

 
 

...
!12

1...
!5!3

1
sin 22

1
42









n

ttt

t

t n
n

 

bo`ladi. Bu darajali qatorni hadlab integrallab topamiz: 

 
 

 
   

...
12!12

1...
5!53!3

...
!12

1...
!5!3

1
sin

12
1

53

0

22
1

42

0



































nn

xxx
x

dt
n

ttt
dt

t

t

n
n

x n
n

x

 

Keyingi darajali qatorning yaqinlashish radiusi r  bo`ladi.► 

3-misol. Ushbu 

 
6

12
2 




xx

x
xf  

funksiya Teylor qatoriga yoyilsin va bu qatorning yaqinlashish radiusi topilsin. 
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◄ Avvalo  xf  funksiyani quyidagicha yozib olamiz:  

 


































xx
xxxx

x
xf

3

1
13

1

2

1
12

1

3

1

2

1

6

12
2

 

Ma`lumki, 

 





 0

1
1

1

n

nn
x

x
, 







 01

1

n

nx
x

. 

Bu formulalardan foydalanib topamiz: 

 
 

































0
1

0 2

1

2

1
1

2

1

2

1
12

1

n

n

n

n

n

n
n

xx

x

,  2r  































0
1

0 3

1

3

1

3

1

3

1
13

1

n

n

n
n

n

xx

x

   3r  

Demak, 

   














 

























0
11

0
1

0
12 3

1

2

1

3

1

2

1

6

12

n

n

nn

n
n

n
n

n

n
n

n

xxx
xx

x
 

bo`ladi. 

Bu darajali qatorning yaqinlashish radiusi 2r   bo`ladi. ► 

 

Mashqlar 

1. Ushbu 

       
2

23

1

1
,1ln,sin

xx
xfxxfxxf


  

funksiyalar Teylor qatoriga yoyilsin. 

2. Ushbu  

 



0

3

!3n

n

n

x
   Rx  

qatorning yig`indisi topilsin. 

 

3. Berilgan nuqta atrofida funksiyani Teylor qatoriga yoying va ushbu 

qatorlarning yaqinlashish sohalarini toping. 

  

1     .4; 0  xxxf  2     .2; 0  xexf x  
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3     .
4

;cos 0


 xxxf  4     .2;

1
0  x

x
xf  

5     .2;
84

1
0

2



 x

xx
xf  6     .1;

65

1
02



 x

xx
xf  

7     .
2

;cos 0

4 
 xxxf  8     .

2
;sin 0

4 
 xxxf  

9     .3;
1

1
0 


 x

x
xf  10    .1; 0

2  xexf x  

11    .
4

;sin 0


 xxxf  12    .3; 0  xxxf  

13    .
2

;sin 0
2 

 xxxf  14    .
2

;cos 0

2 
 xxxf  

15    .1;
65

1
02




 x
xx

xf  16    .8; 0
3  xxxf  

17    .
4

;sin 0

3 
 xxxf  18    .

4
;cos 0

3 
 xxxf  

19    .1;
1

1
0 


 x

x
xf  20     .2;

21

1
02



 x

xx
xf  

21    .
4

;cos 0

4 
 xxxf   
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NAZORAT SAVOLLARI 

1. Darajali qatorning tekis yaqinlashishi nima? 

2. Darajali qator yig`indisining uzluksizligi haqidagi teoremani ayting. 

3. Qanday shartlarda darajali qatorni hadlab integrallash mumkin? 

4. Qanday shartlarda darajali qatorni hadlab differensiallash mumkin? 

5. Qanday qatorni Teylor qatori deyiladi? 

6. Teylor teoremasini ayting. 

7. Elementar funksiyalarni Teylor qatiriga yoyilmasi qanday? 
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GLOSSARIY 

 

Darajali qatorning tekis yaqinlashishi - darajali qator  rr,],[   da 

tekis yaqinlashuvchi bo`ladi, bunda RR   , , 0r -yaqinlashish radiusi. 

Darajali qator yig`indisining uzluksizligi -  

  





0n

n
n xaxS  

 xS  funksiya  rr,  da uzluksiz bo`ladi, 0r -yaqinlashish radiusi. 

Darajali qatorni hadlab integrallash -   





0n

n
n xaxS qatorni  rr,  ga 

tegishli bo`lgan ixtiyoriy ],[ ba  bo`yicha   rrba ,],[   hadlab integrallash 

mumkin: 

   















0n

b

a

n
n

b

a

dxxadxxS . 

Darajali qatorni hadlab differensiallash - Faraz qilaylik, 

...... 




n
n

n

n
n xaxaxaaxa 2

210
0

 

darajali qatorning yaqinlashish radiusi 0r , yig`indisi  xS  bo`lsin: 

 xSxa
n

n
n 



0

. 

U holda  xS  funksiya  rr,  da uzluksiz  xS'  hosilaga ega va 

  





0

1

n

n
n xnaxS'  

bo`ladi, bunda (3) qatorning yaqinlashish radiusi ham r  ga teng. 

 

Funksiyaning Teylor qatori - Aytaylik,  xf  funksiya Rx 0  nuqtaning 

biror  
   0000   ;: xxxRxxU  

atrofida istalgan tartibdagi hosilaga ega bo„lsin. Bu hol  xf  funksiyaning Teylor 

formulasini yozish imkonini beradi: 

   
 

 
 

 
  

   xrxx
n

xf
xx

xf
xx

xf
xfxf n

n
n

 0
02

0
0

0
0

0
!

...
!2

''

!1

'
, 

bunda  xrn -qoldiq had. 

Modomiki,  xf  funksiya  0xU  da istalgan tartibdagi hosilaga ega ekan, 

unda 

 
 

 
 

 
  

  ...
!

...
!2

''

!1

'
0

02

0
0

0
0

0 
n

n

xx
n

xf
xx

xf
xx

xf
xf  (1) 
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darajali qatorni qarash mumkin bo„ladi. 

(1) darajali qatorning koeffitsientlari sonlar bo„lib, ular  xf  funksiya va 

uning hosilalarining 0x  nuqtadagi qiymatlari orqali ifodalangan. 

(1) darajali qator  xf  funksiyaning Teylor qatori deyiladi. 

Xususan, 00 x  bo„lganda (1) darajali qator ushbu 

 
         







1

2

!

0
...

!

0
...

!2

0''

!1

0'
0

n

n
n

n
n

x
n

f
x

n

f
x

f
x

f
f  

ko„rinishga keladi. 

Faraz qilaylik,  xf  funksiya biror  rr,  da  0r  istalgan tartibdagi 

hosilaga ega bo„lib, uning 00 x  nuqtadagi Teylor qatori  

 
      

...
!

0
...

!2

0''

!1

0'
0 2  n

n

x
n

f
x

f
x

f
f  

bo„lsin. Bu qatorning qoldiq hadini  xrn  deymiz: 

 
      

 xrx
n

f
x

f
x

f
f n

n
n


!

0
...

!2

0''

!1

0'
0 2

. 

 

KEYS BANKI 

 

1-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Hadlab differensiallash bilan ushbu 

...
!4!2

1
42


xx

 

darajali qatorning yig`indisi topilsin. 

2-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Hadlab integrallash bilan ushbu 

...1694 432  xxxx  
darajali qatorning yig`indisi topilsin. 

3-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: . Ushbu 

  
x

dt
t

t
xf

0

sin
 

funksiya Teylor qatoriga yoyilsin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:  

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha 

va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);  

 to`plangan ma‟lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual).  
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TEST 

 
 

Test topshirig`i 
To‟g`ri  

javob 
Muqobil javob 

Muqobil 

javob 

1 2

1

( !)

(2 )!

n

n

n
x

n





  darajali qatorning  

yaqinlashish oralig`ini toping. 

 

4x   

 

4x   

 

4x   

2 
2

1

!
( 1)n

n
n

n
x a

a





  darajali qatorning  

yaqinlashish radiusini toping. 

 

R    

 

0R   

 

1R   

3 

1

1 3 ... (2 1) 1

2 4 ... (2 ) 2

np

n

n x

n





      
   

     
  

darajali qatorning  yaqinlashish 

radiusini toping. 

 

2R   

 

1R   

 

3R   

4 

1

( 0)
n

n
n

x
a

a





  darajali qatorning  

yaqinlashish oralig`ini toping. 

 

1x   

 

1x   

 

2x   

5 
2

1

(1 )x
 funksiyani darajali qatorga 

yoying. 

1

1

( 1)

n

n

nx

x









 1

( 1)

( 1)

n

n

n x

x










 

2 1

1

( 1)

n

n

n x

x








  

 

 

 
Test topshirig`i 

To‟g`ri  

javob 
Muqobil javob 

Muqobil 

javob 

1 



0 !n

n

n

x
 qator qaysi funksiyaning 

yoyilmasi bo`ladi? 

 

e
x
 

 

cosx 

 

ln(1+x) 

2 






0

2

)!2(
)1(

n

n
n

n

x
 qator qaysi 

funksiyaning yoyilmasi bo`ladi? 

 

cosx 

 

sinx 

 

e
x
 

3 










0

12

)!12(
)1(

n

n
n

n

x
 qator qaysi 

funksiyaning yoyilmasi bo`ladi? 

 

sinx 

 

cosx 

 

e
x
 

4 






1

1)1(
n

n
n

n

x
 qator qaysi 

funksiyaning yoyilmasi bo`ladi? 

 

ln(1+x) 

 

e
x
 

 

sinx 

5 f(x)=arctgx funksiya qaysi 

yoyilmaga ega? 









0

12

12
)1(

n

n
n

n

x
 







0

12

12n

n

n

x
 






0

2

2
)1(

n

n
n

n

x
 

6 
f(x)=ln

x

x





1

1
   funksiya qaysi 

yoyilmaga ega? 

2






0

12

12n

n

n

x
 










0

12

12
)1(

n

n
n

n

x
 







0

12

12n

n

n

x
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11-Mavzu. Uzluksiz funksiyani ko`phad bilan yaqinlashtirish. 

Veyershtrass teoremasi. 

11-Ma‟ruza 

REJA: 

1
0
. Bernshteyn ko`phadi. 

2
0
. Muhim lemma. 

3
0
. Uzluksiz funksiyani ko`phad bilan yaqinlashtirish. 

 

Tayanch so`z va iboralar: Bernshteyn ko`phadi, muhim lemma, N’yuton-

binomi formulasi, uzluksiz funksiyani ko`phad bilan yaqinlashtirish: Bernshteyn 

teoremasi, Veyershtrass teoremasi. 

 

1
0
. Bernshteyn ko`phadi. Aytaylik,  xf  funksiya ],[ 10  segmentda berilgan 

bo`lsin. 

Ushbu 

         




















n

k

nn

n

nknkk
n xfxxC

n
fxfxxC

n

k
f

0

11 1...1
1

101  

ko`phad  xf  funksiyaning Bernshteyn ko`phadi deyiladi va  xfBn ;  kabi 

belgilanadi: 

   














n

k

knkk
nn xxC

n

k
fxfB

0

1; . 

Bunda                 

    
!k

knnnn
C k

n

121 



. 

Demak, Bernshteyn ko`phadi n -darajali ko`phad bo`lib, uning 

koeffitsientlari  xf  funksiyaning  

 nk
n

k
,...,,, 210  

nuqtalardagi qiymatlari orqali ifodalanadi. 

Masalan,  

        xfffxfB ]01[0;1  , 

          2
2 1

2

1
2002

2

1
20; xfffxfffxfB 



































  

bo`ladi. 
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2
0
. Muhim lemma. Ushbu 

  





n

k

knkk
n xxC

0

11 , (1) 

 
 

 10
1

1
0

2

















x

n

xx
xxCx

n

kn

k

knkk
n           (2) 

ayniyatlar o`rinli. 

◄N‟yuton-binomi formulasi 

 


 
n

k

nknkk
n babaC

0

 

da xbxa  1,  deyilsa, u holda  

 





n

k

knkk
n xxC

0

11  

bo`lishi kelib chiqadi. 

(2) ayniyatni isbotlash uchun quyidagi 

 





n

k

knkk
n xxC

n

k

0

1 ,  





n

k

knkk
n xxC

n

k

0
2

2

1  

yig`indilarni hisoblaymiz. 

Bu yig`indini hisoblashda yuqoridagi keltirilgan k
nC  ning ifodasi va N‟yuton 

binomi formulasidan foyda-lanamiz: 

      
 









n

k

n

k

knkk
n

n

k

knkk
n

knkk
n xxCxxC

n

k
xxC

n

k

0 1

1
1

1

111  

       xxxxxxCx

nn

k

knkk
n 








1

1

1111
1 11 . 

Demak,  

                             





n

k

knkk
n xxxC

n

k

0

1 .                      (3) 

Endi 

 





n

k

knkk
n xxC

n

k

0
2

2

1  

yig`indini hisoblaymiz: 
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1 1

1
1

1
1

0
2

2

1
1

11
11

k

n

k

knkk
n

knkk
n

n

k

knkk
n xxC

n

k

n

n
xxC

n

k
xxC

n

k
 

     









 




n

k

knkk
n

n

k

knkk
n xxCx

n

n
xxC

n 2

2222
2

2

1

1
1 1

1
1

1
 

  

         

 
.

1

1
1

1
1

1
1

2

122

1

1111
1

n

xx
x

xxx
n

xxx
n

n
xxCx

n

nn
n

k

knkk
n















 

Demak,  

                         
 

n

xx
xxxC

n

kn

k

knkk
n






 1
1 2

0
2

2

 .                     (4) 

Yuqoridagi (1), (3) va (4) munosabatlardan foydalanib topamiz: 

      







 












n

k

knk
n

n

k

knkk
n

n

k

knkk
n xC

n

k
xxxC

n

k
xxCx

n

k

00
2

2

0

2

1211  

 
   

n

xx
xxx

n

xx
xxxCx

n

k

knkk
n





 



 1
2

1
1 22

0

2
. ► 

Natija. ],[ 10x , Nn  uchun 

                                  
n

xxCx
n

kn

k

knkk
n

4

1
1

0

2














             (5) 

tengsizlik o`rinli bo`ladi. 

◄Ravshanki, ]1,0[x  uchun  

 
4

1
1  xx  

bo`ladi. Bu tengsizlik va (2) munosabatdan (5) tengsizlikning o`rinli bo`lishi kelib 

chiqadi.► 

 

3
0
. Uzluksiz funksiyani ko`phad bilan yaqinlashtirish. 

1-teorema. (Bernshteyn). Agar  xf  funksiya ],[ 10  segmentda uzluksiz 

bo`lsa, u holda  

    0,maxlim
10




xfBxf n
xn

 

bo`ladi, bunda  
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n

k

knkk
nn xxC

n

k
fxfB

0

1; .                     (6) 

◄(1) va (6) munosabatlardan foydalanib topamiz: 

       























n

k

knkk
nn xxCxf

n

k
fxfxfB

0

1; . 

Kantor teoremasiga ko`ra qaralayotgan  xf  funksiya ],[ 10  da tekis uzluksiz 

bo`ladi. Unda ta`rifga binoan 

],['',',, 1000  xx  uchun  ''' xx  

bo`lganda  

   
2


 ''' xfxf  

tengsizlik bajariladi. 

Ma`lumki,  

   xfxfBn ;  

ayirmani ifodalovchi yig`indida 1n  ta had bo`lib, ular k  ning n,...,,, 210  

qiymatlarida yuzaga keladi. Bu k  ning ushbu 

 ],[ 10 xx
n

k
  

tengsizlikni qanoatlantiradigan qiymatlari to`plamini  kEn  bilan, 

 ],[ 10 xx
n

k
  

tengsizlikni qanoatlantiradigan qiymatlari to`plamini  kFn  bilan belgilaylik. 

Ravshanki, 

     nkFkE nn ...,,2,1,0  

bo`ladi. Shuni e`tiborga olib, yuqoridagi yig`indini ikki qismga ajratamiz: 

     
 

  

































 




 

knkk
n

n

k kE

knkk
n xxCxf

n

k
fxxCxf

n

k
f

n

11
0

 

   
 























kF

knkk
n

n

xxCxf
n

k
f 1 . 

Endi bu yig`indilarni baholaymiz.  xf  funksiyaning ],[ 10  da tekis uzluksizligidan 

hamda lemmadan foydalanib topamiz: 
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kE

knkk
n

kE

knkk
n

nn

xxCxf
n

k
fxxCxf

n

k
f 11  

     
 









 







kE

knkk
n

x
n

k
k

knkk
n

n

xxCxxCxf
n

k
f 1

2
1

:





 

 





n

k

knkk
n xxC

0 2
1

2


. 

Ravshanki,  xf  funksiya ],[ 10  da chegaralangan. Unda   RMxf
x


 10

max  

bo`ladi. Shuni e`tiborga olib topamiz: 

   
 

    































x
n

k
k

knkk
n

kF

knkk
n xxCxf

n

k
fxxCxf

n

k
f

n :

11  

 





x
n

k
k

knkk
n xxCM

:

12 . 

Agar 

1
1

2

2












 x

n

k
x

n

k
 

bo`lishini hisobga olsak, unda lemmaga ko`ra  

   





















x
n

k
k

knkk
n

x
n

k
k

knkk
n xxCx

n

k
xxC

::

1
1

1

2

2
 

 














n

k

knkk
n

n
xxCx

n

k

0
2

2

2 4

1
1

1


 

bo`ladi. 

Shunday qilib, 

       
 


















 



kE

knkk
nn

n

xxCxf
n

k
fxfxfB 1;  

   
 

222
1





n

M
xxCxf

n

k
f

kF

knkk
n

n


















 


 

bo`ladi. Agar 
 22

M
n  deyilsa, u holda  
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 2

1

2 2


n

M
 

bo`lib, 

     xfxfBn ;  

bo`ladi. Bu munosabatdan esa 

    0;maxlim
10




xfxfBn
xn

 

bo`lishi kelib chiqadi.► 

Bu teoremadan n  da 

     10 
 xxfxfBn ;  

bo`lishini topamiz. Demak, ],[ 10  da uzluksiz bo`lgan  xf  funksiya  xfBn ;  

ko`phad bilan yaqinlashtirildi: 

     10.1
0









 




xxxC

n

k
fxf

n

k

knkk
n  

Aytaylik,  xf  funksiya ],[ ba  segmentda uzluksiz bo`lsin. Ma`lumki, ushbu 

ab

a
x

ab
t







1
 

chiziqli almashtirish ],[ ba  segmentni ],[ 10  segmentga almashtiradi. Bu 

almashtirishdan foydalanib ushbu 

                                  10  ttabaft        (7) 

funksiyani hosil qilamiz. Ravshanki,  t  funksiya ],[ 10  da uzluksiz bo`ladi. 

Yuqoridagi teoremadan foydalanib topamiz: 

                                  0;maxlim
10




ttBn
tn

 ,                           (8) 

bunda 

   














n

k

knkk
nn ttC

n

k
tB

0

1; . 

(7) va (8) munosabatlardan 

  0;maxlim 













xf

ab

ax
fBn

bxan
 

bo`lishi kelib chiqadi, bunda  
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knk

k
n

n

k
n

ab

ax

ab

ax
Ck

n

ab
af

ab

ax
fB 1

0

;  

   

 















 


n

ok
n

knk
k
n

ab

xbax
Ck

n

ab
af . 

Shunday qilib quyidagi teoremaga kelamiz. 

2-teorema (Veyershtrass). Agar  xf  funksiya ],[ ba  segmentda uzluksiz 

bo`lsa,  

  0;maxlim 













xf

ab

ax
fBn

bxan
 

bo`ladi. 

 

Mashqlar 

 

1. Agar  xf  funksiya  10;  segmentda uzluksiz bo`lsa,  10;x  da  

   
















n

k

knkk
n

k

n
xxC

n

k
f

0

011lim  

bo`lishi isbotlansin. 

2. Agar  xf  funksiya  10;  segmentda uzluksiz bo`lsa, 

    









 n
xfxfBn

x

1

2

3
;sup

10

  

bo`lishi isbotlansin, bunda    –  xf  funksiyaning uzluk-siz moduli. 
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NAZORAT SAVOLLARI 

 

1. Bernshteyn ko`phadi nima? 

2. Muhim lemmani yozing. U qaysi teoremada ishlatiladi? 

3. Bernshteyn teoremasini ayting. 

4. Veyershtrass teoremasini ayting. Ma‟nosini tushuntiring. 

 

GLOSSARIY 

 

 xf  funksiyaning Bernshteyn ko`phadi – bu ushbu 

         




















n

k

nn

n

nknkk
n xfxxC

n
fxfxxC

n

k
f

0

11 1...1
1

101  

ko`rinishdagi ko`phad.  xfBn ;  kabi belgilanadi: 

   














n

k

knkk
nn xxC

n

k
fxfB

0

1; . 

Bunda                 

    
!k

knnnn
C k

n

121 



. 

Uzluksiz funksiyani ko`phad bilan yaqinlashtirish - Agar  xf  funksiya 

],[ 10  segmentda uzluksiz bo`lsa, u holda  

    0,maxlim
10




xfBxf n
xn

 

bo`ladi, bunda  

                              














n

k

knkk
nn xxC

n

k
fxfB

0

1; .     

Veyershtrass teoremasi - Agar  xf  funksiya ],[ ba  segmentda uzluksiz 

bo`lsa,  

  0;maxlim 













xf

ab

ax
fBn

bxan
 

bo`ladi. 
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Keys banki 
 

 1-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Agar  xf  funksiya  10;  segmentda 

uzluksiz bo`lsa,  10;x  da  

   
















n

k

knkk
n

k

n
xxC

n

k
f

0

011lim  

bo`lishi isbotlansin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha 

va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma‟lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual).  

TEST 

 
 

Test topshirig`i 
To‟g`ri  

javob 
Muqobil javob 

Muqobil 

javob 

1 ( )f x x  funksiya uchun 

[0,1] segmentda  Bershteyn 

ko`phadini tuzing. 

 
x  

 
2x  

 

1 x  

2 2( )f x x  funksiya uchun 

[0,1] segmentda  Bershteyn 

ko`phadini tuzing. 

 

2 (1 )x x
x

n


  

 

2 (1 )x x
x

n


  

 

2 (1 )x x
x

n


  

3 Bernshteyn teoremasi. 

Agar  xf  funksiya ]1,0[  

segmentda uzluksiz bo`lsa, 

u holda … 

 

   
0 1

lim max , 0n
n x

f x B f x
  

   

 
   

0 1

lim sup , 0n
n x

f x B f x
  

 
 

 
   

0 1
lim min , 0n
n x

f x B f x
  

 

 

4 Quyidagilardan qaysi biri 

to`g`ri?  





n

k

knkk

n xxC
0

11   





n

k

knkk

n xxC
0

21   





n

k

knk

n xxC
0

11
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12-Mavzu: Ikki o`zgaruvchili funksiyaning bir  

o`zgaruvchisi bo`yicha yaqinlashishi 

12-Ma`ruza 

REJA: 

 

1
0
. Limit funksiya. 

2
0
. Limit funksiyaga tekis yaqinlashish. 

3
0
. Mavzuga doir misollar. 

 

Tayanch so`z va iboralar: Limit funksiya, tekis yaqinlashish, tekis 

yaqinlashishning zaruriy va yetarli sharti, limit funksiyaning uzluksizligi. 

 

1
0
. Limit funksiya. [4, Definition 5,6,7, p.366-367] Faraz qilaylik,  yxf ,  

funksiya 2R  fazodagi 

  REybxaRyxM  ,:, 2  

to`plamda berilgan va Ry 0  nuqta E  to`plamning limit nuqtasi bo`lsin. 

Ravshanki, har bir tayin  bax , da  yxf ,  funksiya y  o`zgaruvchining 

funksiyasiga aylanadi. Aytaylik, bu funksiya  bax , da  

 yxf
yy

,lim
0

 

limitga ega bo`lsin. 

Har bir  bax ,  ga  yxf ,  funksiyaning 0yy   dagi limitini mos qo`yish 

natijasida 

 yxfx
yy

,lim:
0

  

funksiya hosil bo`ladi. 

Odatda, bu funksiya  yxf ,  funksiyaning 0yy   dagi limit funksiyasi 

deyiladi: 

      baxxyxf
yy

,,,lim
0




     (1) 

(1) munosabat quyidagicha tushuniladi: 

0  son olinganda ham, shunday   0,  x  son topiladiki,  00 yy  

tengsizlikni qanoatlantiruvchi Ey  uchun 

      baxxyxf ,,,    
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bo`ladi. 

Ta`rif. [4, Definition 9, p.367] Endi  yxf ,  funksiya 

    REybaxRyxM  ,,;, 2  

to`plamda berilgan va   «nuqta» E  to`plamning limit nuqtasi bo`lsin. 

Agar 0  son olinganda ham, shunday   0,  x  son topilsaki, 

y  tengsizlikni qanoatlantiruvchi Ey  uchun 

      xyxf ,  

tengsizlik bajarilsa,  x  funksiya  yxf ,  ning y  dagi limit funksiyasi 

deyiladi. 

1-misol. Ushbu  

  xyyxf ,  

funksiyani  

    1,0,10:, 2  yxRyxM  

to`plamda qaraylik. Bu funksiyaning 10  yy  dagi limit funksiyasi   xx   

bo`lishi ko`rsatilsin. 

◄Ixtiyoriy 0  songa ko`ra, har bir  1,0x  uchun    deb olinsa, unda 

 10 yyy  tengsizlikni qanoatlan-tiruvchi  1,0y  uchun 

      11, yyxxxyxyxf  

bo`ladi. Demak,  

xxy
y


1

lim . ► 

2-misol. Ushbu  

   00,, 0  yxyxf  

funksiyani 

    1,0,10:, 2  yxRyxM  

to`plamda qaraymiz. Bu funksiyaning 00  yy  dagi limit funksiyasi topilsin. 

◄Aytaylik, 0x  bo`lsin. Bu holda  1,0y  uchun 

  0,0 yf  

bo`lib, 0y  da   0,0 yf  bo`ladi. 

Aytaylik, 0x  bo`lsin. Bu holda 0y  da  
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  1, 0  xxyxf y  

bo`ladi. Haqiqatan ham, ixtiyoriy 0  songa ko`ra    1logx  deyilsa 

 0x , unda  yyyy 00  tengsizlikni qanoatlantiruvchi  1,0y  

uchun 

         



11111,

1logxxxxxyxf yy  

bo`ladi. Demak, 0y  da   yxyxf ,  funksiyaning limit funksiyasi 

 
 










lsaboxagar

lsaboxagar
x

`0,0

,`1,0,1
  

bo`ladi. ► 

 

2
0
. Limit funksiyaga tekis yaqinlashish.  

Faraz qilaylik,  yxf ,  funksiya  

  REybxaRyxM  ,:, 2  

to`plamda berilgan bo`lib, Ry 0  nuqta esa E  to`plamning limit nuqtasi bo`lsin. 

Bu funksiya har bir tayinlangan  bax ,  da y  o`zgaruvchining funksiyasi sifatida 

0yy   da  x  limit funksiyaga ega bo`lsin: 

   xyxf
yy




,lim
0

. 

 yxf ,  funksiyaning  x  ga intilishi xarakteri olingan x  ga bog`liq, chunki x  

ning turli qiymatlarida  yxf ,  funksiya, umuman aytganda y  o`zgaruvchining tur-

licha funksiyalari bo`ladi. Bu vaziyat 

      baxxyxf
yy

,,,lim
0




  

tushunchasidagi ixtiyoriy 0  songa ko`ra, topiladigan 0  sonning 

qaralayotgan x  ga bog`liq yoki bog`liq emasligida namoyon bo`ladi. 

Yuqorida keltirilgan misollarning birinchisida    bo`lib, u faqat 0  

gagina bog`liq, ikkinchisida esa    1logx  bo`lib, u olingan 0  bilan birga 

qaralayotgan x  ga ham bog`liq ekanini ko`ramiz. 

1-ta`rif. Agar 0  son olinganda ham, shunday   0   son 

topilsaki,  0yy  tengsizlikni qanoatlantiruvchi Ey ,  bax ,   uchun 

      xyxf ,  

tengsizlik bajarilsa, ya`ni 
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0 ,   0  ,  0yy , Ey ,  bax , : 

      xyxf ,  

bo`lsa,  yxf ,  funksiya  x  ga  ba,  da tekis yaqinlashadi deyiladi. 

3-misol. Ushbu 

  yxyxf sin,   

funksiyani 

    ,0,10:, 2  yxRyxM  

to`plamda qaraylik. Bu funksiyaning 
3

0


 yy  da limit funksiyasi topilib, unga 

 1,0  da tekis yaqinlashishi ko`rsatilsin. 

◄Ravshanki,  

xyx
y 2

3
sinlim

3





. 

Demak,  

  xx
2

3
 . 

Agar 0  ga ko`ra    deyilsa, u holda 



3

y  tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi  ,0y  va  1,0x  uchun 

    


 
33

sinsin
2

3
sin

2

3
sin, yyxyxxyxxyxf  

bo`ladi. Ta`rifga binoan, 
3


y  da   yxyxf sin,   funksiya   xx

2

3
  limit 

funksiyaga  1,0  da tekis yaqinlashadi. ► 

Eslatma. Aytaylik,  

   xyxf
yy




,lim
0

 

bo`lsin. 

Agar 0  son olinganda shunday  bax ,,0 00   va  0yy  

tengsizlikni qanoatlantiruvchi Ey 1  topilsaki,  

    0010 ,   xyxf  
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bo`lsa,  yxf ,  funksiyaning 0yy   da limit funksiya  x  ga tekis yaqin-

lashmaydi deyiladi. 

Masalan,  

   00,, 0  yxyxf  

funksiyaning 0y  dagi limit funksiya 

 
 1, agar 0,1 bo`lsa,

0, agar 0 bo`lsa

x
x

x



 


 

ga tekis yaqinlashmaydi bo`ladi. Haqiqatan ham, 0  son olinganda, 

  10 0,
4

1
y  tengsizlikni qanoatlantiruvchi 1y  va 1

1

0 2
y

x


  deb olinsa, u holda  

    00010
2

1

2

1
11, 1  

y
xxyxf  

bo`ladi. 

Faraz qilaylik,  yxf ,  funksiya 2R  fazodagi 

  REybxaRyxM  ,:, 2  

to`plamda berilgan va Ry 0  nuqta E  to`plamning limit nuqtasi bo`lsin. 

Agar E  to`plam 0y  ga intiluvchi  ny  ketma-ketlikdan iborat bo`lsa, 

 yxf ,  funksiyani  ba,  da aniqlangan 

   ,n nf x f x y  

funktsional ketma-ketlik sifatida qarash mumkin. Masalan, 

 
22

2
,

yx

xy
yxf


  

funksiyani    
















 ,...
3

1
,

2

1
,1,1,0:, 2

0 EyxRyxM  to`plamda qarasak, u 

quyidagi  

 
221

2

xn

xn
xfn


  

funktsional ketma-ketlikka aylanadi. 
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1-teorema. Agar 0yy   da  yxf ,  funksiya  x  ga  ba,  da tekis yaqin-

lashsa, u holda E  to`plamdagi 0y  ga intiluvchi har bir  ny  ketma-ketlikda 

(
ny E )  

 ( ) ,n nf x f x y  

funktsional ketma-ketlik ham  ba,  da  x  ga tekis yaqinlashadi. 

◄Aytaylik,  yxf ,  funksiya 0yy   da  x  funksiyaga  ba,  da tekis 

yaqinlashsin. Unda ta`rifga binoan  

0 ,   0  ,  00 yy  

tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy  

Ey ,  bax , :       xyxf ,  

bo`ladi. 

Modomiki,  ny  ketma-ketlik 0y  ga intilar ekan, unda 

0 , Nn  0 , 0nn  :  0yyn  

tengsizlik bajariladi. Demak, 

0 , 0 ,  0yyn , Eyn  ,  bax , :       xyxf n,  

ya`ni, 

       xxfn  

bo`ladi. Bu esa  xfn  funktsional ketma-ketlikning  ba,  da  x  funksiyaga tekis 

yaqinlashishini bildiradi.► 

Endi  yxf ,  funksiyaning limit funksiyaga ega bo`lish va unga tekis yaqin-

lashishi haqidagi teoremani keltiramiz. 

2-teorema.  yxf ,  funksiya 0yy   da limit funksiya  x  ga ega bo`lishi 

va unga tekis yaqinlashishi uchun 0  olinganda ham x  ga bog`liq bo`lmagan 

shunday   0   topilib,  0yy ,  0yy  tengsizliklarni 

qanoatlantiruvchi ixtiyoriy Eyy ,  hamda  bax ,  da 

     yxfyxf ,,             (2) 

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli. 

◄ Zarurligi. Aytaylik,  yxf ,  funksiya 0yy   da limit funksiya  x  ga 

 ba,  da tekis yaqinlashsin. Unda ta`rifga binoan 
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0 , 0 ,  0yy , Ey ,  bax , :    
2

,


  xyxf     (3) 

jumladan,  0yy , Ey   uchun ham  

   
2

,


  xyxf              (4) 

bo`ladi. 

(3) va (4) munosabatlardan 

     yxfyxf ,,  

bo`lishi kelib chiqadi. 

Yetarliligi. Aytaylik, (2) shart bajarilsin. Modomiki, har bir tayinlangan 

 bax ,  va  0yy ,  0yy , Ey , Ey   da 

     yxfyxf ,,  

tengsizlik bajarilar ekan, unda Koshi teoremasiga ko`ra 0yy   da   yxf ,  

funksiya limitga ega bo`ladi. Uni  x  bilan belgilaylik: 

   xyxf
yy




,lim
0

. 

Endi y  o`zgaruvchining  0yy  tengsizlikni qanoat-lantiradigan qiy-

matida tayinlab, (2) tengsizlikda 0yy   da limitga o`tib, topamiz: 

      xyxf , . 

Bu esa 0yy   da  yxf ,  funksiya  x  ga  ba,  da tekis yaqinlashishini 

bildiradi. ► 

3-teorema.  yxf ,  funksiya uchun quyidagi shartlar bajarilsin: 

1) har bir tayin Ey  da  yxf ,  funksiya  ba,  da x  o`zgaruvchining 

funksiyasi sifatida uzluksiz; 

2) 0yy   da   yxf ,  funksiya  ba,  da  x  ga tekis yaqinlashsin. 

U holda  x  funksiya  ba,  da uzluksiz bo`ladi.  

◄ E  to`plamda 0y  ga intiluvchi ixtiyoriy  ny  ketma-ketlik olib 

 0,...,2,1, yynEy nn    ba,  segmentda aniqlangan ushbu  

 nn yxfxf ,)(   

funktsional ketma-ketlikni hosil qilamiz. Teoremaning shartlariga ko`ra: 

1)  xfn  funktsional ketma-ketlikning har bir hadi  ba,  da uzluksiz bo`ladi; 
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2) mazkur ma`ruzadagi 2-teoremaga binoan 0yy   da   xfn  funktsional 

ketma-ketlik  x  funksiyaga  ba,  da tekis yaqinlashadi. 

Unda  x  funksiya  ba,  segmentda uzluksiz bo`ladi (qaralsin, 65-

ma`ruza). ► 

12-amaliy mashg‟ulot 

 

1-misol. Ushbu  

  xyyxf ,  

funksiyani  

    1,0,10:, 2  yxRyxM  

to`plamda qaraylik. Bu funksiyaning 10  yy  dagi limit funksiyasi   xx   

bo`lishi ko`rsatilsin. 

◄Ixtiyoriy 0  songa ko`ra, har bir  1,0x  uchun    deb olinsa, unda 

 10 yyy  tengsizlikni qanoatlan-tiruvchi  1,0y  uchun 

      11, yyxxxyxyxf  

bo`ladi. Demak,  

xxy
y


1

lim . ► 

2-misol. Ushbu  

   00,, 0  yxyxf  

funksiyani 

    1,0,10:, 2  yxRyxM  

to`plamda qaraymiz. Bu funksiyaning 00  yy  dagi limit funksiyasi topilsin. 

◄Aytaylik, 0x  bo`lsin. Bu holda  1,0y  uchun 

  0,0 yf  

bo`lib, 0y  da   0,0 yf  bo`ladi. 

Aytaylik, 0x  bo`lsin. Bu holda 0y  da  

  1, 0  xxyxf y  

bo`ladi. Haqiqatan ham, ixtiyoriy 0  songa ko`ra    1logx  deyilsa 

 0x , unda  yyyy 00  tengsizlikni qanoatlantiruvchi  1,0y  

uchun 

         



11111,

1logxxxxxyxf yy
 

bo`ladi. Demak, 0y  da   yxyxf ,  funksiyaning limit funksiyasi 
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бўлса0агар,0

бўлса,1,0агар,1

x

x
x  

bo`ladi. ► 

3-misol. Ushbu   yxyxf sin,   funksiyani 

    ,0,10:, 2  yxRyxM  

to`plamda qaraylik. Bu funksiyaning 
3

0


 yy  da limit funksiyasi topilib, unga 

 1,0  da tekis yaqinlashishi ko`rsatilsin. 

◄Ravshanki,  

xyx
y 2

3
sinlim

3





. 

Demak,   xx
2

3
 . 

Agar 0  ga ko`ra    deyilsa, u holda 



3

y  tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi  ,0y  va  1,0x  uchun 

    


 
33

sinsin
2

3
sin

2

3
sin, yyxyxxyxxyxf

 

bo`ladi. Ta`rifga binoan, 
3


y  da   yxyxf sin,   funksiya   xx

2

3
  limit 

funksiyaga  1,0  da tekis yaqinlashadi. ► 

Eslatma. Aytaylik,  

   xyxf
yy




,lim
0

 

bo`lsin. Agar 0  son olinganda shunday  bax ,,0 00   va  0yy  

tengsizlikni qanoatlantiruvchi Ey 1  topilsaki,  

    0010 ,   xyxf  

bo`lsa,  yxf ,  funksiyaning 0yy   da limit funksiya  x  ga tekis yaqin-

lashmaydi deyiladi. 

4-misol.    00,, 0  yxyxf funksiyaning 0y  dagi limit funksiya 

 
 1, agar 0,1 bo`lsa,

0, agar 0 bo`lsa

x
x

x
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ga tekis yaqinlashmaydi bo`ladi. Haqiqatan ham, 0  son olinganda, 

  10 0,
4

1
y  tengsizlikni qanoatlantiruvchi 1y  va 1

1

0 2
y

x


  deb olinsa, u holda  

    00010
2

1

2

1
11, 1  

y
xxyxf  

bo`ladi. 

Faraz qilaylik,  yxf ,  funksiya 2R  fazodagi 

  REybxaRyxM  ,:, 2  

to`plamda berilgan va Ry 0  nuqta E  to`plamning limit nuqtasi bo`lsin. 

Agar E  to`plam 0y  ga intiluvchi  ny  ketma-ketlikdan iborat bo`lsa, 

 yxf ,  funksiyani  ba,  da aniqlangan 

   ,n nf x f x y  

funktsional ketma-ketlik sifatida qarash mumkin. Masalan, 

 
22

2
,

yx

xy
yxf


  

funksiyani    
















 ,...
3

1
,

2

1
,1,1,0:, 2

0 EyxRyxM  to`plamda qarasak, u 

quyidagi  

 
221

2

xn

xn
xfn


  

funktsional ketma-ketlikka aylanadi. 

 

1. Ushbu  

  












 x

n
xnyxf

1
,  

funksiyani     NnxRnxM  ,,0:, 2   to`plamda qaraylik. Bu 

funksiyaning n  da limit funksiyasi topilsin. 

2. Ushbu  

  yy xx
y

yxf

11

1
1

,













  

funksiyani    
















 1,0,1,

2

1
:, 2 yxRyxM  to`plamda qaraylik. Bu funksiya 

uchun  
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  0,lim
0




yxf
y

 

bo`lishi isbotlansin. 

3. Aytaylik,  yxf ,  funksiya  

    REybaxRyxM  ,,:, 2  

to`plamda berilgan va Ry 0  esa E  ning limit nuqtasi. 0yy   da   yxf ,  

funksiyaning  x  ga  ba,  da tekis yaqinlashishi uchun E  to`plamdagi 0y  ga 

intiluvchan ixtiyoriy  ny  ketma-ketlikda  

 nn yxfxf ,)(   

funktsional ketma-ketlikning  ba,  da  x  ga tekis yaqinlashishi zarur va etarli 

ekani isbotlansin. 
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Nazorat savollari 

 

1. Limit funksiya. 

2. Tekis yaqinlashish. 

3. Tekis yaqinlashishning zaruriy va yetarli sharti.  

4. Limit funksiyaning uzluksizligi haqida teorema. 

 

GLOSSARY 

Limit funksiya - Har bir  bax ,  ga  yxf ,  funksiyaning 0yy   dagi 

limitini mos qo`yish natijasida 

 yxfx
yy

,lim:
0
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hosil bo`luvchi  x  funksiya. 

Tekis yaqinlash - Agar 0  son olinganda ham, shunday   0   

son topilsaki,  0yy  tengsizlikni qanoatlantiruvchi Ey ,  bax ,   uchun 

      xyxf ,  

tengsizlik bajarilsa, ya`ni 

0 ,   0  ,  0yy , Ey ,  bax , : 

      xyxf ,  

bo`lsa,  yxf ,  funksiya  x  ga  ba,  da tekis yaqinlashadi deyiladi. 

 

KEYS BANKI 
 

1-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Aytaylik,  yxf ,  funksiya  

    REybaxRyxM  ,,:, 2

 
to„plamda berilgan va Ry 0  esa E  ning limit nuqtasi. 0yy   da   yxf ,  

funksiyaning  x  ga  ba,  da tekis yaqinlashishi uchun E  to„plamdagi Ry 0  ga 

intiluvchan ixtiyoriy { }ny  ketma-ketlikda  

 nn yxfxf ,)(   
funksional ketma-ketlikning  ba,  da  x  ga tekis yaqinlashishi zarur va yetarli 

ekani isbotlansin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:  

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha 

va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);  

 to`plangan ma‟lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual).  
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13-Mavzu: Parametrga bog`liq integrallar 

13-Ma‟ruza 

REJA: 

1
0
. Parametrga bog‟liq integral tushunchasi:  

b

a

dxy,xf)y(J . 

 2
0
. )y(J  funksiyaning limiti. 

 3
0
. )y(J  funksiyaning uzluksizligi. 

 4
0
. )y(J  funksiyani differensiallash. 

 5
0
. )y(J  funksiyani integrallash. 

 Tayanch so‟z va iboralar: parametrga bog’liq integral, )y(J  funksiyaning 

limiti, )y(J  funksiyaning uzluksizligi, )y(J  funksiyaning differensiali, )y(J  

funksiyaning integrali. 

 

1
0
. Parametrga bog`liq integral tushunchasi. Aytaylik,  yxf ,  funksiya  

  REybxaRyxM  ,:, 2  

to`plamda berilgan bo`lsin. Bu funksiya har bir tayinlangan Еy  da x  o`zgaruv-

chining funksiyasi sifatida  b,a da integrallanuvchi, ya`ni  

 
b

a

dxyxf ,  

mavjud deylik. Qaralayotgan integralning qiymati tayin-langan y  ga bog`liq bo`la-

di: 

 
b

a

dxy,xf)y(J .     (1) 

Masalan, 0y   bo`lganda 

y

1e

y

e
dxe

y
1

0

yx1

0

yx 
 , 

0y   bo`lganda 

1dxe
1

0

x0   

bo`ladi. Demak, 














 
.`0,1

bo`lsa, 0,
1

)(

1

0 lsaboyagar

yagar
y

e

dxeyJ

y

yx  
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Odatda (1) integral parametrga bog`liq integral, y  esa parametr deyiladi. 

Ravshanki, )(yJ  funksiya (parametrga bog`liq integral) berilgan  yxf ,  

funksiya orqali aniqlanib, unga bog`liq bo`ladi. 

Parametrga bog`liq integral mavzusida  yxf ,  funksiya-ning funktsional 

xossalariga ko`ra )(yJ  funksiyaning funktsional xossalari (limiti, uzluksizligi, 

differentsiallanuvchiligi, integrallanishi) o`rganiladi. 

 

2
0
. )y(J  funksiyaning limiti. Aytaylik,  yxf ,  funksiya  

  REybxaRyxM  ,:, 2  

 

to`plamda berilgan bo`lib, Ry0   esa E  to`plamning limit nuqtasi bo`lsin. Bu 

funksiya uchun har bir tayin Ey  da  

 
b

a

dxy,xf)y(J  

mavjud bo`lsin. 

1-teorema. Faraz qilaylik,  yxf ,  funksiya quyidagi shartlarni bajarsin: 

1) har bir tayin Ey  da  yxf ,  funksiya x  o`zgaruvchi-ning funksiyasi 

sifatida  b,a  da uzluksiz; 

2) 0yy   da  yxf ,  funksiya limit funksiya  x  ga  b,a  da tekis 

yaqinlashsin. 

U holda 0yy   da )y(J  funksiya limitga ega bo`lib, 

 


b

a
yy

dxxyJ )(lim
0

     (2) 

bo`ladi. 

◄ Keltirilgan teoremaning shartlarini bajarilishi-dan, 74-ma`ruzadagi 3-

teoremaga ko`ra, limit funksiya  x  ning  b,a  da uzluksiz bo`lishi kelib chiqadi. 

Demak, 

 
b

a

dxx  

integral mavjud. 

Ayni paytda, 0yy   da  yxf ,  funksiyaning  b,a  da  x  funksiyaga 

tekis yaqinlashuvchi bo`lishidan, ta`rifga binoan, 

     
ab

xy,xf:b,ax,Ey,y-y0,0, 0
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bo`lishini topamiz. Ushbu  

 
b

a

dxx)y(J   

ayirmani qaraylik. 

Ravshanki, 0y-y  tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy Ey  uchun 

          


 


 
b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

dx
ab

dxxy,xfdxxdxy,xfdxx)y(J  

bo`ladi. 

Keyingi munosabatdan 

 


b

a
yy

dxxyJ )(lim
0

 

bo`lishi kelib chiqadi. ► 

(2) munosabatni quyidagicha  

    









b

a
yy

b

a
yy

dxyxfdxyxf ,lim,lim
00

 

ham yozish mumkin. Bu integral belgisi ostida limitga o`tish qoidasini ifodalaydi. 

 

3
0
. )y(J  funksiyaning uzluksizligi. )y(J  funksiyaning uzluksizligini 

quyidagi teorema ifodalaydi. 

2-teorema. [4, Proposition 1, p.408] Agar  yxf ,  funksiya 

  dyc,bxa:Ry,xM  2
0  

to`plamda uzluksiz bo`lsa, )y(J  funksiya  d,c  da uzluksiz bo`ladi. 

◄ Ixtiyoriy  d,cy 0  va  d,cyy  0  nuqtalarni olib, )y(J  funksiya-

ning orttirmasini topamiz: 

           
b

a

dxy,xfyy,xfyJyyJyJ 00000  . 

 yxf ,  funksiya 0M  to`plamda tekis uzluksiz. Unda 0  uchun shunday 0  

topiladiki,  y  bo`lganda,  bax ,  uchun  

      00 y,xfyy,xf  

bo`ladi. Demak,  y  bo`lganda 

        abdxyxfyyxfyJ
b

a

  000 ,,  

bo`ladi. Keyingi munosabatdan 
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  0lim 0
0




yJ
y

 

bo`lishi kelib chiqadi. Bu esa )y(J  funksiyani ixtiyoriy 0y  nuqtada, binobarin 

 d,c  da uzluksiz bo`lishini bildiradi.► 

 

4
0
. )y(J  funksiyani differentsiallash.  Aytaylik,  yxf ,  funksiya 0M  to`p-

lamda berilgan bo`lsin. 

3-teorema. [4, Proposition 2, p.409] Faraz qilaylik,  yxf ,  funksiya 

quyidagi shartlarni bajarsin: 

1) har bir tayin  d,cy  da  yxf ,  funksiya  b,a  da x  o`zgaruvchining 

funksiyasi sifatida uzluksiz; 

2)  yxf ,  funksiya 0M  to`plamda  y,xf y
  xususiy hosilaga ega va  y,xf y

  

funksiya 0M  da uzluksiz. 

U holda )y(J  funksiya  d,c  da hosilaga ega va  

    
b

a
y dxy,xfyJ       (3) 

bo`ladi. 

◄  d,cy ,  d,cyy    nuqtalarni olib, topamiz: 

       





 b

a

dx
y

yx,fyyx,f

y

yJyyJ








. 

Lagranj teoremasiga ko`ra 

   
   10 







yyx,f

y

yx,fyyx,f
y  

bo`lib, 

   
   10 


 



 b

a

dxyyx,f
y

yJyyJ
     (4) 

bo`ladi. 

 yx,f y
  funksiya 0M  to`plamda tekis uzluksiz bo`lganligi sababli 

     
ab

y,xfyy,xf:b,ax,y0,0, yy





  

tengsizlik bajariladi. (4) munosobatdan foydalanib 

   
      








b

a
yy

b

a
y dxyx,fyyx,fdxyx,f

y

yfyyJ
 

bo`lishini topamiz. Demak, 
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b

a

y
y

dxx,yf
y

yJyyJ

0
lim . 

Bu esa 

    
b

a
y dxyx,fyJ  

ekanini bildiradi. ► 

(3) munosabatni quyidagicha  

    
b

a

b

a

dxyx,f
dy

d
dxyx,f

dy

d
 

ham yozish mumkin. Bu differentsiallash amalini integral belgisi ostiga o`tkazish 

qoidasini ifodalaydi. 

 

5
0
. )y(J  funksiyani integrallash. Faraz qilaylik,  yxf ,  funksiya 0M  

to`plamda berilgan va uzluksiz bo`lsin. U holda 2-teoremaga ko`ra 

   
b

a

dxyx,fyJ  

funksiya  d,c  da uzluksiz bo`ladi. Binobarin, bu funksiya  d,c  da 

integrallanuvchi, ya`ni  

 
d

c

dyyJ  

mavjud bo`ladi. 

4-teorema. [4, Proposition 3, p.4013] Agar  yxf ,  funksiya 0M  to`plamda 

uzluksiz bo`lsa, u holda  

        


















b

a

d

c

d

c

b

a

d

c

dxdyyx,fdydxyx,fdyyJ  

bo`ladi. 

◄  d,ct  nuqtani olib, ushbu 

   
t b

f x,y
c a

F t dx dy
 

  
 
  ,     

b t

t f x,y
a c

Ô dy dx
 

  
 
   

funksiyalarni qaraymiz. 

Ravshanki,  
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        .dxx,tfdxdyx,yfdxdyx,yftФ

,dxx,tfdydxx,yftF

b

a

b

a t

t

c

b

a

t

c

b

a

t

c

b

a

  

 































































1
 

Demak,  

     
b

a

dxx,tftФtF  

bo`lib, undan  

     constCCtФtF   

bo`lishi kelib chiqadi. 

Agar ct   deyilsa,  

    0 cФcF  

bo`ladi va keyingi tenglikdan 0C  bo`lishini topamiz. 

Demak, 

   tФtF  . 

Xususan, dt   bo`lganda    dФdF   bo`lib, 

      















 b

a

d

c

d

c

b

a

dxdyx,yfdydxx,yf  

bo`ladi. ► 

13-Amaliy mashg‟ulotlar 
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Mashqlar 

 

1. Ushbu  

  yy xx
y

y,xf

11

1
1














  

funksiyani    
















 101

2

12 ,y,,x:Ry,x  to`plamda qaraylik. Bu funksiya 

uchun 

    dxyxfdxyxf
yy

 









1

2

1
0

1

2

1
0

,lim,lim  

bo`lishi isbotlansin. 

2. Agar  xf  funksiya  1,0  segmentda uzluksiz hosilaga ega bo`lsa, 

       0sin
1

0

  ydxxysignxfyJ  

funksiyaning hosilasi topilsin. 

3. Agar  

     RydxxyyJ  


 0

0 coscos
1

 

bo`lsa, u quyidagi       0000  yyJyJyJy  tenglamani qanoatlantirishi 

ko`rsatilsin. 
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Nazorat savollari 

5. Parametrga bog‟liq integral deb nimaga aytiladi? 

6. )y(J  funksiyaning limiti va uzluksizligini tariflang. 

7. )y(J  funksiyaning differensiallash deganda nimani tushunasiz? 

8. )y(J  funksiyani integrallash. 

GLOSSARY 
Parametrga bog`liq integral - Aytaylik,  yxf ,  funksiya  

  REybxaRyxM  ,:, 2  

to`plamda berilgan bo`lsin. Bu funksiya har bir tayinlangan Еy  da x  o`zgaruv-

chining funksiyasi sifatida  b,a da integrallanuvchi, ya`ni  

 
b

a

dxyxf ,  

mavjud deylik. Qaralayotgan integralning qiymati tayin-langan y  ga bog`liq bo`la-

di: 

 
b

a

dxy,xf)y(J .     (1) 

Odatda  (1) ko‟rinishidagi integral parametrga bog„liq integral deyiladi. 

)y(J  funksiyaning limiti -  Faraz qilaylik,  yxf ,  funksiya quyidagi shart-

larni bajarsin: 

1) har bir tayin Ey  da  yxf ,  funksiya x  o`zgaruvchi-ning funksiyasi 

sifatida  b,a  da uzluksiz; 

2) 0yy   da  yxf ,  funksiya limit funksiya  x  ga  b,a  da tekis 

yaqinlashsin. 

U holda 0yy   da )y(J  funksiya limitga esa bo`lib, 
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b

a
yy

dxxyJ )(lim
0

     (2) 

bo`ladi. 

)y(J  funksiyaning uzluksizligi -  Agar  yxf ,  funksiya 

  dyc,bxa:Ry,xM  2
0  

to`plamda uzluksiz bo`lsa, )y(J  funksiya  d,c  da uzluksiz bo`ladi. 

 

KEYS BANKI 
 

1-keys. Ushbu  

  yy xx
y

y,xf

11

1
1
















 
funksiyani  

   
















 101

2

12 ,y,,x:Ry,x

 
to„plamda qaraylik. Bu funksiya uchun 

    dxyxfdxyxf
yy

 









1

2

1
0

1

2

1
0

,lim,lim

 
bo„lishi isbotlansin. 

2-keys. Agar  xf  funksiya  1,0  segmentda uzluksiz hosilaga ega bo`lsa, 

       0sin
1

0

  ydxxysignxfyJ  

funksiyaning hosilasi topilsin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:  

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha 

va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);  

 to`plangan ma‟lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual).  
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14-Mavzu: Chegaralari o`zgaruvchi parametrga bog`liq integrallar 

14-ma‟ruza 

REJA: 

 

1
0
. )y(J1  funksiyaning uzluksizligi. 

2
0
. )y(J1  funksiyani differensiallash. 

 

Tayanch   so‟z   va    iboralar:  parametrga bog`liq integral, )y(J1  

funksiyaning uzluksizligi, )y(J1  funkisyani differensiallash. 

 

Faraz qilaylik,  yxf ,  funksiya  

  d,:, 2

0  ycbxaRyxM  

to`plamda berilgan va har bir tayin  d,cy  da  yxf ,  funksiya x  

o`zgaruvchining funksiyasi sifatida  b,a  da integrallanuvchi bo`lsin.  y  va 

 y  funksiyalarning har biri  d,c  da berilgan va  d,cy  uchun 

    byya        (1) 

tengsizliklar bajarilsin. 

Ushbu  

 
 

 


y

y

dxy,xf




 

integral, ravshanki, y  o`zgaruvchiga bog`liq bo`ladi: 

   
 

 


y

y

dxy,xfyJ



1 .     (2) 

(2) integral chegaralari ham parametrga bog`liq integral deyiladi. 

1
0
. )y(J1  funksiyaning uzluksizligi. )y(J1  funksiyaning uzluksizligini 

quyidagi teorema ifodalaydi: 

1-teorema. Faraz qilaylik,  yxf ,  funksiya 0М  to`plamda uzluksiz bo`lib, 

 y  va  y  funksiyalar esa  d,c  segmentda uzluksiz bo`lsin. U holda 

   
 

 


y

y

dxy,xfyJ



1  

funksiya  d,c  da uzluksiz bo`ladi. 

◄Ixtiyoriy  d,cу 0  nuqtani olaylik. Integralning ma`lum xossalaridan 

foydalanib topamiz: 

 

   
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

.,,,

,,,,

00

0

0

0

0

0

0

1









y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

dxyxfdxyxfdxyxf

dxyxfdxyxfdxyxfdxyxfyJ




























    (3) 
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Ravshanki, 

 
 

 


0

0

y

y

dxy,xf




 

integral chegarasi o`zgarmas bo`lgan parametrga bog`liq integral. Bu funksiya 75-

ma`ruzada keltirilgan 2-teoremaga muvofiq y  o`zgaruvchining uzluksiz funksiyasi 

bo`ladi. Demak, 

0yy   da  
 

 

 
 

 

 010

0

0

0

0

,, yJdxyxfdxyxf
y

y

y

y

 








      (4) 

bo`ladi. 

 yxf ,  funksiya 0М  to`plamda uzluksiz bo`lganligi sababli y  shu 

to`plamda chegaralangan bo`ladi: 

   constCCyxf , . 

SHartga ko`ra  y  va  y  funksiyalar  d,c  segmentda uzluksiz.  

Demak, 

0yy   da    0yy   , 

0yy   da    0yy   .  

Endi  

 
 

 

   

 
 

 

   ,,

,,

0

0

0

0

yyCdxyxf

yyCdxyxf

y

y

y

y





















 

munosabatlardan 

 0yy   da  
 

 

0
0


y

y

dxy,xf




, (5) 

0yy   da  
 

 

0
0


y

y

dxy,xf




 

bo`lishini topamiz. 

(3) tenglikda, 0yy   da limitga o`tish va unda (4) va (5) munosabatlarni 

hisobga olish natijasida 

0yy   da    011 yJyJ   

bo`lishi kelib chiqadi. Demak,  yJ1  funksiya  d,c  da uzluksiz.► 

 

2
0
. )y(J1  funksiyani differensiallash. Faraz qilaylik,  yxf ,  funksiya  

  dyc,bxa:Ry,xM  2
0  
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to`plamda,  y  va  y  funksiyalar esa  d,c  segmentda berilgan bo`lib, )(y , 

)(y  funksiyalar (1) shartni bajarsin, ya`ni  d,cy  uchun 

    byya    

bo`lsin. 

2-teorema. [4, Proposition 2‟, p.411] Aytaylik, ),( yxf ,  y  va  y  

funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin: 

1)  yxf ,  funksiya 0M  to`plamda uzluksiz; 

2)  yxf ,  funksiya 0M  to`plamda uzluksiz  y,xf y
  xususiy hosilaga ega; 

3)  y  va  y  funksiyalar  dc,  da   y  va  y   hosilalarga ega. 

U holda  

   
 

 


y

y

dxy,xfyJ



1  

funksiya  d,c  segmentda  yJ1
  hosilaga ega bo`lib, 

   
 

 

         y,yfyy,yfydxy,xfyJ
y

y
y 





 1  

bo`ladi. 

◄  d,cy0  ,  d,cyy0    nuqtalarni olib, topamiz: 

   
 

 

 

 
 

 


























0

0

0

0

00
0101 1

yβ

yα

Δyyβ

Δyyα

dxx,yfdxyx,yf
yy

yJyyJ
. 

Agar 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 















Δyyα

yα

Δyyβ

yβ

yβ

yα

Δyyβ

Δyyα

dxyx,yfdxyx,yf

dxyx,yfdxyx,yf

0

0

0

0

0

0

0

0

00

00

 

bo`lishini e`tiborga olsak, unda 

        

 

 

 
 

 

 
 

 

























Δyyα

yα

Δyyβ

yβ

yβ

yα

dxyx,yf
y

dxyx,yf
y

dx
y

x,yfyx,yf

y

yJyyJ

0

0

0

0

0

0

00

000101

11
   (6) 

bo`lishi kelib chiqadi. 

Avvalgi ma`ruzadagi  1- teoremaga ko`ra 
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0

0

0

0

0

0

0
00

0

00

0

lim

lim

yβ

yα
y

yβ

yα
Δy

yβ

yα
Δy

dxx,yfdx
y

x,yfyx,yf

dx
y

x,yfyx,yf

   (7) 

bo`ladi. 

O`rta qiymat haqidagi teoremadan foydalanib, topamiz: 

 
 

 

      

 
 

 

      .yyyy,yxfdxyx,yf

,yyyy,yxfdxyx,yf

Δyyα

yα

Δyyβ

yβ

0000

0000

0

0

0

0

















 

Bunda x  nuqta    yy,y  00  nuqtalar orasida, x   esa  0y , 

 yy 0  nuqtalar orasida joylashgan. 0yy   da limitga o`tishi bilan quyidagi 

tengliklarga kelamiz: 

 
 

 

 
    

    

 
 

 

 
    

     .

lim
1

lim

lim
1

lim

000

00
0

0
0

0

000

00
0

0
0

0

0

0

0

0

y,yyf

y

yyy
y,yxfdxyx,yf

y

,y,yyf

y

yyy
y,yxfdxyx,yf

y

Δy

Δyyα

yα
Δy

Δy

Δyyβ

yβ
Δy













































     (8) 

YUqoridagi (6) munosabatda 0y  da limitga o`tib, (7) va (8) tengliklarni 

e`tiborga olib, ushbu 

   
 

 

 

         000000

0
0101

0

0

0

lim

y,yyfy,yyf

dxx,yf
y

yJyyJ
yβ

yα
y

Δy

 







  

tenglikka kelamiz. 

Demak,  

   
 

 

         000000

y

y
0y0 yy,yfyy,yfdxy,xfyJ

0

0






 1 . ► 

Misol. Ushbu  

   
1

0
1 dxxyeyJ x

 

funksiyaning hosilasi topilsin. 

◄ Aytaylik,  0,y   bo`lsin. Bu holda 
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         1111
1

0

1

0
1   yeeeeydxxedxeyyJ xx

 

bo`lib,  

  eyJ  11  

bo`ladi. 

Aytaylik,  10,y  bo`lsin. Bu holda  

     

  112

y

11

0

0

1

0

1









yeedxxedxyedxxe

dxyedxexydxexyJ

y

y

x

y

x
y

x

y
x

y

x
y

x

 

bo`lib, 

  121  eeyJ y  

bo`ladi. 

Aytaylik,   ,y 1  bo`lsin. Bu holda  

         1111
1

0

1

0
1   yeeeeydxxedxeyyJ xx

 

bo`lib,   11  eyJ  bo`ladi. 

Demak, 

 
















y1агар,1

10агар,12e

0,yагар,1

y y
1

e

ye

e

J  

bo`ladi. ► 

 

14-amaliy mashg‟ulot 
Misol. Ushbu  

   
1

0
1 dxxyeyJ x

 
funksiyaning hosilasi topilsin. 

◄ Aytaylik,  0,y   bo„lsin. Bu holda 

         1111
1

0

1

0
1   yeeeeydxxedxeyyJ xx

 
bo„lib,  

  eyJ  11  
bo„ladi. 

Aytaylik,  10,y  bo„lsin. Bu holda  
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  112

y

11

0

0

1

0

1









yeedxxedxyedxxe

dxyedxexydxexyJ

y

y

x

y

x
y

x

y
x

y

x
y

x

 
bo„lib, 

  121  eeyJ y

 
bo„ladi. 

Aytaylik,   ,y 1  bo„lsin. Bu holda  

         1111
1

0

1

0
1   yeeeeydxxedxeyyJ xx

 
bo„lib, 

  11  eyJ  
bo„ladi. 

Demak, 

 
















y1агар,1

10агар,12e

0,yагар,1

y y
1

e

ye

e

J

 
bo„ladi. ► 

 
Mashqlar 

1. Agar    10
0

1 


  x
zy

dxe
yJ

y x

 bo`lsa, u holda 10  y  uchun  

  



y x

zy

dxe

y
yJ

0
1

1
 

bo`lishini isbotlansin. 

2. Agar   





y

y yx

dx
yJ

1

221
1

 bo`lsa,  yJ
y

1
0

lim


 topilsin. 
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4.  Zorich V.A. Mathematical Analysis II. Springer, 2004, Germany.  

5.  Xudayberganov G.,  Vorisov A. K.,  Mansurov X. T.,  Shoimqulov B. A. 

Matematik analizdan ma’ruzalar, I, II q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.  

6.  Shoimqulov B. A.,  Tuychiyev T. T.,  Djumaboyev D. X.  Matematik 

analizdan  mustaqil  ishlar.  T.  “O‟zbekiston  faylasuflari  milliy  jamiyati”, 2008. 

 

Nazorat savollari 

 

1. )y(J1  funksiyaning uzluksizligi. 

2. )y(J1  funksiyani differensiallash. 

 

GLOSSARY 

 )y(J1  funksiyaning uzluksizligi-  Faraz qilaylik,  yxf ,  funksiya 0М  

to`plamda uzluksiz bo`lib,  y  va  y  funksiyalar esa  d,c  segmentda uzluksiz 

bo`lsin. U holda 

   
 

 


y

y

dxy,xfyJ



1  

funksiya  d,c  da uzluksiz bo`ladi. 

 

 )y(J1  funksiyani differentsiallash- Aytaylik, ),( yxf ,  y  va  y  

funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin: 

1)  yxf ,  funksiya 0M  to`plamda uzluksiz; 

2)  yxf ,  funksiya 0M  to`plamda uzluksiz  y,xf y
  xususiy hosilaga ega; 

3)  y  va  y  funksiyalar  dc,  da   y  va  y   hosilalarga ega. 

U holda  

   
 

 


y

y

dxy,xfyJ



1  

funksiya  d,c  segmentda  yJ1
  hosilaga ega bo`lib, 

   
 

 

         y,yfyy,yfydxy,xfyJ
y

y
y 





 1  

bo`ladi. 
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KEYS BANKI 

1-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Agar    10
0

1 


  x
zy

dxe
yJ

y x

 

bo`lsa, u holda 10  y  uchun  

  



y x

zy

dxe

y
yJ

0
1

1
 

bo`lishini isbotlansin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:  

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha 

va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);  

 to`plangan ma‟lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual).  
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15-Mavzu: Parametrga bog`liq xosmas integrallar 

15-Ma‟ruza 

REJA: 

 

1
0
. Parametrga bog`liq xosmas integral tushunchasi. 

2
0
. Integralning tekis yaqinlashishi.  

3
0
. Parametrga bog`liq xosmas integrallarning parametr bo`yicha tekis      

yaqinlashish alomatlari.  

 

Tayanch so‟z va iboralar: Parametrga bog’liq xosmas integral, 

integralning tekis yaqinlashishi, Veyershtrass, Abel, Dirixle alomatlari. 

 

1
0
. Parametrga bog`liq xosmas integral tushunchasi. [4, Definition, p.415] 

Faraz qilaylik,  yxf ,  funksiya  

    REyaxRyxM  ,,:, 2  

to`plamda berilgan bo`lsin. Bu funksiya har bir tayin Ey  da x  o`zgaruvchining 

funksiyasi sifatida  ,a  da integrallanuvchi, ya`ni 

 


a

dxyxf ,  

xosmas integral yaqinlashuvchi. Ravshanki, integralning qiymati y  o`zgaruvchiga 

bog`liq bo`ladi: 

   



a

dxyxfyF , .                 (1) 

Masalan, 1y  bo`lganda 

 
1

1
1

1

1
limlim 1

11 



 






y

t
yx

dx

x

dx y

t

t

yty
 

bo`ladi. Demak, bu holda  

 
1

1




y
yF  

bo`ladi. 

(1) integral parametrga bog`liq chegarasi cheksiz xosmas integral, y  esa 

parametr deyiladi. 

Xuddi shunga o`xshash 
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 dxyxfyFdxyxfyF
a

,,, 21  

parametrga bog`liq xosmas integrallar tushunchalari kiritiladi. 

Aytaylik,  yxf ,  funksiya  

    REybaxRyxM  ,,:, 2  

to`plamda berilgan bo`lsin. Bu funksiya har bir tayin Ey  da x  o`zgaruvchining 

funksiyasi sifatida qaralganda uning uchun b  maxsus nuqta bo`lib, u  ba,  da 

integrallanuvchi, ya`ni 

 
b

a

dxyxf ,  

xosmas integral yaqinlashuvchi bo`lsin. Ravshanki, bu holda ham integralning 

qiymati y  o`zgaruvchiga bog`liq bo`ladi: 

   
b

a

dxyxfyФ ,  .            (2) 

Masalan, 10  y  bo`lganda 

 
    

y
t

y
dxx

x

dx y

t

t
y

ty 
















1

1
12

1

1
lim2lim

2

1

02
1

02

2

1

 

bo`ladi. Demak, bu holda  

 
y

yФ



1

1
 

bo`ladi. 

(2) integral parametrga bog`liq, chegaralanmagan funksiyaning xosmas 

integrali, y  esa parametr deyiladi. 

Umumiy holda, parametrga bog`liq, chegaralanmagan funksiyaning 

chegarasi cheksiz integrali tushunchasi ham yuqoridagidek kiritiladi. 

Parametrga bog`liq xosmas integrallarning funktsional xossalari (limiti, 

uzluksizligi, differentsiallanishi integrallanishi)ni  

   



a

dxyxfyF ,  

integral uchun keltirish bilan kifoyalanamiz. 

 

2
0
. Integralning tekis yaqinlashishi. Aytaylik,  yxf ,  funksiya  

    REyaxRyxM  ,,:, 2
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to`plamda berilgan bo`lib, har bir tayin Ey  da  

   



a

dxyxfyF ,  

xosmas integral yaqinlashuvchi bo`lsin. Ta`rifga binoan 

        




tadxyxfdxyxfyF
t

a
t

a

,lim,  

bo`ladi. 

Natijada berilgan  yxf ,  funksiya yordamida  

     

   









a

t

a

dxyxfyF

tadxyxftyG

,

,,,

 

funksiyalar yuzaga keladi va  

     EyyFtyG
t




,lim  

munosabat bajariladi. 

Demak,  tyG ,  funksiya t  da limit funksiya  yF ga ega bo`ladi. 

1-ta`rif. [4, (17.13-17.14), p.416] Agar t  da  tyG ,  funksiya limit 

funksiya  yF  ga E  to`plamda tekis yaqinlashsa, 

   



a

dxyxfyF ,  

integral E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi deyiladi.  

Integralning E  to`plamda tekis yaqinlashuvchiligini quyidagicha anglash 

lozim: 

1) har bir tayin Ey  da  


a

dxyxf ,  xosmas integral yaqinlashuvchi; 

2) 0  olinganda ham, shunday   0   topiladiki, t  va 

Ey  uchun 

  


t

dxyxf ,  

tengsizligi bajariladi. 

1-misol. Ushbu 






0

cos xydxe x
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xosmas integralning   ,  da tekis yaqinlashuvchi ekani ko`rsatilsin. 

◄ Har bir tayin   ,y  da qaralayotgan xosmas integralning yaqinla-

shuvchi ekanligi ravshan. 

0  ga ko`ra 



2

ln  deyilsa, unda t  va   ,y  uchun 




 











2
cos

2
ln

eeedxexydxe t

t

x

t

x  

bo`ladi. Demak, berilgan integral   ,  da tekis yaqinlashuvchi.► 

2-ta`rif. Agar t  da  tyG ,  funksiya limit funksiya  yF  ga E  

to`plamda tekis yaqinlashmasa,  

   



a

dxyxfyF ,  

integral E  to`plamda tekis yaqinlashmaydi deyiladi.  

Integralning E  to`plamda yaqinlashuvchi, ammo uning shu to`plamda tekis 

yaqinlashmaydi degani quyidagini anglatadi: 

1) har bir tayin Ey  da  


a

dxyxf ,  xosmas integral yaqinlashuvchi; 

2) 0  olinganda ham, shunday Ey  00 ,0  va 1t  bo`lgan  

  ,1 at  topiladiki, 

  01

1

, 


t

dxyxf  

bo`ladi. 

2-misol. Ushbu 






0

dxye xy
 

xosmas integralning  ,0  da tekis yaqinlashmasligi ko`rsatilsin. 

◄Ravshanki, 

  11limlim
00

 











ty

t

t
xy

t

xy edxyedxye . 

Demak, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi. Aytay-lik,   ,0Ey  

bo`lsin. Ixtiyoriy musbat   sonni olaylik. Agar   00 ,
3

1
t  va 

0

0

1

t
y    deb 

olsak, u holda  
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0
1

0
3

1
00

0

0  




 eedxey
yt

t

xy
 

bo`ladi. Bu esa 




0

dxye xy  integral   ,0E  da tekis yaqinlashmasligini 

bildiradi.► 

Yuqoridagi  

   



a

dxyxfyF ,  

parametrga bog`liq xosmas integralning parametr y  bo`yicha E  to`plamda tekis 

yaqinlashishini quyidagicha ham ta`rif-lasa bo`ladi. 

3-ta`rif. Agar  

      0,suplim,suplim  



tEyt

t

aEyt
dxyxfdxyxfyF  

  ta  bo`lsa, 

   



a

dxyxfyF ,  

xosmas integral E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi deyiladi. 

3-misol. Ushbu 

  



1

yx

dx
yF  

xosmas integralninig   ,2E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi ekani ko`rsatilsin. 

◄ Ravshanki,  t1  uchun  

      ttyx

dx
y

yt
y

y

1

1

1
supsup0

1
,2,2












  

bo`lib, 

 
0suplim

,2





t

y
yt x

dx
 

bo`ladi. Demak, berilgan xosmas integral   ,2E  to`plamda tekis yaqinlashuv-

chi.► 

Endi integralning tekis yaqinlashishini ifodalovchi teoremani keltiramiz. 

1-teorema. [4, Proposition 1, Cauchy criterion, p.418] Ushbu  

   



a

dxyxfyF ,  
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integralning E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi bo`lishi uchun 0  olinganda 

ham y  ga bog`liq bo`lmagan shunday   0   topilib,   tt ,  

tengsizliklarni qanoatlantiruvchi tt  ,  va Ey  da 

  




t

t

dxyxf ,  

tengsizlikning bajarilishi zarur va etarli. 

Bu teoremaning isboti ravshan.  

 

3
0
. Parametrga bog`liq xosmas integrallarning parametr bo`yicha tekis 

yaqinlashish alomatlari.  

2-teorema (Veyershtrass alomati). [4, Proposition 2, p.420] Aytaylik, 

 yxf ,  funksiya  

    REyaxRyxM  ,,:, 2  

to`plamda berilgan va har bir tayin Ey  da  yxf ,  funksiya  ,a  da integral-

lanuvchi bo`lsin. 

Agar  ,a  da aniqlangan shunday  x  funksiya topilsaki, 

1)   Eyax  ,,  uchun    xyxf ,  bo`lsa,  

2) ushbu  


a

dxx  xosmas integral yaqinlashuvchi bo`lsa, u holda  

   



a

dxyxfyF ,  

integral E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi bo`ladi. 

◄Modomiki,  


a

dxx  yaqinlashuvchi ekan, unda 0  olinganda ham, 

shunday   0   topiladiki,   tt ,  bo`lganda 

   




t

t

dxx  

tengsizlik bajariladi. 

Ayni paytda,  

       ttdxxdxyxfdxyxf
t

t

t

t

t

t

 












,,  

bo`lganligi sababli 
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t

t

dxyxf ,  

bo`ladi. YUqorida keltirilgan 1-teoremaga muvofiq  

   



a

dxyxfyF ,  

integral E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi bo`ladi.► 

4-misol. Ushbu  

  





,
1

cos

0
2

Eydx
x

xy
 

integralning tekis yaqinlashuvchi ekani ko`rsatilsin. 

◄Ravshanki,   ,0x  va   ,y  uchun 

 
22 1

1

1

cos
,

xx

xy
yxf





  

bo`ladi. Ayni paytda,  




0
21

1
dx

x
 

xosmas integral yaqinlashuvchi bo`lganligi sababli Veyersh-trass alomatiga ko`ra 

berilgan integral   ,E  da tekis yaqinlashuvchi bo`ladi.► 

Integrallarning tekis yaqinlashishini aniqlashda ko`p foydalaniladigan Abel‟ 

hamda Dirixle alomatlarini isbot-siz keltiramiz. 

3-teorema (Abel‟ alomati). [4, Proposition 3, Abel-Dirichlet test, p.421] 

 yxf ,  va  yxg ,  funksiyalar  

    REyaxRyxM  ,,:, 2  

to`plamda berilgan bo`lib, quyidagi shartlar bajarilsin: 

1) har bir tayin Ey  da  yxg ,  funksiya  ,a  da monoton bo`lsin; 

2)   Myx  ,  uchun   )(,, constccyxg   bo`lsin; 

3) ushbu  

 


a

dxyxf ,  

integral E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi bo`lsin. 

U holda  

   


a

dxyxgyxf ,,  
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integral  E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi bo`ladi. 

4-teorema (Dirixle alomati).  yxf ,  va  yxg ,  funksiyalar M  to`plamda 

berilgan bo`lib, quyidagi shartlar bajarilsin: 

1) at   hamda Et  da 

   constccdxyxf
t

a

 ,  

tengsizlik bajarilsin; 

2) har bir tayin Ey  da  yxg ,  funksiya limit funksiya   0x  ga tekis 

yaqinlashsin. 

U holda  

   


a

dxyxgyxf ,,  

integral E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi bo`ladi. 

5-misol. Ushbu  

  2,1
sin

0




Eydx
x

xy
 

integral tekis yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

◄ Berilgan integralda  

   
x

yxgxyyxf
1

,,sin,   

deyilsa, unda 

1)  2,1,0  yt  uchun 

  2
cos1

sin,
00




 
y

ty
xydxdxyxf

tt

, 

2) x  da  
x

yxg
1

,   funksiya  2,1E  da nolga tekis yaqinlashuvchi. 

Dirixle alomatiga ko`ra berilgan integral  2,1E  da tekis yaqinlashuvchi 

bo`ladi.► 
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15-Amaliy mashg‟ulot 

 

1-misol. Ushbu 






0

cos xydxe x  

xosmas integralning   ,  da tekis yaqinlashuvchi ekani ko`rsatilsin. 

◄ Har bir tayin   ,y  da qaralayotgan xosmas integralning yaqinla-

shuvchi ekanligi ravshan. 

0  ga ko`ra 



2

ln  deyilsa, unda t  va   ,y  uchun 




 











2
cos

2
ln

eeedxexydxe t

t

x

t

x  

bo`ladi. Demak, berilgan integral   ,  da tekis yaqinlashuvchi.► 

2-misol. Ushbu 






0

dxye xy  

xosmas integralning  ,0  da tekis yaqinlashmasligi ko`rsatilsin. 

◄Ravshanki, 

  11limlim
00

 











ty

t

t
xy

t

xy edxyedxye . 

Demak, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi. Aytay-lik,   ,0Ey  

bo`lsin. Ixtiyoriy musbat   sonni olaylik. Agar   00 ,
3

1
t  va 

0

0

1

t
y    deb 

olsak, u holda  

0
1

0
3

1
00

0

0  




 eedxey
yt

t

xy
 

bo`ladi. Bu esa 




0

dxye xy
 integral   ,0E  da tekis yaqinlashmasligini 

bildiradi.► 

3-misol. Ushbu 

  



1

yx

dx
yF  

xosmas integralninig   ,2E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi ekani ko`rsatilsin. 
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◄ Ravshanki,  t1  uchun  

      ttyx

dx
y

yt
y

y

1

1

1
supsup0

1
,2,2












  

bo`lib, 

 
0suplim

,2





t

y
yt x

dx
 

bo`ladi. Demak, berilgan xosmas integral   ,2E  to`plamda tekis yaqinlashuv-

chi.► 

4-misol. Ushbu  

  





,
1

cos

0
2

Eydx
x

xy
 

integralning tekis yaqinlashuvchi ekani ko`rsatilsin. 

◄Ravshanki,   ,0x  va   ,y  uchun 

 
22 1

1

1

cos
,

xx

xy
yxf





  

bo`ladi. Ayni paytda,  




0
21

1
dx

x
 

xosmas integral yaqinlashuvchi bo`lganligi sababli Veyersh-trass alomatiga ko`ra 

berilgan integral   ,E  da tekis yaqinlashuvchi bo`ladi.► 

5-misol. Ushbu  

  2,1
sin

0




Eydx
x

xy
 

integral tekis yaqinlashuvchilikka tekshirilsin. 

◄ Berilgan integralda  

   
x

yxgxyyxf
1

,,sin,   

deyilsa, unda 

1)  2,1,0  yt  uchun 

  2
cos1

sin,
00




 
y

ty
xydxdxyxf

tt

, 

2) x  da  
x

yxg
1

,   funksiya  2,1E  da nolga tekis yaqinlashuvchi. 
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Dirixle alomatiga ko`ra berilgan integral  2,1E  da tekis yaqinlashuvchi 

bo`ladi.► 

Mashqlar 

 

1. Ushbu   

                  


0

2cos
yxy

dxxyy
 

integralning  10,2E  to`plamda tekis yaqinlashishi isbotlansin. 

2. Ushbu  

                   1
10







y
x

dx
y

 

integral tekis yaqinlashishga tekshirilsin. 

3. Aytaylik,  xf  funksiya R  da uzluksiz bo`lib, Rx  da   0xf  

bo`lsin. Ushbu  

   





0

0

, dxxyfdxxyf  

integrallarning y  parametr bo`yicha ixtiyoriy chekli   Rba ,  segmentda tekis 

yaqinlashuvchi bo`lishi isbotlansin. 
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4. Abel alomati. 

5. Dirixle alomati. 
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GLOSSARY 

 Parametrga bog`liq xosmas integral  -  Faraz qilaylik,  yxf ,  funksiya  

    REyaxRyxM  ,,:, 2  

to`plamda berilgan bo`lsin. Bu funksiya har bir tayin Ey  da x  o`zgaruvchining 

funksiyasi sifatida  ,a  da integrallanuvchi, ya`ni 

 


a

dxyxf ,  

xosmas integral yaqinlashuvchi. Ravshanki, integralning qiymati y  o`zgaruvchiga 

bog`liq bo`ladi: 

   



a

dxyxfyF , .   

               (1) 

 Integralning tekis yaqinlashishi  -  Agar t  da  tyG ,  funksiya limit 

funksiya  yF  ga E  to`plamda tekis yaqinlashsa, 

   



a

dxyxfyF ,  

integral E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi deyiladi.  

Integralning to`plamda tekis yaqinlashishi - Agar  

      0,suplim,suplim  



tEyt

t

aEyt
dxyxfdxyxfyF  

  ta  bo`lsa, 

   



a

dxyxfyF ,  

xosmas integral E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi deyiladi. 

Tekis yaqinlashishning zarur va yetarli sharti - Ushbu  

   



a

dxyxfyF ,  

integralning E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi bo`lishi uchun 0  olinganda 

ham y  ga bog`liq bo`lmagan shunday   0   topilib,   tt ,  

tengsizliklarni qanoatlantiruvchi tt  ,  va Ey  da 

  




t

t

dxyxf ,  

tengsizlikning bajarilishi zarur va etarli. 
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 Veyershtrass alomati. Aytaylik,  yxf ,  funksiya  

    REyaxRyxM  ,,:, 2  

to`plamda berilgan va har bir tayin Ey  da  yxf ,  funksiya  ,a  da integral-

lanuvchi bo`lsin. 

Agar  ,a  da aniqlangan shunday  x  funksiya topilsaki, 

1)   Eyax  ,,  uchun    xyxf ,  bo`lsa,  

2) ushbu  


a

dxx  xosmas integral yaqinlashuvchi bo`lsa, u holda  

   



a

dxyxfyF ,  

integral E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi bo`ladi. 

Abel‟ alomati.  yxf ,  va  yxg ,  funksiyalar  

    REyaxRyxM  ,,:, 2  

to`plamda berilgan bo`lib, quyidagi shartlar bajarilsin: 

1) har bir tayin Ey  da  yxg ,  funksiya  ,a  da monoton bo`lsin; 

2)   Myx  ,  uchun   )(,, constccyxg   bo`lsin; 

3) ushbu  

 


a

dxyxf ,  

integral E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi bo`lsin. 

U holda  

   


a

dxyxgyxf ,,  

integral  E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi bo`ladi. 

Dirixle alomati.  yxf ,  va  yxg ,  funksiyalar M  to`plamda berilgan 

bo`lib, quyidagi shartlar bajarilsin: 

1) at   hamda Et  da 

   constccdxyxf
t

a

 ,  

tengsizlik bajarilsin; 

2) har bir tayin Ey  da  yxg ,  funksiya limit funksiya   0x  ga tekis 

yaqinlashsin. 

U holda  
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a

dxyxgyxf ,,  

integral E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi bo`ladi. 

 

 

KEYS BANKI 
 

1-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Aytaylik,  xf  funksiya R  da uzluksiz 

bo`lib, Rx  da   0xf  bo`lsin. Ushbu  

   





0

0

, dxxyfdxxyf  

integrallarning y  parametr bo`yicha ixtiyoriy chekli   Rba ,  segmentda tekis 

yaqinlashuvchi bo`lishi isbotlansin. 

 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:  

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha 

va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);  

 to`plangan ma‟lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual).  
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16-Mavzu: Parametrga bog`liq xosmas integrallarning funksional xossalari 

 16-Ma`ruza 

REJA: 

 

1
0
. )(yF  funksiyaning limiti. 

2
0
.
 

)(yF  funksiyaning uzluksizligi.  

3
0
. )(yF  funksiyani differentsiallash. 

4
0
. )(yF  funksiyani integrallash. 

 

Tayanch so`z va iboralar: limit nuqta, parametrga bog`liq xosmas 

integralning limiti, uzluksizligi, differensiallanishi hamda integrallanishi. 

 

 1
0
. )(yF  funksiyaning limiti. Aytaylik, ),( yxf  funksiya  

    REyaxRyxM  ,,:, 2  

to`plamda berilgan, Ry 0  esa E to`plamning limit nuqtasi bo`lsin.  

1-teorema. [4, Proposition 4, p.423] ),( yxf  funksiya qo`yidagi shartlarni 

bajarsin: 

 1) har bir tayin Ey  da ),( yxf  funksiya x  o`zgaruvchining funksiyasi 

sifatida  ,a  da uzluksiz;  

2) 0yy   da ),( yxf  funksiya ixtiyoriy ],[ ta  da )(  ta  limit funksiya 

)(x  ga tekis yaqinlashsin; 

3) ushbu    



a

dxyxfyF ,  integral E to`plamda tekis yaqinlashuvchi 

bo`lsin. U holda 0yy   da )(yF funksiya limitga ega va  







a
yy

dxxyF )()(lim
0

  

bo`ladi. 

◄Teoremaning 1- va 2- shartlarining bajarilishidan )(x  funksiyaning 

),[ a  da uzluksiz bo`lishini topamiz. Binobarin, )(x  ixtiyoriy ],[ ta  da )(  ta  

integrallanuvchi bo`ladi. 

Modomiki,  

   



a

dxyxfyF ,  
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integral E  to`plamda tekis yaqinlashuvchi ekan, unda 77-ma`ruzadagi 1-teoremaga 

ko`ra  

0)(,0   , ,,   tt  tt  , , Ey : 






dxyxf

t

t

),(

 

bo`ladi.

 

Keyingi tengsizlikda, 0yy   da limitga o`tsak, u holda  

 

 




dxx
t

t

)(  

tengsizlik hosil bo`ladi. Bundan )(x  funksiyaning ),[ a  da integrallanuvchiligi 

kelib chiqadi.  

Ushbu 






aa

dxxdxyxf )(),( 

 
ayirmani qaraymiz. Uning uchun quyidagi tengsizlik bajariladi:  






aa

dxxdxyxf )(),(    



t

a tt

dxxdxyxfdxxyxf )(),()(),(  . )(  ta (1) 

Bu tengsizlikning o`ng tomonidagi qo`shiluvchilarni baholaymiz.  

 


a

dxyxf ,  

integral E  to`plamda tekis yaqinlashuv-chi bo`lganligi sababli, 

,0)(,0 11    ,1t Ey  

 
3

,





t

dxyxf       (2) 

bo`ladi. 




a

dxx)(  

integral yaqinlashuvchi bo`lganligi sababli ,0)(,0 22    :2t  

3
)(


 



t

dxx       (3) 

bo`ladi.  
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Ravshanki, :0t   )max( 210    da (2) va (3) tensizliklar bir yo`la baja-

riladi. Funksiya 0yy  da ),( yxf  ],[ ta da  0t  limit funksiya )(x  ga tekis 

yaqinlashuvchi bo`lganligi sababli  

,0)(,0      0yy  ,Ey ],[ tax  )(  ta  

)(3
)(),(

at
xyxf





     (4) 

bo`ladi. 

(1), (2), (3) va (4) munosabatlardan  






aa

dxxdxyxf )(),(     

bo`lishi kelib chiqadi. Demak 

     





aa
yyyy

dxxdxyxfyF ,limlim
00

. ► 

Keyingi tenglikni quyidagicha ham yozish mumkin 

   






 





a
yy

a
yy

dxyxfdxyxf ,lim,lim
00

. 

1- misol. Ushbu 









aa

xy

y
dx

x

x
dx

x

x
e

sinsin
lim

0
 

tenglik isbotlansin. 

◄ Agar  
x

x
x

sin
  funksiyaning 0x  nuqtadagi qiymati-ni   10   deb 

olinsa, unda 

 
x

x
eyxf xy sin

,   

funksiya        ,0,,0:, 2 yxRyx  to`plamda uzluksiz bo`ladi. 

Ravshanki, har bir tayin   ,0y  da  yxf ,  funksiya x  

o`zgaruvchining funksiyasi sifatida  ,0  da uzluksiz bo`lib, y  da bu 

funksiya ixtiyoriy  t,0  da   t0   
x

x
x

sin
  funksiyaga tekis yaqinlashadi. 

Endi, 






0

sin
dx

x

x
e xy
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xosmas integralni parametr y  bo`yicha  ,0  da tekis yaqinlashuvchi bo`lishini 

ko`rsatamiz. 

Agar avvalgi ma`ruzada keltirilgan Abel‟ alomatida  yxf ,  funksiya 

sifatida 
x

xsin
,  yxg ,  funksiya sifatida xye  funksiyalar olinsa, ular uchun Abel‟ 

alomatining barcha shartlarining o`rinli bo`lishini ko`rsatish qiyin emas. Demak, 

alomatga ko`ra 

 






0

sin
dx

x

x
e xy

 

integral tekis yaqinlashuvchi. 

Yuqorida keltirilgan 1-teoremaga binoan 






















0
0

0
0

sin
lim

sin
lim dx

x

x
edx

x

x
e xy

y

xy

y
 

bo`lib, undan 









00
0

sinsin
lim dx

x

x
dx

x

x
e xy

y
 

bo`lishi kelib chiqadi. ► 

2
0
.
 

)(yF  funksiyaning uzluksizligi. Aytaylik, ),( yxf  funksiya  

    ],[,,:, 2

0 dcyaxRyxM   

to`plamda berilgan bo`lsin. 

2-teorema. [4, Proposition 5, p.425] Agar ),( yxf  funksiya 0M  to`plamda 

uzluksiz bo`lib, 

   



a

dxyxfyF ,  

integral  dc,  da tekis yaqinlashuvchi bo`lsa, u holda  yF  funksiya  dc,  da 

uzluksiz bo`ladi. 

◄Ixtiyoriy ],[0 dcy  , ],[0 dcyy   nuqtalarni olib, )(yF  funksiyaning 

orttirmasini topamiz: 






a

dxyxfyyxfyFyyFyF )],(),([)()()( 00000 . 

SHartga ko`ra  


a

dxyxf ,  integral ],[ dc  da tekis yaqinla-shuvchi. Unda  

,0)(,0    ,0 t ],[ dcy : 
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3

,

0






t

dxyxf      (5) 

bo`ladi. Ravshanki, ),( yxf  funksiya  

    ],[,,:, 0
2

0
dcytaxRyxM t   )( 0  ta  

to`plamda tekis uzluksiz bo`ladi. Unda  

,0)(,0 11   )(1 y  

)(3
),(),(

0

00
at

yxfyyxf





    (6) 

bo`ladi. Agar  10 ,max    deyilsa uning uchun (5) va (6) tengsizliklar bir yo`la 

bajariladi. (5) va (6) munosabatlarni e`tiborga olib topamiz:  

.),(),(),(),(

)],(),([)(

00

0

0000

000













tt

t

a

a

yxfdxyyxfdxyxfyyxf

dxyxfyyxfyF

 

Demak,  

0)(lim 0
0




yF
y

. 

Bu esa )(yF  funksiyaning ],[ dc  oraliqda uzluksizligini bildiradi. ► 

2-misol. Ushbu 

   




0

2

dxeyF yx
 

integral parametr y  ning uzluksiz funksiyasi bo`lishi ko`rsatilsin. 

◄ Berilgan integralda 

tyx   

almashtirish bajaramiz. Unda 

  














 
000

0
22222

dtedtedtedtedteyF t
y

tt

y

t

y

t  

bo`lib, bu yig`indining har bir qo`shiluvchisi y  ning uzluksiz funksiyasi bo`lgani 

uchun berilgan integral parametr y  ning uzluksiz funksiyasi bo`ladi. ► 

3
0
. )(yF  funksiyani differentsiallash. Faraz qilaylik ),( yxf  funksiya 0M  

to`plamda berilgan bo`lsin. 

3-teorema. [4, Proposition 6, p.426] ),( yxf  funksiya quyidagi shartlarni 

qanoatlantirsin: 
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1) ),( yxf  funksiya 0M to`plamda uzluksiz; 

2) ),( yxf y
 xususiy hosila mavjud va u 0M to`plamda uzluksiz; 

3) Har bir tayin ],[ dcy  da 





a

dxyxfyF ),()(  

integral yaqinlashuvchi; 

 

 

4) Ushbu  






a

y dxyxf ),(  

integral ],[ dc da tekis yaqinlashuvchi. 

U holda )(yF funksiya ],[ dc  da )(yF   hosilaga ega va  

 )(yF 




a

y dxyxf ),(  

bo`ladi. 

◄ ],,[0 dcy   ],[0 dcyy   nuqtalarni olib, topamiz: 













a

dx
y

yxfyyxf

y

yFyyF ),(),()()( 0000 . 

Lagranj teoremasiga ko`ra  

),(
),(),(

0

00 yyxf
y

yxfyyxf
y 




 , )10(  , 









a

y dxyyxf
y

yFyyF
),(

)()(
0

00   

bo`ladi. Demak,  











a

y
yy

dxyyxf
y

yFyyF
),(lim

)()(
lim 0

0

00

0
 .  (7) 

SHartga ko`ra ),( yxf y
  funksiya 0M  to`plamda uzluksiz. Kantor 

teoremasiga binoan u  

  ],[],[:, 2 dcytaxRyxM t  )(  ta  

to`plamda tekis uzluksiz bo`ladi. Unda  

,0)(,0   )(y ],[ tax  

  ),(),( 00 yxfyyxf yy
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bo`ladi. Demak 0y  da ),( 0 yyxf y   funksiya ),( 0yxf y
  ga tekis 

yaqinlashadi. SHartga ko`ra 





a

y dxyxf ),( 0  

integral tekis yaqinlashuvchi. Unda 

0)(,0   , ;;   tt  tt  , , ],[ dcy : 






dxyxf
t

t

y ),(  

jumladan,  

 




dxyyxf
t

t

y ),( 0  

bo`ladi. Keyingi tengsizlikning bajarilishidan esa 





a

y dxyyxf ),( 0   

integralning tekis yaqinlashuviligi kelib chiqadi. Ushbu ma`ruzada keltirilgan 1-

teoremani (7) tenglikning o`ng tomoniga qo`llab, topamiz. 











a

y

a

y
y

a

y
y

dxyxfdxyyxfdxyyxf ),()],(lim[),(lim 00
0

0
0

 . (8) 

(7) va (8) munosabatlardan  





a

y dxyxfyF ),()( 00      (9) 

bo`lishi kelib chiqadi.  

(9) munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:  









aa

dx
y

yxf
dxyxf

dy

d ),(
),( . 

Bu differentsiallash amalini integral ostiga o`tkazish qoidasini ifodalaydi. ► 

4
0
. )(yF  funksiyani integrallash. Aytaylik, ),( yxf  funksiya  

    ],[,,:, 2

0 dcyaxRyxM   

to`plamda berilgan bo`lsin.  

4-teorema. [4, Proposition 7, p.429]  Agar ),( yxf  funksiya 0M  to`plamda 

uzluksiz va dxyxfyF
a




 ),()(  integral ],[ dc  da tekis yaqinlshuvchi bo`lsa, u 

holda )(yF  funksiya ],[ dc  da integrallanuvchi va  
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dxdyyxfdydxyxfdyyF

a

d

c

d

c a

d

c

  


 ]),([]),([)(   

bo`ladi. 

◄Ravshanki, )(yF  funksiya ],[ dc  da uzluksiz bo`ladi. Binobarin, u ],[ dc  

da integrallanuvchi.  

SHartga ko`ra 

dxyxfyF
a




 ),()(  

 integral ],[ dc da tekis yaqinlashuvchi. Unda 

0)(,0   , t , ],[ dcy : 




dxyxf
t

),(  

bo`ladi SHu munosabatdagi t  ni olib topamiz: 

dxyxfdxyxfdxyxf
t

t

aa




 ),(),(),( . 

Natijada  

    
 d

c

d

c t

t

a

d

c a

dydxyxfdydxyxfdydxyxf ]),([]),([]),([  

  



d

c t

t

a

d

c

dydxyxfdxdyyxf ]),([]),([  

 bo`ladi.  

Agar  

    
d

c t

d

c

t

a

d

c

cddydxyxfdxdyyxfyF )(),(]),([)(   

bo`lishini e`tiborga olsak, unda  

   





a

d

c

d

c

t

a

d

c
t

dxdyyxfdxdyyxfyF ]),([]),([lim)(  

 bo`lib,  

  



a

d

c

d

c a

dxdyyxfdydxyxf ]),([]),([  

 ekanligi kelib chiqadi. ► 

3-misol.  [4, Example 13, p.427]  Ushbu 
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0

dx
x

xsin
J  

integral hisoblansin. 

Bu xosmas integralning yaqinlashuchi bo‟lishi 15-bobning 2-§ ida ko‟rsatil-

gan edi. Endi berilgan integralni hisoblaymiz. Buning uchun quyidagi 

  



0

dx
x

xsin
eJaJ ax  

parametrga bog‟liq xosmas integralni qaraymiz. 

Ravshanki,  

 
x

xsin
ea,xf ax      10 a,f  

funksiya  

      0002  c,c,a,,x:Ra,x  

to‟plamda uzluksiz, 

  xsinea,xf ax
a

  

xususiy hosilaga ega va u ham uzluksiz funksiya. Quyidagi 

  






00

xdxsinedxa,xf ax
a  

integral esa 0aa  .  00 a  da tekis yaqinlashuvchi. 16-teoremaga ko‟ra  

  



















0
2

0 1

1

a
xdxsinedx

x

xsin
eaJ ax

'

a

ax  

bo‟ladi.  Demak, 

  carctgaaJ  . 

a  bo‟lganda,   0J  bo‟lib, 0
2

 c


 ya‟ni 
2


c  bo‟ladi. 

Demak,  

  arctgaaJ 
2


. 

Bu tenglikda 0a  da limitga o‟tib quyidagini topamiz: 

 
20





aJlim

a
. 

Shunday qilib,  
2

0


J  ya‟ni 
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20


 



dx
x

xsin
J  

bo‟ladi. 

16- Amaliy mashg‟ulot 

 

1- misol. Ushbu 









aa

xy

y
dx

x

x
dx

x

x
e

sinsin
lim

0
 

tenglik isbotlansin. 

◄ Agar 
 

x

x
x

sin


 funksiyaning 0x  nuqtadagi qiymati-ni   10   deb 

olinsa, unda 

 
x

x
eyxf xy sin

, 
 

funksiya        ,0,,0:, 2 yxRyx  to„plamda uzluksiz bo„ladi. 

Ravshanki, har bir tayin   ,0y  da  yxf ,  funksiya x  

o„zgaruvchining funksiyasi sifatida  ,0  da uzluksiz bo„lib, y  da bu 

funksiya ixtiyoriy  t,0  da   t0  
 

x

x
x

sin


 funksiyaga tekis yaqinlashadi. 

Endi, 






0

sin
dx

x

x
e xy

 

xosmas integralni parametr y  bo„yicha  ,0  da tekis yaqinlashuvchi bo„lishini 

ko„rsatamiz. 

Agar 77-ma'ruzada keltirilgan Abel alomatida  yxf ,  funksiya sifatida 

x

xsin

,  yxg ,  funksiya sifatida 
xye

 funksiyalar olinsa, ular uchun Abel alomati-

ning barcha shartlarining o„rinli bo„lishini ko„rsatish qiyin emas. Demak, alomatga 

ko„ra 

 






0

sin
dx

x

x
e xy

 
integral tekis yaqinlashuvchi. 

Yuqorida keltirilgan 1-teoremaga binoan 
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0
0

0
0

sin
lim

sin
lim dx

x

x
edx

x

x
e xy

y

xy

y
 

bo„lib, undan 









00
0

sinsin
lim dx

x

x
dx

x

x
e xy

y
 

bo„lishi kelib chiqadi. ► 

2-misol. Ushbu 

   




0

2

dxeyF yx

 

integral parametr y  ning uzluksiz funksiyasi bo„lishi ko„rsatilsin. 

◄ Berilgan integralda 

tyx   
almashtirish bajaramiz. Unda 

  














 
000

0
22222

dtedtedtedtedteyF t
y

tt

y

t

y

t

 

bo„lib, bu yig„indining har bir qo„shiluvchisi y  ning uzluksiz funksiyasi bo„lgani 

uchun berilgan integral parametr y  ning uzluksiz funksiyasi bo„ladi. ► 

 

3-misol.      Ushbu 





0

dx
x

xsin
J  

integral hisoblansin. 

Bu xosmas integralning yaqinlashuchi bo‟lishi 15-bobning 2-§ ida ko‟rsatil-

gan edi. Endi berilgan integralni hisoblaymiz. Buning uchun quyidagi 

  



0

dx
x

xsin
eJaJ ax

 

parametrga bog‟liq xosmas integralni qaraymiz. 

Ravshanki,  

 
x

xsin
ea,xf ax      10 a,f  

funksiya  

      0002  c,c,a,,x:Ra,x  

to‟plamda uzluksiz, 

  xsinea,xf ax
a
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xususiy hosilaga ega va u ham uzluksiz funksiya. Quyidagi 

  






00

xdxsinedxa,xf ax
a  

integral esa 0aa  .  00 a  da tekis yaqinlashuvchi. 16-teoremaga ko‟ra  

  



















0
2

0 1

1

a
xdxsinedx

x

xsin
eaJ ax

'

a

ax  

bo‟ladi.  Demak, 

  carctgaaJ  . 

a  bo‟lganda,   0J  bo‟lib, 0
2

 c


 ya‟ni 
2


c  bo‟ladi. 

Demak,  

  arctgaaJ 
2


. 

Bu tenglikda 0a  da limitga o‟tib quyidagini topamiz: 

 
20





aJlim

a
. 

Shunday qilib,  
2

0


J  ya‟ni 

20


 



dx
x

xsin
J  

bo‟ladi. 

 

Mashqlar 

1. Agar )(xf  funksiya ),0(   da integrallanuvchi bo`lib,  

dxxfeyF yx )()(
0




  

bo`lsa, 









00
00

)()(lim)(lim dxxfdxxfeyF yx

yy
 

bo`lishi isbotlansin.  

2. Ushbu 

ydxeyF xy




0

2

)(  )(  y  

funksiyani uzluksizlikka tekshirilsin. 
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Nazorat savollari 

 

1. )(yF  funksiyaning limiti haqida ayting. 

2. )(yF  funksiyaning uzluksizligi haqida gapiring.  

3. )(yF  funksiyani differentsiallash nima? 

4. )(yF  funksiyani integrallash haqida ayting. 

 

GLOSSARY 

 
Ko„p o„zgaruvchili funksiya uzluksizligi - Agar  

  
   0

0

lim xfxf
xx


       

bo„lsa, )(xf  funksiya 
0x  nuqtada uzluksiz deyiladi. 

Tekis uzluksiz - Agar 0  son olinganda ham shunday 0 )(  son 

topilsaki,  

  ),( xx  

tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy ExEx  ,  uchun 

 )()( xfxf
 

tengsizlik bajarilsa, )(xf  funksiya E  to„plamda tekis uzluksiz deyiladi.  

 

 

KEYS  BANKI 
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1-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu 









aa

xy

y
dx

x

x
dx

x

x
e

sinsin
lim

0
 

tenglik isbotlansin. 

 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:  

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha 

va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);  

 to`plangan ma‟lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual).  
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17-Mavzu: Eyler integrallari 

17-ma`ruza 

REJA: 

 

1
0
. Beta funksiya va uning tekis yaqinlashuvchiligi. 

2
0
. ),( baB  funksiyaning xossalari. 

3
0
. Gamma funksiya va uning yaqinlashuvchiligi. 

4
0
. )(a  funksiyaning xossalari. 

5
0
. Beta va gamma funksiyalar orasidagi bog`lanish. 

 

Tayanch so`z va iboralar: Beta funksiya, tekis yaqinlashuvchilik, xossalari,  

Gamma funksiya, xossalari, Beta va gamma funksiyalar orasidagi bog`lanish.  

 

1
0
. Beta funksiya va uning tekis yaqinlashuvchiligi. [4, (17.27), p.437]  

Ushbu 


 

1

0

11 )1( dxxx ba
 

parametrga bog`liq xosmas integral beta funksiya (  -tur eyler integrali) deyiladi va 

),( baB  kabi belgilanadi: 


 

1

0

11 )1(),( dxxxbaB ba
 )0,0(  ba . 

Demak, beta funksiya  

)},0(),,0(:),{( 2  baRba  

to`plamda aniqlangan funksiya. 

1-teorema. Ushbu 


 

1

0

11 )1(),( dxxxbaB ba
 

integral }0,0),,[),,[:),{( 0000

2

0  babbaaRbaM  to`plamda tekis 

yaqinlashuvchi bo`ladi. 

◄ ),( baB  funksiyani ifodalovchi integralni ikki qismga  


 

1

2

1

11
2

1

0

11
1

0

11 )1()1()1( dxxxdxxxdxxx bababa
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ajratib, har bir integralning tekis yaqinlashishga tekshiramiz. Parametr 0aa   

)0( 0 a , ,0b  









2

1
,0x  da  

11111 00 2)1()1(
 

ababa xxxxx  

va 0a  bo`lganda  




2

1

0

1dxxa  

integralning yaqinlashuvchi bo`lishidan Veyershtrass alomatiga ko`ra 


 

2

1

0

11 )1( dxxx ba   

integralning 0aa  , )0( 0 a  da tekis yaqinlashuvchiligini topamiz. SHuningdek, 

parametr 0bb   )0( 0 b , ,0a  



 1,

2

1
x  da 

  11111 00 12)1()1(
 

bbaba xxxxx  

va 0b  bo`lganda  




1

2

1

1)1( dxx b  

integralning yaqinlashuvchi bo`lishidan Veyershtrass alomati-ga ko`ra  


 

1

2

1

11 )1( dxxx ba  

integralning 0bb  )0( 0 b  da tekis yaqinlashuvchi bo`lishini topamiz. Demak, 


 

1

0

11 )1(),( dxxxbaB ba
 

integral  

}0,0),,[),,[:),{( 0000

2

0  babbaaRbaM  

to`plamda tekis yaqinlashuvchi bo`ladi. ►  

Natija. ),( baB  funksiya  

M )},0(),,0(:),{( 2  baRba  

to`plamda uzluksiz bo`ladi. 

◄Bu tasdiq  
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1

0

11 )1( dxxx ba
 

integralning tekis yaqinlashuvchiligi hamda integral ostidagi funksiyaning M  

to`plamda uzluksiz bo`lishidan kelib chiqadi. ►  

2
0
. ),( baB  funksiyaning xossalari. [4, (17.29), p.438]  endi 


 

1

0

11 )1(),( dxxxbaB ba
 

funksiyaning xossalarini keltiramiz. 

1) [4, (17.29), p.438]  ),( baB  funksiya a  va b  argumentlariga nisbatan 

simmetrik funksiya, ya`ni, 

),(),( abBbaB   )0,0(  ba  

bo`ladi. 

◄ ),( baB  ni ifodalovchi integralda tx 1  almashtirish bajarib topamiz: 

),()1()1()1(),(
1

0

11
0

1

11
1

0

11 abBdtttdtttdxxxbaB abbaba  


. ► 

2) ),( baB  funksiya quyidagicha ham ifoda qilinadi: 











0

1

)1(
),( dt

t

t
baB

ba

a

.         (1) 

◄ ),( baB  ni ifodalovchi integralda 
t

t
x




1
 almashtirish bajarib topamiz: 

 
 


































0 0

1

2

111

0

11 .
)1()1(1

1
1

)1(),( dt
t

t

t

dt

t

t

t

t
dxxxbaB

ba

aba

ba  ► 

Agar (1) da ab 1  )10(  a  deyilsa, unda 

a
dt

t

t
aaB

a





sin1
)1,(

0

1




 
 

 

bo`ladi. Xususan, 










2

1
,

2

1
B  

bo`ladi. 

3) [4, (17.30`), p.438]  ),( baB  funksiya uchun ushbu  

),(),1( baB
ba

a
baB


  )0,0(  ba  

formula o`rinli bo`ladi. 

◄Ravshanki, 
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1

0

1)1(),1( dxxxbaB ba
. 

Bu integralni bo`laklab integrallaymiz: 

).,1(),()1()1()1(

)1()1(
1

))1((
1

)1(),1(

1

0

1

0

111
1

0

1

1

0

1

0

1

0

1

0

1

baB
b

a
baB

b

a
dxxxdxxx

b

a
xx

b

a

dxxx
b

a
xx

b
xdx

b
dxxxbaB

bababa

babababa













 







 

Natijada 

),1(),(),1( baB
b

a
baB

b

a
baB       (2) 

bo`lib, undan 

),(),1( baB
ba

a
baB


   

bo`lishi kelib chiqadi. ►  

),( baB  funksiya simmetrik bo`lganligidan ushbu 

),()1,( baB
ba

b
baB


          (3) 

bo`ladi. 

 Natija. [4, (17.32), p.438]  ),( nmB  funksiyaga ),( NnNm   (2) va (3) 

formulalarni takror qo`llash natijasida 

)!1(

)!1()!1(
),(






nm

nm
nmB  

bo`lishi kelib chiqadi. 

3
0
. Gamma funksiya va uning yaqinlashuvchiligi. [4, (17.28), p.437]  

Ushbu 






0

1 dxex xa
 

parametrga bog`liq xosmas integral gamma funksiya (  -tur eyler integrali) deyila-

di va )(a kabi belgilanadi: 





0

1)( dxexa xa
. 

 Demak, gamma funksiya ),0(   da aniqlangan funksiya. 

2-teorema. Ushbu 





0

1)( dxexa xa
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integral ],[ 00 ba  da )0( 00  ba  tekis yaqinlashuvchi bo`ladi. 

◄ )(a  funksiyani ifodalovchi integralni ikki integral yig`indisi sifatida 

yozib olamiz: 




 
1

1
1

0

1)( dxexdxexa xaxa
. 

So`ng ikkala integralning ixtiyoriy ],[ 00 ba  segmentda )0( 00  ba  

tekis yaqinlashuvchi bo`lishini ko`rsatamiz. Parametr 0aa   )0( 0 a ,  1,0x  

da 
11 0 

axa xex  

va 00 a  da 




1

0

10 dxx
a

 

integralning yaqinlashuvchi bo`lishidan Veyershtrass alomati-ga ko`ra  




1

0

1 dxex xa
  

integralning 0aa   da tekis yaqinlashuvchi bo`lishi kelib chiqadi. SHuningdek, 

parametr 0ba  , ),1[ x  da  

xbxa exex  
11 0  

va 






1

10 dxex xb
 

integralning yaqinlashuvchi bo`lishidan yana Veyershtrass alomatiga ko`ra 






1

1 dxex xa
 

integralning 0ba   da tekis yaqinlashuvchi bo`lishini topamiz. Demak, 





0

1)( dxexa xa
 

xosmas integral ],[ 00 ba  da tekis yaqinlashuvchi bo`ladi. ►  

 Natija. )(a funksiya ),0(   da uzluksiz bo`ladi. 

◄Bu tasdiq 




0

1 dxex xa
 integralning tekis yaqinlashuvchiligi hamda integral 

ostida-gi funksiyaning )},0(),,0(:),{( 2  axRaxM da  uzluksiz bo`li-

shidan kelib chiqadi. ►  
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4
0
. )(a  funksiyaning xossalari. 1) [4, (17.34), p.439]   Gamma funksiya 

),0(   da barcha tartibdagi uzluksiz hosilalarga ega va 





0

1)( )(ln)( dxxexa nxan
 ....)3,2,1( n  

bo`ladi. 

◄Ravshanki,  





0

1)( dxexa xa
 

integral ostidagi xa exaxf  1),(  funksiya  

)},0(),,0(:),{( 2  axRaxM  

to`plamda uzluksiz bo`lib, uzluksiz xexaxf xa
a ln),( 1'   hosilaga ega bo`ladi. 

YUqorida aytganimizdek 

  


 
1

1
1

0

1 dxexdxexaГ xaxa
 

tenglikning o`ng tomonidagi integrallar ixtiyoriy  00 , ba  da   000 ba  

tekis yaqinlashuvchi. 

Ushbu 
 

1

0

1 ln dxexx xa
, 


 

1

1 ln dxexx xa
 integrallarni qaray-lik. Bu 

integrallardan birinchisi, 00  aa  da 

xxexx
axa lnln

11 0   

va 

dxxx
a

ln
1

0

10




 

integral yaqinlashuvchi bo`lganligidan Veyershtrass alomatiga ko`ra tekis yaqinla-

shuvchi bo`ladi. SHuningdek ikkinchi integral ham,  0ba  da 

xbxbxa exexxexx   00 lnln
11

 

va 

dxexx xb 



 ln

1

10  

integral yaqinlashuvchi bo`lganligidan yana Veyershtrass alomatiga ko`ra tekis 

yaqinlashuvchi bo`ladi. Parametrga bog`liq xosmas integralning parametr bo`yicha 

differentsiallash haqidagi teoremadan foydalanib topamiz: 
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  .ln

Г

1

1

1

1

1

0

1

1

1
1

0

1




























dxexxdxex
da

d

dxex
da

d
dxexdxex

da

d
a

da

d

xaxa

xaxaxa

 

Demak, 

  


 
0

1 lnГ dxexxa xa . 

)(' a  funksiyaning ],[ 00 ba  da uzluksiz bo`lishi ravshan.  

Xuddi shu yo`l bilan )(a  funksiyaning ikkinchi, uchinchi va hokazo tartib-

dagi hosilalarining mavjudligi, uzluksiz-ligi hamda 





0

1)( )(ln)(Г dxxexa nxan  

bo`lishi ko`rsatiladi. ►  

 

2) [4, (17.35), p.440]  )(a  funksiya uchun ushbu  

)()1( aaa       (4) 

formula o`rinli bo`ladi. 

◄Ravshanki, 





0

1)( dxexa xa
. 

Bu integralni bo`laklab integrallaymiz. Natijada  

)()()1(
0

1

0
00

aadxexaexedxdxexa xaxaxaxa  












  

bo`ladi. ►  

Ma`lumki, ]1,0(a  bo`lsa, ]2,1(1a  bo`ladi. )(a  funksiyaning bu 

xossasini ifodalovchi (4) munosabat )(a  funksiyaning ]1,0(  dagi qiymatlariga 

ko`ra uning ]2,1(  oraliqdagi qiymatlarini, umuman ixtiyoriy ]1,( nn  dagi qiymatla-

rini topish imkonini beradi. 

Natija. [4, (17.36), p.440]  )(n funksiyaga )( Nn  (4) formulani takror 

qo`llash natijasida  1)1(   

)!1()(  nn  

bo`lishi kelib chiqadi. 

3) )(a  funksiyaning o`zgarish xarakteri. Ravshanki, 
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1)1(
0

 


 dxe x
.  

YUqoridagi (4) formulaga ko`ra  

1)1(1)2(   

bo`ladi. Roll‟ teoremasiga muvofiq, shunday 
0a  )21( 0  a  nuqta topiladiki, 

0)( 0

'  a  

bo`ladi. Ayni paytda, ),0( a  da 

0ln)(
0

21''  


 xdxexa xa
 

bo`lganligi uchun )(' a  funksiya ),0(  da qat`iy o`suvchi bo`ladi. Binobarin, 

)(' a  funksiya 0a  nuqtadan boshqa nuqtalarda nolga aylanmaydi. Demak,  

0ln)(
0

1'  


 xdxexa xa
 

tenglama ),0(   oraliqda yagona echimga ega. Unda, 

00 aa   da 0)(  a ,   aa0  da 0)('  a  

bo`lib, )(Г a funksiya 0a  nuqtada minimumga ega bo`ladi. ( ...,4616,10 a  

...8856,0)(Гmin)(Г 0  aa bo`lishi topilgan). 

)(a  funksiya 0aa   da o`suvchi bo`lganligi sababli 1 na  bo`lganda 

!)1()( nna   bo`lib, undan 




)(Гlim a
a

 

bo`lishi kelib chiqadi. 

 Agar 0a  da 1)1()1(  a  hamda 

a

a
a

)1(
)(


  

bo`lishini e`tiborga olsak, unda 




)(lim
0

a
a

 

ekanligini topamiz. 

5
0
. Beta va gamma funksiyalar orasidagi bog`lanish. Beta va gamma 

funksiyalar orasidagi bog`lanishni quyidagi teorema ifodalaydi. 

3-teorema. )},0(),,0(:),{(),( 2  baRbaba  uchun 

)(

)()(
),(

ba

ba
baB




       (5) 



MATEMATIK ANALIZ II-KURS  

 

 212 

NamDU           MATEMATIKA KAFEDRASI                XAKIMOV R. 

formula o`rinli bo`ladi. 

◄Ushbu 





0

1)( dxexs xs
 

integralda tux )1(  , )0( t  almashtirish bajarib, s  ni ba   ga almashtiramiz. 

Natijada 




 
0

)1(11 )1()1()( dtuetuba tubaba
 

bo`lib, 













0

)1(1

)1(

)(
dtet

u

ba tuba

ba
 

bo`ladi. 

 Endi bu tenglikning har ikki tomonini 1au  ga ko`paytirib, so`ng ),0(   

oraliq bo`yicha integrallab topamiz: 

duudtetdu
u

u
ba atuba

ba

a
1

0 0

)1(1

0

1

)1(
)( 

 








  










  

ya`ni, 

duudtetbaBba atuba 1

0 0

)1(1),()( 
 



  







 . 

[1], 17-bob, 8-§da keltirilgan teoremadan foydalanib, keyingi tenglikning o`ng 

tomonidagi integrallarning o`rinlarini almashtiramiz. Natijada  

dttdueubaBba batua 1

0 0

)1(1),()( 
 



  







  

bo`ladi. Integralda yut   almashtirish bajarib topamiz: 

  
 


 

 









0 0

11

0 0

11 ).()(),()( abdyeydtetdtdyeetybaBba yatbytba  

 Demak, 

)(

)()(
),(

ba

ba
baB




 . ► 

Natija. [4, The Complement Formula (17.40), p.441]  )1,0(a  uchun  





a
aa

sin
)1()(        (6) 

bo`ladi. 

◄ (5) tenglikda ab 1  )10(  a  deb olinsa, unda 
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)1(

)1()(
)1,(






aa
aaB  

bo`ladi. Ma`lumki, 





a
aaB

sin
)1,(  , 1)1(  . 

Demak, 





a
aa

sin
)1()(  , )10(  a . ► 

 Agar (6) formulada 
2

1
a  deyilsa, 










2

1
 bo`lishi kelib chiqadi. 

 1-misol. 1. Ushbu 




0

2

dxe x  integral hisoblansin. 

◄Bu integralda tx 2  almashtirish bajaramiz. Unda 

dttdt
t

dx 2

1

2

1

2

1 

  

bo`lib, 

22

1

2

1

2

1

2

1

0

1
2

1

0

2

1

0

2 









 








 dtetdtetdxe ttx  

bo`ladi. ► 

2-misol. Ushbu 


0
31 x

dx
 integral hisoblansin. 

◄Bu integralda 
y

x
1

1 3   almashtirish bajaramiz. Unda  

,
1 3

1








 


y

y
x  
















 




2

3

2

1

3

1

y

dy

y

y
dx , 

 






 





 1

0

3

2

3

10

1

2

3

2

0

3
)1(

3

11

3

1

3

1

1
dyyy

y

dy

y

y
y

x

dx
 

33

2

2

3
3

3

1
sin

3

1

)1(

3

2

3

1

3

1
)

3

1
,

3

2
(

3

1 






























 B  

bo`ladi. ► 
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17-Amaliy mashg‟ulotlar 

 

1-misol.  Ushbu 






0

2

dxe x

 
integral hisoblansin. 

◄Bu integralda tx 2
 almashtirish bajaramiz. Unda 

dttdt
t

dx 2

1

2

1

2

1 


 

bo„lib, 

22

1

2

1

2

1

2

1

0

1
2

1

0

2

1

0

2 









 








 dtetdtetdxe ttx

 
bo„ladi. ► 

2-misol. Ushbu 




0
31 x

dx

 
integral hisoblansin. 

◄Bu integralda  

y
x

1
1 3 

 
almashtirish bajaramiz. Unda  

,
1 3

1








 


y

y
x

 
















 




2

3

2

1

3

1

y

dy

y

y
dx

, 

33

2

2

3
3

3

1
sin

3

1

)1(

3

2

3

1

3

1
)

3

1
,

3

2
(

3

1

)1(
3

11

3

1

3

1

1

1

0

3

2

3

10

1
2

3

2

0
3









































 








B

dyyy
y

dy

y

y
y

x

dx

 
bo„ladi. ► 
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Mashqlar 

 

1. ,...},...,1,0{\ nRa   da 

))...(1(

!
lim)(

naaa

nn
a

a

n 





 

bo`lishi isbotlansin. 

2. Ushbu 




0 )( pn

m

bxa

dxx
 )0,0,0(  nba  

integral beta funksiya orqali ifodalansin.  

3. Quyidagi 

  )(Г)(Г)(Г ''2' aaa   

tengsizlik isbotlansin. 

 

Foydalanish uchun adabiyotlar 

   

1.  Tao T. Analysis 1, 2. Hindustan Book Agency, India, 2014.  

2.  Aksoy A. G.,  Khamsi M. A.  A  problem  book  in  real  analysis.  Springer, 

2010.  

3.  Zorich V.A. Mathematical Analysis I. Springer, 2004, Germany.  

4.  Zorich V.A. Mathematical Analysis II. Springer, 2004, Germany.  

5.  Xudayberganov G.,  Vorisov A. K.,  Mansurov X. T.,  Shoimqulov B. A. 

Matematik analizdan ma’ruzalar, I, II q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.  

6.  Shoimqulov B. A.,  Tuychiyev T. T.,  Djumaboyev D. X.  Matematik 

analizdan  mustaqil  ishlar.  T.  “O‟zbekiston  faylasuflari  milliy  jamiyati”, 2008. 

 

Nazorat savollar 

1.Beta funksiya va uning tekis yaqinlashuvchiligi. 

2. ),( baB  funksiyaning xossalari. 

3. Gamma funksiya va uning yaqinlashuvchiligi. 

4. )(a  funksiyaning xossalari. 

5. Beta va gamma funksiyalar orasidagi bog`lanish. 
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G L O S S A R Y 

 

I-tur Eyler integrali- Ushbu 


 

1

0

11 )1( dxxx ba

 
parametrga bog„liq xosmas integral beta funksiya (I-tur Eyler integrali) deyiladi va 

),( baB  kabi belgilanadi: 


 

1

0

11 )1(),( dxxxbaB ba

 )0,0(  ba . 

II-tur Eyler integrali  - Ushbu 






0

1 dxex xa

 
parametrga bog„liq xosmas integral gamma funksiya (  -tur Eyler integrali) deyila-

di va )(a kabi belgilanadi: 





0

1)( dxexa xa

. 

  

K E Y S     B A N K I 

1-keys. Masala o„rtaga tashlanadi: Ushbu 

aax

dx

20
2








 
 0a  tenglikdan foydalanib, 

 
 Nn

ax

dx
n








,

0

12

 
integral hisoblansin. 

 Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:  

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha 

va tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);  

 to`plangan ma‟lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual).  
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Ba`zi xosmas integrallarni hisoblash 

 

REJA: 

 

1
0
. 


0

sin
dx

x

x
 integralni hisoblash. 

2
0
. 


0

sin
dx

x

yx
 integralni hisoblash. 

3
0
. 
 

0

1

1
dx

x

xa

 integralni hisoblash. 

4
0
. 

   

 

0

dx
x

bxfaxf
 integralni hisoblash. 

5
0
. Ba`zi xosmas integrallarning qiymatlari. 

 

Tayanch  so`z  va  iboralar: Parametrga bog`liq integrallar, funksional 

xossalai, ba`zi xosmas integrallar.  

 

1
0
. 



0

sin
dx

x

x
 integralni hisoblash. [4, Example 13, p.427]  Bu integralning 

yaqinlashuvchiligi avvalgi ma`ruzada keltirilgan. 

Ma`lumki,  









0
21

1
sin

y
xdxe xy

.      (1) 

Bu tenglikdagi 

  



0

sin xdxeyF xy
 

parametrga bog`liq integral parametr y  bo`yicha ixtiyoriy  At,  da  0t  tekis 

yaqinlashuvchi bo`ladi. Bu tasdiq 

tyxy exe  sin , 
t

dxe ty 1

0





 

bo`lishi hamda Veyershtrass alomatini qo`llashdan kelib chiqadi. (1) tenglikni 

integrallab topamiz: 

arctgtarctgAdy
y

dyxdxe
A

t

A

t

xy 










 




2
0 1

1
sin . 

Bu tenglikni chap tomonidagi integral uchun 

  
 




 



















000

sinsinsin xdx
x

ee
dxxdyedyxdxe

AxtxA

t

xy
A

t

xy
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va 0x  da xx sin  bo`lib,  

A
dxexdx

x

e Ax
Ax 1

sin
00

 



 

 

bo`ladi. Natijada A  da  

dx
x

x
earctgt tx





0

sin

2


                 (2) 

bo`lishi kelib chiqadi. [4, p.428]   

Endi 









00
0

sinsin
lim dx

x

x
dx

x

x
e ty

t
 

tenglikni o`rinli ekanini (qaralsin, avvalgi ma`ruza) e`tiborga olib (2) da 0t  da 

limitga o`tib topamiz: 

2

sin

0






dx
x

x
. 

2
0
. 


0

sin
dx

x

yx
 integralni hisoblash. Bu integralning   ,  da 

yaqinlashuvchi bo`lishi ravshan. Aytaylik, 0y  bo`lsin. Bu holda integralda 

tyx   almashtirish bajarib topamiz: 

2

sinsin

00


 



dt
t

t
dx

x

yx
. 

Aytaylik, 0y  bo`lsin. Bu holda qaralayotgan integralda tyx   

almashtirish bajarib topamiz: 

2

sinsin

00


 



dt
t

t
dx

x

yx
. 

Aytaylik, 0y  bo`lsin. Bu holda 

0
0sin

0




dx
x

x
 

bo`ladi. Demak, 






















0,
2

0,0

0,
2sin

0

yagar

yagar

yagar

dx
x

yx





 

ya`ni, 

signydx
x

yx

2

sin

0






 

bo`ladi. 
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3
0
. 

 

0

1

1
dx

x

xa

 integralni hisoblash. Avvalo bu parametrga bog`liq xosmas 

integralni yaqinlashuvchilikka tekshiramiz. Uning uchun berilgan integralni 

quyidagicha yozib olamiz: 

  
  










1

11

0

1

0

1

111
dx

x

x
dx

x

x
dx

x

x
aF

aaa

.      (3) 

Aytaylik, 10  x  bo`lsin. Bu holda 

1
1

1







a
a

x
x

x
 

bo`lib, 0a  da ushbu 




1

0

1dxxa
 

integralning yaqinlashuvchi bo`lganligidan, 0a  da 




1

0

1

1
dx

x

xa

 

integralning ham yaqinlashuvchi bo`lishi kelib chiqadi. 

Aytaylik, 1x  bo`lsin. Bu holda 

2
1

1







a
a

x
x

x
 

 

bo`lib, 1a  da ushbu 






1

2dxxa
 

integralning yaqinlashuvchi bo`lganligidan, 1a da 


 

1

1

1
dx

x

xa

 

integralning ham yaqinlashuvchi bo`lishi kelib chiqadi. 

Demak, qaralayotgan 

  
 




0

1

1
dx

x

x
aF

a

 

integral 10  a  da yaqinlashuvchi bo`ladi. 

Endi  aF  integralni hisoblaymiz. Ma`lumki, 10  x  da 

 





 0

1
1

1

k

kk
x

x
. 

Bu tenglikdan 

 








 0

1
1

1
1 k

kak
a

x
x

x
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bo`lishini topamiz. Tenglikning o`ng tomonidagi qator  00 , ba  da 

 10 00  bxa  tekis yaqinlashuvchi bo`lib, uning qismiy yig`indisi 

   
  
x

xx
xxS

nan

k

kak

n












1

1
1

11

0

1  

bo`ladi. 

Agar  1,0,  xNn  uchun 

   1
1

1

1 





 a

na

x
x

xx
 

tengsizlikni hamda dxxa




1

0

1
  10  a  integralning yaqinlashuvchanligini e`tibor-

ga olsak, unda Veyershtrass alomatiga ko`ra  

 dxxSn
1

0

 

tekis yaqinlashuvchi bo`ladi. 

Demak, 

    



1

0

1

0

limlim dxxSdxxS n
n

n
n

 

ya`ni, 

    dx
x

x
dxxdxx

an

k

kak

n

n

k

kak

n
  





































1

0

11

0

1

0

1
1

0

1

0

1

1
1lim1lim  

bo`ladi. 

Demak, 

      
 



































1

0

1

0

1

0

1
1

0

1

0

1
1

0

1 1
11lim

1

n

k

kn

k

kak
n

k

kak

n

a

ka
dxxdxxdx

x

x
.    (4) 

Endi 


 

1

1

1
dx

x

xa

 

integralda 
t

x
1

  almashtirish bajarsak, unda 

 










  1

0

111

01

1

111
dt

t

t
dt

t

t
dx

x

x aaa

 

bo`lib, yuqoridagi (4) munosabatga ko`ra 

 





 






 11

1 1

1 k

ka

ka
dx

x

x
     (5) 

bo`ladi. (3), (4) va (5) munosabatlardan 
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 11

1 11
1

1

1 k

k
a

kakaa
dx

x

x
 

bo`lishi kelib chiqadi. 

Ma`lumki, 

 




akakaa k

k

sin

11
1

1

1




















  10  a  

(qaralsin, 76-ma`ruza).  

Demak,  





a
dx

x

xa

sin10

1





 

  10  a  

bo`ladi. 

4
0
. 

   

 

0

dx
x

bxfaxf
 integralni hisoblash. Bunda  xf  funksiya  ,0  

da uzluksiz, istalgan 0A  da 
 




A

dx
x

xf
 integral yaqinlashuvchi va 0a , 0b . 

Berilgan integralni quyidagi ikkita integralning limiti deb qaraymiz. 

       





















dx
x

bxf
dx

x

axf
dx

x

bxfaxf

0
0

lim . 

Bu tenglikning o`ng tomonidagi birinchi integralda tax  , ikkinchi integral-

da tbx   almashtirishlarni bajarib topamiz: 

         















 










b

aba

dt
t

tf
dt

t

tf
dt

t

tf
dx

x

bxfaxf

000
0

limlimlim . 

Ravshanki,  tf  uzluksiz funksiya, 
t

1
 funksiya esa ishora saqlaydi (chunki 

0a , 0b ,   ,0x ). Demak, 

 





b

a

dt
t

tf
 

integralda o`rta qiymat haqidagi teoremani qo`llash mumkin: 

 
   










b

a

b

a t

dt
fdt

t

tf
. 

Natijada, 

 
   

a

b
fdt

t
fdt

t

tf b

a

b

a

lnlim
1

limlim
000












 

      (7) 

bo`ladi. Modomiki,   nuqta a  bilan b  orasida ekan, 0  da 0  va 

   0lim
0

ff 





     (8) 

bo`ladi. 

(6), (7) va (8) munosabatlardan 



MATEMATIK ANALIZ II-KURS  

 

 222 

NamDU           MATEMATIKA KAFEDRASI                XAKIMOV R. 

   
 

a

b
fdx

x

bxfaxf
ln0

0







 

bo`lishi kelib chiqadi. 

5
0
. Ba`zi xosmas integrallarning qiymatlari. [4, Example 17, p.433]   

Quyida ba`zi xosmas integrallarning qiymatlarini keltiramiz: 

1. 
20

2 



 dxe x ,  2. 

2

2sin
0

2






dxx , 3. 
2

2cos
0

2






dxx , 

4. 
y

edx
x

xy 






21

cos

0
2


, 5. 

y
yesigndx

x

xyx 






21

sin

0
2


, 

6. 
4

sin

0

2 




dx
x

x
,  7. 

b

a
dx

x

bxax
ln

8

3sinsin

0

44







, 

8. 
n

a
arctg

n

b
arctgnxdx

x

ee bxax





 

0

sin   0,0,0  nba , 

9. 
22

22

0

ln
2

1
cos

na

nb
nxdx

x

ee bxax








 

. 

 

Mashqlar 

 

1. Ushbu 

 0,01ln
2

1cos1

0
2

2















 ky
k

y
e

x

xy kx  

tenglik isbotlansin. 

2. Ushbu 

 
 0,0,

1ln

0
22

22








badx
xb

xa
 

integral hisoblansin. 

3. Ushbu 

aax

dx

20
2








 

 0a  tenglikdan foydalanib, 

 
 Nn

ax

dx
n








,

0

12
 

integral hisoblansin. 

 

 
 


