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1-§. Asosiy tushuncha va teoremalar

R™ fazoda ketma-ketlikka va uning limiti.

Ushbu

R"=R R .. R= (x,X,,..,x,):x, R, k=1m
[N —

to'plamga m o'lchovli Evklid fazosi deyiladi.
Ixtiyoriy x=(x,,x,,..,x,):x, R" va y=(y,,y,...y,) R™ nuqtalarni olaylik.

Quyidagi

m

P ) = = %)+t (= x) = (v, —x,)’ 1)

r=1

miqdor x va y nuqtalar orasidagi masofa deb ataladi.
U quyidagi xossalarga ega

1) p(x,y) 0 va(p(x,y)=0 x=y);

2) p(x,y) = p(y,x);

3) p(x,z) p(x,y)+p(y,z) (uchburchak tengsizligi).

Natural sonlar to’plami N va R" fazo berilgan bo’lib, f har bir » N va R”

fazoning biror x™ = (x",...,x") nuqtasini mos qo yuvchi akslantirish bo'lsin:

f:N—>R" yoki n— x"

f:N — R" akslantirish obrazlaridan tuzilgan
x x@ L x™ (2)

to'plam ketma-ketlik deb ataladi va u {x(”)} kabi belgilanadi.

Demak, (2)-ketma-ketlikning hadlari R" fazo nuqtalardan iborat.

{x(”)} ketma-ketlikning mos koordinatalaridan tuzilgan {xf"’ },...,{xfn")} lar sonli
ketma-ketlik bo'lib, {x‘”)} ketma-ketlikni shu m ta ketma-ketlikning birgalikda
qaralishi deb hisoblash mumkin.



Aytaylik R” fazoda {x(”)} ketma-ketlik va a = (a,,...,a,) R" nuqta berilgan bo’lsin.

1-Ta'rif. Ve >0, In,(e) N:Va>n, p(x",a)<e,bo’lsa unda a nugta

{x"} ketma-ketlikning limiti deb ataladi va }1i_1)11x(n) =da kabi belgilanadi.

Limitga quyidagicha ham ta'rif berish mumkin
2-Ta'rif. Agar a nugtaning YV (a) ={x R":p(x,a)< 8} {x("’} atrofi
olinganda ham 3n,(¢) N:Vn>n, x, ;(a), unda a nugta {x} ketma-

ketlikning limiti deb ataladli.
R™ nugtaga yaginlashishi uchun n—>  da bir yo'la x;V —> 4, , ... x,ﬁf) —a,
bolishi zarur va yetarli.

Eslatma: R™ fazodagi ketma-ketlik uchun ham sonli ketma-ketlik uchun

o'rinli bo'lgan xossalar o’rinli.

1 —misol. R’ fazoda ushbu

5

e >
(xp= =

4
n
ketma — ketlikning limiti a(0,0) ekanligini isbot qiling:

4AVe>0 uchun ,O(X(”),CZ)<8 ekanligini ko rsatish kerak

— = Vn >n,= —— +1 ni olsak
n n &

g16_\/41 V41 V41



p@w¢ﬁ<£>

2 —misol. R’ fazoda ushbu

3+2n n’+1
= o0 o —3

ketma — ketlikning limiti a —l;% ekanligini isbot qiling:

/)( () ) 3+2n n*+1
x,al= ; ;
1-2n 21" -3

J3+%+12 Al 10

1 L 1
2 1-2n -3 2

4 5
= -
1-2n 2i2n2—3i
a 0,b 0 +a*-b> a+b 4 + > ﬂ+l:

3 —misol. R’ fazoda ushbu

ketma — ketlikning limiti mavjud emasligini ko rsating.



Teskarisini faraz qilamiz, yani berilgan ketma — ketlik limitga ega va u
a=(a;, az) ga teng bo'lsin. Unda limit ta’rifiga ko'ra Ve>0 uchun,

jumladan € =/ uchun shunday 7, N topiladiki, Vn>n, da
,0((— 13_1)9 (a19a2 ))< g,

p((l,l), (al ) )) < &

bo’ladi.
Agar p((=1,-1), (1,1))=2x/5 ekanligini e'tiborga olsak, yuqoridagi

munosabatlardan

22 =p((-1-D)(1) pl-1-1)(a.a,))+

+ p((al,az), (1,1))< E+e=2e=2,

2«/5 <2

ziddiyatga kelamiz. Bunga sabab berilgan ketma — ketlik limitga ega deb
qarashdadir. Demak, berilgan ketma — ketlik limitga ega emas»

Endi ketma — ketlik limitini hisoblashga misollar keltiramiz:

4 — misol.

log (n2 +1). n—lgn
{x(n)}: ) n ’ 10g2(4” + 1)

Ketma — ketlikning limitini toping.

4 Ketma — ketlikning koordinatalaridan tashkil topgan ketma — ketlik sonli
ketma — ketlik bo'lib, ular quyidagiga teng:

(n) _ log (l’l2 +1) (n) _ n—lgn
W= n ’ % 10g2(4” +1)

bularni limitini topamiz:



a, = lim xl(") — lim logs(”l2 + 1) —, Lopital goidasidan

w " 7 fovdalanamiz
~lim 2 =0,
n— (n +1)ln5
) ... n—lgn n—logn n . n 1
a, =limx;” =lim . = - < — =lim -
" n—> 10g2(4 +1) log2(4 +1) log,4" > nlg,4 2

Ketma — ketlikning limiti haqidagi teoremadan

1
}Zi_r)nx(n):a, a 0;5 >

Amaliy mashg’ulot uchun misol va masalalar.

I. R? fazoda quyidagi ketma-ketliklarning limiti a(a R’ ) ekanligi

ta'rif yordamida isbotlansin.

- 13-n*> 2n-1 1 2
1.1 X0 = 30 d — T
) 1+2n" 2-3n 2 3
3n*+2 2n’ 3
x™ = , sa —;2 .
12 4’ -1'n* -2 4

1-2n> 3n°
(n) _ . .
1.3 X - n2 + 3 » 2 o n2 ’a(_ 2’_3)'

0 4+2n 5n+15 . —g°—5
14 1-3n" 6-n = 3

5



RO Sl A S |
15 3 +273+2n° T 3 2
1-2n° Sn 1
(n) : :
x" = = ;a ——;=5 .
1.6 2+4n* " n+l 2
1 2
L7 x" = —;Zcosnz ;a(0,0)
n n
3In—-2 4n-1 3
g xW=
2n—-1 2n+1 2
() 2n 1+n 2 1
1.9 X = ; a4 T
3n+1 1-2n 3 2
w _ cosn n-—1
x" = , ;al0,0).
1.10 n n2+1 ( )

II. R? fazoda quyidagi ketma-ketliklarning limiti topilsin.

o L, 2 a1 o242
2.1 n* nt 0t 2n*+l

n+2

0 Cn+D)+2n+2)! n-1
2.2 2n+3)!  n+3

}’14

o 2n+1 +3n+1 . n2 _1

X - s
2.3 2n +3n n2

n+l

m _ 1+2+..+n  2n+3

X - °
24 Von* +1)  2n+l

w 1+4+7+..+@n=-2) n+l1"

X = ’
23 ot enin)




Lo _ (D)) 143 "

2.6 (n+3) " n+5
o Am5—V3nt2 i o
2.7 1+3+5+..+2n-1)" n’ -1

,g X" = §+i+i+...+1_;nz ,n(3\/5+8n3—2n).

4 16 64
1 1
2.9 x(”) = —+——+...+ \/7 \/7 \/7 \/7
12 23 n(n+
0 i/nizsinn!. (-2)" +3"
2.10 -

n+l T (=2)" 43

Mustaqil mashg’ulot uchun misol va masalalar

I. R? fazoda quyidagi ketma-ketliklarning limiti a(a R’ ) ekanligi ta'rif

yordamida isbotlansin.

. 1 5
M1.1 x" = ) ;; ;a(0,0).
2 n
(n) . .
x" = —; ;al0,1).
M1.2 P ( )
L0 2-n* 5n-1 L, L1
ML.3 3n2+2°2-10n 37 2
5+n* 2n+l
(n) . .
x" = , ;al—1;-1).
\ —2n* 1-n’ 2
mis XU = a —o1

b 9a
3+5n% 1+ n? 5

10



M1.6

M1.10

M1.11

M1.12

M1.13

M1.14

M1.15

M1.16

M1.17

M1.18

RO 1+5n 1-n . 1.1
2+15n°5+2n ° 37 2 °

x" = i;ﬂcosnﬂ :a(0,0).

nn
(n) 2n 2n+1 21
x" = , ca —;— .
S5Sn+1 4n-1 52
2 6
x" = — = ,a(O;O)
n- n
Lo _ n’+1 2n* +2 _—
n’—1"3n*-2" '3
-1
Na cosnj n . (0:0
n o 2n*+1 ( )
x(n) _ 5+27’l’37’l+11 ,a(_2’_3)
l-n 6-n
1+1 2n+1
x(n)z + On’ I’l+2 ,a(—l,O)
1-10n 3—n
x" = 2, k ;a(0;1).
n n+5
2
x(n): 5+6I’l’7’l3+ ,a(—l,O)
I-6n n +1
3—n® 1-n’
x" = : ;a(0;—1).
1-n’ 2+n° (0:-1)

x™ = %;log_ﬂi ;a(l;O).
n

ﬂ“==3;%5;a®ﬁ)

11



) _ l_sinn

M1.19 x = = ;a(0;0).
n n

3
mi20 X = */ZZ— :a(l0).

II. R? fazoda quyidagi ketma-ketliklarning limiti topilsin.
- 35 2n-1 n-1"

1
X" = ==+ ;
M2.1 2 2% 3 2" "

M2 = 5" n+2”

n’ n-2

111 1 13 2n-1
+—+ +o.+ ;— = :
25 58 81l n(n+3)’2 4 2n

1 1 1
M4 Y= 1= - Lo n —n .
n

M2.3 x" =

22

ECJ TR T S PR B -S1L

M2.5 3 6 nn+l) ~ n
2

L 27131 a1 opm2 "
M2.6 2°+1 3*+1  n’+1 n+4

o ol (D3
M2.7 2n+1 7 n*-5

x(n) B 2n+2 +3n+3 . 5 211 _3 5n+1
M2.8 2}1 +3n ’100 2n+5n+1 :

Mo x" = (‘K”/ﬁ ;4/0,5 )

12



M2.10

M2.11

M2.12

M2.13

M2.14

M2.15

M2.16

M2.17

M2.18

M2.19

M2.20

2n+5
™ = K/g_l g

— ,0,5 2n+l .
a/2 -1

L

" = (1+13”)n+1;an+p s a>0, p>0.

x" = (W,n\z/;)
o {5z )

RO logz(nz +1)- n—log;n

n ’10g3(9” +1) '

x(n) — (_2)” . 1 .
(n+2)!"(0,5)" n!

(n) 1 1 I
X" = + +...+ )
123 234 n(n+1)(n+2)

2
n
o = 3"+2" 0,5n
- b

6}’1

m _ n 3"+l 4 4’2" -1
n+1 7 ot 4 (n)?

o n—n An’+3n

X = 5 .

/0,1 /0,01

n

N

Ndn+1 .



2-§. Ko'p o'zgaruvchili funksiya va uning limiti

Ko'p o'zgaruvchili funksiya, funksiyaning aniglanish sohasi va qiymatlar
to'plami, ko'p o'zgaruvchili murakkab funksiya ta'riflari bir o'zgaruvchili
funksiyadagi mos ta'riflar kabi kiritiladi.

2.1-misol. Quyidagi

u=2x arcsini2 +3y”arcsin(l — )

Funksiyaning aniqlanish sohasi topilsin va chizmada tasvirlansin.

<« Arksinus funksiyaning aniqlanish sohasidan foydalanamiz.
0,

y y 0, y o0,

1, -1 — 1 -y x y

2

O<y 2

yoki
D@)={(x.y) R:0<y 2, -y x |
bo’lib, bu soha 2.1-chizmada tasvirlangan

A

y

v

14



2.1-chizma.
2-misol. Quyidagi
In(1-x* — )
funksiyaning aniqlanish sohasi topilsin va chizmada tasvirlansin.

<4 Aniqglanish sohasini topish uchun kasr ratsional funksiya, logarifmik funksiya va

kvadrat ildiz ostidagi funksiya xossalaridan foydalanamiz:

ln(l_xz_yz) 07 (X:J/) 0:

2

D(u) = l—xz—y2 0, x2+y2<1, (x,) Rz:(x,y) (0,0), x2+y2<1, X y?
4 _ 2 . 2
x—y 0 2
4

bo’lib, bu soha 2.2-chizmada tasvirlangan»

v

2.2-chizma.

M R™ to'plam berilgan bo'lib, a nuqta M to'plamning limit nuqtasi va

v= f(x)=f(x1,...,xm) funksiya M to'plamda aniglangan bo'lsin.

1-Ta'rif (Koshi ta'rifi) . Agar V& >0 uchun 30 = 6(&,a) >0 son topilsaki,

ushbu 0<p(x,a)< o tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vx M uchun

15



[f(x)—bl<e
tengsizlik bajarilsa, unda b son f(x) funksiyaning a nuqtadagi limiti (yoki
karrali limiti ) deyiladi va

lim f(x)=b

xX—a
yoki
lim f(x,,x,,..,x,)=>b
X —a

kabi belgilanadli.

2- Ta'rif (Geyne ta'rifi). Agar M to’plamning nuqtalaridan tuzilgan, a
ga intiluvchi har ganday {x(”)} (X(n) a, n= 1,2,---) ketma — ketlik

olinganda ham mos {f (X(n))} ketma — ketlik hamma vaqgt yagona b

( chekli yoki cheksiz ) limitga intilsa, b son f(x) funksiyaning a
nuqtadagi limiti deb ataladi.
Agar a= yoki b= bo'lsa, unda ham shu kabi ta'riflarni berish

mumkin. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalar uchun boshga formadagi limit

tushunchasini ham kiritish mumkin. Masalan, bunda avval bir o'zgaruvchi
bo'yicha limitga o'tilib, qolgan m-/ ta o'zgaruvchini fiksirlangan (tayin) deb
faraz qilinadi. Keyin, qolgan m-1 ta o'zgaruvchining biri bo'yicha limitga o'tilib,
m-2 ta o'zgaruvchini fiksirlangan deb faraz qilinadi. Bu jarayonni m marta
gaytarish natijasida hosil qilingan limitga f(xj,...,xm) funksiyaning takroriy
limiti deyiladi. m o’zgaruvchili funksiyaning jami m! ta takroriy limitini qarash
mumkin. Masalan, ikki o'zgaruvchili  f(x;,x2) funksiya uchun 2 ta

lim lim f(x;,x3) va lim lim f(x; x;) takroriy limitni ko'rish mumkin.

X|—=>a; X, —>d,y Xy =y X1

16



5 - misol. Ushbu

x+ysin—, x O,

fex, )= x

0, x=0

funksiyaning (0,0) nuqtadagi takroriy va karrali limitlari hisoblansin.

o .y R
iy Cey) =ligtin i <=0 mavjud

. . .1 . _ limf(x,y)
&1_%1 lcl_glf (x,y)—y_rgl )’161_%1 Sln)_c mavjud emas, lekin ;:)3
mavjud  va u nolga teng.

Darhagqiqat ,

0 |f(x,»)-0[=

x+ysinl X[+ x 0 1ingf(x,y)=0.>
X x—)o

y—>

6 — misol. Ushbu

[l y)=""2

X+Yy

funksiyaning X —> 0, ¥y — 0 dagi takroriy va karrali limitlarni toping.

< lim lim /(x,y) =lim lim>—2 =limZ=1

x—>0 y—-0 x>0 y—>0 x 4 y x—0 x ’

Mn¢mj(ny»:hmlmfﬁlz::Mnilzﬁd.

y—0 x>0 y=>0 x>0 x 4+ y y—0 y

Karrali limitini topishda Geyne ta'rifidan foydalanamiz:

n—  da ikkita (0,0) nuqtaga intiluvchi

17



PR I UL

2
)
nn’ n

1
n

ketma — ketliklarda funksiya limiti har xil sonlarga intiluvchiligini

ko rsatamiz.

I 1
f(anyn):l }il:O’ f(xn’yn)_)o
4
n n
2 1 1
P 1
f(xnayn):—:%’ f(xn’yn)_)_
2173 3
n n n

Demak, 1 —> }Cl_%lf (%) mavjud emas P

y—0

7 —misol. Ushbu

ll)r+n (x2 + yz) e L)
Yo+

limitni hisoblang.

<«Elementar tengsizliklardan foydalanamiz. (x>0, y>0).

2 2 2 2
0< (P+y?)et =t 4 X L2V
e’ e et e
2 2
0 lim(x>+y?)e™ lim -+ =o.
X+ x>+ et e’
Y+ Y+
Demak,
lim (¥ +5?) et =0,

Yo+

18



8 —misol. Ushbu

2 2
) +
lim x4 y4
;: X +y
limitni hisoblang (X 0; O)
O x2 +y2 B xz y2 x2 y2 B 1 1
< 4 47 _4 Tt 4 Tt T TS
x+y x +y x+y x y xy
S x4y
Im —+— =0 lim =0
X+ x2 y2 dan x— X4 +y4 >
yo+ y—

Ayrim hollarda X =a+rcos@, y=b+rsing  almashtirish
lim f(x,y)
x—0
y—0

karrali limitni topishni yengillashtiradi. Bunda
f(x,y)=f(a+rcose, b+rsing)=F(r,p)
bo'lib,
imf(x,y)=c lmF(r,p)=c

y—b

9-misol. Ushbu

X X'y
lim 5 5
—0

e X Ty

limitni hisoblang.

4 x=a+rcosp, y=b+rsing almashtirishdan foydalamiz, bunda

a=0; b=0 va x>0 y—>0dar—Q0;

19



o AxYy 3\/(rc03g0)4 (rsin @)’
lim——— =lim-——— —— =
0 X7 4y =0 T CcosT @+ rT s @
y—0
23\/’ 3\/ 4 -3
. r’a/r 3/cos” @sin : :
= lim > 9 ¢ _ limi/r 3\/cos4 psin’ @ =0,
r—0 7 r—0
chunki
3\/cos4 @sin’ @
chegaralangan »
xy

10-misol. Agar f(x,y)= 1+ bo'lsa, ushbu takroriy limitlarni

hisoblang.
lim limf(cy)  va  limlim /(x.)

4 x ni o'zgarmas desak y>0 da x” y—ning funksiyasi sifatida uzliksiz

bo'ladi, shu sababli

limx” =1
y—>+0

bo’ladi;
y ning o'zgarmas (y>0) qiymatida, x ning barcha x >0 giymatida

x” x ning funksiyasi sifatida uzluksizligidan.

limx” =+
y—o>+

bo’ladi
x” . 1

. ) o1
Iim Iim = |lim—=lim—
x>+  y—>+0 1 + xy x—>+ 1 + 1 x—+ 2

20



xy

lim lim =lim llm—— =liml=1
y—>+0 x—>+ 1+ xy y—>+0 x—+ 1 x—>+0

—+1
Xy

Tabily savol tug'iladi: Qanday shartlar bajarilganda karrali va takroriy
limitlar bir —biriga teng bo’ladi?
Bu savolga quyidagi teoremalar javob beradi.

Aytaylik, f(x,y) funksiya

M:{(x,y) R :‘x—xo‘ al,y—yo‘ az}

to'plamda aniglangan bo’lsin.

1- Teorema. Agar

1) }erf)lf(x,y)Zb mavjud ,

Y=

2) Har bir tayinlangan x da yllgl J(x,3)=p(x) mavjud bo'lsa, u holda
0

lim lim f(x, y) takroriy limit mavjud bo'lib,

X—=Xg Y=o

lim lim f(x,y)=b

X=Xy Y=o
bo'ladi.

2-Teorema. Agar

1 Im () =b i |

.x—)xO
Y=o

2) Har bir tayinlangan y da }lglf () =@(y) mavjud bo'lsa, u holda

lim lim f(x, y) takroriy limit mavjud bo’lib,

Y=Y X=Xy

lim lim £ (x,y) =b

Y=>Yo X=Xy
bo'ladi.
Natija. Agar bir vaqtning o'zida 1 va 2-teoremalarning shartlari bajarilsa, unda

21



hm f (x,y)=limlimf{(x, y)= lim lim f (x, y)

x—)xo y—)yo —)yo X —)XO
y—>y0

bo'ladi.

Amaliy mashg’ulot uchn misol va masalalar

I. Quyidagi funksiyalarning aniqlanish sohalari topilsin va chizmada

ko rsatilsin.

1.0. U =arccos 1.2. u=In(xyz).

X+y
.Y
L3 u=in(-x-y). 1.4. u=arcsin_ - .
15, u=ysin(x” + 7). 16, u=A1-(x*+y")™.
17, = x*+y?—x —\/(x2+ 2_1) (4—x2— 2)
ol U= 2x_x2_y2 1.8. u= y Vo).

2 2
X +2x+y
=V1-x +4y° -1 =
19. U \/ X \/y 1.10. u \/x2—2x—|—y2

I1I. Karrali limitlar hisoblansin.

lim Y lim Y
21. 5, 5 5 . 22, O 2
: 1 x+y : Xy '
2.3, lim 1+— 24, lIm ———
x> X o T X—+ X _|_y
y—=3 y—+
2 2
. X + y 292
lim ——— 1 n Y
25,5 4 Ly 2.6. xlfg(x Y ) .
y—> y—0

22



27, lm 1+; 2.8.
y—>+0 YN
. In(x+e’ _ sin(x*y?
29hm—n(x ¢ 2.10. 1M 2(x_y2)
ey A=
mr lim lim f(x,y) ya lim lim f(x, y)
X—=>Xg V=)o y—)yo X—)XO
takroriy limitlar hisoblansin.
X,y)=sin Xy = L,V =
31, J(y) LU
2 2
X +xy+y
3.2. f('x’y): ) 2;x0:y0:0‘
X“—=xy+y
33. f(x,y)=log (x+y);x,=1Ly,=0
sin(x + y)
x, :—,x = :O
34. J (%) 2x+3y 0o = Yo
COSX—COS Y
35, Sy =——F——F1x=y,=0
X°+y
sin‘x‘ — sin‘ y‘
36. J(xy)= ———X) =Y, =0
X“+y
sin3x+1g2y
x, = ’x = :O
3.7. S(x,p) 6x + 3y 0= Yo .
2 2
X +y
f(xa ): s Xog = =
3.8. Y x2+y4 0o = Yo
.oox7
39, JS(x,y)=sin——ix, =+ ,y, =40,
I+ x

23

lim(x2+ 2%—(x+v)
x—> y



| Xy
310, S, y)=—tg——;x,=0,y, =
xy  1+xy

Mustaqil mashg’ulot uchun misol va masalalar

I. Quyidagi funksiyalarning aniqlanish sohalari topilsin

va chizmada Kko’rsatilsin

z 9
M3.1 ¥4 =arccoS ———. M3.2.U =Xy + lnﬁ+\/x2+y2—9.
x®+y° - x*+y

4x—y2 0 x? y2 i
= u=m ————
xX—y
M3.5.“=a’”0fg—1+xzyz- M3.6. U=1+4—(x—p)".
M3.7. U =\/x—\/;- M3.8. U=,/ ysinx.
x> +y°
M3.9. U =4/XCOS Y. M3.10. ¥ = arccos— .
X ) X—=Y
M3. 11. u=arcsin— Taresin(l—y) w3.12, u=arccig ———.
y 1+x7y

Y
M3.13. U=5+x+y+4/—-Xx+y. M3.14. wu=2arccos 2 .

X
2.2 1 1 4
M3.15. U=X"Y +x_y+ nx2+yz'M3.16”:\/x+\/;_\/_x+\/;-
: x y
M3.17.U :\/ysmx +\/)’COSX- M 3.18. u=arccos 32 + arcsin;
X+ X+

M3.19.u = arcsin(1+ x) +arcos(1+y) ). M3.20.4= arccos— +arcsm1—
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II. Karrali limitlar hisoblansin.

1

ex4+y4 1
: - 2.2 )2,
M4.1. £138x4 oyt M4.2. }H}(Hx Y ) o
y—0 y—0
1 3 x4 2
. 2 2 Y7 = . AX Y
M4.3. }g}(“x 4" ) M44. M55 )
y—0 y—0
. . 1 1
lim(x* + y* Jsin ——— lim(x* + y*)In 1+ sin———
M4.5. 5 ( Y ) PR 4.6.x1jn(x Y )n Sin 24y
y— y—
2 2
- . xT 4y
M4z, lim(x+yle™ 7 M4, s, M
. > A+
. x| : l—cos(xzyz)
hm(x2 + yz) lim
M4.9. | M4.10. 2 242
330 20 (YY)
’ In*(x+y) lim sin xy
M4.11. N T—=—— . M4.12. 50
1530 \/x +y° =2x+1 13
1
. l—=cosxy : ( ) 2)€xy2
M4.13. }}Eg—xzyz . M4, MY
y—0 y—0
i In*n—1In*m i 18
M4.15. Zq__)) lnn2 +1n2 m* M4.16. i:))(()) xy(1+tg2xy)
1—cosx*y’ s
lim lim(l + x*y* )+
MALT. Do (22 4 7)? - M4.18. HO( Y )
y—0 y—0

lim(5+ x* + y*)In 1+sin
M4.19. ( Y ) 54x 4y

y—>
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1

1g

2 2
. X +y
lim
M4.20. x—> . .
y— arCSIHﬁ

X +y

L lim lim f(x,y) vya ylim lim f(x, y)

x—)xO y—)yo _)yo x_).xO
takroriy limitlar hisoblansin.

x3 —I—y3
- 7 (x 0.0
M5. 1. f(x,y)= x* +y2 (x,y) (0,0)

0,(x,y)=(0,0)x, =y, =0

xX+y

1
1+
MS5.2. f(x,py)= x+y

Lx+y=0x,=y, =

,x+y 0

x—y+x>+y’
MS5.3. S(x,y)= X+y ’
0,X=—y,XO =)o =0

sin x —sin y
M54, J(x,p)= X, =y, =0
X+ y

» .1
x“sin—+y

mss.  SO6y)= X xy =y, =0
X+Yy

x> _yz
Mse, S = Pl
0,[x] =y

x|

2

’xO =y0 :0

1n(x+ ey)

msg.  J(6y)= ﬁ

;X =1y, =0
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MS.10.

MS.11.

MS.12.

MS.13

MS.14

MS.15

MS.16

MS.17.

MS.18

MS.19

f(xay): ,X0=y0=0
Xy
1+x°y* -1
f(xﬂy): 2 2 "xO:yOZ
X+
In(x+ y)
Fay) =20 1y, =0
Yy
T(xX+
Floy)=sin 28D
2x+3y
2 2
X =Y
S, y)=—F—F:x,=y, =
X +Yy
. f(x,y)zlogx(x+y);xo:l,yO:O.
sin x +sin y
S y)= ;Xg =Y, =0,
X+y
X—=Yy
Sy = JXg =Yg =
xX+y

ry y — vy —
f(xoy): 2 2 ZaxO_yO_

N |
f(x,y)=(x+y)sin— sin—;x, =y, =0
X Y

2xy
. f(xsy): 2 2;x0:y020.
X +y

Xty 0.0
e ) ©0)

0,(x,y)=(0,0)x, =y, =0
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xX+y

1
1+
f(x,y)= X+ y

Lx+y=0x,=y,=

,x+y 0
MS5.20.

IV. Funksiya limitiga doir qo’shimcha mashqlar.

2
X

1. fx, )= ‘x‘ N M funksiya O(0,0) nuqtada cheksiz kichik bo'lishi

1sbotlansin.

2. f(x,y)=sin(x+y) ln(x2 + yz) funksiya O(0,0) nuqtada

cheksiz kichik bo’lishi isbotlansin.
x° y

3. f(x,y)= m funksiya quyidagi xossalarga ega ekanligi
isbotlansin.
a) M(x,y) nugta O(0,0) nuqtaga shu O(0,0) nuqtadan o'tuvchi V to gri
chiziq bo ylab intilganda ham funksiya limiti O ga teng.
b) O(0,0) nuqtada funksiya limiti mavjud emas.

3-§. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi va

tekis uzluksizligi

M R"™ to'plamda f(x)=f(xi,....xm)  funksiya berilgan bo'lib,
a=(aj,..am)eM nuqta M  to'plamning limit nugtasi bo'lsin. Quyidagi
belgilashlarni kiritamiz:

Af@=fla+,...q,+5,)-f(a,...q,)
funksiyaning a nuqtadagi to'liq orttirmasi;
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M (@)= (@ s O+ Gy ,) = (. 48,)
funksiyaning a nuqtadagi Xx o'zgaruvchi bo'yicha xususiy orttirmasi

(k=1,m).

1-Ta'rif Agar }Cl_r)ralf(x) = f(a) yoki AEIE) Af(a)=0 bo'lsa , unda

f(x) funksiva a nuqtada uzluksiz deb ataladi.

2-Ta'rif  Agar Alxir—n>0 Axkf(a) =0 (k = I,_M) bo'lsa, f(x1,...,Xm)

funksiva a=(aj,..am) nuqtada Xr o'zgaruvchi bo’yicha uzluksiz deb

ataladi. Odatda funksiyaning bunday uzluksizligi uning xususiy uzluksizligi
deb ataladi.

3-Ta'rif (Geyne ta'rifi). Agar M to’plamning [limit nugtalaridan
tuzilgan a ga (a M) intiluvchi har ganday {X(n) } ketma — ketlik olinganda

ham mos {f(x(n))} ketma — ketlik hamma vaqt f(a) ga intilsa, f(x)

funksiva a nugqtada uzluksiz deb ataladi.

4-Ta'rif (Koshi ta'rifi). Agar V& >0 son olinganda ham 36 >0 topilsaki,

p(x,a)< o tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x M nugqtalarda

f()-fla)<é&

tengsizlik bajarilsa, unda f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.

S5-Ta'rif. Agar f(x) funksiya M to plamning har bir nugqtasida uzluksiz
bo’lsa, funksiya shu to'plamda wuzluksiz deyiladi.
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11-misol. Ushbu

f(x,y)=ax+by+c (Cl R, b R, c R)

funksiyaning R? da uzluksiz bo'lishini ko'rsating.

< Ve>0 sonni olamiz. Unga ko'ra 0 =

holda

(0, 7) (x0s o ) = (=2, + (v =3, <6

tengsizlikni qanoatlantiruvchi, v(x,y,) R’ nugqtalarda

‘f(x,y)—f(xo,yo)‘z‘ax+by+c—(ax0 +by+c)‘=
= |a(x = x)) + b(y = y,)|
)

d = max (
lallx = x|+ |y = vo| [x=x0] < A xr=x)> + (=3, ),
-y < Jla=x,) +(r-,)
2d J(x-x,) +(y-y,) <25 =¢.

b

a

b

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu esa Koshi ta'rifiga ko'ra f{x,))

\v()%ayo) nuqtada uzluksiz bo'lishini bildiradi.

12 — misol. Ushbu

Y
X,)) =
S (x) x? +y2 +5

30

deyilsa, u

funksiyaning



funksiyaning ixtiyoriy ()%ayo) R nuqtada uzluksiz bo’lishini ko'rsating.

< ()‘bayo) nuqtaga Ax, Ay orttirmalar berib, funksiyaning to'liq

orttirmasini topamiz:

+A
Af(anyo):f(xo+Axa J’o‘l'Ay)_f(xOsyo): (x +Ax)2yj—(y)—;|-Ay)2+5_x2 +);i)2_+_5 =
0 0 0o TNo

ot A +yE 4 5)= (v + A + (v, +Ap) +5]
[ (xo + Ax)2 + (yo + Ay)2 +5 ](xg + yé + 5)

bu tengliklardan
lim Af(xo,yo)z 0

Ax—0
Ay—0

bo'lishi kelib chigadi. 1-tarifdan berilgan funksiya (x,,y,) nuqtada uzliksiz
bo’ladi. >

1-Teorema. Agar f(Xi1,...,xm) funksiva a M nuqtada uzluksiz bolsa,
funksiya shu nuqtada har bir o’zgaruvchisi bo yicha ham xususiy uzluksiz
boladi.

Izoh: Teoremaning aksi har doim ham o'rinli bo'lavermaydi.

13 — misol. Ushbu

2xy 2 2 0
fx,y)= X +y° ’

funksiya (0,0) nuqtada har bir o'zgaruvchi bo'yicha xususiy uzluksiz , lekin

shu nuqgtada bir yo'la uzluksiz emas, bu nuqtada hatto limitga ega emas.
4O0ldin x o'zgaruvchi bo'yicha uzluksizligini ko'rsatamiz.

Agar ¥ 0 va x—>x;, 0 bolsa,
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: . 2x 2x
hmf(xsy):hm 2 yz = 2 0y2 :f(x():y),
XX, x> X~ + y _xO —+ y

Agar y=0 va x—> X, 0 bo’lsa

lim /(0 = lim——¢ = [im® = 0 = /(3.0

XX, X=X 0 X=X

Endi y=0va x - x, =0 desak,
lim f(x,0)=0=/(0.0)
bo'ladi.
Demak, 1M/ (x.y)=/(X,).

Bu berilgan f(X,)) funksiyaning x o'zgaruvchisi bo'yicha xususiy
uzluksiz bo’lishini ko'rsatadi. Xuddi shu usulda funksiyaning y o'zgaruvchisi
bo'yicha ham uzluksizligi ko'rsatiladi.

Berilgan funksiya (0,0) nuqtada ikkala o'zgaruvchi bo’yicha bir yo'la
uzluksiz emas, chunki X —> 0, y— 0 da

2xy

limf (x, ) =lim——2—
0 oY

mavjud emas.

Aytaylik, (x,y) nuqta (0,0) nuqgtaga tekislikdagi y=kx to'g'ri chiziq bo'yicha

intilsin.
. 2xy . 2 ke . 2k 2k
1_1)0m2 Z_Imz 7 = Um— 2 = 2
S04y 0 (k) 0 (k) Lk
(y=kx)

bo'ladi. Demak, (x,y) nuqta turli to'g'ri chiziglar bo'yicha (0,0) ga
intilganda limitning qiymati turlicha bo'ladi. Bu hol esa qaralayotgan limitning

mavjud emasligini bildiradi.

32



2 —usul. Yuqoridagi funksiyani (0,0) nuqtada uzluksiz emasligini, ya'ni
(0,0) nugtada limit mavjud emasligini boshqacha yo'l bilan ko'rsatamiz. (0,0)

nuqtaga intiluvchi ikkita ketma — ketlikni qaraylik:

1 1
(xn’yn): ER _)(090)7
n n
D 2 1
(xn,yn)z —,— —(0,0).
n n
Bu ketma — ketliklarda
, 11
f(xn’yn): ln ;/l :1_>1
7_’_7
n® n’
21
7 £ =
C 4 4
X R :#2__)_
f(n yn) 41503
n*  n’

bo'ladi va berilgan funksiyaning karrali limitning mavjud emasligini va (0,0)
nuqtada funksiya qiymati 0 bo'lish sharti bajarilmadi. Demak, f(X,))

funksiya (0,0) nuqtada uzluksiz emas. »

6-Ta'rif. Agar 1(1_13;1 S(x)- mavjud emas yoki = , yoki

}CI_IB JX)=b (@) poisa, u holda f(x) funksiya a nuqtada uzilishga ega

deyiladi.
14 — misol.
xX+y
f,y)=—"—
Xty

funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

«4Kasrning surati va maxraji (x,y) ning funksiyasi sifatida uzluksiz.

Funksiya maxraji x’+)°  nol bo'lgan nuqtalarda uzilishga ega bo'ladi.
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x*+)°=0  tenglamani y ga nisbatan yechib, y=-x ni topamiz.

Funksiya y=-x nuqtada uzilishga ega.

Keling, X, 0, v, 0 va X,+y,=0_ Unda

. X+ . 1 1

lim 3 y3 = lim 2 2 - 2 2
N - — _

o X EY TR X Y X =Xy

Demak, X, 0, da y=-x chiziq nuqtalari bartaraf qilish mumkin

bo'lgan uzilish nuqtalari bo’ladi.

Quyidagi
.oX+ ) 1
lim 3 y3:11m2 - =+
x—0 x—0 —
y_)ox +y X xXy+y

natijadan, funksiya (0,0) nuqtada cheksiz uzilishga egabP>

7-Ta’rif. Agar VE >0 uchun 35=65(g) >0 M to plamning
p(x,x ) < O  tengsizlikni qanoatlantiruvchi Y ova x” nugqtalarida

‘ f(xH-f (X)‘ < & tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiva M to’plamda tekis

uzluksiz funksiya deb ataladi.

15 — misol. Ushbu
Jftxy)=ax+by+c

funksiyaning

Mz{(x,y) Rz:‘x‘ + y‘ + ,a R, b R, c R}

to'plamda tekis uzluksiz bo'lishini ko'rsating.

< (xl,yl) M va (xz,yz) M nuqtalar uchun quyidagiga ega

bo'lamiz
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‘f(xla%)_f(xz:yz)‘:‘axl"'byl'i'c_(axz'*'byz'*’c)‘:
:‘a(xl_x2)+b(yl_y2)‘ ‘a‘ ‘xl_x2‘+‘b‘ ‘yl_yz‘

VE>() sonni olib, unga ko'ra olinadigan 6 >0 sonda

2

g
yl_y2‘< o, 525’ d:maxqa

5

‘xl—x2‘< o,

shart bajarilganda

‘f(xlayl)_ f(xzayz)‘ d(‘xl —x2‘+‘yl —yz‘)< %4_%: &

bo'lib, 7 — ta'rifdan berilgan funksiyaning M da tekis uzluksizligi kelib
chigadi.»

2-Teorema (Kantor teoremasi). Agar f(X) funksiya chegaralangan

yopig M R" to'plamda uzluksiz bo'lsa, u holda funksiva shu to plamda

tekis uzluksiz bo ladi.
Amaliy mashg’ulot uchun misol va masalalar

I. Quyidagi funksiyalarni berilgan nuqtada har bir o zgaruvchi
bo'yicha xususiy va ikkala o zgaruvchi bo yicha
birgalikda uzluksizlikka tekshiring.

(M6.1-M6.20 mustaqil mashg’ulot uchun mashqlar)

x2y2 4 ‘)

fan= xept
L1. LY =Ty 0(0,0) va A(1;2).
0,x* —y*=0
3..2
B %,x4+y4 O
2. Jey)= x+y 0(0,0) va A(10%10%)

0,x*+y*=0
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2 2

X +Yy

B ,x+y 0
13. Jey)= x+y 0(0,0) va A(-1:-1).
0,x+y=0
2 2
x2 y2,x2+y2 0
Me.1. J(&y)= x4y 0(0,0) va A(0:1).
Lx>+y*=0
si11x+si11y’xz+y2 0
Me2 J(By)= x+y 0(0,0) va A % % .
Lx—y=0 303
cosx—cosy’x_y 0
M6.3. Jey= x-y 00.0) va A %% .
0,x—y=0 44
1
) (0,0
M6.4, JB¥)= x"+y 0(0,0) va A(1:0).
0, (x, y) =(0,0)
2
f)g,x2+yz 0
Mes. JBY)= x4y 0(0.0) va A(1:0).
0,x>+y> =0
2
2xy2,x9-+y2 0
Me.s. (Y= X"+ 0(0,0) va A(l:1).
0,x>+y° =0
x2y2 4 4
3 X+ Y 0
Me.7. Jny)= x +y 0(0,0) va A(1,5:2,5).

0,x*+y*=0
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2

x3y 4 ‘9

fan= eyt
M6.8. V)= Y 0(0,0) va A(102;10%)
0,x*+y*=0
x4y + 0
_ Xy
M6.9. Jn»)= 0x+y 0 0(0,0) va A(-2:-2).
X+ Y=
2 2
X =y 2 2
L =, X"+ 0
Me.10. Jny)= x " 0(0,0) va A(0:2).
Lx>+y°>=0
sin x +sin y v’ 0
fx,p)= x+y g T 7
Meé.11. | 0 0(0,0) va A VERVIE
XY=
COS X —COS y x—y 0
Me.12. (%)) = . x‘yo 000.0) va A T3 .
9x_y:
ey 00
. 2 2 M 9 b
Me6.13, Sy = x4y 0(0,0) va A(2:0).
0, (x, y) =(0,0)
xzy x2+y2 0
4 20
Me.14. JXV)= ¥ ty 2 0(0,0) va A(2;0).
0,x*+y =0
2%y x2+y2 0
2 2
Me6.15. S(By)= X7+ 0(0.0) va A(2:2).

0,x>+y>=0
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II. f{x,y) funksiyani M to plamda tekis uzluksiz bolishi ta'rif
yordamida isbotlansin (6 =5(¢)).

21. f(x,y)=2x+3y+5, M=R".

22. f(x,y)=x"+y" | M ={(x,y) R*,x*+y’<4}.

23. f(x,p)=x>+y> M=R-

Mé6.16. f(x,y)=x-2y+3, M =R,
M.6.17. f(x,y)=-2x-5y+7, M =R".

III. Quyidagi funksiyalarning ko rsatilgan to’plamda tekis

uzluksizlikka tekshiring.

2 2

X +y
X,))= _ 2 2 2
3.1, S(%Y) et M {(x,) R*0x>+y 1},
NEAE ) )
3.2. S y)=—F—F  M={(x,y) R ,0x" 1}
X +y
1
3.3. f(x,y)=xsm;, M ={(x,y) R>,0x10 y1}.

o1
34. J(6Y)=xy sin L M={(xy) RPO0x10y1;.
1 ,
M6.18. S (x,y)=xp sin— . M ={(x,y) R0 x10y1

1 ,
Me6.19. J(x )=y sin— - M ={(x,y) R*0x10y1}
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M6. 20. f(x,¥)=x"— )’ funksiyaning M ={(x,y) R*] x 20 y 1}

to'plamda tekis uzluksiz ekanligi ta'rif yordamida isbotlansin.

4-§. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning hosila

va differensiali

f(x)=f(xi1,...,.xm) funksiya ochiq M to'plamda (M R"™) berilgan
bo'lib, (XIO ) xzo,...,x,i) M bo'lsin. Bu funksiyaning x’ nuqtadagi xx
o' zgaruvchi bo yicha orttirmasi
Axkf = f(xlo, xzo,...,x,? + Axk,...,xm)—f(xlo, xg,...,x,(:l)
bo’lsin.
Ko'p o'zgaruvchili  funksiyaning xususiy hosilalarini  hisoblashda bir

o zgaruvchili funksiyaning  hosilasini hisoblashdagi ma’lum  qoida va

jadvallardan to'liq foydalanish mumdkin.

Ikki o'zgaruvchili  f(x,)) funksiyaning fx hosilasini hisoblashda y ni

0'zgarmas, fy ni hisoblashda x ni o'zgarmas deb garaymiz.

1-Ta'rif. Ushbu

A, f(x") —

lim (k=1,m)

Axk—>0 Axk

limitga  f(x)=f(x1,....Xm) funksiyaning x° = (xloa X3 5o x,(;) nuqtadagi X

o (x°)

ox,;

o zgaruvchi bo’yicha xususiy hosila deyiladi va u yoki

0 0

ka (Xlo, X5 genes Xm) kabi belgilanadi.
16 — misol. Ushbu

Sxy)=e
39



funksiyaning (2,2) nuqtada fx, fy xususiy hosilalarini hisoblang.

«4Ta'rifdan
i 2+Ax+2 _ 2+2
@22 _ . SR+Ax2)-f(22) . e
ox Ax—0 Ax Ax—0
4rAx 4 4 A A
zlimu:lime(e—l):e“ lim & —1_ ¢
Ax—0 Ax Ax—0 Ax A0 Ax :
Xuddi shunga o'xshash,
_ 24Ap+2 242
o2y _ . f22+4y)-f(22) . e e _
Ay—0 Ay Ay—0 Ay :
Demak,

ey _ . e _,
Ox ’ oy >

17 — misol. Ushbu
f(x,y)zln(x2 +y° + 1>+ sin” xy
funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblang.

<4 Hosila olishni qoidalaridan foydalanib topamiz

g B 2x 2x

+2sinxy cosx = + ysin2x
ax x2+y2+1 y y y x2+y2+1 y y:
2 , 2 :
g:#4—25mxy COS Xy xz#%—xsmbcy,
oy x +y°+1 x"+y°+1

Xususiy hosilaning geometrik ma'nosini bilish uchun M R ? to'plamda

aniglangan z=f(x,y) funksiyani garaymiz.

Aytaylik (x0,y9) M bo'lib, bu nuqtada o - ) lar
vy

mavjud bo'lsin. z=f(x,y9) funksiya grafigi R’ da biror sirtni aniglaydi.
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Bundan, z=f{x,y9) ning grafigi sirt bilan y=yy tekislikning kesishishida
hosil bo'lgan G chiziq bo'ladi. z=f(xy,)) ning grafigi G2 chiziq bo'ladi.
Agar G1 va G chiziglarning (x0,)0,f( X0,y 9)) nuqtasiga o'tkazilgan urinmaning
Oxy tekisligi bilan hosil qilgan burchaklarini mos ravishda « va g deb

belgilasak, unda
df (X, ¥0) ; of (X9 %)

— (04 - =
o g va g

y
bo'ladi. Bundan z=f{x,y) sirtning (X9,V0,z9) nuqtasiga o'tkazilgan urinma

tekislik tenglamasi ushbu

of (x4, ¥0) of (x4, ¥,)
Z-Z0— O (x—x,) + Oy (Y=Yo) 3)
ko'rinishida bo'lishini hosil gilamiz.
of (x°
1-Teorema. Agar f(x) funksiva x° nuqtada chekli faic ),(k =1,m)
k

xususiy hosilaga ega bo'lsa, unda f(x) funksiva shu nugtada mos Xk

o zgaruvchi bo yicha xususiy uzluksiz bo ladi.
2-Ta'rif. Agar f(x) funksiva x° nuqtadagi Af(x°) orttirmasini
Af(x*)=4 A, +.+A4, A +a, A +..+a, Ax, @)
ko rinishida  ifodalash — mumkin ~ bo'lsa, f(x) funksiva x" nuqtada
differensiallanuvchi deyiladi. Bunda Ai,...,.Amn lar Axy ., Ax ga
bog'lig bo'lmagan o zgarmaslar va O, Qy,....Q, lar  esa
Ax,, Ax,,..,Ax, larga bog'lig va Mx; —>0, Ax, ->0,..,Ax, >0 4q
a, >0, a, >0,..,a, >0 (Ax,=...=Ax, =0 da
a,=a,=..=a, =0 deb olinadi)

(4) — tenglik ushbu
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Af(x") =4, Ax,+..+ 4, Ax, +0(p) )
tenglikka ekvivalent. Bu yerda

p=(Ax)? +..+(Ax, )

Agar [ (xl, xz,...,xm) funksiya M to'plamning har bir nuqtasida
differensiallanuvchi bo'lsa, funksiya M to'plamda differensiallanuvchi deyiladi.
2-Teorema. Agar f(x) funksiva x° nuqtada differensiallanuvchi

bo'lsa, u holda bu funksiya shu nuqtada uzluksiz bo ladi.
3-Teorema. Agar f(x) funksiva x° nugtada differensiallanuvchi bo lsa,

unda bu funksiyaning shu nugqtadagi xususiy hosilalari mavjud va

o), AN,

- ll’l-,
ox, Ox "

m

tengliklar o'rinli bo’ladi.

Izoh: Teoremaning aksi har doim ham o'rinli bo'lavermaydi, ya'ni

barcha xususiy hosilalari mavjud bo'lgan funksiya differensiallanuvchi bo'lishi

shart emas.

18— misol. Ushbu
Xy

ﬁa (X,y) (090)
foey) = NETY
0, (x,»)=(0,0)

funksiyaning (0,0) nuqtadagi xususiy hosilalari mavjud, lekin u bu nuqtada
differensiallanuvchi emas.

<«Berilgan funksiya (0,0) nuqtadagi orttirmasini topamiz:

Af(0,0) = f(0+Ax,0+Ap) = £(0,0) = f(Ax, Ay)= H
X Y

Berilgan funksiya (0,0) nuqtada xususiy hosilalarga ega:

A0
— 2
7.(0,0)= lim A0SO _ o VAT 40,
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
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———0
- O+ Ay’
£,0,0) = lim 2O =TO0) _ Y 0
Ay—0 Ay Ay—0 Ay ’
Funksiyaning (0,0) nuqtadagi orttirmasi
Ax Ay

Af(0,0) = f(0+Ax,0+ Ay)— f(0,0) =

VA + AV

bo'lib, uni (4) yoki (5) ko'rinishida yozib bo'lmaydi. Buni ko'rsatish uchun,
teskarisini ya'ni f(x,y) funksiya (0,0) nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin

deb faraz qilamiz. Unda

Af(0,0) = f.(0,0)Ax + f,(0,0)Ay + o, Ax + a,Ay = o, Ax + @, Ay

bo'lib, bunda Ax =0, Ay >0 du a, >0, @, >0 bo'ladi.
Demak,
Ax Ay

/sz 4 Ay2 = o, Ax + ,Ay

Ma'lumki, Ax va Ay lar ixtiyoriy orttirmalar. Keyingi tenglikdan Ax = Ay

bo’lganda
Ax? Ax
m = ale + azAx yoki f = Ax(al + az)

ko'rinishiga kelib, undan

o+, =——

bo'lishi kelib chiqadi.

Natijada, Ax—>0, Ay—>0 da o, >0, a, >0  miqgdorlarning
nolga intilmasligini topamiz. Bu esa f(x,y) funksiya (0,0) nugqgtada
differensiallanuvchi bo'lsin deb qilgan farazga zid. Demak, berilgan funksiya

(0,0) nuqtada Xususiy hosilalarga ega, ammo bu nuqtada

differensiallanuvchilik sharti bajarilmaydi®»
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Demak xususiy hosilalar mavjud bo’lishi funksiyaning differensiallanuvchi
bo'lishi uchun zaruriy shart ekan.
4-Teorema ( yetarli shart). Agar f(x) funksiva x° nuqtaning biror atrofida
barcha o zgaruvchilari boyicha xususiy hosilalarga ega bo'lib bu xususiy
hosiladan x° nuqtada uzluksiz bo'lsa, unda f(x) funksiya shu x° nugtada
differensiallanuvchi bo ladi.

: : : 0 0 0
3 -Ta'rif. f(x1 5 Xpseens xm) funksiya orttirmasi Af(xl 5 Xpseens Xm)

ning AX,, Ax,,..,AX, larga nisbatan chizigli bosh qismi

0 0
AN, + AAx, +...+ A Ax, = 8fAX+ fo rt L Ax,

X, Oox, ox

m

f (x1 5 Xpseen xm) funksiyaning (xlo ) x§ yeees Xf,i) nuqtadagi differensiali

deyiladi va df yoki df (Xlo , X ,...,x,(:l) kabi belgilanadi.
Ushbu

df (x°) =

of (x° of (x°
fé(x )dxl +"'+dem (6)

X, ox

m

va dxkf(xo) = afa(XO) dxk’(Axk = dx, ) (k=1,m)

Xk

ifodalar mos ravishda f(x) funksiyaning x° nuqtada differensiali (to'liq

differensiali) va x; o'zgaruvchi bo'yicha xususiy differensiali deyiladi.

19 — misol. Ushbu
f(x,y)= ln(x2 + 7+ xy+ 1)
funksiyaning differensialini toping.

4(6) formulaga ko'ra ikki o'zgaruvchili funksiya uchun

of f
@v

dx+

df—
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bo'ladi.

Endi funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz.

af: 2 21 (2x+y): 2 2)§+y
ox x +y +xy+l1 X +y +xy+D°
af: 2 21 (2y+x): 2 2)2/"‘35
oy x +y +xy+1 X +y +xy+1-
Demak,
2
df = x+y drt 2y+x Ay

x4+ +xy+1

20 — misol. Ushbu

x4+ +xy+1

f(x,2.2) :ﬁ
X"ty

funksiyaning (3;4;5) nuqtadagi differensialini, ya'ni df(3,4,5) ni toping.

4 (6) formulaga ko'ra uch o'zgaruvchili funksiya uchun
0 0 0
W:fﬂ+f@+f&
ox oy 0z
bo’ladi.

Funksiyaning xususiy hosilalarini (3;4;5) nuqtada hisoblaymiz:

oG4S  2xz
ox 2( x* + );2)3
o345  2yz
vl
o (3.4.5) _

35 3
(3.4,5) (/732 N 42f 25
45 4

049" [ow)

25

0z

1
W+ 57 )‘(3,4,5)

1
5,
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Natija,
3 4 1 1

df (3;4;5) = —gdx - Edy + gdz = E(Sdz —3dx—4dy)p

Amaliy mashg’ulotlar uchun misol va masalalar

I. Quyidagi funksiya O(0,0) nuqtada xususiy hosilalarga egami va bu

nuqtada differensiallanuvchimi?

3 3

r Ty ,x‘+‘y‘ 0
TS T e TS O

0, +[»{ =0
1.3, u(xy) =3, 1.4, u(x,y)=4/xy sinx.

1.5, u(x,y)=3x*+y*, 1.6. u(x,y)=3x"y tgx.
17, u(x,y)=3xsiny. 1.8, u(x,y)=4x>+y°.
1.9. u(x,y)=%x*+y"*. 1.10. u(x,y)=+2x> -3y .

II. Quyidagi funksiyalarning birinchi va ikkinchi tartibli

xususiy hosilalari va differensiali topilsin.

Al wmmaxtaytoay? ey g uw=welaxd
X Y
2.3. u:sinnyri2 2.4. u:cosxy+% .
X )

U=—F——
2.5. m . 2.6.
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2.7. u=ysin(x+y) . 2.8. u=xsin(x+y) .

sin x? Ccos y2
y 2.10. U=

29, U=

II1. Funksiya differentsialini ko rsatilgan nuqtalarda toping.
3.1, u=22, ML) va My1,2,3).
X

3.2.  u=cos(xy+xz), MI,Z,z va M, ],ﬁ,z.
(xy +x2) 12 o 6 6)

3.3, u=x¥, M(2,2) va My(2,3).
34. u=xin(xy), M(ee) va My-1,-1).

35, u=:|>,M(183) va M, (111).
y

Mustaqil mashg’ulot uchun misol va masalalar
I. Quyidagi funksiya O(0,0) nuqtadagi xususiy hosilalarga egami va bu

nuqtada differensiallanuvchimi?

M7.1. u(x,y)=+/x"+y*.
1

M2, uy)= € xt et 0
0,x*+y*=0
M73. u(x ) =xy M74. u(x, ) =% +3*
4 4
Q’ x‘+‘y‘ 0
M7.5. u(x,y)=3/x’+y° | M7.6. D)= X+
0, x‘+‘y‘ =0
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1

x2+y? 2 2
m7.7. o y)= € X +yn 0 M7.8. u(x,y)=3/xy” sin x.
0,x>+y>=0
M7.9. u(x,y)=3\/; 1gx ., M7.10. u(x,y)=3/xysinx,
X’ +y4 x? er2 0
. 2 2
M7 SBY)= x4y M712. u(x,y)=3x 1gx
0,x>+y° =0
M7.13. u(x,y)=3yx tg. M7.14. u(x,y)=4/2y° —3x’
3 1
B ex2+y2,x2+ 2.0 _;
m7.15.  4(6»)= 4 mM716. WY =T
0, x’+y°=0 Xty
X

M7.17.  4(x.y)=arcsin sy M7.18.  u(x,y)=3y sinx

M7.19. u(x,y)=+/x*+)’ M7.20. u(x,y)=(3x)"

I1. Quyidagi funksiyalarning birinchi tartibli xususiy hosilalari

va differensiali topilsin.

X X
M8.1. U=1g—, M8.2. U=1g—,
Y Y
MS8.3. u=x" M84. u=27,
M8.5. u=In(x+y). MS8.6. u=In(x+7y?),
2 2 — 1 Z
M8.7. u=In(x"+y"), MS8.8. U =arcsmn <
X a>0
MS8.9. U =arccos—_ MS8.10. 4= log, (x+y) 4 1
Y
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MS8.11. u=1g(y*> +x) . MS8.12. u=sinx+cosy,

Xy 1
MS8.13, U=—+= MS8.14. U= .
y X x+y
_ 1 2 2 2
MS.15. “—szﬂz M8.16. Uu=+x>+y+2°,
x zZ

MS8.17. u=sinx+siny+sinz MS.18. U= ;

y )7
MS8.19. u = X/Z. M8.20. u = x .

5-§. Funksiya differensialini hisoblashning

sodda qoidalari

U= f(xl 5 xz,...,xm) va v=24¢€ (x1 ) Xz,---,xm) funksiyalar ochiq

M R® to'plamda berilgan bo'lib, x" M nuqtada differensiallanuvchi

L, U
bo'lsin. U holda ¥ *V, ;’ u V(V O) funksiyalar ham shu x° nuqtada

differensiallanuvchi  bo'ladi va ularning differensiallari uchun  quyidagi

formulalar o'rinli bo'ladi:

1) deu=cdu (c = const);
2) dutv)=duztdy,
3y d(u v)=udv+vdu .

U vdu —udv
2 d(;):v—2 (v 0)
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§6. Taqribiy hisoblashlarda to’liq

differensialning tadbig’i

Agar f(x) funksiya x’ nuqtada differensiallanuvchi bo'lib, d@f (x Y 0

bo'lsa

0

0y _ 0 i ()
A (%) = df (") +0(p) va lim- 2 5

=1 po ladi.
Bulardan, Af (X 0) ~ df (XO) yoki
f(xlo + A'xl’“'ax;?q + Axm) ~ f(xloa"-ax;(;) +

Y v L) D oy @

+
ox, X "

m

bo'ladi (7) — formulaga taqribiy hisoblash formulasi deyiladi.
21 — misol. Ushbu

1,031
miqdorning taqribiy qiymatini toping.
«Taqribiy giymatini topish uchun

S y)=x
funksiyani qaraymiz. Bu funksiya (1,2) nuqtada differensiallanuvchi va berilgan
funksiyani  (1,03; 1,98) nuqtada qiymatini topish uchun (7) formuladan

foydalanamiz:

Af(1,2) =

of (1,2) A+ of (1,2) Ay
ox oy

Berilgan miqdorni quyidagicha yozsak
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1,031:98=(1+0,03)20.02
unda Ax=0,03  Ay=-0,02 deyish mumkin.

Funksiya qiymatini va xususiy hosilalarini (1;2) nuqtada hisoblaymiz:

f1,2)=1,

002 _ o
Ox

of(1,2)
Oy

Natijada berilgan miqdorni qiymati quyidagicha hisoblanadi .

f(1+0,03;2-0,02) = £(1,2) + g.2) Ax + ga.2) Ay ~
ox oy
~1+2 0,03+0 (-0,02) =1,06.

Demak,
1,038 =1,06.»

22 —misol. Ushbu
2,022

17,98 4/1,03°

miqdorning taqribiy qiymatini toping.

«Taqribiy giymatini topish uchun

2 1 1
X = _1
4

f(x,y,2)=ﬁ=x yooz

Bu funksiya (2;8;1) nuqtada differensiallanuvchi va berilgan funksiyani

funksiyani garaymiz.

(2,02; 7,98; 1,03) nuqtadagi qiymatini hisoblash uchun (7) formuladan

foydalanamiz:
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ar@a ) ~ L8 (62’8’1) Ax+ @D (g’&l) py+ LESD (g’&l) Az

X y /A
Berilgan miqdorni quyidagi ko'rinishda yozsak
2,027 _ (2+0,02)*
17,98 4/1,03° 3\/ (8-0,02) 4/(1+0,03)°

unda Ax=0,02,  Ay=-0,02, Az=0,03 deyish mumkin.

Funksiyaning qiymatini va  xususiy  hosilalarni (2;8;1) nuqtada

hisoblaymiz:
2 4
f(28]1) = =5 =2
5O M 2 ,
1 1 1
af(zagal) — 2.X y_E Z_Z — _5 _Z — 2
Ox (2,8.1) ’
YOSH_ 1o 5 Al 1o L
dy 3 (281 3 12°
YO8 _ 1o 5 Ly g L

0z 4
Natijada berilgan qiymat quyidagicha hisoblanadi.
£(2+0,02, 8-0,02, 1+0,03) ~ £(2,8,)) +

of (2,8,1) Ax + of (2,8,1) Ay + of (2,8,1) Ag =

ox oy oz

+

1
=2+2 0,02 —é (—0,02) ) 0,03 ~ 2,034. »
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Amaliy mashg’ulot uchun mashqlar

Quyidagi miqdorlarning taqribiy qiymatlarini hisoblang
. 1,002 2,003% 3,004 . 2. sin29" 1g46 .
1,03

" 30098 41.05°
. A1L02+197° .

. sin31" 1g44’.

4, 2,675"%7

6. sin1,59 1¢3,09.
8. c0s29" ctg46 .

1,03*

100,99 4/1,04°

. 1,003 2,002% 3,003 10.

Mustaqil mashg’ulot uchun mashqlar

Quyidagi miqdorlarning taqribiy qiymatlarini hisoblang

MO.1. /1,03° +1,98° .
MO. 3. 2,65,

1,02°

3/0,98 4/1,03°

M9. 7. sin3,08 cos0,05.

MS9. 5.

M9. 9. 3,17%%
MO. 11. cos32" sin28".

1,02°

100,98 4/1,02°
M09. 15. 3/1,03 4/1.03

M9. 17. cos59" ctg4d .

MD9. 13.

M09. 19. g1,3 sin0,6
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MO. 2. sin27 tg46 .

M0O. 4. 2,66 % .

M9. 6. 123,08 ctgl,42.

1,03°

" 099 07
MO. 10. 3/1,02° +1,98° .

M9. 12. 1g46" ctg4d’.
M9O. 14. /1,03° +1,99° .

M9. 16. 3,025,

M9. 8

MDO. 18. sin59" cosl,2

MD99. 20. sin3,08 cos0,06.



7-§. Yo nalish bo'yicha hosila .Funksiya gradienti .

Endi yo'nalishi bo'yicha hosila tushunchasini kiritamiz.
Ikki o'zgaruvchili z=f{x,y) funksiya ochiq M R’ to'plamda berilgan

bo'lsin.  VA,(x,,¥,) M nugtaolib, bu nuqtadan biror / to'gri chiziq
o'tkazaylik. Bu to'gri chizigning OX va OY koordinata o'qlari bilan hosil
qilingan burchaklari & va B bo'lsin (OZ o’qi bilan hosil qilgan burchagi y

bo’lsin).

1-Ta'rif. Agar A nuqgta [ to'gri chiziq bo vlab Ao nuqtaga intilganda
ushbu

L= f(4)
B p(dy, A)

limit mavjud bo’lsa, uning qiymatiga f(x,y)=f(A) funksiyaning Ao=(x0,y0)
nuqtadagi | yo’nalish boyicha hosilasi deyiladi va

U (4) o (x> ¥0)

ol yoki ol kabi belgilanadi.

Demak,

o (4y) _ . f(AD-1(4)
ol A p(dy, A) ®)

Teorema. Agar f(x,y) funksiva Ao=(X0,y0) nuqtada differensiallanuvchi

bo'lsa, u holda shu funksiva Ay nugtada N yo'nalish bo'vicha hosilaga

ega va
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of (4,) _ af(xoayo)cosa+ of (x5 )

ol ox oy cos/ ©)

tenglik o rinli

Uch o'lchovli u=f(x,y,z) funksiyaning [/ yo'nalish bo'yicha hosilasi ham
xuddi shunday aniqlanadi. Bu holda

g(4) :@F(xo:yoazo) C0y+@{(x0’y0’20) C058+©((XO’MO’ZO)COS}/

a o & & (10)

bo'lib, a, f, y burchaklar [/ yo'nalishning mos koordinata o'qlari bilan

tashkil  gilgan  burchaklari  cosa, cosf, cosf  uning yo naltiruvchi
kosinuslari deyiladi.
Funksiya gradienti . u=f(x,),z) funksiyaning  gradienti deb, mos
koordinatalar o'qlarida  proyeksiyasi shu funksiya xususiy hosilalaridan iborat
bo'lgan vektorlarga aytiladi va quyidagicha belgilanadi

ou- Ou- Ous;

radu = + +—k
£ o oy’ ez (11

Berilgan nuqtada funksiyaning eng katta ozgarish tezligi miqdori va yo nalishi

funksiya gradienti bilan aniqlanadi .

_ | Ou w T ou
‘gmdu‘— o + 5 + % (12)

Y(x,,v0.2,) nuqtada yo'nltiruvchi kosinuslar quyidagicha aniqlanadi.

au(xoayoazo) w Ou(xo,yo,zo)
cosqg =——X cosﬂ:a—y, cosy=—02 (13)
| gradu | | gradu | | gradu |
23 — misol.
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z=x" —xy—2y2 funksiyaning A(1;2) nuqtada OX o'qining musbat
yo'nalish bilan 60° burchak tashkil gilgan yo'nalish bo'yicha hosilasini va

o'zgarish tezligini toping:

4Yo'nalish bo'yicha hosilani (9) formuladan topamiz. Funksiya (1;2)

nuqtada differensiallanuvchi.

Agar [ chiziq OX o'gning musbat yo'nalishi bo'yicha 60° burchak

tashkil qilsa, OY bilan 30° burchak tashkil giladi (,B = 300)
Quyidagini hisoblashimiz kerak

0z(1,2) _ z(1;2) c0560" +MCOS3OO
al ax 5x .
Ravshanki,
82(1;2) _ (2)6 _ y) =0
ol (L2 -
0z(1;2
L2 (cx-ap) -
ol (1, 2)
Demak,

Z_,1 g3 9ﬁ.

al 2 2 2

2 A2
24-misol. Z=3X—3) +X+y funksiyaning P(2,0) nuqgtada shu nugtadan ox o'qi
bilan 120° burchak tashkil gilgan yo'nalish bo yicha hosilasi, gradienti va eng katta
o zgarish tezligi topilsin.

<« Xususiy hosilalari va ularni  P(2,0) nuqtadagi qiymatini topamiz:

=6x+1, & =6 2+1=7,
ox

)4

Oz

=—6y+], —| =-6 0+1=1.

P

p 2R
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Agar yo'nalish Ox o'qining musbat yo'nalishi bilan 120° burchak tashkil gilgan
bo'lsa («=120°), Oy o'qining musbat yo 'nalishi bilan 30° burchak tashkil giladi.

Demak, B=30". Bulardan, cos120° = —%, c0s30° = g bo'lib, (9)-formuladan

quyidagiga ega bo'lamiz

%:a—zcosa+a—zcosﬂ:7 (—l)+1 ﬁz s \/37
ol ox oy 2 2 2

(11)-formuladan funksiya gradientini topamiz
0z~ Oz- .~ -
gradz =L+ =70+ ],
ox Oy
Funksiyaning P(2,0) nuqtadagi o'zgarish tezligi

2 2
|gradz|=\/ % + Z—Z

y

TP+ 12=52. 0

P

25-misol. u=x’+y’+z>+x+y+z funksiyaning 4(1,1,1) nuqtada shu nugtadan
a=i+2j+3k vektor yo nalishi bo'yicha hosilasi hisoblansin.

Y0 naltiruvchi kosinuslarini topamiz. Buning uchun oldin & vektor modulini va

yo’naltiruvchi kosinuslarini  topamiz.

- 1 2 3
al=+1*+2*+3* =414, cosa=——, cosff= ——, COSy= —.
‘ ‘ J14 b N 7R AN

Natijada, (10)-formuladan ixtiyoriy nuqtadagi hosilasini topamiz

ou ou 1 ou 2 Ou 3

a o d o ia o i
Xususiy hosilalarni A(1,1,1) nugtada hisoblaymiz

ou

ol 2x+D[,,,, =3
ou

— =2y+1) =3,
(3)/ ) |A(1,1,1)

ou

o = 2z+D)],,,, =3

Natijada, berilgan nuqtadagi yo 'nalish bo yicha hosila quyidagiga teng bo'ladi
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8_u:3 ! 2 3 3 (1+2+3):£.
4

+3——=+3—==
/N VN (VRN VRN 7]

26-misol. z=x’+)* funksiyaning sath chizig'iga perpendikulyar va A(3,4)

>

nuqtadan o'tgan / yo'nalish bo'yicha hosilasi topilsin.
< gradz vektor A nuqtada ¢ =x"+)" sath chizig'iga ortogonal bo'lgani uchun, shu
A nuqtadan o'tgan / vector yo naltiruchi kosinuslari gradu vektorning A

nuqtadagi yo naltiruvchi kosinuslariga teng, ya'ni

Agar,
dz(A) 0z(4)
cosa = L, cosf= 6—y
| gradu(A)| |gradu (A) |
0z(A) . 0z(A) 3
Agar, S 24, =6, Sy - 2¥,0 =8

2 2
|gmdu| :\/ 0=(4) + 0z(4) =6 +8 =10

ox oy

larni e"tiborga olsak

6 3 8 4
cosag=—=—, Ccosf=—=—.
10 5 10 5
Natijada, z(4) _ o=(4) cosa+ oz(4) cos =6 Se8to10.p
Ox oy 5 5

Izoh: Funksiya biror nuqtada differensiallanuvchi bo'lmasa ham u shu

nuqtada biror yo'nalish bo'yicha hosilaga ega bo'lishi mumkin.
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Amaliy mashg’ulot uchun misol va masalalar

o qlari musbat yo ' nalish bo'yicha hosilasi

va o zgarish tezligi topilsin.

u=(x,y,z) funksiyaning (xs,y,z9) nuqtadagi koordinata

T/r u(x,y,z) a b Y (X0,y0,20)
1 xXyz a Bo Yo | (x0y0z0)
2 \/x2+y2+22 o Bo Yo (1,1,1)
3 xyz a Bo Vo (1,1,1)
4 X3-3x+2y2 423 % % (1,1,1)

T T
5 In yxz 3 7 3 (e,ee)
T T
6 242422 — — — 2,2,2
Iy 2 A R R e ¥ %)
7 ERFNERgE 2020 2| a
Inx* +y* 4z T | 3| 3 | LD
T V3
8 Wz (q>() — — — 0,0,0
a¥* (@>0) 55 | oo
T T
in(x+y+ = = =

9 e In(x+y+z) 3 3 2 (1,1,1)

10 xsiny+zcos2x+ysin3z % 3 3 (0,0,0)
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1

L T | 3 || 3|
12 In\Jx+y+z % 3 % (1,1,1)
13 x?-xy+3y? % - (1,2)
14 arctgxy % - (1,1)
15 Inlx? + 3 . - | @y
16 xsin2y+zsin2x+ysin3x % 3 % (1,2,2)
17 x+y+z+tsinx+siny+sinz 3 % 3 (1,2,1)
18 e A

4 3 3
19 307 T % 3 | 2D
20 x3-3x%y+3xy+1+2° % 3 % (3,1,2)
21 arctgxyz % 3 3
22 arcsinxy % - (1,1)
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23

arccosxy

3 - (1,1)

24

arctgxy

r3 - - (1,2)

25

z=x3-3x’y+3x)°+1

M(2;1) nuqtada shu nuqtadan (5;2)
nuqtaga qarab yo nalish bo'yicha

hosilasi topilsin.

26

z=x%y?-xy3-3y-1

M(2;1) nuqtada shu nuqtadan
koordinata boshiga qarab yo’nalgan

yo nalishi boyicha hosilasi topilsin.

27

z=arctg(xy)

M(1;1) nuqtada birinchi chorakning
bissektrissasi yo ‘nalishi bo'yicha

hosilasi topilsin

28

z=x?-xy+)?

M(1,1)nuqtada OX o’qning 1 ,bilan «
burchak tashkil giladigan hosilasi
topilsin va gaysi yo nalishda bu hosila

eng katta qiymatga ega bo’ladi.

29

z=x?-xy+y’

M(1,1)nugtada OX o'qning I ,bilan «
burchak tashkil giladigan hosilasi
topilsin va gaysi yo 'nalishda bu hosila

eng kichik qiymatga ega bo ladi.

30

z=x?-xy+)?

M(1,1)nugtada OX o'qning I ,bilan «
burchak tashkil giladigan hosilasi
topilsin va gaysi yo nalishda bu hosila

nolga teng bo’ladi.

8-§. Ko'p o' zgaruvchili murakkab funksiyaning

hosilasi va differensiali
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1. Murakkab funksiyaning hosilasi.

y=f(x,x,,...,x,)  funksiya M R" to'plamda berilgan bo’lib,

X3 Xgsei X,
o'zgaruvchilarning har biri o'z navbatida ¢,z,...,z, 0 zgaruvchilarning 7 R*
to’plamda berilgan funksiyasi bo'lsin:

X, = (pl(tl,tz,..., tk),
Xy, = @, (8,8, t,),

(8.1)

x, =@, (t,,l, s t,)

Bunda (¢,1,,....t,) T bo'lganda unga mos (x,,x,,..,x,) M bo'lsin. Natijada
V= S(@(t)styseest,)s @y (sl s irl )y @, (1,15,...,2,)) murakkab funksiya hosil bo'ladi.
Murakkab funksiyaning ¢.t,,...,z, 0'zgaruvchilar bo'yicha xususiy hosilalarini
topamiz.

8.1-Teorema. Agar (8.1)-funksiyalarning har biri (¢,4,....¢]) nuqtada
differensiallanuvchi bo'lib, f(x,,x,,....,x,) funksiya esa mos (x',x),..,x’) nuqtada
differensiallanuvchi bo'lsa, u holda murakkab funksiyua ham (¢,#),....t}) nuqtada

differensiallanuvchi bo'lib,

of of Ox, N of 0x, - of oOx,

ot, ox, ot, ox, ot,  ox, ot

of _of ox o ox, o Ox,

ot, ox, ot, ox, ot,  0Ox, Ot, 8.2)

of _of ox o ox, ¥ ox,

ot, oOx, oOt, 0Ox, Ot, ox, Ot
bo’ladi.
Agar differensiallanuvchi ~ w=f(x,y,z) va X = o(u,v), y=w(u,v),
z=y(u,v) funksiyalar berilgan bo'lib, ular yordamida

w= flo@,v),yw,v), x(u,v)]= F(u,v)

bo’lsa, unda murakkab funksiya ham differensiallanuvchi bo'ladi va
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8w:8w 8x+8w 8y+6w 0z
ou ox Ou Oy Ou Oz Ou’
w_ow ox ow oy ow & 14
ov Ox Ov 0Oy Ov 0Oz Ov

tenglik o'rinli bo'ladi.

Izoh. w=f(x,y) va x=¢@u,v), y=y(uv) bo'lsa, (14)-formuladagi xususiy
hosilalarga oxirgi qo’shiluvchi bo'lmaydi.

Agar x,y,z lar fagat bitta t o'zgaruvchining funksiyasi bo'lsa, (14)-formula
quyidagi ko rinishga bo ladi.

ow_ow ds ow dy ow d .
ot ox dy oy dt oz dt

27-misol. f(x,y)=sin’x+cos’y funksiyaning x=2t, y=t> bo'lgandagi hosilasini

toping.
<4 (15)-formuladan foydalanamiz

% = 2sinxcosx = sin2x, &> 2

ox dt

g _ —2cosxsinx = —sin 2x, P _ 3t
oy dt

Natija gi =2sin2x—3¢*sin2x = (2—23¢%)sin 2x. P>
t

28-misol. ® =sinxy , bunda x=u’+v’, y=u v bo'lsa, » funksiyaning xususiy

hosilalarini toping.
<4 (14)-formuladan foydalanamiz, ya'ni quyidagilarni topishimiz kerak

Ow Ow Ox OJw Oy

- 9

u ox ou oy ou
0w Ow Ox OJw Oy

v ox ov oy Ov
ya ni
ow
a—=ycosxy 2u+xcosxy v=(2yu+xv)cosxy
u

>

o@
a—:ycosxy 2v+xcosxy u=(2yv+xu)cosxy.
v
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29-misol. Ushbu F = f(x+y,x*+y?) funksiyaning hosilalarini toping.
< Berilgan funksiyani F=f(u,v) , bu yerda u=x+y, v=x+)> deb qarash
mumkin.

Unda (14)-formuladan foydalanib topamiz.

oF OF ou OF ov OF oF
—_— = — 4+ — —=— 1+— 2z,
Ox Ou Ox Ov Ox Ou ov

OF OF ou OF ov OF oF
- = 4+ = 1+ — 2y
oy Ou Oy Ov Oy Ou oy

Agar @ = f(x,y,z) funksiyada x ni erkli o'zgaruvchi sifatida qoldirib, y=y(x) va
z=z(x) lar x boyicha differensiallanuvchi bo'lsa, # funksiya x argument bo'yicha
murakkab funksiya bo'ladi va quyidagi hosilaga ega bo"ladi.

do _Ow  Ou dy Ou dz (8.3)
dx  Ox oy dx 0z dx

Agar @ = f(x,y,z) funksiyada x,y lar erkli o'zgaruvchilar sifatida qoldirilgan
bo'lib, z=z(x,y) funksiya x va y lar bo'yicha hosilaga ega bo'lsa, u holda
@ = f(x,y,z(x,y)) murakkab funksiya quyidagi xususiy hosilalarga ega

ou

g = fx(x,y,z(x,y)) + f;(xayaz(xay))zx(x’y)a

0

S = ) L)z, (1)

30-misol. Ushbu u = f(x,xy,xyz) funksiyaning x,y va z argumentlar bo'yicha
hosilasini toping
<4Bu funksiya x,y va z o'zgaruvchilarning murakkab funksiyasi: u = f(x,,x,,x;)
bu yerda x;=x; x>=xy, x3=xyz. u=f( x,,x,,x, ) funksiyaning x,x,,x, argumentlar
bo'yicha hosilasini £, f,, f, bilan belgilaymiz.

Bu funksiyalar argumentlari ham xuddi f funksiyaning argumentlaridek

(8.2)-formulani qo'llab quyidagilarga ega bo'lamiz.
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ou . . .
—=h 1+ L+ fiyz,

Oox

8_u = fz‘x+ f3‘xz >
oy

ou .

P Syxy.

31-misol. z=f(x*+y*) differensiallanuvchi funksiya quyidagi tenglamani

qanoatlantirishini ko'rsating

82 oz
—-—-x—=0.
6x oy

dAgar x* +y* =t desak, f funksiya x va y larga yordamchi t argument

orgali bog'liq bo'ladi. Shuning uchun

E:% g=f(x2+y2)2x,

ox dt ox
0z —% £=f(x2 +y2)2y.
oy dt oy

Bu xususiy hosilalarni tenglamaning o'ng tomoniga qo'yib, quyidagiga ega
bo’lamiz:
%—x?:y f(x2 +y2)2x—xf x2 +y2 2y=2x)f (x2 +y2)—2x)f x2 +y2 =0p
X y

2. Murakkab funksiyaning differensiali

Faraz  qilaylik (8.1)-funksiyalarning  har  biri (¢,4,...t;) T  nuqtada
differensiallanuvchi bo'lib, y=f(x,x,,...,x,) funksiya esa (x/,x,..,x)) M nuqtada
differensiallanuvchi bo'lsin. U holda 8.1-teoremaga ko'ra murakkab funksiya
(t),1),....t)) nuqtada differensiallanuvchi bo’ladi. Unda murakkab funksiyaning shu
nuqtadagi differensiali

df = ()fd +ld +.. +idx , (8.3)
()xl 0x2 2 ()xm

bo'lib, bunda
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c)xl dxl Oxl
dxl_ 3 dt +() dt . + +—dtk,
’ ) Lk
ox ox ox
dxz—azdt+02dt + +—2dtk,
h ) k
ox ox ox
dx = mdtl+ Mm gt + .+ mdtk,
[ Otz atk

Murakkab funksiya differensialini ifodolovchi (8.4) formula avval qarab o’tilgan
(6)-formula bilan solishtirganda, funksiya murakkab bo'lgan holda ham funksiya
differensiali funksiya xususiy hosilalari

of (x,,%,,...,X,,)
Ox,

1

(i=1,m) bilan mos argument differensiallari dx, (i :m)

ko paytmasi yig’indisidan iborat ekanini ko ramiz.

Demak, qaralayotgan funksiyalar murakkab ko'rinishda bo'lsa ham, bu
funksiyalarning differensiallari  bir xil (8.4)-formaga ega bo'ladi, ya'ni
differensial formasi saqlanadi.

Bu xossa differensial formasining invariantligi deyiladi.

Agar u= f(x,y,z) funksiya u ,u ,u, uzluksiz xususiy hosilalarga ega, shu bilan
birga x,y,z lar 0’z navbatida t va v o'zgaruvchilarning

x=glt,v), y=ylv) z=x@v),
funksiyalari bo'lib, uzluksiz x,x,,y,,y,,z,,z, Xususiy hosilalarga ega bo'lsa

du = u dx +u,dy +u_dz 8.5)

O'rinli bo'lib, bu yerda

dx = =dt + —dbv,

ot v

oy oy
dy = —dt +-dv, 8.6
T oy (8.6)
dz:@dma—zdv

ot ov

x,y,z funksiyalar har xil o'zgaruvchilarga bog'liq bo'lgan holda, masalan
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x=ot), y=w(tv), z=y(v.@) bo'lganda, biz doimo
x=gtv,@) y=yv.@), z=ytv,@), deyishimiz mumkin va oldingi hamma
mulohazalar bu holda ham qo’llaniladi.
32-misol. Ushbu
F=f(u,v), u=2t, v=3t+t’
murakkab funksiyaning differensialini toping.

<« Murakkab funksiyaning differensiali invariantlik xossasidan

dF:% du+% dv

ou ov
ko'rinishda bo'ladi. Bunda du va dv lar erkli orttirmalar emas, ular 7 ga bog'liq
bo’ladi.
Shuni e’tiborga olsak
du =d (2t)= (2t) dt = 2dt,
dv=d Bt+1)=0t+¢) dt = (3+2¢)dt,
Demak,

ar =2 oar+ Y (3+2t)dt >

ou ov
33-misol. Ushbu f(x,y)= ysinx+xcosy, x =¢+cost, y=¢> +sin murakkab
funksiyaning differensialini toping.

<4 Quyidagi differensialni topishimiz kerak

dfzi dx+% dy

0x oy
Bunda
. = )COSX +COs Y, o =sinx—xsiny
dx = d(t +cost)=(t +cost) dt = (1—sint)dt
dy = d(t2 + sint) = (t2 + sint) dt = (2t + cost)dt.
Natijada,

df =(ycosx+cosy) (1-sint)dr + (sinx — xsin y) (2¢ + cost)dt P
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34-misol. Ushbu f(x,y)=Inx+y, x= 4 y= Y murakkab funksiyaning
\' u

differensialini toping.

<« Quyidagi differensialni topishimiz kerak

df=% dx+% dy
0x oy

Bu yerda dx va dy lar erkli orttirmalar emas, ular u va v ga bog'liq bo’ladi.

Avvalo berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz

o _ 1 —\ _ 1 1
Ox_1/x+y ( x+y) - -

o 1 &
oy 2(x+y)’ Ou

Endi dx va dy differensiallarni topamiz

dx = ()—xdu +%dv = la’u —lzdv
ou ov % %

dy = a—ydu +<)_de = —lzdu +ldv.

ou ov u u
Demak,
df = —— 1du—i2dv — —lzdu+ldv =
2(x+y) v v 2(x+ y) u u
1 1
= ——lz du+ ——— dv .
2(x+y) vV ou u v

Amaliy mashg’ulot uchun misl va masalalar

I. Quyidagi murakkab funksiyalarning birinchi
tartibli xususiy hosilalari va

differensiali topilsin.
1.1. u=sinxyz, x=&+n, y=n, z=£&+5.

1.2. u=In(x+y+z), x=2&, y=3&+n, z=&E+n.
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1.3. u=¢e", x=siné, y=cosp, z=sinn.
14. u=x"+z", x=¢€, y=2", z=¢".

1.5. u=e™", x=&+n, y=£&n, z=E

1.6. u=x’+y>+z>, x=E+n, y=n'+¢&, z=£
1.7. u=sinx+siny+sinz, x=siné, y=<~&, z=cosn.
1.8. u=x", x=siné+n, y=cosn+&,

1.9. u=fQx+2y+2z).

1.10. u=f(x*+y*+2°).

II. Agar f- ixtiyoriy differentsiallanuvchi funksiya bo'lsa, wu(x;y)

funksiya mos tenglamani qanoatlantirishini tekshiring.

2.1. uzf()c2+y2 ya—u—xﬁ—uzo.
ox oy
2.2 u:x"fl,xa—u—2 a—u:nu
x Oy oy
2.3. u:yf(xz—y2 yza—u+xya—u=xu.
ox oy
2
2.4. u:y—+f(xy);x28—u—xya—u+y2:0 .
3x ox oy

z
25, u=x"f Lﬂ,—ﬁ, s Xx—+ay—+ fz— =nu.
x“ x X

2.6. u:ﬂlnx+xf Z,i ;xﬁ—u+ya—u+za—u:u+x—.
z z x Ox oy oz z

Mustaqil mashg’ulot uchun misol va masalalar.

Quyidagi murakkab funksiyalarning birinchi
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tartibli xususiy hosilalari va

differensial topilsin.

M10.1. u = f(x,xp,xpz).

M10.2. u= f(/x* +)7%).

M10.3. u=f(t), t=x+y

M10.4. u = f(?), t=£.
M10.5. u= f(t), t=x)z.
M10.6. u= f(&,n7), £=3x, n=5y.

M10.7. u=f(&,n), =x+y, n=x-y.
M10.8. 4= f(&n), &=x, f7=§.

M109.9. u= f(x+y,2).

M10.20. u= f(x+y+z, x*+y° +2°).

Xy
M10.11. 4=/ — = .
y X

M10.12. u= f(x,»), x=t>, y=¢.
M10.13. u= f(x,y,2), x=t, y=t>, z=¢".
M10.14. u= f(x,y), x=t+8, y=4/t.

M10.15. u=f(x,»), x=5+n, y=&5—1n.

M10.16. u= f(&,n,0), £=8x, n=2y, { =3z
M10.17. u= f(&,17,8), §=ax, n=x+y, {=x+z.

M10.18. u= f(&,n,¢), E=sinx, p=siny, ¢ =sinz.
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M10.19. u=f(&,n,8), E=cosx, n=cosy, { =cosz.

M10.20. u=f(£,17.0), E=x+y, n=x>, {=xy.

9-§. Ko 'p o zgaruvchili funksiyalarning yuqori
tartibli hosilasi

f(x)=f(x,,x,,....,x,) funksiya ochiq M R" to'plamda berilgan bo'lib, uning

har bir (x,x,,...x,) nudtasida f,,f, .../, hosilalarga ega bo'lsin. Bu xususiy
hosilalarning o’'zlari ham, o'z navbatida x,,x,,....x, 0 zgaruvchilarning funksiyasi
bo’lishi mumkin.

Ta'rif: f(x)=/f(x,x,,...x,) funksiya xususiy hosilalari  f,,f, .../, larning

x, (k=1,m) o'zgaruvchi bo'yicha xususiy hosilalari berilgan funksiyaning ikkinchi

tartibli xususiy hosilalari deb ataladi va

2
/.. yoki O (ix=12,..m)

x, 0x,
kabi belgilanadi.
Agar i=k bo’'lsa, ikkinchi tartibli xususiy hosilalar

O f(x) _
Ox, Ox,

f "
XXk

qisqacha quyidagicha yoziladi

ISD yoki f,. (16)
Oox i

i

0’ f(x)

X, OX,

i

Agari k bo'lsa, ikkinchi tartibli xususiy hosila aralash hosilalar deyiladi.

Umuman f(x,,x,,...,x,) funksiya (n-1) tartibli xususiy hosilasining xususiy

hosilasiberilgan funksiyaning n — tartibli xususiy hosilasi deyiladi.

Agar faqat x, argument bo'yicha n — tartibli hosila olingan bo’lsa, u quyidagicha
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0" f(x)

n
ox;

yoziladi.

f(x,,x,,..,x,) funksiyaning turli o'zgaruvchilar bo'yicha turli tartibda olingan
xususiy hosilalari berilgan funksiyaning turli aralash hosilalarini yuzaga keltiradi.
Ikki argumentli f(x,y) funksiya uchun ikkinchi tartibli hosilalar

of of of &f
oxdy  oyox’ ox® oy’

bo'ladi.

35-misol. f(x,y)=3xy*-5x’y+x—y funksiyaning ikkinchi tartibli xususi
Yy g y

hosilalarini toping.

< Oldin birinchi tartibli xususiy hosilalarini topamiz:

=6xy—5x" 1.

of (x,y) > 2
———== =3y " —15x"y+];
P y y

f (x,y)
X 0

Endi ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini topamiz:

2
ox ox ox ox

2
af()z,y):ﬁ af (x,) :i(6xy—5x3—1):6x;
oy oy 0Oy oy

2
CI)_ 0 TN _ 0 (55 —1) = 6y -15x™
Ox0y ox 0y Ox

2
8{3’(2&);@3 af(ax_,y) :§(3y2—15x2y+1):6y—15x2>
vox  dy  ox i
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GACR) RN (X))

aralash hosilalar teng.
0yox Ox0y

E’tabor bering,

Uch o'Ichovli f(x,y,z) funksiya ikkinchi tartibli xususiy hosilalari quyidagilar
bo’ladi:

o>f &f of o f &f of f &f Of
o’ oyt 6z' 0 axdy ooz Ovdz Ovox Gzdx 0zdy

36-misol. f(x,y,z)=x"y’z’ +sinx+sin y+sinz+xyz funksiyaning ikkinchi tartibli

xususiy hosilalarini toping.

<« Oldin birinchi tartibli xususiy hosilalarini topamiz.

0

l =3x"y’z’ + cosx + yz
ox

0

i =3x’y’z’ + cos y + xz
oy

0

i =3x’y’z* + cosz + xy
0z

Endi ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini topamiz:

2
g{ =ai Zl =§(3x2)’3z3+C°Sx+yz)=6xy3z3—siHX;
X X X X

2
‘ f: A A i(3x3yzz3 +c0s y +xz) = 6x’yz’ —sin y;
oy oy Oy oy

If_0 Y 0

7 % % 5 (3x’y’z” +cosz+xy) = 6x°y’z —sinz

aaé; - B = CEY reosr ) =0y
2:;; _ g % = 8_82(3x2y3z3 +cosx +yz) =9x°y’z* + y;
s;é; _ % % = %(3);3)/322 +cosz+xy) =9x°y’z" + y;
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2
o' f 0 g = i(3x3yzz3 +cosy+xz) = 9x3yzz2 + X

0y0z 0Oz Oz
2
of =i g =i(3x3y3z2 +cosz+xy) =9x’y’ 2" + x.
0zoy Oy Oz
2
Bu natijalardan ko'rinib turibdiki, oldin x bo'yicha olingan s g hosila oldin y
xXoy

of .. .
S hosilaga teng, shuningdek
X

o°f of of 0f
Ox0z Ozox  Oydz  Ozdy

tengliklar o'rinli.

Yugoridagi 35- va 36- misollardan ko rinadiki, bir xil o zgaruvchilar bo yicha,

lekin turli tartibda olingan aralash hosilalar bir-biriga teng ekan.

Aralash hosilalar bir-biriga teng bo'lmaslig ham mumkin.

37-misol. Ushbu

2 2
X =)y 2 2 )
X , agarx +y~ >0 bo’'lsa,
foop= 0 Py g
0 , agarx’+y°=0bo'lsa

funksiyalarning aralash hosilalarini topamiz.

4 Agar x=0 bo’lsa, ixtiyoriy y da (shu bilan y=0 da ham)

0+ any QFAD =0 o 0=)
af(0,») 1 f(0+AX,y)—f(0,)/):l- (0+Ax)" +y 0" +y _
ox Ax 1m Ax
lim Axy(Ax” — y)_l (A -y
Aan AX(AX + Ax»O (AX +y)

ga ega bo'lamiz, ya'ni £.(0,y)=-y

Bu funksiyani y bo"yicha differensiallab,
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0’ 0 0 0
L0 T 0=
oxoy 0Oy Ox Oy

ni hosil gilamiz.

Bundan xususiy holda, ya'ni (0,0) nugtada ham £, (0,0) = -1 bo'lishini topamiz.

Agar y=0 bo'lsa, ixtiyoriy x da

2 2 2 2
x (0+ay) © Oy Xm0
of (x,0) . f(x0+AY)- f(x,0) .. x +(0+Ay) x°+0
——=lim =lim =
oy Ay—>0 Ay Ay —>0 Ay

i xAy(x® —Ay*) _
A}»I—}:)l AJ’(xz + Ayz)

ga ega bo'lamiz. Bundan f, =1.
Shuningdek /; ni ham (0,0) nuqtada hisoblaymiz, f, (0,1)=1bo’ladi.
Demak, berilgan funksiya uchun aralash hosilalar teng emas:

£4(0,0)  £,.(0,0). »

Aralash hosilalar qachon teng bo’ladi degan savolga quyidagi teorema javob beradi.

1-Teorema. f(x,y) funksiya ochiq ¥ (M R*) to'plamda berilgan bo’lib,
shu to'plamda f,, f, hamda f,, f, aralash hosilalarga ega bo’lib, ular x va y ning
funksiyasi sifatida (x,,y,) M nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda shu nuqtada
[ (%0 5) = £,,(x,,3) bo'ladi.

2-Teorema. Faraz qilaylik m ta o'zgaruvchili f(x,x,,..,x,) funksiya
x*=0,x),..,x)) M R" nuqtada n marta differensiallanuvchi bo'lsin. U holda x°
nuqtada f(x,x,,..,x,) funksiyaning ixtiyoriy n — tartibli aralash hosilalarning
qiymati x,,x,,..,x, O zgaruvchilar bo'yicha qanday tartibda differensiallanishiga
bog'liq bo'Imaydi.

o"f

38-misol. Agar f(x,y)=¢" bo'lsa, —=— topilsin.
Ox~ Oy
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<«Berilgan funksiya x va y ning funksiyasi sifatida 10 chi tartibli xususiy
hosilasi uning differensiallash tartibiga bog'liq emas. Birin ketin y bo'yicha

xususiy hosilasini topamiz:

g= 0 (e”) =xe";
oy oy

2
6 { — i(xexy) — XZexy;
- oy

3
a { _ Q(XZexy) _ x3exy
oy> 0

8

8
va hokazo. Ko'rinib turibdiki, ‘Z S sev.
4

8
Endi ZJ: =x'e¢” funksiyadan Leybnits formulasini qo'llab x bo'yicha ikkinchi
y

tartibli xususiy hosilasini topamiz:

o° o°f o
ox* o ox’

(x*e”) = (x*) e +2(x") (7)), +x* (™), =56x°e” +16x ye” +x*y’e™

al()f
Javob: PN = e"y(56x6 +16x7y+x8y2). >

X oy

m+n

39-misol. Ushbu f(x, y):x+—y funksiyaning hosilasi topilsin.
X

- ox"oy"
<4Funksiya x=y shartni bajaruvchi qiymatlaridan tashqgari barcha (x,y) qiymatlarida

uzluksiz. Oldin y bo'yicha xususiy hosilalarini topamiz:

o _ 8 x+y _x—y-(-Dx+y) 2

d &y x-y (x—y)’ (x—y)z;

o’ f _ 0 2x _ 2x 2(x-y)(=D) _ 4x 2 2x
o’ oy (x—y) (x=»)? (x=p) (x=y)’
Of 0 22x _ 223x (x-p)’(-1)_223x
'y (x—y) (x=p)° (x-y)*

va h.k

o"f 223 .mnx 2123..nx_ 2nx
ay (x=) (x=p)" (x=)

n n+l n+l
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Endi shu xususiy hosilalardan birin — ketin x o' zgaruvchi bo'yicha hosila olamiz:

0 df _0 2nlx 0 X 2 nl(nx+y).

= —_— = !— = )
x o o -p) e ey ()

Bundan

O"'f =2 nl(nx+y).

axayn (x_y)n+2 4

x o' zgaruvchi bo yicha 2-tartibli xususiy hosilani topamiz:

o o' f 0 2nl(mx+y) _nl(n+]) [nx+2y]

ox oxoy" ox  (x—y)"? (x—y)""
Bundan

o"f  2n!(n+1) [nx+2y]
aXZayn (x _ y)n+3

x o' zgaruvchi bo yicha 3-tartibli xususiy hosilani olamiz:

o o0"f _ 0 2nl(n+]) [nx+2y] :_2n!(n+1)(n+2) [nx+3y]

a ax2ayn ax (x _ y)n+3 (x _ y)n+4

Bundan

o"f 2n! (n+D)(n+2) [nx+3y]
stayn (x_y)n+4

Natijalarga e’tabor bersak, x — bo'yicha m — tartibli xususiy hosila shunday
ko’rinishda bo'ladi:

o " f _ (=D"2n/(n+1)(n+2)...(n + m —1)(nx + my)

axmayn (x _ y)n+m+1
n+m _ m _ '
Javob: o f :( D"2(n+m 1).(1nx+my)
axmﬁyn (x _ y)n+m+

Agar F=f(u,v) da u=g(xy), v=w(x,y) bo’lib, ¢, v differensiallanuvchi
funksiyalar bo'lsa, u holda murakkab funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy

hosilalarini topishda quyidagi simvolik formuladan foydalanshimiz ma"qul:
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*’F 0 ou 0 ov’ . 0u OF 0% OF
= — —+— — F+— +—— ,
ox ou Ox Ov Ox Oox“ Ou Ox° Ov
'F 0 ou o ov . 0w oF 0 oF
= — —+— — F+— +—
oy ou 0y Ov Oy oy~ ou Oy~ Ov
F_oa 0w o 0w, Fud v
oy Ou & Ov & dudy v oy oyox ou Oydx ov

40-misol. Ushbu F = f(x+y,x’ +)°) funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy

hosilalarini toping.

« f funksiya ikki marta differensiallanuvchi deb faraz qilamiz. Quyidagi
u=x+y va v=x"+y*> almashtirishlardan so'ng funksiya F=f(u,v)
bo'ladi. Bu funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosilalari 29 — misolda (14)

formuladan foydalanib topilgan edi. (9.1) formuladan foydalanamiz. Buning uchun

oldinquyidagi xususiy hosilalarni topamiz:
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_:15 2_07 _:1’ _2:()7
ox Ox oy oy
2 2
W gy Wg My oy,
ox Ox oy oy
o’u _o: o’y B
dyox  Oyox
2 2
aIjzli2 9 F+Oai+2ai:
ox ou A ou A
2 2 2
:i+2 92 F+28—F:8FT a1::4281-27:28—1‘?,
ou v ov  Ou ouov ov ov
2 2
OF_ 25,0 pag O O
oy ou ov ou ov
2 2 2
= i+2y 2 Fi2 a—F:an+4y or :4yzaf:2 aF;
ou ov ov  Ou ouov ov ov
2
oF = i+2x 9 i+2y 9 F+0 ai+0 ai:
oudv  oOu ov  Ou ov ou ov
2 2 2 2
:6lj+2yaF+2x8F+4xya};= >
ou Ouov ovou ov
2 2 2
zalj+2(x+y)aF+4xy 86127
v

Amaliy mashg’ulotlar uchun misol va masalalar

1. Quyidagi funksiyalarning 2-tartibli xususiy hosilalari topilsin:

D) fxy)x' +y° +%x2y6;
2) f(x,y)=cos(x’y’);
3) fxy)=yx’ +)" e
X
4) f(x,y,2)=xy’z’ +——;
y z
5) f(x,y,z)=x".

2. Ushbu funksiya
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Xy, |y|
_XY9

f(x,y)=

0(0,0) nuqtada aralash hosilalarga ega, lekin £, (0,0) f,,.(0,0).

3. Quyidagi funksiya;arning ko rsatilgan tartibdagi xususiy hosilalarini toping:

of of .
ox*oy’ oxoy*’

1) f(x,y)=cosxy,

o f
2) f(x,y)=x"cosy+y*cosx, ——;
Ox"0y
3
3) o=, —L;
0y0z0x
10
4) f(x,y)=(x*+y)" tgx, ;
) fxy)=(x"+y) 1g o5y
am+nf
5 fx,y)=x"y", ———;
) f(x,y)=x"y Ty
. 8”1+7lf
5) f(x,y)=e™ sin +e"cosl, .
) f(xy) y 2 ooy

4. Quyidagi funksiyalarning 2-tartibli xususiy hosilalarini toping: (F ikki marta

differensiallanuvchi funksiya).

1) F=f(x+2y,x3 +}f );
2) F=f(xy,~);
y

3) F=f(x,xty);
4) F=f(sinx,cosy).

5. f va g funksiyalar differensiallanuvchi bo’lganda tanglamalarni o’rinliligi

tekshirilsin.
0u 0’u 82
1 -2 =0, uv=xf(xty)tyg(x+
) o oxoy ay (xty)tyg(xty);
0u 0’u 82
2) x*—+2x +y =0, u=f( —)t+x .
) Y yaxay & ( ) g( )
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10-§. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalarning yuqori

tartibli differensiallari

Faraz qilaylik, f(x)=f(x,x,,.....x,) funksiya ochiq M R" to'plamda berilgan

bo'lib, uning n — tartibli xususiy hosilalari mavjud bo’lsin.

Agar f(x,x,,..,x,) funksiya x R" nuqtada diffeensiallanuvchi bo'lsa, uning shu

nuqtadagi differensiali

df = zdx1 + 10’)62 + ..+ idxm

ox, ' ox, ox,
edi.

1-ta’rif. f{x) funksiya differensiali df(x) ning differensiali berilgan funksiyaning
x R" nuqtadagi ikkinchi tartibli differensiali deyiladi va @’ f(x) kabi belgilanadi:
yoki

2
= L+ e+ Lax g (10.1)

Ox, ox, ox,
oxirgi yozuv, qavs ichidagi yig'indi kvadratga ko paytirilib, so’'ng go’yoki f ga
ko'paytiriladi va daraja ko rsatkichlari xususiy hosilalar tartibi deb hisoblanadi.

Ikki o’zgaruvchili f(x,y) funksiya uchun (10.1) formula quyidagi ko’rinishda

bo’ladi:

2 2 2 2
= Lacv Cay r=La 2% gy L ay 10.2)
Ox oy ox 0x0y oy
Xuddi shunga o'xshash
df=d@d )= La+ Lag v+ La s 17)
ox, ox, ox,,

2 2 2 2
Masalan, 2xi+ yi f= 4)62%0’362 +4xy of dxdy + y° %dyz.
ox oy ox oxoy oy

41-misol. f(x,y)=(x+2)"" funksiyaning M (0,1) nuqtadagi ikkinchi tartibli
differensialini toping.
<« Oldin funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini topamiz:
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% =(y+D(x+2); % =(x+2)"" In(x+2);

EL_2 anesdy =ptrsies™
Z}f Sy (x+2)""'In(x+2) =(x+2)""In*(x+2);
g;gyzg (+DE+2) =(x+2) +(y+D(x+2)" In(x+2) = (x+2)" (1+(y+1) In(x+2)).

Endi ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini x=0, y=1 dagi qiymatlarini hisoblaymiz.

?;j:(M)—l (1+1) (0+2)7' =

azf 1+1 2 2
(M) =(0+2)" In*(0+2) =4 %2,
ly

o'f (M) =(0+2)1+1+1) In(0+2)]=2(1+21n2).
oxoy

Bularni ikki (10.2) formulaga qo'yamiz ya'ni

2
d’f = iabc+id f—ajjd +26fdxdy+a{
ox oy ox Ox0y oy

dy ga

d> (M) = 2dx* + 4(1+ 2In2)dxdy + 41n> 2dy°> P>
42-misol. Agar f(x,y,z)=e“"" bo'lsa, d"f ni toping.

<«4Birin — ketin x bo yicha xususiy hosilalarini topamiz:

2
a.f — aeax+by+cz a f _ a2eax+by+cz

ox ©oox? ’
a3f _ 3 _ax+by+cz hk b ‘e 1 d k e b bdk
y— a e , va n.K, ou natlja ardan kKo rinib turi 1K1
an +by+cz

{ — aneax by+c .
0x

Xuddi shunga o xshash y va z bo’yicha hosilalarni topsak
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anf anf
_gn _ax+by+cz _ . n_ax+by+cz
& =b"e ’_82" =c"e

Endi bir nechta aralash hosilalarinii topaylik:

2
a f 8 af — abeax+by+cz

Ox0y - oy Ox
an _ a azf — abZeax+by+cz

0x0y’ - 0y 0x0y
azf _ a af ax+by+cz

=— —— =qce ,
0x0z 0z Ox

a3f a azf _ aCZeax+by+cz

M

b

ox0z> 0z 0Oxdz ’

63
f _ abceax+by+cz

0x0yoz

Bu natijalardan ko'rinib turibdiki hosilalarni olish tartibiga qarab faqat
koefitsentlariga qonuniyat sezilmoqda.

Berilgan funksiya (x,),z) o'zgaruvchilarning funksiyasi sifatida uzluksizligini
e'tiborga olsak, bir xil o'zgaruvchilar bo'yicha aralash hosilalar teng bo'lishidan
ikkinchi tartibli differensial quyiagicha bo’ladi.

2

0 0 0
d’f= —di+—dy+—dz f=
/ Ox oy 4 Oz d
2 2 2 2 : 2
:a—{cz’x2+8 {dy2+a ]:dzz+2 of dxdy + o dxdz + ) dydz =
o oy oz OxOy 0x0z Oy0z

— aZeax+by+czdx2 +b2eax+by+czdy2 +C28ax+by+czd22 +

+2 (abe“”by * dxdy + ace™ " dxdz + bce™™" +"Za’ya’z) =

:f”wm(fdf+b@/+c¢3+2dﬂm@+2mﬂm&+2hﬂw&)

Xuddi shunday yuqori tartibli hosilalarni yozish mumkin.
Javob: d" f =e“""*“ (adx +bdy +cdz)".
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Amaliy mashg’ulot uchun misol va masalalar

1. Quyidagi funksiyalarning ko rsatilgan tartibdagi differensiallarini toping:
1) fix,y)=x’y’ +x’y*, d°f.
2) f(x,y)=sin(x>+y?*), d*f.
3) f(x,y)=e>™, d'°f.
4) f(x,y)=e>*y*, d'f.
5) f(x,y)=e™™, d"f.

0) f(x,y,z)=l+l+l, d"f.
X Yy z

11-§. Ko p o zgaruvchili murakkab funksiyaning

yugqori tartibli differensiallari

f(x)=f(x;,x,,....,x,) funksiyada x,x,,..,x, o zgaruvchilarning har biri ¢,z,...z,
o' zgaruvchilarning funksiyasi bo'lsin, ya'ni

X, =@(t,tynt,), (i=1,m) (11.1)
fix)va x, =) (i=1,m) funksiyalar n—marta differensiallanuvchi deb faraz qilamiz.
Differensial shaklining invariantligi xossasidan, murakkab funksiyaning

differensiali

df:%dxl+idx2+...+ g dx

ox, ox, ox

m
m

bo'ladi. Differensiallash qoidalaridan foydalanib funksiyaning ikkinchi tartibli

differensiali topiladi:

d’f=ddf)=d %dxl+idxz+...+ T gy =
1

m
X, Ox

m

=d 9 dxl+1d(dxl)+d g dx2+id(dx2)+...+
ox, 0 0

X Xy Xy
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+d g dxm+§id(dxm):d aal dx, +d g dx, +..+

ox X ox,

m m xl

ra L dx, +iaizx1 +gdzx2 +...+id2xm.

ox,, ox, 0ox, ox,,
2
d’f = idxl+idxz+...+idxm f+ld2xl+id2x2+...+id2xm (18)
X, ox, ox,, ox, ox, ox,,
bunda,
ar = Bg Py P

o, o, ot

ar, = g+ Doy o+ P2y
or, ' o, o,

de, = Py o B gy o P gy
o or, k

Shu yo'l bilan berilgan murakkab funksiyaning keyingi yuqori tartibli
differensiallari topiladi. (17) va (18) formulalarni solishtirib , ikkinchi tartibli
differensiallarda differensial shaklining invariantligi xossasi o'rinli emasligi
ko rinadi.

Eslatma. (11.1) funksiyalarning har biri ¢,z,,...,z, 0'zgaruvchilarning chiziqli
funksiyasi

X =a, ot +.. ot + B,

X, =0t + 0ty +.+ 0y b+ B,

x, =a,.t+a t+.+a,t +B,

bo'lsa, (a,.B, (i=1,k, j=1,m)-0"zgarmas sonlar), dx,,dx,,..,dx larning har biri

m

t,t,,...,t, 0 zgaruvchilarga bog'liq bo'lmaydi. Unda d’x,=d’x, =...=d’x_ =0 bo’lib,

2
d’f= idxl+idxz+...+ idxm (17)
Oox, Oox, ox,,

bo’ladi.
Demak, bu holda ikkinchi (va undan yugqori) tartibli differensiallar differensial

shaklining invariantligi xossasiga ega bo’ladi.
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43-misol. Ushbu F = f(x,y), x=t+sint, y=t*+cost funksiyaning ikkinchi tartibli
differensialini toping.

<4Bu holda (18) formula quyidagi ko rinishda bo ladi

2
d’F = idx+£dy f+afd2 afa’zy

11.2
ox oy oy ( )
yoki
d’F = 8fd +2afdxdy+afdy2+(zd2x+aid2y. (11.3)
o’ OxOy oy’ ox oy

Oldin dx, dy, d’x, d*y larni topamiz:

=d(t+sint)= (1+cost)dt;
=d(t* +cost) = (2t —sint)dt;
d’x =d((1+cost)dt) = —sintdt’;
d’y =d((2t —sint)dt) = (2— cost)dt’
Bularni (11.3) ga qo yamiz

2
d’F = a

2
+ 0 /: (2t —sint)dt)’ —gsin tdt® + @(2 —cost)dt’ =
oy ox oy

2 5 5
=@ +C°St)2%dt2 +2(1+ cost)(2¢ —sin1) O ar + (2t —sint) ‘ ]:dzz
Ox Ox0y

—smtgdt +(2 —cost) fdt >
ox oy

44-misol. Ushbu F = f(x,y,z), x=sint, y=cost, z=z+t° funksiyaning ikkinchi tartibli
differensialini toping.
<«4Bu holda (18) formula quyidagi ko rinishda bo'ladi

2
d’F = de+idy+idz f+ga’2x+gdzy+gd2

oy o ey el (114

Oldin dx, dy, dz, d*x, d’y, d’z larni topamiz:
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dx = d(sint) = costdt,

dy = d(cost) = —sin tdt,

dz =d(z +1t°) =3¢t°dt?,

d’x = d(costdt) = —sin tdt’,
d*y = d(-sintdt) = —cos tdt>,
d*z = d(3t*dt) = 6tdt’

Bularni (11.4) ga qo’yamiz

2
d’F = 2cosm’t +isintdt+ i3t2a’t f+
ox oy 0z

+ g (—sintdt*) + @(— cosdt’) + @(&dtz) =

ox oy 0z

2 2 2
4 j:dt2+sin2ta j:dt2+9z‘4 4 ]:dtz—

Ox oy 0z >

2
=CoSs" ¢

2 2 2
—sin 2zfﬂahf2 +6t% cost 8—fclt2 —6¢*sint 8—fa’t2 —
Ox0y 0x0z 0yoz

—sintaldtz —cost%dtz + 6tgdt2.
ox oy oz

45-misol. Ushbu

F=fRx*+y") (¥+y* 0)

funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini toping.
<« F ni murakkab funksiya deb differensiallaymiz:

aF = a7 )= rax ey = p () ()

2x 2y xdx + ydy
=f dx + dy =[f ——.
2(1/x2 +y2) Z(ﬂxz +y° ) x>+’
PF—d fxdx+ydy _df xdx+ydy+fdxdx+ydy

Jxi+y® - Jxi+y? NESET

bunda
3 3 > xdx+ ydy
df = fdx +y —f—2 .

JxT+y
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xdx+ydy  d(xdx+ ydy) \/x2 +)° —d\/x2 +y° (xdx + ydy) B

Ve (Vo)

(dx2 + dyz) \/x2 + y2 —M (xdx+ ydy)

\/x2+y _(yabc—xa’y)2

2 2

X +y (x2+y2)3

d

Natijada quyidagiga ega bo'lamiz

_ (xdx + ya’y)2 N (ydx —xdy)2

d’F .
N T

46-misol. Ushbu
F =sin(x” +y%), x=u’+v’, y=sinuv
funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini toping.
<4(11.3) dan foydalanamiz. Buning uchun
& ox Ox Ox Ox o oy Oy Oy Oy

1 DR s 9 s T 9 o 5 9 1 I ’
avvalo o ol o oudy ou o ol o owoy LS008

dx, dy, d*x, d*y larni topamiz:

2
ﬁ:2u; a—x:2v; Ox :i @ :£(2u):0;
ou ov oudv 0v Ou ov
2 2
Ox_y TX_
ou ov
& = vcosuyv, ¥ =ucosuv;
ou ov
2
9y = 9 = i(vcosuv) = cosuv —uvsinuyv;
oudv 0Ov Ou ov
2 2
0 )2} = —u’ sinuv, 8_)2/ = —vsinuv;
ov u
ox 0’y
dx = —du + ——dv = 2udu + 2vdv = 2(udu + vdv),
ou ov
dy = 8—ya’u + a—ya’v = vcosuvdu +ucosuvdv,
ou ov
2 2 2
d’x = 0 )zcdu2 +2 Ox dua’v+a—)zcdv2 =
ou Ouov ov
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=2du® + 0+ 2dv’ = 2(du” + dv*),

2 82)’ 2 azy azy 2 2. 2
d yzﬁdu +2a 5 dudv+8—2dv = —v sinuvdu” +
u uov v

+ 2(cosuv — vusinuv)dudv —u’ sinuvdv’.

Natija uchun (11.3) dan foydalanamiz. Buning uchun

of of oy of of
ox oy  ox*  oxdy oy’

larni topamiz:

a9 =2xcos(x* + %), 9 =2ycos(x’ +)°),
Ox oy

o’ f .

Y = 2((:os(x2 +y2 )— 2x° SlIl(?C2 +y2 )) 5
o' f

= 2(c0s(x2 +y?)—2y* sin(x* + )) ;

T =

2
oV _0 =£(2xcos(x2 +y2)) =
ox0y Oy oOx Oy

= —dxysin(x’ + ).

Endi yuqorida topilgan hosila va differensiallarni (11.3) ga qo’yamiz:
d°F = 2(cos(x2 +97°)=2x"sin(x” + )/2))al>c2 —8xysin(x” + y* )dxdy +
+2 (cos.(x2 +y7) =2y sin(x” + yz)) &’ +4xcos(x” + y* ) du® +dv’)+ >
+2ycos(x’ +7) (—v2 sinuvdu® +2(cos uv —vu sinuv)dudv —u’” sinuvdy’® )
47-misol. Ushbu

f(x,y)=e¢", x =2u+3v, y=3u-5v
funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini toping.
< x va y funksiyalarning har biri u va v o'zgaruvchilarning chiziqli funksiyasi
bo'lganligi sababli dx, dy lar u va v o'zgaruvchilarga bog'liq bo'lmaydi. Shu
sababli d’x=0,d’y=0 bo'ladi va ikkinchi tartibli differensial shaklining

invariantligi saqlanadi, ya'ni bu holda
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o 0 O o n O OF
dF_ &\xdx ayaﬁ} f_axz &C@/M+@2

bo'ladi. Oxirgi formuladagi xususiy hosila va differensiallarni topamiz:

g Xy azf: 2 _xy af Xy azf: 2 _xy

=ye-, s L — 5
ox Y ox’ ¢ oy e oy’ re
2

of a(ye )—exy+yxexy,
ox0y Oy
dx :@d @dv 2du +3dv,

ou ov
dy =2 au+ 2 gy = 3du—sav.

ou ov

Bularni barchasini yuqoridagi formulaga qo’yamiz

d’f =y*e”(2du+3dv)’ +2(e” + yxe”)(2du + 3dv)(3du — 5dv) +
+ 3% B3du - 5dv)’ = €9 + 4y +12xy +12)du’ + (12y° —

—30x7 =2 = 2xy)dudy + (25%% +9y* =30 — 30xy)dv’ | B>
Amaliy mashg’ulotlar uchun misol va masalalar

Quyidagi murakkab funksiyalarning ikkinchi tartibli
differensialini toping.
1) f(x,y)=xy*, x=0*, y=r

2) f(x,y,2)=xy2, x=t, y=t>, z=1

3) fxy)=x", x=2, y=u’+V
\%

4) f(x,y)=Inxy, x=u*+v', y=u’".
5) F=f(x,y), x=ue', y=ve"

6)F=f(x,y,z), x:u2+v2, y:xz_y2, Z:2xy.

1) F = f(x,,2),
xX=2x+2y+2z,
y=3x+3y+3z,
z=4x+4y+4z.
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Mustaqil mashg’ulot uchun misol va masalalar

Ko rsatilgan tartibdagi xususiy hosilalar va

differensiallar hisoblansin

u=x"cosy+y”sinx; O'u
M11.1. > ax4ay4 .
0" u
u=sinx cos2y;
M11.2. Y 5x43y6 .
u= (x2 +y)10tgx' 0"
M11.3. ’ O ayg
u = sin xy; O'u 0"
M11.4. ’aXZay va axayz
0*u
u=xIn(xy)+x* -y, ——
M11.5. (xy) Yo o

x+y+z—xyz  Ou

u=arct ;
MI11.6. & l—xy—xz—yz Ox0Oyoz

3
oz o’u

" OxOy0z *

M11.7. uU=¢€

Cn 1 - otu
Jx=8) +(y—n)* Oxdyo&on

M11.8. “

7
4. 8u

mite. u=(x-a)(y-b) Prres
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x+y 0%

u = 5
M11.10. =y’ ooy’
M11.11. (x Ty )e 58 5.
xm ; an’H—nu
M11.12. Y o
u= ;
M11.13. =y "y
+ COSy 6””"
u = sm e —_—
M11.14. y 2 oy
4= o sin 2 1(0.0)
M11.15. ooy
*gin 0"u(0,0)
u=e —
M11.16. y xy

MIL17. uU=+x"+y> e¥;d’u

M11.18. U

MiL19. u=x";d’u,
MI11.20.  u=sin(x® +y’ pd’u
Mi11.21.  u=In(x+y)d"u
Mi122. u=In(x"y"z7 b d*u
M11.23. u=sin(xy)d"u
M11.24. u=sinx siny;d‘u
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fletyx® 437 fd’u,

M11.25. U=
Mmi1.26. u=f(xy) glxz)d’u.
M11.27 u= f(sinx+cosy)d’u.
Mi11.28 u=f(2x3y,2z)d"u.

M11.29. u =f(2x—3y+4z);d”u

eax+by+cz : dnl/l

M11.30. u=
12-§. Ko'p o zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi

S(X) = f(x, %5 X,) funksiya ochiq M R”  to'plamda berilgan va
(x),%3,.....,x)) M nuqtaning atrofida (n+1) marta differensiallanuvchi bo'lsin.

Quyidagi formula ko'p o zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi deyiladi:

g 9 g

f(xlaer--:xm) :f(xlo,xg,.,.,x,g)+ (x_xlo)+ (x_x§)+"'+ (x—x,(;)+
X Xy X
1 © 0
5 a—)ﬁ(x xl)+8_xl(x x5 (19)
+% a—(x xl)+a—x2(x x2)+ +Z(x X ) f+R(f)

Bu yerda R, (f) Lagranj ko rinishidagi qoldiq had.

n+l

L 0 )+ L ) bt L) SO0 40— 4 Or—0),nn 40— 20))

M= a &, a,
bunda 0<6<1.
Ikki o'zgaruvchili f(x,y) funksiyaning Teylor formulasi quyidagicha bo"ladi:
a a 2
1) = 1)+ T g, + O,y
l a 5 6 s
2! %( 0_x0)2+2fa(+gyyo(xo_xo)(yo_yo)+ (12'2)
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af(ano 2 1 af3(x0aJ/0) N3
—8 3 V=) 5 T(x X,)" +

of’ 2 0> Yo
3L sy 3 L LB (emy y+

af (axo;yo (y_yo)3 +R;(f)

47-misol. Ushbu f(x,y)=e"" funksiyaning n=3 bo'lganda (x,,y,)=(1,1) nuqta

atrofida Teylor formulasini yozing.
<«4Bu holda (12.1) quyidagi ko rinishda bo"ladi:

SO0 = (X0 70) + f(°y°)< )+%‘;y°)<y—yo)+

L T (T ()4

2! ox* X0y
L Gan) 1o (x5, 30) (122)
X05 Yo Xos Vo) N3
82 =) ]++3. o (x—x,)" +
1 o (x0,) IR > (%> V2
+ 3' 8x3 ('x xO) +3 axzayz (‘x xO) (y y0)+
0
3L iy e+ Ly T

oxoy’

Funksiyaning (2,2) nuqtadagi qiymati f{2,2)=1.
Teylor formulasini yozish uchun berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini va

ularning (2,2) nuqtadagi qiymatlarini topamiz:
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o e QD)

9

Ox ’ Ox
U e WD
oy ’ oy ’
O _ e 2D

2 - ) 2 - 9

ox Ox

2 2

Of _ s OS2
0x0y 0x0y
f _ e 22,

oy’ ’ oy’ ’
O _ e 22
3 > 3 -

Ox Oox

Of e )
Ox’0y ’ 0x’0y ’
Of _ e 22
ox0y’ ’ 0x0y’ ’
Of e e
8y3 ’ 8y3

Yuqorida topilgan funksiya qiymati va xususiy hosilalarni (12.2) ga qo'yib

quyidagi natijaga ega bo'lamiz:

fn,y)=1+1 (x-2)-1 (y—2)+%(1 (=27 +2 () (x=2) (y-2)+1 (y=2))+

+é(1 (=2 +3 (D) (=27 (y-2)+3 1 (x=2) (=21 -1 (-2 )+R, (/).
e =lax -yt (-2 -2 -2 =D+ (=) Jo
+é(<x—2)3—3(x—2>2(y—2)+3(x—2>(y—2)2—(y—2)3 }R (1),

yoki

f(x,y)=1+x—y+%(x—y)2+%(x—y)3+R3(f)->
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Amaliy mashg’ulot uchun misol va masalalar

Quyidagi funksiyalarning n=3 bo’lganda keltirilgan nuqta atrofida Teylor

formulasini yozing

1) f(X:Y):zxz —Xy— yz — Ox — 3y + 5) (XO >Yo ):(1,-2).

2) f(x,y)=In(1+x+y), (X,Y,)=(0,0).
3) fxyFx’, (Xg>¥o )=(1,1).
4) f(x,y)=¢e" cosy, (X,,Y,)=(0,0).
5) fx.y)=y1-x-y, (%0.Y,)=(0,0).
6) flx,y)=x"+y" +2z" = 3xyz, (X ¥ 5% )=(L1,1).

Mustaqil mashg’ulot uchun misol va masalalar

1. Ushbu

f(,y)=2x"—xy—y> —6x-3y+5
funksiyani 4(1,-2) nuqta atrofida Teylor formulasini yozish.
2. Ushbu

f,y)=x"+y -z =3xyz
funksiyani A(1,1) nugta atrofida Teylor formulasini yozish.
3. Ushbu

flx,y)=x'

funksiyani A(1,1) nugta atrofida uchinchi darajali hadlarigacha yozing.

4. Ushbu
f(xsy): Vl_xz_yz

funksiyani Makloren formulasi bo'yicha to'rtinchi tartibli hadgacha yozing.
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13-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning ekstremum
qiymatlari

f(x) =f(x,x,,.,x,) funksiya M R" to’plamda berilgan bo’lib,
x’=(x,xY,..,x2) M bo’lsin.

I-ta’rif. Agar shunday &>0 son topilsaki, v,(x") M bo’lib,
vx Uy(x") da f(x) (") bo’lsa, r(x) funksiya x° nuqtada lokal
maksimumga, f(x) f(x°) bo’lsa, f(x) funksiya x° nuqtada local
minimumga erishadi deyiladi.

2-tarif. Agar x° nuqtaning shunday u,(x") atrofi mavjud bo’lsaki,
Vx Us,(x)\{x,} uchun fx)< %) (f(x)>f(x") bo’lsa, f(x) funksiya x°
nuqtada lokal gat’iy maksimumga (minimumga) erishadi deyiladi.
x* nuqta f(») funksiyaga maksimum (minimum) qiymat beradigan nuqta
deyiladi.

Funksiyaning maksimum va minimumi umumiy nom bilan uning

ekstremumi deb ataladi.

Funksiya ekstremumga erishish zaruriy sharti.

I-teorema. Agar f(»x) funksiya x° nuqtada ekstremumga erishsa va
shu nuqtada barcha ¢, . f, ..., . Xususiy hosilalarga ega bo’lsa, u holda
[ (x)=0,f, (x)=0,.. f, (x")=0 (20)
bo’ladi.
Demak, birinchi tartibli xusuiy hosilalarning nolga teng bo’lishi

ekstremum mavjad bo’lishining zaruriy sharti bo’ladi.
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f(x) funksiyaning xususiy hosilalari nolga aylanadigan nugqtalar
uning statsionar nuqtalari deyiladi.

Eslatma. f(x) funksiyaning biror x° nuqtada barcha xususiy
hosilalarga ega bo’lishi va (20) shartning bajarilishidan berilgan
funksiyaning shu nuqtada ekstremumga erishishi har doim kelib
chigavermaydi.

Funksiya ekstremumining yetarli sharti. Funksiya ekstremum yetarli

shartlarini ikki va uch o’lchovli funksiyalar uchun keltirish bilan
cheklanamiz.

I-teorema. f(x,y) funksiya (x,,y,) R* nuqtaning biror U, atrofida
(5>0) berilgan va bu atrofda barcha birinchi, ikkinchi tartibli uzluksiz
xususiy hosilalarga ega bo’lsin. (x,,y,) nuqta f(x,») funksiyaning
statsionar nuqtasi

Se(x0,30)=0,  f,(x0,,)=0
va

=8f2(x0,y0)_ a :azf(xoayo)- a 282f(x07y0)
ox’ »or 0x0y ’ 2 oy’

11
bo’lsin.

a, dp

1) Agar 4,>0 va =a,a, —a, >0 bo’lsa, f(x,y) funksiya (x,,y,)

a, a4y

nuqtada minimumga ega bo’ladi.

a, dp

2) Agar a, <0 va =a,a, —a, >0 bo’lsa, f(x,y) funksiya (x,,y,)

a, a4y

nuqtada maksimumga ega bo’ladi.
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a, 4ap

3) Agar =a,a, —a, <0 bo’lsa, f(x,y) funksiya (x,,y,) nuqtada

a, a4y

ekstremumga ega bo’Imaydi.

a, 4ap

4) Agar =a,a, —a, =0 bo’lsa, f(x,y) funksiya (x,,y,) nuqtada

ay ay
ekstremumga erishishi ham, erishmasligi ham mumkin. Bu
hol "shubhali’ hol deyiladi va qo’shimcha tekshirish talab qiladi.
48-masala. Ushbu
z=x"+y* =3y +10

funksiyani ekstremumga tekshiring.

<4 Xususiy hosilalarini topamiz:

z. =3x"-3y; z, =3y’ -3x.

Statsionar nuqtalarini quyidagi sistemadan tapamiz:

3x* =3y =0, x’ -y =0, y=x",
3y =3x=0. y>—x=0. x®—x=0.

Bu sistema x, =0,y, =0 va «x,=1,y, =1 yechimlarga ega bo’ladi.
Demak, (0,0) va (1,1) statsionar nuqtalarga ega bo’ladi.
Endi ekstremumga erishishning yetarli shartini tekshirish uchun

ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz:

2 2 2
0 j - 6, 0°z _ 3 0°z
ox 0x0y

b

Yetarli shartni (0,0) nuqtada tekshiramiz. Buning uchun ikkinchi tartibli
xususiy hosilalarni bu nuqtada hisoblaymiz:

_0%z(0,0)

11 2
ox

2 2
0. P () S 0’z(0.,0) _

0.
O0x0y oy’

Unda
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a,a,, —a, =0-(-3>=-9<0
bo’lib, 3) shartdan funksiya (0,0) nuqtada ekstremumga ega bo’Imaydi.
Endi yetarli shartni (1,1) nuqtada tekshiramiz:

0 2z(1,1) B
ox?

0°z(L1)
O0x0y

0%z(1,1)
-3, a, = > =
oy

6, a, =

6,

ay
a,a,—al, =6 6—(-3)> =36-9=27>0.
Bulardan, «, >0, a,, a, —a2 >0 bo’lib, 1) shart o’rinli bo’lmoqda.
Demak, funksiya (1,1) nugtada minimumga ega bo’ladi va u quyidagiga
teng

min z=1+1=-311+10=9.p

P
49-misol. Ushbu
z:x“+y4—x2—2xy—y2
funksiyani ekstremumga tekshiring.
<«4Xususiy hosilalarini topamiz:

zx:4x3—2x—2y, zy:4y3—2y—2x.
Statsionar nuqtalarini quyidagi sitemadan topamiz:

4x° —2x—-2y=0, 2x—x—-y =0,

4y° -2y -2x=0. 2y’ —y—x=0.
Bu sistema uchta ildizga ega: x, =0,y, =0; x, =-1Ly,=-1; x,=1,p, =1.
Yetarli shartni tekshirish uchun ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni
topamiz:

z, = 12x* -2, z, = -2, Z,. = 12 y2 -2

va statsionar nuqtalarda ¢, q,, -}, ifodaning qiymatini hisoblaymiz.
(0,0) statsionar nuqtada a, =z.(0,0)=-2, a, =2,(0,0)= -2, ay, =z,(0,0) =2

va
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a,ay —al, =2 (=2)—(=2)* = 0.

4) shartdan bu (0,0) statsionar nuqta “shubhali” hol bo’lyapti.
Qo’shimcha tekshirish talab qilinadi.
Buning uchun : funksiyaning orttirmasi

Az(x,y)=z(x+h,y+h)—z(x,p)
ni (0,0) nuqtada gqaraymiz:

Az(0,0) = z(h,k)— 2z(0,0) = h* + k* — h> — 2hk — k2.

Agar n=k desak, Az(0,0)=h*+hr*-h*-2n*-h*=2kr*(h*-2) bunda

0<h<+2 bo’lib, Az(0,0) <0 bo’ladi.

Agar k=-h (h>0) desak,
Az(0,0)=h* + h* —h> +2h* = h* =2h* >0
bo’ladi.
Natijada Az(0,0) (0,0) nugtada atrofida har xil ishora gabul qiladi, shu
sababli (0,0) nugtada ekstremum mavjud emas.

(-1,-1) statsionar nuqtada
a,=2,(-1-D)=12 (-1 -2=10, @, =z (-1-1)=-2, @, =z, (-1-1)=12 (-’ ~2=10 va

a,a, —al, =10 10 - (=2)> =96 >0. a,>0 va a, a, —a, >0 ekanligini
e’tiborga olsak, - funksiya (-1,-1) nugtada minimumga ega bo’ladi va

min z=CED (D = (=) = 2(-D)(-D -1 = -2,

x=-1,y=-1

Xuddi shuningdek funksiya (1,1) da ham minimumga ega bo’Ishi va
-2 ga tengligi ko’rsatiladi. >

f(x,y,z) funksiya (x,,y,.z,) R’ nuqtaning biror U, atrofida (5>0)
berilgan va bu atrofda barcha birinchi, ikkinchi tartibli uzluksiz
hosilalarga ega bo’lsin. (x,,y,,z,) nuqta f(x,y,z) funksiyaning
statsionar nuqtasi
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fx(xoayoazo) = 09
Jo(xg,90,24) = 0,
S.(x0,90,2,) = 0.

va

s Ay =la, ay ay (21)

bu determinantlarda,
ay = f 2 (%0,90:20) 5 ay = fyz(xwyo:Zo)’ ay; = .2 (%0,¥9,20)s
ap = dy = fxy(xosyoazo) = fyx(xoayoazo)a a;; = ds = fxz(xoayoozo) = fzx(x03y()7ZO))

Qyy = a3y = fyz(XO’yO’ZO) = fzy('xO’yO’ZO) .

1) Agar 4,>0, 4,>0, 4,>0 bo’lsa f(x,y,z) funksiya (x,,v,.z,)
nuqtada minimumga ega bo’ladi.
2) Agar 4,<0, 4,>0, 4,<0 Dbo’lsa f(x,y,z) funksiya (x,,y,,z,)
nuqtada maksimumga ega bo’ladi.
3) Agar 1) va 2) gruhdagi shartlarning birortasi bajarilmasa qo’shimcha
tekshirish talab qilinadi.
50-misol.Ushbu
f(,y,2)=x*+y* +2° +2x+4y—6z.
funksiyani ekstremumga tekshiring.
<4 Xususiy hosilalarini topamiz:
fo=2x+2, f, =2y+4, f =2z-6.

Statsionar nuqtalarini topamiz:

2x+2 =0, x =-1,
2y +4 =0, y =-2,
2z-6 =0. z =3.
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Funksiya bitta (-1;-2;3) statsionar nuqtaga ega. Ikkinchi tartibli xususiy
hosilalarini topamiz: f.=2, f.=2, f.=2, f,=/.=/.=0 (aralash

hosilalar teng).

(21) dagi determinantlarni hisoblaymiz:

f2 fxy 2 0
A=f,=2>0, A4, = = =4>0
: f‘c 2 fyx fyz 0 2 ’
.fx2 fxy fxz 2 O O
A3:fyx fyz fyz :0 2 O:8>O,
fzx fzy fz2 O O 2

1) gruhdagi shartlar statsionar (-1,-2,3) nuqtada o’rinli bo’ladi, demak,
bu nuqgtada funksiya minimumga ega va quyidagiga teng:

min S5y 2) = (=1 (=2 +32+2(-1)+4(-2) -6 3=—14. D>

(x=-1,y=-2,2=3)

51-misol. Ushbu
f(x,y,z) =sin x+sin y +sin z—sin( x + y + z),
O x o 0 y =x» 0 z =&
funksiyani ekstremumga tekshiring.
<4 Xususly hosilalarini topamiz:
fe=cosx—cos(x+y+z), f,=cosy—cos(x+y+z), f.=cosz—cos(x+y+z).

Statsionar nuqtalarini topamiz:

cos x —cos( x+y+2z)=0,
cos y—cos( x+y+2z)=0,

cos z—cos( x+ y+z)=0.

Ayirmalarni ko’paytuvchiga keltirib yechamiz:

X+x+y+z X—x—y—z

2sin sin =0,
2 2
. y+x+y+z . y—-x-—y-
2smy xry Zsmy a4 Z=0,
2
25inz+x;y+z sinz_x;y_z=0.
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. 2x+y+z . + z
sm—ysmy 0,

2 2
2
sin 22X X*FE o Gn X2 o,
2 2
2
sin 22X YT s XY ).
2 2

Oxirgi sistema yechimi quyidagicha bo’lib

2
XY o, Y o omn Z.
2 2
M:ﬂk’ X+Z:7rl, k.l Z,
2
2z+ y+ +
z 2y x:m,, xzy:;;j, i,j Z.

Masala shartini ganoatlantiradiganlari x=0, y=0, z=0; x= % y=

3

i
2
z=2 va x=nr, y=x, z=xbo’ladi (bular i, ;,k,lmn -larga mos ravishda 0
va 1 qiymatlar berib topiladi).

Funksiya uchta statsionar nuqtaga ega ekan: (0,0,0), (Z Z 72[ ), (z,7.,7).

Endi shu nuqtalarda funksiya ekstremumga ega bo’lish yoki

bo’lmasligini tekshiramiz.

Funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari:

fo.=-sinx+sin(x+y+2z), [, =sn(x+y+z),
f,o=—sin y+sin( x+y+z), f,=sin(x+y+z),
fzz=—sinz+sin(x+y+z), S =sin( x+y+ z)

(%% %) statsionar nuqtada hisoblaymiz

T T T .. T . T T
—,—,—)=—sin —+sin(—+—+—) =—
f(2 2 2) (2 2 2)
b
7r T
————s1n—+—+———
S 2 2 2) (2 2 2)
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T T T T T T 7
(=, —,=)=—sin —+sin(—+—+—) =-2,
fy(2 2 2) (2 2 2)
T T T ... T T T
—,—,—)=sIn(—+—+—)=-1,
JZX(2 5 2) (2 5 2)
T T T T T T
(—,—,—)=—sin —+sin(—+—+—) = -2,
f2(2 2 2) 2 (2 2 2)
T T T T 7
—,—,—)=sin(—+—+—)=-1.
fyz(2 5 2) (2 5 2)
Bulardan
T T T S fol -2 -1
A = 2_,_,_=—2<O,A: = :—2 —2——1 _1 :3>0
=G ) VS ‘_1 = (DD (DD ,
fxz fxy fxz _2 _1 _1
Ay = [, fy2 f.1=]-1 -2 -1|=-4<0.
fzx fzy fzz _1 _1 _2

Shunday qilib, 2) shartdan f(x,y,z) funksiya ( %%% ) nugtada
maksimumga ega bo’ladi vau

max f (x.y,z) = sin §+ sin %+ sin %—sin(%+ %+ %) = 4.
(0,0,0) va ( %%% ) statsionar nuqtalarda barcha ikkinchi tartibli

hosilalar mavjud va ular nolga teng, shuningdek 4, =0, 4,=0, 4, =0

o’rinli bo’ladi. Bu nuqtalar chegara nuqtalar bo’lib, ularda funksiyaning
qiymati nolga teng. Bundan funksiya bu nuqtalarda chegaraviy

minimumga ega bo’ladi. »
Amaliy mashg’ulot uchun mashqlar.

l.u=x"+8y>-6xy +5.

2.u=(x-1D*+2y%.
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u=2x"—x>+xp’—4x+3.
u=2x+2y> =36xy +430.

u=x"—xy+y° +9x-6y+20.

o v AW

cu=3x+6y—x—xy -y’

LU= ez(x+ ).

J

8. u=x"+y’+z°+2x+4y-62z.

O u=x+y’+z22+12xp +2z-7-2.

2 2 2 2
10. u=a—+x—+y—+% (x>0,y>0,z>0,a>0,b>0).
x y oz

Javoblar.

1. (1;%) nuqtada minimumga ega (u,,, = 4); (0;0) da ekstremum yo’q.
2.(1;0) nuqtada minimumga ega (u,, =0 ).

3. ( —%;0 ) nugtada maksimumga ega ( u,, = 4;—; ); (1;0) nuqtada

minimumga ega (u,, =0); (0;-2) va (0;2) nuqtalarda ekstremum yo’q.

4. (6;6) nugtada minimumga ega («,,, = -2 ); (0;0) nuqtada ekstremum

yo’'q.
5.(-4;1) da minimmga ega (u,,, =-1).
6. (0;3) nugtada maksimumga ega (u,, =9).

7. (-2;0) nugtada minimumga ega (u,,, = —%).

8. (-1;-2;3) nugtada minimumga ega (u,,, =-14).

9.(24;-144;-1) nuqgtada minimumga ega (u,,, = -6915-7).

84,7
10. (%1\5/16a14b;%5\/16a4b;%w/af ) nuqtada minimumga ega (u,, =%IS%)'
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Mustaqil mashg’ulot uchun misol va masalalar

Quyidagi funksiyalar ekstremumga tekshiring.

2 » 11
M2l U=X +xy+y +;+;.
M122. u=-x"—xy—y’ +x+y.
M123. u=x"+y’ —3axy.
Mi24. u=x"+y*-36xy .
M12.5. u=x"+y*=2x> +4xp-2y°,
MI126. u=x"+y* =2xp* -y’
M127. u=e> (x+y*+2y).
M12.8. u=3x"y+y’ —18x-30y.
MI129. u=xy+yz+zx,
miz10. u=(x*+)’ et ?)
Mi211 u=4-(x? +y2)%.
Mi12.12. u=x>+2y° +z> -2x+4y—6z+1,
M12.13. u=2x"+y’>+z> -2xy+4z-x,
MI12.14. u=x"+xy+y° —2zx+2z° +3y-1,

ax+by+c

M12.15. 4= )
> Jxi 4+t 1

2

at+b*+c* 0

Mi2.16. u=(x—y+1)
MI12.17. u=x"+y*—x*-2y%,
Mi12.18. u=xy’ (6-x-y).
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M12.19. u=x"+y'—x’-2xy-y°,
mi220. u=x>—(y-1),
M12.21. u:x2—2xy+4y2+6zz+6yz—6z,

2 2
M12.22. U=X —xy+y —2x+y,

X2 y2
M12.23. u:xy\/l—a—z—b—z; (a>0, b>0)

M12.24. u=e>*> (8x2 —6xy+3 yz)
M12.25. u=0G8x+7y- 25)6_("2+xy+y2)
M12.26. u=x"+xy+y° —4lnx—10Iny
MI12.27. u=x +y +z° +12xy+2z.

y ozr 2
M12.28. “:x+a+7+;; (x>0, y>0, z>0)

M1229. u=xp"z2(a—x-2y-32); (a>0)

14-§. Ko p o zgaruvchili funksiyaning eng katta
va eng Kichik qiymati

f(x)=f(x,x,,..,x,) funksiya M R" yopiq chegaralangan sohada aniglangan
va uzluksiz bo'lsin. M sohaning chegarasi L bo’lsin. U holda f(x) funksiyaning M
sohada (Veyershtrass teoremasiga ko'ra) eng katta hamda eng kichik qiymati
mavjud bo'ladi. Funksiyaning M sohadagi eng katta (eng kichik) qiymati
quyidagicha topiladi:

1) fix) funksiyaning M sohadagi maksimum (minimum) qiymatlari to plami
{max fix)} ({min f{x)}).

2) Funksiyaning M soha L chegaradagi qiymatlari hisoblanadi: fL).
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3){max f(x)} ({min f{x)}) to'plamning barcha elementlari bilan fL)
tagqoslanadi. Bu giymatlar ichida eng kattasi (eng kichigi) f(x) funksiyaning eng
katta (eng kichik) qiymati bo’ladi.
52-misol. Ushbu

f(x,y)=sinx+sin y —sin(x + )

funksiyaning Ox, Oy va x+y =2z chiziglar bilan chegaralangan sohadagi eng katta
qiymati topilsin.

Shartada berilgan soha uchburchak bo'ladi (14.1-rasm). Berilgan

funksiyaning xususiy hosilalarini olib

RASM BOR

f. =cosx—cos(x+y),
fy' =cos y—cos(x+ ).
quyidagi sistemadan statsionar nuqtalarni topamiz.
cosx—cos(x+y) =0,
cos y—cos(x+y)=0.

Bu sistema soha ichidagi yagona 27”2?” nuqtada o'rinli bo'ladi. Bu nuqtada

berilgan funksiya qiymati f 2%2% = # ga teng bo’ladi.
Sohaning chegaralarida, ya'ni x=0, y=0 va x+y =27 chiziglarda funksiya qiymati

nolga teng (/(0,y) =0, f(x,0)=0, f(x,27-x)=0). Demak, berilgan sohada funksiyaning

B3

eng katta qiymati 2%277: nuqtada bo'lib, u % ga teng.

53-misol. Radiusi R ga teng bo'lgan doiraga ichki chizilgan barcha
uchburchaklardan yuzi eng katta bo’lganini toping.
<4 Agar uchburchakning tomonlarini tortib turgan markaziy burchaklarni x,y,z
desak (14.2-rasm), quyidagi tenglik o'rinli bo'ladi
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X+y+z=2r.
Bundan z=27-x-y.

Bular yordamida uchburchak yuzi quyidagicha ifodalanadi:

RASM BOR

S = lR2 sin)chlR2 sinerlR2 sin z
2 2 2
yoki
1 2 . 1 2 . 1 2 .
S=—R"sinx+—R siny+—R sin2r—-x—-y)=
2 2 2
= %RZ [sinx +sin y —sin(x + y)]
Bu yerda x va y o'zgaruvchilarning aniqlanish sohasi x 0,y 0, x+ty=27 bo’ladi.
Shu shartlarda masala yechimini topish
sin x +sin y —sin(x + )

sohadagi eng katta qiymar beradigan (x,y) nuqtani topishga keladi. Bu masala

yechimi 52-masalada topilgan edi, ya'ni u 2?”2?” nuqtada eng katta qiymatga
ega bo’lgan edi, ya’'ni
x—z—” 2z da Z=2—7Z
377 30 3

bo’ladi.
Demak, R radiusli doiraga ichki chizilgan uchburchakning yuzi eng katta bo'lishi

uchun u teng tomonli bolishi kerak ekan. »

Amaliy mashg’ulot uchun misol va masalalar
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1. Ushbu funksiyalarni berilgan shart bilan bog'liq eng katta va eng kichik
qiymatlarini toping.
1 1 1
1) fy)=x+y, —+—
Xy
2) f(x,y,2)=x"y'z", 2x+3y+4z =10

3) z=x-2y-3,0 x L O y 1, 0 x+y 1

2. Agar parallelepipedning qirralari yig'indisi 12a  ga teng bo’lsa,
parallelepipedning eng katta hajmi nimaga teng bo'ladi.

3. Peremetri 2p bo'lgan barcha uchburchaklardan yuzi eng katta bo'lgani
topilsin.

4. Musbat a sonni 4 ta musbat sonni ko'paytmasi ko'rinishida shunday

ifodalangki, uning yig'indisi eng kichuk bo’lsin.
Mustaqil mashg’ulot uchun misol va masalalar

Berilgan funksiyaning ko’rsatilgan to’plamdagi

eng katta va eng kichik qiymatlari topilsin.

2

M13.1.u:xy—x2y—x2y;(0 x L0 y 2).

MI13.2. u=x>+3y"—x+18y—-4, (0 x 1,0 y 1).
MI13.3. u=x>+3y"-3x; (0 x 1,0 y 1

2
M13.4. y=2 2V Y 0y 004

2 6 8

W | =
NG

D).

M13.5. u=x"+y*-3x>+6xy-3y* (0 y x 2).
3%

M13. 6. u=cosx cosy cos(x+y); (0 x 7m0 y nx).

M13.7. u=(x-y") YyA-x)*; O* x 2).
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M13.8. u=x"+»"-9xp+27; (0 x 6,0 y 6).

M13.9. u=x"+y* —2x"+4xy-2y>; (0 x 2,0 y 2).

M13.

M13.

M13.

M13.

M13.

M13.

M13.

M13.

M13.

M13.

M13.

M13.

M13.

M13.

M13.

M13.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

u=xy+yz+zx, X +y°+z° 9.
2 2
u=x+y+z, x+y  z 1.

u=2sinx+2siny+sin(x+y), 0 x %,0 y %
u=sinx+cosy+cos(x—y), 0 x %,O v %

u=xyln(x*>+y°); 0 x 1,1 y e).
u=x>+3y"=3xy+sin2; 0 x 3,0 y 2).
u=sinx siny sin(x+y); 0 x 7,0 y 7x).
u=x"+xy+y’—6x-9y; (0 x 1,0 y 2).
u=x+x"+3xy; (0 x 1,1 y 2).
u=(x+yH) Ve 0 x 2,1 y 2)

u=xe’M 0 x L0 y

u=x>+(y-D% 1 x 2,1 y 2).

u=x+y+4sinx siny; 0 x 1,0 y T
2 2
Berilgan funksiyalar shartli ekstrimumga tekshirilsin

u=xy; x+y=1.
u=x"+12xp+2y’; 4x°+y* =25.
— coq? 2. _Z

U =Ccos” X +Cos” y; x—y—z.
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M13.26. u=x-2y+2z; X’ +y° +z° =1.

2 2

2
M13.27. u=x"+y*+2°, u _r Y L E

2 b2 2

=l(a>b>c>0).

1N
[

M13. 28. u =sinx siny sinz; x+y+z:% (x>0, y>0, z>0)

M13.29. u=xyz; x*+y*+z°=1; x+y+z=0.
15-§. Oshkormas funksiyalar

1. Oshkormas funksiya tushunchasi. Faraz qilaylik, x va

o’zgaruvchilarning F(x,y) funksiyasi M ={x,») R*:a<x<b,c<y<d}
to’plamda berilgan bo’lsin. x to’plamdan o’ligan har bir x ga (x x R)
F(x,y)=0 (15.1)
tenglamaning yagona yechimi y ( y ¥ R ) mos qo’yilgan bo’lsa,
bunday aniqlangan funksiya oshkormas ko’rinishida berilgan funksiya
(oshkormas) deyiladi va
x> yiF(x,p)=0

kabi belgilanadi.

(15.1) tenglama yechimi y x x da aniglangan f(x) bo’ladi va
F(x, f(x)) =0 (15.2)

bo’lsa f(x) funksiya oshkormas ko’rinishda berilgan deyiladi.

Qisqasi, y = f(x) funksiya (» ga nisbatan) yechilmagan (15.1) tenglama
yordamida berilgan bo’lsa, unga oshkormas funksiya deyiladi; agar y

ning x ga bevasita bog’lanishi berilgan bo’lsa oshkor funksiya deyiladi.
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54-misol. Ushbu
v —x?+3=0 (F(x,y)=xy—-x"+3)
tenglama yordamida oshkormas funksiya aniglanishi ko’rsatilsin.
<«Berilgan tenglama x (- ,0) (0,+ ) dayagona

x*=3

y=f(x)=

yechimga ega va
F(x,f(x) =0.

Demak, berilgan tenglama r(x) oshkormas funksiyani aniglaydi.»

Oshkormas funksiyalarni o’rganishda quyidagi masalalar muhimdir:
1) F(x,y) funksiya biror » R* to’plamda berilgan holda y=r(x)
oshkormas funksiya mavjud bo’ladimi va bu funksiyaning aniqlanish
to’plami ganday bo’ladi?
2) (15.1) tenglama bilan aniglangan oshkormas funksiya y = f(x) qanday
xossalarga ega va bu xossalar F(x,y) funksiya bilan qanday bog’langan.

Bu masalalarga quyidagi teorema javob beradi.

2. Oshkormas funksiyvaning mavjudligi.

I-teorema. Faraz qilaylik, F(x,y) funksiya (x,y,) nuqtaning biror

atrofi

Uy (x0,9,) ={(x,3) RP:xy—h<x<x,+hy,—k<y<y,+k|
da (7 > 0,k > 0) berilgan bo’lib, quyidagi shartlarni bajarsin:
1) F(x,y) funksiya U, ((x,,7,)) dauzluksiz;
2) har bir tayin x (x,-4,x,+#k) da y o’zgaruvchining funksiyasi sifatida
o’suvchi;
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3) F(x,,y,)=0.
U holda (x,,y,) nugtaning shunday atrofi
Uy (x0:70) = {(x,0) R :1xy= 8 <X <Xy 48,9, -6 <Y<y, +&|
topiladiki (0<s<n0<e<k),
a) vx (x,—d,x,+0) da
F(x,y)=0
tenglama yagona y (y (y,-¢.5 +¢) ) yechimga ega, ya’ni F(x,y)=0
tenglama yordamida oshkormas y = f(x) funksiya aniqlanadi.
b) oshkormas korinishda aniglangan
x> y:F(x,y)=0
funksiya (x, - 6,x, + o) oraligda uzluksiz bo’ladi.
Bir necha o’zgaruvchining oshkormas funksiyasini (15.1) tenglamaga
o’xshash ko’rish mumkin.
Masalan, uch o’zgaruvchili,
F(x,y,2)=0 (15.3)
tenglama berilgan bo’lsin. Ma’lum shartlar bajarilganda, - bu tenglama
orqali ikkita o’zgaruvchi x va y larning oshkormas funksiyasi sifatida
aniglanadi:
z=h(x,y)
va u ko’p qiymatli bo’ladi.
Agar uni zni o’rniga qo’ysak, x va y ga nisbatan aynan bajariladigan
ushbu
F(x,y,h(x,y)) =0
munosabat hosil bo’ladi.

Bu holda ham 1-teoremega o’xshash teorema keltirish mumkin.
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3. Oshkormas funksivaning hosilalari.

2-teorema. F(x,y) funksiya (x,,y,) nuqtaning biror atrofi
U, (x,,y,)) da (# >0,k > 0) berilgan bo’lib,, quyidagi shartlarni bajarsin:
1) U, ((x,y,) dauzluksiz;
2) U,((x.»,)) da uzluksiz F (x,y),F, (x,y) xususiy hosilalarga ega va
F(x0,5,) 03
3) F(x,,)=0
u holda (x,,y,) nuqtaning shunday v, ((x,.y,)) atrofi (0<s<hn0<e<k)
topiladiki, F(x,y)=0 tenglama » ni x ning oshkormas y=f(x)
funksiyasi sifatida aniqlaydi va y = f(x) funkisya (x,-4,x, +5) da uzluksiz
differensiallanuvchi bo’lib,

__F.(xy)
N (15.4)

bo’ladi.
55-misol. Ushbu
F(x,y)=2"+y’x—x’siny-1=0
tenglama (1,0) nuqtaning atrofida » ni x ning oshkormas funksiyasi

sifatida aniglashi va bu oshkormas funksiyaning hosilasi topilsin.

4 F(x,y) R’ da aniglangan va uzluksiz shu bilan birga (1,0) nuqtaning

atrofida ham uzluksiz.
F(x,y) funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha bo’ladi.

OF (x,7) &

5 p 2V +y*x—xsin y—1)=y* —2xsin y;
X X

F
M:i(2—"+y2x—x2sin y-=1)=2"In2+2yx —x>cos y.

oy oy
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F(x,y) funksiyaning xususiy hosilalari ham »* da, shu bilan birga (1,0)

nuqta atrofida uzluksiz.

ang,y) xususiy hosila qiymatini (1,0) nuqtada hisoblaymiz:
Y
6Fa(1,0) =2"In2+2yx — x2cos y)x=1;y:0 20 n242 0 1-12 cosO=1n2—-1 0.
y
Va nihoyat,

F(1,00= 2"+ y’x—x*siny—1),_,, ,=0
o’rinli bo’ladi. Unda 2-teoremaga ko’ra
F(x,y)=2"+y’x—x’siny-1=0
tenglama (1,0) nuqgtaning atrofida y ni x ning oshkormas funksiyasi
sifatida aniglaydi va bu oshkormas f(x) funksiyaning hosilasi

F.(x,y) y? —2xsin y >
F,(x,y) 2In2+2yx —x’cos y

f(x)=-

[-eslatma. Oshkormas funksiyaning hosilasini quyidagicha ham
hisoblash mumkin: F(x,y)=0 da y o’zgaruvchi » ning funksiyasi
ekanligini hisobga olsak uni differensiallab quyidagiga ega bo’lamiz

F.(x,y)+F,(x,y) y =0
oxirgi tenglikdan

__EMY)
F,(x,y)

bo’lishi kelib chiqadi.
56-misol. Ushbu

F(x,y)=x>+y +1+2xsinxy +xy =0
tenglama bilan berilgan y funksiyaning hosilasi topilsin.
<« 2-teoremaning shartlari bajariladi deb faraz qilamiz.

Differensiallab topamiz:
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(F(x,y)), = (x> +y>+1+2xsinxy +xy), =0,
2x+2yy +2(sin xy + xcos xy (xy) )+ y+xy =0,
2x+2yy +2sinxy +2xcosxy (y+xy)+y+xy =0,

2x+2yy +2sinxy + 2xpcosxy + 2x°cosxy y + y+xy =0,
(2y +2x% cosxy +x)y +2x+2sin xy + 2xycos xy + y = 0.
Keyingi tenglikdan

_ 2sin xpy + 2xy cos xy + y >

y = 2y +2x> cos xy + x

4. Oshkormas funksiyaning yuqori tartibli hosilasi. Agar F(x,y)

funksiya U, ((x,.»,)) da uzluksiz ikkinchi tartibli 7 . (5, 00 oy (5, 3), F 2 (%, )

xususly hosilalarga ega bo’lib, y o’zgaruvchi x ning funksiyasi bo’lsa
uning ikkinchi tartibli hosilasi quyidagicha topiladi.

2FFF —-F* F, —-F*F,
X yo Xy y x X y
y = i : (15.5)
y

57-misol. Ushbu
F(x,y)=xIny—-y*Inx =0
tenglama bilan berilgan y funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini toping.
4(15.5) formuladan foydalanamiz. Buning uchun undagi barcha

hosilalarni topamiz.

v’ x’ y? 2x 2y
FX=2XIny__’ Fv:__zylnx’ ny:(z'XIny__)y:___a
X ’ y X y X
2 2 2 2
F.=Q@xly-27) =2lmy+2, F.=(-2ylnx), =--2Inx,
X X Y y y

Bularni barchasini (15.5) ga qo’yamiz.
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2 2 2 2 2 2 2 2
2 (2xIny -2 =2y )~ — 2y @Iy + ) - @2xIny -2} (-2 ~2Inx)
)= Xy y X y X X y
- 2
(x——Zylnx)3
y

2-eslatma. Oshkormas funksiyaning yuqori tartibli hosilalarini
quyidagicha ham olish mumkin. Buning uchun oldin F(x,y)=0
tenglamadan 1-eslatmadek hosila olib, uni yana bir marta differensiallab
(va hokazo) ikkinchi tartibli hosilasini topamiz.
Yuqorida F(x,y) = 0 ni differensiallab
F(x,y)+F,(x,y) y =0
bo’lishini topgan edik.
Buni yana bir marta differensiallaymiz
[F.(x.9) + F,(x.y) ] =0,
(F.(), +(F,(x,»), y+F(x,y) y =0.
Agar
(F (%), =F.(x,y)+F (x,¥) »y,
(F,(x, ), = F, (6, 9) + F . (x, )y (15.6)
Tengliklarni e’tiborga olsak, yuqoridagi tenglik quyidagi ko’rinishni
oladi
FL(x,)+2F, (x,9)y + F.(x,y)y* +F,(x,y) y =0
va bundan

F,(x, 2F (x, (%, )y
R (6, )+ 2F, (x,y)y + F . (x, )y (15.7)
F,(x,y)

Oxirgi tenglikda y ni (15.4) bilan almashtirsak (15.5) tenglikka kelamiz.
58-misol. Ushbu
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1 .
F(x,y):x—y+?s1ny

tenglama bilan berilgan oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli
hosilasini toping.
<«Differensiallab topamiz:
(F(x,), =(x-y +%sin y),=1-y +%cos yy=0 (15.8)
Bundan birinchi tartibli hosilani topamiz:

1
Ecosy—l y =-1,

1 2
y = = (15.9)
1 1 2—cosy
—Ecosy

Endi (15.8) ni yana bir marta differensiallaymiz:

(l—y +%cosy y)x =0,

1 . r . 1
-y +5(—y siny y +y cosy):O,—y —Ey S1ny+5y cos y =0,

|
i . —y’sin y 2
—cosy—1y =—y’siny, y =2 =Y Sy
2 2 Lcosy—l cos y—2
2

Oxirgi natijada y ni (15.9) bilan almashtirsak

4sin y

(cos y-2)°°

5. Ko’p o’zgaruvchili oshkormas funksiya hosilasi

Faraz qilaylik,
F(x,xy,, x,,) =0 (1510)
tenglama berilgan bo’lib, F (x,,x,..., x,,») ko’p o’zgaruvchili funksiya

uchun 2-teoremaning barcha shartlarini ganoatlantirsin. Bu yerda »y
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o’zgaruvchi x,,x,,.., x, larga bog’lig. Berilgan tenglama bilan
aniglagan oshkormas funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha
topiladi:

Fxl (X, X500y X,,))

yxl = >
F (X, X550 X))

N Foo(x), Xy, X,,))

2 F (X, X0y X, 0) ’ (15.11)
Fx (‘xl x2 """ xm’y)

Ve, = 7

Agar F(x,y) funksiya {0, %5000X,) R™ 1%, =8, <X, <X, +8,, X, =8, <Xy <Xy +0,.er

m

x, -0, <x, <x,+0,} da uzluksiz yuqori tartibli xususiy hosilalarga ega
bo’lganda F(x,y)=0 tenglama bilan aniglangan oshkormas ko’rinishdagi
funksiyaning ham yugqori tartibli hosilalari mavjud bo’ladi.
59- misol. Ushbu
F(x,y,2) =x*=2y"+3z> —yz+ y =0

tenglama bilan berilgan oshkormas funksiyaning birinchi va ikkinchi
tartibli xususiy hosilalarini toping.

d/-usul. Berilgan F(x,y,z) ko’p o’zgaruvchili oshkormas funksiya

uzluksiz va uzluksiz xususiy hosilalari mavjud. Bu yerda :z = z(x,y) bo’lib,

2 2 2
%,%,a—f,a—f,a—z xususiy hosilalarini topishimiz kerak.
Ox Oy Oy~ Ox~ 0OxOy

Oldin F,F,F. xususiy hosilalarini topamiz.
F(x,y,z)=2x, F,=-4y—-z+1, F.(x,y,z)=6z-y.
(15.11) formulani go’llab, quyidagiga ega bo’lamiz;

oz F(xyz) _  2x | oz F(xy2)  1-4y-z

Ox F;(xayaz) 6Z_y

9

&  F(xyz)  6z-y
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Berilgan oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini

quyidagicha topish mumkin:

0 2x ) 6z—y—06xz,

zZ, = x = D

T Ox _6z—y (6z-y)’

L _0 1-4y-: _ A=z )(6z-y)-(6z, -1)(1-4y-2)

70y 6z—y (6z— y)2

0 0z 0 2x  2x(6z,-1)

zZ, =— — =—

Y9y ox oy 6z—y  (6z—y)

Berilgan tengliklardagi - .z, larning o’rniga ularning qiymatlarini qo’yib,
soddalashtirish mumkin.
Il-usul. Berilgan tenglamani differensiallab, quyidagiga ega
bo’lamiz:
2xdx —dydy +6zdz — ydz —zdy +dy =0 .
Bundan ¢- ni ya’ni oshkomas funksiyaning to’la differensialini topamiz:

=2xa’x+(1—4y—z)aly= 2x dx—1_4y_zdy.

y—06z _6z—y 6z—y

dz

z(x,y) funksiyaning to’la differensiali:

dz :a—zdx+%dy
ox oy
bilan tagqoslab,
oz 2x 0z _ 1-4y-z
ox 6z—y’ oy 6z—y

natijalarga ega bo’lamiz.

Ikkinchi tartibli xususiy hosilalar

Az =d(ds)=d —— 2 gy 1237
6z—y 6z—y
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tenglikdan topiladi.Bunda 4,4y differensiallar x va y o’zgaruvchilarga

bog’liq emas debdifferensiallanadi.

6. Oshkormas funksiyaning ekstrimumi

Soddalik uchun oshkormas ko’rinishda berilgan  z=z(x,y)
funksiyaning ekstrimumlarini topish bilan cheklanamiz. : funksiyani
oshkormas ko’rinishda ifodalovchi F(x,y,2)=0 funksiya ko’p
o’zgaruvchili  funksiya uchun 2-teorema  barcha  shartlarini
ganoatlantirsin.

z=z(x,y)  funksiyaning ekstrimumini topish uchun quyidagi
qadamlar bajariladi:

1) Oshkormas funksiyaning xususiy hosilalari z, va z, topiladi, ya’ni

__EGoyzxy) o, o EERGY) .
F.(x,,2(x,)) F.(x,,2(x,))

y

z. =0
2) z, =0 sistema yechilib statsionar nuqtalar topiladi;
F 0

3) Statsionar nuqtalarda £, o shart tekshiriladi;
4) Ekstrimumga erishishning yetarli shartini tekshirish uchun 4, =z,

a, =z, Va a, =z, hosilalar topilib, statsionar nuqtalarda ularning qiymati

hisoblanadi;

5) Har bir statasionar nuqta uchun gq,q,, -4 ifoda qiymati hisoblanadi.
Funksiya ekstrimumga erishish haqidagi teorema (13-§. 1-teorema)
shartlaridan foydalanib natija chiqariladi;

6) Ekstrimum mavjud bo’lgan nuqtalarda : funksiyaning qiymati

hisoblanadi, u statsionar nuqtadagi z, bo’ladi.
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60-misol. Ushbu oshkormas ko’rinishda berilgan z=z(x,y)

funksiyaning ekstrimumlari topilsin:
X'+ Y +z°—2x+2y—4z-10=0.
<4Berilgan
F(x,y,z2) X" +y*+2°=2x+2y—-4z-10

funksiya butun darajali ko’phad bo’lgani uchun u v(x,y,2) R da
uzluksiz va ixtiyoriy tartibda differensiallanuvchi. Shu sababli
F(X0,70,2) =0 5 F.(x),70,2,) 0 o’rinli bo’lgan v(x,y,z) nuqta atrofida
z=z(x,y) bo’lganda F(x,y,z)=0 tenglama (x,,y,) nuqtada z, qiymatni
qabul giluvchi oshkormas funksiyani ifodalaydi.

Statsionar nuqtalarni topish uchun oshkormas funksiyaning birinchi

tartibli xususiy hosilalarini topib

Fo_ 2x-2  x-1 . _F  2y+2 0 y+l

zZ =——= = =
*F 2z-4 z-2>7V F 2z—4  z-2°

z z

quyidagi sistemani tuzamiz:

-1
X =0,
s = z=2
x s 1
z,=0, -2y,
z—-2
F=0.

X +y 20 -2x+2y-4z-10=0.

Oxirgi sistemani x,y,z o’zgaruvchilarga nisbatan yechib a,(1,-1,-2) va
M,(1,-1,6) statsionar nuqtalarni topamiz. Bu nuqtalarda F, =2z-4 hosila
nolga teng emas ( F.(,-1,-2)=-8, F.(1-1,6)=8 ). Ekstrimumning yetarli

shartini tekshirish uchun :z ., z , z. xususiy hosilalarni topamiz

x—1 z—2—-(x-1) z
sz =(Zx)x = - x == ( 2) x,
z—-2 (z-2)
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b

+1 z=2—-(y+1) z,
Zzz(zy)y: _y y == 5 2
7 z-2 (z-2)

x—1 (X—I)Z,
ny=(zx)y= _Z—2 y = (2_2)2} .

Bu topilgan xususiy hosilalarni qiymatini statsionar nuqtalarda hisoblab

ekstrimumga tekshiramiz:

1) m,(1,-1,-2) nuqtada ekstrimumga tekshiramiz (z (1,-1)=0, z (L-1)=0).
—2-2 1

_— -,

-2-2 1 _ ~
(1-1-2) (-2-2)> 4

= =— p =2,

- (2-2)7 4

a, =z

x2

Bulardan
1

2
A=a,a, —a,=—
11722 12 .
16

Demak, 4, >0, A>0 bo’lib, z funksiya (1,-1) nugtada minimumga ega

bo’ladiva z,, =-2.

2) M,(1,-16) nuqtada ekstrimumga tekshiramiz (z,(1,-1)=0, z,(1,-1)=0).
6-2 1

—_— -,

6-2 1 )
2 1o (6-2)Y 4

= ’

9 (6-2)° 4

y2

a, =z

x?

Bulardan

A=a.,a, —a’ =—
1122 12 *
16

Demak, 4, <0, A>0 bo’lib, z funksiya (1,-1) nugtada maksimumga ega

bo’ladiva z_ =6.
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Amaliy mashg’ulotlar uchun misol va masalalar

1. Quyidagi oshkormas ko’rinishda beilgan funksiyalarning
birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarini toping.
I. F(x,y)=x"+xy+y°-3=0.

2. F(x,y)=x"—y* =0.

3. F(x,y):2xarctg£—y:0.
y

4. F(x,y)=1+y" —y=0.

2 2

5. F(x,y)="+2_~1=0.
a- b

F(x,y)=x"—xy+2y> +x—y—1=0.
F(x,y,2)=x>+y +z"-1=0.

. F(x,y,z)=z"-3xyz—a’ =0.

© o N o

F(x,y,2)=x+y+z—e " =0,
10. F(x,y,z)=xcosy+ycosz+zcosx—1=0.
2. Quyidagi oshkormas ko’rinishda berilgan funksiyalarning
birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarini qiymatini toping.
1) Fx,y)=x"-2xy+y +x+y-2=0, x=1, y=1.
2) F(x,y,z)=x"+2y* 432> +xy-2z-9=0, x=-1,y=-2,z=1.
3) F(x,y,z)=2x+2y* +z> —8xz2—2z+8=0, x=2,y=0,z=1.
3. Oshkormas ko’rinishda berilgan : = z(x,y) funksiyaning
ekstrimumlari topilsin.
I. 2x*+2y* +2°+8yz-z+8=0.
2. x* +ytaezt =2 +yP 4 2.
3. 5% +5y° +52° = 2xy—2xz—2yz—-72=0.
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4, 22 +xyz—-xy’ —x* =0.
5. 522 +4yz+y* -2y +3x* —6x+4=0.

6. X+ )y +z27—xz—yz+2x+2y+2z-2=0.
Mustaqil mashg’ulot uchun misol va masalalar.

Oshkormas ko rinishda berilgan u=u(x) (z=z(x,y))
funksiyalarning birinchi va ikkinchi tartibli

hosilalari topilsin.

M14.1. x’ +2xy—y2 =35, (x2 + 2xyz—y2 42 = 6)
M14.2. ln\/m = arctg ij (x2 +y2 + 72 = a2)
Y

M14.3. xlny=y, (x+xyz+lnz :3)
M14.4. x2+xy+y2:3: (x+y+Z=eZ)

M14.5. xz—xy+2y2+x—y—5=0, (23—3xy2=a2)

Mide. Y—asiny=x (0al), Zzwlxz—yztg%
VX Y

1

X+z

Mi4.7. Y—cosy=2x z=xz+
Mi148. X' +x'y+xy-3+y’ =6, (2x+222y+5—z3:0)

N X z
mMi49. X =y (x y), —=h—+I
“ Y
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M14.10.

M14.11.

M14.12.

M14.13.

M14.14.

M14.15.

M14.16.

M14.17.

M14.18.

M14.19.

M14.20.

M14.21.

M14.22.

M14.23.

M14.24.

M14.25.

M14.26

(23 +3xyz = 10)

X
= arcsin —, (x2 +y° + 27 :22—2)

sin xy + ycosx =35, (x3 +y° +2° —3z=0)

x'+ 3y =2xy+7=0, (xcosy+ycosz+z=9)

2x+2y=2"", (x3 +y’ 42 =3xyz>

XCcosy+ycosx=a, (xsiny+zsinx+cosz:a)

Xy =x+y, (x3+y3 :z3+x+z)

xsin y+ ysinx+cosy =1, (sinx+cosz+zy=5)

(xy+xz+yz=zz)

¥+ =xy+y°, (x2+z3+3axz:y2)

y=2xarctg1,
X
Y

X y

x+y=e"’, (x2+2y2+322:z)
2xy=e"", (xyz—em:O)

xt+yt =4xy, (x4+y4+z4:4z)
x*+y° =3xy, (x3 +y° +2° :32)
X'y =x—y, (x3—y3:z—zz)

\/E+lnxy=3,
x+\/5=y2, (sinxyz+x+2:5)

. F(x=y,xy) =0,

(F(xy, Vz,2zX) = 0)
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M14.27.

M14.28

M14.29

M14.30.

F2L <o
X

i
y

(F(xyz,x + y,2x) = O)

. F(xsiny,ysinx)=0, (F(y—zx,x—yz,z—xy):O)

. F(x+y,x*+y7%)

F(sin,sin y) =0,

=0, (F(x+y+z,xz,yz)=0)

(F(Cosx+ y,8in y+z,8Inz) = O)

129



Mustaqil yechish uchun qo’shimcha

misol va masalalar

1. Ko p o zgaruvchi funksiyalar topilsin.

1.1. a tomoni va uning qarshisidagi 4 burchagiga ko'ra  belgilangan
uchburchakning eng katta yuzani toping.

1.2. Uchburchakning @, b tomonlari va ular orasidagi C burchak ma'lum. Bu
uchburchakning @ va b tomonlaridan shunday kesma bilan teng ikkiga (yuzaga
nisbatan) bo'lingki, natijada kesma uzunligi eng kichik bo'Isin.

1.3. u=x’> parabola va x-y-2=(0 to'gri chiziq orasidagi eng kichik masofani

toping.
1.4. (x0, Yo ,z0) nuqta bilan Ax+Bu+Cz+D tekislik orasidagi eng kichik

masofani toping.

1.5. 2 b2 + 2 =1 ellipsoidga ichki chizilgan eng katta hajmli togri

burchak parallelepipedning o'lchamlarini toping.

1.6. O’Ichamlari ganday bo'lganda ko 'ndalang kesimi yarim doira, sirtining yuzasi

2
37IM bo'lgan ochiq silindrik vanna eng katta hajmga ega bo'ladi?

3 bo'lgan to'gri

1.7. O'Ichamlari gqanday bo'lganda usti ochiq, hajmi 32 sm
burchakli banka eng kichik sirtgi ega bo'ladi?

1.8. Hajmi 547 bo'lgan silindrik banka, asos diametri d va balanligi /4 ning
qanday gqiymatlarida eng kichik sirtga ega bo’ladi.

1.9. Musbat a sonini 5 ta shunday musbat sonlarning yig'indisi ko'rinishida
ifodalangki, ularning ko paytmasi eng katta bo’lsin.

1.10. Qirralari uzunliklarining yig'indisi @ ga teng bo'lgan to'gri burchakli

parallelepipedning o'lchamlari ganday bo’lganda uning hajmi eng katta bo'ladi?
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1.11. Hajmi V' ga teng bo'lgan to'gri burchakli parallelepipedning o'lchamlari
qanday bo’lganda uning to'la sirti eng kichik bo'ladi.

2. Agar u=f(x, y, z) no'lchovli bir jinsli funksiya bo'lsa, Eyler teoremasini
quyidagi funksiyalar uchun tekshiring.

X

D umle-2y+3) B e

3. Agar u=f(x, y, z) ikki karrali differensiallanuvchi n o'lchovli bir jinsli

funksiya bo'lsa, quyidagi tenglikni isbot qiling.
o o 0
Xx—+y—+z— u=n(n—-u
ox oy 0Oz

ou ou
4, Au= xa + y@ o'rinliligidan Au va A’u=A(Au) topilsin:

X
a) u:x2+y2 b)u=lnﬂx2+y2_

5. u=lIn \/(X —a)’ +(y-b)’ (a,b- 0" zgarmas son)

funksiya

0*u 0’u
n _

= 0.
ox® oy’

Laplas tenglamasini ganoatlantirishini ko’rsating.

| ]
r Jx—a)Y +(y-b’+(z—-c)

(r 0)

6. U

funksiya
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o’u 0’u 62

Au —+ —=0.
ox® oy’ 82
Laplas tenglamasini qanoatlantirishini isbotlang.
ce " +c,”
7. U= . funksiya, bu yerda r= \/X2 +y’+z°  va

Ci, C; - o'zgarmaslar.
0°u N 0°u 62 5
ox® oy’ 82 '

Gelsman tenglamasini gqanoatlantirishini isbot qiling.

8. z=)f ( ’ —yz) funksiya (f — differensiallanuvchi funksiya) quyidagi

tenglamani qanoatlantirishini ko'rsating.

9. ¢, ¥ ixtiyoriy funksiyalar yetarli tartibda differensiallanuvchi bo'lsa,

quyidagi tengliklarni tekshiring.

0z 0z s
——x—=0, z=0plx" +
9.1. y@x oy §0( Y )
oz oz y?
X' ——xy—+y =0, z="—+0¢(x
02, X G o Y ot olw),
(x* =y )—+xy%—xyz z=e'p yezxy
9.3. Ox oy
ou ou ou .Y oz
X—+oy—+fz—=nu, u=x"Qp —,— ;
04 X s P

0’u , 0%u
=a

PYe PYER u =g0(x—at)+ l//(x+at);

9.5.
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9.6. axz axﬁy ayz

2 2 2
Ou_ 50U 0 _ o = xplxty)+ yylc+y)
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